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PRÉFACE
Cet Ouvrage est principalement destiné aux jeunes gens qui étudient pour entrer à l’École Polytechnique. Il est le résultat des leçons que j’ai données autrefois à l’École centrale de 1 Oise, et il fut composé pour mes élèves. La première édition a paru en 1802.
Je me suis proposé d’y présenter les élémens de la Géométrie analytique. J’entends par cette dénomination la manière d’appliquer 1 Algèbre à la Géométrie, non pas à l’aide de constructions particulières qu’il faut varier pour tous les cas, mais en employant les méthodes générales que Lagrange et Monge ont les» premiers fait connaître dans leurs ou- Vra ges, méthodes enseignées depuis par Monge à 1 École Polytechnique, et si heureusement introduites par M. Lacroix dans ses Traités élémentaires- ce qui est un. des plus importans services que l’on ait jamais rendus à l’enseignement des Mathématiques. Instruit par les écrits
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et par les leçons de ces professeurs célèbres, et pénétré des avantages que les élèves peuvent en recueillir, j ai cherché à les répandre, en présentant les Élémens de la Géométrie analytique dans un ordre facile à suivre, et sous la forme la plus abrégée et la plus simple qu’ils pussent avoir. Je m estimerai heureux si ce petit ouvrage, après avoir été utile aux élèves, donne naissance à quelque autre plus parfait, auquel je serai le premier à applaudir.
Pour qu’un livre élémentaire du genre de celui-ci atteignît parfaitement le but auquel il est destine, il faudrait que les propositions s’y trouvassent disposées dans l’ordre le plus naturel , et que les démonstrations y fussent présentées avec toute la clarté, l’élégance et la simplicité dont elles sont susceptibles. Maisce degré de perfection, dont on doit s’efforcer d’approcher, est beaucoup plus difficile à atteindre qu’on ne le croit communément • et les améliorations successives qu’ont apportéesà leurs ouvragesleshommes distingués qui ont écrit depuis vingt ans sur les
elémensdes Mathéma tiques, sontunepreuvcsen-
sible de cette vérité. Aussi j’ai toujours été persuadé qu’un livre élémentaire ne peut être jugé que par l’expérience; qu’il faut, pour ainsi dire,
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i essayer sur l’esprit des élèves, et vérifier par cette épreuve la bonté des méthodes que l’on a c ‘oisies. Le seul moyen de perfectionner un ouvrasede ce genre est donc de recueillir, et même 6 rec],ercll «‘r avec le plus grand soin, les remarques de ceux qui l’ont enseigné. C’est ce T*® , ai fait pour celui-ci, et ie dois beaucoup
de reconnaissance aux professeurs qui m’ont bien voulu aider à l’améliorer successivement Leursconseüs, etmespropres réflexions,m’ai ,, e ^ uis * on g-temps fait sentir la nécessité
le metendre p lus que je ne ^ ^ ^ ^ s rue ion es expressions algébriques, et sur
ôr'r i n. <,c rAi ^- - £
eter r né °- MaiS ’ a <limculté ■'« bien
occupatio CttC . * a<d * e ’ et I e l’avouerai, d’autres m’avait 7 - t 0bli8 “ 8 ’ 0U pl us attrayantes, acquitte" - c’e t ^ l Jen<!anl long-tempsà m’en édition ’ 1 T- qU ' “ retardé œtle nouvelle
sieurs an q - U ' r 613,1 denlandée depuis plucette omi tâcllé de réparer ici
aux preW°" ^ U " 6 addili ° n assez «tendue
lianes nola- P ro Pnétes des pôles et des
d ’ abord par Mon ^’ 1 • 'es auteurs des Annales de Matlié-
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matiques ont donné des développemens analytiques si élégans. Enfin j’ai modifié la manière trop particulière, et trop compliquée, dont j’avais présenté la formation des sections du cône dans les éditions précédentes. On trouvera, je crois, l’exposition la plus simple de cette formation, dans une note que je dois à mon beau-frère, M. Brisson, Inspecteur-divisionnaire des ponts et chaussées, et que j’ai insérée page
J’aurais voulu pouvoir terminer ce petit ouvrage par quelques exemples bien choisis sur l’application dé l’Algèbre aux problèmes dépendans des lieux géométriques. Le temps ne me l’a !>&s permis ; mais j’espère être en état de le foire dans une édition suivante, si celle-ci n’est pas la dernière.
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CHAPITRE PREMIER
Exposition des principes sur lesquels se fonde l application de VAlgèbre à la Géométrie.
I rocedes généraux par lesquels on peut construire géométriquement les expressions algébriques.
U " e laD8Ue t ' ui ’ re P r ®sentant les C ™ Par CaraCtèrcs <* '« opérations par des
Son T’ *"* " CX P r ™ Cr 8«-ralen,ent les obitions qui doivent exister entre les données et les
rzr pr ° blemc quiconque, pour que les
nommions imposées par ce problème soient satisfaites, eu Importe que ces données et ccs inconnues soient es nombres, comme dans les problèmes d’Arithmé- ]J ’ des mo “'emens et des masses, comme dans 4 ions de Mécanique, ou enfin des lignes des
Géométrie ’ C ° mmC <la " s les 'cherches de
Itrt un SU “V Ue leS rCla,IO " S ^
réduite T av ® e ,es autres ’ P uiwent é ‘te définies et rldU 0PCra ‘ ° nS Calculal,ks > Poor <jue l’Algèbre
CONSTItUCTION
La soustraction des lignes s’opère aussi simplement que l’addition. Soit a la valeur numérique de la plus grande des deux lignes, b la valeur numérique de la plus petite, et x leur différence demandée; on aura
expression qui servira pour calculer arithmétiquement la valeur numérique de cette différence lorsque a et b seront données. Mais on pourra aussi construire cette différence géométriquement, en substituant, comme tout à l’heure, aux valeurs numériques a, b, x, les
rapports — , — , — des lignes correspondantes, avec
l’unité de longueur; car, par cette substitution, la longueur A disparaît encore d’elle-même, et il reste
relation entre les longueurs absolues et géométriques des trois lignes, par laquelle on voit que l’on obtiendra la ligne X en portant la longueur B sur la longueur A, non plus à la suite l’une de l’autre comme tout à l’heure, mais en sens contraire, et à partir de la même origine» comme le représente la fig. 2 , où AB est A, BD, B» et AD, X, ou la ligne cherchée.
En comparant cette construction à celle de la question précédente , on voit que, par la nature des opérations mêmes, la direction de la ligne BD ou B s’est intervertie relativement à la ligne A, lorsque le signe qui affectait la valeur numérique de cette ligne B a changé et a passé du positif au négatif. Cette analogie entre les inversions de position des lignes et les changemens de signe des lettres qui expriment leurs valeurs numériques, se retrouve continuellement dans l’applicatiou de l’Algèbre à la Géométrie ; et elle y devient même d’une
D,?s expressions algébriques. 5
indispensable nécessité pour que toutes les questions ^métriques susceptibles d’un même énoncé, et qui t « erent seulement par les longueurs ou les sitqations re a îves es lignes dont elles dépendent, puissent çtre exprimées par une seule et même équation. C’ost ce que nous démontrerons bientôt d’une manière générale, aïs j ai voulu profiter du premier exemple de ces pports, entre les positions des lignes et les signes lu a ectent leurs valeurs numériques, pour en faire sen n tout de suite, dans un cas très simple, la cause et i universalité.
Sû l^r la . < ; 0 ™ 1,înaîson dcs quantités par addition et i r - ^ n ’ ^ faut P asser à leur multiplication et à cxLpkT- 1 ' 8 r s Pa " k * Suppôt, par
l<.n S ue Mr ;l nn n ' s g A ne B n TT X *"*
entre le.,ro , ç A ,. > G , de manière qu’il existe ’ trC ,C ^ S valc »« numériques la relation, suivante :
Mais si l’on veut Pn A -1 • V ’ seront <V n .ces.
—^nte, rjy':
lettres a, b, x, les rapports ^ï des lignes eor-
encorê‘'ii’r“te C '** lon 8 ueur - °> r A <«sparaît
trièmeprorm’t^n l!gne i " connue X est «ne qua- Ainsi pour V™"! 0 ° aux trois H ë nes données C, A, B. géométrique ° 0 Ce ,* te 1,gne par une construction bitraire Al L ' V ” qU “ formeT , k volont é un angle ar- > o* 5 prenant ensuite sur une des branches
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de cet angle les longueurs MC = C, MB = B, et sur l’autre, toujours à partir du sommet M, MA = A, on joindra CA; puis, par le point B lui menant une parallèle BX, MX sera la longueur cherchée. Car les triangles CMA, BMX étant semblables, on aura évidemment
mc : mb :: ma : mx ou c : b :: a : x,
et par conséquent,
conformément à la condition demandée. Mais on pourrait encore construire la ligne X d’une autre manière, fig. 4. Car, en prenant toujours un angle arbitraire M, il n’y aurait qu’à porter C de M en C, et A de M en A, comme tout à l’heure; puis, à partir du point C, prendre CB égal à B, en le comptant depuis le point C et non plus depuis le sommet de l’angle. Alors joignant CA et lui menant une parallèle BX, AX serait la ligne demandée; car dans le triangle BMX la ligne CA étant parallèle à la base BX, divise les côtés en parties proportionnelles; ce qui donne
mc :cb :: ma : ax, ou c : b :: a : X;
d’où l’on tire
Il est facile de voir en effet que ces deux constructions s’accordent, c’est-à-dire que la longueur AX de la fig. 4, égale la longueur MX de la lig. 3. Il suffit pour cela de concevoir par le point A, fig. 4, une parallèle au coté CB; car l’angle M étant supposé le même, le
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triangle formé parles lignes AX, BX et cette parallèle , w ' 1 * a identiquement égal au triangle BMX de la fig. 3.
On pourrait encore construire X de manière que Ta •Igné qui représente cette inconnue, se trouvât placée, non sur un des côtés, mais sur une des hases des triangles que Pon compare. Pour cela , on n’a qu’à prendre sur une droite indéfinie MZ, fig. 5, une longueur MC égale à C; puis, du point C menant une nu re igné indéfiiiie sous un angle arbitraire, on prenn sar celle-ci la longueur CA égale à A , et l’on ) m ia IA, que Ion prolongera indéfiniment. Alors,
P "' nt M ° n P° rtc sur la li ? nc m
3 “ “ B * ëî,le à B ’ il "" q«’à mener BX pa-
lele a CA et tcrunuce à Vautre branche de l’angle M
::::Trr c, ' o, ' ch “ * x > 0 „ \ e m -, t
\ la similitude des triangles MÉA.MRX.
dVaSl'r ,S r* 3 :' C ««'«ion s»e -mus venons lonnulur uT'? 1 “ *»« P° ur X une même
nlfcres et T” ' ? r ,l °, n " c “‘ l Jacéo *> «HITéreute, ma- •lansehaiiur '" n" l ° *1° 00116 diversité pour choisir, lise , , T ^ 1,6 ‘‘onstrm-1 ion qui oti-
-Xnr"rL deii tT di " s ^™-
nriée à i» rt i a , ' u,,Ut ‘ a position l a mieux appro - CieV.d'T ' ,UC "° ‘ l0it rem P lir - C’est dansTtte consiste L * * 0 ' J " sl ‘' uchon • et dans sa eonvcnauœ.que consiste ce que l’on appelle l’élégance d’une solution
‘lue dan ! T'" P ‘ IUC " 0, ‘ S veno, ‘ s <lc discuter, ainsi
desraW UI ‘ )r ' C “! CnS ’ k ™l'' 6
longueurs , u ™ 6rl< l ues <les ''S nes «« relations de leurs
luantanvfe TTT <1 "° U ° US aV °" S &it > e “ substi -
leur exnrp? ,C ’ 4*» ^^tAieiÛ ces valeurs,
on évidence' 0 " eXp ,c l6 > «Il l’unité de longueur était imité dismi ’■ n ° US T”' lou f° urs trouvé que cette “ut e t ZT" 1 a de sorte que Luàtlon
s Igoeurs aljsolues était exactement la même
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qu’entre les valeurs numériques. Nous aurions donc pu nous dispenser de cette transformation, et procéder immédiatement à la construction géométrique d’après l’équation en a, b , x, en y considérant les lettres a, b y c, comme représentant les lignes mêmes. Mais on ne pourrait pas en agir ainsi en général. Car l’identité des relations que nous avons trouvées dans les exemples précédens, entre les valeurs numériques des lignes et leurs longueurs absolues, tenait à cette circonstance particulière, que la condition qui les liait portait seulement sur les rapports de ces lignes entre elles , indépendamment de leur rapport absolu avec l’unité de longueur. Cela devient évident, si l’on observe que les équations
, , , ab
x = a -J- b , x = a — b , x rn= —,
peuvent être mises sous les formes suivantes :
_ a b _ a _ b _ ab
x ' x ’ x x ’ ex ’
où elles ne contiennent plus que des rapports des lettres a, b,c,x, entre elles. Les équations qui jouissent de cette propriété sont appelées homogènes , et il en existe de telles dans tous les ordres de puissances, comme les suivantes, par exemple ,
x a = à 1 4" 6% ux 3 = b* c a d\ qui peuvent se mettre sous la forme
ou bien encore,
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Or, toutes les fois qu’il eu sera ainsi, il est clair que, si l’on substitue aux lettres a , b, c, x, leurs expressions explicites où l’unité de longueur sera en évidence, la lettre qui désignera celte unité disparaîtra d’elle-même dans chaque rapport, et ainsi l’équation entre les longueurs absolues sera la même qu’entre leurs valeurs numériques -, mais il en arriverait autrement fi l’équation proposée contenait, outre les rapports des lignes A , B, Cj,X, entre elles, le rapport absolu de quelques-unes «le ces lignes à l’unité de longueur. Car si l’on avait, par exemple,
x ~ ab,
la valeur numérique de x pourrait bien se calculer immédiatement par cette équation, puisqu’elle se trouverait être le produit des deux nombres abstraits que a et 1 eprésentent; et, cette valeur numérique étant connue , on pourrait aussitôt construire en parties «e l unité de longueur, la ligne qui y correspond; mais si 1 on voulait passer de cette équation à la relation anatyüquc q u i i es grandeurs absolues des lignes A, 15, X, en substituant aux lettres a, b, x, leurs ex-
jiessions ^ — , ou l’unité de longueur est en
évidence, A se trouvant au carré dans le dénominateur u second membre, et seulement à la première puissance ans le dénominateur du premier membre, il ne ^paraîtrait point complètement; et il resterait, après les réductions faites,
ces a- ne q Ue j a lig ne x se trouverait être une quai unie Proportionnelle aux longueurs a, A, B. Ainsi, < ans ce cas, et dans tous les analogues, on ne doit pas
ÎO
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supposer entre les longueurs absolues la même relation qu’entre les valeurs numériques ; et cette impossibilité se trouve indiquée par la considération de l’équation même; car si a, b, x, représentaient des ligues et non pas des nombres abstraits, le produit ab représenterai! une surface, et par conséquent ne pourrait pas s’égaler h la lign<ka'. On voit donc par ces exemples, qu’eu général, pour passer des relations analytiques abstraites aux relations géométriques qui lient les valeurs absolues , il faut remplacer les valeurs numériques des lignes par l’expression équivalente des rapports de cas lignes a l’unité de longueur, et n’interpréter géométriquement le résultat qu’apres avoir effectué réellement, ou du moins mentalement cette substitution; réellement, si l’équation n’est pas homogène; mentalement, si elle l’est.
5. Par les memes principes dont nous venons de faire usage, on pourrait calculer et construire toute expression de la forme
ab c d ef. ..
b c de / ...
dans laquelle a, b, c, d, a', b', c, d'. . . seraient des valeurs numériques d’autant de lignes données. Car, pour le calcul numérique, il se ferait immédiatement sur les nombres abstraits a, b, c,... b\ c,cP... Quant à la construction, si t’on suppose l’équation homogène, ce qui aura lieu si le numérateur du second membre contient un facteur de plus que son dénominateur; en substituant aux valeurs numériques les rapports géométriques, l’unité de longueur disparaîtra ; et il viendra entre les lignes
_ ABCDEF...
B'CD'E'F
Or, la partie y peut d’abord être considérée connue
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représentant une ligne A", quatrième proportionnelle à B', A, B, et susceptible d’être obtenue par la construction expliquée fig. 3, 4 ou 5. Combinant cette
ligne avec le rapport suivant ^, le produit représentera une nouvelle ligne A'*, qui se construira de la même manière. Celle-ci combinée avec , donnera le A"' D
produit “jy- , auquel on substituera une nouvelle ligue
A v , et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on ait épuisé tous les rapports dont la valeur de X est composée. Le dernier résultat, de même forme que les prccédens, sera donc encore une ligne qui exprimera la valeur do l’inconnue X.
INous avons supposé que le numérateur du second membre contenait un facteur de plus que le dénominateur; c’est évidemment cette condition qui, lorsque nous avons passé aux relations géométriques des lignes, a fait disparaître des deux membres l’unité de longueur A. Si donc elle n’avait pas eu lieu, A serait resté dans 1 équation pour compléter l’homogénéité; mais une ois qu il y aurait été ainsi réintroduit, la construction se fût achevée de la même manière. Si l’on avait eu, par exemple,
x = ùbcd ,
h numérateur du second membre étant composé seulement e quatre facteurs, et le dénominateur de chaque eime étant l’unité, on aurait obtenu pour la relation
géométrique,
v ABCD
^pression qui se serait construite de lu même manière.
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Car d'abord la partie — eût donné une ligne A', qui,
combinée avec le rapport — , eût produit une nouvelle
ligne A", laquelle enfin combinée avec 5 } e ût donné une dernière ligne A ,v , qui eût la valeur de X.
6. En général, quelle que soit la relation analytique établie entre les valeurs numériques des lignes, par l’équation qui détermine l’inconnue r, lorsqu’on substituera au lieu de ces valeurs leur expression explicite, c’est-à-dire les rapports géométriques des lignes avec l’unité de longueur, il en résultera toujours entre les lignes une équation , qui ne contiendra que des rapports de lignes entre elles, c’est-à-dire une expression homogène. Ainsi, en définitif, on n’a jamais à construire que de telles expressions. C’est pourquoi, afin d’abréger l’exposition des méthodes géométriques par lesquelles les constructions s’obtiennent, nous nous bornerons à les appliquer à des équations dans lesquelles l’homogénéité est déjà établie, et qui puissent ainsi indifféremment être considérées comme ayant lieu entre les valeurs numériques des lignes ou entre leurs longueurs absolues elles-mêmes.
7• Déjà celles que nous avons considérées nous ont donné l’exemple de la multiplication et de la division des lignes, ou plutôt des valeurs numériques des lignes les unes par les autres; mais il se présente aussi des questions où l’inconnue .r est donnée par des expressions radicales, telles que
x == ab , x = Ÿà 1 -f- b'\ x = \/a u — b~,
dans lesquelles je suppose que a et b soient des longueurs connues. Le calcul numérique de ces expies-
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sions n’ofire aucune difficulté, si l’on substitue aux lettres a et b leurs valeurs numériques ; mais on peut egalement les construire en attribuant aux lettres «, 6, x, des valeurs absolues. Car la nature de Ces expresses est telle, que l’unité de longueur A disparaîtrait d elle-même comme tout à l’heure, si l’on su stiluaitaux vaieurs numériques leurs rapports avec
immédiatement q “ e PCUt <le C0 " Struire Or, on commençant par la première )/ri, on voit W v f elpnme i une moyenne proportionnelle entre les valeurs a et b, on entre les lignes que ces valeurs représentent On pourra donc la construire en portant, i le f es A . B=tA . = B à la suite Pune dé
diaWtée L ’ SOmmC AD ou A + B comme
/] . ' ’ . nvant une circonférence de cercle et
sera l’inconn 0 '" 1 1 ^ ^“ Ction B une ordonnée BX. Ce
conn^rra‘ C ï: héC - En , Cffet ’
•m produit de* A ’ ** de CeUe ortlonn ôe est égal
“‘-fait à i« ,Iiamitrc - et «“•
X par Ies COrdes > sur AB 1 ,7’ ABeSt A ’ et BU B. Alors
rencc i ^ d "““!* e ’ 0 “ ^“'ira »« circonfénéc BX etT * 011 “ï® vcra P ar le point D l’ordonpar les ’ 1)ro e ^ m l’inconnue cherchée. Car
U‘nne P nT' ? du “ rde ’ corde est
segment BD P ° rtl0nnelIe e »tfre le diamètre AB et le
quatrième"'^”' °!. mod ® de construction à celui des
bruire séontétr "” e es ’ ° n Pf ticndrait à congeonietriquemeut tonte expression de la forme
x = \/ abcd .. ., '
le n0mbre des lecteurs renfermé sous le radical
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serait quelconque. Car supposez, par exemple, qu’il lût de quatre; en substituant aux valeurs numériques des lignes leurs rapports avec l’unité de longueur, on aurait d’abord
X __ / ÂBCD
et après les réductions,
ir./
A BCD
Maintenant, le produit qui se trouve sous le radical, peut être considéré comme composé de deux facteurs
~ ~ , dont chacun représente une quatrième pro¬
portionnelle facile à construire par les lig. 3, 4, ou 5. Supposons cette construction faite, et soit A' la première de ces lignes, B' la seconde; en les substituant dans l’expression de X, il viendra
X = lÆB 7 ;
c’est-à-dire que la ligne X est moyenne proportionnelle entre les lignes A' et B'. On pourra donc l’obtenir par le cercle comme précédemment.
Si l’on avait eu cinq facteurs au lieu de quatre, on aurait trouvé après la transformation
et par suite,
ABCDE
Dans cc cas, on commencerait comme tout à l’heure, par isoler les facteurs que l’on construirait
par des quatrièmes proportionnelles A' et B" ; ensuite
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combinant 1 une d’elle, B', par exemple, avec le dernier rapport - , il en résulterait le produit ~ f qui se
construirait encore par une quatrième proportionnelle, et donnerait ainsi une nouvelle ligne fi". On aura donc alors
X = v/ÂTî",
qui se construirait par le cercle, comme précédemment. 8. Passons aux expressions radicales de la forme
Odle-ci Re construit par les propriétés du triangle rectangle, fig. 8. En effet, soit AB = A, BD = B e t les « eux lignes AB, BD, perpendiculaires l’une à l’autre.
Afl ’ x > «* —
d ou
cVsl-à-dire qu’elle satisfera conditions demandée,. l’eKpiCion ,U t ^ alCI “ C, “ 1Ur le U ' a "« lc r8cU "'8 le
! a Ilgne X n est l )Ius riiypofëmise du triangle,
mené I ’ a "« le «*«"*■ E “ ayant
l’nnp ï Po ; ’ Ueux droiles luJéiiuies perpendiculaires du snm, ,U . Ue i ’ lP 1 reUez SUr 1>une 4’entre elles, à partir u s^met de l’angle, la longueur DB égale^ B;
r' IS - ' Iu .P“»‘ B eonnne centre, avec BA, ou A layon, < écrivez un arc de cercle qui aille couper
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l’autre branche en A ; alors si l’on nomme AD, X, on aura évidemment
c’est-à-dire que DA satisfera à la condition proposée.
En combinant cette construction avec la précédente, on pourra construire toute expression de la l’orme
c’est-à-dire dans laquelle le radical se trouvera envelopper la somme ou la différence d’autant de carrés que l’on voudra. Car d’abord, en réunissant les deux premiers carrés, on pourra leur substituer le carré B' 2 d’une ligne unique, qui sera l’hypoténuse d’un triangle rectangle, dont les cotés seront les lignes A et B. Joignant ensuite B' 2 au carré suivant, que nous supposons affecté du signe négatif, la différence B' 2 —C 2 pourra encore être remplacée par le carré d’une ligne unique B" qui, cette fois, sera un côté du triangle rectangle dont B' serait l’hypoténuse, et C l’autre côté ; continuant ainsi à réunir les carrés successifs par somme et par différence, on finira par obtenir une ligne unique et définitive, qui sera la valeur de X.
Le même mode de construction peut se combiner avec ceux que nous avons exposés plus haut, et il est nécessaire de le faire lorsque le radical qui exprime l’inconnue x , enveloppe, outre dps carrés, d’autres
termes de la forme ab, ou ; comme serait, par
exemple, l’expression suivante :
x= y/ o’ + ** — —J- + rf-
4ac a
Dans ce cas, le produit devrait être décomposé
des expressions algébriques.
,,m - inc
611 ~<T' C% P rcm »er facteur—se construit par une quatrième proportionnelle; ainsi, en nommant b' la ligue qui en résulte, le produit Sjf devient Vc y et
peut être remplacé par le carré i"‘ d’une ligne unique, 1 soient comme dans la page i3, au moyen du cercle. Le produit ef, qui est de même forme, peut être aussi remplacé par le carré c" a d’une ligne unique, qui s obtiendra de la même manière; alors le radical con nant plus que des différences et des sommes
suffi™ F * S ’ GS SGU ^ eS P ro P r ‘étés du triangle rectangle suffiront pour en achever la construction
l’exposition d*” pr ^? e > nous «eus sommes borné à particuliers lest■ genéraux ‘ Ma,s > dans l es cas souvent être • } !’ ' catlons de ces principes peuvent
“**,ir WorLlons
même con +• Umssen * Plusieurs termes dans une P ° r «-J*»!— a«n- Æ&5T à enfin par „„
nous offrira ^ y a résolution des problèmes
précisément . Sl 1 occasion d expliquer plus
s’obtiennent. S PrinC,paux artilices par lesquels elles
c^prnirrTcomt ^ es procédés ique nous venons d’exposer, qui dépendra V lm f edlatement tout e inconnue
raleu/d’unp \ !? e . ec I uatî0n d u premier degré; car la que par hTJT - n ’ ëtant > amais ^primée «éesfes \ T ^ deS *>n-
construction oinTd ** * V ? Te8 > el,e n ’ exi gera pour sa des moyennes 1 ^ quatnèmes proportionnelles et
avons deu * cWs ** «
io. m • i bten,r généralement.
7 e Édit CS m ^ mes P roc éilés suffisent encore pour
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construire géométriquement les racines il une équation du second degré, dont les coefficiens ont des valeurs quelconques, e^ par conséquent aussi pour obtenir analytiquement la solution géométrique de tous les problèmes qui conduisent à une pareille équation. C’est ce qne nous allons montrer en parcourant successivement les differentes formes dont une équation du second degré est susceptible.
Supposons, par exemple,que l’on ait
x % — ucix — — b^\ (1)
en résolvant cette équation par rapport à J?, on trouve les deux racines
D’aWd, la partie radicale de ces expressions peut être évidemment représentée par un côté de triangle rectangle, dont la ligne A est l’hypoténuse, et la ligne B l’autre «ôté. Ainsi, pour l’obtenir, traçons, fig. 10 , une ligne indéfinie ZZ' ; puis, en un point quelconque de cette ligne, élçvons-lui une perpendiculaire, à laquelle nous donnerons une longueur BC égale à B; enfin, du point C comme centre, avec A pour rayon, décrivons une circonférence de cercle qui, généralement parlant, coupera la droite indéfinie ZZ' en deux points X, X', également éloignés du point B. Alors les se gmens BX ou BX' représenteront le radical V A. a —B a . Conséquemment, si, à partir du point B, lofi porte sur ZZ', une 1on- « gueur BA égale à A, la longueur AX ou A + V^ représentera la première valeur de a?; et AX', ou A — V A, a —B a j représentera la seconde.
Si la longueur particulière de la ligne B était telle, quelle fût égale à la ligne A, il est clair que les deux points 4’intersection X, X', se réuniraient en un seul en B, et ainsi le cercle ne couperait pas la droite indéfinie ABX, mais il la toucherait seulement en ce point.
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Alors les longueurs BX, BX', devenant nulles, les deux ongueurs AX, AX', deviendraient égales entre elles a la I, 8 ne uni q ue A. Ces diverses modifications de la construction géométrique sont l’expression fidèle de celles que l’équation proposée subit par la nouvelle relation d égalité supposée entre les lignes A et B; car 3 °7 11 fa nt sü PP oseé aussi a = b, ce qui rend nul le radical )/a * b u , et réduit les deux racines à leur seu premier terme; de sorte qu’elles deviennent égale entre elles et à la valeur unique a.
nfin, si B surpassait A, le cercle décrit du point C
A pour rayon, ne couperait pas du tout la droite indéfinie AB. Les points X, V ne nour-
aMla soTut- 8 ?°v ÛÎr danS CCUe circ °nstanœ, et sible C’est l0n - 6 3 < ï uest * on proposée serait impos-
numériautT',' 0 ^ “T* 8 » ><* valeurs
car > 51 b surpasse a, la partie ,U ' CSt commune “ u * Jc ui racines, sont impossibles'. 1 ”*** COnSé 1“ emm ™ 1 - *« racines
^ L coZt U nri Pré ^ ente ' ' “O- avons
egalement sc découvrir” d’an . <lns rao,nes > aurait pu l’équation nui icâpres 1 inspection seule de
r e 1 ; r, . n,nait - En cUct ’ en
cette forme : u i uat, on, elle peut se mettre sous
Alors, eîlp »
moyenne ' ) “ a,a limité connue b doit être
aa~ x . rr rl,0nn f UC entre ,cs yaIeurs Jc * et de d’un cercle don^° Pnete , deS ‘ 8ne b Comme Ordonnée -leur ZJfc T «c diamètre, et x, angles comme diamètre o “ ° r<,onnée ' Donc > si . sur sa fig. 11 on ttznJ ,?°!; struit un P are *l cercle AMM'A',
’ 1 a qu a élever à ce diamètre une perpen-
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diculaire BC, dont on fera la longueur égale à b ; puis, par le point C ainsi détermine, on mènera une ligne indéfinie MCM', parallèlement au diamètre AA'; les points M, M, ou elle coupera le cercle, seront les extrémités des çrdounées b. Aljaissant donc de ces points les ordonnées elles-mêmes, on aura les points X, X', où elles couperont le diamètre; et les deux segmeus AX, AX', représenteront les deux racines de l’équation proposée.
Il est évident que cette construction assigne précisément a ces racines les mêmes valeurs que nous avons trouvées tout à l’heure ; et même les deux constructions sont identiques, puisque le diamètre AA' de la fig. 11 n’est autre chose que le diamètre EF de la fig. 10 . Mais la nouvelle forme sous laquelle nous venons de la présenter est généralement préférable, parce qu’elle permet de reconnaître les racines à la seule inspection de l’équation , èt de les obtenir sans la résoudre.
Si le second membre de l’équation eût été positif au lieu d’être négatif, la construction fût devenue un peu différente. En effet, dans ce cas, on aurait
x a — aux — b*, ( 2 )
et les deux racines seraient
alors la partie radicale serait représentée rton plus par le côté, mais par l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les lignes A et B seraient les côtés. Prenons donc, fig. 12 , BD égal à B ; puis, élevant au point B une perpendiculaire BC égale à A, DC sera la partie radicale commune aux deux racines. Si, ensuite, du point G comme centre avec CB ou A pour rayon, l’on décrit une circonférence de cercle qui coupe la ligne DC en E\ ét son prolongement en E, la longueur DE sera égale
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A ^ lV } a,nsî > elle représentera la première >fe ur_doar ; mais le second segment DE' étant égal
ne représentera la Se^nlle racine 1 A S son signe; c'est-à-dire que cette sende racine sera représentée par —DE'
interprétaJJnn^l >n ^ ^ ^ptilde d'une
r p re t at"on directe, parce qu’en admettant, comme
qu’elle tkdt re reCOnn i U âànS . wne autre circonstance , De voit pontets «te inversion de position, l’on
Puisqu’une * ^ P° urrait être rapportée.
S teÆï", a “ CUnC *“»** don, BE' tion disparaîtra si l’on* * dl p Cul î* lle •'"‘tepprtitildc x coLaè u ’ r ' , T dtre ,a ■'Cluelln
générale dans laquelle'ted^Tac’™ 6 <1Uralio " P ,us ^ ies ueux racines seraient
«gne P XT,ée n comme al r U “ U ^ ri( î ue tPun e nouvelle racines ferait dépenLe^dW^ 1 V ' CcUe fonne de f cond degré, qui serait aUtre CC » uat,on du «*-
^- a Ca + f)a:== ^__ aaç _ c9
rait surles'mêmerT SUpP ° 8ant c nul > retombenouveau cas la cou ^ tl> , Ut * Pheure - Dans ce
rait absolument h ! rUCt '° n ) de lu P a *'tie radicale seencoreDB f, L r ,2 n me i cest-è-du-c qu’en prenant nuse Del 8 ; ’ ^ * B ' et BC êgalàA, Pbypotécrivant un^ le radica l l/A‘+B’. Alors déavec BC ou a 0 ” Crence du P 01lît c comme centre, A 4-1/iri 4 P ° Ur ray ° n ’ la lon 8 ueur DE sera Ainsi, pouî^avoir Ta Z ^ . A ~ ^ A- + B*.
l>lus qu’ajouter à Dï ; m^ 1 "* ™ C " K ’ " e fau<lla portant celte 1 ongueur C, ce qui sc fera en
1 «**>» cette longueur 5 „ , c proloD ^ t dc CD)
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de D en F, et FE représentera C-J-A-f- B a .
Mais, pour avoir l’autre racine, qui est égale à C -h A — l/ A a -f- B a , il est évident qu’il faudra soustraire le segment DE' de la ligne DF, co qui se fera en portant ce segment sur la ligne DF, à partir du point P, en sens contraire de la position que la construction immédiate lui assignait d’abord. Alors en supposant que son extrémité tombe en E", le segment FE" sera égal à C + A — V^A‘ 4 - B a ; c’est-à-dire qu’il représentera la seconde racine ; et ce segment lui-mcme se présentera ainsi avec une valeur positive, si la soustraction est possible, c’est-à-dire si la ligne C ou DF surpasse DE'; mais avec le signe négatif, si la soustraction ne peut être complètement effectuée, c’est a-dire si DE' surpasse DF; ce cas était précisément celui qu’offrait la question précédente, puisqu’alors la longueur de la ligne C était nulle.
En général, lorsque l’Algèbre attache à une quantité ou à un résultat le signe négatif, c’est toujours l’indice d’une soustraction à faire. Si l’expression analytique dans laquelle cette opération entre, renferme des grandeurs positives sur lesquelles elle puisse être effectuée, alors l’indication du signe est satisfaite. Mais si elle 11e peut l’être complètement, le signe reste pour indiquer la partie de l’opération qui demeure à faire encore. Dans ce cas, si l’on veut interpréter le résultat analytique jusque dans l’indication de ce signe, il faut concevoir une question plus générale que la proposée, et dans laquelle il existe des quantités sur lesquelles l’opération de la soustraction indiquée soit complètement possible. Alors, en l’effectuant, vous réalisez le résultat qu’elle indique ;eten rendant ensuite nulles les quantités qui vous avaient servi à le réaliser, vous comprenez ainsi la signification qu’il laut lui attribuer dans tous les cas.
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Ici, comme clans le cas précédent, la signification et les valeurs des racines ««raient pu être reconnues par la seule inspection de ?éqnation proposée, sans qu’il tut besoin de la résoudre. En effet, cette équation x a — aax — 6*
pouvait être mise sous la forme
Alors, il devient,évident que l’inconnue -f-x peut se construire par celte propriété du cercle : le produit de lu s cante entière -hr, par sa partie extérieure 4 -x— aa cfrclp e r arré dC ^ tan ë ente b ' Ainsi, ayant décrit uu Zl * S ' 12 / aVCC UU ra y° n CB égal à a, on lui mènera en un point quelconque B une tangente à laquelle
ziïr: r ion « u * ur bd ; puis ,
^ et e centre C menant la sécante DCE la
Wajf" D f ;. cprésenter “ +- *
M • îeS de 16 4 uati «n.
Cine en T* C<mstrncti <™ **nne aussi l’ante fc*
ula _ î b ^ ï8 ^ lnt scm s*®™- Eu effet, écrive* — x ' h ] a place de +, dan, Wytta, propo^, clfe ^viendra
pa - '■
non.! An, n , • ^ de a même sécante que nous venons de construis tout 1 * ;
<|uantité -x- ou f Pheure; P ar conséquent, la
'!<■« lignes +DE + -.cV era Ti _ 1 DL ! a "' S '’ leS l’ëffuation • ’ ÜU ’ sont ,es deux racines de
résultat ", P m em ';“ t ^Ofosie. C cst en effet à ce des valeurs "°“ S aV ,°' 1 dé i a comluils la construction
t««on immédlatedel” scu ! cme,,t ^rpre-
Ibis, lorsque 1,. *l < S“» l,on est pl“ s rapide. Toutelettres il ,.., “dnciens sont composés de plusieurs
les racines mfîTfûsîftf "TT" da CanStrUirC d 7 ^quantité “ U ' S01 "' Cnt
tous les exemptes precédens, nous avons consi-
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déré des équations où le coefficient de la première puissance de x était censé négatif. Mais si ce coefficient était positif,les mêmes principes s’appliqueraient également à la construction des racines. Supposons en effet que l’on eût x 2 -f- 2 ax — b 2 , (3)
la résolution de cette équation donne pour les racrûes ces deux, valeurs :
' x — — o- -+■ V e ? + b 2 , x — — a-*— {/a* -Çb 2 .
La première se construit précisément comme dans la fjg. 12, et elle est représentée par DE' ; la seconde étant prise négativement, èst représentée par DE, ou, si on l’énonce sans changer son signe, elle est représentée par —DE.
Ainsi, toute la différence qu’il y a entre la construction de cette équation et celle de l’équation
x 2 — 2 ax = b 2 (2)
qui avait donné naissance à la fig. 13, c’est que la ligne DE qui représentait la racine positive de celle-ci, représente maintenant la racine négative de l’équation ( 3 ), tandis qu’au contraire, la ligne DE' qui représentait la racine négative, représente maintenant la positive. Le signe seul de cette représentation est donc interverti, et non les valeurs mêmes. Cette inversion est en effet l’expression fidèle de la dissemblance analytique qui existe entre les deux équations; car la seconde n’est autre chose que la première, dans laquelle ou a changé -J-x en X‘, c’est-à-dire dans laquelle on a changé la racine positive en négative, et réciproquement. On voit encore que la construction qui donne ces racines, peut se conclure immédiatement par l’inspection de l’équation ( 3 ) elle-même, sans qu’il soit l>esoiu de la résoudre. Car il suffit, comme tout à l’heure, de la mettre sous la forme
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Alors, 1 inconnue -f-x peut être considérée comme la partie extérieure d’une sécante, dont la partie intérieure est 2q , la longueur de la tangente correspondante étant çe qui s’accorde précisément avec la construction à laqueHe nous avons été conduits en considérant l’expression même de la racine positive, laquelle était — «4. b\
L autre racine s’obtiendra pareillement, en observant que si Ion change en x' notre équation devient - 2 a)='5 a .
Alors, a précisément la propriété
attachée a la sécante entière DE; d’où il suit que —DE représenté — x', et' par conséquent -+-x, c’est-à-dire la seconde valeur de l’inconnue x.
CHAPITRE II
Application des principes précédais à la r) S ° ut / on a l a construction de quelques ro lemes de Géométrie déterminés ,
uni E ^ r ^ lU * ia ‘ d abord pour exemples des problèmes
ta :n:tr qui des éi ‘ uat “ >ns du pre"™* <*eg<« ;
U b “. e . d au trian 8 le et “ hauteur , le cote du carre inscrit.
hase° l e’^RH 4 / ^ le trian S le P ro P osé , dont AG est la lipnpe a ^ lauteur - Puisque les longueurs de ces
g»e S son données, représeutous la première par b, seconde par p une cl )> autl . e étant
exprimées en
I r ’ eS un,té c * c longueur. Désignons de même par x' CO e > 0l l ou ou GD du carré inscrit, et
cherchons d’après 1« nature du problème, quelque relation entre b , h* et l’inconnue a\
C est à quoi nous parviendrons, en 1 considérant que le côté Et du carré devant être parallèle à la base AC, les triangles ERF, ABC, doivent être semblables. Or, dans des triangles iemblabies, les bases sont entre elles comme les hauteurs ; on aura donc ici
AC : HH ::EF: w,
ou en exprimant ces lignes par leurs valeurs numériques ,
b ! h il x \ h — x.
En égalant le produit dès extrêmes à celui des moyens, cette proportion donne
hx — bh — bx’y
dou Ion tire
La valeur numérique de x sc trouve donc complètement déterminée par la condition que nous venons d écrire en Algèbre, et Fort pourra là 'calculer d’après cette expression, lorsque les valeur* d& b et de k seront données.
Mais on pourra également, d’après cette expression , l’obtenir par une construction géométrique; car il en résulte évidemment que le cété du carré cherché ou x, est une quatrième proportionnelle à b + b, b et h, laquelle pourra se construire- par Pten des procédés employés %. 3 , 4 , 5 . Pour fe faire le plus élégamment possible, il fa mira, parmi les diverses dispositions de lignes que ces procédés permettent, choisir quelques-unes de celles qui placent la ligne X de manière quon puisse l'appliquer avee lo phts de simplicité à la ligure proposée. Par exemple, en employant le mode
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construction de la figure 5 , on pourra, fig. i 5 , prolonger la base AC ou B d’une quantité CB' égale à II ; puis, clevant au point B' une perpendiculaire B'H' aussi égale a H, on joindra A avec II', et par le point C menant Cl' parallèle a B H', ce sera le côté du carré cherché; lequel T tra ? vera ains * placé- perpendiculairement à la hase AC tu riangle. Donc, lorsque celui-ci sera donné, il n’y aura qu’à mener par le point 1' une parallèle à fa >ase et les points où cette ligne coupera les côtés u riang e, seront E et F ; de sorte que le carré se trouvera,nsm t en même temps que connu.
donnép U rCI ? a, ^l uer ‘l ue cette solution n’emploie pour faire e ** h ' 4se . ei la . hauteur du triangle, sans y sur la tosT L^Td rie “. rinclinai ton dus côtés AB, BC
1er seuls clétL, quTnIm“,fcL*‘ BH ^ ™ *** Puisqu’elle, suffislr a) supposes connus. Or, Inscrit, iHttï P ° Ur déteminer ><= «W <1“ carre
'"" s !» triangles ^
Z rr avec ^
placé,Xw ,r “” 8 v- ' e ' ieU °“ ' e Carré <loit ' ,ra même pvraUN par1 mter8ection des côtés avec la
ou voit t T" 6 ' r r 4 la bas * AC - Senlcmcnt
limites â’iucliu • 8UI J Memo > qu’au-delà de certaines f 7* ÏCÔ,& SUr la ''inscription
*«l’C^rJr e T a “ *"*“ i»U
r rem pie 1 “ f 8 ses <*&, ‘el que E*D", par
contient ■ I" t " <b <> uc le *™»g'e
dernier 4s ,1” CT .‘ dent ’ P® r “l* mén >c, que le
côtés AB o„ fir?. 0 " ,ntérieure a lie » ïorsq u’un des Ceci met don ° d ® V ‘ ent perpendiculaire sur la base.
S-tétriqlIn^T T !“*«“' - a la *«*.
indiquée par IV ^ '“" lat,0n nc P*’« v “ i t P“s être la condition 1 . l MesMon analytique de .r, parce que f e laquelle cette expression est tirée, cou-
siste seulement dans la similitude des triangles ABC, EBF; similitude qui subsiste encore, quand J'inclftfeîson des côtés AB, BC sur la base, ne permet plus d’inscrire le carré dans l’intérieur du triangle ABC.
Si, au lieu de donner seulement la base b et la hauteur h, on particularisait complètement le triangle ABC dans lequel le carré doit être inscrit, on pourrait proiiter des lignes qui composent ce triangle pour construire la valeur de x plus élégamment que nous ne venons de le faine. En effet, si ABC, fïg. 17, est le triangle donne, prolongez, comme tout à l’heure, la base AC ou b d’une quantité CB' égale à A, en sorte que AB' soit toujours égale à b + h ; mais, au lieu de mener par le point B' une ligue perpendiculaire à la base, raenez-en une parallèle au côté BC. Alors toute ligne APQ menée par le point A et terminée à cette parallèle, sera
coupee au point P, de maniéré que le rapport-sera
toujours égal à ÿ ^ Maintenant, parmi toutes les
sécantes que l’on peut mener de cette manière, à partir du point A, il est facile d’en choisir une AK, dont l’inclinaison soit telle, que la perpendiculaire FG, menée de son premier point d’intersection F sur la base, soit précisément la valeur de x. Car il suffit, pour cela, de prendre le point K de maniéré que la perpendiculaire KN abaissée de ce point sur le prolongement de la base, soit égale à A; ce qui se fera en le déterminant par l’intersection d’une ligne BK, menée par le sommet B du triangle parallèlement à la base. En effet, si cela a lieu, on aura à la fois les deux proportions
af : ak :: b : b+ h, af : ak :: fg : h-
conséquemment,
FG 1 h y, b l b - f- A ;
de géométrie déterminés.
d’où
FG
bh
cc quî est précisément la valeur de <r. Il est facile de
ITZTT” qUe la 1Î8ne FG ainsi déterminée, est en effet le cote du carré inscrit au triangle; car par la
2 TÏX ^ !^ e AR GSt COI1strulle ’ ^ trouve min K G que ’ 81 dun <l uelcon q ue de ces points, tel ,!' ° n i î! 1 . en ? , deux ^S" 08 ’ rune perpendiculaire, tre parallèle a la base AC, les portions KN, KB de Z lignes, interceptées entre AC d’une part et le côté AB
cLéTnt 65 / 0111 é8alCS Cntre elIes * Le «et F du U WriÏ a V r,an ^ e ^ dOÎt d ° nC 86 er sur
côté BC du triante **1 1 ^ “ trouver aussi sur le côté par la liane AK ’ n &St ll ° n ° 1,mtersection de ce «uŒtaemeni l u ’ potat K, il
parallèle à sa ,»* * deT‘ ? “" e
longueur IiK n 1 ’* u prendie sur cette ligne une
à ce^que t rétiî ’ *!“’ de !° indre AK ‘ <?it donc
construction. ’ tn 1 » tout l’essentiel de la
de manière qu’eîlTse 11 ^ 8 ^ *| mpKcité » construirc * le côté DE du • t vi t donner immédiatement reprt^é LV .«T , 6 ° a FG ' ** F«eUé
Pour cela ™ 1 8 * a ! MO , luraent analogue au précédent.
tité HB'ÆT: Uuta “ BH h *“• quan- BIT repréT'f * '? Ba ? AC «- » 4» triangle. Alors, »iènel f ri , b + h - Cela P»*- si d “ Point V on menée par ?" ,mW ““o parallèle à AC, toute ligne BPQ
» tro«W “ mme ‘ V ter “ inée a P-allèk,
BP upee en P, de manière que le rapport
p7\ scr«i ggjqI à ^ , rv
° b + h‘ IJonc > S1 parmi toutes les sc-
jne Ion peut mener de cptte manière, ou
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choisit BC j menée par le sommet G tlu carré construit sur AC, la ligne DE parallèle à AC', sera précisément la valeur de x , puisqu’on aura à la fois
BD : BC' :: h : b+ h,
bd : BC' :: de : à-,
conséquemment,
DE : b :: h ; b + h ;
d’où
DE
bh
ce qui est précisément la valeur de x.
11 arrive souvent, comme dans ees detix exemples, que l’on peut simplifier la construction d’une expression analytique, en substituant aux rapports connus quelle renferme, et qui ont lieu entre des lignes données par le problème, des rapports équivalens, mais formés par des lignes indéterminées, que l’on choisit ensuite, de manière que l’inconnue que l’on cherche se trouve placée le plus convenablement possible pour la question géométrique que l’on veut résoudre.
12. Les constructions dont nous venons de faire usage serviraient encore, avec de très légères modifications, pour résoudre un problème analogue au précédent, mais plus général, qui consiste à inscrire dans un triangle, non plus un carré, mais un rectangle dont le rapport des cotés est donné. En effet, soit ABC, fig. 19, le triangle proposé dont on connaît seulement la base b et la hauteur h : désignons par x le côté du rectangle cherché qui devra être perpendiculaire à la base, c’està-dire DE, et par y, le coté ET’, qui lui sera parallèle. La comparaison des triangles semblables ABC, EBF, donnera, comme tout à l’heure,
ac : bh :: ef : bi,
qui devient ici
d’oïl l’on tire
h y = bh — bx.
S ep'ÆT le r ! pr T qui doit rais,er ><*
cotés LF et DE du rectangle, il faudra qu’on ait y = nx.
Chassant donc y de la première équation, avec cette valeur, et dégageant x, il viendra
^ -, bh
~b + ïh‘>
E o ;„Efri. de même forme ••
alors un rapport VéTlitères ü raPP ° rt " élaît serviront donc enco^ r r ^ prOCédés facile de s’en convTrJT * î C(>nstru,re ’ «>mroe il est tâtions pareilles. Pour nff G ° Uneront lleü à des liminnalogie, supposons « p ^ U ” exem P^ e de cette de construction de laX T. T**!? 6 6m P% er ,c mode
sommet B du trianafo / 7 ’ ° ° FS ° n n * ènera par le
hase, et l’on 1 ‘ J ’ 8 ‘ Parallèle à la
cgale à ah ■ pu i s , menZt^AK ^ ^ lon § Ueur BK 1G sera x et EF* v . On v ’ fJU '. ^P 61 * 3 Bc en F, égale nos deux 'mtrè* PP ll< I uei ’ a, t avec une facilité tion, j’ai sunll ? Wtruoli ^ Dans cette opérapuisque n étant ^ i° n prena,t “«médiatement nh, port, nh est un abstrait qui exprime un rap-
Une ligne counu^N^ ^ C °” nu d ® h > et par conséquent même Ce multinl eanmo,ns > si 1,(311 voulait obtenir il faudrait ren ,1 C ° nstruction géométrique,
port géométriaue ^ 1 ° n0l ?* ,re aBstrait » par le rapconde, par exem ^ ’ 8neS N et A > dont Ia «*- Première, une W T*' Punit5 de lou 8 ueur ’ * Ia gne égalé a n fois cette unité. Alors le
produit nli traduit r , . NI!
1 en lignes, prendrait la forme ,
et il exprimerait une quatrième proportionnelle aux lignes A, N et II, laquelle se construirait par une quel' conque tles méthodes exposées lig. 3 , 4 et 5 .
i 3 . Il y a des questions géométriques dont la nature semble devoir être beaucoup plus compliquée que les précédentes, et qui cependant, lorsqu’elles sont écrites en analyse, conduisent à des résultats aussi simples ; telle est, par exemple, la suivante :
Mener une tangente commune à deux cercles donnés et situés dans un même plan.
Soient, iig. 21 et 22, C, C', les centres des deux cercles, CM, C'M' leurs rayons; il y aura deux manières de leur mener une tangente commune; extérieurement comme dans la fig. 20, intérieurement comme dans la fig. 2i. Considérons successivement ces deux cas.
Dans le premier, lig. 21, si l’on suppose le problème résolu, et que MM' soit la tangente commune, prolongez cette tangente jusqu’à ce qu’elle aille rencontrer quelque part en T la droite indélinie CC', menée par les centres, ce qui aura évidemment lieu du côté du plus petit des deux cercles; puis, menant à chacun des points de tangence les rayons CM, C'M', les angles CMT, C'M'T seront droits par la condition du contact avec le cercle; ainsi, les deux triangles CMT, C'M'T seront rectangles; et comme ils ont, en outre, l’angle T commun, ils seront semblables ; ce qui donnera la proportion
CM : CM' :: ct : C'T.
Les rayons CM, C'M' sont connus, ainsi que la distance CC des centres; nommons donc CM, r; C'M', r'; CC', c, et CT, x; alors C'T sera x — a, et la proportion précédente deviendra
r l t' Il x 1 x — n;
d’où l’on tire
rx — ra ~ Sx ;
Ï)E g£ow£trîk uétermjunéb.
J ou Ion voit que la distahee CT ou x est une quatT'erae proportwnnelle aux trois lignes r — r', a, et r. On 1 obtiendra donc par une des constructions e xpli- OrtSlÎe®' ’ 4 .’ c’. mais * a dernière de cès constructions MFet“ V Sa PP ll< l ue ic! »«* le flus d'élégance. En e|t par ,es centres C, C, % rf, mener deux rayons dans „ ” ’ paral , lc,es entre eux, et dirigés d’ailleurs lSrv q ° nqUC ’ ‘ a lis “ eNN ’> Sul joindra les des centre’ îï®» T***?' ^ %*■" WT.quoiqu^li^S-^^^CST,
«CftS® T eotmu 8al ^’'****’*'
Wables . do Mme tout à lM.“uré‘etT nt enCOre
Wient la même .• ’ ct donneront prêc sé-
T-aùt On«S’ qU ° n ° US aïI ™ S élaîdie plus Paccord dreett" co„t ,re ( Sentir P’ US i^ddiatemeut
b "que de ai, en mon™?! ”! a,,e ? ‘'«peession algé-
l’accord de cette rnntt lre sentlr P^ us immédiatement briqué de x en me ^ Uctlor J avec l’expression algé-
«s à h, ,r g ;; , :,:::; a " i e p° r ,e r at * . ..#
amsi forbié, N'D renré V ^ dar ? s lc triangle Wi)N d’ailleurs «'%S comme
triangle' CTVT « pareillement semblable au
b T ’ ° n aUra > e * les comparant l’un à l’autre,
ND : dn' Nc ct,
d ’°“ l’ou tire,
cest-a-dire, précisément notre valeur do -r a- lorsque le poîut T . de *• A,J1S » r
struction , il ne t ^ deterramé P a ^ cette con-
7 e Èdit Ula Plu ® qU ’ à raener de ce P° iut
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une tangente à Fun des deux cercles ; cette tangente se trouvera être aussi commune à l’autre; et comme on peut mener du point T deux pareilles tangentes, l’une au-dessus, l’autre au-dessous de la ligne des centres, on voit que la 'question géométrique admettra deux solutions.
Si l’on suppose que le rayon r du premier cercle rslr constant, ainsi que la.distance des centres, le produit cir restera constant. Mais si l’on fait en même temps varier le rayon r de manière qu’il approche de plumer* pius d’être égal à r. Ta (ijfiTéréncé r— / deviendrai. (de plus en plus petite, et rendra ainsi la y^lçur de x cîe plus en plus grande, puisqu’elté y entre comme dénominateur. Cela signifie que, plus les deui cercles s’approchent d’être égaux, plus ^intersection de leur tangente commune ,avec la ligne des centras s’éloigne. C’est én effet ce qui est évident par la construction mêtne. Enfin, quand les deux rayons déviennent tout-ôfait égaux ? le dénominateur r—r' est tout-à-fait nul, et la valeur de x devient infinie; c’est-à-dire que la tapgpnte commune M 1 V 1 ' et la ligne dès centres- ne se rencontrent qu'à une distance infinie, ou, en d’autres termes, deviennent parallèles Tune à l’autre.
Én continuant à faire croître r, notre expression algébrique de x éprouve une modification toute nouvelle. Sa valeur n’est plus hlfin-té, comme tout à l’heure ; mais elle devient négative de positive qu’elle était d’abord. Cette inversion de signe répond à une inversion de position dans la soutangente CT. En effet, lorsque nous aVorfs formé notre proportion par la comparaison des triangles CMT, C'M'T, fig. 21, flous avons considéré le point d’in tersection T comme situé du côté du cercle dont le r^yon étâit CM' ou Y\ et aièsi, FexpressioW analytique que nous at'é&s obtènué pour C’ÎF ôu ètaft iniplicîtè'ment cbnforWie'k cette Stqipôsitidn. Màîbtèîiaiii, par lé cttan-
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S^nent que nous introduisons dans la râleur du rayon >•'
mS 1C P °- : "î T M ** *
oàtedts cddtrts; mais du «t dppOsé, lH^idn Æ * W pluS C0,Uinüci - * A donner une "2Î rfe supposition, ou! est
'venue inpbst.Mk Mais comme, dans la neuve lie si
stea es ia iighc cï > *> roiaKo,,
là Mme **** res(c **KUéllome»t
tou- 8 ’ ,à geeeraltté du l'Algèbre fait qu’elle est
«Z? T L, T he danS 14 **** Cession, dit n ‘' K,ilM dolami! Ü durait dû
position inverse. u %ente C1 avait une
La détermination du noint T fr
intérieurs; % a 2 s’olün ri 1 aux tangentes
absolument pareilles ^ ^ dcs ^dëratidus
soût déceiHitSes p-ir là a!ir< eS , SCules a ' b< l'l > *ations ijui du. «ûugtooue^^' aV^' 0 " ** Wet
s*^wwas»?â)
- scml.Ubles et < ,o nnci ont la
GM : c\M' :: ct • ct
-jwrt,**.* ‘ f • • 0 ni* '*' h «•'• À ^‘•uTdo-nr «|
d OU l’on ti
± ti v •
ftàtSo’rLp cons ' h,:, ' a ,vunc “>»"«•«> toui-i-
mènera deux rayons parallèles CN, C'N', dirigés suivant un sens quelconque. On joindra les points N, N'.par une droite, et le point T où cette droite coupera la ligne des centres, sera celui à partir duquel les tangentes doivent être menées. Il sera en effet facile de voir que cette construction détermine CT par une proportion identique avec celle que nous avons posée pour x. Mais, de plus, on peut également en faire sentir l’accord avec l’expression algébrique de x ; car il n’y a qu’à , par Je point N', mener N'D parallèle à la ligne des centres, et la terminer au prolongement de CN. Alors DN', représentera a, ND, r~\-T y et les triangles semblables NDN', NCT, donneront
r -f- r' : a r II CT;
d’où CT = -—-^7 j
c’est-à-dire précisément la valeur même que nous avons
trouvée pour x. .
i 4 . Les questions précédentes, quoique très faciles, peuvent déjà indiquer généralement la marche que l’on doit suivre pour exprimer, par l’analyse les conditions des problèmes de Géométrie. C’est exactement la même que l’on suit en Algèbre pour mettre les pi*0'blèmes numériques en équation.
On commence par reconnaître toutes les lignes connues ou inconnues qui doivent entrer dans la solution du problème, et on choisit des lettres pour les représenter. Si l’on a réellement considéré toutes ces quantités, il doit exister entre elles certaines relations, certains rapports, qui permettent de les déduire les unes des autres. On cherche, d’après les règles de la Géométrie, quelle marche il faudrait suivre, quelles opérar tions il faudrait faire pour établir ainsi leur dépendance mutuelle : à mesure que l’on découvre ces opérations.
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™ les écrit algébriquement. Le résultat vous conduit tou,ours à trouver Impression algébrique d’une des quant.tes connues ou inconnues par le moyen des autres, alors vous égales cette quantité à la lettre qui a représente, préesément comme si vous aviez voulu ta vérifier : vous obtenez ainsi une équation entre les quantités connues et inconnues du problème; et lorsque vous avez formé de cette manijautant d’équ’attl "* règles ordi-
pa^ proprement ' de U f ^ ^ CeS , S ° r,eS l ' e r rollU racs »’«* entre les lignes car "^'^i relatlons q ui existent indiquées p!r Vdno “ S , re ! allüm sont naturellement ■nèmeque P im B r t n “ ' 1 UeS «°”- *«» verrons
ticu.ier q ohSfer aUCUn
les problèmes en ém,“. S ra PP or ts, et mettre analytique la marché TV ^ < <:sl S nant M’uue manière ^nes qli donnenttrt 13 les
cherchées. Mais ce n. ’ U ” mtcrsectlons les quantités ce qui f a {t p ronr q 1 ^ x, 8 e une adresse particulière, couvrir ,. * Mé¬
connues aux inconnues et’àt '*■” P ° U '’ P “ SSer deS rapports qui les unissent J ^ ’ P3rmi tbUS les à être exprimés par 1 p ’ 1 i * S ° nt plus P ro P res de cet Ouvrage de fr' Ja ? rai » daa * le coürs
remarques et d’pn et I ueBt ^ s occasions d’appliquer ces Pour le mometrr ^ par des -emplcs:
i 5 . Jusqu», V / ^ T CUX que la faire P^sentir.
dépendaient qué nous avons traitées ne
allons maintenant/ qUat, ° J nS d “ prera * er de gré. Nous ‘lui dépendent n cons ' d ererde même quelques-unes
construire un , 1
01 u différence des cS °" K s “‘' face
Vûy^BLXiiJ^S
Soit X' le pi us gr£Mul dç& côtés inconnus de.ce roctaogl e*?ff sqp e*cès sur, le pj^, p^tit coté; en sorte que <4 cçl.qi-^ loramoiis b le côté
f lu carré dont la surface doit êjgb là même que celle du T#fi 4 , D S? e * 4 PW^ifiop 4 e COt»te égalité immédiatement çtmoçpe eq 4 ngàgC algé4pi(fue> donnera l’équation x(x — 20) = b* } ou x a 2 ax ttZ b a f
de laquelle on tire pour x çes deux valeurs :
£c sont précisément les mêmes que nous avons déjà considérées, page 20, et que nous avons construites par la figure 12. La première est représentée par DE dans cette figure; la seconde l’est par —DE'. Or, il e,t facile de vérifier que a + \/ a*b% ou DE, est en effet le plus grand côté du rectangle demandé; car s ‘ retranç lie la différence donnée 2^, le ( reste
'4 "h V a? •+• b* d e ^a expr pncr le plus petit côté ; et> en efcfc, le produit de ces deux quantités, l’une par X’putJîg, prpdu^fe qui, exprime la surface du rectangle, se trouvé égal à &*, comme dénoncé de la question l’exigeait.
Çe ^ 4 U 1 nppa apprend», de plus, que la seconde, valeur de x, ou a-~\/ a 2 -f- fcfy étant prise avec un signe contraire, représente le plus petit côté du rectangle*, est aussi ce qu’il est facile de confirmer par la constr.uct.ion mpme ; car npus avons vu que cette seconde racine, prise avec un signe cdntraire, est représentée par DE', fig. 12. Or., dans le cercle E'BE, le produit de la sécante entière DE, par sa partie extérieure DE', «st en effet toujours égal àu carré de la tangente DB, lequel est ici égal à 6®, puisque dans la construction,, Fou a pris DR égal à b. Mais on pept sé demander pourquoi ce petit côte, que l’on n’avait pas pris pour inconnue»
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Çt que meme ou n’avait pas eu l’intention d’introduire immédiatement dans les conditions analytiques, s,’y est cependant trouvé compris seulement avec une inversion de signe. Cest que l’Algèbre, par sa nature, ne donne pas seulement la valeur des inconnues que l’on a eu intention de chercher, et que l’on a voulu déterminer en les assujçttissant à la condition exprimée par l’équation dont on les fait dépendre; mais, en vertu*de sa généralité, elle donne en même temps les valeurs de toutes les inconnues, qui peuvent satisfaire à la co.ndiion analytique que 1 on a établie; et cela arrive ainsi, rarcc que cette condition est la seule chose qui spécifie rcel ement la nature du problème que l’on a voulu résoudre, et qui on détermine l’énoncé définitif, quelle qqe puisse être la multitude et la diversité des considé-
riuestio J* ° nt , serïl c,< ' passage pour y arriver. Dans la quest,on actuelle, par exemple, ayant pris pour in-
avônH * P !r Snmd CÔÜ du rCct “S ,e Perché, nous ns trouvé que sa valeur dépendait de l’équation
x a — a ax ~ b a -,
cottp étant substituée au lieu
Ôrfsïwm ??T ■ ldsali ‘ 6 Vf ife-
l’on peut fn ° U CS combinaisons analytiques que oüêw ^ aVCC les lçttrcs “ ot A, il en évité rectandè' 0 <pU ’ lc P r&enler le grand cèle de notre SS OU avoir aneun rapport géomé-
tant suhsri^ C ° ns î rucl,on > so ‘t cependant telle, qu’é- Xe é uIuT a i ? dC *’ dle aussi\ la
est évident r * ^ Ce C ° te SG trouve dé P entlre » [l pas en vue ^ COml ; înaîson » <ï ue no »s n’avions sounmnDp/ ^ ^ n ° US uav,ons peut-ctre iriéme pas SZ eé MOU 1 dCyra êlre Mentent donnée parV sèment ® neralo de notre équation. C’est là précisément ce qu, arrive dans la question actuelle, oi, la
FBÔBLÈME»
fonctiona — {/a*-{-b*, quoique n’exprimant poiivt le grand côté de notre rectangle, se trouve néanmoins t être une racine de la même équation dq second degré, à laquelle la valeur de ce côté doit satisfaire. Il faut bien que la résolution générale de l’equation nous la donne en même temps que cette valeur. Maintenant, par quelle rencontre arrive-t-il que la fonction dont il s’agit étant prise avec un signe contraire, représente le petit côté de notre rectangle? C’est que s’il nous, avait plu dé représenter ce petit coté par — x , comme nous aurions bien été les maîtres de le faire, la nouvelle inconnue x se serait trouvép dépendre de la meme équation du second degré, à laquelle le grand coté est assujetti. En effet,dans cette supposition, le plus grand côté eût été exprimé par —x+2a; et en multipliant cette expression par —a;, puis égalant le produit au carré ô a , nous aurions eu pour déterminer x t
— x ( — x -f- 2a) = i» a , ou x % — a ax = b 3 *,
c’est-à-dire précisément la même équation que ci-dessus. Ainsi, quoiqu’en formant cette équation, nous n ayons eu en vue que le plus grand côté de notre rectangle, la résolution algébrique doit en déduire aussi l’expression du petit côté en changeant son signe, puisqu’ainsi modifiée, elle y satisfait également. Mais nous devons conclure de là, comme conséquence générale, que, lorsqu’on à résolu complètement l’équation algébrique de laquelle dépend un problème de Géométrie , il faut discuter successivement les racines ainsi obtenues, en les appliquant à la question particulière que l’on a voulu résoudre, afin de reconnaître parmi ces racines Celles qui expriment réellement l’inconnue que l’on cherche, et celles qui expriment d’autres quantités applicables ou non au même problème, mais analytiquement dépendantes de la même équation.
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i6. On aura un exemple de Ces solutions analytiques tout-à-fait étrangères, dans la question suivante : Partager une ligne donnée en deux parties telles, que la première soit moyenne proportionnelle entre la ligne entière et l’autre partie.
Soit, fîg. 25, BD la ligne donnée, dont nous représenterons par b la longueur; appelons x le premier segment inconnu DX; puisqu’il doit être moyen proportionnel entre DB, qui est b , et BX, qui est b—x, on aura
x* = b(b — ,r), ou x* + bx = b % ; ce qui donne pour x les deux racines
Ces expressions sont un cas particulier de celles que
constr^ 118 r ° nsidérées P a 8 e 24 j et que nous avons • . * teS .*6' 12 5 seulement la ligne BC, qui alors Z \ quelconque égale à se trouve ici
con r a . • ’ C cst * a_< l ,re ù la moitié de BD. Le système de
sZceZlT — 7° lG . mémC ’ à Cette seule circ °n-
-îv ^ ^ ’ amsi > a 1 extrémité de la ligne BD, lïg. a5, on Uèvera une perpendiculaire BC égale à { b, ou à la moitié e U; puis, joignant les points D et C, la ligne DC
représentera la partie radicale \/b' +Alors, si,
dérr^' nt con,me rentre, avec BC pour rayon, vous une circonférence de cercle, la ligne DE' représentera 1 , premii!rc radne _* + , et
I>» ligne DE, prise avec un signe contraire, c'est-à-dire
-DE, représentera l’autre racine;
il ne. rçste donc plus cju’à faire l’application de. ces ïignçs à notre problème gépmétpque. Ôr, il est.facile de YQfr tpie la racine positive DE' y satisfait, et représente le premier segment. DXj car d’abord, étant plus petite que la ligne entière b, elle peut s’en soustrairej.de plus, si l’on effectue cette soustraction, le reste sera
, - t — 1/ 6'+ ce reste, toujours positif, étant mul- ■ ' t _
tiplié par 67 donnera pour produit --$■ — b 1 /6 a -f- -y , a V 4
ce qui est en effet égal au carré de
-*+vA+7’
ou de DE', comme l’exigent les conditions fondamentales du problème. Si donc du point D comme centre, avec DE' pour rayon, vous décrivez une circonférence de cercle qui viendra couper la ligne donnée DB en X, le segment PX égal à DE', sera le premier segment çliercbé, etle reste BX sera l’autre segment. Cette con- ÇiFVgîtipJVest précisément celle que Von donne dans les clémppsr «Je Géométrie, pour couper une ligne donnée, en mpyp,nueq£ extrême raison. En effet, les conditions, d’une telle opéifatipn sont exactement celles que nous: avons étaLVips p^: notre énoncé.
Maintenant, si nous discutons Vautre racine, qui est toute négative, nous voyons cfobord que cette.particularité nous la. désigne comme n’étant pas applicable à la question géométrique que nous nous sommes proposé de résoudre, Car ayant supposé dans notre construction que le segment BX devait être porté de D vers B, si l’Algèbre lui donne une valeur négative, cela signifiera donc qu’il doit être porté en sens contraire de notre supposition, c’est-à-dire de D vers X', sur le prolongement^ de BD. Alors ce résultat n’est plus applicable à la question- que nous avions en vue, puisque la ligne
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Donnée DK ne se trouve plus partagée connue paus le demandions,; m^iis il offre la solution d’ppe au,tçe question à laquelle nous n’avions pas songé, et qui $c trouve dépendre de la même équation ; et celle question çst;; une droite HD étant donnée, trouver ho’s de cette at **7f n prolongement,un point X' tel, que a longueur DX' soit moyenne propo.rt^nnejlç, entre ^ ii e nc do ™ée BD et la lqnguçyr totale X% En effet, supposons qu’il nous, plaise de représentât; le segiqçnt inconnu DX par — x, comme nous sommes les maîtres de le faire, puisque l’op peut choisir à yolonté les dé ppm.natious algébriques par lesquelles qn désigne les quantités inconnues ; alors la longueur totale X'B sera ? - b > et son Produit par b sera b{,b T -x') Or ÎTr- ^° duit doît égaler le carré de D*', qui 1 équation ^ 1 P ° Ur d(dcnnincr l’inconnue x ,
,a + hx = à*
k M ' ê, “ S ue ' nous avions «b-
diMrit lî 'I , SO, “ tion d ' un ProUème bien lement eet, F S — ^ ’ S uand nous résolvons générases raei ° c S ual ‘ î>Il> et <I U0 llüu s découvrons toutes les, nous devons obtenir aussi bien celles que ^oqs «M'ops^ eu de^in, de çl^ercbfîfv que celles qui sont J ail S cres a la rqcl^erelie particulière qui mous occupe.; disc?^^ ,.^ 9p sc -^l de çes raqines peut nous, foire problkT . . qul s0nt s pécial$jqpqt .applicables au
lement pr ^ e ° n ^ tr,< l u r e < l ue nous nous sommes spécia-
rpccartfT° 1Cl î 0ai,ltei i lant une autre question aussi intéj> < ,l >ai es artifices analytiques dont elle fournit xernpe, que par l’élégance des constructions auxquelles elle conduit.
Etant donné deux droites indéfinies XX', YY', fig. 26, qui se coupent perpendiculairement en C, et un point M placé dans l’angle YCX', à une distance égale et connue de ces deux droites, on demande de mener par ce point une ou plusieurs lignes droites MQP, telles que la portion PQ , comprise entre les lignes YY', XX', soit égale à une longueur donnée c.
Du point donné M, menons les perpendiculaires MA, MB, aux deux lignes XX', YY'. Par les conditions du problème, ces perpendiculaires seront égales entre elles et données ; je représente leur longueur par a.
Maintenant, prenons pour inconnue la distance AP, comprise entre le pied de la première perpendiculaire, et le point P où la droite cherchée coupera la ligne indéfinie XX'. Appelons cette distance inconnue x.
Alors la distance CP sera x — g; et les triangles semblables MAP, QCP, donneront cette proportion ;
ap : am :: cp : cq,
ou x l a \\ x —a l CQ j
d’où l’on tire
Ayant ainsi les expressions de CP et de CQ, il 11 e nous reste plus qu'a écrire que, dans le triangle rectangle QCP, l’hypoténuse PQ doit avoir pour longueur cj cette condition donne
CQ* + CP* == PQ a ,
OU — (j ~ — + (x — a ) 1 = c 1 .
Voilà donc une équation qui, étant résolue, déterminera l’inconnue x.
chose
a ■e trouvera assujetti à l’éq^âtiott
z **♦*» Qaz a c*, Î ;
du second degré, peut aisément se pour racines
Celle-ci n\ résoudre, ,
pr “ dr f su «* sslïcme " 1 1
es valeurs qui sont entièrement con-
4(5 ‘ ïÜ^BlI'AIES
tiueè, et lcfc’vHlèur^ cdfrespondantcs de x se déduiront de la relation
qui, en faisant disparaître le dénominateur x, donne l’équation du second degré
— scz t= J- o\
l.f's deux valeurs de * sont faciles à construire; le fat dical V ^ 4- c représente l'hypoténuse d’un triangle rectangle, dont a et c sont les côtés. Ayant donc formé cette hypoténuse, qui -est représentée par-Bïî} fig. 27, on la portera, à partir du point B, sur T\IB ; prolongée vers Z', et sur BM, prolongée Vtëfrfr T1S alors ‘MX' Représentera la racine positive a la lon¬
gueur —- MZ 7 'i s t5 , ëst~^-dîr'e MZ" portée dahft un sens contraire à MZ', comme le montre La figure, représer\-
... . I Or-j ' -i':. i i; ' ./• aa-imi . 4
ikï-SL la‘ racine négative a — ya Â -\-c*.
Pour!avoir! maintenant les vklétrts'tîè -ir » dorFespotidantes à chacune. de f ce& racines^ considéras d’abord ïk preipiere, qub nous j désignerons spécialement p*r Bn'ia sübVtiiuant dans notre équation en x, ceilp^i, après avoir change ses signes, pourra se mettre sous la forme - ■
cc(z' — x) = h\
Alors, en l’interprétait Mb là résoudre, on voit que a représente l’ordonnée d’un .cercle dont 2! est le diamètre, tandis que x jet,z '—-x sont les deux segmçqs coupés par l’ordonnée. Donc, sur mZj ou z comme diamètre, décrivez une circoriieRence de cercle, l’interseçtîôiL'dè «ette cireonférênc^-pà^/la^ digne indéfinie XX', donnera les deux valeurs de x correspondantes à z’, lesquélles sc trouveront immédiatement repréàéntées pàr AP/ÀP'.
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, Passons menant à la seconde valeur de i Celle-ci étant essentiellement négative, nous la représenterons par —z , de s orte que z» sera une qüantité égale h
~~ a + c ‘> ou À MZ". Cette nouiiÙé valeur — z" étant subsütuée au lieu de s dans Inéquation en x, il vient ,
~h z"x — — a\ ou x O" + x) = jji*
I-î » . ' o'jncjéii» jj! *jt> ùa
à 1? S,R T C r Si,Ü sfc<md ***#» cn Üon
.^pressio^s ntêmes des vàLT P W - ^°^ re ^ ient •f 1 par la résolution de 1 équation 1 t ’ S ‘ ° U ^ dnIui_ * positif. Pour représentrr ! h <|U 5® • Oonslrucliou ^ométrique d da,ls ,rt
r^leuqs de — x du cfot ' ’ 1 ’*?%?» fa k*
çorté les valeurs nn.'r -PI ) ?- s éà càuiflp.nous avons “in de le'S 7SS, - .f^‘PI >os ffll,*>qp qu'on, ait
,,otro “l«tion eu a", il viendra U ^ + *
Ain , X ( * ~ X ‘ ) = ~ ou #(z." — .r' ) u>.
wâfc ÆTmo. ; Æis Ic/p^eut, a. sb
née’, iionc sur ]U» ÿ*, c “ x ségtnens «Je Torfoiif mu: pareille cir-A. ° U * ’ c °’ ume diamètre, déçnvex sera coupée ^41 *% ft » -'lo
distances Àl 5 ' >S nè ln defune %X, donneront les
amtenant, p^hpàhl tonné’*!éfc tiâr tfed* <fc*
phobi^mes
points P, P', P", P”', ainsi déterminés, pn pourra mener autant de droites, qui satisferont également à la condition analytique énoncée par l’équation
Or, pour ces quatre droites, 9oit que l’on supposé X positif ou négatif, la fonction {x — a) 4 représentera toujours le carré de la distance CP, laquelle devient CP' pour la seconde solution, et CP", CP" pour les
deu* autres j de même, le terme -— représen¬
tera toujours le carré de CQ ou de C<Y, ou de CQ", ou de CQ"', comme il Cst facile de le vérifier immédiatement par la similitude des triangles CFQ' et APM; CP"Q" et AP"M -, GP'Q* et AP"M ; en ayant soin d’assigner aux-lignes AP', AP", des signes négatifs, pour indiquer leur situation opposée aux AP, AP', que nous avons considérées comme positives. D’apres cela , l’équation précédente exprimera toujours que, pour ces quatre droites sans distinction, le carré de la partie interceptée dans l’àùglè droit, est égal au carré de c; et comme cllés'passént d’ailleurs toutes par le point donné M, il s’ensuit qu elles offriront autant de solutions effectives du problème géométrique proposé.
Il y aura toutefois cette différence entre elles, que l’inscription des deux droites PQ, P'Q', dans les angles extérieurs au point M, sera toujours possible, quelle que soit la longueur donnée c, aulieu que l’inscription des deux autres droites P"Q", F"Q", situées dans l’angle YCX', où le point M se trouve, ne pourra pas toujours se réaliser. En effet, pour les deux premières, le diamètre MZ'du cercle qui les donne, étant exprimé par a -f- v/a a + p*, sa moitié, qui est le rayon de ce cercle, surpassera toujours a ou MÀ. Ainsi, l a
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circonférence de ce cercle sera toujours réellement coupée par la droite XX', quelle que puisse être la ongueur^ de la ligne PQ ou C qu’il s’agit d’inscrire. Mais il n’en est pas ainsi des deux solutions AP", AP" données par l’autre cercle. Car le diamètre de celui-ci étant exprimé par - a + t/V + c*, peut, à cause de 1 opposition de signe des parties qui le composent être ou netre pas plus grand que aa. S’il surpasse L le iajon surpassera a, et le cercle sera réellement coupé par la ligne XX', en deux points P"P", différons l’un j C autre > qui donneront des valeurs réelles et distinctes
v ent’STuf " Pa - AP " Ct AP " Si ce dia -ètre detnt égal a aa, ce qui arrivera quand on aura c a — Sa*
po^ ;^ tt t r :r ulc,ùent ,a *■*»**! * Lit
tetSr* t M la<,ucl,e ,es Swïwî;
J j ’ ™ndront se confondre; enfin si la i;™’ cCtTd- eUCOrC tnoim,rc < i ue cette limite,
«u"‘"e , ci er,eUre î 16 “™le construit
«leurs corresZr ra , P !,“ , lis . n<! XX '> <* ,es deux de sorte <fue la licueC np 6 * dev,CI “ lront imaginaires- Fannie Ycx' „Tï P °“ rra pluS êlrc inscrite dans continue toujours 1 ^ ^ M “ t,0 “ TO qnadrans “ P ° UTO,r l ’ ètre ‘‘ans les deux autres
de c !Z:ZZ\ 8^ m dMquement P our< l u °i 1 « «leur ’ nnee par la condition
_ , = Sa%
OuFG Ici llïïïît** !>•
il n’y a qu’à U ““T*? 10 ® possible dans l’angle YCX', gonale d’un carrT^ lT’ ello ; est évidemment la diasur la figure dv lî” 6 CÔté est 2a ” ^ renons donc longueur cherché! ^ BL — a '> LL ' sera la
se trouve ainsi 2 * * dr ° ite LL '’ telle <l n ’ elle
y* P Cee ’ P» 58 ® évidemment par le point M ;
4 o.nc, à U condition 4 ’ inscription demau déej.et.pav conséquent, cll<r tfffre cette dernière solution, dans laqneHe les lignas P"Q;j ■ P'"Q'", Unissent par ae confondre. Aussi est-elle unique de son -espèce, puisqu’elle est peppendiculaire au rayon GM, mené du point donné M au sommet de l’angle YÇX j et c’qst en vertu de cette condition qu'une/dj-oite plu? petite qu’elle, ne peut pas être inscrite djuis oel angle, çn passant par le même point.
11 iiou? reste à expliquer pourquoi cette question , qui sq trouve ainsi comporter quatre solutions difle rentes et qui en cflèt conduit à une équatiop du quatrième.degré, se trouve pourtant résoluble jw; des formules du second. Celte particularité tient a ce qu< la disposition du point M étant symétrique par rapport aux quadrans YCX, Y'CX', s’il existe une solution possible dans le premier de ces quadrans, il en existe néçessai rendent, pour le second, une absolument pareille ; dé sorte que ces deux solutions se trouvent liées l’une à l’autre par cette relation ; et de même, dans le quadrans YCX', où le point M se trouve, s’il y a tine solution possible, pour laquelle la droite insçrite forme un certain angle avec l’axe CY, il en existera nécessairement une seconde, pour laquelle la droite fera un angle exactement pareil avec l'axe CX'*, en vertu de la position symétrique du point M relativement à ces deux axes. Cette relation de symétrie propre à ces deux solutions, les a pareillement réunies dans le calcul en un seul groupe ; et, comme la condition relative a cltyque groupe était différente ,, l’équation générale , qui exprimait à la fois l’une et laqtye, sgst. laissée décomposer en deux facteurs dp secqiul degré, ayant le coefficient de leur second terme rationnel, lesquels nops ont donpç chaque groqpe séparénaqqt;, P^F solution d une seule équation du Sjppqflfj tlegre.
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18. On peut donc inférer de cette considération, que sr Ion choisissait pour inconnue quelque quantité qui e*t, pour les deux solutions de chaque groupe, une valeur unique, la détermination de cette inconnue ne conduirait qu’à une équation du second degré, dont la résolution ferait connaître les deux valeurs inégales qu e le doit avoir dans les deux groupes. Cela arrive en eiiet ainsi, et nous allons en donner des exemples. Or cette remarque est très importante à faire dans tous es problèmes. Car les inconnues qui ont le plus petit nombre de valeurs, sont généralement les plus avantageuses a choisir, comme étant celles qui conduisent
oZTTr 165 mOÎnS é,evérS ' Vr qu’elle offrent réellement cette utilité, il faut encore qu’ellS
P”* appartenir aussi à quelque autre
Eel 0i P s r “y* h,C<mnUC - <|ue A»
par eiemnle 1 P C °” n,e cela nous <“ st arrivé, reciatr I que T ,s aTOns 'oulu construire un
*«S JT T, ' lirerenCC de ses ««* •»
nous „ri. • qt’e fùt celui des dfettx côtés que
"Z J, n " WnnnU ° - * "««■ 4a-
.orsnncVT P ^ “ “ ême «ination"et pareillement, ligne coupée aTOns chercW le premier serment d’une trouvé ,L ]"■ m0J , C “™ et extrême raison, nous avons étions conduits 10,1 a gébrique à laquelle nous tiotl toute d ffétTv " UMi la Sôlotion d’-ne quessongcà y ro^ “ te ’ ‘* UC P’avions nullement
solation 3 de ]T„ : C ' ° r ’ < ‘ u ™ d 11 «* «* ainsa, la ré brique est ct ^} 10n P ar laf I uelIe la condition algé- Pincon P nme c, doit donner nécessairement pour infcônmie autant de valéurs qu’il y . de manières d’y
satisfaire; et conséquemment, le degré de cette équation doit s<: trouver plus élevé qu’il ne le serait, si, Ion avait pu énoncer isolément les conditions part.cul.ierement propres à la seule inconnue que I on voulait découvrir. Eu appliquant ces remarques a la question géométrique que nous considérions tout à l’heure, on conçoit que, si une pareille complication s’introduisait dans la recherche de quelque inconnue que Ion aurait choisie uniquement à cause de sa relation commune avec un même couple de droites inscrites, ce serait vainement que l’on fonderait sur ce choix l’espérance d une solution plus simple; car l’intervention des inconnues étrangères qui se trouveraient comprises dans le meme énoncé algébrique, élèverait de nouveau l'équation ünale que la symétrie de l’inconnue aurait dû abaisser.
19 Je vais maintenant donner des exemples de ces divers aqcweus analytiques ; et, pour commencer par un cas où raidissement désiré s’opère, je supposerai que l’on prenne pour inconnue le rayon du cerclf inscrit aux deux triangles P"CQ W , P"CQ" compris dans le q«adrans YCX', fig. 28. Ce rayon leur sera évidemment commun, puisqu’ils sont égaux. Même, à cause de symétrie de leur situation relativement aux deux droites CY CX', il n’y aura qu’un seul cercle inscrit pour ces deux triangles; et il aura sou centre sur la droite CM, qui divise l’augle commun YCX' en deux parties égalés. Ce rayon semble donc réunir tous les avantages qui peuvent simplifier la détermination des inconnues.
Désignons-le par r; et, du centre O menant des perpendiculaires OD, OE, OF, sur les trois cotes du triangle, il est clair qu’en vertu des conditions de tangence, PT sera égal à P”D, et Q'T à Q'E; en outre, a cause de l’angle droit ECU , les longueurs CD et ^ seront l’une et l’autre égales à r. Ainsi, P'Q' devant etre égal ïi la longueur donnée C, le pénmélrc du triangle
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spra c-f-c-f-ar, ou 2 e-j-ar, et cette quantité multipliée par le rayon r. donnera le double de la surface du triangle, laquelle sera exprimée par acr-J-sr». Mais on peut aisément l’exprimer encore d’une autre manière; car, en vertu de la similitude des triangles, M Q » P CQ', le côté MB ou a du carré inscrit est «gai au produit des côtés CP", CQ", divisé par leur somme, laquelle est, comme on vient de le voir, égale 6 H-2 1. Ce produit, qui exprime aussi le double de la surface du triangle, sera donc égal k n(r-f 2r) ; ainsi, Ion devra avoir
•M t -4- ur u ^ ne -f- 2 ar ,
é.juatio,, q„i «est que du manA f _
selevé'n.Z PCUt “ den ’ ander pourquoi celle équation àe'rautr V U "T* d ^i «» 3 semble qu’elle «uWs^T, prem,er > po-que le rayon cherché Ja
nous avons établî'nM'" •** de “* tr ‘*“* 1,s sur les< l“ eIs qu’une seule ,t • ra,sou n eil »ens. Mais ou va voir notre ravon • t * , raClues > ( 1 UI est Positive, représente étant r» ^ andls /l ue ,a seconde, qui est négative, <yiy l’ 1 * G JVCC Uü S '^ lî ° C0ntra ire, représente le rayon le urr,| Un aUtrC cer<de> le centre serait en O' sur «rreW 8ement , d ° la d ™te CM , et qui toucherait situés le * CÙtés tles triangles CPQ, CP'Q ,
i, „ , n . . C( ^ S M ua drans où se trouve le point M.
Çn effet, cès deux racines sont
A fin de les si
Simplifier, nous ] cs nudtiplierons
par a ;
ce qui donnera les diamètres des cercles que nous venons de désigner. Nous aurons ainsi
La première de ces expressions est toujours positive, puisque a 9 -f-c a surpasse toujours (c—<-a) a ; la seconde, au contraire, est toujours négative. Pour les construire, prenons, fig. 29, CC' égale à la longueur donnée c, et menons C'B; ce sera la partie radicale. Maintenant, du point C' comme centre avec C'A ou c — a pour rayon, décrivons une circonférence de cercle qui coupera la droite indéfinie BC' en deux points 1,1'; alors BI représentera la valeur positive de 2r, et — BI' représentera la valeur négative. En décrivant deux arcs de cercle du point B comme centre avec ces deux longueurs, on reportera la première en BL, la seconde en BL'; et, en divisant celles-ci en deux parties égales, leurs moitiés NB, N'B, seront les deux valeurs cherchées de r. Si des points N, N', on mène ISO, N'O', parallèles à CY, et terminées à CM , les points O, O', seront les centres des cercles cherchés. Cette interprétation est évidente, quant à la valeur positive de r, qui exprime T inconnue même kir laquelle notre équation est établie', mais il faut en prouver la réalité pour la valeur négative que nous n'avions pas alors considérée. Or, cela est très facile, en cherchant de même directement l’équation qui déterminerait le rayon D'O', fig. 28. Pour l’obtenir, nommons ce rayon /. Comme il doit toucher les trois lignes CY', CX, MPF', fig. 28, PF sera égal à PD', et QE' à QF'. On aura, en outre , CP = / -f- PD', CQ = QË'-/, QF'=c + PF'; conséquemment;
CP — CQ- if— QE' -f PD' = a/ — QF' 4- PF'
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^i, cest la différence des côtés qui së trouve exprimée en fonction du rayon, au lieu de leur sonitne, qtie nous avions précédemment obtenue. Cela suffit pour exprimer de même la surface du triangle CPQ touché par eeercle; car elle est égale à la somme des triangles K)C, QO'P, moins le triangle CO'P. Ainsi, le double «le cette surface aura pour valeur
r'(PQ -f-CQ — CP), ou ucr — 2 r*.
Mais on peut encore en avoir une autre expression en cherchant le rectangle des côtés CQ , CP , car les triantes semblables MAP, QCP, donnent
a : cp 4- a co : cp ;
d’où l’on tire
CPXCQ = a(CP-CQ) = W_« c
égalant donc cette expression à la précédente, clra > pour déterminer r',
vien-
- ar a — uar' —oc.
Cetle équation est précisément pareille à celle ,ne
sinne T™ C " r ’ avec ,a s ™ lc «KlKrcncc de
elle ‘ 1 S 'r° n terme > et elle aurait coïncidé avec ,„>v ’ le " de re P résen ter le rayon CW par + r' «o“e lSéd r . e P réæn, fl'“‘-’'.comme néUs avionJ i*a ci ne de IVoulV^' A ' nS ' ’ ° n Tolt 'l ue ?* «econde contraire ^ u ® tlon en r étant prise avec un signe qui touche epr , eSente réellement le rayon du cercle comme Î e * ter,eurera é nt les triangles QpQ, CPQ'. rayons il* j aVl0ns anno »cé. D’après ceïa, ayant ces points O O' | l0StC pll,S décrire «iutoSr des
Porrpr 1 CS circo ^érenccs des. cercles qui leur
à cc . n r .’ Ct ^ e . S ^ n gentes menées du point M nron eiendes, «jerortt les dro'iièx demandées,
VKOBX-ÈMSS
lesquelles seront évidemment sujettes aux mêmes limitations que notre premier mode de solution nous avait fait découvrir.
On arriverait encore à une équation qui ne serait que du second degré, si l’on prenait pour inconnue le sinus de l’angle CMP, ou CMP', iig. 27, formé par les droites symétriques MP, MP', avec la droite CM, et il est facile d’en voir la raison, en appliquant à cet angle les considérations générales exposées plus haut. Alors, en le représentant par u, et désignant CM par b, on trouverait
sin a u - sm u = -.
L’une des racines de cette équation se rapporte aux droites PQ, P'Q' ; l’autre aux droites P''Q", P*Q*, comme on peut aisément s’en convaincre. Mais au lieu de nous arrêter à ce calcul, il sera préférable de donner l’exemple d’un cas dans lequel l’abaissement que le choix symétrique de l’inconnue aurait dû produire, est empêché par l’intervention des racines étrangères à celle que l’on a voulu trouver.
Cest ce qui arriverait, par exemple, si l’on choisissait pour inconnue la longueur totale MPQ ou MP'Q', fig. 27, comptée à partir du point Mj longueur qui n’a cependant qu’une seule valeur pour les deux solutions MPQ, MP'Q' ; et qui n’en a non plus qu’une, mais différente de la précédente, pour les deux solutions MP"Q'', MP'Q'"; de sorte qu’elle semble devoir dépendre d’une équation du second degré. Toutefois, si l’on cherche cette longueur, et qu’on la nomme 2, les triangles semblables MAP, QCP, donneront les deux proportions
mp : ma :: pq : cq, mq : ca :: fQ : cp,
qui, en représentant toujours MA ou CA par a, et la longueur donnée PQ par c, deviennent :
s : a :: c : CQ; d’où cq=—, z c : « : : c : cp ; d’où cp = - gc
Après quoi, formant la somme des carrés de CP et t • , ^ t TV J^ a * ant au carré c a , pour exprimer que le
et üfeste^ ^ rectau 8 lo > tout devient divisible par c%
de 868 dénominateu -’
condition analvt^ tte biza " erie a PP a ™nte, c’est que la vient encore et w *7 *' UL ? m > co "'
segment MO 1 1 au . ssi ^ ien > a la détermination du segment Tour te ^ ^ ™ ri ^ P—* <* comme on serait nlw^t’ Ct qU ,° n Pex P r,noâ t P ar — z, trouverait pour sa déterrait 6 ^ * G £a ‘ re ’ ° n
équation en z eue no tl0U Posément la même
est même facileT™— d ’° btenir P our MR Cela tion ne clian », " " um «hateinent, car cette éqna -
qui Ærr and °" Ï change + * en Z -C; ce Pour inconnue aT*- * prentlre M Q au de MC
P^s qu’une seule v ,7"*' ° MQ n ’ a ? ant nou
tions, il ne dé !'? ur P our chaque couple de soludegré,sil acon P i 1lt . q i ue d’une équation du second isolément. Mais ^ ^i. 6 ^ terraine pouvait s’énoncer tive à la ligne total! C ° mp i( l Uant a vec la condition rela-
composée qui résulté TeceU^ Valeur , s ’ l ’ éf I uation
virement au qi,atrifc mp C d e p U ^ COmb,na,son « éleve néces-
Néanmoins, la même raison de symétrie qui, dans notre première solution, nous a permis de séparer les couples de racines relatifs à un même groupe, aura encore ici un effet semblable; car si, apres avoir fait disparaître les dénominateurs de l’équation en a, on développe son premier membre, elle poiirra être mise sous cette forme
a 6 [az (a — c) -b* c 3 ] = *>“(* —
Alors on voit que le produit a(a— c), est réellement la seule fonction inconnue qui s’v trouve comprise; de sorte que si l’on fait
a (a — c) ~ az ,
z étant une nouvelle inconnue, celle-ci se trouvera déterminée par l’équation
a ' 3 — uaz' — & ;
d’où l’on tire pour z ces deux valeurs
z = a -b Va* + c 3 , z—a — V a* + c “>
lesquelles sont précisément les mêmes que nous avons construites par les lignes MZ', MZ", dans la fig. 27» Maintenant, si nous employons la première, qui est positive, elle donnera à l’équation en a deux racines, l’une positive, représentant MP, et l’autre négative, représentant — MQ. Or, la condition généralement exprimée par cette équation, donne la proportion' suivante :
Donc, si on l’applique à la racine positive MP ou 2 v auquel cas MQ représente at-r, on voit qu’en joignant les points P et Z', lès deux triangles MZ'P. MBQdoivent être semblables ; d’où il suit que le prenti**’
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sera rectangle en P, puisque le second l’est en B. Le point P appartiendra donc à la circonférence du cercle décrit sur MZ' comme diamètre; et, puisque, par la nature du problème, il appartient aussi à la droite in-
. eïr “ SC * r ° UVer à leur commu oe intersection. A la vente, cette condition seule ne le dé-
a7i!érT ait ^ C °- Uplètement ’ P uist l ue Ia droite AX a 8 alement deux points d’intersection P, F avec la
d T ,e sur Mz "—* «Æ
en z " 5 65 F leSl ' Uf Ues *»» ayons fondé Véquatiou la droite CB** "?'"T q “ aux seuIes sécant «s qui coupent elles AP d o e ," tre les *** C <* »; *. sorte que, pou,
aa^n Lat^r APétt C t’ “ ^ *" «2»^
aussitdt construire la
premières remarques doit IV i ? » d a P res »os avec la droite CM- mais j*!* meme augle réalisée, en menantMF « “ trouvera tout ^
de AX avec la ciren r U SGCOnd P omt d’intersection
-tien syZl)Z °£TT e ‘> ^ ^ de Ia dis P-
doit se trouver éeal 1,gure ’ la seconde sécante MF négative M Q > »u à la racine
traire. Cette relation est fa^il^ ^ Un S ‘ 8Ue con " on formant immédi i a véri ^ er P ar l’analyse,
c ette seconde sécante" 1 d’ ^ ^ U * tion t l ui détermine gles MO'B CP'O' ’ d aprCS la C01u P arais °n des triané< lnation se .troUZT' MF P a ^,cette
a * (*+*)’* ^ ‘ ’’ c est-a-dire, p r( i r - ■
en changeant ~f-^eM '^ * m ^ me ( l ue précédente,
•Ive dc“Cûn,mè auxiliV *“^1 que la valeur P° si construite par M 7 ' tut • Ue ' a ‘ eur que nous avons aintenapt,si nous employons de
même la valeur négative MZ", en la désignant par— z ". pour introduire explicitement son signe, l’équation en z deviendra
z(z — c) =— ai".
En la résolvant, on pourra "Voir que lés deux racines . lorsqu’elles seront réelles, seront toutes deux positives, et moindres que c. Or, étant mise en proportion , cette équation donne
Alors, si on l’applique à une sécante telle que MF*, celle-ci étant supposée représenter z , l’autre segment MQ® représentera c — z ; la proportion montre donc que si l’on joint les points Z" et P", le triangle Z"F"M devra être semblable au triangle MBQ*, et conséquemment , que l’angle en F* doit être droit. Cette condition place le point F* à l’intersection commune de la droite indétinie AX' avec la circonférence décrite sur MZ" comme diamètre ; et l’intersèction de ces deux lignes donne aussi le point P" relatif à l’aiitre sécante, située dans l’angle X'CY, parce qu’eri vertu de la symétrie de la ligure, la longueur MP" de cette sécante se trouve égale à MQ", ou au second segment de la précédente, qui est lui-même la seconde racine de l’équation en z.
20. Les nouvelles inconnues que nous avons choisies dans ces dernières façons de traiter le problème, nous conduisent donc, par une route toute différente, aux mêmes résultats que la première nous avait donnés. Cet accord doit avoir lieu, en effet, quelle que soit l’espèce d’inconnue que l’on choisisse; mais il peut exister une très grande inégalité dans la manière pin* ou moins simple dont elles le donnent. Eii général, le* remarques que nous avons faites sur lès causes qui corrt"
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pliquent les équations dont les inconnues dépendent, lonrcnt qu’il .faut soigneusement éviter de choisir
<onduit U i°T Ue> - eS q "“ ntitéS d ° n * la détermination prenant L “ e ‘ |U ‘“ 1 " m «l" 6 l’on obtiendrait en
d’elles- ,, mco,lnu “ *1 autres quantités différentes eues ce qu, arme quand les unes et les antres ont nrllî °r; se ” W » b)es avec les diverses données du
Utret'r n h :; r * ,er *-*- « t
commun tel ü “ nC <)U ' *“ 5011 “■> élément
constructions ou m e conn aissant, un puisse, par des ner ensuite séna -a " ’ ^opérations simples, détermi-
algébrique de ces inconnue"' S' ,U, "| la reohero, * e "*"* unique dont il s’agit- e t 1 P “ pOU1 ' pourra espérer de l’obteni \ . conse quenee, on
^’ôlles. Mais c’est P 1 ** P US slnT P^ eme «t qu’aucune
«“idée par les eol id-^ r“ *“&>• 1 -.
diquer UQ pareU precedentes, peut lui in-
,,e saurait donner de rèdeet l’on
ai. J • 8 f P ° Ur le P res crire.
exemple, qui, en*même tp S refle *î° ns par un dernier sentir leur justesse ai i^ 8 qU 1 acb kvera de faire ment P Algèbre en ? *"* . avanta § e de montrer cornons r ü Semblant (,ans les mêmes équa-
a Pparence très indé § ° / ! netri< 3 ues très disertes et en couvre ainsi entre ,P en< ? antes les unes des autres, démon isolé de I des rapports généraux que l’exagéométrique , dque . ( l ue * t,on par [a seule synthèse Un point M iaraais P u ^ire .apercevoir, un angle connu Âpr n *** , d ° nné arbl ' traire ment dans quelconque MOP * ” niene P ar ce point une droite
itérée comme lA'déf^™™ * la brancbe AC > consi-
analytiquement les L*- PUIS * ° n deman(le Exprimer
mens Mp jy|Q re,at, °ns qui existent entre les seg- V> fe la ligne sécante, et les parties
6a ïroblèmes
CP, CQ, coupées sur les branches de l’angle, pour toutes
les positions possibles du point donné M.
On voit que cet énoncé a beaucoup de rapport avec celui du problème que nous venons de résoudre ; mais il est beaucoup plus général, en ce qtffil n’asfcigne pas à la ligne sécante d’autre condition que d’être menée par le point M, et terminée à la branche XX' ; aussi ne suffit-il point pour la déterminer entièrement. Mais, cela seul, qu’elle soit menée ainsi et ainsi limitée, établit déjà certaines relations entre les segmehs formés, soit sur les branches de l’angle, soit sur la sécante même ; de sorte que ces relations, quand on les a généralement exprimées par l’analyse, deviennent des élémens de solutions communs à toutes les questions particulières dans lesquelles on achève de déterminer la sécante, en l’assujettissant à quelque nouvelle condition.
Or, cétte nouvelle condition elle-même, quellé qu’elle puisse être, étant exprimée en analyse, se réduira toujours à établir quelque relation de plus, qui devra exister en même temps que les précédente». Ainsi, en la combinant avec elles, on obtiendra la résolution du problème particulier qu’elle achève ,dé défini?,,sans qu’il soit nullement, besoin de recommencer pour ce cas les raisonnemens généraux.
Établisspns maintenant les donnqes sur, lesquelles ceux-ci. reposent. Il faut d’abord fixer la position du point M. dans l’angle ÀCB. On peut le faire de beaucoup de manières différentes. Une des plus simples, et que noirs adopterons, consiste, à mener par en point deux droites parallèles aux deux branches de l’angle, et à prendre pour données les langueurs MA, MB,i ou CA, CB, des côtés du parallélogramme ainsi formé. Il est viable, en effet, que ces deux lignes sont parfaite-' ment disposées pour former avec les côtés de l’angle et la, droite inscrite des triangles semblables, qui donneront
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dout °r ut
MO T r nommKror * autsi AP - xj CQ, M p
-I^problè “e qUa * re ‘ )UanUt& SerODt les ‘"déterminé
WMfe m“u'’ 0CP°"l C ‘? miWrc les deux triangles sem- ’ QCP ’ 115 donneront ces Jeux proportions
MA: ^"CQicp, MP; ap mq : ac,
ou q.'
d’où l’ on tire (*) au
Il ixza?az. ( 2 )
*X 5 &rsiTrr--«-
,e théorème de Géométr P ' ' ^ eSt facil( ^5 a »8«e quelconque d’un t ^ le COsinus d’un
^•On a «r1?lU Un 30816 Gn des trois
cos i == C Q — PQ a
2 XÎ\CQ i
SZZSgz Sr Mass
™ ch «> dp point |yj e f'£ tt ‘? Une s f ca,Ue quelconque, •«nglç Qcp et terminée a I» branche AC.de
^ü'^e^'emuyit quatre indéterminées iodé-
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pendantes x , x, z et z'. Si l’on se donne entre ces quantités une équation de plus, qui sera l’expression de quelque condition nouvelle , à laquelle la sécante MP devra satisfaire, on aura autant d’équations que d’inconnues ; et par conséquent, chacune de celles-ci pourra être déterminée entièrement par l’élimination.
23 . Supposons, par exemple, que la nouvelle condi' tion fût relative aux seuls segmens formés sur les branches de l’angle*, alors l’équation qui l’exprimera, ne contiendra que x et x\ sans z ni z . On pourra donc la combiner immédiatement avec l’équation (i)> et chacune des inconnues x , x', se trouvera complètement déterminée. Si l’on peut résoudre les équations qui les donnent, on connaîtra leurs valeurs, qui, substituées dans (2) et ( 3 ) , donneront z et z .
Par exemple, si la somme des deux segmens CP, CQ, doit être égale à une ligne donnée b , l’expression analytique de cette condition sera
et, en l’employant pour chasser x de l’équation (1) » il viendra
équation toute en x'. Celle-ci, disposée sous la forme de produits, devient, en changeant les signes,
Alors on voit que \/a'b est l’ordonnée d’un cercle dont a 4- a 4- b est le diamètre , et dans lequel^ x < a + a ' + b — x, sont les segmens coupés par Voir donnée. On peut donc aisément construire x' d’après cette indication, et tel est l’objet de la fig. 3 i, dans la quelle BD représente la ligne donnée b. D’abord, et» décrivant un cercle sur CD comme diamètre, et me-
nant du point B l’ordonnée BH, ce sera /Jï: alors Par le point H, menez k CB une parallèle, sur laquelle vous projetterez les points C et D par des perpendicnl„resi puis, a,outez D'A' égal à CA, C'A' sera le diamètre du cercle elierelié. Il ne restera plus nu’à le
CIT^serom 1CS POinU ?’ V 9 “P™ U hanche ’ SC ™ nt ceux P ar lesquels il faudra mener les sévan es Q, MQ', qui satisferont aux conditions analytiques exprimées par l’équation en £. Ou voit qu’elles
dom rn n01 t e dG dGUXJ mais Ia Première, qui Proldèm Q ' l CP ’. t0US lleux Positifs, répond seule au c5 Z tfr ,r, ^ PrOP ° S '- U ^conde, qui donne
~ n. 11 . - r ,,ï, duJK J ,Lït
4 plémem’deBa ,er *“* P ™ da “ S Pa "S>e ACB,
CQ - C Î' .«* **>» * «lie b , n aurait pour condition analytique
Ce qul COnduir ait à l’équation
avee^euTtule d'n' 1 d0 " C '* <1 ' 1C tout à
cercle serait C'D iy'I"’ qU , e ’ C ,liamiitro d “ «rond sorte que, p„„ r ,.T, D A ’.? u dc CD + D'A'. de en sens contraire f UmT ‘ d faudrait P° rt «- D'A' ou <z,
*4. On trouverons* F h 3l ’
tion qui se résout P ? Sle T auteurs une autre ques-
dentes; elle consiste^ * faC,1,lé < I ue les P récé ~
r Édu. 1 a mener a sécaiite MP ( fi g- 3 °),
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sous une inclinaison telle, qne la surface du triangle CQP soit égale à un carré donné h*.
Pour exprimer cette condition analytiquement, il faut considérer que si, du sommet Q du triangle CQP, on mène une perpendiculaire à la base CP, cette perpendiculaire , qui sera la hauteur du triangle, aura pour longueur OQisVPjfe, Ou ,r' sin i. La surface du triangle sera donc exprimée par }(x — a) x sin i ; et si l’on veut qu’elle soit égale à A 4 , il faudra quon ait
> , ah*
ï (x — à)x' sin i = h *, ou (a: — d)x — £—•
Employant cette relation pour chasser x de l’équation (i), il vient
‘ a sin i asinz
On pourrait construire immédiatement cette équation par une sécante de cercle ; mais on obtiendra des résultats plus simples en la résolvant. Elle donne ainsi pour x ' ces deux valeurs :
asini”*”V a 4 sin 4 i **’ nsini
nsini V a“sin 4 i ' csint
La partie commune aux deux racines peut aisément sc construire. En effet, si, par le point C (fig. 3a), on mène une droite indéfinie A'CD, perpendiculaire à CB ou AM, la distance CA étant a, et l’angle A'AC-étant i, CA' sera a sin i. Alors, à.partir du point C,prenez surCY' la lom gueur CH égale a h , coté du carré donné, et menez HD ..perpendiculaire À -A/Hj CD sera évidemment égal a
——r-r j et puisque cette
partie est prise négativement
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: "> . Jcvri ‘ h dans ce sens
la ligue des a: , c cst-a-dire en CD / Or •°W*f Ia «mstr 9 ction' du' rad ’ ica , m ft cllç i car °n E e »f le mettre sous la forme
v \ a sini/asmi
cn'trl r SP |'"‘ L ‘ r *“ S q "'’ lmP moyenne proportionnelle
Cnc ^ s ~- Alors ’ sur w . i-—w
crive* ; P“' S ’ Sur D B ' - «"““>0 diamètre, dé-
IW10 Ç ir^rpmSateTo) 11,1“”'” ‘‘'“ï 1 "
du point D' sur la ligne des àF*!???** C ° rde a P artir du côté négatif- et par l es noint n îj C ° té P ° sitif <î ue «es, menant du pointM deux sé ^’? ’ a ‘ nsi détermî deux triangles CQP COP' Dtes > AIP > MP', les
feront également à ] a € j resu Iteront, satis-
surface soit égale au carré /^ demandée > <l ue leur c e problème servirait «; i> > un triangle donné ÇDE (fie Vï\ eman d a,t de partager pu 8 én éralement quiwS en deux Parties égales,
a V Moyen d’u ne sécante ^ C es com Me m a n, En elFqt, dans ce cas 1 d ’ Un P oin t donné M.
““ k Æ ™V , CDE étant connac ’ “
être ms 1 le du tr «angle CPQ devra
aue^ 1 dC :° rte qU ’ en **?*“' «Quantité
la 3ÛMi,tr„ UVrira la MQP qui y satisÿ sa effectuée, si
du triangle ; autrement n*® en dedans Je Ja '«se CE a partir de l’ an „i„ , sera impossible, du moins partir de l’angle D.’ faudra P**!* de même à Je ne cherchera; ^ à mult!plier , Iavan(age œs
applications particulières; celles qui précèdent suffisent pour montrer comment il faudrait employer toute autre relation qui serait donnée entre x et x'. Chacun pourra aisément s’en proposer de nouveaux exemples, et il sera utile de s’exercer à en construire élégamment les résultats. Je me bornerai ici à faire observer que ceux que nous venons d’obtenir, en supposant le point M extérieur à l’angle donne YCX. ou z, s appliquent ega lement au cas où il serait supposé intérieur, pourvu que l’on introduise cette modification dans les formules et dans les constructions qui en dérivent ; ce qui consisterait à rendre a négatif dans les premières, et a porter dans les autres la ligne a en sens contraire delà direction suivant laquelle elle est employée dans les figures 31 et 3a. En appliquant, par exemple, cette inversion au dernier problème (fig. 3a), on verra qu’il offre
ainsi des casd’impossibilité qu’il ne comportait pasd’abord.
u6. De même que les équations générales (0>( 2 )>( 3 )> nous fournissent une relation entre les seuls segmens
x _a et x' pris sur les branches de l’angle donné; elles
nous peuvent donner aussi une relation entre les seuls segmens z et z* , formés sur la sécante MQP. En effet, l’équation (a) donne déjà la valeur de x, exprimée en * et z'. En substituant cette valeur dans l’équation (i), on en tirera x exprimée de la même manière ; et au moyen de ces résultats, chassant x et x' de l’équation (3) , on aura une relation en z et z'. En opérant ainsi, l’équation finale devient divisible par z — z, et il reste
Z ‘ ZZ
Ainsi, dans le cas où la nature particulière de l * 1 question géométrique proposée fournirait une relation entre z et z seuls, on pourrait la combiner directement avec celle-ci, et l’on en tirerait z et z' par l’élimination- Toutefoisy d’après les raisons exposées page 67 , b s
solutions ainsi obtenues seront généralement plus compliquées que celles où l’on détermine d’abord les segmens x,i', formés sur les branches de l’angle.
27 . Toutes ces équations se simplifient et deviennent beaucoup plus faciles à traiter, lorsque les deux quantités a, a', deviennent égales entre elles, c’est-à-dire lorsque le point M se trouve placé à égale distance des 1 eux branches CX, CX' de l’angle donné. Pour en offrir un exemple assez remarquable, je vais proposer de résoudic dans cette supposition, mais avec une valeur que conque de 1 angle BCX, le même problème que nous avons résolu, page 44, en supposant cet angle droit : (Z que î e dema "derai de mener la sécante MQP
îes,^lTt re r ,a P articI> Q> interceptée entre Cette IV an 8 le > alt nne longueur donnée c.
TkeuZÏt? aVGC C f ll ° qwe n ° US — ^enue tout inconnues TS* * — SU £ t P °Y r déterminer ces deux
du quatrième d^é enTo^ 3 ^ ét ï uation
tendre-m-.;. i ^ , °u z., comme on devait s’y at-
* lais* Z ’ T 5 ' 1 SUpp0se °= '> “tte équation pour incr meU i rCS ° l ! tlre en deux facteurs, en prenant Néanmoî nnUC ' e Pf od uit zz', comme dans la page 58> plus facile S ’ ° U aiT1Ve a des résultats d’unç .discussion chassé a/ servan lde l’équation (3), après.en aya*
tiouO^En ^ Sa valeur P rbe dam Vé W*-
placant z —’ U1 (! ^ ctuant cette élimination, et reju- P ar sa valeur ç } q U i es t donnée, on trouve
f x—ny^ * a \ x — a Y
cos i = e*..
JC
n dé^ eloppe cette équation apres avoir fait a = a ,
7° pnbiiLian:.s
les termes peuvent se ranger dâns l’ordre suivant :
— + 2a a 4“«i' î — 2a ^ ~ -J-a: ^ — ïà cos i ^ -f $ ) = c* —4a a cos i ' y
ce qui revient à
^ ^ — aa( i *+* cos r) ^ -f- = c a — 4a a cos ï.
On voit donc qu’ici, couuhe dahs la page 45, on n’a qu’à faire
et l’on aura pour déterminer Ç, l’équation
C — aa ( i •+■ cos i)Ç = c‘—4rz a cos i, qui, étant résolue , donne pour Ç les deux racines
Ç c==ü(I 4" fccfe fy y- V c a (i—cos t)%
C’ = a ( i + cos i) — i# c“ + a* {i — oos z) a -
'(!& éij^feft&nfc sont fueA aisées 'à éôri’sVfüirc. En dffiyf,'si ’jdu point A (fig. A4) , ou mène la perpendiculaire iniléfitife TTAM' sôrïà^r§ne MB ^roloii^éè aussi Indéfiniment ] ïà distance MM' sera a côs ï; et pair cénsé^dént, BM' sert'6 y-’à cos r, 'c’ës‘t-à-dir i e Ta pàrtlè'cotamune des délit ràditfék. MàiHtei’iànt si, dà poiiàt C, on mène ta nàdtte, à BM , Ta perpendiculaire indéfinie CGC' /MG, siérâ'a— ’a co si, ou a( i —éôs 1).
ï)ôùc, si l’é'n preWd sur le proTôri^ment de cetta perpendiculaire une longueur GC' , égale à la ligne donnée C, l’hypoténuse MC r sera Ta partie radicale. 11 ne reste plus qu’à porter cette hypoténuse à partir du p'àmt B’sur Ta Ifpnc MB, dii côté dés aï>sé'é«ics {WîHîVcs
en Z', et du côté des négatives en Z". Alors la première valeur de £ se trouvera représentée par M'Z' ; et la seconde le sera par M'Z". a
Maintenant, £ étant connu , l’cquation en x et £ devient
et peut se mettre sous fa forme
doit loti voit qu’iiii, "comme.tlanit le problème plus
pris- sur
point N' une in in 1 , A> a ^ K'ït iéii Miènera parte
CS 1 " 8 ? î? m ‘< v®** »r» «tW,
«fcle (loitl liu ^ -deéif lîirèeSvféreneos île
ront les V l L, ** v fevëc 1 eeUëpsrfttlêle <f<mne-
J l>*>fcter ^ 5 rife &uflra pliis que
iw a 7J r m f " ^ a^perpèndfealélL
1 Conséquent * à1eü * de X,et par
lions dcnnnd!' ’ d S< .‘ CauU>5 ’/l ut satisfont aux eondideux soluté “ a ! 8 ^®^êlïë pa«î4l«^; qu* les
«£ réélit; r ,éCS *> ^ ** %Æu-
Cercle M'7" ’ a " d ‘ S ^ les solution* dôànéés fût le BWdty^ «u, iJ^ft tT ° n . t ^. eVpntr imaginaires pouï ëertaines sônt &UGUr dè a ’S ne doiWe. Tous éeS résultats
trouvés “Æ îllm1o S l,es à ceux que Mous aVdns et l’on voit m > *i ’ F 01 " 16 Particulier de t’aùgïeârétt.
28. Je tel !- S U P 1 ! 1 pns P* us d iffici les à conspire, que les consw* ^ Ch *** tre ' en disant bl,server dérées seulement'e* 19 ^ eoiïl ^ tr,( l ucs doivent êtrte consi-
les solutions S ”° yCn ’ 8é « , " t de P eini,re
eédt> eoffi promîmes , et non pas comme un pro-
sammetit rigoureux pour trouver les valeurs
CHAPITRE III
Des Problèmes de Géométrie\ indéterminés .
u ] 29 . Les méthodes que nous venons de parcourir l’avaient pour'but que.des problèmes déterminés , c’esLà/*hre, dans lesquels l’incpnnue n était susceptible, que d’up certain noipbrç fini de valeurs ; maison peut aussi . se proposer de$ ( q unions dç Géométrie indéterminées , qui soient susceptibles d’mpCHdînité dç solutions.
Par exemple;, si Tou considère une ligue quelconque AMM',tracée sur, pn,plan,.(Cg. 1 ,pl. III)* et que, deplusieurs points dp qçtte, ligne, on mène des perpendiculaires MP,M'P'j.sui; upp tlrpite.indéfinie,AX, donnée dans le plan, ce^ perp^\d^ c m^^ e6 < auropt certainement une longueur détçrmniéo ; qui dépendra, dç la nature dé jà ügpe < 4 $ fty.^ositionjet de la distance des points
MM' entre en*i Si'donc on,, prend sur la droite AX ipi point fixe A pour point de dé part, ; chaque longueur AP aura sa perpendiculaire correspondante PM, qui résultera du concours de toutes ces circonstances; ej; la relation qui subsistera entre les AP et les PM, dans les diverses parties de la ligne AMM', déterminera nécessairement la forme de son cours.
Or; il serait très possible que çe rapport fût de nature à être toujours exprimé par une même équation entre les AP et les PM, auquel cas cette équation servirait à trouver une quelconque de ces quantités par le moyen de l’autre , lorsque celle-ci serait donnée-
D1Î L ALGÈbHE AUX LIEUX GÉOMÉTRIQUES. 7.^
Si 1 on savait, par exemple, que dans toute l’étendue 6 la courbe, chaque AP, étant comptée à partir d’un certain point connu, A («g. a), est égale à la longueur v ( l u , 1 * U1 correspond j alors, en représentant générale^ent les premières par la lettre *, les dernières par a lettre y, on aurait entre elles la relation
ment l'T '* T*? P' ,lnts «. , forme évidem-
ment une l.gne dro.te inclinée de 45» sur Fa« AX.
de la ligne 1 AMM' 1 ? ’ qUC ’ dam toule Rendue
Portionnellp » 1 ’ c ^ af ï uc PM est moyenne pro-
toujours ÂP par “ AB> a,ors ’ *» représentant
ou
y = 2 ax — x 9 .
doî£ x T ^ COnna *l re y, lorsque Von se
ver autant que'p^' Uement; el,e ® ullrit donc pour tro 4 points M, M\.. md J°° r * Iôn S ue « rs PM et de
Bailleurs, diaprés Ja or 0 ” SUr a P S he propbéëe.
établie, il est évident ^ ° Priete Sür la( P«elle nous l’avons
^èede cSle ^ L 1 " 6 ^ ^ Cst ^circonfé-
Pu ;-5 r t6 SUF AB anurie diamètre
. ^ oisijtie chacune dps çfquations
P m. servir à ire Ï’ ^ ~ ^ ~~ sur la droite de poiuts qun Pon voudra
propriété générale Ur ü e eTt rC ] e j 0,ltelleS ‘ ;noncent ™e sont équivalentes •' l évi oent que ces équations lignes, et n u Vl|„ & * COnstl 'uction actuelle de ces représenter. S peuvent être employées. pour le
°n peul, en généralisant ce résultat, regarder toute
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les lignes planes imaginables comme susceptibles d’être ainsi représentées par des équatîoris entre deux variables indéterminées; et, réciproquement, on volt qü’une équation quelconque,entre deux indéterminées, l>eut être interprétée géométritpicïttétit, et considérée comme représentant une ligne plane, dont elle peut faire trouver successivement tous les points.
3i. Cette manière d’envisager les rapports de la G6?' métrie et de l’Algèbre est beaucoup plus étendue et plus féconde que celle que nous avions considérée d’abortj, et qui se bornait aux problèmes de Géométrie déterminés* On peut même la généraliser encore, etTrâppliq\ier f au* équations à trois variables qui représentent açs surfaces , comme on le verra par. la suite ; niais pour hmoment, les considérations précédentes nous, suffiront* Je he me proposais ici que de îixër précisément, et a® faire bien comprendre cette division qui partage l’ap" plication de l’Algèbre à--la -Géométrie en deux branches distinctes et tptalçjnçPf séparées dans leur objet. $lle* Pont été üè même dans Fiiist«>irir des Matliématiqpe$- £ invention de la dernière est. due a Descartes. Avaid ce grand hoiqinç,. on n’avait appliqué l’ Algèbre qp’pPj* jirolilèn^es dé Géométrie détef minés. Les pfeiwèr^s, qï' plications dç cç genre avaient même été seulement pu" mériques; car olles sè bornaient à trouver et à calcule 1 ’ arithmétiquement la valeur numérique ,<}çs iapognue» d’après leur expression algébrique résolue. Vers la lin d l1 quinzièmesiècfe,Tiete,célèbre analyste français, ima' gina de représenté* “ces eipreiMiohSpAr dtfs fconarhotiofb géométriques , comPws nous PaVbrts fatft ah ramiivert^ ment de cet ouvrage, on les supposant «^tenues soü* «ne îorme explicite par ta résolution de féquation 1 qU l les'déterminai*. Ces constructions ne pouvaient encu^ nullement servir pour interpréter les valcu-hs des niûoh nues dans les équations indéterminées. ©escartes fit «U
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pas immense, en montrant qne de pài'eilies équations représentaient des lieux géométriques ; fet l’on peut dire que, par cette découverte, il créa réellement Implication de l’Algèbre à la Géométrie , dbüt les éôbstructions de Viété n’ctaîeht qu’une particularité très bornée. En,effet, Un problème de Géométrie quelconque, se réduit toujours à trouver un certain nombre de points , de lignes ou dé surfaces , dont la position , Ou là configuration, satisfasse à certaines Ùonditiote données.
a peut mcmè considérèrlà recherche des pOlHtS Odinnlé ^ P r °Wèmé d interaction de K^tics. Si l'on sMt géhé-
I-ènl'i é rOUV .t r J ,iS i S üatWn *. >'« %*»> AifrfS
àà^Bèll» elles
ainsi Wùa t sd " r '.'’ découvrir la ftWne
tique W'di 1 îeèï>* l *' S ÎU' lors<, 10P l’équalion (ntely-
gMEL J* i± !hfe est WW*, il "Vde C’r ac « cdtaplàieé qù’il J, que
et régira T e - C1 ; r ° a,s6hri< ‘ uen,0 " t ‘ n»*** »** ,
cartes è lL? > S* “ ' alde dé ‘ 1 ** &<*-
le simple Lm«£Vyt “ nS ’ <W ?* ttW,W l’Esope dans
problèmes «Xw*in/ * mhl0 cn '* jouaht, tous les vers uavs V» <|,1C Ira '"«IbSnwUeiens de di-
puliücs Uau* “fWIemint, dominé des défis
3' c ® * s WqfntT«t^^ &èeé
I* tfMhvW*-
proMèmé la 1*“-. da»ts •»%.<.
oumêmedenueli„? CnC j-u <I " cl< l uc eHitidè inÿéiieux, "a l'énoncé afcéJ^ I>*ttcnliire qui wmdufSe
dans Ses procédés^ ^ ,otl l üurs tmiforule ct direrte
remonte aux él,W a ’™ n * a S es sont ‘his à te xfu etle
les fiiui.1 * , eris simples qui constituât toutes
s 10ns géométriques, et qu’elle en éOfhMne les
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énoncés algébriques, précisément comme la Géométrie les assemble pour former la question proposée. C’est ce que l’on comprendra parfaitement, d’après l’exposition graduelle que nous allons en offrir.
D’abord, tous les problèmes de Géométrie imaginables, et même en général toutes les considérations géométriques, portent sur les positions relatives des points de l’espace. Notre premier pas doit donc avoir pour but de chercher comment ces positions peuvent être exprimées et fixées par un énoncé analytique.
L’espace, tel que les géomètres le considèrent, est une étendue indéfinie dans laquelle on conçoit que tous les corps sont placés. On ne peut donc y déterminer le lieu absolu des corps, mais seulement leurs situations relatives, qui sont les seules dont la connaissance nous soit necessaire : et, pour cela, on rapporte ces points à des objets fixes, dont on suppose que la position est connue.
Sur un plan, on conçoit deux droites AX, AT (fig. 4) * faisant entre elles un angle quelconque donné : tout point M, sitqé dans le plan, est déterminé lorsqu’on connaît les longueurs des droites. MQ, MP, menées do ce point parallèlement aux lignes AX , AY, et terminées à ces lignes; car par les propriétés des parallèles, AQ=PM, et AP =QM. On peut donc, en connaissant ces valeurs , mener les droites PM et MQ, qui, par leur intersection, déterminent le point M.
Dans l’espace, ou conçoit trois plans YAX,XÀZ, ZA^ (üg. 5), faisant entre eux des angles donnés. Un pond quelconque M se trouve déterminé de position, quand on connaît les longueurs des droites MM', MM", MM*> menées par ce point parallèlement aux intersection* des trois plans, et terminées à ces plans ; car alors on peut mener trois plans parallèles à ceux ci, et sur lesquels le point M se trouve.
DF. L’ALGÈBRE AUX LîÊÜX GÉOMÉTRIQUES. 77 Avant d’examiner les conséquences qui résultent ,les conventions precedentes, il est bon d’observer qu’en
dans? "° US P™' 1 ™ 8 lcs mo,s P 1 ™ et ligne droite dans leur accepta, la plus étendue; c’est-à-dire qu’en
£ “T P ar droite, une ligne
^défini»^”wu P ta» H * P ° r pU ’ U, ‘ pla "
s ;,u rp _ , . u * Lorsqu il sera necessaire de con-
nous en ? T'° nS dc pla " s « Je droit ,
niais ces aWr t"*’ C ° m ' ne n °" S Ven0nS de Ie faire i les conditions pa'rtievdières'd'e I^quéstion^propoa^.
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■“ deux lignes fixentAX^AY ^ unp ' an ’ so ”‘>'apportcs P'», les longueurs QM W ï ’’ me " ées dans 00 *e nomment abscisses - V-, 1 l, urs e S al « AP, AP",
leurs égales AQ, AQ’ im 1 »’ d,stances PM > P'M', ou
SUr H-olle se eom’ptenï le, ,^° nn<! “ i Lali gneAX,
nomme l’axe des abscisses AP ’ M "’ “
des ordonnées. Les ordonnées et 1™"°! ^ S ’ appeUl : l ’ aTe encore par la dénomimt - , , es a Jscisses se désignent lignes AX, AY sont 1 °° coordonnées ; les
et le point A où *»ll 3 ° FS CS axes ^ es coordonnées y ^oix des axes’estait SeC ° U l 3ent ’ en est ? origine. Le volonté, cornnter 1 ° “T” 1 ar, dtraire ; et l’on peut, à ou sur l’autre. & al,SCls ses ou les ordonnées sur l’un
par y “ S 4 ® 4 ™ 1 par X ahsc!ss « s , et
prendront divers ’ 1 y Seront des variabl es qui
<iue l’on devra considéreTsi 130111 ^ ^ d ‘ ffGreus P oiuts
suré les longueurs AP PM ’ V ? exem P le » ayant me- «n trouve la premiùJ ’ ? U , 1 detcrmine ut le point M, e ogale a ü, et la seconde égale
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à b , op aura, pour fixer b position de ce point, les deux équations
xz=za, y xx-b.',
rt comme elles suffisent pour cet objet, upus les nojnmerons les équations du point M.
Si, l’abscisse AP restant la même , l’ordonnée PM diminue ? le point M Rapproche de plus eu plus de L’axe AX; si PM ou b devient nulle, le point H tombe en P sur l’axe des x lui-même ; et ses équations deviennent x = a, y — o.
Si l’ordonnée PM restant la même, l’abscisse AP diminue, le point M s’approche de plus çn plus de l’axe A Y, avec lequel il finira par coïncider, lorsque AP deviendra nulle -, ce qui donne
pour les équations d’un point tel que Q, situé sur l’axe mémo des y.
Enfin , si l’abscisse AP et l’ordonnée PM deviennent nulles en même temps, le point M coïncide avec le point A, origine des coordonnées, et l’on a * = ?, jy = o,
pour les équations de cette origine.
35 Q n voit, par cette discussion, qu’en supposant aux variables x et y toutes les valeurs positives possibles , depuis zéro jusqu’à l’infmi, on peut exprimer la position de tous les points placés dans l’angle YAX.
Quant aux points compris dans les autres angles formés par les axes, ils répondent aux valeurs négatives des variables x et y .
Pour le démontrer, concevons qu’au lieu de prendre Y A pour axe des y, on prenne, dans le même plan, une autre ligne qui lui soit parallèle ; par exemple, la ligne Y'A' (fig- 6) > pour laquelle nous supposerons que la
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distance AA', 4 l’ancien axe, est donnée et exprimée par A. Nommons x , les nouvelles aJjscisçps comptées sur le même axe AX, mais à partir de la nouvelle origine A', ^ela posé, si nous considérons un point quelconque M situé dans l’angle Y'A'X, nous aurons
AP = AA' -f- A'P ? ou x = A-l-x'; mais , si nous considérons un point M' situé dans l’angle Y'A'A, et que nous représentions encore son abscisse A'P* par la variable a', en lui supposant toutefois une valeur quelconque , nous aurons
AP'r^A A'f-r A'P', on ^?=A — x'-,
d’ou l’on voit que, si l’ow veut cendre la même formule analytique
x zn A -f- x ",
applicable à la ibis aux points situésdans l’anglp XA'Y', et aux points situés dans l’angle A A'Y', il faut regarder pour ceux-ci les valeurs de x comme négatives; en sorte que le changement de signe réponde à leur changement de position par rapport à l’axe A'Y'.
Pour confirmer cette conséquence, et faire voir encore plus clairement comment la formule précédente peut lier les difiérens points du plan, supposons que 1011 considéré d abord un point situé sur l’axe A* Y' lui-même : pour ce point $ sera nul, et la formule x=A-fa:' donnera x = A.
C’est la valeur de l’abscisse AA' par rapport aux axes AX, AY.
Mais si l’on veut que cette même équation convienne aussi aux points situés sur i’axc AY, considérons un quelconque d’entre eux ; son abscisse x sera nulle, et la formule précédente donnera
A + x' = o, ou x'= — A-
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ce qui est encore la valeur de l’abscisse A A', en la supposant rapportée à l’axe A'Y'. L’expression analytique de cette abscisse devient donc positive pour l’axe AY ,et négative pour l’axe A'Y', quand on suppose les points du plan liés entre eux par l’équation
Ce résultat s’applique également aux valeurs négatives de x f èt prouve qu’elles appartiennent aux points situés du côté de l’axe AY, opposé aux valeurs positives; car quel que soit celui de ces points que l’on considère , si on le représente par M", on pourra toujours mener un nouvel axe A" Y", qui se trouvera placé par rapport à l’axe AY, comme celui-ci l’était précédemment lui-même par rapport à l’axe A'Y'.
En transportant l’axe AX parallèlement à lui-même, et fixant la nouvelle origine en A" (fig. 7) ; faisant AA"=B, et nommant y' les nouvelles ordonnées comptées à partir de l’axe A"X", on aura
pour les points situés dans l’angle YA"X", et y = B—/
pour ceux qui sont situés dans l’angle AA"X" j en sorte que, pour comprendre les uns et les autres dans une même formule analytique, il faut regarder les valeurs négatives de y' comme correspondantes à des points situés du côté de l’axe A^X* opposé aux y' positives; et, comme cela s’applique également aux axes AX, AY, on en doit conclure que les changemens de signe de la variable y répondent au changement de position des points de part ou d’autre de l’axe des abscisses.
36. En réunissant ces résultats, on voit que les valeurs négatives des coordonnées doivent être prises en sens
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contraire de leurs valeurs positives; sans quoi, i es
hsZluT T ^ r rraîent P" a tous
les points du plan, et ne comprendraient que ceux nui
seraient situes dans un même angle des axes. Réciproquement, la convention précédente étant établie tous e, points du plan, quelle que soit leur situation*sont compris dans les mêmes formules. ’
On aura d’après ce qui précède (fig. 4),
f ns JAX, X positif et J. positif;
<U"S .ng eYAx, x négatif y p oshif
dans jongle XAy, ^ positif yZgzùt-,
dans 1 angle XA.y, x négatif y négatif;
par conséquent, les équations
qui déterminent la position d’un point dans l’angle * AA, deviendront successivement
* = — », jy =-f-
selon que ce point passera dans un des angles YAx AAp, xAj'. tn supposant a et A quelconques, les deux premières pourront représenter toutes les autres.
07. La liaison que nous venons de découvrir entre les signes des variables * et y, et leurs positions par rapport a leur origine commune, n’a pas lieu seule, «lent lorsque leurs valeurs sont comptées sur des lignes droites; cette liaison subsiste toutes les fois que l’on représente les valeurs d’une quantité variable par des *ong ueu rs comptées sur une ligne continue de forme quelconque, et à partir d’un même point.
Soit, par exemple (fig. 8 ), AB ai une circonférence
g a des points et de la ligne
le cercle dont A a est un diamètre et dont le centre est au point C : si l’on veut représenter les valeurs positive, d’une variable x par Ica arcs AM» A M , comptés à partir du point A, et dans le sens AB, .1 faudra représenter les valeurs négatives de la men é variable par des ares Am, Am', comptes a parti, du meme point A, et dans le sens oppose au premier, sans quoi ces arcs ne pourront pas être compris avec les précédons dans une même formule ana-
b En“effet, si l’on conçoit l’origine transportée en A', et qu’on représente par x' les valeurs des arcs comptées de ce point, on aura, en faisant AA — a, x==n + a; #
pour les points situés au-delà du point A',
et x = a —x'
oour les points situés entre le point A' et le point A. Ainsi pour que la même formule x = u + x' con-
r* iVcôrm’e ré^danfau lan-
m 'ÎZ cette convention, si l’on fait x' = o on aura * “eTur la valeur de l’arc AA, comptée a partir du point A, tandis qu’en faisant x = o, on au.a ÿj!: o pour la valeur de ce même arc rapportée au
' °Et comme ces raisonnemens sont applicables a 1 origine bien qu’à l’origine A' , on doit en conclu-
Le les arcs négatifs doivent être pris en sens contraire des arcs positifs, pour que les uns et les autres puissen être compris dans les valeurs successives dune même variable x.
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38 . Los principes exposés dans les paragraphes précédons étant appliqués, dans le cercle, aux sinus et aux cosinus, déterminent complètement la marche et les rapports des signes qu’il faut leur attribuer dans les différeus quadruns. Si des points MM', extrémités des arcs -AM, AM', on mène les droites MP, M'F, perpendiculaires au rayon CA, ces droites, étant situées du même coté de ce rayon et parallèles entre elles, devront être affectées du même signe, par exemple du signe -f-, car on peut les considérer comme des ordonnées comptées à partir du point C, sur la ligne CB perpendiculaire à CA. H en sera de même, par la même raison, de tous les sinus qui appartiennent à des arcs dont l’extrémité se termine sur un des points delà demi-circonférence ABa • *nais une fois cette convention adoptée, tous les sinus des arcs dont l’extrémité se trouve sur l’autre moitié ubX de la circonférence, doivent être affectés du signe négatif, car les droites mp, m'p', qui les représentent, pouvant se compter sur le rayon C b , dans un sens directement contraire aux premières, doivent être marquées du signe opposé.
Quapt aux cosinus, pour le point A, où l’arc est nul, il est égal au rayon CA ; pt pqur le point a, où l’arc est qe j8o , il est égal a Cq. Si donc nous le supposons positif dans le premier cas, il faudra le regarder comme négatif dans le second -, mais le choix est absolument libre, seulement il faut observer la même loi par rapport aux lignes situées de part et d’autre du point C s Vr la Jigne ACa.
Les signes des sinus et des cosinus étant déterminés d après les conventions précédentes, selon leyr position dans lps dUTérens quarts de cercle, ceux de toutes les entres lignes trigonomctriqyes s’en déduisent, parce <iue ces lignes peuvent toujours être exprimées rationnellement, en fonction des sinus et des cosinus aux-
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quels elles répondent, de sorte que l’on connaîtra leurs signes d’après ceux que prennent ces quantités.
En effet, si l’on désigne par a Parc AM ( fig. 9,10 , u., 12), cet arc étant toujours compté dans un même sens, quel que soit le quadrans dans lequel tombe son extrémité M , les triangles CMP, CAT, seront semblables, ainsi que CAQ, CMT' ; de sorte qu’en nommant R le rayon CM du cercle sur lequel l’arc AM se compte , ils donneront
AT = tang
tang
R sin a
cos a
AV = cot
cot
R cos a
sin a
séc
__ R a cos a ’
CT' = coséc
coséc
__ R a sin a ’
AP = sin-v.
sin v.
a — i — cos a.
Maintenant, lorsque la valeur particulière que l’ou veut donner à l’arc AM sera fixée, le sinus ainsi que le cosinus de cet arc seront connus, et l’on saura quels signes il faut leur attribuer, d’après le quadrans dans lequel ils tombent. Alors en les substituant dans les expressions précédentes, avec leur signe propre, on connaîtra celui que doit prendre chacune des lignes représentées par ces expressions. On voit ainsi que ces signes deviennent un résultat nécessaire des deux conventions précédemment faites sur celui que l’on veut attribuer, dans chaque quadrans, au sinus et au cosinus. Quoique cet exemple nous ait un peu écartés de notre objet, j’ai cru devoir le donner, parce qu’il demande des considérations assez délicates et qu’il est très propre à faire
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sentir comment on doit raisonner dans tous les cas de eette nature.
%. On peut, à l’aide de ce qui précède, trouver analytiquement l’expression de la distance de deux Points dont on connaît les coordonnées rectangles. S° ,et,t (% 13 ), M', M", les points dont il s’agit : si on mène M'Q' parallèle à l’axe des x,et terminée aux coordonnées M F, M"P", le triangle rectangle
en Q, donuera
M'M" = v/M'Q' a -pM"Q' a .
n'S ien lî aaintenant x ^y "’ les coordonnées AP', P M , AP", P"M" ; M'Q' sera x* — x', et M'Q' —y" —y.
‘ Sl donc on représente par D la distance cherchée, °n aura
S » Un des points, par exemple, celui dont les coordonnées sont x', y, était l’origine même des coordonnées °n aurait
ce qui donnerait
'C est 1 expression de la distance d’uu point quelconque ** oiigine des coordonnées. Il est aisé de s’en convaincre •cectcment sur la figure i 4 > où M représente un point P acé conformément à cette condition ; car le triamde A MP rectangle en P, donne
A M a = ÂP*4_ PM*= x* -f y ; d’où
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4 c>. Reprenons maintenant en particulier chacune »les deux équations x = a, y — b, qui fixent la position d’un point sur un plan, a et b étant des (quantités quelconques.
La première, x = a, considérée comme si elle existait seule, et prise dans son sens le plus étendu tant qu’on ne considère que deux dimensions, convient à tous lès points dont l’abscisse est égale à n. Or, si nous supposons ( fig. 4 ), AP = a , tous les points de la ligne PM, prolongée indéfiniment dans les deux sens, satisferont à cette condition. L’équation x — a appartient donc à la ligne droite PM, parallèle à l’axe des y.
On trouvera de même que Péqofttion y = b exprime une propriété qui convient a tous les points de la ligne QM, menée par le point de l’axe des .y pour lequel AQ — b, et prolongée indéfiniment dans les deux sens, parallèlement a t’axe dés x.
Ainsi, en disant que le point M est déterminé par le système des équations
on écrit qu’il est donné par l’intersection de deux droites indéfinies menées parallèlement aux axes AX , AY ; ce qui est la traduction littérale de la construction géométrique qui sert à le trouver.
La ligne droite, représentée par l’équation x = a , sgra située tout entière du côté des abscisses positives , si a est positif : au contraire, ! si a est négatif, elle SC trouvera du côté des abscisses négâtfveà ; si a est îiul. elle coïncidera avec l’axe des y, dont l’équation bst par conséquent
Il est visible, en effet ? que cette propriété est commune à tous les points qui sont situés sur cet axe, et qu’elle n’appartient qu’à eùx seuls.
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De même, suivant que b sera positif ou né&atir, la •gne droite dont l’équation est y = b, sera située au-dessus ou au-dessous de l’axe des x; et, si b est nui, elle coïncidera avec cet axe, dont l’équation est par conséquent
Enfin, le point A, origine des coordonnées, étant à la fois sur ces deux axes, sera défini par le système des deux équations.
comme nous l’avons trouvé précédemment.
4 1. La méthode que nous avohs employée pour exprimer analytiquement la position d’un point, oeut donc servir encore â désigner une suite de points situes sur une même ligne droite parallèle à un des axes des coordonnées. En généralisant ce résultat, on Vdtt que, S1 tous lcs points aw , igne quel droite ou courbe, sont tels qu’il existe la même relaion entre les ordonnées et les abscisses de chacun deux, 1 équation entre * etj-, qui exprimera cette relation, doit caractériser cette ligne. Réciproquement équation étant donnée, la nature de la courbe sW suit. Car, s, 1 0 „ veut trouver ceux de ses points qui pondent a une abscisse déterminée, il suffira de mettre cette valeur pour x dans l’équation ; et celle-ci «e contenant plus alors que la seule inconnue y, f era 00 ?" a ' tre , Ies valcui *S des coordonnées correspondantes quil faüdra placer, par rapport à l’axe désir, con iormement aux signes dont elles sont affectées : de même eu se donnant y , l’équation fei-a connaître les valeurs correspondantes de x.
JPy équation qui exprime ainsi la relation qu’ont ntte e les les abscisses et les ordonnées de choque point d une ligne , sc nomme 1 équation de cette ligne
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rt l’on dit que la ligne est continue ou discontinue; suivant que la même équation convient ou ne convient pas à tous les points dont elle est composée*
4a. Considérons > par exemple, une ligne droite AM ( fig. i5), menée par l’origine des coordonnées , et faisant un angle et avec l’axe des x , l’angle Y AX des deux axes étant égal à /S : si d’un point quelconque M, pris sur cette droite, on mène l’ordonnée PM. parallèle à l’axe des y , on aura toujours
PM sin* sin*
AP sin (j3 — *) ° U y °° sin (/3 — *) ’
et cette équation, ayant lieu pour tous les points de la droite AM , est l’équation de cette droite.
Quoique nous l’ayons obtenue en considérant les. points situés dans l’angle YAX, elle n’en est pas moins applicable aux points situés dans les autres angles des axes , pourvu qu’on y change convenablement le signe des variables x et y. Si l’on y fait, par exemple, x négatif, pour avoir les points situés du côté des abscisses négatives, elle donnera
x sin *
y ~~ im(i2— et) ’
c’est-à-dire que, pour ces points,^ devient aussi négative, de sorte qu’ils sont situés au-dessous de l’axe des x , tandis que ceux qui sont situés dans l’angle XA1( sont au-dessus du même axe : nous supposons ici que sin ai est une quantité positive, et que et est moindre que /3.
Cette valeur de et est la même pour tous les points de la même droite AM , mais elle varie d’une droite à une autre : examinons les circonstances qui résultent de cette variation.
A mesure que « diminue, la droite s’incline vers l’axe des abscisses, avec lequel elle se confond lors-
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quear=ro : aussi cette supposition donne-t-elle y = o pour son équation. En partant de cette position, à mesure que a augmente, la droite se rapproche de l’axe 4 * es y » et elle coïncide avec cet axe quand /2 = *; aussi, dans ce cas, sin (/?— a) devenant nul, l’équation, dégagée de ce dénominateur, se réduit à x =o. L’angle « continuant à augmenter, (| 8 —a) devient une quantité négative; alors sin —a) est négatif et égal à sin (« — £) , et l'équation de la droite devient
_ x sin cl
^ sin (a—/S)’
elle se trouve alors placée dans la situation AM', et cest ce que l’équation précédente confirme, car tant que x est positif, elle donne y négatif, et l’on 11 e peut avoir^ positif qu’en prenant x négatif : ce qui indique que la droite reste au-dessous de l’axe des x du côté des abscisses positives, et ne passe au-dessus de cet axe que du côté des abscisses négatives.
Lorsque cl devient égal à 180°, la droite se confond de nouveau avec l’axe des x ; c’est ce que la formule indique, car on a alors sin a = o , ce qui donne y = o pour l’équation de la droite. J
Enfin, et devenant plus grand que 180 °, sin a est négatif, aussi bien que sin (—et), et l’équation de la droite redevient, comme précédemment,
_ sin a
y ~~ X sin (/S — a)’
t,e coefficient reprend alors des valeurs posi¬
tives : en effet, la droite se trouve alors placée dans la situation M" AM ; et, comme elle est indéfinie, elle se trouve rentrer aussi dans le premier quadrans XAY.
Partir de ce terme, elle reprend successivement dans les autres quadrans les positions qu’elle occupait.
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On voit, par cette discussion, que lu formule sînst
y X sin (/3 —a)
est applicable à toutes les droites qui passent par l’origine des coordonnées.
43 . Considérons tnaintenant uhc droite A'M' (fig. 16) , qui fesse, ainsi que la précédente, l’angle * avec l’axe des abscisses, mais qui ne passe plus par l’origine des coordonnées : et, comme elle ne serait pas déterminée par son inclinaison seule, supposons, de plus, qu’elle coupe l’axe des y dans un point A', tel que AA' soit une quantité donnée b : si on lui mène, par l'origine des coordonnées, une parallèle AN, dont l’équation sera
sin a
la valeur de l’ordonnée PM se composera, pour un point quelconque, de la partie MN, qui est égale à ÀA ou à Z», et de l’ordonnée PN, dont la valeur arsina. _
est : -lui réunissant ces deux quantités, on
sin (j8 — a) 1
aura l’expression de l’ordonnée PM ou y de la droite proposée, qui sera
x si n et sin(/2 — a)
C’est l’équation la plus générale d’une ligne droite, quand on ne considère que deux dimensions ; et elle renferme deux indéterminées a et b, parce qu’il faut deux conditions pour particulariser la droite.
Il est facile de reconnaître, par la forme même de cette équation , que tous les points auxquels elle appar-
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t'ent sont situés sur une ligne droite, car on en tire
y — b _ sin a
x sin GÉÛ^a)*
Si l’on regarde le point M comme un quelconque G . CeuX , S 1 " safc ‘ s font à cette équation, et que, par le AV?* ’ P ° Ur let I uel AA ' = b > on mène une parallèle A a 1 axe des x , QM seraj— b, A'Q sera égal à x; et, puisque par la nature de l’équation le rapport de y — b à x est constant, on aura MQ _ M'Q'
A'Q = A'Q" » etC ‘ »
et ainsi de suite pour tous les points M, M', qui vérifieront l’Équation proposée ; d’où il suit que les triangles A'MQ, A'M'Q', etc., sont semblables, et par conséquent, tous ces points sont en ligne droite.
On peut retrouver de même toutes les autres circonstances relatives à cette ligne; car, d’abord , le rap-
port constant^ étant égal k ^.^— y si ce rap-
port est donné, comme /S est aussi donné, on en tirera a râleur de *, ou M A'Q ; de plus, quand *=o, 1 équation donne jy=A,et par conséquent A'A = 4. Un a donc un point de la droite, et l’angle qu’elle fait avec axe des x : on pourra donc la construire d’apres ces données.
Si l’on veut connaître le point où elle ooupe l’axe des* il faudra supposer j nulle; ce qui a lieu pour tous les points situés sur cet axe. Celte supposition
sin « *
Ct l’on voit, par le signe de cette valeur, que, si « est moindre que (3, b étant positif, la droite coupera l’aie
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des x du côté des abscisses négatives ; ce qu’il était d’ailleurs facile de prévoir.
En supposant x négatif et pins grand que la valeur précédente , on aura les ordonnées de la droite au-delà du point B ; et ces valeurs seront négatives, parce qu’elle passe alors au-desous de l’axe des abscisses.
Ainsi, non-seulement l’équation xsinot
•>'= s ‘iïr(?w) +i
appartient à tous les points d’une ligne droite, qui fait, avec l’axe des x , un angle a ., et qui rencontre l’axe des y à une distance b de l’origine ; mais cette équation sulfit pour caractériser la ligne droite dont il s’agit > et trouver sa position par rapport aux axes des coordonnées.
44. jCette propriété des formules analytiques, de pou, voir s’appliquer aux lignes dans toute leur étendue, résulte, comme nous l’avons dit plus haut, de la liaison qui existe entre les cliaugemens de signe des variables x et y, et les changemens de position des lignes qu’elles représentent, par rapport à l’origine.
45. Les variables x et y ne se trouvent qu’au premier degré dans cette équation, et n’y sont pas multipliées entre^ elles. D’après cette considération, on nomme linéaire toute équation de cette forme, quelque nombre de variables qu’elle renferme.
46. Jusqu’ici, nous avons supposé que l’angle £, formé par les axes des coordonnées, était quelconque : le plus souvent on prend cet angle droit (lig. 17 ), et on lui donne cette valeur, parce qu’elle contribue à simplifier les] calculs : on a alors
sin (/3 — et) = sin (go° — a) = cos a , et l’équation delà droite devient
y =,x tanga, -j-b,
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«>mmc il est facile <le le vérifier à posteriori, en obscr- »nt que, par la nature .le la ligne droite, la relation y — b
— = tang.
est toujours satisfaite, quel que soit celui de ses points 1 on considère.
En représentant, pour plus de simplicité, tang a par ** ne seule lettre a, nous aurons ainsi
y=ax-t- b,
Pour l’équation de la ligne droite , lorsque les coordonnes sont rectangulaires. Sous cette forme, a représenera la tangente trigonométrique de l’angle que fait la r °ite avec l’axe des x , et b représentera la distance de origine au point où elle coupe l’axe des y ; ou, ce qui r evient au même, ce sera la valeur de l’ordonnée correspondante à x=o.
47. Tant que a et b sont indéterminés, la situation Je la ligne n’est pas connue, et l’on sait seulement que s points sont en ligne droite ; mais si ces valeurs sont Oonnees ou s, l’on a des conditions qui les déterminent, «n en déduit la position de la droite, puisque l’on connaît un de ses points sur l’axe des y, et l’angle qu’elle forme avec l’axe des x. 0 4
La recherche des coefficiens a et b, d’après des conions onuees, produit les questions suivantes , dont importe c e retenir les solutions, parce qu’elles servent tous Ies cas où l’on applique le calcul à
t8. Trouver 1 équation d’une ligne droite qui passe Par deux points donnés.
| f°' ent x ’ y > x "y les coordonnées de ces points •
^ ifformr^ ^ droite > son é ^ation sera
y = ax-\-b,
* et ^ ctaut encore inconnus.
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Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées sont x , y', il faut que son équation soit satisfaite quand on y met x pour x, et y pour y ; ce qui extge qu’on ait
y =ax ( + b.
Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées sont x*,/,il faudra de môme que y" = ax" -f- b.
Ces deux équations feront connaître a et b. En substituant leurs valeurs dans l’équation de la droite, elle sera déterminée.
L’élimination peut se faire très simplement, en retranchant la seconde équation de la première, et la troisième de la seconde; car on a par ce moyen,
d’où l’on tire
La première de ces équations est celle de la droite cherchée, et la seconde détermine l’angle qu’elle fait avec l’axe des x. Il est aisé de vérifier à posteriori, que les conditions demandées se trouvent ainsi satisfaites, car j t = donne y~ÿ et x=zx” donne
Si y'— y <, = °> on a a=o, et il vient y
c’est-à-dire qu’alors la droite devient parallèle à l’axe des x ; et cela doit être en effet, puisqu’elle passe par les extrémités de deux ordo nées égales.
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Si.r'_x'=o, ona± = 0 , et il vient x = x " ;
Se'j^T ,)U ’ al0rS , la , d, : 0i,e feit “"«le droit avec’ i IW V 6 -, ' n ‘ Pai ' cu '«d.|ue,.t parallèle
a l ave des y, ce qu’.l était facile de prévoir.
faire T,S,bte . ,Ue mélMe dont venons de taire usage peut encore être employée pour faire passer
-ne ligne droite par deuv points donnés, dans le Loù a coordonnées ne seraient pas rectangulaires.
*t). Trouver les conditions nécessaires pour qu’une droite soit parallèle à une autre. 1
Soit
y == ax -f. b
Quation de la droite donnée; a et b seront connus, '-elle de la droite cherchée sera de la forme
y = ax -f. b' f a et b' étant inconuus.
fal°.:,V IÜC “ S<l,0i : CS S0i<;nl P arallèU *, il faut qu’elles fassent le meme angle avec l’ave des x ; ce qui donne
et l’équation de la parallèle devient
y-ax + b'-,
preste encore indéterminé, parce qu’il y a une infini, é i es qui sont parallèles à la ligne donnée.
«ns si I on veut que cette parallèle passe par un P mt donne, et dont les coordonnées soient a', y' i\ faudra qu’on ait
y' = ax' -f. b'.
av'r„^f°r fa , il . COnnaître b ’< en la combinant «vec la precedente, il vient
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pour l’équation de la parallèle menée par le point donné à la droite donnée.
5o. Touver l’angle de deux droites dont les équations sont données.
Soit y =■ ax -f- b l’équation de la première droite, y = ax -h b’ celle de la seconde.
La première droite fait avec l’axe des x un angle et, dont la tangente trigonométrique est fl. La seconde droite fait avec le même axe un angle , dont la tangente est a'. L’angle cherché est donc et' — et : or, on a, par les formules trigonométriques ,
x tanga' —tanga tang («-«)= ,+tangi'tang»’
En nommant donc V l’angle des deux droites , on aura
tang V =
a —ci 1 -\-aa‘
Si elles sont parallèles, l’angle V est nul, et tang V =o, ce qui donne a = a, comme nous avons déjà vu.
Si elles sont perpendiculaires l’une à l’autre, l’angle V est droit, et sa cotangente est nulle : l’expression de 1 1 4- aa
cette cotangente, est, en général, —^ 'ou \
pour qu’elle soit nulle, il faut qu on ait
cia' -f -1 — o.
Cest la condition nécessaire pour que deux droites soient perpendiculaires l’une a 1 autrej et si lune des quantités, a , a , est connue, l’autre sera déterminée par cette équation.
5 i. Trouver les points d’intersection de deux droites dont on connaît les équations.
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Soit y jfz ax -f b l’équation de la première, y — a x -\-U celle de la seconde.
t point d’intersection devant se trouver à la fois , ur foisîr ,' teS ’ *“ coor<l<>n, ’ ée3 doivent satisfaire à la
deux équation 11 ^ qU “ ti0 " 5 ‘ t" 0 ' S ‘ '’ 0U ““Wère ce, comK- q a mc 1,eu en même temps, leur yunbinaison donnera les valeurs de x et y, qui cm-
;= ^p..ntddntiWa g it.O„,rou^si^r
y- &~ y ) v _ab'-a'b
Quand a=a', ces valeur, deviennent infinies, c'est-àdire qu alors il n’y a plus de point d’intersection oÛ en d autres termes, qu’il est infiniment éloigné- mais ans,,, dans ce cas, les droite» sont parallèles.
temps aux équations de l’une et de îs', ' aemC
««binant ces deux équation», les valeurs'ueZ’ol-
Points d’intersectiom° Ur * Ser ° nt *•
Il faut donner beaucoup d’attention au princier amd t° US ,nd,, T S . ici ’ et 1 ui eonsiste à combiner le résultat”™' P usleurs équations, pour eu déduire
v*Z!%™ m Zù à ,eur t T mUe -
> considérée sous ce point de vue
n lTe aTc 6 tÜU , l ' C Secret de l'application de’ &enre a la Geometrie, et j’aurai soin d’en fairo
« présenteront-
r EdT ^ Un P ° mt d ° nné UDe P er pendic U -
« DM WN»» » ■»•••» UaOlTE
Lire k 4 ». droite donn«, et «*** 1» 'engueule
U portion Je cette pcrpèndScolidré comprise entre le point et la droite.
$oit y z=zar.-\-b l’équation de là droite donnée y x' ,y', lps coordonnées'du point donné.
La JpéWBiioWrt étant une ligne droite, et vant jLer par en point, son fquat.on sera Je cette
forn ”‘ : r _ y ; =i'(r-x).
Tja condition d’être perpendiculaire donnera
oa'-t-i—o, <l’üù
rt l’on aura par conséquent
C’est l’équation de la perpendiculaire menée par le point donné à la droite donnée.
Pour le point d’intersection de ces deux droites, leurs équations devront avoir lieu en même ternes, ainsi, en représentant les coordonnées de ce point par x", y", on aura, pour les déterminer, ÿ—ax’+b,
Pour faire l’élimination arec plus de facilité, on SL/T première de ces deux équat.ons sous la
forme y ._ y==a{j . W) + (, +ex'-/;
et, en la combinant avec la suivante, on en tirera
( y'— flr'— b)(t _ „ j _ (y °d.- !Ù - y
x m —x-’ yy ~r i + «-
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b > ■* > y r ) étant des quantités connues, les. coordonnées x'Y du point d'intersection se trouvent ainsi déterminées.
53. Cherchons maintenant la longueur cte la portion de perpendiculaire comprise entre le point et la droite donnée; l’expression de cette longueur est
i/Xv^'±y + {yï:yÿ.
En la représentant par P, et mettant pour x "— x € ty"—y leurs râleurs, il vient
pour la longueur de la perpendiculaire cherchée.
A l’aide de ce qui précède , on peut résoudre toutes les questions qui ne dépendent que de la ligne droite, et qui sont relatives à des points situés dans un même plan. Nous allons maintenant ctendre ces résultats au cas général où l’on ne fait abstraction d’aucune des dimensions de l’espace.
Des Points et de la Ligne droite considérés en trois dimensions ou dans l’espace.
54. Nous avons dit qujun point de Pespace est déterminé de position lorsque l’on connaît les longueurs et les directions de trois droites menées de point parallèlement à trois plans, et terminées k Ces P lans - p °ur plus de simplicité, nous supposerons ceux-ci rectangulaires; alors, si on tes représente par YAX,XAZ et ZAY, et qu’on sache (Ju’un point M est placé k une distance MM' du premier, MM* du second, et MM* du troisième, fig. 18 , il suit de la propriété qu’ont les deux plans parallèles d’être ega-
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lement éloignés l’un de l’autre dans tous leurs points , que , si l’on mène aux distances données trois plans M"MM", M*MM', M"WM', respectivement parallèles aux précédens, le point M se trouvera à leur rencontre mutuelle.
Les plans rectangulaires YAX, XAZ, Z A Y, auxquels on rapporte les points de l’espace, se nomment les plans coordonnés ; ils se coupent deux à deux, suivant trois droites, ÀX , AY, AZ, passant toutes trois par le point A, et perpendiculaires entre elles.
D’après les propriétés des plans parallèles, la distance MM' du point M au plan YÂX, distance que nous avons figurée dans l’espace, peut se mesurer sur la ligne AZ, et elle est égale à AR.
De même, la distance MM" peut se mesurer sur la ligne AY, et elle est égale à AQ.
Enfin, la distance MM* peut se mesurer sur la ligne AX, et elle est égale à AP; on voit qu’il en serait de même pour tout autre point de l’espace.
Les droites AZ, AY, AX, sur lesquelles nous compterons désormais les distances respectives des points de l’espace aux plans YAX, XAZ, ZAY, se nomment les axes des coordonnées , dont le point A est l’origine. Nous représenterons en général par x les distances qui se comptent sur la dernière, qui sera l’axe des x; nous désignerons par y celles qui se comptent sur la ligne AY, qui sera l’axe des y , et nous désignerons par z celles qui se comptent sur l’axe AZ, qui sera l’axe des z.
Si donc, ayant mesuré les trois distances AP, AQ, AR, on les trouve égales à a , b, c, on aura pour déterminer la position du point M, les trois équations
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* comme elles suffisent pour cet objet, nous les non.merons Jes équations du point M.
j.es positions des points M', M', SI», que l’on nnpelle !es projection! du point M sur ] es , ro ; s coordonnés, se trouvent déterminées par ces équalions ; car on en tire A
pour les coordonnées du point M', projection du point M sur le plan YAX;
M ü .u!“e CO X 0 "^S; da POint pr ° iec,i0u d “ pui "‘
fT. cccc^oooccs du point M*, projection du point M sur le plan ZAY.
On voit, par la composition des équations nrécéj ™ ra ’ <jue deux de ces projections étant données a troisième s ensuit nécessairement. Dans la construc-’ tion géométrique, on les déduit facilement les unes des autres; car M' et M', par exemple, étant don-
QM’’ et PM'" 3 Q - Ct M " P ’ par “" aes à AZ ’ P*
AX AV M- 1 re, , pccl,vcment P ara Hôles aux lignes ’ , M sera la troisième projection du point M.
55. Il résulté de ce qui précède, que tous les points e espace étant rapportés à trois plans perpendicu- “ires entre eux, les points de chacun de ces plans se trouvent naturellement rapportés à deux droites perpendiculaires entre elles, qui sont les intersections de ce plan avec les deux autres
Ainsi, désignant chaque plan par le, coordonnées 2 lu ' s™ 1 P r <'pc«. le plan YAX sera celui des x el c« y, la plan XAZ celui des x et », et la plan ZAY
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celui dçs y et z. Nous ferons désormais usage cle çcs
^Ce^ue nous avons dit jjlus haut sur l’interprétatif-qu’il faut donner aux ordonnées négatives, sappli lue aux axes AX, AY, AZ; et il s'ensuit qW dm slgrtès .Ids coordonnées X , y , a, feront conn.u re : situation de chaque point de part et d’autre des trois plans coordonnés. 11 ne faut pas perdre de rue que ces plans sont indéfiniment étendus, et que lcs^droiUs AX, AY, AZ, sont indéfiniment prolongées de pert et d’autre de leur origine commune.
Reprenons maintenant en particulier cliacune
des trois équations
x=a, y — b, z = c, qui déterminent la position d’un point dans l’espace, a b , c, étant quelconques.
La première, * = n, considérée comme si elle existait seule, convient à tous les points dont 1 abscisse AP est égale à a. Elle appartient par conséquent au plan MM'PM”, supposé indéfiniment etenuu dans tous les sens; car tons les points de ce plan, qui est parallèle an plan ZAY, satisfont a cette condition. De même, l’équation y-b convient a tous les points du plan MM'QM', mono par le point M, parallèlement au plan ZAX; et enfin lequation convient à tons les poinU dn plan MM RM , qu est mené par le point M parallèlement au plan X AY; ces plans devant toujours etre regardes comme
indéfinis. 1 , . ,
Par conséquent, le système des trois équations
signifie que le point auquel elles appartiennent est sUué en même temps sur trois plans parallèles aux
: - <t>3KDÉBKil> BA«s 3" 1 ô5
pUns «oortioiMiésv eb dont les disfeineesà *fcti*-ei sent Représentées par n, b, c; ce qui e»t la trtodtoetîètt dé la corwtcueLion ^éômétt'iq/ue de laquellenètts ,'sotiiriies |»artis.
Lorsque cesdistancesdeviennent toulles, les équations
J" tciprr'vj! ,:in noüaoq sirri'h ' :> « •• î . •. *
sont celles des plans coordonnés eux-mcmes. La première appartient au jiJàn des yz ■ h seconde, au plan des xz, et la tKrisièUie, au ^Slaii des xy ■ leur ensemble a lieu pour le point A , origine des coordonnées, puisque ce p&Bt est leur commune intersection. ....... r ,
: 5 7- Au moyen de ce qui précède, il est facile d’exprmier la distance, de deux points dont on Connaît les coordonnées, f.g, 19 • car soient M, M,, ces deux points> dont les coordonnées seront x, y, z\ x\ ÿ, z- t si, k Premier^ oa mène une ligne droite MQ^parallele au plan des xy, et terminée à l’ordonnée M.M'. on aura '
MM. m == QÏÏV QM *
MW" î ou “ égaie
M M K par le pôintM', on mène M'R parallèleà l'axe ' R ***'/—X- M** «K *>-*, et 1*00
mi ’’=«» + m\r = ( T -yj-+ ( x -
substituant ces valeurs, il viendra
MS:=(a- 4 ')- + bW; = ( l -a'). +(y _ y ' ) . +(x _ a ., ) ,.
Nommant donc D la distance cherchée, on aura D = V/(7^V). + ( v _Tÿ j. + (t _ 0 ..
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C’est l’expression de la distance de deux points queL conques de l’espace.
On peut remarquer, dans cette expression, que x' — x, y' — y j 2 /—z, sont les projections de là droite D sur les trois axes des x,ÿ , d ? où résulte ce théorème : Le carré d’une portion quelconque de ligne droite est égal à la somme des carrés de ses projections sur trois axes rectangulaires.
Si le point m coïncide avec l’origine A des coordonnées , la formule précédente devient
C’est la distance d’un point quelconque de l’espace à l’origine des coordonnées, lig. 20 : en effet, les triangles AMM', AM'P, étant rectangles, l’tfti en M', l’autre en P, donnent
AM*= MM'+ ÂM'= MÏl' -f îvFP*—ÂP= ic*,
comme nous venons de le trouver.
On voit par ce résultat que le carré de la diagonale d’un parallélépipède rectangle est égal à la somme des carrés de ses trois arêtes.
Ce théorème, présenté d’une autre manière, donne une relation entre les cosinus des angles qu’une droite quelconque AM forme avec trois axes rectangulaires entre eux. En effet, désignons ces trois angles par X, Y, Z, selon la dénomination de l’axe auquel ils appartiennent, et nommons r la distance AM. Cela posé, dans le triangle AMM' rectangle en M', il est visible que l’angle AMM' est justement celui que nous avons désigne par Z; de plus, MM' est égal à a, et AM est égal à r; on a donc, dans ce triangle,
z — r cos Z.
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W ra raiSOnnant lle ™ émfe p °" r Ics <l “" 1 &»*«, on V = rcosY,
" '» : , i. xs=zr cos X,
^ el ?f t i ëV ! ,lent P i! r Ia seuIe considération de la sy-
carrV C f de - la f i gllre - tes trois équations étant élevées ai* carré et ajoutées ensemble, donnent
+y'+ 2 ’=^ cos a X -f cos a Y + cos* Z } ; or, on a par notre théorème,
* â -hy a -4-2* = r*;
Par conséquent, il faut qu’on ait aussi
cos a X -f- cos a Y -f. cos a Z = i ;
v* T lorSC l uW li 8»e droite forme trois an- LJ' Z ;.avec trois axes rectangulaires, la me des carres des cosinus de ces trois angles est
toujours égale à l’unité: b
def nob a tf l" ant l? Ue “ 0US T°" S CIprlmer Ia P ositi ““
de points dans -espace, cherchons la relation oui oit exister entre les coordonnées d’une suite de poinU, Pour q U ils soient situés en ligne droite.
our cela, il suffit de remarquer que, si plusieurs Points sont en ligne droite dans l’espace, leurs pro- J étions sont aussi en ligne droite sur chacun des plans
coordonnés. r
En effet, la projection d’un point sur un plan est le P'ed de la perpendiculaire menée du point sur ce plan ‘Plusieurs points sont en ligne droite, cette droite est 8 un meme plan avec les perpendiculaires menées * GS points ’ et P ar conséquent les pieds de toutes ce*
* rpendiculaires sont sur une même ligne droite.
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Ce plan, <jpii contient toutes les perpendiculaines menées des divers points de la droite, se nomme plan projetant , et son interjection avec le plan coordonné est la projection de la droite.
Une droite est déterminée qrtand on connaît deux plans qui la contiennent j elle le sera quand on connaîtra deux de ses .plans projetons : or, çeux-ci sont déterminés quand 1 on a fes projections par le^qu^lîçç.jjj^ passent*, ainsi, une droite est déterminée quand on connaît ses projections sur deux des planj côoWofcinés. Par conséquent, les équations de ces projections sur les plans des xz et des yz étfant
x — az + *r, yr=^bz-1-/3,
leur ensemble fixe dans l’espace l^ ppsjtiop de la droite j si elle passe par l'origine, «t eï '/3 seront nuis.
Ces considérations sont faciles à Vérifier. En effet, réquation .
exprimant une relation indépendante de y, n’appavtietot pas seulement à la ligne drokç, qui. K projec* tion de la proposée sur le plan des et , .$- f . elle convint aussi b tous les points du, plan mçiié perpendiÆuJLaijnç!-! ment à celui des x et z par pette projection., puisque, pour ces points, ta relation des x et a est encore La même.
Semblablement, l’équation
lorsqu’on la considère à part, a lieu, quelles que soient» lqs valeurs de x , puisqu’elle est indépendante de coite variable : elle if appartient donc pas seulement à 1» projection de la droite proposée sur le plan des y et z , elle convient au plan projetant mené par cette projection.
Par conséquent ,1e système des deux équations jc = a z -f- «, y . =r bz -f- H
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‘’gnifie que la droitqpropose se trouve en même temps plans donnée,.et voilà pourquoi leur ensemble . „ mnie sa PosîUon. On voit aussi par la que les va- •a es x y } hh de ces équations, expriment les cooronnees des points de la droite, coordonnées qui •otveiü avoir entre elles les relations déterminées par ces équations. ^
1 a,nsî particularisée, sa projection sur
roisieme plan doit résulter de ces données. En elTet en e mimant z entre les doux équations préqçd,çntes,
ou
Les coordonnées jr et y , qui éritrent dans le résultat appartiennent aux points de la droite; elles Indiquent e Leu où tombent les perpendiculaires «baissées de ces points sur le plan des xy. La suite de éfes coordonnées lorme donc la projection de la droite'; et la relation tfüî existe entre leurs valeurs montre que éettë projection est elle-même une ligne droite, ou, ce qui revient àu uieme, cest l’équation du plan projetant perpendicu- W au plan des xy, Il est visible que oette équation, avec une des précédentes, suffirait aussi pour carnctériser la droite dans l’espace.
Il suit de là qu il faut, en général, .deux, équation! pour..fixer la position d’une droite dans Pespaoe, et ces eux équations sont celles des deux plans sur lesquels la 11 r oile se trouve.
Lorsque a, b, «, £, sont connues, les équation*
.T =3 az 4. a
^ Lussent qu’une des variables indéterminées; on peut ne alors se donner les valeurs de cette dernière, et les cquations feront connaître les valeurs correspondantes
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(les (leux autres-, ou pourra donc obtenir les coordonnées
d’un nombre quelconque de points situés sur la droite.
A ce procédé analytique répond une construction géométrique fort simple. SI Ton construit les deux projections de la droite sur ceux des plans coordonnes où elles se trouvent, ce qui est facile, ces projections tiendront lieu de leurs équations; alors, en prenant a volonté une des coordonnées, elles, feront connaître les
deux autres. ■
Soient, par exemple, A"M", AM , ces deux projections ( 6 g. 21 ). Si l’on prend ù volonté *= AR, que par le point R, on mène RM", RM , parallèles aux axes des x et des y, et que des points M", M", on mène les ordonnées M"P,M"Q, les lignes Ai 1 , AQ, seront-les valeurs de x et de ^ correspondantes à * = AR. Alors si Ton mène PM', QM', respectivement parallèles aux axes AY, AX, les points M', M", M", seront les trois projections du point cherché sur les plans coordonnés.
De même, si l’on donnait d’abord x=AP, on aura.l
et, achevant la construction comme précédemment, on trouverait
y = AQ.
La construction serait la même, si l’on employait la projection de la droite sur le plan des xy, avec une des deux précédentes.
Lorsqu’une droite est située dans un des plans coordonnés, sa projection sur les deux autres sc confond avec les axes eux-mêmes. Si, par exemple, elle se trouve dans le plan des xz , on a
et ses équations deviendraient
y r= o , x = az -f- *.
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Cip ' ; "" J , ,Uela l'rojection Je la droite sur Æ?» C °“!°" d aVCC >’»« «le» -, et la seconde Présente sa projection sur le plan des XI, laquelle se eenfoiul dans ce cos avec la droite elle-même La recherche des coefficiens a, b, Q d'après des onditions données, et la combinaison des lignes droites ZT r T te, ‘'’ "n ent lieu - dans l’espace^ à des quesen de a ' ,a ° eU, ' S .“ “ lles < l ui se sonl présentées a nous “ deux dimensions, et leur résolution n’est pas d’une «oindre utilité : nous allons les discuter successi-
PorLt’^T^T 1 ’ " OUS fcr ° ,,S uue remar <l““
faire CCS que p :' 0cédés dont nous menons de usage, peuvent egalement servir à indiquer la uccession des points d’une ligne courbe quelconque
suffi, a r.” an re<1Uel r m|UedanS reSpa “’ s* suffit que 1 on connaisse les projections de cette courte
ruinée pla,ls “ordonnés, pour qu’elle soit dcter-
»ont de! l' eren,enli ,° r ’ "" P r °i cclio,ls elles-mêmes
don t * l snes , c0 “ rbes S,tu “' s dans les plans cooronnes. Amsi, lorsque l’on connaîtra les équations de es cour es, on pourra, pour chaque valeur donnée
tondanlesT “ *'*' tr °“' W valeur, corre !
l’c nae 1 déterminera dans
espace, sur la courbe proposée, le point qui répond à «valeurs La suite de ces points peut fort bien n’étre Plan , “ “ re a elre eeulenue tout entière dans un l’on et ^ est ce caractère qui constitue les courtes que n appelle a double courbure. ^
sonfi de méme <|ue les Foiections d’une ligne droite ut les trace, des deux plans projeta,., qui la ™ ‘•euuent et la donnent parieur interlclon les
Ia » tra eflri f e C ° U,I “' l^uque ion, a ‘ète, “„t L V T C ^ lindri 1“ M dont le, sont perpendiculaire, aux plan, coordonnés,
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et qui, Sé pénétrant mutuellement dans l’espace, donnent la courbe proposée par leur ihterséction. La dénomination de surface cylindrique est prise ici dans un sens plus général que celui qù’on lui attribué pour l'ordinaire dans les Elénieils de Géométrie, ou on remploie pour désigner une Surface engendrée par Une ligne droite qui se meut parallèlement à elle* même, de manière à passer toujours par un dès points iFnne circonférence de cercle. Ce mouvement d’une droite parallèlement à elle même èst ce qui constitue en général les surfaces cylindriques; et c’est la nature des courbes directrices qui établit des différences entre Ces surfaces,
60 . Trouver les équations d’une'ligne droite qui passe par deux points donnés.
Soient x’, y', t ', x", y", z", les coordonnées de ces points, la ligne cherchée aura ses équations de cette forme :
x~ az~\~ tt f J y x=bz + 0;
a y b y tt, étant encore inconnues. Pour qu’elle passe par les points dont les coordonnées sont x', y, z', il faut que ces équations soient satisfaites, quand on y met x pour x, y pour y, z pour a; ce qui exige qu’on ait
x! = az -j- et y y' as, bz' -f- 0.
Pour quelle passe par le point dont les coordonnées sont x", y ", z } il faudra de même qu’on ait
x" — az" -f- a,
f = bzT +0'.
Ces équations font connaître tf, b , «, ef, en Sub-
MSbt&âtlàà ‘DANS ÏESPite. , ;
^ZZ7J?^ liom “ m,ne - ^ *
(i — x') = a(z — 2 \y-/)=b(z-z ‘ï’oi l’on tire
ÿ(~.'», ,ry-S„-.„
S d ? X :! e,n,,jr “ ‘° at ,es «K»{Î0M de la droite clierehee; es deux autres fout connaître les angles que font
T£z tr: t z v ^ tiom sur * &»
-nfeZ^leslnXiotrgr qUe .***
Soient ar rs oz 4 . u î
y n= bz + .fi f 1» équations de la première,
* = fi'z -f «' 1
y-=zV*-{-&) ce ^ es de la- seconde.
« ( “ S dr ,?:! es sont Peeallèles, leurs plans p ro ,etan, les ni Para k f ’ C î ks mlers “tions de ces pLI avec les l coordonnes, ou, ce qui est la même chose
fesn P T- eCt ‘ 0nS < eS tlr ° ltes Sur allaoun d’eux, seront «o„T ‘ ïeme ; t pMs - A!nsi ’ PO- ,ue les condidemandees soient remplies, il f a „t qu’on ait
Q=z(l', bszb',
* de la parallèle deviennent
x ~nz -f• a\ v = bz -f-
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» et 0 restant encore indéterminées, parce qu’il y a une infinité de droites qui sont parallèles a la pro-
^ On peut vérifier ces résultats d’une maniéré fort simple. Si l’on détermine «, «, 0, de manière que
les deux, parallèles passent par un même point, dont les coordonnées soient x\ /, on trouvera qu’elles coïncideront dans toute leur étendue.
6a. Trouver l’angle de deux droites dont on a les
équations.
Soient x = az + * 1 j ^ qua t; 0 ns de la première, y = iz+/3J 1 x = a z+ * 1 lles de lft secon de.
y = b'z + PJ
Nous remarquerons d’ahord qu’il n’en est pas dans l’espace comme sur un plan où deux droites se rencontrent toujours, à moins qu’elles ne soient parallèles. Dans l’espace , deux droites peuvent se croiser sous différens angles sans se rencontrer, et leur inclinaison se mesure, dans tous les cas, par celle de deux droites qui leur seraient respectivement parallèles, et qui passeraient par un même point. Menons donc par l’origine, deux droites respectivement parallèles à chacune des précédentes, leurs équations seront
| pour la première,
az)
4'd P ° Ur
la seconde.
Prenons sur la première un point quelconque , dont / soit la distance à l’origine, et dont nous désignerons par x', ÿ, z, les trois coordonnées rectangulaires; prenons aussi sur la seconde un autre point
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jlont la distance à cette même origine soit r" , et dont es coordonnées soient x\ y", z ". Enfin, nommons ï) / ^ ta,l ce de ces deux points entre eux. Cela posé, dans e triangle formé par les trois droites /, / e t D, l’angle f COm P ris entre ,es d eux premières, sera donné par la
d ne reste plus qu’à déterminer r', r" et D.
Or, en désignant par X, Y, Z, les trois angles que a première droite forme arec les trois axes rectangulaires des x, des y et des 2 , on aura , comme dans le
x‘=r'cosli, ÿ — ï* cos Y, a'=r'cosZ;
et en désignant par X', Y', Z', les angles analogues pour la seconde droite, on aura de même
x* = r" cos X', y" — , " co S y' i a" car" cos Z'.
plus, D étant la distance des deux points, on a pn général par le n° S 7 ,
ou bien
et mettant pour les coordonnées rectangulaires leurs valeurs en fonction des angles
r 4 { coS “ x “H cos“ Y H- dos Z } 4- r" a { cos* X'4- eôs a Y' 4. ^ 7' \ zi* r" cos X cos X' 4 * côs Y ci!» Y' “f*. cos Z êtw Z'}. *
Mais d’après la relation démontrée dans ] e n° 5 7 fl|rtre
ks oôsinus des angles formés par une même droite atee trois axes rectangulaires, on a
eos a X-f cos a Y+cos*Z = 1 , cos^'-f-cos^^eos^'^i.
7* Édit. »
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L’expression de D» simplifiée par ces relations deviendra donc
+ r "‘— ar'r'Ccos X cos X' + cos Y cos T +cos Z cosZ') alors* en la substitoant dans la valeur de cos V, qui est
cosV= a p r -
la division par r'r" devient possible, et il reste
cos V = cos X cos X' + cos Y cos Y' + cosZ cosZ' ; c’est l’expression d» cosinus de l’angle formé par les
deux droites. . , i. f
On pourrait encore parvenu- a ce résultat sans casser par les théorèmes démontrés dans le n . 7 , Lavement aux cosinus des trois angles ; et cette seconde manière , plus directe que la précédente, est en memc temps trop élégante pour ne pas la donner ici, elle est fondée sur cette considération, que la valeur de cos V est indépendante de 1» position des points que nous choisirons sur les deux droites pour former notre triangle-, il suffit que ces points soient sur les droites données. Ainsi, l’équation
- r / a + t-"*— g ! ou D a — r ' a —r ff4 -t- 2 rV"cosV=o,
cosV_ - arV '
doit être de nature à ce qu’on puisse y satisfaire, quelles que soient les valeurs que Ion donne a / et à r", pourvu que D’ soit exprimée en fonction de ces quantités. La condition de cette indépendance deter mine tout de suite cos V -, car si l’on reprend 1 expression générale de D* en fonction de r' et r", et qu on la substitue dans l’équation de condition precedente , celle-ci devient
r ' â fcn S *Y , considérés pans ^espace. u5
- =rVfl"v Y t-”f Z "V 1 + T "' { C0S ‘ X '+ C0S ’ Y '+ cos ’ Z '- ■ } {cOsXcosX +cos YcosY'+cosZcosZ' }+ nrVcosV=o '
Puisqu’elle doit être satisfaite, quelles que soient r' et r", faut que les termes affeetés des différentes puissances ces quantités se détruisent séparément et indépen-
r;::V es uns <,e ?/ utr r- & ^ Æ.
pour les termes en r a et r a
cos a X -|- cos* Y + cos* Z= i, cos* X'-fcos* Y'-f. cos* Z== i, et ensuite en comparant les termes affectés de r'r", cos Y = cos XcosX' -f cos Ycos Y' + cosZcosZ'.
Cette valeur de eos V est la même que nous avions trouée tout a 1 heure. Quant aux deux autres relations entre les trois angles formés par chaque droite avec es trois axes rectangulaires, ce sont celles que nous avmns trouvées dans le n° 5 7 . Mais ou voit comment la condition d indépendance dont nous avons fait usure y conduit directement. b 1
On peut aussi exprimer cos V en fonction des
d" droites ^ ^ ** d " M ,es *!«*>■•
y — bz , y—b r z.
Pour cela , considérons le point que nous avons choisi sur la première, et dont nous avons représenté les coordonnées par af, /, z'; il faudra que ces coordonnées aient entre elles les relations exprimées par les équations delà droite, ce qui donnera oc = az', y' — bz
et comme on a toujours pour la distance /,
COS Z
V/i+ïf-f*
En raisonnant de même sur les équations de la seconde droite, on en tirera également
eosX 7 =— y r- t — cosY'—— ---r- , cosZ' r=— - 1 —
et ces valeurs étant substituées dans l’expression générale de cos V, il viendra
i +aa! -\-.bb'
ori<Ves--— — -r —W ■-
Cette valeur de cos V est réellement double , à cause du double signe que peut prendre chacun des deux radicaux
qui enüjent <laps, les valeurs de cos X cps Y cos, Z. Ces doubles signes appartiennent l’un à i ; angleaigu, l’autre à l'angle obtus, que forment entre elle,* les deux dnqitç? que nous avons considérées.
64. Les différentes suppositions que l’on peut faire sur l’angle V étant introduites dans l’expression générale de cos <V, ôt* obtiendra afrisi les conditions qui devront avoir lieu p<>ur que oet angle soit tel qu’on
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le suppose. Veut-on, par exemple, que les deux droites soient perpendiculaires, il faudra faire V — 90°, cosV=±o, et alors l'équation eik cos V donnera
f" (Kl ~f~ bb' o j
cest la relation nécessaire pour que les deux droites soient perpendiculaires entre elles dans l’espace ce qui peut, d'ailleurs avoir lieu sans qu’elles se coupent comme on le verra plus loin.
Veut-on, au contraire, que les deux droites soient parallèles, il n’y a qu’à écrire que cosŸ = ih 1 ce qui donne
1 4 -ne' -f- bb'
V ’ +a- + b‘ (/T+ÏTf?.' '
laisanl disparaître le dénominateur du second ment- >re, puis devant les deux memlires au carré, et développant, on peut mettre le résultat sous la forme
Or, la somme de trois carrés ne peut être nulle, si cliacun de cçs carrés n pt nul en particulier- L’équation à laquelle nous venons de parvenir ne peut donc être satisfaite qu en faisant
, : .ufc^ièV aU^alb. ■ ,
U- deux premières inclinent que les projectic^s J Wès «leux droites sur |«s plans dçaopa èt des yz sont parallèles entre elles. La troisième est uue amm y et ille a lfeù d'èltaiëme sont satisfaire*! tsdrfte tfuetod tserédtt «ux deux premièhW conditions.
65 . La valeur gépértdè cfe '*,s V en a, a', h. b ', peut ? cncorc ** <*» e tvmsidérfction que" si l’une
les droites |*np*séM 'S#n* àVe«o*bhd^ successivement
conséquence • rfitàHH •effes safr&ftrit*»
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avec l’un des trois axes des a?, des y ou des z , les valeurs correspondantes de cos V doivent redevenir égales à cos X, cos Y , cos Z , et c’est ce qu .1 est aise de vérifier.
En effet, les équations de l’axe des a sont
quelle que soit la valeur Je * ; conséquemment les cquations
x = a'z, y — ° z > deviendront celle de l’axe des z , si l’on a a z — o, b'z — Of
sans attribuer k z de valeur particulière ; ce qui exige que l’on ait
Substituant ces valeurs dans cos V , son expression se réduit à
cosV = , , * , ,, = cosZ
De même, les équations de l’axe des x sont
Or, les équations d’une de nos droites donnent x b*x
Doue, pour que y et * soient nuis, quel que soit *, .1 faut que l’on ait f
Maintenant, si l’on divise par a les deux termes de U fraction qui représente cos V, elle devient
cosV =
â , + aJr a’
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Faisant donc
o, il vient cos V —
°n trouvera de même
cos y — -
= cos X,
Et en effet, ces valeurs s’accordent avec celles que Nous avons trouvées dans le numéro précédent.
66. Il est facile de vérifier directement ces résultats par une construction géométrique (fig. a3) ; car, si d’un point quelconque M, situé sur une droite AM qui passe par l’origine, on abaisse les perpendiculaires MM', MM", MM'", sur les trois plans coordonnés , les triangles AMM', AMM", AMM'", seront rectangles, le premier en M', le second en M", le troisième en M"; et ils donneront
V -y'+z*’ Vx*+ÿ t +* %m
F*e point M étant sur la drpite, ses coordonnées sont «sujetties aux équations x~ az, y = bt. En vertu de ®es relations, les variables x, y, z , disparaissent des formules précédentes, qui donnent ainsi
’, cos Y =-
—, cos X-
V ï-4-a 3 -|-fr 3 ’ \/ ’
fleurs absolument semblables à celles que nous avons Couvées plus haut.
sinU'
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67. Il est visible que les angles Z, Y, X, sont complémens des angles MAM', MAM" , MAM* , que fait la droite AM avee les plans coordonnés j on aura donc, en nommant ceux-^ci IP, U", U'*,
sinü ^v/~T 5 ^’ sinU ' :=
Ce sont les sinus des angles que forme une droite quelconque avçc les plans des x % y , des xz et des yz.
6^. Trouver les conditions péoessaires pour que deux droites sç. coupent dans j’espace, et, lorsque ces conditions $qnt remplies, trouver leur point d’iuterseetion.
Soient x za az-^-> &, x ;=z a z * , yz3abz-\*fi, y=l/z^l 3 ','
les équations des droites données ; si elles se coupent., les coordonnées du point d’intersection devront satisfaire aux équutipns de l’une et d e l’autre. Ainsi, en nommant xf , y', z', ces coordonnées , il faudra qu’on ait
en même temps
x'æ az a., x‘ = dz - -f- * ,
y' = bz y'— b'z'- f-
Cqs. quatre équations étant plus que suivantes pour déterminer les trois inconnues x' , y', z , conduiront à une équation de condition entré les seules quantités a, b, k, p\ a\ b f , *, &, qui déterminent la position dés droite* ; en effet, en éliminant d’âlford & et y , on trouve
«t équité, en éliminant z',
C’esTla condition nécessaire pour que les dent droites
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s e coupent. Si elle est remplie , il suffira de considérer trois quelconques des équations précédentes , pour avoir •es valeurs de aS,y', qui seront
a*'— a'* , b@ — b'iS
Ces valeurs deviennent infinies lorsque « == a' et b = b' ; alors l’équation de condition est vérifiée : ainsi es droites se coupent, mais leur point d’intersection est infiniment éloigné, et il est visible, en effet, que dans ce cas elles sont parallèles.
L équation de condition que nous venons de trouver dans cet article pour que deux droites se coupent dans l’espace, est différente de l’équation
i au -f- bb' = o,
trouvée dans le n° 64 pour exprimer que deux droites sont perpendiculaires l’une à l’autre. La seconde de ces deux conditions peut donc être satisfaite indépendamment de la première; et ainsi comme nous l’avons annoncé dans le n° 64 , deux droites peuvent etre perpendiculaires entre elles dans l’espace sans se couper.
A l’aide des formules précédentes , on peut résoudre toutes les questions de Géométrie qui ne sont relatives qu’à là li^ne droite.
#9. La méthode que nous venons d’appliquer à l’intersection de deux lignes droites, servirait en généralpour trouver les points d’inter&etion de deux courbes dont e» projections seraient données ; car ces points étant communs aux deux courbes, leurs coordonnées devraient satisfaire à la tbis aux équations qui les repré- ^tent, c’est-à-dire aux équations de leurs projeetoous. Cette considération donnera généralement quatre équations entre les trois variables, v\ÿ, z' ; c’est-à-dire Une de Pl™ qu’ d «‘en tout pour les déterminer. Ainsi,
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en éliminant ces variables, on parviendra à une équation de condition qui devra être satisfaite pour que les deux courbes puissent se couper, et cette équation exprimera les relations qui doivent exister pour cet objet entre les quantités constantes qui déterminent la forme des deux cour lies et leurs positions dans l’espace.
Quoique la méthode précédente soit exacte, elle a besoin de quelques développemens. Elle donne bien la condition nécessaire pour que les deux courbes se rencontrent dans l’espace, mais on n’y a pas eu égard au nombre des points d’intersection. Nous allons donner le moyen de le déterminer.
Soient x=<p (z), y = 4 ' (*)
les deux équations des projections de la première courbe, et
celles de la seconde , les caractéristiques <p , 4 > 4 > 4 # » désignant des fonctions quelconques de z : ces quatre équations devront subsister en même temps pour les points d’intersection des deux courbes. Cette considération donne d’abord
en éliminant z entre les deux dernières, on aura l’équation de condition dont nous avons parlé. Pour bien comprendre l’usage de cette équation, il faut distinguer deux cas : i°- celui où, connaissant toutes les constantes qui entrent dans les équations des deux courbes, on demande de déterminer leurs points.d’intersection 5 2°. celui ou ces constantes étant arbitraires , on demande d’établir entre elles les relations nécessaires pour que les deux courbes aient un nombre de points d’intersection déterminé.
Dans le premier cas, les équations de condition (i)
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et (2) sont complètement connues, et les valeurs de tous leurs coefficiens sont données. On cherchera leur plus grand commun diviseur, et en l’égalant à zéro, °n aura une équation en z qui, par la résolution, fera connaître toutes les valeurs de z qui pourront être communes aux deux courbes.
Ces valeurs étant connues, on substituera successivement chacune d’elles dans les équations des deux courbes données, et on les résoudra par rapport aux variables x et y. Toutes les valeurs réelles de ces variables, qui seront les mêmes pour les deux courbes, mdiqueront autant de points d’intersection réels; et répétant la même opération pour toutes les valeurs de z déduites des équations (1) et (2) par le moyen du plus grand commun diviseur , on aura tous es points d’intersection des deux courbes sans aucune exception.
Si, au contraire, les constantes qui entrent dans es équations des deux courbes n’étaient pas données, J faudrait profiter de cette indétermination pour établir entre les équations (t) et (2) un commun diviseur de tel ordre que l’on voudrait assigner. Si l’on ne peut disposer que d’une seule constante, on ne
pourra établir ainsi qu’un diviseur commun du premier degré ; mais si l’on peut disposer de deux ou de r °is, ou d’un plus grand nombre de ces constantes, °n pourra établir un diviseur commun d’un ordre progressivement plus élevé. Mais ces conditions, quoique mdispensables à établir, ne suffiront pas encore pour assurer que le nombre d’intersections demandé existera tellement. Il faudra essayer sur les équations ainsi mo- 1 ées les valeurs de z données par le diviseur commun *l Ue 1 on aura établi, en déduire les valeurs de x et de X' et ™ir si elles sont les mêmes et réelles pour les e Ux courbes.
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Pour représenter ces conditions par la Géométrie , il faut considérer que les valeurs de z qui satisfont à l’équation (1), donnent les points qui peuvent être communs aux projections des deux courbes sur le plan des xz , ou plutôt elles font connaître les ordonnées z qui leur appartiennent. L’équation (a) exprime une condition analogue pour les projections relatives au plan des yz. Mais cela ne suffit pas encore pour que les deux courbes se rencontrent dans l’espace. Il faut que les points où les projections se rencontrent cor' \ respondent à un meme point de l’espace, c’est-à-dire qu’ils se trouvent deux à deux sur uu même plan projetant.
Du Plan.
70. On a vu plus haut qu’une ligne courbe est caractérisée lorsque l’on a une équation qui exprime la relation qui doit exister entre les abscisses et les ordonnées de chacun de ses points : il en est de même des surfaces -, leur nature est déterminée quand on a une équation entre les coordonnées x , y, a , des points qui leur appartiennent ; car, en se donnant a volonté les valeurs de deux de ces variables , Pcquation fera connaître la valeur de la troisième, et le point dont elles seront les coordonnées sera sur la surface, et non ailleurs.
Si, par exemple, on se donne des valeurs de x et de y, que nous représenterons par a , y —b,
en prenant sur les axes des z et des y (jig- ,
A.P = «, A.Q ~ b> et menant les parallèles PM', QM', à ces axes, ou déterminera le point M\ qui sera la part»' joction du poi^J. cherché sur le plan de* Jf* LéqiW^ tion supposée, entre a*, y, 2, douwera qnsqitq-U valeur correspondante de z, c’est-à-dire la longuçar de I/o*'
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ZT .T "; Ce , qui aehi,Te, '“ de ' l,Hern ""'=r la position du pcnt M de la surface. H s „ it de la qu .„ ne [ ™
ntre tecs var,aides x, y, z, représente une surface, incme qu une équation entre deux variables représente une ligne; et l’on dit que la surface est continue eu discontinue, suivant que toutes ses parties sont ou ne sont P as assujetties à une même équation.
7 1 * posé, cherchons la relation qui doit exister entre les coordonnées x, y, z, pour que cette surface s oit un plan.
U manière la plus simple de concevoir la généra- Lon dune surface plane, c’est de la regarder comme _ heu de toutes les perpendiculaires menées à une oîeme droite par un de ses points. Soient x', y* 2 ' j es coordonnées de ce point, on aura ’ ’
V—/ ~b(z — z') ) P ° ur les cqoat'ons de la droite.
Celles d’une autre droite quelconque qui passera par le ^eine point seront
tSTiïS** * ,a
f-aa -f- bb f =o
o et 6 sont constantes pour une même perpendiculaire j &IS var,a ^ es d une perpendiculaire à une autre. Si t onc on met dans la dernière équation, pour ces quan- , es leurs valeurs en x, y, tirées des deux préoéd; n f 8 .’ 6 tat n’indiquera plus laquelle des perpen- Qü ?' a,réS ° naCOnsidéï ’ ée ’ ^appartiendra par consé- H ont a aucune d’elles en particulier; mais il exprimera tim. re atl ° n qU1 leur convi ent à toutes : cette rela- «erà dhnb'tellt? qt.i doit «tistér dfitre les coordou-
i 2 6 du plan.
nées du plan qui les contient. L’élimination donne a — z +a (jc — x') y)=°;
et comme les quantités a, b, qui déterminent la position de la première droite, sont absolument arbitraires ainsi quex' } y', z', cette équation peut servir à représenter un plan quelconque.
En y faisant x — o , y = o, elle donne z — z' + ax' + by'.
C’est la valeur de l’ordonnée AC du plan à l’origine (fig. s 4 ). En la représentant par c, l’équation du plan devient
z-\-ax-\-by — c = o,
et Ton voit qu’elle est linéaire par rapport aux variables x ,y , z. Elle renferme trois coefficiens constans et arbitraires, a, b, c, parce qu’il faut en général trois conditions pour déterminer la position d’un plan dans l’espace. Si c = o,AC devient nul, et le plan passe par l’origine des coordonnées.
En faisant y= o, on aura l’intersection CD du plan avec celui des xz (fig. 24 ); car c’est la propriété commune à tous les points qui y sont situés. 11 viendra ainsi y=o, z-f - ax —c = o
pour les équations de cette intersection : la première exprime que sa projection sur le plan des xy est l’axe des a: lui-mèrae ; et cela doit être ainsi, puisque cette intersection est tout entière dans le plan des xz. La tangente trigonométrique de l’angle que cette droite forme avec l’axe des x , est représentée par — a (n° 46 ).
En faisant de même x — o , on obtiendra l’intersection CD 7 du plan avec celui des yz, et ses équations seront
x = o, z + by — oz=zo.
La tangente trigonométrique de l’angle que cette ligne forme avec l’axe des x , est représentée par — b.
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tnfin, en fa, sant 2=0; on obtiend p ; 7 AJU «u plan avec celui des rv '“lersection
tions ^ ’ e * e ^ e aura pour équa-
3 = 0 , ax + by — c=o.
intersections sc nomment aussi les trar », j ,
« Si “IT"* " i' 1 - - -
forme ' 5 C ° mpar ‘' nt aTeC d “ «races mises sous la
-n=— iz + £,
Pendi’clli'ïref’d’oùa 165 T‘ m * ,ectiïe,ae ‘“ perc est ce qu’il est facile de démontrer par la Génmél ‘
«010 des ni aUSS ‘ P'^^^iresTL intersec- **? P anS pr ° )etans ave o plans coordonnés j a ;d're aux projections de la droite.
re Iatl aiSant 2 ~ 0 ^ ans * es Quations des traces CD CD'a t.ves aux plans des *z et des^yz, elles donnent ’
* = o, yz *-=o,
x — ~ pour la première;
y — l pour la seconde. ^
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Ce sont les coordonnées des points D, D , ou ces traces coupent les axes des x et des y, et ces coordonnées satisfont aux équations de la troisième trace DD , qui sont
z = o, ax+ by—c — o, parce que cette trace passe par les points d’intersection des axes AX, AY, avec les deux autres traces.
On peut aussi parvenir à l’équation du plan, en le concevant engendré par le mouvement d’une des traces, qui glisse sur l’autre en restant parallèle à elle-même ; pour cela, soient
__ o , i -j- cix — c = o les équations de la trace CD sur le plan des xz ,
x=o, z-\-by —r = o celles de la trace CD' sur le plan des j'z.
Cest la forme la plus générale qu’elles puissent avoir , puisqu’elles doivent se couper sur l’axe des a. Si la seconde se meut parallèlement à elle-même, elle aura , dans une quelconque de ses positions EF, des équations de cette forme,
a , z-\- by—fi = o,
A e t jg étant constantes pour la même position, et variables d’une position à l’autre. La première de Ces deux équations indique que la droite resté toujours parallèle au plan dés yz\ la seconde, que sa projection sur ce plan est parallèle à la trace donnée.
En faisant ytüi o, on aura le point E, o ù la trace * dans son mouvement, rencontre le plan des X et ai ses coordonnées seront
Pour que ce point d’intersection se trouve sur 1 *
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tetf:™’ Ü faut qu ’' 1 y ait ™t™ ce* coordonnées la
5 + ax—-c = o,
œ “ e tr " œi " ** ***
trife"'!’ d -" S t0UleS Ies f° sit ' ons * la droite généradee ’ ;L eX ; S e eDlre ' eS Années d’un quefeo.nl es points les équations suivantes : **
or = a , s + é y _ (S _ 0j g + a ._ c = o _
réf,,!’"" f"' inC dl “ « et B, on obtiendra „„ tonte ,nd «I ,endaI ‘ t .' le ees quantités, qui, convenant JO, ours aux pomts s,tués sur la droite génératrice, et ' , P lus Pacticuhor pour une de ses positions donné ^ a “ P a " qU ’ eUe décrit ’ Cet,e élimination z + ax-\-by — c~o
Pour l’equation du plan; ce qui s’accorde avec ce auc nous avons trouvé plus haut. qUC
? ue
««x variables x v ? 1 P remier degre, par rapport présenteraient V^’ ’ °j S merae q ue ces variables reque soit rincl' ^ C ° 0rdonnées obliques; car, quelle deux droite “‘T. “ C °° r ' i0 " néeS ' équations des dee r x I ‘ génératrices seront toujours du premier
le,?.." i et * e ra 's°nneinent par lequel
"eté P m n d Se dédUit , <,CS trais
ussi Je meme dans tous les cas.
pie, ' <Ieux exera plcs précédens, quoique fort sim Suffisent pmjr fai^ concevoir clmment l S
s *t qu’ell” peuTêtre eqUatl0 d ^ SUrf&Ce ’ lors q«’on 7* Édit en gon ree par une ligne courbe
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qui glisse sur une autre ligne suivant des conditions données.
En effet, pour qu’une des deux courbes puisse être considérée comme mobile, il faut que sa position ne soit pas complètement déterminée. Il est donc nécessaire qu’il entre dans son équation quelque constante arbitraire qui puisse prendre différentes valeurs relatives à ses différentes positions. Telles étaient, dans le problème précédent, les quantités * et qui dépendaient de la position de la droite génératrice.
Or, dans chaque position des deux courbes, il existe une équation de condition qui doit être satislaite pour qu’elles puissent se rencontrer (n° 69) ) et cette équation indique les rapports qui doivent exister, pour cet effet, entre les quantités constantes qui déterminent leurs positions respectives. Si on laisse subsister cette équation de condition, et qu’on en cliasse deux de ces quantités constantes par la substitution de leurs valeurs en fonction des variables x, y ,z, tirées des équations des deux courbes, le résultat, dégagé de ces constantes, deviendra indépendant de la position particulière que Von avait considérée d’abord : il appartiendra donc a tous les points de l’espace, dont les coordonnées x,y f z , sont telles, qu’ils se trouvent sur l’une ou l’antre de» deux courbes, lorsque ces courbes sont placées de manière a pouvoir se rencontrer.
Si les deux équations de la courbe mobile ne renferment que deux constantes arbitraires, telles que l’étaient * et £ dans le problème précédent, l’cquation de condition , débarrassée de ces constantes par l’élimination , ne contiendra plus que les variables r,y t z t et des quantités connues : elle représentera par conséquent une surface engendrée par la courbe mobile.
Mais si les deux équations de cette courbe contiennent plus de deux constantes arbitraires, on ne pourra pas
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ZndMo?’ *" * l T !r ' OU,es * la ae l’équation * r '“ : P or conséquent, J e résultat en x/y * J on .
ner'dêV I ' ^ SUrfeC< " i dî * frenles que fou pourra donétie éUflr ' ,UI COnS,an,CS ar, ’ i,rair0S P-
«saisir:t^ 5 î-x~
' r °" ïer *" k - C °“ r ' ,e À*™*»
pcÏÏLT 8 " 7 , arriv,: ’ par CTe ”P ,e - <>ans le problème ection de la droite génératrice, eussent nu être ouel SJ?' “A?/'* constamment les
a génératrice, au lieu île rester parallèle à ellcéme, aurait pu prendre toutes les directions possibles
réimité ‘ 1 " e P ° ,nt 6 < ' r0!le &C ! Ct <lc serait
aurait A 0 ” !’“* U " e , SUrfare P'“«> "mis un solide qui éS ,“ 7 1 ;.' S . t ‘, m3 Ies P° int » J c l’espace, et se serait p^ u «* 1 in/mi dans tous les sens.
ces r "T' kiSSer âUCUne incertit «de dans l’emploi de _ nsiderations générales, nous allons ei^faire l’an
« A7,r, ÜCUl, ’ re 4 IO reCl ' erche das -faces et getutrees par le mouvement d’une ligne droite.
Soient doue généralement
x=*az + # f
il! <rUne ,i «" c ‘ ,roit * quelconque : tant que
r;" téS V *• “’ <*- » «n. pis données!!
ter m ; • <Ca r ? lte dans 1 espace est absolument indé-
c:r n ; , : t s r 1 - ,c "T‘ i *» *»- «■» ^ Jl
cus ,e rapport 118 “ lua ‘"“ qu» ■«
condit?" ^ ,lissa ;‘ e ”!r cc , s quantité une équation de ^inaf la ^ UeUe ^es dussent satisfaire, Vindéter- " serait moindre. Car, parmi toutes le,
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possibles, il y en aurait déjà qui ne pourraient pas satisfaire à cette condition. Si l’on se donnait ainsi deux équations de condition, l’indétermination deviendrait moindre encore. Cependant deux des quatre quantités a, b, a, fi, resteraient encore arbitraires, et le lieu de toutes les droites qui rempliraient les conditions assignées formerait un solide. Ajoutons encore une condition de plus, il ne resterait plus qu’une des quatre quantités d’arbitraire -, le lieu des droites qui satisferaient à ces trois relations formerait une surface ; enfin, avec quatre équations de condition, les quatre arbitraires se trouveraient complètement déterminées, et il n’y aurait plus qu’un certain nombre fini et limité de droites qui satisferait au problème avec toutes ces restrictions.
74. Afin de rendre les calculs symétriques, nous mettrons l’équation du plan sous cette forme :
Ax By -4- C z -j- D — o,
qui n’est pas plus générale que la précédente, avec laquelle elle coïncide lorsqu’elle est divisée par C: c’est l’équation complète du premier degré entre trois variables.
75. On peut reconnaître à posteriori, et d’après la nature de cette équation, qu’elle appartient à une surface plane j car une ligne droite menée par deux points quelconques pris sur cette surface, coïncide avec elle dans toute son étendue. En effet, les équations de cette droite seront de la forme
x = az -+■ «, y = bz 4- fi.
Soient x', y', z, les coordonnées d’un des points qui y sont situés*, ces coordonnées auront entré elles les relations exprimées par les équations précédentes, c’est-à-dire x'= az -f- », y' == bz' -f- fi*
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*■'*’ de plus, si ce point se trouve aussi sur la surface HUi a pour équation iaCc
Ax -f- By + Cz -f- D = o, ;
wfo” ™ e CeS t C0 ° r , <,0nnées fassent aussi à cett. îuanon, en sorte qu’on ait ' x
Ax -f- B y' -f- C z! +D = o;
"U, eu mettant pour ’xf cl y' l curs valeurs az'+., bz'+(S,
(Ao + B4 -f C) z' + Ax 4 . B/î + D = o.
£est l’équation de condition nécessaire pour que la
s>a“î e a “ "" I,0mt de cora ““n avec la surface dont il
auS'ÛÔint m<:,UC *'>• Ies coordonnées d’un
Mrc point commun à la droite et à la surface; on en rera encore la condition
(Aa -f- Bb + C) z"-\- Art -f- Bfi + D = o.
SèlalléT r f Ut J* ■**«» en même temps p ecédente, à moins qu’on n’ait séparément
Aa + BJ-|-c = o, A* -f- B/3 -f- D = o.
Tue la'ilroit' éï ^ uat '^ ns condition nécessaires pour H T P 0 nts comn> uns avec la surfai
sont a t n l! enant, 81 leS ValeUrs des coefficiens b, *, fi,
tou! lp el e % qUe c ? s deux conditions soient satisfaites, iu Un S 3U i^ 8 ^ 0ints de ^ ^ r °ite lui seront aussi com-
^néTd’ 3 SUrf ? Ce; Car ’ S ° ient v * 2 * les coortrouv dUn <l,l l etottn< ï ue de ces P oi nts; pour q U ’ü SP °** auss. sur la surface, il suffiîqu’on St
0 ( A « + B HC)2"-f A^-f-ByS-f- D^o.
*’ Cettc ét » uat,on est satisfaite d’elle-même en vertu
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des deux, précédentes, et par conséquent le point dont il s’agit est réellement commun à la surface et à la droite.
Ce résultat étant général, il s’ensuit que toute droite qui aura deux points communs avec la surface dont F équation est
Ax -f- By -f- Cz -J- D =■ 9 *
coïncidera avec elle dans toute son etendue , et par confceqüenty cette surface e^t plane.
En faisant y^=to, on a
Ax -f- Cz D = O :
c’est 1 ! équation de la trace CD sur le plan des xz (lig. a 4 ). Si le plan proposé est perpendiculaire au plan des yz> cette traçq devra être parallèle à l’axe des x; son équation sera, par conséquent de la forme z =r constante, ce qui exige que A soit nul ', l’équation du plan devient alors
By -f- Ca -b D t=3 o,
et n’est plus qu’entre z et y, ce qui s’accorde avec ce que nous avons vu dans le n° 58 , page 106.
On trouverait de même que, si le plan proposé est perpendiculaire à celui des xz, on doit avoir B = o, parce que sa trace sur le plan des yz devient parallèle à l’axe des y • Ainsi
Ax + Cz -f D = o
est l’équation d’un plan perpendiculaire à celui des jo» Enfin, pour que le plan soit perpendiculaire à celui des xy, il faut qu’on ait ce qui donne pot*
son équation
Ax -f By -f D = o.
11 est aisé de voir que ces différentes formes résulte» 1
DU PLAN
: —C’ représentent les
de Ce ’ ue lcs 'l uanüWs - c > ~c - -F 1 »cuie,„ les
ligenleYr'gouoiuélnquMjes ongles q Ue forment avec
‘7 des 1 e ; des -V >“ '««'s au plan propos sur eeui des xz. et des yi. r
Nous'nous proposerons, relativement au plan, une
noue <|Ue5t,0nS a,ml0eues 1 “ Iles 1 u,i <» '«ne droite “Ous a présentées.
77- Irouver les équations d’un plan qui passe par tr °'s points donnés.
Soient if, y, x",y, S, les coordon-
es de ces pomls; [équation du plan cl.erclié sera de Ce Ue forme
Ax*-f By-j-C* 4 ,
«l puisque les points donnés doivent y être compris, il ‘Çvra exister entre les coeÜiciens A, B, C, D, les relayons suivantes :
Ax' + B/ + Cz' +D = 0 ,
Ax" + J}y " -f C z" -f- ï) = u ,
Ces trois équations, qui sont du premier degré par rap por aux coordonnées des points pro,^ don, ; *r„£ poui A, B, C, des expressions de cette forme.
A = A'D, BnrB'JI, C = C'D,
sr» ^ ^ ’ f;tant fonctions de ces coordonnées. Lu suJs- 'tuant ces valeurs dans l'équation du plan, D dispaa dra, et l’on aura
"^ultat qui satisfera aux conditions demandée*.
7 «. Trouver l’intersection de deux plans.
OU PI. AN
Soient
Ax -f- Jiy -f- Cz -f- D A'x+B'j + C'x+D'
_° j les équations de ces plai
elles devront avoir lieu en même temps pour les points qui sont communs aux deux plans. On pourra donc déterminer ces points en combinant les deux équations précédentes.
Si l’on élimine entre elles une des variables, z par exemple, on trouve pour résultat
(AC 7 — A'C) x + (BC'— B'C) ^ + (DC'— D'C) = o.
Cette équation étant du premier degré, appartient à une ligne droite; or, la relation qu’elle exprime a lieu seulement entre les coordonnées x et y des points situés sur l’intersection commitne des deux plans; la droite qu’elle représente est donc la projection de cette intersection sur le plan des xy.
On prouvera de la même manière que, si l’on élimine y ou x entre les équations des deux plans, le résultat appartiendra à la projection de l’intersection sur le plan des xz ou des yz.
' 79. Généralement, pour trouver les points d’intersection de deux surfaces quelconques, il faudra établir que leurs équations, qui sont en x, y, z, ont lieu en même temps ; et en éliminant entre elles xou_youz, les équations que l’on obtiendra, et qui seront entre deux variables, seront celles de la projection de l’intersection des deux surfaces sur les plans des yz , des xz ou des xy.
Si l’on avait ainsi trois équations entre les trois variables x, y, z, et que ces équations dussent subsister en même temps, c’est-à-dire être satisfaites par des valeurs simultanées de ces variables, il faudrait encore employer l’élimination pour les obtenir. Ces valeurs
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Seraient donc par là complètement déterminées 5 et comme elles appartiendraient à la fois aux trois équa - *ons ou aux trois surfaces, elles représenteraient éviemment les coordonnées du point, ou des points,dans tcsquels ces surfaces se coupent.
Tout ceci n’est que la généralisation de ce que nous avons remarqué plus haut relativement à la combinaison des formules analytiques qui doivent avoir lieu simultanément. Le résultat de l’élimination donne tout ce qui peut être commun aux formules que l’on a
combinées.
80. Trouver les conditions nécessaires pour que deux plans soient parallèles entre eux.
Soient
A a 4- By + Cz + D =o, A'x 4- 1 Yy + C'a -f. D'= o,
|es équations de ces plans; s’ils sont parallèles, leurs intersections avec les plans coordonnés seront respec- •venient parallèles : or, en y faisant successivement x — °>y = o, z = o, pour avoir les équations de ces traces, on trouve, pour les conditions demandées (n° 4 9 ),
et I ou voit que deux quelconques d'entre elles com- Portent la troisième.
Ces conditions auraient pu se déduire directement c d une manière plus élégante, de la condition trouvée Pus haut (n° 78), entre les équations de deux plans <lui se coupent. Nous avons vu alors qu’en éliminant z e utre elles, on trouve
(AC— A'C)x -f (BC— B'C)y -f (DC— 1 )'C) — a . ^Ueéquation, qui représente une ligne droite, apparat a 1 intersection des deux plans; elle représente sa
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projection sur le pian des xy. Si les deux plans sont parallèles, il faut que cette intersection n’existe pas ; il faut donc que l’équation précédente ne puisse être satisfaite par aucune valeur de .r et de^. Le seul moyen pour qu’il en soit ainsi, c’est de faire disparaître t et y de cette équation; car tant que les variables x, y, resteront, comme elles sont, tout-à-fait arbitraires, et qu’elles n’y entrent qu’au premier degré, on pourrait toujours leur donner des valeurs telles que l’équation fût satisfaite. Il faut donc rendre leurs coefficiens nuis, ce qui donne AC'— A'C = o, BC'— B'C = o j conditions qui s’accordent en effet avec celles que nous avions déduites de la Géométrie. On peut voir par cet exemple et par celui du n° 62, combien les conditions d’indépendance sont utiles lorsqu’on peut les introduire dans les questions géométriques.
81. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une droite soit parallèle à un pian.
Soient r = oz + 4 1 . . , , .
, , > les équations de la droite,
y=sbz -fÆ J
Ax -f- By -f- Cz + D = o l’équation du plan.
Par l’origine des coordonnées, menons une droite et un plan respectivement parallèles à ceux-ci ; leurs équations seront
x — az, A.r + Uy-l~ Cz'x=W,
y — bz.
Pour que les conditions demandées soient remplies, il faut que cette droite, qui a un point de commun avec le plan, coïncide avec lui dans toute son étendue : il faut donc que l’équation du plan soit satisfaite, quelle que soit z , par les valeurs de a: et de y tirées des équations de la droite; ce qui exige qu’on ait
Aa -f- Bb -f- C = o.
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C’ e st la condition nécessaire pour qu’une droite soit parallèle a un plan.
°n peut encore arriver à ce résultat par la condition u indépendance. Supposons que la droite et le plan se rencontrent, le, r,y z, pourront être regardés comme wminuns entre eux dans le point d’intersection. Preaut donc x et y dans l’équation de la droite pour les lettre dans celle du plan, et réunissant les termes en a U viendra
{Aa + lib + C} a -f- Act 4- B/S D = o; c çst la cqnçlition nécessaire pour qu'une droite et un pan se coupent. Si l’on veut la rendre impossible, il aut en taire disparaître la variable arbitraire £ , en rendant son coefficient nul; ce qui donne, comme ci-dessus,
A.a -f- Bb -f- C = o.
82. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une troite soit perpendiculaire à un plan, et donner l’ex-
du p,an à un polul
Soient x = az + « 1
y=bz-\ fi J les e( l uat,0,1 s de la droite; Ax -j- By 4- Ci -f D = o celle du plan.
Pour que les conditions demandées soient remplies, il wut (page 137) que les projections de la droite soient Perpendiculaires aux traces du plan : or, en faisant successivement _y=o, x = o, dans l’équation qui l c représente, on trouve
A r -j- Cz -f- D o,
équation de la trace sur le plan des xz, et By 4 -Cz + D = o,
équation de la trace sur le plan des yz .
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Pour que ces droites soient perpendiculaires aux précédentes, il faut qu’on ait (n° 56 )
A = ûC, B = 6C.
ce sont les conditions demandées.
Si la perpendiculaire passe par un point dont les coordonnées soient x', y, z, ses équations deviendront
Pour trouver le point ou elle rencontre le plan , il faudra combiner ces équations avec celle du plan, que \ pour plus de commodité, nous mettrons sons la forme suivante :
en faisant
D' = D -f Ax' -f- By' 4- Cz.' ;
alors l’élimination donne
Aa-f-BÔ-hC’ ; ‘
, _ ciD'
x Aa-t-B^-fC’
bD'
y y ~~' Aa + Bb + C’
ou, en substituant pour a et b , leurs valeurs —, —, qu* résultent de ce que la droite est perpendiculaire,
_ BD
DU PLAN - l4l •*?$%). ' ' ,es coordo ""“ s -t /, f,
J* la portion de la perpendiculaire cherchée- en l a ^présentent par P, on aura ,ée ’ en la
et en remettent pour D' sa valeur,
«3. Trouver l’angle de deux plana. Soient
^ c-f-Bj+Cz+D = 0 »
A-r-fB'^ + C'a-f-D'^o f los ec T uation s de ces plam.
Menons à ehaeun d’eux une droite perpendieulaire PMon C ° raPr , ,S . eh p e U " e de CCS Perpendiculaires et lé 5 « nC’o , f re ' Sera ,C ,Déme «W des «datent ’ “ d “ ^ ***“ ?"»nt
x = az + x ~ a 'z -f
y — az ~hP, yz=^b'z-\-tf
A aC; B = AC, A'—a'C, B'=4'C'.
œluf j* 6 . CCS de “ x dr0ltes > ou, ce qui revient au même,
S (Zi :r6) pIans ’ étent **■* v - - «*»
cos y = 1 + aa'-i-bb' _
• en mettant pour a, a', b, b', leurs valeurs,
cos V _ AA -f- BB'-f- CC
DU PLAN
Les radicaux que cette expression renferme pouvant être indifféremment affectés des signes -f* ou —> rendent son signe douteux. Mais Pambiguité disparait eu considérant que, si la valeur numérique de cos V se trouve positive, elle appartiendra à l’angle dièdre des deux plans mesurés du coté où il est aigu ; tandis que si elle est négative, elle appartiendra au même angle mesuré du coté où il est obtus. D’ailleurs celte expression est indépendante de D et de D', parce que ces quantités, qui expriment les ordonnées à l’origine, n’influent pas sur l’inclinaison des plans.
Si les deux plans sont perpendiculaires l’un à l’autre, on doit avoir cosV = o; ce qui donne AA'+BB'-f- CC'= o.
C’est la condition pour que deux plans soient perpendiculaires.
Si l’un des plans donnés, le second, par exemple, est le plan même des xy , dont l’équation est z — o, on aura A'=o, Alors, en nommant V' la valeur
correspondante de V, il viendra
C’est le cosinus de l’angle qu’un plan fait avec celui des xy. . ■
Eu nommant de même Y" et V" les angles que le plati fait avec ceux des xz et des yz> on trouvera
co» Y".-=*
V/A a -hB a + C !
C0SV
et ces trois cosinus auront entre eux la relation cos 2 V' cos a V* 4- cos* V" = 1 ,
parce que les angles Y 7 , V", V T ", sont les mêmes que ceux que formerait avec lés trois axes des coordonnée* une ligne droite perpendiculaire ait plan.
Si I. >4J
form “l )ress,0n F&Menle de cps V peut se traus- W comme celle de l'article fy, page ,J. En effi* 81 Ion nomme V', V", V* V' r’ n" i ’
formant i , , ■* ’ » 1 > ü » les angles que
.les , , < eus !, >,ans P r °P 08és . avec ceux des 1 « et des y*, ,1 est aise de voir que l’on a Y
«s V =cos\"cosU'+ cos V" COS U"-f COS V” COi ü*. «5. Trouver l’ongle d’une droite et d’nn plan.
Soient .v = az-j-a 1
y = bz -f fi J les «î nati ons de la droite,
Aar -f By+ Cz -f- D = o l’équation du plan, jongle que forme une droite avec un plan est le même
Par CCll “/ e "T î ?' 16 aTec sa JW?*» »w « Plan ; Pla " Séq ,“ en n IOn mene une P cr P en diculairo au L“ ’l • ang ? T ° f f ra a,,eC la droi,B Proposée sera le °û»plement de 1 angle cherché.
Soient donc
*=rt'z;-4-«' T
y = b*Z + fi' / les é ^* Atl0tt8 de la perpendiculaire ; n aUra P our * es conditions de la perpendicularité (n° 8a)
& qU ’ elle fera *»« 1» droite proposée aura pour
_ » -h au' 4-
leu re P r ® sentaut l’angle cherché par Y, ce sera la var de siuV; mettant pour a' et b’ leips valeurs, on '°uve
«in Y =2 ■ — _
i+a'+b* \/tkK+. ‘
,6Sf ^«pression du sinus de l’angle que fait une droite
DU PLAN
avec un plan. Si l’on introduit les conditions necessaires pour que celui-ci soit un des plans coordonnés, on retrouvera les mêmes valeurs que dans l’article 67 ; et, si l’on suppose sin V =0 , on aura , comme dans l’article 81 ,■
Aa BZ> -r C = o
pour la condition que le plan et la droite soient parallèles.
Ces préliminaires suffisent pour résoudre toutes les questions de Géométrie relatives à la ligne droite et au plan.
De la discussion des Lignes courbes , et de la transformation des Coordonnées.
86. En généralisant les principes (pie nous venons d’exposer dans les chapitres précédens, on parvient à reconnaître , d’après l’équation d’une ligne courbe quelconque, la succession de ses points, et la trace qu’ils forment sur un plan ou dans l’espace.
Si, l’équation de la courbe est entre deux variables^ et x , on résout cette équation par rapport à une d’elles. On sait alors-quelies valeurs cette coordonnée doit avoir, lorsque l’autre est prise à volonté , et l’on connaît ainsi la suite des points que l’équation désigne.
Mais, si la courbe est donnée par deux équations, chacune entre deux variables, c’est-à-dire si elle est donnée par ses projections sur deux des plans coordonnés , on opérera sur chacune de ses projections suivant la méthode précédente, et l’on reconnaîtra les valeurs de y et de 2 qui répondent à chaque valeur de x j ce qui fixera encore la position successive de tous les points.
Il pourrait arriver «|ue la courbe proposée fût donnée par deux équations entre les trois coordonnées^., 1,2; car deux équations de ce genre équivalent à deux équa-
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t.om en ^ onyz . mais alors f en éliminant succes '_
vement une des var.ables entre les équations données, n retomberait dans le cas précédent.
La supposition que nous examinons ici est celle où la ourbe proposée ne serait pas donnée par les intersec-
sur Z™* T SUrfaC ? CjlimlriqUCS ^ ui la Projettent les deux plans coordonnés, mais par deux surfaces
«une autre nature, dont elle devrait aussi être l’intersection. Les équations de ces deux surfaces devant avoir jeu simultanément, et pour les memes valeurs de x y y Z , il suffirait de les combiner, et d’en éliminer successivement x, ou y, ou z, pour avoir les projections de ‘a courbe sur les plans coordonnés.
87. On a vu par ce qui précède, que la forme et la position d’une ligne courbe sont toujours exprimées par tes relations analytiques qui existent entre les coordonnes de ses différens points. C’est pourquoi on a classé les courbes en différens ordres , d’après la forme de leurs «quations.
On les divise d’abord en algébriques et en transcenantes, suivant que leur équation , rapportée à des coordonnées rectilignes , est elle-même algébrique ou transcendante.
On classe ensuite les courbes algébriques d’après le egre de leur équation par rapport aux variables qui représentent les coordonnées. L’ordre de la courbe est Marqué par l’exposant de ce degré.
Par exemple, la ligne droite dont nous nous sommes °ccupés, est du premier ordre, parce que son équation est du premier degré relativement aux variables x ety.
Classer ainsi une ligne courbe et déterminer sa posiion, sa nature et sa forme, d’après son équation, c’est ce qu’on appelle la discuter.
bS. Cette recherche peut être presque toujours ren- «ue plus facile par des transformations analytiques qui 7 - Edit. , 0 H
l/t g transformation
simplifient les équations, en faisant évanouie quel ques-uns de leurs termes 1 , préparation qui les met en .',f a t d’être discutées plus aisément.
Représentées par la Géométrie, ees transformations reviennent à placer la courbe, par rapport aux aie» des coordonnée», de la manière la plus favorable pour deviner le» sinuosité» do son cours. Par exemple, ». une circonférence de cercle est placée d une mamere quelconque par rapport à ce» aie», l’equafon qu. l.era les absdsses et les ordonnées de ses différé.» jaunis , ne peut pas être aussi simple qu’elle le serait s. le centre de cette circonférence était placé à l’origme meme des coordonnées; car, dans ce cas, la courbe serait symétrique par rapporta chacun des aies, et d suffirait de suivre son cours dans nn des quadrans, pour le con naître dans les trois autres. Or, on conçoit que cette simplification mettrait plus facilement a découvert la forme de la courbe, sa marche, ses propriétés.
Les méthodes dont il faut faire usage pour arriver a ces simplifications, doivent donc se réduire à changer la position de l’origine et la direction des axes des coordonnées, pour les placer de maniée qu’en y rapportant l’équation proposée, elle se redu.se a la forme la «lus simple que comporte l’espece de la courbe quelle v résente II suffit de reconnaître ensuite la position des nouveaux axes par rapport aux ariciens pour connaître quelle était originairement la position de la courbe par rapport àex
On peut encore , et de la même mamere, rapporter les courbes à des coordonnées qui ne soient pas rectangulaires : c’est ainsi, quoique pour un but différent, que nous avons formé l’équation de la. droite, dans lé n° 4 a.
89* Quand on veut passer ainsi d’un système de coordonnées à un autre, on cherche, pour un point quel-
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o°nque, les valeurs des anciennes coordonnées en fonc- ’on des nouvelles : en substituant ces valeurs dans Quation proposée, elle appartient toujours aux mêmes points de l’espace j mais ces points s’y trouvent rapportés 0 UX nouveaux axes. Par conséquent, les propriétés de la °urbe restent toujours les mêmes, et il n’y a de changement que dans la manière dont elles sont exprimées.
90. Ces relations des nouvelles coordonnées avec les ail ciennes sont bien faciles à établir, lorsqu’on ne veut que transporter l’origine des coordonnées, sans changer a ( irection des axes; et nous en avons déjà vu des exemples dans ce qui précède. En effet, soient A' (fig. a 5 ) la noue e origine ; et A'X', A'Y', les nouveaux axes auxquels U veut rapporter les points du plan qui étaient préedemment rapportés aux axes parallèles AX, AY, et a "origine A. Si l’on prend un point quelconque M situé a us l’angle X , A / Y / , on aura
AP — ab + BP, PM=PF-j-FM = A'B-f-P'M.
AB et A'B doivent être donnés; ce sont les coordonnées e ta nouvelle origine, et elles expriment sa position
P*r rapport aux anciens axes. Si donc on fait. ...
AB = c, A'B = £, qu’on représente par a:, y, les anciennes cordonnées, et par *,/, les nouvelles, prises dans le meme sens, on aura
Pour que ces équations subsistent encore par rapport aux points situés dans l’apgle Y'AV, il faut que ° û y suppose x' négatif; car, pour un quelconque de ^ points, tels que m, on a
Ap — AB — A'P', ou x = ù — A 'p'- r
^ ^ aut alors retrancher la nouvelle abscisse de a , au leu de l’ajouter à cette quantité. Il en sera de même
f £g transformation
des v' lorsqu’ils appartiendront à îles points situes du cètédê l’axe des X' opposé aux / positifs : cest ce que nous avons suffisamment développé dans 1 art. 35 .
Nous venons de supposer que la nouvelle origine était située dans l’angle Y AX, et qu’ains. scs coordonner, net b, relatives aux anciens axes, étaien pos,t,ves. S nons voulons placer cette origine en A danslange Av et prendre teneurs les nouvelles coordonnée x' y' dans le même sens, il suffira de changer le signes de n et de b dans les formules précédentes, et Von aura x = x ,_ fl> y = y- b,
ainsi qu’on peut le trouver directement, en partant de leur position actuelle- . .
te considérations sont conformes aux pnncipes que nous avons établis précédemment dans les n 35 , 3 et 37 Elles se réduisent à cette règle generale, que lors qu’on passe d’un système de coordonnées à un autre parallèle, au moyen des équations x = cl x ,
il faut regarder la variation de signe de chaque espèce de coordonnées comme répondant aux cliangemens position autour de l’origine qui lui est relatl ^ ’ ®
F .«lîtés a et b, qui sont les coordonnées d une des origines par rapport à l’autre, peuvent être rapportées à celui des deux systèmes qu on voudra.
C’est en considérant la position de la nouvelle ori mnenar rapporta l’ancienne, que nous avons obtenu les équations précédentes. Réciproquement, ces equa
d’un quelconquedesdeux systèmes par rapport a 1 autre,
car, en y faisant, par exemple, x _o, ce qui caractère de l’aie des y, on aurait
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ce ( 1 U1 , en supposant a et b positifs, signifie que Taxe ,,es ÿ> auquel cette équation appartient, est situé du ^ùté des x positifs, et à une distance a de leur origine. Dc même, en faisant ÿ—o, ce qui est le caractère ‘le l’axe des x\ on aurait, relativement à cet axe,
est-à-dire qu’il est situé du côté des y positifs, à une ^•stance b de leur origine. En faisant, au contraire , x==z o, ou j = o, on trouverait x'= — a, ou y'— — b, ( l u * seraient les équations des axes des y et des x par r apport à l’origine des y et des x'.
Ce que nous venons de dire a lieu, quel que soit augle formé par les axes des coordonnées ; et nous en c °nclurons que, pour passer d’un système quelconque coordonnées planes, à un autre, parallèle au préc édent, il suffit de faire
x — a 4- x' y yz=b-\~ y',
^ et a étant les coordonnées d’une des origines par rapport a l’autre. En substituant ces valeurs dans une équat'ori quelconque entre x et y, elle se trouvera rapportée a ux nouvelles coordonnées x', et y'.
91. Passons maintenant au cas où l’on fait varier la direction des axes et l’angle qu’ils forment entre eux; «nais, pour plus de simplicité, supposons d’abord que origine ne varie pas, et qu’elle soit commune aux deux systèmes de coordonnées.
Soient donc AY, AX, deux axes des y et des x tig. 26 ), que nous prendrons d’abord rectangulaires. Soient AY', AX', deux autres axes qui font entre Rux un angle quelconque ; on demande de passer du Premier système de coordonnées au second.
^ un point quelconque M, menons les droites MP, MP', respectivement parallèles aux axes desy' et desy'', on aura AP-x, PM —y, AP' = x r , FM=y»'.
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Il faut, de plus, que la position des nouveaux axes soit donnée par rapport aux anciens.
Soient donc l’angle X'AX = à , l’angle Y AX = a •
Il s’agit de déterminer a: et y en fonction de x , de y et des quantités connues a et a .
Cette détermination est extrêmement facile. En effet, par le point P', menez P'Q, FR, respectivement parallèles aux anciens axes des x et desjy, vous aurez
x — AP = ÀR + FQ, y = MP = MQ 4 - P'R-
Or, les lignes AR, P'R, MQ, P'Q, sont les Côtés des triangles rectangles AP'R, P'MQ, qui ont x ,y pour hypoténuses, et dans lesquels on connaît les angles FAR égal à a, MP'Q égal à a'. Avec ces données , ou peut calculer les valeurs de ces côtés en fonction des hypoténuses ; et, en les substituant dans les seconds membres des expressions précédentes, il vient
x = x' cos a 4-y cos a', y = x' sin a 4 y' sin a!.
Telles sont les relations qu’ont entre elles les coordonnées dans les deux systèmes que nous considérons.
92. Si l’on voulait passer des coordonnées x et y aux coordonnées x et y, il suffirait de déduire les valeurs de x' et y des équations précédentes. Or, en multipliant la première par sin et en retranchant la seconde multipliée par cos on aura x 'j opérant d’une manière analogue par rapport a a , on aura y : ces valeurs seront
, x sin *' — cos a __ y cos et — x si n a
Æ " sm (/- 4 V y sin (se' a)
On aurait pu parvenir directement à ces résultats par les considérations trigonométriques. En effet, du point V, fig. 27, menez PQ', PR', respectivement parallèles aux nouveaux axes des x' et des y', et prolongez MF jusqu à
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*a rencontre avec la première de ces droites : vous aurer AP' = AR' —PQ 7 , y -ü MP' == MQ’ — PR'.
, les lignes AR, PR, MQ', PQ', sont les côtés des triangles ÀPR', PMQ', dans lesquels AP est a;, PM, y, et
qui ont en outre les angles PAR' ~ a , APR'=i8o°_ a ,
1 MQ = 90® — a , MPQ'^ 90° - 1 ~ « ‘y par conséquent, PR A — PQ'.VI a — a. On peut donc, au
Hïoyen de ces angles, calculer les côtés dont il s’agit en fonction de x et dey seuls; après quoi , en les substituant dans les expressions précédentes, on trouve pour a et y les memes valeurs que l’élimination nous avait données.
Les formules
x = x' cos se -f- y cos a, y = x f sin a +y sin e t celles-ci, qui s’en déduisent,
x = X S ‘ n a [— y cos ' _ y CQS a — x sin a
sin (a' — a) ’ ^ sin (<*' — et) ’
suffisent pour passer d’un système de coordonnées rectangulaires .r et y à un système de coordonnées obliques x' et y', et réciproquement, Forigine restant lu même pour les deux systèmes.
Si les nouveaux axes des x' et des y' devaient être aussi rectangulaires comme les précédens, on aurait
a A — 9 °° i conséquemment, a! = 90° -f- a ; e t par suite
sin (a — a) = 1 ; sin a,' =cos a; cos *' = — sin a.
En substituant ces videurs, les relations des coordonnées deviendraient
xz= x' cos a — y sin <t , y = x’ sin a -f- y' C os a. Le sont les formules nécessaires pour passer d’un sys- *ème de coordonnées rectangulaires à un autre aussi r eotangu 4 aire, l’origine restant la même; et il est facile
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de le vérifier à posteriori, eu appliquant à ce cas particulier les considérations générales dont nous avons fait précédemment usage. En effet, la construction de la fig- 26 étant employée ici, devient telle que la représente la fig. 28 , et donne
x = AP = AR —P'Q, y — MP =MQ + et, en substituant aux lignes AR, P'R,MQ, P'Q, leurs valeurs en x y , déduites des deux triangles rectangles APR, MP'Q, desquels on connaît les angles, il vient x == x' cos et —y sin te, y — d sin et + y' cos fit, comme nous l’avions conclu de la formule générale en y faisant et! = 90° -f- et. Cette valeur de <*, surpassant 90®, fait tomber la nouvelle ordonnée MP a droite de 1 ancienne ordonnée MP, au lieu qu’elle tombait à gauche dans la fig. 26 , où l’on avait représenté l’angle Y'AX comme aigu ; d’où il suit que, dans la supposition de la fig. 28, P'Q doit être soustrait de AR pour former x , au lieu qu’il devait lui être ajouté dans la fig. 27. Toutefois on vient de voir que les expressions de x, y, déduites de cette première construction, peuvent être considérées comme générales, et employées ainsi dans tous les cas possibles, pourvu que l’on y donne aux angles et, et', les valeurs particulières qu’on veut leur attribuer-, parce qu’alors le seul jeu des signes positifs ou négatifs que les sinus et cosinus prennent selon les valeurs de ces angles, rétablit les résultats précisément tels qu’ils auraient été si l’on eût fait immédiatement la construction sur les valeurs assignées aux angles.
94. Si l’on forme les carrés des dernières expressions obtenues pour x , y, et qu’on les ajoute ensemble, on trouvera
En effet, les nouveaux axes étant rectangulaire» comme les anciens, ^ x' x y % exprime la distance
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^ un point quelconque à l’origine des coordonnées; et, V x a -f y 2 exprimant aussi la même distance à la même origine, ces deux valeurs doivent être égales.
95 . On peut, au moyen de ce qui précède, passer un système de coordonnées obliques à un autre système de coordonnées obliques ( fig. 29). En effet, soient AX > AY > les axes des x' et des/ ; AX", AY", les nouveaux axes, dont les coordonnées seront x", y". Concevons, par la même origine, un troisième système * axes AX, A Y, rectangulaires entre eux, et dont les eoordonnées seront x - et y. Nommons <*,*',/ 2 , /S', les angles des xf, des/, des x" et des/, avec l’axe AX; nous aurons pour un même point, dont les coordonnées seront x et y par rapport au système rectangulaire ,
00 = x cos A + / cos et , y z=z x' siri et +/ sin et. x = x" cos fi -f- / cos fi', y = x" sin fi -f -y" sin
En éliminant x et^ entre ces équations, on aura celles 9 u i déterminent les relations des coordonnées x' et/ avec les x" et y", et qui sont
x cos et -f-/ cos a! == x" cos fi -f-/' co s fi', x sin a. +/ sin a! = x n sin fi -f-/ sin fi'.
Si l’on multiplie la première par sin et, et qu’on la 1 eti anche de la seconde multipliée par cos a, ou aura y ; e n opérant d’une manière analogue, avec les facteurs Sm a! et cos a', on aura x' : on trouvera ainsi
x' = ar " sîn 0*—£) +/ ' sin { et — $') sin {a! — et) ’
, = x" sin (fi — et) + / g ni (fi' — et) sin («' — A )
u r, on a
*' — fi=zY'AX", — Y'AY',
R — «~X'AX", fi'—ct = x' AY", *~et = Y'A\'.
TRANSFORMATION
Il n’entre donc dans les expressions précédentes que les angles formés par les axes des/ et des x' entre eux, et avec les nouveaux axes AX", AT"; et tout ce qui était relatif au système rectangulaire que nous avons introduit a disparu. Alors, pour mettre en évidence ces seules données, désormais indispensables, nommons ô 1 angle \ AX , inclinaison mutuelle des deux axes de® 6 cf et de$y. Désignons par y> y', les angles X'AX", X'AY", que l’axe des x" et celui des y' forment avec l’axe des x! ; désignons de même par t, t, les angles Y'AX", Y'A Y", que les mêmes axes forment avec celui des y'. En substituant ces élémens dans les équations précédentes, elles deviendront;
/ __ x " s i p * •*hy n sin t ^ y x u sin y y" sin y sin 6 * y — Tj—fl •
Cés formules serviront à passer d'on système de'coordonnées obliques à un autre système de coordonnées obliques ; l’origine étant la même pour tous deux. Si l’on supposait les axes des x r et des y' perpendiculaires entre eux, on aurait
0 — «4*> —îjo*, «' y üï gcP ;
par conséquent.
sin 9 ±=c i , sin i 2±: COs y, sitt *' üfcéoSy ;
et !’on retomberait sur tes équations que trous aVdps déjà “trouvées , pour passer tPtin système dé coordOHitëès rectangulaires à un système de coordonnées obliques.
96. Nous avons vu précédemment que, pour passer d’un système de coordonnées x ety a un autre système de coordonnées x'+y, parallèles aux premières, il faut faire
a et b étant les coordonnées de la nouvelle origine par rapport au premier système. Si Von fait ensuite varier la xlifeetion des axes Autour de cétte nOtfveflo origine-
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on aura changé à la fbl$ bt la position de l’origine des coordonnées et la dirëètioh des axes. Il suffit donc d’ajouter , dans les fdrnlüîes précédentes, aux valeurs des coordonnées celles de la nouvelle origine, pour avoir les formules généraléS de la transformation des coordonnées. Comme elles sont d’urt fréquent usagé, je les ai réunies dans le tableau süivant.
i°. Pour passer d’un système de coordonnées rectangulaires jc, y, à trn systcfne dëfcOordonnéës ôbliques a?',y",
* ~ a x ' cos « -+-y'cos a!, y'= b x'sin et -J-y'sin at*.
a°. Pour passer d’un système de coordonnées obliques x ’ y > a un système de coordonnées rectangulaires x , y,
/ __ (x — «) sin a / — (y — b) cos et' sin (a' — a) ’
y _ C y — &) cos et — ( X —a) sin et sin ( et — et)
3 . Pour passer d’un système de coordonnées rectangulaires x, y, à un système de coordonnées aussi rectangulaires x } ÿ,
x=:a +^ coset —ÿ sin et, y =r b -f- x'sin il -f y'cos *.
Dans ces équations, à, «'sont, lés anglés des axes des a? et des y avec l’axe des x\ a et 'b sorit ! les éôordônnées de la nouvelle origine par rapport au système réc-
4 • Pour passer d’un systèrüe de coordonnées obliques *,JVàun autre système dé coordonnées coliques x',y\
x=a + ^ i 4-/ s in S jc'snxy+ÿsm y'
sm y J ^ sinô
y, y', sont les angles que les axes des x' et des y font avec 1 axe des x ; t, t, les angles qu’ils fqnt ayec l’axe dcs Y> a et a ' les coordonnées de la nouvelle origine par rapport aux axes obliques des x et des y, qui forcent entre eux un angle 6.
TRANSFORMATION
97. En généralisant les considérations que nous venons d’exposer, on trouvera facilement les formules nécessaires pour effectuer la transformation des coor données en trois dimensions ou dans l’espace; car il suffit encore, dans ce cas, de trouver les expressions des anciennes coordonnées en fonction des nouvelles, ou réciproquement; et l’on peut y parvenir par les mêmes méthodes. D’abord, ces relations n’ont aucune, difficulté lorsqu’on se propose seulement de transporter l’origine, en laissant les.ânes parallèles à eux-mêmes. Alors, en nommant a, b, c, les coordonnées de la nouvelle origine par rapport à l’ancienne, et désignant par x',y , z', les nouvelles coordonnées qui étaient précédemment représentées par x , y, z , on aura _
x = a + x', yz=b -f /, z=c --h a;
formules dans lesquelles il faut regarder les variations de signe de chaque espèce de coordonnées comme répondant aux changemens de position autour de-Vorigine qui lui est relative. Ces considérations sont conformes à celles de l’art. 90, et l’on en déduira de même les positions respectives des deux origines-
Maintenant, si nous voulons changer la direction des axes, la recherche des anciennes, coordonnées çn fonction des nouvelles et réciproquement sera encore uu problème de Trigonométrie. Mais l’introduction des trois dimensions de l’espace complique nécessairement les constructions dont il faut faire usage. Heureusement, à l’aide d’un artifice ingénieux d’analyse j on peut éluder ces difficultés, et faire le calcul d’une manière élégante et facile, qui n’exige aucune construction-
Cet artifice consiste à prévoir d’avance la forme des relations qui doivent exister entre les anciennes et lés nouvelles Coordonnées. Car on peut prouver, Cn général, que, lorsqu’on passe d’ufi sÿstètne quelconque de'coordonnées à un autre, les anciennes Coordonnées doivent
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toujours être une fonction linéaire des nouvelles, et réciproquement.
Cette proposition se trouve d’abord vérifiée pour les .1 sternes de coordonnées planes, puisque les relations
que nous avons obtenues dans ce cas par les considérations
tvigonométriques, se sont en effet trouvées linéaires.
aïs, pour montrer que cela doit être encore ainsi dans R cas de trois dimensions, concevons généralement les va eurs de x, y, z, exprimées par des fonctions quelconques de x',ÿ, z ', que nous désignerons par <p, e n sorte qu’on ait
Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation du plan ^ni est toujours de la forme
Ax + By -f- Cz + D = o,
lorsque les coordonnées x,y,z, sont dirigées d’une niamère quelconque, elle deviendra
nous avons vu , n° 72, que l’équation du plan reste toujours du premier degré, quelle que soit la direction des axes rectilignes auxquels on la rapporte. Il faudra donc que l’équation précédente se réduise d’elle-même a une expression de cette forme
A x -f- B 'y + G z' -f- D' = o, dans laquelle A', B', C', D', seront des coefficiens qui ne c ontiendront ni x' , ni y , ni z' } mais seulement les constantes primitives A, B, C, D, ainsi que les angles e t les distances qui déterminent les positions relatives des deux systèmes. En outre , il faudra que cettè réduction s’opère toujours, quelles que soient les valeurs des coefficiens primitifs A, B , C, et sans qu’il en résulté entre eux aucune condition quelconque. D’après
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eela, il est évident que la réduction devra nécessairement exister dans les fonctions <?,*-, 4 elles-mêmes; car s’il en était autrement, les termes de ç , qui sont multipliés par A, ne pourraient pas faire disparaître en général les termes de w ou de ç >, qui sont multipliés par B ou C. Toute destruction mutuelle entre ces termes étant impossible, les puissances de x ,y', supérieures
à la première, resteraient nécessairement dans l’équation transformée, si elles existaient dans les fonctions <p, *-,4, ces fonctions se trouvent donc limitées par la condition que les nouvelles coordonnées x', y', z', n’y existent qu’à la première puissance; et par conséquent , la forme la plus générale qu’on puisse leur supposer, sera
x = a -f- mx ' + rn'y -f m“z , y ■=. b - f- nx 4“ n ÿ 4 " n " z ' »
z — c 4 - P x> 4 " P y -^~ P Z > les coefficiens des variables x', y, z , étant des constantes inconnues qu’il s’agit de déterminer. Or, puisque ce sont des constantes, leurs valeurs resteront toujours les mêmes , quels que soient a/,/, z'. Ou pourra donc, pour simplilier le calcul, donner successivement telles valeurs que l’on voudra à ces variables, et les valeurs des coefficiens déterminées sur ces cas particuliers, serviront ensuite également pour tous les autres cas quelconques. Cherchons donc à effectuer ainsi ces déterminations. f
D’abord, si l’on fait x' = o, / = o, z = o, ce qui est le caractère de la nouvelle origine, il vient x zxa, y=b, z — c.
a f b , c, sont donc les coordonnées de cette origine, par rapport à l’ancienne : nous les supposerons nulle*, pour plus de simplicité, ce qui revient à changer & direction des axes sans déplacer l’origine ; il suffira eu*
D£0 COOapONJTÉïS. ,5 q
SBile de les ajouter aux résultats, pour transporter le uvcau système d’axes parallèlement à lui-même. Par c tte supposition, les formules précédentes deviennent x — mx + m'y -f m "z', y = nx' -f riÿ 4- n ”ri,
&z=px' + py -f p"z'j
facW e °? Stant ? qU eIk ® rcnferraent se déterminent tuement par des suppositions particulières. Considé- 11 s, par exemple, les points situés sur l’axe des ri, les Quations de cet axe seront
/ = o, ri=zo.
On aura donc, pour les points qui y so „t situés >
* mri, y = nx ' } z __ px f
Sfcw"* " Un <IUelCOn<1Ue de - F’ints
^^cn..r p A°x n AY pû r 7 plm i de «i-
alors AM r. ' -\xJr ’ AZ; solo,it rectangulaires : douue^ * ’ Sera *> et 'o triangle AMM'
z = ri cos AMM'.
av^îw AMM ' T * e '“ i q “ e f0rrac ,e no “”el axe des a:
aot W deS * ; nOUS le «gérons par Z. Si
° u s nommons pareillement Y v î , „
P ai> ce même axe AY^ ' Y » IeS formés
^ns n T X avec Ies axes AX > AY, nous auns » pour les pomts qui y wsl t situés,
-WcosX, y — x' cos Y, z x' cos Z.
Résultat détermine n, m, p, et donne
m =2 cos X, ti = cosY, p = cosZ.
^ P ° intS S,tUéS SUr
TRAN SFORM ATION
on aura, relativement à ces points,
Ainsi, en désignant par X', Y', Z', les angles que forme cet axe avec ceux des x, y, z, on aura
m' = cos X', ri = cos Y', p' = cos Z'.
Enfin la considération des points situés sur l’axe des z déterminera les constantes m", ri', p et en nommant X", Y", Z", les angles que forme cet axe avec ceux des x, y, z, on aura
m" = cos X", n" — cos Y"; p" — cos Z" ; d’où l’on tire pour x,y, z,
x == x' cos X + y' cos X' + z' cos X", y = x" cos Y y' cos Y' -f- z' cos Y", ( > )
z = x' cos Z ri" y' cos Z' + z ' cos Z"‘
Il faudra joindre à ces valeurs les équations de condi' tion qui ont lieu entre les trois angles que fait une ligne droite avec les trois axes, et qui sont (n° 5 7 ) cos a X + cos a Y ri- cos a Z = 1, cos a X' H- cos a Y' + cos a Z' = 1, ( 2 )
cos a X" 4 * cos a Y" -j- cos a Z" — 1.
Ces formules suffisent pour transformer les coordonnées, lorsque les angles des nouveaux axes entre eu* doivent être quelconques -, mais si ces angles sont donnes, il en résultera de nouvelles conditions entre I e5 angles X, Y, Z, X'..., et il faudra les joindre aux équations précédentes. ,
En effet, si l’on nomme Y l’angle que forment les # avec les y, U l’angle des y' avec les z, et W l’ang^ des z' avec les x , on aura, par le n° 62 ,
cosV — cosX cosX' -f cosY cos Y' -f-cosZ cosZ', cos U = cos X / cosX"4-cosY'cosY"-j-cosZ'cosZ", cos W = cosX cosX"-f-cos Y cosY" -f- cosZ'cosZ" -,
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et ces équations étant jointes aux formules (1) et (2), suffiront, dans tous les cas, pour établir les conditions relatives aux nouveaux axes, en supposant les anciens rectangulaires.
98. Si, par exemple, on veut que le nouveau système s °*t pareillement rectangulaire, on aura
cos Y ~ o, cos U = o, cosW = o;
et les seconds membres des équations (3) seront nuis : alors, en ajoutant les carrés dex,y,z,on trouve x* + y a 4 - 2.“ = x' a y* 4- z '\
Cette condition doit être en effet remplie, lorsque tes deux systèmes de coordonnées sont rectangulaires et ont la même origine, parce qu’alors la somme des carrés des trois coordonnées représente, dans l’un et dans l’autre, le carré de la distance de cette origine commune au point que l’on considère.
99. On peut aussi changer la direction de deux axes seulement, en conservant le troisième. Supposons , par exemple, que l’axe qui reste soit l’axe des a, et que les «eux autres coordonnées, faisant entre elles un angle V, doivent toujours lui être perpendiculaires; on aura,’ d’après ces conditions,
cosU=o, cos W = o, cos X = o, cos Y" = o , cos Z" = 1 ; valeurs qui, substituées dans les équations (3 ), donnent cos Z'= o, cos Z = o ;
c’est-à-dire que les axes des x' et des y sont dans le plan des xy ; de là ét des équations (a) il résulte
cos Y = sin X, cos Y' =r sin X' ; et les valeurs de x, y , deviennent
x x' cos X 4 -y’cos X', y = x' sin X 4. y' sin X',
7 e Edit. , j
Ô2 COORDONNÉES
qui sont précisément celles que l’on a trouvées dans l’art. 91 , pour passer d’un système d’axes rectangulaires x et^ à un système quelconque situé dans le même plan.
Des Coordonnées polaires.
100. Les coordonnées rectilignes ne sont pas les seules par lesquelles on puisse définir analytiquement les positions relatives des points de l’espace. On peut employer à cet usage tous systèmes de lignes droites ou courbes dont la construction suffit pour déterminer complètement ces positions.
Par exemple, si tous les points que l’on considère sont compris dans un même plan, on pourra (fig. 3 i) prendre pour coordonnées la distance AM de ces points à un point fixe A compris dans le plan, et l’angle MAX formé par cette distance avec une ligne aussi menée dans le plan. En effet, lorsque l’angle MAX sera donné, on connaîtra la direction de la ligne AM sur laquelle le point désigné se trouve; et si, de plus, on connaît AM, on aura la situation précise de ce point, et l’on pourra le construire. Ce mode de détermination, par un angle et une distance variables, constitue ce que l’on appelle un système de coordonnées polaires. La distance AM se nomme le rayon vecteur, et le point A, d’où elle se compte, prend le nom de pôle.
Quand on connaît l’équation d’une ligne courbe, rap portée à des coordonnées rectilignes, il est bien aisé de la transformer en coordonnées polaires; car, pouf cela, comme dans tous les autres cas de transformation; il suffit de déterminer les valeurs des anciennes coor' données en fonction des nouvelles, et de les substituer dans l’équation proposée.
Concevons, par exemple, que les anciennes coordon' nées soient rapportées à des axes rectangulaires AX, A^;
Polaires. jg^
Zïï “ ri qa V POUr un P° int quiconque M, «tue dans le plan de ces aaes, AP, soit *, PM y
“pposons qu à ce système on veuille substituer un sys terne pofe.re dont les coordonnées soient la distance î,’ cora P‘ ee , du P 31 '- A', et l’angle formé par cette ■stance avec l aie AX II faudra que la position du l A soit connue,par rapport aux anciens axes • représentons son abscisse AB par a, son ordonnée A'B Maintenant, du même pôle, menons A'X' pa ele a l’axe des x; et, désignant l’angle MA'X' par v e rayon vecteur A'M par r, nous aurons évidemment AP = AB + A'Q, PM — a'B + MQ.
^ttant donc pour AP, PM, AB, A'B les lettres qui les «Ignent, et remplaçant A'Q, MQ par leurs câpresl0ns tirees du triangle rectangle MA'Q, il v i en t x = a + rcosv, b -f r sin u ;
Ce s ont les relations demandées.
(fi? 1 *® pÔ1 ®f coïncide avec l’origine A elle-même 8-^0, a et 6 seront nuis, et l’on aura simplement x = r cos v , y — r sin v ; relations dont la démonstration est évidente.
Si a ligne A'X', à partir de laquelle les* angles v se mplent (fig. oa), ne devait pas être paraUèle à^’ancien
la L ? maiS f ° rmer avec lui uu an 8 ,e <*on„é « (fig. 33) le 1 ansf ° r , raatlon serait également facile. En effet, par A ' X " paraUèIe a 1>axedes *• Alors don g G sera v ~^*’ et > en considérant les coor-
nees P, AP, menées d’un point quelconque M aux Clens axes, on aura, comme tout à l’heure,
AP = AB + A'Q, PM = A'B -f- MQ,
° u en substituant les expressions algébriques *^=a + rcos(v + *) f ,y == v 4 - r sip (y 4 -
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Ici, il y a une remarque importante à faire : l’objet général de tout système de coordonnées, c’est d’exprimer analytiquement la position d’un point quelconque de l’espace, et de comprendre dans une même formule les positions relatives de tous ces points. Cette dernière condition détermine la loi des variations de signe qu il faut attribuer aux diverses coordonnées, selon les parties de l’espace où se trouvent les points qu’elles doivent définir. Dans les systèmes précédens, par exemple, supposons que l’on compte les angles v, depuis zéro jusqu’à la circonférence entière. Alors, ce mode de variation suffira pour porter le rayon vecteur dans toutes les directions possibles autour du pôle A ; et,sur
chaque direction, la position du point M ne dépendra plus que de la longueur du rayon vecteur r, laquelle pourra varier depuis zéro jusqu’à l'infini. Aussi, en introduisant les seules valeurs des angles v dans les expressions de x et dey obtenues tout à l’heure,les seuls changemens de signe des lignes trigonométriques se trouvent suffisans pour porter les valeurs de ces coordonnées dans tous les quadrans, et embrasser ainsi toutes les positions possibles des points situes dans ce plan On voit clairement, par cette discussion, quen adoptant pour les angles p , le mode de variabilité que nous venons de supposer, il n’existe dans le plan aucun point pour lequel le rayon vecteur r doive avoir une valeur négative-, et, par conséquent, si un problème conduisait à de telles valeurs, il faudrait en conclure qu’il est impossible. Ceci est une condition qu’il faut toujours se rappeler, quand on emploie des systèmes de coordonnées polaires, où l’on donne aux angles la com' plette étendue de variation que nous leur avons attribuée- 101. On peut aussi étendre de pareils systèmes de coordonnées auj. trois dimensions de 1 espace, et 1 on en fait fréquemment usage. Un des systèmes les plus
polaires.
usités consiste à prendre pour cet usage les angles MA 3 VT et M'AP (fig. 3o), le premier formé par le rayon vecteur AM avec sa projection sur un des plans rectangulaires, par exemple, sur le plan des xy j le sec °nd, formé par cette projection elle-même avec l’axe descr.
Soient <p et 0 ces angles, r le rayon vecteur, / sa Projection, on aura
x-=r' cos , y = r' sin <p , z. = r sin 0 ; d’ailleurs / — r cos 0 ;
0tl aura donc
x ~r cos q> cos 0, y — r sin <p cos fl, z = r sin fl.
Pour embrasser dans ces formules tous les points de ^espace, il suffira de faire varier l’angle <p ou M'AP depuis o° jusqu’à 36 o°, et l’angle fl ou M'AM depuis o ’usqu’à db 90°. Les signes que ces valeurs assigneront aux lignes trigonométriques, détermineront complète- Uient les signes que doivent avoir les coordonnées x,y, z, selon le quadrans où sera situé le point a?iquel elles appartiendront; et, puisqu’elles suffisent, il ne faudra attribuer aucun changement de signe au rayon vecteur r. On devra se borner, comme précédemment, à le faire varier depuis zéro jusqu’à l’infini.
Dans les équations précédentes, -, ^ représentent
les tangentes trigonométriques des angles que forment a^ec l’axe des z les projections du rayon vecteur sur es plans des xz et des yz. En divisant ces équations Membre à membre, on en tire
x _cos fl cos <p y cos fl sin <p
£ sin 0 ’ z sin ô
■^‘nsi j en représentant les équations du rayon vecteur
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ce qui est la forme que nous avons adoptée généralement pour les équations des droites menées par l’origine des coordonnées, on aura
n __ cos 6 cos <p ^ _cos 9 sin <p
sin 6 ’ ~ sin 9
Alors a et b représentent les tangentes trigonométriques des angles formés par l’axe des z avec la projection du rayon r sur les plans des xz et de 9 On connaîtra ainsi les valeurs de ces angles par les expressions précédentes, quand <p et 9 seront données.
102 . Ce que nous venons de reconnaître dans les exemples précédons, sur la constance de signe du rayon vecteur r, est une condition qui a généralement lieu dans tous les systèmes de coordonnées polaires, lorsqu on fait varier les angles de manière à pouvoir porter mdistinctement ce rayon dans toutes les directions. Alors les seules variations de signes des lignes trigonométriques, déterminées par les valeurs des angles auxquelles elles appartiennent, suffisent toujours pour déterminer et indiquer la position des points.
103. Les questions que nous venons de traiter dans ces préliminaires sont en quelque sorte les élémens de tous les problèmes qui concernent l’application de l’Algèbre à la Géométrie. Les formules que l’on en déduit sont autant de méthodes générales dont l’usage revient sans cesse, et que l’on ne suppléerait qu’imparfaitement par des constructions particulières qu’il faudrait recommencer pour tous les cas. Mais, pour sentir le prix de ces méthodes, il est nécessaire de se familiariser avec elles par l’usage : c’est pourquoi nous les appliquerons à la recherche des propriétés des courbes et des surfaces du second ordre -, et cet exemple qui fait l’objet du reste de cet Ouvrage, suffira pour montrer généralement comment on doit employer les procédés dont il s’agit.
CHAPITRE IV
Des Sections du Cône.
1 °4. Les courbes du second ordre sont aussi appelées sections coniques, parce qu’on peut les obtenir toutes Cn coupant un cône droit à base circulaire par des plans diversement inclinés. Connue ce mode de génération commun établit entre elles des analogies remarquables , nous l’emploierons pour former leur équation générale. Nous discuterons ensuite les diverses formes 6 courbes résultantes des modifications particulières que cette équation peut subir; et, quand nous les aurons ai usi reconnues avec détail, nous prouverons que toute c °urbe exprimée par une équation du second degré, est nécessairement identique avec une d’entre elles.
io5. Soit (fig. 34) C le centre du cône, ZCO son axe ; Par un point quelconque O, pris sur cet axe à une distance donnée c du centre, concevons trois axes de coordonnées OX, OY,OZ, rectangulaires entre eux, et ont l’un, OZ, soit dirigé suivant l’axe du cône même; appelons v l’angle constant OCB formé avec cet axe par ®ue quelconque des droites génératrices, et cherchons abord à déterminer l’équation du cône avec ces données.
D’apres les définitions précédentes, les coordonnées u oonlre Csont x=o } y=o, z = c; ainsi, les équa- 10 ns d’une génératrice quelconque, menée par ce point, ^font nécessairement de la forme
& == a' Çz y— c) f V (z — c) ,
les coeffieiens a', b', étant constans pour la même générat nce, et variables d’une génératrice à unç autre.
Maintenant, toute génératrice doit former l’angle constant v avec l’axe du cône ; donc, puisque cet axe est ici celui des coordonnées z, on aura par le n° 66 ,
COsit '- i + a' 4 H-ô' 4 ’
ou en faisant disparaître le dénominateur du second membre,
(a' a -+- ô /a ) cos* v = sin* v.
Cette condition subsiste pour chaque position de la droite génératrice ; si l’on en chasse a' et b', en mettant au lieu de ces coefficiens leurs valeurs générales
———, —¥-— , le résultat en x , y, z, ne sera plus parai — c z — c
ticulier à aucune des positions de la droite génératrice , mais il appartiendra à tous les points qui peuvent se trouver sur cette droite lorsqu’elle forme l’angle donné v avec l’axe OZ. Ce sera donc l’équation de la surface conique engendrée par son mouvement. Cette substitution donne
(^ 4 -J- jc 4 ) cos 4 v = {z — c) 4 sin 4 1 / ; équation qui convient à tous les points de la surface conique.
Si l’on voulait avoir l’intersection du cône par le plan même des xy , on n’aurait qu’à faire z nul, ce qui est le caractère de ce plan, et l’on aurait alors (y-f-* 9 ) cos 4 v — c 9 sin 4 v, ou, en divisant les deux membres par cos 4 v, ÿ -f- x 4 = c 4 tang 4 v.
Cette équation ne convient plus qu’aux seuls points situés sur la courbe d’intersection. Elle montre que l a distance de tous ces points à l’axe du cône est constant^ et égale à c tang V, c’est-à-dire que l’intersection est un cercle décrit dans le plan des xy, autour du point O
Dü c 4ne. ,
comme centre, avec c tang v p0U r rayon. En effet, CO «tant représenté par c, et l’ angle ECO par c, c tang v ^présenté le côté OB <1« triangle générateur.
,* Panons maintenant un mode d’intersection plus general. Par le point B, extrémité du rayon OB, concevons un plan coupant IBI, mené perpendiculairement U plan des xz, et formant un angle quelconque BSC ou u avec ]’ axet j u c ô ne> p U] * s> cherchons l’équation de a courbe d’intersection IMBI.
L équation du plan coupant ainsi mené sera la même que celle de sa trace BS sur le plan des xz (pages 106 1 O. Or, cette trace doit passer par le point B, dont s coordonnées sont z~o,y=o, xr=c tang*/: de P US, elle doit faire l’angle u avec l’axe des z; son équall on sera donc
x — c tang v •+ z tang u. (2)
Pour tous les points de l’intersection, cette relation dera subsister en même temps que l’équation du cône. °uc si, entre elles, on élimine z, la relation en x, y, qui en proviendra , appartiendra à la projection de l’intersection sur le plan des xy. Ce sera l’équation analytique de cette projection. De même si, au lieu d’éliminer z, on élimine x, le résultat en y, z, appartiendra a p P ro i e ction de l’intersection sur le plan des zy.
uisgue notre plan coupant est mené par le point B, ous introduirons comme donnée la distance CB, que ous nommerons n. Alors, OB sera a sin v ; OC ou c er a a cos v, et nos deux équations deviendront
(y È + x 2 ) cos a v = (z — a cos v) 2 sin 2 v, (j) x = a sin v z tang u. (2)
ï* courbe d’intersection se trouve complètement dérmmée par le système de ces deux équations, puisque, on se donne à volonté une des coordonnées d’un de
ses points, par exemple J, on en peut tuer aussitôt les valeurs de z et de y qui y correspondent. Mais afin d’étudier plus immédiatement les particularités de sa forme, nous allons la rapporter a des coordonnées rectangulaires prises dans son plan même. Pour cela, portons l’origine de ces nouvelles coordonnées au point B, et comptons la première a/ à partir de ce point sur la trace BS, tandis que la seconde y, comprise dans le plan de la section , sera perpendiculaire a cette trace, et par conséquent parallèle a 1 axe Uï des coordonnées générales. Alors, si nous considérons un point quelconque de l’intersection, tel que M dont les coordonnées rectangulaires primitives sont OP, x-, PQ, z , et QM, y ; il faudra trouver les fleurs de ces anciennes coordonnées en fonction de Q et de QM. Or, cela est très facile ; car, d’abord, la direction des y n’étant pas changée, y est égal à y , en outre, le triangle BPQ donne
BP == x T sin u , PQ x ' cos u »
et puisque OB est a sin v, on aura
x = a sin v — x sin u , z — — x' cos u,
Ces expressions de x et de a satisfont déjà à l’équation (2), parce que la construction même qui nous les a données, exprime que les points M, auxquels elles s’appliquent, sont situés dans le plan coupant IMBI, caractérisé par cette équation. Il ne reste donc plus qu’à les substituer dans l’équation (1), en écrivant aussi y pour y, et l’on aura l’équation de la courbe d’intersection prise dans son plan même. Or, si l’on effectue cette substitution, et que l’on développe l’équation qui en resuite, il reste, après les réductions,
y'*cos*v + x'* sin(u4-0 sin (u — v) — o.x r sin av sin(u-f-^y 0
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faisant varier dans cette équation l’angle u, formé P ar le plan coupant avec l’axe du cône, on peut donner successivement à ce plan toutes les directions possibles, autour de l’arête BC, et reconnaître les diverses formes «lui en résultent pour la courbe d’intersection. Mais la Ser 'f de ces résultats sera plus facile à suivre encore si, lieu de u ou CSB, on prend pour variable l’angle CBS> q u > mesure immédiatement l’inclinaison du plan couc ar,t sur larete CB. Cette transformation est très facile, ar , en désignant ce nouvel angle par i , on a, dans le
tr, angleCBS,
^+1=18o°; d’où u+i/=i8o°—i; u— i/=i8o°—(i-f 2v)- }
et > en substituant ces valeurs dans l’équation de l’inle fsection, elle devient
° s v -f- x sin i sin (ï ai/) — ax ' sin iv sin i = o. (4)
Al 7
to T 8 * P our donner successivement au plan coupant S( ~ es ^ es directions possibles autour du point B, il ira de faire varier l’angle i depuis o jusqu’à i8o°; la Première valeur le dirigeant suivant BC,et la dernière ? ramenant en BR, sur le prolongement de cette même roite après une demi-révolution entière, n ^° nS P rern ' ere supposition qui donne l’angle i Sl U \ alors > les deux derniers termes affectés du facteur ceB 1 f * s P ara ^ ssent de l’équation de l’intersection ; et ^ci, réduite à son premier terme, donne
s ecC^ GSt ^ é( i uatîon d e l’axe des x r . La courbe d’interdir ^ se trouve donc alors réduite à cet axe, c’est-à- II ç ? la ligne BS ou BX', devenue coïncidente avec BC. alors évi ^ ent en effet q ue le Pi &n d’intersection ne fait arêtn ^ toucher la surface conique suivant cette même.
^ons de cette position, et faisons croître l’angle i
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comme le représente la fîg. 35 . Alors le plan IB! commencera à couper la nappe DCB de la surface conique suivant une courbe fermée; et cptle particularité se soutiendra tant que la trace BSX' pourra aller couper l’arête indéfinie CD opposée à CB; c’est-àdire tant que l’angle i sera moindre que i8o°— zv ; car, à cette limite, la trace BX' du plan coupant, et le plan coupant lui-même, deviendrait parallèle à l’arête CD. Jusque-là, les angles i et i - 1 - au, seront l’un et l’autre moindres que 180 degrés ; ainsi, leurs sinus seront positifs > d’où l’on voit que, dans l’équation de la courbe d’intersection, les coefliciens des termes en y 2 et x' 2 , seront de même signe. Cette courbe prend alors le nom d’ ellipse; elle comprend, comme cas particulier, le cercle, qui s’obtient lorsque i ~ 90° — v ; et elle se réduit à un simple point, lorsque a est nul ; c’est-à-dire quand le plan coupant est mené par le centre du cône même; car alors, l’équation ne contenant plus que ses deux premiers termes, qui sont tous deux positifs, ne peut être satisfaite qu’en faisant x et ÿ nuis tous deux à la fois ; ce qui est l’équation de l’origine.
Ceci nous conduit jusqu’à la limite où i = 180°—
A ce terme, la trace BX' du plan coupant devient parallèle à l’arête CD (fig. 35 ) ; et la courbe d’intersection ne trouvant rien qui la termine, s’étend indéfiniment dan* ce sens ; mais elle est toujours située tout entière sur 1* même nappe du cône ; car le plan coupant étant parallèle à la génératrice extrême CD, ne rencontre pas la napp e opposée, qui est limitée par le prolongement de cette même génératrice. Dans ce cas, sin (i -f- ay) devenait nul, le terme affecté de a/ 3 disparaît dans l’équation & la courbe d’intersection; et celle-ci prend alors le nof* 1 de parabole. Lorsque a est nul, c’est-à-dire lorsque le plan coupant est mené par le centre C du cône, elle ^ réduit à une simple ligne droite, qui est l’arête C*'
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a!r, m t" C - E " t,ans ce <* s > liquation ne conteant plus que son premier terme, ne peut être satisfaite 1 on faisant^ =0; ce qui est l’équation de l’aie des x'.
fcnfm, le plan coupant continuant de s’incliner sur la S neratnee BC, commence à rencontrer les deux nappes O la surface conique, fig. 36 . Alors l’angle i surpassant ai/, la somme i + 21/ surpasse 180°, et par conquent, son sinus est négatif. Le coefficient de dans équation de l’intersection, se trouve ainsi négatif, par usequent de signe contraire à celui de y'\ Dans ce cas, courbe d intersection s’étend indéfiniment sur les deux a Ppes de la surface conique, et prend le nom d’hyperb oie . ^dernière limite de ce genre de courbe s’obtient lorsque
sîT 1 j CG qU ‘ dir ‘ Se Ce p,an cou P ant suivant BR. Alors t 1 devenant une seconde fois nul, l’équation de l’inr section se réduit à son premier terme, et donne
est-à-dire qu’elle se réduit à l’arête BG elle-même,
au me dans Ie P rem »er cas que nous avons considéré « commencement de cette discussion.
Lorsque a devient nul, c’est-à-dire lorsque le plan Upant est mené par le centre du cône, les relations es angles « et v étant toujours celles qui conviennent des hyperboles, c’est-à-dire telles que le plan coupant contre les deux nappes de la surface conique, alors t quatum de l’intersection perd seulement son dernier réJ* 16 ’ Ct le coefficient de *' a devenant négatif, elle se sout en deux facteurs linéaires réels, qui sont y cos y —. x ' S in t s ; n ÿ .q. 2|; ) Q f j-p y cos v + x r y/— sra 1 sin (i -j- 3^) = o.
H ée G re P r f sent e ^ors le système de deux droites me- ‘nêl^ 1 °. riglne des x '>y'> qui se trouve être le centre trie dU CÔUe ' CeS deUX droites sont les deux générait !i S ° PP ° sëes ’ suivant lesquelles la surface conique ai0rs coupée par le plan de la section.
DES SECTIONS DU CÔNE
En résumant cette discussion, elle nous conduit à établir les conséquences suivantes.
Lorsque Von coupe un cône droit à base circulaire,par
desplans diversement inclinés sursonaxe,on obtientpour
intersection trois espèces de courbes distinctes ; savoir, des courbes fermées et rentrantes sur elles-memes, qui s'appellent ellipses; des courbes indéfiniment étendues dans un seul sens, qui sont nommées paraboles; enfin, des courbes étendues indéfiniment dans deux sens opposés,et formées de deux branches séparées et distinctes; ces dernières reçoivent le nom d’hyperboles. Le premier genre d'intersection, l'ellipse, comprend, comme cas particulier, le cercle et le point ; le second, la parabole , comprend une ligne droite unique, ou, pour parler plus exactement, la réunion de deux di cites parai lèles; enfin, le troisième genre, l'hyperbole, comprend le système de deux droites, qui se coupent .
L'équation (3), qui représente ces divers genres d'intersection , donne des ellipses , des paraboles ou des hyperboles, selon que le coefficient de x a est positif, nul ou négatif, celui de f étant positif La nature de la courbe ne dépend que du signe de ce coefficient.
rvous allons maintenant discuter en particulier chacune de ces classes de courbes. Nous déduirons de l’équation générale, modifiée pour chacune d’elles, leur position , leur forme, leurs caractères,leurs particularités; no us* les comparerons ensuite les unes aux autres, pou'' découvrir leurs propriétés communes.
Du Cercle.
io5. En coupant un cône droit à base circulaire par un plan perpendiculaire à son axe, et mené à une distance c de son centre, nous avons eu pour l’équation de l’in" tersection
je* -4-y* = tang* v ,
l°eUreR rePléSentant ^ pr ° duit C tang v P ar une seule
Dans cette équation, les coor donnée s x,y } son t rec- •«egulaircs (11g. 38 ). Ainsi, VWy exprime U*. lance il un point quelconque de la courbe à l’origine des coordonnées. L’équation précédente montre q ue cette «'stance est constante; elle indique donc, par ce carace » e, qu’en effet la courbe proposée est une circonférence e cercle dont le centre se trouve placé à l’origine des ordonnées : cette seule propriété suffirait pour dé- 'ré cette circonférence; mais on peut de même, d’a- ™ 1 «quation , déterminer toutes ses autres propriétés 1 toutes les circonstances de son cours.
Par exemple, si l’on veut connaître les points où elle j °P e 1>axe des 'I suffit de faire ce qui est
«ordonne 6 ^ *““• CGt 3X65 aIors lequa-
Ce qui nous apprend que la courbe coupe l’axe des a; n deux points différens, situés de part et d’autre de ^origine des coordonnées, et à une distance R de l’axe
De même, en faisant x=o, on aura les pointa où la rbe coupe l’axe desj, : cette supposition donne
'«s, ces p „i nta TOnt au nombre de deux, situés de et d autre, et a une distance R de l’axe des x.
i »C,éd SU,ïre '* ™ rCl, ° de courbe dans les Point, «rmediaires, prenons en général la valeur de v * e sera J >
* deux valeurs de y étant égales et de signe, eon-
traircs , la courbe est symétrique au-dessus et au-dessous de l’axe des x.
.Si l’on suppose x positif, les valeurs tant positives que négatives de y iront en décroissant depuis x-=.o, qui donne y — rh R , jusqu’à x = -f- R , qui donne y=0. Si l’on fait x plus grand que R,yr devient imaginaire; ce qui montre que la courbe ne s’étend pas, du côté des x positifs, au-delà de l’absèisse xzx. -j-R.
Les mêmes résultats se reproduisent en sens contraire du coté des x négatifs ; et l’on voit de même que la courbe ne s’étend pas, de ce côté, au-delà de l’abscisse x— —R. Elle est donc également symétrique de part et d’autre de l’axe des^, et elle est limitée sur les deux axes à la distance R de l’origine.
L’équation proposée peut se mettre sous cette forme
R 4-a: et R —x sont les deux segmens dans lesquels l’ordonnée y coupe le diamètre : cette ordonnée est donc moyenne proportionnelle entre les deux segmens.
107. On trouve de même que deux cordes, menées des deux extrémités d’un diamètre à un même point à e la courbe, sont perpendiculaires l’une à l’autre. effet, si, par le point B', pour lequel y=0 et x=. —R' on mène une ligne droite inclinée d’une manière quel" conque, elle aura pour équation
Si par le point B, pour lequel ^=0 et ’
on mène une autre droite pareillement inclinée d’u° e manière quelconque, elle aura pour équation y =: a'(x — R).
Ces droites ainsi menées arbitrairement, pourrait se rencontrer dans un point quelconque ; mais, si 1 ^ veut que leur point d’intersection se trouve sur la clf
DU CERCLE. ijj
conférence du cercle, il faudra que leurs équations subsistent en même temps et avec celle de cette circonférence, c’est-à-dire qu’elles soient satisfaites par les , mes val eurs de y et de *. Cette supposition donne rois équations entre ces deux variables, et par conséquent une de plus qu’il ne faut pour les déterminer.
n pourra donc, en éliminant ces variables, parvenir ® une équation qui ne les contiendra plus, et qui devra ctre satisfaite pour que les deux droites puissent se couper sur la circonférence : cette équation sera évi comment entre les quantités a et a', qui déterminent * e ur direction.
Pour l’obtenir, il faut donc combiner ensemble les tr ois équations
Ce manière à en chasser a? et y. On y parviendrait sans Coûte en prenant les valeurs de ces deux variables dans es deux premières équations, et les substituant dans a troisième; mais on arrivera plus simplement au Çieme but, en multipliant d’abord les deux premières équations membre à membre; ce qui donne y- = aa' (x 8 - R*).
l ds, divisant ce résultat membre à membre, par l’éqcation du cercle
**ors les variables x , y, disparaissent, et il reste aa' = — î, ou aa! + 1 = o.
Q r ’ d’après le n° 5o, cette relation entre les coefficiens et a', est celle qui est nécessaire pour que deux droites euées dans un même plan soient perpendiculaires ctre elles. Puis donc que cette relation a lieu entre S droites qui sont menées par les extrémités opposées 7 * Edition.
d’un môme diamètre, et qui se rencontrent sur la circonférence , on en doit conclure qu’elles sont perpendiculaires l’une à l’autre.
108. On voit, par cet exemple , que lorsqu’on doit combiner ensemble plusieurs équations pour en éliminer certaines quantités, il est quelquefois possible d’abréger l’opération par des procédés plus ou moins ingénieux ; mais, en profitant de ces artifices pour rendre les calculs plus élégans et plus simples, il ne faut jamais voir , dans les changemens qu’ils opèrent ; que le résultat et l’effet de l’élimination.
Et comme les divers procédés que l’on peut empl oyer pour éliminer, introduisent quelquefois des facteurs étrangers à la question, ou en font disparaître , il faudra s’assurer que l’on a réellement trouvé le nombre de facteurs convenable, ce qui sera toujours indiqué par le nombre et le degré des équations entre lesquelles on a dû éliminer.
1 09. Par exemple , dans le cas précédent, si l’on eût d’abord cherché directement les valeurs de y et de a?, au moyen des deux premières équations qui appartiennent aux deux lignes droites, l’élimination aurait donné
a a naa' _
En substituant ces valeurs dans l’équation du cercle, et réduisant tous les termes au même dénominateur,
aa! ( [aa' -f. 1) = o.
Cette équation peut être satisfaite de plusieurs ma' uières. D’abord, en faisant aa -f- \ = o, ce qui donne le résultat que nous’avons déjà obtenu par l’autre marche ; secondement, en faisant o=:oou a' =0, ce qui si' gnifie que, si l’une des deux lignes est dirigée suivant l’axe des x, l’autre ligne peut être menée suivant
telle direction que l’on voudra. 11 est visible, en effet, ( l«e dans cette dernière supposition , les deux droites se couperont toujours sur la circonférence du cercle , puisqu elles se rencontreront à l’extrémité du diamètre* ^ais cette solution, quoique vraie, était étrangère à ta propriété que nous voulions découvrir : c’est pourquoi nous avons pu no,us dispenser d’y avoir égard.
1 io. En général, en suivant la marche que nous vouons d’indiquer, on déduirait de la seule équation du Çercle toutes les propriétés que démontre la Géométrie élémentaire; et la raison en est, que ces propriétés sont 1 os résultats de sa définition, dont l’équation proposée U est que la traduction analytique.
Réciproquement, en partant d’une des propriétés caractéristiques que nous avons démontrées , et repre- Uant d’une manière inverse la marche que nous avons s uivie, on retomberait sur l’équation du cercle, si cette Propriété ne convenait qu’à lui seul ; auquel cas, elle serait équivalente à sa définition. Cela arriverait, par exemple, si l’on demandait que l’ordonnée fût moyenne proportionnelle entre les deux segmens, ou que les
boites menées desdeux extrémitésde la ligne BB',fig. 38,
®c coupassent a angles droits sur la courbe ; mais on ne ^viendrait pas jusqu’au cercle, si l’on choisissait quelque autre propriété qui convînt en même temps à autres lignes. Par exemple , il ne suffirait pas de demander que la courbe fût symétrique au-dessus et auess °us de l’axe des x , ou qu’elle passât par les quatre j° ,nts B > ® > D > D' ; parce que , bien que ce soient là propriétés du cercle, il peut y avoir, et il y a en et > d’autres courbes qui en jouissent également, j 111 • La forme que nous venons d’examiner n’est pas seule sous laquelle se présente l’équation du cercle ; e change avec la position de l’origine des coordonnées. ’ par exemple, au lieu de compter les abscisses du
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point A, nous voulions les compter «le l’extremité B du diamètre BB', et toujours dans le même sens, alors, pour un point quelconque M , dont l’ancienne abscisse serait AP, la nouvelle serait B'P ; et, en nommant x ces dernières, on aurait
Substituant cette valeur de x dans l’équation y» + x* = R 3 ,
elle deviendra
y* -j- x'* — aR.r' = O-
Dans cette équation ,x'=o donne y = o, parce que l’origine des coordonnées est un point de la courbe. En suivant la marche des valeurs qui en résultent pour les coordonnées des autres points, on reconnaîtrait parei lement qu’elle représente une circonférence de cercle , et Von en verrait naître les diverses propriétés.
Ainsi, -y* exprimant la distance MK d’un
point de la courbe à la nouvelle origine B' , et le carré de cette distance étant, d’après l’équation même, égal au produit du diamètre aR par l’abscisse x ou B'P, on reconnaît cette propriété de la corde, d’être moyenne proportionnelle entre le diamètre et l’abscisse correspondante.
La forme sous laquelle nous venons de mettre 1 équation du cercle, est celle sous laquelle on la déduirait de l’équation générale dans laquelle nous avons embrassé toutes les sections du cône , page 171; car, da«s cette équation, l’origine des coordonnées est pareille' ment placée sur un des sommets de la courbe. En effet; pour que l’intersection soit un cercle, il faut rendre . plan coupant perpendiculaire a laxe du cône, ce *1 ^ exige que l’on fasse i v = 90° , ou i = 90° v d&*^ l’équation dont il s’agit; ainsi particularisée, elle deviez y^cos* v -f- x'* cos*v —ax sin 2» cos v = o.
0>mm e sin au est égal a a si,, „ cos v> tous , es term<s
? ‘ divisibles par cos*v; effectuant donc cette réducl, °n, a reste
y'* 4- a/ a — 2 ax' sin v = o;
Quation identiquement la même que celleà laquelle nous enon, d arriver tout a l’heure ; car, d’après la fig. Si etan J a distance CB comptée sur l’arête extrême du 'une, laquelle forme l’angle v avec son axe, le produit in v représente évidemment le rayon OB de la secn circulaire que nous avons désignée depuis par R.
‘oi iour/T 1 ' 011 ^ une circonférence de cercle doit u,ou. s exprimer que la distance des points de la urbea^ point donné est constante -, elle doit touours se rapporter à la formule que nous avons donnée dl 9> -’ P “ Ur ,a distance de deux points. Si
donc x,y , représentent les coordonnées du centre de circonférence , R son ravon et j: v I j d“un onplfvtnrv.wa^ a 7 ’ et x >y > les coordonnées
un quelconque de ses points, on aura toujours
elle est par conséquent l’équation la plus générale de la circonférence du cercle rapportée à des axes recplaeev“' reS ' L or, 8 ln 'des coordonnées ne se trouve plus
eentre ' C '’ ans ' es exemples précédens, au
ntre meme du cercle, ou sur un point de sa circonence, mais en un point quelconque de son plan
Coune V iSan V = ° ’ P ° Ur aTOir Ie p° int 06 !» courbe u P e ^ axe des x , on trouve
x = x'±]/&z:ÿr.
WdS:» z:r avoir Ies poin,s oi c,ie «■*
y=y'± v/rïIZ^î.
1 première de ces expressions devient imaginai™
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quand ÿ est plus grand que R, et la seconde, quand x r est plus grand que R. En effet, si les distances x', y', du centre du cercle aux axes des coordonnées surpassent le rayon de ce même cercle, il ne rencontre point ces axes; et, selon le signe propre des coordonnées x', y ', de son centre, il se trouve placé, par rapport à eux , comme il l’est dans une des figures 3 g , 4o, 4i, 4a.
113 . En général, les diverses positions dans lesquelles une courbe peut être placée relativement à l’origine des coordonnées, font paraître son équation sous diverses formes, qui peuvent toujours se réduire les unes aux autres, puisqu’elles né sont jamais que l’expression analytique de sa définition. Celle que nous venons de donner ici à l’équation du cercle, est non-seulement la plus générale, mais c’est encore la plus commode à employer, parce qu’elle fait immédiatement reconnaître les élémens nécessaires à la construction effective du cercle ; savoir, les coordonnées de son centre et son rayon. Aussi, lorsqu’on veut voir si une équation du second degré se rapporte à un cercle, et à quel cercle elle se rapporte, il n’y a rien de mieux à faire que d’y compléter les carrés des termes qui contiennent les variables ; et de voir si, par cette modification, ou peut la ramener à la forme précédente. Par exemple, si l’on supposait l’équation
A y* + By *+• Ax a + Gr = D, on commencerait par diviser les deux membres par A, et, en complétant les carrés des termes variables, on verrait qu’elle peut se mettre sous la forme
C a 4- 4 AD 4 A a
Alors, on en conclurait qu’elle représente un cercle ayant pour rayon , et dont le centre
••t placé en un point qui a pour abscisse- — , pour
B aA 1
ordonnée — —. Ce cercle se trouve donc ainsi déliai
Par les valeurs numériques de ses élémens, puisque les coefficiens A, B, C, sont supposés des nombres connus; e on pourra immédiatement le construire en appli- 9 ü ant a ces coefficiens ainsi qu’aux nombres inconnus X >y > les principes d’homogénéité établis dans le n° 6 .
Ici, les deux coefficiens de y 1 et de étaient égaux : «Opposons maintenant qu’ils soient inégaux, et que l’on ai t, par exemple,
By -f- A'x* -f- Cx = D ;
a Ws, en considérant à part les termes en y qui peuvent «e mettre sous la forme A ^y a -f- —. y ^ ^ on ve rra aisément qu’ils se changeront en un carré, si l’on ajoute «mtre les parenthèses^.; les termes en x, considérés de même, deviendront d’abord A' ^.r a -f- > e t se changeront en un carré, si l’on ajoute entre les parenthèses Alors, par compensation, il faudrait ajouter au second membre les termes A. , ou — } e t
4 Ï 77 ’ OU 4Â 7 ’ dc sorte 1 ue l’équation ainsi ttans- ^ 0r mée, deviendra
r > soit qu’on divise les deux membres par A , A' ou P ar toute autre constante quelconque, on ne pourra |arna| s réduire le premier membre à exprimer que le Carr é de la distance de deux certains points, est cona *»te, puisqu’il faudrait, pour cela, que les carrés
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des termes en y et en x eussent un même coefficient qui pût être enlevé par la division. L’équation proposée ne peut donc pas représenter une circonférence de cercle; en effet, on verra plus tard qu’elle appartient à une ellipse, si les coefficiens A et A' sont de même signe; à une hyperbole, s’ils sont de signe différens; enfin, à une parabole, si l’un d’eux devient égal a zéro. ii 4 . Reprenons maintenant l’équation la plus simple
du cercle,
et cherchons à former l’équation d’une droite qui lui soit tangente. Pour cela, nommons x",y", les coordonnées du point de tangence : on aura entre elles la relation x" 3 4. — R a .
La tangente étant une ligne droite et passant par ce point, son équation sera de cette forme , y — y” = a(x — x").
Il ne reste plus qu’à déterminer a.
Pour cela , nous considérerons la tangente comme une sécante dont les deux points d’intersection avec la courbe se réunissent en un seul, et nous emploierons cette propriété pour la définir.
Cherchons donc généralement les coordonnées d’intersection d’une sécante quelconque avec la circonférence : ces coordonnées doivent satisfaire simultanément pour x, y, aux trois équations précédentes ; car les points auxquels elles appartiennent se trouvent en même temps sur la circonférence et sur la droite. Il faut donc combiner ces équations ensemble, pour en tirer Ie s valeurs des coordonnées par l’élimination. Or , en re' tranchant la seconde de la première, il vient y 3 —/' 3 -f- X a — X " 2 = O ,
ou (y + y") ( y —/') +(* + *") (* — *") ~ °* Mettant pour y sa valeur y" + a (x — x") , tirée de l’équation de la droite, on a
"V ^HOUS. 2 gy.
cln a K +a - (*- x ") + *+ *’} (x -*») =o.
Cette équation donnera généralement deux valeurs
penve’„rr ' J y ■\ ê f n t aIeme '“ de “ points qui Peuvent etre communs a la droite et au cercle : une de 5es racines est
d “oi U J,do U »ée étant SUbStilUée da " S réquali ° n de Ia „ y —y" ;
Pfce qnen effet le point, dont les coordonnées sont
fa.,» r . e,td T commun 4 •» dr °ite et au cercle : e facteur étant égalé séparément à zéro, donnera zay" -f- c a (x — x") -f- x + x" = 0 .
C^ U !t éqU ï“ n / era oouuoiire l’autre valeur de x,
ma Yr,! 1 ; SCCOnd P°' nt d’intersection S? ■> faudra, pour cela, que n soit donné, c’cst-à-
aent’en U eff a , “‘‘“"a ' aSéCantC “ il <=»""»0i *
l’une de p!lr° eS S ° nt ‘^"d^s
Dans la recherche qui nous occupe, nous ne conaissons pas la direction de la tangente , mais nous savons qu ehe doit être telle, que les deux points d’inter, ^etmn se réunissent en un seul : en sorte que, si l’on J-onnaissait la valeur de a qui lui est propre, et qu’on VaI /“ d “ nS l ’ <;,|uatlo, ‘ précédente, la seconde tair Ur C ® ^ ue cette équation détermine, serait cer- ^ttement x , comme la première. Par conséquent, si d ent "j® °, nS * au 1,eu de x dans l’équation précé ente ? Valeur de a, qui en résultera, sera nécessaire-
tion f C t G e qUl a C ° nV : ent à la tan g ente * Cette substituée r i a , ' Paraitre Ie terme multi P lié P ar «“î l’équation réduit ainsi au premier degré, et devient
+ 2x" = o; dW,
Cette manière de déterminer a , en éludant la résolution de 1 équation qui contient a*, pourrait donner lieu, en apparence, à quelque difficulté; car si l’on résolvait directement cette équation qui est du second degré , en désignant par a et a" ses deux racines , on
trouverait
Si, dans ces expressions , on suppose x == x" pour les approprier particulièrement à la tangente, le numérateur et le dénominateur de a' deviennent nuis en même
temps; ce qui donne a' = -• Mais , dans a", le dénomio
nateur seul devient nul; le numérateur se réduit à
— 2 y" ; et il en résulte a" =-— ; valeurs qui ne
semblent pas s’accorder avec ce que nous avons trouvé par la première méthode.
Pour résoudre cette petite difficulté, occupons-nous d’abord de a'. Si nous multiplions le numérateur et le dénominateur de la fraction qui l’exprime, par le facteur y" \/y"* — (x -f- x") (x — x''), cette multiplication ne changera rien à sa valeur ; or, par ce moyen, on trouve
{x—x") f y" -h V y ,a — (r-Hx") (x — x*)} ou en réduisant
(x - x") (/ 4 - Vy"' - (x + x*) (x-x*)' Cette opération a donc fait disparaître les y'" du nu' mérateur ; de plus, les deux termes sont devenus div»'
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•ibles par x — x'; effectuant cette division qui simpli* fie a ', il reste
y" + Vy" % — O + x") (x — x") ’
Si maintenant, dans cette expression ,on fait x = x", les
deux termes delà fraction ne deviennent plus —, mais ils se réduisent à — 2x"et 2 y" •, de sorte que l’on a , x"
Cest précisément la valeur que nous avions trouvée par notre première méthode.
On voit, par cette analyse, que si la valeur de a' s’est
d’abord présentée sous la forme c’est parce que le
numérateur et le dénominateur de la fraction qui l’exprime, contenaient implicitement le facteur x — x" , ^ui s’évanouit quand x = x". Mais, la transforma- •°n que nous avons fait subir à cette fraction, ayant e Acteur x—x" en évidence, nous avons pu l’en dégager; après quoi les deux termes de la fraction ne se sont plus évanouis. L’analyse offre souvent des exem- P es de quantités qui se présentent ainsi sous la forme
6 o ’ ma ’ s c es t toujours par l’effet d’une combinaison
Analytique pareille à celle que nous venons de déve- ®pper. Et alors, comme dans le cas actuel, on ne peut tenir la véritable valeur de ces quantités, qu’après eh * Voir dégagé les facteurs communs, qui leur font prendre Ce tte forme en s’évanouissant.
Examinons maintenant la seconde valeur de à , que n ° ü5 avons désignée par a". Celle-ci se réduisant à
oy
quand X= x", il s’ensuit qu’alors — s est nul. Or
j? est la cotangente de l’angle dont a” est la tangente
trigonométrique. Cet angle ayant sa cotangente nulle, est donc égal à 90°, et par conséquent la seconde valeur de a appartient à une ligne droite perpendiculaire * l’axe des x.
Ce résultat, quoique étranger à celui”que''nous nous e 10ns proposé d’obtenir, est cependant une conséquence des conditions analytiques que nous avons établies. En efiet, nous avons écrit d’abord que la sécante était une ligne droite menée par le point de la courbe dont les coordonnées sont x\y". Et comme nous avons trouvé que cette sécante avait encore avec la courbe un autre point d’intersection, nous avons voulu que ce second point coïncidât avec le premier. Mais nous n’avons écrit cette coïncidence que pour les abscisses; car nous'avons dit que l’abscisse de ce second 'point, était aussi égal a x , sans rien prononcer sur son ordonnée, qui n’entrait point dans notre équation. La résolution générale de celle-ci devait donc, outre la tangente, nous donner aussi une ligne droite perpendiculaire à l’axe des x , puisque cette droite satisfait évidemment aux conditions imposées, de passer par le point donné de la courbe dont 1 abscisse est x , et de la couper encore dans un autre point dont l’abscisse est encore cette même valeur.
Dans la première méthode, 0Ï1 nous évitions la résolution de l’équation du second degré, nous faisions disparaître le terme a*(x — x"), en faisant x __ x „ nuT . Nous exprimions par là que la droite ou les droites que nous voulions obtenir étaient celles qui satisfaisaient aux conditions d’intersection exigées, et pour lesquelles en outre la valeur de a n’était point infinie. Cette limitation restreignait l’équation aux seules valeurs de a, qui pouvaient donner des tangentes à la courbe. Et le résultat n’ayant donné qu’une valeur unique, il s’en-
suit que pour chaque point donné de la circonférence «un cercle, la tangente est unique aussi. On Toit, par cette discussion, que la première méthode était aussi exacte que l’autre; mais elle était en même temps plus elegante et plus directe. r
U 5 . La valeur de a étant déterminée, il ne reste Plus qu’à la substituer dans l’équation de la tangente, HUi devient
,a ^cdinsant, et observant que les coordonnées x" appartiennent à un point de la circonférence du cercle, P eut lui donner cette forme très simple, yy" - frx'=R>.
La valeur que nous venons de trouver pour a étant
ZT ’ ? GnSUit ? U>il n ’ y a > P° ur cha( î ue Voint de la
Urbe, quune seule droite qui jouisse de la propriété Pfr laquelle nous avons défini la tangente : on peut i eurs s assurer a posteriori , que cette définition est acte : car la droite qui en résulte est tout entière hors u cercle, excepté dans le seul point qu’elle a de commun avec lui.
Cela se voit très simplement au moyen des équations
ont 1 un appartient à la tangente,et dont Pautre signifie H e | e point de tangence est sur la circonférence du a„’ i Sl l 0n douLle la P rem *ère de ces équations, et ^ on la retranche de la seconde, il vient
y"' — uyy n + x"* — 2 xx"==—R\
+ f à chacun des deux membres, le UItat pourra se mettre sous la forme
^ —ÿY + (-r— = x 2 J- v a — R y
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Le premier membre de cette équation nous donne ainsi la valeur de x a — R* pour tous les points qui sont situés sur la tangente. Or, puisque cette valeur est la somme dp deux carrés, elle est toujours positive, excepté lorsque ces carrés sont nuis; ce qui donne x==x et y=zy*. Par conséquent, tous ces points, excepté celui de tangence, sont hors de la circonférence du cercle; car, dans l’intérieur de cette circonférence, on a .r a -4-\) a — R a <^o; sur la circonférence même, x % +y' a — R a = o; et au dehors, x 2 -f- y* — R a > o.
116. Une ligne droite menée par le point de tangence perpendiculairement à la tangente, se nomme une normale . Si nous supposons pour son équation y— ÿ' — a'^x — x'),
la condition d’être perpendiculaire à la tangente donnera
ad -f- 1 =: o , ou d .
Ainsi l’équation delà normale est pour le cercle,
ou en réduisant,
yx" —y”x = o.
Cette ligne passe dpnc par l’origine des coordonnées > qui est içi le centre du cercle ; d’où l’on voit naître cette propriété connue dans les çlémens de Géométrie > que la tangente à la circonférence est perpendiculaire à l’extrémité du rayon qui passe par le point de fa»' gence donné sur la circonférençe ; regardons-le main" tenant comme inconnu, et proposons-nous de le déter' miner de manière que la tangente passe par un point donné hors du cercle. Soient x', y' , les coordonnées de ce point ; puisqu’il doit être sur la tangente , il doit
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‘«faire à l’équation de cette ligne; ce qui exige qu’on ait
0I * a, de plus, ' '
ni y Tf° m sery ! r ° nt h déterminer les coordone s X , y du point de tangence en fonction de R des coordonnées du point donné. En snbstiJ
oeUs H^ va l eurs dans 1 équation de la tangente et dans d t la “ 0rm ale, elles seront entièrement détenni- , ’ et .satisferont aux conditions demandées. don,r C<I f Uat,0 ” S PJ^entes étant du second degré, Sonneront pour m et y deux râleurs. U en résultera P conséquent deux points de tangeuce, et l' on pourra
Pointdo a n„r r t0nSen ‘ eS ** P“ sseront P» le
1 î eu ^effectuer directement cette élil’ extr f • ’ et ? e calculer les valeurs de x" et de y" par Xtract.on des racines carrées, il sera plus élégant et
losée™v t de CWHer " déJuire des Quation! pro fen • autres équations équivalentes, mais faciles à
>esentcr par la Géométrie, et dont la construction nne immédiatement les valeurs cherchées. En effet ZZ TT Pe d ^ ,gèbre ’ ** P « P-t substituera' ’•=» d“dutnt eux cquat,ons deux autrcs ri
Or, si p on rctranche Ia première équation de la seuue, on trouve
ré,, y"‘-y'y"+x“-xx'=o ;
P**»* <i m Pe«‘ être mis sous la forme
^“" Plr r T l 't IUation Ia P lus générale du de1'n,! <UnS art ' C 0 “ a,on ,oit 1 ue le point
gence qui a pour coordonnées x', y", x . troure
sur une circonférence de cercle dont les coordonnées du
centre sont et dont le rayon est \J ———
Cette circonférence a donc pour diamètre la distance du point donné au centre du cercle , ou \/x ' 2 -f- y 2 .
Or, le point de tangence doit se trouver sur la circonférence du cercle donné, et dont l’équation est
y ' 2 + x " a __ Ra
Il se trouvera donc en même temps sur ces deux circonférences, et sera conséquemment donné par leur intersection ; ee qui est en effet la construction que l’on indique dans les élémens de Géométrie. De plus, les valeurs de x" et de y" seront doubles, puisque, d’après leurs positions, ces circonférences se couperont en deux points; et ainsi, il y aura généralement deux points de tangence.
Cette construction indique même les cas où le problème devient impossible : ce sont ceux où le point d’oïl l’on propose de mener la tangente , serait intérieur à la circonférence du premier cercle, car alors les deux circonférences seraient intérieures l’une à l’autre, par conséquent ne se couperaient pas.
Cette circonstance est également indiquée par Pana" lyse, car, si l’on élimine x" entre les deux équations (0 y'y" + X x" — W, y" 2 -f- x" 2 = R a , (?)
^n trouve , pour déterminer y", l’équation
y" 1 (x' 2 -f- y 2 ) — rtyy = R a (x 2 — R a ), qui, étant résolue par rapport à y ", donne, après l gS réductions,
ou, en faisant sortir les facteurs carrés de dessous I e radical,
af'+y*-jf>+y.v*
«t cette valeur étant substituée dans 7 !; l| on, entre x" et y, il en résulte
première équa-
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Or, les coordonnées x% x", et y", y", ont pour valeur les expressions que nous venons de trouver dans le n° 118 en appliquant le signe supérieur des radicaux a un des points de tangence, par exemple, à M , et le signe inférieur à l’autre, par exemple, à M*. Donc, lorsqu’on formera leurs différences, le terme commun aux deux racines disparaîtra, et l’on aura
de là on tire
et, en substituant cette valeur dans l’équation de 1 » corde menée par les deux points, elle devient
ou, en faisant disparaître le dénominateur du second
membre, , , , H
yy' + xx z^yy"-*rx x .
Mais le point dont les coordonnées sont y, x", étant un point de tangence, ses coordonnées satisfont à l’équation (t), page 193. D’après cette équation f ÿy" x'x. est égal à B. a j ainsi, l’on a, pour l’équation de la corde» yy< 4 **»<:z=R*-,
c’est-à-dire qu’elle est la même que celle delà tangente» en remplaçant dans celle-ci x" par x, et y" par y.
On aurait pu découvrir cette relation directe mep*’ et sans recourir aux valeurs effectives des coordonnées des points de tangence. Pour cela, représentons généré lement l’équation de la corde par
hine i ? déte ™ i "^ ; » on la corn-
mne arec 1 équation du cercle
elle devra donner, pour racines, les coordonnées des eux points de tangence qui lui sont communs avec le fercle; ainsi, les valeurs de ces coordonnées, désignées ■ci généralement par x,y, devront être les mêmes que c es des x , y , données par les équations (i) et (2) ur, dans l'un et l'autre système, l’équation du cercle est de meme forme. Donc, pour que les résultats de élimination s accordent dans ces deux systèmes, il audra que 1 équation de la droite soit aussi de même orme, en changeant les x" en x, et les y" en v; d’après
cela, cette équation devra donc être P
yy +xx'= R a ,
comme le calcul effectif nous l’avait donné.
d’unü * UI Tx t PU i eDCOre P arvenir à cette conclusion maniéré plus analytique et plus directe 5 en effet. Puisque les équations
<*>nt combinées par l’élimination, doivent donner pour et y les coordonnées des deux points de tangence, il y a qu a construire le lieu géométrique qui représente haeune déliés, en y considérant x",/, comme valables, et tes points cherchés seront déterminés par mtersecuon de ces deux lieux. Or, en les considérant
6 ****** le <* rcfe s-r lequel effet les deux points de tangence se trouvent tou-
O. ■ P . re “' Cre r ;prése,Ue U "C üg-e droite dans
Snelle r* * y sont les'
Soient a et b les coordonnées d’un point quelconque situé sur cette corde ; les valeurs de a et de b devront satisfaire à l’équation qui la représente, c’est-à-dire qu’on aura
bÿ •+■ ax ~ R a . ( 3 )
Maintenant, concevons que l’on fasse varier la position du point M' auquel les coordonnées x ', y', appartiennent, et à partir duquel les deux tangentes sont menées. Il en résultera deux autres tangentes, deux autres points de tangence, et une autre corde différente de la précédente. Mais, parmi toutes les positions nouvelles que l’on peut ainsi donner au point M', il en est une infinité qui sont telles, que la corde menée par les points de tangence passera encore par le même point dont les coordonnées sont a et bÿ et ces positions sont toutes celles dont les coordonnées satisfont pour et à l’équation ( 3 ). Or, en y regardant^' et x 7 comme variables, et a et b comme constantes, cette équation représente une ligne droite qui rencontre l’axe des x à R*
une distance de l’origine égale à -g-, et l’axe des y
Ra
à une distance de l’origine égale à — ; de sorte que
l’on peut aisément la construire quand a et b sont connues. Donc, si de tous les points de cette droite on mène deux tangentes au cercle, et que, pour chaque couple pareil, on trace la corde qui passe par les deux points de tangence, toutes ces cordes se couperont ai» point dont les coordonnées sont a et b.
121. Si, par ce point d’intersection, et par le centre du cercle, on conçoit une ligne droite, l’équation de celle-ci sera
Or ; dans l’équation ( 3 ), mise sous la même forme',
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coefficient de x' est — c’est-à-dire qu’il est l’inverse du précédent, avec un signe contraire; d’après ce caractère, les deux droites que ces équations représentent , sont perpendiculaires l’une à l’autre.
De là résulte une construction bien simple pour trouver la droite, qui contient les sommets des couples de tangentes, quand on connaît le point de concours des cordes, et réciproquement. En effet, soit O ce point ( «g. 43). S il est donné, tirez du centre du cercle le iayon CO, que vous prolongerez indéfiniment. Par le Pomt O, menez une corde perpendiculaire à ce rayon, par les deux points M", M w , où elle coupe le cercle, tdenez deux tangentes qui iront couper en un point Quelconque M', le prolongement du rayon CO. Ce point ^ appartiendra évidemment à la droite cherchée LL; ors il ne restera plus qu’à mener cette droite perpendiculairement à CO. On voit même qu’il suffit de mener dne seule des deux tangentes pour déterminer M', ce pomt doit se trouver sur le prolongement
Réciproquement, si la droite LL est donnée, me-' •jez-lui la perpendiculaire CM',à partir du centre.Puis, du point M', menez au cercle une tangente M'M", et Par le point M", menez la corde M"M W , perpendiculaire 1* ' ke point O, ou elle coupera la droite CM', sera
P 0mt d’intersection des cordes, pour les couples de
l{ *dgentes menées de Ja droite LL.
t Comrae propriétés analogues se retrouvent dans ^°utes les lignes du second ordre, on a employé des ^dominations abrégées pour les exprimer. Le point O dr 0 ‘ COr< ^ s concourent y s’appelle le pôle de la °‘t e LL, d’oii les tangentes sont menées, et récipro-
dl ° ite SC nomme lii li S nc pofaire du Mais quand on.emploie ces dénominations il
faut bien prendre garde de ne pas les confondre avec celles que l'on emploie pour les coordonnées angulaires.
îaa. Nous venons de voir qu’en rapportant la circonférence du cercle à des coordonnées rectangulaire* comptées de son centre, son équation ne renferme que les carrés des variables y et x, et est de la forme y 4 x a = R a .
On peut se (Jespaander s’il existe d’autres systèmes d’axes rectangulaires ou obliques, par rapport auxquels çettç équation ait encore la forme précédente.
Pour nous en assurer, transformons les coordonnées x et y, sans changer leur origine, et substituons-leur d’autres coordonnées y, dirigées d’une manière quelconque, en sorte que les angles des nouveaux a* eS avec l’axe des x soient a et on aura généralement
x == x' cos * -hy' coi <*■', y =s=> x' sin * 4 Y a ‘
En mettant ces valeurs de x et dey' dans l’équation cédente de la circonférence du ceréle, eTle devient ^
/‘(cosV + sin 4 *') 4 2 %'ÿcQs(ct — at)4^ a (cos a ct -}- sin a f) on, en réduisant,
y* 4 ax ?y cos ( a '—«0 4 x * ~ ^ î-
La forme de cette équation diffère de celle de la pr°' posée, parce qu’elle contient un terme en x'/ : po ur faire disparaître ce terme, il faut prendre les angl^ et et et, de manière que son coefficient soit nul; ce q u ‘ exige qu’on ait
cos («' — et) = o;
d’oïl l’on tire
et' = et 4 9°°> OU et'=« 4370 °.
Ces deux valeurs de et' nous indiquent également ^ les deux axes des x et des y doivent être perpendi cU
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a»res l’un à l'autre ; et ainsi, il n’y a pas d’autre moven Pour que la condition proposée soit remplie.
ia3. Dans les courbes du second ordre, on appelle ïamètres conjugués les systèmes d’axes qui ont la Propriété de ramener les équations à ne contenir que «s carrés des variables, flous verrons bientôt que, dans ellipse et dans l’byperbole, il existe de semblables systèmes, dans lesquels les axes sont inclinés les uns ®ux antres sous des angles obliques; mais on voit, par Ce qui précédé, que les diamètres conjugués dans le °ercle sont toujours à angle droit.
Sur VEquation polaire du Cercle.
1 24. Nous avons vu, page 162 , qu’au lieu de rapporter es courbes à des coordonnées rectilignes, on pouvait es rapporter à des coordonnées polaires. Pour faire application de cette méthode au cercle, reprenons
(pii suppose le centre du cercle placé à l’origine des coordonnées x y y, fig. 44. Maintenant, plaçons lepôledes «^uvelles coordonnées en un point quelconque O, dont F et P O , ou « et b soient les coordonnée* rectilignes Puis ayant mené par ce point une ligne OX', qui forme vec axe primitif des x un angle a, prenons pourcoorangulaires le rayon vecteur OM ou r, et l’angfo MOX' ou v, qu’il forme avec h ligne OX'; nous aurons , d’après l’article 10 O,
rcos(v-M), y =:£- 4 -rsin(r+
^valeurs étant substituées dans l’équation du cercle devient, après les réductions faites,
r a { rtco »(v-*-*)+ ^sin(v-j- a )}r4-o’4.^_Ri_ a
aoo
OU, en développant les sinus et cosinus,
r>4, 2 (n cos cl + b sin *)cos v 1 r +' ~~ Ra== °»
2 (6 cos a — a sin et) sin v )
les coefficicns de cos v: et de sin v peuvent aisément s’interpréter et se construire- Pour ceU, par ,
des coordonnées a et b, menez une droite r P lèle h la droite OX', et formant comme elle un angie avecOX. Alors si, du pôle O, on-abaisse OP perpendiculaire sur cçtte ligne; les longueurs CF et FO pourront être considérées comme un nouveau système de coordonnées rectangulaires du point O; ainsi, en les nommant x' et/, il y aura entre elles et les anciennes coordonnées a et b, les relations générales établiespour de pareils systèmes dans.l’article $£*.page }5*. Or si, de ces relations , on tire les valeurs des nouvelles coordonnées af,y', ce qui se fait aisément par l’élimination, on trouve, en remplaçant x par a, et y par b ,
x'—a cos et -f- b sin et , / = b cos <t a sin #|>
et, par suite,
Ces quantités sont précisément celles qui entrent dans l’équation en r -, en les y substituant, il vient
r *_f- a (x'cos v +/ sin r) r + x' 2 +/*—R 1 ~p}
c’est l’équation polaire la plus générale du cercle, dans laquelle il n’entre ainsi d’autres constantes que le rayon R, et les coordonnées relatives du centre et du pôle, prises parallèlement et perpendiculairement a la ligne d’où l’on compte les angles v- Cette équation étant du second degré, il s’ensuit que, pour chaque valeur de l’angle v-, il y aura, généralement parlan , deux valeurs du rayon vecteur r, lesquelles seront, par conséquent, situées sur la même direction; mais
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comme nous l’avons supposé dans l’article 100, on conent de compter les angles v depuis zéro jusqu’à la
*T £ t enC ° entière ’ ü ne faudra considérer comme Ppixcables à la courbe que les seules valeurs de r, qui ont positives; et exclure les négatives, comme in- 4nant des points qui n’existent pas.
^ vec cette limitation, l’équation précédente caractéa Sei . a k cercle, et fera connaître ses propriétés tout u ssi fidèlement que l’équation en coordonnées recti- **gnes.
125. En elfet, supposons d’abord que le point pris pour e soit un des points mêmes de la circonférence ; il a ura alors entre les coordonnées x, y', la relation
^terme s’évanouissant, l’équation en r se trouvera *tisfaite quand on aura r=;o; c’est-à-dire qu’une des ux valeurs du rayon vecteur sera toujours nulle, quelle le 6 ai’ 1 ? direction î résultat de toute évidence, puisque Pôle d’où les rayons partent, est sur Ja courbe. Supprimant ce facteur, il reste
l~ — 2 (or' cos v -f- y' sin v) ;
J où l’on déduira une seconde valeur de r pour chaque a eur de l’angle v, c’est-à-dire pour chaque direction 8s, gnée au rayon vecteur.
rendre cette expression plus facile à interner, concevons que le point de la circonférence que su U pP renons P our P<*le, soit le point A, fig. 45, situé jjlaxedes x' même, du côté des abscisses négatives ; ^^coordonnées rectilignes de ce point seront alors tîo " °’ x,== —R, et la seconde racine de notre équan polaire se trouvera réduite à 1
r — 2 R cos v.
°ette valeur de, r caractérise parfaitement la corde
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AM du cercle, et ne convient qu’à elle seule-, car, d’abord , elle donne des valeurs positives de r pour toutes les valeurs de v , dont le cosinus est positif; c’est-à-dire pour toutes celles qui sont comprises entre o* et go*, ou entre 270 ° et 36o°; ce qui dirige toujours le rayon vecteur r vers le coté de l’axe AX' où le point b se trouve ; ainsi, tout rayon r mené de ce côté dans une direction quelconque, soit au-dessus, soit au-dessous de l’axe AX', donnera un point réel de la courbe. Mais , pour toutes les autres valeurs de v comprises entre go* et 270 *, leqrs cosinus étant négatifs, elles donneront des valeurs négatives de r; et, par conséquent, la courbe n’aura aucun point réel sur leur direction. Ainsi, en menant par le point A une droite A Y' perpendiculaire à l’axe AX', la courbe sera située tout entière du côté AB de cette droite, et ne s’étendra point au-delà. Maintenant , dans les limites où elle existe , l’expression de la corde AM est également Adèle ; car elle signifie qu c cette corde est égale au produit de 2 R ou AB, par I e cosinus de l’angle BAM ; d’où l’on voit que, si l’on joint le point M au point B, le triangle AMB sera rectangle en M ; ce qui est en effet une propriété caractéristique de la circonférence décrite 6ur AB; et, puisque cette propriété résulte de l’expression r, il «St évident que l’on en déduirait de même toutes les autres , qui sont des conséquences nécessaires de celle-là.
126 . Reprenons maintenant l’équation générale en * » page 200 , et résolvons-la par rapport à cette variable Elle donne ces deux solutions :
-—(*'cos ù + y sin v) + y/ RW*—/ >4- ( X W 4 -y^ 4. - — (x'cosv 4-ysin v) — V R 2 —x' a — y a + [x cosv -f -y ^
Si le point O pris pour pôle est intérieur au cerd e (fig. 46), R*— r' 2 — y'* est une quantité positiv®' Alors, la partie commune aux deux racines se trou' 6
du cercle. ao3
nécessairement moindre que la partie radicale. Ainsi, dans ce cas, la seconde valeur de r devient constamment négative, et doit être rejetée. Mais la première est toujours positive et réelle, puisque la quantité afectee du radical est toute positive; et, par conséquent , e donne toujours une valeur réelle de r et un point r eel de la courhe pour toute valeur donnée de v. C’est, en effet, ce qui est évident de soi-même, puisque le °ercle est une courbe fermée, et que le pèle O est sup- P°sé lui être intérieur.
M»7. Dans ce cas, si l’on donne successivement à v deux valeurs telles que v' et j8o<> 4- u', lesquelles répon- 1 <?ut a deux rayons vecteurs OM, OM', situés sur une *^eqie ligne droite des deux côtés du pôle pris pour y 0l %ine, les valeurs correspondantes de r seront
^ ^ cosl/ +y s ' m Ÿ ) l^R 1 — x' % —y^-j-^'cos i/'-f-y'sin v')%
cos v -f*j/ sin v') -fr. \/ — y*^(x' cos v'+y' «in v') a . En effet,
C0S Cl 80 -f- v') = — cos v\ et sin (180+1/') = — sin v. Maintenant, si l’on multiplie ces valeurs de / et de r" upe par 1 autre, comme la seconde contient la somme de eux quantités dont la première est la différence, on voit ^ Ue ^ eur produit sera égal à la différence des carrés de quantités. Or, il arrive que cette ihultiplication it disparaître Jns termes affectés de Fangle v', et il ^este
/r" = Jt a —
Le produit de deux rayons vecteurs OM, OM', ainsi ^Pposés sur une même ligne droite, est donc indépen- ^ a nt de leur direction; et sa valeur est. égale au produit
6 ^ 4 par R — c'est - à - dire
J* des deux segmens OA', OB', du diamètre
e né par le point choisi pour pôle, ce qui est en effet
ao 4 DU cercle.
la propriété connue des cordes qui se coupent dans l’intérieur d’une circonférence de cercle.
i a 8 . Supposons maintenant que le point O pris pour pôle soit extérieur (fig. 47). Dans ce cas, la quantité R a — x' a —y' a sera négative. Ainsi, lorsque la partie radicale de r sera réelle, sa valeur sera moindre que celle de la première partie commune aux deux racines. Si donc, dans cette supposition de réalité, les valeurs de l’angle v sont choisies de manière à rendre la partie hors du radical positive, l’une et l’autre valeur de r du n° 126 se trouvera positive aussi. Il y aura donc alors deux valeurs réelles OM, OM', du rayon vecteur, et, par conséquent, deux points réels de la courbe pour chaque valeur de l’angle v, qui remplira ces conditions; en outre, ces deux rayons ayant l’angle v commun, seront situés sur la meme direction rectiligne, et d’un même côté du point O choisi pour pôle. Or, dans ce cas, si l’on multiplie les deux valeurs de r l’une par l’autre en les désignant, pour abréger, par r' et r", leur produit, exprimé par le dernier terme de l’équation en sera
r / r M = x'*+ÿ i — RV
Comme il est indépendant de l’angle v , il sera constant pour toutes les sécantes possibles menées du même pôle; et ainsi, sa valeur sera égale au produit des rayons vecteurs OA', OB', menés dans la direction même du centre du cercle;' résultat connu et parfaitement conforme à celui que nous avions trouvé pour les points intérieurs.
Parmi toutes les directions que l’on peut donner à la sécante 01 \ 1 M', on peut choisir celle pour laquelle les deux valeurs de r sont égales entre elles ; alors leur produit n’en demeure pas moins égal à x' a -f- y'* 1 —îR a - Mais, par cette égalité, les points M, M', se réunissent en un seul, et la sécante se change dans la tangenteQM r ou OM", menée du point O. Ceci donuo donc le théorè 11 ^
Connu > q ue ïe produit d’une sécante entière quelconque, par sa partie extérieure, égale le carré de la tangente menée du même point.
129. Nous venons de remarquer que toutes les valeurs j v ne sont pas propres à rendre la partie radicale réelle. a limite de cette propriété s’obtiendra en cherchant a valeur de v, qui rendrait nulle la quantité soumise a tï radical; on l’obtiendra donc par la condition (a/ cos v +/ s in u) a +R 1 — x '* — y r> » = o ; d ou l’on tire ces deux valeurs,
(O a/ cos v ~hy' sin */=-{-[/ x'*H- ÿ % R»,
( a ) x' cos v +/ sin v = — {/x' a + y^-TRÏ.
^ais,de ces deux racines, la négative seule doit être éployée; car c’est la seule qui, étant introduite dans es expressions générales du n° 126, donne pour r «es valeurs positives. Cette substitution faite, les deux fleurs de r deviennent égales; et il reste
r = + V 7 x' 2 -hÿ* — R 2 -
Telle est donc la valeur du dernier rayon vecteur qui Vite la courbe. En effet, on y reconnaît la longueur ^ la tangente OM" ou OM* menée du pôle O, dont les Ordonnées CP', P'O , sont x ', y'.
Mais, puisque l’on peut ainsi mener du même point O tangentes au cercle, l’équation de condition troupour v doit indiquer deux valeurs de cet angle. C’est ,®$i ce qui arrive, comme on peut s’en assurer, en a $sant cos v par sa valeur en sin v et réciproquement ;
* r l’équation résultante de cette substitution est du f C ° n< l degré. Mais on obtiendra des expressions plus ^«iles à interpréter, en remplaçant les constantes j ’/, coordonnées relatives du centre et du pôle, par J; Urs valeurs en coordonnées angulaires, dont l’une ra la distance OC ou D* du pôle au centre du cercle,
et l’autre sera l’angle X'OC ou u , formé par cette distance avec l’axe OX'; angle qu’il faudra compter encore dans le même sens que F angle v. Alors, Cet angle surpassant i8o° dans la figure 47 , ofi cependant x et y' sont représentées comme positives, on aura évidemment x'= —D'cos u, y' = —D'sinu; d’où Mettant ces valeurs dans l’équation en v* que noua avons désignée par (2), et qui donne pour r une va' leur positive, elle devient
— D' (cos u cos v - 1 - sin u sin v) = — D' a — R* j d’où l’on tire
cos (v — u) =
et par suite,
sin (v — u) = 3 =
[/ D' 4 — R a iy
Or, ici, la valeur positive de V u représente M"OC ) pour lequel l’angle M"OX' ou v surpasse COX' ou u; et l a valeur négative de v — u représente l’angle M"OC, pou r lequel v est moindre que u. Ces deux angles, d’aprè 5 Péqnation précédente, ayant un sinus égal, sont don c égaux entre eux *, et, de plus, la valeur de ces sinus étaîd
R , , CM" CM" , j <
—, c’est-a-dire ou -^q-, u s’ensuit que les deu>
triangles COM", COM", seront rectangles, l’un érf M > Pautre en M"; ce qui est encore une propriété ébAtfû® des deux tangentes menées au cercle, à partir d’a 11
même point extérieur.
i 3 o. Maintenant, si l’on donné ù v des Valeurs positif ou négatives, telles que (j/côs v -ty'sin v^déviennemoi 0 " dre que ta limite +y a — R 4 , le pôle O étant toujo^ 5 extérieur au cercle, la quantité comprise sous le sig * 10 radical dans les expressions générales de r, deviendra imaginaire; et, par conséquent, lés deux valeurs de r'd 1 *
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\f seront ' ma ginaires elles-mêmes. Ceci répondau cas u 1 on voudrait mener du pôle O à la courbe des rayons ccteurs qui ne seraient pas compris dans l’angle M"OAT es deux tangentes; et il est tout simple qu’alors les pressions de ces rayons deviennent impossibles à réa- *er Mais, malgré cette impossibilité, si l’on forme le Produit analytique des deux valeurs de r, on trouve oujours qu’il est réel et égal à x'“+/ a - R». Cette projeté bien remarquable n’est pas particulière à l’exemactuel ; elle tient à ce que, dans toutes les équations ont un certain nombre de racines imaginaires, ces cmes se présentent toujours par couples de la forme
d 1 ’ ^ ® ^— 1 > de sorte que leur pro¬
fit A a -f- B* est toujours une quantité réelle.
1 Si.Daus la discussion précédente, lorsque nous avons J t T ‘nterpréter les divers résultats fournis par krétut,on de l’équation générale en r, nous les avons Socialement appliqués aux fig. 46 et 4 7 , où le pôle O et ; re P resent é comme situé dans le quadrans des x' ^ positifs; mais nous aurions pu également les appliquer a toute autre position de ce pôle, en ayant, selon s conventions générales, ^attention de compter les g es v et u dans le même sens, et de o° à 36 o°; c’est «font les eommençans pourront aisément s’assurer,
P açant le point O dans d’autres quadrans, et rej^ençant les calculs précédens pour cette nouvelle ^Pothese. Cet exercice leur sera utile, en leur appre- . asuivre ^ es formules analytiques dans toute la 4g îf ahté de kuxs applications. Tel est l’objet des fig Ure , ° l s et 4 7 bis.
^e^n PuiS< ? Ue ré( l uation P olair e du cercle le caxactétr 0 ’ elle doIt pouvoir, lorsqu’elle est donnée, faire retÎ0H V 7 SeS élémens géométriques, c’est-à-dire la posi- CCntr . e „ et 8011 ra y on » aussi ce qui a éffef i car Sl 1 on donne une équation du second en r, qui appartienne à un cercle, cette équation
devra être réductible à celle que nous avons plus haut obtenue; ainsi, sa forme la plus générale sera r a -f- 2 (A cos v + B sin v) r-\- C a :n o ; et, en la comparant à l’équation générale
+ 2 ( x' cos v -\-ÿ sin v) r - f- x ' 2 ~\-y ' 2 — R a = o , elle donne
Les deux premières égalités feront connaître les coordonnées du centre relativement au pôle des coordonnées angulaires, et ensuite , la troisième fera connaître le rayon du cercle, dont l’expression sera
Seulement, il faudra se rappeler que, d’après les conventions sur lesquelles nous avons établi nos constructions, les valeurs de x et dey sont comptées du centre du cercle vers le point choisi pour pôle; en sorte qu’d faut changer leur signe si l’on veut les construire i partir de ce dernier point.
i 33 . En prenant, sur une des génératrices d’un cône droit à base circulaire, une distance arbitraire <*> comptée du centre, et menant par son extrémité un pla* 1 coupant, incliné de l’angle i sur la génératrice, no« s avons trouvé pour l’équation générale de l’intersectio* 1 ycos a v -f. x a sin i sin (i -f- 2v) — ax sin av sin i = ô- Lorsque l’angle i est compris entre o° et 18 o° — W > nous avons vu que le plan coupant rencontre seulerne*^ une des nappes de la surface conique, et donne généf 3 ^ lement pour intersection une courbe fermée désig®^ sous la dénomination d 'ellipse. Nous allons discute* 1
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en particulier les propriétés de ce genre de courbe.
i 34 . Cherchons d’abord les points où elle rencontre l’axe des x , fig. 48 . Pour les obtenir, il faut faire y = 0, ce qui donne
ar*sin i sin ( i -f- av) — ax sin av sin i = o; le facteur sin i multiplie tous les termes de cette équation. Comme il est constant, on peut le supprimer, et il reste
a?* sin (i-f- av) — ax sin av = o;
°e qui donne pour x ces deux valeurs
x _ _ usinai'
sin (1 -f- 21/)’
eeci nous apprend que la courbe coupe l’axe des x en «leux points différens: l’un B, qui est celui que nous avions pris pour origine des coordonnées, l’autre B', situé du
côté des abscisses positives, à une distance __g sm —
sm(f + 2v)'
_ n cïïet j cette seconde valeur de x est positive dans les circonstances supposées ; car l’angle v formé par les génératrices avec l’axe du cône, étant nécessairement Joindre qu’un angle droit, av est moindre que 180° j Çe qui rend sin av positif; et, de plus, sin (i-f- av) est e galement positif, puisque i est supposé moindre que *8o° —
En faisant x = o, on aura les points où la courbe ^upe l’axe des^; cette supposition donne
cest-à-dire que cette rencontre a lieu à l’origine même l les coordonnées. De plus, l’équation^*=o donnant deux Va leurs nulles pour y , on peut considérer l’axe des y comme rencontrant la courbe en deux points qui se confondent en un seul, c’est-à-dire qu’il lui est tangent^ 7 e Édit. i4
Pour suivre tle plus près la marclie de la courbe , pré' nons en général la valeur dey, nous aurons
y = ±1—l/ — x‘sin i sin (i— av) -f- ax sin av sin i. J co s v
Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires, la courbe est symétrique de part et d’autre de l’axe des x.
Si l’on suppose x négatif, y devient imaginaire ) car les coefficiens sin i sin (i -j- 2t>), et sin 21/ sin * étant des quantités positives, cette supposition rend négatifs tous les termes compris sous le radical. La courbe ne s’étend donc pas du côté des abscisses négatives, et elle est limitée, dans ce sens, par l’axe des y'.
Lorsque l’on suppose, au contraire, y positif, les valeurs dey' sont réelles tant que l’on a
x’ sin (1 -j- 2»/) < ax sin av; a sin 21/
ou x<C^- — t—. -.•
sin (i-f- av)
Mais elles deviennent imaginaires au-delà de celte limite j car, si l’on a
> a sin 9 ,v sin (1 -f- av)
on en tire
x a sin i sin (i -|-2u) > axsin 21/sin ïj ce qui rend la quantité soumise au radical, négative- Par conséquent, la courbe ne s’étend, du côté des abscisses positives, que depuis l’origine des coordonnées
jusqu’à l’abscisseoù elle coupe l’axe des &
Alors les deux valeurs de y deviennent nulles en même temps, et l’ordonnée prolongée est tangente à la courbe- Ainsi, les deux brandies qui la composent, après s’êü’ c
Jointes à l’origine B des coordonnées, s’étendent symétriquement l’une au-dessus, l’autre au-dessous de l’axe des abscisses, se rejoignent de nouveau sur cet axe p B ', et rentrent ensuite sur elles-mêmes ; de sorte que courbe est fermée, comme le représente la flg. 48. i 35 . Transportons l’origine des coordonnées en A
au milieu de la ligne à égale distance des
deux sommets B, B’, mais comptons les nouvelles abscisses positivement vers AB ; alors, si AP est une de ces Nouvelles abscisses, que nous représenterons par + x', "ancienne abscisse sera BP, ou x, et Ton aura toujours
_ a si n au
x 2 sin (i 2y) r ~ X '
Substituant pour x sa valeur dans l’équation de la courbe, il vient
y a cos 4 v + x' a sini sin (i zv) = En faisant y = o, on retrouve
commq ecW devait être : mais ici la courbe rencontre en deux points le nouvel axe des y, représenté par AY r dans, ta figure^ car, eu. faisant .x' m o , on a
y = ±a^nv.J .....
E est la limite de la courbe dans le sens des ordonnées.
i36. L’équation de l’ellipse prend une forme très élégante quand on y introduit les coordonnée* des points ® B > C, C', dans lesquels elle coupe ainsi les nouveaux *Xes des x et des^y. En effet, si l’on supposé
. „ fl a sin a vcosV
sin a (i -f- 2i>)
’ sin (i + ai;) »
313 DJ» L’rcU.TrSJ?.
ori.p’aura qu’à multiplier tous les tenues de Véquation <;u y et x' par
^sinH»
siu a (i-l- 3 n)’
et, en supprimant l’accent dé x', dont nous n’àvons plus que faire, on trouvera
Les quantités 2A et 2B se nomment les axes, et le point A le centre de l’ellipse. Lorsque son équation se trouve ramenée à cette forme, les coordonnées .étant rectangulaires , ou dit qu’elle est rapportée au. centre et a ses axe». Si ces axes sont égaux , on a simplement y* -f- x 4 - — A%
équation d’un cercle. Le cercle est donc une ellipse dont les axes sont égaux. O11 voit même, d’après l’équation de l’ellipse, qu’elle est également symétrique, comme le cercle , dans les différens quadrans. A mesure que nous avancerons dans l’examen des propriétés de ces courbes, nous reconnaîtrons de plus en plus leur analogie.
137. Pour distinguer les deux axes de l’ellipse , 011 a coutume d’appeler l’un le premier ou le grand aïë, et l’autre le second. Il suffirait de changer y en x, ët réciproquement dans l’équation dé cette courbe ^ pour qu c le premier axe devint celui des ordonnées, et le second celui des abscisses j on aurait alors
L’équation de l’ellipse ne change donc pas de forme lorsqu’on la rapporte à ses axes, quel que soit celu 1 d’entre eux qu’on prenne pour l’axe des abscisses.
1 38 . Toute droite, telle que mAM, menée par I e centre de l’ellipse, et terminée de part et d’autre à cette courbe, se nomme un diamètre : il est aisé de voir
>K LJXLirsE.
les diamètres se trouvent tous divisés a., centre , lieux parties égales. C’est uno conséquence de la 0rme symétrique de la courbe.
aB a
La quantité se nomme le paramètre de la
fourbe : c’est une troisième proportionnelle aux deux
Si 1 on sc reporte à l’art. 1 o 5 , page 172, et à la figure 35 U * re P r ésenle la section elliptique dans le cône, on erra aisément que, dans le triangle CBB', formé par axe de l’ellipse avec les deux arêtes opposées du cône , H 1 passent par les sommets de cette courbe, l’angle au ommet du cône est égal à 21/, et l’angle CBB' est égal *’ ^ ms *> la distance CB étant a, le côté BB' de
Ce triangle est égal à 0 u 2a sin P cos
sin f;-l_o.A >
Vo ;iiL . sin (i-f-21/) ’ sin (i'+a*/) ’
J à pourquoi nous avons trouvé tout à l’heure que *tte quantité, qui est égale à 2Â, représente la dilance des sommets de l’ellipse.
‘ 4 o. En introduisant les expressions des axes A et dans l’équation
y coi, o-f- x 3 sin i sin (i-f- av) — ax sin2o sin i =0, °u l’origine des coordonnées est au sommet B de la ^urbe, ce qui s’opère à l’aide du même multiplicateur °nt nous avons fait tout à l’heure usage, elle devient A‘/+BV- aB’Aa^o,
* Peut se mettre sous la forme
£‘loue on désigne par x', /, x", y", les coordonnées deux points quelconques de l’ellipse, on aura
* B */ A y = Ti( 2A ^~x a ).
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c’est-à-dire que les carrés des ordonnées sont entre eux comme les produits des distances BP , B'P , du pied de ces ordonnées aux sommets de la courbe.
i 4 i. L’équation de l’ellipse, rapportée à son centre et a scs axes, peut être mise sous cette forme
Si, du point A, comme centre avec un rayon AU égal à A (fig. 491 , on décrit une circonférence de cercle, son équation sçra
Donc, en représentant par y et Y les ordonnées de l’ellipse et du cercle qui correspondent aux mêmes abscisses, on aura généralement
Selon que B sera moindre ou plus grand que A, 1 sera moindre ou plus grand que Y. Par conséquent» si, du centre de l’ellipse, avec des rayons égaux à cl»»' cun de ses axes, on décrit deux circonférences de cercle Fellipsc comprendra la plus petite, et sera comprit dans la plus grande (fig. 4 g).
Il suit de là que les deux axes de l’ellipse sont* l’un le plus grand, l’autre le plus petit de tous sCS diamètres.
En vertu de la relation précédente, il suffit, P 0 ^ trouver lès ordonnées de l’ellipse, quand on cono»^ celles du cercle décrit sur un de ses axes, de dio 1 ^ nuer ou d’augmenter ces dernières dans le rapport B à A : cette propriété donne plusieurs moyens de crire une ellipse par points, lorsque l’on connaît deux axes.
Du point A, f onnne centre, et avec les rayons r ,> AC, égaux aux deux demi-axes A et B,on décrira UX circonférences de cercle (fig. 4 9 ) • ensuite on mènera un rayon quelconque ANM, et on abaissera du point M une perpendiculaire MP sur l’axe AP ; menant ensuite, du point N, NQ parallèle à AB, le’point O * c fa 1 ellipse, car il est visible que l’on aura
pq =æ pm = 1 pm -
Seconde manière. D’un point quelconque D, pris sur PiJÎ? 1 ** aXe ^ 5 % 5 °, et avec un rayon DO, égal à là 1 liéi-ence A—B des deux demi-axes, on décrira un * ! 'c de cercle qui coupera BB' quelque part en O. Par J*® points O et D on mènera OD, et l’on fera JM = AB = A ; le point M sera à l’ellipse.
Car, si du point D, connue centre, l’on décrit le cercle ME, dont le rayon DM = A, on aura
MO=B et rM = ^QM = 5 .QM.
peut être une règle dont la longueur est A, et ®^r laquelle on marque un point O, tel que MO = B. e n faisant mouvoir cette règle dans l’angle BAG', le Point M décrira un quart de l’ellipse demandée : on j Ura les outres parties de l’ellipse en plaçant la règle a ns les autres angles, et l’y faisant mouvoir suivant 14 même loi.
143 . On vient de voir que, pour tous les points 1 ués sur l’ellipse, la valeur de l’ordonnée y est don- ^ Par l’équation
P°ur un point situé hors de l’ellipse, mais relativement Ur iuel l’abscisse x serait la même. la valeur de v* sr-
3 x 6 nr . l’ellipse.
rait plus grande : on pourrait donc la représenter par
l’expression
y*=^(A a —x*) + nS
n % étant une quantité positive. Au contraire , pour un point situé dans l’intérieur de l’ellipse, la valeur de y a serait plus petite, et prendrait la forme B a
Ainsi, en faisant évanouir le dénominateur A* , on voit que l’on aura toujours
hors de l’ellipse , A a y -f" B a x s — A a B s ]> o ;
sur l’ellipse, A^y a -{-B a x 9 —A a B a =oj
au dedans de l’elli pse, A a y* -f" B a x a — A a B a < o.
Par conséquent, pour savoir si un point est extérieur à l’ellipse, s’il est sur cette courbe, ou s’il lui est intérieur, il suffira d’observer le signe de la quantité A*y* 4 - B a x a — A 2 B a . Cette propriété nous sera fort utile dans la suite.
i44. Si, par le point B'(fig. 5i), pour lequel y = o, et x— —A, on mène une ligne droite inclinée d’une manière quelconque , elle aura pour équation
Si, par le point B, pour lequel y=o, et x = -{-Af on mène une autre ligne droite pareillement incline 0 d’une manière quelconque, son équation sera y = a' (x — A).
Supposons que l’on demande que ces droites se cou' pent sur l’ellipse : il faudra, pour cela, que leu?* équations puissent subsister en même temps et avc°
C °^ c de cette courbe (n° 107). Or, eu les multipliant Membre à membre, elles donnent
y* = — aa'(A* — x')-,
et j pour que ce résultat s’accorde toujours avec l’é- ^nation
^ faut qu’on ait
Ce < î ul établit une relation constante entre les angles Sue forment avec le plus grand axe les cordes menées ue ses extrémités. Cette relation ne dépend que du Rapport des axes. Dans le cercle, qui est une elhpse dont les deux axes A et 13 sont égaux entre e ux, on a
®t les cordes supplémentaires s’y coupent à angles roits, comme nous l’avons vu dans l’article 107.
11 est visible d’ailleurs qu’en effectuant directement élimination, comme dans l’art. 109, on trouverait de *Ueme, outre la condition précédente , l’équation Cq = °> ffui signifie que les deux droites pourraient encore se couper sur l’ellipse, si l’une d’elles coïncidait a vec le grand axe ; mais cette relation , quoique vraie, est particulière à cette position : elle est par conséquent étrangère à la propriété générale que nous nous proposons de découvrir. C’est pourquoi nous pouvons nous ^•spenser d’y avoir égard.
Réciproquement, lorsque cette équation a lieu entre e * angles que forment deux droites avec l’axe des abysses, ces droites sont des cordes supplémentaires nue ellipse dans laquelle le rapport des axes est égal
a»8 de l’ellipse.
à , c’est ce qu’il est aise de voir en reprenant le calcul précédent d’une manière inverse.
Ces considérations nous conduisent à une propriété assez curieuse de l’ellipse. Imaginons que, sur son grand axe, comme diamètre, on décrive une circonférence de cercle : cette circonférence sera extérieure à l’ellipse, et les lignes menées de ses points aux extrémités du grand axe formeront entre elles des angles droits. Par conséquent, les cordes supplémentaires menées d’un même point de l’ellipse, feront entre elles des angles obtus, puisque leur sommet sera intérieur à la circonférence.
En faisant la même construction sur le petit axe, les propriétés seront inverses, puisque la circonférence sera intérieure à l’ellipse ; tous les angles formés sur cet axe par les cordes supplémentaires seront aigus.
Il est facile de prouver que, de toutes les cordes supplémentaires que l’on peut mener aux extrémités des axes de l’ellipse, celles qui se coupent au sommet du petit axe forment entre elles l’angle le plus grand, et celles qui se coupent au sommet du plus grand axe forment l’angle le plus petit. Ces propriétés se démontreraient facilement en cherchant l’expression analytique de l’angle formé par deux cordes supplémentaires. Je laisse cette recherche à faire aux élèves qui voudront s’exercer.
i 45 . A mesure que nous avançons dans l’examen des propriétés de l’ellipse, nous voyons paraître une analogie frappante entre cette courbe et la circonférence du cercle. Guidé par cette analogie, cherchons à la rendre complète en comparant de plus en plus ces deux courbes dans leurs diverses propriétés.
Le cercle en ott’re une bien remarquable, c’est que
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les distances de tous ses points à son centre sont égales entre elles. Il est évident que cette propriété n’a plus lieu dans l’ellipse; mais cependant on y retrouve quelque chose d’analogue. Si, sur le grand axe de cette courbe, de part et d’autre de son centre, on marque deux points F, F', dont les abscisses soient ± \/ A 2 —IP, lig. 52 , la somme des distances de ces points à un même point de la courbe est toujours constante.
Cette propriété est bien facile à démontrer. Eu effet, soient généralement x, y , les coordonnées d’un point quelconque M de la courbe, et nommons x' l’abscisse positive ou négative des points assignés, laquelle sera ici rh l/ A 2 — B 2 : on aura, en appelant D a le carré de la distance MF ou MF,
En mettant pour y sa valeur en x tirée de l’équation de l’ellipse, et substituant pour x' 9 sa valeur A 2 —B 2 , cette expression devient
— ï -rr —axx'+A 9 —B 1
ou, en substituant, au lieu de A a — B a , sa valeur x' 9 ,
x*x' 9 , . . 0 / xx' \ 9
D = "J 1 2IX + a= (a
le second membre étant un carré parfait, on peut extraire sa racine, et l’on a pour D ces deux valeurs
l’extraction de la racine nous donne un double signe, parce qu’en effet, n’ayant pas introduit d’élément angulaire, il dépend de nous de considérer toutes les
nE l’ellipse.
distances D comme des quantités positives ou'commc des quantités négatives, pourvu que nous soyons toujours fidèles à la convention que nous aurons une fois adoptée. Comme ordinairement le signe — est employé pour marquer une opposition de direction, nous choisirons le signe -f-, ce qui donnera
Maintenant il ne nous reste plus qu’à substituer successivement dans cette expression les deux valeurs données de x', c’est-à-dire zt \/ A 2 —B 2 ; et en nommant D', D", les deux valeurs de D, que cette substitution donne, nous aurons
ce sont les distances MF, MF' d’un point quelconque de la courbe aux deux points assignés. La première , provenant de la substitution de -f- \/ A 2 —B* pourx', appartient au point F situé du coté des x' positifs; l’autre * provenant de la substitution de — {/ A a —B 2 pour x, appartient au point F' situé du côté des x négatifs. On peut facilement vérifier cette distinction ; car, en faisant x = -f- A, D' et D" deviendront les distances des deux points F, F', au sommet de l’ellipse qui est situé du côté des abscisses positives; or, dans ce ca§, x' et x" deviennent
D'=A- l/F^ÉP, D' = A+ l/A^ïn
valeurs qui sont évidemment conformes à l’interprétation que nous leur avons attribuée. En ajoutant le» expressions générales de D' et de D", la variable x déparait , et l’on a
D" -f- D' =aA;
»E L EMXPSE. 3HI
e est-à-dire que la somme des distances D", D' <st e 8 a e au grand axe de l’ellipse, comme nous l’avons énoncé.
Les points F, F', ainsi choisis sur le grand axe, se comment les foyers de l’ellipse. On leur a donné ce ^>m a cause d’une propriété physique dont ils jouiset que nous ferons connaître plus tard.
On voit, de plus, que la distance D', D", de chacun de Ces p ° ints a un point quelconque de la courbe est exhumée rationnellement en fonction de l’abscisse x.
est une propriété qu’ils possèdent exclusivement et l^i les caractérise.
j i 46 . En effet, si l’on se proposait de déterminer sur 0 plan de l’ellipse un point doué de cette propriété, en liguant par y et x' ses coordonnées inconnues, et °mmant toujours D sa distance à un point quelc °Qque de l’ellipse, on aurait généralement
les carrés et mettant pour y sa valeur e de l’équation de l’ellipse
X a —axx' + 4 - B®— 2/ B*— 5 ^
est impossible que D devienne rationnelle enx,à *° ins que le radical \J B®—ne disparaisse du
t ^ond membre, car ce radical lui-mème est irréducp 0 0 ’ c’est-à-dire que l’on n’en peut pas dégager x. Or, lièrp d . 1Sparaissc sans (,0nner d e valeur particuiw 1 a x ’ 11 n ’y P as d ’ a,,tr e parti à prendre que de ro son coefficient’nul. C’est-à-dire que le point, ou
0ll > en développant
de l ellipse.
en général les points qui satisfont à la question , nC peuvent être situés que sur Y un des axes de l’ellipse. Avec cette modification il vient
D a = B» -f- x 1 -f a; 2 — 2xx ;
il nous reste encore x d’indéterminée ; ainsi nous pouvons en disposer de manière à rendre le second membre un carré parfait et positif. C’est même la seule manière de remplir la condition exigée, que D soit ra' tionnelle en x et réelle. Pour cela, il faut assimiler ce second membre au carré d’un binôme, tel que a-f* bx", c’est-à-dire à o 2 + aaàx-f-6 a x a ; alors, en comparant les termes semblables, nous aurons
b* = —-— , 2 ab = — ix , a 9 = B 2 -f- x ,% ",
la seconde condition donne a a = ^ , et en éliminant b
au moyen de la première, il en résulte a a = i
substituant dans la troisième, il vient
Faisant évanouir les dénominateurs, et réduisant, 00 obtient
c’est-à-dire que les points cherchés sont au nombre d c deux, situés sur le grand axe de l’ellipse, à des distance 1 ’ de son centre égales entre elles, et exprimées p al dt l/A a — B a . Cette quantité s’appelle ordinaire® 00 * Xexcentricité; et comme elle est constante pour chaq ut ’ ellipse, nous la désignerons en général par la lettre Cf
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U Quelle nous conserverons désormais cette signification. Pour qu’elle soit réelle, on voit qu’il faut que A ^rpassc B ; c’est-à-dire que les points F, F, soient pris s ur le plus grand des axes.
1 4 7. Cette valeur de c ou de x', qui exprime la distance es points F, F', à l’origine, est très facile à Conduire; il suffit (fig. 5 a) de décrire, de l’extrémité C du Petit axe, comme centre, une circonférence de cercle ont le rayon CFsoit égal au demi-grand axe A de l’ellipse, ette circonférence coupera legrand ale en deux points, |I u iseront évidemment F et F / : ces points se nomment es foyers de l'ellipse ; leur distance c au centre de la j Ur,)e se nomme Vexcentricité. Quand A = B, la vae Ur de c est nulle; les deux foyers se réunissent en un > P^é au centre de la courbe, et l’ellipse se réduit ** un cercle.
H est facile de voir qu’en faisant x = rt \/A.* _B a
a Us 1 équation de l'ellipse , on trouve y = dt :
^est-a-dire que, dans l’ellipse, la double ordonnée, qui Passe par le foyer, est égale au paramètre.
. l48 - Les propriétés précédentes donnent un moyen ‘Uiple et commode pour décrire une ellipse quand on Uiiaît son grand axe et la position de ses foyers.
U n prendra du point B (fig. 53 ), une longueur Jelconque BK sur l’axe BB'; du point F, comme Utre, avec BK pour rayon, on décrira un arc de r cle; du point F', comme centre, avec B'K pour ^on, on décrira un autre arc de cercle; le point » où ces arcs se coupent, appartient à l’ellipse, des GSt avanta S eux de décrire les arcs de cercle au - ^ s sus et au-dessous de l’axe : par ce moyen, on <2 t °p Ve a cliat l ue opération deux points de l’ellipse , en o^t'ent quatre quand on porte successivent ,a méme ouverture de compas à chacun des fo>-ers.
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Cette méthode est la plus expéditive que l’on connaisse pour décrire l’ellipse par points : il est visible qu’on peut l’employer lorsque l’on connaît les deux axes, puisqu’alors on trouve aisément la position des foyers.
Elle a cependant un léger inconvénient, c’est de ne pas donner les points de l’ellipse pour des abscisses déterminées; ce qui est quelquefois nécessaire: mais alors on peut trouver ces points par les autres procédés que nous avons décrits.
Lorsque l’ellipse doit être fort grande, comme cela a lieu quand on opère sur le terrain, on fixe auX foyers FF' les extrémités d’un cordeau dont la Ion' gueur est égale au grand axe, et que l’on tend par I e moyen d’un piquet ; on fait glisser ce piquet de manière que le cordeau soit toujours tendu, et l a courbe se trouve tracée quand il a fait ainsi une révolution tout entière.
1 4 g. Occupons-nous maintenant de mener une tangente à l’ellipse, dont l’équation est A a y ,a •+• B a x a = A a B a .
Soient x ", y", les coordonnées du point de tangence; elles vérifieront la relation
A a y" a ■+• B a x" ft = A 2 B a .
La tangente étant une ligne droite, et devafl 1 passer par ce .point, son équation sera de ceU c forme
11 ne reste plus qu’à déterminer a. .
Pour y parvenir, nous chercherons les points 01 cette droite, considérée comme une sécante , rencont*^ la courbe; et nous écrirons qu’ils se réunissent en seul, Dans ces points, les trois équations précédent
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°»ït lieu en même temps : retranchant les deux préférés l’une de l’autre, on a
A# ty—/) (y+/')-f- Ba (*—*") (*-i-*")=o.
mettant pour y sa valeur y u -f- a {x — x"), tirée t * e 1 équation de la droite, on trouve
(*— x") (A 9 [2oy"+a a (x—x")] -4-B a (æ+x")}= 0 . des racines de cette équation est
x = x", et donne y=y",
^ ar cc que le point donné est commun à la tangente à la courbe : supprimant le facteur (x — x") , il ïeste
A* [Q«y'-4-a 9 (x — a:")] -f- B^ar-J-a^rso.
Pour que la droite soit tangente , il faut que la se- ^nde valeur de x soit x" y comme la première, ce exige qu’on ait
A a ay" -{- Wx" — O ; ^ x
d’où a = —
f substituant cette valeur dans l’équation de la tan- ^ e Ute à l’ellipse, elle devient
«» BV'
y-y =-xÿ (x -
° ll > en réduisant,
Aÿ + B'p/rrA’B 8 .
^°tUnie il n’y a qu’une seule valeur de a , on ne peut ^ e Her par chaque point de l’ellipse qu’une seule tan $ e Qte à cette courbe.
* 5 o. On peut ici, comme dans le cercle, prouver ^j 1 * 0 la droite ainsi déterminée est tout entière hors
e l’ellipse •, car, si Von reprend les équations
A *yy" -f- B*.rV = A a B a ,
A y* + B 3 ar" a = A a B a ,
7* Édit.
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<-t qu’on retranche île la seconde le double île la première, le résultat pourra être mis sous la forme
A* (y —y'Y -f B a (r — x") i =Ay+ B a .r a — A a B a .
La quantité A a y B\r a — A a B a est donc constamment positive pour tous les points de la droite, excepté pouf celui dont les coordonnées sont x" et y" : tous ces points , excepté celui de tangence, sont donc situés hors de l’ellipse.
i5i. Si, par le centre et par le point de tangence on mène un diamètre, son équation sera de la forme
y=ax.
La condition de passer par le point de tangence donner»
d’où
On vient de voir que la valeur de a, qui convient à 1 » tangente, est
En multipliant l’une par l’autre les valeurs de « cl de a , on trouve
Ce résultat étant conforme à la condition obtenue da° 3 l’art. i 44 , nous apprend (lig. 54 ) que la tangente et le diamètre AM, qui passe par le point de tangent ont la propriété d’être les cordes supplémentai^ 3
d’une ellipse dont le rapport des axes est jj-, cor
\\\Xü e
dans l’ellipse proposée.
Ceci fournit un moyen très simple pour déterni i* lCl
* a direction de la tangente ; car, si l’on tire deux cordes S’tpplémentaires quelconques, et qu’on désigne par *,
Cs tangentes trigonométriques des angles qu’elles font av ° c l’axe, on aura toujours entre elles la relation
peut mener une de ces cordes parallèle au diamètre tPd passe par le point de tangence, alors on aura
», et a! ;
<l ou résulte aussitôt
e est-à-dirc que l’autre corde sera parallèle à la tangente.
i52 . Ainsi, pour mener une tangente à l’ellipse par >,fl point M donné sur cette courbe (fig. 54 ), il faut jj'ener, de ce point au centre, le diamètre AM : par extrémité B' de l’axe BB', tirer la corde B / N parallèle AM ; MT, parallèle à BN, sera la tangente demandée. On voit, par cette construction même, que, si l’on | n ^ie le diamètre AM' parallèle à la corde BN ou à la ^ atl gente MT, la tangente de l’ellipse au point M' sera 'Parallèle à la corde B'N , ou au diamètre AM.
M est évident que le même procédé peut servir pour Cn ° r une tangente à l’ellipse, parallèlement à une ^ l °<te donnée; car soit Dp cette droite; par l’extré- *‘lé B du premier axe, on mènera une corde BN ç e 1 soit parallèle; puis on joindra B'N; et par le > menant AM parallèle «à B'N, M sera le point de Par UCG c ^ erc ^* H ue restera donc plus qu’à mener ^ 00 point upe droite parallèle à la ligne don- > oo sera la tangente demandée; et, comme on ( | p , répéter la même opération de l’autre côté de l’axe Pa> ?^ l l )se ’ ‘I est évident qu’il y aura deux tangentes Allèles qui satisferont également à la question.
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1 53. Lorsque deux diamètres sont disposés, comn# AM, AM', fig. 54, de manière que cliaeun d’eux soit parallèle à la tangente menée à l’extrémité de l’autre, o« l les nomme conjugués. L’angle MAM', formé par deu* diamètres conjugués, est évidemment égal à celui de» deux cordes supplémentaires BN, B'N , qui leur seraief 1 respectivement parallèles.
La dénomination que nous donnons ici à ces diamètres i s’accorde avec les conditions énoncées dans l’art, car nous prouverons tout à l’iieure que l’équation d e l’ellipse, lorsqu’elle leur est rapportée, conserve ^ même forme que par rapport à ses axes.
154. L’équation de l’ellipse étant symétrique relativement à ses deux axes, les propriétés que nous veno' 1 * de démontrer seront communes à l’un et à l’autre , e l’on pourra leur appliquer la même construction rd* tivementaux cordes supplémentaires.
155. Pour avoir le point où la tangente rcncon trC l’axe des x (fig. 55), il faut supposer ^ = o dans s 0 ' 1 équation ; qui donne alors
ou x
c’est la valeur de AT. Si l’on en retranche AP--
aura la distance PT, du pied de l’ordonnée au point ou* tangente rencontre l’axe des abscisses. Cette distant se nomme Soutangente; son expression est ici.
Cette valeur est indépendante du second axe B; elle® donc la même pour toutes les ellipses qui ont le me premier axe A, et qui sont concentriques avec celle <1^ nous considérons : elle convient par conséquent epc aucercle décritdu point A, comme centre, avec un r*7 égal au demi-grand axe. Ainsi, en prolongeant
donnée MP tle l’ellipse jusqu’à sa rencontre avec le Cer clo en M', et menant à ce point la tangente M'T, MT ,Ser a la tangente à l’ellipse au point M.
Cette construction s’appliquerait également au sec °ih! axe, sur lequel l’expression de la soutangente Se rait indépendante de la valeur du premier.
*56. Les formules précédentes peuvent encore être éployées lorsque la tangente doit être menée par un P°»nt extérieur à l’ellipse, et dont les coordonnées sont c onnues. En effet, en les supposant représentées par ^elles doivent vérifier l’équation de la tangente*, Ce f jui donne
a de plus, le point de tangence étant sur l’ellipse,
regardant x",y", comme inconnues , ces deux équa- *°ns suffiront pour les déterminer, et 011 substituera suite leurs valeurs dans l’équation trouvée ci-dessus P°Ur la tangente. Il est facile de déduire de ces formules 1,11 résultat analogue à celui que nous avons obtenu P° u r le cercle dans l’art. 118 . De plus, en éliminant^" ^tre elles , on trouve
Uy * 4 . BV a ) x a *— 2 A 5 B a x'x"—A^ (y' a —B s ) = o.
équation , qui est du second degré, donnera j ^ x" deux valeurs ; et ces valeurs seront réelles ° rS( JUe la quantité
f lui
titrerait sous le signe radical, sera positive. Or, en Ul sant cette quantité, elle devient
Ay a (Ay a 4- B a x' a — A i B s ).
lls ‘ > les deux valeurs de x" seront réelles lorsque lu
a3o de l’ellipse.
quantité A'y' 2 -4- B 1 x' 2 — A a B" sera positive ou nulle , c’cst-à-dÎPc lorsque le point donné sera situé hors de l’ellipse, ou sur cette courbe même. Dans ce cas, chaque valeur réelle de x" donnera une valeur de y" également réelle : il y aura donc deux points de tangence. Ainsi, par un point M' donne hors de l’ellipse, on peut ton' jours mener deux tangentes à cette courbe, et on n’en peut mener davantage. Nous aurons bientôt des moyen 5 faciles pour les construire géométriquement.
167 . Occupons-nous maintenant de mener une nO 1 "' male à l’ellipse : puisque cette normale èst une li£ nC droite qui passe par le point de tangence, son équation sera de la forme
Mais, de plus, elle doit être perpendiculaire à la tan' gente, pour laquelle on a
Il faut donc qu’il existe entre a et a la Relation cia 4 * 1 = 0 ,
qui donne
Alors l’équation de la normale devient
Pour avoir le point où elle rencontre l’axe des x , il supposer^ nul; et elle donne alors ( fig. 56 )
• ed
C’est la valeur de AN: en la retranchant de AP, q ul
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^présenté par x", on aura la distance du pied de l’oron née au pied de la normale. Celle distance se nomme ounormale; et, d’après l’expressiOn précédente, on trouve pour sa valeur
PN
aurait obtenu immédiatement ce résultat, en promut la valeur de x — x" dans l’équation de la normale, a près y avoir fait y nul. Cette valeur est positive ou né en même temps que x", et le signe qu’elle prend 1 clique sa position par rapport à l’origine. Celte remarque s’applique aussi à la soutaugentc.
t5S. Les directions de la tangente et de la normale ( 'ans l’ellipse ont un rapport remarquable avec celles des lignes menées des deux foyers aux points de tan Smice. Nous ülldiis examiner ces propriétés.
Si du foyer F, pour léqucl y =o, et x '"S- 56), on mène une ligne droite au point de tan ^ e Oce , son équation sera de la forme y—y"~ct{x — x").
j Si l’on fait, pour plus de simplicité, {/&— (p ~ c ^ a condition de passer par le loyer donnera
a tangente à l’ellipse ayant pour équation ( n° i4q )
y — y" — a (-v — x "), dans laquelle a— —
AV
| a ^gle FMT, qu’elle forme avec la droite menée du °}^r , aura pour tangente trigonométrique ( n° 50 )
ou, en mettant pour net* leurs valeurs,
A a y l,a 4-B a * /,a — B a cx”
A a cy" — (A a — B 1 *) x"y" y cette quantité se réduit à
en observant que le point de tangence est sur l’ellipse t et que A a — B a = c a .
Pareillement, si de l’autre foyer F', pour lequel y=-° et x= — c , on mène au point de tangence une ligne droite, elle aura pour équation
L’angle F'MT de cette droite avec la tangente à Vel' lipje, aura pour tangente trigonométrique
—- —7, qui se réduit à-5_
i + a*'’ H cy"
quaud on y met pour a et et' leurs valeurs.
Les angles FMT, F'MT, ayant leurs tangentes trig<>' nométriques égales et de signes contraires, sont suppl 0 * mens l’un de l’autre : ce qui donne
FMT ■+■ F'MT = 18 o° ; et comme on a aussi
F'MT -f- F'M*== i8o°,
il en résulte
FMT = F'M^.
Ce qui nous apprend que, dans Vellipse, les droit* s menées du point de tangence aux deux foyers, font a^ eC la tangente, et du même côté de cette ligne, des ang^ ÿ égaux.
Il suit de là que la normale divise en deux part
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égalés Vangle formé par les deux rayons vecteurs menés des foyers à un meme point de la courbe.
i 5 g. Cette propriété fournit une construction très s «naple pour mener une tangente à l’ellipse par un Point donné.
Supposons d’abord que ce point soit sur l’ellipse.
On mènera les rayons vecteurs FM, F' M (fig. 57 );on prolongera l’un des deux, par exemple , FM , d’une Quantité MR égale à FM. Joignant K et F, la ligne MT, Perpendiculaire à FK, sera la tangente demandée; car» «après cette construction, les angles TMF, TMK,F'M/, ^nt égaux entre eux.
On peut aisément s’assurer qu’en effet la droite MT lle rencontre la courbe qu’au point M ; car, pour tout a «tre point t de cette tangente, on aurait F* = /K, et Par suite
Ft -f F* > F'MIv ;
«omnie F'MK = 2A, le point t 11’appartient pas à ellipse.
Si le point donné, d’où l’on doit mener la tangente, e st extérieur à l’ellipse, et situé, par exemple, en t] •‘•ors du point F', comme centre avec un rayon F'K égal
grand axe 2A,on décrira un arc de cercle ; du point t, ^ttime centre avec un rayon /F, on décrira un autre arc O* cercle qui coupera le premier en K. Menant FK, le ^ **t M sera le point de tangence; et, joignant M et t une ligne droite, on aura la tangente demandée.
En effet, d’après cette construction, *F = /K, de Plus, FM -f MF = aA, et F'M + MK = 2A : on a q on c
MF = MK.
J* ligne Ml est donc perpendiculaire sur le milieu e FR : donc les angles FMT, FM/, sont égaux, et la r °ite /MT est tangente à l’ellipse.
Les cercles déd its des points F' et L , comme centres ? sg coupent généralement en deux points. Cette construction donnera donc les deux tangentes /M, que l’on peut mener à l’ellipse par un point extérieur.
160. En transportant ici les raisonnemeus que nous avons fait (n° 120 ) sur les intersections des cordes qu l joignent les points de tangence correspondans à un même point extérieur, on en verra naître des propriétés absolument analogues à celles qüe nous avOns trouvées alors pour le cercle.
En effet, pour chaque point extérieurM/, lig. 58 , d’on l’on mène deux tangentes à l’ellipse, les coordonnées x", y", des deux points de tangence M", M", sont déterminées par la combinaison des équations
On peut donc obtenir ces coordonnées par l’intersectid 1 des deux lieux géométriques que ces équations représeU' tent, en y considérant x“ et y" cofanne variables, BtyS $ > coordonnées du point M', comme des constantes données* Alors, la seconde est l’ellipse même à laquelle on aikn e les tangentes ; et la première étant linéaire , appartien 1 nécessairement à la droite qui passe les points d c tangence simultanés.
Si l*on veut que cette corde passe par un po»» 1 donné O dont les coordonnées soient a et 5 j, il faudra que ces cordonnées, étant prises pour x" et y", sat* 5 ' fassent à son équation, de sorte que l’on ait
A B fc/ + BW==A a B*. ( 3 ) t
Maintenant si$ sàns changer d èt b } ôn lait vArièr 1 et x coordonnées de M', de manière que cette condit 10 * 1 soit soujours remplie, il est clair que la corde qui e,t résultera passera toujours par le point dont les coo^ données sont a et b. Or, ce mode de variation place point M' sur la ligne droite représentée par l’éq lia
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t,0 « ( 3 ), cil y regardant y' et x comme variables. Donc, Sl »de tous les points de celte droite que l’on peut construire d’après son équation, on mène deux tangentes a l’ellipse, et que, pour chaque couple pareil, on trace a corde qui passe par les deux points de tangence, toutes ces cordes se couperont eu un même point O, < l u * sera celui dont les coordonnées sont il et b.
Si, par ce point d’intersection et le centre de l’el- ’pse, on conçoit une ligne droite AO, que nous nommeras rayon vecteür, son équation sera
ï-n combinant cette équation avec celle de l’ellipse
011 aura les coordonnées des points N, N', où elle rencontre cette courlie. Désignons-les par a,, y, : leurs v aleurs seront
a.', ^ -+-___^ ùAB
V XÛSFS&’ y '~ t/A “b* B*« V
air.tenant, si l’on substitue ces valeurs pour x" et y" ans l’éqùntion générale de la tangente, laquelle est.
A i yy n + &xx t —k i B%
p t \v. Ura l’équation particulière de la tangente menée à e Üpse par le point d’intersection N ou jN' que l’on '* Uru considéré. Ce sera évidemment
A a by B*ax = AB */a*£“4 - B *u a .
o ^ r, . S * * on eo,n P are cette équation avec l’équation ( 3 ), v oit que les coefficiens des variables x,y, oc\y', ^ les mêmes dans toutes deux. Par conséquent, Jes h droites que ces équations représentent, sont pades l’une à l’autre.
Vi »rM 0 VU ^ US ^ aUt f l u Cn considérant y", x ", coftrme r ables, les deux points de contact des tangentes me-
nées d’un point quelconque M', sont situés sur la corde dont l’équation est
A *y'y" -f- B*xV = A î B*. ( 1)
Or, si le point M' était choisi de manière qu’il aff trouvât sur le prolongement du rayon mené du ccnü c au point dont les coordonnées sont a et b , le rapport
•2L deviendrait égal à -, et la corde représentée par x a
1 *équation (1) deviendrait parallèle à la droite, représentée par l’équation ( 3 ); elle serait donc également parallèle à la tangente menée .à l’ellipse par le point d’intersection de cette courbe avec le rayon vecteur que nous venons de désigner.
De là résulte une construction bien simple pour trouver la droite qui contient les sommets des couples de tangentes quand on connaît le point de concours des cordes, et réciproquement : car si ce point est donné et désigné par O, fig. 58 , menez d’abord du centre A 1 « rayon vecteur AO, que vous prolongerez indéfiniment; ensuite, ]»ar le point IV, ou ce rayon rencontrel ellipse » menez une tangente à cette courbe; puis, par le poin donné O, menez une corde parallèle à cette tangente, enfin, par l’un des points M" où cette corde coupe 1 e lipse, menez à cette courbe une nouvelle tangente? qui ira rencontrer en M'le prolongement du rayon vecteur AO. Le point M' sera situé sur la droite, dont > est le pôle, en prenant ce terme dans l’acception q' 1 ^ nous lui avons donnée (n° 121). Alors, par le pointé ainsi déterminé , menez une ligne LML parallèle a tangente, ce sera la droite cherchée.
Réciproquement, si la droite LL est donnée, il la^ tira mener à l’ellipse une tangente T AT, qui lui s o ^ parallèle; ce qui se fera par le moyen des lignes sU |^ plémentaires (n* i 52 ). Le point de tangence N cta*
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î * msi connu, on lui mènera du centre de l’ellipse le *ajon vecteur AN, qui, prolongé, ira couper la droite en un point M', duquel on mènera à l’ellipse une tanfiente M'M"; enlin, du point de contact de cette tangente ? Vec la courbe, on tirera le corde M"M", parallèle à a droite donnée M'L; et le point O, où elle coupera le ïa ^on vecteur AMM', sera le point d’intersection des c °rdes pour les couples de tangentes menées de la tll ’oite LML'.
Cette construction s’accorde évidemment avec celle ( l u e nous avons trouvée pour ce cercle dans le n° 121 -, la ligne LML' étant alors perpendiculaire au rayon ^M', se trouvait par cela même parallèle à la tangente ^enée du point N à l’intersection du cercle avec le ra }on vecteur.
De VEllipse rapportée à ses Diamètres conjugués.
l 6i. On peut trouver une infinité de systèmes de ^rdonnées obliques relativement auxquels l’équation (<î l’ellipse conserve la même forme qu’elle vient de nous
r,r en la rapportant à scs axes ; c’est-à-dire qu’en Rimant x, y' ces nouvelles coordonnées, l’équation
an sformée ne contienne, coAime l’équation primitive, ( ^ e les carrés des variables x' l 2 , y' 2 4 * * * , avec un terme conl Ot. En supposant d’abord conditionnellement une
4 e réduction possible, il est facile de voir que tous les
^ 8 tènies dont il s’agit, devront avoir leur origine placée centre même de l’ellipse ; car si l’on considère un '^quelconque de cette courbe, dont les coordonnées
^ nsi exprimées soient -J- x' et -f- y', puisque l’équation
^ a nsf 0rm ée ne doit contenir que les carrés de ces va-
( j al) ‘es, elle se trouvera également satisfaite par lès points les coordonnées seraient — x', -h y'] — x', —y';
2^8 T)E l’ellipse.
— ÿ\ c’cst-à-diro par les points qui seraient situés d’une manière symétrique dans les autres angles formés par les axes des coordonnées. Ainsi, toute ligne droite menée par cette origine, sera coupée des deux côtés par la courbe à des distances égales ; propriété qui, dans l’ellipse, n’appartient généralement qu’au centre, seul point autour duquel elle est symétrique ment disposée.
Les axes de coordonnées obliques dont nous supposons ici l’existence, couperont donc toujours l’ellipse suivant deux diamètres inclinés l’un sur l’autre d’un certain angle convenable pour la réduction dont il s’agd* Les diamètres qui se combinent ainsi ensemble, sont dits conjugués.
Pour reconnaître si l’ellipse a plusieurs systèmes tic diamètres conjugués, et quelles sont leurs positions* reprenons son équation rapportée au centre et au* rectangulaires, laquelle est
A a j a + BV 1 = A a B a ;
de plus, puisque les diamètres conjugués, s’il en existe* doivent se couper au centre de l’ellipse, il suffira d en' ployer les formules
x = x cos « -f -y cos » , y —x sin *+y sin * > qui servent à passer d’un système de cordonnées re c tangulaires à des coordonnées quelconques qui ont * même origine. En substituant ces valeurs de x et tle ) dans l’équation (le l’ellipse, qui est
Ay + BV^A'-R’,
elle devient
j(A a sinV-l-B*cosV)y' 2 4 -(AVm a *+B 2 cos 2 «).t' a 1 t -1-2 (À a sin » sin * -}- B a cos et cos et ) x'y J
Poqp que çette équation soit do même forme que ce qui est relative aux axes , il tant qu’elle ne contien point le rectangle -x' y' des coordonnées. Il faut (° l
Profiler de l'indétermination de « et de «' pour faire Paraître ce terme, en rendant son coeflicient nul ( l l M dorçne la condition
} A. a sin Asin »'-j~ cos « cos *' = o, / t \
^ 1 équation delà courbe se réduit à ^unV4-BWV)/*+(ÀW« + B = A s B a .
ven 62 ' ? 1 ? rd,pUS à int ^préter l e $ résultats que nous H e 0l !f ol ^enir. La condition qui existe entre « et «'
_ uHH pas pour déterminer C cs deux angles; elle fait Q 'ornent; connaître l’un d’eux quand l’autre est connu. coJ WW do ‘.’ C >’ rc,,drc ril « d “ deux à volonté, et par
dSW*V a , V ,l V U " C inlinit,ide «*#*>** decoor-
neos obliques tels que ceux que nous cherchons. C de c “ s >f' ;mcs Cit «d»i >u«'»e <kf axes de l’el- 2 * w la re,at '°" de » ct d « «' est satisfaite quand suppo* m ef cos .;=o; ce qui fait coïu-
■ * ? lcc ,es *' ct *»y «ec les js Aussi, par 0 „ retond,e-t-on sur l’équation aux ax«.
lia “ferait encore aux conditionsdonnées, en faisant tj * ■—°» cos« -o; ce qui donnerait encore l’équa- .n aux axes, avec cette seule différence, que les *' Rideraient avec les y, et les / avec les x * sont là les seuls systèmes de diamètres conjugués l u Pluss e nt étr,.. rectangulaires. En effet, supposons • J en ait d autres, ils devront, ainsi que les précés i satisfaire à la condition
«-Tr*=go°, OU et =Q0° + «:
donne
• sm et = sin 90° cos« -f cos 90° sin «=-f cos «,
^ cos * == cos 90° cos *—sin 90° sin « =—siu « ■
^ tant su * jsllfu<;es ^ ans l’équalion de
elle devient
de l’ellipse.
(A a — B a ) sin * cos * = o ;
et comme on ne peut pas disposer des quantités A et B qui sont données par la nature de l’ellipse que 1 ou considère, on ne peut y satisfaire qu’en faisant sin *_--0i ou cos * = o ; suppositions qui nous ramènent précise' ment aux deux cas que nous venons d’examiner, et qu l nous conduisent toujours a 1 équation aux axes.
Si l’ellipse se changeait en un cercle, on aurait A = B » et l’équation de condition se trouverait satisfaite d’elle même, quelque valeur que l’on voulût donner à l’angle*' Ainsi, dans le cercle, tous les systèmes de diamètr^ conjugués sont rectangulaires, au lieu que dans 1 e lipse, les axes seuls jouissent de cette propriété.
1 63 . On pourrait voir également, par la seule an»" lyse, que les systèmes des coordonnées qui peuvent duire l’équation de l’ellipse à contenir seulement 1 e * carrés des variables, ont nécessairement leur origine ?on centre. Car si l’on prenait les formules de transformé tions les plus générales, on trouverait que les termes q’’ 1 transportent l’origine, introduisent dans la transform^ les premières puissances des variables, et doivent née* sairement être nuis pour que ces puissances disparaisse^'
1 64 . En faisant successivement y' = o, x' — o, aura les distances de l’origine des coordonnées points dans lesquels la courbe coupe les diamètres a^ quels elle est rapportée. Si l’on représente ces distat» c , par A' et B', la première étant comptée sur l’axe des J on trouve
A * = A*sin’« + B*cos*« ’ B Â*sinV + B a cos*
et l'équation de la courbe devient
3 A', î>B', représentant les longueurs des deux diam e
de d’ellipse. a4 t
^°nj ugués. On appelle paramètre d’un diamètre une r oisième proportionnelle à ce diamètre et à son con-
frgiie : d’après cela, — est le paramètre du diamètre , 2 A' a
^ > et “g— est celui de son conjugué uB'. Nous ne
ferons pas un usage particulier de ces quantités, et * l ° Us n en parlons que parce qu’elles sont fréquemment éployées dans les traités synthétiques.
1 65. Si l’on multiplie l’une par l’autre les valeurs de A' a et de B' a , il vient
ïs.__A^_
A>sin a *'sin 2 «-pA a B"(sin’*cosV-4-cos a «sinV)-4-B}cos i ‘*cos
^sultat qui peut se mettre sous la forme
(A‘sin« , sin«-f-B u cos<* , cos*) a +A a B*sin a (* — «)*
^ première partie du dénominateur s’évanouit en v ^rtu de la relation qui existe entre m et «; et, en rouissant les autres termes, on a simplement
^ u i donne
sin a (« — u)
AB = A'B' sin (*' — «).
* » est l’expression de l’angle B'AC' que forment
es deux diamètres conjugués entre eux (fig. 5g). Par
jiiséquent, A'B' sin («'— *) exprime l’aire du parai e fegramme AC'R'B' : cette aire est donc égale au ft Çtangle ACRB formé sur les axes; d’où résulte ce ‘éorème que, dam Vellipse 3 le parallélogramme ^nstruit sur deux diamètres conjugués quelconques, équivalent au rectangle construit sur les axes.
7 e j Édit.
aia de d’ellipse.
166'. L’équation de condition entre les angles u, « ? étant divisée par cos * cos *', devient
A a tang * tang *' + B a = o. (0
Avec son secours, on peut aisément éliminer l’angle * de l’expression de B' 3 , ou l’angle * de l’expression de i pour cela, il n’y a qu’à transformer ces expressions de manière à y introduire les tangentes des arcs au lie» de leurs sinus et cosinus, ce qui est facile, puisqu’on » toujours
tang 8 *
sin * = —— -7-;
1 4- tang *
. # ,_ tang’*'
’ 1 tang 5 *
tang 3 *' ’ 1 4" tang
Ces valeurs substituées dans A' a et B' a , donnent
_ A a B a ( 1 4 - tang a *) , a A*B*(i 4 - tang 3 *') A a tang 3 * 4-B 3 ’ A 3 tang 3 *' 4 “ B 3
Maintenant, si l’on veut éliminer «' de la seconde, ^ n’y a qu’à y remplacer tang *' par sa valeur, déduite de l’équation (1); et, après les réductions, il vient
tv» — A 4tan s 9 *-H Bi .
A 3 tang 3 * 4 -B 3 ’
de sorte que le dénominateur est le même que cd» 1 de A' a . Or, si l’on ajoute ces quantités ensemble, le » u ' mérateur commun
A a B a 4 “ A- 4 ®* tang 3 * 4 ~A* tang* * 4 - B 1
peut se mettre sous cette forme,
B a (A a 4 - B a ) 4 - A a tang a *(B 3 4 -A 3 ), ou enfin (A 8 4 " ® a ) (A* tang 3 * 4 “ B 3 ).
Cette somme prend donc alors pour facteur com» 11 ^ le dénominateur meme; et faisant partir celui-ci p» r division, il reste
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Cest-a-dire que, dans Vellipse, la somme des carrés « deux diamètres conjugués est toujours égale à la *vrnme des carrés des deux axes.
* 6 j. Les trois équations
A 1 tang et tang *' -f- B* = o,
AB = A'B' sin («'— «),
suffisent pour déterminer trois quelconques des six Quantités
A, B, A/ y B', u , tty
^°t*sque les trois autres sont connues : elles peuvent par Conséquent servir à résoudre toutes les questions relaies à la recherche des diamètres conjugués, quand on Connaît les axes, et réciproquement.
168. En comparant la première de ces équations *vec la relation trouvée dans l’art. i44, pour que deux boites menées des deux extrémités du grand axe se dupent sur l’ellipse, on voit que les angles *, satisfont à cette condition. 11 est donc toujours possible de *Oencr, par les deux extrémités du grand axe, deux droites qui se coupent sur l’ellipse, et qui soient paral- * e les à deux diamètres conjugués donnés; ce qui s’accorde avec ce qu’on a vu dans Part. 1 53 .
De là il résulte un moyen très simple de trouver deux diamètres conjugués qui fassent entre eux un ^gle donné, en supposant que l’on connaisse les axes de l’ellipse.
Sur l’un de ces axes on décrira un arc de cercle ca- Nde de l’angle donné. Par un des points où cet arc c°upera l’ellipse, on mènera aux extrémités de l’axe dÇs cordes supplémentaires; elles seront parallèles aux d'amètres cherchés. Ainsi, en leur menant des parale 'es par le centre de l’ellipse, on aura ces diamètres.
Ou fera cette construction sur le grand axe, si l’angle
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donné est obtus; sur te polit, s’il est aigu. Lorsque cd angle sortira des limites assignées pour les diamètres conjugués , le problème sera impossible, ét l’are cercle ne coupera pas la courbe.
Il est visible que cette construction s’accorde avec le* équations précédentes et avec les considérations de l’article i 44 . On pourrait aisément la traduire en analyse» et, en la combinant avec l’équation de l’ellipse, ort trouverait le nombre des solutions et les condition* d’impossibilité. Je laisse cette recherche à faire au* élèves qui voudront s’exercer.
169. Si l’on demandait que les diamètres conjugué* cherchés fussent égaux entre eux, on n’aurait qu-' 1 égaler les valeursde A 3 etde B' 2 , trouvéesdans l’art. 1 en fonction de tang 2 * ; et, après avoir divisé toute l’ég* r ' litépar le facteur commun A. 2 — B 2 , il restera
A 2 tang 2 * = B 2 ; d’où tang * = zt
Cette valeur étant substituée dans l’équation de condition entre les deux tangentes, il en résultera
, B tang - = =?£.
On voit ainsi que les tangentes des deux angles cherché sont égales et de signes contraires ; l’un des signeséta"^ relatif à un des diamètres, et l’autre à son conjugué.^ 1 donc, par les extrémités des axes de l’ellipse, on des cordes BC, B'C (fig. 60) , les diamètres parallèle* ces cordes seront conjugués et égaux.
L’ellipse rapportée à ces diamètres a pour équation
qui est analogue à celle du cercle entre les coordonné rectangulaires. . ,,
Parmi toutes les cordes menées des extrém
dje j.’jmj.wse. a 45
B' de l’axe à un même point de la courbe (fig. 60), BG et B'G sont celles qui comprennent le plus grand angle : Par conséquent, 1’apgle obtus, formé par les diamètres c °njugués égaux, est le plus grand de tous ceux qui s °nt formés par deux diamètres conjugués.
* 7 i. Reprenons maintenant l’équaLion
^°ur plus de simplicité, nous supprimerons les accens des variables V,y', en nous rappelant toutefois qu’elles m comptent sur des axes obliques, et nous écrirons
A' a y'*-fB' a *' a =^A' a B' a r
^tte relation étant absolument de même forme que Cp Be qui est relative aux axes,toutes les propriétés indépendantes de l’inclinaison des ordonnées seront communes aux axes île l’ellipse et a ses diamètres conjugués. Ainsi ,<cliaque diamètre divisera en deux parties égales ordonnées parallèles à son conj-ugué; mais comme iis **0 sont pas à angle droit l’un sur l’autre, la courbe ne *®*'a pas symétrique de part et d’autre de eliacun d’eux. De plus, la valeur de y* étant
° n aura , en nommant , x", les coo^Rimnées il’uu * u lre point dé lu courbe,
•f! = ( A r 4 --v) ÇA'— .r \
f 1 CA'^VMA'W’)*
4 ~ x , A' — x , sont les distances du pied de l’ordon- Pt*e MP aux extrémités B, b , du diamètre éAB (fig. 61) : J s carrés des onlonndes au# diamètres vonjugu sont 0/ *c proportionnels aux produits des segtnens quelles ° r ment sur ces diamètres.
*72. On lire de Jà uu moyen fort simple de décrire
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une ellipse lorsque l’on connaît deux de ses diamètres conjugués 2A', 21^, et l'angle qu’ils font entre eux. Sur 1 C premier Bé, par exemple, on décrirauue ellipse dont les axes soient aA' et aB' ; ensuite on inclinera les ordonnées NP, N'P' sous l’angle donné, sans changer leur longueur, et les points M, M', trouvés par ce procédé, appartiendront à la courbe cherchée.
17.3. L’équation de la ligne droite étant de même forme entre des coordonnées obliques qu’entre des coordonnées rectangulaires, la combinaison de la ligne droite et de l’ellipse rapportée à des diamètres conju' gués, dépendra des mêmes formules que dans le cas ou cette courbe est rapportée à ses axes; et l’on obtiendra» par conséquent, dans ces deux systèmes, des résultats analogues.
Nommons /3 l’angle que forment entre eux les diamètres conjugués 2A' et aB' (fig. 62). Si, par 1 e point D, pour lequel y — o , et x — A', on mène ui» e ligne droite qui fasse avec l’âxe AX un angle *, il résulte de l’art. 43, que son équation sera de cette forint»
y=za(pc — A') , a
sin «e
sin (y8 — e»y
Si, par le point D', pour lequel _y = o, et —-A»
on mène une autre droite dont *' soit l’angle avec l’a* c des x , on aura
f / 1 / sin u
sm(/3 — « )
Pour que ces droites se coupent sur l’ellipse, il faud** combiner leurs équations avec la suivante,
qui appartient à cette courbe : mais le système de cCs équations étant le même que dans l’art. i44, le résidé entre a et a sera aussi le même, et il viendra A' 2 aeî B' a = o
DE b ELLIPSE.
Pour la condition que les droites se coupent sur l’ell| Pse. Seulement ici a et a ne désignentplus les tangentes jrigonométriques des angles que ces droites font avec axe «les x elles expriment les rapports des sinus des a,1 gles qu’elles font avec les deux axes des coordonnées.
174 . Si l’on veut mener une tangente à l’ellipse par Uu ses points, en nommant x", y", ses coordonnées Apportées aux diamètres, on aura
tangente étant une ligne droite, et devant passer ce point, son équation sera de cette forme, y—y" = a(x — x n ),
a étant une constante qu’il s’agit de déterminer.
Pour y parvenir, on combinera les deux équations Précédentes avec celte de l’ellipse, qui est A' a y a - 4 -B' a x a = A' a B' a
eri raisonnant comme dans l’art. i 4 q ; mais le système t es formules employées étant aussi iemêiue, on trouera , comme dans ce cas,
A'^y/+B^r*''=A' a BS
c cst-à-dire qu’elle aura la même forme que dans le Cas des axes. Il est visible que l’expression de la soutangente qui s’en déduit sera aussi la même.
Si, par le centre de l’elli ^Gs coordonnées, on mène **°n sera de celle forme,
pse, qui est aussi l’origine une ligne droite sonequa-
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Si cette droite passe par le point de tangence, il faudra
que l’on ait
y" = ax" ; d’où a' = ^— ri .
Cette valeur de a étant multipliée par celle de a , qui convient à la tangente, il vient
En comparant cette relation avec le résultat de l’article précédent, on voit que le point de tangence est sur une ellipse rapportée à des diamètres conjugués parallèles à ceux de la proposée, et dont le rapport est le même* Cette ellipse passant par l’origine des coordonnées et par le point où la tangente rencontre l’axe des x, un de ces diamètres est la distance de ce point à l’origine.
175. Ceci fournit un moyen de mener une tangente à l’ellipse par un point pris sur cette courbe, sans connaître ses axes (lig. 63 ); pour cela, de ce point M> menez au centre le diamètre AM; et alors, par l’extrémité D' d’un autre diamètre quelconque, tel que DD'» menez D'N parallèle à AM : MT parallèle à DN, sera la tangente demandée. Cela se prouve aisément en appli" quant ici le raisonnement dont nous avons fait usage dans l’art. i 52 .
Les données employées dans cette construction sont un diamètre DD' et le centre A. Or, ces deux choses sont faciles à déterminer, lorsque l’ellipse est donnée f car, à travers cette ellipse, tracez deux parallèles quel" conques terminées à la courl>e; et, par le milieu d e ces lignes, menez une droite : ce sera un diamètre q 11 * passera conséquemment par le centre. Menez den* autres parallèles dans une autre direction, vous aure® un second diamètre, qui passera aussi par le centre; e t ainsi le centre sera déterminé par l’rntersection de cc ÿ diamètres.
DE L EU.irSE.
176. Si l’on mène le diamètre AM', fig. 63 , parallèlement a la tangente MT, la tangente au point M' sera parallèle 41 D’N, et par conséquent à AM : les deux diamètres AM, AM', seront donc conjugués l’un à l’autre, et ^angl e M'AM, compris entre eux, sera égal à l’angle
formé par les deux cordes supplémentaires qui leur sont respectivement parallèles.
Ainsi, pour avoir deux diamètres conjugués qui kssent entre eux un angle donné, il faut, sur un diamètre quelconque DD', décrire un arc de cercle ca- 1 ‘alile de cet angle (fig. 65 ). Par le point N, ou l’arc dupera l’ellipse, on mènera aux extrémités du diamètre les cordes DN , D'N, qui seront respectivement Parallèles aux diamètres clterchés : on pourra donc mener ceux-ci, puisque le centre de l’ellipse est d’ailkur$ connu.
177. Si les diamètres demandés sont les deux axes l’ellipse, leur angle est droit, et l’arc de cercle décent concentrique à la courbe (fig. 60). Ainsi, pour trouver les axes d’une ellipse donnée, lorsque l’on confit son centre, il faut, sur un quelconque de ses diamètres, décrire une circonférence de cercle; par un
points d’intersection mener des cordes aux extrémités du diamètre, et, par le centre, des parallèles à ces ^rdes : ce seront les axes demandés.
l?8. Il serait facile, en suivant la marche que nous tenue, de revenir de l’équation
Native aux diamètres conjugués, à celle qui appartient m** axes : on retomberait ainsi sur les relations que f°Us venons d’établir, et il devient par conséquent * Q 4 tilp nous nous y arrêtions plus long-temps.
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Sur VEquation polaire de L’Ellipse, et sur lit mesure de sa surface.
179. L’ellipse n’est pas, comme le cercle, une courbe symétrique dans tous les sens autour de son centre. C’est pourquoi, lorsque nous la rapportons à des coordonnées polaires, composées d’un rayon vecteur r et d’un angle v formé par ce rayon avec une droite lise » nous pouvons prévoir que l’équation ainsi transformée ; devra, outre les élémens propres à l’ellipse même, renfermer des termes qui dépendront de la position de ses axes par rapport à la droite fixe, d’où l’on compte les angles v. Le mélange de ces deux sortes de données fait qu’il devient avantageux pour la simplicité de ne pas introduire les coordonnées polaires dans l’équation de l’ellipse rapportée à ses axes, mais dans l’équation relative à deux diamètres conjugués, dont l’un soit parallèle à la droite d’où l’on veut compter les angles t\
Soit donc (fig.67) OX', cette ligne, et CA', Cil', déni diamètres conjugués, dont le premier lui est parallèle'• l’angle B'CA', sera déterminé par la nature de l’ellipse : nous le nommerous ». Du point O choisi pour pôle, menons OP' parallèle à CB', et nommons x', y', lc s longueurs Cl y , l y ü; ce seront les coordonnées rectiligne* du pôle relativement aux deux diamètres. En répétant la même construction pour un point quelconque M de l’ellipse, nous formerons de même ses coordonnées rectilignes CP, PM, que nous désignerons généralement par x,y , et Fou aura ainsi en général
CP = CP' -f- QO, PM — OP' -f QM.
Or, QO et QM sont les côtés du triangle obliquant OQM, dans lequel l’angle O est v , l’angle Q < ?l 18o° — », et le côté OM est / ; ce qui donne
mq= iiiüi, no = Ï ±—")
sin a sin u
substituant tes valeurs dans les relations précédentes, et remplaçant les autres lignes par les expressions analytiques que nous leur avons attribuées, il vient
j=j'-frL‘ in .(*—jO v=v '_ l _r£i’Dî:.
sm a J J sin « »
c je sont les valeurs des coordonnées parallèles aux j la, netres conjugués, en fonction des coordonnées poa ires r et v. Il ne reste plus qu’à les substituer dans équation de l’ellipse rapportée à ces diamètres. En ^présentant CA' par A', et CB' par B*, cette équation est'
*80. Avant d’effectuer la substitution, il est bon de nous rappeler que les valeurs de A', de B', et de », sont ïr? s avec los longueurs et la position des axes de l’el- 'Pse, au moyen des trois relations trouvées n° 167;
est représenté dans ces équations par a — a, c est-a-dire par la différence des angles que le premier ° Xe de l’ellipse forme avec les deux diamètres conjugués ’Bie l’on considère. On pourraitdonc, à l’aide de ces relayons, déterminer les trois quantités A', B', a, si l’on connaissait les longueurs A et B des deux dem i-axes de U ellipse ^ angle*, que le premier de ces axes forme avec la r °ite OX , d’ou l’on compte les angles y. Or, récipro |jUement, on obtiendra A et B et *, si A', B x , et * étaient oniiées. Eu effet, dans ce cas, les deux dernières relayons citées, détermineraient A et B; et en éliminant u n la première, au moyen de sa valeur « == * -f *
* e donne
^ A 3 tang 3 « -j- (A 3 — B s ) tang * tang a -f- B 3 = o; j c qui fera connaître tang *, et par suite, l’angle * Uï ~méme.
v ^ 1 " convenu, chassons les coordonnées rectilignes
Vj e 1 équation de l’ellipse,en les remplaçant parleurs
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valeurs en r et v. Le résultat, ordonné suivant les puissances de v , est
A^sinV U- + *ï'y'slr>» }^+ A Y*) }sin* jsip*
-1-B' a sin a («— *)) -f-aB'Vsiu^— y)) 1
Si l’ellipse se changeait en un cercle d’un rayon R, on aurait généralement A / = B / = R , et l’angle u des deuï diamètres conjugués deviendrait égal à 90“, ce qui don" nerait sin * = 1, et sin («—v ) — cos v. Alors le eoeff»' cient de /■* deviendrait égal à 1, et l’équation divisée par A'*, se réduirait à
r a -f- 2 (y sin v ■+■ x cos v) r +y * + x% — R a = o v ce qui est, en effet, le résultat trouve, n* 124 , pour Véquation polaire du cercle- On voit que, dans ce cas,» il 11c reste plus aucune trace de l’angle <*, qui, dans 1 cl lipse, sert ù déterminer la position du premier axe, re lativcment à la ligne d’où l’on compte les angles y, et» en effet, en vertu de la forme symétrique du cercle, ^ direction de cet axe est absolument indéterminée» puisqu’il est le même partout autour du centre,
Mais , à cette seule modification près, qui dépend de différence des deux courbes, on peut appliquer en to“ point à l’équation générale trouvée ci-dessus pour 1 lipse, le mode de discussion que nous avons suivi p° 111 l’équation polaire du cercle, page 200 et püiv, On pouy** eh déduire de memçJa marche de cette courbe, sesîîmH rî ’ et toutes scs propriétés ré^tîves au point cndisi pour pô r soit que ce pôle se trouve situé sur le contour mèiue l’ellipse, ou dans l’intérieur, ou au dehors- Les élèv e feront bien de s’exercer h développer cette analyse- ^ 182. Je mebor nera iici à l’examen d’tin casquiprésen ^ des résultats particulièrement propres à l’ellipse- ^ €
- UDÔ
e ui où le point choisi pour pôle serait un des foyers *mos de cette courbe, les angles * étant comptés à 1 artir du premier axe AB, fig. 68.
j IJans œ ^> Ics deux diamètres conjugués A', B', sur Rs <]uels se comptent les coordonnées rectilignes æ y' u Pèle, deviennent les axes mêmes de l’ellipse que 'ous désignerons par A et de plus, leur angle V es t r0l t, et 1 équation (î) ainsi modifiée, devient
A’sinVl r’-f uA?ÿs\nv'i r-f-A 3 y 9 +BV* = A 5 B\ "f~B a cosV) -j-aB^ar'coseJ
Ï reste encore à exprimer que le pôle coïncide arec un j es loyers de l’ellipse. Or, pour cela, il faut savoir dans ^uel des deux foyers on veut le placer. Car, ayant pris, far supposition,les x et les x positifs du même côté du ® e ntre où les angles v commencent, c’est-à-dire vers A rancisse du foyer F, situéde ce côté, sera positive, h f du %er F', situé de l’autre côté du centre, sera fcgative; en sorte que, si c’est F que l’on veut choisir s coordonnées du pôle seront
> si c’est F', elles seront
/ = o, x' = — \/A>—ÏV.
Quelle que soit celle de ces deux valeurs qu’on adopte, ç 0 Q ] vr6 v ' SRra toujours le même ; et, en y joignant la
édition dey' nul, l’équation (i) deviendra
(A- a sin # f» + B' a cos**')r*4. aBVcos^.r = Bt.
j 1 ^ là résout par rapport à r, on trouve sous le radical 'faautilé
B» (A*sinV -f B 1 cos* c) -J- B^x' a cosV,
<iU| > en mettant pour x" sa valeur A a — B a , sc réduit à A 2 B* (sin* v -f- cos* v) ou A : B* ;
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ce qui donne pour r ces deux valeurs rationnelles,
B 8 (r'cos v — A) ^ _ R a (.r' cose-f- A).
r_ " A*sinV 4 -B cosV’ 6 AVmV-i B'cosV
Ces deux valeurs peuvent encore être mises sous une forme plus simple ; car on a
A 4 sinV + B 8 cosV—A 8 — (A 8 — B 8 )cos* t-= A 8 — *' 2 cosV- Or, la quantité A 8 — x'* cos 8 v est le produit des Jeu* facteurs A — x cos v , A+x cos v, et chacun de ce* facteurs se trouve aussi au numérateur dans l’une o» l’autre des expressions précédentes de r; ainsi, en c supprimant,on aura pour r ces deux expressions plu* simples, b *
r A -+• x' cos v ’ Â — x cos v
Il faut maintenant discuter ces valeurs dans les deu* suppositions oit l’on prendrait pour pôle le foyer * situe du côté des x' positifs, ou le foyer F , situe A* côté des x' négatifs.
i 83 . Commençons par le premier cas : x étant posi Cl moindre que A, le produit de x'par cos v, qui est tou jours une fraction, sera également positif et moinû ^ que A; ainsi, quelque changement de signe que cos subisse dans les différens quadrans, les deux dénom.n leurs A + ^'cos^, A-x'cose, resteront toujoU positifs; or, le carré B 8 qui forme le numérateur l . Jeux racines, est toujours positif par lui-même; a»* la première valeur de r où il est affecté du signe ' ^ sera toujours positive , et donnera des points réels 1 courbe; tandis que la seconde, qui a un numera _ négatif — B 8 , donnera toujours des valeurs negat‘ ^ et ne devra pas être employée. Tous les points de^ courbe seront donc alors donnés par la promit.u leur de r.
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le i°'T arrivcra <mcore da,,s lo «»nd cas où
le l a " ^ 1 •• A1 ° , S X ' CSt «*«*i --
** oduit X oos V est toujours moindre que A ; de
Prcmiè 10 "l <ICU r d,5nominateurs ■'estent positifs. La P cime, c valeur de r est donc encore la seule positive
la CMrC 1 A"n T' 6 <,U ' 1 ‘ lo " no des l wints réels dé
<KU V Ja “ S ‘° US ,eS cas ’ Ia æule
com: n employer , quand on compte les angles
'•«.us Tle fafre.° * ^ n ° US SOmmes
* 84 . Si, pour plus de simplicité, on fait
A^ — e % on aura B a r= A a (i—e»), e t At»,
t S n d r si S nes +et —répontlent aux deux positions
l’exné B “ °“ 6 “ t CCS lale “ rS dtant ^-’rstituées dans
«pression positive de r, elle devient
’ '^r+W ou bien
rép0 " d ““ “ s oi Ies angles r sont «Liés nJ 8 sommet de 1 ellipse le plus voisin du foyer
1 , Sert JC P6lC ’ Ct Ia seconde réiwnd au cas où les "glcs e sont comptés, toujours dans le même sens, à partir du sommet le plus éloigné. L’une et l’autre forme des S0 , UÏ ™ t usltée en Astronomie pour le mouvement dont i , parce l i l,e ccs astres décrivent des ellipses
11 le soleil occupe un des foyers.
L. 1 11 ,? 5 * La 1 {° rme S énérale q«e nous avons trouvée plus 'e C n p0, ? r 1 équat,0n P olaire de l’ellipse, peut servir à i nnaitre si une équation donnée entre r et p, a pp ar i Güf a U ” e e ^’l lse » et » dans I e cas où cela a lieu elle K1 . Servir a déterminer les élémens de l’ellipse, c’est- CS , VaIeUrS tlcs aXCS > leurs positions, et celle du ocl ** , at,VCnient au P° mt choisi pour pôle. C’est une Perche sur laquelle les élèves pourront s’exercer
a 56 nï i. eixjpse.
186. Dans en qui [>récède ,nous avons déduit de la seule équation de l’ellipse toutes les circonstances de son cours; réciproquement, une seule de ces circonstances qui serait particulière à l’ellipse, suffirait pour faire rctrouvrer son équation.
Proposons-nous, par exemple, de trouver une cour >e telle, que la somme des distances de chacun de ses points à deux points donnés, soit constante et égale à oA.
Soient F, F', les deux point* donnés, lig. 63 . Plaçons l’origine des abscisses en A, au milieu de la ligne FF t que nous représenterons par 2c; puis, supposant que M soit un point de la courbe, nommons AP, x, PM, y, e désignons par r, r, les distances FM et F'M : nous aurons , pour les équations du problème,
r» = y* -K«— *) , r'* aay + (« + *Y>
r -f- r = aA.
Ajoutons et retranchons successivement les deux premières équations membre à membre, il viendra
^ | _ y* _L c a , /*— r* — 4 ex.
La seconde de celles-ci peut se mettre sous cette forme 1 (r + r) (r' — r) = 4 c*.
Substituant pour r + r sa valeur tirée de l’équation r -f r = aA,
il vient
d’où, en vertu de la pr écédente, on tire
Mettant ces valeurs dans l’équation qui donne r 1 + r il vient
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OH A a (y* + x>) - c’* a ^ A* (A* - C% lorsqu’on fait x nul, cette équation donne
^est le carré de l’ordonnée de la courbe à l’origine, ommc c est nécessairement moindre que A, d’après es données de la question, cette ordonnée est réelle, e * on la représentant par B, on a
^ l’on tire de ce résultat la valeur de c, et qu’on la substitue dans l’équation de la courbe, cette équation devient
Ay*-f B a Æ a = A s B%
'lui est l’équation d’une ellipse rapportée au centre et a «es axes.
187. Avant qu’on eût éliminé les quantités r et r, ellipse était caractérisée par l’une ou l’autre des équations
^Ussi bien qu’elle l’a été ensuite par l’équatiojien coordonnées rectangulaires à laquel le nous sommes parvenus; car distances r et r étantvariables en même temps que a Wisse x , peuvent convenir successivement à tous les faiuts de la courbe, et servir à les déterminer lorsque Cs t connu. O11 peut donc regarder les variables r et °U r et x , comme formant un véritable système ^ coordonnées qui ne sont plus rectangulaires; mais faudra se rappeler que l’origine des rayons vecteurs est j 1 trente dans ces deux systèmes; car ils partent de F’, 0| ‘sque l’on prend l’équation
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et de F, lorsque l’on emploie la seconde
188. Si l’on veut aussi compter les abscisses x, nod plus comme nous l’avons fait, à partir du centre. mais à partir du même point, que l’on prend pour l’origine des r ou r, il faudra faire une nouvelle transformation; par exemple, si l’on veut que ce soit à partir du point F', en nommant x' une nouvelle abscisse positive telle que F'P, on aura
ce qui donne
Dans le second cas, si l’on nomme x' urie nouvelle abscisse positive, telle que FP, on aura
ce qui donne
x = x - Cj
Les r' positifs de la première de ces supposition* donnent pour r les mêmes valeurs que les x négatif* de la seconde, et réciproquement ; en effet, cette correspondance est une conséquence nécessaire de la forint symétrique de l’ellipse par rapport à ses deux foyer* i car la portion de cette courbe située à droite du foy e * F, est identique avec celle qui est à gauche du foyer l 't et de même pour les parties opposées.
189. Ces équations où l’origine est à l’un des foyer*? prennent une forme très élégante, lorsqu’on y introduit? au lieu de l’absci&se x', les angles MFP ou MF'P, formé*
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rayon r ou r' avec l’axe. En effet, mit ,• lWlè on aura dans la dernière équation où l’origine est
sera le rapport de l’excentricité ^ par la substitution de ces valeur:
en tirant la valeur de r,
ç t, en faisant de même
viendra
i — e cos v'
Quation qui ne diffère de la précéd *'gne du terme où e entre à la prcmièr , Ux formules sont les mêmes que nous dans l’article i 84 , où nous les ave ^édiatement de l’équation de l’ellipse Coordonnées polaires.
J 9 «- l J our ne rien omettre de ce qui Relativement aux propriétés de l’ellipse
üGo DE l’ellipse.
ici la mesure de la surlace, quoique cette recherche nous écarte un peu du but analytique que nous nous sommes généralement proposé.
Nous avons vu (n° i 4 i) que si, du centre de l’ellipse, avec un rayon égal au demi-grand axe, on décrit une circonférence de cercle, en nommant y et Y les coordonnées de ces deux courbes, qui correspondent à la même abscisse, on a toujours
Les aires de l’ellipse et du cercle sont aussi dans le même rapport que ces ordonnées.
Pour le faire voir, inscrivons à la circonférence BMM'B' un polygone quelconque, et de chacun de ses angles menons des perpendiculaires à l’axe BB' (iig. 69) ; en joignant les points où ces droites rencontrent lel' lipse , on formera un polygone intérieur à cette courbe- Or un quelconque des trapèzes PNP'N' de ce polygone aura pour mesure
gg.±gg3y, ou
Le trapèze correspondant PMP'M/ dans le cercle, aura |>our mesure
<™±rw)p P , ou ( x_ x -)(I±D.
Ces trapèzes seront donc entre eux dans le rapport constant de B à A. Iæs surfaces des polygones inscrits dans les deux courbes seront aussi dans le même rapport-, et comme cela a lieu, quel que soit le nombre des cotés de ces polygones, ce rapport sera encore cel«‘ de leurs limites; d’où il suit qu’en désignant par « et J> les aires de l’ellipse et du cercle, on aura
njî LELLIPSI.
^esl-i-dirc que l’aire de l’ellipse esl à celle du cercle •^conscrit comme le second axe est au premier.
En désignant par ^ la demi-circonférence dont le a }on égale 1, *rA* sera l’aire du cercle décrit sur le bi'and axe. On aura donc, pour l’aire de l’ellipse, l’ex- P r ession suivante :
S ~ jt . AB,
!, aires de deux ellipses quelconques seront entre es dans Ie apport des rectangles construits sur leurs 'Ses. On parviendrait au meme résultat, en considérant a circonférence décrite sur le second axe.
Ea meme démonstration pourrait s’appliquer à deux courlis quelconques dont les ordonnées, corresponantes aux mêmes abscisses, auraient entre elles un apport constant; et il en résulte que ce rapport scn 't aussi celui de leurs aires entre les mêmes limites.
De la Parabole.
. 1 ■ En prenant sur une des génératrices d’un cène
* rolt à base circulaire, une distance arbitraire a\ t ° n, Ptée du centre, et menant par son extrémité un plan 'pupant, incliné de l’angle i sur la génératrice dont il nous avons trouvé pour l’équation générale do ‘tttersection
V cc*v* v -|- .r® sin i sin (£ -f- au) — ax sin ac sin i = o.
^ rs que l’angle / égale 180°—at-, le plan sécant de- -^paralftleà la génératrice opposée; et, s’étendant ; lnfinî sur unR ÿ.ÇS nappes du cope, il donne pour tçrsection une courbe illimitée, qui se trouve tout 11 ‘cre sur celte seule nappe, et qui a reçu le nom de
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parabole. L’équation particulière de ce genre de courbes s’obtiendra donc en faisant i = 180° —iv dans l’équation générale. Alors , le terme en ;r“ disparaît, parce que le facteur sin ( i -f- 2<*) qui entre dans son coefficient > devient nul. Les autres termes se trouvent divisibles par cos 1 v, et en supprimant le facteur commun , qui ne peut être supposé nul en général, puisque l’angle v est déterminé par l’ouverture du cône, il reste y “ — 4 aor sin* v = o.
Pour avoir les points où elle coupe l’axe des X (fjg, 70), faisons y = o, il viendra x — o;
c’est-à-dire que cela a lieu dans un seul point, qui es* l’origine des coordonnées.
En faisant ,r=o, on aura les points ou elle rencontre l’axe des y. Celle supposition donne
c'est-à-dire que cela n’a lieu qu’a l’origine.
Ainsi, la courbe n’a qu’un point de commun avec les axes des x et des y : ce point est l’origine des coordonnées , et l’on voit qu’elle y est touchée par l’a* e <les y.
Eli résolvant son équation par rapport à y, il vie» 1 y = zh^bax sinV.
Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires* la courl>e est donc symétrique au-dessus et au-dessous de l’axe des x.
x négatif donne toujours y imaginaire, puisque a es* une quantité positive, ainsi que sinV : la courbe J 1<; s’étend donc pas du côté des abscisses négatives, et cll c est limitée, dans ce sens, par l’axe des y.
x é'ant positif, les valeurs dey sont toujours réelles*
DF. LA PARABOLE. 26
d’autant plus grandes que x est plus grand. La courbe 8 étend donc indéfiniment de ce côté de l’axe des x, et e |le a la forme représentée fig. 70. Puisqu’il n’y a « ordonnées réelles que dans ce sens, nous supposerons désormais x toujours positif.
Le rapport du carré de l’ordonnée y* à l’abscisse x et ant, d’après l’équation précédente, le même pour
tts ^ cs points de la courbe, il s’ensuit que, dans la Parabolej les carrés des ordonnées sont entre eux comme €s abscisses correspondantes.
192. La ligne indéfinie AX se nomme Y axe de la par ab°le; le point A en est le sommet j et le coefficient, instant 4 a s in* 20 s’appelle le paramètre.
Pour abréger, nous écrirons dorénavant a p au lieu d « 4 a sinV; et l’équation de la parabole sera ainsi
y' = apx. ...
iionbl» -*
*93. Nous venons de voir que l’axe-qoupe en eux parties égales toutes les cordes que l’oit pewl mener «ans la courbe parallèlement aux y. Mais il serait, impassible de trouver une ligne droite qui coupât en deux Parties égales les cordes parallèles aux x , puisque ces bordes sont toutes infinies en longueur. Il n’en est donc Pas ici comme dans 1 ellipse, qui avait deux axes rec- «ngulaires doués de cette propriété et passant par soa Cc «trc; la parabole n’en a qu'un seul parallèle aux x\ ° u > si l’on veut, l’autre parallèle aux y; est infiniment c, °»gné.
1 94 - En se rappelant la marche que nous avons suivie . _ s l’art. i 45 , relativement à l’ellipse, on prouvera jument que la qu§ntitéy* — upx est positive hors de * parabole, nulle sur cette courbe, et négative dans &0 « intérieur.
J 9 5 - On peut décrire très simplement la parabole
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tic la manière suivante (lig. 71 ). On portera sur l’axe AX, tlu côté des abscisses négatives , et à partir de l’origine, une distance AB égale à 2/>, ou au paramètre de la paralx>le. D’un point quelconque C , pris sur le même axe pour centre, et d’un rayon égal à CB, on décrira une circonférence de cercle. Du point P, extrémité de son diamètre, on élèvera la perpendiculaire indéfinie PM ; et, menant par le point Q la parallèle QM b. l’axe des x , le point M sera à la parabole.
Car, par cette construction,
PM = AQ, et AQ 1 = AB. AP, d’où MP 4 = 2p. AP-
196. On a 'vu, en traitant des sections du cône, que la parabole n’est qu’une ellipse infiniment allongée- Comme cette analogie peut nous être fort utde pour prévoir avec facilité les propriétés de cette courbe, importe de la vérifier.
Considérons donc une ellipse dont les axes soient 2A 2B{ fig r - 72 ). En plaçant l’origine au sommet A et en comptant les a: positives vers AX , son équation sera
La distance CF du centre de l’ellipse à ses foyers est en la retranchant du demi-grand axe A?
on a la longueur AF, dont l’expression est
AF = A—V/Â
C’est la distance CF du sommet de la courbe au foyer 1 e plus proche. Introduisons cette quantité comme uu c
constante que nous représenterons par ^, il viendra
d’où l’on tire
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Substituant celte valeur clans l’équation de Icllipse, elle devient
°u, en développant
Si, dans cette équation, nous donnons successivement a A différentes valeurs, p restant toujours le même, n °us aurons une suite d’ellipses dont les grands axes ^ont tous différens, mais qui auront toutes la même Position du foyer F, et la même distance du foyer au sommet delà courbe. Or, en augmentant ainsi le grand axe, ellipse s’allonge de plus en plus, sans que les ordonnées ses différens points augmentent dans le même rapport. En effet, considérons un de ces points dont i’ab- ^•sse soit x, x étant une quantité finie, et voyons quels ^nt les cbangemens de l’ordonnée correspondante. A Mesure que A augmente, x restant le même, les termes <îui se trouvent divisés par A et par A 9 , clans la valeur dey 1 , diminuent; enfin, lorsque l’on suppose A infini, * ^estant fini, ces termes deviennent plus petits que; *° u to quantité donnée, et la valeur de v 9 se réduit à 8 °n premier terme donc alors
, qui est indépendant de A : on a
t y = 2 px,
Quation cl’unc parabole. Les ordonnées de cette para* *de approchent donc de plus en plus d’être égales à Cc Ucs des ellipses, à mesure que A augmente; et l'on
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peut prendre À si grand, que la différence, mesurée i une distance quelconque du sommet de la courbe, soit moindre que toute quantité donnée.
197. D’après cela, il devient naturel de penser que le foyer commun de toutes ces ellipses jouit, dans la parabole, de quelques propriétés analogues, autant toutefois que peut le permettre la correspondance de leur forme : c’est ce que le calcul va confirmer, comme on le verra tout à l’heure. Aussi ce point se nomme-t-il le foyer de la parabole; sa distance au sommet de la
courbe est c’est-à-dire qu’elle est égale au quart du paramètre.
19S. En cherchant les propriétés de ce point, il est visible qu’il 11e faut s’attacher qu’à celles qui sont compatibles avec les modifications que les ellipses subissent pour dégénérer en parabole. Par exemple, on ne doit plus chercher la propriété relative à la somme des distances, puisque le second foyer se trouve éloigné indéfiniment; mais on peut se proposer de voir si la distance du foyer aux divers points de la courbe est encore exprimée, en fonction de l’abscisse, d’une manière rationnelle. Or, il est facile de s’en assurer ; car FM étant cette distance ( fig. 73 ), on a
FM=r*+(*— + a: 1 —px + P - z=Çx -f >
d’où Ton tire
FM = x+ r ~.
La distance d’un point quelconque de la parabole a lt foyer est donc exprimée, comme dans l’ellipse, par une fonction rationnelle de Pahscis3e.Dc plus, sa valeur est égale à l’abscisse du point que l’on considère, aug' mentée de la distance du foyer au sommet de la courba
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^ >,1r conséquent, tous les points de la parabole sont à t>8ale distancc du loyer et d’une ligne BL menée paraf-
kleracnt à l’axe des y, à une distanqe P - du sommet:
c ette droite se nomme la directrice de la parabole.
1 99 - De là résulte un second moyen de décrire une ^rjjjole dont le paramètre est connu.
De part et d’autre du point A («g. 73), on portera sur axe AX les longueurs AB, AF, égales entre elles et 3U ( l uart du paramètre de la parabole : le point F en Sera foyer- Par un point quelconque P de l’axe, ° n élèvera une perpendiculaire indéfinie PM, pnis. Prenant la distance BP, du point F comme centre, avec Cette distance pour rayon, l’on décrira un arc de cercle 9 ut coupera la droite PM en deux points M, m\ ces P°mts seront à la parabole.
En effet, d’après cette construction, on a
ï M = AP -j- AB = x -t-
2co. On peut aussi, d’après la même propriété,dé- J 1 ire une parabole par un mouvement continu, comme J,î représente la fig. y 4 .
1 our cela, 011 placera contre la directrice BL une équerre mobile EQR: puis, prenant un fil d’une lon- ^’ieur constante, égale à QE, on fixera une de ses extré- ^ *ités en E, et l’autre en F, au foyer de la parabole; on ^ndra ensuite ce fil par le moyen d’un style qu’on ap- 'quera contre la ligne QE ; alors en faisant glisser équerre le long de la directrice, le syle glissera le °"g de QE, et décrira la parabole.
En effet , on aura toujours
EM + HEasQU+ME,. ou QM = MF.
a jl ‘ Il cs l également facile tic s’assurer que la double
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ordonnée qui passe par le foyer de la parabole est égale à 2 p , c’est-à-dire au paramètre.
202. Cherchons maintenant à mener une tangente à la parabole, dont l’équation est
y*~1 px.
Soient x", y”, les coordonnées du point de tangence qui est supposé donné, on aura
et la tangente devant passer par ce point, son équation sera de cette forme,
Il s’agit de déterminer a.
Cherchons les points où cette droite , considérée comme sécante, rencontre la courbe. Pour ces points? les trois équations précédentes doivent subsister c» même temps. Retranchant les deux premières l’une de l’autre, il vient
Mettant pour y sa valeur tirée de l’équation de la droite, le résultat est
{ 2 ay" -f- a* (x — x") — 2 p } ( r — x") — o.
Cette équation est satisfaite quand x — x" = o, parce que le point qui a pour coordonnées est une des
intersections de la droite avec la courbe : supprima» 1 ce facteur, il reste
2 ay" -f- a' (r — x") — ap — o.
Les deux intersections de la tangente avec la courba devant se confondre en une seule, la seule valeur de ' doit encore être x ", comme la première. L’équation pr c '
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«fiente doit donc être satisfaite quand x = x", < J'-y'ï ce qui exige qu’on ait
cl l’équation do la tangente devient
n faisant disparaître le dénominateur y", et observant que
y"*=apx",
0,1 peut lui donner cette forme
yy" —p {*+x").
M’on double cette équation, et qu’on la retranche ,a précédente, on trouve
y"* — zyy" — — 2 P x-,
° U; en ajoutant de part et d’autre^ 1 ,
^ ( y — y"Y —y* — 2 px.
a quantité^* — upx est donc constamment positive Jj r tous les points delà tangente, excepté pour celui (j^/'t 1 ordonnée est y". Tous ces points, excepté celui tangence, sont donc extérieurs à la parabole (n° i g4). tan*^ ^1 a * de de ces formules, on peut mener une l 6s ^ ente a la parabole par un point quelconque dont Ordonnées seraient x',y' } et qui ne serait pas pris r cette courbe.
S oint devantétre sur la tangente, il faudrait satisfit à cette équation ; ce qui donnerait
y joignant la relation
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on pourra , au moyen de ces doux équations, déterminer les inconnues x", y", d ost-à-dire les coordonnées du point de tangence, qui seront en général du second degré; puis, en les substituant dans l’équation de la tangente, celle-ci se trouvera déterminée, et passera par le point donne. L’élimination de X entre les deux, équations précédentes donne
y' a -2//'=— *pjf.
y" aura donc en général deux valeurs , qui seront réelles, si la quantité
y*— 0.px'
est positive. Cette condition sera satisfaite toutes fois que le point «Jonnjé sera extérieur à la parabole ; et l’on pourra alors mener deux tangentes. Si le pond est sur la parabole môme, il n’y en aura qu’une seule; enfin , s’il lui est intérieur, il n’y en aura plus du tout, et le problème sera impossible. Nous donnerons pb* s loin des moyens géométriques très simples pour trace f les «leux tangentes dans les cas où elles sont réelles.
2o4. Pour avoir le point ou la tangente rcncont* l’axe des x , il faut faire y=o, dans l’équation yy v =:p{x X") ,
ce qui donne
Çest la valeur de AT (fig. 75) : en lui ajoutant l’absci^ AP, abstraction faite du signe, nous aurons la tangente
PT = 3*" J
c’est-à-dire que, cfans la parabole j la soutang ^ 1 est double de l'abscisse. Ceci fournit un pro<# très simple pour mener une tangente à cette cour ^ quand on connaît le point de tangence ou seuleifl 1 ' son abscisse AP.
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La valeur de PT étant susceptible de croître ine miment, le point T s’éloigne de plus en plus ïu e S t ° n,mel <le ,a courbe > a mesure q ue x" aug-
2<>5 ’ Si l’on voulait tenir compte du signe de AT M^and on cherche la valeur de la soutangente PT, il eiil J e , au premier coup d’œil, que l’on aurait
PT=AT + AP = -x"-f-*" = <>;
? C f I u * donnerait la soutangente constamment égale * 2 éro, résultat absurde : mais ce n’est là qu’une erde signe qui vient de ce qu’en ajoutant AP à T dans la figure, pour avoir PT , on ne tient pas jj° m Pte de la position de ces lignes par rapport à j°figine commune, tandis que, dans l’expression analytique, cette position est observée. Cette contradic- <K n cesse lorsque l’on fait abstraction du signe —
1 ns a quantité — x ", qui exprime la valeur ana- /^quc de AT, eu égard à sa situation par rap- 0 rt a l’origine des coordonnées, et voilà pourquoi n parvient ainsi au résultat véritable.
Ces modifications , qu’il faut quelquefois faire *r aux expressions analytiques, pour en déduire ^valeurs absolues des quantités géométriques, ne ‘^tinent pas, comme on vient de le voir, à une imjj _ ootion de l’analyse ; elles sont, au contraire f p su *te nécessaire de sa grande généralité ; car , ^ alyse do nant à la fois les valeurs absolues et leurs ^ Sl tions relatives qui sont indiquées par les signes *t f Gt faut la dépouiller de cette propriété,
^ a ‘ re abstraction de cos signes, quand on veut ^m Der 1CS vaIeurs absolues des quantités indépenc 0 * Ûn,ent t l e leur situation par rapport à l’origine ^^unc.
a °6. Occupons-nous maintenant de mener une nor-
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male à la parabole. Cette normale étant une lign** droite, et devant passer par le point de tangence > son équation sera de la forme
Mais, déplus, elle doit être perpendiculaire à la tangente , pour laquelle on a
Il faut donc qu’il existe entre a et a' la relation ad -|- x = o,
qui donne
Alors l’équation de la normale devient
En y faisant y nul, et prenant la valeur de x — x", o* 1 aura la sounormale , qui sera
d’où l’on voit que , dans la parabole j la sounornUi^ est constante et égale à la moitié du paramètre. CeU c propriété fournit encore un autre moyen de men el une tangente à cette courbe, quand on donne le poi Jlt de tangence ou seulement l’abscisse de ce point.
207. Les directions de la tangente et de la n° l ~ male ont, dans la parabole comme dans l’ellip 96 ’ des rapports remarquables avec celles des lignes nlC nées du foyer au point de tangence : nous all° l \‘ examiner ces analogies. Pour cela, du loyer 1 ‘ > 011
y —o, et x = -(tig. 75), menons une ligue dro‘ lt/
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S UI passe par le point de tangence , son équation ®era de cette forme
et la condition de passer par le foyer, dont les coordonnées sont o et -, donnera
d’angle FMT , que cette droite fait avec la tangente à la parabole, a pour tangente trigonomé-
trique
et — a
î-j -au
£n substituant, dans celte expression , pour a sa valeur qui est , et pour a celle que nous venons de Couver, observant de plus, que /'“= a px",
elle se réduit à ~ ou à a; d’où il suit que, dans la
Parabole, Vangle formé par la tangente avec une droite menée du foyer au point de tangence j est égal à Sangle de la tangence avec l'axe ; de sorte que le Sangle FMT est toujours isocèle. Conséquemment, Wsque le point de tangence M est donné, on n’a qu’à Prendre sa distance MF au foyer de la parabole, puis la P°rter sur l’axe de F vers T, et mener TM -, ce sera la tangente demandée.
ao8. Si, par le point de tangence M, on mène une droite MF' parallèle à l’axe, la tangente fera avec cette droite lé même angle MT F qu’elle forme avec l’axe
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en T; d’où il suit que, dans la parabole les droites menées du point de tangence au foyer > et parallèlement à l’axe , font avec la tangente des angles égaux j propriété qui devait naturellement résulter de ce que la parabole est une ellipse dont le grand axe est. infini, et dont les foyers sont par conséquent infiniment éloignés l’un de l’autre.
209. De là résulte un moyen très simple de mener une tangente à la parabole par un point extérieur.
Soient (fig. 75) G le point donné, F le foyer de la parabole, BL sa directrice. Du point G comme centre , avec un rayon égal à GF, on décrira une circonférence de cercle qui coupera la directrice en L et L'. De ces points on mènera LM , L'M' parallèles à l’axe ; M, M' seront les points de tangence, et GM, GM' les deux tangentes que l’on peut mener du point donné.
Car, par la nature de la parabole, ML = MF de plus, par construction , GF = GL : donc la droite MG a tous ses points également éloignés des points F, L, et ainsi elle est perpendiculaire à la ligne FL. Par conséquent l’angle LMG , ou son opposé /MF', égale l’angle GMF : donc la droite MG est tangente au point M. La démonstration est la luême pour GM'.
Si l’on avait seulement besoin de la direction de la tangente , et que le point M dût être très éloi' gné, il serait plus commode de mener, du point donné G la droite GT, perpendiculaire à FLj ce serait la tangente demandée.
Si l’on rapproche cette méthode de celle que nous avons donnée (n° i 5 g), pour mener une tangente à l’ellipse par un point extérieur, on verra qu’elles n e diffèrent l’une de l’autre qu’en ce que, dans la parabole, le second foyer doit être considéré comme infiniment éloigné du premier ; ce qui rend parallèles à l’axe les lignes qui lui sont menées. La distance A B
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sommet de la parabole à la directrice BL n’est ®utrc chose que la différence des lignes F'B, F'A de ellipse ^ lig. 72), la première étant égale au grand * Xe AA'; et voilà pourquoi AB = AF. La directrice BI. ( le la lig. j 5 représente donc, dans la parabole ; la circonférence de cercle , qui serait décrite dans l’ellipse du Point F', comme centre. Avec le grand axe pour rayon , ^‘conférence qui devient une ligne droite, quand le Ppmt F' est infiniment éloigné. Alors le point L , 0J1 la c >rconférencc décrite du point G , comme centre , ^Vec GF pour rayon , rencontre la directrice BL, répond au point dans lequel cette même circonférence c °upait la précédente dans l’ellipse ; et la ligne tlr °ite, menée par le point L parallèlement à l’axe , ^opond à celle que, dans l’ellipse, on mène au second f °yer F'.
a 10. La propriété énoncée n° 207 peut servir encore Pour mener à la parabole une tangente parallèle à une j| r oitc donnée; car cette droite étant connue, 011 aura an gle qu’elle forme avec l’axe de la parabole : re- P r ésentons-le par i ; alors si MT (fig. y 5 ) est la tan- Sonte cherchée, l’angle MTF devra aussi être égal * *• Mais , le triangle MFT étant isoscèle, Pon aura en- ®° 5 e TMF = i. Conséquemment l’angle supplémena, re MFX, sera égal à ai, comme extérieur au triangle TF. Cet angle sera donc côünti; et, en le construisit , on aura la direction du rayon vecteur MF t l^ 1 ? par son intersection avec la courbe , donnera e point de tangence M.
Si l’on considère les cordes qui joignent les Joints où la parabole e$t touchée par chaque couple de Rentes menées d’un même point extérieur, les inactions de ces cordes offrent des propriétés absoluj llent analogtres à celles que nous avons trouvées pour Cercle et pour l’ellipse dans les 11“* 121 et 160.
ïL
376 DK LA PARABOLE.
En effet, pour chaque couple de tangentes menéeS d’un meme point extérieur, dont les coordonnées sont .t , y' ( fig. 70 ) , les coordonnées x",y" des deux points de tangence sont déterminées par la combinaison des équations
(0 yy=p(x n -\-x')> y'*= 2 px- (»)
On peut donc obtenir ces coordonnées par l’intersection des lieux géométriques que ces équations représentent, en y considérant y' et x" comme variables : alors la seconde est la parabole même à laquelle les tangentes sont menées ; et la première, qui est linéaire , appartient nécessairement k la droite indéfinie qui passe par les deux points de tangence.
Si l’on veut quec ette droite ^asse aussi par un poiid donné O, dont les coordonnées soient a et b , il fau" dra que ces coordonnées étant prises pour x" et y > satisfassent à son équation , de sorte que l’on ait
b/=zp(a+x). ( 3 )
Maintenant, si , sans changer a et b , on fait va" rier x' et y ', de manière que cette condition sod toujours remplie, il est sûr que la corde qui en ré" sultera passera toujours par le point donné, dont l gS coordonnées sont a et b. Or, ce mode de variation pla^ le point de départ des tangentes sur la ligne droite re" présentée par l’équation ( 3 ), en y regardant x ' et y comme variables. Donc, si de tous les points de cett e droite, que l’on peut construire d’après son équation» on mène deux tangentes à la parabole, et que, p° ul chaque couple pareil, on trace la corde qui passe p a ‘ les deux points de tangence , toutes ces cordes se coo liront en un même point, qui sera celui dont les coo r ' données sont a eti.
Si, par ce point commun d’intersection, l’onnd’ 110
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11 ne droite OM, parallèle à l’axe de la parabole, son Quation sera
0,1 la combinant avec l’équation de cette courbe, qui
est
° n aura les coordonnées du point M où elle la coupe, ^ésignons-les par x , y, il vient
Maintenant si l’on substitue ces valeurs pour x ", y" dans ^ équation générale de la tangente
yy"=p {' r +*")>
°n aura l’équation particulière de la tangente TMT W , ^enée à la parabole par le point M. Or cette équation sera
on la compare avec l’équation ( 3 ), on trouve que k* coefliciens des variables x et y sont les mêmes <tans l’une et dans l’autre. Par conséquent, la droite Maire que l’équation ( 3 ) représente, est parallèle à la ta ngente TMT'.
On a vu plus haut qu’en considérant y", x" comme friables , les deux points de contact des tangentes ^nées d’un point quelconque extérieur à la parabole 8 °nt situés sur la corde dont l’équation est
^ r > si ce point extérieur était choisi de maniéré qu’il Sp trouvât en M', sur le prolongement de la droite OM ( *°nt l’équation est y = b, alors, y serait égal à b- } et * l Hsi la corde M*M®, représentée par l’équation (1) ,
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deviendrait parallèle à la droite polaire représentée par l’équation ( 3 ). Cette corde M"M" serait donc également parallèle à la tangente TMT', ce qui suffit pour la construire, puisqu’on sait d’ailleurs qu’elle doit passer par le point O.
De là résulte une construction bien simple pour trouver la droite qui contient les sommets des couple 5 de tangentes, quand on connaît le point de concourt des cordes, et réciproquement Car, si ce point est donné et désigné par O ( fig. 76 ), menez d’abord I 3 droite indéfinie OM, parallèlement à l’axe de la parabole; ensuite, par le point M où cette parallèle rencontre la courbe , menez à celle-ci une tangente TM.T ; puis, par le point donné O , menez une corde M"M* parallèle à cette tangente ; enfin, par l’un des points M > M", où cette corde coupe la parabole, meqez à ced t! courbe une nouvelle tangente qui ira rencontrer l* 1 droite OM quelque part en M'; alors, par le point lVl ainsi déterminé, menez une droite LM'L parallèle la tangente TT', ce sera la droite cherchée dont O est le pôle, en prenant ce mot de pôle dans l’acceptio 11 qui lui a été donnée n° 121.
Réciproquement, si la droite LL est donnée, > f faudra mener à la parabole une tangente qpi lui soi*' parallèle, ce qui se fera parle procédé indiqué n p 2»°' Le point de tangence M étant connu, on mènera p* r ce point une parallèle indéfinie MM' à l’axo de la J* 1 ' rabole, et par le point M', où elle coupera LL, 0,1 mènera à la parabole une tangente M'M". Enfin , <*“ point de tangence M", on mènera une corde parall^‘ c à la droite donnée IX, et le point O , où cette corffi“ coupera la droite M'M indéfiniment prolongée, sera ^ point commun d’intersection des cordes pour tous couples de tangentes qui auront leur sommet sur ^ ligne LL.
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Cette construction s’accorde évidemment avec celles f l l, e nous avons trouvées dans les n°* 121 et 160, soit pour le cercle, soit pour l’ellipse, et elle n’est que le développement des analogies qui existent entre çcs courbes et la parabole.
Lorsque le point de concours O est donné sur l’axe de la parabole, la tangente TT', la corde et par
c onséquent la droite polaire LL, deviennent perpendiculaires à cet axe. Alors la sous-tangente étant, double de ^abscisse, le point M' so trouve à une distance du sommet de la parabole, égale à l’abscisse du point O. Il suit de là que la directrice de la parabole est la ligne polaire de son foyer.
De la Parabole rapportée à ses diamètres.
3 1 a. Nous allons maintenant chercher lqs systèmes de coordonnées obliques , relativement auxquels l’é- H"atiou de la parabole conserve la même forme que lorsqu’elle est rapportée à son axe. Pour cela , il faut, éprendre les formules générales A-.:== a r\- j/cos*-f*y CQ$#' , ^ = i-f-A'sin<»+y'sin« j
«ar il ne suffirait pas , comme on le verra tout à l’heure. de changer la direction des coordonnées sans déplacer l’origine. Ces valeurs étant substituées dans ^équation
devient
y*sin« / -f-2a: , ysin*sina+^ s sin 9 «e+ ^ 2a Pj = o. -f- 2(Z>sin« / —/>cos«Oy-f- 2(&sin«t— pcos*)x J
ur qu’elle conserve la forme qu’elle avait d abord d faut qu’on ait
S| n«e'sin«—o, sin*«==o,6sin</— J pcos*=o, b J —2ap=o
aSo UE la parabole.
die se réduit alors à
_JP_
sin 1 *'"
La seconde des équations précédentes nous apprend que sin * = o, c’est-à-dire que l’axe des x est parallèle à l’axe des x. Tous les diamètres de la parabole sont donc parallèles à son axe.
Les deux autres équations donnent
b* = 2 ap , tang « '==
La première (fig. 77) montre que les coordonnées a et b de la nouvelle origine A' satisfont à l’cquation de la parabole. Cette origine est donc ellemême un point de la courbe.
La seconde détermine l’inclinaison de l’axe des y » relativement à l’axe des x ; elle fait voir que cet axe est langent à la parabole au point A'.
Pour plus de simplicité, nous supprimerons les accens des variables x’ et y', en nous rappelant toutefois qu’elles représentent des coordonnées obliques : nous
ferons, de plus, ■ = p ; 2// sera le paramètre du diamètre auquel la courbe est rapportée, et l’on aura y 9 = 2 p'x.
ai 3 . Les deux valeurs de y, pour la même abscisse» étant égales et de signes contraires, chaque diamètre divise les ordonnées qui lui correspondent en deux parties égales.
□ i 4 . La valeur précédente de tang «' donne
sin 9 * — - J* = — E —,
En substituant ce résultat dans l’expression de p’, ou trouve
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Or, on a vu, dans l’article 198, que a -f- L est la di-*
stance du foyer de la parabole au point de la courbe dont l’abscisse, comptée du sommet sur l’axe, est égale à a. Ainsi, dans la parabole, le paramètre d'un diamètre quelconque est quadruple de la distance du foyer d l’origine de ce diamètre. Cette propriété subsiste également pour l’axe.
21 4 . L’équation de la parabole étant de la même forme par rapport à ses diamètres que par rapport à son axe, les propriétés indépendantes de l’inclinaison des coordonnées seront communes dans ces différens systèmes.
Ainsi, pour décrire une parabole lorsque l’on connaît le paramètre d’un de ses diamètres et l’inclinaison des ordonnées correspondantes, on décrira une autre Parabole sur ce diamètre pour axe avec le paramètre donné, et ensuite on inclinera convenablement les ordonnées de cette courbe, sans changer leur longueur.
21 5 . Si x",y" f sont les coordonnées d’un point quelconque de la courbe, on aura
y" = *px” ;
l’équation de la tangente à ce point sera de cette
forme
Le système de ces formules est le même que dans fart. 202; et, comme il faut les combiner de la même Panière, on en déduira un résultat analogue, qui sera
ou
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et l’équation tic la tangente deviendra
yy n —p (* + *").
Elle aura donc la même forme que lorsque la courbe est rapportée à son axe. Il en sera de meme de l’expression de la soutangente, et l’on en déduira, confine dans le n° 2 o 4 , qu 'elle est double de l’abscisse correspondante. L’abscisse est alors comptée sur lp diamètre, à partir du point où il coupe la courbe.
Il suit de là que pour mener, par un point donné M de la parabole, une tangente à cette courbe (fig. 78)» il faut construire l’ordonnée PM au diamètre À'X% qui peut être quelconque, puis prendre A'T = A'P, et mener MX" : ce sera la tangente demandée.
En prenant une marche inverse de celle que nous avons suivie, il serait facile de rapporter la parabole à son axe quand on a son équation rapportée à un de ses diamètres. Comme cela n’a aucune difficulté, nous ne nous y arrêterons pas.
Sur VEquation polaire de la Parabole x et sur la mesure de la, surface.
216. Tous les diamètres de la parabole étant parallèles à son axe, on ne gagnerait rien à la rapporter à l’un d’eux, plutôt qu’à l’axe, avant de la transformer en coordonnées angulaires. Reprenons donc spn équation relative à l’axe, qui est
y*=xz2px l ' .
puis, représentons par x, ÿ, les coordonnées re<jt*^ lignes AP’, P O du point O (fig. 7g), où l’on veut placer le pôle des coordonnées angulaires. De ce pôle, menons à un point quelconque de la courlwî, un rayon vecteur OM, que nous nommerons r, et désignons par *' l’angle MOX' formé par ce rayon avec une ligne fixe et
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donnée OX', laquelle forme elle-même un angle «e avec AX de la parabole. JjCs formules générales de l article 100, deviendront applicables à ces constructions , et donneront pour les valeurs des anciennes coordonnées x,y , en fonction des nouvelles,
ar'-f- r cos (*’ -f- *), y -f- r sin (**-}- «). Substituant dans l’équation de la courbe, il vient Sl n , (c 4 -«)r î -f> 3 [ % y's l ln(f'-f *)—pcos(e 4 T <*)}r-f* 3 /,a -^ 2 /M' , = o. C’est l’équation polaire la plus générale de la parabole. Ainsi , en lui oomparant terme à terme une équation polaire du second degré, qui serait supposée appartenir a cette courbe, on verrait si l’identité est réelle; et dans le cas où elle aurait lieu, la comparaison des coefficiens déterminerait x , y', *, et p, c’cst-à-dire les coordonnées du sommet de la parabole, la direction de son axe par rapport à la ligne fixe OX' çt spn paramètre : cette comparaison e&t tellement facile, que nous nous y arrêterons point, et nous chercherons plutôt a appliquer l’équation a quelques cas simples, dont la discussion achève de compléter ce que nous avons déjà dit précédemment sur l’emploi des coordonnes polaires.
«17. Nous choisirons pour un de ces cas celui où la *'gne OX', à partir de laquelle les angles se comptent, serait parallèle à l’axe même de la pnrabole (lig. 80). l^ans ce cas, « est nul, et l’équation en r et v devient
simplement
^ sin a v 2 (y sin*’ — p cos v) r-j-y* — 2px =0.
Si le pôle est sur la courbe même, on a y a — zpx'zrzo;
•dors une des valeurs de r est nulle, et l’autre devient
_ 3 (p cos r — \ sin v)
sinV
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Si cette seconde valeur de r était nulle, le rayon veo~ teur serait tangent à la courbe ; pour cela, il faudrait qu’on fît
p cos v —y sm v = o, ou lang v == —, ;
en effet, ceci est la relation trouvée dans le n° 202 pouf l’inclinaison de la tangente sur l’axe.
Reprenons l’équation générale en r a , et supposons que l’on y fasse seulement y — o ; le pèle sera alors placé sur l’axe de la parabole, et l’équation en r deviendra r a sin a v — 2 p cos ♦>. r =* 2 px ', qui donne pour r ces deux valeurs,
_ p cos dz t / 2p g' sin a v -f-p 4 cos a t'
sin a v
La quantité comprise sous le radical peut sc mettre sous la forme
P* + (2px—p a )sin a c;
elle ne peut pas devenir indépendante de v, à moins que l’on ne fasse
2 px' — p 1 = o, ou == ^ ;
ce qui met l’origine des rayons vecteurs au foyer de 1* parabole. C’est donc dans ce cas seulement que I e rayon vecteur peut être exprimé rationnellement en fonction de l’abscisse. Alors, la partie radical*? de r devienty/p*sin a vp 2 cos a v, ou \/p* \ ce qu* rend l’extraction possible, et il en résulte ces deu* racines :
_ p (cos c -h 1 ) _ p (cos v — 1 )
sin a v * sin a v
C’est à quoi l’on aurait pu parvenir directement, ci* mettant tout de suite dans l’équation générale relatif
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au x coordonnées angulaires, les valeurs_y == o, x* = - ,
H Ul placent l’origine de ce système au foyer de la bourbe. Maintenant, de ces deux valeurs de r, la sec °nde doit être rejetée; car toutes les valeurs possibles ^ un cosinus étant moindres que i,cos v — 1 sera toujours négatif, et donnera son signe au rayon vecteur r. ^este donc la première valeur. Pour celle-ci, on voit, P ar le même principe, qu’elle donnera toujours r posi- > quel que soit v. On peut la simplifier en observant ^Ue sin* v est égal à 1 — cos*^, ou à (i-f-cosv) '* --cos*'); de sorte qu’en supprimant le facteur commun i -J- cos v, il reste
1 — co s \>
c ’est l’équation polaire de la parabole, en plaçant l’ori- ?' ne au foyer de cette courbe, et comptant les angles v, a partir de l’axe, du côté où il s’étend indéliniment. Aussi v ^ o donne-t-il r infini, parce que le rayon vecteur r ^ confondant alors avec cette partie infinie de l’axe, **6 rencontre pas la courbe. Mais toute autre valeur v, depuis o° jusqu’à 36 o°, donnera des valeurs finies P°ur r. Quand v — 90°, cos v est nul, et r = 0 ; quand
v 18o°,cos v —— 1, et r=. En effet, dans le pre-
ïtl,er cas, le rayon vecteur est l’ordonnée qui passe le foyer, et que nous avons vu être égale au ^mi-paramètre. Dans le second, r est la distance du °yer au sommet de la courbe; distance que nous avons
Vu être égale à ^ ou au quart de ce même paramètre.
n général, l’équation polaire renferme toutes les projetés de la courbe, et les donnerait par la discussion. a *8. Cette équation aurait pu sedéduire de l’équation
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polaire de l’ellipse convenablement modifiée. En effet, en plaçant l’origine des rayons vecteurs an foyer, et comptant les angles v , à partir dn sommet le plus éloigné de l’ellipse, nous avons trouvé, n° i «4
1 —- e oos v
Pour faire coïncider cette équation avec celle de la parabole , il suffit de faire
et de supposer ensuite A infini, et e = 1 ; ce qu‘ alonge indéfiniment l’ellipse. En effet, la quantité A ( 1 — e *) est le produit des deux facteurs A ( 1 e ) >
et i-f-e ; dont le premier (n° 196), représente la distance du sommet de l’ellipse au foyer le plus proche. Ainsi quand on suppose A infini et e — i, dans le produit A( 1—*'),on obtient simplementledouble de cettedistance dans la parabole} ce qui donne encore une quantité finie- 219. Jusqu’à présent nous avons tiré de la seule équation de la parabole les propriétés qui la caractérisent : réciproquement , oes propriétés nous conduiraient à l’équation de ofette courbe.
Proposons - nous, par exemple, de trouver ui»e courbe telle, que les distances de chacun de ses points a une droite et à un point donné soient égales entre elles* Soient (fig. 81 ) F le point donné, BL la droite donnée* Prenons pour axe des abscisses la ligne FB, perpendiculaire à BL, et plaçons l’origine au point A, milice de BF, que nous ferons égal à p ; les ordonnées scroi» 1 parallèles à la droite BL.
Pour chaque point M qui appartiendra à la courir cherchée, nous aurons, en nommant r la ligne FM,
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éliminant il viendra
y* — zpx,
° c I u ation à la parabole.
Gette courbe était également caractérisée par I’é- Httation
les distances r étant variables en même temps que ^bscisse x, peuvent convenir successivement à tous _ 8 points, et se détermineront pour chacun d’eux dès ” ,,e x sera connu.
a 2o. Si nous transportons l’origine des x au foyer F, lequel
V^Udra, en ndmmant x ' les nouvelles abscisses, qu’on x = x' -4-
eur qui, étant substituée pour x, donne r = x' + />.
Si l’on introduit, au lieu de l’abscisse x’,l’angle c el • ^ ue ^ orme k ra y on vecteur avec l’axe du côté où ^ l **ci s’étend à l’inlini, on aura
Quation précédente devient Sentir, "=P + rco* V ;
COS V
m ^ me équation que nous avons déjà obtenue
1)E t.A FAR AB0Î.1Î.
222. Quoique l’aire totale comprise entre les branché tle la parabole soit indéfinie, on peut cependant évalue» 4 d’une manière algébrique une portion quelconque & cette aire comprise entre les limites données.
Considérons, en eifet ( tlg. 82 ), le segment parabo' lique APM terminé par l’abscisse AP comptée sur l’axe» et par l’ordonnée PM oujy. Si l’on mène les droites MQ’ AQ, la première parallèle, la seconde perpendiculaire à l’axe, on formera le rectangle APQM, dans leq»» e ^ l’aire du segment parabolique APM se trouvera coi»" prise, et cette aire sera égale aux deux tiers du rec' tangle, comme nous allons le démontrer
Pour cela, concevons un polygone rectiligne quel' conque MM M"... inscrit à la parabole; des sommets à e ce polygone, menons des parallèles aux lignes AP e PM, elles représenteront les abscisses et les ordonné^ de ces sommets : ces lignes, prolongées, formeront I e * rectangles PPpM', P f/M"... qui seront intérieurs * la parabole, et les rectangles QQ'yM', Q'Q"</ M"... q 11 ’ lui seront extérieurs. En représentant les premiers p a ‘ P, P', P*..., les derniers par />,//> on aura P =/(* — cd ), p — x'(y —y) ) ce qui donne
or les points MM'.... appartiennent à la parabo* c
ainsi on a t
y * = 2 px y y ss 2 px ;
ce qui donne
en substituant ces valeurs , le rapport de P » P vient
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oi*L mé ““ , ; aisO "," 0, "' ! " S I»-'- 1 " 11 s’appliquer suc-
ïr; t les c,it “ du >» | reo„e, „„ aura
te suite cl équations
- =-Jl±JL p y'
P —y*—> etc .
Le polygone MM'M"... étant absolument arbitraire ‘ peut espacer ses sommets de manière qu’en dèsi- )J. nt P ar * u,lc constante quelconque prise à vonte , on ait toujours
y a,nsi de sUite : cela revient à faire décroître y y' •••, suivant une progression géométrique. D’après
Czrr ,rès ■- "pp-
^su a . di qu » iIs seront tous égaux entre ^
% 3 Va eur de u : 0,1 aura aussi, en composant ' ‘apports r
P+P' + P n - f- • 7 e Edit.
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"Le numérateur du premier membre est la somnK* des rectangles inscrits à la parabole; le dénominateui’ est la somme des rcetangles circonscrits. A mesuré que a diminue, le rapport de ces quantités approché de plus en plus d’être égal à 2; et l’on peut prend ré * si petit, que la différence soit moindre que touté quantité donnée : mais en même temps la sonnné des rectangles approche de plus en plus d’être égalé aux segmens curvilignes inscrits et circonscrits à 1» parabole. Par conséquent, la limite de leur rapport est égale au rapport des segmens ; et, en représentant le premier de ceux-ci par S, le second par s , on aura
ce qui donne
et enfin, en divisant ces équations membre à membre \ S = - (S -f s),
S + s est la somme des segmens inscrits et circon" «crits à la parabole : c’est par conséquent la surfai du rectangle APMQ. Ainsi l’aire du segment parafa* lique APM est les deux tiers du rectangle construit s» f l’abscisse AP et l'ordonnée PM.
223 . Les courbes, qui sont telles que l’on peut assi" gner ainsi algébriquement la valeur d’une portion qu^' conque de leur aire, se nomment courbes quurrabk* On voit que la paralmle est de ce nombre. Il n^' 1 est pas de même de l’ellipse, dont l’aire renier» 1 * l’expression de la circonférence du cercle.
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De VHyperbole.
_ âai En prenant sur une îles génératrices d’un ne droit, à base circulaire, une distance arbitraire a, a partir du centre, et meharit par ce point un plan c ° u pant incliné de l’angle i sur la génératrice, nous a Von s trouvé pour l’équation de l’intersection
y c °sV + x B sinisin(i + 2t>)— axsin2f sin i = o. ^orsque 1 angle i surpasse 180 — 2t>, ce qui rend Uu P lus g ra «d que 180° et sin (i-f-2c) négatif , °ns avons vu que le plan coupant rencontre les eux nappes de la surface conique, et donne généalement pour intersection une courbe appelée hy- P'rbole, laquelle est composée de deux branches sé ^ Parees, qui se tendent indéfiniment sur chaque nappe u cône. Nous allons discuter en particulier les propriétés de ce genre de courbe.
Pour avoir les points où elle coupe l’axe des fai - *>ns^ = o : le premier terme disparaît ; tous les aures sont divisibles par sin *} et, en supprimant ce Acteur ; il reste
x 2 sin (i -f- 2i>) — ax sin 2^ = o ;
Ce qui donne pour x deux valeurs
sin {i -f- zv) 1
f'st-à-dire que cela a lieu dans deux points diffé- Con S î J ° nt 1 un B ( fi S* 85 ) est l’origine même des sc‘ rdonn ® es > et l’autre B' est situé sur l’axe des ab- * SSes > » une distance de Cette origine égale à s^j in 2c ’ ‘ '
S! ü ’ et par consé quent négative , puisque
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sin(*-f-2y) est négatif dans les limites de direction
que nous avons assignées au plan coupant.
En faisant x o, on aura les points où la courbe coupe l’axe desyr : ccttc supposition donne — o ;
c’est-à-dire que cela n’a lieu que dans un seul point? qui est l’origine des coordonnées : mais comme l cS deux ordonnées s’y réunissent, l’axe des y est tan' gent à la courbe.
Résolvons maintenant l’équation par rapport à y > nous aurons
y = —-— t/—x u sin isin (t-f- 2 t>) ax sin 2 ^ sin h
J cos v
Les valeurs de y étant égales et de signe contraire’ la courbe est symétrique au-dessus et au-dessous d® l’axe des x.
Comme le facteur sin (i + 2n) est négatif, letermÇ — x 2 sin i sin (i + 2v) sera toujours positif, quel q u<J soit x ; mais le signe du second terme pourra varie'' Cependant, lorsque x sera positif, ce terme sera eg a lement positif-, ainsi la quantité radicale sera al<* réelle , quel que soit x, et la courbe s’étendra dans sens indéfiniment. Mais il n’en sera pas de même à cône des x négatifs. En effet, lorsque xdeviendra nég*Ç et commencera à croître dans ce nouveau sens, vers 13>^ le terme ax sin i sin av, devenu négatif, l’emporte sur le terme — * a sin i sin (i + 2 c) , qui reste toujo^ positif; de sorte que la partie radicale de l’express^ de y deviendra imaginaire. Pour bien voir les dans lesquelles cela aura lieu, il n’y a qu’à me»
cette expression sous la forme suivante, _^
, / ~ p a sin ‘2V J.
^V _5inisin(i+a ‘ 0 *\f ~ SSP+33J
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j ^ ans la supposition actuellement faite sur i
produit — sin i sin (i-f- 2 v) a toujours une valeur c piislantc et positive; il suffira donc de considérer les vacations de signe qui peuvent provenir des autres face ur s . Or le premier de ces facteurs étant x lui-même, ( ev,e nt négatif avec cette variable ; mais quant au second a sinat»
u > comme — ~ { n + 2 ÿ) CSt Une < l uantlt ® posi-
> *1 nR peut devenir négatif, à moins que la valeur ^gative attribuée à x ne surpasse cette quantité ; et Ur toutes les valeurs plus petites de x , il sera posi- * * C Ç f l u ‘ rendra toute la quantité affectée du radical pgative, et y imaginaire. On voit donc que cette ima- 'Harité subsistera du coté des abscisses négatives depuis
x = o, jusqu’à jc—
sin (i-+- 2 e)’
^ st 'à-dirc depuis B jusqu’à B'. Mais pour toutes ^ Valeurs négatives de x, plus grandes que cette ^ «delimite, les deux facteurs variables qui entrent f Q Us I e radical seront tous deux négatifs, et donnent par conséquent un produit positif; de sorte que redeviendra réelle pour toutes ces valeurs. Ainsi, à cc terme, qui répond au point B', la courbe ^‘eotlra indéfiniment, tant au-dessus qu’au dessous ,l es axe tics abscisses, comme elle le faisait du coté positifs, à partir du point B.
résulte de cette discussion que Pbyperbole est courbe composée de deux parties séparées, telle d 0( e a représente la figure 85, où l’origine des coorln ^ es est supposée placée au point B. Nous avions, d u C |^ et > prévu cette forme, d’après la disposition coupant dans le cène (fig. 36 et 3f).
î° n C3ns '^ère, dans ces mêmes figures, le n gle BB C, où la ligne BB' est la partie de l’axe
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des x comprise entre les deux nappes du cône, '! est évident que l’on a l’angle CBB' = 180— i, et l’angle BCB'= 180°—2u; conséquemment le troi^ sième angle CB'B = i-\-av — 180°. De plus, nous avons désigné par a le côté CB de ce même triangle*. On pourra donc obtenir BB', en établissant la pro** portion des sinus aux côtés opposés, et en le faisant» on trouvera
BB' =-r-
(i + iv)'
Ce qui est précisément la valeur trouvée plus haut ? pour la distance des deux sommets de la courbe ; cette distance se nomme le premier axe, 1 ou l’axe réel l’hyperbole.
225 . Transportons l’origine des coordonnées en A fl 11 milieu de l’axe BB' fig. 85 . Soit AP une nouvelle absciss 6 quelconque, que nous nommerons -}- x y et qui se* -9 comptée positivement dans le même sens que les. p rC " juières BP, nous aurons
_ , . a sin2u
‘ 2siq (i -f“ 2u) ’
et en remplaçant x par cette valeur, il viendra ap r ^ les réductions
y’cosV -f*sin{sin(i-|-2u)j(; ,a =
n*sin istnVcosV sin (i -f 2 e)
équation précisément pareille à celle que nous a v °!^ trouvée n° 1 35 , pour l’ellipse, avec cette seule ^ rence que le produit sin i sin (i 4- au}, qui forn ie ^ coeflicient de x 1 , était alors positif, comme celu 1 y*, tandis que dans le cas actuel il est négatif.
En faisant y = o , on trouve
a sin ucosu
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° u > ce qui est la même chose ,
2siu(i4-2e) ’
Va leur égale à la moitié de la distance BB', comme ° n devait évidemment le prévoir; mais, en faisant * ^ o, on trouve
__. . . / sint
y = 3 za sm rW -r—rr ——;
V $in(y-j-2r)
fleurs nécessairement imaginaires, puisque sin(i-f-2^) une quantité négative, et que sin i , au contraire, ç S toujours positif dans toutes les positions du plan u pant. Ce résultat pouvait encore se prévoir ai&éle nt, puisque nous avons reconnu tout a l’heure ^ Ue courbe n’a pas d’ordonnées réelles entre, les joints B et B', lig. 85 . Malgré cette circonstance, e quation de l’hyperbole prend , comme celle de Bel-' ’Pse, une forme très élégante lorsqu’on fait
« *sinVcosV __o^sinV^in i
sinV-f-2e) * C sin(i4- uv)’
en multipliant les deux membres de l’équation par e l’acteur
a a sinV sin a (i -f- 2e)’
^ trouve , après avoir supprimé les accens devenus ^^cmais inutiles,
Ay-BV = -A s B‘.
s quantités 2A , 2B, se nomment les axes de l’hytél e * ( I uo ‘ ( I uen e ® et 06116 courbe ne détermine j> * en »ent , par son intersection, que le premier ^°U(re eux. Le point A est le centre de la courbe.. rs que l’équation de l’hyperbole se trouve ramenéo
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à cette forme, les coordonnées étant rectangulaires# on dit qu’elle est rapportée au centre et à ses axes* Toute ligne menée par le centre, et terminée à la courbe, se nomme diamètre et il résulte de la forme symétrique de l’hyperbole, que tous les d iamètres se trou-* vent divisés par le centre en deux parties égales.
226. L équation de l’ellipse, rapportée aussi à ses axes et au centre, est
Ay+BV = A S B*.
En la comparant à celle de l’hyperbole , on voit que# pour passer de Vune à Vautre j il suffit de changé B en B]/ —1; cela est en effet évident d’après la comparaison des valeurs que nous avons attribuées •* B 4 dans ces deux courbes, puisqu’elles ne différent l’une de l’autre que par le signe; mais cette analog* 0 très simple est importante par la facilité qu’ell 0 donne pour passer des propriétés de l’ellipse à cell^ de l’hyperbole, et réciproquement.
Ce que nous avons vu relativement à la marche d elî ordonnées dans les deux courbes, est une suite & cette loi ; car, si l’on considère une hyperbole et u ,,c ellipse dont les axes seraient les mêmes, et qu’on s^' perpose ces axes, l’ellipse sa trouvera comprise t° ut entière dans les limites entre lesquelles l’hyperbol 0 devient imaginaire ; et réciproquement, l’hyperbol 0 aura des ordonnées réelles pour toutes les absciss cS auxquelles l’ellipse ne s’étend point.
Lorsque les deux axes de l’hyperbole sont éga u * entre eux, son équation devient
on dit alors qu’elle est èquilatère.
Lorsque les deux axes de l’ellipse sont égaux , s011
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équation devient
et elle se réduit à un cercle. L’hyperbole équilatère est donc, entre les hyperboles ordinaires, ce qu’est le c ercle entre les ellipses.
227. Si par le point B', pour lequel y =o, et x ^ — A (fig. 86) , on mène une ligne droite inclinée ^’une manière quelconque , elle aura pour équation
Si par le point B, pour lequel y = o ; et x = -f- A , mène une ligne droite pareillement inclinée d’une Manière quelconque, elle aura pour équation
yz=za{x —A).
four que ces deux droites se coupent sur l’hyperi^le, il faut que leurs équations puissent subsister e n même temps, et avec celle de cette courbe. Or , les multipliant membre à membre , elles donnent
y' = aa (x *— A*);
ç t, pour que ce résultat s’accorde avec l’équation de ^hyperbole mise sous cette forme
faut qu’on ait
Ce ci établit donc une relation constante entre les angles que forment avec le grand axe les lignes menées des deux sommets de la courbe à un de ses Points. Il en résulte que ces angles ont toujours leurs tangentes trigonométriques de même signe.
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Lorsque l’hyperbole est cquilatère, A — B, il vient alors
ad = 1 ;
c’est-à-dire que, dans l’hyperbole cquilatère, les droites menées du meme point de la courbe aux extrémités du grand axe j font avec lui des angles aigus j dont Vouverture est dirigée dans le même sens , et dont la somme est égale à un angle droit.
Les droites, menées de la même manière dans le cercle, font aussi avec Taxe des angles aigus dont la somme est égale à un droit; mais leurs ouvertures sont dirigées dans des sens contraires.
228 . Si l’on introduit les expressions des axes A et B dans l’équation de l’hyperbole du n° 224, où l’ori' gine était au sommet, en prenant pour A la valeur pose*
a sin v cos v „ , .
tive-:— 7-r—, -x, elle devient
sin (1 2e)
y* = p(* a 4-2Ax),
et peut se mettre sous la forme
x et x -f* 2 A sont les distances du pied de l'ordonnée PM aux sommets B et B' de la courbe ( fig. 85 ). On voit donc, par cette équation, que les carrés des ordonnées sont entre eux comme les produits de ces distances. On aurait pu tirer directement ce résultat de l’équation rapportée au centre ; car,soieut x,y ; x',y', les coordonnées de deux points quelconques situés sur la mèw® hyperbole ; on aura, pour le premier,
pour le second,
En changeant les x en y, et les y en x , dans ‘^quation
Ay — BV =— AB\
®^e devient
AV — By = — A S B\
<>U By —AV— A S B*.
Cette transformation n’influant que sur le choix des a 'es, l’équation précédente doit encore appartenir à la frjême hyperbole; et l’on peut aisément le vérifier en la 0 ‘scutant. Mais, ici, la supposition de x = o donne y r éelle; et^ = o donne x imaginaire, parce que la courbe ‘‘encontre le nouvel axe des ordonnées, et ne rencontre Point l’axe des abscisses : elle est alors placée comme le ‘‘oprésente la courbe ponctuée de la figure 86, son premier étant hl> . Dans cette situation, on dit qu’elle est rapportée à son second axe, parce que c’est sur celui-ci les abscisses sont comptées. On voit qu’il n’en est pas de l’hyperbole comme de l’ellipse, dont l’équation &“'de la même forme, quel que soit celui de ses axes ( 1“ on prenne pour axe des abscisses, et cela vient de ce f l l| e l’ellipse est symétrique par rapport à ses deux axes, \ u lieu que l’hyperbole 11e l’est pas relativement aux puisqu’elle n’en rencontre qu’un seul.
? 3 o. L’analogie de ces deux courbes nous conduit
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naturellement à chercher s’il n’existe pas clans l’hyperbole des points correspondais aux foyers de l’ellipse- Pour les découvrir, rappelons-nous que,dans l’ellipse» leur abscisse avait pour valeur ± y/ A* - B 1 : ce sera donc — B‘ pour l’hyperbole, en changeant B en
® \/— i- En effet, si l’on suppose, pour plus de simplicité,
et qu’on prenne deux points F, F' sur l’axe (fig. 87), » cette distance du centre de l’hyperbole, on trouve
FM* =y* -f (.v — c) a = ^ (*’—A 5 ) -f- * a — 2 ex -f - c* 1 d’où l’on tire , apres les réductions faites ;
FM = X + A
c’est-à-dire que les distances FM, FM , sont exprimées en fonction de l’abscisse x d’une manière rationnelle. E 1 ’ retranchant ces équations l’une de l’autre, on trouve FM —FM = 2 A;
c’est-a-dire que la différence de ces distances est égal* au premier axe de l’hyperbole. A cause de ces propriétés, les points F, F' déterminés par la valeur précédante de c, se nomment les foyers de l’hyperbole- En faisant x =±V^A a -, B a dans l’équation de l ff courbe, on aura l’ordonnée qui passe par le foyer, ct sa valeur sera
Le double de cette ordonnée, ou s’appelle 1 e
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Paramètre île l’hyperbole. C’est une troisième proporhonnelle aux deux axes.
1. Pour trouver géométriquement la position des fo )'er s F, F', fig. 87 , on élèvera à l’une des extrémités du Premier axe BU' une perpendiculaire BE, égale à la moitié second axe B. On mènera l’hypoténuse AE ; puis, du I^'nt A, comme centre avec cette ligne .pour rayon, on écrira une circonférence de cercle, qui coupera l’axe en t0u x points F, F'. Ce seront les foyers de l’hyperbole.
^n prouvera facilement que la double ordonnée qui Passe par ces foyers est égale au paramètre de la courbe.
23 s. Les propriétés précédentes fournissent, pour la description de l’hyperbole, un procédé analogue à celui nous avons employé pour l’ellipse, dans l’art. i 48 . Ou foyer F, comme centre (fig. 88) avec un rayon ^delconque BO, on décrira une circonférence de De l’autre foyer F' comme centre, avec B'O ou " "+• BO pour rayon, on décrira une autre circonfé- ® n ce de cercle : les points M, M' où elle coupera la P r écédeute appartiendront à l’hyperbole; car, d’après ^to construction, on aura toujours
F'M-FM = 2A
On opérant de même de l’autre côté de l’origine, on 9Ura la seconde branche de la courbe, et l’on peut appli- ^der ici les remarques que nous avons faites sur la ^dstruction de l’ellipse par le procédé analogue.
Qn peut aussi, d’après cette propriété, décrire l’hy- P er bole, comme l’ellipse, par un mouvement continu : J'ddr cela, on lixe au foyer F une règle F'M, qui peut °drner autour de ce point. A l’extrémité M et à l’autre F est attaché un fil MF, tel que F'M — FM soit Bal au grand axe BB' ; glissant ensuite un piquet le °dg du fil , on le force à s’appliquer toujours contre
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la règle qui tourne autour du point F'; et le piquet» par ce mouvement, décrit une portion de l'hyperbole demandée.
a33. Occupons-nous maintenant de mener une tangente à l'hyperbole, dont l’équation est A a y — B a x a = — A a B a .
Soient x", y", les coordonnées du point de tangence? elles vérifieront la relation
La tangente étant une ligne droite y et devant passer par ce point > son équation sera de cette forme
Il ne resté plus qu’à déterminer a.
Pour y parvenir -, il faudra opérer sur ceS trois équations comme sur celles de l’art. i4g, qui étaient relatives à l’ellipse; mais ces dernières sont les mêmes q ue les précédentes, en chângeant B en B[/ — 1 . Le résultat sera donc aussi le même avec cette modification
et l’on aura
L’équation de la tangente sera
ou, en féduisant
h?yy a — B a xr” = — A 2 B Î .
On aura de même » pour l’équation de la normale y
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On prouve facilement que tous les points de là tan- Kente, excepté celui de tangence, sont hors de l’hyper- °Ie. Pour cela, prenons la valeur de Ay dans l’équal °n de l’hyperbole, nous aurons
Ay = BV- A»B«;
* Cette valeur de Ay convient aux points situés sur la courbe même. Pour les points situés hors de la courbe , ^ valeur de y correspondante au mèraex, sera néces- Renient plus grande; par conséquent, les valeurs de ^ SCrOI,t PlUS grahdes aussi : on aura donc Ay > B a x a — A 2 B 9 ;
* U contraire, pour les points intérieurs à la courbe, la «leur de l’ordonnéey sera plus petite que sur la courbe *eme la valeur de x étant égale: il en sera de même * ° Ur Ay j on aura donc alors
Ay < B 9 x 9 — A a B“,
en ces inégalités dans un seul membre, on
^ déduit les trois conditions suivantes :
°ur les points extérieurs Ay—B V-fA'B a > 0
o Ur les pointssituéssur la courbe Ay-BV-fA^-o*
our les points intérieurs A^ a -BV+A-B a <o. >
Maintenant, il faut prouver que tous les points de la ^ente, excepté le point de tangence même, satis- J a la Première de ces inégalités. Or il est facile de «r que le s.gne négatif du terme affecté de* 9 empêche 1 ?.. demons tration employée n° 15o, pour l’ellipse ne Cal M >rat * ca ^^ e ; il n’y a donc d’autre ressource que de
culer directement la quantité Ay — BV+ A a B a en
U* ' ?" ;!® 1SC " 1 - P ° urccla > a “’j » qu’à l'rev la vafeur y «le éfjuation de la tangente, celle svalcur cia B^xx*—A -)
AV
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et en la substituant dans la quantité.
A*y— B*x a -f- A a B a , on aura
Ay-BV+ A*B*= “ B a *“+ A a B a .
En réduisant le second membre au même dénominateur, et mettant au numérateur, au lieu de A.*y" 1 , sa valeur B a x" a — A* B a , tirée de l’équation de l’hyperbole, ce numérateur devient
B*(***— A a ) a + (BV' a — A a B i ) (A a B a — B a * a ), et les produits étant développés et réduits, donnent enfin
AY-BV+ A'IÎ 1 = ,
le second membre étant un carré est essentiellement
positif; ainsi l’on a toujours sur la tangente.
A*y — B*x a -f- A a B a > o, ce qui prouve que tous ses points sont extérieurs à la courbe ; il n’y a d’exception que pour la valeur x — x" = o, qui rend cette quantité nulle; mais cette valeur nous ramène au point de tangence : lui seul est donc sur l’hyperbole.
234. La valeur de a devient infinie quand y" est nulle , car x"z= o donnerait y" imaginaire ; et y" in' fini donnerait x” infinie : ainsi, aux extrémités du pre*' mier axe de l’hyperbole, la tangente est parallèle au* ordonnées, et elle ne peut jamais devenir parallèle aux abscisses.
a35. Si par le centre et par le point de tangent on mène une ligne droite, son équation sera de forme
y' = ax,
et la condition de passer par le point de tangent donnera
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Çette valeur, étant multipliée par celle de a qui conv, ent à la tangente, donne
, B a aa ~~ A a ’
> en comparant ce résultat avec celui de l’ar- 'cle 227 , on voit (%. 89) que le point de tangence
est sur une hyperbole, dont le premier axe est
et le rapport des axes d’où il suit que, pour
*j* ener une tangente à l’hyperbole par un point M °oné sur cette courbe, il faut mener, de ce point centre, le diamètre AM; puis,par l’extrémité B' du Premier axe BB' mener la corde B'N parallèle à AM ; , parallèle à BN, sera la tangente demandée.
Il résulte de cette construction et de la forme symétrique de l’hyperbole, que les tangentes MT, mt, Ux extrémités d’un même diamètre, sont parallèles elles. Si donc on mène par le centre A une prallcle à ces tangentes, elle ne rencontrera jamais a courbe : cependant, par analogie avec l’ellipse, on Prend sur cette parallèle une quantité qui s’appelle e diamètre conjugué du diamètre AM, et qui se dém’mine comme on le verra plus bas. Ici, comme dans l’ellipse, l’angle EAM , formé par deux diamèfes conjugués, est égal à l’angle B'N B des deux ^des qui leur sont respectivement parallèles, et qui menées des deux extrémités du premier axe à un ^me point de la courbe.
a 36 . En faisant y = o dans l’équation de la tan- § e ïite, on trouvera
0 x ' dst la valeur de AT (fig. 90) ; en la retranchant de
> on aura la soutangente
7 e Edit.
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On trouvera de même la sounormale
237. Les formules précédentes peuvent encore servir pour mener des tangentes à l’hyperbole par un poil* 1 eitérieur ; car, eh représentant ses coordomieés pa f x', y, elles devront satisfaire à l’équation de la ta**' gente; ce qui donnera
kyy — b*x'x" =± — A a B a (1).
Ôn aura, de plus,
A 3 / 3 — BV 13 = — A 3 B 3 (2),
puisque le point de tangence est sur la courbe. C eS deux équations suffisent pour déterminer les coot' données x", y ", qui seront en général doubles po* ir le même point 5 et il est facile de s’assurer que eeS valeurs seront toujours réelles , lorsque le poi^ donné sera hors de l’hyperbole ( 233 ).
En appliquant ici les considérations dont nous avo p< fait usage (n° 160) pour l’ellipse, on trouvera de mê* 1 ^ qu’en regardant les coordonnées x ", y", comme var‘ r blés dans l’équation (i), cette équation est celle la droite qui passe par les points de contact des de* 1 * tangentes menées du point extérieur, dont les c<X> f ' données sont x , y'. En assujétissant cette droite a passer par un point donné, dont les coordonnées so^ a et b, elle deviendra
A *by '— Wax' = — A 3 B 3 ( 3 ) ;
et alors, en y regardant x',y' , comme variables, e ^ 6 représentera une droite telle que, si d’un quelcon*! 116
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'je ses points, on mène à l’hyperbole deux tangentes, corde qui joindra les deux points de tangence pas-
« et r 16 POmt d0nné, d ° nt 1CS COOrdo “ nées «ont
En continuant de suivre, dans les calculs l’ana- ;°^e des deux courbes , on arrivera h une construci l0u Pareille, pour déterminer la droite qui contient es sommets des couples de tangentes, quand on contra le point de concours des cordes, et réciproque-
be! nt ' L v S1 " lllltude est si Parfaite, qu’il n’est pas esoni dexpliquer ici l’application de cette méthode, qu il suffira, pour s’en rendre compte, de jeter les •f e UX sur la lig. 91.
238 . L’extension indéfinie des branches de l’hyperj . ’ lntr °duit dans la direction de ses tangentes une 1 très remarquable qui lui est particulière. Pour la Couvrir, reprenons l’équation
^ es deux valeurs de y, qui en résultent, peuvent se lettre sous la forme
^eveloppons le radical en série par le théorème du no me, il deviendra
, etc.,
et en effectuant la multiplication par il viendra
J , ==;±; / B f _ 1 BA__ ! BA 3 1BA 5 x U 2 x 8 X* 16 i 5 etc /
4 mesurc X augmente, A et B restant les mêmes, les
dx l’hyperbole.
termes —- , —— , etc., diminuent, parce qu’ils son 1
divisés par les puissances successives de x -, et les va' leurs de y approchent de plus en plus de se réduire *
±: — : on peut même, comme * est indéfini, le prends
assez grand pour que la différence soit plus petite qn c toute quantité quelconque donnée. Par conséquent > si l’on construit deux lignes droites, dont les équation* soient
Bx
Br A *
ces droites seront les limites des deux branches sU' périeure et inférieure de l’hyperbole, qui s’en ap" prochera sans cesse sans pouvoir les atteindre ; cl c’est ce qu’il est bien facile de voir, car on aura ton' jours
= -J-? — B a sur l’hyperbole,
y* = — sur les droites ;
de sorte que les ordonnées correspondantes aux même* abscisses seront constamment plus petites sur la courba Cette propriété a fait donner le nom ü Asymptotes au* deux lignes droites déterminées par ces équations.
On peut aisément prouver, d’après les expression 5 précédentes, qu’en effet ces droites s’approchent con* 1 ' nuellement de l’hyperbole; car, bien que la différent entre les carrés de leurs ordonnées et les carrés des or" données de cette courbe soit constante, cependant ^ différence des ordonnées elles-mêmes va toujours el1 diminuant, de manière à devenir enfin plus petite q° e toute quantité donnée. Pour le faire voir, retranchons les deux équations précédentes l’une de l’autre? e °
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CaÎT 1 '“‘'Y Ies „ ordo ” nécs d<!s emploies, afin de d“t ‘ S “ er dCCeIIeS d<! >- ««rta,quicontreront re représentées par y ; nous aurons ainsi
^° u l’on tire
cy—y (y+y)=B» ;
— .y est la différence des ordonnées. La fraction nui
fime a snn ni.mirntn..„ _. . . .. 1
l’ ex ~i . u “ oraonnees. JLa traction qui
^ prune a son numérateur constant; mais son déno- C eur e f vanable > et augmente continuellement d„ 0 ■'données y,,/, A mesure que l’on Joigne
s an !* I e 1 h 3 'P er,wIe - Ai »“. cette fraction diminue «cm» T?’ Et C ° mme '' n y a P* 5 <le limite à l’accrois- 4 1 ,'i des “-données/ et J', il n’y en a pas non plus 0r donn6c" 1U '“ n ^ * ! raction - ^ différence des deux '“Udra f^i ^ l )eut d° nc devenir aussi petite que l’on , et plus petite que toute quantité donnée.
nJL l 0U , r ^ 0nstruire les asymptotes de l’hyperbole, CUl a ; Waa extre «H te du premier axe une perpendiaue, sur laquelle on prendra deux ordonnées de 4 p C ° ntraires / é S ales toutes deux au demi-second Cm ", e f trémités de ces ordonnées et par
Ce s i; V h ^ erbole >°n mènera deux lignes droites. ^ gnes taisant avec le premier axe un angle dont la
Jgente trigonométrique est rfc seront évidemment ^asymptotes demandées. Il est visible que l’hyperbole K^^ tXSe t0Ut entière tIaus l’ an gle formé par leurs
ell W ? a Vt ! it aUSS *’ l ,ar ces résultats, que si une i l ! nC î JpCrbole sont construites sur les mêmes %t’ Iamet [ es é S aux t,€ la première formeront prolonges, les asymptotes de la seconde.
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i. Si l’iiyperbole est équilatère, on aB = A; les asymptotes font avec l’axe des angles de 45 °, et sont perpendiculaires entre elles.
a 4 a. Il est facile de voir que les asymptotes sont aussi la limite de toutes les tangentes. En effet, l’équation d’une de ces dernières étant
A *yy" — B^xx' = — A S B%
le point où elle rencontre l’axe réel de l'hyperbole a pour abscisse
C’est la distance de ce point au centre de la courbe. Sa position autour de ce centre dépend du signe de a' > c’est-à-dire de l’abscisse du point de tangence; mais , et 1 ne considérant que sa longueur, on voit qu’elle diminua à mesure que x" augmente, et qu’elle ne peut deve nl1 nulle qu’en supposant or" inüni.Daus cette supposition»
Bx
la valeur de y" devient aussi iniinie et égale à ± ’
de sorte qu’en la substituant dans la valeur de a ‘î 111 convient à la tangente, et qui est
C’est précisément la valeur de a qui convient an asymptotes; ainsi, les tangentes de l’hyperbole s Brochent de plus en plus des asymptotes, à mesure <1 le point de tangence s’éloigne du centre. ^
243 . Les directions de la tangente et de la norn*a ^ dans l’hyperbole ont aussi des rapports remarqua*^ avec les lignes menées des foyers aux divers point s la courlie : cherchons à les découvrir.
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y ’ équation de cette droite sera y-y"=. (*_*•).
passer par Ie %cr d0nn0) cn faisant
tt l r ( D n“4 C r mêm ° P ° iUt de ” We,Mea <*»-
y—y" = a Çx — x"), a —
l^cFMT, ou/Mr, qu’elle fait avec la droite FM, a loiu tangente trigonométrique
*iai se réduit à
* mCUant P° ur a et * valeurs, et observant que
A a y" a — BV' a _A*B%
Puisque le point x",y\ est sur l’hyperbtde.
y ^ Cl emcnt > S1 ? du second foyer F', pour lequel
, C ’ on raene au point de tangence une gne droite, son équation sera
Cl l'on aura
«=-sZL
^ n R'm!oMT mi*' ^ <|ue fait 06116 dro ' tc avec la eente MTde I hyperbole, à pour tangente trigonomé-
trique
au
qui se réduit à
quand on met pour a et *' leurs valeurs. Les angles FMT et F'MT, ayant même tangente, sont égaux entre eux; d’où résulte cette propriété, que, dans Y hyper bole , les droites menées du point de tangence aux deu# foyers font avec la tangente, et de part et d’autre d* cette ligne, des angles égaux.
Il suit de là que la normale MN divise en deux par lies égales Vangle FMf formé par les rayons vecteU rS menés des foyers à un même point de la courbe.
Ces propriétés existent aussi dans l’ellipse, et il n’y 3 de différence que dans ce qui tient à la situation de l 3 tangente par rapport à ces deux courbes.
a 44 . Ceci fournit la construction suivante pour me' ner une tangente à l’hyperbole par un point donné. Supposons-le d’abord sur la courbe.
On mènera les rayons vecteurs FM, F'M ( fig. Ç) 3 r on prendra sur celui-ci, à partir du point M, MG = M* > puis, joignant GF, et lui menant la pcrpendieulm ’ c MT, ce sera la tangente demandée.
En effet, par cette construction, les angles FM*’ F'MT, sont égaux entre eux. On pourrait démontr^ ici, comme dans l’ellipse, que la droite MT n’a que point M de commun avec l’hyperbole.
Supposons le point donné t extérieur à la courbe- j De ce point t , comme centre, avec un rayon ég 3 ^ à F t, on décrira une circonférence de cercle. Du f°) ^ F' comme centre, et avec un rayon égal au premier BB' de rbyperbole, on décrira une autre circontére' 1
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qui coupera la précédente en G. Menant l 'G qui rencontre la courbe en M, le point M sera le point de tangence, et *MT sera la tangente demandée.
Car , si l’on mène tG , on aura par construction Gf= F*; de plus, le point M étant sur l’hyperbole, et F'G étant égal au premier axe, on a MG = MF : donc la ligne Mt est perpendiculaire à GF, et divise l’angle F'Mb en deux parties égales ; donc elle est la tangente demandée.
Les circonférences décrites des points F et t, comme centres, se coupant en deux points, cette construction donnera les deux tangentes que l’on peut mener à l’hyperbole par un point extérieur.Si ce point est compris entre les asymptotes et une des branches hyperboliques, les deux points de tangence seront sur cette tranche; mais s’il est hors de cet angle, les deux points de tangence seront situés sur les deux branches opposées. Dans tous les cas, les deux points de tangence seront réels ; car, pour tous les points situés hors de l’hyperbole, la différence de leurs distances aux deux foyers est moindre que la longueur du premier axe, comme il est aisé de le voir; de sorte que les cercles décrits des points F' et t comme centres, se couperont toujours, tant que le point t sera extérieur.
P) es Propriétés de VHyperbole par rapport a ses diamètres conjugués.
2 45 . Les propriétés de l’hyperbole par rapport à ses diamètres, peuvent se déduire avec une extreme facilité de celles qui appartiennent à l’ellipse.
En effet, l’équation de l’hyperbole, rapportée à ses axes et au centre, est
A a y* — BV=— A‘B 3 .
Les abscisses sont alors comptées s ur celui de ces axes qui rencontre la courbe.
En faisant
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x — x' cos « +/ cos ^ = a?' sin * -f / s i n «', on pourra établir entre « et «' la relation nécessaire pour que le terme affecté de x’y disparaisse : mais on peut, sans effectuer le calcul, parvenir sur-le-champ à ce résultat; car les équations précédentes se déduisent de celles de l’art, 161 ,_qui SOn t relatives à l’ellipse , en changeant B en B{/~i dans ces dernières; et, par conséquent, les résultats auxquels elles conduisent, ont entre eux la même relation. On aura donc pour l’hyperbole J
(A fl sinV—B 8 cosV)y a -f.(A a sm a «—B B co8 9 «)x'“=—A a B 9
A sin «sin a —B 3 cos«cos«'= o ou bien 7
A a tang a tang » — B 3 = o.
En faisant successivement *' = o et/=o, on aura les distances de l’origine aux points dans lesquels la courbe coupe les diamètres auxquels elle est rapportée.
, Ion représente par A' a et B' 2 les carrés de ces distances, il viendra comme dans l’article i64
A 3 sin 3 «—BW^ ’ ~ A a sin V— B^cosV*
En multipliant ces deux quantités l’une par l’autre, comme dans l’art. i 65 , le résultat pourra se mettre sous la forme
(A 2 sin*sin«—B 3 cos«cos«') 3 —A s B 1 sin 3 («'-^)‘
L ; ; remière partie du dénominateur s’évanouit en vertu de la relation qui existe entre a et «; il reste simplement
A' 4 B /a =--- 4 afia
Sin 3 (*' — et) ’
<l’où il suit qu’une des quantités A', B', est imaginaire :
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et, par conséquent, l’hyper }>ole ne rencontre jamais en même temps se9 deux diamètres conjugués, propriété que nous avions déjà reconnue précédemment.
246 . Nous pouvons à volonté supposer réelle l’une ou l’autre des quantités A', B', et ce choix déterminera quel est celui des axes des coordonnées qui rencontre la courbe. Supposons que ce soit l’axe des x , alors A sera réel; et, pour éviter les imaginaires, nous représenterons par — B'“ la quantité que nous avions nommée B' 2 ; ce qui donnera
Alors l’équation de l’hyperbole deviendra A' 2 / 3 — B' 3 x' 3 = — A' 3 B' 3 ,
qui se déduit de celle que nous avons trouvée, art. i 64 , pour l’ellipse, en changeant B' en —1 dans cette dernière. Les quantités 2A', 2B', sont appelées, par
analogie, diamètres conjugués de l’hyperbole, quoique le premier soit le seul qui soit terminé par la courbe.
est le paramètre du premier diamètre, et -
est le paramètre du second. Pour plus de simplicité , nous supprimerons les accens des variables x' etÿ, en nous rappelant toutefois qu’elles appartiennent à des coordonnées obliques, et il viendra
On déduira facilement de cette équation que les carrés des ordonnées aux diamètres conjugués sont entre eux comme les produits des distances du pied de ces ordonnées aux sommets de la courbe ; d’où il suit que, pour décrire une hyperbole dont on connaît deux diamètres conjugués, il faut décrire une autre hyperbole sur ces diamètres pour axes, et incliner convenablement les
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ordonnées de cette dernière, sans changer leur longueur.
247. A l’équation précédente, il faudra joindre les suivantes :
A' B' sin (a' — a) ■=. AB,
A a tang «t tang a! — B a = o.
qui se déduisentde celles de l’art. 167, qui appartiennent à l’ellipse, en y changeant B et B' en B 1 et B' {/—i-
Ces trois équations suffisent pour résoudre toutes les questions relatives à la recherche des diamètres conjugués de l’hyperbole.
La première signifie que la différence des carrés construits sur les diamètres conjugués est toujours égale à la différence des can'és construits sur les axes. 11 résulte de cette propriété, que toutes les hyperboles n’ont pas desjliamètres conjugués égaux; car la supposition de A — B donne A = 13 , et réciproquement. L'hyperbole équiUitère est donc la seule qui ait des diamètres conjugués égaux j et tous les siens le sont deux à deux.
La seconde des équations précédentes signifie que le parallélogramme construit sur les diamètres conjugués est toujours équivalent au rectangle des axes, propriété qui a également lieu pour l’ellipse.
Enfin la relation
A a tang a. tang a! — B a = o, étant comparée à celle de l’art. 227, signifie que l’on peut mener, par les extrémités du premier axe de l’hyperbole, deux cordes qui se coupent sur cette courbe, et qui soient respectivement parallèles à deux diamètres conjugués quelconques, dont la direction serait connue; ce qui permet d’appliquer à l’hyperbole le moyen que nous avons donné (n° 168) pour trouver deux diamètres conjujugués de l’ellipse qui fassent entre eux un angle donné.
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2*8. Si, par les extrémités du diamètre sur lequel es abscisses sont comptées, on mène deux droites di- ’gees d’une manière quelconque, elles auront pour équations r
* et a ' étant les rapports des sinus des angles qu’elles °ut avec ces deux diamètres. Pour que ces droites se eoupent sur l’hyperbole, il faudra qu’on ait
A' a ad — B' a =o ;
eequi établit pour les diamètres une condition analogue '* ce ^e qui existe pour les axes.
24 9 . Si, par un point pris sur l’hyperbole, et dont es coordonnées, par rapport aux diamètres conjugués feront x",ÿ, on mène une tangente à cette courbe, il ai »(lra combiner ensemble les trois équations
a — BV = — A' a B'*,
tl étant le rapport des sinus des angles que fait la tangente cherchée avec les diamètres conjugués auxquels a courbe est rapportée. L’analogie que nous avons remarquée entre l’ellipse et l’hyperbole, s’applique enc or e à ces équations, et en les comparant aux expres- S| °ns trouvées n° 174, elle donne .
1 équation de la tangente devient
A ,% yy" — B' a xx" = — A' a B' a .
^U e d’une dr 0 i te men é e par le centre de l’hyperbole e point de la tangence étant
on aura
nr. l’hypf.hbolf..
Multipliant cette valeur par celle de a , il vient ad = , ou A' 2 ad — B /a = o,
d’où il suit que le point de tangence est sur une hyperbole rapportée à des diamètres conjugués parallèles a ceux de la proposée, et dont le rapport est le même- Cette hyperbole passant à l’origine des coordonnées, et par le point où la tangente rencontre l’axe des a:, un de ces diamètres est la distance de ce point à l’origine (fig. g3). Par conséquent, pour mener, d’un point M de l’hyperbole, une tangente à cette courbe, on mènera par ce point et le centre le diamètre AM ; par l’extrémité D' d’un diamètre quelconque DAD', on tirera D'N parallèle à AM ; MT, parallèle à DN, sera la tangente demandée. Cette construction est précisément celle qn l nous a servi pourj l’ellipse (n° 17 5): on pourra donc appliquer à l’hyperbole toutes les conséquences q»e nous en avons déduites relativement a la recherche des diamètres conjugués et des axes, lorsque la courbe est décrite, et que son centre est connu.
Des Propriétés de VHyperbole rapportée a ses asymptotes.
a5o. L’équation de l’hyperbole prend une forme tre 5 remarquable, lorsque l’on choisit ses asymptotes poe r axes de coordonnées. A cet effet, il faut se rappel que ces lignes font, avec le premier axe, des angl fiS
dont la tangente trigonométrique est rb —. Ainsi, etl reprenant les formules générales de transformation .rr^x'cosrt-f-y cos*', y = x sin«+y sin * >
!>£ L'IIVPEIUIOLE.
; l faudra
supposer
ta»g« = —-, tang«'~E.
Alors les coordonnées x, y', seront parallèles aux asymptotes. Or, en substituant ces valeurs de a; et de v «ans l’équation de l’hyperbole 7
A a y a — B a or a = — A a B a ,
«lie devient, comme dans len° 5,
(A a sinV B a cosV)y' a -f-(À a sin a «e—B a cos a «)jc' a \ ___
+2 ( A a sin « sin«— B a cos « cos et ) x'y' j Les coefliciens de y /a etdex' a sont nuis d’eux-mêmes, en vertu d es valeurs précédentes de tang u et de tang *' ■
celui de x'y' se réduit à — et, en vertu de
c es valeurs, l’équation de la courbe devient
25 1. Réciproquement, il serait facile de prouver q ue es asymptotes sont les seuls axes de coordonnées qui
puissent la réduire à cette forme. Il suffit, pour s’en assurer, de substituer les valeurs générales de x et de v I ns l’équation aux axes, et de déterminer « et «' par j! audition que les carrés des coordonnéesy a et de x' m ^paraissent ; car on retombe ainsi sur les valeurs présentes de tang « et de tang
25 2 . Dans cette forme nouvelle de l’équation de l’hy- Psbolc, on reconnaît aisément la propriété caracté-
s H|ue des asymptotes, de s’approcher sans cesse delà arbe. En effet, si l’on considère la valeur dey', qui es t A a + B 3
° n Voit que cette valeur diminue à mesure que x' au<
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mente, c’est-à-dire que la ligne PM, menée de l’asymptote à la courbe, devient de plus en plus petite, et est nulle à l’infini (fig. g 4 ). Il en est de même des valeurs de x' comparées à celles de ÿ\ et, comme ces deux variables doivent toujours être de même signe pour que le produit x'y' reste toujours positif, ces résultats sont les mêmes pour les deux branches de la courbe , il n’y a que le signe de changé.
253. Si l’on prend la ligne B'B (fig. g 5 ) pour représenter le premier axe de l’hyperbole, et que AX', AY', soient les nouveaux axes des x' et des y', c’est-à-dire les asymptotes de la courbe, BE parallèle à AX' sera égale à \/ A a + B a . Or, si par le sommet B de la courbe, on mène l’ordonnée BK terminée aux asymptotes, d’après la construction de ces droites, BK sera égale a AE ou au second axe B ; par conséquent, AK sera aussi égal à BE, et par suite l’on aura AD = BD. Eu répétant la même construction de l’autre côté de l’axe AB, relativement à l’autre asymptote, la symétrie de la ligure montre que ADBD' sera un losange, dont le côté
AD moitié de AK sera \J A . Soit fi l’angle X'AY'
formé par les asymptotes entre elles; l’équation précédente de l’hyperbole, multipliée par sin fi , donne
, , . A a B a . xy sm fi— -—-.sinp.
Le premier membre représente l’aire du parallélogramme APMQ construit sur les deux coordonnée 5 AP, PM, d’un point quelconque de la courbe. Le second membre représente l’aire du parallélogramme ADBP formé sur les coordonnées AD', D'B, du point B qui etl est le sommet ; et l’équation précédente fait voir q ue ces quantités sont constamment égales entre elles.
3jtl
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grand losange BfiEE', quadruple de ADBD', se nomme a puissance de l’hyperbole.
a54. Lorsque l’hyperbole £st équilatère, l’angle des as ymptotes est droit : sin /3=i; le losange ADBD' ^ient nn carré qui est toujours égal au rectangle des Ordonnées.
Pour plus de simplicité, nous supprimerons les ac- °ens des variables x' y', en nous rappelant toutefois pétant comptées sur les asymptotes, elles sont en général obliques. De plus, nous ferons = M 2 , et
* viendra
xy= M\
255. Soient x",y", les coordonnées d’un point, qnelc °nque de l’hyperbole ; on aura
Si par ce point on lui mène une tangente, elle aura P°ur équation
Il s’agit de déterminer a.
Pour cela, nous considérerons d’abord cette droite comme une sécante; et, pour trouver les points où elle Rencontre l’hyperbole, nous combinerons les trois équa- ■ons précédentes. Or, les deux premières étant retranchées l’une de l’autre, donnent
ay-*y=o,
l u * peut se mettre sous la forme
u » en mettant pour y — y" sa valeur tirée de l’éouat,ü n de la droite, 4
(x — x") (ax +y") — o.
relation est satisfaite quand x=x"- ce qui donne » parce que x*,y", sont les coordonnées du pre- T Édit. 21
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mifr j»oint d’intersection. L’autre facteur , égalé »
zéro , donne
ax -j- y" — o.
»Si la droite est tangente , cette relation devra encore être satisfaite quand x = x", et y—y"-, ce qui donne
ax"-\-y" — o, ou «=— et, d’après cette valeur, l’équation de la tangente devient
a 56 . En faisant yf = o dans cette équation, on aui’ a l’al)scisse du point où la tangente rencontre l’axe des X' et x — x" sera la valeur de la soutangente. On trouvé ainsi
c’est-à-dire que, lorsque l’hyperbole est rapportée à se 9 asymptotes, la soutangente pour chaque point est éga^ e à l’abscisse qui lui correspond. Ainsi, pour mener cett^ tangente MT, fig. g 5 , il faut prendre sur l’asymptote, à partir du pied de l’ordonnée PM , une longue»* 1 PT == AP = x"; MT sera la tangente demandée.
On voit, par cette construction même, que, si l’°» prolonge la droite MT jusqu’à sa rencontre avec l’autr 6 asymptote en t, on aura M*r=MT. La portion de I* tangente qui est comprise entre les asymptotes, se 1 rouve donc coupée au point de tangence en deux p* r ties égales.
257. Du centre à un point quelconque M de l’hyp ef ' bole, menons un diamètre AM que nous nommero ,,<? A ; et appelons fi l’angle Y 7 AX’ lormé par les de»* asymptotes ( fig. g 5 ) : les triangles AMP, TM P, do»' lieront, quel que soit fi ,
AM a — _y“ -f- x* -j- 2 xy cos fi ,
TM* ~ y° -f“ x% 2.ry cos fi ;
l’hyperbole.
^ ou l’on tire
AM 4 — MT 4 = \ocy cos fi. (i)
L’angle Y'AB,X'AB, formé par les asymptotes et l’axe
^éel de la courbe, a pour tangente trigonométrique ^ ° n aura donc, en le nommant fl ,
.in fl — —J
L angle fi = zd : donc
cos fi =z cos 4 fl — sin 4 fl,
donne
"'"FTP
L’équation de l’hyperbole donne
4 xy = A 4 -f- B 4 .
Substituant dans l’équation (1), il vient
AM 4 —MT 4 , ou A' 4 — MT 4 = A 4 — B 4 .
^ r , s i l’on nomme B' la longueur du demi-diamètré Conjugué à A', on a toujours A' 2 — B' 2 = A 2 — B 4 , donc MT = B'; c’est-à-dire que MT est le conjugué de AM, ot TM* de MA m: ainsi, lorsque l’on connaît un premier diamètre raAM dé l’hyperbole, son conjugué est la portion TM* de la tangente menéé à son extrémité, terminée aux asymptotes.
258 . On vient de voir n° 255 que, si d’un point quelconque M" pris sur l’hyperbole ( fig. 96 ), et dont les 'Coordonnées soiit x" , y" , on mène une ligne droite T*i ait pour équation
outre point M*, dans lequel elle rencontre la courbe, déterminé par l’équation
ax -f- y" = o ;
d’où
DS l’HYPERBOLE.
C’est la valeur de l’abscisse AP". Mais, si l’on fait y — o dans l’équation de la droite, elle donne aussi
Alors x représente l’abscisse AQ" du point où la droite rencontre l’axe AX, et x — x" est la valeur de F'Q" ; il résulte donc de ces expressions que P"Q" = AP". Par conséquent, si l’on mène M" Q' parallèle à AX , les triangles P" M" Q", Q' M" Q", seront égaux , et les lignes M"Q", M"Q", seront égales entre elles.
C’est-à-dire que, si d’un point quelconque de l’hyperbole on mène une droite quelconque terminée aux asymptotes, les portions de cette droite comprises entre les asymptotes et la courbe seront égales entre elles. Cela a encore lieu quand la droite est tangente, comme on l’a vu précédemment.
Ceci fournit un moyen très simple de décrire une hyperbole dont on connaît un seul point M", avec la position des asymptotes ; car en menant de ce point une droite quelconque Q" M" Q" terminée à ces lignes, ou portera Q'M" de Q" en M"; M" sera un nouveau point de la courbe. En répétant cette construction, on trouvera autant de points que l’on voudra.
Pour le tracé, il est plus commode de ne pas mener toutes les lignes d’un seul point M ; et de &ire successivement servir à cet usage quelques-uns de ceux que l’o» détermine. On évite ainsi la confusion qui résulterait d’un grand nombre de lignes passant par un même point-
On peut employer cette construction dès que l’on connaît les deux axes de l’hyperbole et son centre; car 1 est alors facile de déterminer ses asymptotes.
de l’hyperbole.
Sur l 3 Equation polaire cle l 3 Hyperbole, et la mesure de sa surface.
25 g. Reprenons l’équation de l’hyperbole rapportée a des coordonnées rectangulaires,
et proposons-nous de la transformer en coordonnées Angulaires, ayant leur pôle en un point quelconque, ( lout les coordonnées soient x', y '. Pour cela, soit r le r ayon vecteur mené de ce pôle , et v l’angle qu’il forme Avec une droite fixe parallèle à l’axe des a;, du côté des c positifs. D’après oes conventions, on aura, n° îoo, æ -=:ccf -f- /-cosi’, y ==^y'-f-rsin c; ces valeurs étant substituées dans l’équation précédente, elle devient
A 2 sinV 1 r* + 2A 3 / sin v | r+Ay 3 ~ B 3 æ' 3 = — A*H. B 2 cos 3 *’/ —2B 2 x'cos*’j
Je ne chercherai point à discuter cette équation sous sa forme générale, la marche que nous avons suivie n® 182 pour l’ellipse s’appliquant ici littéralementj mais je passerai tout de suite au cas où l’on place le pôle des Nouvelles coordonnées à un des foyers, par exemple , a celui qui est situé du côté des x positifs, fig. 97. ^°ur cela, il faudra faire
yr = 0, x'=z-\-\/A*-\-W,
Puisque ce sont là les coordonnées du foyer F dont il s Agit. En substituant ces valeurs dans l’équation présente, elle devient
{ A 3 sin 3 c — B 3 cos 2 v jr 3 — 2B 3 o. ,/ co5 *'. r= B*; si, après l’avoir résolue par rapport à r, on traite deux racines comme nous avons fait n° 182, dans le
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cas de l’ellipse, on trouvera d’abord ces deux valeurs ,
r _ cos v -f- A) ^ _ B*(x'cose—A)
A a sin* v — B 4 cos 4 v* A a sin 4 v —B -1 cos 4 v ’
<}ui, en changeant la forme du dénominateur et faisant disparaître les facteurs communs, deviennent
A — x'cos v' r ~~ — À -f- j? cos v Discutons d’abord la première. Si l’on y fait d’abord * = o, le rayon vecteur sera dirigé sur l’axe AX même, du côté ou il s étend à l’infini. Alors cos v étant égal à 1 unité , le déuominateur de r devient A — x', ou A ^ As ~h b 4 , quantité essentiellement négative ; f est donc aussi négatif dans cette circonstance, et ne pe^it pas être construit. Aipsi, la courbe n’a pas de points réels dans cette direction.
Il est aisé de voir qu’il en sera ainsi jusqu’à ce que I» valeur de cos v soit devenue assez petite pour que le produit x cos v qui est affecté du signe—, devienne moindre que le terme positif A. Cette condition coin' inencera à être remplie quand on aura
A—x' cos v = o ; d’où cos v = — f — — A
* V AS -f B À
Celte valeur de l’angle v est précisément l’inclinaison des asymptotes sur l’axe; alors, en effet, le rayon veC' teur / commence à devenir réel, et de plus il est infini- Pour toutes les valeurs de v plus grandes que cett e limite, mais moindres que yo°, x' cos v est positif et moindre que A ; quand v surpasse qo°, x cos v devie üt négatif et — x cos v est positif. Dans tous ces cas, 1 e dénominateur A— x' cos v est donc positif, ainsi q uC et, par conséquent, la courbe a toujours un poi» 1 réel sur chacune de ces directions.
I* série de tous ces points constitue la branche cfc
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1 hyperbole qui est située du côté des abscisses positives, et ainsi, l’on voit que notfe première racine appartient a celte branche exclusivement.
Mais en discutant de meme l’autre racine, on verra qu’elle appartient à la seconde branche, située du côté des abscisses négatives. En effet, elle donne des valeurs imaginaires pour toutes les valeurs de cos v, comprises
entre cos v = i et cos v =--,, dont la première
dirige le rayon vecteur sur l’axe du côté des abscisses positives, et l’autre le rend parallèle aux asymptotes de la seconde branche de la courbe. Pour toutes les autres valeurs de v , plus grandes que celle de la dernière limite, rreste constamment positifj et enlin il se dirige au sommet b'de la courbe, lorsque v^siSo”.
Pour mettre les expressions précédentes sous la forme que nous avons adoptée pour l’ellipse, nous introduirons la quantité e qui exprime le rapport de l’excentricite au demi-grand axe, ce qui donne
et nos deux valeurs de r deviendront
1 — e cos P* J -|- e cos V
D’après ce que nous venons de voir, ces deux équations appartiendront chacune à une seule branche de l’hyperbole ; avec cette différence que, dans la première, l’origine des rayons vecteurs /• se trouve placée au foyer intérieur, tandis que dans la seconde, cette origine se trouve placée au foyer extérieur. Quand nous avons transformé l’équation de l’ellipse en coordonnées polaires, nous avons obtenu aussi deux valeurs du rayon vecteur, séparées et rationnelles, relativement à cos p. Mais
3a8 de l’hyperbole.
Fune de ces racines donnait constamment des rayons vecteurs négatifs; tandis que l’autre, constamment réelle, donnait à elle seule tous les points de la courbe. Dans l’Hyperbole nous trouvons également deux valeurs de r séparées et rationnelles; mais chacune d’elles représente une des deux branches de la courbe, et donne tantôt des valeurs réelles, tantôt des valeurs imaginaires. Ce rapport et ces différence* entre l’ellipse et l’hyperbole méritent d’être remarqués.
260. Si dans la première des équations précédentes, où l’origine est au foyer intérieur, on voulait compter les angles v à partir du sommet de la courbe, il suffirait de changer v en 180°—e, ce qui changerait seulement le signe de cos v, et l’on aurait alors
cette expression de r donnerait également tous les points réels de cette branche, en faisant varier v depuis ou cos v=. 1, qui donnerait le sommet de la courbe, jusqu’à cos v=z — - qui rend le rayon vecteur parallèle aux
asymptotes ; or, en opérant de même sur l’ellipse dans le n° 1 84 , c’est-à-dire en plaçant l’origine de r à l’un des foyers, et comptant les angles v depuis le sommet le plus voisin de la courbe, nous avons vu que l’on avait
f- e cos
Cette équation est donc absolument de même forme pour les deux courbes; seulement dans l’ellipse e est moindre que 1, tandis qu’il est plus grand que 1 dans l’hyperbole; et en outre, le signe de A se trouve changé. Maintenant supposons que Ton fasse e — 1 ; mais « représentant le rapport de l’excentricité au demi-grand axe , faisons en même temps le grand axe A infini >
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en sorte que le produit A ( t—e a ), qui représente toujours le demi-paramètre de la section conique, ne s’évanouisse point et reste égale à une constante p : nous aurons
cos v
c’est l’équation polaire de la parabole. On voit d’après cela que l’équation polaire
\-\-e CO S v
peut représenter en général toutes les sections coniques, pourvu que A et * y soient modifiés convenablement. Sous cette forme elle est fort employée dans P Astronomie.
a6i. En reprenant ici la même marehe que nous a vons suivie pour l’ellipse, nous pouvons déduire 1*équation de l’hyperbole d’une seule des circonstances qui la caractérisent.
Proposons-nous, par exemple, de trouver une courbe telle, que la différence des distances de chacun de ses points à deux points donnés soit constante et égale à nA.
Soient F, K, les points donnés (fig. 97). Plaçons l’origine en A, au milieu de la droite FF', que nous ferons égale à oc; et, supposant que M soit un point de la courbe dont les coordonnées AP, PM, seront représentées par x et y, on aura, en nommant / et r' y les distances FM, F'M;
**=y* + (•* — *Y> > '*=y*+(x + cY,
r — rt=z zA.
^ Opérant ici comme dans l’ellipse,on trouvera d’abord r a -h r * = 2 (y“ -p ■+• <;S ) y r * — rl=: >
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Substituant ces v aleurs de r et r dans r*+r », il vient A 4 - -ÿr —j 4 - x a 4- c 2 ,
qui j»eut se mettre sous la forme
Cette forme est la même que celle que nous avons trou*' vée précédemment pour l’ellipse n° 186. En supposante nul, elle donne
C est le carré de l’ordonnée y qui passe par l’origine. Mais, dans le cas actuel, où c est nécessairement plu 5 giand que A, cette ordonnée est imaginaire, et peut être représentée par B v/~ 7 , B étant une quantité réelle. On a donc, par cette substitution, c* = A 3 4-B a ; et il en résulte l’équation
qui est celle de l’hyperbole rapportée au centre et à ses axes.
262. On pourrait, au moyen de ce qui précède,et en plaçant l’origine des xà l’un des foyers, former pouf 1 hyperbole une équation polaire analogue à celle qué nous avons obtenue précédemment. En effet, si l’on reprend l’équation
et que l’on transporte l’origine des x au foyer F, d’où le rayons rémanent, on aura, en substituant x'4~c pour -
Les nouvelles abscisses x' sont comptées, à partir d<
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lovoi- F, dans Je même sens que les précédentes, c’est- ^-dire qu’elles sont positives dans Je sens FX ; , en s’éloi- S«ant du sommet de la courbe, et négatives dans le sens °J>posé. Introduisons, au lieu de Pal)scisse x l’angle MFP formé par le rayon vecteur FM, et le prolongement du Srand axe du côté des abscisses positives : en nommant cet angle v, le triangle MFP rectangle en F, donnera
x — r cos v.
«Substituons maintenant cette valeur dans l’équation
et faisons comme pour l’ellipse e, ce qui rendra
l °i e plus grand que l’unité, puisque c est plus grand r jue A dans l’hyperbole; nous aurons alors
1 — tt eus V
Cette équation est analogue à celle que nous avons trouvée n° 189 pour l’ellipse; mais cependant avec cette différence remarquais, que l’équation polaire de IV!l'pse donnait tous les points de cette courbe, en substituant à l’angle v toutes les valeurs, depuis o jusqu’à 36 o°; au lieu que, dans le cas de l’hyperbole, l’équaticM polaire ^ue nous venons d’obtenir 11’appartient qu’à la branche ^IbM que nous avions considérée, et qui est située du edté des abscisses positives.
263 . INous avons vu que l’hyperbole équilatere est, par rapport aux autres hyperboles, ce qu’est le cercle par rapport aux ellipses. En appliquant ici ce que nous avons dit à la lin de l’article 190, on pourra comparer aire d’une portion déterminée d’hyperbole quelconque ** l a ‘ r e correspondante d’une hyperbole équilatere qui
aurait le meme premier axe; et il en résulte que ces aires, comprises entre les mêmes ordonnées, sont entre elles dans le rapport du second axe au premier. Il suit de la que, pour toutes les hyperboles qui ont le même premier axe, ces aires sont dans le rapport des seconds; mais leur mesure absolue ne peut s’obtenir que par le moyeu des logarithmes, et la méthode qu’il faut suivre pour y arriver ne saurait trouver place ici.
Discussion des Equations .
264. Nous venons de discuter avec détail les équations particulières de l’ellipse, de la parabole et de l’hyperbole. Nous avons vu comment on peut en déduire la forme de ces lignes, la direction de leurs branches, celles des droites qui lçs touchent, on un mot, toutes leurs propriétés. Mais les équations des lignes courbes ne se présentent pas toujours sous une forme aussi simple ; elles sont le plus souvent composées d’un grand nombre dç termes qui masquent les résultats les plus remarquables, ou ceux que l’on aurait le plus d’intérêt de découvrir. Il est donc utile de savoir dégager ces résultats simples de la complication qui les enveloppe; et l’on V réussit toujours en suivant la marche générale que nous venons d’indiquer dans les chapitres précédens; mais, comme l’ipsage de cette méthode deviendra plus facile par quelques exemples, nous allons l’appliquer à la discussion de l’équation générale du second degré , à deux indéterminées^ ce qui réunira sous un seul point de vue tous les cas que nous avons considérés jusqu’à présent.
Prenons donc l’équation générale
A ÿ -f- B ty -f* Cx s 4- Dj' -}- Ex -f- F = o,
dans laquelle, popr plus de simplicité, nous supposerons
f l Ue X et y désignent des coordonnées rectangulaires ( 1 ) e t cherchons la situation et la forme des courbes qu'elle* r eprésente, suivant les différentes valeurs des coefliciens A, B, C, D, E, F.
Pour cela, nous la résoudrons par rapport à y } ce qui donnera
> 5 ^ Br-f-D . 1 y - ----
-( B 2 4A(J)ar 2 -+-2(BD —2 AE).v*f-D a ^4ÂF.
^ cause du double signe du radical, il y a en général deux valeurs de y ; c’est-à-dire que, généralement para nt, il y a deux ordonnées qui correspondent à la même abscisse. On pourra calculer et construire ces ordonnées lorsque les valeurs données à x rendront le radical réel :
Sl elles le rendent nul, il n’y aura qu’une valeur de y, et il n’y aura qu’une ordonnée ; enfin, si elles le rendent ^aginaire, il n’y en aura point du tout, et la courbe ne passera pas au-dessus de l’abscisse que l’on aura Considérée.
Ainsi, pour connaître l’étendue et les limites de la Courbe parallèlement à l’axe des abscisses, il faut chercher l’étendue et les limites des valeurs de x qui rendent la partie radicale réelle, nulle, ou imaginaire. a66. Mais comme tout ce que nous allons dire porte la résolution de l’équation relativement à y, il faut abord supposer que cette résolution est possible, c’est-àlr e, que le terme y 2 ne manque point dans l’équation, ce
(*) La perpendicularité «les coordonnées offre toujours de l’avanjj*' 0 ^ ans !*• constructions géométriques, par la simplicité qu'elle ^ Pportc dans 1rs expressions des distances des points, qui se trouvent ' 0r s données par des triangles rectangles. C’est pourquoi il faut “opter do préférence ce système, lorsqu’on peut le faire. Mais, à n a P r, ’ s > 1« m o de de discussion que nous employons ici, s'appliquait égalwtom, si le système des coordonnées était oblique , sans 1 *' *'”* besoin fie rien changer a** inisonrtcmeiTS.
tjni exige que À ne soit point nul. Si A était nul sans que C lût nul, l’équation contiendrait encore le carré de x\ On pourrait donc la résoudre relativement à r; et l’on appliquerait aux x tout ce que nous allons dire des y dans le premier cas. Mais, si A et C étaient tous «eux nuis, il n’y aurait aucune résolution à faire, et par conséquent ce cas particulier demande à être traité par une méthode différente; or c’est ce qui est très fa-* cile: en effet, l’équation générale se trouve alors réduite à cette forme ,
Bxy + + Ex -f F= o;
transportons l’origine des coordonnées, sans changer la direction des axes, en faisant
Ces valeurs de x et dey* substituées dans notre équation, lui donneront la forme suivante :
Bry 4. (Bo-+-D)y 4 -(Bé-f-E)x'+Bai 4 -DZ»-hEo-f F=o., Or, les coordonnées a et b de la nouvelle origine étant indéterminées, on peut en disposer de manière à faire évanouir les termes affectés des premières puissances dey/' et de x' ; ce qui donne
Ba 4 “ O o, 4 * E — o,
par conséquent a = -— —, b — — — ;
et d’après cette détermination, l’équation en x'y', s c réduit à cette forme,
TYF
xy :
DE— BF
On voit alors qu’elle représente une hyperbole dont les axes des x ' et desy sont les asymptotes, et dont le centr e «*t placé à l’origine nouvelle. Si le système des pre^
nrs êquatîons. 335
j? 1 **** coor<]on "^s xy est. rectangulaire, le second sys- «."î® [ est aussi > puisqu’il lui est parallèle ; et alors l’hy-
a!„] J* équiktère > P uis< I ue ses asymptotes sont* à n 8*es droits.
On aurait pu parvenir directement à ces résultats, remarquant que l’équation primitive en xy, p eu t se lettre sous cette forme,
p.* akrs ^ es ^ évident qu’elle coïncidera avec celle de hyperbole rapportée aux asymptotes si l’on fait
x ’ y ’ étant de nouvelles coordonnées parallèles aux préférés , et ayant leur origine au point dont les coordonnées, rapportées à l’ancien système, sont — 5 ÎL.
. 7 * Enfin il se pourrait que les coefiiciens A, B, C, qiu contiennent les produits de seconde dimension des Variables fussent tous les trois nuis. Alors l’équation se rouvant réduite 'au premier degré, ne représenterait Plus qu’une simple ligne droite, et il n’y aurait plus ‘eu à la résoudre par les méthodes du second. Ces cas Particuliers n offrant aucune difficulté, doivent être ext ll . s ^ une discussion générale; c’est pourquoi, dans ce l ül va su *vre, nous supposerons toujours que y reprée ute la coordonnée dont le carré reste dans l’équation fj U ° 1 on se propose de discuter, ou, en d’autres termes, °us supposerons que le coefficient A n’est pas nul. j Alors les diverses circonstances qui déterminent r éaiitédcy', et la possibilité ou l’impossibilité de la °urbe, dépendent du signe de la quantité
(B 2 — 4 AC) .r» -j- 2 (BD — a AE) x -f I)>— 4 AF.
Or, on démontre en Algèbre que, daus une expression de ce genre, on peut toujours prendre x assez grand pour que le signe de tout le polynôme ne dépende plus
que de celui de son premier terme, qui est ici.
(B 1 — 4 AC) X 2 ; et comme le carré x 2 est toujours positif par lui-même, ce signe sera déterminé par celui de la quantité B* —4 AC. Il est visible d’ailleurs qu’il ne changera plus au-delà de cette limite, lorsque l’on prendra pour x des valeurs de plus en plus grnndes, parce que le premier terme (B a — 4 AC) x 2 surpassera toujours de plus en plus la somme de tous les autres; d’oii résultent les conséquences suivantes.
Lorsque B”— 4 AC sera négatif, il y aura des valeurs de x au-delà desquelles l’ordonnée y deviendra toujours imaginaire, soit que l’on prenne x positif ou négatif- La courbe sera donc limitée dans le sens des x tant positifs que négatifs.
Lorsque B a — 4 AC sera nul, le polynôme affecté' du signe radical perdra son premier terme. Alors, si la quantité BD—2AE est positive, on pourra prendre x positif aussi grand que l’on voudra ; y sera toujours réel : mais, si on le prend négatif, y finira par devenu' imaginaire. Ce sera le contraire lorsque BD — 2 A# sera une quantité négative. Ainsi, dans ces deux cas, la courbe s’étendra indéfiniment du côté des x positifs, ou du côté des x négatifs, et elle sera limitée dans le sens opposé. Cette définition ne s’applique point au cas particulier où BD — 2 AE serait nul en même temps que B* — 4 AC ; mais il est évident qu’alors l’équation proposée représente deux droites.
Enfin, lorsque B a — 4 AC sera positif, il y aura dc s valeurs positives et négatives de x, au-delà desquels l’ordonnée y sera toujours réelle. La courbe s’étendra indéfiniment dans le sens des x tant positifs que négatifs
En résolvant l’équation générale par rapport à x,
l»eu tle la résoudre par rapport à y, on trouverait pour l’axe des y des indications analogues. Il est même facile de s’assurer qu’elles rentreraient dans les précédentes ; car le coefficient de y a , sous le radical, sera encore. ... ll a — 4 AC; et, selon que ce coefficient sera négatif, nul ou positif, la courbe sera limitée dans le sens desy', ou elle s’étendra indéfiniment dans un seul sens, parallèlement à cet axe, ou enfin elle s’étendra indéfiniment dans les deux sens, du côté desy^ positifs et négatifs.
269. Nous sommes ainsi conduits à partager les courbes du second ordre, d’après l’étendue et la direction de leurs branches, en trois classes distinctes, savoir :
Courbes limitées dans tous les sens; caractère,
Courbes indéfinies dans un sens, et limitées dans un sens opposé ;
|B a — 4 AC<o, jB 1 — 4 AC = o,
Courbes indéfinies dans tous les sens; B a —4 AC > o.
L’ellipse, telle que nous l’avons discutée, est comprise dans la première classe ; la parabole, dans la seconde ; l’hyperbole, dans la troisième. Mais nous ne savons pas encore si elles sont les seules qui s’y trouvent renfermées : c’est une question que nous examinerons par la suite.
Nous allons maintenant discuter en particulier les l^ois classes de courbes dont nous venons de reconnaître existence, afin de déterminer précisément leur forme leur situation.
1 hemièhe classe. Courbes limitées clans tous les sens.
Caractère, B a — 4 AC<o.
270. Pour discuter cette classe de courbes, reprenons 7 e Edit. a2 r
j u raleur générale dc^y, qui est
_ 5 f±J? ± jLv/( tP —4 AC) c“+q(BD-2 AL)x-HK^ p. A 2 A
Cette expression nous apprend que, pour trouver les points de la courbe, il faut construire pour chaque ab-
scisse AP (Kg..98) une ordonnée égale a — -j —^ f »
ce qui déterminera un certain point tel que N, au-dessus et au-dessous duquel on devra ensuite porter la quantité que le radical représente; d’où il suit que chacun de ces points N, divise en deux parties égales la droite correspondante tyM' qui se termine à la courbe.
Cette quantité — {^3^} . <P>> avec chaque
valeur de x , est ljordonnée d’une ligne droite qui aurait pour équation
1 (B.rH-'Dl
Par conséquent, cptte droite est le lieu de tous les points Tique nous venons déconsidérer; ainsi elle divise en deyx parties égales toutes les droites menées parallèlement à Vaxe des y, et terminées à la courbe. On peut donc, à cause de cette propriété, lui donner le nom de diamètre . Ce résultat s’étend à toutes les courbes du second ordre- 271. Cberclions maintenant la limite de la courir dans le sens des .r. Pour cela, il est très utile de décomposer en facteurs le polynôme qui est sous le signe radical. Or, on peut écrire ainsi la valeur de y
' ’ — aAE) D a ^|
Î5^ ± iv/(B^(^ ( TOC
et si l’on représente par x' et x ,! les deux racines tic V équation
33tJ
(BD —aAE) P---.AK ^ B—4AC ' B'— 4AC
11 pourra ensuite lui donner cette forme
>a 5 “~;^V(B‘-4AC:)(x-x') (^4
Alors on voit que la réalité ou l’impossibilité <le y 'épentlra uniquement des signes que prendront les facteurs x—x', x —x"; et par conséquent les limites de la °°urbe dépendront des valeurs de x' et de x".
Or, ces racines peuvent être réelles et inégales, ou belles et égales , ou enfin toutes deux imaginaires. Nous ''lions discuter successivement ces trois eas.
272. Si elles sont réelles et inégales, lorsque les va- <>urs de x tomberont entre x! et x", les facteurs x — x, > seront de signe contraire, et leur produit, . . . \x~-x) (.1; — x") sera négatif; et comme li *—4 AC est aussi négatif, la quantité (B“— 4 AC) (x — x) (x—x") sera positive; par conséquent, l’ordonnée^ aura deux Valeurs réelles.
Lorsqu’on fera x=x pu x=x",,le radical s’évanouira , et les deux valeurs de y se confondront en une
8 Side, qui sera réelle et égale à — ~~I?. ^ ans ce cas >
^ n’y aura rien à porter au-dessus du diamètre pour j'voir les ordonnées de la courbe; et, par conséquent, es abscisses x' et x" appartiennent aux points où la c °urbe rencontre son diamètre.
Enfin, lorsque l’on prendra x positif ou négatif, mais Plus grand que x' et q.ue x", les deux facteurs x — x', x", seront positifs aussi bien que leur produit. . . . '*'-x') (x — x"); et, à cause tle B 2 — 4AC négatif,la ’lnantité (BV^ 4 AC) (xr- » ') (r— V ) sera négative : pe rend les deux valeurs y imaginaires.
34o DISCUSSION
On voit ilonc, par oettc discussion, que la comt.e continue entre les abscisse. x' et x", et qu elle™ pas au-delà. Si, aux extrémités de ces abscisses o. ^ des perpendiculaires indéfinies sur 1 axe des x, ccs dro comprendront la courbe, et même elles lui seront a r entes puisque l’on peut les considérer comme des s cantesdont les deux points d’intersection se confondes en nn seul.
'Ên résolvant l’équation proposée, par rapport a ^ au lieu delà résoudre par rapport a y, on armera,» des conclusions semblables, pourvu toutefois que le car Z x* y entre -, on trouverait la courbe imitée eut « n valeurs de y, aux extrémités desqueües on pou
caTmetTdeux^oites parallèles à : des abscisses,
et qui renfermeraient la courbe en la touchant.
On aura donc ainsi quatre points de la courbe; et , l'on veut, on en pourra trouver un plus grand nombr ralrc les limites oi. elle s’étend. Par exemple, s. lo» veut connaître les points oi. elle coupe 1 axe des. fCTa y nul dans l'équation proposée ; ce qui donnera Cx-+Er+F = o.
Les racines de ccttc équation seront les abscisses de» points d’intersection ; et, suivant qu elles seront ree
et inégales, ou réelles et égales, ou imaginaires,la cou
coupera l’axe des x en deux points, ou le touchera un seul, ou ne le rencontrera pas.
De même, en faisant x = o, on aura
et les racines de cette équation donneront les points o* la courbe rencontre l’axe des y. ,
Cette courbe sera donc toujours ferraee, comme 1 ltpse, mais sa position par rapport aux axes de» c données dépendra des valeurs particulières des coeffic ABet, d’après ce qui précède, on pourra aisem
DBS ÉQUATIONS. 34 1
la découvrir dans chaque cas particulier. Pour ne laisser aucune incertitude à cet égard, nous avons formé ici le tableau de ces diverses conditions.
^ 0i< s GÉOMÉTRIQUES.
fermée du genre( ^ e l’ellipse. 1
CONDITIONS ENTRE LES COEFFICIENT
B a -4AC < O,
^ es racines x' et)
(BD—2AE)*—(D a —4AF)(B*—4AC)>o,
^‘uts d’intersection 1
ij* l’axe des x. J
rW »
. ue contact avec )
E a — 4CF > o,
E a — 4 CF = o,
^ a *e des x. )
d’intersection )
E a — 4*GF < o,
^ l’axe des x. /
^'ûts d’intersection^
u! Vec l’axe des v. j
, ue contact avec)
D a — 4 AF > o,
S Wde, y . }
D a — 4 AF =o.
. P°int d’intersection i
D a —4AF<o.
l’axe des y. }
Lorsque l’on voudra discuter une équation particulière, dans laquelle les coefliciens AB... . seront des nombres, d ne faudra pas chercher à rappeler dans sa mémoire les conditions précédentes, pour chercher ensuite numériquement celles auxquelles satisfait l’exemple proposé, car on ne taillerait pas à les oublier ; mais il faudra reprendre le raisonnement général et la marche directe de la discussion. On sera ainsi conduit à ces résultats immédiatement, et sans aucun effort.
Voici quelques exemples qui suffiron pour éclaircir ce qui précède, et sur lesquels les élève feront bien de 8 exercer :
y 2 — 2xy -f- 2x *— 2 y + ài o satisfait aux conditions (i) (2) (3) (6) (fig. 99) ;
y 2 — 2 xy + ax a -7 2 X = o
satisfait aux conditions (1) (2) (3) (7) (fig. 100) ;
y 2 — 2xy 2* a -f- ’jy + a* -h 3 = o
satisfait aux conditions (1) (2} (5) (8) (fig. 101).
273. Il existe un cas particulier compris dans les conditions précédentes, mais sur lequel il est cependant bon d’être prévenu, parce qu’il conduit à un résultat fort simple ; c’est celui où l’on a A = C, et B=ô. Alors l’équation générale devient
Ay<+- AxM- Dy -f- Ex F = o,
ou, en divisant par A,
ai ~ D E , F y M- a 2 -+- —y -H x 4- — = o.
Si l’on ajoute dans les deux membres la quantité DM- E a
—> l’équation pourra être mise sous la forme
alors, si les coordonnées x,y sont rectangulaires, sa forme sera la même que celle dun" 112 ; elle exprimera donc que la distance de tous les points de la courbe au D E
point dont les coordonnées sont-.-- est con-
stante; ai nsi elle représentera un cerclequi aura ponrcoor-
données de son centre — — , — — , et pour rayon
V/D-+E 2 — 4 AF
. Pour que ce cercle soit réel, il faut
des équations. 3.43
<]ue la quantité D 2 -f-E 2 — 4 AF soit positive', ce qui dans le cas actuel, revient à dite que lu conditionna) est satisfaite. Si cette quantité était nulle, le cercle se réduirait à un point. Au reste , la forme précédente ne donne le cercle que dans le cas où les coordonnées x-i,y sont rectangulaires, parce qùc c’est le seul où la sofnmc des dbux carres qui composent le premier membre exprime le carré de la distance de deux points. Si le système des coordonnées était oblique, cette même formé représenterait une ellipse.
#^74. \ enons maintenantà la seconde supposition que les valeurs de x et de x" soient égales entre elles : alors le produit (x— x') ( x — x") sera un carré (.v— ï',) 2 , et l’on aura pour la valeur générale de y
Quoique valbur que l’on donne a x, tant qüc x — x' Ue sera pas nul, la valeur de y sera imaginaïrb, à causé de — 4AC <C. o ; niais , si Pon fait de 1= x', elle se réduit à une seule valeur, qui est réelle et égale à
— j— Y~|- Ainsi, dans ce cas, la courbe se réduit à
Un point unique, situé sur le diamètre, et dont les Coordonnées sont
lV>ur que ce résultat puisse avoir lieu . et que les valeurs de x' et de æ" soient égales entreelles, il faut que la partie r adiCale de leiir expression * tifée de l’équation qui les donne, s’évanouisse d’elle-mêmc, ce qui exige qu’on ait
(BD — 2AE) a —(B 2 — 4 AC) (D 2 — 4 AF) ==6 (9). Cette condition, jointe à la première B 4 — 4 AC < o , déte rmineles cas oii la courbe sc fédùit à un point.
11 est facile de voir à posteriori à quoi tient ce résultat.
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car, en faisant disparaître le radical de la valeur résolue de y , on obtient, dans le cas actuel, l’équation
(2% +Bx-f D ) 8 —(B 8 — 4 AC) (s — x'Y=o, qui est équivalente à la proposée. Or, B 8 — 4 AC étant négatif, le premier membre est la somme de deux quantités positives, et ne peut jamais devenir nul, à moins que chacune de ces quantités ne soit nulle séparément, ce qui ramène aux valeurs que nous venons d’obtenir.
Voici quelques exemples de ce cas, sur lesquels les élèves pourront s’exercer :
275. Considérons enfin le cas où les deux racines x' et x" sont imaginaires; alors le polynôme (x-—x) (x—x ") ne pourra jamais changer de signe, quelque valeur que l’on donne à x. Cette proposition est démontrée dans les clémens d’Algèbre. Or, on peut toujours prendre x assez grand pour que ce polynôme devienne positif, puisque son premier terme est x*. Ainsi, il restera toujours positif; et, comme le facteur B 8 — 4 AC, qui le multiplie sous le radical, est négatif dans la supposition présente, il s’ensuit que la valeur dey' sera toujours imaginaire, quel que soit x : de sorte qu’il n’y aura pas de courbe.
Cela arrivera lorsque la quantité qui entre sous le signe radical, dans les valeurs de x'et de x", sera négative ; c’est-à-dire qu’il faudra qu’on ait
B 1 — 4 AC <0, (BD—2AE) 8 —(B 8 — 4 AC) (D 8 — 4 AF) O En introduisant ces conditions dans l’équation générale , on voit facilement pourquoi elle n’admet pas de solution réelle. En eflet, la seconde inégalité peut être remplacée par l’équation
IP — 4 AC ~ ( B* — 4 AC) 8 + V
K/ désignant une quantité essentiellement positive. E 11
substituant cette valeur de -——dans ^ cx l ness * ou
générale de^, celle-ci devient
Wi^fâSHfâH
Elle peut se mettre sous la forme
et, en faisant évanouir le radical, on en tire
(Uj,+Bx+D)'-<B«- 4 AC){x+ÏÏ^^}'_(B*- 4 AG)R'=o
équation équivalente à la proposée : mais B 1 — 4 AC étant négatif, elle est composée de trois quantités positives dont, la somme ne peut être nulle, à moins que chacune d’elles ne soit nulle séparément. On peut bien l’emplir cette condition pour les deux premières, en posant les équations
aA^-f- Ba;-f D = o,
AE
4 ÂC~~ 0 ’
qui détermineront x et y. Mais la troisième quantité K% qui ne contient que les coelTiciens ABC, ne peut être ttulle d’elle-même , du moins en général, et c’est ce qui rend l’équation impossible.
Si cependant la quantité K était nulle, on aurait alors deux équations du premier degré pour déterminer ^ct^, et l’équation représenterait un point; mais cette supposition exige qu’on ait entre les eoelficieus ABC... k relation
(BD — 2AE) 3 — (B a — 4AC) (D 3 — 4 AF) = 0 ;
Ce qui nous ramène au cas que nous venons de discuter
précédemment, et dans lequel les valeurs de x et de x étaient égales entr celles.
Voici quelques exemples dans lesquels l’équation proposée est impossible :
y*+xy -f-h 1 =o, y+x a +2x-f-2=o.
On voit en effet que ces équations peuvent être mises sous la forme
( 1 y-Hx-Hl)*4-i=o.
Jusqu’ici nousii’avons résolu l’équation proposée que par rapport à y \ mais oii trouverait des résultats absolument analogues en la résolvant par rapport à a , et l’on arriverait aux mêmes conditions. C’est Ce que l’on pourrait aisément vérifier à posteriori , mais on peut le voir immédiatement, d’après la forme même de la quantité
(BD — 2AE)’ — (B 2 — 4 ÀC) (D a — 4 AF),
à laquelle se rapportent toutes les conditions précédentes, car cette quantité étant développée, réduite et divisée par 4 A, devient
AE 2 CD 2 + FB a — BDE — 4 AFC.
Et, Sous cette forme, on voit qu’elle reste la même, quand O fl y changé A en C , et D en E ; ce qui revient à changer y en x dans l’équation générale.
276. Il résulte de la discussion précédernte que les courbes du second ordre, comprises dans la première classe, pour laquelle B 2 — 4 AC est négatif y sont en général des OioCbCs fermées comme l’ellipsé. Mais les conditions secondaires donnent lieu à trois variétés, qui sont le point isolé , la courbe imaginaire y et le cercle.
En admettant que ces courbes soient réellement des ellipses, ce qui en effet sera démontré plus bris, 6h peut
facilement tirer de P équation proposée toutes les don-: nées nécessaires pour les construire géométriquement.
Le moyen le plus simple d’y parvenir consiste à déterminer le centre de la courbe, ainsi que la direction et la grandeur de deux diamètres conjugués. On a vu dans l’article 17a que ces données sufiisent pour construire géométriquement une ellipse ; or, oh peut aisément les obtenir en résolvant l’équation proposée, comme nous l’avons fait dans les articles 270 et 27 i.
D’abord, rien de plus facile que de trouver le centre; il est placé au milieu de tous les diamètres : or, d’après l’article 270, nous connaissons déjà un diamètre situé sur la droite indéfinie, dont l’équation est (Bor-t-D)
f”- ïr~ y
les extrémités de ce diamètre ont pour abscisse x'x" > n° 271 : ce sont les limites de la courbe dans le sens des x ; les ordonnées correspondantes y y” ont donc pour valeurs (B-r '-f-D) . (B*:,-£p)
la longueur de ce diamètre est la distance des deux points dont les coordonnées sont x' ,ÿ ; x",y"- } elle est donc exprimée par \/ ( x" —» x') a 4- {y" — y'y, du moins en supposant les coordonnées rectangulaires. Si l’on met dans cette expression, au lieu dey' et y" leurs valeurs en x' et x ", elle se réduit a
le centre est au milieu dé ce diamètre. En désignant ses coordonnées par X et Y, on aura
°o connaîtra donc ces coordonnées. Nous avons vu .
article 272, qu’aux extrémités de ce diamètre la tangente de la courbe est parallèle à l’axe des^. Par conséquent, si nous menons par le centre un diamètre parallèle à cet axe, il se trouvera conjugué au précédent. Les ordonnées de la courbe aux extrémités de ce nouveau diamètre seront les valeurs de y correspondantes à l’abscisse du centre, c’est-à -dire à X, et par conséquent on
x' 4 -ar"
les obtiendra en mettant pour X sa valeur---, dans
l’expression générale dey' de l’article 271 : on aura ainsi
la différence de ces coordonnées sera
c’est la longueur du second diamètre parallèle aux y et conjugué au précédent. Avec ces données on construira l’ellipse, si x" et x sont imaginaires, les deux diamètres seront imaginaires aussi, et il n’y aura pas de courbe ; si x" = x', les longueurs des deux diamètres seront nulles, et la courbe se réduira à un point ; enlin, si 4 AC — B 2 = B 1 - 1 - 4 A 1 , les deux diamètres conjugués seront égaux entre eux. Ces diverses modifications répondent ainsi aux mêmes conditions analytiques que nous avons déjà remarquées.
Si l’on désigne par « l’angle que le premier diamètre conjugué forme avec l’axe des x, on aura, d’après son équation,
tang axz -- , cos * — ——=====.
Puisque le second diamètre est perpendiculaire à l’a% c des x, si l’on désigne par * l’angle qu’il'fait avec 1 e premier, on aura
par conséquent
sin '=co.«= 7 =çf.-
Or, on a vu dans l’article i 65 que le rectangle des deux axes est égal à celui de deux diamètres conjugués multiplié par le sinus de l’angle u. Ici le rectangle des deux diamètres est
• V/ 4 AC—B». V/ 4 A # +B a ;
ainsi en nommant 2 a ,ab, les deux axes de l’ellipse, et mettant pour sin « sa valeur, on aura
ab -
O n a vu, de plus, dans le même article, que la somme <les carrés des axes est égale à celle des carrés des diamètres conjugués; ici cette dernière somme $6 trouve égalé à
< 4A ‘ + B “) + ( iAC-U-) ;
on aura donc
ces deux équations suffisent pour qu’on puisse calculer les longueurs des deux axes, et l’on en tire
4a *= t A + c +✓B*+(A-qî‘j,
si l’on a B=o et A = C, les deux axes de l’ellipse sont c*gaux, et par conséquent elle se réduit à un cercle.
Seconde classe. Courbes /imitées dans un sens, et indéfinies dans Vautre.
Caractère, B* *-+• 4 AC =b o.
27?. Considérons maintenant la seconde classe de courbes du second ordre , pour lesquelles B 5 — 4 AC est nul. Dans ce cas, la valeur générale de y devient
v = _<^£±Plrh-^ t/ 2 ( BD —2 AE) * + D» — 4 AF -, 2A aA v
et, en faisant, pour plus de simplicité,
D a — 4 AF __
BD— 2AE
elle peut sç mettre sous la forme
y — -* — * ££ V/â(l3D--aAE)(*~*').
Si BD—aAE est positif, tant que l’on fera a; plus grand que .ï / , le faeteur x — x‘ sera positif, et le radical sera réel ; il deviendra nul, quand x sera égal à x ; enfin, quand x sera moindre que x , le facteur x —x deviendra négatif, et le radical sera imaginaire. La courbe s’étend donc à l’infini dans le sens des x positifs, depuis l’abscisse V==£. L’ordonnée correspondante à cette abscisse servira de limite, et touchera la courbe.
Les résultats seront contraires, lorsque BD — 2AE sera une ejuantité négative. La eourbe s’étendra indéfiniment dans le sens des x négatifs, et sera limitée dan* le sens opposé.
Dans ces deux cas, la ligne droite qui a pour équation (B.r+D)
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SçVa un diamètre de la courbe, en donnant à cette expression le sens que nous lui avons attribué dans Farcie a 7 o.
278. On arriverait à des résultats semblables , en résolvant l’équation par rapport à X\ l’équation du wamètro serait alors
_ (By+E)
°a, en tirant la valeur de^.
aCx E
^r , B a — 4 AC étant nul, on a
^'«si l’équation de ce diamètre devient B X E
eest-à-dire qu’il est parallèle à l’autre diamètre
__ Bx- __ D ■^~ T ~ 2 A 2A
l’on avait trouvé en résolvant l’équation proposée P^r rapport à y : nouvelle analogie de la courbe que ^us examinons avec la parabole dont tous les diamètres ^üt parallèles entre eux.
?7£b Quant à la position particulière de cette courbe, ^ a sa situation par rapport aux axes, elle dépendra ** valeurs des coefBciens AB.... On la découvrira suivait La marche que nous avons appliquée dans le *• 272, aux courbes du genre de l’ellipse, et on arri- *° ra à des conséquences analogues.
a $o. Au reste, la condition caractéristique du genre
de courbe que nous considérons ici est très facile a reconnaître; car, lorsque B a — 4 AC est nul, les trois premiers termes Ay 4 4 -Bxy 4 “C* a de l’équation générale forment un carré parfait, qui est celui de la quantité y A - 1 - x [/C.
281 ~V oici quelques exemples sur lesquels on pourra
s’exercer :
y> _ a xy + x 4 4- a y = o , ( % io 3 )
y 4 — 2 xy -f- x* ~h 2y -h 1 =0, ( fig. io 4 )
y* — a xy -f-cr* — 2 y — 1 =0, ( fig. io 5 )
282. Si la quantité BD — 2AE , qui multiplie x sous le radical, était nulle, la valeur de y deviendrait
Alors la courbe dégénère en deux lignes droites parallèles entre elles ; et, selon que la quantité D a — 4 Af est positive, nulle ou négative, ces droites sont toutes deux réelles, ou se confondent et se réduisent à une seule, ou enfin deviennent toutes deux imaginaires.
Dans ce cas, l’équation générale est décomposable eu facteurs du premier degré, et peut se mettre sous 1® forme
{ 2Ay-{-Bx+D-f“ v/D^-'ÂÂf} {2Ay-f Bx-f-D— [/D*~ 4 A^ En voici quelques exemples :
y 4 —2xy + x s —1=0.1 Deux lignes f (Fig- 107)'
^' 2 -f- 4 xy+ 4 x a — 4 =o ..•■•) droites. ( (Fig. 108)* J 4 —2xy-f ar a -f-2y—2.r-f-i=oî Une seule 1 (Fig. 109)1
j 4 — 4 xy -j- 4 ar 4 =o./ ligne droite. ( (Fig. 110)'
y*-\-zxy +^ 4 “ i=o.(Deux droites J (Fig. 11 0 ?
y+V+i =0./ imaginaires. 1 (Fig. 1 12)'
283 . Il résulte de cette discussion, que les courbes j 8600,111 ortlre » comprises dans la seconde classe, pour «quelle B a — 4 AC est nul, sont en général indéfinies «ns un seul sens, comme la parabole, mais peuvent cependant donner comme variétés deux lignes droites parallèles, ou une seule droite, ou deux droites imaginaires.
En admettant que ces courbes soient réellement des paraboles, ce qui en effet sera démontré plus bas, on Peut se proposer, comme nous l’avons fait pour l’elnpse, de tirer de l’équation générale toutes les données nécessaires à la construction géométrique. Mais ici nous ne pouvons plus employer la considération du centre, puisque celui de la parabole est infiniment éloigné de* Jous les points de son périmètre; et par conséquent il f aut y suppléer par quelque autre propriété tirée de la nature de cette courbe, qui permette d’arriver facilement et promptement à sa description. Or, il en est une qui remplit parfaitement ces conditions, c’est que, dans la parabole ; lorsque deux tangentes sont perpendiculaires l'une à Vautre , la ligne droite menée par les deux points de tangence passe par le foyer , et le point (Tintersection des deux tangentes est sur la directrice. Cette propriété n ayant pas encore été remarquée, du moins a ma connaissance, je vais la démontrer d’abord.
Soit M AM (fig. 1i 3 ) f une parabole dont A est le sommet, AX laxe, P le foyer. En appelant 2p son paramétré, et la supposant rapportée à des coordonnées Rectangulaires x et y, dont la première soit prise sur axe à partir du sommet A, son équation sera
y*=apx,
distance du foyer F au sommet de la courbe sera *gale a ^ ou au quart du paramètre. Cela posé, si par 7 e Edit, a3
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Je 1 nous menons une ligne droite quelconque? l’équation de celle droite sera de la forme
a étant la tangente trigonométrique de l’angle qu elle forme avec l’axe de la parabole. Pour avoir les points d’intersection de cette droite et de la epurbe, il faut combiner leurs équations ; et d’abord, en éliminant x, on aura, pour les^ communs,
les deux racines de cette équation sont les deux ordonnées des deux points d’intersection ; en les désignant par y,y" f leur produit sera égal au terme indépendant
de y-, on aura donc
Or, si par chacun de ces points, marqués M' et M" dan* la f^iire, on conçoit une tangente à la parabole, et que 1 on désigne p&r g! et a" les tangentes trigonométrique* des angles que ces droites forment avec l’axe AX, on aura par Tartre ,
Par conséquent
Si, dans ce résultat, on met poür^jéy^ sa valeur il vient
ce qui signifie que les deux tangentes ainsi menées au* deux points d’intersection sont perpendiculaires l’unç à l’autre.
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La réciproque de cç.t,te prppositiou est: égajeprçot , Vr f ,e ’ c est-à-dîre que toutes les fois que deuxtangentes la parabole sont perpendiculaires l’une à l’autre, la j^rde qui joint les-points de tangence passe par le %er.
n effet , s il en était autrement , par un quelconque de Ces deux points, tel que M'ou M",ménez qne cqrde qui Passe parle foyer : elle ira couper la courbe en tW.autre l )0 mt M. , dont la tangente sera perpendiculaire à ] a angente menée par M", si c’est M" que l’on a choisi, onc, puisque la tangente menée par M' est supposée
il r a T l !\ e cct ^ que les points M"
_ W coïncident ; car, dans la parole, jamais dqux tan- Sentcs ne peuvent être parallèles l’upc à l’antre sans. c °incidcr.
Maintenant il reste à démontrer la seconde partie de a proposition, c’est-à dire que, lorsque deux tangentes n . il parabole sont perpendiculaires l’une à l’autre, leur '*'* ^mtersection est situé sur la directrice. Pour j» dés, S non « Par jf,y t x* , y 9 , le» coordonnées des ^eux points de tangence; les équations des deux tangentes seront
yy = K* 4- •*') , yy"= p(æ 4 - x").
jj** le P oint °« ^s lignes se coupent, les y et les x ur sonl communs; pinsi ou aura -les.coordonnées de ce I- 1 ' 1 . en coudiiuant les équations précédentes. Qr $i op ' divise membre à membre, disparaît, et il Vient
^ °ù l’on tire
1 ^ Sc,ssè du P 01111 d’in fer section des deux tan- J e s ,|° S ‘ ,a ‘ fS t> ^ e P e ^ 1 ^ ve su "pli4iée,en considérant qoe eux points teAWfS'mMhwt h parabole; car
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l’équation de cette courbe leur étant appliquée, donne y a = 2px' } y">= 2 px"
tirant de là x' et x" en fonction de y et y", puis, les sub' stituant dans l’expression de x , le facteur y" — y' devient commun aux deux termes du second membre. On peut donc le faire disparaître, après quoi il reste
Cette expression est générale pour tous les couples tangentes quels qu’ils puissent être; mais ici les deu* tangentes que nous considérons sont perpendiculaire* l’une à l’autre ; ce qui, comme on l’a vu tout à Fheure, donne
Faisant donc usage de cette relation pour particularisé l’expression précédente, elle se réduit à
c’est-à-dire qu’alors l’abscisse du point d’intersection située hors de la parabole, à une distance du sommet <1*
cette courbe égale à —ce qui est précisément la distant
de la directrice à ce même sommet. Ainsi l’intersé' tion des deux tangentes perpendiculaires s’opère sur ^ directrice comme nous l’avions annoncé.
a 84 . Pour appliquer ces propriétés à la constructi 0 " de l’équation générale, dans le cas où elle exprime i" ,( parabole, fig. 114 , il faut considérer que, lorsqu’on J ‘ sout cette équation par rapport à y , on obtient un mètre dont les ordonnées sont parallèles aux^; et,qu f' fa résolvant par rapporta x, on obtient un autre mètre dont les ordonnées sont parallèles aux x, c’e s ^
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jlirc perpendiculaires aux précédentes, du moins lorsque le système des coordonnées .r etyest rectangulaire, ainsi que nous le supposons en général dans cette discussion ; °r les tangentes à l’origine des diamètres sont parallèles à ces ordonnées; par conséquent elles sont aussi perpendiculaires entre elles; et ainsi la ligne qui joint les points de tangence contient le foyer de la parabole.
Les coordonnées de ces deux points de tangence sont faciles à calculer, car ce sont les limites de la courbe dans ces différons sens; d’abord pour celui dont la tangente est parallèle aux y , nous avons trouvé dans l’article 2 77
E*_4CF) 2(BE — 2CD
aC
Quand on aura ainsi déterminé ces deux points, on les joindra par une ligne droite, et elle devra contenir le foyer.
On mènera ensuite par le premier d’entre eux une ügne droite parallèle aux y', par le second une ligne droite parallèle aux y. Ces droites rectangulaires seront tangentes à la parabole cherchée. Comme elles sont
respectivement parallèles aux axes des y et des x , leur point d’intersection N aura pour coordonnées x ' et y".
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IJ sera* donc connu, et tic plus Ce séra im poînt de h directrice. En menant de ce point une droite'péépendiculaire à la direction commune des diamètres que la résolution’ dé l’équation de la courbe fait’ immédiatement connaître, on aura la directrice elle-même. Et enfin prenant la distance perpendiculaire d’un des points de tangence à la directrice, ce sera la distance de ce même point de tangence au foyer. Ainsi l’on connaîtra le foyer en portant cette distance sur la corde qui joint les deux points Je tangence. Alors cîu foyer menant une perpendiculaire à la directrice, ce sera Taxe de la parabole. Connaissant ainsi le foyer, la directrice et l’axe, on construira aisément la coiirbe entière.
Troisième classe. Courbes indéfinies dans tous les sens.
Caractère, B a — 4AC > o.
a85. La discussion de cetté classe de courbes est extrêmement facile , après ce qui précède ; car elle se fait précisément par la même maVcbe et par les mêmes procédés dont nous avons fait usage pour les courbes de la première division. Si l’on reprend la valeur générale de y , qui est
AC
(BD— aAE) _ L B — 4AJ!’ (B 9 —4AC) x + & — 4A C '
et que l’on représeule par x et x" les deux racines de l’équation
a (BD-2AE) , D 9 — 4AF 1 + 2 (U'- .AC) i + B~4ÂC = °’ on pourra lui dohner cette forme
y ==-<lî+21± L v/(îF-4ac) (x - x') (x - x-)i
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et , si l’on suppose que x et./ soient des quantités réélis. comme B a -*-4ACest une quantité posrttité, on verra ^cilement que la courbe est toujours imaginaire erit're •es abscisses x cl db" , mais qu’dle est tdüjotiVs réelle liûrs ces limites, où elle se trouve toncîiëè par ses ordonnées : forme tOUt-à-fait analogue & celle de l’hÿnerbol e (fig. 115 ).
Lu condition de la réalité des racines .t' et jL" est
(I3D — aAE) fl — (B 1 — 4AC) (J> — 4 AF) >«.
Nous l’avions déjà obtenue pige 34i, pour la réalité des courbes du genre de Pellipse. Ôn voit donc que ^ signe seul de la quantité B 2 — 4AC détermine la Courbe à être fermée et limitée, ou composée de deux brandies séparées et indéfinies.
On voit d’ailleurs que les abscisses x' etx" r outre lesquelles la courbe devient imaginaire , répondent à son mterseclion avec le diamètre qui a pour équation
ÇB.r -J- D)
Voici quelques exemples sur lesquels on pourra s exercer :
y"—2ry —x a -f- 2 ==o, (Fig. 116).
y 2 *- x* -f- 2 X *— 2 y 4-1 ±=o, ( Fig. 117).
^ UX J — a;a —■ a.y ■4- a oc 4- 3 = o, ( Fig, 11 8).
y_2x a -2y4-6r.-3 = o. (Fig. iiq).
On trouverait , cdmme dans la page 341, les condîtîo ns nécessaires pour que la courbe coupe les axés des x «* des y, du les touche en un seul point, ou efafih ne lés! Encontre pas.
28G. Dans tous ces exemples l’équation contient les y 1 ', a- s , des deùx variables- Si l’un dcsdéux màn-
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quait, il faudrait résoudre l’équation par rapport à celui qui reste comme nous l’avons dit plus haut; enfin, si les deux carrés manquaient, on ramènerait immédiatement la courbe à ses asymptotes, comme nous l’avons montré n° 266. Cette réduction est également praticable lorsque les deux carrés x*,y a se trouvent tous deux dans l’équation, ainsi que nous le verrons à la fin de ce chapitre ; mais alors elle exige une analyse particulière; et c’est pourquoi, avant de nous en occuper, nous achèverons de développer les résultats que l’on peut réduire par la résolution immédiate.
287. Un des cas qu’il nous faut aussi considérer, est celui ou x' et x" sont égales entr’elles ; alors le produit 0 e — -z') (x — x") devient un carré égal à (x — x') a ; et l’on a
j'=-{^t£}±(x-x')^ t /5rr-4Xc:
L’équation représente alors deux lignes droites qui sont toujours réelles, puisque B a — 4AC est une quantité positive. La condition de cette égalité des racines exige qu’on ait
(BD — 2AE) a — (B a — 4AC) (D a — 4AF ) = o.
Comme le coefficient de x n’est pas le même dans les équations des deux droites, il s’ensuit qu’elles ne sont pas parallèles.
Cette condition est la même que nous avons obtenue dans l’article 274 , page 343.
Dans ce cas, l’équation proposée peut se mettre sous la forme
{ 2 Ay -f- Bx-f-D — (x — x')[/(b u —4AC)} X { 2 Ay -|- B r -f- D -f- (x — x') \/ B a — 4 AC } = o. Elle est donc décomposablc eu rationnels facteurs du
premier degré, et peut être satisfaite eu égalant séparément à zéro chacun de ces facteurs.
288. Généralement, lorsque l’équation proposée se trouve multipliée tout entière par des facteurs rationnels en x et en y, il faut avoir grand soin de les discuter successivement, et chacun en particulier ; car, puisqu’on satisfait à l’équation en les égalant à zéro, ils offrent autant de solutions, qu’il n’est pas permis de négliger.
28g. Voici quelques exemples du cas précédent :
y — ax*+ 2^4-1 =0, (Fig. 120 ).
y —x* = o, (Fig. 121).
y*+ x y —2x a 4-3jf—i = o. (Fig. 122).
290. Venons enfin au cas où les deux racines x' et x" sont imaginaires : alors le polynôme (x— x') (x —x") ne peut jamais changer de signe; et, comme son premier terme est x a , il reste toujours positif; de plus, — 4AC est aussi positif. Ainsi, quelque supposition qu’on fasse pour x, la valeur de sera toujours réelle, et chaque abscisse donnera des points de la courbe. Cependant cette courbe sera encore composée de deux branches séparées (fig. 123) ; car chaque ordonnée est divisée en deux parties égales par le diamètre dont l’équation est
_(Bx_±D) y 2A ’
nt, comme le radical l/ (B 2 —4AC) (x—x') (x —x") ne peut jamais devenir nul, ce diamètre ne coupe pas • courbe, qui s’étend ainsi indéfiniment au-dessus de lui nt au-dessous. Cette circonstance est tout-à-fait analogue n celle que présente le second axe de l’hyperbole.
Les conditions particulières à ce cas sont
Bî —4AC>o,(BD—2AF) 4 —(B a —4AC) (D a - 4AF)>o.
nrseussiov
En voici quelques exemples :
y 2 — 2 jy x 2 — a = o, ( Fig. 1
^ a + 2 xy— ^ax -f a y — t=o, (Fia;. 120 ).
y 1 — a xy — x a — 2 jc — 2 = o , ( Fig. 1 26 ).
2 (ji. Si À = — C, et B = o, l’équation générale rlévifcnt
Ay- — Ax 3 -f- Fty -f" E e -{- F = o j
Elfe peut, par conséquent, se mettre sous la forme
alors on vo»t que , si les coordonnées y et x sont rectangulaires, elle représente une hyperbole cquilatêre , D E
qôi a pour coordonnées du centre -f- et pour
{rtirssïmée
——. Ce cas est analogue H celui . 44 * « . . . *’
«lu cercle , dams la première classe des courbes, article 273.
2«)2. 11 résulte de cette discussion que les courbes du second ordre, dans lesquelles B a —4 AC est positif» sont toujours des courbes indéfinies composées de deux branches réparées : elles comprennent comme variétés deux lignes droites qui se coupent, et l’hyperbole équilatèi'e.
2^3. Ou voit, par ce qui précède, comment il est possible de déduire de l’équation d’une ligne courbe sa tonne, son étendue, ses limites , et toutes les sinuo¬
sités de son cours - y la marche que nous tenons, de suivra est générale, et s’appliquerait également à toutes. Tes
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courbes algébriques. II est donc très utile de s’en bien pénétrer, et de s’en rendre l’usage familier par des exemples. Mais aussi c’est tout ce qu’il faut retenir; car il serait inutile, et même nuisible, de lixer dans Sa mémoire les conditions particulières qui ont lieu entre lès coefficiens suivant les diflérens cas, et il faut plutôt Se laisser naturellement conduire à ces condibons par la suite des raisonnemens.
2g4. En admettant que les courbes comprises dans cette classe soient réellement des hyperboles, comme 110 us allons tout-à-l’lxîure le prouver, il est facile de les construire géométriquement d’après leur équation: car °n peut ici, comme pour les ellipses, déterminer très s unplement leur centre, ainsi que la direction et la longueur de deux diaitiètreS conjugués.
11 n’est pas même besoin pour cela d’aucun nouveau calcul ; il suffit d^opérer ici comme nous l’avons fait «dors , en ayant égard à l’analogie qui existe entre l’elopse et l’hyperbole, ainsi qu’aux différences qui les séparent. En résolvant d’abord l’équation , par rapport a J'; on obtiendra un premier diamètre dont la longueur sera •
Ensuite, en la résolvant par rapport à x, on aura lè s Ccond diamètre parallèle aux y , lequel aura pour longueur
V 4AC—B
^lui-ci sera imaginaire, car nous supposons B“—4AC J’csitif, comme cela doit en effet avoir lieu dans l’hyper- °‘C. Si donc oii représente la moitié de ce diamètre
iMr B I —• î, et la moitié du premier par A', ces don*- | e es suffiront pour construire l’hyperbole ; car l’angle Cs ^ctix diamètres est connu, et en le représentant par u
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on aura ici comme dans l’ellipse aA
sin ai = —— .
On pourra de même obtenir les valeurs des deux axes de l'hyperbole; car en les représentant par « et Z» [/^T, puisque 1 un d’entre eux doit être imaginaire, on aura également
ab V /ZI »=^^-V4ÂC — B 2 ;
ce qui donne
aA -{A+C + V/B* + (A —C) 3 } ,
( A + c — V/B^ + (A — C) t } , expressions absolument pareilles à celles que nous avons trouvées pour l’ellipse, page 34g.
&95. Mais on peut aussi construire, pour ce cas, l’équation générale en y mettant les asymptotes en évidence; en effet reprenons la valeur résolue
i aA
W JL iAb’-AAGiUn- ^- 2AE ),r-i
J sAV ^ '1 ^ (B 3 — 4 AC) + B 1 — 4 A f
(B 3 — 4 ac)
Bï "“ 4 AC étant par supposition une quantité positive différente de zéro, faisons la sortir de dessous le radical général .vec le facteur x 3 , en écrivant l’équation de la manière suivante,
( 2A J 2A V ^ (B 3 — 4 AC)x^(B 3 —<
maintenant développons le second radical en série par
ci 4 A£.
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formule du binomeappliquée à l’exposant { ( ¥ ); et ordonnons le résultat par rapport aux puissances de - ; il est *»sé de voir que les premiers termes seront
iq jBD-aAE ) f (D fl —4A F) f (BD—aAE) a
(B a —4AC)x ’ 1 ' 2 (B ! ‘— 4AC)x* + 2 ('B“—4AC) a P + etc ’
tous Ies termes qui suivront ceux que nous avons c ‘crits, contiendront au dénominateur des puissances e x de plus en plus grandes. Or, en effectuant sur tous Ces termes la multiplication par le facteur commun
Î4 V B a —4AC, le premier 1 donnera un produit
f iui aura pour facteur x, le second qui est déjà divisé Par x , donnera une quantité constante ; et tous les autres qui sont divisés par des puissances de x supérieures à la première, garderont encore en dénominateur des puissances de x de plus en plus grandes. Ainsi, eh ordonnant toute la série relativement à ces
(7 Pourcc,a > •* fai « 8C rappeler que l’on a en general, n étant quelconque,
, + - +ts=i »+ ? C-cc.
Ainsi, dans le cas où n sera - , ou aura
le cas actuel, la quantité qui représente a est. .. ïm3-aAF) + (D._.j.M0 __ a ( (BP-n AË)' (!>.,-< ÂfÎV r 8 4ACjjt (B*— 4AC>* ’ x 1 (B* — 4ACJ + a(B’— 4ACjî( ne sorte que scs diverses puissances contiennent toujours au deno-
ltl 'naieur les puissances successives de i En la substituant donc
P°'ir s et se bornant aux trois premiers termes , on aura le résultat Anoure' dans le texte.
trois sortes de termes, on aura
-Lf-D±^=S}+^î-“B±v/^-4AC) ; jAI \/W— MC> »*■
D*—4AF
(B D-aAE) a ,
Maintenant, à mesure que l’abscisse x deviendra plus grande, soit qu’on la prenne positive ou négative, les termes qui la contiennent en dénominateur, deviendront de plus en plus petits, tandis que le premier terme qui en est indépendant restera constant, et que le second termequi la contient en numérateur, acquierra une valeur de plus en plus considérable. Ainsi, à mesure que cet accroissement de x aura lieu, l’ordonnée y de la courbe approchera de plus en plus de se réduire à ses deux, premiers termes, c’est-a-dife de sc confondre avec l’une ou l’autre des deux droites qui auraient pour équation
(BD—aA E) ) V/B a —4AC J
~l~ b+i/b>_4ac}. (’>
Ces droites sont donc les deux asymptotes de l’hvperl>ole que l’équation représente. Elles ne peuvent être réelles qu’autant que B a —4AÇ est positif', car s’il était négatif, le radical qnçUes contiennent deviendrait imaginaire. Aussi avonfc-jious vu que, dans ce dernier cas, l’équation appartient à une ellipse, courbe qui n’a pas d'asy mptotes.
-96- On ne pourrait pa^uon plus appliquer cesformules nu cas ou B & —4ACserait nul; parce qu’alors les termes
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do la série qui contiennent toutes les puissances succoss ‘ves de cette quantité en dénominateur devenant infinis * la série de ces termes serait infinie elle-même au lieu dètre convergente, et ainsi cette l'orme de développe l 'io®t cesserait d’être possible. Aussi en remontant, pour c o cas, à l’expression primitive dey avant qu’elle fût dév eloppée, ou voit que la supposition de B 2 —4 AC nul fait disparaître le terme en x “ et réduit cette expression à
‘± h Va(BD-aAE) x+D-_4Af
° r le radical peut bien encore se développer en série °tdonnée suivant les puissances inverses de x\ car il Su fit pour cela de mettre le terme >/ 3 ( BD —■ aAE )~x facteur commun, et de réduire en sérié le radical
/~ D a — 4AF~
V 1 a(BD—aAE)x ’
moyen de la formule du binôme; mais comme x ne s Ort pas de dessous le premier radical, parce qu’Ü s’y trouve seulement,à la première puissance, il s’ensuit Jl^e les premiers termes de la série, qui contiendront es puissances ascendantes de x, ne représenteront pas es l'gnes droites, mais des lignes courbes dont l’équasera
^si, dans le cas de B a — 4AC nul, la courbe chern’a point d’asymptote rectiligne , comme nous Oll vions le penser d’avance, puisqu’alors elle est une ^ r abole; mais plus x augmente, plus elle approche se confondre avec une autre parabole, qui est celte a quelle la valeur dey se réduit, et qui est représentée ai> l’équation (4).
discussion
397 . En revenant au cas où les asymptotes rectiligne? existent, il est clair que leur mutuelle intersection doit donner le centre de l’hyperbole. Ainsi en considérant les x et y comme communes dans les équations ( 1 ) et ( 12 ) des asymptotes, l’élimination donnera les coordonnées du centre, lesquelles auront pour valeur
_aAE—rBD _ 2 CD—BE
X ~~ B a — 4AC * y — B»— 4AG*
Cest ce que l’on aurait pu prévoir directement par l’équation de la courbe meme, comme nous le verrons tout à l’heure. Quoi qu’il en soit, à l’aide de ces coordonnées, on connaîtra le centre de la courbe, et on pourra le construire. On pourra également construire ses deux asymptotes d’après leurs équations. Il ne restera donc plus qu’à trouver un seul point de la courbe; car cela suffira ensuite pour trouver tous les autres, comme on l’a vu n° 258. Or, cette première détermination est extrêmement facile; car, l’hyperbole étant indéfinie dans tous lès sens, il est impossible que deux axes rectilignes et rectangulaires de coordonnées se croisent dans le plan où elle se trouve, sans que l’un d’eu* au moins la rencontre quelque part. On cherchera don c les intersections de ces axes avec elle, en faisant successivement x = o, ouy = o dans son équation. Il }* aura toujours au moins une de ces suppositions qn‘ donnera des racines réelles, et qui fournira ainsi 1 e premier point dont on a besoin pour trouver ensuit tous les autres au moyen des asymptotes.
Sur les Centres et les Lignes diamétrales dc s Courbes planes.
298 . J’ai dit tout à l’heure que les coordonnéesducent^ de l'hyperbole pouvaient s’obtenir directement d’n * 1 manière plus simple que par l’intersection des de 11 *
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asymptotes. Comme ce résultat est général pour toutes les courbes, je vais en placer ici la démonstration.
Ce que l’on appelle le centre d’une courbe, c’est un point tel que, si l’on mène une droite quelconque qui y passe et qui se termine à la courbe, les points d’intersection sont toujours symétriquement disposés des deux côtés du centre, c’est-à-dire en nombre égal et également distans.
En supposant cette condition satisfaite, concevons l’origine des coordonnées transportée au centre même. -Alors, si l’on représente par -J- x', ~h y', les coordonnées d’un quelconque des points d’intersection, qui satisfont à la fois à l’équation de la courbe et à l’équation de la droite menée par le centre, il faudra que la courbe ait encore un autre point, dont les coordonnées soient — x ' > —y'; c’est-à-dire que son équation soit encore satisfaite quand on y substituera ces nouvelles valeurs, au lieu de x' et -j-y' ; et cela, sans qu’il en résulte aucune détermination particulière de ces quantités. Cette condition se trouvera remplie si l’équation de la courbe ne contient que des termes variables de dimension paire; c’est-à-dire tels, que la somme des exposans de x et de y, forme toujours un nombre pair dans chaque terme.*Car alors ces termes ne changeront pas quand on changera les signes des variables ; et il est aisé de voir que la condition de leur constance ne peut être remplie d’une autre manière; car si l’équation contenait des produits variables de dimension impaire, les termes qui en seraient affectés changeraient de signe en même temps que les variables x, y, par conséquent, si l’équation était satisfaite par certaines valeurs de ces quantités, elle ne pourrait plus l’être généralement par les mêmes valeurs prises en signes contraires. D’après cela Pour savoir si une courbe donnée dont on a l’équation, jouit de la propriété d’avoir un centre, il n’y a qu’à cher- 7 e Edit. * o 4
« hcr s’il existe, sur le plan où elle se trouve, un point tel t qu’en y fixant l’origine des coordonnées, la condition analytique qui caractérise un centre soit satisfaite ) c’est-a-dire que l’équation transformée se réduise à r.e contenir que des termes variables de dimension paire* Il faudra donc pour cela substituer, au lieu de x , des expressions de la forme
x — a + x', y — b -h y', dans lesquelles a et b désignent les coordonnées de la nouvelle origine, et voir si, en disposant de ces quantités, on peut faire en sorte que les dimensions impaires de X et dey disparaissent de l’équation transformée.
299. P» r exemple, si l’on effectue celte substitution dans l’équation du second degré la plus générale,
A y* -j- Bj:y -f- Cæ 4 -+- lty 4" Ex’ 4" F o,
on trouve que la transformée contient généralement
deux termes de dimension impaire; savoir.
(2A b -f B a -f-D)y, et (2C a -f B/» -|- E) x'. Ainsi, pour que ces termes disparaissent, il faut disposer des quan' tités a et b de manière qu’on ait
2 kh -f- Bo -f- D — o, 2C a -f- BZ> -f* E = o,
et alors l’équation rapportée à la nouvelle origine deviendra
Ay'^-f-üxy -f-Cx A b^—f—Iîcib-j- Co 2 -j - 1-1 b 4~ Eo —F
En effet, sous cette forme, ou voit qu’elle 11e change plus quand on y substitue — y' et — x, au lieu de -f- y' et + x\ cc qui est le caractère du centre.
Les relations qui existeut entre les coordonnées a et b de la nouvelle origine sont du premier degré, et représentent deux lignes droites : ces droites ne pouvant se couper qu’en un seul point, il s’ensuit qu’il n’y a qu’un seul centre dans les eourbes du second ordre* En effet, ces équations donnent pour a et b les valet» 1 * 5 suivantes :
« = i AE “ HD , aGD — de
1^—4AC * ' B a — 4AC
** ces valeurs sont uniques : elles deviennent infinies, ’iuaml B a —4AC est nul; ce qui signifie qu’alors il n ’v ? P as centre, ou, en d’autres termes, qu’il est placé a Qne distance infinie de l’origine. Ce cas est celui de la Parabole, comme l’indique l’équation B a —4AC = o, jni forme le caractère de cette courbe. Dans ce cas, les ( eux droites qui déterminent le centre par leur interaction , deviennent parallèles, puisque leur point d’intersection est infiniment éloigné. Si, de plus, un des Numérateurs est nul en même temps que B* — 4AC, Ces deux suppositions rendent aussi nul l’autre nuraéfaleur, et les valeurs précédentes de a et b deviennent ‘«déterminées; alors il faut revenir aux équations ‘Nomes qui les déterminent, et y introduire ces supportions. Or, il est facile d’en déduire que, dans ce cas , os deux équations en a et b se réduisent à une seule,«et par conséquent ne suffisent pas pour déterminer ces deux quantités. Il y a donc,dans ce cas particulier, une infinité de centres qui sont tous situés sur une même |‘gne droite : mais aussi, dans ce cas, la courbe sc réduit '‘‘ deux droites parallèles, comme on l’a vu dans l’arl'ole 281 ; et tous les centres se trouvent sur la ligue roite qui est intermédiaire entre elles.
3oo. L’existence des lignes diamétrales que nous avons l>e connue dans les courbes du second ordre s’étend aussi courbes de tous les degrés. Généralement on appelle: diamètre d’une courbe une droite telle quelle coupe en deux parties égales toutes les cordes menées parallèlement les unes aux autres, dans la courbe, sous une cerla jne inclinaison. D’après ccJn , si l’on prend un d 4 a- ^ètre p 3ur axe des abscisses', et quel on dirige l’axe des
ordonnées parallèlement aux cordes qu’il divise en den* parties égales, l’équation transformée devra être tel^ que, si elle est satisfaite par un certain couple de valeur* tel que-f-a/ et ~\-y', elle le soit encore par le couple 4 - x et —y , c’est-à-dire par la même ordonnée pi i** 6 ’ en sens contraire pour la même abscisse. Conséquent ment pour savoir si une courbe proposée est susceptible d’un ou de plusieurs diamètres, il faut changer les di' rections actuelles des coordonnées de la manière l* 1 plus générale, par exemple, au moyen des formules c =a-j-x' cos a-j-y' cos et' , y— b- f-ar'sinet-f-y'sin* > en supposant, par exemple, les coordonnées primitive* x y y rectangulaires; puis, après la substitution de ces va' leurs, on cherchera à déterminer «, b, u et « de manière à faire disparaître tous les termes affectés de* puissances impaires d’une des variables, sans que ce* variables elles - mêmes cessent d’être indéterminées. S 1 la chose est possible, la direction de l’autre variait sera un diamètre de la courbe proposée.
3 o 1. Pour donner un exemple de cette méthode, appl•' quons-la aux courbes du second ordre, dont l’équatid 1 générale est
Ay 1 -f- Bary -f- Gr a Dy -f- Ea: + F = o.
En y faisant la substitution indiquée, on trouvera q 1 ^ la transformée contient généralement trois terme*' où l’une des nouvelles variables, x' , y' , entre à u l,t dimension impaire , et ces termes sont
{ 2 Asin«sin« + B(sin#»cos« , +sin«'cos*)-|-2Ccos*cos* i 4-{(2Aù-l-Ba-f-D)sin« 4-(2Ca-l-Bù-f-E)cos x 4- {(aAé-d-Ba-f-D) sin* 4 - (aC" 4 - 4 - E) cos*' )/■•
Pour que l’axe des x',ou l’axe des y,devienne un d> 3 mètre, il faut toujours que le terme affecté du prodü lt x! y disparaisse , puisqu’il contient une puissance paire dechacune d’elles. Il faudra donc toujours qu’on ?t
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2 Ccos«cos«-f-B (sin«t'cos«-f-s i nuccosa')-{-a Asin«s i n«'=Oj °u ce qui revient au même
2 C + B (tang *' ■+■ tang «) -f- 2 A tang* tang *'=o. ( 1 ) Ensuite, si c’est l’axe des x que l’on veut rendre un diamètre, il faudra que le coefficient du terme en y' disparaisse, ce qui exigera que l’on fasse
(2AZ>-f-Ba-f-D)sin « , -j- (2C<z-f-C&-l-E)co.s * == o. (2)
^Iais si l’on veut dominer cette propriété à l’axe des y', il faudra rendre nul le coefficient de x , ce qui exigera que l’on fasse
(uA^-j-Bn-f-f)) sin * —|-(aC<7-f*B6-4-K) cos « =: o. ( 3 )
Examinons ce que ces équations nous indiquent.
D’abord, quel que soit celui des deux axes que l’on choisisse pour diamètre, on voit qu’il faudra toujours l'oser l’équation.(i), et y joindre seulement l’une des deux autres. Maintenant, l’équation (1) ne détermine f iu’une relation entre les angles * et et, lorsque l’iui d’eux est donné, elle assigne toujours à l’autre une valeur réelle, puisque chacune des deux tangentes de •» ou de * n’y entre qu’au premier degré. Or, après qu’elle est ainsi satisfaite,la seconde équation, soit (2), soit (3) l'eut l’être seulement par les valeurs de a et b dont on dispose; ainsi, quelque direction que l’on donne à la droite sécante, dont on veut faire un diamètre, l’équation (1) assignera toujours une direction de cordes qui feront coupées par elle en deux parties égales ; et la seconde équation (2) ou ( 3 ) entre a et b, sera l’équation de ce diamètre relativement aux premiers axes des cordonnées sur lesquels les a et b sont comptées.
Ces cfcux dernières équations sont évidemment toutes, deux satisfaites lorsque l’on pose
2A/;-f-B«-|-D=:o, 2 Ca 4 -BM-E=o.
Ainsi, les valeurs de a et b données par ces <Jeux Auditions appartiennent évidemment à un, point qui.
discussion
se troate sur tous les diamètres. Mais ce sont précisément ces mêmes conditions qui déterminent le centre. Donc » tous les diamètres des courbes du second degré passent par leur centre; et réciproquement toute ligne droit® menée par le centre, dans les courbes du second degre f est un diamètre, puisque, sa direction étant donnée équations (2) et ( 3 ) sont satisfaites, et que la direction des cordes est ensuite déterminéeen quantités réelles p» r l’é<|uation (î).
3 02. Supposons que, dans une odttrbe quelconque, 011 ait trouvé une direction de coordonnées telle, que l’»* 6 des*' et celui des y' soient l’un et l’autre desdiamètres ; I e dis que l’équation transformée eux' et y, ne contiendra que des puissances paires «le chacune de ces variables. L“ effet, si l’axe des x est un diamètre, l’équation ne devra contenir que des puissances paires dey', et si l’axe des_y est un diamètre, elle ne renfermera que des puissances paires de x Consétpiemment si ces deux caractères ont lieu à la fois, l’équation ne renfermera que des puis-’ sauces paires de x' et de y,
3 0 3 . Cette condition est toujours remplie dans les courbes du second ordre, lorsque l’origine des x,y[, est placée au centre et que leurs directions satisfont à l’é" quation (1).Car,dans ce cas, les premières puissances de .«/ et de y' ayant disparu, ainsi que le terme eu x'y ’ l’équation se trouve ramenée à 11e contenir que les carrés «les variables.Lessystèmes de diamètres que l’équation ( l ) donne dans cette circonstance sont donc toujours des diamètres conjugués, en prenant ce terme dans l’acceptio' 1 du n° 12.3. Mais la condition de passer par le centre 1 *" mite réellement cette propriété à l’ellipse et àPliypt’ 1 ’* liole, seul cas où les équalious ( 4 ) peuvent être tout® 5 «leux satisfaites en donnant aux coordonnées a et b d c la nouvelle origine des valeurs linies.
•Wt. Lorsqu’il est possible de réduire ainsi la ti»n s ' formée a ne contenir que les puissances paires des va'
fiables, il est clair que, s’il existe un couple tle valeurs + •*''>+ / qui y satisfasse, on pourra également y satisfaire avec les autres couples — x, -f- y'; — x', _ y ; -f-.r',
“-y, c’est-à-dpe que les quatre angles formés par les intersections des axes coordonnés renfermeront chacun un point dont les coordonnées seront pareilles, nu signe près, et qui se trouvera sur la courbe. Si les coordonnées x jy' sont rectangulaires, les angles dont il s’agit deviendront des quadrans égaux entre eux, et la forme de la courbe sera identiquement la meme dans tous, de sorte qu’on pourrait superposer ces quatre parties les Unes sur les autres. Dans ce cas, on dit que la courbe est symétrique autour des deux axes coordonnés. Cela a lieu, par exemple, pour l’ellipse et l’hyperbole, lorsque les coordonnées sont dirigées suivant les axes mêmes de ces courbes. Alors la rectangularité des x et des y' donne «'=90+-*; et, en éliminant *' de l’équation (i) à l’aide de cette condition, il reste
* 2Csin * cos » -J- B(cos’ « —sin a «) -f- 2A sin * cos«c —O; d’où l’on tire
(\ - C)tang2*-}-B=:d, (5)
équation qui donnera toujours pour tang 2* une valeur réelle; d’où l’on déduira deux valeurs aussi réelles de 1 angle <*. Mais ces deux valeurs seront telles, que si l’une est », l’autre sera qo°-f- *; et par conséquent elles ne donneront qu’un seul système de coordonnées, «pii sera le système des deux axes. Rien n’empêche d’établir cette nième relation dans la parabole, puisque la condition B "—4 AC n’empêche pas d’eu déduire la valeur.de tang 2». U existera donc pour la parabole un système de coordonnées rectangulaires qui satisfera aussi à l’équation (1). Mais une seule de ces coordonnées x ' ou y sera un dia mètre, puisque, dans le cas de la parabole, on ne peut pas
7?6 IDENTITÉ DES COURBES DU SECOND DEGÎlÉ
satisfaire simultanémentaux équations (2) et (3) avec tics ■valeurs finies tle a et de b. Par conséquent la courbe ne sera symétrique qu’autour d’une des deux lignes qui composeront le système des coordonnées : elle le sera autour des*' si l’on emploie l’équation (2) qui fait disparaître la première puissance de y , et autour des y' si 1 on emploie l’équation ( 3 ) qui fait disparaître la première puissance de x'. L’une et l’autre combinaison donnent également pour diamètre la même ligne physique , qui est l’axe même de la parabole.
Idenlite de toutes les Courbes du second degré avec les Sections coniques
3 o 5 . Les courbes que nous venons de découvrir en discutant l’équation générale du second degré, nous ont offert la plus grande analogie avec les sections du cône, et même s’y sont fréquemment ramenées. 11 est intéressant de savoir au juste jusqu’où s’étend cette analogie; pour cela, nous 11’avons pas de moyen plus sûr que de reprendre l’équation générale,
Ay + B^ + Cx a -fDy+Ex + F = o,
et de la réduire par la transformation des coordonnées à une forme plus simple, qui permette de reconnaître la nature géométrique des courbes qu’elle renferme, sans toutefois limiter en rien leur généralité.
Pour cette discussion nous pouvons admettre que l’équation contient au moins le carré d’une des deux variables, y 1 ou x a ; car,dans le cas particulier où ces deux carrés manquent, nous avons vu, n° 266, que la courbe est une hyperbole dont les asymptotes sont parallèles aux axes des coordonnées.
Nous pouvons également supposer que le système des coordonnées x y y', est rectangulaire; car, s’il ne l’était pas, on pourrait transformer les coordonnées de tna-
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n'rère à le rendre tel, et cette opération ne changerait point le degré de l’équation , puisque dans les formules de transformation, les anciennes ordonnées obliques x,y , seraient des fonctions linéaires des nouvelles, et réciproquement.
3 o 6 . Ceci accordé, résolvons l’équation par rapport à la variable dont elle contient le carré: et, supposant, par exemple, que cette variable soit y', nous aurons
/(»*— 4 AC)*M-a(BD—aAE)x+D a — 4 AF,
selon ce que nous avons vu précédemment, page 338 , la partie commune aux deux racines, est l’ordonnée d’un diamètre rectilignede la courbe, lequel aurait pour équation,
et la partie affectée du double signe exprime l’ordonnée de la courbe, comptée à partir de ce diamètre , parallèlement aux y : essayons de construire ces divers résultats.
D’abord notre diamètre coupe l’axe des y* à une distance— ^ de l’origine des coordonnées; et sa direction forme avec l’axe des x un angle dont la tangente trigonométrique est — ^ ; menant donc deux axes
rectangulaires des coordonnées AX, AY,fig. 127, qui aient en A leur origine commune, prenons sur le second une longueur AD égale à — ^ ; et, par le point
D, menant une ligne droite indéfinie LDX', qui forme avec l'axe AX l’angle LOX, ayant pour tangente trigo-
noinétrique — ; cette ligne sera notre diamètre.
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Alors si, pour abréger , on nomme « l’angle LOX, on devra avoir
sur quoi il ne faut pas oublier que, d’après les premiers principes de l’application de l’Algèbre à la Géométrie, les le U res A , C, D, ainsi que D, E, F, et les variables a. ely sont censées exprimer des nombres abstraits qui sont les rapports de certaines lignes à l’unité de longueur. De sorte qu’il faut rétablir ces rapports sous leur forme géométrique, a la place de chaque lettre, quand on veut effectuer les constructions.
307. La direction que nous avons donnée au diamètre OX dans notre ligure, est tracée particulièrement pour le cas où A, B, D, seraient des quantités positives; niais elle peut servir de type pour représenter tout autre cas quelconque, en faisant correspondre les changemcns .le position de la droite OX' aux cliangémens de valeurs et de signes, des lettres A, B, D. Seulement, comme nous allons tout à l’heure faire usage du point d’intersection D, il est bon d’examiner si la distance AD » toujours une valeur linie. Or, cela est très facile; car
son expression étant — , on voit qu’elle ne deviendra
11.lime que si A est nul, c’est-à-dire si le carré de la variable y 11’entre pas dans l'équation proposée. Mais puisque, dans les eas que nous avons à discuter, l’équation doit contenir au moins le carré d’une des deux variables , nous pouvons toujours admettre que nous opérons sur celle dont le carré reste, et que nous la prenons pour y. Alors nous devrons admettre que 'A n est pas nul ; et par conséquent le point d’intersection D de 1 axe des y avec notre diamètre se trouvera toujours à une distance finie de l’origine A.
00 J. Celaposé, considérons un point quelconque M de
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notre com 4 *;, pour lequel AP soit x et PM soit y ; si l’on prolonge PM jusqu’à sa rencontre avec le diamètre
OX', la distance Pl y représentera — ~ ( B.r -f- D) -, et
par conséquent P M représentera la partie radicale de la valeur de y. Or, l’équation d’une courbe doit toujours se / simplifier quand on la rapporte à un diamètre, à cause de la disposition symétrique qui en résulte dans les ordonnées. Pour proliter ici de cet avantage, rapportons notre courbe à de nouvelles ordonnées dont l’imc soit I)l y et‘l'autre F M ; en désignant la première par x ', la seconde par y' et nous rappelant que l’angle LOX est représenté par «, nous aurons évidemment
■*=— x 'cos-, .y =—+
expressions qui, étant substituées dans la valeur résolue de y, donnent
V (b—iAC)cos <*.jc'*— u(bi)—aAE)eos<t.o;'-pD i * ,w 'iAFj
ou, en élevant au carré les deux membres, et faisant disparaître le dénominateur,
4 y»=(B’— 4 AC)cos“« .a'*—a(BD—2AE)cos«e.a / -f-D*— 4 AF (2)
Maintenant, le polynôme du second degré qui forme le second membre de cette transformée peut s’écrire de la maniéré suivante :
(B’-iAC) cos’» ï +D*- 4 AF.
1 ,(B“— 4 AC.)cos«J
ba quantité variable comprise entre les parenthèses
deviendra tut carré parfait si un lui ajoute.
(UD-aAEV
(jp —4A~C )~Jôs%Ti^ 1 *’ c cst ce f l uc ‘ 011 P 0UITa faire si,
]>ar compensation, l’on retranche hors des parenthèses
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la quantité équivalente (B*— 4 AC) c laquelle se réduit à
B* —- 4 AC
, ff (BD— aAE) J (B a —4 AC) a cos v « 9
à l’aide de eette trans¬
formation , l’équation en y devient
r /2 =(B 1 - 4 AC)cos’«[x / .
(B P— aAE) ) (B*— 4 AC)cos«/
(B P-aAE) 2 B 2 — 4 AC
Maintenant, introduisons au lieu de x' une nouvelle variable x ", telle qu’on ait
BP —aAE
(B* — 4 AC) cos « Æ '
ce qui n’est autre chose que déplacer* l’origine des x' •sur le diamètre PX', et la porter du point "p, où elle était placée, en un autre point P', tel que DP' soit égal
a (B 2 — 4 AC) cos « ’ al ° rS l é( l uation rapportée au nouveau système des .y' et des x ", deviendra
(B a — 4 AC)cos 9 *. a;" 2 —
(BP—aAE) !
B 2 — 4 AC
-+P»— 4 AFj
et, sous cette forme, ne contenant plus que les carrés des deux coordonnées avec un terme constant, on voit qu’elle ne peut représenter qu’une ellipse ou unejiyperbole rapportées à leur centre, ou à des diamètres conjugués; l’ellipse ayant lieu lorsque le coefficient B 2 — 4 ACest positif, l’hyperbole lorsqu’il est négatif.
3 oj. Cette réduction suppose seulement que notre der- ' mère transformation de coordonnées est possible à réaliser : or elle le sera toujours, à moins que l’abscisse BD —aAE
(FTT 4 AC ) cos « ’ re P rcsent ce par DD', ne devienne tout-à-fait infinie, ce qui arriverait si le dénominateur
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<]V— 4 AC) Cos» était nul. Mais cos » ne peut pas être nul , parce qu’il en résulterait « = 90° , ce qui rendrait A nul, et le diamètre DX' parallèle à l’axe des y primitifs , circonstance que nous avons exclue dès l’abord. 11 11e reste donc que le cas où B 4 — 4 AC serait nul lui-même; or, en remontant à la première transformée entre ÿ et a;', et y faisant immédiatement usage de cette condition, elle se réduit à
4 A a y' a = — a(BD—2AE) cos». x'-\- D 2 — 4 AF ; ( 4 )
d’où l’on voit qu’elle représente alors une parabole rapportée à son diamètre DX'. Ainsi, dans tous les cas possibles, l’équation du second degré proposée ne peut représenter qu’une hyperbole, une ellipse , ou une paraliole, c’est-à-dire, une des sections du cône.
3 10. Tous les cas particuliers que ces sections présentent,se déduisent même avec évidence de ces transformations ; par exemple, si, dans l’équation ( 4 ) , on suppose BD — 2AE nul, le terme variable en x' disparaissant, la parabole se changera en deux lignes droites parallèles à l’axe des x' ; et si D a — 4 AF est aussi nul, les deux droites se réuniront ai une seule, située sur cet axe même : pareillement, si l’on suppose le terme constant nul dans l’équation ( 3 ), elle donnera deux droites qui se coupent lorsque B 2 — 4 AC sera positif, et un point lorsque B a — 4 AC sera négatif. Enfin, ti ce terme constant tout entier, au lieu d’être nul, est négatif, B a — 4 AC étant aussi négatif, tous les termes passés dans le premier membre, formeront une somme de quantités toutes essentiellement positives; et, par conséquent , l’équation proposée sera impossible à satisfaire , ce qui s’accorde en effet avec ce que nous ayons vu n° 275.
3 i 1. La marche que nous venons de suivre n’est pas seulement propre à prouver l’identité des courlies du
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second tlegré avec quelques-unes des sections du cène, elle peut encore être employée avec avantage pour discuter et construire les équations particulières de ces courbes que l’on pourrait proposer. Les élèves feront bien de faire cet essai sur les divers exemples que nous avons donnés dans le courant de ce chapitre.
Des Surfaces du second ordre.
3 12. On a vu dans l’article 70, que les équations entre trois variables représentent des surfaces, comme celles qui sont entre deux indéterminées représentent des lignes. On classe aussi les surfaces d’après le degré de leurs équations-Ainsileplandont l’équation est linéaire, est du premier ordre. Nous ne considérerons ici que les surfaces du second ordre, dont l’équation la plus générale est
’+Ay-f AV-fBya-f-B'xz-f B^y-f-Cx-f-ty-f C"* 4 -F = o
et nous supposerons les coordonnées xyz rectangulaires.
3 1 3 . Puisque deux des variables x, y, 2, peuvent être prises à volonté, ce qui se présente d’abord de plus simple est de résoudre l’équation proposée par rapporta une d’entre elles, par exemple,par rapport à z : alors, en donnant successivement à x et à y toutes les valeurs possibles, on en déduirait les valeurs correspondantes de 2, et par conséquent la position des différons points de la surface.
Mais cette méthode, que nous avons employée dans la discussion des lignes courbes, ne serait pas propre à donner une idée net te de la forme et du cours des surfaces, parce que, s’il est facile de saisir par la pensée la liaison d’une seule suite de valeurs,’' il serait très difficile d étendre cette idée à deux dimensions. Pour obvier à cet inconvénient, 011 imagfne'une suite de plans coupam menés suivent une certaine loi, par exemple, parallèles
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** l’ un ^ RS P^ ans coordonnés. En combinant les équations do cos plans avec celle de la surface proposée, on déteruiine (ii° 79) leurs intersections mutuelles. La nature de ces intersections et la manière dont elles se succèdent, font saisir et voir, pour ainsi dire-, dans l'espace, la nature de la surface et les divers mouvemens des Nappes qui la composent.
3 t 4 . Pour donner un exemple de ce procédé, appliquons-ïe au cas très simple où l’équation proposée serait
Prenons les plans coupans parallèles au plan de xy ; leur équation sera, par le n° 56 , de la foCme
u étant une constante : substituant cette valeur de a dans la proposée, on a
Cette équation, qui appartient (n° 79) à la projection de l’intersection sur le plan des xy , représente, quel que soit'n, une circonférence de cercle dont le centre
est a l’origine, et dont le rayon est V^R*_« a : ce rayon
est réel tant que a, positif ou négatif ^st plus petit que R; il est nul, quand a. égale R , et imaginaire quand a Surpasse R. Ainsi, dans le premier cas, l’intersection est une circonférence de cercle ; dans le second, ce cercle se réduit à un point; et au-delà, le plau ne rencontre plus la surface.
L’équation proposée étant symétrique par rapport aux trois variables x, y , z, on obtiendrait des 4Sultats semblnldes en prenant les plans coupans parallèles à un quelconque des plans coordonnés : si ces plans passaient par l’origine mémo des coordonnées, chacun d’eux couperait la surface suivant des cercles égaux, et qui au-
raient pour équation
x a 4 -y = R*, * 2 -fc‘=R% y*-fa 2 = R*.
Ou peut donc concevoir la surface proposée comme engendrée par le mouvement d’un cercle parallèle au plan xy, et dont le rayon variable, et représenté par V/R 5 — a* , est l’ordonnée du cercle suivant lequel le plan des xz , ou des yz, rencontrerait la surface. On reconnaît à cette propriété la génération de la sphère que j’ai choisie pour donner une application simple du procédé général; car, dans ce cas particulier, on peut aisément reconnaître la nature de la surface, en observant que \/x“+y a + 2 ' a est l a distance d’un point quelconque à l’origine des coordonnées : distance qui est constante d’après l’équation précédente ; ce qui caractérise la sphère.
C’est pour plus de simplicité que nous avons choisi les plans coupans parallèles aux plans coordonnés : par cette disposition, les projections des intersections ne diffèrent pas des intersections elles-mêmes. Nous n’aurions pas eu cet avantage en prenant les plans coupans dans des directions quelconques : si, par exemple, nous les eussions seulement astreints à passer par l’origine, ils auraient eu des équations de la forme ^ Ax -f- Bj' -f- Cz = o ;
et la combinaison de cette équation avec la proposée eût donné, en éliminant z,
(A 2 + O) x 1 4 - a AB xy + (B* -f C 2 ) y 2 = R a C 2 . Alors la projection de l’intersection sur le plan des xy est u% ellipse. On pourrait cependant reconnaître que cette intersection elle-même est une circonférence de cercle, et l’on y parviendrait en la rapportant à des coordonnées prises dans le plan coupant. Je donnerai par la suite des méthodes pour atteindre ce but.
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3 1 5 . En general on peut, à l’aide de ce que nous avons dit dans le n° 79, déterminer les intersections d’une surface quelconque par un plan, et il est visible que ces intersections seront en général des courbes du*même ordre que la surface : mais avant d'appliquer ces procédés à l’équation générale du Second degré* il faut remarquer qu’une pareille équation n’est pas toujours possible, et qu’il existe des cas où elle ne saurait représenter aucune surface. Pour les déterminer, opérons ici comme nous l’avons fait n° 264 , sur l’équation du second degré entré deux variables. En résolvant l’équation proposée par rapport à z> et supposant, pour plus de simplicité,
IP— 4 AA'=«, a(BB'‘— 2 AB") = ù,. B 2 — 4 AA"r=ç >
2(BC— 2AC) —jd y 2'BC—2AC")=e, C s — 4 AF=:/ ) elle donne
_ rBy+B^+Ch 1 -- 11 _L___
aA ~aA dy+ex+J).
Pour que la valeur de z soit toujours imaginaire, quels q ue soient x et y, il faut que la quantité çqmprise sous le radical soit toujours négative. Or, en supposant * nul, on pourra (u° 268) donner ay une valeur telle que le signe du résultat ne dépende que de celui de a : ou aura donc d’abord » pour première condition dé l’imaginarité »
De plus-, pour que la quantité qui est sous le radical conserve toujours son signe négatif, il faut qu’elle ne puisse jamais devenir nulle, et par conséquent il faut qu’en ï’égalant à zéro, on n’en tire jamais pour y que <le$ valeurs imaginaires. Or, on voit, par l’article 275, que cette condition ne .peut être remplie, à moins qu’on ty’aft ; , n
4 ae<o, Çld- aae) 9 — (&*— Uc) (c/*— 4«/)<o ;
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ce qui exige que les quantités a, c,f, ou
B 2 — 4 A A", B' 2 — 4 AA", Ç a — 4 AF,
soient (le même signe, et par conséquent négatives, puisque la première doit l’être : pour cela, il faut que les ooefiiciens A'. A", A", soient de même signe, sans qu’aucun d’eux, soit nu).
En faisant donc, pour plus de simplicité, b % — 4 ac bd — lae — b',
{bd — zae )*— ( 5 2 — 4 ac) ( ’d 2 — 4 a/*} = Q,
nous aurons les trois conditions
Lorsqu’elles seront remplies, l’équation proposée sera impossible-, et ne représentera aucune surface.
On peut s’assurer aisément de cette vérité, en observant que si l’on égale à zéro la quantité
oy a 4 “ bxy -f- ex 2 4- dy -f- ex -f- /
pour lerésoudre dans ses facteurs simples, on pourra, en opérantcommedans la page 3 yg, la mettre sous la forme
Par conséquent, l’cquation proposée équivaut à la suivante ,
(aAs + By -f BT * + C) 2 ~ -L (pay + bx -f df)
et l’on voit clairement que tous ses termes sont positift, quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux variables x,y, z, si a, a et Q, sont négatifs, ce qui rend l’égalité à zéro impossible.
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Si Q est nul, a et af étant toujours négatifs, l’équation peut être satisfaite, mais seulement en supposant chacun de ses termes nul en particulier; ce qui donne o, u4.y-\*bx-\-d— o, j>f l/=o.
Ces trois équations suffisent, pour déterminer les coordonnées x , y , z ; et, comme il n’en résulte pour chacune d’elles qu’une valeur, il s’ensuit qu’alors la surface s e réduit à un point.
Il est à remarquer que la quantité Q reste la même ^jUand on y change tous les signes des coefficiens a, h , o....
3 i 6 . Il peut arriver aussi que l’équation proposée soit décomposai)!e en facteurs réels du premier degré, et a l°rs elle représenterait le système de deux plans. Pour cela, il faut que la quantité affectée du signe radical, dans la valeur de z, soit un carré que l’on pourra par conséquent représenter par (*y-f/Sx-f-y) 1 , «, /S, y, étant es constantes indéterminées : développant cette expression , elle devient
tf- a y a -+• 4- /3 a a'*-f- 2*yy 4- 2y$x^ y*;
et, en la comparant ferme a ferme avec La ijt&ntité ay**^bxy 4 - cjtf 4 >- dy 4 - tx. +f, ' l •
Oût/3 = b j 2ccy — d, 2y/3=<?;
d’pù, l’on tire.
Att — = o, d 2 — \af —i o, • e 2 ^- 4o; (B)
ce qui exige que les quantités a,c,f 7 soient, de meme Sl gne. Lorsque ces trois équations seront .satisfaites, on a Ura >!,
*z=zÿci, y=l//,
signes des radicaux étant 1 déterminés d’après 1 cètt4
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des quantités b } d } e\ et l’équation proposée se résoudra eu deux facteurs, qui seront
aAa-f-Bj + B'x.-f* G± a^y-\-x^-
Si les quantités a, e,f, sont positives, Ces facteurs représenteront des plans réels : dans le cas contraire, f /'u sera imaginaire, et l’on devra avoir en même temps
ukz -f ByH-B'x + C==o, j + xy/^4-y/2=o.
Alors la proposée représentera une ligne droite.
Les valeurs de b, d, e, tirées des équations (AJ, donnent
bd — 2 ai — o.
Ainsi, en se reportant au numéro précédent, les quantités qlie nous avons nommées a', //, Q, sont nulles lorsque l'équation proposée est décomposable en facteurs du premier degré.
Si l’on développe les équations (B) , en mettant pour «, b, c, leurs valeurs, elles deviennent
AB" a 4 A' B' a — A"B a — B B'B" — 4AA'A" = o, ( . J AC'* 4 . A'C* -f F B a — B C C' — 4AA'F =: o, (a) AC"* + A"C a 4 F B' a — B'C C"— 4 A A" F = o. (3)
Les deux dernières sont celles que l’on obtiendrait eu faisant successivement abstraction de x et de y ddréî*!» proposée, et écrivant que le résultat est décomposable en facteurs du premier (legrç. il est facile de s’en assure^ en les comparant avec celle de f article 287. La première n'est point symétrique avec les deux autres, et cela vient de ce que nous avons résolu l’équation par rapport à z; ce qui n’a laissé que x et y' sous le radical : en la résolvant par rapport à v, on trouverait pour un* 5
^es trois équations de condition la suivante
A'C" a -f A"C' 3 -f FB"*—B"CC "—4 A'A"F=o. ( 4 )
^ette équation, qui ne contient que les coelficiens de x «t de y , doit nécessairement être comportée par les trois précédentes : de plus comme elle contient la lettre & , qui ne se trouve pas dans les deux dernières, et la lettre F, qui ne se trouve pas dans la première, elle lie peut résulter que de la combinaison de ces trois équations. On peut donc la substituer à une d’entre elles, par exemple, a la première , et l’on aura alors les trois conditions (2) ( 3 ) ( 4 ), pour que la proposée représente deux plans ou une ligne droite : ces équations de condition pourront même être employées quand une des quantités À, A', A", qui multiplient les carrés des Variables x, y, z , deviendra nulle.
Si l’on voulait parvenir directement aux trois équations (2) ( 3 ) ( 4 ), il faudrait rendre la proposée homogène et symétrique, en y substituant pour .v, y, z, - , v z
'n ’ n ’ H etaut unc nouvelle indéterminée, ou trou- • verait ainsi
et en résolvant cette équation par rapport â >?, on chercherait les conditions qui rendent le polynôme décomposable en facteurs rationnels; on obtiendrait ainsi directement les trois équations (2) (3} (4)'. :
317. Le priucipal caractère par lequel notiif àvons classé les courbes du second degré*, est Pabfcéhce ou l’existence des branches infinies. On di^iiijfi^’égalebïent, parmi les surfaces du seermd ordre, celles qui »ont renfermées dans un espace limité> i; et celles dont 1« cours est indeliui, . >
3go DES SUBFACES
Généralement, lorsqu’une surface est renfermée clans un espace fini, si l’on mène une droite qui la rencontre en plusieurs points, la portion de cette droite qui est interceptée entre les points d’intersection ne pourra jamais devenir infinie ; et il est évident que cette propriété appartient exclusivement à ce genre de surface ; cherchons les conditions qui rétablissent dans oelles du second ordre.
Soient donc
les équations d’une ligne droite quelconque dans laquelle », fit »■', fi' sont des constantes absolument arbitraires qui dépendent de la position de la droite : les points ofi elle rencontre la surface du second degré
kz'+K , y*+A"x'+fyz+Yïxz+V,"xy+Cz+Cy-{-C , x-\-F^ 0 '
seront déterminés par le système de ces trois équations (n° 79). Il faudra donc en tirer,par l’élimination, les valeurs des coordonnées x, y, z-, ce qui revient à chercher les intersections de la surface par chacun des plans projetans , et à déterminer ensuite les points communs à ces deux intersections. Ainsi, pour que la surface proposée soit renfermée dans un espace fini, il est nécessaire et il suffit que ces courbes soient toujours fermées, quelle que soit la direction des plans coupans.
Si l’on combine d’abord la première des équations de la droite, avec celle de la surface , et qu’on élimine $ entre elles, il viendra une équation du second degré qui appartiendra à la projection, sur le plan des yz>, de la courbe (suivant laquelle le premier plan projetant rencontre la surjüçe : cette équation sera de la forme + b'zy -f- c'y* -h i/'t-j- e'y -\-f =0.
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Pour qu’elle appartienne à imc courbe fermée, il faut, comme cm l’a ru n° 268, que b' k — 4 a'c' soit une quantité négative : or, sans effectuer entièrement le calcul de l’élimination, il est aisé de voir que l’on a a'^A+B'i.-f-AV, c' = A';
ce qui donne
( B " a —4 A'A") **-f- 2(BB"—2B'A')*-4-B a —4 A A' <0.
Cette condition devant être remplie, quel que soit *, il ost visible que Ton aura d’abord (n® 268)
A' et A " seront par conséquent de même signe, positives par exemple, si nous supposons la première positive, ce qui est permis.
Il faudra ensuite que oe polynôme reste toujours négatif, quel que soit a } ce qui exige qu’en l’égalant à zéro, il ne donne pour et que des valeurs imaginaires : pour cela, il faut qu’on ait (n° 276)
(BB"—aB'A')“—(B a —4 A A') (B" a —4A / A")<o , (4)
ou, en développant et divisant par 4A r , qui est une quantité positive,
AB" 2 4-A'B' a -f A"B 2 — BB'B"—4 AA'A"<o. ( 5)
Cela ne peut avoir lieu qu’en supposant B a —4 A A' <0.
Il faut par conséquent que les quantités A, À', A" soient toutes trois de même signe, c’est-à-dire positives, sans qu’aucune d’elles soit nulle.
Ces conditions étant satisfaites, la section faite dans la surface par le premier plan projetant de la droite sera Une courbe fermée, quelle que soit la direction du plan. En combinant de la même manière l’équation y — * z -f-Æ'
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cl u second plan projetant de fa droite avec celle de la surface, on trouvera que l’intersection sera une oowrbe fermée, si l’on a
B"*— 4AA"<o,
(B'B"— 2 BA",) 8 — (B' a — 4A A"). (B" 8 — 4A'A") <o ; (6)
ce qui exige que l’on ait
B'“—4AA"<o.
Mais ces conditions ne diffèrent qu’en apparence des précédentes; car si l’on développe la formule (6), et qu’on la divise par 4A*, qui est une quantité positive, elle donnera la formule (5) : et, réciproquement, en multipliant la formule (5) par 4A", on retrouvera la formule (6). Par conséquent, la condition B' 8 — 4A'A" < a est implicitement comprise dans les précédentes. L’analogie fait aisément sentir qu’en multipliant la formule (5) par 4A, on peut lui donner la forme
(BB' — aAB") 8 — (B 8 — 4 A A') (B' 8 — 4AA").< o.
11 suit de là que, pour qu’une surface du second degré soit renfermée dans un espace Uni, il est nécessaire et il suffit que son intersection, par un plan perpendiculaire à un des plans coordonnés, soit toujours une courbe fermée, quelle que soit la direction du plan coupant : il est aisé de voir que ce caractère peut sèrvir à déterminer les surfaces finies de tous les ordres.
Cette propriété tient à ce que l’on peut trouver l’intersection d’uue droite avec une surface, sans combiner immédiatement l’équation de cette dernière avec celles des deux plans projetons; car on parvient au même but, en cherchant les points dans lesquels un des plans projetais rencontre la courbe suivant laquelle l’autre a coupé la surface. Il suffit donc, pour que celle-ci soit comprise dans un espace fini, que la courbe dont il s’agit soit toujours fermée, quelle que soit la direction du plau.
INous conclurons de ce qui précède, qu’une surface du second degré, dont l’équation est
^^Aÿ+AV+Bp+B'xz+B'^+CzH-C'y+G'x+F-^, ne peut être renfermée dans un espace fini, à moins qu’on n’ait entre les coeflîciens de cette équation les relations suivantes :
B’—4AA'<o B' 1 —4AA"<o B" a —4A'A"<o (A) AB" a +A'B' a -f-A"B a —BB'B"—4AA'A"<o.
Mais nous observerons qu’une quelconque des trois premières / prise conjointement avec la dernière , comporte les deux autres.
Pour prendre une idée nette de ce que ces formules représentent, supposons que l’on fasse successivement
dans l’équation générale des surfaces du second degré; on obtiendra, par ce moyen, trois équations aussi «tu second degré , qui appartiendront aufx sections -faites dans la surlace par les trois plans coordonnés : les trois premières dçs conditions (A) signifient que ces sections, que nous nommerons les traces de la surface sont des courbes fermées. Mais cela ne suffit pas pour que la surface soit elle-même fermée, et il faut encore que la quatrième condition soit remplie. C’est ainsi, par exemple . qu’un cône droit, qui est une surface indéfinie, peut être placé, par rapport à l’origine, de manière que scs iutersections par les trois plans coordonnés soient des ellipses.
On voit, par les formules précédentes, que toutes les surfaces du second degré, qui sont de nature à être comprises dans un espace fini, renferment nécessairement dans leur équation les Carrés des variables x,y , z; et, en en effet, si une de ces variables, z par exemple, ne s’y
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trouvait qu’à la première puissance, sa valeur serait toujours reelle, quelle que fut celle des autres*, et, si elle n’entrait pas du tout dans l’équation, elle serait absolument arbitraire, en sorte que, dans l’un et l’autre cas, la surface s’étendrait indéfiniment dans le sens de cette variable.
3i 8 . Considérons maintenant les diverses particularités du cours de ces surfaces ; mais pour les discuter avec plus de facilité, et distinguer plus nettement les propriétés qui les caractérisent, cherchons à simplifier l’équation générale, comme nous avons fait dans# le cas des courbe* planes en cliangeant convenablement les coordonnées.
3 19 . Ne faisons d’abord que transporter l’origine. En nommant x et y les nouvelles coordonnées, on aura
* = y = y' + fi, s = 3'+y.
En substituant ces valeurs, on peut disposer des indéterminées », @, y, de manière à faire disparaître les termes affectés des premières puissances des variables x '>ÿ } z ce qui donne les trois équations 2 A *y «fi B fi «1“ B C ns o ,
2 A' fi -f- B y -f- C = o, (2)
2 A a «b B 'y -f- B 'fi -f- C" ~o; et, en représentant par L la quantité
qui ne contient que des quantités connues, la transformée devient
Aa'*-f A'y4A"a/* -f Bz' r ' -f B'zV-f-BV/ -f- L=o. (3) Cette équation reste la même, quand on y change + x > +/ , H- z , respectivement en — x', — y', — z. Si donc, par l’origine des coordonnées, on mène une ligne droite dont les équations soient de la forme x' ■= mz , y' =■ nz' ,
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les points où elle rencontrera la surface auront leurs coordonnées respectivement égales et de signes contraires : par conséquent, 1 a portion de cette droite interceptée par la surface se trouvera divisée en deux parties égales à Forigine des coordonnées. Cette origine sera donc le centre de la surface, en attribuant a cette expression la signification que nous lui avons donnée dans les courbes planes, n° 298 .
Les équations ( 2 ), qui déterminent la position de ce centre, étant linéaires, elles donneront toujours pour «, / 3 , y, des valeurs réelles *, mais les coefîicicns A, B,C, peuvent avoir entre eux des relations telles, que les valeurs u y / 3 , y, deviennent infinies , et alors le centre de la surface sera infiniment éloigné, circonstance analogue à celle que présente la parabole parmi les sections coniques.
Pour savoir quand cela arrivera, il faut tirer des équations ( 2 ) les valeurs de <*, /3,y, et examiner les cas ou leur dénominateur peut devenir nul. Si 1 on calcule ce dénominateur par la méthode ordinaire d élimination, on aura, en l’égalant à zéro,
AB"*+A'B' a 4-A"B a —BB'B" —4AA'A"= o. (D)
C’est la condition nécessaire pour que le centre de la surface soit infiniment éloigné.
Si cette équation était satisfaite , et qu’on eût en même
temps
C = o, CT = o, C"— o,
les valeurs de a-, (2, y, ne seraient plus infinies : il est aisé de voir qu’alors une quelconque des trois équations ( 2 ) serait comportée par les deux autres. Elles ne suffiraient donc plus pour déterminer les trois coordonnées #, fi , y : par conséquent, il y aurait une infinité de centres tous situés sur une même ligne droite qui serait l’interjection de deux plans ayant pour équa-
tkms
2 Ay+ B Æ + B'a — o,
Dans ce cas, la surface est un cylindre droit indéfini, à base elliptique ou hyperbolique, comme nous le verrous plus bas, et l’axe de ce cylindre est le lieu de tous les centres.
3ao. faisons d’abord abstraction de ces cas particuliers, et considérons en général les surfaces qui ont un centre, c’est-à-dire, dont l’équation peut être mise sous la forme
A s '*4Ay*4AV*4B/ 3 '4BV 2 /4BV/4L=:o;
pour la simplifier encore, changeons-y la direction des coordonnées, en les laissant toujours rectangulaires, et cherchons à déterminer le nouveau système de manière
; f T d 1 i8paraît f e les terraes contiennent les rectangles des coordonnées; il faudra, pour cela, faire n” 97
*' = x" cos X 4. y" cos X' 4- z" cos X",
/ = x " cos Y 4 - y" cos Y' 4. z" cos Y", z' = x" cos Z 4- y cos Z' 4 z" cos Z", et joindre à ces équations les suivantes:
cos a X 4 " cos* Y 4 cos* Z — t, cos* X' 4- cos“ Y' 4- cos* Z/ — 1 f cos* X" -J- cos* Y" 4 - cos* Z" = 1 , cos X cos X' 4 cos Y cos Y' 4 - C os Z cos Z' = o, cos X cos X" 4- cos Y cos Y"-f- côs Z cos Z" = 0 (B)
cos X cos X" 4 - cos Y'cos Y "4 cos Z' cos Z" = o'
ce qui donnera une équation de la forme
M^*4M;y''*4MV / *4N,y4N' s "y'4NV>'’4P^o.
Sans effectuer entièrement le calcul, on peut aisément
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former les valeurs des coelïiciens N, N', N"; et, en les égalant à zéro, on aura les trois équations suivautes
2 A cos Z cos Z'-f-B (cosZ cos Y' -f cosYcosZ') )
+ cosY cos Y'-f-B' (cosZ cos X'-j-cosXcosZ') > = o j
-f- 2 Â"cosX cos X'4-B"(cosY cos X^cosXcosY') )
2 A cos Z cos Z"-j-B (cos ZcosY"-4~cosYcosZ") j 4- 2 A cosY cosY" 4- B'(cos ZcosX"-f-cosXcosZ" ) 1 =o(C). 4-a A"cosX çosX'-f - B"(cos Y cosX" 4 -cosXcos Y")}
2 A cosZ cosZ'+B (cos Z'cosY"4-cosY / cosZ") -j 4 - 2 A / cosY'cosY" -f- B'(cos Z'cosX" 4 -cosX'cosZ") >=o j 4-2 A"co»X , cosX"4-B"(cosY / cosX"4-cosX'cosY") j On peut, au moyen des neuf équations (A) (B) (C), déterminer les neuf quantités <^pù dépend la position des trois axes; et, en substituant leurs valeurs dans la proposée , elle se réduira à cette forme très simple
Ms" a 4 - M'y"* 4- MV> 4- L =; o.
Mais la possibilité de la transformation dépend de la réalité de ces valeurs.
Pour s’assurer de cette possibilité, il faut observer que les équations (A) (B) (C) restent les mêmes, quand on y change XYZ respectivement en X'Y'ZT, ou en X"Y"Z". Ces équations sont donc symétriques par rapport aux trois axes des nouvelles coordonnées x"y"z" : par conséquent, il doit être possible de les décomposer en trois systèmes équivalens (A) (A') (A") r , dont chacun ne renfermera que les quantités relatives à un de ces axes. Ces trois systèmes devant être encore symétriques, comme les équations (À) (B) (C) , un seul de ces systèmes pourra représenter les deux autres 3 et devra donner pour chacune des inconnues frois valeurs qui appartiendront aux trois axes des x'y'z 1 .
Pour obtenir ces équations éliminées, multiplions la
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première des- équations-(C) par ras Y", la seconde par oos Y'y et retranchions ces deux produits l’un de Pautre, en faisant y pour plus de simplicité,
aA cos Z B cos Y 4- B' cos X — M, flA>T+ B'cos Z -f- B"cos X =2 P,
il viendra
M (cos, Y' cos Z" — cos 7 ! cos Y") 1_ . »
-f- P (cos Y' co s X" — cos X' cos Y") J
Effectuons la même opération en multipliant par cos X" et cos X', et faisons
2 A' 00s Y -h B cos Z 4 ” B" 00s X = N,
il viendra
M (cos X' cos Z" — cos 2 T 00s X") ) _
-j- N ( cos X' cos Y" — cos Y' cos X") / °’
Traitant absolument de la même manière les deux premières équations (B) , on en tirera les deux suivantes , cos X ( cos Y' cos X" — cos X* cos Y") t^ 4-cos Z (cos Y' cos 2 T — cos Z' cos Y*) '
cas Y (cos X' cos Y" — cos Y' cos X") >_ o
cos Z ( cos X' cos Z" — cos Z' cos X
Si l’on fait, pour plus de simplicité,
, cos,Y' cos Z" — 00s Z' cos Y" = T, cos Y'cos X" — cos X'cos Y" = U ,
COS X' COS Z" — COS Z COS X* ==V j
les quatre équations précédentes deviendront ■ •
MT -f- PU = o, MV —NU =0,
T cos Z 4-U cos X==, o, VcosZ — UcosYrâjÇv Il faut observer que les quantités T, U, V , qui entrent
d^ns ccs expressions, sout les seules qui contiennent des aooens ; en les éliminant, on aura les deux équations suivantes, qui ne contiendront plus que XYZ,
McosY — Nco$Z:=± o, M? cos X'— P cos Z =o, qui comportent la suivante
P cos Y—NcosX = o,
ou, en développant et mettant pour MNP leurs valeurs,
2 (A—A') cosY cos Z -J- B (cos a Y —■ cos a Z) i_
-f- B' cosY cosX — B* cos X cos Z )
2 (À—A") oosX cos Z B'(cos a X— eos* Z) >
«+• Beos X cosY— B" cos Y cos Z > -'°* V 5 ) 2 (A"—A') cos Y eus X-f- B"(cos 9 Y—cos 3 X) > __
-4”-B / ’ cos Z cas Y — B cos X cos Z j —*• o j à quoi il faudra joiudre
cos a X -f- cos 4 Y cos 9 Z =» 1.
Ces équations éliminées suffisent pour déterminer cosX, cos Y, cos Z; et, comme les formules dont nous sommes partis étaient symétriques par rapport au trois axes des nouvelles coordonnées, on aura , par rapport à chacun d’eux, trois équations semblables aux précédentes, en sorte qu*il suffit de résoudre ces dernières.
Pour y parvenir , on fera
cos X - m Cos Z , cos Y — n co&Z ; on. a alors
l/1 -f-/re a -f>/» 9 ’
et les quantités m, n, se trouvent déterminées par les équations
2 (A — A') rc-j-B(rc a — mn — B "m = o,
2 (A — A") m-\- B'(/re a — i)-f- B mn — B "n = o.
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Si l’on prend dans la première la valeur de m , qui est au premier degré, et qu’on la substitue dans la seconde , le terme affecté de n* disparaît de lui-même, et il reste, pour déterminer n , une équation du troisième degré- Cette équation ayant au moins une racine réelle, il en résultera au moins une valeur réelle pour m , et par conséquent pour chacune des quantités cos X, cos Y, cos Z : ces valeur^ vérifieront les équations, (o) * ci il v aura au moins un des axes cherchés qui sera réel.
Supposons que l’on transforme les coordonnées de manière à prendre cet axe pour celui des z , les deux autres axes étant pris, comme on voudra, dans le plan perpendiculaire , et seulement de manière à faire entre eux un angle droit : si après avoir effectué ces .transformations dans l’équation proposée, ou lui applique ensuite les équations (5), elles devront se trouver satisfaites en faisant cos X=o, cos Y~0, COS Z = f. Cette supposition donnant B = o, B'==o, il s’ensuit que, si l’on effectuait réellement cette transformation, les rectangles y s , xz , des nouvelles coordonnées, disparaîtraient d’eux-mêmes, et l’équation, serait ramepée à cette forme ,
A z* -f A y 4- A"x* -f B "xy 4- ;
les coefficiens AA'A"B"Létant tous des quantités réelles; mais, lorsqu’on n’a plus qu’une équation de cette forme, où Bet B’ sont nuis, les deux premièresdes équations(5) sont encore satisfaites en supposant cos Z — ë; ce qui donne des axes perpendiculaires ù l’ax.e des z. La position de ces nouveaux axes est déterminée par la troisième de ces équations, qui devient
a(A"—A') cos Y cos X 4~ B* (cos* Y — cos* X) = o , ou , comme on a alors
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4oi
COS 4 X -f- COS 4 Y r= 1,
tang X 4- - s -- ^ 5 -iang X — * = 0 .
Le dernier terme de cette équation étant négatif et égal à — 1, les deux valeurs de tang X sont réelles, et les angles auxquels elles répondent sont X et X -f- y 0 °. Les nouveaux axes des x et des y, déterminés par les équations ( 5 ), seront donc réels ; l’axe des z, que l’on avait trouvé d’abord, et auquel ils sont perpendiculaires, est aussi réel : on aura donc ainsi trois axes réels et rectangulaires, dont le système satisfera aux équations (A), (B), (C) ; c’est-à-dire qu’en y rapportant réquation générale des surfaces du second ordre, les trois rectangles dés coordonnées disparaissent d’euxmêines de cette équation.
32 i. Quoique ce système.de qoordonnées soit eu général unique pour chaque surface, il pourrait, exister .entre les coeüiciens de l’équation proposée desrelatious.telles, que quelqu’une des équations (5) iut satisfaite d’cllt— meme ; alors les quantités metn resteraient indéterminées, et il y aurait une infinité de systèmes pareils à ceux.que nous considérons : cela arriverait, par exemple, si l’on avait
A = A' = A", B = o, B' = o, B' = o; ce qui suppose
Alors les trois premières équations (6) seraient satisfaites d’elles->mèmes, et il ne resterait qu’à remplir Jçs conditions relatives à la perpendicularité 4çs trois alors aussi, de quelque manière qu’o.p çhaflge la,direction des coordonnées, en les la,issaut toutefois rectangulaires, comme les équation? (£) le supposent, on p’introduirait jamais les rectangles des variables ; c’est _ ce 7 e Edit. 2b
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qu’il est facile de voir directement par les substitutions. Le cas que nous considérons ici est celui de la sphère, et la propriété dont il s’agit a sota analogue dans le ccr~ cle, comme on l’a vu précédemment.
Si l’on avait simplement
A' = À% B = o, B' = o, Ii" —■ o,
une des équations ( 5 ) serait satisfaite d’elle-même; mais les deux autres ne pourraient pas l’être, à moins qu’on n-’eût cosZ=o : il faudrait donc alors qu’un des trois axes, celui des x ", par exemple, fût perpendiculaire à l’axe des z ; on aurait ensuite
cos a Y -f- cos a X = 1,
c’est-à-dire que les angles X, Y, sont complément l’un de l’autre; ce qui est une suite de la condition précédente, en vertu de laquelle l’axe dont il s’agit est situé dans le plan des xy. Mais, pour la détermination des autres angles, il faut recourir immédiatement aux équations (C), qui deviennent, dans ce cas,
A cos Z cos Z' -f- A' (cos Y cos Y' -f- cos X cos X' ) = o, A cos Z cos Z" -f- A' (cos Y cos Y" -f- cos X cos X") =. o, A cos Z' cos Z" -f- A' (cos Y' cos Y" -f- cos X' cos X") = o. En les combinant avec les équations (B), elles donnent (A — A') cos Z cos Z' = o,
(A — A') cos Z cos Z" z= o,
(A — A') cos ZI cos Z" = o ;
et, si l’on n’a pas A = A', il faudra que deux des trois quantités cos Z, cos Z', cos Z", soient nulles; ce qui met deux des nouveaux axes dans le plan des xy. Comme leur situation dans ce plan reste indéterminée, il y aura une infinité de systèmes de coordonnées rectangulaires qui auront tous le même axe des z, et qui auront la pro-
pi’ictû tle ne point introduire le rectangle des variables dans l’équation .proposée; aussi verrons- nous, par la s uite, que la surface représentée par cette équation est formée par la révolution d’une courbe du second degré Autour de l’axe des z.
On arriverait à des résultats analogues, si, B, B', B" «tant nuis, on supposait A —A', ou A=A" : ces cas se traiteraient comme le précédent.
Si, dans les formules de l’article 3 i 9, on veut supposer ( |ue l’on ait fait préalablement disparaître les rectangles des coordonnées, l’cqtfation que nous avons nommée (D) le pourra être satisfaite qu’autant qu’une des quantités A, A', A", sera nulle. Si en outre on suppose les coefïî- «iens C, C', C" nuis, comme nous l’avons fait à la fin même article, une des trois variables disparaîtra entièrement de l’équation delà surface ; et comme cette variable est alors absolument indéterminée, il s’ensuit que la surface est, ainsique nous l’avons annoncé alors, un cylindre droit dont les génératrices sont perpendiculaires à la base , laquelle est uricellipse ou une hyperbole, située dans un des plans coordonnés. Le cas de l’hyperbole comprenant celui des deux lignes droites, le plan se trouve compris parmi ces cylindres.
Des Surfaces du second ordre rapportées à leurs axes.
322 . Il résulte de cette discussion que toutes les surfaces du second degré qui ont un centre, sont renfermées dans l’équation
Mais on peut aussi les réupir avec celles qui n’ont point de centre, dans une formule très simple. En effet, si l’on change dans l’équation générale la direction des Coordonnées sans déplacer leur origine, et en les lais-
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saut toujours rectangulaires, on pourra disposer des in déterminées dépendantes de cette direction, de manière à faire disparaître les rectangles y'z ,x'z r y x'y', des non- Telles variables; car on aura, pour cela, les mêmes conditions que dans les numéros précédens. Par cette operation, la proposée sera ramenée à la forme
Mi' a 4- INI y* + M"x' a + Kz + R'/ + R V = o*
Alors, si l’on transporte l’origine des coordonnées sans changer la direction des nouveaux axes, ce qui se fera en supposant
z'= z”-i- a, y =/'+«', xT=zx"-\-a,
on pourra disposer des indéterminées a,a ,a ",de manière à faire disparaître le terme tout connu; ce qui donnera Mnt a +M / o , *4- M"a" a -f- Ko -f- K’a’-f- R”« M 4- F = 0. ( 2 ) 11 existera toujours pourn, a', a", des valeurs réelles qu» satisferont à cette condition, excepté dans le seul cas où la proposée serait elle-même impossible. Ainsi, en supprimant les accens dont noUs n’avons plus besoin, et faisant, pour plus de simplicité,
3Ma-4-R=ll, 2M'a'+R'=H', 2MV'-f-R" = H >
toutes les surfaces du second ordre se trouveront comprises dans l’équation
Mi-+M j*+M'x , + ^+Wy+Wx — o, (•«
l’origine des coordonnées étant sur un point de la surface L’équation ( 2 ) ne détermine qu’une des coordonnée 1 ’ a a a" de la nouvelle origine ; on peut en conséquent disjmser des deux antres pour rendre mils deux des coef' fichms mais cette réduction n’est applicable qu
celles des Variables dont le carré se trouve aussi dam l’équation; car, si M, par exemple, était nul,Fiodétef'
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minée a disparaîtrait de la valeur de II, qui se réduirait alors à une quantité toute connue.
Cette circonstance nous fournit un moyen très simple de reconnaître dans l’équation ( 3 ) les surfaces qui n’ont pas île centre; car, ces surfaces ne pouvant se ramener à la forme de l’équation (1), si on essaie de déterminer les arbitraires ad a" de manière à ce que les premières puissances des trois variables disparaissent en îuèuic temps, quelques-unes de ces quantités devront devenir infinies dans le cas des surfaces dépourvues de centre : or on aurait, pour les déterminer, les équations
aM« + R = o, vM'u + K' = o, uM"a" -+- K" = o.
Il faudrait donc qu’une, au moins, des trois quantités MM'M* fût nulle, celle qui lui correspond parmi les quantités KK'K" ne l’étant pas. Ainsi, quand nous voudrons considérer du ns l’équation ( 3 ) les surfaces dépourvues de centre, nous devrons supposer que cette équation a perdu quelques-uns des termes qui contiennent les carrés des variables ; modification analogue à celle qu’offre la parabole dans les sections coniques.
3 a 3 . L’équation générale étant ainsi ramenée, dans tous les cas, à sa forme la plus simple, examinons plus particulièrement la nature des diverses surfaces quelle Représente, en commençant d’abord par celles qui ont un centre, et qui sont par conséquent comprises dans la formule
Md-i- IViy-h MV + L =5 o.
Cette équation, étant résolue par rapport à une queL conque des trois variables a:,y,z, donnerait pour elle deux Valeurs égales et de signes contraires. 11 suit de là que chacun des plans coordonnés divise ces surfaces en deux portions égales et symétriques. Les traces de la surface sur ses plans se nomment çec lions principale *, et les axes
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rectangulaires qui déterminent ce système de coordonnées s’appellent axes principaux.
Si nous coupons la surface par des plans parallèles aux. plans coordonnés , ce qui revient à supposer successivement z, constantes, les intersections, qui seront
des courbes du second degré rapportées à leurs axes et au centre, détermineront la forme et le cours de la surface. La nature de ces intersections dépendra évidemment des signes des coeffieiens MM'M' : or, en supposant M positif,ce que nous ferons toujours, il peut arriver qu’on ait
M' et M" positifs,
M' positif, M" négatif,
M' négatif, M" positif,
M' et M" négatifs.
Les trois derniers cas donneront toujours deux cocfliciens de même signe, le troisième étant de signe durèrent : ils rentreront par conséquent les uns dans les autres, et conduiront aux mêmes résultats, en changeant convenablement les variables les unes dans les autres. Il suffira par conséquent de considérer séparément le premier cas et le dernier.
M,M',M", étant positifs,si l’on fait successivement
*Ay> étant des constantes, les intersections de ces plans avec les surfaces auront pour équations
Mz. 8 -f- M'y* + MV -j- L = o,
Mz 2 4- MV 4- M'/ 3 8 -f- L = o,
M'y 4 ~ MV 1 4 ~ My* 4-L = o.
Toutes ces intersections seront alors des ellipses qui auront leurs centres sur les axes des x,y,z. Les traces de la surface s’obtiendront en faisant « = o, /3 = o, > =
cl elles auront pour équations
Mz 2 4- MV+L = o,
Si L est positif, toutes les intersections parallèles aux plans coordonnés seront imaginaires, ainsi que la surface; si L est nul, elles se réduiront à un seul point, qui sera l’origine des coordonnées; enfin si L est négatif et «gai à —L', elles seront réelles tant que les quantités
— L'4- M" « 2 , — L' 4- M'/3 2 , — L' 4 - My a ,
seront négatives; elles se réduiront chacune à un point, quand ces quantités deviendront nulles, et deviendront •maginairesjde même que la surface, au-delà de cette liftiite. Ainsi, dans le cas que nous considérons, la surface est fermée. La nature de ces intersections lui a fait donner le nom d* ellipsoïde.
La construction de cette surface se déduit aisément des considérations précédentes (fig. 128). En effet, BC, CD, DB, représentant ses trois sections principales, la section B'D', faite par un plan B'PD' parallèle à celui des xz, sera une ellipse qui aura son centre au point P, et dont les axes seront les ordonnées PB', PD' menées par ce point aux deux sections principales situées dans les plans des xz et des xy. Pour chaque point M pris fi ur la droite PD', l’ordonnée M'M de l’ellipse B'D' sera eellc de la surface. Nous n’avons représenté dans la figure que la portion qui est renfermée dans l’angle trièdre des coordonnées positives.
En faisant y = 0 et s=o, dans l’équation de cet ellipsoïde n° 3a3, la valeur de x représente l’abscisse AC des points où l’axe des x rencontre la surface : on trouve ainsi.
Ac = ±y/=t.
4oS t>es sent aces
Cette double valeur indique deux points d intersection situés de part et d’autre, et à des distances égales de l’origine des coordonnées. On trouvera de même^en faisant successivement y—o et x—o \ puis x o et z — o »
ab=±v/^' ao=±v / ir-
Le double de ces valeurs forme ce qu’on appelle les axes de la surface : on voit qu’ils ne sont réels, que si L es
négatif. ,,,
L’équation de l’ellipsoïde prend une forme très elegante lorsqu’on y introduit ces axes. Si l’on représente pdr A, B, C, la moitié de leurs longueurs, respectivement parallèles aux x,y, z, on aura
Aa = far ’ B = m 7 ' ^ m ’
et, en tirant de ces rapports les valeurs de MM'M% l’équation de la surface devient
AT>V-f- A s Cy-b B s C i æ s == A a B 9 C a ;
sous céUc forme, on voit aisément que les sections principales sont des ellipsés dont les axes sont A et B, A et O
B et€. .. . .
3 2 5 . Prenons les plans coupans perpendiculaires ai planées xy, et passant par l’axé des s, leur équation sei*
y = ax,
ou, en adoptant pour coordonnées (fig. 129) l’angl® WAC tt le rayon AN , que nous représenterons respeet^ vement par <p et r ,
* = 7Cosp, y ==r s ‘ n < P‘
Substituant ces valeurs dans l’équation de la surface, aura celle de l’intersection rapportée aux coordonne c
DÜ SECOND OMDRE.
r et z , qui sera
Mz. a -f- r s (M' sin 4 <p -f“ M" cos a ç>) 4- L = o.
Elle représente en général des ellipses différentes, suivant les différentes valeurs de Mais, si M' — M", les axes AC, AD, situés dans le plan des xy, Reviennent égaux, l’angle <p disparaît, et l’on a simplement Mz a -f MV + L = o.
Toutes les sections faites dans la surface par des plans menés par l’axe des z , sont donc alors égales entre elles et aux deux premières sections principales: la troisième devient une circonférence de cercle j et il en est de même de toutes les intersections parallèles au plan des xy : la surface est donc alors iormée par la révolution tle l’ellipse BCou BD autour de l’axe des z. On voit, par ce procédé, qu’en général, pour qu’une surface soit de révolution autour de l’axe des z , il faut que x et. y entrent dans son équation; de manière que z n’y soit fonction que de r ou de x % -4 -y*-
La supposition de Al =a M ou de M = M donnerait des ellipsoïdes de révolution autour des autres axes. Enfin , si M = M' = M", les trois axes A, B , C sont égaux; l’équation de la surface devient
Elle est alors de révolution par rapport aux trois axes : on reconnaît aisément la sphère à cette propriété.
326. Généralement, à mesure que les quantités M, M', M", diminuent, L restant le même, les axes qui leur correspondent augmentent, et l’ellipsoïde s’étend davantage (fig. 128). Enfin, si une d’elles, M" par exemple, devient nulle, les deux autres restant finies et positives, l’axe correspondant, qui est ici AC, devient infini ; alors l’ellipsoïde se change en un cylindre dont
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I a “ e * e confond avec celui des x, et dont l’équation est Ms 1 4 M'y’ + L = o.
La base de ce cylindre est l’ellipse BD située dans le plan t!es z y » et ,a coordonnée .r devient arbitraire; c’est pourquoi elle disparaît de l’équation de la surface.
On voit de nouveau, par cet exemple, qu’en général une équation qui ne renferme que deux des trois variables x, y, z , représente un cylindre lorsqu’elle est prise dans toute sa généralité. C’est ainsi que l’équation <1 un plan perpendiculaire à un des plans coordonnés se réduit à 1 équation de sa trace sur ce plan.
Si aux suppositions précédentes on ajoute que M=M', ellipse BD devient une circonférence de cercle; et l’on a alors le cylindre droit à base circulaire, tel qu’on le considère dans les élémens de Géométrie.
Enfin, si M est nul, l’équation se réduit à L = 0,
cc qui donne
elle représente alorsdeux plans, parallèles auplandes xy , et situés de part et d’autre de ce plan, à la distance AB.
. 327 . Considérons maintenant le cas où M' et M" sont négatifs, M étant positif. Dans ce cas, l’équation de la surface est
Ms» — M'y 1 - M V-f L = o ;
et les intersections parallèles aux plans coordonnes ont pour équations
Mz» — M y — M V 4 L = o.
Ms* — MV — M'/ 3 * + L =: o,
My 4 MV — My* — L = o.
lies deux premières sont des hyperboles, les dernières
sont des ellipses : on a alors pour les traces de la surface
Mz a — My 4 - L = U , Ml 5 — M"x* -f- L = o,
Les intersections parallèles aux plans des x z et des yz sont toujours réelles : il n’en est pas de même des intersections parallèles au plan des xy ; elles ne peuvent être toujours réelles que lorsque L est une quantité positive : si Ii est négatif et égal à — L', elles seront imaginaires pour toutes les valeurs de y, qui rendront la quantité Jj — My a positivej quand cette quantité sera nulle, elles se réduiront à un point, et au-delà elles seront toujours réelles. Ainsi, dans ces deux derniers cas, la surface s’étend indéfiniment dans tous les sens; mais sa forme n’est pas la même.
Lorsque L est positif (fig. i 3 o), les deux sections principales, qui sont des hyperboles , ont pour second axe l’axe des z : elles sont donc placées comme le représente la ligure : alors tous les plans parallèles à celui des xy rencontrent la surface suivant des ellipses.
En cherchant, comme dans l’article 3 a 4 , les intersections de cette surface par les lignes des xyz , on trouvera les trois axes, dont les deux premiers seront réels» et le troisième imaginaire : si on les représente respectivement par A,h,Ci/—i, et qu’on introduise ces valeurs dans l’équation de la surface, elle prend la forme suivante
A*BV- A-Cy- B’C‘*’+ A'B’C* = o.
Lorsque L est négatif au contraire, les hyperboles résultantes des sections principales ont pour premier axe l’axe des z , elles sont donc placées comme le représente la fig. i3i : alors la surface est imaginaire entre 11 et B'; par conséquent, les' plans parallèles au plan des xy ne la rencontrent point dans cet intervalle, audelà duquel ils donnent constamment des ellipses.
Dans ce cas, si l’on cherche les trois axes de la surface, relativement aux. xyz , on trouvera le dernier réel, et les deux autres imaginaires. En les représentant respectivement par k \/—x , Bt/—i,etC, l’équation de la surface deviendra
A a B*z a — A a Cy — B a C a x a — A a B a C 2 = o.
On voit maintenant en quoi diffèrent ces deux surfaces que l’on nomme hyperboloides.
Lorsque M* = M", on a A = B; elles deviennent toutes deux de révolution autour de l’axe des z.
Si M' devient nul, L ne l’étant pas, l’axe AC devient infini, et l’équation se réduit à
Ma*— M'y 4 - L = o.
Elle représente alors un cylindre perpendiculaire au plan des zy, et dont la base, ou la section par ce plan, est une hyper]>ole. La situation de cette base, et par conséquent celle du cylindre, dépend du signe de L.
A mesure que L positif ou négatif diminue, l’inter valle B B' (tig. i 3 i) et l’ellipse CDD' (tig. i 3 o) se resserrent; enfin, quand L est nul, les points B et B' se confondent, et l’ellipse CDD' se réduit à un point qui est l’origine même des coordonnées. Les hyperlxoles données par les pians des xz et des yz deviennent des droites, et les hyperboloides se réduisent tous deux à un cône qui ressemble au cène droit des élémens de Géométrie, à cela près que sa base est une ellipse; son centre est à l’origine des coordonnées : dans ce cas, on a l’équation
Mz a — M'y* — M".x a = o.
Les sections de la surface par des plans parallèles aux plans des xz ou desy'z,, sont encore des hyperlioles qui ont leur centre sur l’axe des y ou sur l’axe des x. On pourrait donc concevoir encore ce cône comme fryant
nu SECOND ORDRE. 4i3
pour base une hyperbole située dans un plan parallèle à un des deux précédons ; et alors il serait engendré par le mouvement d’une ligne droite assujettie «à passer toujours par l’origine des coordonnées, et par des points dilTérens de cette hyperbole. Si M" est nul, ce eône se réduit à deux plans passant par l’origine des coordonnées , et perpendiculaires au plan desy'z.
On peut encore s’assurer que la surface précédente est conique, en menant les plans coupans par l’axe des z . alors ils auront pour équation
y=x tang Q ;
ce qui donne
x = r cos <p , y = r sin ç.
Ces valeurs, substituées dans l’équation des hyperboloïdes, donneront pour l’équation de l’intersection Mz 2 —■ r* (M' sin 2 p M" cos* ç) -+• L = o,
qui appartient en général à l’hyperbole, mais qui, dans le cas où L = o, représente deux lignes droites menées par l’origine; ce qui est le caractère des surfaees coniques, puisqu’elles sont engendrées par le mouvement d’une droite assujettie «à toucher toujours une combe donnée, et à passer toujours par un meme point. Ici les droites correspondantes à un même plan coupant font des angles égaux avec l’axe des z; ce qui tient à eè que l’axe du cône passe par le centre de l’ellipse qui lui sert de base, et est perpendiculaire au plan qui la contient.
Tant que M' et M" sont différentes Kune de l’autre, les droites données par l’équation
Mz 2 — r 2 (M'sin 2 <p -f- M" cos 2 <p) =. o,
font des angles différens avec l’axe des z suivant les valeurs de <p : mais, lorsque M' = M", on a
Mz 2 — r 2 M' = o ;
l’an 8 Ie disparaît, et toutes les génératrices font des angles égaux avec l’axe des z : ainsi, dans ce cas, la surface devient un cône droit à brise circulaire, ayant pour axe l’axe des z.
3 a 8 . Le cône que nous venons de considérer est, par rapport aux hyperboloïdes, ce que sont les asymptotes de l’hyperbole par rapport à cette courbe. En effet, si l’on représente par z , z les coordonnées respectives de ces deux surfaces pour les mémos valeurs de x et de y , on aura
Z “■ M ce qui donne
La différence entre ces ordonnées, supposées de même signe, sera positive ou négative suivant le signe de L>par conséquent, le cône sera intérieur à l’hyperboloïdc, si L est positif; extérieur, si L est négatif. Cette différence sera d’autant plus petite, que les valeurs des coordonnées z' et z seront plusgrandes : ainsi le cône approchera toujours de plus en plus de chacun des hyperboloïdes, sans pouvoir jamais les atteindre.
329. Les hyperboloïdes ont encore plusieurs propriétés remarquables qui les rapprochent des surfaces coniques. Si l’on considère les hyperboles
Mz a — uy — MV-f-L = o,
qui sont données par les plans coupans perpendiculaires à l’axe des x, on voit qu’en supposant L positif (fig. i3o), elles auront leur second axe parallèle aux z, tant que
— M et* -j- L
sera une quaulité positive, ce qui arrivera quand le plan coupant passera entre le centre et le point C ; elles se ré duiront à des lignes droites, quand cette quantité sera
mille, ce qui arrivera à l’extrémité de l'axe AC; enfin pour des distances plus grandes du centre, elles auront eur premier axe parallèle à celui des z. O a peut suivre Ja meme marche sur les hyperboles parallèles aux plaides xz, et on trouvera également que le plan mené •• extrémité de Taxe AD, perpendiculairement à p ax / des _y, rencontre aussi la surface suivant deux droites Ceci est un cas particulier d’une propriété plus generale que nous développerons par la suite.
33o. Reprenons maintenant l’équation générale Mz’+ M'y 4 JVTx’-f Hz 4. H y + H » x _ Q ^
Pour en déduire les surfaces dépourvues de centre il faudra (page 4o5) supposer quelqu’un des trois coeffi cens M, M', M", égal à zéro : ces coefficiensne peuven* cependant pas être tous supposés nuis à la fois alors la surface ne serait plus qu’un plan. II y aura donc en tout deux cas à examiner, suivant qu’une seule ou deux d entre les quantités M, M', M", seront nul les Nous allons discuter ces deux cas, en supposant que le terme Mz u reste dans l’équation, le coeflicient M étant positif. Il sulfira de changer convenablement les va nahles xyz les unes dans les autres, pour en déduire lès résultats qui auraient lieu, si M était égal à zéro Supposons d’abord M" nul, M'ne l’étant point /alors d apres ce qui a été dit dans l’article 3aa ; on pourra’ transporter les coordonnées parallèlement à elles-mêmes de manière à rendre H et II' nu l s . L’équation sera donc réduite à la forme
Mz 9 +My+H" x — o.
Les sections parallèles aux plans des yz, des xz et de x y, seront
Mz a +My+H"*=o,
Mz a H"x 4 M'/3 a = o,
4i6 des surfaces
Les deux dernières, qui représentent des paraboles, seront toujours réelles, les autres seront des ellipses ou des hyperboles, selon que M et M'seront de même signe ou de signe contraire. Les sections principales de la surface auront pour équations
Mz J +My=o, M'y 9 + H"*=o;
et, suivant le signe do M', la première se réduira à un point, ou représentera deux lignes droites.
Supposons d’abord M' positif, ainsi que M. Les sections parallèles au plan desyz ne seront réelles qu’autant que H" ot et seront de signe contraire. La surlace ne s’étendra donc que d’un seul côté du plan des yz', savoir, du côté positif, si H' est négatif; de l’autre, s’d est positif: cette dernière disposition est représentée dans la figure 132 ; on y reconnaît aisément l’ellipsoïde .de l* 1 tig. 128, dont deux sections principales sont devenues des paraboles.
Prenons maintenant M' négatif ; l’équation de la surface devient
M 2, 9 — M'y* 4-H"x=o, et les sections principales seront M^-MVco, Ms a +H"* = o, M'/*— ïl”xz=o.
Celles qui sont paraboliques auront leurs branches dirigées en sens contraire , et leur sommet à l’origine des coordonnées (iig. l33 ). En général, les sections parallèles au plan desys seront des hyperboles BB'B",CC'C", qu* auront leur centre dans l’axe des x ; mais d’un côté de ce plan, elles auront leur premier axe HZ» parallèle aux 2 1 et de l’autre, elles auront le premier axe Ce parallèle aux y. Ces directions différentes se réunissent dans le plan des^s, où les sections hyperboliques se réduisent à deux lignes droites AL, AL', comme le représente 1*‘ ligure i33, où l’on a supposé H'' positif. En général, d
«st aisé de voir que le signe de H" n’influe point sur la forme de la surface, mais seulement sur sa position par rapport aux plans coordonnés. Il est remarquable que les hyperboles représentées par les équations
Mz a — M'y 1 -f- H"« = o,
et qui sont par conséquent les piojections sur le plan des yz des intersections parallèles à ce plan, ont leurs asymptotes parallèles aux lignes droites AL, AL', dont l’équation est
Mi 5 — M = o,
et qui sont les intersections du plan desyz avec la surface. Ainsi les plans menés par ces droites et par l’axe des x comprendront toute la surface dans les angles dièdres qu’ils forment de part et d’autre du plan des xy, et ils s’en approcheront sans cesse sans pouvoir l’atteindre. Les surfàcçs que nous venons de discuter se nomment parabol6id.es.
33 1. ïl nous reste maintenant à examiner le cas où M' et M* seraient nuis à la fois ; alors l’équation (2) devient
Mz a + lfz -f H r y + H"x = o. ( 4 )
On ne peut ,par le simple déplacement de l’origine, faire disparaître que le terme Hz, ce qui ramène l’équation à celte forme
Mz a -hH'y4-H"x=o.
Les traces de la surface sur les plans des yz , des xz et des xy, ont pour équations
Mz a 4- n'y=o , Mz a + H"x = o, H'y + H"x = 0 ;
les équations des sections parallèles à ces plans seront eu général
Mz a -f* Hy -f- IIo,
Ms* + II"x + lI'y8 = o, lly -f- H"x -f- My a =r. c.
7* Edit.
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Les deux premières représentent des paralioles égalés et parallèles aux sections prinei|>ales qui leur correspondent ’• leurs sommets, situés dans le plan des xy , sont placés sur la ligne droite
M'y + BT J? = o,
suivant laquelle le plan des xy rencontre la surface. On voit, de plus, que les sections parallèles au plan des xy sont des lignes droites parallèles entre elles, et à la trace de la surface sur ce même plan. 11 est aisé de reconnaître à ces caractères que la surface dont il s’agit est un cylindre paralwlique dont les génératrices sont parallèles au plan des xy, les projections de ces génératrices sur ce plan faisant avec l’axe des x un angle qui a pour H"
tangente trigonométrique — |p*
D’après ce que nous avons dit sur la nature des surfaces cylindriques , il est clair que , si nous transformons les coordonnées de manière à prendre un des axes parallèles aux génératrices, une dos trois variables x , y, s, disparaîtra cVelle-même. Pour cela, il faudra conserver Vaxe des z , et changer seulement ceux des x et des y, en les laissant rectangulaires, ce qui se ferai l’aide des formules
* = x' cos * — y sin <*, y — x' sin et -j- y cos et.
En effet, en substituant ces valeurs dans l’équation de la surface, elle devient
MzM-(H'cos • —H'sin a) y' + (TE sin * + H" cos«) * = o. La variable x' disparaîtra en faisant
II' sin * -f* H" cos et—o j
ce qui donne
tang * = — pp
Le nouvel axe des x devient ainsi parallèle à la gênera-
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trice qui a pour équation et 1 équation transformée de la surface devient H' ‘ y — °*
33 a. En coupant les surfaces du second degré par des plans diversement inclinés, les intersections sont des couibes du second ordre; on peut aisément reconnaître leur nature, en les rapportant à des coordonnées prises dans le plan coupant lui-même.
Pour cela, reprenons les formules
x = mx' -f- m'y + mV, y—nx + ri y ,+ riz ,
Z—pi? -+.p'y' + p " z ' )
qui servent généralement à la transformation des coordonnées en trois dimensions. Si Ton substitue ces valeurs dansl équation d’une surface, cette surface se trouvera rapportée aux x'y V ; et, pour trouver son intersection par un plan donné, il suffira dé combiner son équation avec celle de ce plan. Or , si les coordonnées x y sont prises dans le plan coupant lui-même, la troisième coordonnée z' lui sera perpendiculaireet 1 équation de ce plan seras' = o. Ainsi, pour trouver’l’équation de son intersection avec la surface, il suffira do faire s nul dans cette dernière, après l’avoir transformée.
Ou, ce qui revient au même, il suffira d’y substituer pour xyz les valeurs suivantes
x—nix -j-m'y , y=znx'-\-riy , c xpx'-j-py', que l’on obtient en supposant z' nul.
Il ne reste plus qu’à déterminer lescoefficîens m‘,rn n > d’après la position des axes dans le plan cou¬
pant. Pour plus de simplicité, nous supposerons que les x sout comptées sqr la ligne A£' (lig. i34) , q„i représente la trace de ce plan avec celui des xy y et nous
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'prendrons pour axe des y' une droite AY' menée dans le plan perpendiculairement à cette trace : alors, si nous commençons par considérer les points situés sur l’axe AX', pour lequel y' est nul, les valeurs de xyi> deviendront
x — mx , y = » c , * = P x -
L’axe AX' étant situé dans le plan des xy , si l’on nomme <p l’angle X'AX, on aura pour les points situés sur cet
axe f .
x X cos <p j y =z £c sin 9 , x — o.
et par conséquent
w = cos?, n = sin ç , p = o.
Relativement à l’axe des y , on aura si =t=o, x = o , ce qui donne
x = mly', y = «y -, a = p'y '■
5 oit M un quelconque des points qui y sont situes. Si l’on mène MM', M'P', respectivement parallèles aux .axes des z et des y, MM'sera z, PM', —y , AP', x, et AM > f -, l’angle MAM' sera celui que fait le plan donné avec celui des xy : en le nommant fl, on aura z = y sin fl, AM' = cos fl,
y — — AM' cos <p = —y cos ô cos <p , x = AM' sin <p =/ cos fl sin 9 j
ce qui donne
m' — cos9 sin9, »'= — cos ô cos 9, // = sinô;
et, en réunissant ces deux valeurs, on en tire généralement , pour tous les autres points du plan X'AY', x = x’ cos 9 +/ cos ô sin 9 , y=z x' sin 9 — y' cos ô cos <p ; z=ysinô.
Ces formules serviront à rapporter les points d un plan à des axes rectangulaire^ qui y seront situés.
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ooo. Jusqu’ici nous n’avons changé que la direction des axes : si l’on voulait aussi déplacer l’origine, il suffirait d’ajouter aux expressions précédentes les coordonnées a , b , c , de l’origine nouvelle ( n° 97 ). On aura ^insi pour xyz ces valeurs générales
x == a -k- x' cos <P -h y' cos ô sin i p , y = ^ + d sin <p — y' cos 6 cos <p ,
Z — C -+-y' sin ô ,
dans lesquelles a , b , c, représentent les anciennes coordonnées x,y, z, d’un point quelconque pris dans le plan coupant. Ce plan se trouve aussi déterminé par les trois conditions, de passer par ce point, de faire avec le plan des xy un angle 6, et de couper ce même plan suivant une ligne droite qui fasse un angle <p avec J’axe des jt.
En substituant ces valeurs dans l’équation générale
Mz‘4- M'/ + MV + Hz -h H 'y -f- IIV=o,
qui comprend toutes les surfaces du second ordre, on aura l’équation de l’intersection qui sera évidemment du second degré en x,/, et l’on pourra reconnaître sa nature d’après les méthodes que nous avons données.
On pourra même disposer des indéterminées, desquelles dépend la position du plan coupant, pour obtenir les diverses intersections qui seront compatibles avec la nature de la surface : si, par exemple, on demande que 1 intersection soit une circonférence de cercle ; il suffira, pour cela, que les coefficiens de^ /a et a; 3 soient égaux et de même signe, celui des xy' étant nul. Or l’on verra aisément, par la substitution effective, que ces conditions donnent les deux équations suivantes
9 -f-M'cos*CcosV-f M"cos a 0sin v ^---M'sin a <£—M^cos’ip , ( 2 )
sin <p cos <p cos i — o, (3)
lesquelles doivent servir à déterminer les angles S et ç>.
La seconde est satisfaite en supposant cos Ô = o ; ce qui donne sin ô =. 1, et â =90° : cette valeur, substituée dans la première , donne
M — M' sin* <p — M" cos* ç> = o -,
d’où l’on tire
tang <p =
Alors le plan coupant est perpendiculaire au plan des xy : cette 1 valeur de tang n’est réelle qu’autant que la quantité
est positive. Ainsi, dans ce cas seulement, la supposition cos ô = o est admissible. Cela n’a pas lieu, par exemple, quand M' == M". Alors, en effet, la surface est de révolution autour d’un axe parallèle à l’axe des z , comme on peut aisément le voir en transportant les coordonnées x et y parallèlement à elles-mêmes, et il devient impossible de la couper suivant un cercle par un plan parallèle à cet axe, à moins qu’on n’ait aussi McM =M * ce qui est le cas de la sphère.
L’équation ( 3 ) est encore satisfaite en faisant
sin <p = o , ou cos <p = o
La première supposition donne le plan coupant perpendiculaire au plan des yz -, la seconde le rend perpendiculaire à celui des xz. Dans le premier cas, on aura
tang ô =
dans le second ,
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Chacune (le ces valeurs de 0 ne sera admissible qu'au tant que les quantités qui s’y trouvent affectées du sij;ne radical seront positives. Or , il est aisé de voir qu’en prenant M positif, ce qui est toujours permis, les trois quantités
ne peuvent pas être négatives en même temps, d’où il suit qu’une au moins des suppositions précédentes sera possible : or, chacune d’elles donne deux, valeurs de tang ô ou delang ç, et par conséquent il eu résultera , dans chaque cas, deux positions du plan coupant qui donneront des circonférences du cercle.
Il suit de là, i°. qu’eu général, par chaque point d’une surface du second degré ou peut toujours faire passer deux plans qui la coupent suivant Une eircoule- ' rence de cercle.
2 °. Lorsque l’on a fait disparaître de l’équalion de la surface les rectangles des coordonnées, les plans coupans qüi donnent des cercles sont perpendiculaires à l’un des plans coordonnés- 3 °. Comme les conditions précédentes ne déterminent que les angles 6 et ç> , et non pas les coordonnées a , b , c, il existe pour chaque surface une infinité de plans qui donnent des cercles, et ils sont tous parallèles entre eux. Quant aux indéterminées a , b , c , on peut en disposer pour que l’origine de x'y' se trouve au centre même du cercle suivant lequel la surface est coupée; cette condition , qui rend les coefliciens de x et de y' nuis, donne, entre a , b,c, deux équations linéaires; d’où il suit que, pour chaque surfaee, les centres de tous ces cercles sont situés sur une même ligne droite.
a et b étant supposés déterminés par ces deux équations c reste encore arbitraire ; mais, pour que les
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cercle* dont il s’agit soient réels,il faut que le dernier terme de l’équation transformée en a/* et y 8 soit de signe contraire aux deux autres. Cette condition, qui limite les valeurs de c, pourra toujours être remplie pour chaque surface, excepté dans les points ou elle ne s’étend pas. Il suit de là que toute surface du second degré peut être engendrée par le mouvement d’un cercle toujours parallèle à lui-même, et variable de rayon.
En appliquant ces résultats au cône elliptique, on pourra lé couper suivant une circonférence de cercle -, ce qui donnera le cùne oblique que l’on considère relativement à son volume dans les Elémens de Géométrie, et dont nous aurions pu, quoique avec moins de simplicité, déduire toutes les courbes du second ordre. Une des sections circulaires étant regardée comme base de cette surface, l’autre se nomme section souscontraire. Il est aisé de voir, par ce qui précède, que, si le cône est droit, la section souscontraire se confond avec la base.
On trouverait de même quelles sont les surfaces du second degré qui peuvent être coupées suivant des lignes droites, et les élèves pourront s’exercer à cette recherche.
Des Plans tcingens aux Surfaces du second ordre.
335 . Par un point quelconque pris sur une surfacecourbe, on peut mener une infinité de droites qui ne la rencontrent qu’en ce point. L’ensemble de ces droites forme, comme on le verra tout à l’heure, une surface plane que l’on nomme plan tangent, et qui est, par rapport aux surfaces, ce que sont les tangentes par rapport aux lignes.
Cherchons l’équation du plan tangent relativement aux surfaces du second ordre : pour cela, reprenons celle de ces surfaces, qui est
Az a + A'y-f A*V+ Cz + Cy + C'a: + L = o. ( i )
Eu supposant qu’on ait fait disparaître les rectangles des coordonnées : soient x", y", z!\ les coordonnées du point de tangence, on aura
Az" a + Ay a +AVM-Cz'-f Cy K - {- CV+L = o. (2)
Les équations d’une droite menée par ee point, suivant une direction quelconque, seront
a et b représentant les tangentes trigonométriqucs des angles que ses projections forment avec l’axe des z. Dans les points où cette droite rencontre la surface, ses équations subsistent en même temps que les deux précédentes. Or, en retranchant ces dernières l’une de l’autre, on a
A(a 4 -a ,, )(s--a' , ) 4 -A'(y+ > y'')(y-ry)+A'(*H-ar")(*—x')
Mettant pour ^— -y* et x — x" leurs valeurs données par l’équation de la droite, on aura, relativement aux points d’intersection,
W *+0 -fA / ù(^+y)-f-A'fl(x-f-a")+C+C'ù-|-C , 'a )(z-z'=
Cette équation est satisfaite, quand z=z"; ce qui donne y—y" et xz=x", parce que le point dont les coordonnées sont xy" } z", est sur la droite. Supprimant le facteur commun z — z", il vient
A( 2 +z")+A'ù(j 4 - i y ,r )+A' , «(x-f-a')+C+C 7 i+C , a-o Cette équation appartient au second point dans lequel la droite, considérée comme sécante, rencontre la surface.
Si elle est tangente, ce second point doit se confondre avec le premier, et ses coordonnées doivent être les
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mêmes. L 3 équation précédente doit donc alors être satisfaite, quand on fait
ce qui donne
2 Aa" 4- s A'A)'"+ 2 A W'-f- C -f C'Z> + C’a = o. (4)
C’est la condition nécessaire pour qu’une droite soit tangente à une surface du second ordre. Comme elle ne su Hit pas pour déterminer les deux quantités a et b, une d’entre elles reste arbitraire-, et conséquemment il existe pour chaque point une in Unité de droites qui jouissent de cette propriété.
Si l’on élimine a et b au moyen de leurs \aleurs prises dans les équations de la droite, le résultat exprimera toujours une propriété commune aux droites qui touchent la surface dans le point donné ; mais il ne renfermera rien qui soit particulier à aucune d’elles; il appartiendra par conséquent à la surfaôe qu’elles forment* laquelle aura pour équation
(aAz.* -f C) (2 — *') + (a A 'y" + C') (>— y")
+ ( 2 AV+ C')(x — x /, ) = o.
Cette équation étant linéaire en r ,y , a,le lieu de toutes les tangentes est un plan qui est îui-meme tangent à la surface proposée.
En développant cette expression, et luisant usage de l’équation (a), on peut la mettra sous la forme la plus simple
(aAi' -f C)t 4 - (2À'y' -f C')y+ (2A'V 4 - C") x , -H CS -h C'y" -f Cx'-\- uL =' o. ( 5 )
Pour les surfaces qui ont un centre,C, C et C sont nuis,lorsque l’origine des coordonnées est placée a oc j oint : l’équation du plau tangent devient alors
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Azz^-f- A'yy"-f- A l, xx"-f- L ~ o.
336 . Une droite menée par le point de tangence, perpendiculairement au plan tangent, se nomme une normale. D’après la première condition, ses équations seront de la forme
Pour que la seconde soit remplie, il faut (n° 62) qu’on ait A n x*=z a Az", A 'y" = V Az" ;
ce qui détermine a' et b'. Il ne reste plu.4 qu’à substituer ces valeurs dans les équations de la normale. Si la surface proposée est de révolution par rapport à un des axes, par exemple, celui des j/, on a A=A*; et la va¬
leur de a, qui devient —, donne
ara"— zx" = o,
pour la projection de la normale sur le plan des xz : cette projection passant par l’origine des coordonnées, il s’ensuit que la normale rencontre l’axe des y. Cette propriété est générale; et, lorsqu’une surface est de révolution autour d’un axe, toutes ses normales rencontrent cet axe.
337. En mettant dans l’équation du plan tangent, pour x"y"z" les coordonnées du point de tangence, il sera facile ensuite de construire ce plan. On peut aisément faire l’application de ces résultats aux diverses surfaces du second ordre que nous avons discutées, et l’on en verra naître plusieurs propriétés remarquables. Prenons pour exemple l’hyperboloïde que nous avons discuté dans l’article 02j. L’équation de cette surface csj
celle du plan tangent sera
Azz "— A ’yy" — A''xx"-f- L = o, et en outre on aura pour le point de tangence ,
As" 2 — A'/' 2 — AV*4- L = o.
Pour trouver les points communs au plan tangent et a la surface, il faut combiner les trois équations précédentes de manière à en éliminer x,y ou z\ car, dans ces points, elles subsistent en même temps. Or, si l’on retranche le double de la seconde de la somme des deux autres, on trouve
La troisième, retranchée de la seconde, donne Az"(z — z") — A'y" (y — y") — AV' (x —x") = o ; d’où l’on tire
a(z-*■)•={A>-»- yo+y£( : r-x-)}-
Substituant cette valeur dans l’équation (A), il vient
{ Ay (y -/) + - A AV* (y -/)*
— AAV*(x— V)*=o.
Ce résultat, qui ne contient que x et y, appartient aux points communs au plan tangent et à la surface; c’est l’équation de leur projection sur le plan des xy. Elle est toujours satisfaite, quand x—x r , ce qui doit être, puisque le point de tangence est nécessairement sur la surface ; mais elle est, de plus, décomposablc en facteurs du premier degré; car, si l’on fait
le facteur x — x", devient commun à tous ses termes; en le supprimant ,les variables x et y disparaissent, et
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Von a pour déterminer a , l’équation du second degré (A 'ay" -f- A"x") a — AA'û^"* — A A"z" a — o ; ce qui donne pour chaque point de la surface deux, râleurs de u. Lorsqu’elles seront réelles, les points communs au plan tangent et à l’iiyperboloïde auront pour projection deux lignes droites sur le plan des xy f et, comme ils sont d’ailleurs situés sur le plan tangent, ils formeront aussidcux droites dans l’espace. Leurs projections sur les autres plans coordonnés s’obtiendront en éliminant^ ou x de l’équation du plan tangent, au moyen tle celle de la projection déjà trouvée ; ce qui revient à combiner ensemble les équations
A z." (a — z") — A 'y* (y — y") — AV (x — x") — o, y— y" =a(x— z").
Il s’agit maintenant de savoir si les valeurs de a seront toujours réelles. Or, en développant l’équation qui détermine cette quantité, elle devient A / (Az" 3 — Ay , *)a t -h2A'A"y a x'a+A"(Az" a — A'V'“)=o ;
ou, en faisant usage de la relation qui existe entre les coordonnées du point de tangence,
A'(A V a — L)a a -f aA'A'yVfl + A"(A y" a — L) = o.
La quantité affectée du signe radical, dans la valeur de a , sera
— A'A" (Ay' 1 —L) (AV* — L) + A' a A"yV* ; ou, en développant,
A'A"L(Ay a + AV— L),
qui se réduit enfin à
AA'A"La" a .
Les trois quantités AA'A"étant positives, a ne peut être réelle qu’antant que L sera aussi positive : par consé-
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<jucnt, l’hyperboloiide a une nappe dont l’équation est A2*— A'y* — A"x a -f- L = o ,
AA'A" et L étant positives, est touché par ses plans tangens suivant deux lignes droites; et il est le seul liyperboknde du second ordre qui jouisse de cette propriété. Cette propriété n’infirme pas la définition du plan tangent donnée dans l’art. ... ; car il existe encore , powr chaque point de tangence, une infinité d’autres lignes droites qui n’ont que ce point de commun arec la surface.
338 . Les formules précédentes peuvent encore être employées pour mener un plan tangent aux surfaces du second ordre par un point extérieur dont les coordonnées seraient connues. En effet, en les supposant représentées par x ,y , z', elles doivent satisfaire à l’équation du plan tangent; ce qui donne
(2 Az" -f cy + (a A'/ -f- C')y' 4 - (2A'x“ + C'V -f- Cz" -f- C'y"-J- C"x" 4 - 2L = o. ( î )
On aurait de plus* le point de tangence étant sur la surface *
Az"» 4Ay a -+- A"x" a +Cz"+ C'y"+ CV' 4 -L=o. (a)
En regardant x ", y" et z" comme inconnues, ces deux équations ne suffiraient pas pour les déterminer : on peut donc, par un meme point extérieur, mener une infinité de plans tangens à la surface. Si l’on élimine x" ouy'" entre ces deux équations, elles donneront les projections de la courbe qui est le lieu de tous les points de tangence de ces plans : cette courbe est celle suivant laquelle la surface serait touchée par une surface conique qui aurait son centre au point donné, et qui serait engendrée par une ligne droite^issujeltie à passer toujours par ce point et à toucher la surface.
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L’équation (i) étant linéaire en x",y" , z° f sa combinaison avec l’équation ( 2 ) donnera entre x" et z", y" et z ", des équations du second degré ; d’oû il suit que la courbe de tangence sera une section conique ; et, par conséquent, les surfaces coniques, tangentes à des surfaces du second ordre, sont elles-mcmes du second ordre.
Si, au lieu d’effectuer l’élimination entre les équations ( 1 ) et ( 2 ), on veut construire séparément chacune d’elles en y regardant x",y", z", comme variables, la première représentera un plan qui sera le lieu de la courbe de tangence; ce plan sera donc analogue à la corde qui joint les points de tangence dans les courbes du second ordre ; et, en lui appliquant ici les considérations dont nous avons fait usage pour assujettir ces cordes à passer par un même point, on en déduira aisément des propriétés de plans analogues à celles des lignes polaires.
La position du plan tangent serait déterminée, si l’on connaissait un second point par lequel il dût passer ; car , en désignant par x m , y, z ", ses coordonnées, on aurait
(2Az w 4 - C) z m 4- ( 2 A y 4- C)y" 4- (2AV4 -C # )x- + Cz n 4- C'y" 4- CV' 4- 2 L= o. (3) Les équations ( 1 ), ( 2 ), (3), suffiront pour déterminer les coordonnées x", y" f z",du point de tangence en fonction de x ', y, z ; x" ,y‘" ) z m .
On arriverait à un résultat semblable, en assujettissant le plan tangent à passer par une droite donnée. En effet, soient x !, y', z' les coordonnées d’un point de cette droite, son équation sera de la forme
x-x' = a(z-z'), y-y' = b (* — &'), a et b étant connus, puisque la position de la droite
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l'tst supposée donnée: or , x , y , z devant satisfaite a l’équation du plan tangent, on aura d abord
(aAa - + CK 4- ( 2 A/y" H-C)/ 4- (a^V 4- C')*'
+ Ca'4- C'y" 4- C"x" +uhz=o.
Celte condition ayant lieu, il suffit, pour que la droite soit dans le plan, qu’elle lui devienne parallèle} ce qui donne (n° 8i) ,
As" 4- A ’by" 4- A"ax" = o.
On aura de plus
As a * 4- Ay* 4- A"*"* 4- Cz” 4- c'y" + C"x" + h = o, puisque le point de tangence est sur la surface. Ces trois équations détermineront les valeurs de x", y", z ; et, comme elles sont du second degré, il s’ensuit que l’on peut, en général, par une droite donnée, mener deux, plans tangens à une surface du second degre quelconque.
Des surfaces du second degré rapportées à leurs plans diamètres.
53g. On peut rapporter les surfaces du second degre à des coordonnées obliques, ainsi que nous l’avons fait pour les lignes du même ordre. Si, dans l’équation générale
A a* 4- A'/ a 4- A"* 4 + Bya 4- &xz 4- B"ay 4“ Ca -J- C'y 4" C" x -}- L — o,
où les coordonnées sont rectangulaires, on substitue pour xyz les valeurs générales
x ■=■ x' cos X 4 - y' cos X' -f- z cos X",l
y = x' cos Y 4 -y' cos Y' 4 " z cos Y ,
z = x cos Z 4 ~ y cos ^ 4 " z eos
dans lesquelles x, y', z soient les coordonnées relatives a de nouveau* axes qui font entre eux un angle
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quelconque et sont assujettis aux seules cos a X 4- côs a Y -J- cos* Z =5 cos a X' 4- cos" Y' 4- cos 9 Z' = COS fl X" 4- COS* Y" 4- cos 9 Z" =
équations ■ 1 ,
on aura la transformée
Ms' 9 -f M'y 9 4- MV* 4- Ny'z' 4- N Va' 4- NVv' *+■ Pz' 4 - Fy 7 4- p^' 4. L =: t).
On pourra toujours disposer des indéterminées, d’où dépend la position des nouveaux axes pour rendre N , JN et JX nuis, et cette condition pourra même être remplie d’une infinité de manières; caron a vu, dans le n° 3 ao, page 3 g 6 , qu’en joignant aux trois équations (A) et aux suivantes :
les trois équations (B) qui out lieu quand lesases sont rectangulaires, leur système suffit pour déterminer en quantités réelles les valeurs des neuf inconnues d’où dépend la position des axes : ces équations ne suffiront donc plus pour cet objet, quand on en ôtera les trois équations (B). Ainsi non-seulement on pourra trouver des coordonnées obliques par rapport auxquelles les surfaces du second ordre auront des équations de même orme que par rapport à leurs axes rectangulaires ; mais il y a une infinité de systèmes qui jouiront de cette propriété, et dont les plana seront, relativement a ces surfaces, ce que sont les diamètres dans (es courbes du même ordre.
34 o. Nous n’entrerons pas dans un plus grand détail relativement aux surfaces du second ordre. On pourrait, à l’aide des formules précédentes, et des méthodes données dans les préliminaires, découvrir un grand nombre de propriétés particulières à ces surlaces. Il sera très utile à ceux qui auront lu cet ou- 7* Édit. a8
\rage, d’effectuer ces applications qui n’offrent rien de difficile, et qui auront l’avantage de les familiariser avec l’emploi de l’analyse; mais un pareil detail deviendrait ici superflu. La Géométrie analytique repose, comme la synthétique, sur un petit nombre de préliminaires relatifs au point, à la ligne droite et au plan. Ces élémens, lorsqu’on les possède bien , suffisent poui mettre en équation tous les problèmes que'la Géométrie présente, sans qu’il soit besoin pour cela de recourir à aucune construction particulière. Il ne reste plus ensuite, pour les résoudre, qu’à surmonter les diflicultés de l’analyse, et celles-ci peuvent être souvent diminuées , ou du moins éludées par un choix heureux d’inconnues : c’est un art qui ne peut s’apprendre que dans les écrits des grands géomètres, et surtout dans Y Arithmétique universelle de Newton, qui en offre les plus l>eaux exemples.
Supplément au chapitre IF sur les Sections du Cône.
34 i • Les courbes du second ordre peuvent se tirer du droit par une analyse plus simple que celle dont nous avons fait usage dans le chapitre IV. Pour cela , soit (fig. i35) C le centre du cône , par un point quelconque O pris sur cet axe, à une distance donnée c du centre, concevons trois axes de coordonnées OX, OY, OZ, rectangulaires entre eux, et dont l’un,OZ, soit dirige suivant l’axé du cOne même. Appelons V l’angle constant CAO, formé avec le plan des xy par une quelconque des droites génératrices, et cherchons d’abord à déterminer l’équation du cône avec ces données.
D’après les définitions précédentes, les coordonnées d’il centre iZ sont ar= o, y = o , z— 6 \ ainsi les équations d’une génératrice quelconque, menée par ce point »
seront nécessairement de la forme
xs=n'(2— c ), y = b'{z-c),
les coeiliciens a, b' étant constans pour la même génératrice, et variables d’une génératrice à une autre.
Maintenant, le cène étant le plan supposé droit, et décrit autour de GO, comme axe , l’angle v formé par toutes les génératrices avec le plan des xy , doit être constant. Or , par l’article 67 , on a en général,
d’où l’on tire
( a ' a -f- 6' a ) tang fl v — 1 .
Remplaçons a et b', par leurs valeurs tirées de l’équation delà génératrice, il viendra en général,
(y* + -* a )tangV = (z — c)\ ( i)
Cette relation convenant à tous les points d’une génératrice quelconque, est donc l’équation cherchée de la surface conique; et en effet, elle s’accorde avec celle que nous avons trouvée dans l’article io 5 , p. 168, avec la seule différence que l’angle variable v , formé par les génératrices avec l’axe, est ici remplacé par l’angle v ou <jo° — v.
Coupons maintenant cette surface par un plan BOY, mené par l’origine O , perpendiculairement au plan des xz, et formant avec le plan des xy un angle quelconque ü' ; l’équation d’un pareil plan se réduisant à celle de sa trace sur le plan des xz (n° 76), sera
z = x tang u' (2)
et, en la combinant avec celle de la surface conique, on aura les projections de la courbe d’intersection. Or, quoique la position que nous donnons ici au plan cour-
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pant soit particulière relativement aux plans coordonnés, cette particularité ne limite nullement la nature de l’intersection qui en résulte; car, en concevant un plan mené par le point O d’une maniéré absolument quelconque, on pourra toujours choisir les plans coordonnés de telle sorte, que l’un d’eux, celui des xz > lui devienne perpendiculaire , et, à cause de la forme symétrique du cône autour de son axe, la section angulaire ACD, formée par les deux génératrices opposées , sera toujours la même, ainsi que la courbe d’intersection. Mais, au lieu d’employer directement l’équation (2) , qui donnerait seulement les projections de cette courbe, prenons de nouvelles coordonnées situées dans le plan coupant, afin d’obtenir l’équation de l’intersection elle-même. A cet effet, conservons toujours les mêmes y , que nous désignerons seulement par y pour les spécifier ; mais substituons aux z et aux x la seule abscisse OF, ou x } comptée sur la trace OB du plan coupant. Alors, si nous considérons un point quelconque de l’intersection, pour lequel OP soit x et PP soit z , la troisième coordonnée y étant perpendiculaire aux deux premières en P x , on aura évidemment
y ~y', x — x' COS u', Z — X sin u ; ( 3 )
puis, substituant ces valeurs au lieu de x, y, z, dans l’équation de la surface conique , on aura en a /, y', l’équation de l’intersection , laquelle , après les réductions, sera
y'*tangV -f*' a cosV(tangV—tangV^Scx'sinu'^c 9 , ( 4 )
Pour développer successivement les diverses formes de courbes qu’elle peut donner, il suffit de faire varier 1 angle u ou BOX, formé par le plan coupant avec l’axe ducône, depuis zéro jusqu’à 90 degrés ; car la symétrie de la surface conique autour deson axe, faitqueles mêmes formes
d intersection reviendraient, pour des valeurs Aeti comprises dans les autres quadrans. Commençons donc par faire a nul, ce qui fait coïncider le plan coupant BOY avec la hase du cône; alors l’équation de l’intersection , étant divisée par tang 2 v', devient
c est-à-dire qu’elle représente une circonférence de cercle décrite du point O, comme centre, avec un rayon
<%al a ^ > ou à la longueur AO.
Il est facile de voir que cette seule position du plan coupant peut donner le cerde; car l’équation du cercle exige que les coefliciens de y* et de x' 3 soient égaux entre eux ; or, si l’on établit cette égalité, il vient
tang 3 v =z cos 3 u (tang 3 v — tang 3 u) ou tang 3 v sin* u' = — sin 3 u! ,
qui peut se mettre sous la forme
{tang 3 v -f- i} sin 2 u o ;
et l*on voit que cette condition ne peut être satisfaite qu en faisant sin u‘ nul , ce qui donne pour il les deux valeurs
d*ofc résultent deux positions da plan conpant, qui se superposent , et dont la première est celle que nôns avons considérée.
Partant donc de cette position du plan coupant, faî^ sons graduellement croître P angle Tant qu’il sera
moindre qué inclinaison des génératrices sur le plan des xy , la trace BOB A ne sera pas parallèle à l’arête CD opposée à CB ; elle coupera donc ces deux arctes aux
points B, B', situées sur une même nappe de la surface conique, et par conséquent, ne pourra plus aller les couper une seconde fois sur l’autre nappe. L’intersection sera donc alors une courbe fermée qui s’étendra sur une seule des deux nappes du cône. Bans ce cas, tang a u étant moindre que tang a v , les coefficiens de x ,% et de ÿ* seront tous deux positifs dans l’équation générale de l'intersection : cette condition caractérisera les ellipses.
Lorsque u deviendra égal à v , le plan coupant Bt)V sera parallèle à l’arête CD. 11 ne rencontrera donc plus cette arête •, ou, si l’on veut, il la rencontrera seulement à une distance infinie du centre. Alors la courbe sera encore bornée à la seule nappe BCD du cône ; mais elle s’étendra indéfiniment sur cette nappe a partir du point B. La condition u =■*/ fait disparaître le coefficient de x' Â dans l’équation générale de l’intersection, et elle se réduit à
y tang a v -f 2cx' sin u = é*,
qui exprimera généralement une parabole.
Enfin, l’angle u ou BOX croissant toujours, et devenant plus grand que v ou CDX, le plan coupant ne rencontrera plus l’arête CD sur la nappe BCD, mais il la coupera sur la nappe opposée du cône. La courbe d’intersection sera donc alors formée de deux branches séparées, et opposées en directions, dont chacune s’étendra indéfiniment sur une des nappes. Dans ce cas, tang a u surpassant tang 1 v', le coefficient de x' a sera négatif, celui de y 1 étant positif. Ce sera le caractère des hyperboles.
On voit donc que notre équation ( 4 ) reproduit les trois mêmes sortes de courbes que nous avions trouvées dans le chapitre IV, en fixant par des données différentes , les positions successives du plan coupant. Mais
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le caractère analytique de chèque espèce de courbe se découvre plus simplement ici, parce que la variabilité de position du plan coupant est plus aisée à suivre. On pourrait également tirer de notre nouvelle équation (4) les divers cas particuliers que nous avons obtenus p,1r l’autre méthode dans le chapitre IV. Par exemple, l e point considéré comme cas particulier des ellipses, s’obtiendra en faisant c nul et moindre que v 5 de sorte que les coefficiens de - y % et de x'* demeurent tous deux positifs. La ligne droite unique,considérée comme cas particulier des paraboles, s’obtiendrait aussi en faisant c nul, et ù égala v , Ce qui réduira l’équation de l’intersection à y — o , équation de Taxe desx'. Enfin, les deux droites non parallèles, considérées comme cas particuliers des hyperboles, s’obtiendront eu faisant c nul, mais u plus grand que V ; de sorte que le coefficient de x' a devienne négatif, celui dey/ 2 restant positif. Les deux droites d’intersection seront alors les deux génératrices opposées suivant lesquelles le plan coupant rencontre la surfaèé conique. Ces trois eaé particuliers placent toujours le plan coupant aü soin met du cène, et donnent ainsi les mêmes conditions,' soit analytiques, soit géométriques, que nous avions trouvées dans le chapitre IV.
Pour employer notre nouvelle équation ( 4 ) à la discussion particulière destrois espèces de courbes d’intèr section, il faudra commencer par trouver les points d’intersection avec, l’axe des x', comme nous l’dvibns fait par l’autre méthode, c’est-à-dire en supposant y' iiiiL Mais ici, l’origine des coordonnées y, x', n’étant plus placée sur un point de la courbe, aucune des abscisses clés points d’intersections ne sera nulle. Néanmoins on pourra de même transporter l’origine à l’un de ces points, dans le cas de la parobole ou au milreude la drbite qhi lés joint dans'le cas des hyperboles et des ellipses. fÜèttetransfbr-
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mat ion faite, tout le reste de la discussion suivra comme
précédemment.
Qn pourrait même, si on le jugeait à propos, ramener tout de suite notre nouvelle équation ( 4 ) à la même forme que celle du chapitre IV, en transformant l’origine des a;' au point B,l’un des sommets de la courbed’intersection. En effet, la distance BO de ce point à l’origine peut aisément se déduire du triangle BOG, dans lequel on connaît l’angle C égal à 90° — v , l’angle B égal à «/ u , et le coté OC égal à c. Car, il e*i résulte que
BO est égal à c ' v : s i Jonc on voulait prendre ^ sm(^4-n)
de nouvelles ahscisses x* à partir du point B, dans le sens BB', il faudrait, faire
. c eos J ,,
X “ TT- 7 — 7 —T n “ •
sin (y -f- u )
En substituant cettç valeur de x dans l’équation (4),, le terme indépendant des variables ÿ et x n s’évanouit de lui-même, parce que la nouvelle origjm? d<?S coordonnées se trouve placée à l’un des points de la çourbé d’in' ter section -, et l’équation transformée se réduit à
s i n V-f-.r**sin (v'+^lsin {y — u) —acr'sînp cos^cosm' = o. Alors on peut lui appliquer immédiatement 1 © mode de discussion dont nous ayons fait usage au commencement de chaque chapitre- Il est aisé d© voir qu© cette forme est précisément la même que noua avions trouvée dans le chapitre JY,page 17 J i en effet, pou» s’en oouvaincre, il suffit de considérer que nous avions pris alors pour données l’angle BÇO de la génératrice a\ec i’aje que nous avions nommé v\ Vanglc CBO formé par H plan coupant avec l’arête CÇ que nous avions nommé et enfin la distance CB. que nous avions nommée a - Pal , conséquent, çqs données sont liées ave© le* angles v\ u
et c par les relations suivantes :
» „ , . . n « sin i
v — 90° — v, « = ï- f-1> — go , c =t ^ -y ,
d’où l’on tire
v'4 v—u ==180— (* 4 - 2 ^)» cqosn'^qsini,
valeurs qui étant substituées dans l’équation précédente la changent en
y' a cos a v -f- sin i sin (i 4 * 2t>) *' "* «— « sin au sin i sep o $
ce qui est en effet identique avec l’équation ( 4 ) de la page 171.
Précis des Pbrmules trigonomêtriques tes plus
usuelles.
342. Lorsqu’on fait quelque application dq la Géométrie analytique, on a souvent besoin d’employer les formules analytiques de la Trigonométrie ; mais ce$ formules sent si variées, qu’il est difficile dé les avoir toujours présentes à la mémoire ; c’est pourquoi j’ai placé ici un précis de celles qui sont les plus usuelles ^ afin qu’on les trouve ainsi rassemblées au moment où l’on en aura besoin. Quant à leur démonstration, ainsi qu’à l’exposition des principes sur lesquels elles reposent, on devra les chercher dans les excellens traités de Trigonométrie que nous possédons
On doit se rappeler d’abord (n° 38 ) que toutes les lignes trigonométriques peuvent s’exprimer rationnellement en fonction du sinus et du cosinus de l’arc auquel elles appartiennent, ce qui détermine à la fois leurs valeurs et le signe qu’on doit leur attribuer. Soit a Tare, R, le rayon de la circonférence à laquelle il appartient; on a toujours
coiang a
sec a = -: cosec a =r - .
cos c sin a
Cela posé, toutes les formules trigonométriques dérivent des quatre suivantes, qui expriment les sinus et cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs, en fonction des sinus et des cosinus de ces arcs. Soient a et b les arcs donnés , supposons que le rayon du cercle soit pris pour unité, on aura
co s a
divisant ces équations membre à membre, on en tire
sin a cos,
b ' '■ 1 cos a cos b -j- sin b sin a
Divisant les deux termes des seconds membres par cosacosô, et substituant tanga et tangô aux rapports
on aura
” i H- tang “ tang b
expressions qui donnent la tangente de la somme et de la différence de deux arcs en fonction des tangentes de ces arcs.
Si l’on fait a = b dans les formules précédentes , elles donnent
sin 2a = ssinaoosa, cos2a = cos* a—sin a a ,
tangua —
2 tang a 1— tang* a ’
expressions qui donnent le sinus,le cosinus et la tangente de l’arc double en fonction des sinus, cosinus et tangente de l’arc simple.
Revenant aux équations (î), si on les ajoute membre
à membre, on aura
sin (a + b) + sin (a — b) = 2 sin a cos b ; sin (a -f b) — sin (a — b) — 2 sin b cos a; cos (a -f- b) + cos (a — b) = 2 cos a cos b ; cos (a — b) — cos (a 4- 6) = 2 sin a sin b.
Soit
ce qui donne
« = i (“ 4- *0 b = i(u — les formules précédentes deviennent
sin a 4- sin v = 2 sin i (w 4- v) cos £ (a—v) ,
(2) sin u — sin v = 2 sin \ ( u —^)cosî {u-\-v) , cos a + cos v — 2cos ÿ (a 4“ v ) cos £ (a — v) , cosv—cos u = 2 sin j (a 4" *0 s * n ï( u — v ), expressions qui servent à transformer une somme ou une différence de sinus et de cosinus, en un produit, et a réunir ainsi deux termes en un seul.
Si l’on divise les deux premières formules membre à membre, elles donnent
sin u 4 - sin \> _ tang ? (“ 4 ~ y)
sin u — sin v ~~ tang £ (a — f») relation remarquable par sa symétrie.
Si l’on multiplie ces équations membre à membre, en observant que, en général, 2 sin y cos y = sin a y, on en tire
sin a u — sin* p = sin ( u -f- p) sin (» — p) , cos a p — cos* u -zz sin (« -f- P ) sin ( u — p) , qui sont aussi d’un fréquent usage- Nous avons trouvé tout à l’heure sin 2 a = 2 sin a cos a , qq» 2 a ^ cos 0 a sin a a. L# seconde de çes équations peut se mettre «eus les deux formes suivantes :
oos 28 = î — a sin 3 q , oos a a — 2 cos a a — î ; d’où l’on tire
1 cos a a „ i -h cos a a
sin* a =---, cos a — •---•
On se sert de ces expressions pour substituer aux carrés d’un sinus ou d’un cosinus la première puissance du cosinus de l’arc double.
Soit 2 ci — t u- y d’où ci ju, CÇS formules deviennent
î — cosu „ t i4-cosm
sin i«= ---, co »*\ u = ~— - -
et divisées membre à membre, elles donnent î — cos u
tanc 3 i u = —:-;
COS IL
ou, si l’on veut tirer 1» valeur de oos u :
î — tang a i u
Ces formules sont aussi d’une application fréquente.
De même que nous avons trouvé le sinus et le cosinus de l’arc double, on trouvera le sinus et le cosinus de l’arc triple. 11 suffit de faire, dans les formules (O,* = 2a ; elles donnent alors
DÜ SECOND ORDRE.
sin 3 a e= sin a cos 2a *+• sin 2a cos a, cos 3 a = cos a cos 2a — sin a sin 2a ;
substituant pour sin aa et cos 2a leurs valeurs ,
2 sin a cos a , et co$ a a — sin* a, elles deviennent sin 3 a = -f- 3 sin a oos*a — sin 3 a , oos 3 a = — 3 cos a sin a a -f- oos 3 a,
et elles peuvent se mettre sous la forme
sin 3a =ss cos 3 a f 3 tang a — tang 3 a} , oos 3 at£=cos 3 a (t — 3 tang“a}.
En général, n étant un nombre entier quelconque, on a
_. t n.n-i.n-ù , , n.7i-i.fl-2.n-3.n-4 . 1
cos a J n tanga- - - — tang 3 a-f--tang 5 a..etc. j
n a — cos aj 1 -- —- tang a a-f“- ï 2 3 * 4 * J *^ tan g 4g - etc -|
Ces formules donnent le sinus et le cosinus d’un arc multiple quelconque en fonction du sinus et du cosinus de l’arc simple. Les coefficiens des différens termes sont ceux de la n lime puissance du binôme. C’est pourquoi on peut rassembler ces séries sous la forme suivante :
I^br( COSa+ ^ ' sina j “
t osna=-| cosa-4- l/—i s inû| -h * fcosa— y '—l sina| •
Et en effet, en développant ces expressions abrégées, elles redonnent les deux séries précédentes, comme on peut le vérifier aisément.
Réciproquement on peut exprimer les diverses puissances quelconques du sinus et du cosinus^de l’arc simple en fonction du sinus et du cosinus de l’arc multiple ; et même, en employant plusieurs arcs multiples, on peut rendre ces expressions linéaires. Pour le prouver, il faut
4 46 DES surfaces
savoir qu’en développant le sinus et le cosinus en fonction de l’arc, on a
sin x — x -
cosx= I - — + t 2 3.4
... . etc.
. etc.
Dans ces expressions, la lettre x est censée désigner , sous les signes de sinus et de cosinus, l’arc même que l’on considère; mais, hors des signes, elle exprime le rapport de cet arc au rayon pris pour une unité de longueur; de sorte que, si l’on voulait faire reparaître le
rayon, il faudrait écrire partout - au lieu de x, dans
le second membre, et S -^ , lieu de sin * et
cos x dans le premier membre de cette équation. Or , en adoptant ces séries, si l’on représente par e lé nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité , elles peuvent se mettre sous la forme
sin x =
cos X =
d’où l’on tire
e W-i = C os x 4V— 1 -sin*; e — x v'— 1 — cos x —[/— i. sin x.
Soit m un nombre entier quelconque, en changeant x en ttix , on aura de même
e mx >/—i __ cos mx _j_ \/ — 1 s in m.r ;
e - m * >/-'— cos mx — [/— 1 si n mx c’est sur cela qu’est fondée la transformation que nous cherchons. En effet, d’après les valeurs précédentes de sin X et co$ v , on aura r. u
Sin n X =r < ---> ,
co8J7i ={-^-j ’
ou , en développant les seconds membres par la formule du binôme,
sin“x=—_j -. « -i e ,„_ 4) v _ r 7 >
cos”x = -j t »•■»—1 c („_ 4)w _,^
Les différens termes compris entre les parenthèses du second membre sont tous de la forme e mxy/ ~ l -, par conséquent, lorsque le développement sera complètement effectué, on pourra substituer à leur place les expressions équivalentes cos mx-f-^/—î.sinmx, dans lesquelles le nombre m aura successivement pour valeur « — 2,n — 4 . .. Alors les coefliciens imaginaires disparaîtront d’eux-mêmes par la division, ou par la destruction mutuelle des termes qui les contiennent, et les valeurs de sin"x et de cos n x se trouveront exprimées linéairement en fonction des sinus et cosinus d’un cer¬
tain nombre d’arcs multiples.
Les expressions que nous venons de rapporter suffisent pour exécuter toutes les transformations qui peuvent être le plus ordinairement nécessaires dans les calculs analytiques. Si l’on voulait avoir de plus grands détails sur cette branche importante de l’Analyse, il faudrait consulter l’ouvrage d’Euler intitulé : Introductif in Analysis infinitorum.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/TO0E041146_TO0324_PNI-2462_000000. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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