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SUR
Cet Essai philosophique est le développement d'une leçon sur les probabilités , que je donnai en 1795, aux écoles normales où je fus appelé comme professeur de Mathématiques avec Lagrange^ par un décret de la Convention nationale. J'ai publié depuis peu sur le même sujet, un ouvrage ayant pour titre : Théorie analytique des Probabilités. Je présente ici , sans le secours de l'Analyse , les principes et les résultats généraux de cette théorie , en les appliquant aux questions les plus importantes de la vie, qui ne sont en effet , pour la plupart^ que des v. problèmes /le probabilité. On peiifc même dircj' à parler en rigueur, que presque toutes nos connaissances ne sont que probables; et dans le petit nombre des choses que nous pouvons
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savoir avec certitude , dans les sciences mathématiques elles-mêmes , les principaux moyens de parvenir à la vérité , l'induction et l'analogie ^^^'^'^ se fondent sur les probabilités ; en sorte que le système entier des connaissances humaines, se rattadbe^à la théorie exposée dans cet Essai. On y ^^ verra sans doute avec intérêt , qu'en ne considérant même dans les principes éternels de la raison, de la justice et de l'humanité , qiie les chances ^heureuses qui leur sont constamment attachées , il y a un grand avantage à suivre ces principes , et de graves inconvéniens à s'en écarter : leurs chances, comme celles qui sont favorables aux loteries , finissant toujours par prévaloir au milieu des oscillations du hasard. Je désire que les réflexions répandues dans cet Essai , puissent mériter l'attention des philosophes, et la diriger vers im objet si digne de les occuper.
De la Probabilité,
Tous les événemens, ceux mêmes qui par leur petitesse, semblent ne pas tenir aux grandes lois de la nature , en sont une suite aussi nécessaire que les révolutions du Soleil. Dans l'ignorance des liens qui les unissent au système entier de l'univers , on les a fait dépendre des causes finales, ou du hasard, suivant qu'ils ar-
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rivaient et se succédaient avec régularité , ou sans ordre apparent ; mais ces causes im^inaires ont été successivement j^eculées avec les bornes de nos connaissances^ et disparaissent entièrement devant la saine philosophie , qui ne voit en elles que l'expression de l'ignorance où nous sommes des véritables causes.
Les événemens actuels ont , avec les précédens , une liaison fondée sur le principe évident , qu'une chose ne. peut pas commencer d'être , sans une cause qui la produise. Cet axiome, connu sous le nom de principe de la raison suffis santé, s'étend aux actions mêmes que l'on juge indifférentes. La volonté la plus libre ne peut sans un mptif déterminant , leur donner nais- ^ c^
sance ; car si toutes les circonstances de deux positions étant exactement semblables , elle agissait dans l'une et s'abstenait d'agir dans l'autre , son choix serait un efifet sans cause : elle serait alors , dit Leibnitz, le hasard aveugle des épiciiriens. . L'opinion contraire est une illusion de l'espnt qui, perdant de vue les raisons fugitives du choix de la volonté dans les choses indifférentes, se persuade qu'elle s'est déterminée d'elle-même et sans motifs.
Nous devons donc envisager l'état présent de l'univers , comme l'effet de son état antérieur,
et comme la cause de celui qui va suivre. Une intelligence qui , pour un instant donné , connaî* trait toutes les forces dont la nature est animée , et la situation respective des êtres qui la composent, si d'ailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces données à l'analyse , embrasserait dans la même formule les • mouvemens des plus grands corps de l'imivers et ceux du plus léger atome : rien ne serait incertain pour elle, et l'avenir, comme le passé , serait présent à ses yeux. L'esprit humain ofifre, dans /la perfection qu'il a ^u donner à l'Astronomie , une faible esquisse de cette intelligence. Ses découvertes en Mécanique et en Géométrie, jointes à celle de la pesanteur universelle, l'ont mis a portée de comprendre dans les mêmes expressions analytiques , les états passés et futurs du système du monde. £n appliquant la même méthode à quelques autres objets de ses connaissances , il est parvenu à Vamener à des lois générales les phénomènes observés , et à prévoir ceux que des circonstances données obîvcSnt' faire éclore. Tous ces efforts dans la recherche de la vérité , tendent à le rapprocher sans cesse de l'intelligence que nous venons de concevoir, mais dont il restera toujours infinimentNèloigné.^ Cette tendance , propre à l'espèce htimaiile, est ce qui la rend supé-
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neure aux animaux ; et ses progrès en ce genre , distinguent les nations et les siècles, et font leur véritable gloire.
Rappelons-nous qu'autrefois, et à uuq époque qui n*est pas encore bien reculée , une pluie ou une sécheresse extrême , une comète traînant après elle une queue fort étendue , les éclipses , les aurores boréales et généralement tous les phénomènes extraordinaires étaient regardés comme autant \[e signes de la colère céleste. On invoquait le ciel pour détourner leur ^neste influiçnce. On ne le priait point de suspendre le cours des planètes et du Soleil : l'observation eût bientôt fait sentir l'inutilité de ces prières. Mais comme ces phénomènes arrivant et disparaissant à de longs intervalles , semblaient contrarier l'ordre de la nature, on supposait que le ciel irrité par les crimes de la terre , les faisait naître pour annoncer ses vengeances. Ainsi la longue queue de la comète de i456 répandit la terreur dans l'Europe, déjà consternée par les succès rapides des Turcs qui venaient de renverser le Bas-Empire. Cet astre, après quatre de ses évolutions , a excité parmi nous un intérêt bien différent. La connaissance des lois du système du monde , acquise dans cet intervalle , avait dissipé les craintes enfantées par l'igno-
rance des vrais rapports de l'homme avec Tunivers; et Halley ayant reconnu l'identité de cette comète, avec celles des années i53i, 1607 et 1682, annonça son retour prochaili pour la fin de 1758 ou le commencement de 1759. Le monde savant attendit avec impatience, ce retour qui devait confirmer l'une des plus grandes découvertes que l'on eût faites dans les sciences , et accomplir la prédiction de Sénèque , lorsqu'il a dit, en parlant de la révolution de ces astres qui descendent d'une énorme distance : c< Le jour viendra que par une étude suivie , de » plusieurs siècles , les choses actuellement ca- » chées paraîtront avec évidence ; et la postérité » s'étonnera que des vérités si claires nous aient » échappé. » Clairaut entreprit alors de soumettre à l'analyse les perturbations que la comète avait éprouvées par l'action des deux plus grosses planètes , Jupiter et Saturne : après d'immenses calculs , il fixa son prochain passage au périhélie, vers le commencement d'avril 1759, ce que l'observation ne tarda pas à vérifier. La régularité que l'Astronomie nous montre dans le mouvement des comètes, a lieu sans aucun doute, dans tous les phénomènes. La courbe décrite par une simple molécule d'air ou de vapeurs, est réglée d'une manière aussi certaine,
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que les orbites planétaires : il n'y a de diflférences entre elles , que celle qu'y met notre ignorance.
La probabilité est relative en partie à cette ignorance , en partie à nos connaissances. Nous savons que sur trois ou un plus grand nombre d'évènemens, un seul doit"^ arriver; mais rien ne porte à croire que 1 un d eux arrivera plutôt que les autres. Dans cet état d'indécision, il nous est impossible de prononcer avec certitude sur leur arrivée. Il est cepeîiSaiitprobabl^ qu'un de ces evenemens pris a volonté , n arrivera pas , parce que nous voyons plusieurs cas également possibles qui excluent son existence , tandis qu^un seul la favorise.
La théorie des hasards consiste à réduire tous les évènemens du même genre , à un certain nombre de cas également possibles , c'est-à-dire tels que nous soyons également indécis sur leur existence , et à déterminer le nombre de cas favorâbles à l'événement dont on cherche la probabilité. Le rapport de ce nombre à celui de tous les cas possibles, est la mesure de cette prohabilité qui n'est ainsi qu'une fraction dont le numérateur est le nombre des cas favorables , et dont le dénominateur est le nombre de tous le» cas possibles.
La notion précédente de la probabilité suppose quen taisant croître dans le même rapport, le nombre des cas favorables, et celui de tous les cas possibles , la probabilité reste la même. Pour s'en convaincre, que Ton considère deux urnes A et B , , dont la première contienne quatre boules blanches et deux noires, et dont la seconde ne renferme que deux boules blanches et une noire. On peut imaginer les deux boules noires de la première urne , attachées à un fil qui se rompt au moment où l'on saisit l'une d'elles pour l'extraire, et les quatre Loules blanches formant deux systèmes semblables. Toutes les chances qui feront saisir l'une des boules du système noir, amèneront une boule noire. Si l'on conçoit maintenant que les fils qui unissent les boules , ne se rompent point , il est clair que le nombre des chances possibles ne changera pas, non plus que celui des chances favorables à l'extraction des boules noires; seulement, on tirera de l'urne deux boules à la fois; la probabilité d'extraire une boule noire de l'urne sera donc la même qu'aflj^raVant. Mais alors on a évidemment le cas de l'urne B, avec la seule différence , que les trois boules de cette dernière urne soient remplacées par trois systèmes de deux boules in-, yariablement unies.
Quand tous les cas sont favorables à un événement, sa probabilité se change en certitude, et son expression devient égale à l'unité. Sous ce rapport, la certitud^ et la probabilité sont comparables, quoiqu'il y ait une difiiérence essentielle entre les deux états \ de l'esprit, lorsqu'une vérité lui est rigoureusement démontrée, ou lorsqu'il aperçQitjencore une petite source d'erreur. ^"^^ ^^^"^ ^" " v , v W
Dans les choses qui ne |ont que vraisemblables, la diflférence des données que chaque homme a sur elles, est une des causes principales de la diversité des opinions que l'on voit régner sur les mêmes objets. Supposons, par exemple, que l'on ait trois urnes A , B , C , dont ime ne contienne que des boules noires, tandis que les deux autres ne renferment que des boules blanches , on doit tirer une boule de l'urne C , et l'on demande la probabilitéoue cette boule sera noire. Si l'on ignore quelle est celle des trois urnes qui ne renferme que des boules noires , en sorte que l'on n'ait aucune raison de croire qu'elle est plutôt C qiie B ou A ; ces trois hypothèses paraîtront également possibles, et comme une boule noire ne peut être extraite que dans la première hypothèse, la probabilité de l'eitraire est égale à un tiers. Si l'on sait que l'urne A ne
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contient que des boules blanches ^ l'indécision ne porte plus alors que sur les urnes B et C , et la probabilité que la boule extraite de l'urne C sera noire est un demi. Enfin, cette probabilité se change en certitude, si l'on est assuré que les urnes A et B ne contiennent que des boules blanches. i , a,a:c>
C'est ainsi que le même fait, récité devant une nombreuse assemblée^ obtient divers degrés de croyance , ^ùivînr Tetendue des connaissances des auditeurs. Si l'homme qui le rap- ^^^porte en est intimement persuadé , et si, par son état et par son caractère ,^ il inspire une grande confiance ; son récit , quelque extraordinaire qu'il soit, aura, pour les auditeurs dépourvus de lumières , le même degré de vraisemblance qu'un fait ordinaire rapporté par le même homme, et ils lui ajouteront une foi entière. Cependant si quelqu'un d'eux sait que le même fait est rejeté par d'autres hommes également respectables, il sera dans le doute, et le fait sera jugé faux par les auditeurs éclairés qui le trouveront contraire, soit à des faits bien avérés , soit aux lois immuables de la nature.
C'est à l'influence de l'opinion de ceux que la multitude juge les plus instruits, et à qui elle a
coutume de donner sa coniiance sur les plus importans objets de la vie, qu'est due la propagation de ces erreurs qui, dans les temps d'ignorance , ont couvert la Éace du monde. La Magie et TAstrologie nous en ofifrent deux grands exemples. Ces erreurs inculquées dès Tenfande , adoptées sans examen, et n'ayant pour base que la croyance universelle, se sont maintenues pendant très longtemps, jusqu'à ce qu'enfin le progrès des sciences les ait détruites dans l'esprit des hommes éclairés, dont ensuite Topinion les a fait disparaître chez ^ le peuple même, par le pouvoir de l'imitation et de l'habitude, qui les avait si généralement répandues. Ce pouvoir, le plus puissant ressort du monde moral , établit et conserve dans toute une nation des idées entièrement contraires à celles qu'il maintient ailIeursavecTe même empire. Quelle indulgence ne devons -nous donc pas avoir pour les opinionà différentes des nôtres, puisque cette différence ne dépend souvent que des points de vue divers où les circonstances nous ont placés ! Éclairons ceux que nous -ne jugeons pas suffisamment instruits; mais atlpa^ ravant, exammons severemenr nos propres opinions , et pesonPavec impartialité leurs probabilités respectives.
I^a différence des opinions dépend encore de
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la mamère dont on détermine l'influence des données qui sont connues. La théorie des probabilités tient à des considérations si délicates, qu'il n'est pas surprenant qu'avec les mêmes données , deux personnes trouvent des résultats différens, surtout dans les questions très compliquées. Expliquons ici les principes généraux de cette Théorie.
Principes généraux du Calcul des Probabilités.
l«r Principe. ^ 1^ premier de ces principes est la définition meibe de la probabilité qui , comme on l'a vu , est le rapport du nombre des cas favorables à celui de tous les cas possibles.
ll« Principe. Mais Cela suppose les divers cas également possibles. S'ils ne le sont pas, on déterminera d'abord leurs possibiUtés respectives dont la juste appréciation est un des points les plus délicats de la théorie des hasards. Alors la probabilité sera la sompie des possibilités de chaque cas favorable. Eclaîrcissons ce principe par un exemple. x ^ ^ -^"^
Supposons que l'on projette en l'air une pièce large et très mince dont les deux grandes faces opposées , que nous nommerons croix et pile^ soient parfaitement semblables. Cherchons la
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probabilité d'amener croix, une fois au moins en deux coups. Il est clair qu'il peut arriver quatre cas également possibles , saVoir, croix au premier et au second coup; croix au premier coup et pile au second ; pile au premier coup et croix au second ; enfin pile aux deux coups.
Les trois premiers cas sont favorables à l'éyènement dont on cherche la probabilité, qui, par conséquent , est égale à f ; en sorte qu'il y a trois contre un à parier que croix arrivera au moins une fois en deux coups.
"^ On peut ne compter à ce jeu que trois cas différens , savoir : croix au premier coup , ce qui dispense d'en jouer un second ; pile au premier coup et croix au second ; enfin /i//e au premier et au second coup. Cela réduirait la probabilité à f, si l'on considérait, avec d'Alembert, ces trois cas comme également possibles. Mais il est visible que la probabilité d'amener croix au pi^emier coup est \ , tandis que celle des deux autres cas est ^ ; le premier cas étant un événement simple qui correspond aux deux évènemens composés , croix au premier et au second coup , et croix au premier coup , pile au second. Maintenant , si , conforinément au second principe , on ajoute la possibilité \ de croix au premier coup, à la possibilité \ de pile arri-
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vant au premier coup et croix au second , on aura -f pour la probabilité cherchée , ce qui s'accorde avec ce que l'on trouve dans la supposition où l'on jo\ié tes deux coups. Cette supppsition ne change point le sort de^celui qiïi parie pour cet événement : elle sert setflèifieiit à réduire les divers cas à des cas également possibles, me Principe. Un dcs poiuts les plus important de la théorie des Probabilités , et celui qui prête* le plus aux illusions y est la manière dont les probabilités augmentent ou diminuent par leurs combinaisons mutuelles. Si les évènemens sont indépendans les uns des autres , la probabilité de l'existence de leur ensemble est le produit de leurs probabilités particulières. Ainsi la probabilité d'amener un as avec un seid dé, étant un sixième; celle d'amener deux as en projetant deux dés à la fois est un trente- sixième. En effet, chacune des £aces de l'un pouvant se combiner avec les six faces de l'autre, il y a trente- six cas également possibles , parmi lesquels un seul donne les deux as. Généralement, la probabilité qu'un événement simple dans les mêmes circonstances , arrivera de suite un nombre donné de fois, est égale à la probabilité de cet événement simple , élevée à une puissance indiquée par ce nombre. Ainsi les puis-
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sances successives d'une fraction moindre que Funité , diminuant sans cesse , un événement qui dépend d'une suite de probabilités fort graii- " de, peut '^devenir extrêmement peu vraisemblable. Supposons qu'un fait nous soit transmis par vingt témoins, de manière que le premier l'ait transmis au second, le second au troi- ' sième , et ainsi de suite. Supposons encore que la probabilité de chaque témoignage soit égale à •—■ : celle du fait , résultante des témoignages , sera moindre qu'un huitième. On ne peut mieux comparer cette diminuttou de la probabilité qu^^ rextinction de la oarfé des objets , par l'interposition de plusieurs mcJrceàux de v«rre; im nombre de morceaux peu considérable , suffisant pour dérober la vue d'un objet qu'un seul morceau laisse apercevoir dune manière distincte. Les historiens ne paraissent pas avoir fait assez d'attention à cette dégradation de la probabilité des faits , lorsl^ us sont vïîs à travers im grand nombre de générations successive^ : plusieurs événemens historiques, réputés certains, seraient au moins douteux , si on les soumettait à cette épreuve.
Dans les sciences purement . mathématiques , les conséquences les plus éloignées participent de la certitude du principe dont elles dérivent.
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Dans les applications de l'Analyse à la Physique , les conséquences ont toute la certitude des faits ou des expériences. Mais dans les sciences morales , où chaque conséquence n'est déduite de ce qui la précède , t^e d^une manière vraisemblable ; quâque probables que 'soient ces'oéductions, la chance de l'erreur croît avec leur nombre, et finit par surpasser la chance de la vérité, dans les conséquences très éloignées du principe.
«Priucipc. Quand deux évènemens dépendent l'un de l'autre , la probabilitér de l'événement composé est le produit de la probabilité du premier, événement , par la probabilité que cet événement étant arrivé , l'autre arrivera. Ainsi , dans le cas précédent de trois urnes A , B , C , dont
,deux ne contiennent que des boules blanches et dont une ne renferme que des boules noires , la probabilité de tirer une boule blanche de l'urne C est f , pUîàijue sur trois urnes , deux ne contiehnent que des boules de cette couleur.
Mais lorsqu'on a extrait une boule blanche de l'urne C, l'indécision relative à celle des urnes qui ne renferment que des boules noires , ne
* portant plus que sur les urnes A et B , la probabilité d'extraire une boule blanche de l'urne B est ^ , le produit de | par ^ , ou ^ , est donc la
probabilité d'extraire à la fois des urnes B et C , deux boules blanches. En effet , il est nécessaire pour cela , que l'urne A soit celle des trois urnes qui contient des boules noires ; et la probabilité de ce cas est évidemment \.
On voit par cet exemple , l'influencé des évènemens passés sur la probabilité des évènemens futurs. C^r la probabilité d'extraire une boule blanche de l'urne B , qui primitivement est f , devient ^ lorsqu'on a ^extrait iwie boule blanche de l'urne C : elle se changerait en certitude si l'on avait extrait .une boule noire de la même urne. On déterminera cette influence , aii^ '^^oyen du principe suivant, qui est un corollaire du précédent.
Si l'on calcule à priori, la probabilité de l'évè- v« Pnnci nement arrive , et la probabilité d'un événement composé de celui-ci et d'un autre qu'on attend ; la seconde probabilité , divisée par la première , sera la probabilité de l'événement attendu , tirée de l'événement observé. z
Ici se présente la question agitée par quelques philosophes, touchant l'influence du passé sur la probabilité de l'avenir. Supposons qu'au jeu de croiûc ou pile^ croix soit arrivé plus souvent que pile : par cela seul , nous serons portés à croire que dans la constitution de la pièce , il
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existe une cause constante qui le favorise. Ainsi, dans la conduite de la vie , le Donneur constant est une preuve d'habileté , qui doit faire employer de préférence les personnes heurèiiii^. Mais si par l'instabilité des circonstances, nous sommes ramenés sans cesse à l'état d'une indécision absolue ; si , par exemple , on change de pièce à chaque coup, au jeu de croiœ ou
• . pile; le passé ne peut répandre aucune lu-
mière sur l'avenir, et il serait absurde d'en tenir compte.
/Je Principe. Cliacuiie des causes auxquelles un événement observé peut être attribué , est indiquée avec ^ d'autant plus de vraiséifiÏDlance , qu'il est plus î prboable que cette cause étant supposée exister, l'événement aura lieu; la probabilité de l'existence d'une qtielconque de ces causes est donc une fraction dont le numérateur est la probabilité de l'événement , résultante de cette cause , et dont le dénominateur est la somme des probabilités semblables relatives à toutes les causes : si ces diverses causes , considérées à priori^ sont inégalement probables , il faut , au lieu de la probabilité de l'événement , résultante de chaque cause , employer le produit de cette probabilité , par la possibilité de la cause elle-même. C'est le principe fondamental de cette branche de l'ana-
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lyse des hasards , qui consiste à remonter des^ eveneiiaens aux causes.
Ce principe donne la raison pour laquelle on attribue les évènemens réguliers , à une cause particulière. Quelques philosophes ont pensé que ces évènemens sont moins possibles que les autres, et qu'au jeu de cwia: ou pile ^ par exemple, la combinaison dans laquelle croioc arrive Tingt fois de suite , est moins facile à la nature, que celles où croijo et pile sont entremêlés d'une façon irrégulière. Mais cette opinion suppose que les évènemens passés influent sur la possibilité des évènemens futurs, ce qui n'est point admissible. Les combinaisons régulières n arrivent plus raremeirt ^ qu^ parce qu eljes sont moins nombreuses. Si nous recherchons une cause, là où nous apercevons de la symétrie, ce u est pas que nous regardions un événement symétrique , comme moins possible qu^ les autres; mais cet événement^ devant être l'effet d'une cause régulière, ou celui du hasard, la première de ces suppositions est plus probable , que la seconde. Nous voyons sur une table, des caractères d'imprimerie disposés dans cet ordre , Cons tant ino pie/ et nous jugeons que cet arrangement n'est pas l'effet du hasard , non parce qu'il est moins possible que les autres,
t,Nv%y
puisque si ce mot n'était employé dans aucune langue^ nous ne lui soupçonnerions point de cause particulière; mais ce mot étant en usage parmi nous , il est incomparablement plus probable qu'une personne aura disposé ainsi les caractères précédens , qu'il ne l'est que cet arrangement est dû au hasard.
Cj est ici le lieu de définir le mot extraordi'naire. Nous rangeons par la pensée , tous les évènemens possibles en diverses classes ; et nous regardons comme extraordinaires ceux des classes qui en comprennent un très petit nombre. Ainsi, au jeu de croix ou pile^ l'arrivée de croix cent fois de suite nous paraît extraordinaire, parce que le nombre presque infini des combinaisons qui peuvent arriver en cent coups, étant partagé en séries régulières ou dans lesquelles nous voyons régner un ordre facile à saisir, et en séries irrégulières, celles-ci sont incomparablement plus nombreuses. La sortie d'une boule blanche , d'une urne qui , sur un million de boules , n'en contient qu'une seule de cette couleur, les autres étant noires , nous parait encore extraordinaire , parce que nous ne formons que deux classes d'évènemens, relatives aux deux couleurs. Mais la sortie du n® 47581 3, par exemple, d'une urne qui ren-
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ferme un million de numéros , nous semble un événement ordinaire ; parcç que comparant individuellement les numéros, les uns aux autres, sans les partager en classes, nous n'avons aucune ^^ raison de croire que l'un d'eux sortira plutôt que les autres.
De ce qui précède , nous devons généralement conclure que tdjus un fait est éstjraordinairè , plus u a besoin d être appuyé de lort^ preuves. Car ceux qui l'attestent , pouvant ou tromi>er, ou /
avoir ete trompes , ces deux causes sont d autant plus probables, que la réalité du fait l'est moins en ' elle-même. C'est ce que l'on verra particulièrement , lorsque nous parlerons de la probabilité des témoignages.
La probabilité d'un événement futur est la vu« Principe, somme des produits de la probabilité de chaque cause , tirée de l'événement observé , par la probabilité que cette cause existant, l'événement futur atira lieu. L'exemple suivant éclaircira ce principe.
Imaginons une urne qui ne renferme que deux boules dont chacune soit ou blanche , ou noire. On extrait une de ces boules , que l'on remet ensuite dans l'urne , pour procéder à un nouveau tirage. Supposons que dans les deux premiers tirages, on ait amené des boules blanches; ou
demande la probabilité d'amener encore une boule blanche au troisième tirage.
On ne peut faire ici que ces deux hypothèses : ou Tune des boules est blanche , et l'autre noire ; ou toutes deux sont blanches. Dans la première hypothèse, la probabilité de l'événement observé est j : elle est l'unité ou la certitude dans la seconde. Ainsi , en regardant ces hypothèses comme autant dé* causes , on aura pour le sixième principe ? -g^ et |^ pour leurs probabilités respectives. Or, si la première hypothèse a lieu, la probabilité d'extraire une boule blanche au troisième tirage est -^ : elle égale l'unité dans la seconde hypothèse; en multipliant donc ces dernières probabilités , par celles des hypothèses correspondantes, la somme des produits ou -^ sera la probabilité d'extraire une boule blanche au troisième tirage.
Quand la probabilité d'un événement simple
est inconnue, on peut lui supposer également
te
toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à l'unité. La probabilité de chacune de ces hypothèses , tirée de l'événement observé , est par le sixième principe, une fraction dont le numérateur est la probabiUté de l'événement dans cette hypothèse , et dont le dénominateur est la somme des probabihtés semblables relatives à toutes 4e.s
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hypothèses. Ainsi la probabiUté que la possibilité de Tévènement est comprise dans des limites données , est la somme des fractions comprises dans ces limites. Maintenant j si l'on multiplie chaque fraction par la probabilité de l'événement futur, déterminée dans l'hypothèse correspondante, la somme des produits relatifs à toutes les hypothèses sera par le septième principe , la probabilité de l'événement futur, tirée de l'événement observé. On trouve ainsi qu'un événement étant arrivé de suite un nombre quelcbriqu>j de fois , la probabilité qu'il arrivera encore la fois suivante est égale à ce nombre augmenté de l'unité, divisé par le même nombre augmenté de deux unités. En faisant , par exemple , remonter^ la plus ancienne époque de l'histoire à cinq mille ans, ou à 1 82621 3 jours, et le soleil s* étant levé constamment dans cet intervalle , à chaque révolution de vingtquatre heures, il y a 1 82621 4 à parier contre un qu'il se lèvera encore demain. Mais ce nombre est incomparablement plus fort pour celui qui connaissant *par l'ensemble des phénomènes le principe régulateur des jours et des saisons, voit que rien dans le moment actuel ne peiit en arrêter le coiirs.
Buffon , dans son Arithmétique politique , cal-
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cule difFéremment la probabilité précédente. II suppose qu'elle ne diffère de l'unité que d'une fraction dont le numérateur est l'unité, et dont le dénominateur est le nombre deux élevé à une puissance égale au nombre des jours éco'il)^''
JliLi/» ^
depuis l'époque. Mais la vraie manière de remonter des évènemens passés a la probabilité des causes et des évènemens futurs, était inconnue à cet illustre écrivain.
De l'Espérance.
La probabilité des évènemens sert à détenuiner l'espérance ou la crainte des personnes intéressées à leur existence. Le mot espérance a diverses acceptions : il exprime généralement l'avantage de celui qui attend un bien quelconque , dans des suppositions qui ne sont que probables. Cet avantage, dans la théorie des hasards, est le produit de la somme espérée , par la probabilité de l'obtenir : c'est la somme partielle qui doit revenir lorsqu'on ne veut pas courir les risques de l'événement , en supposant que la répartition se fasse proportionnellement aux probabilités. Cette répartition est la seule équitable , lorsqu'on fait abstraction de toutes circonstances étrangères ; parce qu'un c*gal degré de probabi-
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lité donne lupi droit égal sur la somme espérée. Jions nomuqberoQs cet ayantage espérance ma-
Lorsque l'avantage dépend de plusieurs évè- Vlll« Principe nemens ^ • on l'obtient en prenant la somme des produits de la probabilité de chaque événement , par le bien attaché à son arrivée.
Appliquons ce principe à des exemples. Supposons qu'au jeu de croix ou pile y Paul reçoive deux francs s'il amène croiœ au premier coup, et. cinq francs s'il ne l'amène qu'au second. En multipliant deux francs par la probabilité \ du premier cas , et cinq francs par la probabilité \ du second cas, le somme des produits, ou deux francs et un quart, sera l'avantage de Paul. C*est la somme qu'il doit donner d'avance à celui qui lui a fait cet avantage ; car pour l'égalité du jeu , la mise doit être égale à l'avantage qu'il procure.
Si Paul reçoit deux francs eç amenant croix au premier coup , et cinq francs en l'amenant au second coup, dans le cas même où il l'aurait amené au premier ; alors la probabilité d'amener croix au second coup étant ^, en multipliant deux francs et cinq francs par \ , la somme de ces produits donnera trois francs et demi pour
l'avantage de Paul , et par conséquent pour sa mise au jeu.
L« Principe. Daus une série d'évènemens probables ^ dont les uns produisent un bien , et les autres une perte , on aura l'avantage qui en résulte en faisant une somme des produits de la probabilité de chaque événement favorable par le bien qu'il procure , et en retranchant de cette somme celle des produits de la probabilité de chaque événement défavorable par la perte qui y est attachée. Si la seconde somme l'emporte sur la première, le bénéfice devient perte , et l'espérance se change ' en crainte.
On doit toujours , dans la conduite de la vie , faire en sorte d'égaler au moins le produit du bien que l'on espère, par sa probabilité , au produit semblable relatif à la perte. Mais il est nécessaire pour y parvenir d'apprécier exactement les avantages , les pertes et leurs probabilités respectives. Il faut pour cela une grande justesse d'esprit , une tact délicat , et une grande expérience des choses : il faut savoir se garantir des préjugés , des illusions de la crainte et de l'espérance , et de ces fausses idées de fortune et de bonheur, dont la plupart des hommes bercent leur amourpropre.
L'application des principes précédeiis à la
question suivante, a beaucoup exercé les géo* mètres- Paul joue à croix ou pile^ avec la condition de recevoir deux francs s'il amène croix au premier coup; quatre francs s'il ne l'amène qu'au second ; huit francs s'il ne l'amène qu'au troisième , et ainsi de suite. > Sa mise au jeu doit être , par le huitième principe , égale au nombre des coups ; en sorte que si la partie continue à l'infinie , la mise doit être infinie. Cependant , aucun homme raisonnable ne voudrait exposer à ce jeu une somme même modique , cinquante fi-ancs , par exemple. D'où vient cette différence entre le résultat du calcul et l'indication du sens commun? On reconnut bientôt qu'elle tenait à ce que l'avantage moral qu'un bien nous procure n'est pas proportionnel à ce bien , et qu'il dépend de mille circonstances souvent très difficiles à définir, mais dont la plus générale et la plus importante est celle de la fortune. En effet , il est visible qu'un franc a beaucoup plus de prix pour celui n'en a que cent, que pour un millionnaire. On doit donc distinguer dans le bien espéré sa valeur absolue de sa valeur relative : celle-ci se règle sur les motifs qui le
font désirer, au lieu que la première en est
indépendante. On ne peut donner de principe général , pour apprécier cette valeur relative.
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En voici cependant un proposé par Daniel BemoulK , et qui peut servir dans beaucoup de cas. ' «
K.^ Principe. La "valeur relative d'une somme infiniment petite est égale à sa valeur absolue divisée par le bien total de la personne intéressée. Gela suppose que tout homme a un bien quelconque dont la Taleur ne peut jamais être supposée nulle. £n e£fet, celui même qui ne possède rien, donne toujours au produit de son travail et à ses espérances ime valeur au moins égale' à ce qui lui est rigoureusement nécessaire pour vivre.
Si l'on applique l'analyse au principe que nous venons d'ex.poser, on obtient la règle suivante. ^
En désignant par l'unité la partie de la fortune d'un individu , indépendante de ses «expectatives; si l'on détermine les diva^ses valeurs que cette fortune peut recevoir en vertu de ces expectatives et leurs probabilités , le produit de ces valeurs élevées respectivement aux puissances indiquées par ces probabilités, sera la fortune physique qui procurerait à l'individu le même avantage moral qu'il reçoit de la partie de sa fortune , prise pour unité , et de ses expectatives; en retranchant donc l'unité de ce
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|>roduît9 la^dUférencQ sera raccroissemeut de la forliune «ph^i(}ue ^ du aux expectatives : nom nommerons cet accroissement, espérance mo^ raie, 11 est facile de voir qu'ielle coïncide avec Tespérancè mathématique, lorsque la fortune pris€ pQiu* unité , devient infinie par rapport aux variations qu'elle reçoit des expectatives. Mais lorsque ces variations sont une partie senr sible de cette unité, les deux espérances pleui vent différer très seiisiblement entre elles.
Cette règle conduit à des résultats conformes aux indications du sens commun , 4{ue l'on peut par ce moyen, apprécier avec quelque exacti-r Hic^. Ainsi dans la ; question précédente, on trouve que si la fortune de Paul est de deux cents francs , il ne doit pas raisonnablement mettre îau jeu plus de neuf francs. La même règle conduit encore à répartir le danger sur plu* sieurs parties d'un bien que l'on attend , plutôt tjue d'exposer ce bien tout entier au même danger, H en résulte pareillement qu'au jeu le plus é^ai, la perte est toujours relativement plus grande que le gain. En supposant par exemple, * qii'un joueur ayant une fortune de cent francs , en expose cinquante au jeu de croix ou pile; sa fortune, après sa mise au jeu , sera réduite à quatre-vingt-sept francs , c'est-à-dire que cette der-
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nière somme procurerait au joueur le même avantage moral, que l'état de sa fortune après sa mise. Le jeu est donc désavantageux, dans le cas même où la mise est égale au produit de la somme espérée, par sa probabilité. On peut juger par-là de l'immoralité des jeux dans lesquels la somme espérée est au-dessous de ce produit. Ils ne subsistent que par les faux raisonnemens et par la cupidité qu'ils fomentent , et qui portant le, peuple à sacrifier son nécessaire à des espérances chimériques dont U est hors d'état d'apprécier l'invraisemblance , sont la source d'ime infinité de maux.
Le désavantage des jeux, l'avantage de ne pas exposer au même danger tout le bien qu'on attend , et tous les résultats semblables indiqués par le bon sens, subsistent, quelle que soit la fonction de la fortune physique qui, pour chaque individu, exprime sa fortune morale. Il suffit que le rapport de l'accroissement de cette fonction à l'accroissement de la fortune physique, diminue à mesure que celle-ci augmente.
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Des méthodes analytiques du Calcul des
Probabilités,
L'application des principes que nous venons d'exposer aux diverses questions de orobabilité, exige des méthodes dont la recherche a donné naissance à plusieurs branches de l'Analyse , et spécialement à la théorie des combinaisons et au calcul des différences finies^
Si l'on forme le produit des binômes , l'unité plus une première lettre , l'unité plus une seconde lettre , l'unité plus une troisième lettre , ^^f^ et ainsi de suite, jusqu'à n lettres; en retraft-^ chant l'unité de ce produit développé ,. on aura la somme des combinaisons de toutes ces lettres prises une à une, deux à deux , trois à trois, etc. , chaque combinaison ayant l'unité pour coeffi- • cient. Pour avoir le nombre des combinaisons de ces n lettres prises ^ à Sj on observera que si l'on suppose ces lettres égales entre elles , le produit précédent devienara la puissance n du binôme, un plus la première lettre; ainsi le nombre des combinaisons des n lettres prises s k s ^ sera le coefficient de la puissance s de la première lettre, dans le développement de ce binôme ; on aura donc ce nombre, par la formule connue du binôme.
On aura égard à la situation respective des lettres dans chaque combinaison , en observant ' que si l'on joint une seconde lettre à la première , on peut la placer au premier et au se* cond rang; ce qui donne deux combinaison.
Si Ton joint à ces combinaisons une troisième lettre ^ on peut lui donner dans chaque combinaison , le premier^ le second et le troisième rang ; ce qui forme trois combinaisons relatives à chacune des deux autres ; en tout , six combinaisons. Dç là il est facile de conclure que le nomlH'e des arrangemens dont s lettres sc^nt susceptibles , est le produit des nombres dephisTunité ji»qu'à s\ il faut donc pour avoir égard 'à la situation respective des lettres, multiplier par ce produit le nombre des combinaisons des n* lettres prises ^ à j ; ce qui revient à supprimer le dénominateur, du coefficient du terme du binôme, qui exprime ce nombre.
Imaginons une loterie composée de n numéros dont r sortent à chaque tirage \ on demande la probabilité de la sortie de s numéros donnés dans un tirage. Pour y parvenir, on formera une fraction dont le dénominateur sera le nombre de tous les cas possibles, ou des combinaisons des n numéros pris r k r^ et dont le numérateur sera le nombre de toutes ces combinaisons
qui (xmtiennent les s numéros donnés. Ce dernier nombre est éyideinment celui des combinaisons des autres numéros pris n moins s k n moins s. Cette fraction sera la probabilité de* mandée 9 et l'on trouvera facilement qu'elle se réduit à une fraction dont le numérateur est le nombre des combinaisons de r numéros pri»
s Â* Sj et dont .le dénominateur est le nombre des, combinaisons des n numéros pris semblablement .f à s. Ainsi , dans la loterie de France, formée , -comme on sait , de 90 numéros dont cinq sortent si chaque tirage >, la probabilité da la sortie d'un ex;trait donné est-^ou^; 1^ loterie devrait donc alors PQU£^ l'égalité du jei*^ rendre dix-huit fois la mise.v Le nombre total des combinaisons deux à deux , de 90 nuniiéros e6t 4oo5 ^ et celui des combinaisons deux^ à deux , de cinq numéros ... est dix. La probabilité de la sortie d'un ambe donné est donc 49o\y ^^ 1^ lotme devrait rendre alors quatre cents fois, et demie , 1^ mise : elle devrait la r^4^^. '^^748 fois pour uu terne, 5iio38 fois poyr un quaterne , et 43949^68 fois pour un quine. La loterie est loin de faire aux loueurs , ces avantages. « \ . « *
Supposons dans une urne , a boules blanches et b bouler noires , et qu'après en avoir extrait
une boule 9 on la remette dans l'urne; on de-mande la probabilité que dans le nombre . n de tirages, on amènera m boules blanches et n moins m boules noires. Il est clair que le nombre de cas qui peuvenî arriver à chaque tirage est a plus 6. Chaque cas du second tirage , pouvant se combiner avec tous les cas dn premier, le nombre de cas possibles en deux tirages , est le c£urré du binôme a plus h. Dans le développement de ce carré , le carré de a exprime le nombre des cas dans lesquels on amène deux fois une boule blanche; le double produit de a par by exprime le nombre des cas dans lesquels une boule blan-> che et une boule noire sont amenées ; enfin le carré de b exprime le nombre des cas danfs les* quels on amène deux boules noires. En contî^ nnant ainsi , on voit généralement que la puis*ssmce n du binôme a plus b , exprime le noofthre de tous les cas possibles dans n tirages ; et que dans le développement de cette puissance ^ le terme multiplié par la puissance m àe Uy exprime le nombre de9 cas dans lesquels on peut amener m boules blanches , et n moins m boules noires. £n divisant donc ce terme par la puissance entière du binôme , on aura la probalnlité d'amener m boules blanclies et n moins m houles noires. Le rapport des nombres a^ eia plus b ,
étant la probabilité d'amener une boule blanche dans un tirage ; et le rapport des nombres b , et a plu^ b^ étant la probabilité d'amener une boule noire ; si Ton nomme pet q ces probabilités , la probabilité d'amener m boules blanches dans n tirage^ y set* a le terme multiplié par la puissance màef p^ dans le déyeAoppement de la puissance n du binôme /i plns^^ : on peut observer que la somme p pitis q est l'unité. Cette propriété remarquable du binôme^ est très titile dans la théo^ rie des probabilités.
*Mqis la méthode la plus générale et la plus dirédte , pour r^^oâreles questions de proba* biKié, consiste à lesfeire dépendre d'équations aille différences. • En comparant les états successifs de < la fonction qui exprime la probabilité , loimïîe'F^m fet^T^oroitre les variables , de leurs dffiéreDces respectives ; la question proposée fourldt souvent un rapport très simple entre ces ^^tatS; Ce rapport est ce que Ton nomme équa-tion nuôâ différences ordinaires ^ ou partielles; '«ordinaires , lorsqu'il n'y a qu'une variaUe; par- -tiélles 9 lorsqu'il y en a plusieurs. Donnons-en quelques exemples.
Trois joueurs dont les forces sont supposées les mêmes ^ jouent ensemble aux conditions suivantes* Celui des deux premiers joueurs, qui
gagne son adversaire , joue avec le troisième , et s'il le gagne, la partie est finie. S'il est vaincu, le vainqueur joue avec l'autre, et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'un des joueurs ait gagné consécutivement les deux autres, .ce qui termine la partie : on demande la probabilité <me la ^^û^è^ sef*a nnie dans un nombre quelconque n de cpups. Cherchons d'abord la probabilité qu'elle finira précisément au œup n. Pour cela, le joueur qui gagne doit entrer au jeu au coup n moins
un , et le gagner ainsi que le coup suivante Mais . si au lieu de gagner le coup n moins ui^ , il était u «vaincu par son adversaire , celui-rci .venant -de i gagner l'autre joueur, la partie finirait à ce ; coup. • Ainsi la probabilité qu'un des joueurs, entr^çra au jeu au coup n moins un , et le gagnera , est égale à celle que la partie finira précisément à ce coup; et comme ce joueur doit gagner le coup suivant , pour que la partie se termine au coup n , la probabilité de ce dernier ca^ ne sera qu'un demi de la précédente. Cette probabilité est évidemment une. fonction du nombre n; cette fonction est donc égale à la tooîne^de la même fonction, lorsqu'on y diminue n de l'unité. . Cette égalité forme . une de ces équations que l'on nomme équations aux différences finies ordinaires.
On peut déternliner facilemept à son moyen , la probabilité que la partie finira précisément à un coup quelconque. Il est visible que la partie ne peut finir au plus tôt qu'au second coup ; et pour cela, il est nécessaire que celui des deux premiers joueurs qui a gagné son adversaire, gagne au second: coup le troisième joueur ; la probabilité que la partie finira à ce coup est donc ^. De là , en vertu de l'équation précédente», on conclut que les probabilités successives de la fitt' de la partie sont j pour le troisième cotip, -^.p^ur le quatrième, etc. ; et généralement i|- élevé' à la puissance n moins un , pour le j^^^**' coup.^ La somnie de toutes ces puissances de^^estl^unitéTncins la dernière de ces puissances; c'est la pl»obabilité que la partie sera terminée , au plus tard ', dans n coups.
ConsidéroÂs encore le premier problème un peu difficile , que l'on ait résolu sur les probabilités et que Pascal proposa de résoudre à Fermât. Deux joueurs A et B , dont les adresses sont égales jjQji^^ensemble avec la condition que celuiqur, le? premier, aui*a vaincu l'autre un nombre donné de fois , gagnera la partie , et em-'^^*^^ "^ portera la somme des mises au jeu : après quel- ^ ques coups , les joueurs convierment de se reti-^'^ rer sans avoir terminé la partie ; on demande
de quelle manière cette somme doit être partagée entre eux. Il est visible que les parts doivent être proportionnelles aux probabilités respectif ves de gagner la partie ; la question se réduit donc à déterminer ces probabilités. Elles dépem^ dent évidemment des nombres de points qui in2tlâ|uent k chaque joueur pour atteindre le nombre donné. Ainsi la probabilité de A est une fonction.de ces deux nombres que nous nom»
merons indices^ ^ les deux joueurs convenaient de jouer un coup de plus (convention qui ne change point leur sort , pourvu qu'après ce nouveau coup, le partage se Caisse toujours propor» tionndlement aux nouvdles probabilités de ga* gner la partie); alors, ou A gagnerait ce coup, et dans ce cas , le nombre des points qui lui manquent, serait diminué d'une imité; ou le joueur B le gagnerait , et dans ce cas ^ le nombre des points manquans à ce dernier joueur deviendrait moindre d'une unité. Mais la probabilité de chacun de ces cas est -l*; la fonction cherchée est donc égale k la moitié de cette fDnetîpn , dans laquelle on diminue de l'unité le premier indiœ ; plus à la moitié de la même fonction dans laquelle le second indice est diminué de l'unité. Cette égalité est une de ces équations que l'on nomme équations aux différences partielles.
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On peut détermioer à son moyen les probabilités de A»^ en partant des plus petits nombres, et en observant que la probabilité ou la fonction qui l'exprinae est ^ale à l'unité, lorsqu'il ne manque aucun point au joueur A , ou lorsque le premier indice est nul y et que cette fonction de* vient xniUe avecileseoond indice. En supposant ainsi qu'il ne manque qu'un point au joueur A, on trouve que sa probabilité est ^, f , ^, etc., suivant qu'il manque à B un point , ou deux , ou trcMs, etc. Généralement, elle est alors l'unité , moins la puissance de \ égale au nom* hre des pcH»ts qui manquent à B. On supposera ensuite qu'il manque deux points au joueur A, et l'on trouvera sa probabilité égale a -^, |^, \-^j ete.y suivant qu'il manque à B, un point ou <leux , ou trois , etc. On supposera encore qu'il manque troès points au joueur A ^ et ainsi de suite.
Cette manière d'obtenir les valeurs successives d'une quantité, au moyen de son équation aux difiorences, est longue et pénible. Les géomètres «ont cberché des méthodes pour avoir la fenction générale des indiœs , qui satisfait à cette équation , en sorte que l'on n'ait besoin pour chaqne cas particulier, que de substituer dans cette fonction les valeurs correspondantes deS'
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indices. Considérons cet objet d!une manière générale» Pour cela, çoncevons.une suite.de terf mes disposés sur une ligne horizontale^ et tels que chacun d'eux dérive des pr^éçien^ , suivai^t une loi donnée. Supposons cette loi exprimée par une équation entr^ plusieurs termes consécutifs , et leur indice ou le nombre qui indique le rang qu'ils occupent dans la série. Cette ^ua* tion est ce que je nomme équation aux dijfé-^ rences finies à un seul indicé. L'ordre ou le degré de cette équation est la différence dû rang de ses deux termes extrêmes. On peut, à son moyen, déterminer successivement les termes de la série et la continuer indéfiniment ; mais il faut pour cela connaître un nombre de termes de la série, ^al au degfé de l'équation. Ces ^termes sontjes constantes arbitraires de l'exprefesion du terme général de la série, ou de l'intégrale de l'équation aux différences.
Concevons maintenant , au-dessus des termes de la sériel précédente, une seconde série de termes disposés horizontalement; concevons en«core au-dessus des termes de la seconde série, une troisième série horizontale , et ainsi de suite à l'infini; et supposons les > termes de toutes ces séries liés par une équation générale entre plusieurs termes consécutifs , pris tant^ dans le sens
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horÛKintal vquè dacisle sens vertical ^ et les nom- ^Dtës 'qui 'indkjiieiit letlr rang dans les deux séris. Cette 'ékjtiatibb ^st ce que je notnme équation ctux 'âîjférèfïèèf finies partielles à deû± indidesir ■■" • ''■ ' '" "\^-' • ■' '"" ■■ • Goncêv'6'ïis pareillement àu-rféssus du pïàh dés séries prè(5ëdehtés', un second plan de séries sémblahles dont les termes soient placés respectivement au-dessus de ceux du premiei* plan : concevons ensuite au-dessus de ce second plan , un troisième plan de séries semblables , et ainsi à Tinfini : supposons tous les termes de ces séries liés psu^ une équation gutre , plusieurs termes çonr séçutffs^;^ pris^d^s les sens de la longueur^ de la lîli:g^^r»^t; de la profondeur, et les trois juombre^ * quiTiudiqi^ent leur rang dans ces trois sens. Cette équation est ce que je nomme équationaua: différences finies partielles à trois indices.
. Enfin , en considérant la chose d'une manière abstraite et indépendante des dimensions de l'espace, concevons géBéralement un système de grandeurs qui soient fonctions d'un nombre quelconque d'indices, et supposons enti'e ces grandeurs^ leurs différences relativepà ces indices, et les indices eux-mêmes , autant d'équations qu'il y a de ces grandeurs ; ces équations seront
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aille différences finies parlielies à uti nombre quelconque d'indîoes. ^ .. > . . »
On peut à leur moyen déterminer âucoessivement ces grandeurs. Mais de même que Téquation à un seul indice exige pour cela que l'on connaisse un ca^tain nombre de termes de la sérié; de même l'équation à deux ùidice^ etsâ^ que l'on connaisse une ou plu^ieui^ lignes* d^e séries dont les termes généraux puissent être exprimés chacun par une fonction arbitraire d'un des indices. Pareillement , l'équation à trois indices exige que l'on connaisse un ou plusieurs plans de séries dont les termes généraux puissent être exprimés chacun par une £c^nctien arbitraire de deux indices; ainsi de suite. Dans touâ ces cas^ on pourra^ par des éliminations successives, déterminer un ternie quelconque des séries. Mais toutes les équations entre lesquelles on élimine ? étant comprises dans un même système d'équa^ tions , tx)Utes les expressions des termes successifs que l'on obtient par oes éliminations doivent être comprises dans une expression générale , fonction des indices qui déterminent le rang du térmue. Cette expression est l'îstégrale de l'équation proposée aux différences y et sa recherche est l'objet du Calcul intégral.
Taylor est le premier qui dans son ouvrage
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intitulé Methodus incrementorum^ ait oonsidéré les équations linéaires aux di£férei)ces fitiiQ&. U y donne la mamère d'intégrer celles du premier ordre ^ a^rec iin coefficient et un dernier terme , fonctions de l'indice. A la vérité ^ les relations de» tiennes des progressions arithmétiques et géométriques que l'on a considérées de tout temps, sonft lei Gssles pku^ simples des équations linéaires auit difiEérences ; mais oti ne les avait ps^ envisagées sous ce point de vue , l'un de ceux qui se rattachant à des théories générales , conduisit à ces théories , et sont par là de véritables découvertes.
- Vers le même tetoipsy Moivre considéra, sous la dénomination de stdtes récurrentes^ les équations nus 'difiérences finies d'un ordre qudcon* que ^ À coeffidens cxmstans. Il parvint à les intégrer d'une manière très ingénieuse^ Gomme il est tcmjours intéressant de suivre ki marche des inventeurs , je vais exposer celle de Moivre > en Tap^iquant à Une suite récurrente dont la rekt* tion entre trois termes consécutifs esl donnée. D'abord , il considène la rdation entre Ite termes consécutifs d'une progression géométrique , ou l'équation à deux termes qui l')es|>riine. £n la rapportant aux termes inférieurs d'une tmilé, il la multiplie dans cet état par un facteur cons-
tant, et il retranche le produit de Féquation primitive. Par là, il obtient une équation entre trois termes consécutif de la progression géo«* métrique. Moivre considère ensuite une seconde progression dont la raison des termis est le facteur même qu'il vient d'employer. Il diminue pareillement d'une unité l'indice dep termes de l'équation de dette nouvelle progression : dans cet état y il la multiplie par la raison des termes de la première progression, et il retranche le pror duit de l'équation de la seconde progression j ce qui lui donne , entre trois termes ccHisécutifs de ' cette progression, une relation entièrement .rieiBhblable à celle qu'il a trouvée pour la première* {>rogression. Puis il observe que «si l'on ajoute terme à terme les deux progressions^ la même relation subsiste entre trois qudconques de ces sommes consécutives. Il compare les coefiBciens de cette relation à ceux de la relation des termes de la suite récurrente proposée , et il trouve , pour déterminer les raisons des deux progrès-' sioris géométriques , une équation du second' degré dont les racines sont ces raisons. Par là , Moivre décompose la suite récurrente en deux progressions géométriques multipliées, chacune par une constante arbitraire qu'il détermine au moyen des deux premiers termes de la suite ré-
currente. Ce«procédé ingénieux est au fond celui que d'Alemberta depuis employé' pour l'intégration des équations linéaires auK différences infiniment petites à coefficiens constans , et que Lagrangfe a transporté aux équations semblables à différences finies.
Ensuite, j'ai coïisidéré les équations linéaires aux différences partielles finies, d'abord sous la dénomination 'de ^2^^^ réourrchrécurrentes ^ et après, sous leur dénomination propre. La manière la plus générale et la plus simple d'intégrer toutes ce^ équa;tions^ me paraît être celle que j'ai fondée sur la. considération des fonctions génératrices doni ivoiqi Tddée.
Si Vonitcènçoit une fonction V d'une variable ty, .développée suivant les puissances «de cette variable, le coeffidient de l'une quelconque de ces. puissances sera une fonction de l'exposant ou indice de cette puissance , indice que je désignerai par a:. V est ce que je nomme fonction générâitrice de ce coefficient ou de la fonction dç l'indice.
Maintenant , si l'on multiplie la série du développement de V par une fonction de la même variaMe, telle, par exemple, que l'unité plus deiix fois cette variable , le produit sera une nouvelle fonction 'génératrice dans laquelle le
coefficient de la puissance x de la Variable i sera égal au coefficient de la méine puissance dans y, plus au double du coefficient de la puissance inférieure d'une unité. Ainsi la fonction de l'indice Xj dans le produit , égaiera la fonction de l'indice x dans Y, plm le douMe de cette même fonction dand laquelle l'indice est diminué de l'unité. Cette fonction de l'indice X est ainsi une dérivée de la fonction du même indice dans le développement de Y, fonction que je nommerai fonction primitive de l'indice. Désignons la fonction dérivée par la caractérisât tique S^ placée devant la fonction primitive. La dérivation indiquée par cette caractéristique dé* pendra du multiplicateur de Y, que nous nommerons T9 et que nous supposerons développé , comme Y, par rapport aux puissances de la variable t.
Si l'on multiplie de nouveau par T le produit de Y par T, ce qui revient à multiplier Y par la carré de T, on formera une troisième fonction génératrice dans laquelle le coefficient de la puissance x àet sera une dérivée semblable du coefficient correspondant du produit précédent ; on pourra donc l'exprimer par la même caracté? ristique i" , placée devant la dérivée précédente ; et alors cette caractéristique sera deux fois écrite
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devant la fonction primitive de x. Mais au lieu de l'écrire ainsi deux fois , on lui donne pour exposant le nombre 2.
Ën= continuant ainsi , on voit généralen^ent que si Tout multiplie Y par la puis^nce n de T, on aura le cbe£Bicient de la puisi^nce .r de ^ dan^ le produit de N par la puissance n de T, en plaçant devant la fonction primitive la caractéristique / avec n pour exposant.
Supposons^ par ejiemple, que T soit l'unité drmée par t\ alors dans le produit de V par T le coefficient de la puissance x ài^t sera le coefficient de la puissance supérieure d'une unité dans Vç ce coefSficient dans le produit de V par la puissance 71 de T sera donc la fonction primitive dans laquelle x est augmenté de n unités.
Considérons maintenant une nouvelle fonction Z de ^, développée, comme V etT, suivant les puissances de t : désignons par la caractéristique A placée devant la fonction primitive, le coefficient de la puissance x à^ t dans le produit de V par Z ; ce coefficient , dans le pro-duit de Y par la puissance /s de Z, sera exprimé par la caractéristique A affectée de l'exposant n et placée devant la fonction primitive de x:
Si, par exemple, Z.est égal à l'unité divisée
par t moins un, le co^Bcient de lapuÂs^anc^ X A^t dans le produit de Y par Z sera 1/^ /ç;oe^ cient de la puissance^o: plus ua de t dajas X^^ mpîi^ le coefficient de la puissance x. Il sera dopc-JI^ différence finie de la fonction . primitirvç' 4e Tiii? dice X. Alors la caractéristique A. ixidique un^ différence finie de la fonction. primitive, :d^MQS le cas où l'indice varie de l'unité ; et la puissance n de cette caractéristique , placée devant la foncr tion primitive , indiquera la différence finie ri*** de cette fonction. Si l'on suppose que .T soit l'unité divisée par t , on aur^ T égal au bînome Z plus un. Le produit d^ Y par la puissanoeiii de T sera donc égal au produit de Y pap la puissance de n du binôme Z plus uii. En développant cette puissance par rapport aux puissances c^e Z, les produits de Y par les divers termes de ce développement seront les fonctions» génératrices de jces mêmes termes , dans lesquels on substitue , au lieu des puissances de Z , ie& différences finies correspondantes de la fonction primitive de l'indice.
Maintenant le produit de Y par la puissance n de T est la fonction primitive, dans laquelle l'indice x est augmenté de n unités; en re^ passant donc des fonctions génératrices à leurs coeflTiciens , on aura cette fonction primirive
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ainsi "augmentée , ^ale au développement de la j^mîsMneé n du binôme Z plus im; pourvu que éaXïÈ ce développem^t on substitue , au lieu des' 'puissances de Z, les diflFérences correspondantes de la fonction primitive > et que Ton multiplie le terme indépendant de ces puissances par la fcmction primitive. On aura ainsi la fonc*^ tion primitive dont l'indice est augmenté d'un nombre quelconque n, au moyen de ses différences:
En supposant toujours à T et à Z les valeurs précédentes , on aura Z égal au binôme T moins un <; )e produit de V par la puissance n de Z léra- donc égal au produit de V par le développement de la puissance n du binôme T moins im; -En» repassant des fonctions génératrices à leurs coefficiens , comme on vient de le faire , on aura la différence n*'"" de la fonction primitiVfe j exprimée par le développement de la puissance n du binôme T moins un , dans lequel on substitue veux puissances de T cette même fonction dont l'indice est augmenté de l'exposant de la puissance , et au terme indépendant de t et qui est l'unité , la fonction primitive : ce qui donne cette différence au moyen des termes consécutifs de cette fonction.
cT" placé devant la fonction primitive , expri-
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mant la dérivée de cette fonction^ qui multiplie }a puissance x de t dans le produit de V par T^ -et À exprimant la même dériTée dftors le produit de Y par Z y on est conduit, par ce qui précède^ à ce résiliât général : quelles que soient les fonctions de la variable t , rq)résentées par T et Z^ on peut, dans le développement de toutes les équations identiques susceptibles d'étne formées ^tre ces fonctions, substituer les caractéristîques J^ et A, au lieu de T et de Z, pourvu que Ton écrive la fonction primitive de l'indice à la suite des puissances et des produits de pui»> sances des caractéristiques, et que Ton multiplie par cette fonction les teimes indépendans de « ces caractéristiques.
On peut, au moyen de ce résultat général, traii^oi«mer une puissance quelconque d'une dififérence de la fonction primitive de Tindice iCi> dans laquelle œ varie d'une imité , en «me sévie de différences de la même fonction , dans «le»* quelles :t varie d'un nombre quelconque d'unirtés, et réciproquement. Supposons en effet qiie T soit la puissance / de l'unité divisée par t moins un , et que Z soit toujours FunitJé divisée par t moins un; alors le coefficient de la pui^ sance x àe tj dans le produit de V par T,'9em le coefficient de la ipuissance x phis / de t dans
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V, niwDS le coefficient de la puissance oc de t; il sera donc la différence finie de la fonction primitive de Ti^dice «r , dans laquelle on fait varier cet indice du nomj^re /. Il est facile de voir ique T est égal à la différence entre la puissance / du binôme Z plus un et l'unité; la puissance n de T est donc égale à la puissauce n de cette diôerence. Si , dans cette égalité, on substitue au lieu de T et.de Z les caractéristiques ^ et A , et qu'après le dévelo{^ment OQ f4aoe à la fin de chaque terme la fonction priifiitii^e de l'iiidice a:^ on aura la diiOférence jif'^' de cette £opction , dans laquelle jc varie de i unités, exprimée par une suite de di£6érences de la même fonction, dans laquelle a: varie d'unie imité., Cette suite n'est qu'une transformation de la. dififérence qu'elle exprime et qui lui est idêtitique ; mais c'est dans de semblables jtRaBsfonpoatiQns que réside le pouyoir de l'ajudyae.
La. généralité de l'analyse permet de supposer dans .cette expression n négatif. Alors les puissaoïces négatives de i^ et de A indiquent des intéi^aleis. En «flfet , la différence «*'"" de la fonction primitive ayant pour fonction génératrice le f^roduit de V par la puissance n du binôme , un divisé par t , moins l'unité ; la fonction primitive
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qui est l'intégrale n*'"" de cette différence,' a ptmt fonction génératrice celle de la tnêmé dififerônce> multipliée par la puissance "n' prise eti itioid^'du binôme, un divisé par t^ m'ôikis'riiilitê, ■j)tlbsance à laquelle répond la gieifne^ ]|[itiissa!Acé > de la caractéristique A; c^ttle ^is^cè^indit]^ donc lîne intégrale du iriêttè'bMrëV l'îrtdSee'jr variant de Tunïté; él lés' piiiâsaiîcëé 'tiégttt^vés de <:r indiqtièht! ëgàliemeht de«s inté^ràlfesy'tt?'variant de i unités. On voit ainsi de la inaïïièi^e la plus claire et la plus simple, la râisoft de^Ftoàlogie observée entre les puissances pofsitivéi' 'et les diflPérences, et entre les puissanceB tilégdtiVés et les intégrales. ' "' ' '
Si la. fonction indiquée par la Caractéristique cT placée devant la fonction primitive est htdte, on aura une équation aux difiKrences finve^ , fet V sera la fonction génératrice de sofn itilégralë. Pour avoir cette fonction génératrice, on'VMDlàet^ vera que dans le produit de V par T totit^ 'les puissances de t doivent dispàraîti-e, excepté les puissances inférieures à l'ordre de l'équation *ax différences; V est donc égal a une fraction dont T est le dénominateur, et dont le niiméi*dteur est un polynôme dans lequel la puissance la plus élevée de t est moindre d'une imité que l'ordre de l'équation aux différences. I^es cocffi-
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cinas.4irl4^rairçs des diverses puissances de t dans
.cei!lP9I5t^P^>fi, ep y cpmprenant la puissance
i9a^rQ,j,;»^9^t di^terminés par autant de valeurs
€)e 4a fonction, prjgçpitive de l'indice , lorsqu'on y
iliti^iV^^q^^ve^qi^eiiit or égal à zéro, à l'unité, à
4çus^;,:etç, Qi^^ij^d l'éqiiation aux di£férences est
donnée 9; OQ idj^terxaine T en mettant tous ses
t^mes^dan^J^premier membre,, et zéro dans le
. second ; en substituant, d^gas Iç premier membre ,
.l'imité ^u lieu de la. fonction qui a le plus grand
ijodice; \^ première puissance de t au lieu de la
•fonction, primitive dans laquelle cet indice est
>^pqtinué d',u]:}e unité; la seconde puissance.de t^
à la fonction primitive où cet indice est dimi-
>ffj9^ dQi4ei|:(x, unités, ^t ainsi de suite. Le coeffi-
,4;jimi\ 4^ l£^ ^^>uissance .r dç /, dans le développe-
i^meni^rr^V^P^^^^^o^ Précédente de V, sera la
.^^€tj|^^ pi^itive de j:, ou l'intégrale de l'é-
.«m^oi^.au^ différences finies. L'analyse fournit
^•you^)^ déy^pppement , divers moyens parmi
;rjl)e$quels pn.peut choisir celui qui est le plus
ï^lpjropriQ. à. la question proposée; ce qui est un
i (avantage de cette méthode d'intégration.
, : iCpniceyons maintenant que V soit une fonc-
'tiqn 4^ deux variables iî et ^, développée sui-
) : v^t les puissances et les produits de ces variables ;
le coefficient d'un. produit quelconque des puis-
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^nces œetaf de t et de 1% ûera une fonction dé» txpcfSAti^ on indices ^ et j::' de ces ipoissilEitice^ ftmcfion ^ue je nonmieraî Jonction pHrHitwe^ et dont V est la fonction généfâtricè.
Multiplions V par utie foriétion T dés deti^ Variables t et t% développée , do<ritrte V, par *feipport fitttx puissances et aui produits de Ces ' Srah riables; le produit iëra là fonction génémtricè d'une dérivée de la fonction primitive : si T , par exemple , est égal à la variable t , plus à la Variable f moins deux , cette dérivée sera la fcttifction primitive dont on diminue de Tuilité l'indice ^, plus cette mêtoe fonction primitive dbïrt on diminue de Tunité l'indice af^ moins deux fois la fonction primitive. En désignant, quel qtie sôît T, par la caractéristique cT placée devant ' la fonction primitive cette dérivée, le produit de V par la puisssinee w de T sera la fonction gé* nératrice de la dérivée de la fonction priihitivfe, devant laquelle on place la puistôncé n de la caractéristique cT. De là résultent des théorèmes analogues à ceux qui sont relatifs aux fonctions d'une seule variable.
Supposons que là fonctioti itidiquée par la baractéristique cT soit zéro ; on aura une équation aux différences partielles : si, par exemple, on fait, comme ci-dessus, T égal à la variable t^
plias à la/variâble t moins deux, on a zéro égal à.la (onction primitive dont on diminue de Tunité Vil>dice Xy plus la même fonction dont on diminue de Fuuité l'indice a/, moins deux fois la fonctiiw primitive. La fonction génératrice V de cette fonction primitive ou de Tintégralç de celte équation , doit donc être telle que son produit par T ne renferme point les produits de t pai: t^ mais V peut renfermer séparément les puissaniCes de <, et celles de ^, c'est-à-dire une fofic^pli .arbitraire de t et une fonction arbitraire. de ^} V est donc une fraction dont le nu- ^^érateur e3t la somme de ces deux fonctions arbitraîrei^^ et dont T est le dénominateur. Le coefficient du produit de la puissance x de ^ par la puissance af de H ^ dans le développement de cette fraction , sera donc l'intégrale de l'équatiop précédente aux dififérences partielles. Cette méthode d'intégrer ce genre d'équations me paraît être la plus simple et la plus facile , par l'emploi des divers procédés analytiques pour le développement des fractions rationnelles.
De plus amples détails sur cette matière seraient difficilement entendus sans le secours du calcul.
En considérant les équations aux différences partielles infiniment petites comme des équations
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aux difféi^jices partielles finies dane^ lesqueile» rien o'est négligé, oi^.peut épls^irçir les^plninl» obscurs de leur calcul, qui,po|t ^té le sujet, de grandes discussipns parmi le^igéomètreSh^. C'est ainsi que j'ai démontré la possibilité d'introdtiisè des fonctions discontinues, ^aijiSt leuiis intégralesv pourvu quQ la discontinuité ^'jait .lieu que ipoixp les différentielles de l'ordre, dei,^;es équations o» d'qp. ordre supérieur. XiCs résultat^ transcendâns du calcul sont, comme toutes les abstractionfi.de l'entendement , des signes généraux dont - oa qepeut connaître la véritable étendue qu'en semon^ tant, par l'analyse métaphysique, aux idées élé* mentaires qui y ont conduit : ce qui présentésouvent de grandes difficultés; car l'esprit humain en éprouve moins encore à se porter en avant qu'à se replier sur lui-même.
La comparaison des différences infiniment pe» ' tites avec les di£férences finies peut semblablement rép^dre un grand jour sur la métaphy-^ sique du calcul infinitésimal.
On prouve facilement que la diiiBEèrence finie; ^ième ^'m^iç fonction , dans laquelle l'accroissement de la variable est £, étant divisée par la puissance n de E; le quotient réduit en série par rapport aux puissances de l'accroissement £ , est formé d'un premier terme indépendant de £. A
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n6biirp''X{be'Kidiinintie; là série approché de plus enpkis dé ce pif^mîér iémne, dont elle peut ainsi ne dii^rep'qûe iSé quantités moîùdrés que toute graûideur d^^^i^lê. Ce terine'ést donc là limite dei la série i et 4l ^èi^^tbÀé / dâii^ le calcul ^difféçentici^ kdifFét^ôéè'irffthltiiëùtpeti^^ la
fonc^oo^' divisée 'ppàr1j^'j[ittîésance n de ra&rôîs-; sctneo»! intiment' petit. ''
>£h' icoiiiùdérànt ' soù$ ce poihtî ' de vue les dîtfé- * renées isâfitliment petite^ ,* 'on %lt que les diverses opéiraticlns ^\i calcul différehtîél reviennent a conaipapep séparément dans le développement d'éxpresBicN^ identiqueis, les termes finis ou indépendant- des accroissemens des variables que l'on regarde comme infiniment petits ; ce qui est rigovureusement exact, ces accroissemens étant indéterminés. Ainsi lé calcul différentiel a toute r^KfLCtxtude des autres opérations algébriques.
La nieme exactitude a lieu dans les applicationS| 4u Calcul différentiel à la Géométrie et à la Mécanique. Si l'on conçoit une courbe coupée par iine sécante dans deux points voisins; en nommant E rintérvallé des ordonnées de ces deux points , E sera l'accroissement de l'abscisse depuis la première jusqu'à lasedonde ordonnée. Il- est facile de voir que Taccroissement correspondant de l'ordonnée sera le produit de È par
la première ordonnée divisée par sa sous-sécante: en augmentant donc dans l'équation de la *0E>ufbe/ la première ordonnée de cet accrcMSseai^Ql;^ on aura l'équation relative à la seconde ordonnée : la différence de ces deux équations sera uafie trol^ sième équation qui, développée par rapport^ aux puissances de £^ et divisée par £, aura son premier terme indépendant de E, et qui sera la limite de ce développement* Ce terme, ^alé à* zéro, donnera donc la limite des sous-sécantes , limite qui est évidemment la sous-tangente^ /*
Cette manière singulièrement heupeusC; d^0b«tenir les sous>tangentes est due à Fermât , qui 'Xm étendue aux courbes transcendantes, Ce-^gmnd^ géç^nètre exprime par la caractéristique £ > ^'accroissement, de l'abscisse; et en ne considérant que La première puissante de cet accroiss^ftient / il détermine exactement, comme on le fait parle calcul différentiel , les sous-tangentes des courbes , leurs points d'inflexion , les maxima et minima de leurs ordonnées, et généralement ceux des fonctions rationnelles. On voit même, par sa belle solution du problème de la réfraction de la hunière , insérée dans le Recueil des Lettres de Descartes y qu'il savait étendre sa méthode aux fonctions irrationnelles , en se débarrassant des irrationnalités, par l'élévation des radicaux aux
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puisscMicesi On doit donc regarder Fermât comine le^^ti^fiâDfk ihventetrt du Calcul différentiel. Newton -A i^êpoi» r^ttdu ce cafctd plus analytique, daik iSSe^Mëih&de 'de^ Muœions} et il en a sim- {difié €K^ g^éraliàé les pfcicédés par son beau âiéèi^ètfle du bihcmè. Enfin , presqu'en métnê tetnps i * 'Ldbïiit^ a «oirichi !e Calcul différentiel d'une HQitatt^im qui y en indiquant le passage du fini à^'infihilnent petit, réunit à l'avantage d'ex^ primer tes^ résultats généraux de ce calcid, celui de donner te» premières valeurs appi*ochées des diflfêrence^et dès tommes des quantités ; notation qui s^est adaptée d'elle-même au calcul des différattfielles partielles.
On ës^ 'Souvent conduit à des expressions qui contietiâdm tant de termes et de facteurs , que led sttfe^itiatloï» numériques y sont impraticables. C'est jbe qui a. lieu dans les questions de probabîiité',^!drsqiie*ron Cbnâdère un grand nombre d'évèÉièintos. Cependant 8 importe alors d'avoir là valeur numérique des forinules, pour connaître aveô quelle {)robabilité les résultats que k» évèneteens développetlt en se multipliant,, srtht indiqués. Il importé surtout d'avoir la loi suivant laquelle cette probabilité apptx)che sans cesse de la certitude qu'elle finirait par atteindre , si le nombre des évènemens devenait infini. Pour
6o E^SAt ^PHILOSOPHIQUE
y parvenir, je considérai iqpîë' lèi Intimâtes ^é* finies' de difFérehtielle^ mûltit^Uéek "par'dësfei^ teùris élevés à de grandes {J^ùi^sàncéiS^dôtinàiëht par Tintégf ation , dés fonntilês tôhipbséès ' (dTtÀi grand lïoiàibre de téi^més et dè^ ferétourt. Cette remarque mè fit lïàîto^è fîcïéë de triaA^foïWb datts de seniblables intégrales V* les exjii^ssiôfas' tfôii^ piiqtiées de rà'iidlyàe, et les'liifê^àlës des ét{âàti^ns aux diflférénces. Tai rekhpli cet'objët^"][)à!r line méthode qiii donne 'à' la fois la fonctibn comprise sous le signe intégral , et les limites de FîHtégration. Elle ofii^ë cela' de remarquable, ÈA^tfk i^ue cette fonction est! là fëiictîon même gérté!ratrice des' eiprëssidiiis' èïdës équations prôpoàééfe*; ùé (^ rattache cette iWéth'odé à la théorie' das 'fonctions généràtricies dont elle est ainsi le conipléniérit .' îl né s'agissait |)lus ëirâuite q)!ic de ' réduire rintégrale définie en série coîîVèrgénte. Ceçt ce que j'ai obtenu par un. procédé* qui fait converger la série avec d'autant plus ' 'de i^âpidité, que la formule qu'elle représente eit plus compliquée ; en sorte qu'il est d'autant plus exact, qu'il devient plus nédessaire. Le plus souvent , la série a pour facteur la racine carrée du rapport de la circonférence au diamètre : quelquefois elle dépend d'autres transcendantes dont le nombre est infini.
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. f jLTn^^fiimi^qiie |im{K>i*tante qui tient à la grande ffi^érai\\téi!^e y Analyse f et qui permet d'étendre <^t|[^.][)[^^Qd,e,au^J[ormu)i^ et aux équations à àf^^rfa?4;i^9,q^pl^\t^ dçs probabilités, pré- ^nte k pjijsj ÉrpqijieiBiiïj^ijit^ .^t.quç^Jes séries m^Lqai^ïk^ çj^ p^iiTfiejj^t ,^ ^iflpppswt réeUçs et posiliyiBs> |p$, liijaitçsj,. (des . iptj^g]cales , ^^^e^ , ont
.^}içmç«t^4îW: 4ftP? i^ cas c)ù|réqua,t|on qui déjljçipniTie cpç limites ^'a que , ,4çs .racines néga- .^i]ççs puj ; i^wagii^aires. Çes^p^^çsage^ du positif au qéga|îf^ let^/^.. réel à l'imagi^^re, dont j'^i le fur^inier {fait us^ge, m'ont conduit (encore aux va- Jçprs.de plusieurs intégrales définies singulières^ .qw j'ai ensuite . démpptréçs directemen,t,^ Q^i .pput. donc cpnsidérçr ces passages , comme un .ippyen de découverte, pareil à l'induction et à l'an^ogie employées depuis long- temps par les géçmètres, d'abord avec une extrême réjsçrve, Qpsmjte >av€^ une entière copfiançp^ un graixd : nombre d!6x,emples . en ayant- jusjtifié ^ Jf'em^oi. Cependant il esl toujours nécessaire de, confirmer^, par d»e& démonstrations directes, les résultats obtenus par ces divers moyens.
J'ai pommé Calcul des fonctions génératrices l'fmsemble des méthodes précédentes; ce calcid iSeirt d^, jfondement à l'ouvrage que j'ai publié sous ce titre : Théorie analytique des Probabi-
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Utés. 11 se rattache à l'idée i^mple rd'/ua^i^uer: les multiplicatÎQiis répétées d'une qu^ivtpyté fi^ff^ter même 9 ou ses puissances i^atiè^ies e) jpoaitp^e^^/eo é^criv^nl; vers le haut de la iettxe qpi^'iei^ijiie» les noinbi:«i$ qui marqufoit les d^^és. ,de .c^ pui^sances^ . Cfejtte ^dotation ^mplojr^ ' par J)e^ jc^rtes, dans sa Géam^tfie^ et génér^ei]|i9tit iMio|>lée depuis U pt^bliçaiÂpn de icet iinpo^tant; jom^ j^r^e, est peu .de chose, sq^rtomt qjo^nd ffm ^ compare à la théorie des courbes. et des fonctions variables, par laquelle ce grand géomètre. $i po^ les fondemens des calculs moder^^,. Alais 1^ JUuo^ gue de l'Analyse, la (Jus par&ita de pcmtfàà^ tétant par elle-mémç un puissant in^triuaent^ 4f^ .découvertes, ses notations, lorsqu'^1^ ^qnt i^ cessaires .et .heureus^ruent imaginées., sQnti^ntwl; Â^ germer de nouveaux qalculs. C'^ pe qm^ici^ exemple r^nd sensible. ^ ; ' v
. WalUs qui, dans son ouvxageiQtitulé^ri^li^n^ ticainfinitorum^ V\Uà de ceux quifontle {d^S;Qo^ £ribué aux progrès de l'Analyse ,: s'esit att^u^hé spécialement à suivre le , fil de l'indiiijCtion etrde Tanalogie , considéra que si l'on divise l'exposai^ d'une lettre «par deujc, trois, etc.; le quotient sera suivit la cotation cartésienne, et lorsque la division est possible , l'exposant de la racine carrée, cubique, etc., de la quantité que repré-
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sente la lettre élevée à l'exposant dmdende. En étendoâll; 1^ âfDalo^e ce résultat au cas où la dmitoU' ift'est pas possible , il considéra une quai]ftitë<éleTéeà un exposant éractionnairecomme la racine 'du tiegré indiqué par le dénominateur dek^ette frafction ^ de la quantité éàevée à la pui^ sin'ce indiquée par le numérateuà*; Il observa ensuite que ' suiHnant la notation icartésicfnne , '' la multiplieatiôn de deux puissances d'une même lettre révient à ajouter leurs expbsans, et que leur division revient à soustraire l'exposant de la p«issanee diviseuf de celui de la puissance dividende, lorsque le second de ces exposans sur- ^kâste 'lè^ preinier. WàUis étendit ce résultât au caft dù le premier exposant égale ou surpasi^ le see&nd^iee qui rend la différence nulle où négsttiveû' li^ supposa donc qu'un exposant négatif indique l'unité diiôsée par la quantité ^evée au triâtiié éitposalitpris positivement. €es Temlslrques le conduisirent *JL intégrer généralement leé dif- ^réétielies 'monômes ; d'où il conclût ' les ' înt^ graîei^ définies d'un genre particulier' de dtfSik^totidleis binoiùés dbnt l'exposant est un nombre eiftier |)oâilif. En observant ensuite la loi des nombres qui expriment t;es intégrales, une série d'interpolations et d'inductions heureuses «où l'on aperçoit le germe du calcul des intégrales
définies, qui a tant exercé les géomètres, et Funé des bases de ma nouvelle Théorie des Probabilités ^ lui donna le rapport de la surface du cercle au carré de son diamètre , exprimé par un produit infini qui, lorsqu'on l'arrête, resserre ce rapport dans des limites de plus en plus rapprochées; résultat l'un des plus singuliers de l'Analyse. Mais il est remarquable que Wallis, qui avait si bien considéré les exposans fraé* tionnaires des puissances radicales, ait continué de noter ces puissances comme on l'avait fait avant lui. Newton , si je ne me trompe , employa, le premier, dans ses Lettres à Oldembourg^ Ik notation de ces puissances par des exposans fractionnaires. En comparant par la voie de l'induction dont Wallis avait fait un si bel usage, les exposans des puissances du binôme avec les coefiiciens des termes de son développement, dans le cas où- cet exposant est entier et positif, il détermina la loi de ces coefficiens , et il retendit, par analogie, aux puissances fractionnaires et négatives. Ces divers résultats, fondés sur la notation de Descartes, montrent son influence sur les progrès de l'Analyse. Elle a encore l'avantage de donner l'idée la plus simple et la plus juste des logarithmes qui ne sont en effet que les exposans d'une grandeur dont les puissances suc-
cijessives, en croissant par degrés infiniment petits, . peuvent représenter tous les nombres.
Mais l'extension la plus importante que cette notation, ait reçue , est celle des exposans variables; ce qui constitue le calcul exponentiel, Tune des branches les plus fécondes de l'Analyse moderne. Leibnitz a indiqué, le premier, les transcendantes à exposans variables, et par-là, il a complété le système des élémens dont une fonction finie peut être composée ; car toute.fonction finie explicite d'une variable se réduit, en dernière analyse , à des grandeurs simples , combinées par voie d'addition , de soustraction , de ip^ltiplication et de division, et élevées à des pmissances constantes ou variables. Les racines des équations formées de ces élémens, sont des fQnctions implicites de la variable. C'est ainsi qu'une variable ayant pour logarithme l'exposant de la puissance qui lui est égale dans la série des puissances du nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, le logarithme d'une variable en est une fonction imphcite.
. Leibnitz imagina de donner à sa caractéristique différentielle les mêmes exposans qu'aux grandeurs; mais alors ces exposans, au lieu d'indiquer les multiplications répétées d'une même grandeur, indiquent les dilFérentiations répétées
d'une même fonction. Cette extension nouvelle de la notation cartésienne, conduisit Leibnitz à Tanalogie des puissances positives avec les dififérentielles, et des puissances négatives avec les intégrales. Lagrange a suivi cette analogie singulière dans tous ses dévelc^pemens ; et par une suite d'inductioos , qui peut être regardée comme ime des plus bdles applications que l'on ait ËEutes de la méthode d'induction , il est parvenu à des formules générales aussi curieuses qu^utiles ^ sur les transformations des différences et des iutégrsdes les unes dans les autres^ lorsque les variables ont des aecroissetnais finis divers ,< et lorsque ces accroissemans sont infiniment petits. Mais il n'en a point donné lesdémonstrations qu'il jugeait ^difficiles. La théorie des fonctions génératrices étend à des caractéristiques quelconques , la notation cartésienne : elle montre avec évidence , l'analogie des puissances et des opératicoos iiMliquées par .ces caractéristiques; en soFte qu'elle «peut .encore être envisagée comme le calcul exponentiel deS;CaractériAtiques. Tout ce qui concerne les séries et l'intégration des équations aux différences , en .découle avec une extrême f£K$iKté.
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I(CATIONS DU CALCUL DES PROBABILITÉS
Des jeux,
Les^'dcnnbinâisons que les jeux présentent ont été l'objet des premières recherches sur les probâd^ilités; Dans l'infinie variété de ces combiilàitoifts^ plusieurs d'entre elles se prêtent aTéc ftidlité au calcul : d'autres exigent des calculs ptus' difficiles ; et les difficultés croissant à meswte que les combinaisons deviennent plus compliquées , le désir de les surmonter et la curiosité
■ ont excité les géomètres à perfectionner dé plus
neti plus eei genre d'analyse* On a vu précédem-
mpnt que 'l'on pouvait facilement détermirier,
par la- théorie des combinaisons ^ les bénéfices
; d'i^H» léteirie. Mais il est plus difiEicile de savoir en cxHnbieu; de (tirages on peut parier un contre nn^'paf 'exemple, que tous les numéros s^oiit sortis^ n étant le nombre des numéros, r celui des numéros sortans à chaque tirage, ^ i le nombre inconnu des tirages /l'expression de la probabilité de la sortie de tous les numéros dépend de la différence finie ^^^'"* de la puissance / d'un produit de r nombres consécutifs. Lorsque le nombre n est considérable , la recherche de la valeur de /, qui rend cette probabilité égale à |-,
devient impossible , à moins qu'on ne convertisse cette différence dans une série trëk convergeilteJ C'est ce que l'on fait heureusement par là méthode ci-dessus indiquée pôurléë approximations des fonctions de très grà'ndà horiitrès. On trouve ainsi que la loterie étant composée dé dix mille numéros dont iin seul sort à chaque tirage ; il y a du désaVahtage â pariei* tin éontrê Un , que tous
les numéros sortiront dans 95767 tirages, et de
l'avantage à faire le même pari pouir 95768 tirages. A la loterie de France, ce pari est désavantageux pour 85 tirages, et avantageux pour 86 tirages.
Considérons encore deux joueurs A et B jouant ensemble à croix ou pile , de manière qu'à chaque .cQup , si croijc arrive , A donne un jeton à-B , qui lui en donne un si pile arrive : le nombre des jetons de B est limité , celui des jetons de A est illimité , et la partie né doit finir que lorsque B n'aura plus de jetons. On demande en combien de coups on peut parier un contre un que la par- . tie sera terminée. L'expression de la probabilité que la partie sera terminée dans un nombre / de coups , est donnée par une suite qui renferme un grand nombre de termes et de facteurs, si le nombre des jetons de B est considérable, la recherche de la valeur de Tinconnue 1 , qui rend
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celte suite égale à \ , serait donc alors impossible si l'on ne parventait pas à réduire la suite' dans une série très convergente. En lui appliquant la méthode dont on vient de parler, on trouve une expression fort simple de l'inconnue , de laquelle il résulte que si , par exemple , B a cent jetons , il y a im peu moins d'un contre un à parier que la partie sera finie en a 37 80 coups , et un peu plus d'un contre un à parier qu'elle sera finie dans îiSySi coups.
Ges deux exemples, joints à ceux que nous avons déjà donnés , suffisent pour faire voir comment les problèmes sur les jeux ont pu contribuer à la perfection de l'Analyse.
Des inégalités inconnues quipeus^ent exister entre les chances que Von suppose égales.
Les inégalités de ce genre ont sur les résultats du calcul des probabilités une influence sensible qui mérite une attention particulière. Considérons le jeu de croix ou pile^ et supposons qu'il soit également facile d'amener l'une ou l'autre face de la pièce. Alors la probabilité d'amener croix au premier coup est |^, et celle de l'amener deux fois de suite est -^. Mais sHl existe dans la pièce une inégalité qui fasse paraître une des faces plutôt que l'autre, sans que l'on connaisse quelle est la
face favorisée par cette inégalité , la- probabilité d'amener croix au premier coup sera toi]^cfurfir-| ; parce que dans l'ignorance où Ton f si de la £sk^ que cette inégalité favorise , autant la ^probabilité de Tévènement simple est augmentée si cette inégalité lui est favorable , autant elle est diminuée si rinégalité lui est contraire. Mais dans cette igno* rsmce même, la probabilité d'amener croix deux fois de suite est augmentée. En effet, cette proba* bilité est celle d'amener croix au premier coup, multipliée par la probabilité que l'ayant amené au premier coup, on l'amènera au second; or son arrivée au premier coup est un motif dé croire que l'inégalité de la pièce le favorise; «l'inégalité inconnue augmente donc alors la probabilité d'amener croix au second coup ; elle accrok par conséquent le produit des deux probabilités. Ppur soumettre cet objet au calcul, supposons que cette inégalité augmente d^un vingtième la probabilité de l'événement simple qu'elle favorise. Si cet événement est croix j sa probabilité sera ^ plus -sV ^^ io » ^ ^^ probabilité de l'amener deox fois de suite sera le carré de ^ ou \^. Si l'événement favorisé est pile, la probabilité de croix sera \ moins ^ ou -5^ , et la probabilité de l'amener deux fois de suite sera -^. Ck>mme on n'a d'avance aucune raison de croire que l'inégalité fa-
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vorise Tun de ces évènemens plutôt que l'autre^ il est claû? que pour avoir la probabilité de l'évè^ n^neot composé croix croùx:^ il faut ajouter les deux^robabilités^pfécédentes et prendre la moitié de leur sommes ce qui donne ^^ pour cette probabilité qui suidasse \ , ^^ toô ^^ ^^ carré- de racçroissemeat ^ que l'inégalité ajoute à ia po^ Milité de révènemexit qu'elle favorise. La probabilité d'amener pile pile est pareillement ^^ ; mais les probabilités d'amener croix pïh^ Qu^le croix ne âont chacune que ^^; car la somme de Ces quatre probabilités doit égaler la certitude ou Tunité. On trouve ainsi généralement ; que les causes constiantes. çt incoimues qui ÊivQ^sepf: les évènemens simples que l'on juge également postales >, accroissent toujoiu:*s la probabilité de la jp^tition d'un même événement simple.
Dans im nombre pair de coups , croix et pile doivent arriver tous deuxy ou^un nombre pair ou im nombre ifenpair- de Ibk». La probabilité de chacun de ces- cas est -^ si les possibilités des deux faces sont égales; tùsàs s'il existe entre elles yne inégalité inconnue y cette inégaUté est ^toujours favorable au premier cas.
Deux joueurs dont on suppôt les adresses égales, jouent avec les conditions qu'à chaque coup , celuiqui perd donne un jeton à son adver-
saire, et que la partie dure jusqu'à 'ee que Ttin des joueurs n'ait plus de jetons, ht calctiâ*'rffes probabilités nous montre que 'poilr' l'égalité 'Uu jeu, les mises des joueurs doivent être etir^rïsorl inverse de leurs jetons. Mais s'il existe entre- ktir^ adresses pne petite inégalité inconnue , elle fMo- ' rise celui des joueurs qui a le plus petit nombre de jetons. Sa probabilité de gagner la partie augmente si les joueurs conviennent de doubler, de tripler leurs jetons; et elle serait \ ou la même que la probabilité de l'autre joueur, dans le cas * où les nombres de leurs jetons deviendraient infinis, en conservant toujours le même rapport.
On peut corriger l'uifluence de ces inégalités ■ inconnues, en les soumettant elles-mêmes aux chances du hasard. Ainsi au jeu de croia: on pile, si l'on a une seconde pièce que l'on projette chaque fois avec la première , et que l'on convienne * de nommer constamment croix la face amenée par cette seconde pièce , la probabilité d'amener croix deux fois de suite avec la première pièce , approchera beaucoup plus d'un quart que dans le cas d'une seule pièce. Dans ce dernier cas, la différence est le carré du petit accroissement de possibilité que l'inégalité inconnue donne à la face de la première pièce qu'elle favorise : dans l'autre cas, cette différence est le quadruple pi^o-
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duit d^.ç^ €tf^rré^<par le carré correspondant relatif à la ^oogh^ pièce.
QuQilian'jetta dans une urne, cent numéros depui^fiUi^jusquîà cent, dans l'ordre delà nùmératiyw ^ «et qu'après avoiri agité l'urne, pour mêler f^ oiHnéros, oo en tire un; il est clair qilè si Jke ifli^lange a été bien fait, les- probabilités dé ' sortie des numéros seront les mêmes. Madfs si l'ctn craint qu'ii n'y ait entre elles de petites dif-^ fér€^Eices d^>endantes de Tordre stûvant lequel leç.jqiuméros ont été jetés dans l'urne; on diminuera /considérablement ces différences , en jetant dans, une seconde urne, ces numéros suivant leur ordr? de sortie de la première urne , et en agitât ensuite cette seconde urne pour mêler ces numéros. Une troisième urne , une quatrième ^ etc., diminueraient de plus en plus ces différences déjà insensibles dans la seconde urne.
Des lois de la Probabilité ^ qui résultent de la ^multiplication indéfinie des évèneméns.
Au milieu des causes variables et inconnues ' que nous comprenons sous le nom de hasard ^ et qui rendent incertaine et irrégulière, la marche des évènemens; on voit naître à mesure qu'ils se multiplien^k^.'une régularité frappante qui semble
tenir à un dessein, et que l'on a considérée comme une preuve de la providence. Mais en y r^téchi^* sant, on reconnaît bientôt que cette régularité n'est que le dévelo[^ment des possibilités ite*' pectives des évènemens simples qui doivent se< présenter plus souvent , lorsqu'ils sont pli|$ pro* bables. Concevons, par exemple, un^unnequi renferme des boules blanches et des boules noi* res ; et supposons qu'à chaque fœs que l'on; ea\ tire une bo^le, on la remette dans l'umerpoiul procéder à un nouveau tirage. Le rapporldu nombre des hoiries blanches extraites, au «Mkbi^ des boules noires extraites ^ sera le plus souvent très irrégulier dans les premiers tirages; mais les causes variables de cette irrégularité produiseoi des effets alternativement favorables et contraire^ à la marche régulière des évènemens, et qm 8^ détruisant mutuellement dans l'ensemble d*un grand nombre de tirages, laissent de plus en plus apercevoir le rapport des boules blanches aux boules noires contenues dans l'urne, ou les possibilités respectives d'en extraire une boule blanche ou une boule noire à chaque tirage. De là résulte le théorème suivant.
La probabiUté que le rapport du nombre des boules blanches extraites , au nombre total des boules sorties , ne s'écarte pas au-delà d'un i
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tervalle domiéf du rapport du nombre des boules blanckèa^ atu^ nombre total des boules contenues dans l'urne 9 'approche indéfiniment de la certitude 9 pdf far multiplication indéfinie des évènemeds^y quelque petit que l'on suppose cet intervaUeJ
Ce> théorème indiqué par le bon sens, était difficile à démontrer par l'analyse. Aussi l'illustre géomètre Jacques Bernouilli qui s'en est occupé le pFemief 9 attachait-il une grande importance à la démonstration qu'il en a donnée. Le calcul des fonctions géïiératrices , appliqué à cet objet, non^-seulesEiefit démontre avec facilité ce théorème f tna^de plus il donne la probabilité que le rapporti dés évènemens observés ne s'écarte que dans certaines limites, du vrai rapport de leurs» fto^ibihtés respectives.
• On peut tirer du théorème précédent cette conséquence qui doit être regardée comme une loi générale, savoir, que les rapports des effets de la nature sont à fort peu près constans, quand ces effets sont considérés en grand nombre, Ainsi^ malgré la variété des années, la spmme des productions pendant un nombre d'knnées omsidérable est sensiblement la même; en sorte que l'homme , par une utile prévoyance, peut se mettre à l'abri de l'irrégularité des saisons , en
répandant également sur tons lés temps, les biens que la nature distribue d'une manière inégale. Je n'excepte pas de la loi précédente , les efifets dus aux causes morales. Le rapport des naissances antiuellesà la population y et celui des mariages aiïx naissances 9 n'éprouvent que de très petites variations : à Paris, le nombre des naissances an-, nuelles est à peu près le même ; et j'ai ouï dire qu'à la poste , dans les temps ordinaires , le nom^ bre des lettres mises au rebut par les défauts des adresses, change peu, chaque année; ce qui a été pareillement observé à Londres.
H suit encore de ce théorème, que dans une série d'évènemens , indéfiniment prolongée, l'action des causes régulières et constantes doit l'emporter à la longue , sur celle des causes irrégulières. C'est ce qui rend les gains des loteries aussi certains que les produits de l'agriculture; les chances qu'elles se réservent , leur assurant un bénéfice dans l'ensemble d'un grand nombre de mises. Ainsi des chances favorables et nombreuses étant constamment attachées à l'observation des principes éternels de raison , de justice et d'humanité, qui fondent et maintiennent les sociétés , il y a grand avantage à se conformer à ces principes , et de graves inconvéniens à s'en écarter. Que l'on consulte les histoires et sa propre ex-
périence; on y verra tous les faits venir à l'appui de c^ résultat du calcul. Considérez les heureux effets des insjtitutioqs fondées sur la raison et sur les droits naturels de l'homme, chez les peuples qui ont su les établir et les conserver. Considérez encore les avantages que la bonne foi a procurés aux gôuvernemens qui en ont fait^ la base de leur conduite, et comme ils ont été dédommagés des sacrifices qu'une scrupuleuse exactitude à tei^ir ses engagemens, leur a coûtés. Quel immense crédit au dedans ! quelle prépondérance au dehors ! Voyez au contraire , dans quel abîme de malheurs, les peuples ont été souvent précipités par l'ambition et par la perfidie de leurs chefs. Toutes les fois qu'une grande puissance enivrée de l'amour des conquêtes , aspire à la domination universelle; le sentiment de l'indépendance produit entre les nations menacées, une coalition dont elle devient presque toujours la victime. Pareillement , au milieu des causes variables qui étendent ou qui resserrent les divers états j les limites naturelles, en agissant comme causes constantes , doivent finir par prévaloir. Il importe donc à la stabilité comme au bonheur des empires , de ne pas les étendre audelà de ces limites dans lesquelles ils sont ramenés sans cesse par l'action de ces causes; ainsi
que les eaux des mers^ soulevées par de vio^ lentes tempêtes , retombent dans Jeurs bassins par la pesanteur. C'est encore isn t^ultat- du calcul des probabilités , confirmé par de nondbreuses et funestes expériences. L'histoire traitée sous le point de vue de l'influence des causes constantes 9 unirait à l'intérêt de la curiosité , celui d'offrir aux hommes les plus utiles leçonb. Quelquefois on attribue les effets inévitables de ces causes , à des circonstances accidentelles qui n'ont fait que développer leur action. Il est, par exemple, contre la nature des choses, qu'un peuple soit à jamais gouverné par un autre qu'une vaste mer ou une grande distance en sépare. On peut affirmer qu'à la longue, cette cause constante se joignant sans cesse aux causes variables qui agissent dans le même sens , et que la suite des temps développe , finira par en trouver d'assez fortes pour rendre au peuple soumis, son indépendance naturelle , ou pour le réunir à un état puissant qui lui soit contigu.
Dans un grand nombre de cas , et ce sont les plus importans de l'analyse des hasards , les possibilités des évènemens simples sont inconnues, et nous sommes réduits à chercher dans les évènemens passés , des indices qui puissent nous guider dans nos conjectures sur les causes dont ils
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dépendent. En appliquant l'analyse des fonctions i génératrices, au principe exposé ci-devant, sur la:prd[)ai»lité'des causes, tirée des événement c^Meryés^on est conduit au théorème suivant.
Lorsqu'on événement simple ou composé de plusieurs évènemens simples , tel qu'une partie
> de jeu 9 a été répété un grand nombre de fois; les possibilités des évènemens simples qui rendent ce que l'on a observé, le plus probable, sont celles que l'observation indique avec le plus de vraisemblance : à mesure que l'évènemait observé se r^>ète, cette vraisemblance augmente et finirait par se confondre avec la certitude, si le nombre des répétitions devenait infini.
Il y a ici deux sortes d'approximations : l'une d'elles^ est relative aux limites prises de part et d!autre,'des possibilités qui donnent au passé le plus de vraisemblance : l'autre approximation se
r rapporte à la probabilité que ces possibilités tombent dans ces limites. La répétition de l'événement composé accroît de plus en plus cette
• probabilité , les limites restant les mêmes : elle ressseirede plus en plus l'intervalle de ces limites, la probabilité restant la même : dans l'infini , cet intervalle devient nul , et la probabilité se change
encertitude.
Si Ton' applique ce théorème, au rapport dés
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naissances des garçons à celles des filles^ observé daos les diverses contrées de rEuropet oq tarôuve que ce rapport , partout à. peu près égal axdui. de 22 à 21 , indique, avec une extréma probable* lité une plus grande facilité dans lea . naissances d^s. garçons. En considérant ensuite qu'il est le: in^o^e à Naples eji à Pétersbourg , on verra qu'à cet égard , l'influence du climat est insensible. On pouvait donc soupçonner contre l'opinion, commune y que cette supériorité desi naissances masculines subsiste dans l'Orient méme^ J'avais en conséquence invité les savans français envoyés eu Egypte, à, s'occuper de cette question inlé" ressante ; mais la difficulté d'obtenir des renseignemens précis sur les naissances , ne leur a pas^ permis de la résoudre. Heureusement^ M. de.
Humboldt n'a point négligé cet objet dans l'im* mensité des choses nouvelles qu'il a observée» -et recueillies en Amérique, avec tant de sagacité, de constance et de courage. Il a retrouvé entre les tropiques, le même rapport des naissances des garçons à celles des filles , que l'on observe à Paiûs ; ce qui doit faire regarder la supériorité des naissances masculines comme une loi gêné* raie de l'espèce humaine. Les lois que suivent à cet égard, les diverses espèces d'animaux, me paraissent dignes de l'attention des naturalistes.
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l^e rapport des naissances des garçons à celles des filles , différant très peu de l'unité , des nombres mémei- assez grands de naissances observées dans un liéo , pourraient ofirir à cet égard un résultat contraire à la loi générale ^ sans que l'on fût en droit d'en conclure que cette loi n'y existe pas. Pour tirer cette conséquence , il faut employer de très grands nombres, et s'assurer qu'elle est indiquée avec une grande probabilité. Buffon cite , par exemple , dans son Arithmétique politique , plusieurs commîmes de Bour^ gogne où les naissances des filles ont surpassé celles des garçons. Parmi ces communes , celle de Carcelle-le-Grignon présente , sur ^009 naissances pendant cinq années, 1026 filles et 988 garçons. Quoique ces nombres soient considérables , cependant ils n'indiquent une plus grande possibilité dans les naissances des filles, qu'avec la probabilité ^ ; et cette probabilité plus petite que celle de ne pas amener croiœ quatre fois de suite , au jeu de croix ou pile^ n'est pas suffisante pour rechercher la cause de cette anomalie qui , selon toute vraisemblance , disparaîtrait si l'on suivait, pendant un siècle, les naissances dans cette commune.
I>es registres des naissances , que l'on tient avec soin pour gssurer l'état des citoyens, peuvent
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servir à déterminer la population d'un grand empire,' sans recourir au dénombrettient de ses habitans, opération pénible et difficile à faire avec exactitude. Mais il faut pour cela connaître le rapport de la population aux naissances annuelles. Le moyen d'y parvenir, le plus précis, consiste i® à choisir dans l'empire, des départemens distribués d'une manière à peu près égale sur toute sa surface, afin de rendre le résultat général , indépendant des circonstances locales ; a® à dénombrer avec soin, pour une époque donnée, les habitans de plusieurs communes dans chacun de ces départemens; 3® à déterminer par le relevé des naissances durant plusieurs années qui précèdent et suivent cettîe époque , le nombre moyen correspondant des naissances annuelles. Ce nombre , divisé par celui des habitans , donnera le rapport des naissances annuelles à la population , d'une manière d'autant plus sûre , que le dénombrement sera plus considérable. Le gouvernement, convaincu de l'utilité d'un semblable dénombrement, a bien voidu en ordonner l'exécution , à ma prière. Dans trente départemens répandus également sur toute la France , on a fait choix des communes qui pouvaient fournir les renseignemens les plus précis. Leurs dénombremens ont donné io^'j6v5 individus
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pour la somme totale de leurs habitans au 23 septembre 1802. Le relevé des naissances dans ces commune» pendant les années 1800, 1801 et 1 802 j a donné
Naissances.
Mariages.
Décès.
iio3ia garçons.
10,5 287 filles.
io3659 hommes.
99443 femmes.
Le rapport de la popidation aux naissances annuelles est donc 28 iVoVoVo • ^ ^^t plus grand qu'on ne l'avait estimé jusqu'ici. En multipliant par ce rapport le nombre des naissances annuelles en France, on aura la population de ce royaume. Mais quelle est la probabilité que la population ainsi déterminée , ne s'écartera pas de la véritable au-delà d'une limite donnée ? En résolvant ce problème , et appliquant à sa solution les données précédentes , j'ai trouvé que le nombre desr naissances annuelles en France, étant supposé d'un nullion , ce qui porte sa population à a8 352 845 habitans , il y a près de trois cent mille à parier contre un que l'erreur de ce résidtat n'est pas d'un demi-million.
Le rapport des naissances des garçons à celles des filles, qu'ofFre le relevé précédent, est celui
de 22 à 21 ; et les mariages sont aux naissances comme trois est à quatorze.
A Paris , les baptêmes des enfans ée» deux sexes s'écartent un peu du rapport de aa à a i • Depuis 1 745 9 époque à laquelle on a commencé à distinguer les sexes sur les registres des naissances 9 jusqu'à la fin de 1 784 9 on a baptisé , dans cette capitale, 393386 garçons et 377555 filles. Le rapport de ces deux nombres est à peu près celui de 25 à 24 ; il parait donc qu'à Paris une cause particulière rapproche de l'égalité les baptêmes des deux sexes. Si l'on apf^que' à cet objet le calcul des probabilités^ on troitre qu'il y a 238 à parier contre un en faveur de l'existence de cette cause j ce qui sufiBt pour en autoriser la recherche. En y réflédiissant , il m*SL paru que la différence observée tient à ce. que les parens de la campagne et des provinces trourànt quelque avantage à retenir près d'eux les garçons,' en avaient envoyé à l'Hospice des Enfans-Trotivés de Paris , moins relativement aux filles , que bcék vant le rapport des naissances des deux sexes. C'est ce que le relevé des registres de cet hds^ pice m'a prouvé. Depuis le commencement Ae* 1 745 jusqu'à la fin de 1 809 , il y est entré 163499 garçons et iSg 4^5 filles. Le premier de ces nombres n'excède que d'un trente -huitième le
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second qu'il aurait dû surpasser au moins d'im vingt-quatrième. Ce qui confirme l'existence de lacauaea^sigoée , c'est qu'en n'ayant point égard aux enfans trouvés ) le rapport des naissances des garçons .à celles des filles est à Paris celui de
Les résultats précédons supposent que l'on peut assimiler les naissances aux tirages des boules d'un^ urne qui renferme une infinité de boules blanph^ et de boules noires mêlées de manière qu'à» chaque tirage les chances de sortie soient les mémies pour qhaque boule ; mais il est possible qu^Jes variations, des mêmes saisons dans les diyei:8es années , aient quelque influence sur le rappp^tt ) ^]?iuel des naissances des garçons à celles 4<^ fiUes. Le Bureau des Longitudes de Francç. p^bAie. chaque année , dans son Annuaire , Lç tableau du mouvement annuel de la populatiou du royaume. Les tableaux déjà publiés commençant à 1817 : dans cette année et dans les cinq suivantes, il est né 2962361 garçons et ^781997 filles; ce qui donne à fort peu près yf pour 1^ rapport des naissances des garçons à cellcn^ des filles. Les rapports de chaque année s^éloignent peu de ce résultat moyen : le plus petit rapport est celui de 1822 , où il n'a été que 1^; le plus grand est de l'année Ï817, où il o^
égalé yf. Ces rapports s'écartent sensiblement du rapport -ff trouvé ci-dessus. En appliquant à cet écart l'analyse des probabilités, dans Thjrpothèse de Tassirailation des naissances aux tirages des boules d'une urne , on trouve qu'il serait très peu probable. Il paraît donc indiquer que cette hypothèse , quoique fort approchée , n'est pas rigoureusement exacte. Dans le nombre des nai^ sances que nous venons d'énoncer, il y a en enfans naturels 200494 garçons et 190 698 filles. Le rapport des naissances masculines et féminines a donc été à leur égard yf , plus petit que le .rapport moyen f|. Ce résultat est dans le même sens que celui des naissances des enfans trouvés ; et il semble prouver que dans la classe des enfans naturels , les naissances des deux sexes approchent plus d'être égales que dans la classe des enjfiuis légitimes. La différence des climats du nord au midi de la France ne paraît pas influer sensiblement sur le rapport des naissances des garçons et des filles. Les trente départemens les plus méridionaux ont donné -fl pour ce rapport , comme pour la France entière.
La constance de la supériorité des naissances des garçons sur celles des filles , à Paris et à Lon^dres, depuis qu'on les observe, a paru à quelques savans être une preuve de la providence,
sans laquelle ils ont pensé que les causes irrégulières, qui troublent sans cesse la marche des évèiiemens , auraient dû plusieurs fois rendre les naissances annuelles des filles supérieures à celles de$ garçons.
Mais cette preuve est un nouvel exemple de l'abus que l'on a fait si souvent des causes finales , qui disparaissent toujours par un examen approfondi des questions, lorsqu'on a les données nécessaires pour les résoudre. La constance dont il s'agit est un résultat des causes régulières qui donnent Ja supériorité aux naissances des garçons , et qui l'emportent sur les anomalies dues au hasard, lorsque le nombre des naissances annuelles est considérable. La recherche de la probabilité que cette constance se maintiendra pendant un long espace de temps , appartient à cette branche de l'Analyse des hasards qui remonte des évènemens passés à la probabilité des évènemens futurs; et il en résulte qu'en partant des naissances observées depuis 1745 jusqu'en 1 784 > il y a près de quatre à parier contre un , qu'à Paris les naissances annuelles des garçons surpasseront constamment, pendant un siècle, les naissances des filles ; il n'y a donc aucune raison de s'étonner que cela ait eu lieu pendant un demi-siècle.
Donnons encore un exemple du dévelo{^)enient des rapports constans que les érèn^nens pré* sentent à mesure qu'ils se multijrfient. Concevons une série d'urnes disposées circulairement, et renfermant , chacune y un très grand nombre de boules blanches et de boules noires : lesrap» ports des boules blanches aux noires , djtns ces urnes , pouvant être très difierens à Forigine , et tels y par exemple , que l'une de ces urnes ne renferme que des boides blanches , tandis qu'une autre ne contient que des boules noires. £^ Ton tire une boule de la première lune ^ pour la mettre dans la seconde ; qu'après avoir agité o^te seconde urne , afin de bien mêler la boule ajou- • tée avec les autres, on en tire une boule pour la mettre dans la troisième urne, et ainsi de suite jusqu'à la dernière urne dont on entrait une boule pour la mettre dans la premi^} et que l'on recommence indéfiniment cette série de tirages , l'Analyse des probabilités nous montre que les rapports des boules blanches aux noires , dans ces urnes , finiront par être les mêmes et égaux au rapport de la somme de toutes les boucles blanches à la somme de toutes les boules noires contenues dans les urnes. Ainsi par ce mode régulier de changement , l'irrégularité primitive de ces rapports disparait à la longue pour
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faire place k 1 : ordre le plus simple. Maintenant si entre oea limes on en intercale de nouvelles dans lesqiidles Jle rapport de k somme des boules blanches à la somme des boules noires qu'elles contiennent y diffère du précédent; en continuant indéfiniment , sur l'ensemble de ces umèfS', les extractions que nous venoni^ dHndiquer^ Tordfe simple établi dans les anciennes urnes sera d'abord troublé j et les rapports des. boules blanches aux boules noires deviendront irfégulifers; mais peu à peu cette irrégularité disparaîtra pour fait^ place à un nouvel ordre qui sera enfin celui de l'égalité des rapports dés boules blanches aux boules noires contenues dans les urnes. On peut étendre ces résultats à toutes les combinaisons de la nature 9 dans lesquelles les forces constantes dont leurs élémens sont animés , établissent des modes réguliers d'action , propres à faire éclore du sein même du chaos ^ des systèmes régis par des lois admirables.
Les phénomènes qui semblent le plus dépendre du hasard présentent donc, en se multipliant, une tendance à se rapprocher sans cesse de rapports fixes; de manière que si l'on conçoit de part et d'autre de chacun de ces rapports , un intervalle aussi petit que l'on voudra , la probabilité que le résultat moyen des observations tombe
SSA1 PHILOSOPHIQUE
dans cet intervalle, finira par ne différer de la certitude que d'une quantité au-dessous de toute grandeur assignable. On peut ainsi par le calcul des probabilités, appliqué à un grand nombi^ d'observations , reconnaître re:$^isteuce de ces rapports. Mais avant que d'en rechercher les causes, il est nécessaire, pour ne point s'égarer dans de vaines spéculations, de s'assurer qu'ils sont indiqués avec une probabilité qui ne permet point de les regarder comme de^ anomalies dues au hasard. La théorie des fonctions gé^ nératrices donne une expression très simple dç cette probabilité, que l'on obtient en intégrant le produit de la différentielle de la quantité dont le résultat déduit d'un grand nombre d'observations s'écarte de la vérité , par une constante moindre que l'unité , dépendante de la nature du problème , et élevée à une puissance dont l'exposant est le rapport du carré de cet écart au nombre des observations. L'intégrale prise entre des limites données , et divisée par la même intégrale étendue à l'infini positif et négatif, exprimera la probabilité que l'écart de la vérité est compris entre ces limites. Telle est la loi générale de la probabilité des résultats indiqués par un grand nombre d'observations.
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application du Calcul des Probabilités ^ à la
Philosophie naturelle.
Les phénomènes de la nature sont le plus souvent enveloppés de tant de circonstances étrangères, un si grand nombre de causes perturbatrices y mêlent leur influence, qu'il est très difficile de les reconnaître. On ne peut y parvenir qu'en multipliant les observations ou les expérienic^es , afin que les effets étrangers venant à se détruire réciproquement , les résultats moyens mettent en évidence ces phénomènes et leurs élémens divers. Plus les observations sont nombreuses, et moins elles s'écartent entre elles; plus leurs résultats approchent de la vérité. On remplit cette dernière condition par le choix des méthodes d'observation , par la précision des instrumens , et par le soin que l'on met à bien observer : ensuite , on détermine par la théorie des probabilités, les résultats moyens les plus avantageux, ou ceux qui donnent le moins de prise à l'erreur. Mais cela ne suffit pas; il est de plus nécessaire d'apprécier la probabilité que les erreurs de ces résultats sont comprises dans des limites données : sans cela , on n'a qu'une connaissance imparfaite du degré d'exactitude
objtenu. Des formules propres à ces objets sont donc un vrai perfectionnement de la méthode des sciences y et qu'il est bien important d'ajouter à cette méthode. L'a)aalyse qu'elles exigent est la p]bus délicate et la plus .difficile de la théorie 4es probabilités : c'est im des principau:^ objets de l'ouvrage que j'ai publié sur cette théorie , etdanfii lequel je suis parvenu à de^ formules de ce genres qui ont l'avantage remarquable d'être ind^eup* daptes de la loi de probabilité des erreurs ^ et d^ ne renfermer que des quantités données par leSt observations mêmes et par leurs expressions.
Chs^que observation a pour expression analytique une fonctioti des élémens que l'on veut détei^ miner ; ^ si ces élémens sont à peu près connus» cette fonction devient une fonction linéaire de leurs corrections. En l'égalant à l'observation ménie,;On forme ce que l'on nomme)équation /de conditiQu. Si l'on a un grand nombre d'équattoni semblables , on les combine de manière à obtenir autant d'équations finales qu'il y a d'élémi^:!» dont on détermine ensuite les corrections en; nésolvant ces équations. Mais quelle est la manière la plus avantageuse de combiner les équations de condition» pour obtenir les équations finales? Quelle est la loi de probabilité des erreurs dont les élémens que l'on en tire sont encore suscepti*
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ble»? tî'est ce que la théorie des probabilités fait connaître. 'La formation d'une équation finale, au moyen des équations de condition , revient à multijrfier chacune de celles-ci par tm facteur indétèrttririéet à réunir ces produits; il faut donc choisit^ *fe système de; facteurs qui donh^ la plus petite erreur à ctiaindre. Or il est visible que si l'on multiplie les erreurs possibles d'un élément par leurs probabilités respectives, le système le plus avantageux sera celui dans lequel la somme de cei» produits, tous pris positivement, est un minimum; car une erreur positive ou négative doit être considérée comme une perte* En formant donc cette somme de produits , la condition du minimum déterminera le système de facteurs qu'il convient d -adopter, ou le système le plus avantageux. On trouve ainsi que ce système est celui des coéfficiens des élémens dans chaque équation de condition ; en sorte que l'on forme une première équation finale, en multipliant respectivement chaque équation de condition par son coefficient du premier élément , et en réunissant toutes ces équations ainsi multipliées. On forme une seconde équation finale, en employant de même lés coefficiens du second élément , et ainsi de suite. De cette manière , les élémens et les lois des phénomènes , renfermés dans le recueil d'im
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grand nombre d'observations, se développent avec le plus d'évidence.
La probabilité des erreurs que chaque élément
laisse encore à craindre , est proportionnelle au
nombre dont le logarithme hyperbolique est
l'unité , élevé à une puissance égale au carré de
Terreur, pris en moins, et multiplié par un coef*
ficient constant qui peut être considéré comme
1q module de la prob$d>ilité des erreurs ^ parce
que l'erreur restant la même , sa probabilité dé*
croit avec rapidité quand il augmente ; en 'Sorté
que l'élément obtenu pèse , si je puis ainsi dire ,
vers la vérité , d'autant plus que ce module est
plus grand. Je nommerai, par cette raison, ce
module, poids de l'élément ou du résultat. Ce
poids est le plus grand possible dans le système
de facteurs, le plus avantageux; c'est ce qui
donne à ce système la supériorité sur les autres.
Par une analogie remarquable de ce poids avec
ceux des corps comparés à leur centre commun
de gravité , il arrive que si un même élément est
donné par divers systèmes composés chacun d'un
grand nombre d'observations , le résultat moyen
le plus avantageux de leur ensemble est la somme
des produits de chaque résultat partiel , par son
poids , cette somme étant divisée par celle de tous
les poids. De plus , le poids total du résultat des
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divers systèmes est la somme de leurs poids partiels ; en sorte que la probabilité des erreurs du résultat moyen de leur ensemble est proportionnelle au nombre qui a l'unité pour logarithme hyperbolique élevé à une puissance égale au carré de l'erreur, pris en moins, et multiplié par la somme de tous les poids. Chaque poids dépend , à la mérité , de la loi de probabilité des erreurs de chaque système , et presque toujours cette loies^ inconnue; mais je suis heureusement parvenu à éliminer le facteur qui la renferme, au moyen de la somme des carrés des écarts des observations du système de leur résultat moyen. Il serait donc à désirer, pour compléter nos connaissances sur les résultats obtenus par l'ensemble d'un grand nombre d'observations, qu'on écrivît à côté de chaque résultat le poids qui lui correspond : l'Analyse fournit pour cet objet des méthodes générales et simples. Quand on a ainsi obtenu l'exponentielle qui représente la loi de probabilité des erreurs, on aura la probabilité que l'erreur du résultat est comprise dans des limites données , en prenant dans ces limites l'intégrale du produit de cette exponentielle par la différentielle de l'erreur, et en la multipliant par la racine carrée du poids du résultat, divisé par la circonférence dont le dia-
mètre est l'unité. De là il suit cfue pour une même probabilité j les erreurs des résultats sont réciproques aux racines carrées de leium poids; ce qui peut servir à comparer ^ leurs précisions respectives.
Pour appliquer cette méthode avec succès 9 il faut varier les circonstances des observations ou des expériences de manière à éviter les causes constantes d'erreur. Il faut que les observatioiis soient nombreuses , et qu'elles le soient d'autant plus qu'il y a plus d'élémens à déterminer; car le poids du résultat moyen croit comme le nom* bre des observations , divisé par le nombre des élémens. Il est encore nécessaire que les élém^as suivent , dans ces observations y une marche di£G&* rente; car si la marche de deux élémens était rigoureusement la même ^ ce qui rendrait leurs coeffîciens proportionnels dans les équations de condition ; ces élémens ne formeraient qu'une seule inconnue y et il serait impossible de les dis» tinguer par ces observations. Enfin , il faut que les observations soient précises : cette condition^ la première de toutes, augmente beaucoup le poids du résultat , dont l'expression a pour divi* seur la somme des carrés des écarts des obser^ vations de ce résultat. Avec ces précautions f on pourra faire usage de la méthode précédente ,
et 'mesurer le degré de confiance, que méritent les. résuhails déduits d'un grand nombre d'obsenra^oBs.
La règ}e<|ue nous venons de donner pour conclure des équations de condition ^ les équations finales^ revient à rendre un minimum la somme des carrés des erreurs des observations ; car chaque équation de condition devient rigoureuse ^ ^1 y substituant l'observation plus son erreur; et si Ton en tire l'expression de cette erreur, il est fsicile de voir que la condition du minimum de la somme des carrés de ces expressions , donne la règle dont il s'agit. Cette règle est d'autant plus préiôse^ que les observations sont plus nombueuses ; mais dans le cas même où leur nombre est petit> il paraît naturel d'employer la même rè^e qui , dans tous les cas , offre un moyen simple d'obtenir sans tâtonnement les corrections que l'cm cherche à déterminer. Elle peut servir encore à comparer la précision de diverses tables astronomiques d'un même astre. Ces tables peuvent toujours être supposées réduites à la même forme , et alors elles ne dijffèrent que par les époques^ les moyens mouvemens et les coefficiens des argumens; car si Tune d'elles contient un argument qui ne se trouve point dans les autres, il est clair que cela revient à supposer nul dans celles-ci
le coefficient de cet argument. Si maintenant où rectifiait ces tables par la totalité des bonnes ob» servations, elles satisferaient à la condition qne la somme des carrés des erreurs soit un minimum/ les tables qui y comparées à lui nombre considé* rable d'observations ^ approchent le plus de cette condition , méritent donc la préférence.
C'est principalement dans l'Astronomie que la méthode exposée ci-dessus peut être employée avec avantage. Les tables astronomiques doivent l'exactitude vraiment étonnante qu'elles ont at* teinte, à la précision des observations et des théorie99 ^^ ^ l'usage des équations de condition y qui font concourir un grand nombre d'excellente$ observations, à la correction d'un même élémant. Mais il restait à déterminer la probabilité des erreurs que cette correction laisse encore à craindre : c'est ce que la méthode que je viens d'exposer fait connaître. Pour en donner quelques applications intéressantes , j'ai profité de l'immense tra* vail que M. Bouvard vient de terminer sur les mouvemens de Jupiter et de Saturne , dont il a construit des tables très précises. Il a discuté a^ec le plus grand soin les oppositions et les quadratures de ces deux planètes , observées par Bradley et par les astronomes qui l'ont suivi jusqu'à ces dernières années ; il en a conclu les corrections
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des élémens de leur mouvement et leut*s masses 'comparées à celle du Soleil, prise pour unité. Ses calculs lui donnent la masse de Saturne égale à la 35 iHk^ partie de celle du Soleil, En leur appliquant mes formules de probabilité, je trouve qu'il y a onze mille à parier contre im , que l'erreur de ce résultat n'est pas un centième de sa valeur, ou , ce qui revient à très peu près au même, qu'après un siècle de nouvelles observations ajoutées aux précédentes , et discutées de la même manière , le nouveau résultat ne difiEérera pas d'un centième de celui de M. Bouvard. Ce savant astronome trQuve encore la maâse de Jupiter égale à la 1071^ partie du Soleil; et ma méthode de probabilité donne un million à parier contre un , que ce résultat n'est pas d'im centième en erreur.
Cette méthode peut être encore appliquée avec succès aux opérations géodésiques. On détermine la longueur d'un grand arc à la surface de la terre, par une chame de triangles qui s'appuient sur une base mesurée avec exactitude. Mais qud« que précision que l'on apporte dans la mesure des angles, les erreurs inévitables peuvent, en s'accumulant , écarter sensiblement de la vérité la valeur de l'arc que l'on a conclu d'un grand nombre de triangles. On ne connaît donc qu'imparfaitement cette valeur, si l'on ne peut pas as-
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signer la probabilité que son erreur est comprise dans des limites données. Uerreur d'un résultat géodésique est une fonction des erreurs des angles de chaque triangle. J'ai donné, dans l'ouvrage cité , des formules générales pour avoir la probabilité des valeurs d'une ou de plusieurs fonctions linéaires d'un grand nombre d'erreurs partielles dont on connaît la loi de probabilité; on peut donc , au moyen de ces formules, déterminer la probabilité que l'erreur d'un résultat géodésique est contenue dans des limites assignées , quelle que soit la loi de probabilité des erreurs par* tielles. Il est d'autant plus nécessaire de se rendre indépendant de cette loi , que les lois même les plus simples sont toujours infiniment peu pro« bables, vu le nombre infini de celles qui peuvent exister dans la nature. Mais la loi inconnue des erreurs partielles introduit dans les formules une indéterminée qui ne permettrait point de les réduire en nombres , si l'on ne parvenait pas à l'éliminer. On a vu que dans les questions astrono* miques où chaque observation fournit une équation de condition pour avoir les élémens , on élimine cette indéterminée au moyen de la somme des carrés des restes , lorsqu'on a substitué dans chaque équation les valeurs les plus probables des élémens. I^es questions géodésiques n'ofirant
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point de semblables équations , il faut chercher un autre moyen d'élimination. La quantité dont la somme des angles de chaque triangle observé surpasse deux angles droits^plus Texcès sphérique, fournit ce moyen. Ainsi Ton remplace par la somme des carrés de ces quantités, la somme des carrés des restes des équations de condition ; et l'on peut assigner en nombres j la probabilité que l'erreur du résultat final d'une suite d'opérations géodésiques , n'excède pas ime quantité donnée. Mais quelle est la manière la plus avantageuse de répartir entre les trois angles de chaque triangle, la somme observée de leurs erreurs? L'analyse des probabilités fait voir que chaque angle doit être diminué du tiers de cette somme, pour que le poids d'un résultat géodésique soit le plus grand qu'il est possible ; ce qui rend une même erreur moins probable. Il y a donc beaucoup d'avantage à observer les trois angles de chaque triangle, et à les corriger comme on vient de le dire. Le simple bon sens fait pressentir cet avantage; mais le calcul des probabilités peut seul l'apprécier et faire voir que par cette correction U devient le plus grand qu'il est possible.
Pour s'assurer de l'exactitude delà valeur d'un grand arc qui s'appuie sur une base mesurée à l'une de ses extrémités, on mesure une seconde
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base vers Tautre extrémité ; et l'on conclut de Tune de ces bases la longueur de l'autre. Si cette longueur s'écarte très peu de l'observation , il y a tout lieu de croire que la chaîne de triangles qui unit ces bases est exacte à fort peu près, ainsi que la valeur du grand arc qui en résulte. On corrige ensuite cette valeur en modifiant les angles des triangles , de manière que les bases cal* culées s'accordent avec les bases mesurées. Mais cela peut se faire d'une infinité de manières , parmi lesquelles on doit pr^érer celle dont le résultat géodésique a le plus grand poids j puisque la même erreur devient moins probable. L'analyse des probabilités donne des formules pour avoir directement la correction la plui avantageuse qui résulte des mesures de plusieurs bases et les lois de probabilité que fait naître la tfitdtiplicité des bases, lois qui deviennent plus ra||îdement décroissantes par cette multiplicité.
Généralement , les erreurs des résultats déduits d'un grand nombre d'observations sont des fonctions linéaires des erreurs partielles de chaque observation. Les coeffîciens de ces fonctions dépendent de la nature du problème et du procédé suivi pour obtenir les résultats. Le procédé le plus avantageux est évidemment celui dans lequel une même erreur dans les résultats^ est
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moins probable que suivant tout autre procédé. L'applicatioa du Calcul des probabilités à la Philosophie naturelle, consiste donc à déterminer analytiquament la probabilité des valeurs de ces fonctions ^ et à choi^r leurs coefBciens indéterminés , de manière que la loi de cette probabilité soit le plus rapidement décroissante. £n éliminait ensuite des formules, par les données de la question , le facteur qu'introduit la loi presque toujours inconnue de la probabilité des erreurs partielles, on pourra évaluer numériquement la probalnlité que les erreurs des résultats n'excèdent pas une quantité donnée. On aura ainsi tout ce que l'on peut désirer touchant les résultats déduits d'un grand nombre d'observations»
On peut encoi^ obtenir des résultats fort ap- «prochés, par d'autres considérations. Supposons, par exemple , que l'on ait mille et une observations d'une même grandeur: la moyenne arithmétique de toutes ces observations est le résultat donné par la méthode la plus avantageuse. Mais on pourrait choisir le résultat d'après la condition que la somme de ses écarts de chaque valeur partielle, pris tous positivement, soit un minimum. Il paraît, en effets naturel de regarder comme très approché le résultat qui satisfait à cette con-
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dition. Il est facile de voir que si Ton dispose les valeurs données par les observatiqns , $aivi|nt Fordre de |;randeur, la valeur, qui occupera, le milieu remplira la condition précédente;^, et le calcul fait voir que d^s le cas d'ufi nombre infini d'observations^ ,. el)e coïqdderait avec la vérité ; mais ^e résultat dopné ipar la méthode la plus avantageuse est;enîÇor(? préférs^le. .
On voit par ^e qui {u*écède,, que la théorie des probabilités ne laisse, rien d'arbitraire dans la ma« nière de répartir les erreurs des observations; elle donne ^ pour cette répartition j les formules les plus avantageuses ^ ou qui diminuent le plus qu'il est possible les erreurs à craindre sur les résultats.
La considération des probabilités peut servir à démêler les petites inégalités des mouvemens célestes enveloppées dans les erreurs des observations j et à remonter à la cause des anoma* lies observées dans ces mouvemens. Ce fut en comparant entre elles toutes ses observations , que Ticho-Brahé reconnut la nécessité d'appliquer à la Lune ime équation du temps différente de ceUe que l'on appliquait au Soleil et aui( planètes. Ce fut pareillement l'ensemble d'im grand nombre d'observations j qui fit connaître à Mayer que le coefficient de l'inégalité de la précessîon
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doit être un peu diminué pour la Lune. Mais comme cette diminution , quoique confirmée et thétoe^aiigtneritéë 'jiâr Màson, ne paraissait pafe résulter delà grtivithtion ùnit^ersellèi,' îà'pïujiaft dtts ai^oîloittes !â négligèrent dansleurs càldlfe. Ayant soumis atî calcul des probabilités un ribtti^ bre cotièidértâ3le d'observâtîôhs lunaires, didMéS dans cette vue, et que M. Botivàrd votrlul bîeh discuter à ma p^rtère , elle me parut indiquée à^ec ufiié pr(Aâbilité si forte, qiie je crûs devoît- éh pe<ih€*cher là cause. Je vis bientôt qu^elle ne pouvait «tre* que Fellipticité du sphéroïde terrestre, négligée jusque alôfs danà la théorie du iriouvëment lunaire , comtne ne devant y produire que des termes insensibles. J'en conclus que tes tèfrmes deviennent sensibles par les intégrations successives des équations différentielles. Jedéter' minai donc ces termes par une analyse particulière, et je découvris d'abord l'inégalité du mouvement lunaire en' latitude, qui est proportionnelle aU sinus de la lôn^tude de la Lune, et qu'àucùh astronome n'avait encore soupçonnée. Je rècon* ntis ensuite, au moyen de cette inégalité, qu'il en ^ste une autre dans le mouvement lunaire en longitude , qui produit la diminution observée par Mayer dans l'équation de la précession applicable à la Lune. La quantité de cette diminution ,
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et le coefficient de l'inégalité précédente en latitude sont très propres à fixer l'aplatisfieiliefU: de la Terre. Ayant fait part de mes recherches à M. 3urg j qui s'occupait alors à perfectionner les tables de la Lune , par la comparaison de toutes les bonnes observations , je le priai de détermi^ ner avec un soin particulier ces deux quantités* Par un accord très remarquable , les valeurs qu'il la trouvées donnent à la Terre le même aplatisse* ment -g^, aplatissement qui diffère peu du milieu conclu des mesures des degrés du méridien et du pendule ; mais qui , vu l'influence des erreurs des observations et des causes perturbatrices sur des mesiu*es ^ me paraît plus exactement déterminé par ces inégalités lunaii^s. ,
Ce fut encore par la considération des proba* bilités que je reconnus la cause de l'équation séculaire de la Lune. I^es observations modernes de cet astre , comparées aux anci^mes éclipses j avaient indiqué aux astronomes une accélération dans le mouvement lunaire ; mais les géomètres j et particulièremait Lagrange, ayant inutilement pherché dans les perturbations que ce mouvement éprouve ^ les termes dont cette accélération dé^ pend , ils la rejetèrent. Un examen attentif des observations anciennes et modernes ^ et des écUpses intermédiaires observées par les Arabes y me
fit voir qu'elle était indiquée avec une grande probabilité. Je repris alors sous ce point de vue la théorie lunaire , et je reconnus que l'équation séculaire de la Lune est due à Faction du Soleil 9ur ce satellite j combinée avec la variation séculaire dé Fexcentriçité de l'orbe terrestre ; ce qui me fit découvrir les équations séculaires des mou- Temens des nœuds et du périgée de l'orbite lunaires-équations qui n'avaient pas même été soupçonnées par les astronomes. L'accord très reoiarquable de bette théorie avec toutes les observations anciennes et modernes , l'a portée au plus haut degré d'évidence.
Le calcul des probabilités m'a conduit pareillement à la cause des grandes irrégularités de Jii|iiter et de Saturne. £n comparant les observationis niodernes aux anciennes , Halley trouva une accélération dans le mouvement de Jupiter, et un ralentissement dans celui de Saturne. Pour concilier les observations , il aissujétit ces mouvemens à deux équations séculaires de signes contraires, et croissantes comme les carrés des temps écoulés depuis 1700. Ëuler et Lagrange souipirent à l'Analyse les altérations que devait produire dans ces mouvemens l'attraction mutuelle des deux planètes. Ils y trouvèrent des équations séculaires ; mais leurs résultats étaient
si difïérens, que l'un d'eux au moins devait être erroné. Je me déterminai donc à reprfinodre . ce problème important de la Mécanique céleste y et je reconnus Finvariabilité des moyens mouveniens planétaires ; ce qui fit disparaître les équatiOoEis sécvilaires introduites par: Halley çIëhis les tables de Jupiter et de Saturne. Il ne restait ainsi , pour expliquer les ' grandes, irrégularités de ces planètes , que les attractions des cdmètes auxquelles plusieurs astronomes eurent efieçti* vement recours , ou l'existence d'une inégalité à longue période, produite dans les mouyemens des deux planètes par leur action réciproque , et affectée de signes contraires pour chacune 'd'elles. ^ Un théorème que je trouvai sur les inégalités de ce genre, me rendit cette inégalité très vraisemblable. Suivant ce théorème, si le. mouvement de Jupiter s'accélère , celui de -Saturne se ralentit, ce qui est déjà conforme à ce que Halley avait remarqué : de plus, l'accélération de Jupiter, résultante du même théorème , est au ralentisse* ment de Saturne à très peu près dans le rappo^rt des .équations séculaires proposées par Halley. £n considérant les moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne , il me fut aisé de reconnaître que deux fois celui de Jupiter ne diffère que d'une très petite quantité de cinq fois celui de Saturne.
I^'période d'une inégalité qui aurait pour argument^tettedififérence^ serait d'environ neuf siècles. A la vérité , son coefficient serait de l'ordre des cubes des excaitricités des orbites ; mais je sa* vais qu'en vertu des intégrations successives , il acquiert pour diviseur le carré du très petit mvA' tiplieateur du tempks dans l'argument de cette inégalité , ce qui peut lui donner une grande valeur : l'eKistence de cette inégalité me parut donc trè probable. La remarque suivante accrut encore sa probabilité. En supposant son argument nul , vers l'époque des observations de TichorBrahé , je vis C[ue Halley avait dû trouver par la comparaison des: observations modernes aux anciennes les altérations qu'il avait indiquées ; tandis -que la comparaison des observations modernes entre elles devait offrir des altérations contraires et pareilles à celles que Lambert avait conclues de cette comparaison. Je n'hésitai donc point à entreprendre le calcul long et pénible , nécessaire pour m'assurer de l'existaice de- cette inégalité.. Elle fut entièrement confirmée par le résultat de ce calcul qui , de plus , me fit connaître un grand nombre d'autres inégalités dont l'ensemble a porté les tables de Jupiter et de Saturne à la précision des observations mêmes.
Ce fut encore au moyen du calcul des proba-
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bilités que je reconnus la loi remarquaHe des mouvemens moyens des trois premiers satellites de Jupiter, suivant laquelle la longitude moyenne du premier, moins trois fois celle du second , plus deux fois celle du troisième , est rigoureusement égale à la demi-circonférence. L'approximation avec laquelle les moyens mouvemens de ces astres satisfont à cette loi depuis leur découverte , in^ diquait son existence avec une vraisemblance extrême ; j'en cherchai donc la cause dans leui^ action mutuelle. L'examen approfondi de cette action me fit voir qu'il a suffi qu'à l'origine les rapports de leurs moyens mouvemens aient ap« proche de cette loi, dans certaines limites, pour que leur action mutuelle l'ait établie et la main-* tienne en rigueur. Ainsi ces trois corps se balanceront éternellement dans l'espace, suivant la loi précédente , à moins que des causes étrangères^ telles que les comètes , ne viennent changer bru»^ quement leurs mouvemens autour de Jupiter.
On voit par là combien il faut être attentif aux indications de la nature , lorsqu'elles sont le ré» sultat d'un grand nombre d'observations , quoique d'ailleurs elles soient inexplicables par les moyens connus. L'extrême difficulté des problèmes rela» tifs au système du monde a forcé les géomètres de recourir à des approximations qui laissent
toujouDs à ^ craindre que les quantités négligées n'aient une influence sensible. Lorsqu'ils ont été avertis de cette influence par les observations, ils sont revenus sur leur analyse : en la rectifiant, ils ont toujours retrouvé la cause des anomalies observées; i)s en ont déterminé les lois, et souvent ils ont devancé l'observation en découvrant des inégalités qu'elle n'avait pas encore indi* quées. Ainsi l'on peut dire que la nature ellemême a concouru à la perfection analytique des théories fondées sur le principe de la pesanteur uoiv^selle; et c'est ^ à mon sens, une des phis 'fortes preuves de la vérité de ce principe admirable.
Dans «les cas que je viens de considérer, la solution analytique des questions a converti la probabilité des causes en certitude. Mais le plus souvent cette solution est impossible , et il ne reste qu'à augmenter de plus en plus cette probabilité. Au milieu des nombreuses et incalcu^ labiés modifications que l'action des causes reçoit alors des circonstances étrangères , ces causes conservent toujours , avec les effets observés , des rapports propres à les faire reconnaître et à vérifier leur existence. En déterminant ces rapports et en les comparant avec un grand nombre d'observations , si l'on trouve qu'ils y satisfont cons-
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tamment, la probabilité des causes pourra s*eii accroître au point d'égaler celle des foits sur lesquels on ne se permet aucun doute. La recherche de ces rapports des causes à leurs effets , n'est pas moins utile dans la philosophie naturelle que la solution directe des problèmes , soit pour vérifier la réalité de ces causes , soit pour déterminer les lois de leurs efiPets : pouvant être employée dans un grand nombre de questions dont la solution directe n'est pas possible, elle la remplace de la manière la plus avantageuse. Je vais exposer ici l'application que j'en ai faite à l'un des plus intéressans phénomènes de la nature , au flux et au reflux de la mer.
Pline le naturaliste a donné de ce phénomène une description remarquable par son exactitude, et dans laquelle on voit que les anciens avaient observé que les marées de 'chaque mois sont les plus grandes vers les syzygies , et les plus petites vers les quadratures ; qu'elles sont plus hautes dans le péiigée que dans l'apogée de la Lune, et dans les équinoxes que dans les solstices. Ils en avaient conclu que ce phénomène est dû à l'action du Soleil et de la Ltine sur la mer. Dans la préface de son ouvrage De Stella Martis , Kepler admit une tendance des eaux de la mer vers la Lune; mais, ignorant la loi de cette tendance,
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il ne put donner sur cet objet qu'un aperçu vraisemblable. Newton convertit en certitude la probabilité de cet aperçu , en le rattachant à son grand principe de la pesanteur universelle. Il donna l'expression exacte des forces attractives qui produisent le flux et le reflux de la mer ; et pour en déterminer les effets , il supposa que la mer prend à chaque instant la figure d'équilibre qui convient à ces forces. Il expliqua de cette manière les principaux phénomènes des marées ; mais il suivait de cette théorie que dans nos ports les deux marées du même jour seraient fort inégales lorsque le Soleil et le Lune auraient une grande déclinaison. A Brest, par exemple, la marée du soir serait dans les syzygies des solstices environ huit fois plus grande que la marée du matin ; ce qui est entièrement contraire aux observations qui prouvent que ces deux marées sont à fort peu près égales. Ce résultat de la théorie newtonienne pouvait tenir à la supposition que la mer parvient à chaque instant à la figure d'équiUbre, supposition qui n'est pas admissible. Mais la recherche de la vraie figure de la mer présentait de grandes difficultés. Aidé par les découvertes que les géomètres venaient de faire sur la théorie du mouvement des fluides et sur le calcul aux différences partielles , j'entrepris cette
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recherche, et je donnai les équations différentielles du mouvement de la mer, en supposant qu'elle recouvre la terre entière. En me rapprochant ainsi de la nature , j'eus la satis&ction de voir que mes résultats se rapprochaient des observations, surtout à l'égard du peu de différence qui existe dans nos ports , entre les deux marées syzygies solsticiales d'un même jour. Je trouvai qu'elles seraient égales , si la mer avait partout la même profondeur; je trouvai encore qu'en donnant à cette profondeur des valeurs convenables , on pouvait augmenter la hauteur des marées dans un port conformément aux observations. Mais ces recherches, malgré leur généralité, ne satisfaisaient point aux grandes différences que présentent , à cet égard , des ports même très voisins , et qui prouvent l'influence des circonstances locales. L'impossibilité de connaître ces circonstances et l'irrégularité du bassin des mers , et celle d'intégrer les équations aux différences partielles qui y sont relatives m'a forcé d'y suppléer par la méthode que j'ai ci-dessus indiquée. J'ai donc cher^ ché à déterminer le plus de rapports qu'il est pos^ sible entre les forces qui sollicitent toutes les molécules de la mer et leurs effets observables dans nos ports. Pour cela , j'ai fait usage du
principe suivant , qui peut s'appliquer à beaucoup d'autres phénomènes.
« L^état d'un système de corps, dans lequel les 2»^ conditions primitives du mouvement ont dis- » paru par les résistances que ce mouvement » éproave , est périodique comme les forces qui » l'm^iment, » .
fiP; çopibinant ce principe avec celui de la çoe^c^isfjÇjaçQ des oscillations très petites, je suis paryenu k nne expression de la hauteur des marées^ dont les arbitraires comprennent l'efFet des circpnstances locales de chaque port , et sont réduites au plus petit nombre possible ; il ne s'agissait plus que de la comparer à un grand nombre d^ôbservations.
Sur l'invitation de l'Académie des Sciences, on fit a Brest, au commencement du dernier siècle, des observations des marées , qui furent continuées pendant les six années consécutives. La situation de ce port est très favorable à ce genre <J^dbservations : il communique avec la mer, par un canal qui aboutit à une rade fort vaste , au fond de laquelle le port a été construit. Les irrégularités de la mer parviennent ainsi dans ce port très affiaiblies , à peu près comme les oscillations que le mouvement irrégulier d'un vaisseau produit dans le baromètre, sont atténuées
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par un étranglement fait au tube de cet insfili'^ ment. D'ailleurs , les marées étant considérables à Brest , les variations accidentelles cansées par les vents n'en sont qu'une faible partie : aussi l'on remarque dans les observations de ces ma«* rées, pour peu qu'on les multiplie, une grande régularité qui me fit proposer au gouvernement d'ordonner, dans ce port, une nouvelle snite d'observations des marées , continuée pendant une période du mouvement des nœuds de l'orbite lunaire. C'est ce que l'on a entrepris. Ces observations datent du i®** juin de l'aânée 1806; et depuis cette époque elles ont été faites , chaqqe jour, sans interruption. Je dois au zèle infatigable de M. Bouvard , pour tout ce qui intéresse l'astronomie , les calculs immenses que la comparaison de mon analyse avec les observations a exigés. Il y a employé près de six mille observa*^ tions faites pendant l'année 1807 et les quinze années suivantes. Il résulte de cette comparaif* son, que mes formules représentent avec une précision remarquable toutes les variétés des madrées relatives à l'élongation de la Lune au Soleil; aux déclinaisons de ces astres , à leurs distances à la Terre et aux lois de variation près du maxèmum et du minimum de chacun de ces élémens. Il résulte de cet accord une probabilité que le flux
et le reflux de la mer est du à Tattractioii du Soleil et delaiLune^ si approchante de la certitude, qu'elle ne doit laisser lieu à aucun doute raisonnable. Elle se change en certitude quand on considère que cette attraction dérive de la loi de la pesanteur universelle démontrée par tous les phénomènes célestes.
L'action de la Lune sûr la mer est plus que double de celle du Soleil. Newton et ses successeurs n'avaient eu égard , dans le développement de cette action , qu'aux termes divisés par le cube delà distance de la Lune à la Terre, jugeant que les effets dus aux termes suivans devaient être insensibles. Mais le calcul des probabilités fait voir que les plus petits effets des causes régulières peuvent se manifester dans les résultats d'un très grand nombre d'observations disposées dans l'pr- 4Fe le plus propre à les indiquer. Ce calcul détermine encore leur probabilité , et jusqu'à quel point il faut multiplier les observations pour la rendre fort grande. En l'appliquant aux nombreuses observations discutées par M. Bouvard , j^ai reconnu qu'à Brest l'action de la Lune sur la mer est plus grande dans les pleines lunes que dans les nouvelles lunes^ et lorsque la Lune est australe, que lorsqu'elle est boréale, phénomènes qui ne peuvent résulter que des termes de l'action lu-
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naire , divisés par la quatrième pufesatice de là distance de la Lune à la Terre.
Pour arriver à FOcéàn, l'action dû'Sdteit et de la Lune traverse Fatmosphère qui doit par coklftéquent en éprouver Tinifluénce^ et être asstrjétie à des mouvemeîis sertiolaMès à ceux dé la mer. Ces mouvemens prôdtiifeént diahs le batT^mètre des oscillations périodiques. L' analyse 'm*a fait voir qu'elles sont insensibles dans nos clinîât^: Mais comtoe les circonstances locales aci'croîSsènt considérablement les niarées dans nos ports , j'ai tëcherché si des circonstances pareilles ont'hetidu sensibles ces oscillations du baromètre. ' Pour cela , j'ai fait usage des observations tiiétédrologiques que Ton fait, chaque jour, depuis pîlùsietirs années , à l'Observatoire royal. Les hauteurs du baromètre et du thermomètre y sont obsèfrvée^ à neuf heures du matin, à midi, à trois heùires et à onze heures du soir. M. Bouvard a bien voulu Relever sur ses registres les observations des huit années écoulées depuis le i**' octobre ï8t5 jusqu*au i** octobre 182 3. En disposant ces observations de la manière la plus propre à indiquer le flux lunaire atmosphérique à Paris , je ne trouve qu'un dixhuitième de millimètre pour l'étendue de l'oscillation correspondante du baromètre. C'est ici , surtout , que se fait sentir la nécessité d'une mé-
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thode pour déterminer la probabilité d'un résultat y méthode sans laquelle on est exposé à présenter comme lois de la nature lies effets des causes irrégulières ; ce qui est arrivé souvent en Météorologie. Cette méthode appliquée au résultat précédent en montre l'incertitude , malgré le grand uombre d'observations employées , qu'il faudrait décupler pour obtenir un r^ultat suffisamment probable^
hp principe qui sert de base à ma théorie des marées, peut s'étendre à tous les effets du hasard ai^qii^l se joignent des causes variables suivant de^ lois rf^ujlières. L'action de ces causes produit dans les résultats moyens d'un grand nombre d'cjffets f des variétés qui suivent les mêmes lois , et que l'on peut reconnaître par l'analyse des probabilités. A mesure que les effets se multiplient, ces variétés se manifestent avec une probabilité toujours croissante , qui se confondrait avec la certitude , si le nombre de ces effets devenait infini. Ce théorème est analogue à celui que j'ai développé précédemment sur l'action des causes constantes. Toutes les fois donc qu'une cause dont la marche est régulière peut influer sur un genre d'évènemens, nous pouvons chercher à reconnaître son influence , en multipliant les observations et en les. disposant dans l'ordre
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le plus propre à l'indiquer. Quand cette influéhiéè parait se manifester, l'analyse des probslbtlîtés détermine la probabilité de son existence et celle de son intensité. Ainsi la variation de la tenirpérature du jour à la nuit , pouvant modifier la pression de Tatmosphère , et par conséquent les hauteurs du baromètre^ il est naturel de pensée que des observations multipliées de ces hauteurs doivent manifester l'influence de la chaleur solaire- En effet , on a reconnu depuis long-temps à l'équateur, où cette influence paraît 'être là -plus grande, une petite variation diurne dans là hauteur du baromètre, dont le maximum vl lien vers neuf heures du matin , et le minimum veW trois heures du soir* Un second maximum a lieu vers onze heures du soir, et le second miTunùim vefs quatre heures du matin. Les oscillatiotis' de la nuit sont moindres que celles du jour, dôtït Tétendue est d'environ deux millimètfeis: L'inconstance de nos climats n'a point dérobé cette variation à nos observateurs , quoiqu'elle y soit moins sensible qu'entre les tropiques. M. Ramond l'a reconnue et déterminée à Clermont, chef^^lieu du département du Puy-de»Dôme , par une suite d'observations précises , faites pendant plusieurs années; il a même trouvé qu'elle est plus petite dans les mois d'hiver que dans les
autres mo^s. Les nombreuses observations que j'^i discutées pour reconnaître l'influence des attraçtipjis 4u Soleil et de la Lune sur les hauteurs barQmétriqiies à Paris, m'ont servi à déterminer leur vafi^tion diurne. £n comparant les hauteurs de .j^çuf heiu*es du matin à celles des mêmes jours. à trois heures du soir, cette variation s*y manifeste avec une telle évidence , que sa valeur moy^ne de chaque mois a été constamment positiy^pour chacun des 72 mois écoulés depuis le i^ j^vier 181 7 jusqu'au i®^ janvier iSaS : sa valeur moyenne dans ces 72 mois aété, à fort peu près , huit dixièmes de millimètre , un peu plus petite qu'à Clermont, et beaucoup moindre qu'à l'équateur. J'ai reconnu que le r^ultat moyçp, des variations diurnes du baromètre , de neuf heures du matin à trois heures du soir^ n'a été que, de o°^,54îi8 dans les trois mois de novembre, décembre et janvier, et qu'il s'est élevé à i™,o563 dans les trois mois suivans; ce qui coïncide avec les observations de M. Ramond.
Les autres mois ne. m'ont offert rien de senoiblable.
Pour appliquer à ce phénomène le calcul des probabilités, j'ai commencé par déterminer la loi de probabilité des anomalies de la variation diurnç , dues au hasard. En l'appliquant ensuite
aux observations de ce phénomène , j'ai ttouvé qu'il y a plus de trois cent mille à parier contre un, qu'une cause régulière le produit. Je ne cherche point à déterminer cette cause : je me borne à constater son existence. La période de la variation diurne, réglée. sur le jour solaire, indique évidemment que cette variation est due à l'action du Soleil. L'extrême petitesse de l'action attractive du Soleil sur l'atmosphère, est prouvée par la petitesse des e£Fets dus aux attractions réuines du Soleil et de la Lune. C'est donc par Faction de sa chaleur que le Soleil produit la variation diurne du baromètre ; mais il est impossible êe ^umettre au calcul les effets de cette action sur la hauteur du baromètre et sur les vents. ,
La variation diurne de l'aiguille aimantée est certainement un effet de l'action du Soleil. Mais cet astre agit-il ici comme dans la variation diurne du baromètre , par sa chaleur ou par influence sur l'électricité et sur le magnétisme, ou enfin par la réunion de ces influences? C'est ce qu'une longue suite d'observations faites dans divers pays pourra nous apprendre.
L'un des phénomènes les plus remarquables du système du monde est celui de tous les mouvemens de rotation et de révolution des planètes et des satellites, dans le sens de la rotation du
Soleil , et à peu près dans le plan de son équatcur. Un phénomène aussi remarquable n'est point Tefifet du hasard : il indique une cause générale qui a déterminé tous ses mouVemens. Pour avoir la probabilité avec laquelle cette cause est indiquée, nous observerons que le système planétaire, tel que nous le connaissons aujourd'hui , est composé d'onze planètes et de dix*huit satellites , du moins si l'on attribue avec Herschel ^ix satellites à la planète Uranus. On a reconnu les mouvemepsde rotation du Soleil, de six planètes, de la Lune^ des «atellites de Jupiter, de l'anneau de Saturne et d'un de ses satellites. Ces mouvemens forment , avec ceux de révolution, un en- , semble de quarante-trois mouvemens dirigés dans le même sens j or on trouve , par l'analyse des probabilités, qu'il y a plus de quatre mille milliards à parier contre un , que cette disposition n'est pas l'eflfet du hasard ; ce qui forme une probabilité bien supérieure à celle des évènemens historiques sur lesquels on ne se permet aucun doute. Nous devons donc croire, au moins avec la même confiance, qu'une cause primitive a dirigé les mouvemens planétaires , surtout si nous considérons que l'inclinaison du plus grand nombre de ces mouvemens à l'équateur solaire est fort petite.
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Un autre phénomène également remarquais du- système solaire est le peu d'excentricité des orbes des planètes et des satellites y tandis que ceux des comètes sont très allongés, les orbes de œ système n'^offrant point * de nuances intermédiaires entre une grande et une petite exceiitricité. Nous sommes encore forcés de reconnaître ici il'^et d'une cause régulière :' le hasard n'eût point donné une forme presque circulaire aux orbes de toutes les planètes et de leurs satellites ; il est donc nécessaire que la cause qui a déterminé les mouvemens de ces corps ^ les ait rendus presque circulaires. Il faut encore que les grandes excentricités des orbes des comètes résultent de l'ex/btence de cette cause, sans qu'elle ait influé suo les directions de leurs mouyemens ; car = on trouvôî qu'il y a presque autant de comètes rétrogrades , que de comètes directes , et que l'inclinaison moyenne de tous leurs orbes à Técliptique y approche très près d'un demi-angle droit , comme cela doit être , si ces corps ont été lancés au hasard.
Quelle que soit la nature de la cause dont il s'agit j puisqu'elle a produit ou dirigé les mouvemens des planètes , il faut qu'elle ait embrassé tous ces corps , et vu les distances qui les séparent, elle ne peut avoir été qu'un fluide d'une
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iiiuziense étendue : ppur leur avoir donné dans le! même, sens un mouvement presque circulaire autour du Soleil , il faut que ce fluide ait ^ivi<^ ronné cet astre comme une atmosphère. La con* sidératjon des mouvemens planétaires nous eon* duit donc à penser qu'en vertu d'une chaleur excessive l'atmosphère du Soleil s'est primitive* ment étendue au-delà des orbes de toutes lesrplainètes, ,et qu'elle s'est resserrée «successivement Jusqu'à ses limites actuelles.
. JE)ans l'état primitif où nous supposons le>So* leii^-il ressemblait aux nébuleuses que le téles^ cope^ nous montre composées d'un noyau jplns ou moins brillant , entouré d'une nébulosité' opiî y en se condensant à la surface du noyau, doit lé transformer un jour en étoile. Si l'on conçoit par analogie toutes les étoiles formées de cette manière, on peut imaginer leur état antérieur de nébulosité, précédé lui-même par d'autres états dans lesquels la matière nébuleuse était de plus en c plus difiuse, le noyau étant de moins en moins lumineux et dense. On arrive ainsi, en remon*tant aussi loin qu'il est possible, à une nébulosité tellement diffuse , que l'on pourrait à peine en soupçonner l'existence.
Tel est , en effet , le premier état des nébuleuses que Herschel a observées avec un soin
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particulier, au moyen de ses puissans télescopes, et dans lesquelles il a suivi les progrès de là côttdensation , non sur une seule , ceé progrès ne poWvant devenir sensibles pour 'ikïus qu'après des siècles, mais sur leur ensemble, à peu près comme on peut, dans une vaste forêt, suivre l'accroissement deîs arbres ,' sur les individus de divers âges qu'elle renferme. Il a d'abord bbserfé la matière nébuleuse répandue en àrnas divers dans les différentes parties du ciel dont elle occupe une grande étendue. Il a vu dans quelques-uns âe ce^ amas , cette matière faiblement condensée autour d'un ou de plusieurs noyaux peu brillaiïs. Dans d'antres nébuleuses, ces noyaux brillent davantage relativement à la nébulosité qui leis environne. Les atmosphères de chaque noyau venant à se séparer par une condensation idtérieure , il en résulte des nébuleuses multiples formées de noyaux brillans très voisins et enviroiinés chacun d'une atmosphère : quelquefois, la matière nébuleuse , en se condensant d'une manière uniforme, a produit les nébuleuses que Ton nomme planétaires. Enfin , un plus grand d^ré de condensation transforme toutes ces nébuleuses en étoiles. Les nébuleuses classées d'après cette vue philosophique , indiquent avec une extrême vraisemblance leur transformation future en étoi-
les^.çt l'état antérieur de nébulosité des étoiles existantes. Les considérations suivantes viennent à l'appui des preuves tirées de ces analogies.
Depuis long-temps 9 la disposition particulière de quelques étoiles visibles à la vue simple a frappé des observateurs philosophes. Mitchel a déjà remarqué combien il est peu probable que lea étpiles des Pléiades , par exemple , aient été re^rrées dans l'espace étroit qui les renferme, p^, les seules chances du hasard ; et il en a conclu que ce groupe d'étoiles et les groupes semblables qi^e 1^ ciel nous présente, sont les effets d'une cause primitive ou d'une loi générale de la nature, Çesgrqupes sonttm résultat nécessaire delacon^ dejpsi^tipn des nébuleuses à plusieurs noyaux; car il es\ visible que la matière nébuleuse étant sans ce$ae. attirée par ces noyaux divers , ils doivent fprmçr à la longue un groupe d'étoiles pareil à celui des Pléiades. La condensation des nébu<» leuses à deux noyaux forme semblablement des étoiles très rapprochées , tournant l'une autour de l'autre , pareilles à celles dont Herschel a déjà considéré les mouvemens respectifs. Telles sont encore la soixante-unième du Cygne et sa suivante j dans lesquelles Bessel vient de reconnaître des mouvemens propres, si considérables et si peu différens, que la proximité de ces astres
entre eux, et leur mouvement ^utour de leur centre commun de gravité , ne doivent laisser aucun doute. Ainsi , l'on descend par les progrès de condensation delà matière nébuleuse à la considération du Soleil environné autrefois d'une vaste atmosphère, considération à laquelle on remonte, comme on l'a vu , par l'examen des phénomènes du système solaire. Une rencontre aussi remarquable donne à l'existence dé cet état antérieur du Soleil ime probabilité fort approchante de la certitude.
Mais comment l'atmosphère solaire a-t-elle déterminé les mouvemens de rotation et de révolution des planètes et des satellites ? Si ces corps avaient pénétré profondément dans cette atmosphère , sa résistance les aurait fait tomber sur le Soleil ; on est donc conduit à croire avec beaucoup de vraisemblance que les planètes ont été formées aux limites successives de l'atmosphère solaire qui , en se resserrant par le refroidissement, a dû abandonner dans le plan de son équateur des zones de vapeurs que l'attraction mutuelle de leurs molécules a changées en divers sphéroïdes. Les satellites ont été pareillement formés par les atmosphères de leurs planètes respectives.
J'ai développé avec étendue , dans mon Expo-
sition du Sjrstème du monde j, cette hypothèse qui me paraît satisfaire à tous les phénomènes que ce système nous présente. Je me bornerai ici à considérer que la vitesse angulaire de rotation du Soleil et des planètes s'étant accélérée par la condensation successive de leurs atmosphères à leurs surfaces, elle doit surpasser la vitesse angulaire de révolution des corps les plus voisins qui circulent autour d'eux. C'est, en effet, ce que l'observation confirme à l'égard des planètes et des satellites, et même par rapport à l'anneau de Saturne dont la durée de révolution est 0^,438, tandis que la durée de rotation de Saturne est 0^,427.
Dans cette hypothèse , les comètes sont étrangères au système planétaire. En attachant leur formation à celle des nébuleuses, on peut les regarder comme de petites nébuleuses à noyaux , errantes de systèmes en systèmes solaires , et formées par la condensation de la matière nébuleuse répandue avec tant de profiision dans l'univers. Les comètes seraient ainsi par rapport à notre système , ce que les aérolithes sont relativement à la Terre , à laquelle ils paraissent étrangers. Lorsque ces. astres deviennent visibles pour nous , ils offrent une ressemblance si parfaite avec les nébuleuses , qu'on les confond souvent avec elles ;
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et ce n'est que par leur mouvement , ou par la connaissance de toutes les nébuleuses renfermées dans la partie du ciel où ils se montrent ^ qu'on parvient à les en distinguer. Cette supposition explique d'une manière heureuse la grande extension que prennent les têtes et les queues des comètes à mesure qu'elles approchent du Soleil , et l'extrême rareté de ces queues qui, malgré leur immense profondeur, n'afSsiiblissent point sensiblement l'éclat des étoiles que l'on voit à travers.
Lorsque de petites nébuleuses parviennent dans la partie de l'espace où l'attraction du Soleil est prédominante, et que nous nommerons sphère d activité Ae^ cet astre, il les force à décrire des orbes elliptiques ou hyperboliques. Mais leur vitesse étant également possible suivant toutes les directions , elles doivent se mouvoir indifféremment dans tous les sens et sous toutes les inclinaisons à l'échptique ; ce qui est conforme à œ que l'on observe.
La grande excentricité des orbes cométaires résulte encore de l'hypothèse précédente. En effet, si ces orbes sont elliptiques, ils sont très allongés, puisque leurs grands axes sont au moins égaux au rayon de la sphère d'activité du Soleil. Mais ces orbes peuvent être hyperboliques; et si les
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axes de ces hyperboles ne sont pas très grands par rapport à la moyenne distance du Soleil à la Terre , le mouvement des comètes qui les décrivent pairaîtra sensiblement hyperbolique. Cependant sur cent comètes dont on a déjà les élémens , aucune n'a paru certainement se mouvoir dans une hyperbole ; il &ut donc que les chances qui donnent une hyperbole sensible , soient .extrêmement rares par rapport aux chances contraires.
Les comètes sont si petites, que pour devenir visibles, leur distance périhélie doit être peu •considérable. Jusqu'à présent cette distance n'a 8(U[^)^s$é que deux fois le diamètre de l'orbe terl'estre, et le plus souvent elle a été au-dessous du rayon de cet orbe. On conçoit que pour approcher si près du Soleil , leur vitesse , au moment de leur entrée dans sa i^hère d^activité, doit avoir une grandeur et une direction comprises dans d'étroites limites. Ëii /détei^minant par l'analyse des probabilités le rapport des chances qui, dans ces limites, donnent une hyperbole sensible aux chances qui donnent' tin orbe que Voxk puisse confondre avec une parabole , j'ai trouvé qu'il y a six mille au moins à parier contre l'unité, qu'une nébuleuse qui pénètre dans la sphère d'activité du Soleil, de manière à pouvoir
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être observée, décrira ou une ellipse très allongée, ou une hyperbole qui , par la grandeur de son axe, se confondra sensiblement avec une para* bole dans la partie que l'on observe ; il n'est donc pas surprenant que jusqu'ici l'on n'ait point reconnu de mouvemens hyperboliques.
L'attraction des planètes, et peut-être encore la résistance des milieux éthérés , a dû changer plusieurs orbes cométaires dans des ellipses dont le grand axe est moindre que le rayon de la^phèrp d'activité du Soleil ; ce qui augmente les chanceq des orbes elliptiques. On peut croire que ce chan'^ gement a eu lieu pour la comète de 1769 , et pout* la comète dont la période n'est que de douze ùentë jours, et qui reparaîtra sans cesse dans ce court intervalle , à moins que l'évaporation qu'elle, éprouve à chacun de ses retours au périhélie ne finisse par la rendre invisible. . 1
On peut encore, par l'analyse des probabihtés, vérifier l'existence ou l'influence de certaines causes dont on a cru remarquer l'action sur les êtres organisés. De tous les instrumens que nous pouvons employer pour connaître les agens imperceptibles de la nature , les plus sensibles sont les nerfs , surtout lorsque des causes particulière^ exaltent leur^sei^ij^ilité. C'est par leur moyen qu'on a découvert la faible électricité que déve-
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loppe le contact de deux métaux hétérogènes; ce qui a ouvert un champ vaste aux recherches des physiciens et des chimistes. Les phénomènes singuliers qui résultent de l'extrême sensibilité des, nerfs dans quelques individus, ont donné naissance à divises opinions sur l'existence d'un nouvel agent que l'on a nommé magnétisme (Wimal^ sur l'action du magnétisme ordinaire, €li<$Ur l'influence du Soleil et de la Lune dans quelques affections nerveuses; enfin sur les impressions que peut faire éprouver la proximité de» métaux ou d'une eau courante. Il est naturel de penser que l'action de ces causes est très £aible , et qu'elle peut être facilement troublée- par des circonstances accidentelles; ainsi, parce que dans quelques cas elle ne s'est point manifestée , on ne doit pas rejeter son existence. Nous sommes si loin de connaître tous les agens de la nature et leurs divers modes d'action, qu'il serait peu philosophique de nier les phénotnènes , uniquement parce qu'ils sont ines^plicables dans l'état actuel de nos connaissances. Seulement, nous devons les examiner avec une attention d'autant plus scrupuleuse , qu'il paraît plus difficile de Jes admettre ; et c'est ici que le calcul des probabilités devient indispensable , pour déterminer jusqu'à quel point il faut mul-
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tiplier les observations ou les expériences , afin d'obtenir en faveur des agens qu'elles indiquent, ime probabilité supérieure aux raisons que l'on peut avoir d'ailleurs de ne pas les admettre.
Le calcul des probabilités peut faire apprécier les avantages et les inconvéniens des métiiodes employées dans les sciences conjecturales. Ainsi, pour reconnaître le meilleur des traitemens en usage dans la guérison d'ime maladie , il suffit d'éprouver chacun d'eux sur un même nombre de malades , en rendant toutes les circonstances parfaitement semblables : la supériorité du traitement le plus avantageux se manifestera de plus en plus à mesure que ce nombre s'accroîtra; et le calcul fera connaître la probabilité correspondante de son avantage, et du rapport sdivabt lequel il est supérieur aux autres.
Application du Calcul des Probabilités aux
sciences momies.
On vient de voir les avantages de l'analyse des probabilités dans la recherche des lois des phénomènes naturels dont les causes sont inconnues ou trop compliquées pour que leurs efifets puissent être soumis au calcul. C'est le cas de près-
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que tous les objets des sciences morales. Tant de causes imprévues, ou cachées, ou inappréciables , influent sur les institutions humaines , qu'il est impossible d'en juger à ptiori les résultats. La série des évènemens que le temps amène développe ces résultats , et indique les moyetts de remédier à ceux qui sont nuisibles. On à sou*vent fait à cet égard des lois sages ; mais, parce que l'on avait négligé d'en conserver les motifs , plusieurs ont été abrogées comme inutiles, et il ^(^allu pour les rétablir que de fâcheuses expériences en aient fait de nouveau sentir le besoin. Il est donc bien important de tenir dans chaque branche de l'administration publique, un registre exact des effets qu'ont produit les divers moyens dont on a fait usage , et qui sont autant d'expériences faites en grand par lés goiivèilienlens. Appliquons aux sciences politiques et morales la méthode fondée sur l'observatîdiî et sur le calcul , méthode qui nous a si bien servis dans les sciences naturelles. N'opposons point utie résistance inutile et souvent dàngefeiise aux effets inévitables du progrès des lumières ; mais ne changeons qu'avec une circonspection extrême nos institutions et les usages atliquels notls sommes depuis long -temps plies. Nous cortnaissons bien par l'expérience du passé, les inconvénient
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qu'ils présentent ; mais nous ignorons quelle çst l'étendue des maux que leur changement peut produire. Dans cette ignorance, la théorie des probabiUtés prescrit d'éviter tout changement : surtout il faut éviter les changemens brusques qui , dans l'ordre moral comme dans l'ordjre physique, ne s'opèrent jamais sans une grande perte de force vive.
I)éjà, le calcul des probabilités a été appliq^^ avec succès à plusieurs objets des sciences mor raies. Je vais en présenter ici les principaux résultats.
De la Probabilité des témoignages.
La plupart de nos jugemens étant fondés sur la probabilité des témoignages, il est bien important de la soumettre au calcul. La. chose, ,il est vrai , devient souvent impossible , . par la . 4if^ ficulté d'apprécier la véracité des témoins, .çt ps^r le grand nombre de circonstances dont les faitSi qu'ili^ attestent sont accompagnés; mais on peut dans plusieurs cas, résoudre des problèmes qui ont beaucoup d'analogie avec les questions qu'on se propose , et dont les solutions peuvent être regardées comme des approximations propres à nous guider et à nous garantir des erreurs et des
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dangers auxquels de mauvais raisonnemens nous exposent. Une approximation de ce genre, lorsqu'elle est bien conduite , est toujours préférable aux raisonnemens les plus spécieux. Essayons donc de donner quelques règles générales pour y parvenir.
On a extrait un seul numéro d'une urne qui en renferme mille. Un témoin de ce tirage annonce qùfele'n® 79 est sorti; on demande la probabilité de cette sortie. Supposons que l'expérience ait Êiît connaître que ce témoin trompe une fois sur dix, en sorte que la probabilité de son témoignage soit yq. Ici, l'événement observé est le témoin attestant que le n® 79 est sorti. Cet événement peut résulter des deux hypothèses suivantes, savoir: que le témoin énonce la vérité , ou qu'il trompe. Suivant le principe que nous avons exposé sur la probabilité des causes, tirée des événement observés, il faut d'abord déterminer à priori la probabilité de l'événement dans chaque hypothèse. Dans la première, la probabilité que le tiéihoin annoncera le n® 79, est la probabilité même de la sortie ^e ce numéro , c'est-à-dire li/^Q . Il faut la multiplier par la probabilité -^ de la véracité du témoin ; on aura donc Yôhrô pour la probabilité de l'événement observé dans cette hypothèse. Si le témoin trompe, le n® 79
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n'est pas sorti, et la probabilité de ce cas est Y^^. Mais pour annoncer la sortie de ce numéro, le témoin doit le choisir parmi les 999 numéros non sortis; et comme il est supposé n'avoir aucun motif de préférence pour les uns plutôt que pour les autres , la probabilité qu'il choisira le n^ 79 est gyg ; en multipliant donc cette probabilité par la précédente , on aura yoôô P^^i* ^ probabilité que le témoin annoncera le n^ 79 dans la seconde hypothèse. Il £siut encore multiplier cette proba* bilité par la probabilité yô ^^ l'hypothèse ellemême; ce qui donne ^oIq^ pour la probabilité de l'événement relative à cette hypothèse. Présentement y si l'on forme une fraction dont le numérateur soit la probabilité relative à la première hy* pothèse , et dont le dénominateur soit la somme des probabilités relatives aux deux hypothèses^ on aura, par le sixième principe, la probabilité de la première hypothèse^ et cette probabiUté sera -^ , c'est-à-dire la véracité même du témoin. C'est aussi la probabilité de la ^sortie du n^ 79. La probabilité du mensonge du xtémoin et de la non-sortie de ce numéro est ^ô*
Si la Jbémoin, voulant tromper, avait quelque intérêt à choisir le a^ 79 parmi les numéros non sortis; s'U jugeait, par exemple, qu'ayant placé sur ce numéro une mise considérable , l'annonce
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de sa sortie augmentera son crédit ; la probabilité qu'il choisira ce numéro iie sera plus , comme auparavant, ^ ; elle pourra être alors |^ , -| , etc. , suivant l'intérêt qu'il aura d'annoncer sa sortie. En la supposant ^, il faudra multiplier par cette fraction la probabilité ^^, pour avoir dans l'hypothèse du mensonge la probabilité de l'évèiieihent obâervé, qu'il faut encore multiplier pai* Yôi ce qui donne ^HIq pour la probabilité de l'événement dans la seconde hypothèse. Alors là probabilité de la première hypothèse , ou dé la sortie du n® 79 , se réduit , par la règle précédente , à yI^. Elle est donc très affaiblie par la cdtisidéfation de l'intérêt que le témoin peut avoir à aniidtlider la sortie du n® 79. A la vérité, ce tùêïoie intérêt augmente la probiàbilité -^ que le têtlioift dira la vérité , si le n^ 79 ôoW. Mais cette probabilité ne peut excéder l'unité ou \^i ainsi la probabilité de la sortie du n* 79 iie *ut*pas^era pas -j^. Le bôfl isens lious dicté que cet intérêt doit inspirer dé la défiance } mais lé calcul en apprécie l'influence.
La probabilité à priori du numéro énoniôé par le téinoin est l'unité divisée par le îlbtiibre des numéros dé l'urne; elle se trîttisfôrmë en vertu du témoignage dans là véracité même du té-^ moin ) elle peut donc être affaiblie par ce témoi-
j4o essai philosophique
gnage. Si, par exemple , Turne ne renferme que deux numéros , ce qui donne ^ pour la probabiT lité à prioH de la sortie du n** i , et si la véracité d'un témoin qui l'annonce est ^, cette sortie en devient moins probable. En efifet , il est visible qi^e le témoin ayant alors plus de pente vers le mensonge que vers la vérité, son témoignage doit diminuer la probabilité du fait attesté, toutes les fois que cette probabilité égale ou surpassa \, Mai^ s'il y a trois numéros dans l'urne , la prori babilité à priori de la sortie du n** i est accrue par r affirmation d'un témoin dont la véracité surpasse \.
Supposons maintenant que l'urne renferme 999 boules noires et une boule blanche , et qu'une boule en ayant été extraite, un témoin du tirage annonce que cette boule est blanche. La probabilité de l'événement pbjservé , déterminée à priori dans la première hypothèse, sera ici, comme dans la question précédente, égale à T^lTrô» M^^^ d^^s l'hypothèse où le témoin trompe , la boule blanche n'est pas sortie , et la probabilité de ce cas est -;^^. Il faut la multiplier p$ir la probabilité -^ 4u mensonge , ce qui donne -i^^ pour la probabilité de l'événement observé relative à la seconde hypothèse. Cette probabilité n'était que ^^^^q dans la question précédente :
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cette grande différence tient à ce qu'une boule noire étant sortie , le témoin qui veut tromper n'a point de choix à faire parmi les 999 boules non sorties, pour annoncer la sortie d'une boule blanche. Maintenant, si l'on forme deux fractions dont les numérateurs soient les probabilités relatives k chaque hypothèse, et dont le dénominateur cotnmun soit la somme de ces probabilités , on aum ytmTs poiir la probabilité de la première hypothèse et de la sortie d'une boule blanche , et -^^ pour la probabilité de la seconde hypothèse et de la sortie d'une boule noire. Cette dernière probabilité est fort approchante de la certitude : elle en approcherait beaucoup plus encore, et deviendrait iVoVoVs 9 si l'urne renfermait un million de boules dont une seule serait blanche , la sortie d'une boule blanche devenant alors beaucoup plus extraordinaire. On voit ainsi' comment la probabilité du mensonge croît à me^sure que le fait devient plus extraordinaire.
Nous avons supposé jusqu'ici que le témoin ne' se trompait point; mais si l'on admet encore la chance de son erreur, le fait extraordinaire devient plus invraisemblable. Alors au 'heu de deilx hypothèses, on aura les qùatre^uivantes , savoir; celle du témoin ne trompantpoint et ne se trompant point; celle du témoin ne trompant point
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et se trompant; F hypothèse du témoin trompant et ne se trompant point; enfin celle du témoin trompant et se trompant. En déterminant à priori dans chacune de ces hypothèses, la probabilité de l'événement observé , on trouve par le sixième principe, la probabilité que le fait attesté est faux, égale à une fraction dont le numérateur est Ip nombre des boules noires de l'urne , multiplié par la somme des probabilités que le témoin ne trompe point et se trompe , ou qu'il trompe et ne se trompe point , et dont le dénominateur est ce numérateur augmenté de la somme des probabilités que le témoin ne trompe point et ne $e trompe point , ou qu'il trompe et se trompe à la fois. On voit par là que si le nombre des boules noires de l'urne est très grand , ce qui rend extraordinaire la sortie de la boule blanche , la probabilité que le fait attesté n'est pas , approche extrêmement de la certitude.
En étendant éette conséquence à tous les faits extraordinaires , il en résulte que la probabilité de l'errieur ou du mensonge du témoin devient d'ajutant plus grande , que le fait attesté est plus extraordinaire. Quelques autwrs ont avancé le contraire, en se fondant sur ce que la vue d'un fait extraordinaire étant parfaitement semblable à celle d'un fait ordinaire, les mêmes motifs doi-
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vent nous porter à croire également le témoin , quand il affirme Fun ou l'autye de ces faits. Le simple bon sens repousse une aussi étrange assertion ; mais le calcul des probabilités , en con^mant l'indication du sens commun , apprécie de plus l'invraisemblance des témoignages sur les faits extraordinaires.
Ces auteurs insistent et supposent deux témoins également dignes de foi , dont le premier atteste qu'il a vu mort, il y a quinze jours, un individu que le second témoin affirme avoir vu hier plein de vie. L'un ou l'autre de ces faits n'offre rien d'invraisemblable. La résurrection de l'individu est une conséquence de leur ensemble ; mais les témoignages ne portant point directement sur elle, ce qu'elle a d'extraordinaire ne doit point afîaiblir la croyance qui leur est due. {^Encjrclo^ pédie^ art. Certitude.)
Cepend^t, si la conséquence qui résulte de r:ensemble des témoignages était impossible, l'ua d'eux serait nécessairement faux ; or, une consé<quence impossible est la limite des conséquences extraordinaires , comme l'erreur est la limita des invraisemblances ; la valeur des témoignages > qui devient nulle dans le cas d'une conséquence impossible, doit donc être très affaiblie dans ce-
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lui d'une conséquence extraordinaire. ■G^est* ei> effet ce que le calcul des probabilités confirme^' f Pour le faire voir , considérons deux urnes * A et B 9 dont la première contienne un million' de boules blanches, et la seconde uii million d» boules noires. On tire de Tune de ces urnes une boule que l'on remet dans l'autre urne dont on extrait ensuite une boule. Deux témoins^ Tiiir du premier tirage, l'autre du second, aMestent que la boule qu'ils ont tu extraire est blanche , sans indiquer l'urne dont elle a été extraEtté. Gk»* que témoignage pris isolément n'a rien d'invrai* semblable ; et il est facile de voir que la pro^-^ balnlité du fait attesté est la véraeitlé même* du • témoin. Mais il suit de l'ensemble > kles* *témoi'^ ' gnages, qu'une boule blanche a été ex?tràite de l'urne A au premier tirage , et <|u^enÀiiite , mâse » dans l'urne B , elle a reparu au second tirag^^' ce ; qui est fort extraordinaire; car cette seconde urne renfermant alors une boule blanche sur unmillion de boules noires , la probabilité d'en- eat-J * traire la boule blanche est TTôoôTrr- P<>ûr déter*' miner l'affaiblissement qui en résulte dans la pro*^^ habilité de la chose énoncée par les devOi témoins,^ nous remarquerons que l'événement observé est ici Taffinnation par chacun d'eux que la boule qu'il a vu extraire est blanche. Représentons par
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-^ la probabilité qu'il énonce la vérité , ce qui peut avoir lieu dans le cas présent, lorsque le témoin ne trompe point et ne se trompe point , et lorsqu'il trompe et se trompe à la fois. On peut former les quatre hypothèses suivantes :
I**. Le premier et le second témoin disent la vérité. Alors une boule blanche a d'abord été extraite de l'urne A , et la probabilité de cet événement est ^ , puisque la boule extraite au premier tirage a pu sortir également de Tune ou de l'autre wtne. Ensuite y la boule extraite mise dans l'urne B a reparu au second tirage : la probabilité de cet événement est Yôôhnn î 1^ probabilité du fait énoncé est donc 2000002 ' -En la multipliant par le produit des probabilités ii) et ^ que les témoins disent la vérité , on aura 2oooVofeoo pour la probabilité de l'événement observé , dans cette première hypothèse.
•a®. Le premier témoin dit la vérité , et le second ne la dit point , soit qu'il trompe et ne se trompe point, soit qu'il ne trompe point et se trompe. Alors une boule blanche est sortie de l'urne A au premier tirage , et la probabilité de cet événement est -^. Ensuite cçtte boule ayant été mise dans l'urne B, une boule noire en a été extraite : la probabilité de cette extraction est i§§M«^ ; on a donc ^^^^^ pour la probabilité
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de révènement composé. En la multipliant par le produit des deux probabilités i^ et -j^^ que le premier témoin dit la vérité et que le second ne
la dit point , on aura 200000200 P<>wr la probâbilité de l'événement observé dans la seconde hypothèse.
3**. Le premier témoin ne dit pas la vérité , et le second l'énonce. Alors une boule noire est sortie de l'urne B au premier tirage , et après avoir été mise dans l'urne A , une boule blanche a été extraite de cette urne. La probabilité du premier de ces évènemens est ^ , et celle du second est fof^ij^ ; la probabilité de l'événement composé est donc 2^00002 - ^^ "^ multipliant par le produit des probabilités -nr ^^ m> ? q^^ '^ premier témoin ne dit pas la vérité , et que le second
l'énonce , on aura 200000200 P^^'' ^^ probabilité de l'événement observé relative à cette hypothèse.
4^. Enfin , aucun des témoins ne dit la vérité. Alors une boule noire a été extraite de l'urne B au premier tirage ; ensuite ayant été mise dans l'urne A , elle a reparu au second tirage : la pro* habilité de cet événement composé est aooôooî - En la multipliant par le produit des probabilîtés -î^ et -nr^ que chaque témoin ne dit pas la vé-
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rite , on aura 200000200 P^^r 1^. probabilité de l'événement; observé dans cette hypothèse.
Maintenant, pour avoir la probabilité de la chose énoncée par les deux témoins, savoir, qu'une boule blanche a été extraite à chacun des tirages , il fout diviser la probabilité correspondante à la première hypothèse par la somme des probabilités relatives aux quatre hypothèses ; et alors on a pour cette probabilité 18000082 > fr^^" tion extrêmement petite.
Si les deux témoins affirmaient, le premier, qu'une boule blanche a été extraite de l'une des deux urnes A et B ; le second , qu'une boule blanche a été pareillement extraite de l'une des deux urnes A' et B', en tout semblables aux premières, la probabilité de la chose énoncée par les deux témoins serait le produit des probabilités de leurs témoignages ou ~~; elle serait donc cent quatre-vingt mille fois au moins plus grande que la précédente. On voit par là combien , dans le premier cas , la réapparition au second tirage de la boule blanche extraite au premier, conséquence extraordinaire des deux témoignages, en affaiblit la valeur.
Nous n'ajouterions point foi au témoignage d'un homme qui nous attesterait qu'en projetant cent dés en l'air, ils sont tous retombés sur la
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même Êice. Si nous avions été nous-mêmes spectateurs de cet événement, nous n'en croirions nos propres yeux qu'après en avoir scrupuleusèment examiné toutes les circonstances , et après en avoir rendu d'autres yeux témoins , pour être bien sûrs qu'il n'y a eu ni hallucination ni prestige. Mais après cet examen, nous ne hgàaiÉeer rions point à l'admettre, malgré âon entrétneiûf*vraisemblance ; et personne ne serait tenta , * pofar l'expliquer, de recourir à un renversement deb lois de la vision. Nous devons en conclure »que la probabilité de la constance des lois de la;ndtu#e est pour nous supérieure à celle que l'évcaaemetit dont il s'agit ne doit point avoir lieur, ^robaliilité supérieure elle*méme à celle de lia plnpa]^:de&£Eiits historiques que nous regardons comme ineoniestables. On peut juger par là du poids immense de témoignages nécessaire pour admettre une suspension des lois naturelles , et combien il serait abusif d'appliquer à ce cas les règles ordinaires die la critique. Tous ceux qui , sans ofBrir cette immensité de témoignages, étayent ce qu'ils ^avancent de réoits d'évènemens contraires à ces lois, *a&ihlissent plutôt qu'ils n'augmentent la croyance qu'ils cherdbuent àdin^irer; car alors» ces récits rendent très pnobable l'evlieur ou le mensonge de leurs auteursu Nais, ce! qui. diminue k*cp6yanoe
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des hommes éclairés , accroît souvent celle du vulgaire, toujours avide du merveilleux.
Il y a des choses tellement extraordinaires, que rien ne peut en balancer l'invraisemblance. Mais celle-ci , par l'effet d'une opinion dominante, peut être affaiblie au point de paraître inférieure à la probabilité des témoignages ; et <|uand cette opinion vient à changer, un récit absurde admis unanimement dans le siècle qui hA ai donné naissance, n'oflfre aux siècles suivans jqu^upe nouvelle preuve de l'extrême influence «le l'opinion générale sur les meilleurs esprits. (Deux grands hommes du siècle de Louis XIV, Bàoine et Pascal , en sont des exemples frappans. Il est hffiigeanf de voir avec quelle complaisance Racme, ce peintre admirable du cœur humain et le poète le plus parfait qui fut jamais, rapporte- comme miraculeuse la guérison de la jeune Pertier, nièce de Pascal et pensionnaire à Fabbaye .de Port-Royal : il est pénible de lire les raisonnement par lesquels Pascal cherche à prouver que o& miracle devenait nécessaire à la religion, pour juisitifier la doctrine des religieuses de cette abbaye , alors persécutées par les Jésuites, La jeune Perrier était , depuis trois ans et demi , affligée d'une fistule lacrymale : elle toucha de son œil malade une relique que l'on piîétendait être une
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des épines de ]a couronne du Sauveur, et elle se crut à Finstant guérie. Quelques jours après , les médecins et les chirurgiens constatèrent la guérison , et ils jugèrent que la nature et les remèdes n'y avaient eu aucune part. Cet événement, arrivé en i656 , ayant fait grand bruit , <c tout Paris se » porta, dit Racine, à Port-Royal. La foule crois- » sait de jour en jour, et Dieu même semblait » prendre plaisir à autoriser la dévotion des peu- » pies , par la quantité de miracles qui se firent » en cette église. » A cette époque , les miracles et les sortilèges ne paraissaient pas encore invraisemblables , et l'on n'hésitait point à leur attribuer les singularités de la nature , que Ton ne pouvait autrement expliquer .
Cette manière d'envisager les eflets extraordinaires, se retrouve dans les ouvrages les plus remarquables du siècle de Louis XIV, dans V Essai même sur V entendement humain, du sage Locke , qui dit , en parlant des degrés d'assentiment : a Quoique la commune expérience et le » cours ordinaire des choses aient avec raison T» une grande influence sur l'esprit des hommes , » pour les porter à donner ou à refiiser leur » consentement à une chose qui leur est proposée » à croire , il y a pourtant un cas où ce qu'il y a » d'étrange dans un fait, n'af&iblit point Tassen-
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» timent que nous devons donner au témoignage » sincère sur lequel il est fondé. Lorsque des » évènemens surnaturels sont conformes aux » fins que se propose celui qui a le pouvoir de » changer le cours de la nature , dans un tel » temps et dans de telles circonstances, ils peu- » vent être d'autant plus propres à trouver » créance dans nos esprits , qu'ils sont plus au- » dessus des observations ordinaires , ou même » qu'ils y sont plus opposés. » Les vrais principes de la probabilité des témoignages ayant été ainsi méconnus des philosophes auxquels la raison est principalement redevable de ses progrès, j'ai cru devoir exposer avec étendue les résultats du calcul sur cet important objet.
Ici se présente naturellement la discussion d'un argument fameux de Pascal , que Graig , mathé^ maticieu anglais, a reproduit sous une forme géométrique. Des témoins attestent qu'ils tiennent de la Divinité même, qu'en se conformant à telle chose , on jouira , non pas d'une ou de deux , mais d'une infinité de vies heureuses. Quelque faible que soit la probabilité des témoignages, pourvu qu'elle ne soit pas infiniment petite , il est clair que l'avantage de ceux qui se conforment à la chose prescrite est infini, puisqu'il est le produit de cette probabilité par un
bien infini; on ne doit dpHc point balancer > à se procurer cet avantage. » ii n i i .i ;
Cet argamemt est fondé sur le nombre .^ infini d^ vies beun^ses promises au nom :de Sa^ Dmnité par les témoin!»; il faudrait donciaineiciiitqui'ils prescrivejpt y. précisément' parce, qu'ils ctxagèffent l^urs promeeses au-delà de toutes limiteâ ^ consètquence qui répugne au > bon sen^ Aiussi leidalciil nous fait-il v/oir xyae cette c^tagératioiii méipèi BStAblit la, probabilité de leur téfnoi3^a%\^y\m,ipomt de la rendre infiniment petite ou PuUe«;£ni^£kt^ ce cas revient ^ celui d'un témoii^ qui anhanoetait la sortie du numéro le plus élevé d'usie.uroi^mQ^ plie d'un grand nombre de Duméros.dQuttun^SBiU a été'iextrait, et qui aurait im gradd intérêt >à annopcerjla sortie de ce numéro*- On a vu.pitéeér demo^Kent combien cjEst intérêt; ra^Ëaiblit.sooi témoir gnag^. ]Bn n'' évaluant qu'à \ la probabilité «que si le tçmoin. trompe il choisira le plus grfmd numéro 9 le calcul dpnne la probabilité .deî «on ^nnpnoe p][i4$; pétille qu'une fraction dont le niiir mérateur estVunité , et dont le dénommâtes* )es|t Funité; plus 1^ moitié du produit du nômbi^' des numérp3 K fl^r. la- probabilité du mensongje consî«dérée àpnon ou indépen^^ment de- l'annonce.
Pour assimiler <:e cas à celui de l'argunaêeiit de Pascal, il suffit de représenter par les miméros d«
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l'umetous les noml^res possibles de vies henreiKses^ ce qui rend le nombre de cestmméhsrs infini; ef, d'obsenrer. qtte si les témcHUs trompent^ ils 6nt le phis grand intérêt^ pour aocréditer leur mensonge à pi;oniettne> tme éternité de bonheur; L'^xprest- 8Îon>de'lii pirbbabilité de leur témoignage devient ^re infinimetit pe^e. En la multipliant; par le boéobrei infimi de vies heureuses promises; Fin* &liidkparai« ' du- produit qui exprime l'aTantage irésajtâfât de cette promesse , ce qui détirmt YàrgtviÉeiitde ÎPascal. . ; >i
Ji' GonsidéroM présentement la probabilité • de Yiensemble de plusieurs témoignages sur un fait ttéierttiiné. Pour fixer les idées, supposons que «ie<£a(it-»oit la sortie d'un numéro d'une lïme'qui e» renferme cent et dont on a entrait un setil'numéro. Deux téïrioins dé ee tirage^ attooricent qrie le n® a est sorti , et Foni démande la probabilité résultante de l'ensemble de *c<ôs témoignais: ^ On peut former ces deux hyplothèstes : les témoins disent la vérité; les témoins tï-ompétit. Dîan^ là première hypothèse, le n*^ a eàt sorti', et la pixybdbitité de cet événement est 7^. il faut lamlilitiplier par le produit des véracités d^s^ témoins , véracités que nous suppôsi^r^s étr&^ et^? ^on aura donc tïïoITo P^^^ la probabilité de FévèïKè*- Hiient observé dan^ ioette hypothèse. Dans lafae^
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conde , le n** a n'est pas sorti ^ et la probabilité de cet événement est y^. Mais l'accord des témoins exige alors qu'en cherchant à tromper, ils choisissent tous deux le numéro 2 sur les 99 numéros non sortis : là probabilité de cç choix y si les témoins ne s'entendent point , est le produit de la fraction -^ par elle-même ; il faut ensuite multiplier ces deux probabilités ensemble^ et par le produit des probabilités tô^^^ ^^^ ^^ témoins trompent; on aura ainsi Ti^ôoo P^Wi la probabilité de l'événement observé dans la- se^ conde hypothèse. Maintenant on aura la probabilité du fait attesté ou de la sortie du n*^ a , en divisant la probabilité relative à la première hypothèse par la somme des probabilités relatives aux deux hypothèses; cette probabilité sera donc f§^ , et la probabilité de la non-sortie de ce numéro et du mensonge des témoins sera ^oso '
Si l'urne ne renfermait que les numéros i et a , on trouverait de la même manière ^ pour la probabilité de la sortie du n^ a , et par conséquent Y2 pour la probabilité du mensonge des témoins | probabilité quatre-vingt-quatorze fois au moins plus grande que la précédente. On voit par là combien la probabilité du mensonge des témoins diminue , quand le £[iit qu'ils attestent est moins probable en lui-même. En efitet, on conçoit qu'a-
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lors l'accord des témoins, lorsqu'ils trompent, devient plus difficile , à moins qu'ils ne s'entendent , ce que nous ne supposons pas ici.
Dans le cas précédent où l'urne ne renfermant que deux numéros , la probabilité à priori du fait attesté est \ , la probabilité résultante des témoignages est le produit des véracités des témoins , divisé par ce produit ajouté à celui des probabilités respectives de leur mensonge.
Il nous reste à considérer l'influence du temps sur la probabilité des faits transmis par une chaîne traditionnelle de témoins. Il est clair que cette probabilité doit diminuer à mesure que la chaîne se prolonge. Si le fait n'a aucune probabilité par lui-même, tel que la sortie d'un numéro d'une urne qui en renferme une infinité , celle qu'il acquiert par les témoignages décroît suivant le produit continu de la véracité des témoins. Si le fait a par lui-même une probabilité ; si , par exemple , ce fait est la sortie du n? a. d'une urne qui en renferme un nombre fini , et dont il est certain qu'on a- eitràît un seul numéro; ce que la chaîne traditionnelle ajoute à cette probabilité décroît suivant un produit continu , dont le premier facteur est le rapport du nombre des numéros de l'urne moins xttt à ce même nombre , et dont chaque autre factetir est la véracité de chaque témoin , diminuée du
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rapport de la probabilité de son mensonge au nombre des numéros de Tiirne moins lui ; en sbrte que la limite de la probabilité du fait est celle de ce fait considérée à priori ou indépendamment des témoignages , probabilité égale à l'ùhitê divisée par le nombre des numéros de l'urne.
li'action du temps affaiblit donc saiits ëès^e là probabilité des faits historiques , comme elle* 'altère les monumens les plus durables. Oh ^étft/^ la vérité , la ralentir en multipliant et dôbsèWyht les témoignages et les monument qui les êtàyèht. L'imprimerie offre pour cet objet un grand iûôyeii malheureusement inconnu des anctetis. Màl^e les avantages infinis qu'elle' procufé^ liés réVôMtions physiques et morales dont îa ktirfabe dëJ'è'é globe sera toujours agitée, fihirônt, éïise j81gnant à l'effet inévitable du téiùps , pài* rendre douteux, après des milliers d'atîhéiés , les JEaîts historiques aùj6urd*hui les plus certains.
Craig a ' essayé de soumettre au calcul rafiatblisseteièht ■ ^àâxitV deis preuves de la f eligioîl chrétienne t' en * apposant que le jàiohde ddlt finir à Pépoqùi^ où elle cessera d'être probable^ il trouva c^e' *éëla' doit arriver i454 ans après Ife moment oA îl'écJrlt. Mais sbn analyse est au^ fautive que son hyjiôïhèi^e stii* la durée du mondé est bizarre. -
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Des choix et des décisions des assemblées.
La probabilité des décisions d'une assemblée dépend de la pluralité des voix , d^ lumières et de l'impartialité des membres qui la composent. T^pt ^e passions et d'intérêts particuliers y mêlent ai 3ouye«t leur influence^ qu'il est impossible de soumettre au calcul cette probabilité. Il y a çepçndajpLt quelques résultats généraux dictés par le s^ipple bon sens , et que le calciU confirme. Si , P^ï; exemple , l'assemblée est très peu éclairée sur l'objet soumis à sa décision ; si cet objet exige des considérations délicates, ou si la vérité sur ce ppint est çpntraire à des préjugés reçus , en sorte qu'il y ait plu§ d'un contre un à parier que chaque vQt^t s'en écartera; alors la déicisiqu de la majorité sera probablement mauvaise j et la crainte à cet égard sera d'autant plus fondée ,.. q^e Y^i^ semblée sera plus nombreuse* Il imppi^te doiic à }a chose pubUque que les asç^inblée^ . n'aient ; à prononcer que sur des objets,^ la portée du plus grand nombre : il lui importe que l'instruction i^oit généralement répandue,! et que .d^ bons ouvrages fondés sur la raison et sur l'expérience éclairent ceux qui sont appelés à décider du sort de leurs semblables ou à les gouverner, et les
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prémunissent d'avance contre les faux aperçus et les préventions de Fignorance. Les savans ont de fréquentes occasions de remarquer que les premiers aperçus trompent souvent ^ et que le vrai n'est pas toujours vraisemblable.
Il est difficile de connaître et même de définir le vœu d'une assemblée ^ au milieu de la variété des opinions de ses membres. Essayons de donner sur cela quelques règles , en considérant k& deux cas les plus ordinaires , l'élection entre plusieurs ' candidats , et celle entre plusieurs propositions ' relatives au même objet. '
Lorsqu'une assemblée doit choisir entre plusieurs candidats qui se présentent pour une ou plusieurs places du mémo genre ^ oe qui psu*ait le plus simple est de faire écrire à chaque votant , sur im billet, les noms de tous les candidats, suivant l'ordre du mérite qu'il leur attribue. £n supposant qu'il les classe de bonne foi; l'inspection de ces Mllets fera connaître les résultats des
élections , de quelque manière que les candidats soient comparés entre euK ; en sorte que de nouvelles élections ne peuvent apprendre rien de plus à cet é^ard. U s'agit présentement d'ai conclure l'ordre de préférence , que les billets établissent entre les candidats. Imaginons que l'on donne à chaque électeur une urne qui contienne
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une infinité de boules, au moyen desquelles il puisse nuancer tous les degrés de mérite des candidats : concevons encore qu'il tire de son urne un nombre de boules proportionnel au mérite de chaque candidat 9 et supposons ce nombre écrit sur un billet, à côté du nom du candidat. Il est clair qu'en faisant une somme de tous les nombres relatif à chaque csuididat sur chaque billet , celui de tous les candidats qui aura la plus grande somme sera le candidat que l'assemblée préfère ; et qu'en général , l'ordre de prtférence des candidats sera celui des sommes relatives à chacun d'eux. Mais les billets ne marquent point le nombre des boules que chaque électeur donne aux candidats; ils indiquent seulement que le premier en a plus que le second, le second plus que le troisième, et ainsi de suite. En supposant donc au premier, sur un biUet donné , un nombre quelconque de boules , toutes les combinaisons des nombres inférieurs qui remplissent les conditions précédentes^ sont également admissibles; et l'on aura le nombre de boules relatif à chaque candidat , en faisant une somme de tous les nombres que chaque combinaison lui donne, et en la divisant par le nombre entier des combinaisons. Une analyse fort simple fait voir que les nooi^res qu'il faut écrire sur chaque billet à coté du dernier nom , de l'a-
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vant-dernier, etc. , sont prôpc>rtioftnéb'kiii'*telrmes de la progression arithmétique i , 2 , 3', ^tt. En écrivant donc ainsi sur chaque billfet les ttpmes de cette progression, €ît ajoutant les tèitnfds relatifs à chaque candidat sur ces billets V les diverses sommes ïndiq(ueront par' leur graifideiit l'ordre de préférence qiiî doit être éttd)lf'iBtrflife les candidats. Tel est le mode d'élection qù'**»dique la Théorie des Probabilités. SansMôiftteVift serait le meilleur si chaque éJèôtettr'iiiscrtVàtt sur son billet les noms des candidats daiii FbrAf^ du mérite qu'il leur attribue. Mais lès iiitërêt^ particuliers et beaucoup de cônsî<!6érâtft>nk*\StrtLn^^ gères au mérite doivent trôlibler ■ cet oV^h*ë ', éï faire placer quelquefois au dèîrtller raiig le* bAndidat le plus redoutable à celui qùè l'dn pt-éfSfèf ce qui donne trop d'avantage âul^àtldfdàty âTuH médiocre méritfe. ' Aussi Peipérieôce k-t-é!lé fait* abandonner ce nfifode d'élection dans' les êtàblîi^' semehs qui l'avaient adopté. .>> x. •;. .
■L'élection à la tÂaJôrité absolue des suflfrà^* réttnit à là éertîtûde îdè n'admettre âiibtrti dëi' candidats que «ôfette^ majorité Tëjette, ' l'iâvanfa^ d'eîtprimet* îè pi'à^afoui^ntiè vdeti de ras$ëliU)lée. Elle coShcide <6tl|*uM aVefc le' ihcîde prélcédent lorsqu'il ii'y à' k^ùfe^dêû*' éàridîdats'. A la Vérité', elle expose h î^incônvéhient' de rendre \^ éléc-
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Uons interminables. Mais l'expérience a fait voir que cet inconvénient est nul , et que le désir général de mettre fin aux élections réunit bientôt la majorité des sufiPrages sur un des candidats,
. Le choix entre plusieurs propositions relatives au même objet, semble devoir être assujetti aux mêmes règles que l'élection entre plusieurs can- 4i4^- Mais il existe entre ces deux cas cette 4ifi%jience ^ savoir : que le mérite d'un candidat ll'e^lut point, celui 4c ses concurrens; au Ueu q[qç,,si les piropositions entre lesquelles il faut ç^pisfir sont contraires, la vérité dé l'une exclut l^jV^ité des au,trcs. Yoici comme on doit alors ejfvisagèr la question.
Donnons à chaque votant une urne qui ren^ iaçme un nombre infini de boules , et supposons qu'il les distribue sur les diverses propositions, çi^ raison des probab^ités respectives qu'il leur atjtribue. II. est clair que le nombre total de^ boules exprimant la certitude , et le vptîmtétaBt^' pa^: l'hypothèse , assuré que JL'.u^e d^ propositiqps doit être vraie , il réps^rtira ce nombre en entier sur les propositions.. Le problème se r/éduit donc à déterminer le^^ comjbinaisons dans . Iç^^^elles les boules seront ijéjiarties de manière < qu'il y en ait plus sur la pi^çwièpft proposition ,dui
billet que sur la seççnçlp , plvs W^.'î^ seconde qMe
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siir la troisième , etc. ; à faire le» sommes de tous les nombres de boules relatifs à chaque pn>position dans ces diverses combinaisons, et à diviser cette somme par le nombre des combinaisons : les quotiens seront les nombres de boides que l'on doit attribuer aux propositions sur un billet tfaéi* conque. On trouve par l'analyse- ^ qu'en partant de la dernière proposition pour retnonter à Isr première, ces quotiens sont entre eux comme. les quantités suivantes: i" l'unité divisée par le nom>bre des propositions; 2® la quantité phécédente augmentée de l'unité divisée par le nombre * des propositions moins une; 3" cette seconde quan^ tité augmentée de l'unité divisée par le nombre des propositions moins deux , et ainsi du reste. On écrira donc sur chaque billet ces quantités à côté des propositions correspondantes; et en ajoutant les quantités relatives à chaque proposition sur les divers billets, les sommes indiqueront par leur grandeur l'ordre de préférence que l'assemblée donne à ces propositions.
Disons un mot de lia manière de fenouveler les assemblées qui doivent changer en toUJité, dans un nombre d'années déterminé. Le renoua vellement doit>*il se feire à la fois , ou convientril de le partager entre ces années? D'après ce der* nier mode, l'assemblée serait forinée sous Vin^
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fkience des diverses opinions dominantes pendant la durée de son renouvdlement ; Fopinion qui y régnerait alors serait donc très probablement la moyenne de toutes ces opinions. L'assemblée recevrait ainsi du temps le même avantage que liiiidoiiiK l'extension des élections de ses membrei^r à toutqs les parties du territoire qu'elle représente; Maintenant , si l'on considère ce que r<^périence n'a que trop fait connaître j savoir : que : les élections sont toujours dirigées dans le sens le plus exagéré des opinions dominantes; o» sentira combien il est utile de tempérer ces opiuions les unes par les autres ^ au moyen d'un renouvellement partiel .
De la probabilité des Jugémens des tribunaux.
L'analyse confirme ce que le simple bon sens nous dicte V savoir : que la bonté des jugémens est d'autant plus probable, que les juges soïit plus nombreux et plus éclairés. Il importe donc que les tribunaux d'appel remplissent ces deux conditions. Les tribunaux de première instance , plus rapprochés des justiciables, leur offrent i'ar vantage d'un premier jugement déjà probable , et dont ib se contentent souvent , soit en transigeant , soit en se désistant de leurs prétentions.
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Mais si l'incertitude de l'objet en litige et son importance déterminent un plaideur à recourir au tribunal d'appel , il doit trouver dans une pïus grande probabilité d'obtenir un jugement éqiiitable, plus de sûreté pour sa fortune , et la coiupensation des embarras et des frais qu'une nouvelle procédure entraîne. C'est ce qui n'avaft point lieu dans l'institution de Tappel réciproque des tribunaux de dép^tem^nt , institution par 1^ très préjudiciable aux intérêts des citoyens, tl serait peut-être convenable et/cbnfornfie au calcul des probabilités , d'exiger une màjor;ité de cïèux voix au moins y dans un tribunal d appel., pour infirmer la sentence du tribunal inférieur. On obtiendrait ce résultat si le tribîiiral' aAppei étant composé d'un nombre p^r de juges , ïa sentence subsistait dans le cas de réalité des
VOIX
Je vais considérer particulièrement les jugemens en matière criminelle.
Il faut sans doute aux, juges, pour condamner un accusé, Jies plus fortes preuves de son délit. Mais une preuve moraljS n est jamais qu une probabilité; et Tèxperiencç n'ai que trpp. fait connaître les erreurs dont les jugemens criminels, ceux mêmes qui paraissent être les plus justes, sontencore susceptibles. L lihpôssibilité de réparer
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ces erreurs est le plus solide argument des philosophes qui ont voulu proscrire la peine de mort. Nous devrions donc nous abstenir de juger, s'il nous f£dlait attendre l'évidence mathématique. Mais le jugement est commandé par le danger qui résulterait de Timpunité du crime. Ce jugement se réduit, si je ne me trompe , à la solution dp la question suivante. La preuve du délit de racciisé a- 1- elle le haut degré de probabilité nécessaire pour que les citoyens aient moins à redouter les erreurs des tribunaux , s'il est innocent et condamné , que sçs nouveaux attentats et ceux des malheureux qu'enhardirait l'exemple de son impunité s'U était coupable et absous? I^* sblution 4e cette question dépend de plusieurs élémens très difficiles à connaître. Telle est l'imminence du danger qui menacerait la société si l'accusé crin^inel restait impuni. Quelquefois ce danger est si grand, .que le magistrat se voit contraint de renoncer aux formes sagement étahl\es pour la sûreté de l'innocence. Mais ce qui rend presque toujours la question dont il s'agit insoluble , est l'impossibilité a apprécier exactement la probabilité du délit et de fixer celle qui est nécessaire pour la condamnation de l'accusé. Chaque juge , à cet égard , est forcé de s'en rapporter à son propre tact. Il forme son opinion,
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en comparant les divers témoignages et les cir* constances dont le délit est accompagné, aux résultats de se3 réflexions et de son expéri^ice; et sous ce rapport, une longue habitude tlHùter* roger et de juger 1^ accusés , donne beaucoup d'avantages pour saisir la vérité au milieu 'd*indices souvent contradictoires.
La question précédente dépend çncoré de la grandeur de la peine appliquée au délit; car on exige naturellement pour prononcer la mort, des preuves beaucoup plus fortes que pour itifliger une détention de quelques mois. C'est une raison de proportionner la peine au délit, une peine grave appliquée à un léger délîl devant inévitablement faire absoudre beaucoup de coupables. Une loi qiii donne aux juges la faculté de modérer la peine dans le cas de circonstances atténuantes, est donc conforme à la fois aux principes d'humanité envers le coupable , et à l'intérêt de la société. Le produit de la pit>babilité du délit par sa gravité étant la mesure du danger que l'absolution de l'accusé peut faire éprouver à la société, on pourrait penser que la peine doit dépendre de cette probabilité. C^est ce que l'on fait indirectement dans les tribunaux où l'on retient pendant quelque temps l'accusé contre lequel s'élèvent des preuves très foites, mais in-
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^ufBsâi^tes pour le condai^ner : dans la vue 4'acquérir de nouvelles lumières , on ne le remet point sur-le-champ au milieu de oes concitoyens qf^l ne Je reverraient pas sans de vives alarmes. Mais l'arbitraire de cette mesure et ^ab^s qu'on peut en faire l'ont fait rejeter dans les pays où l'on attache le plus grand prix à la liberté individuelle.
M^ntçn^nt , quelle est la probabilité que la décisipn . d'un tribunal qui ne peut condamner qiji'a, une majorité donnée, sera juste, c'est-àdir^Q cp^forpae ^ la vraie solution de la question pp^e qi-de^stis? Ce problème important bien jréspl}i., donnera le moyen de comparer entre fi\ï% les tr.i];)unAUx divers. La ipajorité d'une seule yoix danjs un nombreux tribunal , indique qiae l'af^re dont il s'agit est à fort peu près douteuse; la condamnation de l'accusé serait donc alops contraire aux principes d'humanité, protecteur^ de l'innocence. L'unanimité des juges donnerait une très grande probabilité d'une décis^>n juste ; mais en s'y astreignant , trop de coupables seraient absous. Il faut donc , ou limiter le nombre ddes juges si l'on veut qu'ils soient unanimes , ou accroître la majorité nécessaire pQUr /condamner, lorsque le tribunal devient plus nombreux. Je vais essayer d'appliquer le calcul
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à cet objet ^ pa^suadè qu'il est totfjôtii^s' lè^ %iéll^' leur guida Iwsijn'on Fappuie ^ur- té&-d6*iûé6fr ' que le bon sens nou&eug^re. ' ' • ■•'»*•"• '*■{ - La probabilité^ que l'opirnow de tîba^qtié' jttgb estjustej entre ccuninedlémeat prinéi^al'daÈCidiîë'-' calcul. Cette.probabililéeBt èiridemmeBfct telati'^ë'^ à chaque affaire. Si dans un tribunal die 'inîllerfeti^' un juges, cinqoeïUhun sont d'une opittiowj -et fciiti^'*^ cents sont de l'opinion coBtraire'^<*^il»t3sl'yi^lë'*^' que. la probabilité de ropimon> de 'éhÂtptfé jtegè ^' surpasse bien peu \} car en la ste^f^^sariï'^ekWî-' blement plus gitinde , une seule ' i^lsc ' tîé ' diBBê^- *' ^ rence serait un événement invraiiàetaibïàWé^iVfaîé'^^ si J^s juges sont unanimes, cela itidiqiie dâfà^lek''' prwves ce degré de force qui «ntraîliéla coiMé- ' ' tion; la: probabilité de l'opinioii dë'cbËque jugé ' ' est dpnc alol!s très près de l'unité ^u tlé là certt- ^ * tude, ^jmoins que des» passions ou 'des préjugea communs n'égarent à la fois tous ks juges. Hors de.ç(çs.ca^, le rapport des voix pour ou contre? ^ l'accu^ doit seul déterminer cette probabilité. Je supposa, ainsi' qu'dUe peut varier depuis ^ jus** ' qu'à l'uiiité y mais qu'ielle ne peut être atHdes^us ' ' de ;^, Si c^a p'ét^ft pas ^ la.dédsion du tribunal seraf |: i^çigAi&aiite CfQauntele sort : elle n'a de valeur; ^'autaDit,. que l'opinion du juge a plus de t^nd^ce à, la vérité qu'à l'erreur. C'est en-
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suite, par le rapport; des nombres de vois: fevo^ rabl^ et conlp^aires à TaCcusé , que- j«' dét^ermitie la probabilité de cette c^NiiioB. , J •
Ces données sufiO^sent^ pour avoir Fexpre^sieti générale de la probabilité que la décision d^uh tribiuiol jugea^itàune majonté connue^ est juste': D^ns 1^ tribunaux oà , sur huit juges, cinq voix seraient né^ei^giajr^es' pour la* condamnation d'un accui^é j. la probabilité de l'enreur à craindre sur la juçtess^.dç^l^ décision , surpasserait ^. Si le tri* • buçial était ré^uii à; six membres qui ne pourraiefït cQjadjunner qu'à la pluralité de quatre' voix, 4 Ja probabilité de Terreur à craindre serait ' au-:d^s^,us dp ^ ; iJ y aurait donc pour l'accusé utt avant^e à.cette réduction du tribunal. Dan^ Fun : et l'aatre c£^> la majorité exigée' «st la même et égale à deux. Ainsi cette majorité demeurant constante, la probabilité de Terreur augmente avec le nombre.des juges : cela est général, quelle que soit la majorité requise^ pouT?vu qu^elle r^te * la même. En prenant donc pour règle le rapport' arithmétique , l'accusé se trouve dans une position de moins en moins avaiotasgeuse , à mesure que le tribunal devint plu$ nomb^^ic. On poui^rait croire que dans un tribunal où ¥6n eîtigèrâit une majorité de douze voix i quel que - iàt le nombre des juges , les voix de* la minorité, neu-
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tralUant un pareil nombre des voix de la majorité, les douze voix restantes repfésenteraieHt runanimité d'un jury de douze membres, requise en Angleterre pour la condamnation d'ua accusé; maison serait dans une grande erpeur. Le bon sens fait voir qu'il y a difôrenee entw. la décision d'un tribunal de deux cent-dousfie juges dont centrdouae condamnent l'accusé, tandis que cent l'absolvent , et celle d\m tribunid de douze juges unanimes pour la condamnation. Dans Je premier cas , les cent voix favorables à l'aoeusé autorisent à penser que \f& preuves sont loin d'atteindre le degré de force qui entraîne la conviction ; dans le second cas, l'unanimité des juges porte à croire qu'elles ont atteint ce degré* Mais le simple bon sens ne sufiBit point pour apprécier l'extrême difSérence de la probabilité de l'erreur dans ces deux cas. U faut alors recourir au calcul, et l'on trouve un cinquième à peu près pour la probabilité de l'erreur dans le premier cas, et seulement -^^ pour eet|e probabilité dans le second cas , probabilité qui n'est pas un millième de k première. C'est «une confirmation du principe que le rapport arithméticpxe est dé- £eivorable à l'accusé quand le nombre des juges augmente. Au contrains, si l'on prend pour règle le rapport géométrique, la probabilité de l'erreur
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de la décision diminue quand le nombre ttes juges s'accroît. Par exemple, dans les tribunaux qui ne peuvent condamner qu'à la pluralité des deux, tiers des voix , la probabilité de l'erreur à craindre est à peu près un quart, si le nombre des juges est six : elle est au-dessous de 4^, si ce nombre s'élève à douze. Ainsi, l'on ne doit se régler, ni sur le rapport arithmétique , ni sur le rapport géométrique , si l'on veut que la probabilité de l'erreur ne soit jamais au-dessus ni au-dessous d'une fraction déterminée.
Mais à quelle fraction doit-on se fixer? c'est ici que l'arbitraire commence , et les tribunaux offrent à cet égard de grandes variétés. Dans les tribunaux spéciaux où cinq voix sur huit suffisent pour la condamnation de l'accusé , la probabilité de l'erreur à craindre sur la bonté du jugement^ est ^1^ ou au-dessus de ^. La grandeur de cette fraction est effrayante; maig ce qui doit rassurer un peu 9 est la considération que le plu^ souvent le juge qui absout un accusé ne le regarde pas comme innocent ; il pronpnce seulem&Ekt qu'il n'est pas atteint par des preuves suffisantes pour qu'il soit condamné* On est surtout rassuré par la pitié que la nature a mise dans le cœnr de l'homme, et qui dispose l'esprit à voir diffidlement un coupable dans Faecusé soumis
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à son jugement. Ce sentiment, plus vif dans ceux qui n'ont point l'habitude des jugemens criminels , compense les inconvéniens attachés à i^inex* périence des jurés. Dans un jury de douze membres , si la pluralité exigée pour la condaintiation est de huit voix sur douze, la probabilité de l'erreur à craindre est ^flf, ou un peu plus grande qu un huitième ; elle est à pett près* Vr 7'^ cette pluraHté est de neuf voix. Dans le ea%, d& l'imanimité, la probabilité dé Terreur à fcraindi^e est ^pj^ , c'est-à-dire plus de mille fois lùiAnâ)^ que dans nos jurys. Cela suppose qtie rùnànhhTté' résulte uniquement des preuves favorables dû' contraires à l'accusé ; mais des motifs ëntièrétnénk' étrangers doivent souvent concourir à là produire, lorsqu'elle est imposée au jury comme une condition nécessaire de son jugement* Alors
s^ décisions dépendant du tempérament , du ca-
ractjère , des habitudes des jurés , et des circonstances où ils se trouvent, elles spnt quelquefois contraires aux décisions que la majorité du jury aurait prises s'il n'eût écouté cjuç les preuves; ce qui me parait etrç un grand défsiut de cette manière de juger.
La probabilité des décisions est trop fi^ibledans nos jurys, et je pense que pour donner une ga-
rantie sufifisante à Tinnocence , on doit exiger au moins là pluralité de neuf voix sur douze.
Des Tables de mortalité^ et des durées mojennes de la vie^ des mariages et des associations quelconques.
:La manière de former les Tables de mortalité est fort simple. On prend dans les registres civils UD grand nombre d'individus dont la naissance efja. mort soient indiquées* On détermine cornbi^p de . ces individus sont morts dans la pre-^ miçre ^née de leur âge , combien dans liEi seconde annéç^et fiinsi de suite. On en conclut le i^pmbi*^ d'individus vivans au CQi^miencement de chaque année 9 et. l'on écrit ce nombre dans la table à côté de celui qui indiqi^ l'annéç. Ainsi l'on écrit à côté de zéro le nombre des naissances; à côté de l'année i , le non^bre des enfanSr qui ont atteint une année; à côté de Tannée 2,, le nombre des enfans qui ont atteint deux années,^ et ainsi du reste. Mais comme dans les deux premières années de la vie, la mortalité est très rapide^, il faut, pour plus d*exactitudè , îri<lîqner dans ce premier âge le nombre des sufvîvàns à la fin de chaque demi-année.
Si l'on divise la somme dès années de là vie de
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tous les indiridus inscrits dans une table de mortalité par le nombre de ces individus , on aura la durée moyenne de la vie qui correspond à cette Table. Pour cela , on multipliera pftr une demi-année le nombre des morts dans la première année, nombre égal à la différence des nombres d'individus inscrits à côté des années o et I . Leur mortalité devant être répartie snr Tannée entière , la durée moyenne de leur vie n*est qu'une demi-année. On multipliera par une année et demie le nombre des morts dans la seconde année ; par deux années et demie , le nombre des morts dans la troisième année , et ainsi de suite. La somme de ces produits , divisée par le nombre des naissances , sera la durée moyenne de la vie. Il est facile d'en conclure que l'on aura cette durée, en formant la somme des nombres inscrits dans la Table à côté de chaque année, en la divisant par le nombre des naissances , et en retranchant un demi du quotient, l'année étant prise pour unité. La durée moyenne de ce qui reste it vivre , en partant d'un âge quelconque , se détermine de la même manière , en opérant sur le nombre des individus qui sont parvenus à cet âge , comme on vtekit de le faire sur le nombre des naissances. Ce n'est point au moment de la naissance que la durée
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moyenne de la vie est la plus grande; c'est lorsqu'on a échappé aux danger» de la première enfance , et alors elle est d'environ quarante^trois ans. La probabilité d'arriver à un âge quelconque en partant d'un âge donné , est égaie au rapport des deux nombres d'individus indiqués dans la table à ces deux âges.
La précisHon de ces résultats exige que pour la formation des tables on emploie un très grand nombre de naissances. L'analyse donne alors des formules très simples pour apprécier la probabilité que les nombres indiqués dans ces tables ne s'écarteront de la vérité que dans d'étroites limites. On voit par ces formules , que l'intervalle des limites diminue et que la probabilité augmente à mesure que l'on considère plus de naissances ; en sorte que. les tables représenteraient exactement la vraie loi de là> mortalité si le nombre des naissances employées devenait infini.
Une table de mortalité est donc une taUe «des probabilités de la vie humaine. Le rapport ^des individus inscrits à côté de chaque année ^ au nombre des naissances , est k probabilité qu'un nouveau- né atteindra cette anhée. Gomme on estime la valeur de l'espérance, en faisant une somme des produits de chaque bien espéré par la probabilité de l'obtenir, on peut également
évaluer la duvée moyenne de la vie^ie^'ftjoulant les produijtS'de'Chaque année :^ pas la demMoniiiie' des |¥ipl>abUités d'en» atteindre le oommuoBcemetït et' la fin ; oe qui eonduît au résultat laroiiYé ck dessus.: Mais cette manière d'envisager la durée inoyenne de la vie^ a L'avantage de faire* voir qua^ dans une population stationnaire^ e'est-tàfdirè* telle quele nombre des naissances égale cekâ des > miortS:, la durée moyenne delavieestleirappart même de la population aux naissance» sinniiplles»! car la population étant suppofléei statiami^inû^ • le .nombre des individus d'uB âge oompHsientre't deiuL années consécutives de là table i est .égafl-a»notlibre des naissances annu^les, iBuki|ilîè parla demi-sooune des probabilités d'attéindue^^es) années; la somnle de tous ces pixiduitsserà donolai population e^atière: or il est aiséidenvoiinque: cette somme 9 divisée par le nombre desiuaisisanee» annueJUles r coïncide avec la durée moyenne- de hL; vie, telle que. nous venons de la définir, ^ . , niX ett ii^oilei au moyen d'une tabl^ de: mortalité^. déformer >la tal)ie correspondajite d^ilfiipo4 . pulatBon r supposée stationnaire. Pour oeU f.jcm. pvenddesmo^eiliites arithmétiques /entre Ifvi nom? t bres de .lattablei de ;mpxtalité ,correspondans: au&. ; âges.zéroet un^aa, uuiet xleuxand, deux jet trois aoB, etc. Laisonmie de toutes ces moyienoiies^
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est la' population entière : où l'écrit- à côté de l'âge i!éro. On retrancha de cette somme la première moyenne^ et le reste est le nombre déft individus d'un an et au-dessus : on Técrit à cè^té de ruinée î. On retranche de ce premier reste la seconde moyenne ; ce second reste est le nombre des individus de deux années et au-dessus : on lîéèrit à coté de l'année a , et ainsi de suite.
iiTant de causes variables influent sur la mortaliîévique les tables qui la rqjjrésentent doivent clianger suivant les lieux et les temps. Les divers étatsideila, vie ofïrent à cet égard des différences sensibles relatives àuit fatigues et aux dangers ins^arbblés de ehaque état , et dont il est indis^^ pensable- de î tenir compte dans les calculs fondés' sur là durée i de la vie. Mais ces différences n'ont pas été suffisamment observées. Eflles le seront un jour-: alors on saura quel sacrifice de la vie chaque frt*bfëssio«n exige , et Ton profitera de ces connais-' sances pour en diminuer les dangé?rs. ■• . *
-'ï-ia salubrité plus ou moins grande 'du isdly ttn élévation , sa température , les mœurs' des habi- ' tans , et les opérations des gouvememens ont sur la-ttiortalité une influence considérable. Mais il faut toujours faire précéder la ' rechef clie de la canse des différences observées par eelle de la probabilité avec laquelle cette causé est indiquée i'
Ainsi le rappoit de la population aux naissances annuelles , que l'on a vu, s'élever en»France à vingt-huit et un tiers, n'est pas égal à vingt-oîjaq dans l'ancien .duché de Milan. Ces rapport» ^ établis l'un et l'autre sur un grand nombre |d^ naisr sances , ne permettent pas de révoquer eor doute l'ei^istence, dan$ le Milanès^ d'une cause ispécialè de mortalité, qu'il importe au gouveiraei^^nt de ce pays de rechercher et de feire dîspar^oitra* » .
Le rapport de la population aux naîf^sanoei^ s'accroîtrait encore si l'on parvenait à diiaîd^uet ou à éteindre quelques maladiets dangereuse et très répandues. C'est ce que l'on, a £ait heureusement pour la petite vérole , d'abord par l'inocu^^ lation de cette maladie , ensuite , d;'une manies^ beaucoup plus avantageuse , par l'inooiilatiLOii de la vaccine, découverte inestimable de J^inei^, qui par là s^'est rendu l'un des plus grands bienr faiteurs de l'humanité.
La petite vérole, a cela de particulier, savoir» t que, le même individu n'en est pas deux > fois atteint , ou du moin^ , ce cas est si rare y que l'on peut en faire abstraction dans le calcul. Cette, mâr» ladie à l^u.elle peu de monde échappait avant la découverte de la vaccine, est souvent mortelle ^et fait périr un . sep(tiçme environ de ceux qu'elle attaque. Quelquefois elle est bénigne, etl'expé-^
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rience a fait connaître qu'on lui donnait ce dernier caractère en l'inoculant sur des personnes saines 7 préparées par un bon régime, et dans une saison favorable. Alors le rapport des individus qu'elle fait périr, aux inoculés, n'est pas un trois-centième. Ce grand avantage de l'inoculation j joint à ceux de ne point altérer la beauté , et de préserver des suites fâôheiises que la petite vérole liaturelle entraîné souvent après elle, la fit adopter par un grand nombre de personnes. Sa pratique fut vivement recommandée ; mais , ce qui arrive presque toujours dans les choses sujettes à des inconvéniens , elle fut vivement combattue. Au milieu de cette dispute , Daniel Bernoulli se proposa de soumettre au calcul des probabilités l'influence de l'inoculation sur la durée moyenne de la vie. Manquant de données précises sur la mortalité produite par la petite vérole aux divers âges de la vie , il supposa que le danger d'avoir cette maladie et celui d'en périr sont les mêmes à tout âge. Au moyen de ces suppositions , il parvint par une analyse délicate à convertir une table ordinaire de mortalité dans celles qui auraient lieu si la petite vérole n'existait pas , ou si elle ne faisait périr qu'un très petit nombre de malades , et il en conclut que l'inoculation augmenterait de trois ans au moitis
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la durée moyenne de la vie; ce qui lui parut mettre hors de doute l'avantage de cette opération. D'Alembert attaqua l'analyse de BernouÇi; d'abord sur l'incertitude de ses deux hypothèses^ ensuite sur son insuffisance, en ce que l'on n'y faisait point entrer la comparaison du dafiseif prochain, quoique très petit , de périr par .l'inoculation , au danger beaucoup plus grand ,^ pais plus éloigné, de succomber à la petite yéprple naturelle. Cette considération, qui disparaît lorsque l'on considère un grand nombre d'indivi4us , est par là indifférente aux eouvernemjens , et laisse subsister pour eux les avantages de l'inoculation : mais elle est d'un grand poids poif r un père de famille qui doit craindre , en faisant inoculer &eS| enfans , de voir périr ce qu'il a de plus cher aa monde, et d'en être cause. Beaucoup de parensî étaient retenus par cette crainte que la découverte de la vaccine a heureusement dissipée. Car un de (çesî i^aysjères que la nature nous offre si fi'é^ quemment , le vaccin est un préservatif de la petite vérole y aussi sur que le virus variolique, et il n'a aupun danger : il n'expose à aucime ma-ladie et ne dejpj^iidé que très peu de soins. Aussi sa pratique s'eçt-elle jprpmptement répandue; ef pour la rendre universelle il ne reste plus à vaincre que l'ineptie natiirelle du peuple, contre la-
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quelle il faut lutter sans cesse , même lorsqu'il s*agît de ses plus chers intérêts.
Le moyen le plus simple de calculer l'avantage que produirait l'extinction d'une maladie, consiste à déterminer par l'observation le nombre d'individus d'un âge donné qu'elle fait périr chaque aïinée , et à le retrancher du nombre des morts au niême âge. Le rapport de la différence âù nonatre total d'individus de l'âge donné , serait la jprobabilité de périr dans l'année à cet agè , si ïa maladie n'existait pas. En faisant donc ime somme de ces probabilités depuis la naisss\nce jusqu'à un âge quelconque , et retranchant cette somme dé l'unité, le reste sera la proba- Éiïité dé vivre jusqu'à cet âge, correspondante à Texl^inction de la maladie. La série de ces pro- Éabilîtés sera la table de mortalité relative à cette hypothèse , et l'on en conclura , par ce qui précède, la durée moyenne de la vie. C'est ainsi que Duvilard a trouvé que l'accroissement de la durée moyenne de la vie , dû à l'inoculation de la vaccine , est de trois ans au moins. Un accroissement aussi considérable en produirait un fort grand dans la population , si d'ailleurs elle n'était pas restreinte par la diminution relative des subsistances.
C'est principalement par le défaut dès subsîs-
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tances , que la marche progressive de la popula* tion est arrêtée. Dans toutes les espèces d'animaux et 4e yégétau:^ , la nature tend sans cesse à augmenter le nombre des individus ^ jusqu= à^ce qu'ils soient au niveau des moyens de subsister. Dans l'espèce humaine, les causes morales < ont une grande influence sur la population. 6t> le sol , par de faciles défrichemens ^ peut feeuilnir une nourriture abondante à des générationfii încAi'^ velles , la certitude de faire vivre une nombreuse famille , encourage les mariages et les rend ^hi% précoces et plus féconds. Sur un sol pareil y H population et les naissances doivent croître à^ln fois en progression géométrique. Mais quand les défrichemens deviennent plus difficiles et joAcis rares , alors l'accroissement de la population di*^ minue : elle se rapproche continuellement de l'état variable des subsistances, en faisant autour de lui des oscillations à peu près comme un penh dule dont on promène, d^un mouvement retardé^ Le point de suspension ,, oscille autour da de point par sa .pesanteur. Il est difficile d'évaluer le mcujpimum d'iaocroissement de la population ; il parait , d'après quelques observations , que dans de favorables circonstances la population de l'espèce humaine pourrait doubler tous les quinze ans. On estime que dans l'Amérique sep-
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tentrioiiale la période de ce doublement est de vingtMieuK années. Dans cet état dé (iho^s; là population i, les naissances , les tnariftgés j la mortalité , tout croît suivant la même progression géométrique dont on a le rapport don^tant des termes consécutifs, par l'observation des naisslinées annuelles à deux époqueis.
• . Une table de mortalité représentant les probabilités de la vie humaine , on peut déterminer à-âon moyen la durée des mariages. Supposons f^tnjur simplifier, que la mortalité soit la même pf3Uf les deux sexes , on aura la probabilité que le oàariage subsistera un an , ou deux , ou trois , etc . , &A formant utie suite de fractions dont le déno^^ inii^teur commun soit le produit des deux nombtes de la table torrespondans aux âges des con^ joints, et dont les numérateurs soient les produits successifs des nombres correspondans à ces àgeà augmentés d'une, de deux, de trois, etc. aii*^ nées. La somme de ces fractions, augmentée d^uh demi, sera la diu^ moyenne du mariage ,ranL née étant prise pour unité. Il est fiacile d'étendre la même règle à la durée moyenne d'itne asso* ci«^tion formée de trois ou d'un plus grand n<mtbrc cPindividus.
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Des bénéfices .desi établusemens ifm dépendent ile la probabilité \desévènemens^\\\^>\ * '
Rappelons iâ i:;e que npii$ avoo^)dit eaipo^ant de l'espérance.^OjQ a yu^u^ pqur o}>t£0ipr, j[,'^i^«tage qui résulta de .plusieurs, pyèsL^i^n^.l^p^s dout le$ uns p^qdui^nt uu b^ea €»( Jes^u||ifS(p/)e perte , il faut ajoutçr les, produits 4^ I3 j¥)C|bftbilité de chaque évènen^ent favoraljjf^ p^{^»lejl)Âeki qu'il procure, et retrancher de Iç^r >Qiaip0 ^ci^e des produits de la probabilité de chaque v^yèsuement défavorable , par la pert^.qui)Y e^i^^a^hée. J\I^s quel que soit l'ay^t^e ^xpfiwjé parJ^idifférence de ces .sommes^ un ^0u),éyèD^n^nfrcotitpo3é de ce3 éyèuemens simples ne garantis poii^t de la crainte. d'éprouver u^ae pert^i. .OiA. conçoit que cette crainte doit diminuer lorsqu^ l'ou-mult^pljje révènement coipposé. L'analy^ des iprobabilités conduit à ce théorème général ... . . , î
,Par ];a répétitjyon d'un événement ayimltageux ^ simple ou compç^ , le bénéfice réel deTi^Q,fi 4a plus.eUi plus probable et s'accroît san^ i:;e^ 4 , il devient ç^p^^vîK^s l'hypo^se d'ufl nonji^ infini de r^pétifiq^s^; , ^t; i^R , le divisant par. p(^ nombre j le quotient ou le bénéfice moyeo ide i^h^que évènemeipt ,îÇst..VjÇqi>éarwpe )PaftthéiWJ*^
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même 9 ou l'avantage relatif à révènement. Il en est de même de 'la pa^e qui >devî«fit oe^talàe à la longue, pour peu que l'événement soit dés-
avantageux.
•^'<!fe (théorème, sur les bénéfices et lès ^èkes, «st' abâlôgue à ceux ,qué liôus aVdu^ ^ donnés -'pt^édemment sur les rappot't^ qu^indique la ^répétiôôii'- indéfinie des évènemehs simjiles ou cittiipô^s^ et, comme eux , il prouve que la régu- 'idï'ité'fitli'^ par s'établir dans les cbôseè mêmes *lès plus «subordonnée^ à ce que nous nommons hasard. '. ^
> 'lAS^rsque les évènemens sont en grand noinbrë, PAmâlyse dwntie encore une expression Tort siî6ple de ht probabilité que le bénéfice 'sera cbitiipris.dans des limiteSidéterminées ; e:fcpi*éssioiï' qfùi 'rentre dans la loi; générale de la 'probabilité',' qfifce faous avons donnée ci-dessus , en* 'parlant des plrbbabilîtés qui résultent de la mûltiplltîàtîôn il^ypêfinie des évènemens. * : > ; i j ■ u
• G'est de la vérité du théorème prééédeiit (que Aépend la stabilité des établiSseméns fondés ^ilr les probabilités. Mais poui* qûHl puisse leur étte appliqué, il faut que ces étàMisSèWeiis,''pâf Ae nombreuses affaires, mùltiplîetit leb^ étênètalëfrs aMafitageux. •■■"' '' ■'' '' ■ ^^ ''' -^ • '^ :'^*-
•J On a. fondé sur ie^ pWxbàbflltéîf^'dé^ fe' Vië^l^T
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maine divers établissemens , tels que lés rentes viagères et les tontines. La méthode la plus générale et la plus simple de calculer les bénéfices fet les charges de ces établissemens , consiste à les réduire en capitaux actuels. L'intérêt annuiél de l'unité est ce que l'on nomme taux de Vintérêtv A la fin de chaque année ^ tin capital acqùiei^ pour facteur l'unité ^ plus le taux de rinlîékiet? îk croît donc suivant une progression géométriquedont ce facteur est la raison. Ainsi , paf Feffèt du j temps 9 il devient immense. Si, par exemple;' le' taux de l'intérêt est -^ ou de cinq pour -cent y '1^1 capital double à fort peu près en quàtôr» ans ; quadruple en vingt*neuf ans, et dans ihoins 'de' trois siècles , il devient deux millions de fois plus ! considérable.
Un accroissement aussi prodigieux a feit naître l'idée de s'en servir pour amortir la dette pù* blique^ On forme pour cela une caisse d'amoi^l tiasemeat à laquelle on consacre im fonds an*' nuel employé au rachat des effets publicsl ', ' ef sans cesse accru de l'intérêt des effets rachetée: H ' est clair qu'à la langue , cette caisse absorbera une grande partie de la dette nationale. Si, lors^ que les besoins de l'État obligent à &ire un emprunt , on consacre une partie de cet emprunt à l'accroissement du fonds annuel d'amortissement j.
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les variations des effets publics seront moindres; la confiance des prêteurs, et la probabilité de retirer sans perte le capital prêté , quand on le désire, en seront augmentées, et r^idront les conditions de l'emprunt moins onéreuses. D'heureuses expériences ont pleinement confirmé ces avantages. Mais la fidélité dans les engagemens et la stabilité , si nécessaires au succès de pareils éta]t>lissemens , ne peuvent être bien garanties que p^ ma gouvernement dans lequel la puissance législative est divisée en plusieurs pouvoirs indépendans. La confiance qu'inspire le concours nécessaire de ces pouvoirs , double la force de l'État; et le souverain lui-même gagne alors en puissance légale beaucoup plus qu'il ne perd en puissance arbitraire.
U résulte de ce qui précède, que le capital actuel équivalent à une somme qui ne doit être payée qu'après un certain nombre d'années y eét égal à cette somme multipliée par là probabilité qu'elle sera payée à cette époque et divisée ^r^ r.unité augmentée du taux de l'intérêt et élevée à une puissance exprimée par le nombre de ces années.
U est facile d'appliquer ce principe aui rentes viagères sur une ou sur plusieurs têtes , et auxcaisseï^ d'épargne >et d'assurance d'une nature
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quelconque. Supposons que l'on se propose de former une table de rentes viagères, d'après uujb table donnée de mortalité. Une rente viagère^ payable au bout de cinq ans, par exemple , et réduite en capital actuel , est , par ce principe , égale au produit des deux quantités suivantes, savoir : la rente divisée par la cinquième puissance de l'unité augmentée du taux de rinté):'êt, et la probabilité de la payer. Cette probabilité est le rapport inverse du nombre des individ^s inscrits dans la table , vis-à-vis de l'âge <ïe celui qui constitue la rente , au nombre inscrit vis-à-vis de cet âge augmenté de cinq années. En formant dpuç une suite de fractions dont les dénominateurs soient les produits du nombre de pèrsopries indiquées dan§ la table de mortalité, comme vivantes, à Tâge' de celui qui con3titue la rente , par les puissances succes3ives de l'unité augmentée du taux de l'intérêt , et dont les numérateurs soient les tirbauits de la rente, par le nombre des per-r sonnes vivantes au même âge augmenté successivement d'une année, de deux années-, etc. , la somme de ces fractions sera le capital requis pour la rente viagère à cet âge. ^
Supposons maintenant qu'une personne veuille,, au moyen d'une rente viagère , assurer à ses héritiers up capital payable à la fip de Tannée de
sa mort. Pour déterminer la valeur de cette rente, on peut imaginer que la personne emprunte en viager à une caisse ce capital , et qu'elle le place à intérêt perpétuel à la même caisse. Il est clair que ce capital sera dû par la caisse, à ses héritiers, à là fin de l'année de sa mort; mais elle n'aura payé, chaque année, que l'excès de l'intérêt viager siit* l'intérêt perpétuel. La table des rentes viagères ifera donc connaître ce que la personne doit payer annuellement à la caisse, pour assurer ce capital après sa mort.
Les assurances maritimes, celles contre les incendîes et les orages , et généralement tous les étahlissemens de ce genre , se calculent par les mêmes principes. Un négociant a des vaisseaux eii mer, il veut assurer leur valeur et celle de Teiir cargaison , contre les dangers qu'ils peuvent courir ; pour cela , il donne une somme à une compagnie qui lui répond de la valeur, estimée de ses cargaisons et de ses vaisseaux;. Le ^apport, de cette valeur à la somme qui doit être doniiée pour prix de l'assurance, dépend des dangers auxquels les vaisseaux sont exposés , et ne peut être "apprécié que par des observations nom-, breuses sur le sort des vaisseaux partis du port pour la même destination.
Si les personnes asisurées ne. donnaient à la
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compagnie d'assurance que la somme indiquée par le calcul des probabilités, cette compagnie ne pourrait pas subvenir aux dépenses de son établissement; il faut donc qu'elles paient d'une somme plus forte le prix de leur assurance. Mais alors quel est leur avantage? C'est ici que la considération du désavantage moral attaché à l'îïï-^ certitude , devient nécessaire. On conçoit que lé jeu le plus égal devenant , comme on Fa vu pré* cédemment , désavantageux , parce qute le joueur échange une mise certaine contré tm bériéfice incertain ; l'assurance par laquelle on échange l'incertain contre le certain, doit être avantageuse. C'est en effet ce qui résulte de la règte que nous avons donnée ci-dëssus pour détermi-* ner l'espérance morale , et par laquelle on voit de plus jusqu'où peut s'étendre le sacrifice que Ton doit faire à la compagnie d'assurance y en conservant toujours un avantage moral. Cette compagnie peut donc , en procurant cet avantage , faire ellB-mekne un grand bénéfice , si le nombre des assurés est très considérable, condition nécessaire à son existence durable. Alors son bénéfice devient certain^ et ses espérances mathématiques^ et morales coïncident; car l'Analyse conduit à ce théorème général, savoir, que si les expectatives sont très nombreuses , les deux espérances
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approchent sans cesse l'une de l'autre, et finissent par coïncider dans le cas d'un nombre infini d'ex* pectatives»
Nous avons dit , en parlant des espérances mathématique et morale , qu'il y a un avantage moral à répartir les risques d'un bien que l'on attend sur plusieurs de ses parties. Ainsi, pour fair« parvenir une somme d'argent d'un port éloigné, J^l vaut mieux la répartir sur plusieurs vaisseaux 7 que de l'exposer sur un seul. C'est ce qv(e l'on fait au luoyen des assurances mutuelles. Si d^ux personnes ayant chacune la même somme sur deux vaisseaux différens, partis du même port pour la même destination, conviennent de partager également tout l'argent qui leur arrivera, il est clair que par cette convention chacune d'elles répartit également suc les deux vaisseaux la somme qu'elle attend- A la vérité, ce genre d'assurance laisse toujours de l'incertitude sur la perte que l'on peut craindre. Mais cette incertitude diminue à mesure que le nombre dès associés augmente : l'avantage moral s'accroît de plus en plus , et finit par coïncider avec l'avantage mathématique, sa limite naturelle. Gela rend l'association d'assurances mutuelles, lorsqu'elle est très nombreuse, plus avantageuse aux assur rés, que les compagnies d'assurances qui, à
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raison du bénéfice qu'elles font, donnent un avantage moral toujours inférieur à l'av^uitage mathématique. Mais la surveillance de leur administration peut balancer l'avantage 4^ dssur rances mutuelles. Tous ces résultats sont, conune. on Ta vu précédemment , indépendans de la lot qui exprime l'avantage moral.
On peut envisager un peuple libre, cpoun^ ^^ grande association dont les membres se ga^ç^tissent mutuellement leurs propriétés , eujsfipport^git proportionnellement les charges ffç ççtjte garantie. La confédération de plusieurs, pç^unlfyt leur donnerait des avantages analogues, À f^^f^^. que chaque individu retire de 1^ société.. UnL.Ç9Pr, grès de leurs représentans discuterait 1^^ f^jets d'une utilité commune à tous , et sans doute le système des poids , des mesures et des monnaies • proposé par les savans français, serait adopté dans ce congrès , comme une des choses \e& plus
utiles aux relations commerciales.
Il I ,
Parmi les établissemens fondés sur les probabilités de la vie humaine , les meilleurs sont ceux dans lesquels, au moyen d'im léger sacrifice de. son revenu^ on assure son existence et celle de, sa famille ppur i^n temps où l'on doit crainjc^ de ne plus suffire à $es besoins. Autant le jeu .est immoral, autant ces. é^bU^semen^ sont avanta-.
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geiix iatfx' tnœuts, en fevorisaiit lei pltis dôvk p&tîàhàix& Vie Ik ùàttife- Le Gouvernement doit doïic'lés eiicourafgèt' et les respecter dans les vicissittrdeâ^ de là ftyrtune publique , car tes esipéfàûcëà qtfflspréfeeiltéiit, portant sur un aveiiir éloigtiiê, ife Wpèd^hti lîrôs^éfer ^'à rabri de toute itiquiétude sur leur durée.* C'est un avantage qiié ViSi^^iMiû dû (jouvernetûent représentatif leur
tJfstftistfti'ihôtdefeempruttts. H est diair que pftîap ékijpîTïMët éû per^^ il faut j^àyet-V
dEiaS^ëlaiiriéè, le produit du capital par le ÏMit étàTi\iiététV Mkià on ^ut vouloir acquitter ce capÙlàïéh ^àlètiiëiis é^aùx faitd pendant tin nombre èkëktiné A'^fenhéesi, pàlenicftià que Ton nommé éinrii^ëà, et tfoiit oh obtient kltisi la valeur. Clia-^ qrfc^àiiiïttlté, j^àxxt êti^è réduite au iiiôméntâétuel, dkittf être diVîiée-pâr ttné ptrissarfcé de l'unité aiug-* lùèûtéètto tkrii de rî*itèrêt,'ëgàle au nônibre dès* années après lesquelles on doit pajfer èêtte ah^' nttÀé: !Ert fdrinant dottc iiné jirbgréiiidii géometHc^tie dont lé pretaiei* tërtne Soit Tânnuité <jBfviiée^îar Tunîté augmentée du taux de l'intérêt, établit le demîef soit cétte'ànhùité diviiséé pâi* là mfttoé quantité élevée à Une puissance ér^alé au liôiubl^ de» années' pèiid^t tesSc^élIes 1è/ pâiè^ tMtà dbit'^oir Ketï; fa ^ôtiiùié d^ 'cette pi*ogiSé^'
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sion sera équivalente au capital emprunté; ce qui détermine la valeur de l'annuité. Une caisee d'amortissement n'est au fond qu'un moyen de convertir en annuités une rente perpétuelle, avec la seule différence que, dans le cas d'un emprunt par annuités^ l'intérêt est supposé constant ^ au lieu que l'intérêt des rentes acquises par la caisse d'amortissement est variable. S'il était le même dans ces deux cas, l'annuité correspondante aux rentes acquises semit fonné^ de ces rentes, et de ce que l'État donne onoudlement à la caisse. i: . . . i 1,
Si l'on veut &ire un emprunt, viagffî, ; 4>n, observera que les tables de rentes vi^èr^s i4onnant le capital requis pour constituer unarante. viagère à un âge quelconque, une suQplei propoi^ tion donnera la rente que l'on doit fairQ. à Vittdividu dont on emprunte un capitaL On peut calculer par ces principes tous les modes possibles d'emprunt.
Les principes que nous venons d'exposer Mir les bénéfices et sur les pertes des étahlissemensi, peuvent servir à déterminer le résultat .may«n d'un nombre quelconque d'observation^ dé^k faites , lorsqu'on veut avoir égard aux écarts, des résultats correspondans aux diverses- pbaervations. Désignons par x la correction du résultai
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te plus faibte, et par x augmenté successivement de'^, ((^ q"j etc., les corrections des résultats suivans. Nommons g, fc', i", etc., les erreurs des observations dont nous supposerons la loi de probabilité connue. Chaque observation étant une fonction du résultat, il est facile de voir -qu'en supposant très petite la correction x de ce ^ résultat, l'erreur i de la première observation sera égale au produit de x par un coefficient déter- ' idiné; Pareillement Terreur g' de la seconde ob- ^H>atioti sera le produit de la somme q plus x , par un coefficient déterminé , et ainsi du reste. La probabilité de Ferreur î étant donnée par une fotiction conaue , elle sera exprimée par la même fonction du' premier des produits précédens. La probabilité de g' sera exprimée par la même fonction du second de ces produits , et ainsi des autres. La probabilité de l'existence simultanée des erreurs îy €', g", etc. , sera donc proportionnelle au produit de ces diverses fonctions, produit qui sera une fonction de a:. Cela posé, si Ton conçoit une courbe dont x soit l'abscisse , et dont l'ordonnée correspondante soit ce produit, cette •courbe représentera la probabilité des diverses valeurs de x , dont les limites seront déterminées par les limites des erreurs g, g', etc. Maintenant, désignons par X l'abscisse qu'il faut choisir; X
diminué de x sera l'erreur que Ton commettrait si l'abscisse x était la véritable correction. Cette erreur, multipliée par la probabilité de x ou par l'ordonnée correspondante de la courbé , sei-a le produit de la perte par sa probabilité , en regardant , comme on doit le faire , cette erreur comme une perte attachée aux choix de X. En multipliant ce produit par la difféi'entielle de^x^ Tifttégrale prise depuis la première extrémité de la courbe jusqu'à X, sera le désavantage de X, résultant des valeurs de x inférieures à X . Pour les valeurs de x supérieures à X , a* mûiiis i serait l'erreur de X si a: était la vérîtàfcle coi'rection ; l'intégrale du produit de oc par "Tôrdoiiiyée correspondante de la courbe et par la diîBfèrehtielle de x sera donq le désavantage de X , résultant des valeurs de x supérieures à x ^ cette intégrale étant prise depuis x égal à X jùsqù^à la demièrç extrémité de la courbe. En ajoutant ce désavantage au précédent, la somme sera le di^savantage attaché au choix de X. Ce choix clôit être déterminé par la condition que ce rfé'sàVâiitage soit un minimum; et lin calcul fort simple montre que pour cela, X doit être l'abscissé dont l'ordonnée divise la courbe en deux parties ^* les , en sorte qu'd est aussi probable que la vraie valeur de x tombe en-deçà qu'au-delà de X.
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Des géomètres célèbres ont choisi pour X la valeur de x la plus probable , et par conséquent celle qui correspond à la plus grande ordonnée de la courbe; mais la valeur précédente me paraît être évidemment celle que la théorie des probabilités indique.
Des illusions dans Vestimation des Probabilités.
L'esprit a ses illusions , comme le sens de la vue ; et de même que le toucher corrige celles-ci , la réflexion et le calcul corrigent les premières. La prpbabilité fondée sur une expérience journalière^ ou exagérée par la crainte et par l'espérance, nous frappe plus qu'une probabiUté supérieure , mais qui n'est qu'un simple résultat du calcul. Ainsi nous ne craignons point pour de faibles avantages, d'exposer notre vie à des dangers beaucoup moins invraisemblables que la sortie d'un quine à la loterie de France; et cependant personne ne voudrait se procurer les mêmes avantages^ avec la certitude de perdre la vie si .pe quine arrivait.
Nos passions , nos préjugés et les opinions dominantes , en exagérant les probabilités qui leur sont favorables , et en atténuant les probabilités
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contraires, sont des sources abondantes d'illu-' sions dangereuses.
Les maux présens et la cause qui les fait naître, nous affectent beaucoup plus que lé souvenir des maux produits par la cause contraire ; ils nous empêchent d'apprécier avec justesse les.incoBvéniens des uns et des autres , et la probabilité des moyens propres à nous en préserver. C'est ce^i porte alternativement vers le despotisme et ^ërs l'anarchie les peuples sortis de Tétât de repos, dans lequel ils ne rentrent jamais qu'à^ftés dei longues et cruelles agitations. »;•.)!
Cette impression vive que nous !*ecevobs?'d€f la présence des évènemens^ et quitus laisse 'À* peine remarquer les évènemens contraires obse^^ vés par d'autres, est une cause principale^d'ert^tit dont on ne peut trop se garantir.
C'est principalement au jeu qu'une foule d'illusions entretient l'espérance et la soutient ^ûtotrt! les chances défavorables. La plupart de ceux qui mettent aux loteries , ne savent pas ooBâ)ie|i''de^ chances sont à leuràvantage ^ combien leur 8on(contraires. Ils n'envisagent que la possibilité^fi pour une mise légère, de gagner une sommecOD^j sidéra}>le; et les projets que leur imagination enfante , exagèrent à leurs yeux la probabilité de l'obtenir : le pauvre surtout , excité par le désir
d'Mn meilleur sort, expose à ce jeu son nécessaire, en s' attachant aux combinaisons les plus défavo* rs^i>j[Q^, qui lui promettent un grand bénéfice. Tq\i3 , ^raiejit sans doute efira3rés du nombre immense des mises perdues, s'ils pouvaient les CQunaUre ; mais on prend soin, au contraire^ de daaneiiiaux gains une grande publicité, qui devient une nouvelle cause d'excitation à ce jeu fiimestei .s- . • - -
^XorsqUi àt la loterie de France un numéro n'est p|^,4$Qrti depujsr longrtemps , la foule s'empresse de le couvrir de mises. Elle juge que le numéro r0sté.)<(mg)«>teinps'sajD§ sortir doit, au prochain tiiri^i;! sortir d^ ^préférence aux autres. Une enreur aussi commune' me parait tenir à une illusion par laquelle on se reporte involontairement à l'origine des évènemens. Il est, par exemple!, b'ès^.peu vraisemblable qu'au jeu de crai^, PU pile, on amènera crmx dix £oi« de suite. G^tte iavraisemMai^ce , qui nous frappe encore lorsqa'id ^t arrivé neuf fois, nous^ ^orte à croire qu'au* dixième coup pile arriverai. Cependant le passée en indiquant dans^ la pièceune plus grande pente pour eroioc que>pour pile^ rend le premier de ces évènemens plus probable que l'autre :
il) augmente, comme on l'a vu, la probabilité d'amener croia: au coup suivant. Une fusion
semblable per&uade à beaucoup de man^e^^u^ Ijcm peut gagner.'SÙremeot àla lotm»p en^f^U^çaol chaque foi$^, sur un même ^mlmél!o>j^8qu'àif9fil sortie y une mise dont, le produit ^surpasse; la somme .de toutes les >mises. MsM quand^m^^ de semblables spécdktiodos ne seraiient/pas; acHi^ vent arréjbées par l'impossibilité de les,sou4»e«ir> elles ne diminueraient point le désayantagejma*thématique des spéculateurs» et ^es ^^Qoroîtvaîettt leur désavantage moral , pui^u'i^ ; çi»Aq}^ Xitig^ Ui e]^p<;^raienii une plu^.frandç^paiiflîe^^^
J'ai vu des.hoxameA désirant ardammei^t rdi'n^ voir un^lflf n'apprwdjre qu'avec :p&m> le^wiêr sMiçes des, gar^^ns dans le ii^is> qù ils .allaicirt: devenir père$M S'impgioant que le rapppi^deees nais^as^ces . à qelles «des fiUes^ devait léti'e. le mètm à la fin d^ çjb^ique m^ 9. ils jugeaient quoîl^^ gsvrçQu^ déj^L nés rendaiei^^t plus p^ablesi,les Xi^i^w^oef pix>Qhainei^ des filles. Ainsi ilIexfnaQT j^Oï{i.)d''Une -boule: hlaach(a d^unq urne qui, repir
ferme ,un>:i¥>mlwe J«ui*4 de boul^.biawcheRi/rt d#, boui^s npirea^: 1 ftpcroit , J^ î j^^pb^bilit^ ,^!^7
traire une boule noir^au ^^eiïSuii^îftnt. Mai*
cela oe^ ,4'^oif.);lieu tq^apd( leinombre des Iwule^? de I'^tp^ s»t jiljiwitié!, , çomipe 9» dflît le supposer 9 pp^i: Âssin^iler ce c^.à oeku des
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naissances. Si d^s ie cours d'un mois il était né beaucoup plus de garçons que de filles , on pmirrait soupçonner que vers le temps de leur conception , une cause générale a favorisé les conc^tiops mâjsculines ; ce qui rendrait la naissalice prochaipe d'un garçon plus probable. Les^vènemens irréguliers de la nature ne sont pas exac» tement comparables à la sortie des numéros d'tine lot€^ dans laquelle tx>u8 les numéros scnM tiiéléà à^jcheique tirage , de manière à rendre les cbalnces de leur sortie parfaitement égalés. lia fréquence d'un de ces évènemens semble indiquer une cause un peu'durable qui le favorise, ce'^m augmente la probabilité de son prochain retour; et sa répétition long- temps prolongée , telle qu'une longue suite de jours pluvieux , peut dévdopper dès causes inconnue» de son changement; en sorte -qu^à chaque événement attendu > nous ne isonunes point, comme à chaque tiràfgè d'une loterie, ramenés au même état d'indédsibïi wr ce qui doit arriver. Maiis à' mesure qtte l^rti multiplie }es observations dé ces évènemens , la oomparaisoii de leurs résultats avec ceux des loteries devient plus, exacte. ■'*
Par une illusion contraire aiix précédentes , "oh cherche dans les tirages pâssés^ • de ia loterie de f^rance les numéros le {^lus souvent sortis, pour
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en foFiner ^es combinaisons sur lesquelles ^o» croit placer sa mise avec avantage. Mais 'vu là' manière dont le^ mélange des nuniiéros 'Sq Êâtàf cette loterie , le passé ne doit avoir sar l'arrenir aucune influence. Les sorties plus fréquente^ d'un numéro ne sont que des anomalies dq ha^ sard : j'en ai soumis plusieurs au calcul^^'iettjlaif constamment trouvé qu'elles étaient reîiferxiée^i dans des limites que la supposition d'une' égall» possibilité de sortie de tous les numéros ^'permet^ d'admettre sans invraisemblance. • • ' ' ? ' » ' »J
Dans une longue série d'évènemens du-ménvêi genre , les seules chances du hasard doivent (|pel^' quefois offrir ces veines singulières de bonhéiàri ou de. malheur^ que la plupart deS' joueurs ' he manquent pas d'a,ttribuer à line'SQvteidel latalitëJ II arrive souvent dans les jeux qui dépendent' à la fois du hasard et de l'habileté des^joueuirs', que celui: qui perd y troublé par sa perte , chefebe k ï^jféfamr {Kir des coups hasardeux qufil évitieitaft* dans une aiitire fiitualion : il aggrave ainsi «bn-i propre; malheur^iètii en prolonge la durée. >G?«s( cependant alavSiiqUieiJa! prudence vdevient néœrt^; sairet, et qu'il impose de se «convaincre que te» désavantage 'morall att^ché'atlx chances défavo*-rablesîs'âdcroitjkar le malheur mémci >
Le sentiment. par lequel l'homme s'est placé
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long -temps au œntre de Tunivers, en se considérant comme l'objet spécial des soins de la na-^ ture , porte chaque individu à se- faire le centre d'une sphère plus ou moins étendue , et à croire que le hasard a pour lui des préférences. Souter nus par cette opinion y les joueurs exposent sou* vent des sommes considérables à des jeux dont ils savent que les chances leur sont contraires. Dans la çqnduite de la vie ^ une semblable opi-» nion peut quelquefois avoir des avantages; mais le plus souvent elle conduit à des entreprise^ fi«nestes. Ici, comme en tput^ les illusions sotnt dangereuses 7 et la vérité seule est généralement utile.: • »•■■
Un des grands avantages du calcul des prôba*^ bilités est d'apprendre à se d^ier des premiers apdrçùs. Comme on reconnaît qu'ils trompent souvent^ lorsqu'on peut les soumettre^iu calcul y on doit en conclure que sur d'autres» objets il ne.£9iut s'y livrer qu'avec une ck*oonspectioi^ esc^^ * tnême. Prouvons cela par des exemples . • > ^ '
Une urne renferme quatre boules- noires ou/ blanches, mais qui ne sont pas toutes de la même coideur. On a extrait une de ces botUes^ dontla couleur est blanche, et^que Von a ' remise' datis l'urne pour procéder encore à -dp semblables^ tirages. On demande la probabilité de n'extraire
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que des boules noires dans les quatre tirages suivans.
Si les boules blanches et noirett étaient en non»» bre égal 9 cette probabilité serait la <{uatrième puissance de la probabilité ^ d'extrairel une boule noire à chaque tirage; elle serait donc ^V- ^^ l'extraction d'une boule blanche au premier iJmgQ indique une supériorité dans le nombre des boules blanches de l'urne; car si l'on suppose dan»
l'urne trois bouler blanches et une noire , la probabilité d'en extraire une boule blanche est -f ; elle est f, si l'on suppose deux boules blanches et deux noires ; enfin, elle se réduit à. -j-, si l'on suppose trois boules noires et une blanche. Suivant le principe de la probabilité des causes, tirée des éyènemens , les probabilités de ces trois aup» positions sont entre elles comme les quantités ^^ j9^i elles sont par conséquent égales à >!, f , -^« Il y a ainsi cinq contre un à parier que le nombne des boules noires est inférieur, ou tout au plu& égal à celui des blanches. Il semble donc que d'après l'extraction d'une boule blanche au prer mier tirage , la probabilité d'extraire de suite quatre boules noires , doive être moindre que dans le casdèFégaUté des couleurs, ou plus pe** tite qu'un seizième. Cependant cela n'est pas, et l'on trouve par un calcul fort simple, cette pro-
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habilité plus grande qu'un quatorzième. En effets elle serait la quatrième puissance de j , de f et de f dans la première , la seconde et la troisième des suppositions précédentes sur les couleurs des boules de l'urne^ En multipliant respectivement chaque puissance par la probabilité de la sup^ position correspondante , ou par f , f et ^ , la somme des produits sera la probabilité d'extraire d^ ^uite qi;atre boules noires; On a < ainsi pour c^de probabilité^^ ^ fraction plttfsfgrande tpace yï« Gè paradoxse ^'ex^dique en considérant queM'in« dicatioti delastipériorité des boules blanches sur les noires par le premier tirage , n'exclut point la supériorité des boules noires sur les blanches, supériorité qu^exclut la supposition de l'égalité des oouleuTS^ Or cette supériorité, quoique peu vraisemblable , doit rendre la probabilité d'amener de suite un nombre donné de boules' boires, l^lus grande que dans^ cette supposition, «i ce nombre est considérable; et l'on Tienrf'de^vmr que cela commence , lorsque^ le nombre ddnné est égala quatre. iv
Considérons encore une urne qui renferme plusieurs boules blanches et noires; Supposons d'abord qu'il n'y ait qu'une tboulèblancfae et mie noire. On peut alors parier scvea égalité^ d'ex>traire une boule blanche dans un tirage* Mais il
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semble que pour l'éigalîté an pari , cm 'doîvè' donner à cekii qqi'pâde d^éxtï*aii*è la bolilë blàihicliie deux ttragte, «î i-urae î^enfertile' deux* boules noires et une blanche; trois tirages ,iàî eîlé-Weriferme trois bcMiles noires et' urie blaïithey'et i^lrisi du reste : pnsujipose'qu^âprès chaque* tii^gè Ksi boule extsfaitè eit remise dans Tume. * S ' ' ^ *
Mais il est fetctte'de se convaihdi^ que (5é tiremier aperçu est erroné: En efFèt/'dâûà'fe têts dte deux boides noires • \^at' une blatièRte -, la j^Wbâbilité dfextraii^ de Ftirhé' dteui boiiléi îibtres en deux tirages, est la^condë puidtoiïcé dW|' oti f ; niais cette probabilité ajoutée à t^Ué^d'^faiënel* une boulC' blanche en deux>fitâge^'f^ei3t;l* certitude' owi ' l'unité y puisqu'il eSt* cértàtiv dpie Ton doit amefoer ' deui ferlés noires y ■ 6ù * àhi " tnbîià udoeboiile blanche; la probabiU^'iâë cèxlérniél* casest donc^f 9 fracltow pltri grèfridfe tjtie? |. ^U'^f aurait plus d- avantage encore à paHer d'ameùèr ui^e boidé blandhe en cinq tirages , lorsque l'urnè contient cinq boules noires et une bl^itchè ; Ce pari est même avântageui en quatre tirages : il revient alors à celui d'amener six en quatre coups avec *un seul dé^ ' î
Le chevalier de Mér^é , ami de Pascal , et qui fit naître le^ calcul ^s probabilités , en excitant ce: grand géomètre à' s'^n occuper, lui disait:
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^ qu'il avait trpuyé fausseté dans i les nombres » par c^tte rai^ou. Si l'on eatreprend de faire ^^j§ix;ayec,un dé., U y ada l'ayantageà l'entre- V .preiadre en .quatre CQups ^ commet de 67 1 4 6â 5 . »,,}^ .l'on lepitrpprend de.^re soone:^^ avec deux y» 4^.,- il.y . a^ désavantage >à l}qntr!q)rendre en » 24 coups, .i^éannioin^ 24?^ à 36)iJiombre de _>;^^,^cqs de,d,^i|?^,dés,, comine ,4 est à 6, nombre ^^ djes i^p^?t: d'w dé*^, Ypilà;, .écrivait Pascal à f^ jf ern^Éjt , . quel ^tait . sou .grawl scandale; qui lui ^)j>^.,J^i3aitj4i!>;? ti^utjen^i^t , que les propositions ,^ n'éJpieijIijtjP^jCoo^taates et que l'Arithmétique ;»^,;^ dé^çptf^^^r^ff I^ a très bon esprit, mais il x>^.lQ^'^s^ipfts»géc|U^èit^ev:. cfest^ comme vous savez, ^:f nn^^graff^y^é£^j^. «î^j :I>Çii<jhevalier;de Méré, jj^pi^p^^ar nnei faii^e^.^alQ!gie^' pensait que dans )j^,p4^i4e,Vé£AlM4id^^iP^yîs;i le^liQmbre des coups doit crqîtFe P?îop^tiQ*^P6ll^P*ent a>i nombre de toufe^ le$ çhaujçes possil^l^s, ce qui n'est ][>^s exact, .n^^is ce qui approche d'autant (^us<dâ Kètre^ que ce nombre est plus, gra^d• -, : p.. :»/îtîM) ; . On a essayé d'expliqu^^ la.çf^riQrité des naisf- ^iipes des garçons su^. les puissances des ifilles , par le désir général des pères, d'avoir un fils qui perpétue leur nom./^Aiflsi, en iniaginant une firne remplie d'une infinité de boules blanches et de boules noiri^, en nombre ^gajL^ et supposant
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un grand nombre de personnes dont chacune tire une boule de cette urne , et continue ce tirage avec l'intention de s'arrêter quand elle aura extrait une boule blanche , on a cru que cette intention devait rendre le nombre des boules blan* ches extraites supérieur à celui des noires^ £n' effet , elle donne nécessairement y après tous les tirages, un nombre de boules blanches égal à celui des personnes ; et il est possiUe que ce» ti-^ rages n'amènent aucune boule noire.' Ma)s îà est facile de reconnaître que cet aperçu n*esfc qu'une^ illusion; car si l'on conçoit que dans un premîelp tirage , toutes les personnes tirent à la fois une» boule de l'urne , il est évident que leur ititentioni de peut avoir aucune influence sur la couleur; des boules qui doivent sortir à ce tirage. Son unique e£fet sera d'exclure du second tirage les personnes qui auront amené une boule blancbèf au premier. Il est pareillement visible que l'in^ temion des personnes qui prendront part au nou^ veau tirage , n'influera point sur la couleur des boules qui tortiront^ et qu'il en sera de même des tirages suivans. Cette intention n'influéM donc point sur la couleur des boules extraites dans l'ensemble des tirages; seulement, èlleferti participer plus ou moins de personnes à chacùii d'eux. Le rapport des boules blanches extraites
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aux noires, se^ aiiisi très peu différent deTunité. Il suit de là que le nombre des pei^onnes étant suj^posé fort grand, si l'observation dotthe entre 1^ couleurs extraites un rapport qui diffère sensi-* blement de Funité , il est très probable que la màoie différence a lieu à fort peu près entre l'unité et le rapport des boules blanches aux boules noir^ contenues dans Tume.
le mets 'encore au rang des illusions l'applicatidn <{ue LeibnitE Bt Daniel Bernou^li ont faite du calcid des probabilités à la toinmàtion des séries, ^i l'on réduit la fraction dont le nuirié^ mteup est l'unité, et dont le . dénominateur -est l'unité plus une variable dans une suite ordonnée parTapport aux puissances de cette variable , il est &cile de voir qu'en supposant là variable égale à l'unité, la fraction devient -|- , et la suite devient plus wiy moins un^ plus un^ moins un^ etc. En ajoutant les deux premiers termes , les deux s^i** '■ vans, et ainsi du reste., on transfonpe la suite dans une autre dont chaque 'terme -est 'i^érov Grandi, jésuite italien, en avait conclu la possi«> bîlité de la création ; parce que la suite étant tou« jours égale.à 1^, il voyait cette fraction naître d'une infinité de 2(éros, ou du néant. Ce ftit ainsi que Leibnitz crut voir l'image de la création dans son Aritbipétique binaire , où il n'employait que les
ir»
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deux caractères zéro et l'unité. Il imagina que Dieu pouvant être représenté par l'Unité ^ et le néant par zéro , l'Etre suprême avait tiré du néant tous les êtres , comme l'unité avec le zéro exprinie tous les nombres dans ce système d'arithmétique. Cette idée plut tellement à Leibnitz , qu'il en fit part au jésuite Grimaldi, président du tril^unsil de Mathématiques à la Chine , dans l'espérante que cet emUème de la création convertirait eu christianij^ilie l'empereur d'alors , qui aimait pâlfticulièrement les sciences. Je ne rapporte ce tr^iit que pour montrer jusqu'à quel point lés pféjtt^ gés de l'enfance peuvent éganer tes plus gr&tiàs hommes. ' ■
Leibnitz^ toujours conduit par une métapfaji'sique singulière et très déliée , considéra que la suite plM un, moins un, plus un, etc. j devient l'unité ou zéro, suivant que l'on s'arrête à un nombre de termes impair ou pair ; et oomitt dans l'infini il n'y a aucune raison de préfélhSir le nombre pair à l'impair, on doit^ suivant les règles des probabilités ^ prendre la moitié dies résultats relatifs là ces deux espèces de nombres, et qui sont zéro et l'unité;, ce qui donne {- pôtir la valeur de la «érie. Danid Bemoulli a étendti depuis ce raisonnement à la «sommation dès séries formée^ de termes périodiques. Mais tx>ute8
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ces séries n'ont point , à proprement parler, de valeurs ; elles n'en prennent que dan3 le cas où l^urs termes sont multipliés par les puissances siMïOQSsives d'une variable moindre que l'unité. Alors ^ ces séries sont toujours convergentes, quelque petite que l'on suppose la différence de Ig. variable à l'unité ; et il est fadle de démontrer que les, valeurs assignées par Bernoulli, en vertu de la règle des probabilités, sont les valeurs mêmes des fractions génératrices des séries , lors* que l'on suppose dans ces fractions la variable éç^le à l'unité. Ces valeurs sont encore les limites dçnt les séries approchent de plus en plus, à mesure que la variable approche de l'unité. Mais lorsque la variable est ^exactement égale à l'unité , les séries cessent d'être convergentes : elles n'ont de valeurs qu'autant qu'on les arrête. Le rapport remarquable de cette application du calcul desprobabilités avec les limites d^ valeurs des séries périodiques, supposa que les termes de ces sâdas spnt multipliés par toutes les puissances consécutives de la variable. Mais ces séries peuvent résulter du développement d'une infinité de fractions différentes dans lesquelles cela n'a pas lieu. Ainsi , la série plus un, moins un^ plus un, etc. , peut naître du développement d'iune fraction dont le numérateur est l'unité plus la variable , «t dont
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le dénominateur est ce numérateur augmenté du carré de la variable. En supposant la variable égale à l'unité , ce développement se change dans la série proposée , et la fraction génératrice devient égale à -| ; les règles deâ probabilités donneraient donc alors un faux résultat, ce qUi ptouve combien il serait dangereux d'emplbyèi* de semblables raisonnemens, surtout dans les sciences mathématiques que la rigueur de leuirs procédés doit éminemment distinguer «
Nous sommes portés naturellement à croire que l'ordre suivant lequel nous voyons les choses se renouveler sur la terre , a existé de tout temps, et subsistera toujours. En efifet j si l'état présent de l'univers était entièrement semblable à l'état antérieur qui l'a produit , il fei'ait naître à son tour un état pareil; la succession de ces états serait donc- alors étemelle. J'ai reconnu pai* Tapplication de l'Analyse à la loi de la pesanteur universelle , que les mouvemens de rotation et de révolution des planètes et des satellites , et la po* sition de leurls orbites et de leurs équateurs, ne sont assujétis qu'à des inégalités périodiques:- En comparant aux anciennes édipses la théorie de l'équation séculaire de la Lune, j'ai trouvé que depuis Hipparque, la durée du jour n'a pas varié d'un centième de seconde, et que la tempé^
ratiire moyenne de la Terre n'a pas diminué d'un centième de degré. Aii^si la stabilité de l'ordre actuel parait établie à la fois par la théorie et par les observations. Mais cet ordre est troublé par diverses causes qu'un examen atteptif fait apercevoir, et qu'il est iinpo^ible de soumettre au calcul.
lies actions de l'Océan , de l'atmosphère et des météores , les tremblemens de terre , et les éruptions de volcans, agitent sans cesse la surface terrestre, et doivent y opérer à la longue des changemens considérables. La température des climats , le volume de l'atmosphère , et la proportion des gaz qui la constituent, peuvent varier d'une manière insensible. Les instrumens et les moyens propres à déterminer ces variations étant nouveaiiix, l'observation n'a pu jusqu'ici rien nouB apprendre à cet égard. Mais il est très peu vraisemblable que les causes qui absorbent et renouvellent les gaz constitutifs de notre air, en maintiennent exactement les quantités respectives. Une longue suite de siècles fera connaître les altérations qu'éprouvent totis ces élémens si essentiels à la conservation des êtres organisés. Quoique les monumens historiques ne remontent pas à une très haute antiquité , il^ i^ous offrent cependant d'assez grands changemens survenu^
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par ractioïi lente et côtititiue des agen^ naturels. En fouillant dans les etitrailleii de la tet*re , on découvre de nombreux dâ>ris d'une nature jadis vivante et toute dififéiHente de là nature actuelle. D'ailleurs , si la terre entière a été prittiitivement fluide , comttie tout paraît l'indiquer, on cdftçoit qu'en passant de cet état à celui qu'elle a maititenant, sa surface a dû éprouver de prodigieux changemens. Le ciel même, malgré Tordre de ses mouvemens , n'est pas inaltérable. La réfeistance de la lumière et des autres fluides éthérés et l'attraction dès étoiles , doivent , après' un très gràhd nombre de siècles, considérablement altérer fes mouvemèïis planétaires. Les variations déjà observées dans les étoiles et dans la forme des nébuleuises , font pressentir celles que le temps développera dans le système de ces grands corps. On peut reprélsenter les états successifs de l'univers par une courbe dont le temps serait l'abscisse , et dont les ordonnées exprimeraient ces divers états. Conna:issant à pleine un élément de cette courbe, nous sommes loin de pouvoir remonter à son origine; et si , pour reposer l'imagination , toujours inquiète d'ignorer la cause des phénomènes qui l'intéressent , on hasarde quelques conjectures , il e^t sage de ne les représenter qu'avec une extrême réserve.
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Il existe dans l'estimation des probabilités , un genre d'illusions qui, dépendant spécialement des lois de l'organisation intellectuelle , exige , pour s'en garantir, un examen approfondi de ces loi^. Le désir de pénétrer dans l'avenir, et les rapports de quelques évènemens remarquables avec les prédictions des astrologues, des devins et des augures, avec les pressentimens et les songes, avec les nombres et les jours réputés heureux ou malheiu^eux , ont donné naissance à uqc foule de préjugés encore très répandus. On ne réflécjiit point au grand nombre de non-coïncidences qui n'ont fait aucune impression ou que l'on ignore. Cependant, il est nécessaire de les connaître, pour apprécier la probabilité des causes auxquelles on attribue les coïncidences. Cette connaissance <:onfirmerait , sans doute , ce que la raison nous dicte à l'égard de ces préjugés. Ainsi, le philosophe de l'antiquité , auquel on montrait dans un temple, pour exalter la puissance du dieu qu'on y adorait , les ea: veto de tous ceux qui , après l'avoir invoqué, s'étaient sauvés du naufrage, fit une remarque conforme au calcul des probabilités , en <)bservaiît qu'il ne voyait point inscrits Jes noms de ceux qui , malgré cette invocation , avaient péri. Cicéron a réfuté tous ces préjugés avec beaucoup de raison et d'éloquence, dans son
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Traité de la DivineUion'^ qu'il tenHiifvé pai^ un pa$sage que je^ vads piter^ c$pr pu ^nie ft k^tràuVéi* ohezlçsjaBtfiens^leS' traits de'la raison ùiiitê^elle qm>>&lprà>avoH> dlteipé' tbui^ les^^ "^r sà
luuûène , deviendra l'unique fondement diésinstif tutions humaine^.
« Il faut, dit l'orateur romain,- regcte!* lï dit D vination par- les songes et tous lèi^ pré^gés » semblables. La super stiti^m, partout ré^àndiie, » a subjugué la plupart des. esprits ét'sf^est èttipac^ » rée de la faiblesse des *hourtneS:'*C'è^*tiëquS^ » nou^ avons développé daQs tioé li^t'èi^ sur la jk nature des dieux et spédaleâà'éiltMàni'cèt bu^ » vrage, persuadé que iï<Hïâr'ftr6hfe;irttë cftôsë » utile aux autres et à nouss-mêtté', ^àS^ifotls jiar- » venons à( détruire la superslitloïl^ Cependant p (et j/^ jd/é^ire surtout qu'à cet égard ma* pensée » soit bien'.eompris^)f bn détriaisatït la 'sùpersti* » tipli^ jet sruisloin dé vouloir ébranler la réligiotii. î>JUi,sî^e$6epQus; prescrit de maintenir les insi j^ , )tiit«<i$tfl$ ot )ei| .cérémonies de nos ancêtires;' » touchant le qulte^^i^s dieux. D'ailleurs^ îa' » l^wut^.de! l'uB^v^i» eC l'ordre des choseï^ céf » lestp^ n<;)(ua<fohcent à reconnaître quelque nà-^ 3» X\iT^ sUpéi^'^ieurOf iquit t doit ^ être i^marquée et Xi admirée du g^tirsi humain i Mais autant il con- 30 vieat de . profMLger liai religion qui est jointe à
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» .la .connaissance die )a nature, autant il faut ^ . ^^y.^iller à extirper la superstition ; car elle » , y^pixs^ ^XQ\\v^le^t^^ vous .pres^e.^ t ivous < poursuit 9 sans ^esj^.^^tpus lieux. Sl.vousconsqltezruii » jd^yip, ÇiU un présage^ si vous inusnolez une vio » time, si vous regardez le vol d'un oiseau, si i> vçu^ f^ejpçontre^ ^n çhaldéen ou un aruspice, » s'il épls^re, s'i) tonne , sila foudre tombe, ëiifin » ,Si'iJ,f;^ait ou s^ n^ai;ufeste une espèce de prodige, » tpjULtes çl](Os^ dont cuvent quelqu'une doit ?> arriver; alorsija superstition qui vous domine » i^^ . vc)|U$ . iqië^ point 4^ repos. Le Siommeil » ,^l(^J;ae,(Çe i^iuge des ni^Qrtels dans leurs peines », et| 4aps lejy[i:§ tiravaux^ 4^^ïit par elle uu'nouT » , ve^u sujet d'iioquiétudea et de frayeurs. »
Tous ces préjugés et le^ frayeurs qu'ils in^ir rept, tiennent à des pauses physiologiques qui coiutinuent quelquefois, d'agir fortement, après que la.raiscm lious a désabusés; Mais la répétition d'actes contraire^ à ces préjugés» peut toajoéirs les détruire. C'est ce que nous alloAs établie ^^af les considérations suivantes. ■ ' '
Aux limites de la Physiologie visible, commence une autre Physiologie dont les phénomènes, beaucoup plus Variés que ceui de la première, sont comme eux, assujettis à des lois qu'il est très important de connaître. Cette Physiologie,
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que nous désignerons sous le nom de Psjrcholo^ giCy est sans doute une continuation de la Phy^ siologie visible. Les nerfs , dont les filamens se perdent dans la substance médullaire du cerveau, y propagent les impressions qu'ils reçoivent des objets extérieurs , et ils y laissent des impressions permanentes qui modifient d'une manière inconnue le sensorium ou siège de la sensation et de la pensée, (i) Les sens extérieurs ne peuvent rien apprendre sur la nature de ces modifications étonnantes par leur infinie variété , et par la distinction et l'ordre qu'elles conservent dans le petit espace qui les renferme; modifications dont les phénomènes si variés de la lumière et de l'électricité nous donnent quelque idée. Mais en appliquant aux observations du sens interne , qui peut seul les apercevoir, la méthode dont on a fait usage pour les observations des sens externes , on pourra porter dans la théorie de l'entendement humain j la même exactitude que dans les autres branches de la Philosophie naturelle.
Déjà quelques-uns des principes (a) de Psyclio-
(i) Les considérations suivantes sont entièrement indépendantes du lieu de ce siège et de sa nature.
(2) Je désigne ici par la dénomination de principes, les rapports généraux des phénomènes.
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logie ont été reconnus et développés avec succès. Telle est la tendance de tous les êtres semblablement organisés, à se mettre entre eux en harinonie. Cette tendance , qui constitue la sympathie y existe même entre des animaux d'espèces diverses : elle diminue à mesure que leur oi^anisation est plus dissemblable. Parmi les êtres doués d'une même organisation, quelques-uns se coordonnent plus J)romptement entre eux qu'avec les autres. La nature inorganique nous offre de semblables phénomènes : deux pendules ou deux montres dont la marche est très peu différente, étant placées sur im même support, finissent par avoir exactement la même marche , et dans un système de cordes sonores , les vibrations de l'une d'elles font résonner toutes ses harmoniques. Ces effets, dont les causes bien connues ont été soumises au calcul, donnent une idée juste de la sympathie qui dépend de causes bien plus compliquées.
Un sentiment agréable accompagne presque»
toujours les mouvemens sympathiques. Dans la plupart des espèces d'animaux, les individus s'attachent ainsi les uns aux autres et se réunissent en sociétés. Dans l'espèce humaine, les imaginations fortes ressentent un vrai bonheur à dominer les imaginations faibles , qui n'en res- ^ntent pas moins à leur obéir. Les sentimens
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sympathiqueiB excités à la fois dans un' grand nombre d'individuô , s'accroiss^t par leur réaction mutuelle , comme on l'observe au théâtre. Le plaisir qui en résulte, raj^roche les personnes d'opinion^ semblables , que leur réunion exalte quelquefois jusqu'au fanatisme. Delà naissent les sectes , la ferveur qti'elles excitent , et la rapidité de leur propagation. Elles offrent dans l'histoire les plus étonnans et léâ pluis funestei^' exemples du pouvoir de la Sympathie. On a sou* vent lieu de remarquer la facilité bvee laquelle lés mouvemens sympathiques, tels que le rire, se communiquent parla simple vue, 3ai^s le concours d'aucune «mtre cause dans ceux qui les reçoivent. Jj'influênçede.la sympathie sur -le sïehsd^iùtti est incomparablement plus puissante : les vibrations qu'Ole jr iexcite ,' lorsqu'elles isonit extrêmes , produisent, en réagissant sur l'économie animale, des effets extraordinaires que l'on a, dans les siècles de superstition 9 attribués à des agens surnajturels ,■ et qtii , par leur singularité , méritent l'attention des observateurs. ^
X4 tendance à Timitàtion existe même à l'^anl' des objets de l'imagination. Placés dans une Voî^ ture qui nous paraît se diriger vers un obstacle , nous imitons iÀvt>lt(yntaîrement le mouvement qu'elle doit prendre* pour l'éviter. On peut conce-
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Voir que Tid^ de ce mouvement et la tendance à rimiter corre^^ip^dent k dea^ mouvemetiâ du sensorium^ doQtle premier produit lé si^Cotid, à peu pr^ çomiii^.Ies vibrations: dfunecordeâonor^ font vibrer se» harmoniques. On explique ainsi comment . ridée de la chute dans un précipice fortement imprimée par la peur, peut y faire tom<ber Celui qui le traverse sur une planche étix>ite qu'il parcot^rrait d'un pas ferme , si elle était posée dans .toute S£| longueur sur la terre. Je connais des piersonnes qui éprouvent une telle excitation à se précipiter d'une grande hauteur où 6lleà se voient élevées, qu'elles sont forcées, poulr y résister, d'avtgmenjLer les précautions prises pour les retenir, et cependant bien propres à les ras« sureri
Par une nobleprérogative de l'espèce huma^ine^ le récit d'actions grandes et vertueuses nous^n* flamme et nous porte à les imiter. Mais quelques individus tiennent de leur organisation ou depet^ ipicieux exem|des, des penchans funestes 'qu'ien** cite vivement le récit d'une action criminelle devenue l'objet de l'attentipp .publique* Sous ce rapport, la publicité des.c;riGp^.n'e$t.pas;$anfi^ danger. ■•. -,. i!-. •;.; •i.-.>f «u, > .
la commisération, la ^nveillance ^et^ beaucoup d'autres sentimens dérivent ^e la sympathie.
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Par elle 9 on ressent les maux d'autrui^ et l'on partage le contentement du malheureux qu'on soulage. Mais je ne veux ici qu'exposer les principes de Psychologie, sans entrer dans le développement de leurs conséquences ( i ).
L'un de ces principes, le plus fécond de tous ^ est celui de la liaison de toutes les choses qui ont eu dans le sensorium une existence simultanée ou régulièrement successive;, haisoa qui, par le retour de l'une d'elles, rappelle les autres. Les objets que nous avons déjà vu9, réveillent les traces des choses qui, dans la premtène vue^ leur étaient associées. Ces traces réveillent seiih blablement celle des autres objets, et ainsi de suite; en sorte qu'à l'occasion d'une chose présente, nous pouvons en rappeler une infinité d'autres, et arrêter notre attention sur cdles que nous voulpns considérer. A. ce principe se rattache l'emploi des signes et des langues pour le rappel des sensations et des idées, pour la formation de l'analyse des idées complexes , abstraites et générales , et pour le.raisonixement. Vhir
(i) La narration que Montagne fait dans ses Essais, de Tamitié qui existait ètitre lui et la Boetie , offre un exemple bien i^marquable d'un genre de sympathie extrêmement rare.
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sieurs philosophes ont bien développé cet objet qui, jusqu'à présent, constitue la partie réelle de la Métaphysique.
C'est en vertu de ce principe que l'on parvient à estimer les distances à la simple vue. Une com* paraison souvent répétée du mètre avec diverses distances qui en contiennent des nombres entiers, imprime dans la mémoire ces traces associées aux nombres de mètres qui leur correspondent. La vue d'une distance que l'on veut apprécier réveille ces traces; et si l'une d'elles s'adapte exactement ou à fort peu près à l'impression dé la distance que l'on a sous les yeux , on juge que cette distance renferme le nombre de mètres associé dans la mémoire à la trace qui paraît lui être égale. C'est encore ainsi que l'on parvient à estimer le poids des corps , en les soupesant.
On peut établir en principe de Psychologie, que les impressions souvent répétées d'un même objet sur divers sens, modifient le sensorium^ ;de mà^ nière que l'impression intérieure correspondante à l'impression extérieure de l'objet sur un seul sens , devient très différente de ce qu'elle était à l'origine. Développons ce principe, et pour cela, considérons un aveugle de naissance auquel on vient d'abaisser la cataracte. L'image de l'objet qui se peint sur sa rétine , produit dans son sen^
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sorium une iinpi:ession que je nommerai seconde image ^ sans prétendre l'assimiler à la première ^ ni rien affirmer sur sa nature. Cette seconde image n'est pas d'abord une représentation fidèle tie l'objet ; mais la comparaison habituelle des impressions de cet objet par le tact, avec celles qtf îF produit par la vue, finit, en modifiait le sensorium , par rendre la seconde image confbnâé' îi la nature représentée fidèlement par lé toucher. L'image peinte sur la rétine ne change ptfiift'^ mais l'image intérieure qu'elle fait naître ti'ëè^ plus la même, comme les expériences £iites^^1^' plusieurs aveugles de naissance autqiièls on aviiit' rendu la vue, l'ont prouvé.
C'est principalement dans l'enfance <jue le sén^ sorium acquiert ces modifications. L'enfant, comparant sans cesse les impressions qu^il reçoit d'un même objet, par les organes de la vue et du toucher, rectifie les impressions de la vue. Il dispoèiè son sensorium à donner aux objets viëibles la forme indiquée par le tact dont les impression^ s'associent intimement avec celles de la vue , qui les rappellent toujours. Alors les objets visibles sont aussi fidèlement représentés que les objets tactiles. Un rayon lumineux devient pour la vue ce qu'est un bâton pour le toucher. Parce moyen, le premier de ces sens étend beaucoup plus loin
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que le second , la sphère des objets tle ses impressions. Mais la Yoùte céleste ^e-méme , à laquelle nous attachons les astres, est encore très bornée; et ce n-est que par une longue suite d'observations et de calculs que nous sommes parvenus à reconnaître les grandes distances de ces corps y et à les éloigner indéfiniment dans l'immensité de l'espace.
Il paraît que dans plusieurs espèces d'animaux la disposition du sensorium y qui nous fait apprécia les distances j est naturelle. Mais l'homme y pour lequel la nature a remplacé presque en tout l'instinct par l'intelligence, a besoin, pour le suppléer, d'observations et, de comparaisons qui servent merveilleusement à développer ses facultés intellectuelles et à lui assurer, par ce développement, l'empire de la terre.
.Les images intérieures ne sont donc pas les effets d'une cause unique : elle résultent , soit des impressions reçues simultanément par le même sens ou par des sens différens^ soit des impressions intérieures rappelées par la mémoire. L'influence réciproque de ces impressions eat un principe psychologique fécond en conséquences. Développons quelques-unes des principalies.
Qu'un observateur, placé . dans • une profonde obscurité , voie à des distances différentes deux
globes lumineux d'un même diamètre, ils lui paraîtront d'inégale grandeur. Leurs images intérieures seront proportionndles aux images correspondantes , peintes sur la rétine. Mais si l'obscurité venant à cesser, il aperçoit en même temps que les globes, tout l'espace intermédiaire, cetle Tue agrandit l'image intérieure du globe le plus éloigné et la rend presque égale à celle de l'autre globe. C'est ainsi qu'un homme, vu aux distances de deux et de quatre mètres, nous parait de la même grandeur : son image intérieure ne varie point, quoique l'une des images peînteft sur k rétine soit double de l'autre. C'est encore par l'impression des objets intermédiaires que la lune à l'horizon nous semble plus grande qu'au s^nitfa. On aperçoit au-dessus d'une branche voisine de l'œil , xui objet que l'on rapporte au loin et qui parait fort grand. On vient ensuite à reconnaître le Uen qui l'unit à la branche : sun-le-champ, la perception de ce lien change l'image intérieure et la réduit à ime dimension beaucoup moindre. Toutes ces choses ne sont point de simples juge* mens, comme quelques métaphysiciens l'ont peoh se : elles sont des effets physiologiques dépendaila des dispositions que le sensorium a contractées par la comparaison habituelle des impres* sions d'un même objet sur les oi|;anes de plu-^
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sieurs sens , et spécialeinent sur ceux du toucher et de la vue.
L'influence des traces rappelées par la mémoire , sur les impressions qu'eicitent les objets extérieurs , se feit remarquer dans un grand ïiombre de cas. On voit de loin des lettres, sans pouvoir distinguer le mot qu'elles expriment. Si quelqu'un prononce ce mot, ou si quelque circonstance en rappelle la mémoire, aussitôt l'image intérieure de ces lettres ainsi rappelées se superpose , si je puis ainsi dire , à l'image confuse produite par Fimpression des caractères extérieurs, et la rend distincte. La voix d'un acteur que vous entendez confusément , devient distincte lorsque vous lisez ce qu'il récite. La vue des caractères rappelle les traces des sons qui leur répondent ; et ces traces se mêlant aux sons confus de la voix , les font distinguer. La peur transforme souvent de cette manière les objets qu'une trop faible lumière ne fait pas reconnaître, en objets effrayans , qui ont avec eux de l'analogie^ L'image de ces derniers objets , fortement retracée dan9 le sensorium par la crainte , se rend propre l'impression des objets extérieurs. Il est important de se garantir de cette cause d'illusion , dans les conséquences que l'on tire d'observations de choses qui ne font qu'une impression très légère :
telles sont les observations de la dégradation de la lumière à la surface des planètes et des satellites, d'où l'on a conclu l'existence et l'intensité de leurs atmosphères, et leurs mouvemens de rotation. Il est souvent à craindre que des images intérieures ne s'assimilent ces impressions et le penchant qui nous porte à croire à l'existence des choses que représentent les impressions reçues par les sens.
Ce penchant remarquable tient à un caractère particulier qui distingue les impressions venant du dehors, des traces produites par l'imagina-' tion ou rappelées par la mémoire. Mais il arrive quelquefois par un désordre du sensorium ou des organes qui agissent sur lui , que ces traces ont le caractère et la vivacité des impressions extérieures : alors, on juge présens leurs objets, on est visionnaire. Le calme et les ténèbres de la nuit favorisent ces illusions qui, dans le sommeil, sont complètes et forment les rêves dont on aura une juste idée, si Ton conçoit que les traces des objets qui se présentent à notre imagination dans l'obscurité , acquièrent une grande intensité pendant le sommeil.
Tout porte à croire que dans les somnambules quelques-uns des sens ne sont pas complètement endormis. Si le sens du toucher, par exemple,
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reste encore un peu sensible au contact des objets extérieurs, les impressions faibles qu'il en reçoit, transmises au sensorium , peuvent, en se combinant avec les images du rêve d'un somnambule, les modifier et diriger ses mouvemens. En examinant , d'après cette considération , les récits bien avérés des choses singulières opérées par les somnambules , il m'a paru que l'on pouvait en donner une explication ^rt simple.
Quelquefois les visionnaires croient entendre parler les personuages qu'ils se figurent, et ils ont avec ;eux, une conversation suivie : les ouvrages des ipédecins sont remplis de faits de ce genre. , . :
Charles Bonnet cite,, comme l'ayant couvent observé, son aïeul maternel, «vieillard, dit-il, » plein de santé , qui , indépendamment de toute » impression, du dehors, aperçoit de temps en » temps devant lui des figures d'hommes , de fem- » mes, d'oiseaux, de voitures, debAtimens; etc. » Il voit ces. figures se donner dififérens mouve- » mens, s'approcher, s'éloigner, fiiir,. diminuer » et augmenter de grandeur, paraître, disparaî- » tre, reparaître. Il voit les bâtimens s'élever sous ». ses yeux , etc. Mais il ne prend point ses visions » pour des réalités : sa raison s'en amuse. Il » ignore d'un moment à l'autre quelle vision va
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» s'offiîr à lui. Son cerveau est un théâtre qui » exécute des scènes d'autant plus surprenantes y> pour le spectateur, qu'il ne les a point prévues. » En lisant l'histoire de Jeanne d'Arc, on est forcé de reconnaître une visionnaire de bonne £ch dans cette fille admirable, dont l'exaltation courageuse contribua si puissamment à délivrer la France de ses ennemis. Il est vraisemblable que plusieurs de ceux qui se sont annoncés qpnme ayant reçu leurs doctrines d'un être surnaturel, étaient visionnaires : ils ont d'autant mieux persuadé les autres, qu'ils étaient eux-mêmes persuadés. Les finaudes pieuses et les moyens violens dont ensuite ils ont fait usage, leur ont paru justifiés par l'intention de propager ce qu'ils jugeaient être des vérités nécessaires aux hommes.
Un caractère particulier distingue des produits de l'imagination , les traces rappelées par la mémoire, et qui sont dues aux impressions des objets extérieurs. Il nous porte comnœ par iiutinct, à reconnaître l'existence passée de ces objets, dans l'ordre que la mémoire nous présente. Les expériences que nous fisdsons à diaque instant, de la vérité des conséquences que nous en tirons pour nous conduire , fortifient ce penchant. Quel est le mécanisme qui, dans cette opération du sensorium, détermine notre jugement? noosTi-
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gnorons , et bous ne pouvons en observer que les effets. En vertu de ce mécanisme, les traces de la mémoire y quoique faibles, nous jbilt apprécier leur intensité primitive^ que nous pouvons i9insi comparer aux impr^sipns semblables d'ob* jets présens. NcHis jugeons de cette inanière, qu'une couleur qua nous avons vue Ibl veiUe, était pbis vive que celle qui frappe maintenant notre vue.
Les impressions qui accompagnent les traces de la mémoire, servent à nous en rappeler les causes. Ainsi , lorsqu'au souvenir d'une cbose qui nous a été dite, se joint le souvenir de la confiance que nous avons donnée au narraJteur ; si son nom nous échappe , nous le retrouvons , ^n rappelant successivement les noms de ceux qui nous ont entrejteuiuâ, jusqu'à ce que^ous parvenions au nom qui nous a inspiré cett^ confiance^
Les impressioa» reçues dans l'enfance se conservent jusque dans l'ex&éme vieill^se, «et se renouvejilent alors même que des impre^H>ns pr^o- /Ebndes de l'âge mur sont entièrement effacées. Il seml>le que les premières impressions gavées pro&mdém^t dans le .sensorÀun» f n'attendenit , pour Deparaîtne , qu<e Y^^jiBiiAi^mme^t des j^npressiom subséquentes, pstr l'â^ ou par 1^. m^axj|j«, à peu près çomv^ 1^? a^trei^ qu'eff^Lçait ^a clarté
du jour, se montrent dans la nuit ou dans les éclipses de soleil.
Les traces de la mémoire acquièrent de Tintensité, par VeSet du temps et à notre insu. Les choses que Ton appi'end le soir, se gravent dans le sensorium pendant le sommeil, et se retiennent facilement par ce moyen. J'ai observé plusieurs fois , qu'en cessant de penser pendant quelques jours à des matières très compliquées , elles me devenaient Êiciles lorsque je les ooûsidérais de nouveau.
Si nous revoyons un objet qui nous avait frappé par sa grandeur, long-temps après que la Vue fréquente d'objets du même genre, beaucoup plus grands , a diminué l'impression de grandeur qu'ils font éprouver, nous sommes surpris de le trouver fort au-dessous de son impression conservée dans la mémoire.
Quelques hommes sont doués d'une mémoire prodigieuse. L'exactitude avec laquelle ils répètent de longs discours qu'ils viennent d'entendre, nous étonne. Mais lorsqu'on réfléchit à tout ce que renferme la mémoire de la plupart des hommes , on est bien plus étonné que tant de choses y soient placées sans confusion. Ck)nsidérez un chanteur sur la scène : sa mémoire lui rappelle chaque mot de son rôle , le ton , la mesure et le
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geste qui doivent raccompagner. Un nouveau rôle succède- 1- il au premier, celui-ci semble comme e£facé de sa mémoire qui retrace dans l'ordre convenable toutes les parties du second rôle, et qui rappellerait de la même manière les divers rôles que le chanteur a étudiés. Ces traces dont le nombre est immense, ou du moins les dispositions propres à les faire naître , existent à la fois dans son sensorium sans se confondre , et l'acteur peut les rappeler à sa volonté. Je dois répéter ici , que par les mots trace ^ image ^ vibrations, etc. , je n'entends exprimer que des phénomènes du sensorium, sans rien affirmer sur leur nature et sur leurs causes ; comme en mécanique , on n'exprime que des effets ,• par les moXsforcej attraction, affinité, etc.
Les opérations du sensorium et leà mouvemens qu'il fait exécuter, deviennent plus faciles et comme naturels, par de h^uentes répétitions. De ce principe psychologique découlent nos habitudes. En se combinant avec la sympathie , il produit les coutumes, les moeurs et leurs étranges variétés. Il fait qu'une chose généralement reçue chez un peuple , est regardée par un autre avec horreur. Les combats, de gladiateurs, dont les Romains aimaient passionnément le spectacle, et les sacrifices humains qui souillent les annales
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des nations, nous paraîtraient faombles. Quand on considéra Tétat d^lorable des esclaves y Tavilissement des Parias dans Tlnde, et rabsordité de tant de croyances contraires à la ra^n et au témoignage de tous nos sens, on est afiSigé de voir jusqu'à quel point l'habitude de Tesdavage et les préjugés ont dégradé l'espèce humaine.
Cette disposition, que. la fréquence des répétitions donne au sensorium , rend très difficile la distinction des habitudes acquises d'avec les penchans qui , dans l'homme , tiennent à son organisation ; car il est naturel de penser que l'instinct, si étendu et si puissant chez les animaux, n'est pas nul dans l'espèce humaine , et <pie rattachement d'une mère à son en&nt en dérive. La doii^ ble influence de l'habitude et de la sympadiie modijBe ces penchons ; souvent elle les £Drtifie, quelquefois elle les dénature au point de leur sid>stitiier des penchons contraires.
Plusieurs observations Eûtes sur l'homme et sur les animauK , et qu'il est bien important de continuer, portent à cnoire que les modifications du sensorium, auxquelles l'habitude n donné une grande consistaooe^ se tran^mi^ttent éi» pères aux edo£ans par voie .df^ génér^tîoi) ^ comme plusieurs dispositions org^anÂques. Uxie diiq^itian oiîgi* nalle à tous les mouvem^os ei^tîérîeurs^t intéiieurs
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qui accompagnent les actes habituels j explique , de la manière la plus simple y l'empire que les habitudes enracinées par les siècles exercent sur tout xm peuple , et la facilité de leur communication aux enfans , lors même qu'elles sont les plus contraires à la raison et aux droits imprescriptibles de la nature humaine.
La facilité qu'un exercice fréquent donne aux organes^ est telle qu'ils continuent souvent d'euxmêmes les mouvemens que la volonté leur imprime. Lorsqu'en marchant, nous sommes fortement occupés d'une idée , la cause qui renouvelle à chaque instant notre mouvement, agit sans le xx>nçours de notre volonté et sans que nous en ayons la conscience. On a vu des personnes surprises' en marchant par le sommeil, continuer leur route et ne se réveiller que par la rencontre d'un obstacle. Il paraît qu'en vertu d'une disposition que la volonté de marcher donne au système moteur, la marche continue, à pea près comme le mouvement d'une montre est entine* tenu par le développement de son ressort spiral. Un dérangement dans l'économie animale peut produire cette dispojBÎtion. Alors la marche est involontaire ; et je tiens d'un médecin éd£^, que dans une maladie de ^e genre qu'il avait traitée , le malade ne pouvait s'an^éter qu'en se retenant
à un point fixe. Les observations des maladies peuvent ainsi répandre un grand jour sur la Psychologie 9 quand les médecins joignent aux connaissances de leur art et des sciences accessoires, l'esprit d'exactitude et de critique que donne l'étude des Mathématiques, et spécialement de la science des probabilités.
Le sensorium peut recevoir des impressions trop faibles pour être senties, mais suffisantes pour déterminer des actions dont nous ignorons la cause. Barbeu-Dubourg , traducteur français des Œuvres de Franklin, rapporte dans sa traduction le fait suivant, qu'il tenait d'un marchand de Paris : « Un jour, dit- il , que cet hon* » néte homme marchait dans les rues de Saint- » Germain , songeant à des afiaires fort sérieuses, » il ne put s'empêcher de moduler tout bas, che- » min faisant, l'air d'une ancienne chanson qu'il » avait oubliée depuis bien des années. Arrivé à » deux cents pas de là, il commença à entendre, » dans la place publique, un aveugle jouer oe » même air sur son violon ; et il s'imagina que » c'était une perception légère, une semi^per' » ception du son de cet instrument , afiiBdbli par » l'éloignement , qui avait monté ses organes sur » ce ton , d'une manière insensible à lui-même. » Il assure que depuis ce temps il s'est donné
» souvent le plaisir de suggérer des airs à son ». gré à un atelier d'ouvrières, sans pouvoir être » entendu d'elles. Lorsqu'il cessait un moment » de les entendre chanter, il fredonnait tout bas » l'air qu'il voulait qu'elles chantassent, et cela » ne manquait presque jamais de leur arriver » sans qu'elles l'eussent sensiblement entendu^ » ou qu'aucune d'elles s'en doutât. »
D'après ce que nous avons dit sur l'influence réciproque des traces du sensorium , on conçoit que la musique^ par de fréquentes répétitions^ peut communiquer à nos mouvemens la régularité de sa mesure. C'est ce que l'on observe dans la danse et dans divers exercices où la précision des mouvemens ainsi régularisés, nous semble extraordinaire. Par cette régularité, la musique rend généralement plus faciles les mouvemens que plusieurs personnes exécutent à la fois.
Un phénomène psychologique très remarquable, est la grande influence de l'attention sur les traces du sensorium : elle les grave profondément dans la mémoire , et elle en accroît la vivacité en ménie temps qu'elle affaiblit les impressions concomitantes. Si nous regardons fixement un objet, pour y démêler quelques particularités , l'attention peut nous rendre insensibles aux
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impressions que d'autres objets font en même temps sur la rétine. Par elle^ les images des choses que nous voulons comparer acquièrent Tintensité nécessaire pour que leurs rapports occupent seuls notre pensée. Elle réveille les traces de la mé* moire qui peuvent servir à cette comparaison ^ et par là elle devient le plus puissant ressort de l'intelligence humaine.
L'attention donnée fréquemment à une qualité particulière des objets , finit par douer les organes d'une exquise sensibilité ^ qui fait reconnaître cette qualité lorsqu'elle devient insensible au commun des hommes.
Ces principes expliquent les singuliers efiFets des panoramas. Quand les règles de la perq>ective y sont bien observées, les objets se peignent sur la rétine , comme s'ils étaient réels. Le spectateur est donc alors dans l'état que ferait naitre la réalité des objets. Mais la perspective n'est jamais assez exacte pour que l'identité soit parfaite. D'ailleurs, les impressions étrangères, quoique faibles , se mêlant aux sensations principales qae produit la perspective , nuisent d'abord à TiUii^ sion. L'attention donnée au panorama les efface; mais il faut pour cela un temps plus ou moins long, dépendant des dispositions du sensoriinn et de la perfection du panorama. Dans tous ceux
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que j'ai vus, un intervalle de quelques minutes m'a été nécessaire pour acquérir une illudion complète.
Le principe suivant de Psychologie explique un grand nombre de phénomènes qui ont un rapport direct avec l'objet de cet ouvrage. « Si » l'on exécute fréquemment les actes qui décou- » lent d'une modification particulière du senso- » rium , leur réaction sur cet organe peut , non- » seulement accroître cette modification , mais » quelquefois lui donner naissance. » Ainsi, le mouvement de la main qui tient une longue chaîne suspendue, se propage le long de la chaîne jusqu'à son extrémité inférieure; et si la chaîne étant parvenue au repos , on met en mouvement cette extrémité , la vibration remonte jusqu'à la main qu'elle fait mouvoir à son tour. Ces mouvenvens réciproques deviennent faciles par la frô* quence de leurs répétitions^
Les effets de ce principe sur la croyance sont remarquables. La croyance ou l'adhésion que nous donnons à une proposition est ordinaire^ ment fondée sur l'évidence, sur le témoignage des sens ou sur des probabilités : dans ce dernier cas, son degré de force dépend de celui de la probabilité qui dépend elle-même des données
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que chaque individu peut avoir sur l'objet de son jugement.
Nous agissons souvent en vertu de notre croyance , sans avoir besoin d'en rappeler leô preuves. La croyance est donc une modification du sensorium , qui subsiste indépendamment de ces preuves quelquefois entièrement oubliées , et qui nous détermine à produire les actes qui €n sont les conséquences. Suivant le principe que nous venons d'exposer^ une répétition fréqnei^te de ces actes peut (aire naître cette modifioalimi j surtout s'ils sont répétés à la fois par un ^rahd nombre de personnes ; car alors , à là force de leur réaction , se joint le pouvoir dé l'imitatkÂi , suit^ nécessaire de la sympathie. Qaand 'oes aètes sont un devoir que les circonstances nosts imposent y la tendance de l'économie animale à prendre l'état le plus favorable à notre bien«élre, nous dispose encore à la croyance qui les hit exécuter avec plaisir. Peu d'hommes résistent à l'action de toutes ces causes. > •■ '*
.Pascal a l;>ien développé ces effets j dans un article de ftes Pensées, qui a ce singulier titres qu'il e^t difficile de, démontrer V existence de Dieu par lef. lumières na^uréllee^ mais que. le plus sûr est de la croire. Il ^'exprime ainsi en s'adressant à un .incrédule.. M Yous voulez aller à la foi, et
» VOUS n'en savez pas le chemin; vous voulez » guérir de l'infidélité , et vous en demandez le » remède. Apprenœ-le de ceux qui ont été tels » que vous , et qui n'ont présetitement aucun » doute. Ils savent ce chemin que vous voudriez )» suivre y et ils sont guéris d'un mal dont vous » voulez guérir. Suivez la manière par où ils ont » commencé. Imitez leurs actions extérieures, A si vous ne pouvez encore entrer dans leurs disj» positions intérieures; quittez ces vahis amu- » s^nfiQS qui vous occupent tout entier. J'aurais » bientôt quitté ces plaisirs, dites-vous, si j'avais » la foi. Et moi je vous dis que vous auriez » bientôt la foi si vous aviez quitté ces plaisirs. » Or c'est à vous à commencer. Si je pouvais , )> je vous donnerais la foi : je ne le puis , ni » par conséquent éprouver la vérité de ce que » vous dites; mais vous pouvez bien quitter ces » plaisirs , et éprouver si ce que je vous dis est » vrai.
D II ne faut pas se méconnsutre : nous sommes » corps autant qu'esprit ; et de là vient que l'ins- )> trument par lequel la persuasion se fait, n'est » pas la seule démonstration. Combien y a-t-il » peu de choses démontrées? Les preuves ne con- » vainquent que l'esprit : la coutume fait nos » preuves les plus fortes. Elle incline les sens
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» qui entraînent Tesprit sana qu'il y pense. Qui » a démontré qu'il fera demain jour, et que nous » mourrons? et qu'y a-t-il de plus luûverselle^ » jment cru ? C'est donc la coutume qui n<pnift eA » persuade^ c'est elle qui fût tant de turcs et de » païens; c'est elle qui fait les métiers ,. lea » soldats, etc. Il est vrai qu'il ne faut pas ^(mff 9 mencer par elle pour trouver 1^ vérité ( mais » il faut avoir recours à elle quand un^ fpis l'esH » prit a vu où est la vérité, afin d^ nous abreuver » et de nous teindre de cette croyance qui nous » échappe à toute heure; car d'en avoir tjoujoturft ». les preuves présentes , c'est trop d'a£faire$^ Ijt » faut acquérir une croyance plus facîlre , 4|ui esà » , ceUe de l'habitude qui , sans violence^ sana Àrt^> »,; sans argument, nous fait croire les choses^, el »,. incline toutes nos puissances à cette ûnoya^ce., )^ . .^ Qorte que notre âme y tombe natuFeUementw'. A. .Ce n'^t pas assez de ne croire que par la force ^ ,4^'. 1^^ ^ conviction , si les sens nous portent ià » croire Je. contraire,- U faut donc &ire marcheb » nos deux pièces ensemble : l'esprit ^ pcir les ra»-t ». SQX^ qji^'il^^Hffit d'î^vQir vues une fois en sa vie ; »„ et les ,sQn^ r 9^ \^ coutume , et en ne leur pei]- », . jttf^n\ psis de;, p'^inoliner au contraire. x> ; • i ; . , .i.a mpy W ,quQ prppose Pascal pouf la cc»iveir^« sipnid'.un.imçn^çlMlle^i pei«. f*re .emploij^é avec
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succès pour détruire un préjugé reçu dès Tenfanoe et enraciné par Thabitude. Ces sortes de préjugés naissent souvent de la plus &ible cause, dans les imaginations actives. Qu'une personne , attachant au mot gauche une idée de malheur, fesse journellement de la main droite une chose qi*e l'on puisse exécuter îndifieremment de Tune ou 'de raûtre main ; cette habitude peut accroître la répugnance k se servir pour cela de la main gauche , au point de rendre la raison impuissante contré cfe préjugé. Il est naturel de croire qu'Auguste \ doué d'une raison supérieure à tant d'é- ^àrds , s'est reproché quelquefois sa faiblesse de A'osep se meltre cm route le lendemain d'un jour de^ ftnre , et qu'il a voulu la surmonter. Mais au ittoment d'entreprendre un voyage dans l'un de ces jours réputés malheureux , il a pu se dire que lé^plus^ sûr était de le différer, augmentant ainsi sa* répiignance par l'habitude d'y céder. La répétition' fréquente d'actes contraires à (Tes pi^jûgés doit) à ia longue, les afiaibUr et les'&ire entièrement disparaître.
>L'altachement que l'on ^porte aux personnes qu'çn a souvent oMigées, décMtJe du principe que nous «venons de dévelèipper'. La répétition fréquente d'actes en leurûiveur, accroît et foit même naître quelquefois le sentiment dont ils
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sont la suite naturelle. Les actes que le ^ôûl d'une chose nous fait exécuter fréquemnient , augmentent l'intensité de ce goût, et le tt^tisforment souvent en passion .
On voit par ce qui précède, combiien notre croyance dépend de nos habitudes. Accoutumés à juger et à nous conduire d'après un certcôn genre de probabilités , nous donnons à ces pror habilita notre assentiment , comme par iiïstincti, et elles nous déterminent avec plus dç force que des probabilités bien supérieures, résulta^,4ç.Ui réflexion ou du calcul . Pour diminuer autant qu'il est possible cette cau^e d'iUusipn , il faut appeler l'imagination et les sens au secours d^e la raispi^. Que l'on figure par des lignes les probabilités respectives , on sentira beaucoup mieux leur différence. Une ligne qui représenterait la pro):)'abiliîé du témoignage sur lequel un fait extràordînaîréiElit appuyé , placée à côté de la ligne qtlt rept^^hte*fait rîrivtaisemblance de ce fait , rendrait'tré^ iék- ^lé là probabilité de Terreur du témôigiiagé'; cbtame tin' tëbleari dans lequel les hautethM^dtus montagnes §drit x^pprochées , donne une idéeiW]^ pfdtité dfesi^fJpôWs die bes hâiîrteurs; Ce thoyètipékt être employa dkiiS plusieurs cas avec succès. Porir rendre séniiblé riiîiiiiiiÉfnsité de Ttinivers, qué'rôfa représente par' une quantité presque imperdep-
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tible, par un dixième de millimètre, la plus grande étendue de la France en longueur, la distance du Soleil à la Terre sera de quatorze mètres : celle de l'étoile la plus proche surpassera un million et demi de mètres^ c'est-à-dire sept onhiiit fois le rayon du plus grand horizon que Fceil puisse embrasser du point le plus élevé. On n^aura encore aiînsi qu'une très faible image de Ik grafedeiit idè l'univers qui s'étend infiniment àù-délà dès filus brillantes étoiles, comme le •prouve '(îè nombre prodigieux d'étoiles placées les unies âu-dèïà âes antres , et se dérobant à la vue dans la profondeur des cieux. Mais toute faible qu'elle est,, cette image suffit poiir nous fair^ sentir 1 absurdité des. idées de prééminence
..■.«//il- . I •
de l'hQmme sur toute la nature, idqes dont on a .tiré,4^.4.ç.trange^çpnséq^^^ , ^. .:•: mî
,^9\i§ , ét^Jîlirons , çnfin , , , comme , m inçi^p ^ de P^^ypl^plçgie , l!exagérat^on, dç^.pr9bî^^4^^é|StBw%r L^ipas^ions. Ls^ chose quej'o^ qrfiint qu q|ue l'on 4ésii:^ vivmieQt,; nous ,si9i]|bl^^.,pik^. 9§^l ^^çxpua, plijs probable. Son. image , ^ ^^rfpnçyant ç^fti^i^ dans le sensorium ^ laJQEaibUt If wpç^fftiji. f^ips; .pf^p- Jbahdlités contraire» , €;t , q^fi^iv^pi? Jç^ ; ^^€5 . ^ point de faire çroir^. la, pJjjO^^nivçfç, , I^ iréfle^ipn ejt Je. temps, ^^ndimw^i^tja y^yaçif^ 4? <^:esi.spft-.
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timens, rendent à Tesprit le calme nécessaire ponr bien apprécier la probabilité des choses.
Les vibrations du sensorium doivent être, comme tous les mouvemens , assujéties aux lois de la Dynamique , et cela est confirmé par Texpérience. Les mouvemens qu'elles impriment au système musculaire , et que ce système communique aux corps étrangers, sont, comiUe danè te développement des ressorts , tels , que le centre commun de gravité de notre corps et de! ceux qu'il fait mouvoir reste immobile. Ces vibrations se superposent les unes aux autres ^ comftnei oh voit les ondulations des fluides se mél^ sâps se confondre. Elles se communiquent aux i^idivldus, comme les vibrations d*un corps sottorfeaiax corps qui Tenvironnent. Les idées complexées se foî^ ment de leurs idées simples , comme lé flux de la mer se compose des flux partiels que produisent le Soleil et la Lune. L'hésitation entre des motifs opposés est un équilibre de forces égales. Les changemens brusques que l'on produit dans le sensorium , éprouvent la résistance qu^un Système matériel dppose à des changemens éembkblés; et si l'on VeÀt 'éviter ies seconsseset nepas perdre de force Vive, il^feut agir, comme dans ce système , par nuances insensibles. 'Une att^ition forte et continue épuise le sensorium , comme
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une longue suite de commotions épuise une pile voltaïque^ ou l'organe électrique des poisson. Presque toutes les comparaisons que nous tirons des objets matériels^ pour rendre sensibles les choses intellectuelles , sont, au fond 9 des identités.
J^ désire que les considérations précédentes, tput, imparfaites qu'elles sont, puissent attirer Tattention des observateurs philosophes sur les lois du sen^rium ou du monde intellectuel , loi» qu'il BOUS Importe autant d'approfondir que xelle^'du monde physique. On a imaginé d^ .hypçkthèsQs à peu près semblables poiu* expUquer le&.fphé90menes de ces deux mondes. Mais les fondedieos de (Q€^< hypothèses échappant à tous nos moyens d'observation et de calcul , on peut à leur égard^ dire avec Montaigne, que V ignorance et Vinouriosité sont un mol et doux cheyat^ pour reposer, une tête bien faite.
Des dii^rs mcgrens d€^pprocher de la certitude ^u
L'induction, l'analogie, des hypothèses fondée$ sur lesiaits et rectifiées sans c;esse par de nouvelles observations^ un tact heureux donné pur la natuk^^ et fortifié par des comparaisons nombreuses: de ses indications avec l'ej^érleace ;;, tels somt. le$ principaux moyens de parvenir i à laf vérité. .
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Si l'on considère avec attention la ' série, des objets 4e m^me joature^ on aperçoit entre «lui, et dans leurs changemens^ de& rapports qui se manifestent de plus en plus à mesure queja- âérie se prolonge ) et qui, en s'étendant et se général* sant sans cesse , conduisent enfin au piij^cipe dioil ils dérivent. Mais souvent ces apports sont emye^ loppés.de t^nt de circonstances étrfiQgèi:eâ, qu'il fi^ut. une grande sagacité pour les démélcff eit poun rjemonter à ce principe : c'est en c^; qu^ ^ctmA $iste Iç véritable génie de& sciences, ï^'AjoalgM et la Philosophie naturelle doivent ., latu'ç - pliia importantes découvertes à ço i^apyien, dE^cqmd que l'on nommC; induction. Ij[iew|on lui. a tété ri^yable de so^ théorème du ^ippoiei* Qt du principe de la gravitation universelle. Il QStt diffî<> cile d'apprécier la probabilité des résiiiltats de l'induction ^ qui se fonde sur ce que les. rapporUi les p^us simples sont les plus communs : c'esît qe q^| sie véi^e. dans les formules de l'Analyse^ e).,jÇfS que^ l'on retrouve dans les phénomène» i]^ur€il^ , dan$, la c^st^JUsat^op . et dans les combin^MSQQS d^iwiqn^r Cette siqqUiicilé de r^qpporta i^e p^aîtI^.,poi^t étonnante, si l'on cmisidéK que t^u^ les efiets^de la. nature ne sont que les résultats matliématiques d'un petit nombi^. lie lois immuables.
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Cependant rihduction, en fkisant découvrir les prineipes généraux des* sciences , hé snfflt pa^ pour les établir en rigueur. Il feut tdùjatlts' lè^ oonfirmer par des démonstrations, ou pstr^dèi expériences décisives.; car ^histoire des ^àdéncè^ nofi» montre: que IHnduction a quelquefois' cetaduit à des réisultats inexacts. Je citerai pôûY* exempley \m théorème de Fermât sur les nom^ bresjplrettilew.'ee grand: géotnètre, qui avait ph>j fondement inédite sut leur théorie , cherchait nnè (omûxilè (^i, ne renfermant que des notnbrës pWé^ miéysfdohnât directement un nombre iprémiéi* ffhis^^atidqtt'au^iun nombre assignable. L'Btfdttction'lë eoiidttfsit à penser que deux , érevë'àlafwe *puiâ9atiée ^iri était elle-même une puissaiicief de deiix, ïorinôît avec l'unité un nônibre piféU mier. Ainsi deux , élevé au carfè , jplus titi', formie'^ le nombre premier cinq : deux, élëviÔ à la ^dridef puissance dft deux , ou seize, foftiie avec Wii 1è nontbre premier dix-âept. Il ti^ôUvà-^ë ëéM^ët^^ encore vrai pour la huitièine'ët latstelzièttiè jJùi^ sance de deux , augmentées de l^UÈlîtê ; et ëèWèf induction , âppnyé€J de phisi^tirt» cbUsidératidiiS arithmétiques , lui fit^ Wgttrdfef èë l^ulttît ctotttmfè? général. Gependanfrftavmia qd'iÛné i'^Vâft pàk démontré. En eflFety Eulerâ ïiôfcotrtiu qùe-^délà' cesse d'avoir lieu pour la trente-deuxième pui*-
â5o £^AI P0XLO$OPH1QUï:
^nce de dçux , qui , augmentée de Tumibé 9 donne 4294967297 , nombre divisible par 64 1 •
Nous jugeons pstr induction ^ que si des év^ nemens divers , des mouvemens par exemple', paraissent constamment et depuis long-temp^ liés par un rapport simple , ils continueront, sans ceisse d'y être assujétis; et nous en concluons piM^Ja théorie des probabilités , que, ce rapport estiiû, non au hasard , mais à une causée régulièi^e. Ainai l'égalité des mouvemens de rotatiop et dfi révolur tion de la Lune ; celle des mouvem^os des noeuds . d^ l'orbite et^ de l'équateur lunaire ^ «t 1^ coïnoir dence de ces nœuds ; le rapport wig^lierjdfs xopitvepiens des trois premiers satejjijitesi. de, Jupiter, suivant lequel la longitude mpyeinne du prepûar satelUte, moins trois fois ^oelle du second ^ plus 4eux: fois celle du troisième , est égale à deux; angles droits; l'égalité de l'intervalle des . i^ai:ée^. ^ çplui des pasisages de la Lune au méridien ; le ^er fiçun de^p^ gx:andes marées avec lessyzygies^ et dçs plM$ petites, avec les quadratures ; toutes o^ choses ) qMi.se qos^iQtiennent depuis qu'on les qh^serve I indiq^çnt ;^v^ ime vraisemblqaice ejtptremf l'e^stençe 4^ a^^iep congelantes que les géomètres so^t Jbi^ireuseQi^ixti p^urenw 4 rattachera la loi de la pçsanjbçur im^iveriseU^^fit dont la connaii^sanoe rend certaijia^l^ perpétujlté de ces rapports.
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Le chancelier Bacon , promotseur si éloquent de la vraie méthode philosophique , a feit de l'induction un abus bien étrange, pour prouver rîmmobilité de la Terre. Voici comme il raisonne dans le Novum Organum^ son plus bel ouvrage, ce Le mouvement des astres , d'orient en occident, est d'autant plus prompt, qu'ils sont plus éloignés delà Terre. Ce mouvement est le plus rapide pour les étoiles : il se ralentit un peu pour Saturne , un peu plus pour Jupiter, et ainsi de suite , jusqu'à la Lune et aux comètes les moins élevées. Il est encore perceptible dans l'atmosphère, surtout entre les tropiques, à cause des grands cercles que les molécules de l'air y décrivent; enfin il est presque insensible pour l'Océan ; il est donc nul pour la Terre. » Mais cette induction prouve seulement que Saturne et les astres qui lui sont inférieurs ont des mouvemens propres , contraires au mouvement réel ou apparent qui emporte toute la sphère céleste d'orient en occident , et que ces mouvemens paraissent plus lents poàr les astres plus éloignés; ce qui est conforme aux lois de l'Optique. Bacon aurait dû être firappé de l'inconcevable vitesse qu'il foùt supposer aux astres, pour accomplir leur = révolution diùhie, si la Terre est immobUe , et de l'extrême sitnplicité avec laquée sa rotation explique comment
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dés corps aussi distans les uns des 'adtres que les étoiles y le Soleil , les planètes et la Lune, semblent tx>us assujétis à cette révolution* Quant à rOcéfiai= et à l'atmosphère , il ne devait point assi-^ miler leur mouvement à celui des astres, qui sont détachés de la terre ; au lieu que l'air et la mer faisant partie du globe terrestre , ils doivent par^ ticiper à son moitvem^it ou à son repoi. Il est singulier que Bacon , porté aux grandes vues par son 'génie/ n'ait pas été entfÉÛné'par l'idée nlajestuëuse que le systèmie de Coijiérmc oflfrte de Fuwivérs. Il pouvait cependant trbtiVër, en faveur de ce système, de fortes 'aMlë^ii^ dàfti les découvertes de Galilée, ijui kii lêfàieht côritiutes. Il a donné , pour la reèherch^ de la vérité , le' précepte ethon l'exèto^lé: Mais éri ' insistatit avëctoutefla force de la ràîsoiïi et de Télbquence ; sur* la liécessitéd'abandoïmerles^ subtilités insi^ giiîfiitBÈte^ de Fécôle, pour selivrei* aux obsei^ vation^'et aux expériences;' et en' îddiquaiit U vrs^e" méthode dé -«^éfever aux ^uses générale de&phé^okllènélïV ^'g^^^ philosophe a contrit bué aux progrèi 'immenses que l'esprit humain a faits dans té' -beau siècle où il a terminé sa carrière.
L'analogie est fondée sur la probabilité que les choses iSemblàbtes ont des causes du même
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genre, et produisent les mêmes effets. Plus la similitude est parfaite, plus cette . probabilité augix^ente» Ainsi nous jugeons saifes aucune douté que des êtres pourvus des mêmes organes , nké*- GutanjL les mêmes choses , éprouvent les mêmes sensations et sont mus par les mêmes désira; La probabilité que les animaux qui se rap4 prppbent de nou^ par leurs organes, ont des sensations analogues aux nôtres, quoiqu'un peu i^f^rie^ire à celle qui est relative aux individus de ^tre lai^pèce,, ^t encore e^^cessivement grande ;M il a^f^llu toute il'yafluence des préjugés religieujt pçjur iairi^jpçtnser à quelques philosophes que l^^ .a]ijijuQ(t^\ix , pj^njli , d^ purs automates. La pro^ b^Uté, 4q . Vç^^j^<^ ^u sentiment décroît . k mesure que l^ similitude des organes ayec: les nptres diminue; mais elle €»st toujours très, ibrtef, même pp^r les insectes* Eu voyant ceux d'un9 mçmef espèce exécuter des choses fort rOmlplî^ qiu^s,. exactement de la mémemaniQreîy^degénér r4ji;^^$en.générations et sansles atoif àpprises^^ 01^ , §st; porté . à . croire iqu'ils > a^s^pt . par | uni^ SQj^te jd'afifi^ité , analogi^e à , ftjeUft f^vi rapprocha les molécules des çristauiKy n^^ir qi^ , s^ jçdsélaaU^u sentiment attaché à toute organisation animale^ produit, avec lar^gularitaélde«c<wbipaiSAW5 chimiques^ des combinaisicws b^9wp<i[\^p. plus singu^
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lières : on pourrail peut-être nommer affinité animale ce mélange des afiBiiités électives et du sentiment. Quoiqu'il existe beaucoup d'analogie entre l'organisation des plantes et celle des animaux , die ne me parait pas cependant suffisante poiu* étendre aux végétaux la £aunilté de sentir; mais rien n'autorise à la leur refuser.
Le Soleil Élisant éclore par l'action bienfaisante de sa lumière et de sa chaleur les animaux et les plantes qui couvrent la terre, nous jugeons par l'analogie qu'il produit des efiGots semblables sur les autres planètes; car il n*est pas naturel de penser que la matière dcmt noos voyons Tac^ tivité se développer en tant de façons j soit sté* nie sur une aussi grosse planète que Jupiter qui ^ comme le globe terrestre, a ses jours, ses nuits et ses années , et sur lequel les observations m^ diquent des changemens qui supposent des forces tr^ actives. Cependant , ce serait donner trop d'extension à l'analogie que d'en condare la similitude des habitans des planètes et de la Terre. L'homme , &it pour la température dont il jouit et pour l'élément qu'il respire 9 ne pourrait pfas, selon toute. apparence, vivre sur les antres pla^ nètes» Mais ne doit>«il pas y avoir une infinité d'^ganisatioiis. relatives aux diverses coostitn* tipn^ des^globi^ deeet univers? Si la seule difi!^
reuce des élémens et des climats met tant de variété dans les productions terrestres, combien plus doivent différer celles des diverses planètes et de leurs satellites ! L'imagination la plus active ne peut s'en former aucune idée ; mais leur existence est très vraisemblable.
Nous sommes conduits par une forte analogie à r^arder les étoiles comme autant de soleils doués, ainsi que le nôtre , d'un pouvoir attractif . proportionnel à la masse et réciproque au carré des distances; car ce pouvoir étant démontré pour tous les corps du système solaire et pour leurs plus petites molécules , il paraît appartenir à toute la matière. Déjà les mouvemens des petites étoiles que l'on a nommées doubles à cause de leur rapprochement , paraissent l'indiquer : un siècle au plus d'observations précises , en constatant leurs mouvemens de révolution les imes autour des autres 7 mettra hors de doute leurs att)*àcfiota^' réciproques. ^
L'analogie qui nous porte à faire de chaque' étoile le centre d'un système planétaire est beaucoup moins forte que la précédente; mais elle acquiert de la vraisemblance par l'hypothèse que nous avons proposée sur la ^formation des étoiles et du Soleil; car, dans cette h^otbèse, cfaaqae étoile ayant été comme le Soleil-, -primitivèmeht
environnée d'une vaste atmosphère, il est naturel d'attribuer à cette atmosphère les mêmes effets qu'à l'atmosphère solaire , et de supposer qu'elle a produit, en se condensant, des planètes et des satellites.
Un grand nombre de découvertes dans les sciences sont dues à l'analogie. Je citerai, comme une des plus remarquables, la découverte de l'électricité atmosphérique, à laquelle on a été conduit par l'analogie des phénomènes électriques avec les effets du tonnerre.
La méthode la plus sûre qui puisse nous guider dans la recherche de la vérité, consiste à s'élever, par induction, des phénomènes aux lois et des lois aux forces. Les lois sont les rapports qui lient entre eux les phénomènes particuliers : quand elles ont fait connaître le principe général des forces dont elles dérivent, on le vérifie soit par des expériences directes, lorsque cela est possible, soit en examinant s'il satisfait aux j^énomènes connus; et si par une rigoureuse analyse on les voit tous découler de ce principe jusque dans leurs moindres détails ; si d'ailleurs ils sont très variés et très nombreux, la science alors acquiert le plus haut degré de certitude et de perfection qu'elle puisse atteindre. Telle est devenue l'Astronoinie par la découverte de la pe-
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santeur universelle. L'histoire des sciences fait voir que cette marche lente et pénible de l'induction n'a pas toujours été celle des inventeurs. L'imagination impatiente de remonter aux causes, se plaît à créer des hypothèses; et souvent elle dénature les faits , pour les plier à son ouvrage: alors y les hypothèses sont dangereuses. Mais quand on ne les envisage que comme des moyens de lier entre eux les phénomènes pour en découvrir les lois; loi^qu'en évitant de leur attribuer de la réalité , on les rectifie sans cesse par d(& nouvelles observations , elles peuvent con*duire aux véritables '.causes , ou du moins , nous mettre à portée de conclure des phénomènes observé^, ceux qu^ des circonstances données doivent fa^e éclore .
Si r.pn, essayait toutes les hypothèses que l'on peut fqrmer sur la cause des phénomènes , on parviendrait, par voie d'exclusion, à la véritable. Ce moyen a été employé avec succès : quelquefois on est arrivé à plusieurs hypothèses qui expliqu^ent également bien tous les faits connus , et entre lesquelles les savans se sont partagés , jusqu'à ce que des observations décisives aient fait connaître la véritable. Alors il est intéressant pour l'histoire de l'esprit humain, de revenir sur ces hypothèses, de voir comment elles parve-
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naient à expliquer un grand nombre de faits, et de rechercher les changemens qu'elles doivent subir pour rentrer dans celle de la nature. C'est ainsi que le système de Ptolémée, qui n'est que la réalisation des apparences célestes, se transforme dans l'hypothèse du mouvement des planètes autour du Soleil , en y rendant égaux et parallèles à l'orbe solaire , les cercles et les épicycles que Ptolémée fait décrire annuellement et dont il laisse la grandeur indéterminée. Il suffît ensuite, pour changer cette hypothèse dans le vrai système du monde , de transporter en sens contraire à la Terre , le mouvement apparent du Soleil.
Il est presque toujours impossible de soumettre au calcul la probabilité des résultats obtenus par ces divers moyens : c'est ce qui a heu pareillement pour les faits historiques. Mais l'ensemble (des phénomènes exphqués ou des témoignages est quelquefois tel , que sans pouvoir en apprécier la probabilité , on ne peut raisonnablement se permettre aucun doute à leur égard. Dans ks autres cas , il est pnident de ne les admettre^ qu'avec beaucoup de iréserve.
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Notice historique sur le Calcul des Probabilités.
Depuis long-temps on a déterminé dans les jeux les plus simples , les rapports des chances favorables ou contraires aux joueurs : les enjeux et les paris étaient réglés d'après ces rapports. Mais personne , avant Pascal et Fermât , n'avait donné des principes et des méthodes pour soumettre cet objet au calcul, et n'avait résolu des questions de ce genre un peu compliquées. C'est donc à ces deux grands géomètres qu'il faut rapporter les premiers élémens de la science des probabilités , dont la découverte peut être mise au rang des choses remarquables qui ont illustré le XVII* siècle , celui de tous qui fait le plus d'honneur à l'esprit humain. Le principal problème qu'ils résolurent par des voies difierentes , consiste, comme on l'a vu précédemment, à partager équitablement l'enjeu entre des joueurs dont les adresses sont égales, et qui conviennent de quitter ime partie avant qu'elle finisse, la condition du jeu étant que pour gagner la partie, il faut atteindre, le premier, un nombre donné de points différent pour chacun des joueurs. Il est clair que le partage doit se faire proportionnellement aux probabilités respectives des joueurs de gagner cette
partie, probabilités dépendantes des nombres de points qui leur manquent encore. La méthode de Pascal est fort ingénieuse , et n'est au fond que l'équation aux difiGérences partielles de ce problème, appliquée à déterminer les probahili*tés successives des joueurs, en allant des nombres les plus petits aux suivans. Cette méthode eat limitée au cas de deux joueurs : celle de ' Fermatî, fondée sur les combinaisons, s'étend à un nombre quelconque de joueurs. Pascal crut d'abord qu'elle était, comme la sienne , restreinte à «deux joueur»; ce qui établit entre eux une discu^sioa à la fin de laquelle Pascal recoimut la ;généralité de la méthode de Fermât. ; 1
Huygens réunit les divers problèmes que l'on avait déjà résolus, et en ajouta de nouvteaux,, dans un petit Traité, le premieit qui ait paru sur cette matière, et qui a pour titre : De Eatiocimis inludo4ileœ^ Plusieurs géomètres s'en occupèrent ensuite : Hudde^ le grand pensionnaire Witti en Hollande, et Halley en Angleterre, appliquèireiit le calcul aux probabilités de la vie humaine^ et Halley publia pour cet objet, la première 1 table de mortalité* Vers le même temps y Jaeques BernouUi proposa aux géomètres divers problèmes de probabilité dont il donna depuis des solutions. Enfin il composa son bel ouvrage intitulé luirs
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conjectandi^ qui ne parut que sept ans après sa mort, arrivée en 1706. La science des probabilités est beaucoup plus approfondie dans cet ouvrage que dans celui d'Huygens : l'auteur y donne une théorie générale des combinaisons et des suites, et l'applique à plusieurs questions difficiles, concernant les hasards. Cet ouvrage est encore remarquable par la justesse et la finesse des vues , par l'emploi de la formule du binôme dans ce genre de questions, et par la démonstration de ce théorème, savoir : qu'en multipliant indéfiniment les observations et les expériences , le rapport des évènemens de diverses natures approche de celui de leurs possibilités respectives, dans des limites dont l'intervalle se resserre de plus en plus, à mesure qu'ils se multiplient, et devient moindre qu'aucune quantité assignable. Ce théorème est très utile pour reconnaître par les observations , les lois et les causes des phénomènes. Beraoulli attachait avec raison une grande importance à sa démonstration qu'il dit avoir méditée pendant vingt années.
Dans l'intervalle de la mort de Jacques BernouUi à la publication de son ouvrage, Montmort et Moivre firent paraître deux traités sur le calcul des probabilités. Celui de Montmort a pour titre : Essai sur les Jeux de hasard; il con-
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tient de nombreuses applications de oe calcul aux divers jeux. L'auteur y a joint dans la se^ conde édition , quelques lettres dans lesquelles Nicolas Bernoulli donne des solutions ingénieu«ses de plusieurs problèmes difficiles. Le traité de Moivre , postérieur à celui de Montmort, parut d'abord dans les Trcaisactions philosophiques de Tannée 1 7 1 1 . Ensuite l'auteur le publia séparément^ et il l'a perfectionné successivement dans les trois éditions qu'il en a données. Cet ouvrage est principalement fondé sur la formule du binôme, et les problèmes qu'il contient ont^ ainsi que leurs solutions, une grande généralité. Mais ce qui le distingue , est la théorie des suites récurrentes et leur usage dans ces matières. Cette tiiéorie est l'mtégration des équations linéaires fifux difiFérences finies à coefficients ^x>nstans , intégration à laquelle Moivre parvient d'une ma- Àière très heureuse.
' Moivre a repris dans son ouvrage le théorème de Jacques Bernoulli sur la probabilité des résultats déterminés par un grand nombre d'obserMa" tions. Il ne se contente pas de faire voir, coitime Bernoulli, que leTÔpport des évènemens qui doivent arriver approche sans cesse de «celui de leurs possibilités respectives ; il donne de plus une expression élégante et simple de la probabiKié que
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la différence de ces deux rapports est contenue dans des limites données. Pour cela, il détermine le rapport du plus grand terme du développement d'une puissance très élevée du binôme à la somme de tous ses termes , et le logarithme hyperbolique de l'excès de ce terme sur les termes qui en sont très voisins. Le plus grand terme étant alors le produit d'un nombre considérable de facteurs , son calcul numérique devient impraticable. Pour l'obtenir par une approximation convergente, Moivre fait usage d'un théorème de Stirling sur le terme moyen du binôme élevé à une haute puissance, théorème remarquable, surtout en ce qu'il introduit la racine carrée du rapport de la circonférence au rayon, dans une expression qui semble devoir être étrangère à cette transcendante. Aussi Moivre fut41 extrêmement frappé de ce résultat que âtirhing avait déduit de l'expression de la circonférence en produits ioénis, expression à laquelle Wallis était parvenu par une singulière analyse qui contient le germe de la théorie si curieuse et si utile des intégrales définies.
Plusieurs savans, parmi lesquels on doit distinguer Deparcieux, Kersseboom, Wargentin, Dupré de Saint-Maure, Simpson, Sussmilch, Messène, Moheau^ Price, Baily et DuviUard,
ont réuni un grand nombre de données prëcieU'ses sur la population ^ les naissances, les mariages et la mortalité. Ils ont donné des formules et des tables relatives aux rentes viagères, aux tontines, aux assurances, etc. Mais dans cette courte notice , je ne puis qu'indiquer ces travaux utiles , pour m'attacher aux idées originales. De ce nombre est la distinction des espérances mathématique et morale, et le principe ingénieux qœ Daniel £er]:ioulli a donné pour soumettre celle-ci à l'analyse. Telle est encore l'application heureuse qu'il a faite du calcul des probabilités à Tinbculation . On doit surtout placer au nôtaibi^ de ces idées originales, la considération directe des possibilités des évènemens, tirées des évènemens observés. Jacques BernouUi et Moivre supposaient ces possibilités connues, et ils cherchaient la prdbaJ^ilité que le résultat des expériences à faire approchera de plus en plus de les représenter. Bayesr^^^dans les Transactions philosophiques de l'année ï 763^ a cherché directement la probabilité que les possibilités indiquées par des expériences déjà faites sont comprises dans des liim*> tes données ; et il y est parvenu d'une manière fine et très ingénieuse, quoique un peu embarra»» sée. Cet objet se rattache à la théorie de la probabilité des causes et des évènemens futurs ,
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conclue des évènemens observés; théorie dont j'exposai , quelques années après , les principes , avec la remarque de l'influence des inégalités qui peuvent exister entre les chances que l'on suppose égales. Quoique l'on ignore quels sont les évènemens simples que ces inégalités favorisent , cependant cette ignorance même accroît souvent la probabilité des évènemens composés.
En généralisant l'Analyse et les problèmes concernant les probabilités , je fus conduit au calcul des diiOférences finies partielles que Lagrange à traité depuis, par une méthode fort simple, et dont il a fait d'élégantes applications à ce genre de problèmes. La théorie des fonctions génératrices, que je donnai vers le même temps, comprend ces objets parmi ceux qu'elle embrasse, et s'adapte d'elle-même et avec la plus grande généralité aux questions de probabilité le& pliis difficiles. Elle détermine encore par des appixK^imations très convergentes, les valeurs «des fonStions composées d'un grand nombre de termes dt de facteurs ; et en faisant voir que la racine carrée du rapport de la circonférence au rayon entre le plus souvent dans ces valeurs , elle montre qu'une infinité d'autres transcendantes peuveat s'y introduire.
On a encore soumis au calcul des probabilités
les témoignages, les votes et les décisions des assemblées électorales et délibérantes , et les jugemens des tribunaux. Tant de passions , d'intérêts divers et de circonstances compliquent les questions relatives à ces objets, qu'elles sont presque toujours insolubles. Mais la solution de problèmes plus simples, et qui ont avec elles beaucoup d'analogie , peut souvent répandre sur ces questions difficUes et importantes , de grandes lumières que la sûreté du calcul rend toujours préférables aux raisonnemens les plus spécieux. L'une des plus intéressantes applications du calcul des probabilités concerne les milieux qu'il £siut choisir entre les résultats des observations. Plusieurs géomètres s'en sont occupés, et Lagrange a publié, dans les Mémoires de Turin , une belle méthode ponr déterminer ces milieux, quand la kn des erreurs des observations est con- Bue. J'ai donné pour le même objet , une méthode fondée sur un artifice singulier qui peut être emplqyé avec avantage dans d'autres que»* tions d'analyse, et qui en permettant d'étendre indéfiniment dans tout le cours d'un long calcul, des fonctions qui doivent être limitées par la na» toare du problème, indique les modifications que chaque terme du résultat final doit recevoir en vertu de ces limitations. On ayu précédemnieiit
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que chaque observation £>urnit une équation de condition du premier degré , qui peut toujours être disposée de manière que tous ses termes soient dans le premier membre y le second étant zéro. L'usage de ces équations est une des causes principales de la grande précision de nos tables astronomiques , parce que l'on a pu ainsi faire concourir un nombre -immense d'excellentes ob» servations à la fixation de leurs élémens. Lorsqu'il n'y a qu'un seul élément à déterminer, Côtes avait prescrit de préparer les équations de condition de sorte que le coefficient de l'élément inconnu fût positif dans chacune d'elles; et d'ajou* ter ensuite toutes ces équations, pour former une équation finale d'où l'on tire la valeur de cet élément. La règle de Cotes fut suivie par tous les calculateui^. Mai&^ quand il iiallait déterminer plu^ sieurs élémens , on n'avait aucune règle fixe pour combiner les équations de condition de manière à obtenir les équations finales nécessaires : ; sea*lement, on choisissait pour chaque ^ment lés observations les plus propres à le déterminer^ Ce fiit pour obvier à ces tatonnemens que MM. L^ gendre et Gaiiss imaginèrent d'ajouta* les carrés des premiers ïnembres des équations de condition, et d'en rendre la somme ^un mmimum^ en y fàir saut varier chaque ilém^it . inconnu : par ce
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moyen on obtient directement autant d'équations finales qu'il y a d'élémens. Mais les valeurs déterminées par ces équations méritent-elles la préférence sur toutes celles que Ton peut obtenir par d'autres moyens? C'est ce que le calcul des probabilités pouvait seul apprendre. Je l'appliquai donc à cet objet important, et je parvins, par une analyse délicate, à une règle qui renferme la précédente, et qui réunit à l'avantage de donner par un procédé régulier les élémens cherchés, celui de les faire sortir avec le phis d'évidence de l'ensemble des observations , et d^ea déterminer les valeurs qui ne laissent à craindre que les plus petites erreurs possibles.
Oi n'a cependant encore qu'une connaissance impar&ite des résultats obtenus , tant que la loi des erreurs dont ils sont susceptibles n'est pas connue : il faut pouvoir assigner la probabilité que ces erreurs sont contenues dans des limites données ; ce qui revient à déterminer ce que j'ai nommé poùis d'un résultat. L'Analyse conduit i des formules générales et simples pour cet objet. J'ai appliqué cette Analyse aux résultats des observations géodésiques. Le problème général consiste à déterminer les probabilités que les valeurs d'une ou de plusic^urs fonctions linéaires des erreurs d'un très grand nombre d'obserra-*
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lions 9 sont renfermées dans des limites quelconques.
La loi de possibilité des erreurs des observa* tions y introduit dans les expressions de ces pro* babilités une constante dont la valeur semble exiger la connaissance de cette loi presque toù-» jours inconnue. Heureusement, cette constante peut être déterminée par les observations mêmes. Dans la recherche des élémens astronomiques , elle est donnée par la somme des carrés des dî& férences entre chaque observation et le calcul. Les erreurs également probables étant propor^ tionnelles à la racine carrée de cette somme , on peut par la comparaison de ces carrés , apprécier l'exactitude relative des diverses tables d'un même astre. Dans les opérations géodésiques, ces carrés sont remplacés par les carrés des ei^ r^urs des sommes observées des trois angles «d^^ chaque triangle. La comparaison des carrés 'i(^ ces erreurs fera donc juger de la précision^'Hdhâ^ tive des instrumens avec lesquels on a mesuré les angles. On voit par cette comparaison, Tavauf tage du cercle répét;iteur sur les instrument qu'il a remplacés dans la Géodésie. > «i^'
Il exi^ souvent dans les < observations^ piu-» sieurs sources d'erreurs.: ainsi les positions àek astres étant déterminées au moyen de la lunette
méridienne et du cercle , tous deux susceptibles d'erreurs dont la loi de probabilité ne doit pas être supposée la même , les élémens que Ton déduit de ces positions, sont afifectés de ces erreurs. Les équations de condition que Ton forme pour avoir ces élémens, contiennent les erreurs de chaque instrument et elles y ont des coefficiens différens. Le système le plus avantageux des facteurà par lesquels on doit multiplier respectivement ces équations , pour obtenir par la réunion des produits autant d'équations finales qu'il y a d'élémens à déterminer , n'est plus alors celui des coefficiens des élémens dans chaque équation de condition. L'analyse dont j'ai fait usage conduit facilement, quel que soit le nombre des sources d'erreur, au système de facteurs qui donne les résultats les plus avantageux ou dans lesquels xxoe même erreur est moins probable <{ue dans tout autre système. La même analyse détermine les lois de probabilité des erreurs de ces résultats. Ces formules renferment autant de constantes inconnues qu'il y a de sources d'erreur, et qui dépendent des lois de probabilité de ces erreur»; Ou- a vu que dans le cas d'une source umqfoe, on peut déterminer cette constante en formant la somme des carrés des résidus de chaque équation de condition ^ lorsqu'on
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y a substitué les valeurs trouvées pour les élémens. Un procédé semblable donne généralement les valeurs de ces constantes, quel que soit leur nombre ; ce qui complète l'application du calcul des probabilités aux résultats des observations. Je dois ici faire une remarque importante. La petite incertitude que les observations, quand elles ne sont pas très multipliées , laissent sur les valeurs des constantes dont je viens de parler, rend un peu incertaines les probabilités déterminées par l'analyse. Mais il suffit presque toujours de connaître si la probabilité que les erreurs des résultats o]:)j;enus sont renfermées dans d'étroites limites, approche extrêmement de l'unité; et quand cela n'est pas , il suffit de savoir jusqu'à quel point on doit multiplier les observations, pour acquérir une probabilité telle, qu'il ne reste sur la bonté des résultats aucun doute raisonnable. Les formules analytiques des probabilités remplissent parfaitement cet objet; et sous ce rapport, elles peuvent être envisagées comme le complément nécessaire des sciences fondées sur un ensemble d'observations susceptibles d'av reur. Elles sont même indispensables ^pour pé* soudre un grand nombre de questions dans les sciences naturelles et morales. Les causes régulières des phénomènes sont le plus souvent , ou
inconnues^ ou trop compliquées pour être soumises au calcul : souvent encore leur action est troublée par des causes accidentelles et irrégulières ; mais elle reste toujours empreinte dans les évènemens produits par toutes ces causes , et elle y apporte des modifications qu'une longue suite d'observations peut déterminer. L'analyse des probabilités développe ces modifications : elle assigne la probabilité de leurs causes , et elle indique les moyens d'accroître de plus en plus cette probabilité. Ainsi , au milieu des causes ir régulières qui agitent l'atmosphère ^ les changemens périodiques de la chaleur solaire ^ du jour à la nuit , et de l'hiver à l'été j produisent dans la pression de cette grande masse fluide , et dans la hauteur correspondante du baromètre, des oscillations diurnes et annuelles que de nombreuses observations barométriques ont fait connaître avec ime probabilité au moins égale à celle des faits que nous regardons comme certains.
C'est encore ainsi que la série des évènemens historiques nous montre l'action constante des grands principes de la morale , au milieu des passions et des intérêts divers qui agitent en tous sens les sociétés^ Il est remarquable qu'une science qui a commencé par la considération des
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jeux , se soit élevée aiix plus importans objets des connaissances humaines.
J'ai rassemblé toutes ces méthodes, dans ma Théorie analytique des Probabilités ^ où je me suis proposé d'exposer de la manière la plus générale , les principes et l'Analyse du Calcul des Probabilités , ainsi que les solutions des pro-r blêmes les plus intéressans et les plus difËciles que ce calcul présente.
On voit par cet Essai , que la théorie des probabilités n'est au fond , que le bon sens réduit au calcul : elle fait apprécier avec exactitude ce que les esprits justes sentent par une sorte d'instinct , sans qu'ils puissent souvent s'en rendre compte. Elle ne laisse rien d'arbitraire dans le choix des opinions et des partis à prendre, toutes les fois que l'on peut , à son moyen , déterminer le choix le plus avantageux. Par là, elle devient le supplément le plus heureux à l'ignorance et à la faiblesse de l'esprit humain. Si l'on considère les méthodes analytiques auxquelles cette théorie a donné naissance , la vérité des principes qui lui servent de base , la logique fine et délicate qu'exige leur emploi dans la solution des problèmes, les établissemens d'utilité publique qui s'appuient sur elle , et l'extension qu'elle a reçue et qu'elle peut recevoir encore , par son
application au& questions les plus importantes de la Philosophie naturelle et des sciences morales ; si l'on observe ensuite que dans les choses mêmes . qui ne peuvent être soumises au calcul , elle donne les aperçus les plus sûrs qui puissent nous guider dans nos jugemens, et qu'elle apprend à se garantir des illusions qui souvent nous égarent , on verra qu'il n'est point de science plus digne de nos méditations , et qu'il soit plus utile de faire entrer dans le système de l'instruction publique.
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