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Essai sur la théorie des nombres
À zx juger par différens fragmens qui nous restent, et dont quelques-uns sont consignés dans Euclide, il paraît que les anciens Philosophes avaient fait des recherches assez étendues sur les propriétés des nombres. Mais ik leur manquait deux instrumens pour approfondir cette science ; l'art de la numération qui sert à exprimer les nombres avec beaucoup de facilité , et l'Algèbre qui généralise les résultats et qui peut opérer également sur les connues et les inconnues. L'invention de lun et l’autre de ces arts dut donc influer beaucoup sur les progrès de la science des nombres. Aussi voit-on que l'ouvrage de Diophante d'Alexandrie , le plus ancien auteur d’Algèbre qu’on connaisse , est entièrement consacré aux nombres, et renferme des questions difficiles résolues avec beaucoup d’adresse et de sagacité.
Depuis Diophante jusqu'au temps de Viète et de Bachet, les Mathématiciens continuèrent de s’ogcuper des nombres, mais sans beaucoup de succès , et sans faire avancer sensiblement la science. |
Viète, en ajoutant de nouveaux degrés de perfection à VAlgèbre, résolut plusieurs problèmes difficiles sur les nombres. Bachet, dans son ouvrage intitulé Problèmes plaisans et délec-
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tables , résolut l'équation indéterminée du premier degré: par une méthode générale et fort ingénieuse, On doit à ce même savant un excellent commentaire sur Diophante, qui fut depuis enrichi des notes marginales de Fermat.
Fermat , Pun des Géomètres dont les travaux contribuèrent le plus à accélérer la découverte des nouveaux calculs, cultiva avec un grand succès la science des nombres, et s’y fraya des routes nouvelles. Ona de lui un grand nombre de Théorèmes intéressans, mais il les a laissés presque tous sans démonstration. C'était: l'esprit du temps de se proposer des problèmes les uns aux autres. On cachait le plus souvent sa méthode, afin de se réserver des triomphes nouveaux tant pour soi que pour sa mation; Car il y avait surtout rivalité entre les Géomètres français et les anglais. De là il est arrivé que la plupart des démonstrations de Fermat ont été perdues, et le peu qui nous en reste, nous fait regretter d’autant:plus cellés qui nous manquent.
Depuis Férmat jusqu'à Euler, les Géomètres , livrés entierement à la découverte ou à Papplication des nouveaux calculs, ne s’occupèrent point de la Fhéorie des Nombres. Euler , le premier, Sattächa à cette partie; les nombreux Mémoires qu'il a publiés sur cette matière dans lès Comuinentaires de Pétersbourg , et dans d’autres ouvrages ; prouvent combien il avait à cœur de faire#faire à la science des Nombres les mêmes progrès dont la plupart des autres parties des Mathématiqeus lui étaient redevables. Il est à croire aussi qu'Euler avait un goût particulier pour ce genre de recherches, et qu'il s'y livrait avec une sorte de passion, comme il arrive à presque tous ceux qui s'en occupent. Quoi qu'il em soit, ses savantes recherches
" PRÉFACE. “+ le conduisirent à démontrer deux des principaux T'héorèmes de Fermat, savoir, 1°. que sia est un nombre premier, -et-x un nombre quelconque non divisible par @, la formule 2x ést toujours divisible par a; 2°. que tout nombre premier de forme 47 + 1, est la somme de deux quarrés.
Une multitude d’autres découvertes importantes se font remarquer dans les Mémoires d’Euler. On y trouve la théorie des diviseurs de la quantité a" +8", le traité de partitione numerorum, qui est inséré aussi dans son Jntrod. in Anal. tnfinit., Pusage des facteurs imaginaïres ou irrationnels dans la résolution des équations indéterminées , la résolution générale des équations indéterminées du second degré, en supposant qu’on en connaisse une solution particulière ; la démonstration de beaucoup de T'héorèmes sur les puissances des nombres, et particulièrement de ces propositions négatives avancées par Fermat; que la somme ou la différence de deux cubes.ne peut être un cube, et que la somme: ou la différence dedeux biquarrés ne peut être un quarré. Enfin on. trouve dans ces mêmes écrits un grand nombre de questions indéterminées résolues par des artifices analytiques très-ingénieux.
Euler a été pendant long-temps presque le seul Géomètre qui. se soit occupé de la Théorie des Nombres. Enfin Lagrange est entré aussi dans la même carrière, et ses premiers pas ont été signalés ‘par des succès égaux à ceux qu'il avait déjà obtenus dans des recherches d’un genre plus sublime. Une méthode générale pour résoudre les équations indéterminées du second degré, et, ce qui était plus difficile , une méthode pour les résoudre en nombres entiers, fut le coup d’essai de ce savant illustre ; bientôt après il appliqua les fractions continues à cette
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branche d’analyse ; il démontra le premier que la fraction con-
tinue égale à la racine d’une équation rationnelle du: second degré, devait être périodique, et il en‘éonclut que le problème de Fermat, concernant l'équation 3° — 4yÿ* = 1,.est toujours résoluble ; proposition qui n’avait pas encore été établie d'une manière rigoureuse, quoique plusieurs Géomètres eussent donné des méthodes pour la résolution de cette équation.
Le même savant , par des recherches ultérieures qui sont consignées dans les Mémoires de Berlin, a démontré le premier que tout nombre entier est’ la somme de quatre quarrés ; om lui doit également plusieurs autres démonstrations importantes; mais la plus remarquable: de ses découvertes est une méthode générale de laquelle découlent comme corollaires. une infinité de Théorèmes sur les nombres premiers.
Cette méthode, singulièrement féconde, est. fondée sur la considération des formes tant quadratiques que linéaires qui conviennent aux diviseurs de la formule 4° + au”, où # et x sont deux indéterminées, et & un nombre donné. I} restait cependant à établir, d’une manière générale , la relation qui doit exister entre les formes linéaires et les formes quadratiques appliquées aux nombres premiers ;. car au défaut du principe qui contient. cette relation (1) ; la: Théorie de Lagrange, qui donne une infinité de Théorèmes pour les nombres premiers 4n + 3, n’en fournit qu'un très-petit nombre relatifs aux nombres premiers 472 + 1.
Un Mémoire que jai publié dans le volume de PAcadémie
(1) Voyez sur cet objet les Mémoires de l’Académie des Sciences de Berlin, äunée 1779, pag. 3b0 et 352.
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. PRÉFACE. x} des Sciences pour l'année 1785, offre les moyens de démontrer le principe dont il s'agit, et renferme d’ailleurs des propositions qui paraissent avancer la science des nombres. J’y ai donné 1°, la démonstration d’un Théorème pour juger de la possibilité ou de l'impossibilité de toute équation indéterminée du second degré, ramenée à la forme ax? + by? = cz*; 2°. la démonstration d’une loi générale qui existe entre deux nombres premiers quelconques, et qu’on peut appeler /oz de réciprocité ; 30. l'application de cette loï à diverses propositions; et son usage, tant pour perfectionner la Théorie dé Lagrange, que pour vaincre d’autres difficultés du même genre,
Le même Mémoire contient en outre Pébauche d’une théorie entièrement nouvelle sur les nombres considérés en tant qu’ils sont décomposables en trois quarrés ; théorie à laquelle appartient le fameux Théorème de Fermat , qu'un nombre quelconque est la somme de troistriangulaires, etcetautré Théorème du même auteur, que tout nombre premier 82 -+ 7 est de la forme p° + q° + 2r°.
Depuis Pépoque de la publication de ce Mémoire, je me suis occupé à diverses reprises de développer les vues qu'il contient, et d'apporter quelques perfectionnemens à différens points de la Théorie des Nombres ou de l'Analyse indéterminée (1). Mes recherches à cet égard ayant été suivies de
(1) Je ne sépare point la Théorie des Nombres de l'Analyse indéterminée , et je regarde ces deux parties comme ne faisant qu'une seule.et même branche de l'Analyse algébrique. En effet, il n’est pas de Théorème sur les nombres qui ne soit relatif à la résolution d’une ou de plusieurs équations indéterminées. Ainsi quand on assure , d’après Fermat, que tout nombre premier 4n +- 1 est la somme de deux quarrés, c’est comme
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xÿj PRÉFACE. | quelques succès, je me proposais d’abord d'en publier le résultat dans un Mémoire particulier ; j'ai cru ensuite devoir profiter de cette occasion pour traiter la Théorie des Nombres avec plus détendue qu’on ne la fait jusqu’à présent, et en y comprenant le résultat des principales recherches d’Euler et de Lagrange sur la même matière.
C’est ainsi que je me suis déterminé à composer l’ouvrage que j'offre en ce moment au Public; je le donne non comme un traité complet, mais sirnplement comme un essai qui fera connaître à-peu-près l’état actuel de la science, et qui contri-
buera peut-être à en accélérer les progrès. # .. .. +. . +. :
si on disait que l'équation 4 —y* + 2° est toujours résoluble tant que 4 est un nombre premier de la forme 4 1. On peut ajouter que dans ce même cas l'équation A=—y° + 2° n'aura jamais qu'une solution, ce qui est un second Théorème contenant
-une propriété caractéristique des nombres premiers 4n + 1.
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INTRODUCTION
CONTENANT DES NOTIONS GÉNÉRALES SUR ee
Ne. objet, dans cette Introduction, est de présenter quelques considérations générales sur la nature des nombres, et-particulièrement sur celle des nombres premiers. Maïs, avant tout, nous croyons devoir nous occuper de quelques propositions fondamentales ;' dont la démonstration ne se trouve pas dans les Traités ordinaires d’Arithmétique, ou du moins n’y est présentée que d’une manière peu rigoureuse.
I. Nous examinerons d’abord pourquoi le produit de deux nombres demeure le même, en changeant l’ordre des facteurs, c'est-à-dire, pourquoi AXB=B X A.
Soit 4 le plus grand des deux nombres Z.et B, soit C leur différence, et en conséquence 4 = B + C. On accordera aisément que le produit dé A par B, c’est-à-dire 4 pris B fois, est GOEOse du produit de B par B et du era de C par B, de sorte qu’en écrivant le multiplicateur le dernier, on a AXB—=BXB+CXx B. Mais le produit de B par À ou par BC, est composé aussi de B pris B fois et de B pris C fois, de sorte quona BX 4—BXB+4+8B X C. De là on voit que le produit 4x B sera le même que le produit B X 4, si le produit
LA
partiel CX B est égal à B x C. Mais par la même raison l'égalité entre CB et BC se prouvera par l'égalité entre deux produits plus petits CD et DC; et en continuant aïnsi on parviendra nécessairement, soit au cas où les deux facteurs sont égaux, soit au Cas où l’un des deux est égal à l'unité. Dans le premier cas, l'égalité est manifeste; dans le second, elle se conclut de ce que H X x est Æ, ainsi que 1 X Æ. Donc le Pio Cu A X B est toujours égal au produit B x 4.
IL. On suppose ordinairement qu'en multipliant un no bEe donné C par un autre nombre ÏV qui est lui-même le produit de deux facteurs A et B, il revient au méme de multiplier € par À tout d’un coup, ou bien de multiplier € par 4, ensuite le produit par Z.
Pour démontrer cette proposition, j'observe d’abord que le produit 48 west autre chose que 4+.4+ 4 + etc., le nombre de ces termes étant PB. Lors donc qu’on multiplie un troisième nombre C par le produit 4B,@nest censé répéter B fois l'opération de multiplier C'par 4, e’est-à-di ’on a CA+HCA+CA+Hetc., le terme C4 étant écrit B fois. Le résultat est donc C4 x P, de sorte qu'on a Cx 4B=CAXB.
IT. D’après ces deux propositions, on démontrera facilement que le produit de tant de facteurs qu'on voudra, demeure toujours le méme , en quelque ordre que les facteurs soient multipliés.
Pour prouver, par exemple » que le produit 4X BX CX D est égal au produit CX AXDXB, je commence par faire ensorte que la même lettre occupe la dernière HA dans les deux. Or on a, en vertu des
propositions précédentes , 4 x BC— 4 x CB—ACxXB; done AXBXCXD—=ACXBXD—ACX BD— ACX D x P:;la lettre B. est à la dernière place dans ce produit, comme elle l’est dans l'autre produit donné CÆDB. Otant la dernière lettre, ilsuflira de prouver l'éga-
lité ZC x D=CxXAX D; or celle-ci résulte de ce que AC=CX À. IV. « Le produit de deuxnombres 4 et B est divisible par tout nombre
» qui divise exactement l’un des deux facteurs Z et B. » Cär soitÜ un nombre qui divise B, et soit'en conséquence B=—CX0,
on aüta 4B—1C x 0; donc AB divisé par 8 donne le quotient exact AC.
V:.« Si le nombre 8 divise ä-la-fois les deux nombres A et B, 1 di
INTRODUCTION. 3 » visera la somme et la différence de deux multiples quelconques de ces » nombres. »
Car si l'ona 4— 40, B—P', il en résulte mAEnB—mA0EnB'8, quantité qui, divisée par 0, donne le quotient exact m/ÆnB".
VI. « Tout nombre premier qui ne divise ni l’un ni l’autre des fac= » teurs 4 et P, ne peut diviser leur produit 4B. »
Cette proposition étant l’une des plus importantes de la théorie des nombres, nous donnerons à sa démonstration tout le développement nécessaire.
Soit, s’il est possible, 8 un nombre premier qui ne divise ni 4 ni PB, mais qui divise le produit 4B, on pourra supposer qu’en divisant A par 8 on a le quotient »#7 (qui pourrait être zéro) et le reste 2’; on aura donc 4—m1+ 1", et semblablement B—n79+ PB. Donc AB = mn# + n A8 + mB'4 + 4'B'. Ceue quantité, d'après l'hypothèse, doit être divisible par 0, et comme les trois premiers termes sont divisibles par 0, il faudra que le quatrième Æ4’B soit égalément divisible par 9 ; ainsi nous pourrons faire 4°B— C'\.
Dans ce premier résultat, nous remarquerons 1°. que 4’ et B’ ne sont zéro ni l’un ni l’autre, parce que À et B sont supposés non divisibles par 0; 2°. que 4’ et PB”, comme restes de la division par 8, sont moindres que 0; 3°. qu'aucun des nombres 4” et B° ne peut être égal à lunité; car si on avait A— 1, le produit PB" se réduirait à B'; or B” étant <8, il est impossible qu'on ait B'— C'8. È
Nous avons donc deux nombres entiers, 4’, B', tous deux plus grands que l'unité , et tous deux moindres que 8, dont le produit est divisible par 0, de sorte qu'on a 4'B'=—C'0. Voyons les conséquences qui en résultent.
Puisque 4’ est moiidre que 0, on peut diviser 8 par 4’; soit p le quotient et 4” le reste, on aura 8—p4'+ 4"; donc 0x B'—pA'B'4+4"F. Le premier membre est divisible par 8, il faut donc que le second le soit aussi. Mais la partie Z°B” estdivisible d'elle-même par 8, puisque A'B'= C8; donc l'autre partie #°B’ doit étre encore divisible par 0.
Le nombre 4", comme reste de la division par 4’, est moindre que 4", il nie peut d’ailleurs être zéro; car si cela était, 0 serait divisible par 4” et ne serait plus un nombre premier. Donc du produit 4B', supposé divisible par 9, ôn tire un autre produit 4"B' divisible encore par 8, ét qui est plus petit que Z’B' sans être zéro. ©:
* En suivant le rnême raisonnement, on déduira du produit 4’B” un
autre produit 4”B’ ou 4°B", encore plus petit, et qui sera toujours di= visible par 0 sans être zéro.
Et en continuant la suite de ces produits décroissans, on parviendra nécessairement à un nombre moindre que 8. Or il est impossible qu’un nombre moindre que 0, et qui n’est pas zéro, soit divisible par 8; donc hypothèse d'où l’on est parti ne saurait avoir lieu.
Donc si les nombres Æ et B ne sont divisibles, ni l’un ni l'autre, par 6, leur produit 4B ne pourra non plus être divisible par 4.
VII. La doctrine des incommensurables repose entièrement sur le principe qu’on vient de démontrer. En effet, s’il existait, par exemple,
M y ‘ . . TE pa , x k
tüne fraction rationnelle — égale à ÿ/2, il faudrait que — fût égale à 2. n 12 a
Donc 7° devrait être divisible par chacun des nombres premiers qui
Da LC . . TL 7 , , » .
divisent 7. Mais la fraction — étant censée irréductible, 77 n’a aucun
diviseur commun avec z; donc, en vertu du théorème précédent, »° ne peut avoir non plus aucun diviseur commun avec 7; donc il est im- :
possible qu’on ait = 2e En général une puissance quelconque du nombre a ne peut avoir pour diviseurs d’autres nombres premiers que ceux qui divisent a; ainsi s’il n'y a point de nombre entier x tel que x" — 0, b étant un nombre
donné, 1l n’y a point non plus de fraction © telle que — —4.
VIIL. « Un nombre quelconque W, s'il n’est pas premier, peut étre » représenté par le produit de plusieurs nombres premiers «&, 6, y, etc., » élevés chacun à une puissance quelconque, de sorte qu’on peut toujours, », supposer. V—=a"€"}", etc. »
La: méthode à suivre pour opérer cette décomposition, consiste à essayer la division du nombre IV par chacun des nombres premiers 2, 5,5,7, 11, etc. Lorsque la division réussit par l’un de ces nombresæ, on la répète autant de fois qu’elle est possible, par exemple, 71 fois, et en appelant le dernier quotient P, on a N—«a"P:
Le nombre P ne pouvant plus être divisé par «, 1l est inutile d'essayer la division de P par un nombre premier moindre que æ; car si P était divisible par 6 moindre que &, äl est clair que JV serait aussi divisible par 8, ce qui est contraire à la supposition: On ne devra donc essayer, de diviser P que par des nombres premiers plus grands. que &; on trou
INTRODUCTION. 5 vera ainsi successivement P—=6"Q, Q=y"R, etc., ce qui donnera N=a"lr», etc.
IX. « Si, après avoir essayé la division d’un nombre donné A par les » nombres premiers plus petits que ÿ/ÙV, on n’en trouve aucun qui di- » vise À , on en conclura avec certitude que À est un nombre premier. » Car supposons que M soit divisible par un nombre premier 8>4y/W, on aurait donc, en appelant P le quotient, N—6P. Mais puisque
8 est >ÿ/N, on aura P = à. < Es <y/_N; donc N serait divisible
par un nombre P moindre qué ÿ/V; donc, à plus forte raison, il serait divisible par un nombre premier <4/W, ce qui est contre la supposition.
On peut donc trouver, de cette manière, si un nombre donné W est premier, ou s'ilne l’est pas; mais quoique cette méthode soit susceptible de quelques abrégés dontnous ferons mention ci-après, elle est engénéral longue et fastidieuse. Aussi plusieurs mathématiciens ont-ils jugé con= venable de construire des tables de nombres premiers plus où moïns étendues.
La manière la plus simple de construire ces tables, est de commencer par écrire de suite les nombres impairs 1,3, 5,7, etc. jusqu'à 100000, ou telle autre limite qu'on peut se proposer. Cette suite étant: formée, on en efface successivement tous les multiples de 3, tous ceux de 5, tous ceux de 7, etc., en conservant seulement les premiers termes 5, 5,7, etc., non effacés par les opérations antérieures. De cette manière ; il est visible que tous les nombres restans n’ont d’autres'diviseurs qu’éuxmêmes, et qu’ainsi ils sont des nombres premiers. On trouvera à la fin de cet Ouvrage une Table n° 4X, qui contient les nombres premiers jusqu'à 1229. Dans un Livre intitulé, Georgii Vega Tubulæ, logarithmico-trigonometricæ, Lipsiæ 1797, on en trouve une qui s'étend jusqu’a 400000 , et qui a, de plus, l'avantage d'indiquer pour chaque nombre composé le plus petit nombre premier qui en est diviseur.
X. Un nombre W étant réduit à la forme a"6”?, etc. , tout diviseur de ce nombre sera aussi de la forme æ“6'>", etc., où, les exposans x, y, 4, etc. ne: pourront surpasser 2, 2, p, etc. Il suit de, là que tous les diviseurs du nombre V seront les différens termes. du produit développé
PE (ia. spa) (1-H6HE. 6") (etc,)
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Donc le nombre de tous ces diviseurs est (m1) (21) (p+1) etc.
Et en même temps la somme de ces mêmes diviseurs est égale a P. et peut se mettre sous la forme
ani ms +; CH y PHI — 1 JS ae PP EE Cr ES SE Pc UT æ—i ? C— 1 7—1
Par exemple, puisqu'on a 360=— 2°.3?.5:, le nombre des diviseurs de 560 est 4.3.2—24, et leur somme un Dr Gr 51
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. XI: Il est facile de trouver un nombre qui ait tant de diviseurs qu’on voudra. Cherchons , par exemple, un nombre qui ait 36 diviseurs; on décomposera 36 en facteurs premiers ou non, tels que 4.3.3; on diminuera chaque facteur d’une ünité, ce qui donnera 3.2.2; d’où l’on conclura que «°6*}* est l’une des formes du nombre cherché, æ&, 6, y étant, des nombres premiers inégaux. Les facteurs 6, 3, 2 donnéraient une autre forme æ°6*7', dans laquelle le plus simple des nombres com
. pris rest 2°.32:5 — 1440.
XIE. Si on cherche en combien demamièreslenombre V—4"6";r, etc. peut être le produit de deux facteurs Z et B, on trouvera que ce nombre (m1) (a+ 1) (pH) etc. Car chaque diviseur À est accompagné
de son inverse 7 ou PB ; ainsi le nombre des quantités 4B ou BA est
la moitié de celui des diviseurs de M.
Si le nombre NV était un quarré , tous les exposans », »,p, etc: seraient pairs, et alors la moitié du produit (m1) (n+-1) (p+-1) etc. contiendrait la fraction =, pour laquelle il faudrait prendre l'unité.
XIIL Si l’on. veut que les deux facteurs dans lesquels on décompose le nombre soient premiers.entre eux, alors le nombre des combinaisons ne dépend plus des exposans 72, n, p, etc:, et il est le même que si le nombre À était simplement 464, etc. de sorte qu’en appelant le nombre des facteurs premiers inégaux 4,6, , etc., on aura 2!—* pour le nombre de mañières de partager V en deux facteurs premiers entre eux.
Par exémple, le nombre 1800 peut se partager de 18 manières en deux facteurs ; mais ïl ne peut se partager que de quatre manières en deux facteurs premiers entre eux; car On a 1800 2°.3°.5°, et:3%2 4.
XIV. Un nombre !V-étant donné, soït proposé de trouver combien
motess Se mana ARR —— : ë D STORES DT M eme ER mc eme - Se M NE mg ant-mamÿneiee LT OPMRENR, D
INTRODUCTION. 7 il y a de nombres premiers à 2 et plus petits que V. Pour cela, nous allons examiner successivement l'influence des différens facteurs premiers sur le résultat.
Soit d'abord N—«xM, æ étant un nombre premier et A] un facteur quelconque qui pourrait être divisible par & ou par une puissance de &. Si l’on considère la suite dés nombres naturels 1, 2, 3...7V, les termes de cette suite qui sont divisibles par & forment eux-mêmes la suite a, 24, 5a,..Ma; leur nombre — W; donc en appelant x le nombre des termes de la première suite qui ne sont pas divisibles par æ, on aura
a = Ma —M=M (as) =N (12).
Soit en second lieu N=—2x6M, & et 6 étant deux nombres premiers différens et 7 un facteur quelconque. Dans la suite 1, 2, 3...N ,on peut distinguer trois sortés de termes, 1°. les x termes qui ne sont divisibles ni par & ni par 6; 2°. les termes qui sont divisibles par l’un de ces nombres premiers, sans l'être par l’autre; 8°. les termes divisibles par «6. ;
Les termes divisibles par « sont au nombre de ou M6; mais si on en exclut les termes divisibles par 6, leur nombre se réduirä , Suivant ce qu'on a déjà ‘trouvé, à M(6—:1). De même les termes divisibles par 6, sans l'être par &, sont au nombre de # (a —1). Enfin les termes divisibles par &6 sont au nombre de M. Donc on aura
aGM=x+M(6É=:1)+M + M(a— 1);
x = M (à — Rs J=N (Gi) (5)
Soit en troisième lieu V — 467 M; noùs distinguerons semblablement dans la suite 1, 2, 3.../V, quatre sortes de’ termes, 1°. les x termes tqui ne sont divisibles par aucun des facteurs &, 6, 7: 2°. les termes qui sont divisibles par un de ces facteurs seulement; 3°. ceux qui le sont par deux seulement; 4°. enfin ceux qui le sont par trois.
Les termes divisibles par & sont en général au nombre de À ou
d'où Pon tire
MÉy; mais si parmi eux on ne considère que ceux qui sont premiers à 6 et y, leur nombre se réduit à M(6—1) (y—1), ainsi qu'on l'a trouvé dans le second cas.
ne ; PR N , Les termes divisibles par «6 sont en général âu nombre de re ou My;
mais en ne considérant parmi ceux-Ci que les termes premiers à +, leur nombre se réduit à M(>—1).
Enfin les termes divisibles par «67 sont au nombre de _ ou 47: #n7
Donc on aura À ou aGyM=xRM(É—i)(y—i) M (y—:3)+M +M(y—x)(a—1) + M(a— 31) M (œ—1) (6 —1)+M(6— 1).
Soit, pour un moment, ait", 6—1=—=6", y—1=7y, le premier membre deviendra M (a+ 1) (61). (+1), ou Ma6y +ME y +My +M + My + Ma’, + Ma/C+ M6, Et le second membre ne diffère de cette quantité que par le premier
La
terme; qui est x au lieu-de M6"). Donc on a x= Mu}, ou
en (=D (D (=)
Le même raisonnement s'étend aisément à un-plus grand nombre de facteurs, et on voit que le résultat sera toujours de la même forme.
XV. Cela posé, tout nombre W pouvant ètre mis sous la forme a"Gryr, etc., laquelle est comprise dans l'expression générale Maby, etc., il est clair que par la formule
em (1) (et) (63), a
on eonnaîtra combien il y a de nombres premiers à JV et plus petits que NV.
Par exemple, on a 60=—2°,3.5, et 6o(1—+) (1—+5) (12) 16; donc il y a 16 nombres plus petits que 60 et premiers à 60. Ces nombres Sont 1, 7,, 115 19,.17; 19, 25, 20,,31, 37, 41, 49; 47» 40) 993 59.
XVI. Cherchons maintenant combien de fois un nombre premier donné 8 est facteur dans la suite des nombres naturels depuis 1 jusqu’à W, ou, ce qui revient au même, quelle est la plus grande puissance de 8 qui divise. le produit 1.2.3..,.1V.
Pour cela, désignons par Æ (£ ) l'entier le plus grand contenu dans
c . 12 U y» 2 » = la fraction mo €t le nombre cherché ou l’exposant de 8 étant nommé x ,
INTRODUCTION. 9 nous aurons
x=E(T)+E (à) dE es Le etc. ,
cette suite étant prolongée tant que le numérateur est plus grand que le dénominateur.
; nn N ? :
En eflet, il est évident que Æ (5) représente le nombre des termes de la suite 1, 2, 3....N, qui sont divisibles par 0; pareillement, : . .
E () représente le nombre des termes de la même suite qüi sont di-
visibles par 6°, ainsi des autres. Or si dans le produit 1.2.3...N, il n’y avait point de termes divisibles par 8*, le nombre des facteurs 8 qui
divisent ce produit serait simplement Æ ();: s'ily a ensuite des termes divisibles par 8°, chacun de ces termes ajoute un nouveau facteur 8 x celui qui était déjà compris dans Æ (G): de sorte qu’à raison des termes divisibles par 6, et des termes divisibles par 6, le nombre des facteurs 4 devient Æ (7) + E (à) Pareillement, chaque terme divisible par 6 ajoute un facteur 8 de plus à ceux qui étaient déjà dénombrés ; de sorte que le nombre total des facteurs 9 devient Æ G + FE G n) + E e AE
ainsi de suite jusqu'à ce qu'on parvienne à une puissance 8> NW; alors la série des Æ est terminée, puisque . étant plus petit que l'unité, l’en« tier compris Æ (a) = 0.
XVII. Cherchons, par exemple, combien, dans le produit des nombres naturels de x à 10000, il y a de fois le facteur 7. Nous ferons l’opération suivante, qui se termine bientôt,
EE
E CAE us ee EÉ)=E(5)= 0
nr UT lo ie NUS ee zu E VF ONRCE
La somme de tous ces nombres = 1665; donc le produit dont il s'agit est divisiblé par 7%.
Si le nombre proposé “he été une RE enuere de 7, on aurait
en exactement += }V Œ Has - + etc. )= =
« En général, si om a IV — 0", le nombre des Buste 8 compris dans le produit 1.2.5...1V sera
Et si on fait, comme on peut toujours le supposer, NN AûmE Br CF ete.
les coeficiens 4, B, C, etc. étant plus petits que 4, il en résultera
N—A4—B—C— etc.
XVIIL. Dans le cas particulier où 0— 2, si l'on a N= 2", il en résultera x— N— 1, et si l’on fait généralement
N = 2" + 2"-L 2 + ete., x=N—#,
}: étant le nombre des termes 2", 2", 2, etc. dont se compose la valeur de N.
Veut-on, par exemple, savoir, combien de fois 2 est facteur dans la suite des nombres naturels de 1 à 1000 ? on décomposera 1000 en puis-
sances de 2, savoir 29 25-97 26.1 25.1 23: et comme le nombre _de ces termes .est 6, le nombre cherché sera 1000 — 6. ou 994.
Le méme résultat s'obtient non moins facilement par la formule ge= nérale, car on a E( = )=— 500, E(E)= 250, E(E T)æ= au,
Æ (©) =1;, et la somme de ‘tous ces nombres = 994.
on aura .
XIX. « Tout nombre prémier excepté 2 et3, est compris dans la » formule 6x1. »
En effet, si l’on divise un nombre impair par 6, le reste ne peut être que lun des nombres 1, 3, 5. Donc tout nombre impair peut être représenté par l’une des formules 6x + 1, 6x 4-3, 6x#+5. La seconde
+3 2-5 ni = Le? w SR - cite pire tiens ed Sn ge À
INTRODUCTION, 11 me peut convénir aux nombres premiers, puisqu'elle est divisible par 3, èt que 5 est excepté; d’ailleurs la formule 6x+ 5 contient les mêmes nombres que 6x— 1; donc tout nombre premier, hors 2 et 5, est compris dans la formule 6x 1.
Il ne s'ensuit pas réciproquement que tout nombré compris dans;la formule 6x = x soit un nombre premier; on trouverait que cela n’a pas lieu lorsque x—4, 6, etc.
XX. En général il n’existe aucune formule algébrique propre à n’ex2 primer ue des nombres premiers. Car soit, par exemple, la formule P—ax + bx® + cx + d, et supposons qu’en faisant x — À, la valeur de P soit égale au nombre premier p: si on fait x —=X po > étant un entier quelconque, on aura
PE p+ (Sal + 20k + c)py E(3ak HD) p°y° + apr",
d'où l’on voit que P n’est pas un nombre ÉR puisqu'il est divisible par P et différent de p:
Il est néanmoins quelques formules remar ADS par la multitude:des nombres premiers qu'elles contiennent: telle est la formule x°+x+41, dont Euler fait mention dans les Mémoires de Berlin, 1772, pag. 36, et dans laquelle, si l’on fait successivement x—0, 1, 2, 3, etc., on a la suite 41, 43, 47, 53, 61, 71, etc., dont les quarante premiers tèrmes sont des nombres premiers.
On peut citer dans le même genre la formule x x + 17, dont les dix-sept premiers termes sont des nombres premiers ; la formule 2x°--20, dont les vingt-neuf premiers termes le sont, et une foule d’autres.
XXI. Si on ne peut pas trouver de formulé algébrique ‘qui renferme uniquement des nombres premiers , à plus forte raison n’en peut-on pas trouver.une qui renferme absolument tous ces nombres et qui soit l’expression de leu loi générale. Cette loi paraît très-diflicile à trouver, et il n’y a guère d'espérance qu’on y parvienne-jamais. Cela n'empêche pas qu'on ne puisse découvrir et démontrer un grand nombre de propriétés _générales des nombres premiers, lesquelles répandent un grand jour sur leur nature,
«+ Et. d'abord nous pouvons démontrer rigoureusement que la a des, nombres prerniers est infinie.
Car si la'suite des nombres premiers 1.2.3.5.7.r1, etc. était finie, “étque p fut le dernier ou le plus grand dé tous, il faudrait qu'un nombre
TA RE RG RG
ERP de
HÉRCURTES IN füt toujours divisible par quelqu'un des nombres premiers 1.2.3:5...p. Mais si on LE pi Het par 2 le produit de tous ces nombres (1), 1l est clair qu'en divisant P +1 par l’un quelconque des nombres premiers jusqu'a P , le reste sera 1, Donc l'hypothèse que p est le plus grand des nombres premiers ne saurait avoir lieu; donc la multitude des nombres premiers est infinie.
Cette proposition se prouve encore d’une mamière directe et fort élégante , en faisant voir que la suite réciproque des nombres premiers Br rip etc, a une somme infinie ( /ntrod. in Anal. infin., pag. 235).
XXII. Tous les nombres impairs se représentent par la formule 2x1, laquelle, selon que x est pair ou impair, contient les deux formes 4x + 1 et 4x— 1 ou 4x3. De là deux grandes divisions des nombres: premiers , lune comprenant les nombres premiers 4x1, savoir, 1, 5, 13, 17, 20, 37, 41, 53, 61, 75, etc.; l’autre comprenant les nombres premiers 4x—1 ou 4x3, savoir, 3, 7,.11, 19, 23, 31, 43,47, 59, etc.
La forme générale 4x+1 se subdivise en deux autres formes Br et 8x—3 ou 8x—+5; de même la forme 4x3 se subdivise en deux auires 8x3 et 8x7 ou 8x—1; de sorte que relativement aux multiples de 8, les nombres premiers se partagent en ces quatre formes principales :
EL FT 1. . 1, 17) 41, 7951005 07» 110, 197;! ELC. 8x3 . ". 3, 11,-19,.45, 59, 67, 83,107, etc 8x +5. . . 5, 13,20, 37, 53, 61, 101, 100, etc. 8x +7... 7,.23, 315 47, 71, 70, «103, 127,) etc. ;
(1) Si l’on admet successivement 29, 3, 4, etc. facteurs dans le ‘produit P, on tronvera qué le nombre P +1 prend les valeurs 3, 7, 31, 211, 2311, 30034, etc. Les cinq premiers termes de cette suite sont des nombres premiers, ce qui pourrait faire présumer que les 'suivans le sont : mais cette conjecture est bientôt anéantie, en exa= minant le sixième terme 30081, qu'on trouye être le produit de 59, par 5c9..En général, c’est ün problème difficile et non encore résolu, de trouver un nombre pre= mier plus grand qu’un nombre donné. Fermat avait annoncé (mais sans dire qu'il en eût la CEMEESU ON) que la formule 2° 1 donnait toujours des nombres premiers, pourvu qu’on prit pour æ un terme de la progression double 1, 2,:4, 8, 16, etc. Cette formule, qui aurait fourni une solHtion très-simple du problème! mentionné, s'est trouvée en défaut; car suivant la remarque. d'Enler, :si l'on fait x = ;-0n
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lesquelles donnent lieu à différens théorèmes qui caractérisent ces formes et que nous exposerons dans la suite.
XXII. Nous avons déja vu que les nombres premiers, considérés ‘ par rapport aux multiples de 6, sont de l’une des formes 6x+ 1 et 6x—1 ou 6x+5; dans celles-ci x peut être pair ou impair , et de là résultent, par rapport aux multiples de 12, les quatre formes 1227+1, 12%5, 12x47, 12x11, chacune renfermant une infinité de nombres premiers. É En général, & étant un nombre donné 2 volonté, tout nombre impair peut être représenté par la formule 4ax + b, dans laquelle à est impair et moindre que 24, ou, ce qui revient au même, par la formule 4ax+b, dans laquelle à est impair, positif et moindre que 4a. Si, parmi toutes les valeurs possibles de à ; on retranche celles qui ont un diviseur commun avec a, les formes restantes 4ax +6 comprendront tous les nombres premiers (à l'exception de ceux qui divisent 4a) partagés, relativement aux multiples de 44, en autant d'espèces ou formes que aura de valeurs différentes. Le nombre de ces formes est évidemment le même que celui des nombres plus petits que 44 et premiers à 4a; donc si on a 4a — 2"4"€r, etc., «, 6, etc. étant des nombres premiers , “le nombre de ces formes sera done par la formule
sis) (=) =) a
XXIV. Par exemple, si l’on a 460, il en résulte a—16. Ainsi, relativement aux multiples de 60, tous les nombres premiers ( excepté 2, 3, 5, diviseurs de 60), se partagent en seize formes, savoir :
6ox+ 1, G6ox+ 7, 60x11, 60x13, 6ox +17, 60x19, 60x23, Gox +29, 6ox +31, 6ox +37, G6ox+4r, 60x43, 6ox +47, 6Gox+49, 60x53, Gox+ 59; on prouvera, de plus, par la suite, que la distribution des nombres
premiers entre ces seize formes se fait également, ou suivant des rapports qui tendent de plus en plus vers l'égalité,
tou dt or f CT nes
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EXPOSITION DE DIVERSES MÉTHODES ET PROPOSITIONS RELATIVES À L’ANALYSE INDÉTERMINÉE.
$ L Des Fractions continues.
(1) Pb; ur changer une quantité quelconque x rationnelle ou irrationis Le en fraction continue, le principe est de faire successivement
eue me) Ds ra mE d'u t—, etc. ,
& étant le plus grand-entier contenu dans x, a’ le plus grand entier contenu dans x’, et ainsi de suite. De cette manière, il est visible que la quantité æ sera. transformée en cette fraction continue
laquelle aura un nombre fini ou infini ce termes, selon que la quantité x est rationnelle üu irrationnelle.
Ces termes ou guotiens &, d’, a", etc. sont supposés, ainsi que la quantité x, toujours positifs ( le premier :& serait zéro, si æ était audessous de: l'unité ). Quelquefois cependant il conviént, pour rendre la suite plus convergente, d'admettre des quotiens négatifs; mais c’est _une exception dont il faut avertir expressément, et qui n'aura pas liéu .dans ce qui suit.
e La ° à M :
(2) Lorsque la quantité x est une fraction rationnelle +, pour trans-
former cette quantité en fraction continue, il ne s’agit que de faire, sur les deux nombres AZ et IV, la même opération que si on en cher-
j «de ne PAT PRES A1 Rte a nn A PNR APRIE AT, pi Li 5 = _ cms VE RARANE APRES) SES RÉPARER) ss Se se 8e Le SES = K = RE LES = z3 = - _… - 2 _. us f +
—_— ESS FE _ or & — == |
ES Æ EE ——— = EE - a —— = a re rame pal
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chait le plus grand commun diviseur. Voici le type de cette opération, en supposant M> N.
MN SE LS, 2 reste D{= reste Ola? reste À *
Par ce moyen, on a successivement
M 1e Ney Q PES Donc M 1 ÉRRES à Ne are Crete a" etc + æ + etc
Dans ce cas, les termes de la fraction continue ne sont autre chose que les quotiens successivement trouvés par l'opération du commun diviseur, et il est clair que la fraction continue sera toujours bornée à un certain nombre de termes qui pourra être plus ou moins grand,
rs :
selon que la fraction ;- sera plus ou moins composée.
(5) Nous ayons appelé quotiens les termes successifs 4, à”, «”, etc. de la fraction continue; nous appellerons semblablement quotiens-complets lés quantités x, x’, x”, etc. résultantes de l'opération du développement k et dont les entiers &, «’, «&”, etc. font la plus grande partie. Chaque quotient-complet DETTE implicitement, outre l’entier qui y est contenu, tous les quotiens suivans de la fraction continue, puisque c'est , par le développement de ce quotient-complet qu’on trouve suceessivement tous les quotiens suivans.
Si on a une expression algébrique qui représente la valeur de la fraction continue prolongée jusqu’au terme a® inclusivement, et que dans cette expression on substitue, au lieu de a(, le quotient-complet x°, il est clair que le résultat sera la valeur. exacte de x; car quand même la fraction continue s’étendrait à l'infini, on aurait rigoureusement
1 1 1 La), X=aH 1 Er Co x : tk.
De là il suit. qu’au moyen de chaque quotient-complet, on peut toujours FOprotNe Ja valeur entière et exacte de la quantité développée, quelque ‘loin qu'on ait poussé le développement. Cette propriété recevra par la suite un grand nombre d'applications utiles.
(4) Étant proposée une fraction continue
za; D ER A
pour la réduire en fraction ordinaire, ou pour en trouver la valeur; quel que soit le nombre de ses termes, il faut observer la loi que suivent les résultats obtenus, en prenant successivement le premier terme, les deux premiers, les trois premiers, etc. de cette quantité; or on a, par les réductions ordinaires :
Era ÉSES. aéy y + æ—",; “He —— ; ie 1 ER ee £ Hs, 1 © © © — — etc.
C+- Cy3+d +6 2 y FPE
De là il suit que - 5 . étant deux résultats consécutifs, et 4 un nou-
veau quotient, le résultat suivant sera ns : 7;
vant laquelle ‘en peut calculer facilement la valeur de la fraction continue proposée, quel que soit le nombre de ses termes, Voici le type de l'opération ;
; c’est la loi générale sui-
Quotiens.....a4,6, 7; din ...H4,m, ut... "ete.
ec conyergentesf ‘ *"o? 1 .… pou . "
Ro dite To ES pe IE |
Sur une ligne on écrit les quotiens successifs & , 6,7, d', etc. ; au- . . 1 « 1 dessous des deux premiers on met les deux fractions =, = (la première
étant mise seulement pour mieux faite sentir la loi), ensuite on multiplie chaque numérateur par le quotient écrit au-dessus, on ajoute le numérateur précédent, et la somme est le numérateur suivant; on fait de même à l'égard’ des dénominateurs , et la suite des fractions qui résultent de ce calcul représente les diverses valeurs de la fraction continue proposée, selon qu’on en prend plus ou moins de termes. Ces valeurs doivent approcher de plus en plus de la valeur totale de la fraction continue, c’est pourquoi nous les appelons fractions convergentes ; si la fraction continue ne s'étend pas à l'infini, la dernière des fractions convergentes sera la valeur exacte della fraction continue:proposée.
ER ne Re - ae UE qu mesen re he Fate aus CES
PREMIÈRE PARTIE: TT 1 (5) Pour rendre raison de la loi que nous venons-d'indiquer ; sup= ” posons qu’elle ait été vérifiée au moins jusqu’à un certain quotient w; soit la fraction, convergente qui répond . au quotient w, ou qui, est,
placée immédiatement au-dessous; soient,.en. même temps. À: de : Ja frac
tion convergente qui précède 5 et 7 - Ce qui la suit en cette
AE SOMEÉ Te Sie eteteleleee eiatelerere bag ot do SEL ARTE TEA Fe RE D on aura, suivant la-loi dont il s’agit:
P=pRHp f=gu+;
et la fraction & sera celle qui résulte de tous les quotiens de la fraction continue jusqu'à incinsiyement Ajoutons maintenant un-nouveau quotient H' à la suite de w, et soit e “la valeur de la fraction continue calculée jusqu’ au quotient m’ inclusivement, il est clair que la valeur
analytique de? ; ne sera autre chose que celle de Ë 7 dans. laquelle, au
lieu de w,.on ee BH 575 donc on aura
p' ; nr Cra)+r ’ o(e+s + RE
Donc la fraction convergente Fm se déduira des deux précédentes -
r ,; et du: Sope 14 DERAEt à à la dernière, suivant la loi
p'= Phi p J= TRE 4
: Ainsi cette loi de continuation. aura lieu généralement dans toute l'éten< due dé la fraction continue.
(6) Il est à remarquer que les fractions convergentes successives € (a - , >” Et -, EE, etc.-sônt alternativement plus grandes et plus petites que la valeur totale x de la fraction continue; c’est une suite de ce que les quotiensæ, 6; y; d\, etc. sont supposés tous positifs. En effet;
r6 THÉORIE DES NOMBRES. sion prend üm Seulterme «, on a évidement a<{x; si on en ptfend deux, oh aurd 4 HS x; Car pour avoir la vraie valeur dé x, il fi drait augthèntèr lé détiominateur 6 Cie certaine quantité. On Yerra de mème ‘qu'en prenant (trois terres & pe e +2 ; Je résultat est plus petit que À, et ami dicrhiüvement.
Donc «la valeur de x est toujours comprise entre deux fractions con- ». Vergentes. consécutives. » .
Cela posé, je dis que si = È sont deux Ifractions‘éonvergéntés cons sécutives, On aura pq° — p°q = A, savoir 1 si la fraction 2 est du nombre des. fractions plus brandes que x, ou si elle est de rang impair ls étant censée la prériière ), ét. —1 si elle ést de räng pair.
effet, si l'on considère trois fractions ds ‘consécutives ë. Ge 9° BE 7 et que ‘Soit le quotient qui répond à Lo on aura, suivant à Téi démontrée, p—up+p, g —= mt q"; d'où résulte....... p‘q A le —p°q). Maïs par ‘la même raison, ‘si la fraction
= est précédée de = gs > ON aura Pg—p Gr PE q°=—p°°q°). Remontatit
ainsi jusqu'aux deux premières fractions - £ ; Où la différence analogue 1X1—a4X0=—1, on én'conélura qué la différence Pg°—p°q est toujours égale à l'unité avec le signe +," si Ê ‘ést de rang impair, et avec le signe —,.dans le cas contraire. :
(7) Cherchôris présentementiquéllé ‘st/la- différence ‘entre une frac: tion convergente ? et la valeur-éntière æ-de la fraction continue. Pour ecla, soit toujours Ë ë “la fraction converbente qui précède À de et y le
quotient-complet + ui répond à celle-ci; ©n aura, Suivant ce qui a été
py+p°
démontré, x= ==" ;, d'où l'on tire
gY+9
oc Pie PAT Pois ET
9 q9@Y+9) — qGy+Ed) < P° Ç ‘SES Jp iage 4 pg)ÿ y
gg (gY +99) TT ggy +99
ss Da vas so 5 RP ne
PREMIÈRE PARTIE: 19 * De là où voit 1°. que cn et x — r sont: toujours de: signes cons
traires, et qu’ainsi la valeur exacte de x est toujours comprise entre deux fractions convergentes consécutives 3 Comme on. l’a déjà nsponré.
°, Que la différence R est en général moindre que = cg et par
er) “ee peut étre représentée par —, d étant plus petit que l'unité.
*. Que la quantité p—gx est plus petite (abstraction faite de son
1 pq se que P° — gx. Car on a He pare b or par la nature des fractions continues > 7 est toujours plus grand que l'unité.
Donc à plus forte raison, TE est plus petit ques Ex ; donc « «chaque
» fraction convergente Ë est plus approchée de x _. toutes celles qui
» la précèdent. » He qui justifie la dénomination dé ces fractions.
(8) Soit maintenant? une fraction quelconque dont le noms ?
soit moindre que y; je dis que la quantité x — gx, abstraction faite de son signe, sera-plus grande: que p—gx. et même que pi = qÆnei o1p Car si l'on prend M=pe — 4% # + Hi@ pote 5: OR Aura, réiprgr quement, :
(pq —p Depp É ssvssimte CPE PQ) Q = PGM Or on suppose @ < g,et on a.,pq° —p°q—=2#1; donc les nombres M et V seront nécessairement de même signe. Cela posé, on aura (pg° TP °q) (r—gx)=M(p? ak: x) N(p— gx), Mas. M et N sont de même signe, les quantités p°—qx et p—qx sont de + signes Coniraires et ‘on a: d’ailleurs pq°=—p°7 = 1; doncim—@x est- non-seulement plus grande que chacune des quantités p° —$ æy dois mais élle est au moins égale à leur somme.
Puisque. étant supposé «<< g ; on a généralement ARR > P—9&;
‘l.s’ensuit, à plus.forte raison, qu'on à c z>b x; donc la fraction .convergente É est tonjours-plüs-approchéé de x queltoute autre fraction = = dont le ns es est-:moindre que: g:
Es propriété des fractions continues s “applique avec ayantage, toutes “les: fois qu'il est question d'exprimer ‘par des rapports les plus st
eides-plusapprochés qu'il est possible ;-dés rapports entre de très-vrands DUR ou, des nombres irrationnels.
HO] Étant ee une Haas 2 dont la différence avec une quanüté quelconque x est Æ +? io d' étant plus petit que l'unité , on demande
quelle est la condition Pour que la fraction s soit l’une is fractions con-
vergentes données par le développement dé x en fraction continue.
“Het 200 SIDII
Pour cela, supposons que le développement de la fraction: È produise
les quotiens & successifs a, 6,7y....14,au moyen desquels on calculera les
chons one entes vers P comme il suit :
LD. € [los à Hero JD % 3h
ne Quotiens... rs. @ A le ? 1 a ac Hi P° p Frot ss NS era P
-S1 1x fraction 2 est une fraction convergente vers x, il faudra que les
quotiens 436,724}. naissent. également du développement de xytet “quelé ‘quôtient soit suivi de plusieurs autres ’, 4','etc. Appelons. Ÿ le quotient-complet me dans le développement de x, répond: à la py +P° gy+9 PRE STE
AK esrdmox 29l as Bb. :£ P=PQ TP ce) A Flo -.sndie 7, JGY#T) Free
fraction convergente Éa > On aura x = d'où résulte
Re Ccue quantié doit être dalée : à no, ainsi die faut d'abord. que le signe
_de P'q pq": soit le méme sue celui de. s Or.c'est ce qu'il est tombnss -possible d'obtenir. api En effet, la suite des quotiens ds 6. “he Etant Hiréé de Ja if
“donnée ? = > par la mème opération * qui servirait! À trouver. lé/<ommun “diviséhr' des p'etq, le dernier de ces ‘quotiens WEST totijours à gfatid
«t a Ù Hé PL { 2! d À PRE s )
ique l'unité: Car:s'ilétaitiégal à l'unité, la fraction continue-«+ 3 1400»
au lieu d’être déterminée par les ‘deux termes ee 13" le lseraït par de à UC LE à Ë
est OLIS ZE J9V£ 9 loar'e ti er -o } EAe 1 dr: b'i , < ° x s «seul terme —#, Réciproquement donc on pourra, si on le-juge à pro=
an 5 5 TRE R RP RE mt. nt re - MMS. An -ren—. muiess one 2 MAR
PREMIÈRE PARTIE. - 2x pos, étendre le dernier quotient w en deux autres w—1, 1; de sorte que le calcul des fractions convergentes vers L pourra être terminé à vo-
lonté, de l’une ou de l’autre de ces deux manières :
de A SUR cu A y MI, 1 Paie Te BE TRE ’ LEE] n? q n ? qg—n? g
‘Soit Ë la fraction convergent q qui, dans l'une ou l’autre hypothèse, pré
cède ? g> 9 pourra donc prendre Ou p=m, jun, Où ppm,
PRE mais le signe de pg°—p°q est le contraire dans un cas dé ce qu'il est dans l’autre ; donc en effet on peut toujours faire ensorte que la quantité pq°—p°q ait le signe qu’on voudra.
Fe d 3 On aura donc sans ambiguité = —", où 7% Orilfaut HOTOLÉ 8° 4GY +4) 9Y+9
que y soit positif et plus grand que l'unité, Hs que y soit le Tor complet qui répond à la fraction convergente ze. donc on aura d es s
et réciproquement si on a d'< la valeur de y sera positive et plus
q qg° 2 grande que l'unité, donc £ sera l’une dés fractions convergentesivers x. C’est la condition qu'il s'agissait de trouver.
Cette condition serait remplie éntre autres cas, sion avait d'<+, parce que g° est toujours <Zg.
(10) Nous placerons ici une application de la propriété précédente, laquelle sera utile dans la résolution des équations indéterminées du second degré. |
Soit p°— Ag=rt D une équation indéterminée dans laquelle D est << t/A,7je dis que silcette équation est résoluble;sla fraction É sera comprise parmi les fractions convergentes vers KE ns
En effet, de cette équation on tire p—qy = nu 77
Es : + D: Dq TT g(p+ PF) D UPRUI — p+qyd'
Soit la fraction convergente “ précède À £ et qui est déterminée de
3 et ainsi
P Se A que je représente par +
re que le ER de d' soit le même que celui de D, il restera à
prouver:qu'on a Va ou D(g+q°)<p-+qv 4; Danse
second membre je mets, au lieu de p, sa valeur 7ÿ/ A? , et l'inés galité x prouver pourra s’écrire ainsi:
G+F)(VA—D)+ (7) VAE
Or cette inégalité est manifeste, puisqu'on a W4>D, g>q, et que la partie seule (9 —q°)y/ 4 , qui est au moins égale à V4, surd : d Sr P É 4
passe & qui est plus pett que l'unité. Donc q sera toujours comprise parmi les fractions convergentes vers ÿ/ 4, de sorte qu'il ne s’agit que dé développer ÿ/4 en fraction continue ; et dé calculer les fractions con-
xergentes qui en résultent , pour avoir toutes les solutions en nombres Æntiers de l'équation x°—4y°=2ÆED, D étant < 4.
(11) Considérons une fraction continue plus petite que l'unité, et d’un Plus P q ?
nombre fini de termes = 1 —P; le calcul des fractions converenil a+ = G + etc. ÿ -gehtes étant fait à l’ordinaire, comme il suit : Quotiens....,... 4, 6, D do IX SES Of 6 oO 1 (2 z FES ne p° P Fract. converg... =, =; HT ee Go RS Go 0
on aura, suivant la loi de formation:
—U4q° re artant — =- té q Kg + q P q be nt °® g” et 008 Peau a" FES 00 #09 9069 TRS = 0008 g"—= xq + g q° x dE etc: etc.
Donc en général, | | A En À As ; é # +2
c'est-h-dire que le développement. de L donne des quotieps u,2,
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xs... 6, à, qui ne sont autre chose que les termes de la fraction continue proposée, pris dans l’ordre inverse.
Donc s’il arrive que ces quotiens forment une suite symmétrique , c'està-dire une suite telle que &, 6, 7...7, 6, æ, dont les extrêmes soient égaux, aïhsi que deux termes quelconques également éloignés des ex= itrêmes, ilest clair qu'on aura re. , Ou g°—p. Réciproquement si on a g—p, on peut en conclure que la suite des quotiens est symmétrique.
On verra des exemples deces suites dans le développement desracines quarrées des nombres en fraction continue.
once em
$ IT. Résolution des Équations indéterminées du premier degré.
(x2) US donnés deux nombres a et à premiers entre eux, on pourra toujours résoudre en nombres entiers l'équation
. 4x — by =.
Pour cela, il faut réduire > en fraction cohtmue, et calculer la suite des fractions convergentes Vers + - Soit ‘ celle qui pr écède + 5» On aura l'équation ab°—ab="Æ# 1. Si le Un. a lieu, on aura M ps x=4, y—4, ou plus généralement, en prenant une indéterminée 3, x = b° + bz J=S-+ ar.
Sil'on a ab°—xb=——1, alors on peut fairex =, y=—a, ou plus généralement x = — 0° + bz J=—0"H+a3,
3 étant une indéterminée qu'on peut prendre à volonté, positive ou négative.
En général, si on a à résoudre l'équation ax — by =c, a et b étant toujours premiers entre eux, on cherchera de même, pee les fractions continues , les nombres &° et % qui donnent GBiEs ab=Æ%r, ét de là RE |
= 03 be NIUE ete CRC:
Au moyen de l’indéterminée 3, il est facile de trouver une solution telle que x ne surpasse pas 14, et une autre telle que y ne surpasse pas E+a. En effet, si b°c surpasse 7, on peut prendre pour 3 l’entier le
plus proche de 2 , €t alors b°c—#5 sera plus petit que +2.
* On suppose que à et ® n’ont point de commun diviseur; car s'ils en avaient un, l'équation ax —by=— c ne pourrait avoir lieu, à moins que « lui-même ne füt divisible par ce commun diviseur, et dans ce cas, il faudrait le faire disparaître par la division.
Remarque. Sans connaître lesnombres 4 ‘et 4 qui peuvent être indéterminés , il suffit de savoir que l’un de ces nombres w est premier à un nombre donné 4, et on pourra toujours supposer qu'il existe déux nombres 7 et 3, tels que é—nu— A3; on pourra supposer en même temps que z n'excède pas +4. Cette propriété recevra par la suite un grand nombre d'applications.
(15) L’équation ax — by = c que nous venons de résoudre, satisfait à
. L aT — C . .
la question de trouver une valeur de x telle que —— soit un entier,
.. . giie . AT —C . .
condition que nous exprimerons ainsi ———e. Or on peut avoir si-
multanément plusieurs conditions de cette sorte à remplir; supposons qu’on demande une valeur de x telle que les troïs quantités
ax—c dx a'x—c" RDS ES DENT AIDE soient des.entiers. La première condition donnera une valeur de x dé la
forme x = m + bz : cette valeur étant substituée dans la seconde quantité,
f f (4 : ; : HS dbz + d'm—c .
1l faudra déterminer 3 de manière que Aer e. Ici peut se ma-
nifester un signe d’impossibilité : car si à et &’ ont un commun diviseur 8, il est clair que l'équation précédente ne’peut avoir lieu, à moins que le nombre déterminé 4’m— c’ ne soit divisible aussi par 8.
En général, la valeur de 3 qui satisfait à la condition prie (si
elle n’est pas impossible) sera de la forme z—=n-V'z", ou s—n+e ,
si Ÿ’ et à ont un commun diviseur 0. On aura donc en général xæ— m4 B'z, B' étant ou #4 ou le moindre nombre divisible à-la-fois par à et D". Cette valeur étant substituée dans la troisième quantité qui doit être un entier, on en déduira la valeur finale de x, qui sera de la forme x = M + Bz, B étant le moindre nombre divisible à-la-fois par b, L', D", et 3 étant une indéterminée. Ainsi on pourra toujours trouver une valeur de x moindre ou non plus grande que + B : et de cette première valeur on déduira toutes les autres, en lui ajoutant ou en en retranchant un multiple quelconque de Z.
Lorsque les nombres sur lesquels on opère ne sont pas bien grands, il.est aisé de satisfaire aux diverses conditions, sans avoir recours aux fractions continues. Cherchons, par exemple, un nombre x tel que les trois quantités
3x —10 . 112 + 8 167 —1 TRE VAR GsEs
soient des entiers. La dernière quantité contient une partie entière 3x,
Te 1 .
et un reste ——; soit ce reste —3 on aura x—53#+ 1. Cette valeur,
qui satisfait à la troisième condition, étant substituée dans la première,
153 —7 on aura DOS
. . Z —e, Ou en supprimant l'entier, sn À donc 2—7u, et
x — 35u + 1. Ilreste à substituer cette valeur dans la seconde quantité,
et on aura rx
—e. Supprimant l’entier contenu dans le premier
LT fut
membre, cette condition devient Ra RON —e. Muli-
pliant le premier membre par 3, et supprimant l’entier, on aura
que le moindre nombre qui satisfait à la question est 211.
—e; donc u—6+ 176, et x—211+-5.7.17t; d’où l’on voit
(14) Toute fraction £ dont le dénominateur est le produit de deux
nombres m et 7 premiers entre eux, peut se décomposer en deux autres fractions qui auront 7» et » pour dénominateurs. En effet, m et x étant premiers entre eux, on pourra toujours satisfaire
1 LA Q 3 A L4 C à l'équation mx ny = C, d'où résulte D —=° +X.
Chacune de ces fractions pourra se décomposer ultérieurement en deux autres, si son dénominateur estle produit de deux nombres pre-
à ee rer : NC . ; miers entre eux. En général donc, toute fraction = dont le dénomi-
nateur est le produit de plusieurs nombres premiers entre eux 7,7, P, eic., pourra toujours se décomposer en plusieurs autres dont les dénominateurs seront les facteurs isolés », , p, etc.; etle problème deviendra de plus en plus indéterminé, à mesure que le nombre des facteurs augmentera,
ÉTRRE Q MESURES EQUEEr REIPC ETS Ten ERP RE x : NAS OT NES MT 4 } Re mr RS es re eme Le A À
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$ IIT. Wéfhode pour résoudre en nombres rationnels les quations tndéterminées du second degré.
(15) Sox proposée l'équation générale ax® + bay + eo +dx ter fs, dans laquelle x et y sont des indéterminées, et 4, b, c, d, e, f des: nombres entiers donnés positifs ou négatifs; on tire d’abord de cette équation 2aù + by + d= Tr +d)—4a(o" +er+f)].
Ensuite si l’on fait, pour abréger, le radical —+t, b— 4ac—AÀ, bd—2ue=g, d'— 4af—h, on aura les deux équations 2 2ax + d—=t | AP + 2gy +h=e..
Multiplions la dernière par : 4, et faisons de nouveau 4y+g=u, g° — Ah= B ; nous aurons la transformée
w— AP = BP.
Réciproquement si on peut trouver des valeurs de x et £ qui satisfassent
à l'équation # — 4#—B, on en tirera les valeurs des indéterminées x et y de l’équation proposée, savoir :
_u—=g = _{—by—d JT En Dr PSE aa ne?
où l'on doit observer que w et # peuvent être pris l’un et l’autre avec le signe qu'on voudra.
.. Si on cherche la solution de l'équation proposée en nombres ration= nels, il suflira de résoudre par de tels nombres la transformée 2° —4#=B ; mais si on veut résoudre la proposée en nombres entiers , il faudra nonseulement que £ et w soient des entiers, mais que les valeurs de £ et w substituées dans celles de x et y donnent pour celles-ci des nombres entiers. Dans ce moment nous ne nous occuperons que de la-résolution en nombres rationnels, :
(16) Toute équation indéterminée du second degré peut se réduire, comme nous venons de le voir, à la forme w— 4€ — B; or quels que soient les nombres rationnels £ et w, on peut supposer qu'ils sont ré-
duits à un même dénominateur. Ainsi, en faisant u=T j (=? ; Où aura
à résoudre léquation du AY = Br,
dans laquelle maintenant x, y, 3 sont des nombres entiers.
On peut supposer que ces trois nombres n’ont pas entre eux un même commun diviseur; car s'ils en avaient un, on le ferait disparaître par la division. De même on peut supposer que les nombres Z et B n’ontaucun diviseur quarré; car si On avait, par exemple, 4=—4'k°, B=P'PF, on ferait ky=y", (37, et l'équation à résoudre deviendrait
x —Ay°—=PB'e?,
dans laquelle Z’ et B” n’ont plus de facteur quarré.
« L’équation x°— 4y°— Bz° étant ainsi préparée, on observera que deux quelconques des indéterminées x, gg ne peuvent avoir de commun diviseur; car si 8 divisait x*.et J' exemple , il faudrait qu'il divisät Bz°; or il ne peut diviser z*, puisque les trois nombres x, y, 3 nont point de commun diviseur ; il ne peut diviser non plus B, puisque B n’a aucun facteur quarré. Donc x et y sont premiers entre eux; par la même raison x et 3 le-sont, ainsi que y et z.
Je dis de plus, que À et B peuvent être supposés positifs ; car on ne peut faire à l'égard des signes des termes de notre équation, que les trois HR suivantes :
2 — AP = + Bz° x — A7 =— Br x° + Ay° = +. Bz° (J'omets la combinaison x°+ 4y°=—Bz, parce qu on voit bien qu’elle est impossible.) De ces trois combinaisons, la seconde coïncide avec la troisième par
une ‘simple transposition; or si on multiplie celle-ci par B, et qu'on fasse B:=—7, 4AB— 4", on aura
23 — À! ie —= Ba.
Donc l'équation à résoudre peut toujours étre ramenée à la forme 7, te arte PB = As,
: PREMIÈRE PARTIE. 29 dans laquelle Æ4'et B sont des nombres pos et. dégagés de tout fac-teur quarré:
(17) La méthode qe nous allons suivre pour la DEAR de cette. équation’, est celle qu’a donnée Lagrange dans les Mémoires de Berlin, année 1767 : elle consiste à opérer par des transformations la diminution successive des coefliciens À et B, jusqu'à ce que l’un de ces coefliciens soit égal à l'unité, auquel cas la solution : se déduit immédiatement des formules connues.
En effet, l'équation ainsi réduite est de la forme x*— Te en ou x°—Py* = 7° ; mais ces deux formules n’en font qu'une, et ainsril sufira d'indiquer la solution de la première x°—y°=— 427. Poe cela, décomposons 4 en deux facteurs «, 6 (lesquels seront toujours premiers entre eux, puisque À n’a pas de diviseur quarré), et imaginons que 3 soit décomposé aussi en deux facteurs p, 9, de sorte que l’on ait 4=a6, 2=—=pq, on aura l'équation (x+-y) (x —7) = «6p°q°, à laquelle on satisfera généralement, en prenant x+y=ap", x—7#==69q", ce qui donnera
: pps TT, JT, 2 =pq; de sorte que les trois imdéterminées x, y , z seront exprimées au moyen de deux autres arbitraires p et g; et s’il arrivait que les valeurs de x et de y continssent la fraction £, on multiplierait à-la-fois x,.7,2 par 2.
Telle est la solution générale de l'équation x°— y°— 42°, laquelle comprendra autant de formules particulières, qu'il y à de manières de décomposer 4 en deux-facteurs.
Par exemple, si 4=— 50, il y a quatre manières de décomposer 30 en deux facteurs, savoir: 1.30, 2.15, 3.10, 5.6, et de là résulteront ces quatre solutions de l'équation x°—7°=—30z",
1% ZX p°+30q, y p—5%$0q, 2—2pq 2. x 2p#F169, J—2p — 157"; 3— 2p 3°.: x—3p°+i0g, y = 3p° — 109, ..3—= 2p4q, &. x=5p + 67, 7 —=5p— 69, 23—2pq.
(18) Venons à l'équation générale x? — By°—42, et observons d’abord que cette équation étant la même que x°—4z°=—By°, on peut, sans diminuer la généralité, supposer que le coefficient du second membre. est le plus grand des deux. En cas d'égalité, la réduction- que nous allons indiquer aurait toujours son effet.
is THÉORIE DES NOMBRES.
Soit donc proposée l'équation x°—By°= 42, dans laquelle on sup= pose à-la-fois 4> B, 4 et B positifs et Le de tout facteur quarré.
Nous ayons déjà prouvé que x et y sont premiers entre eux; de là il suit que net-1 sont également premiers entre eux, car siy* et 4 avaient un commun diviseur 6, il faudrait que x* füt aussi divisible par 0; ainsi x*.et y” ne seraient pas premiers entre eux.
Mais puisque y et À sont premiers entre eux, Si on-suppose que l’équation proposée soit résoluble , et qu’ainsi on puisse trouver des valeurs déterminées de x etde y, telles que x— M, y=N, on pourra aussi (n° 12) satisfaire à l'équation du premier degré
M=nN— 74, dans laquelle NW, N, 4 seraient des nombres donnés, premiers entre éux, et », 7 deux imdéterminées.
Donc en général, sans connaître ces solutions particulières x—=W, Ÿÿ=N, on peut supposer x—7y — y", n et y” étant deux indéterminées, et en substituant cette valeur dans ec proposée, on aura, après avoir divisé par 4,
2—2n)y + Ay°=2.
Mais puisque y et Z sont premiers entre eux, cette équation ne peut LS
M . ‘“ . LÀ — BP . ’ ‘ « . e subsister, à moims que —— ne soit égal à un entier. Soit cet entier
— A'}3, 12 étant le plus grand quarré qui peut en être diviseur, on aura n—B—AARk, et l'équation à résoudre deviendra
A7" — onÿy + Ay° =.
Nous donnerons ci-après les moyens les plus simples pour détermi-
ner un nombre z, de mamière que = Soit un entier. Il suflit, pour
le présent, d'observer que s’il y a une valeur quelconque de 7 qui rende n°— B divisible par À, cette valeur peut être augmentée où diminuée “- d'un multiple quelconque de 4, sans que #°— B cesse d’être divisible par À; ainsi on peut supposer que la valeur dont il s’agit est comprise entre les limites o et Z/, ou même entre les limites plus étroites —+ 4 et +:4.
De là il suit, qu’en essayant successivement pour » tous les nombres entiers depuis —:4 jusqu'à + ?4, on en rencontrera nécessairement
RP ne TS in pee mins ele —S RAR |
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un ou plusieurs qui rendront 2° —.B divisible par À, si toutefois l’équation est résoluble; et dans le cas où aucun de ces met ne rendrait n° — B divisible par 4, on en conclura avec ‘certitude qe l'équation proposée n’est pas olibteS
(x9) Supposons donc qu’on a trouvé üne ou plusieurs valeurs, de 7 qui aient la condition requise , 1l faudra, d’après chacune de ces 8 ;valeurs g continuer le calcul de la manière RS
Reprenons l'équation 4'Æy°—2nyy +A4y=z, si on la Jane par d'A, et qu'on fasse pour abrécët,
La
Aky=ny =x, k3=3, la transformée sera x'x — Byy = 4'7%.
Cette transformée serait résolue, si on connaissail la solution de l'équation proposée, puisque les ee de x’, y’, 3° se concluent facilement de celles de x, 7, z; réciproquement la proposée sera résolue, si on trouve la solution de sa transformée. Car des valeurs corinues..de.æ', #, 3° on peut également conclure celles de +, y,:5 : et ihimporte peu que celles-ci soient sous une forme entière ou .fractionnaire, puisqu'il ne s’agit que de la résolution en nombres rationnels, et qu'après avoir trouvé des valeurs quelconques fractionnaires de x, y, z, on peut les réduire au même dénominateur , et supprimer le dénominateur commun.
Puisqu’ on peut supposer de nombre <3 Ailes clair que — 5 :
TA <yB, puisqu’autrement 7*—2B serait B, et ne pourrait être divisible par 4. Donc l'équation proposée sera ramenée à une équation toute semblable, dans laquelle le coeficient 4’ qui tient lieu de Z est moindre que +4. *
ou 4’ sera 14 et en même temps positif; Car 7 ne peut étre
(20) Si on a encore 4'> B, ot pourra « sriflabI me de équation x —Py°=A4'r, déduire we. seconde transformée
LT AE #a
dans laquelle 4” sera 2 A! et toujours positif. Il n'y aura point de nouvelle condition à SE pour obtenir cette seconde transformée ;:
car ayant déjà trouvé — B
_ eh
Se THÉORIE DES NOMBRES.
si on Lt n=pA' Lx) et qu’ on prenne aise [2 de manière
que x soit <2-A',il est facile de voir que — — sera un entier posi-
tif moindre que +4’; on fera en Re nt B= AA; AVétant plus petit que + 4° et ne renfermant aucun facteur quarré. S'il arrive que 4” soit encore plus grand que B, on continuera ce système de transformées ; où B est constant, jusqu'à ce qu'on en trouve une e |
x— By = Cr,
dans laquelle € sera positif et < 2.
(21) Mais après avoir fait passer dans le second membre le terme qui a le plus grand coefficient, ce qui donne
| É x*— Cz = By, on peut procéder semblablement à la réduction du CORRE B par un second système de transformées
x? —= Cr = y
Sen Ve; | etc...
dans lesquelles les coeñficiens B, B", etc. seront positifs, et diminueront suivant une raison au moins ME seu et ainsi on parviendra bientôt à une. transformée
2° == Cr = Dy°,
dans laquelle le coefficient 2 sera moindre que C.
Or la suite des nombres positifs et décroissans 4, B; C, D, etc. ne saurait aller à l'infini; elle se terminera nécessairement par l'unité, et lorsqu'on sera arrivé:a ce terme, la résolution de la dernière transformée, qui est donnée immédiatement, fera connaître celle de toutes les précédentes , et par conséquent celle de l'équation proposée.
Cette méthode n’est pas donnée ici comme la plus simple ni la plus eourte, pour arriver à la résolution effective de l'équation proposee : mais la marche qu’elle prescrit pour opérer la diminution successive des coefficiens , est très-lumineuse, et nous en déduirons bientôt un théorème général sur la possibilité des équations indéterminées du second
degré.
RS es - A — En etes ui 2 MERE À
ÉRREMIÈRE BARBIER LE _& ?{29) Mest bon de prévenir une difficulté qui aurait lieu, si deux sure étaient égaux. Len
RER ENS _ it un
entier , il semble qu'on doit fire n—0 , et alors on aurait 44 —=251, ou A'——1, ce qui ne s'accorde pasavec la supposition qu'on fait toujours que A’.est positif. Mais cette difficulté est facile à résoudre,
G =AÂ—1,
ce qui serait la valeur de-4’k°. On voit pong que l'équation x°— 4747 aura pour transformée x *— Ay°= 43", dans laquelle 4° sera 4 et positif. On ferait de même, si dans le cours de l'opération, on trouvaut CB; où D=C/;etc.
. Cette remarque fait voir, que dans le cas de 4=B et autres semblables, la méthode n’en est pas moins applicable, et qu'ainsi elle a toute la généralité nécessaire. Au reste, le cas dont il s’agit est susceptible d’être traité d’une manière plus simple et plus directe; car si on a l'équation x°— 4y°= 47, on voit d'abord que x doit être divisible par À, ainsi on peut faire x—= Au, ce qui donnera
J+z = Au.
Dans cette équation, 3 et À sont premiers entre eux (sans quoi y et z
ne le seraient pas); ainsi on peut supposer y —723-+ 47, ce qui donnera
“Soit donc 4— =D ; dans ce cas, pour faire ensorte que
È à * La car si au lieu de prendre 7—0, on prend 2=4, on aura
PDC 2n2y" + Ay'y =.
nm +1 A EE cet entier 4’k°, 4 étant le plus grand quarré qui en est AMEN,
et j'aurai
Celle-ci ne peut subsister, à moins que
ne soit un entier, j'ap-
A'l2z + snzy + AYy =.
Multipliant de part et d'autre par 4’Æ, et faisant Æ4z5Eny =7, ku=uw, on aura zz +r7 = A'UU de sorte que l’équation proposée z°+7°— Au* sera ramenée à une
équation de même forme, dans laquelle Z’ est positif et <?4 ee Continuant ainsi de transformée en transformée, les nombres positifs
et décroissans 4, 4”, 4”, etc. auront nécessairement pour terme l'unité,
et alors la dernière équation étant résoluble immédiatement, on en déduira la solution de toutes les précédentes. Il n’y aura dans ce cas d'autre condition pour la possibilité de l'équation que la première Re , Car les autres sont une suite de celle-là.
Dans. la solution générale, au contraire, outre la première condition Th
= —e; il faut qu'à mesure qu'on passe d'un système de transfor=
mées à un autre système, on puisse satisfaire aux diverses conditions Te me Li RAT
7 €, —p 6e, et ainsi des autres. C'est ce qu'on examinera plus, particulièrement dans le $ suivant.
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SIV. Théorème pour juger de la possibilité ou de l'impossibilité
de toute équation indéterminée du second degré.
(50 x a fait voir dans le paragraphe D écedent , que toute rs indéterminée du second dégré peut se réduire à là forme
a — By° = 4% dans laquelle Æ et B sont des nombres entiers positifs, dégagés dé jont facteur quarré, et l’on a en même temps AP; Cela posé. pour procéder : à la ol Eon. ; il faut d’abord États
— DB un nombre « plus grand que 4, tel qe - —ÿ—s0it ‘un entier. Ge
nombre étant trouvé, on one la suite d'équations :
a? — B — AA " a— B = A'A'K:
c'e — B — A'A"KY% -&tcs- L
MAG dE CAE A dpt LEA" etc.
Dans. fe, premiere , ” Le est le japotient de BD divisé par À, est le plus grand quarré qui divise À k*, énsorte .qué A ne HHEné plus que des facteurs simples, ainsi que Z ét B, ét C'est cé qu'on observera dans les autres valeurs semblables. 4’ AE détérminé, où à d' par l'équation ab pd ia ; ayant: soin de: prendre l'iidétérminée x, de manière que:d° soit <<44';(le signe <-n’'éxcluant pas l'égalité.)..2’ étant connu, æ°— B est nécessairement divisible par 4’; on désigne le quotient par 4’#?, et on continue de même à former les autres équations.
: Ad rnoyén de cés épérations, 14 suite À, 1’, 1") été. dont chaque teimre- est positif ebmomdre: que le: quart du Po ‘décroitra. d’une manière rapide; jusqu'x Ce qu'oit parvienne àuh terme A ou Cmoindre que B; et Féquation: proposéè aurx poui transformées successives les équations suivantes (où pour plus de simplicitéje laisse les-indétermi-
se ÿ :
à i a première remplir, si ce n’est la prem
nées sans gCcens) :
x — By = A4» .
a — By A" |
a — By = C2, équations Menu liées entre elles , que si on connait la solution d'une seule, on aura immédiatement celle de toutes les autres, et par conséquent. celle de l'équation proposée.
_ Dans ce premier système de Fine il n’y a aucune condition
Mais puisque C est Se la dernière transformée étant mise sous la forme :
PE à VER à. )
— = == By, Le il faudra, pour qu ’elle soit A qu'on puisse irouver un Monbel
tel que 8° — C ‘soit divisible par B; cette condition étant remplie, on procédera à la diminution de ‘8 par un second système de transformées;
a Cr &; jo x — Cz = EF.
x Ci = D}, dans lequel la suite 2, B', B'... sera Fos ee jusqu'à ce qu’on (LE vienne à un terme. D 2 GC. ;
On, continuera ainsi la suite des nombres entiers décroissans Ag B, C, D, etc. jusqu'à ce qu'on payidone, à un terme égal à l'unité, et alors la question sera résolue. VER FPE USE
(24) 11 ést aisé de voir qu'on ne seraarrêté no at dans le cours
de cette opération ; lorsqu'à l'égard d’une transformée onu ÿ pese | ee Lie | Rene 90911 189 À — : }
rs CS on pourra sntisfsire aux ie conditions © & none nn Or si
ces deux conditions sont remplies dans Déquation proposée œ Bye êt dans sa première transformée x°—By* = 43 5je dis qu'elles le-sesont dans toutes les'autres; de Te ÉÈ En l'équation PIGpoñee sera
,néécssairement résoluble; lé ie 9D en anoc 5 ‘
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: - Supposant done que les deux conditions mentionnées ont lieu dans les deux premières équations
x — By° = Az x — By = 47
c’est-à-dire qu'il y a des entiers æ, 6, a, C' tels que
—B dB C— A C— 4 A A? Br 1
sont des entiers, il faut prouver que les conditions semblables ont lieu dans la transformée suivante
a" By = "7.
La) Er B
Or comme on a déj Ne = A'k°, il suffit de faire voir qu’il existe CIE A!
un entier. 6”.tel que y = —=e
Soit 8 l’un des nombres premiers qui divisent B, on a déjà > par Les conditions données :
EC — À CA =), ge.
A —e, Si d'est di-
visible par 8, il n'y a aucune difficulté; soit donc 4’ non divisible par 8, je distingue deux cas, selon que 8 divise ou ne divise pas #/. honire Si ô divise. À’, il SEA æ et & en Ÿertu des équations
a Be AA, aude,
Cherchons d’après cela un nombre À tel que 2e
D'ailleurs on a da —B,__ (ud'Ea)—B
ARC us 1 = yrAitl É ‘ ‘ AVES » | J BL 412 donc # be Kk est un entier ; ajoutant La qui en est un, on 27,2 US R& RFA ù aura a = 6, Mais, f' est premier, à B,,.et par. conséquent à 6,
puisque si #’ et B avaient un commun diviseur, il faudrait, d'après l'équation &° — B— A'A'R, que B eût un fctexe Qquarré, ce qui est ‘contre la -supposition ; dote où peut faire A6 —n#— mA, et ainsi on
PRO LL n°— A!
bio 20h simplement, Te
aura
à dnbsss PT Re Lan
:.19% Si ne. divise pas A4‘, ni par conséquent 6’, de l'équation
pt PARC AC A'A"k! 4 HJ/afla ot
ge - Æ__ 6 on déduira d'abord RE ou der à
Ensuite puisque 6’* et 8 sont premiers entre eux, on pourra faire nm — A"
æ —=n6 Km, ce qui donnera
E D'après cette démonstration, qui a lieu pour tous les facteurs pre=
PN [LA
miers de B, on voit que non-seulement Féquation — me est pos-
B sible, mais qu'il est facile de trouver a priori la YAICRE de €". Donc toutes les équations æ° — By° = = A'z, x°— By°= 4°#, etc. où Bestle même, n’offriront aucun signe d'impossibilité.
Ni allons faire voir matñtenant que là même chose a lieu dans le second système de transformées où, en conservant une même valeur
de: C; on fäit parcourir à la suite décroissante B', B", ete.
1e) Les deux dernières équations du premier système étant x — By — AG) x — By = 482% = Ce (où » et z—:1 sont des.indices et non des exposans), on peut supposer que ces équations satisfont déja aux conditions
ET GA. np (REP RO, eo eo, B;
et il s’agit de prouver que dans la transformée suivante, 2 —4'y—=P' (qui appartient au second système), on peut satisfaire aux deux conditions
gi — Aï LB FRAME A) AD ie
Or la première est-imntédiatement remplie par-l’ équation # es
il reste donc à faire voir qu'on peut toujours saisfaire à. # seconde ÿ— B' A"
Désignons par 8 l'uncdes nombres prémiers qui Cr 45. CE cher-
‘ehons le nombre 4 tel que PSE —e. Si B° est divisible par Ÿ, on aura
L = 0. ou un multiple de.0. Si B'n ’est, pas, divisible Re d il ÿ aura
deux cas à considérer.
1°. Si0 est diviseur de B,il le sera de # etde €”, en vertu des équa-
AE HS ra tm ex ik ne mer + ne. enr 5 mm PE ges 2 A Dern MES DT ur Ê
PREMIÈRE PARTIE. 39 tions 4 — B=—= A"Ark:, CÉ— A"— BB'f*; on pourra donc établie | cette suite d’entiers qui dérivent les uns des autres par des’substitutions :
ou opérations très-simples :
Cr— Ar: LC Ar — kr Ar AI k LC: 4% + B TRES Es ST TURC 7 Sie =e ÿ DRE US e; Ce Bee +B_, BHME-B_ . BK PR ON AS à AR ef ep sr He
LA
Soit donc L = B'fk6, et on aura = me. j
. Si 8 ne divise pas B, il né divisera ni &, ni 6’, on aura donc successivement -
D, fB-PRE_, #fph=ce
à ER je — 6 3 —
Mais af et 8 étant premiers entre eux, on peut supposer C'= Vaf—mb,
pl ce qui donnera Ÿ ; 8 = e.
Le même raisonnement ayant lieu par rapport à tous les diviseurs premiers de. 4", il s'ensuit qu’on pourra toujours satisfaire à l'équation
opneriee
(26) Donc l'équation x° —B= 42 sera HUE ; Si l'on peut
3 p à satisfaire aux deux conditions — = €» — F Le, etsi, de plus,
dans la première transformée x°—By°—4'#, on peut satisfaire: à la CE —. A
Cette dernière condition serait superflue, comme on va bientot le démontrer, si les deux nombrés: 4 et: B- étaient premiers entre eux; maïs la proposition générale est susceptibled’étre présentée d'unemanière à-la-fois plus simple et plus: élégante.
Observons, d’abord que toute équation és du second degré peut être ramenée à la forme ax° + by° — cz, dans laquelle les coefficiens &, D, © sont positifs, n'ont deux à deux aucün‘diviseur commuit, et de plus sont dégagés de tout:ficteur quarré. Ce qui regarde les signes est manifeste, puisque toute équation formée avec trois quantités , exige qu’une de ces quantités soit égale à la somme des deux autres. Ensuite si a contenait un facteur quarré 6°, on ferait «0°, xx", etle terme
troisième condition
Fe à $
FE PRE nn ea AR
‘à la condition -
45 THÉORIE DES NOMBRES. | at° se chärigerait*en d'x°, où a’ -n’à plus de facteur quarré. Enfin, si deux.des-trois coefliciens 4, b, c; par exemple, 4 et , avaient an diviseur commun 6, on ferait a—40, b—b4,=c, 270, et lé quation ax°+by®= cz", serait changée en une autre ax? by = cz", dans laquelle 4° et #’ n'ontplus de commun diviseur. < Cela posé, la nouvelle équation ax°-+ by°= cz" étant mise sous la forme Oo) — bc GE ac,peutétreassimilée àlaformulex®—By—47, et la comparaison donnera B = bc, 4 = ac. Où aura donc d’abord les deux conditions à remplir, -
a — bc LE, É° —ac ë a 6) pee.
Soit a—= cu, 6 cy, ces conditions deviendront
. CE og Ge PS & LL | . .
C£ LA sn, LA ï « LL — e, observonsqu'onaa—B—141"},
Ou cu°—b—aA’}, et comme ak° n’a point de diviseur commun avec bc, Aa dernière condition sera remplie si l’on a
LS
Pour exprimerlatroisième
alC'C — cu + b f ie bc Re =
Or pour que le numérateur de cette quantité soit divisible par 2, il suffit que ak°6"6"— cu° le soit, ou bien mettant y au lieu de a en vertu de la seconde condition, il faudra que Æ°€/*°—u* soit divisible par à, ce qui est toujours possible, en déterminant 6’; d'après l’équa- [AT m7
b mun diviseur ( ou lorsque c=— 1), la troisième condition est remplie
ton
—e. De là on voit que lorsque 4 et B n’ont pas de .com-
‘par une suite des deux autres.
Mais s'ils ont un commun diviseur c, il restera encore à satisfaire
akCC + ab
—e, Ou simplement — e. Voici donc un
théorème général, d’après lequel on pourra décider immédiatement, et sans aucune transformalion, si une équation indéterminée du second degré est résoluble ou ne l'est pas. :
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(27) « Étant proposée l'équation ax°+ by = cz, dans laquelle les coefliciens 4, b, c, pris individuellement, ou deux à deux, n’ont ni diviseur quarré , ni diviseur commun; je dis que cette équation serx résoluble, si on peut trouver trois entiers À, k, y tels que les trois »» quantités
TS YuS
ax + b cu—b cy—a case Ce b
>soient des entiers : elle sera au contraire insoluble, si ces trois con » ditions ne peuvent être remplies à-la-fois. »
SL
Remarque I. Ces conditions se réduisent à deux, si l’un des trois nombres a, b, c, est égal à l’unité, et elles se] réduisent à une seule, comme dans le n° 22, si deux de ces nombres sont égaux à l’umité.
Remarque II. On peut toujours arranger les trois termes de l’équation proposée, de manière que a, b, c soïent-positifs ; mais cette, con dition n’est pas de rigueur, et le théorème serait encore vrai, quand même quelqu'un de ces termes serait négatif.
I ne faudrait pas cependant conclure de là qu'une équation telle que x by +63 —0o est possible, par cela seul qu’on peut satisfaire aux conditions He ; Bee e, il faudrait conclure seulement qu’elle peut se ramener à la forme æx°+y° + 3 —o, En général} toute équation résoluble pourra, par la méthode du S précédent, se ramener à la forme x*+y°—73—o ; mais il suffit de la ramener à la forme
Ax*+y ‘— 30, dont la solution se trouve immédiatement,
RC PER à LU mul T7 USERS
La & à à F3
fi THÉORIE DES NOMBRES.
$ Ÿ: D'éÿeloppément de là racine d'un nombre non _quarré en fraction continue.
(28) Le: principe exposé n° 1, pour développer une quantité quelconque x en fraction continue, s'applique avec beaucoup de facilité aux racines quarréés dès nombres, ét én général aux quantités dé la
VA+B
forme Ce A, B et C étant des nombres entiers. Mais pour qu’on voie plus clair emeñt, la marche de l'opération ; NOus prendrons d'abord ün exemple particulier.
Soit A—=39, on aura x ou V/19— 4+> -; de Rà x =: où , en multipliant les deux termes dela fraction par ÿ/19-+4, à = VAES 2 Peñtiér 1e plus grand Compris dans cette quantité ést 2, ainsi on aura re 2 Pan Cette dernière partie étant nommée . , on en tire
Cri . E4 geo u13 1094/1942 : 1923 18 VA ut ; l'éntier compris ést r étle resté ——" quil
faut renverser dé mêmté pour avoir la valeur de x", ainsi de shité. Voici donc l'épéiation pour développer ÿ/r9 en rue continue :
pére de 1944 V’19—2 F vis Barr Li DRE) V/19-+2 V'19—53 e 7 Vig—2 7 5p DU x? — 5 1V/19+3 gp VAS
V19—8 — 2 VE
4 A Fe DOVE EA Er A _V19—4
V19—4 1 Be
Re Le her etc.
PREMIÈRE PARMPÉ: T 5 Arrivé à ceterme, on tombe sur une valeur de x"! égale à celle de a’, d’où il suit que les RoHS déja trouyés 2,1, 3, 1, 2, 8 réviendront dans le même ordre, et qu’ainst le développement de D 19 en fraction continue donnera Es quotiens
hi Rs on 3 4 8 3923 \1908 A5 25 8 : 25015435 15 É3 18 «Etc 0
oùl'on:oit qu'après le. premier terme:# , «la période 2,"1518, (4, 2 #8 revient toujours dans le même ordre ,.et se répète à l'infini.
( 29). Soit maintenant À un nombre quelconque, Ne plus srand quarré compris, et b le reste, ensorte qu'on ait 4—4 +b, le développement de y 4 en fraction continue donnera d’abord
= 4 A= a+ — LE 1 (V4 CAES ME VF EE TPS — etc.
Supposons :qu'en prolongeant indéfiniment d'opération ,-on. parvienné.au Ë TJ . . ‘ quotient-complet x ou pv, ; soit W ra dans y, le VA+I-—yuD 4 Joe reste sera PTE) : ce reste-étant nommé 7 :» ON AUTA R— = VAE AI xD?
et puisque d’ailleurs, l'analogie des formes exige qu'on ait Jr» on tirera de là l'équation suivante pour déterminer.7' et D”; D VAT VAT EDR D Cette équation , où il faut égaler séparément la partie rationnelle à la partie rationnelle et la partie HARODERE à la partie rationnelle, donnera
TI =pD—IT
AIT
= — Telle est la loi très-simple par laquelle d'un quotient-complet quelconque PES , on déduira le quotient-complet suivant _. ; et il
n’est pas à craindre que: les nombres Jet D’ soient ni s car si on substitue'la de T dans celle de D, on aura.
D = AGP EN = Le ul D. Or ayant 41° DD, si
‘on désigne par” VAT le quotient-complet qui précède = - Où
aura nn ga À —P— DD, donc D = D + oul = wD.
D'où:l’onfvoit que puisque les nombres D et Z sont entiers dans les
deux premiers quotiens-complets — Pe LES ; is le seront néces-
sairement dans tous les autres à l infini, La valeur on vient de trouver pour D’, peut aussi se mettre sous
là forme D'— rt I—T); ainsi des deb HOME SCO DIes con- : sécutifs
7 pe — 4 + Vatr, v
on déduira le quotient-complet suivant Lee mules Z =uD—1, D—D'+u(1—T); ce qui réduit la loi de continuation au plus grand degré de simplicité.
, au moyen des for-
: (30) Supposons maintenant que 2; is deux fractions Consécu-
. =: , VAX è 3 SES tives convergentés vers ÿ/4; soit IAE Te quotient-complet qui ré—
pond à la fraction Ê, on aura, suivant le principe connu, q
VAIN SE, nn D )+r __pWA4+pl+pD TT [VAT . 7 gVA+ql+qD?
d'où lon tire les deux équations
pl + p°D = qA g1+gD=p, lesquelles: donnent :
(pg —p°q) 1= gg A — pp’ (pg° —pq)D=pp — 4gq.
Or, par la propriété des fractions continues (n° 6) on a pq —p°q=#+1, si ; est > y 4, et pq —pq=—1;s à est <y/A, doù l’on voit que
ni SERA © % le SE ee - MAUR neue mets ele MAS nt mL fee EP arr rs Sea Dé 7 re
PREMIÈRE PARTIE. 45 pÿ pq a toujours le même signe que pp—4qq, et qu'ainsi D est toujours positif. Ces valeurs prouvent encore immédiatement que D et Z sont toujours des entiers; je dis de plus.que Z est toujours positif; car
d’un côté l'équation 91 + 9° D —=p donne L— Ca 1): D, et puisque g° est <q, il faut qu'on ait D>°—I, ou D>yA—T; d'un autre côté, on a nés H, donc de y/A+I. Or ces deux conditions se-
raient incompatibles, si Z était negatif,
Cela posé, il est facile de trouver les limites que les nombres Z et D ñe peuvent surpasser ; l'équation 4—7°— DD° donne 74/4, ainsi Z ne saurait excéder l’entier a compris dans ÿ/ 4, et puisqu'on a d’ailleurs J+7=pD, il s'ensuit que 24 est. la limite de D, et en même temps celle du quotient w. à
Mais puisque la fraction continue qui représente la valeur d'ane quan: tité irrationnelle doit s'étendre à l'infini, et qu'il ne peut y avoir qu'un certain nombre de valeurs différentes tant pour Z que pour D, il'est né- Ces$aire que la même valeur de 7 se rencontre une infinité de 10 avec la même valeur de D ; or dès que l’on retrouve pour le quotient-complét
KA _ == une valeur déjà trouvée, il est clair que les quotiens suivans de
la FT EE continue doivent être les mêmes et dans le méme ordre que ceux qu’on a déja obtenus; donc la fraction continue qui exprime ÿ/ 4 sera Composée (au moins après quelques termes).d’une période constante qui se répétera à l'infini, comme on L déja vu dans un cas particulier, n° 28.
” (31) Il s’agit présentement de déterminer le point précis où commence
la période, Nous supposerons. que Cette période est u, w',m"....n, et
nous désignerons à l'ordinaire la suite des quotiens , et celle des frac-.
tions convergentes qui leur répondent jusqu'au commencement de la ; Mseconde période, comme il suit ;
; 7,7 ‘ ’ = Quotiens 4, x 6 DRM IN SELS, me... OU US Leco,: etc. Fractions {: a PA eap p°1 : pi convert let ET PT PS PAPE ee er er ATOS —.,.. PR urbus
1 9 Soient en même temps les valeurs correspondantes du quotient-complet
VA VA+a VA+IE VA+I VA+HIA VA+HI D
BR NS TRS ET TP? eo en. 9 CRAREARENNEE, 1 T3 2
on aurad’abord, parce quiaété démontré, 4—7=—DD° et 4—F—=DD\x, ce he donne/)°1=— =D"; onaura aussi Z—AND° 7? et 1—001)°1— La d'où
dar et Mais d’un autre côté, équation 7° D=p,
donne LE =; et puisque ? est une valeur approchée de ÿ À,
k q ir
on doit avoi ; a+ une ; fraction = G° _ d'où résulte
d D gs a—T= are
donc à cause de g° <q, \on-aura 4 — «D ; on:aura.semblablement ail <D°, ar << Du; doncà plus {orte raison °— 1, D°,
Mäis ‘on a trouvé ES — à l’entier À —w , donc:il faut que cet-en-
tier soit zéro; doncion aura à LP: et A0.
On Fous de méme.que le quatient qui précède À est nes à celui qui précède .«,, -et ainsi.de suite jusqu au quotient a ; de sorte que le quotient est, let qui-revient le sp EE set qui he commencer la période.
:(82) .Gela pOE Soù peut «représenter ainsi la série des RAC et celle des fractions convergentes qui leur répondent dans le développement de. 4.
Quotiens......ia; @, 6.... Ajm;sa,6,.. À, jm; ï@, 6,...À,M; etc.
est 1 a Fe, es Qi. pi ? pi Fract. convérg. =, =,...... Es 2e RATE ETES NERO NP ASS E ..
Dans. cette disposition , Rest la fraction convergente.qui répondrau dernier quotient w de la première période &,6...7, p; soit s le quotient-complet correspondant, on aura =—u—1/4—a,ouz=u—a+ 4, ét il'en résultera, suivant le ‘principe ordinaire, VA=— PRDR RUE PVA+p(u—a)+p°.
gz+q TT qVA+qUu—a) +9 Me ce qui fournit les deux équations
La seconde équation donne nt ; , d'où il suit que u—« est
eat ne gi 2 ETS ne, a
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le plus grand entier compris dansP; cet entier est égal à 4, amsione q
H—a—=a, Où p— 24. En même temps, puisque g° —p— aq, il s'ensuit que la série des quotiens &, 6,...0, À qui précèdent w est sym-
métrique (n° 11), car P _ est l’une des fractions convergentes vers
WA —a, quantité égale à à la fraction continue = sebpicele
+ € etc.
fraction convergénte est précédée does F GE ; donc puisqu'on a q°—=p—44,
d faut que la période æ&, €,...8, À soit identiqueavec son inverse à, 0...6, a: Et de toutes ces mn il suit que les. quoôtiens prove tians da développement de y 4;"procèdent suivant cette loi :
dj 0,67. y,6, @, 25 4,6,%.Yu6s d; 243 etc; loi qui deviendrait encore plus régulière, si le premier quotient était 24 ou zéro; c'est-à-dire s'il s'agissait du développement de y 4 +4,
(33) Il est important d'observer , que toute: fraction convergente, e qui répond au quotient 2a dans une période quelconque, est telle qu’on a p°— Ag ="? 1. Car lorsque le quotient u— 24, l'équation F4 Dy; où Z et 7° ne peuvent excéder a (n° 30), donnera nécessarement T=T°=a, et D—:1; donc l'équation (pg°—p°q) D=p"= 4p, de: vient p— Ag =, savoir Hi, sil est > 4/4, et —:1 dans le cas contraire. 7 :
Puisque le quotient. 24 se trouve nécessairement dans a développement de ÿ/4, il s'ensuit donc que l'équation x°— 47° ="# x est toujours résoluble (a@oins avec le signe ++), quel que soit le nombre 4, pourvu qu'il ne soit pas un quarré parfait; et on voit en même temps qu'i y aura une infinité-de solutions de cette équation, puisque le quotient 24 se répète une infinité de fois dans les périodes successives.
Au reste , si le nombre des termes de la période &, 6:.: 6 4, 2mest
par, toutes les fractions qui répondent au quotient 24 dans les diverses périodes, seront plus grandes que yÿ/4, et ainsi dans ce cas,ices fractions ne salisferont qu'à l'équation x%—4y°—=+41. Maïs si lenombre des termes de la période est impair, alors la prennière fraction quiréporid au quotient 24 Sera plus petite que-4/4, la seconde plus grande, et ainsi alternativement; de sorte que dans ce cas, l'équation x°—4}°=—1 sera résoluble aussi bien que lé équation x°—"Ay° = + 1 : la première pæ les fractions convergerites, de rang impair, la. seconde par celles de rang pair.
| ni Fe | | ui lN | (ati » Hi H op |] | r4 | ri | | | UE | [ || æ fl & l ( || :
$ VI. Résolution en nombres entiers de l'équation indéterminée x°— Ay° =Æ D", D ant <\/A.
. (54) No us avons fait voir dans le paragraphe précédent, que l’équa=
tion x°— Ay°—+1 est toujours résoluble d’une infinité de manières\, quel que soit 4, pourvu qu'il ne AP un quarré parfait. Quant à l'équation x°— 47° ——1, elle n’eStrrésoluble que dans certains cas particuliers; et comme la solution, lorsqu'elle est possible, doit se trouver parmi les fractions convergentes vers ÿ/4, la condition nécessaire et en même temps suflisante pour la possibilité de cette solution ; est que la période de quotiens donnée par le développement de y 4 soit composée d’un nombre de termes impair.
Les solutions de l’une et l’autre équations se tirent immédiatement des fractions convergentes vers 4/4, savoir, de celles qui répondent au quotient 24 (a étant l’entier compris dans 4/4), et il y en a une infinité, puisque ce quotient, ainsi que les périodes qui le comprennent, se répète une infinité de fois. Le numérateur de chaque fraction est une valeur de x, et son dénominateur la valeur correspondante de y.
Nous ferons voir ci-après comment on trouve « priori l'expression générale des diverses fractions qui répondent à un même quotient placé de la même manière dans les périodes successives. Dans le cas présent , il suffit de faire connaître le résultat qui d'ailleurs vérifie immédia-
tement.
Soit la première et la plus simple des fractions convergentes qui ré-
pondent à un même quotient 24; si l’on a p°—4q=+1, ou si le nombre des termes de la période est pair , l’'équationx?— 4y°=—+-1 sera, comme nous l’avons déjà dit, la seule résoluble. Pour avoir alors la solution générale, il suffit d'élever p+9y/4 à une puissance quelconque w, et d’égaler le résultat à x +744. En effet, si l'on a.
* (p+qgvVAY=x+y VA, x et y étant rationnels, on aura en même temps
(p—gVAY=x—yvA.
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Multipliant ces deux équations entre elles, le produit sera 2° — Ay° — (p— 49 ÿ= 17 —T;
Donc en effet les valeurs trouvées pour x et y satisferont à l'équation x°— Ay° = 71, quel que soit l’exposant m. On peut aussi avoir séparément les valeurs de x et y par les formules
PC 126 bn (p— V4)" 2, i (p+qgVd4)r—(p— paye DE 2 A
lesquelles donneront toujours des nombres entiers pour x et y:
(35) En second lieu, sion a p°— 479 —— 1, ou si le nombre des termes de la période est impair, alors’il est visible qu’on peut satisfaire à-la-fois aux deux équations x°— 4ÿ°—=+1, x — Ay°=—5, savoir, à la première, par les puissances paires de p 9y/ 4; et'à lä seconde, par les puissances impaires de ce même binome. Car si Von fait (P+qVAŸi=xtyy A, on aura x°— 47 —=(—1)"—#1, et si l'on fait (p+9y 4) x +74, on aura à — 47 =(—1) tr.
18 2 É Par exemple, lorsque 4 — 13, on trouve È == F et p— 157 —=—1:
Donc en faisant (18+54ÿ/15)*—=x+7#13, on satisfera à l'équation É— —1, et en.faisant CRETE 0 peste TA ISS où : salis-
fera à AE X— 13° = — 1.
Les moindres nombres qui satisfont à l'équation x°—13y°=1, sont donc x—=649, = 180, car on a (185413) — 649 + 1804/13. Quelquefois les ROPE es les plus simples qui satisfont à une équation ‘donnée x°—4y°—=t1 sont beaucoup plus considérables. Par exemple, la solution la plus simple, de l'équation x°—2117*=1, est
x — 278 354 -373 6bo
Mol 102-200 509, et la solution la plus simple de l'équation 4? —991y° = 1. est æ — 37951 64009 06811 093063 80148 96080 J = 1205 657557 90531 5594474425 58767.
D'où l’on voit combien il est nécessaire d’avour, pour la recherche. de :ces nombres, une méthode sùre et infaillible, telle que celle que nous
avons exposée; car on.se tromperait beaucoup, si après avoir: essayé inutilement la résolution pär des nombres médiocrement grands , on concluait qu’elle n’est poSsible.en aucuns nombres.
-(56) Fermat est le premier qui ait paru connaître la résolution de l'équation x°—Ay°—1; du moins il proposa ce problème comme par défi aux Géomètres anglais, et mylord Brownker en donna une solution qu’on trouve dans les Œuvres de Wallis, et qui est rapportée à peu près textuellément dans le second volume de l'Algëbre d'Euler. Mais d’un côté, Fermat n’a rien ‘publié sur sà propre solution, et de l’autre, la méthode des Géomètres anglais , quoique fort ingénieuse, n’établit cependant pas d’une manière certaine, que le problème soit toujours possible, Il restait donc à démontrer, que l'équation x? — 4y°—1 est toujours réSoluble en nombres entiers , et c’est ce que Lagrange a fait d’une manière aussi élégante que solide, dans les Mélanges de Turin, tome IV, et ensuite dans les Mémoires de Berlin, ann. 1567; cette démonstration, ainsi que la méthode de solution qui l'accompagne, doivent être regardées comme l’an des plus grands pas qui aient été faits jusqu'a présent dans l'analyse indéterminée. En effet l'équation x° — 4y° —1 n’est pas seulement intéressante en elle-même; elle est encore nécessaire dans la résolution de toutes les équations indéterminées du second degré, où elle sert à trouver une infinité de solutions quand on en connaît une seule.
On trouvera à la fin de cet Ouvrage une Table, n° X, qui contient, sous la forme de fractions, les solutions les’ plus simples de l'équation m — An =ÆE1, pour tout nombre non quarré 4 depuis 2 jusqu'à 139.
L'inspection seule des chiffres qui terminent les nombres m et » fera voir s'ils satisfont à l’équation m°— An, ou à l'équation... mm — An° — — 1. Quand ils satisfont à cette dernière, il faut faire {many 4) =p4#qy A, afin d'avoir les moindres nombres p et 4 qui
saüsfont à l'équation x°—4y°—= +1: on à alors p=2m—1, 4 — 2mn.
(37) Venons maintenant à la résolution de l'équation proposée x*— Ay° = ED. On a vu (n° 10) que lorsque D est <y/4, comme
" . TL: . 1 . ; nous le supposons, la fraction = doit être l’une dés fraétions conver-
J gentes vers ÿ/4. Il faudra donc développer ÿ/4 en fraction continue,
É : à: A+I à et calculer les valeurs successives des quotiens-complets LA FAST
parmi ces quotiens-complets, il s’en trouve un dont le dénominateur D soit égal au second membre de l'équation proposée, on en déduira une
TE ge mr
PREMIÈRE PARTIE. © br solution, soit de l’équation x 4y=+D, soit de l'équation &° — Ay° — — D : il faudra pour cela calculer la fraction convergente : qui répond au quotient-complet dont il s’agit; si cette fraction est de
rang impair (: étant censée la première), elle sera plus grande que /4, et ainsi on aura p*— 4j —<+1; si elle est de rang pair, on aura p—4q9 =D.
Il peut se trouver plusieurs fois le même nombre D dans la même période, et il se rencontrera toujours au moins deux fois, puisque la période est symmétrique (excepté lorsque le quotient auquel répond Ê est le terme moyen de la période, abstraction faite de son dernier terme 24). On aura alors autant de solutions soit de l'équation x°— 4}° =D), soit de l'équation x Re ——D, lesquelles auront lieu égalémént ‘Aa toutes les autres périodes.
Si on ne rencontre point le nombre 2 parmi les ARR des quotens-complets dans la première, période, on sera assuré que l'équation x° — Ay° — ne D et l'équation x°—4y*—— D, ne peuvent se résoudre ni l’ane ni l’autre en nombres entiérs.
(38) Mais si on a une ou plusieurs solutions données par la premiére période des quotiens, comme on viént de l'expliquer, on pourra déduire immédiatement de chacune de ces premières solutions, une formule générale qui contienne une infinité d'autres solutioris ÉUtEn LE de cette
première base. Soit Ë la fraction convergente qui donne p*— 47° =D ;
soient en méme temps £ etu des nombres quelconques qui satisfont à Péquation #— Au = 1; si on multiplie ces deux équations entre elles ; le produit pourra être mis sous la forme
(pt Aqu) — A(pukqt}ÿ =D;
de sorte que l'équation x°— 4y°—=D sera résolue généralement par les formules
x = pt À Aqu
D LUE AL et quant aux valeurs de t et, nous avons déjà fait voir que sim et r sont les moindres nombres qui satisfont à l'équation m°—4r = 1, et qu'on prenne pour k un entier quelconque, on aura
(m+ny A} =t+ uy À.
On voit donc qu’en partant de différentes solutions primitives comprises
eo
5à THÉORIE DES NOMBRES.
dans la première période; on aura autant de formules générales qui ren férmeront chacuneune infinité de solutions de l'équation proposée: à D'ailleurs les valeurs que‘nous venons de donner pour.xiet y ont également lieu, soit que D soit positif, soit qu'il soit négatif; elles supposent - seulement que D a le même signe dans l'équation particulière p —4 D; que dans l'équation générale x°— 47° D; elles cHphÇPent aussi qu'on a M — An = + 1.
. Si on avait m°— An =—1, alors les formules
Hip Et Aqu pu QU donneraient à-la-fois la solution de l'équation x°— 4y°—+D et celle de l'équation x°— 4y°—=—D, V'une en faisant (+24 4)=ttuy À, l'autre en faisant (m-knyA)*P=i+uy À. |
(59) Si on connaît, soit par la Table dont noûs avons parlé; soit par
tout autre moyen, la fraction Ja lus. simple = ui satisfait à lé uation yen, P P q q
m° — An = +1, le simple développement a — en‘fraction continue,
donnera la période des ‘quotiens qui union du développement
Lévis
s de ÿ/4. Or sans connaître les quotiens-complets qui répondent
à ces quotiens entiers, ni par conséquent leurs Re ,; On peut néanmoins distinguer facilement ceux qui répondent ë une valeur don:
mée de D. Ces quotiens sont à fort peu près égaux à — D ; & étant l’entier
compris dans 4/4. En effet, puisqu'on a (n° ) Ft ;ilenré-
VAI AA suhe = ee donc l’entier y compris dans ee est
‘a peu près égal à l’entier compris dans ? T- (40) Par exemple, ayant à résoudre Sos x°—617° = 5, on dé-
# veloppera en fraction continue la fraction UE dont les deux termes
satisfont à l’équation m°—G6in°—=— 1 ;.on trouvera les quotiens et les fractions convergentes comme il suit :
+Quotiens 7, 1, de D AE hr RE Nr T4 >, l 7 39 125 164 453 1070: 1525 ‘5659 ‘24079 29718. 1? Æ 5? 16° °2r2 11582 872 195 ?- (7297. 5085 © 5805
Fr: çonv. =;
en Es TE Fax, Ta 2 nds. re - ts. = Emma
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L’entier compris dans 6x est, et = a2+, je cherche donc 2
parmi les quotiens; je trouve les deux fractions correspondantes 2, Ée , dont la première donne p°—619°=—5, et la seconde p° —619°—=
Donc l'équation proposée x°—617°—5 sera résolue au moÿen des formules \
To 40 I0EE= 90300 y —=453ut 58 tHuy/61 — (297184380561); et elle le sera également par les formules suivantes calculées d’après là
première fraction convergente —“:
x — 1041 Æ 12814 DM 104UEE 26 tuy/61 = (29718 + 5805 /61)#7.
On résoudrait de la même manière a 2° —61y=—5, et on voit pourquoi les deux valeurs trouvées pour e quoique donnant deux valeurs de D de signes différens , servent neo à résoudre la même
équation; c’est parce que la valeur de — — est :telle.que m— Gin = 1%
car dans tous les cas semblables une solution de l'équation x°=—6r°=2, ‘
en donne toujours une .de l'équation æ°—617°=— D, et réciproquement.
(41) Nous.remarquerons que si D, quoique toujours plus petit. que 4/4, avait un facteur quarré 8°, ensorte qu’on eùt D—6°1), alors, outre les cr trouvées par:la CEE précédente, et bar les x ety sont toujours premiers entre eux, il pourrait-y en avoir d’autres dans lesquelles x et y auraient pour diviseur commun 8. En eflet, si d’une autre parton trouve possible la solution de l'équation x°?—47""=2), il est clair qu’on en tirera x—0x’, y—@y'. Ainsi il pourra y avoir autant de nouvelles formules de solution, qu'il y a de manières, de diviser 2 “par un quarré.
$7 VIT. T'héorèmes sur la nos bEbIE des équations de la forme Mx*—Ny*=Ær ou Æ2.
(42) Surrosons que À est un nombre premiér, et soient p et q les moindres nombres (autres que x et 0) qui satisfont à l'équation p° —Ag—1. Cette équation peut se mettre sous la forme p°—1=—49?, où (p—+ 1) (p—:1)=4q"; et puisque Z est un nombre premier, si l'on fait y9—/fgh, la décomposition de cette équation ne pourra se faire que de ces deux manières,
Par A À oc ele p—1=fh# p—1i=fA
Aïnsi il faut que l’une des deux équations suivantes ait lieu,
—? h — 457, ÿ=s Al.
Par ces dernières, on voit que f ne peut être que 1 ou 2, de sorte
qu'on aura les quatre combinaisons
1h Ag...() 1—g*— Ah...(3) —2= h — Ag*...(2) 2—g— Al..,(4).
La combinaïîson (3) doit être exclue, puisqu il s’ensuivrait que les nombres p et g ne sont pas les moindres qui satisfont à l'équation p°—Ag= 1; ainsi il ne reste que les trois antres combinaisons à discutér. Pour cela, il faut considérer successivement les diverses formes dont Z est susceptible par rapport aux multiples de 4 ou de 8.
(43) Soit 1°. 4 de la forme 471. Dans les équations (2) et (4), si lun des deux nombres g et h est pair, l’autre devra l’étre aussi; mais alors le second membre seraït divisible par 4, tandis que le premier est 2, ce qui ne peut s’'accorder. Si ensuite on suppose les deux nombres g et À impairs, leurs quarrés g° et * seront de la forme 8n-1, et alors le second membre sera encore divisible par 4. Done
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l'équation (1) est la seule qui puisse ayoir lieu; donc elle a lieu nécessairement, et il:en résulte ce théorème ARRET |
«A étant un nombre premier de la forme 4 “+1, l'équation » x°— Ay°——1 est toujours possible. »
Cette propriété a lieu pour les nombres premiers 4n4-1 exclusive ment; Car si À était de la forme 4245, il est aisé de voir, en attribuant à x et y des valeurs paires ou impaires, que x°— 4y* serait toujours de l’une des formes 4n, 4nÆH1,4n-2, dans lesquelles —: n’est pas compris.
On peut remarquer que 3 étant un nombre premier de la forme 4n+ 1, tout nombre qui est représenté par la formule x°— 4y*, poutra l'être aussi par 4y°—x°; car puisqu'on peut supposer m° — An°——1, on aura
N= (x — 47°) (An —m)— AVG na) — (mx+ Any).
(44) Soit 2°. À de la forme 873; on vient de voir que l'équation (1) ne saurait avoir lieu; l'équation (4) ne peut avoir lieu non plus. Car si l’un des nombres g et h est par, l’autre séra pair aussi, puisque le premier membre est pair ; mais alors le second membre serait divisible par 4, tandis que lepremier ne l’est que par 2: Si les nombres g et x sont tous deux impairs, le second membre sera de la forme8n4-1=—(81+-5) (8n+-1) ou 8n— 2, laquelle ne s'accorde pas avec le premier. Donc léquation (2) est la seule possible; donc elle a lieu nécessairement, et il en résulte ce théorème :
« À étant un nombre premier 8243, l'équation @° — 47° =— 2 » est toujours possible. »
(45) Soit 3°. À de la forme 827, on trouvera, par des considérations semblables, que l'équation (4) est la seule qui puisse avoir lieu , d’où résulte ce théorème :
« À étant un nombre premier 827, l'équation x°— 4y*= 2 ést » toujours possible. »
On peut remarquer qu’étant donnés les deux moindres nombre es met qui satisfont à l'équation m — An —=+#, il est facile d’en déduire les deux p et q, qui satisfont à l'équation p°— 4g° = 1. Pour cela, il
faut faire =(n+ny A4) =p+qvAÀ, ce qui donne p=ArÆEx, et g=mn:
(46) Supposons maintenant 4 MN, M et NV étant deux nombres premiers impairs quelconques ; et” soient toujours p et 4 les moindres nombres qui satisfont à l'équation p°—4q° — r. Cette équation, mise sous la forme (P+ 1) ( p—1)=MNq, ne pourra se décomposer que des quatre manières suivantes, où l’on a fait 9—/fgh,
pHi=fMs",. Ne, JMNe*, j& pri=fNh, fMr, fr > JMNF.
De là résultent les quatre équations ”
MEN, F=Ne — Mis, $=MNg —h, F=8 — MN, où il faut supposer successivement f—:1 et LR ; Ce qui donnera les huit combinaisons
= MN. G), 2 Ne MR (6), ie MN. (6), 1-25 MNRS.. 7) 2 MN. (2), 2=Ne—Mh.. (4), —2=h=MNe.. (6), 2—2°—MNR. (8),
desquelles il fañt exelure la, 7%, puisqu'on a supposé que p et g sont les moindres nombres qui satisfont à l'équation p?—4q° —1. Voici maintenant deux des principales conséquences qu'on peut tirer
de ces décompositions, LA
(47) x°. Si les nombres premiers M et N sont tous deux de la forme 4n +5, aucune des équations (2), (4), (6), (8).ne pourra avoir lieu; car quelque supposition qu’on fasse sur la forme paire ou impaire des nombres 2 et À; le second membre sera toujours de l’une des formes 4n, 4n+1, 4n+-5, tandis que le premier membre’est 2. Dans ce même cas, l'équation (5) ne peut non plus avoir lieu, car: il sera démontré ci-après (n° 140) qu'aucun nombre de forme 4243 ne peut ‘diviser 1-4’. Donc des deux équations restantes (1) .et (5), l’une aura lieu nécessairement, et il en résulte ce théorème très-remarquable :
« M et N étant deux nombres DÉS quelconques de la forme » 4n+5, l'équation Mx*—Ny=%x sera toujours possible en dé- 2 terminant convenablement le.signe du second membre. »
(48) 2°. Si les nombres premiers M et N sont tous deux de la forme 4n+ 1, on reconnaîtra également que les équations (2), (4), (6) et (8) ne peuvent point encore avoir lieu; mais l'équation (5) n’est plus à rejeter, et la proposition relative à ce cas. peut s’énoncer ainsi ;
PREMIÈRE PARTIE: 57 « M et N étant deux nombres premiers 421; on pourra toujours » satisfaire soit à l'équation x— MNy°=—1, soit à l'équation » Max— Ny° =, le signe de celle-ci étant pris convenablement. »° Au reste, comme la décomposition de la quantité p°—x en deux facteurs p 1 etp—1,qui ne diffèrent entre eux que de deux unités, ne peut se faire que d'une seule manière; il est évident qu’on ne He jamais satisfaire aux deux équations précédentes à-la-fois, mais seulement à l’une des deux.
(49) Par des considérations entièrement semblables, on parviendra aisément à un théorème encore plus général, que voici: « M et M étant deux nombres premiers de la forme 4743, et.N
» un nombre premier de la forme 4n<+-1, il sera toujours possible » de satisfaire à l’une des équations
Nx°— MMy = ÆEs Mz'— MNy°=ÆE x Mi — MNy: = 1.
(bo) On peut ‘encore déduire ces propositions et autrés ‘semblables > de la considération du quotient moyen qu'offre le Séxeloppement de Ke A en fraction continue.
En effet, soit toujours 2 Ê a fraction la plus simple qui satisfait à Féa
quation p°—4q—1; ot a l’entier le plus grand contenu dans V4 "15 et supposons que du SAS LFRERES de V4 naissent les quotiens et
‘ les fractions convergentes. jusqu'à =, comme il Suit +
,Quotiens..:..,:4, &, 6er... OR RSR PC PS RARTE RE
bé ÿ En. Éioieià ha 4
F TE) de TC TER Pen tac ET Fe. a? qe
Nous avons désigné le quotient moyen par 0, et il en existe nécessai-
rement un, sans quoi la fraction : serait de rang pair, ét on aurait p°—4g—=—31, contre la supposition.
Maintenant puisque la période-4, 6,...8.... 6, a, est symmétique, la fraction doit donner par son developpement les quotiens
A...6, @, qui suivent 8 (n° 11); donc à l’aide du quotient-com-
plet a4+Ë on peut déduire immédiatement :la fraction ? des deux con:
o sécutives £ 2 L, ce quise fera ainsi:
Il en résulte p—f(0g + 28°) + (f° e— fe), g=g\(ûg#-28"), et substituant ces valeurs dans l'équation p°—4g—1=\(f°8—/f2°), on en
déduira (P—4e) Ce +) = UE RULES Soit f°— 43 =\J3 —F8)D, et on aura
Ba —#,
où Ton voit qu'en général D doit être diviseur de 2f.
(51) Soit 1°. Dopair — M, il faudra faire f—=Mh, et l'équation f°—A8 =\ fe —f°g) D deviendra Me Ag°= 2M( fe =.
Or, g ne ae avoir de diviseur commun avec M, puisqu'alors il en au= rit ävec f—Mh; donc M est diviseur de 4.
Soit. 4— MAN, et on aura,
M = Ne (fe =fg)= + 2.
Donc l'équation M —Np= "+ 2. est possible dans ce premier cas ; où l’on doit observer que si les nombres M et JV sont tous deux i impairs, ils dosent: être Fun* dela’ forme 44, autre de la forme gt 3. +5, le premier membre serait divisible 4 et ne pourrait se rédüire à æ 2.
- Soit 2, D impax = M, 1 fudÿa, faire f= Mh, <e qui donnera We — Ag = + M; donc À est encore divisible par W, et faisant A% MN, on aura
- MR = Ne =+ É. :
De ces deux cas résulte le théorème suivant : « Étant donné mn ombre quelconque no quarré .4 , il est toujours
cs E - 2 mg AE, ER RE, et - nt —— di T “
PS nm 1 AE ue ITR 9 CASE RE ee Er
PREMIÈRE PAR'FIE. ? 59 » possible de décomposer ce nombre en deux facteurs A7 et Niels que » lune des deux équations Mx° — NP =Æ1, | Max? —Ny = +2 soit » satisfaite, en prenant convenablement le signe du second membre. » I faut dla observer que pour un même nombre 4—MN, il n’y aurd jamais qu'une manière de satisfaire à l’une de ces équations ; çar il n’y a qu'un quotient moyen qui résulte du développement de 44 en fraction continue.
Lorsque 4 est un nombre ee ; on ne pourra faire d'autre sup position que celle de M=1 et N= 4 ; alors par la discussion des équar tions 4° Ay°—=Er, x— Ay°= Eee on parviendra : aux mêmes théorèmes que ci-dessus*concernant les nombres premiers des formes 4n +1; ân+3, 4n#47. On obtiendrait de même ceux qui CREME les formes 4— = MN, A MMWN, déjà traitées.
(52) Lorsque l'équation 2°— 4x est résoluble (ce quia Te: s nonsseulement dans le cas où 4 est un nombre ! prenuier 4n. x, mais dang une infinité d’autres cas) , on a Dr et 0—2a, d'où il suit que les quotiens &, 6.... jusqu'à À, forment une suite symmétrique (n° 35) De plus, comme on 2 alors fa — Ag*=— 1 , il faut que cette même suite soit composée d’un nombre pair de termes. Cela posé, le développement de ÿ4 en fraction continue, jusqu'a la fraction conver-
gente Fo sera représenté ainsi :
a m° mr
Fract. conv...,-, -...... SOU à O 1
Quoens sata; Cr Rues. 6,14 18 o n°? D 7
Or à l’aide des deux fractions consécutives ) . ; qui répondent aux
quotiens moyens 4, 4, On peut obtenir immédiatement la valeur de
=, Savoir :
RE me (Æ Ms FEU mn} m°n°
En are
ce qui donne f—mnæ+mn°, g=n"+n"*. Substituant ces valeurs dans
l'équation f*— 4g*=—1=—(mn°—mn), on aura, en réduisant,
A(ræ+n®)=m+m", où m— An =—(m*— An).
VAR EAST D° DE
Soient , les quotiens-complets qui répondent aux
fractions converg'entes E; T, on aura (n° 50) mE—An= (mn mn) D et M — An? —— (mr — mn) D?. Donc D°= D; mais on a en général
DD +T= *— À; donc A—=D'ETI.
- « Donc toutes les fois que l'équation x°— 4y°——1 est résoluble » (ce qui a lieuentre autres cas lorsque 4 est un nombre premier 441), » lé nombre 4 peut'toujours être décomposé en deux quarrés; et cette dé- » composition est donnée immédiatement par le quotient - complet VA
» qui répond au second des quotiens, moyens compris dans. la » Ps période du développement de ÿ4; les nombres Z et D » étant ainsi connus, On aura Â4—1"+ 7.»
Cette conclusion renferme un des plus beaux théorèmes de la science des. nombres À savoir, « que tout nombre premier 4n+-1 est lasomme » dé deux quarrés; » elle donne en même temps le moyen de faire
êette décomposition: d'une manière directe s sans aucun tâtonnement.
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$S VIII. Réduction de la formule Ly°+Myz + N:° à l'expression la plus siriple.
(53) Dans cette formule, on suppose que les coefliciens Z, M, N sont des nombres donnés (tels cependant qu'ils ne puissent être divisés tous trois par un même nombre); les quantités y et 3, au contraire, sont des indéterminées auxquelles on peut attribuer toutes les valeurs possibles en nombres entiers positifs et négatifs, avec cette seule res= triction que y et 3 soient premiers entre eux. Il y aura donc toujours uneinfinité de nombres représentés par la même formule Ly°ÆMyzNs; z°; mais en général, cette formule est susceptible de différentes formes qui toutes renferment les mêmes nombres, "et il s'agit maintenant de déterminer l’expression la plus simple de toutes ces formes.
Nous considérerons d’abord le cas où M est un nombre pair, parce que c’est celui qui présente le plus d'applications | nous indiquerons ensuite les résultats analogues qui ont lieu lorsque AZ est impair.
Soit donc proposée la formule py°+ 2972 12°, dans laquelle p, 7; r Sont des nombres donnés; si on veut transformer cette formule en ane semblable qui n’en diffère que par les coefficiens, il faudra supposer
F=SJY + ms OU + nr, | y’ etz étant de nouvelles mdéterminées. Cela posé la substitution de ces valeurs donne le transformée PY® + 29 V8 + r'3*, dont les coefli-
ciens sont P=rf" + 24/8 + 78° d = pfn-E j(Jn-+ gm) +-rgn = pr +-2qmnt re.
Or pour que les coefficiens f, 2, m, nr, ne restreignent pas l'étendue
des indéterminées y ets, dans la te pr oposée, il faut que ie va leurs de y’ et 7 exprimées en yet 3, savoir
ny m2 Res y
fn— mg? DE TT fn mg ? #
soient des.entiers, indépendamment de toute valeur particulière de y et de 3; il faut donc pour cela qu’on ait fn — mg —=Æ%1. De là on voit qu’on peut prendre arbitrairement deux coefficiens tels que f etg, pourvu
. . 0 À . mm .
qu'ils soient premiers entre eux; ensuite on prendra pour — la fraction LA
convergente qui précède À dans le développement de celle-ci en frac-
tion continue; par ce moyen, la condition fn— mg "#1 sera remplie, et on aura la certitude que tout nombre compris dans la formule PT° + 2973 + r2°, l’est également dans sa transformée PY"+2q Ve +Htzt, et réciproquement. D'ailleurs ayant supposé y et 3 premiers entre eux, il faudra que y’ et z’ le soïent aussi, car si y’ et z° avaient un commun PARTS @ , les nombres y et z (d’après les valeurs I= fy + ms,
D. nor ) seraient aussi divisibles par 8; ce qui est contre la Le
Nous obsérverons de plus, que les valeurs trouvées pour p', g, donnent pr—q'g =(pr—qq)(fn—meg) = pr—gq; d'où il suit que «la quantité pr—gq et son analogue pr/—q'j" dans la transformée, » sont égales et de même signe. »
Cette quantité pr — g° est celle qui détermine la nature de la formule PY° + 2q73--r3",eu égard aux deux facteurs «y + 63, 97 + ds dont on peut imaginer qu’elle est.composée. Si ces facteurs sont imaginaires, la quantité pr—q* sera positive: s'ils sont ou égaux, ou rationnels, la quantité pr—g* sera égale à zéro, ou à un quarré négatif: enfin s'ils sont réels, mais irrationnels, la quantité pr—g° sera égale à un nombre négatif et non quarré. C’est ce qui se voit, en mettant la formule...
PY°" + 2qr3 + rz° sous la forme:
SCAN 95 20/(q°— pr] pr + g5—2V/(q° pr. Nous examinerons séparément ces différens cas; mais il faut,avant tout;
résoudre le problème général qui suit (x) :
(54) « Étant donnée la formule indéterminée py° + 2qy3 + rz*, dans » laquelle le coefficient moyen 29 excède l’un ou l’autre des coefficiens » extrêmes p et r, ou tous les deux, transformer cette formule en une
(1) La solution de ce problème, l’un des plus importans de l'analyse indéterminée, est due à Lagrange. Voyez les Mémoires de Berlin, année 1773.
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» formule semblable où le coeflicient moyen soit moimdre que chacun » des extrêmes, où aumoius n’excède pas le plus petit des deux. »
Supposons 29 >p, et dans le cas où l'on aurait à-la-fois 295 p, et 24 > r, soit p le moindre des deux nombres p et.r, abstraction faite de leurs signes; nous ferons 7 —9—m3, 7» étant un coefhcient indéterminé, et la substitution donnera cetté transformée
pYY —(pn—2q) 7"3 + (pm —2qm + r) 3°.
On peut prendre l’indéterminée »#, de manière que 2pm = 2g soit plus En > que 7 P peüt quep, ou égal à p; il faut pour cela que 72 soit l’entier le plus proche, en plus où en moins, de la fraction donnée 2 g° . Cela posé, fai-
sant pn—q—=q", pré —2qm#r== 1, la transformée sera
PJ —2472+ re, et l'on aura Pr— qq AT ; €t 2q "ap; le signe << n’excluant pas l'égalité.
Puisqu on a ÉLraR 24>p et 2g-<p, ail s'ensuitqu'on aura <4;, ce qui estl’objetprincipal de cette première opération. Maintenant si dans cette transformée le coefhicient29", quoique <p, est encore > 7‘, on procédéra semblablement, et on obtiendra une nouÿelle transformée dans laquelle le coefficient moyen que j Lie Bi sx sera 27. Or une suite de nombres entiers décroissans gs gg; g', etc. ne saurait. aller à
l'infini: ainsi en contintiant les mêmes opérations, on parviendra née cessairement à üne transformée dans laquelle il n’y aura plus lieu à rée duction ultérieure, et qui sera par conséquent telle, que le coefficient moyen ne surpasse aucun des extrèmes, Cette transformée satisfera au problème proposé; ses indéterminées seront encore des nombres pre< miers entre eux, et la quantité analogue à Er sera de même valeur et de nême signe que dans la formule proposée; car ces deux. conditions sont toujours observées dans le passage d’une transformée à l’autre, comme nous avons démontré.
Soit prise pour exémple la formule 357172722102"; comme l'en-
S est 2, On fera ÿ=—7y— 23, ce qui donngéra
tier le plus proëhe de ? =
la transformée .
secs
RL TER
Dans celle-ci, le coeflicient moyen 32: étant plus grand que l'extrême 6; il faut procéder de la même manière à une nouvelle transformation. Prenant donc l’entier le plus proche.de Æ qui est 3, on fera sa 57 : et la seconde transformée sera
da — 3627 +54 y 6e — 427 — 7) 9" 52 —06 +85:
Cette dernière a les conditions requises, puisque le coefficient moyen 4 est moindre que chacun des extrêmes 6 et 7. En même temps, on voit que. la quantité pr— q* est — 46 dans la formule proposée comme dans sa dernière transformée; et quant à la relation des premières variables y et 3, avec les nouvelles y’ et z', on trouve qu’elle est donnée par les équations : ;
NET RS
Examinons maintenant les trois cas généraux dont nous ayons fait mention ci-dessus (n° 53).
(55) Soit 1°. pr—g égal à un nombre négatif — 4, nous pourrons supposer que la formule py* + 2qyz + rz° est réduite à la forme la plus simple , ensorte que 29 n'excède nip ni r; maïs alors je dis que les mombresp et r sont de signes différens; car s'ils ayaient le même signe, pr serait positif et ©>4g°, donc pr—g" serait positif et >5g°, quantité qui ne pourrait être égale à — 4. Nous EURE donc supposer que la formule dont il s’agit est ay° + 2byz— cz°, où l’on aura a et c positifs, et acbb= A. Mais d'ailleurs on a toujours 2<a ete, et
par conséquent ac+b>5l, donc on a 5 <A, ou << y £ ; en même temps les limites de ac sont ac < 4, ac > +4. |
Rémarque. Il peut arriver que différentes formules ; telles que ay? + 2byz— cz, répondent à une même valeur de 4, et satisfassent à la condition 2b <a eto, sans cependant différer Ésnentiellernent entreelles. Par exemple, les deux formules y*—7x° et 2ÿ°—-2y2—33* donnent également ac+- b*=—7, et 2b<aetc; cependant si l’on fait J=2t-bu, 3—Su—t, la formule 2y*+2yz— 33° deviendra #—u?; et réciproquement, si dans cette.dernière on fait 4=5y +53, u—y+ 25, elle se réduit à la première 27° 2y3—33°, D'où l'on voit que ces deux for-
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‘mules ne sont réellement que deux expressions différentes d’une seule êt même formule, et qu'il n’est aucun nombre contenu dans l’une, qui ne soit également contenu dans l’autre avec la même valeur et le mêmesigne. Le nombre 4 étant donné, il est facile de trouver toutes les formules ay® + 2bys — cz" qui satisfont aux conditions b—ac— 4, 2b<a et c; et il est clair que le nombre de ces formules est nécessairement limité, puisqu'on doit avoir a et c positifs, et b< y “ Mais après avoir trouvé ces diverses formules ; il restera à distinguer celles qui ne diffèrent point ssentiellement entre elles, afin qu’on soit en état de réduire la
totalité au plus petit nombre possible. Nousnous occuperons de cette recherche dans le. S XIII.
2°. Si en supposant toujours pr—q——AÀÂ, A est un quarré parfait, alors la formule proposée py° 2gy3<+ rs sera décomposable en deux facteurs rationnels (ay + Ex) (yy + d'z); si de plus on a pr—q° 4, ces deux facteurs seront égaux.-Ces cas n’ont pas besoin d'un plus grand développement , et on voit facilement quelle serait alors l'expression la plus simple de la formule proposée.
«+ Soit donc 3%. pr—q*=à un nombre positif 4, et supposons de nouveau que la formule py° + 2973 T2" soit He à son expression lx plus simple, de sorte que 29 ne surpasse ni p niwr. Alors onaurx
pr>4q" et 59 <A, ou 1 <V 75 en même temps ‘on voit que prs sera
toujours compris entre 4 et #4.
Étant donné le nombre 4 , il est facile de trouver toutes les formules pr°+2qy2-—+ 3" qui satisfont aux conditions pr—q= 4, et 2q<p etr. On peut démontrer de plus, que toutes ces formules. sont essentellement différentes les unes des autres, et ne peuvent se réduire à un moindre nombre. Ge sera l'objet des deux propositions suivantes,
(56) Tnéorème. « Si la formule indeterminée py* + 2qy3<+rz* est .» telle que 2g ne surpasse mi p nir; sien même temps pr—g* est égal ». à un nombre positif 4,%e dis que les deux plus petits nombres com- » pris dans cette formule:sont p.et r. »
On observera d’abord que la formule py°+-29y2+-rz, considérée analytiquement, est la même que. py°— 2424 r#, parce qu’on peut faire à volonté les indéterminées y etz positives ou négatives.-Or toutes choses d’ailleurs égales, la formule py°+ 2gy3+r2 dont nous supposerons lés trois termes positifs, est plus grande queda formule py°—2973+73;
ainsi. ce n'est qu'à RQ de cette dernière ge le minirum ECS avoir lieu.
Soit donc Fe tue ; et soit es Mettons Jr à la place. de y et supposons que -P devienne P'; nous aurons
P— op p2qs où P— = P—2q (32) —7 (p—2q)—p(y
Or à cause de P> 24 ety >3,il est manifeste que P’ est moindre que P, quand même le signe © CREER l'égalité, comme on le suppose toujours.
Onpourrait objecter que quoiqu'on ait P°—P—Q, Q étant une quantité positive; cependant si Q est lui-même plus grand que P, alors ‘P' pourraitavoir une valeur négative plus grande que. P. Mais cette objéction tombe d'elle-même, en observant qu'il n’y a aucune valeur de jet de z quipuisse rendre la formule py°—29y73-+rz* négative, attendu que ses facteurs sont imaginaires.
Il’ suit de la que , quelles que soïent les valeurs de y et 3 qui donnent le résultat P, on trouvera un résultat moindre en diminuant d’une unité da plus Bande des deux quantités y et 3, ou l’une des deux, si elles sont égales; car la Conclusion qu’on a tirée aurait également lieu, si on avait ÿ—3. Maïs enwcontinuant ainsi à diminuer les indéterminées 7 et 3, On parviendra nécessairement aux valeurs y — 1, 3— 1; donc la quantité P—p—24+7r qui répond aux valeurs y —1, 3—=71, est plus petite que toutes HetLE qui répondent à des valeurs plus grandes de ces variables.
D'un autre Côté, puisque 27 est <p et r, la quantité p— 297 est “plus grande ou au moins égale à la plus grande! des quantités p et r. Donc ces deux nombres p etrsônt les plus petits”qui soient compris dans la formule proposée, et après ceux-ci le plus petit est p— 277.
(57) ‘Tnéonèmr. € Si deûx formules tbdincss pY° = 2qY3 re, » py°+2q ya 12, "Sont telles Lure etlautre, quélecoeflicient du » terme moyen ne.surpasse aucun des coefficiens extrêmes; "Si en même » temps les quantités pr—q, pr'=ÿ® sont égales à un méme nombre po- -» sitif 4," je dis. que cesideux-formules-sont essentiellement différentes » l'une de Vautre, etiqu’ellesne peuventse réduire àune-même formule. »
Car s’il était possible de transformer l'une de ces formules dans l’autre , il faudrait que l’une des deux rénfermat au moins un nombre moindre que l’un des coefficiens extrêmes, ce qui.est contre le théorème précédent.
ES
PREMIÈRE PARTIEL. 67 (28) Jusqu'à présent, nous n’ayvons considéré la formule Zy*-2Myz-N3° que dans le cas où le coefficient moyen Y est pair. Supposons maintenant que ce coeflicient soit impair On trouvera, par des considérations semblables, les résultats suivans, qu’il nous suffit d'indiquer. 1°. Toute formule imdéterminée Zy°+ Myz + INz° dans laquelle on à M5 2L, peut se réduire à une formule semblable, dans laquelle le coefficient moyen sera moindre que 22, et où la quantité analogue à 4LN— MP sera de même valeur et de même signe. Il faut pour cela faire EE — ae » et prendre pour 2 l’entier le plus approché de _ . Donc par une ou plusieurs transformations de cêtte sorte, on mate la formule proposée en une formule Semblable ;" dans laquelle
RE
le coefficient du terme moyen ne SUrPaSS era aueun des extrèmes ; et :
où la quantité 4LN — M? sera de même valeur et"de”même signe me Fe la proposée.
: Lorsque 4LN M est égal à un nombre négatif cup la transpriés qui satisfait aux conditions précédentes est. de, la ons Re ay +byz— cz, dans laquelle on a Bb + 4ac, b< a et c, et par
conséquent B<V = +
Étant donné le nombre 2, on peut trouver LT toutes les formules ay? byz—cz qui itéti el aux conditions b—+/4ac=28B, b<a et c. Mais plusieurs de ces formules peuvent être identiques ou iransformables les unes dans les autres ; c’est ce qu'on examinera dans le S XIE.
4. Lorsque 4LN== M? est égal à “un nombre positif B , la transformée ay°byz-#1-cz qui user aux CMP précitées Te D.
b<a et c, et par conséquent b<y 2 Z> est telle que a et € sont les
deux plus petits nombres qui y soient compris:
Donc toutes les formules de ‘cette sorteñqui répondent à un même nombre donné B, sont essentiellement différentes les unes des autres, et ne peuventsse réduire à un plus petit nombre.
$ IX. Développement de la racine. dune équation du second degré ên fraction continue.
(69) So: T' fa +gxHh=o une équation proposée, dont les coeffi-
-étens sont-éntiers et les racines réelles; on propose de développer en fraction continue l’une de ces racines, que pour plus de simplicité on
regardera comme. positive «(si elle était négative, on mettrait —x à la place de x, et on ferait précéder le résultat du signe —). Ayant commencé l'opération d’après la méthode générale, supposons
qu'on soit parvenw/aux deux fractions convergentes consécutives =,
à ; et soit 3 le quotient-complet qui 2 à la dernière, on aura
R $ Le ES Lé TL — conséquent z— 1 . Substituant au lieu de x sa q > Où aura
= EQ— 2fp + VGA).
gq +2fp—qV(8g—4fh) ?
quantité quisen rendant le dénominateur rationnel, devient
3 Cpg°—=p°q)V/ (6° —4fh) — fpp°—2g(pq° + p° g)—hqq®..
FT ÎP° + gpq=+ hq° Si pour abréger, on représente cette valeur par la formule z vit 2 les quantités 4, 7, D'seront exprimées commeul suit :: A4 (8"—Afh)
(Pa —py)l=— pp 28 (pg° Ep") RG
Cpg° —p)D=fp" + 8pq + hq, où l'on voit qu'a cause de pg°— p°g="Æ# 1; le nombre D sera toujours un entier; quant au nombre /, il sera entier, si g est pair; mais il contiendra toujours la fraction +, si gest impair.
(60) Quelque loin qu'on ait poussé le développement de x en fraction
SA om -—eue-mufes-rolate D MDN |
PREMIÈRE PARTIE. Go continue, on voit que le quotient-complet 3 s'exprime facilement, an
© moyen des deux dernières fractions convergentes E ce C EIRE DORE
rait servir à continuer le développement encore plus loin. Mais indépendamment des fractions convergentes, on peut avoir la loi de progression des quotiens-complets; en effet ; soient
VAE VAI VAT DRE LD 9 D
# ce fi trois de ces. quotiens consécutifs, et soient = ns 2 les fractions con-
CU
vergentes qui leur correspondent : si on fait pour abréger , pq—p'q=t;, on aura, Comme nous venons de le trouver,
= — fpp°— 38 (pg + p°q) — hqq°
DE fp° + gpq + hq°.
Passant de là aux valeurs suivantes, et observant qu’alors : change de signe, parce qu'on a p'q—pq ——\(pq"—p°q), ces formules deviendront
RU =-pp=EE (pa Epr) Re De jpp+8pq + ha"
Or si on le. à l'ordinaire y le quotient qui répond à la Abe Es on aura p—= pp +p°, g —=hq+@, valeurs qui, étant substituées
dans la première équation, donneront Lu +8pq + hq) + fpp +28 (pg + pa) hgq',
ou 2] =miD—il, de sorte qu'on a sans ambiguité TL = pD — 1].
Faisant les mêmes substitutions dans l'équation en D’, on aura pareillement
— Din (fp + gpq hi) n (ofop + gp°a gp + 2hq9°) PS EP Rs
et le second membre se réduisant à w®Di — auli—iD, on aura encore sans ambiguité
D' =D + opl —pwD ; ou DD +u(1— 7), De R il suit qu'étant donnés deux quotiens-
complets consécutifs 3
le suivant rs se déterminera très-simplement par les valeurs PDT.
D—D'Lu(I—T);
ce qui est la méme loi qu’on à trouvée. (n° 29) dans le développement des racines quarrées:
(61) Si on élimine w des deux formules précédentes, on aura.... D'D + 7®= DD° 47; mais le premier membre de cette équation renferme les mêmes quantités que le-second, avec la seule différence qu’elles sont avancées d’un rang de plus; il s'ensuit donc que chaque membre est une quantité constante. Pour déterminer cette quantité en fonction des coefficiens de l’équation proposée, soit £ l’entier le plus grand compris dans x, lé développement de la valeur de x commencera ainsi :
VA ie Lys WA—iefe D F = 4 + F
sn = Késhee te ere
VAT RTE h ° Donc à l'égard des deux premiers quotiens-compleis ; on peut supposer D=f, D——ff —2hk—h, 1=:g+fk, ce qui donnera .. DD+F—=}g —fh=41: Donc quel que soït le rang du quotient-
complet LE , On aura généralement D'D+T=A Il pourra arriver que les premières valeurs de D'soient alternativement positives et négatives; car quoique x soit toujours comprise entre deux fractions convergentes consécutives £ pi ; É ; cependant si les
deux racmes de l'équation fx°+gx+h—o diffèrent moins entre telles que ne diffèrent l'une de l’autre ces deux fractions convergentes, il est facile de voir que les deux résultats
fp°* + 8p°q° + hq° - JP + 8pg + hg°,
SE ee me = SEX, 2 1
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obtenus en substituant, dans le premier membre de l'équation, ë
et À É à la place de x, seront nécessairement de même signe; donc alors
D° et D seront de signes différens. Mais comme.l’approximation augamente rapidement à l’aide des fractions continues , cette alternation de signes ne peut avoir lieu que dans un petit nombre des premiers termes , et bientôt après les quantités D seront constamment de même signe.
À compter de cette époque, où la série des quotiens-complets prend une forme plus régulière, la quantité DD° étant toujours positive, on aura à-la-fois 7Z<y/A et DL2y 4. Les valeurs de Z et de D étant ainsi limitées, et d’ailleurs les nombres 22 et Drétant toujours des en-
: É EVA : 3 tiers, le quotient-complet Re ne péut avoir qu'un certain nombre
de valeurs différentes. Donc après un nombre de termes plus ou moins grand, mais qui ne peut excéder y 4xX2y 4, on retombera nécessairement sur un quotient-complet déjà trouvé, après quôi le reste de ‘la fraction continue ne sera plus composé que d’une même sérié ou période de quotiens déjà trouvés, laquelle se répétera à l'infini.
(62) Cela posé, il y aur2 une infinité de, fractions convergentes
p pG) pC) : . » \ —, ——, ——, etc. qui, dans les périodes successives, répondront à un q? qG)? q@)? 2 P à ñ
même quotient-complet Fée ; et il est d'autant plus important de
rechercher l'expression générale de ces fractions, qu’elles serviront à
donner une infinité de solutions, des Équalons de la forme... fr +gys+he=ED.
Soit donc w, CE p"......0 la période de quotiens qui, répétée une
‘ infinité de fois, forme le développement de vent —— += —; au moyen de ces
quotiens, on continuera ainsi le calcul uk fractions convergentes Vers x: |
Quotiens... bob Joio SUD"... OL Usure # |
p°G}. pQ) p°{2). pC)
, To à g°Q) ? AA) era (2)? To) 2 0 0 9
Fract. conv. Le ÿ g
Représentons en outre par % la valeur de la fraction continue...
D calculée jusqu Le & inclusivement. Cela posé, Fe +2 etc. ?
comme on 4, quel que soit HT =E ne -; de même, en mettant £ à la place de pm, on aura æ pQ) 5. € +P pa + p°2 letr. : 002 gQ) 32+9 g2+q ee qui donne p(r)=pa + p°6, 0) Et 6. On aurait aussi, en mettant LE Here à la place de pm, VAE Dan ee 5e cie
Cr s QVAFGIEg DT
Cette équation donnerait les mêmes valeurs de Z et D qu'on a trouvées . ci-dessus; on en tire aussi immédiatement
p=—h (+1) = | F= SGe+D+HE Substituant ces valeurs dans celles de p(1) et (1), il en résultera FRE ec € rs pO)=p(e—si—5:6)—5 hq € GA e (= 1+ Es 8) ADP:
On aura donc semblablement, à cause de l'égalité des périodes, € GÉTUN SAIO IE SEE pE)=pG)(e—51=5.se)— 5 M0) rot e a@)=4 (1) (514518) +5fr0).
Soit, pour sbréges, a— 5 I=0 Py D Ÿ» ®— A =e, on tirera de
ces équations ; À | pa) = 29p() — 9 4C) = 29q(1) — eg.
PR ed PERRET en ue -—-de mous eines. ASE 0 |
PREMIÈRE PARTIE. 73 D'où il suit que les numérateurs:p, p(x), p(2), etc. forment une suite récurrente dont l'échelle de relation est 29, — 6e: il en est de méme de la série des dénominateurs 9, g(1); g(2), ete. Et ce résultat est apà p… PC), PO) q? gQ)° 46) à trois autres quelconques, pourvu qu ils se suivent immédiatement: Or il résulte de la théorie connue de ces suites, que si l'on fait
(Hd 4) = DH YA,
ñn étant un entier quelconque , le terme général demandé
ie non-seulement aux trois premiers termes >. Mais
p(n) qi)
sera donné
par les formules < . pa)=ab+0Y qg(n)=a"b + LT , :
où il ne reste plus à déterminer que les coefliciens a’, d’, a", b". Pour cela, soit 2 —0, et conséquemment D—:1,#Ÿ—0O,.on pourra sup-
poser p(r)—p, 10) =9 ainsi on aura d'=p, 4 —q; soit ensuite n=1, il faudra qu'on ait |
PG)=p9 +4 40)= 9e +4;
de là ct des valeurs connues de pret g1, on tire = — :9p — bg
P=. 287 + fr.
Donc enfin le terme général PC) Sera déterminé par les formules
16) pa)=p8 — (28? +h)# sy os mr) = 98 + (589 +fp)Y: | Nous allons maintenant faire voir que, quoique les valeurs de @.et 4; et par conséquent celles de ® et # paraissent se présenter sous une forme fractionnaire , cependant ces quantités ne peuvent contenir au plus
que la fraction £,'ce qui n’empêchera pas les valeurs de p(r) et q(n) d’être toujours des entiers,
(63) Considérons la fraction continue qui résulte, du quotient-complet
AE k j ne
_ ee » @t qui est composée, comme nous l'avons déjà dit, de la
période y, p', m'.... répétée une infinité de fois; si on calcule les
ER e LEE M, MA on 7 Li CnE à ch OO É =
vs
fractions convergentes vers 2, Fe la loi ordinaire
Quotiens. spin HU EU HS OS NUL detre ce MO EC LOS
Fract. converg. 5» Ê, séries oo pe
az a
on aura, après la première période > 1= 7 +0)
ou 6z°+-(6—a)z—0°.
Substituant au lieu de:z sa valeur ne , et égalant entre eux les termes
de la même espèce, on aura les deux équations
CE su are E— x 5 ee D — 0 ; d'où l'on tire nu ACC —e(< ET. Maintenant les va-
leurs de @ et 4 donnent P— AV a — ILE REA;
et d’abord, à cause de 4— 7°:—DD°, le second membre se réduit à (a TT £: HE ensuile si on substitue les valeurs trouvées de
CI ee 7 LD» il devient à&° —2a(—
)— Ga°; ou a6°—x6—Hi, de sorte qu'on a DA
_ 1] paraît, par ce résultat, que les quantités @ et 4 sont les mêmes, soit
que la période m, p', m'.... © commence au quotient m, ou à tout autre terme x’, 4”, etc., pourvu qu’elle soit composée des mêmes quotiens disposés dans, l'ordre de la période; et c’est d’ailleurs ce dont il est facile de s'assurer, en prenant Z' et D’ au lieu de: Z et D, et cal-
æ CEE . / # 5 culant une valeur de > qui réponde aux quotiens y’, m®,...@, mu; car
il en résultera absolument les mêmes valeurs pour les nombres 9 et 4.
. Au reste, puisqu'on a Q—a4— ; I= LE ,il estclair que le nombre
‘© ést entier, ou ne contient au plus que " fraction 4; quant à l'autre
bi Ë >: : :
nombre 4 = 5, je dis qu'il est toujours entier.
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(64) En effet, si > n'est pas un entier, soit z son expression la plus
simple, ensorte qu'on ait 6—6», D—06J'; nous avons trouvé
= 22; on pourra donc faire aussi &—=2A7, D= \, On à pe CT yT__u—€° d’ailleurs D=F—=
aæ—(€ } . s ère ; donc doit être un entier, et ainsi om
peut faire 7 = _ Ces valeurs étant substituées dans l'équation, …. DD += A, on aura
(GBA + A) = 4A =g — fn.
Donc si le nombre g°— 4fh n’a point de diviseur quarré, on aura nécessairement d'—1, et ainsi il sera démontré que : est un entier ;
mais si g—/4fh a un facteur quarré d*, l'équation précédente pourra avoir lieu, et il faut examiner les conséquences ultérieures qu’elle fournit.
Or on a 7=pu°D°— 7, ou L=pD—I=pn) © —; donc Ÿ est
divisible par d'. On a ensuite D=D°+Luw(r — 7 ÿ “d'où l’on tire D —D—°(17°— 1). Le second membre étant encore divisible par d\, il faut que le premier D°*° le soit aussi, de même que Z°*°, dont la valeur est °D°— 7°, De là on voit que onécenlenent les trois termes du
VAI DE
quotient-comple sont divisibles par d', mais qu'il en est de
même des trois termes de chacun des quotiens-complets précédens
es VA etc. Remontant ainsi jusqu’à la valeur primitive de x,
2 D°® on verra que d'ne peut être qu’un facteur qui affecte inutilement les trois termes de la quantité Eve ; et comme on peut supposer qu'un tel
facteur n’existe pas, ou qu’on s’en est débarrassé par la division, on aura
donc nécessairement d'=1 ; et par conséquent = où 4/est toujours un nombre entier.
(65) Lorsque g est pair, le nombre À est entier ainsi que 7, et alors o ne peut manquer d'être un entier, puisqu'on a (à — AJ =E 1, Lorsque g est impair, À et J sont des fractions qui ont pour dénominateurs 4 et 2; cependant il peut arriver même dans ce cas, que
soit PSE ,-et alors @ sera encore un entier, en vertu de l'équation AVR
? buse. sion a à-la-fois & et L'impairs, @ contiendra la fraction ? ;
et en faisant QE VA=E Va on aura g+d y 4=1ù+i fa.
Je dis maintenant qu’une puissance quelconque entière de £w144/ane
peut contenir.au plus que la fraction 2. En effet, à cause dek Da =,
on a (oi ya) = torarr op ya (& ai IE | F1) a.
D'où l’on voit que la site puissance contient la fraction + seulement, et que dla 5°,ne contient aucune fraction, puisque ® étant impair , 3— 3 2 —
et —"— doivent se réduire à des ‘entiers. Or l’exposant », quel qu’il soit, sera toujours de l’une.des formes 34, 3k+ 1, 3k+2; donc puisque la puissance 34 ne contient pas de fraction; la puissance 7 ne; pourra he au plus que la fraction . Cette puissance est d’ailleurs représentéé par ® + #4/41 ou D+iYy/a; donc les nombres 2® et# seront toujours entiers. On aura d’ailleurs entre ces entiers la relation
D —4AV EE
P: pG) pG) g qu)? CG) les périodes successives répondent à un même operconpiet ee
(66) Revenons à la considération des fractions - etc. quidans
Var
si l’on désigne par Ê ; Dep on générale de ces fractions (usuel
Fat Q était ci-dessus PC) , il faudra qu’ on ait
q() JP + &POH+IQ= D,
le signe +- ayant lieu, si la fraction à fractions’ convergentes, et le signe — si elle.est de rang pair.
Or si on substitue dans le premier membre les valeurs trouvées pour: P et Q, savoir :
ést de rang impair parmi les
P—= pd —(Sgp + h)# Q= 98 + (289 +fp)Y ;
on trouvera x
LP: 8PQ + RQ = (pq) (DAT);
TEE TES
PREMIERE PAR TEE. 77 se sorte a comme: on; a déjà Pie spq=+ lg =D, .al faut qe ° ne à démontré . 63). Cette vérification nous fournit de plus une re marque très-importante, savoir, qu'on peut changer le signe de Y dans les valeurs de P et Q, et'que > nouvelles vagues qui en résultent $atisfont également à l'équation fP?+ 8 PQ +hQ = + D; or en exami= nant ces secondes valeurs
P=p + (c8p + hq)# Q—=qb— (289) Y >
et les comparant aux premières où Ÿ a un signe contraire, on trouvera qu’elles ne sont point comprises dans celles-ci, ou du moins qu'elles ne le sont qu'en supposant l’exposant 7 négatif (c'est ce qu’on développera davantage ci-après). Il faut donc nécessairement que ces nouvelles valeurs de P et Q résultent du dévelppement de l’autre racine de la même
USE + gx +h=o.
(67) IL suffit, par conséquent, pour résoudre l'équation proposée fy° +grz + he = ED, lorsque D n'excède pas y(2g°—fh), de développer en fraction con tue une seule racine de l'équation fx°gx+h—0; et la solution qu’on obtiendra par le moyen des fractions ,convergentes
deep ‘ A +T , qui répondent au quotient-complet Vt , comprendra également; par
un simple changement de signe , la solution qui naïîtrait du développe ment de l’autre racine. Ces deux solutions seront réunies dans les formules générales
J=PIE (EP + )T
20 (589 Ffp)#; :
et s’il arrive que le nombre donné D ne setrouve nulle part parmi les dénominateurs des quotiens-complets dans le développement d’une’racine, il sera inutile de chercher ce même nombre dans le développement de l’autre racine , et on pourra dès-lors assurer que l’équation dont il s’agit n'est pas ÉOLHIE en nombres entiers.
Pour éviter tout embarras à l'égard des signes dans l'application des
formules précédentes, faisons pq°—pq=—1, ti pouvant être + 1 ou —1 selon les diflérens cas, on aura d’abord
| JP + 8pq + hg =D,
I faudra ensuite faire attention au nombre des termes de la période m,m.....0; Si ce nombre est pair, les diverses fractions convergentes
Ê : , à D, etc. seront placées de la même manière, c’est-à-dire qu’elles seront toutes de rang pair, ou toutes de rang impair; ainsi l'équation fy° + gy3 + hz° = 1D sera résolue par les formules
FT =pÈ E (Esp + hq)Y 3 —q0—+ (189 +Jp)Y, où l’on a (p+dV AY =D+Y A4.
Dans ce cas, l'équation fy*+gyz+ Hz" —=—iD ne pourra être résolue
en nombres entiers, au moins d'après la fraction convergente :
Si au contraire le nombre des termes de la période est impair, alors on pourra, par les mêmes formules, résoudre à-la-fois l'équation FF + gyzs + he = + iD et l'équation fy° + gyz + he = —1D, savoir, la première, en faisant »— 2k , et la seconde, en faisant 2 = 24 + 1.
(68) Le cas de D—1 devant recevoir un grand nombre d'applications, il sera bon de l’examiner en particulier. On aura alors (n° 62), S+i= se PE or 59 le est une valeur fort approchée de 4/4 ou de 5ÿ/(g° —4fh); soit donc, si g est impair, 7»# l’entier impair le plus grand contenu dans y/(g°— 4 fh) , et si g est pair, #2 l’entier pair le plus grand contenu dans ce même radical, on aura dans les
deux cas (parce que 7 est plus petit que l'unité)
Le quotient-complet Ces deviendra en même temps W4+ 2m, et
ainsi l’entier compris m—m. C'est la valeur du quotient qui dans les périodes successives répond à la valeur D= 1. .
Soit toujours mm, m'"....0@, la période des quotiens , et £ la fraction : ; Rs CT qui en résulte, nous avons trouvé ci-dessus = —œa—6°; donc lorsque D=rxet I=*, on a É°—a—m6@—a—p6. D'où l'on voit que les
quotiens p', w',...@ forment une suite symmétrique (n° 32), et ainsi
Lodel st .
RER TR ER, er - ne anne ange me Se de
PREMIÈRE PARTIE. 79 la période qui se répète à l'infini est de la forme », g', m',...pu", p'. Enfin on aura dans le même cas o—œa—1m6, d —c<.
(69) Quel que soit le nombre D, si g est pair, les formules générales peuvent être simplifiées et débarrassées de fractions. Soit alors l'équation à résoudre ay°+ 2by2+ ce —=ÆED, ce qui donnera f—4a, g—2b, h=c, A—db— ac; soit toujours w, w’, a"... la période qui répétée une infinité de fois, forme le développement du quotient - complet
ALT Dé n ; si par le moyen de cette période, on calcule la fraction 5 comme
il suit :
Quotens MU US Ten. 0
ne er Fract. CONVETG.— , Tee... sn 3 a 46° UNS :
on aura ® — _— —a—51l,d=;, lesquelles valeurs seront toujours
des entiers. Faisant ensuite
(@+4vVAY=D+ #4 J=p® E (bp + cq)Y = 92 (9 +ap)#,
on aura 43° + 2byz+ cz° —+D, et qua à l’ambiguité du signe, elle sera déterminée par la formule
a+ aps + cs = (e— 4°)" (pq —p°9)D, où l’on sait que @*—.4{*, ainsi que pg°—p°q,ne peuvent être que 1 OU — 1.
Les nombres @ et trouvés, comme on vient de le dire £ par le cak cul d’une période, seront toujours les plus simples de ceux qui satisfont à l'équation ®®— 44° —Æ1; car s'ils ne l’étaient pas , il faudrait supposer, ou que la période dont if s’agit est composée de plusieurs périodes plus courtes, ou qu'il y a des solutions de l’équation proposée non comprises parmi les fractions convergentes. Or le premier cas n’a pas lieu par hypothèse, et le second est impossible, comme il sera prouvé dans le & XII. Donc les nombres ® et ns ne DOPEROERS qi du seul nombre 4.
Il est mutile d'ajouter que si ï le see D $e rencontre ere fois
dans le cours d’une même période, on pourra produire un pareil nombre de solutions différentes de l'équation proposée.
$- X. Comparaison: des fractions continues résuliantes du * développement des deux racines d'une méme équation du second degré.
(7o) No avons déja observé (n° 66) que les deux racines d'une même équation du second dégré, fx° + gx +h=o, réduites en fraction continue, concourent également à la résolution de l'équation fr°+eyz+ hs =2ÆE D, ensorte que les mêmes valeurs de D doivent se rencontrer nécessairement dans les deux suites de quotiens-complets qui résultent du développement de ces deux racines, Nous allons maintenant mettre cette propriété dans tout son jour, ét nous démontrerons d'une manière générale, que si la suite des quotiens-complets, lorsqu’elle est devenue régulière, procède ainsi dans le développement d’une TaÇINE :
AVE IR = pe + ALT
cer ARTE, CERTES etc..
le développement; de la séconde racine fournira, au moins après l’ano- -malie des premiers termes, cette autre suite dans l’ordre inverse :
PACE L'ALT PRET = pe + ALL PRET E pe
tee ; AS ANVEUR IR laquelle retombera nécessairement sur le premier terme eue etrez
commencera ‘ainsi à l’infini. es a Considérons de nouveau le développement de la racine LES
Re PR RARES, Se neue mule me gicees rs
Ü À pe PREMILRE PARTIC. 8r LA . Ve / Li en fraction continue , et soient = 5 F> : trois fractions convergentes consécutives prises dans la première période des quotiens (1), après que toute irrégularité a cessé, et lorsqu'on s’est assuré que cette même période doit se répéter à l'infini. Nous représenterons'à l'ordinaire les trois
AXIS YAHI : VAXT VE, VÉE, VERT etes
quotiens-complets correspondans par entiers qui y sont compris par p°, w, KW. Quant à la période de quotiens, elle serag, w', u”...u°, si on la fait commencer au terme w; elle serait également w', w”...u°, ww, sion la faisait commencer au terme et ainsi à volonté; en général, la période dont il s’agit peut commencer.par tel terme qu'on youdra, mais il faut qu’elle soit composée des mêmes termes, rangés dans le même ordre.
Cela posé, nous avons vu (n° 62), que si on cherche les diverses frac-
tions convergentes - ; È . à : , etc. qui dans les périodes succes-
sives occupent la même place, ou répondent au même quotient-complet
VAE! ; l'expression générale de ces fractions À ee PC est donnée par les formules
ù pr) =p? — (28 + hg)Y
RE gr) =D + (289 +fr)T, (a) où l’on a
DH EVA (ON 4) et @— AP (6 — AY Er)"
Il suffit donc de donner à » les valeurs successives 0, 1, 2, 5, etc., et de substituer les valeurs de ® et '# qui en résultent, pour avoir successi= PQ) PC) 40)? 90)?
Il reste à voir maintenant ce qui arriverait, si on ns n des valeurs négatives —1,—2,—3, etc.
vement toutes les fractions convergentes dont il s agite £ etc.
(71) Or j'observe qu’on a (Q+dVAre (gp — 4° tea Te 7
donc la supposition de x négatif revient simplement à changer # de signe,
(1) Cette période pourrait contenir moins de trois termes, mais alors on réunirait plusieurs périodes, afin de ne pas donner lieu à exception pOur ce cas particulier: 1E
et à multiplier les valeurs de ® et # par un même facteur (Æ 1)", cette quantité ambiguë Æ1 venant de 9° — 44° qui en effet peut être + 1, ou —1. Mais comme la fraction P Cr) n’est pas différente de EC n
peut faire abstraction du facteur (a 1) ainsi les valeurs négatives de 7
répondront à de nouvelles valeurs de P) données par les formules
q Gi) PR) =p? + (gp +hq)# Gr) = 92 — (289 +Jp)Y. (2)
On pourrait croire d’abord que ces formules ne différent des premières que par la forme, et qu’elles conduisent réellement aux mêmes valeurs
(er = om É mais il faudrait pour cela que deux fractions telles que
PD—(cep+hg)r po+(op+hg) +
qo+ Ge] +fp)r? qu —(Cieq+fp)F pussent être égales : or c’est ce qui ne peut jamais avoir lieu, car en les réduisant au même dénominateur, on trouve que la différence des numérateurs est (fp° +gpq+ hq*)(D'F + DY’), quantité qui ne peut jamais être nulle.
Donc il est certain que les formules () donnent des valeurs de PC) gr) soit dans les formtules (2), soit dans les formules (a), p(n)=7Y, g(n)=3, les valeurs générales de y et de 3 satisfont à l'équation JTE oy3-+h# =Æ+D; d'un autre côté, D étant supposé plus petit que
différentes de celles que donnent les formules (4). Mais en faisant,
y’ 4 ,'on peutdémontrer que toute fraction ? = qui satisfait à cette équation
est comprise parmi les fractions ete vers une racine de l’équa- Gon fx + gx+h=—0o. Donc si les formules (2) donnent des fractions
ee non comprises parmi les fractions convergentes vers la ie
43% bo VAE Ali faut que ces mêmes fractions = 0) 7) soient comprises par.
mi les fractions convergentes vers l'autre TACIRÉ LT = en mr ‘On ne doit pas perdre de vue , que parmi les Factôns convergentes -qui répondent au quotient-complet Vars. : Lestsupposéela plassimple,
ou celle qui est comprise dans la première période. Si on fait r=—1 dans les formules (a), ouxz=—1 dans les formules (2), la fraction qui en
= ae = Cas RUE. metres sriiet ohlelonre À IS A nn LT tres = 2 rs EST ER CRE 2
PREMIÈRE PARTIE. 85 résulte pourra tomber dans les parties irrégulières du développement de l’une ou de l’autre racine , ou même ne se trouver dans aucune, par des raisons qui seront exposées ailleurs; mais si on fait 2 > 1 dans les for mules (b), alors la fraction qui en résultera sera certainement l’une des
. e — VA 22 fractions convergentes vers la rame 1 —©2,
(72) Soit donc, en supposant n>1, (p-H+Ÿv4) =D+Y y À, et
P=p® +(28p +) Q—=gD—(:87+JP)Y,
O2 aura 7 pour l'une des fractions convergentes vers la racine ..:
x = VE. Mais si on fait semblablement
P=— pe —(28p +hq) Q—=— 98 + (387 +fP)Y P=—p® —(8p +hg)Y Q=—g8+ (87 +p)F,
a (à 3 à il est clair que œ et 5 seront pareillement des fractions convergentes
vers la même racine. Ê Me maintenant de faire voir que les trois p!' fractions convergentes 2 ç ce re » se suivent immédiatement dans
l'ordre où elles sont écrites.
Et d'abord ee valeurs précédentes donnent PQ°— PQ =(p'4—pq) (—4Y")= 1, et (PQ—PQ)——(PQ—P°0); conditions toutes deux nécessaires pour l’objet que nous avons en vue; mais elles. ne sont pas encore suflisantes.
On peut, pour fixer les idées, supposer que la valeur de» est un peu LU P Te a: 2e, grande, ensorte que la fraction conveérgente © réponde à une périodé
assez éloignée du commencement de la suite. Comme toutes les périodes sont égales , il importe peu quelle est celle qu’on considère ; et la forme qu'on trouvera pour une période éloignée , conviendra également à toutes les autres périodes. Or lorsque 7 est un peu grand, les nombres ® et # sont très-considérables , et comme on a toujours D—4%*—(1)— "#7,
il s’ensuit qu'on a ion à très-peu près ® — #4; substituant cette valeur dans celle de 2, on aura P=#F(py/ 4 + :ep+hq) = (V 4438)
SE NCIS
Le æ œ
Fe
RPAPOS SRI LS A
VA
(p— gx), x désignant la premiere racine VAE dont? est une valeur approchée.
On trouvera de ane dou pour P° QUE et si , pour abré éger, on appelle À Le facteur constant Y(4/4—+19), on aura P°=—R(p—qx) P= R(p—qx) P== R(p—ga).
Soit z le quotient-complet st répond à la fraction convergente = à P dans
le développementdela valeur de x, on aura x — ÉOue gz+q ‘P—IX
r 3 doit être positif et plus grand que l'unité ; done —(p°— q°x) est
‘plus grand que p— 4x et de même signe; par la même raison , (p—qx)
est de même signe et plus grand que —(p'—q'x); donc les trois nombres P°, P, P' sont de même signe, etils se suivent par ordre de grandeur,
aéore qu'on PERCE; PPS ON démontrerait la même chose des trois ne @r; Q; Q; et cela pose, si les deux fractions convergentes
P = ne se suivent pas immédiatement, on ne peut du moins concea 2 Q >2
P=— pe voir d' intermédiaire entre elles que la fraction -; Car comme on a
LR
déjà PQ —P°Q—2ÆE1:, et qu'en représentant par me fraction conyer-.
gente qui précède $ , on doit avoir aussi PN— MO=ZÆ x, ils ’ensuit qu'on a MAP EP Sel N— 10H Q°, Æ'étant un nombre indéter-
miné. Or la condition;que M soit comprise entre P et P°, donne 41, M=P—P, N= RE Ainsi on est assuré que la faction Lanvet
P ente — est oo de — , ou qu'au moins elle Fest Ier S P 0 2 q
Q ( Es
(73) Éincetudt: à cet égard va ne A fixée, ‘en déterminant
le quotient-complet qui Re à la Re Soit ce quotiént-com-
plet dans PR que — pr écède ? Q? alors la valeur entière de Ia
= po ; fraction continue serait — TE EC EG? soit y le quotient-complet dans l'hÿpothèse que Cr G précède = o 790 aurait la valeur de la fraction continue
= DS PL P(y EN LP FQFOE QU EOO ED FO
PREMIÈRE PARTIE: ? . 85 Or il est clair que cette seconde hypothèse, est reénfermée dans la prenuère, en supposant z——y—1; donc si en partant de la pr emière hypothèse, on! trouve une valeur positive de 3, ee Ari une preuve que cette hypo-
thèse est légitime, , et qu'en effet 2°, À sont des fractions convergentes
Q®? Q consécutives. Si au contraire le on pour 3 une valeur négative, on en conclura que la seconde hypothèse est la véritable. Or je dis que la valeur de 3 est non-seulement positive, mais qu’elle Pr J'A+T est.en général EE quantité est w. Si ce dernier point est vrai, il faudra donc qu'on ait P'=pP+P°, Q'=xQ+0Q?, et c’esten effet ce qui se vérifie immédiatement par les valeurs de P, Q, P°, Q°, etc., puisqu'on a toujours p=?’p#p, et g— Hq=+q?. a reste, la FCHORE partie peut se prou-
ver généralement ainsi.
; je dis de plus que l’entier compris dans cette
On a d'abord Z=—uD—T, ce qui donne = - Fe ii: HAE 1, ETS
» Fè {1 leurs la valeur de g° trouvée n° 62, donne on sére INF q ? et
1,1 Le : ue 2 x x comme À est déjà une valeur fort approchée de £, on a à très-peu de A AL
HP Val Ée ED g°
D- 2 q ? est toujours plus petite que l'unité ; ainsi
+7" } ER pt
Le
Me ne
égale à Li ès-peu pres à
; d'où l’on voit que
on a, Suivant la notation accoutumée À
Venons à la première parte de notre assertion, Si —— est le quo
tient-complet qui Fi à la fanion convergente ne et que celle-ci soit précédée-de il faudra donc que la seconde racine x’ de l’équaton fx ox+h=0o, ait pour valeur-
ge PCAHT)HPD 7 Q(VA4 +1) +Q°D° Mettant au lieu de 7 sa valeur wD—T, et observant qu’on a mP+P°=P", HQ + = es 4 , cette équation deviendra y PCVA— Cn+rD Q(V4—T)+ QD Si on y subsutue ensuite les valeurs de P, Q, P”, Q’, et que dans le
résultat on mette au lieu de p° et q° leurs valeurs trouvées n° 62; on aura = DOPV AE gp + hg) ++ GepV A+ hqy/ À + 4p) OV 4289 —fp) +890 4 +fp VA— 49) ?
quantité qu'on peut mettre sous la forme
ot 4 CPVA +3gp +hq).
TT ++ 2) (VA — Egg —fp) ;
de sorte qu'en supprimant le facteur commun aux deux termes , on aura
x = PV AT sep hq; + gVA—5gq—fp
Mais à cause de 4—:e*—fh, ona L=CEEVA GE VE, et ainsi
PV A+Egp+hq = ee (fp+2gqg—qv À); doncenfinla valeur de x° se réduit à É D — VAE SZ" f 2 ce qui est la seconde racine de l’équation fx gx h=0:
(74) Ge résultat justifie pleinement les diverses propositions que nous avons avancées , et il en résulte, pour principale conséquence,
que VE est le quotient-complet qui dans le nr de la
seconde racine x’ répond à la fraction convergente — d. Par la même LA
raison , le quotient-complet qui répond à la fraction suivante - » est ee , celui qui vient immédiatement après est __— l'on voit que les dénominateurs D, D°, D°, etc. suivent un ordre coniraire à celui qu’ils ont dans le développement de la première racine.
> etc. ; d’où
Au reste l'existence du quotient-complet suffit pour prouver
celle des quotiens-complets suivans , qu’on en déduit par l'opération or= dinaire du développement en fraction continue. En effet, on a déjà vu
que l'entier compris dans est w; de là, et des relations déjà
PREMIÈRE PARTIE. 87 connues par le développement de la première racine, on tire la suite
D D D VAI à VAE VA=1— D D°
etc.
Mais la suite des quotiens w , m°, °°, etc. retombera nécessairement sur le quotient x; ainsi la période qui règne dans le développement de la seconde racine, est composée des mêmes termes que la période de la première racine, avec cette seule différence que les termes y sont rangés dans un ordre inverse.
S'il arrivait que la période qui règne dans le développement d’une racine füt de la forme w, n', u'...w", pu, m, k, c'est-à-dire fùt com- posée d'une partie symmétrique , précédée ou suivie d’un terme isolé #, alors le renversement donnerait toujours la même période, laquelle par conséquent seraït-commune aux deux racines de l’équation. C’est ce qui S’observe dans un grand nombre de cas, et alors les mêmes quotienscomplets se trouvent aussi dans le développement des deux racines, et y suivent le même ordre.
Ar
S XL Résolution. en nombres entiers de l'équation Ly? + Myz + Nz°= +H.
(75) LE faut distinguer deux cas, selon que y et 3 sont ou ne sont pas premiers entre eux. Pour ramener le second cas au premier, soit 4 la plus grande commune mesure de y et de z, et soit >—@y", 3—Û7, alors le premier membre étant divisible par 62, il faudra que A soit aussi divisible par &. Soit donc Æ—6°7", on aura
LD EMyz+Nz ET,
‘équation dans laquelle y” .et 3° sont maintenant premiers entre eux. Donc autant il y aura de quarrés 0: qui peuvent diviser Æ, autant on aura à résoudre d'équations semblables à la pr écédente, Se lesquelles les’ in-” déterminées seront des nombres premiers.entre eux. On peut supposer que cette sorte de décomposition a été faite par une opération préliminaire ; nous pouvons donc regarder l'équation proposée Ly° + My:s+ Nz == H comme l’une de celles où il faut que les indéterminées Jetz soient des nombres pr emiers entre eux.
Cela posé, nous distinguerons encore le cas où 3 et Æ sont premiers entre eux, et celui où ils ont un commun diviseur 8. Dans ce dernier
cas, soit z—67, H—6H", il faudra que + soit un entier; mais comme
F n’a aucun diviseur commun avez 3, ni par conséquent avec ; cette condition exige que Z soit divisible par 8. Soit donc Z=6J', et l'équation à résoudre deviendra
Lys + Mys LONA=E,
dans laquelle maintenant on peut considérer 3° et Æ° comme premiers entre eux,
Donc autant il y aura de diviseurs communs entre Z et A (l'unité comprise), autant 1l y aura d'équations à résoudre dans lesquelles 3° et H' seront prenuiers entre eux. Mais il est facile d'éviter cette multipli-
rer se EE es D e
PREMIERE PARTIE. 89 cité de cas à résoudre, par une transformation qui consiste à mettre { V “ ,» . CE!
J'+ ms à la place de y, et à déterminer 77 de manière que Lr*+-Mm-N n'ait aucun diviseur commun avec 4. Alors la nouvelle indéterminée J' ne pourra plus avoir de diviseur commun avec Z]. Ainsi toute la difficulté se réduit à résoudre l'équation
Ly° + My3+Nz =ÆE A,
dans laquelle 3 et y sont premiers entre eux , ainsi que z et 77. Or cette équation présente différens cas à examiner, selon que le nombre 4LN — M? est positif, zéro ou négatif; c’est-à-dire, selon que les deux facteurs du premier membre sont imaginaires , égaux ou réels.
(76) Soit d’abord 42N— M? = à un nombre positif B ; si on multi-
plie l'équation PROPAÈS par 4L, et qu'on fasse +=, Ort aura
x + Br = + 4LH.
(Nous mettons + seulement dans-le'second membre, parce qu’on voit bien que le signe — ne pourrait avoir lieu). Or ayant à résoudre l’équation x°+ Bz— C, la méthode la plus simple est de calculer successivement les différentes valeurs de la quantité C—Bz, en faisant
DT CT : ‘ 30, 1,2, 8... jusquà 3 — y >. Si parmi ces valeurs il se lrouve
un quarré, et qu'en mêmes temps %a racine æ de ce quarré rende MzEix, >?
— 7; égal à un entier, on aura une solution de l'équaon proposée. Mais si ces deux conditions ne peuvent étre remplies à-la-fois, on en conclura que l'équation proposée n’est pas résoluble en nombres entiers. Il est évident que dans ce premier cas il ne pourra jamais y avoir qu'un nombre limité de solutions en nombres entiers. Ce cas d’ailleurs est si simple, qu’il nexige aucune des préparations indiquées dans l’article précédent, et qu’on peut procéder à la résolution, comme il vient d'être dit, sans s’embarrasser si y, 3 et A ont ou n'ont pas de come mun diviseur.
(77) Prenons pour exemple l’équation 10f +433 32522345
on multiplie les deux membres par 60, et qu’on fasse 3074330, li
transformée sera x" +712 13380:
Je calcule donc les valeurs de la quantité 13380— 715", en faisant suc=:
cessivement 2—0, 1, 2, 3, etc., jusqu'à ce que la quantité dont il s'agit cesse d’être positive ; les résultats qu’on obtient facilement, au moyen de leurs différences uniformément croissantes, sont:
Valeurs de 4°... 13380, 13309, 13006, 12741, 12244, 11605, 10824, Différences ..... DÉS AIS "000 DTA 1000 7015 029,
Valeurs de x°... ooo1, 8836, 7629, 6280, 4789, 3156, :138x. “Différences ..... 1065, 1207, 1349, 14091, 1633, 1775.
. Or parmi ces résultats, il n’y a que 8836 qui soit un quarré parfait, ce-
lui de 94; ainsi les seules valeurs de 3 et x à employer sont 3=8 et
x = +94; mais de là résulte y — , et cette valeur ne se ré-
duit pas à un nombre entier; l'équation proposée n’est donc pas résoluble en nombres entiers; on peut seulement y satisfaire par des valeurs rationnelles telles que 3—=8, y ——", et une infinité d’autres.
(78) Si on a 4LN— M°—o, ou si les facteurs du premier membre de l'équation proposée sont égaux, il faudra, pour que cette équation soit résoluble, qu’elle soit de la forme (my + »z) =, et alors elle se réduit à l'équation du premier degré my+nz=Æ h,. laquelle sera toujours possible, si » et » sont premiers entre eux. Il ne reste donc plus à examiner que le cas où 4LN— M est égal à un nombre négatif — B. Ei d’abord si le gombre B est un quarré parfait, les facteurs de la quantité Zy°+ Myz + Nz° seront rationnels, et l'équation à résoudre sera de la forme ë
(ny ns) (Jr +8) = A.
Or il'est visible, que la résolution de cette équation se réduit à celle des deux équations déterminées :
my Æ ns —= N 2 + gs = — + CA
8 étant un facteur quelconque de Æ. On prendra donc successivement pour 0 tous les diviseurs de Æ, en y comprenant l'unité, et on résoudra relativement à chacun d’eux, les équations déterminées -qui précèdent. On pourra obtenir, par ce moyen, plusieurs solutions, si toutefois les valeurs de y et 3 qui en résultent sont des entiers; mais dans aucun cas, le nombre de ces solutions ne pOur excéder celui des. diviseurs du nombre Æ: DE À
be
Rs ee NS
PREMIÈRE PARTIE. ot … (79) Supposons enfin qu'on ait M° — ,LN — 44, À n'étant os un quarré parfait. Alors l'équation proposée
L+Mys+Nz = 2H
présentera deux cas à examiner , selon que À est 4 où S ÿA.
Soit d’abord A < 4/4; dans ce cas il suffit de développer en frac+
tion continue une racine de l’équation Lx + Mx+ N —0; WA+I
et si parmi les quotiens-complets = qui résultent de cetie opéra
tion , on en trouve un dont le dénominateur D— H, on en conclura que l’une au moins des deux équations
Ly + My3+ Ns —=+H Ly° + Mys + Ne = — H
est résoluble,; ou même toutes les deux, lorsque les conditions nécessaires sont remplies. Nous avons donné ces conditions dans le paragraphe IX, aimsi que les formules qui contiennent les valeurs complètes de y et 3, et nous ayons remarqué que ces formules renferment le résultat du développementdes deux racines del équation Lx*+Mx4N=0o, de sorte qu’il suffit d’en développer une.
Le nombre 77 peut se trouver plusieurs fois parmi les valeurs de D dans le cours d’une même période, et il en résulte alors autant de solutions différentes de l'équation proposée. Mais s’il ne se trouve nulle part parmi ces valeurs, on en conclura avec certitude, que l’équation proposée n’est résoluble ni avec le second membre + 7 ;, ni avec le second membre — 77.
_ Ce premier cas de A< 4 se résout donc immédiatement, et avec beaucoup de facilité par le seul développement d’une racine & l’'équaüon Lx Mx + N —0o en fraction continue. Il faut même observer que cette solution suppose seulement y et 3 premiers entre eux
(car? Ÿ étant assimilée à ane fraction convergente Ê , doit toujours ètre
une fraction irréductible , puisqu'on a pq = Py = 1) , et ainsi elle
n’exige pas que 3 et À soïent premiers entre eux. On peut donc, par ce Moyen , se dispenser de: faire la décomposition relative aux facteurs com-
Br RE _—
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muns de Z et de 77, dont on a fait mention n° 75,'et on aura; par ne seule opération , la résolution de‘toutes les équations de’cette sorte. Mais il faut, comme nous l'avons supposé, que Æ soit <4/4; de plus, si 4 contient un facteur quarré 6°, il faudra, comme nous l'avons déjà indiqué, faire 7—6y", 3:—07, H=—6H, et résoudre, par la même voie, chaque équation Ly°®+Myz AE N3°=2ÆH pour chaque facteur quarré 8: qui peut diviser Æ.'
(80) Soit en second lieu ZÀ> 44, alors on supposera que l'équation est préparée, comme on l’a dit n° 75, de manière que y et z soient premiers entre eux, -ainsi-que 3 et À. On pourra faire alors.
J=n2+ Hu,
et ajouter même la condition que » ne surpasse pas +; car l'équation précédente subsisterait en mettant 2—«4H à la place de n, et u—usz à la place de w; or il est clair qu'on peut prendre «4, de manière que n—aH soit compris entre + et —:. Substituant donc la valeur de > dans l'équation proposée, et divisant le résultat par 7, on'aura
Ne nu un
et puisque z et {7 sont premiers entre eux, cette équation ne-peut avoir
Lr+ Mn+ IN H
lieu, à moins que ne soit un entier. On donnera done à »
toutes les valeurs en nombres entiers depuis —1/7 jusqu'a +1; et s’il n’en est aucune qui rende la quantité Zn° + Mn+N divisible par H , on prononcera avec certitude que l'équation proposée n’est pas résoluble. Si au contraire on trouve une ou plusieurs valeurs de 7 qui remplissent cêtte condition, il faudra prendre successivément ces différentes valeurs, et.faire un caleul séparé pour chacune, comme si l’équation proposée était transformée en autant d'équations de Soit, pour abréger, Zn°+Mn+N=fH, ARE ME, LH=h
l'équation à résoudre pour chaque valeur de » sera
Je +gzu+ hi Ex, où il-est à remarquer qu’on a toujours 2°—/4fh = M°— 4LN = 4,4.
Nous avons donné dans le paragraphe IX une méthode pour résoudre cette équation lorsqu'elle est possible, et les mêmes remarques que nous avons faites lorsque D est < ÿ/4, sont également apvlicables dans le
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cas présent où D=— 1: ainsi nous n'avons rien à ajouter sur cet objet, d'autant qu'on voit bien qu'ayant trouvéles valeurs générales. des et.wr, on en tire immédiatement celles des -indéterminées de l'équation proposée, exprimées pareillement en. nombres entiers.
ÊxEempzEe I.
(81) Soit proposé de résoudre en nombres entiers l'équation. :## 27° — 23y° = 105.
Cette équation se rapporte au cas précédent; elle n’est point susceptible de se décomposer en plusieurs autres, ‘parce que 105 n’a point de diviseur quarré, ni de commun diviseur avec le coefficient 2. On fera donc x=ny — 105%, et. on déterminera n<125 de manière que on — 93 T10577 faciliter de semblables recherches ; observons, quant À présent, que
comme 105 est le produit des nombres premiers 3, 5,:9, il faut
chercher séparément irois valeurs de z telles que à — 5 =
soit un entier. Plusieurs moyens seront donnés ci-après poux
on°— 93 soient des entiers. Ces valeurs sont respectivement nE=5acht,
n 06 A, n=7yE1 , les nombres &, 6, y étant-à volonté. Or ces formules sont faciles à concilier entre SE et comme il suffit de considérer les valeurs de» positives et ribitdrés que 2, la dernière formule donnera
= 038, De 15, 20, 22, 27, 259,154, 36, 41,,45,.48, 5o.
De là il faut écarter tous les nombres qui ne SH pas à la seconde formule, ou qui divisés par 5 ne laissent pas 22 de reste; ainsi les 24 valeurs précédentes se réduisent à celles-ci »—8, 15, 22, 27, 43, 48. Enfin pour satisfaire à la première formule , il faut encore supprimer tous les nombres divisibles par 3, ce qui ne laissera subsis: ier que ces quatre valeurs 72= 8, 13, 22, 45 Soit donc 1°. n=8, et æ—8y=—105%, la transformée sera
JF 322 2107 = 1. L:18g give no Toutes les fois der parvient ainsi à une équation de la forme
sites = Fr
ÿ :4 1) ‘4 | Nil 1# Îl A | fo À “À or me Din ne | 22 Ep Ge, ND:
fe “ (48 a l 4 | {l | + a [nt È lip : hip a « Ÿ
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on-est assuré que la solution est toujours possible, parce qu'en faisant y—f;=u, Véquation devienti®— 47 x, quiest toujours résoluble. Dans le casiprésent, on trouvera par les formules du n° 69, M DER A0 RE ce 9 (24335 + 5588 46) =D + YF /46; d'où xésulte pour première solution de la proposée x = 89 Æ 23Y c PJ Dee 10}; Soit 2°: #15 et x—15y— 105%, la transformée sera 37° — 52yz + 2102 = 1.
Pour résoudre. celle-ci, il faut développer en fraction continue une racine delé équation 3x*— Dax 210 — 0. Voici Popétation avec le calcul des fractions ‘convergentes, prolongé seulement jusqu'à ce qu'on trouve
= VE — 10 = I (o] KA 4 — + 10 ï (ee 12 II I
etc. eic.
Cela posé, les nombres à. substituer dans les formules dæ n° 69 sont PE: 41) a—3, b——26, c—210, 4—46; d'ailleurs on a déja trouvé dans le premier cas, que les Hoindes nombres qui satisfont à l'équation @* JOUE ; SOnt P— 24359, V— 5588, lesquels donnent ç* —46" #1; et comme on a en même temps pq°—p°q—#+1, l'équation proposée 37° —D2yz+ 210% —<+-1 sera résoluble (elle ne le serait pas,si le second membre était —1); faisant donc RUE
“on aura par les substitutions »= 1102 96%, z—@yYy; d'où ré-
sulte pour seconde solution
x = 380 + 253Y ‘ya ndE 167.
PREMIÈRE PARTIE. 95 Remarques qu'on aurait pu trouver immédiatement les valeurs de y
et de 3 par l'opération seule du développement en fraction continue ;
car si à la place du quotient-complet qui répond à la fraction
2 œ 4 . “ convergente £, on met sa valeur approchée Fume ; et si ensuite, au moyen de ce quotient, considéré comme entier, on calcule la frac- . . . Cire 1 : ‘ ÿ üon convergente qui Sulvralt ——, on trouve que cette fraction est
o { 11(6—+- )}+io Cor laquelle se réduit à PE 1 (6 +5)+: 7
de}, dans laquelle il ne reste plus qu’à donner à Y le double si ne +. ; 3! HUE 8
. C'est la valeur générale
Il serait facile de démontrer que ce procédé, qui dispense de recourir
aux formules générales , s'accorde entièrement avec elles, et peut par
conséquent leur être substitué, même pour une valeur quelconque de 2: Soit 3°. 2— 22, et x—227—105:, la transformée sera
OYY — 88732103 = 1.
On développera donc une racine de l'équation 9x°— 88x + 210—0, jusqu'a ce qu’on trouve un quotient-complet dont le dénominateur
soit 1, et on calculera à mesure les fractions eonvergentes comme il suit : | = = 5 + LS LLISUS 0 saine 1 Barr VIE S 1 6 : .:
are 1 + L'ATMES PAS D 464 5 :
LÉ er 17, 5 VAT 4 — 1 62-:? 1:
VASE
Cette dernière fraction convergente 72 satisfait à l'équation proposée, parce qu’elle est de rang impair, et qu'ainsi on a pq —pq—#r. Maintenant, suivant la remärque qui a été faite dans le cas ‘précé-
1, dé bise tas 82
dent, on ee que le Re qui répond à la dernière frac
tion convergente _ est 6+2 , etonen toutes la fraction suivante
79 (6 ue J ne __ 792+536+.
DT (6+2)+n : TT 1404 1404 95r ;
Y=700ÆE 556%, 3—14D HE 0bŸ, et ainsi la troisième solution sera x = 2680 Æ 1817Y M1 7000566 %.
d'où Siliete généralement, . .
Soit 4. pe et x == 43} 21085 , la transformée sera 35yy— 1722-2105 = 1.
IL faut donc développer une racine de l'équation 35x° ne 72XH+210=0) jusqu’à ce qu’on trouve un quotient-complet =—=— ss ue , dans lequel D
soit égal à l’unité. Voici l'opération :
— VAS — 2 RS o CEE me An Ve ie 3 æ vhs = 1+ RE 2 Va 6 G+ Se 3 LIRE + 53 & 20 ne 114 (1 45 Vite + 167 .
VÉBS = 5 281 : 106 ee 1 + 1010 °: 381 véte_ EN
Cette onzième fraction convergente satisfait à l'équation proposée 557 = 17275 2102 =, puisqu ’elle est de rang impair; ensuite
tt te eZ TS,
> APREMIÈRE PARTIE: 07 on aura la solution Complète, en mettant 6 ne à la place du quotient correspondant, ce qui donnera
EE 9 ——— + — —————————_
z 47(6+5) +382 nant d’où résultera la quatrième solution x = 43780 + 20603Y J =12010 HE 8756Y.
Il.est bon de remarquer qu’on serait. parvenu plus promptement et plus simplement à cette quatrième solution, én développant lente ra= cine de la même équationt, Voici abéritote
ve VERS — CE Lutsr 0 ü Le 3 + 2e I 6- J v4 2 1-1 Ti Es 3 64 5 va _ A tra D Que VÊX 4 1e © DA: & 19 ; MES so | C4R 4 19.
, #6 +-)+54 De là résolte 2 A Ses ; Cton a pour la qua- — 19(6+€ )+ : 15: OUT AN trième solution
Formules qui reviennent au même, et qui sont plus simples que celles qu’on a trouvées par le moyen de l’autre racine. Cette identité au reste se démontre , en supposant que les ® et Y de cette formule répondent à une valeur de 7 moindre d’une unité que les ® et # de l’autre formule ; de sorte qu’en distinguant ceux-ci par ® et #”, on pourrait faire
DH Y/46 = (DH P
ie 4 il : | 4h QU nl ref % > S | calin | pl : {il = | S | S & LS | |
98 THÉORIE DES NOMBRES. | Rassemblant, ces différens résultats, on aura toutes les solutions de Téquation proposée 2%°—23y°— 105 contenues dans les formules sui-
vantes, où l’on suppose (24335 + 5585ÿ/46) =0+Y1/46,
Le. O0 RM EN RES ICO
mé 480 nb Juve 70% x = 2680 1817Ÿ, y—7002E 536Y x— 14602 989Ÿ,: y —450 2 203Y.
_ La mème équation , où une-équation équivalente (p°—46q° = 210 )
est résolue dans les Mémoires de Berlin, année 1767, et le résultatdonné page 265 présente huit solutions.
- Ces huit solutions se réduisent aux quatre précédentes; et en général, le calcul peut toujôurs s’abrég'er de moitié, en observant , comme nous l'avons fait, qu'il est inutile de développer en fraction continue les deux racines de la même équation, et que le développement d’une seule sufit pour avoir le résultat des deux.
, . (82) Prenons encore pour exemple l'équation 677 — 22772 1917 —
laquelle étant comparée à la formule générale a 67) donne f—67,
Pos 21, H= 101, D— 5, AE fe et D<y 4. Donc
4 2 on peut résoudre cette équation par PME AE d’une racine de l'équation 67x° — 2272 + 191=0 en fraction continue. Voici l'opé— ration prolongée jasquà ce qu on..ait-trouvé -la période qui se répète
à l'infini;
Ps
er, 3 RD oise LE Re ee nes - se — LE ms Te À
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Le quolient-complet #2 +25: HS Ds étant un ‘de ceux qui ont été déja trouvés, lopération est Ent , €t on voit qu'immédiatement après les premiers termes 4, 1, 4, on à la période 1, 47, x, 2, 1, 2, laquelle se répète à l'infini.
Si: on cherche maintenant le :nombre 5 panmiles dénominateurs des
quotiens-complets, on verra .que la troisième fraction convergente, la septième et la neuvième, peuvent satisfaire à l'équation proposée. La septième et la neuvième comprises dans une même période, satisfont en eflet, parce qu' elles sont de rang impair, et que dans la valeur de x le radical a été pris en plus. Quant à la troisième, elle satisfait aussi ; mais nous en ferons abstraction, parce qu'il suffit de corfsidérer les solutions données par les termes d’une même période, et que toutes les autres doïyent y étrercontenues. Voyez.à ce sujet le paragraphe suivant.
On aura donc, par la septième fraction convergente, p—207, q=—= 113, et calculant à l'ordinaire la JU de la période comptée à depuis ce terme :
Période …. . 2 sr MST 15 AVS LA L Mes 0 PM At 109 7 5 Fract, converg:. 62 1? Fe. 39 4% 1 ? 75 ,
on trouve & = > SRE = — 138*, VS = 15, donc
on aura
Or. on a en même temps @®_—44*— +1, ce qui prouve que l’'équation proposée ‘est résoluble-avec le second membre +5; mais elle ne le serait pas avec le second membre —5. Cela posé, en substituant les valeurs’ trouvéès; dans la formule dun° 67, on-aura qe première s0lution de l'équation proposée
Ve 207D 6823.:Y 2—u150=È 2087.57:
Procédant de Ta même manière à Fégard-de la néuvième fraction con—
vergente 57, on en déduira cette seconde solution :
y =B70 15087. : Pr 2 — 4469 ee gs
Ces dernières formules sont celles qui ‘contiennent la solution 2 que
nous avons remarquée dans la partie irrégulière de la fraction Continue: Eneflet si on suppose: —1; D, HE Y—— 15 "on trouvera J=2% 3= 1. Deilà on peut présumer que Ja seconde solutions générale est susceptible de se réduire à une forme plus simples -etc’est de quoi ôn s’assurera «aisément; en prenant âulieusde:b:et :F°les: quantités) analogues qui. FRA RENES à une valet de’n'différente:d'unesumité. ll en résultera..
H=RDE Pet
NET
: \ * « 1,7 L : Leu R As (83) On voit, par ce qui a été démontré"dans ce paragraphe , ‘que lorsque les équations qui en font l'objet sont possiblés, leur résolution ‘estdonnée par un ou plusieurs systèmes de formules tbe que
x a ® + VE 3 —4'D +0,
LE
| Me les nombres a’, 8’, a", d” étant constans, et les quantités. ®, F étant tirées de l'équation Les
= @+V4 = D+ry2,
dE
PREMIÈRE PARTIE: ‘Tas ‘dite laquelle 72 est un nombre indéterminé, et où l'on a toujours g— AJ —Æx, et par conséquent aussi P—.1F = (i) = +: Où —1.
Dans les formules générales, on peut prendre à négatif ou positif à volonté, et ainsi affecte # du double signe 1; Ce qui revient à laïsser le signé de ‘F déterminé, mais à prendre pour des valeurs quelconques tant positives que négatives. En effet on a (p+4d 4)" = (p" — AN° = (p— dv 4) — CE 1) (D— F4) ; et ainsi le changement du signe de 7 revient au même que celui du signe # ; car d ailleurs..le signe de (H1)" qui affecte le tout..est-indifférent, puisque par la nature de l’équation proposée on peut changer à-la-Pois le signe de y. et celui de z.
1l résulte de là que les diverses valeurs de y et z comprises dans un systèmede formules; ‘tel‘que le précédent; forment deux suites qui s'étendent à l'infini, tant dans le sens positif que dans le sens négatif ft
‘dont'chaque térme répond à'une valeur déterminée de positive ‘ou négative, ‘en cètte sorte":
mes CtC. 0, 9 1 un QI D, LS JS ic.
% etc His Ps PS5 Ps:PR) Da) PONS: EC:
- elc." g, 4 4» 4340)5 402); 46); ec:
Au reste, la manière la plus simple de calculer les valeurs nümériques de ces termes, est défaire usage.de la loïtrouvée n° 62 , laquelle donnera p(2) — 2@p(1)=æp (le signe étant le contraire de celui de gi— Ad”). Gette formule.où ps p@)sap(2) désignent en- général trois termes consécutifs, peut servirà prolonger l’une des séries, soilà droite, Soit à gauche, et la mémié loi a lieu dans l’autre série.
S XIE - Démonstration d'une proposition supposée dans Les paragraphes précédens.
(84) No u $ avons supposé jusqu'ici que s’il est possible de satisfaire à l'équation f}° +gyz+h#=2Æ A, où l'on suppose y et 3 premiers entre eux, .et H<Ey (8 —4fh), la fraction ? est toujours comprisé
parmi les fractions convergentes vers, une racine de l'équation. . fx°+gx--h=0o. Cette proposition à beaucoup d’analogie avec celle du n° 10; mais il n’est pas moins nécessaire .de démontrer qu’elle est vraie généralement , sauf une légère exception. dont nous ferons mention.
Soit f un nombre positif, g°et À des nombres positifs ou négaufs à
volonté; soit 4 une fraction donnée dont les termes sont premiers
entre eux, et satisfont à l'équation
JP + gpg#+hq = EH,
je suppose qu'on développe - en fraction continue, et que les quotiens
qui résultent de cette opération soient &æ, 6,....A,uw. Au moyen de ces quotiens, on calculera à l’ordinaire les fractions conyergentes vers
és, et en désignant par = celle qui précède immédiatement È > NOUS avons
déjà vu (n° 9) qu'on peut faire à volonté pq—pg=+1, ou pg—py=t. ù à Cela posé, considérons les mêmes fractions consécutives È É comme
appartenant au développement de x en fraction continue; soit 3 le quotient-complet qui répond"à la dernière, il faudra donc qu'on ait pz-+p° gx —p° XL, OU 3 = .
gx +9 ? PES sont deux fractions consécutives convergentes vers x, sera légitime , si la valeur de zqu'on vient de trouver est positive et plus grande que
Maintenant la supposition faite que Fe :
l'unité ; car telle est la condition à laquelle doivent être soumis tous les quotiens-complets qui résultent du développement d’une quantité quelconque en fraction continue. Il s’agit donc d'examiner si cette condition est remplie. .
PEAR = p°q
- +2 + (/4 toujours 4=—19°—fh,0on a x= EVE; ; Substituant cette valeur
De l'équation précédente on tire AR LT > Or en faisant
à la place dex, et faisant passer le radical au numérateur, on aura
Prato 2f- ov A s+ê= pq° — p°q TE ra 2 © fp+epa+h Dans cette équation, on peut prendre à volonté le signe de ÿ/4, parce qu'on est maître de prendre pour x l’une ou l'autre racine de Véquation fx + gx+h=0o, et la valeur de 3 est différente dans les deux
cas; en mèmé temps, puisqu'on a /p* + 8P9 + hq* =), .Gelte équation donnera
par conséquent on aura e + vas (4) 2 He (prepa) SOS LT NENTS
De ces diverses indéterminations de signes il n’y a que dalle de Æy4 qui soit arbitraire, car celle de Æ dépend de l'équation, proposée,
et celle de (74 (4 =) est également fixée par la valeur de 2 . Lte, Mais comme il importe de considérer la valeur la, plus dE de 3, on prendra.le signe de y 4 pareïlä-celui de 4/ ( ASE _. ) + -et
alors le second membre de notre équation”sera nécessairement de la forme
Pise VAHVUAE Æ(pq°—=p'q) - se > 1 )
Enfin on pourra toujours supposer cette quantité positive, puisqu'on
peut faire à volonté pq p°q = #1 où — 1; donc on aura dans tous
les..cas ct . VA+V(AE ETES Le SET à q à H :
(85) Soit" 1°. fp°+gpq=+ hj = HA, et on aura VA+ “ex nu mn)
VA
Le second membre est plus grand que = > Ct par conséquent > 2,
puisqu'on a A <y4; d'ailleurs g° est Lg; donc la-valeur de 3 est positive et plus grande que l’unité. Donc la fraction donnée F ; Qui satisfait à l'équation fp° + 9pq=+ hq —+ H , est toujours l’une des fractions convergentes vers une racine, de l'équation fx + 2x h=0, et ceite conclusion ne souffre aucune exception tant que le. second membre À est positif.
(86) Soit 2°. fp° + 2pq kg, —=— 1, on aura va+v(a- À )
Qu,
Or on voit que dès que g* devient suffisamment grand par rapport à e (et il ne peut jamais être moindre) la valeur de er est à très-
; ; Ag , de sorte qu'on aura 3 = ae, ; ‘Quantité
eu près égale ge PRE 8 A positive et plus grande que l'unité.
Au reste, sans négliger le terme _ 7 il est facile d’assigner la limite
de q, telle que z soit encoré positive et Sp grande qué l'unité. Pour cela mettons 3 sous la forme
Re (RC) |
à cause de y 4 > H Fa _ 1 ou’tout au plus +, d'est clair que
3 Sera positif et plus grand que l'unité, si la quantité / (4 1) est
plus grande que ÿ/ 4 + Soit donc y (=> v 47 de Là on tire, en quarrant et réduisant, 9
f+A RÉSERVÉ
Donc tant qu'on aura g au-dessus de cette limite, il est certain que la valeur de 3 sera’ toujours plus grande que l'unité; mais si on a
q <r, on ne peut plus: affirmer en général que 3 soit plus grande
que l’unité.
(87) Quel que soit 9, l'exception n'aura jamais lieu, lorsque f étant, comme nous le supposons, un. nombre positif, À est un nombre négatif, cér alors l'équation proposée aura la forme
JP° + gpqg— lg =— A, laquelle est la même que |
Kg —8pq —fp=+ A.
Cette équation-étant ainsi ramenée au premier cas , il s'ensuit que = D T est une fraction convergente vers une racine de l'équation k'x—2x—f—0 ; donc (en mettant = = à la place de x)? 2 sera une fraction convergente
vers une racme de lé équation fx? Fee 0
(88) Si on ,a à résoudre l’équation fy° + 83 he = H | dans laquelle f et À sont positifs » on pourra toujours (n° 58) transformer cette équation en une autre ay + by's'=cz®= 2} dans laquelle z et c serontposiufs, et où l’on aura bb + 4ac—gg—14 fh=— 44. Cette équation sera donc dans le cas du n° précédent, et si d'ailleurs on a 7<y/24, toutes ses solutions seront données par.les fractions convergentes vers une racine de l'équation ax° +bx—c—o.
On voit par la, que l'exception dont nous ayons fait mention , et qui d'ailleurs n’a bai que très-rarement et pour de très-petites Vilenre de p et g, peut être entièrement évitée par les transformations déjà indiquées. Il:est donc vrai de dire généralement, que lorsque Æ est < 1y/(gg —4.fh), toutes les solutions de l'équation
HE gr Lhe = + H ; Lt
sont données par les fractions convergentes vers une racine de l'équa-
tion fx° +gx+h=o:
(89) Il ne sera pas inutile, au reste, d'apporter un exemple sujet à l'exception mentionnée , et qui nous fournira de nouvelles remarques. Soit pour cet effet l'équation
: 18017° ME pte Doi12 = 3, dans laquelle on à 4 2 ge fh=32,) H=3, etpaï conséquent A< y 4;
on satisfait à cette équation en faisant y — 31 et z—28; cependantla 3%
fraction 5% n’est point comprise parmi les fractions convergentes vers une racine de: l'équation 18012 — 3091% ++ 2211 = 0."
En effet, le développement de la plus er ande racine donne
L=—— 8& = I1+ Etes. O ENT + Ml
CIE NT 8 Lo iihg sis EU L ap, 81 75 etc: rs eics |
et celui de la plus petite racine donne
—1801 ER ET S HPÈS DS re T7 no re Mon: TT: e En em dé ee SUN :
+ 1 ag: 2+ 10 # 9 5.4 + 143 - TE 3 0 21 19 £ s ASLPEISE 0 | 52, :<47 ; ete. eté.
On ne trouve donc ni d'un côté m de l’autre la fraction convergenie +; c'est au reste ce qui S’accorde,avec la formule de l’art: 86, car ici 28,
qui est la valeur de g, «est plus petit que ? Er À qui € ste
PSE DER T7 CIRE Ses &
PREMILRE PARTIE. 107 Pour éviter cet inconvénient, et pour faire ensorte que la solution soit donnée par les fractions convergentes , il suffit de réduire la quantité 1801y*— 3099173 2211%°, si Ce n’est à l'expression la plus simple, au moins à une forme où les termes extrêmes soient de signes contraires. C’est ce qu'on obtient immédiatement.en faisant F—=107 — b1z # f 3—= 9 — 463 SE
car alors l'équation proposée se réduit à cette forme très-simple JV HNT — 072 ——5.
Développant donc une racine de l'équation x°-+x—9= 0 en fraction continue, On aura
mit + A : o # de 2997 :
3 = 1 + LÉ ae CSG 1 a 3 . L 2 54 21/57 __ ; : =D + 5 2 x A 28 x IT etc. etc.
. : . . $ A l'inspection des quotiens-complets, on voit. que la fraction conver- P q À » q
gente = peut être prise pour ; Car en faisant y = 2, SI RONA 4 à SVT +HI2 05 = —35; de là résulte y=— 31 ets 28; c'est la solution-qu'il s'agissait de trouver par les fractions conyergentes.
Au reste, la solution générale de l'équation en y’ et 3’ déduite du développement qu’on vient de faire, est comprise dans les: formules suivantes :
1°. Si l'on fait (6-+ ÿ/37)*=ÆF4+ Gy57, on aura Y=2F + 16G | Ti FES CA d'où résulte i J=-3F+0G 2= 287 RE 86G.
AT
2°. Si Von fait (64/87) #t1= 2" G'y/57, on aura
Y'=3F TE 15G DORE PT Les 8 N 2 et il en résultera J=-Sit" —E20o7G 3=— 19" 187G".
(90) Si on réfléchit maintenant sur le procédé qué nous venons de suivre dans cet exemple, [on verra qu'après avoir simplifié la forme de l'équation à résoudre, les solutions les plus simples ont dù se présenter les ‘premières parmi les fractions convergentes;'et de ces premières solutions on a conclu par les formules ordinaires la solution générale, qui n’est autre chose que l'expression des diverses fractions convergentes qui saüsfont a la question, ces fractions étant prises successivement à la même place dans toutes les périodes. Or l'expression générale ainsi trouvée , par quelque moyen qu’on y soit parvenu, est unes elle serait la même au fond, quand pour la trouver on serait parti des hrs particulières de p et q dans une autre période que la première. Pour nous faire mieux
entendre, prenons l'équation 7°—3z:=1, à laquelle on satisfait par les valeurs successives
Jus. 26 97 362
= nd eu lel
D'RRES » 7 152. 567 209?
L’expréssion générale de ces valeurs, en partant de la première solu- . 2 . or 2 4 L4 :
tion —, serait y—#, :— G, Fet G étant déterminées par l'équation
(+ V3) =#F#6G\y53. Mais on peut partir également de la valeur particulière 2$,1et l'expression générale se tirerait de l’équation.. . ...…
Fr+3V5=(26#+ 15/3) (FE Gy/5), laquelle donne
G = 10R EH 56G
Or cette expression coñtient non=seulement les nombres supérieurs à 26 et 15, mais tous.les inférieurs qui peuvent satisfaire ; et en effet, si on prod F2 Ge aisetquon emploie le signe inférieur;son. aura
—52—45=7, et 3—50—26—4, c’est la solution qui précède +5; de même, en faisant — 2 , Où l=7, GE4, et prenant encore le
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signe inférieur, On aura F—182—180—2, Z—10— 104 —1.
Donc toutes les solutions, en grands ou en petits nombres, sont également comprises dans l'expression générale, quelles que soient les valeurs particulières qui ont servi à composer ces formules. _, -
Cela posé, il n’est nécessaire, dans aucun Cas, de transformer l'équation proposée f}°+gyz+ REC TE H, et on peut se borner à suivre la méthode ordinaire indiquée dans le paragraphe précédent : après avoir développé en fraction continue, conformément à éette méthode, une seule racine de l'équation fx? + gx + h=—o, et avoir continué le développement, jusqu’à ce que la première période de quotiens soit complète, la considération de cette première période suffit pour avoir l'expression générale des diverses fractions convergentes qui dans les périodes successives peuvent satisfaire à l'équation proposée. Et on peut être assuré que les formules ainsi trouvées contiennent absolument toutes les solutions, même celles qui, à cause de l'irrégularité de la fraction continue dans ses premiérs termes, ne se trouvent point comprises parmi les premières fractions convergentes.
(91) Ainsi, pour résoudre l équation 18017°—39091Y222113=—53, on développera simplement une racine de l'équation 1801x° — 3991x + 22110. Voici l'opération continuée jusqu'à ce que le retour du
même quotient-complet manifeste l'étendue de la période :
Le For ii + " 1r° © (0) Ton V57 — 9 + ÉR TRE :
Li Sas e V7 25 cn 10222520 a+ V9 1 ee 81 2 73 Fo ÿ3 ER 1 + 91:..5 62”
ET SrHREVS ee + my. "158 284 EVE À 1 + 051, : 857
etc. elc.
On voit que la période qui se répète sans cesse est 1,1, 5; et en
A EE
appliquant les formules du paragraphe IX, on trouvera que la solution déduite de la fraction $5 est, en supposant (6 ÿ/37)*=F+G1y37,
et la solution déduite de la fraction 2 sera, en supposant..... Fe (6+ 37) T=r+Gy/37,
JT = +577
Si dans cette dernière on fait ’=6 et G'=1, on aura, en prenam le signe supérieur, y=——31, 3—=— 28.
Or il est facile de s'assurer que ces formules s'accordent avec celles qu’on a trouvées n° 80. Il suffit pour cela de mettre , au lieu de F'et G&, leurs valeurs tirées de l'équation F4G’/37 = (6 y/37)(F+Gy37), savoir F=6FH37G, GEGGEF.
m—— es THE 7 etat die PR es ge, ns - eh ne miens fre 5 EMEA
$ XIIL Réduction ultérieure des formules Lÿ°*+Myz--Nz? lorsque M° —4LN est égal à un nombre positif.
(92) Sérrosons d’abord que le coeficient M est pair, et soit la formule proposée py*+-2qyz + r2"; tous avons vu (n° 54) que si g—pr est égal à un nombre positif 4, cette formule peut toujours se réduire à la forme ay° + 2by2—cz" dans laquelle 4 et c sont tous deux positifs, non moindres que 2, et où Von a & + ac 4. Nous/nous proposons * maintenant de réduire au plus petit nombre possible les diverses formules ay° + 2byz— cz° qui pour un nombre donné À satisfont aux conditions précédentes. Faisons voir d’abord comment on trouve ces for= mules.
Soit par exemple 4= 79=— b°+ ac, on donnera à 4 les valeurs successives 0, 1, 2, 3, Sans aller plus loin, parce que à doit être 1/22. Chaque valeur de à en fera connaître une de ac — 709— b*, mais celle-ct ne peut être utile qu'autant qu'elle pourra se décomposer en deux facteurs qui ne soient pas moindres que 20. Voici le détail du calcul où l’on a supposé constamment 4 <c :
1°. 4 ac = 79 A1, C—79 a>Do * bat LE 2 Lili Ce 10)
ac — 78 3 26 025 6
a>% b=3 a — "70 HET QA07
br :
sur 100 8 19
‘ qi RE LH Rs {pl Î | Î % (f ‘7 | | De Ib} | | [pi : | || 1 l 1 | ht LI Wii Il U {4 { | Gi BU! | | A e \ (| de ll & AL À | L } | . | | | 25 UE } | !
(l {ll Un | & 4 Î C4 | (pl !
ï ji re (l ani
lon pe
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De la on voit que toute quantité indétermmée py*+2qyz=#r2t, dans laquelle 79° —pr— 70, doit se réduire à l’une des douze formes suivantes :
TT IQ 7095 2y° + 273 — 393* 397 + 2Y2— 27° 37° + 273 — 263? 267? + 273 — 33° Gy° + 273 — 132 137 + 2yz — 67° 5y° + 4yz— 157 15y° + 473— Dz° 7° + 6ÿ3 — 107° 10? + 6yz —"72;.
De ces douze formes il y en a six qui ne sont autre chose que les six autres prises avec des signes contraires, car d’ailleurs la forme. ..: aÿ* + 2byz— cz ne diffère pas de ay*— 2by3— cz, puisqu'on peut prendre indifféremment 3 positif ou négatif.
(95) Il pourra arriver pour certaines valeurs de 4, qu'une formule ay*=+ 2byz — cz soit identique avec son inverse cy* + 2byz — a°, et c’est ce qui a toujours lieu, si on peut satisfaire à l’équation....... nm — An —=—1. En effet, si l'on a m°— An ——1,et qu'on fasse ay° + 2by3— cs = Z—c3° + 2by 3 — ay", ces deux valeurs de Z, l'une donnée, l’autre hypothétique, étant multipliées par 4, on aura, apres avoir fait pour abréger, ay +b:=x, ay +bz=x,
aZ = x" — A7 — aZ = x" — A7", d'où, à cause de —1 — me — An, on tré x 47° = (rm — A (x? — Az),
Pour satisfaire à cette équation, on peut la décomposer en-ces deux autres :
az 4=(m—ny À) (x +: A4)
d'A = (mn À) (x 21/4); desquelles. résultent
L'E= MX = NAT r FE b 3 , = m—nx = (m— Ùn)z— any.
Donc en premier lieu z est un entier; ensuite si à la place de x et à’
CR le ie tte ce - MS Um — 4 mener phau…— -P E
CPREMIÈRE PARTIE. 113 on met leurs sise ay + bz, ay Hbz, on.aura, après les réductions, y’ = (m + bn) y—cnz. Donc y’ est aussi un entier, et ‘ainsi la formule ay? -E20yz—cz" est la méme que son inverse c2/°=2by"#—4y". Lorsque A ne surpasse pas :139,. l'inspection, de la, Table .X, fera voir si l'équation 7° — An —=— 1 est possible; elle-le: sera toujours (n° 43) lorsque À est, un nombre premier 4k—+x ,.et en général il faut que tous les diviseurs premiers de 4 ou de :A soient de la forme 4k+ 1; mais cette condition n’est pas suffisante, puisqu'elle est remplie à l'égard de 34, 146, 205, etc., sans néanmoins que l'équation dont il s’agit soit possible.
(94) Gela posé, voici la méthode pour découvrir parmi toutes les formules qui résultent d’un même nombre 4, celles qui sont identiques à une formule donnée ay? 2byz—cz.
Si la formule Z = 4y*+ 2byz— cz est identique à une autre formule dy® + 20'y"z3 —c'z°, 1l faudra que celle-ci résulte de la première par quelque AE Or la transformation la plus générale consiste à faire (n° 53) ie PS og au 45 les nombres Ps 9» P°s 9% n'étant pas entièrement arbitraires ( ,, mais devant satisfaire à la condition pq*—p°q=—=# 1. Supposons donc que Ja substitution ,de-ces valeurs, donne Z = «y* + 20y 3 — cz", nous aurons - a = ap? + 2bpq —cq*
D = app° +2 (p + pig) 7699 FE; ° — ap°* + 2bp°q° r re cg.
Maintenant si lon veut que & et —c soient réellement de différens signes, afin diras la transformée soit semblable à la formule proposée, il faudra qu’une racine de l'équation ax + 20x — c—0o tombe entre
les deux fractions É, 55 d’ailleurs comme on a Bb La c—=bb+ac=À ,
et qu’ainsi lun des nombres a’ et c’ est nécessairement 4/4, il faut que l'une au*moins des deux fractions précédentes soit rnb parmi
(1): Les lettres. pet g n’ont aucun rapport avec les coefficiens de la forme primitive que nous avions représentée par py*+2qyz + ra,
DR EE ES US DE SAIT cs L QU 34, 72 1
les fractions sa vers la raciné Et S XIL.). Soit B cette” frac?
tion, ét soit:prise pour F3 ‘ la fraction convergente qui crécéde ? d alors
Îés quatre nombres p, g, p°, qg° seront déterminés par deux fractions successives résultantes du développement de la racine x en fraction “éontinue. Mais j'observe qu'il n’est pas méme nécessaire de calculer ces fractions pour avôir les transformées successives 47° + Tr — Cat.
En effet, soit Le le quotient-complet qui répond à la fraction con=
vergente £; on aura, comme il a été trouvé ci-dessus (n° 59) q
ap + 20pg cg = D (pq pa) ; est appèt b(pg° +p'g)— cg =—1(pg —p'4) CRÉENT RE RE PAS
Donc Étraféfoimeg Z'sèra simplement
=(pg —p°q) (Dy? al z =D); 7
ainsi, de ris quotient-complet on déduit immédiatement et sans calcul, la transformée correspondante. Il est inutile d'ajouter que le faire pg°—p°q aura pour valeur —1, dans la première transformée , ser dans la seconde, et ainsi altériativement. L.4*
(95) "Éherchons; par exemple, ; Les Tes dont ‘est susceptible la formule Z=— y? — 705"; il faudra faire la même opération que pour changer en fraction continue une racine de l’équation x*—79—0: voici cette opération et les transformées qui en EE
Lys 84 Tranfomées. | PES ice or RATER Vrotr =, + D pe yen ee Ne on Vo 6 ne 6pêe TUE RE 14 | | etc.
I est inutile de continuer l'opération plus Join} parce: que le-retour
STE de SM rous" Rs, SR ee - Re nee tnt en ess Le
PREMIÈRE PARTIE. 115 des. mêmes quotiens ramènera les. mêmes transformées. On voit done
que de la formule proposée y*— 70z* il ne résulte que ae transfor« mées , lesquelles se réduisent aux deux suivantes :
TH 1073 — 153, Si ensuite on ramène celles-ci à la forme ordinaire où 2b soit <aetc, elles deviendront
“et comme l’une des deux n’est autre que la formule proposée, il n'y a véritablement que 27*— 2y3 —59z* qui en soit une transformée.
Pour réduire. les autres. formules trouvées (n° 92). dans le cas de A = 79, considérons une d’entre elles 3y?-4 2y3—263°, et développons en fraction continue une racine de l'équation 32° + 2x4 — 26—0; nous trouverons les transformées suivantes :.
= —TEVIs 24
Transformées.
VISITE ve 107" + 14y3 + 32
vai 1+ 7) — 6ys — 102!
VAE = 1 + — 9 8 73 LB Fe Gy*— 1073 — 97 VI 54 — 5i4yzt 63 ES: ei #1 By" Gps. — 53 VIT = etc. etc,
Ces six transformées réduites à la forme ordinaire, seront
37° + 273 — 267* à 77° — 673 — 107" 77° — 6yz— 1027" Gy® + 273 — 152 by" + 4yz + 102 37° + 273 — 267,
De là il résulte que les douze formes trouvées citdéssns pour Ja quan tité indéterminée py° Rs de rs", PERTE h A dpi ; 86 réduisent |
aux quatre suivantes : £ Le 797 —#.
Donc toute équation de la forme py*=+ 2qy3-br# — "EH, dans laquelle 4° — pr = 79, pourri “He étre. ramenée à l'éné des deux équations J'—179=<EH ts Leu 27e — 26 als ;
(06) C’est d’après ces principes que nous avons constfüit la Tablé I, où l’on trouvé pourchaque nombre non quarré 4 dépuis 2 jusqu’à 156% les'diverses formes principales auxquellés peuvent toujours se réduire les formules indéterminées Ly° +2My3-'Nz#, dans lesquelles: .1 M> — LN — 4. Les signes Æ qui affectent la plupart des formules , indiquent deux formes également possibles, mais qui s’excluent mutuellement. Lorsque les formules ne sont pas précédées d'un: ‘signe ambigu, elles ont lieu telles qu’elles sont indiquées, mais elles auraient également lieu ayec des signes contraires.
On trouve, par exemple, à côté de 03 la formule réduite Æ(y°—033°); cela signifie que toute-formule proposée py° + 2qgyz + re, dans laquelle g —pr Su se réduira toujours à la forme 7° ee ou à la forme 933°—7"°, mais jartais aux deux à-la-fois.": |
Au contraire, vis-à-vis de 97 on trouve la forntule y*—07z* sans ambiguité; cela signifié que toute formule py°2 2gÿ2—rz, dans laquelle_ 9° — pr=97; se réduira toujours à la forme 7-07" . Mais elle se réduirait aussi, si on voulait, à la forme 97° —7", parce que dans ce cas l'équation 7° — 97n°= — 1 est «possible.
(97) Considérons maintenant la formule Ro minée TL+-MyeNes g®, dans laquelle M est impair’, et où la quantité M°— 4LN est égale à un nombre positif B. Cette formule peut toujours être réduite à la forme ay°+-byz— cz, où l’on auraWa-la-fois 4 ét c posiuts, b£aet c, eE b® + 4ac—B. Au moyen du seulnômbreiB, supposé connu, il est facile de trouver toutes les formules 4y?+ by ce qui satisfont aux conditions précédentes; mais: ensuite: D sages de réduire ces formules au
EURNEE PER ER ns DR CRE sm — re me SN, En
PREMIÈRE PARTIE. 117 moindre nombre possible, en supprimant cellés qui sont inutiles ou comprises dans les autres.
Pour cela, considérons l’une de ces dites ay byz er, où , plutôt son double 2ay°+ 2byz —2cz"; et alors le coefficient du terme moyen étant pair, on pourra procéder, par la méthode précédente, à la -récherche dé ses transformées successives. IL faudra à cet effet développer en fraction continue une racine de l'équation 2ax°+-20x—2c—0; —b+VB
cette, racine étant x — . Les transformées seront également de
la. forme. 24/y°.+ 2b'ys — 2c'z°, laquelle résultera toujours de l'expression . : &
(pa — p°q)(Dy° — 21ÿ3 — D°s),
et le multiplicateur 2 commun aux ünes et aux autres ; n’empêchera pas de reconnaitre avec une égale facilité les formes identiques.
Il n’y a donc.véritablement aucune différence essentielle dans la manière de traiter le cas de M pair et :celui de M impair. Mais les résultats de ce dernier cas doïvent être consignés dans une Table particulière qui offrira pour chaque nombre B de la forme 4nx, les formes essentiellement différentes auxquelles se rapportent toutes les formules indéee Ly°+Myz+ Nz, dans lesquelles M est impair et.
—ALN =B.
(98) Pour donner un exemple du calcul de cette Table, soit B—:181. Nous chercherons d’abord les diverses valeurs de 4, b, c qui satisfont à lé équation bac 3181, et comme en vertu des autres conditions le nombre i impair b doit être <y/==, on fera successivement = 1, 3, 5; ce qui donnera, en supposant ac,
= ST CS 45 19-26 = 4) 3 A a Dr 5 ( DS 2. < ac — 43: non décomposableax 3 À ch — —— 5 BP. ac -— 359 nôn décomposable en facteurs pis À M 5:
Done toutes les formules indétermimées Zy°4 Myz+ Nz, dans lesquelles
RRAPORSPENE NES
RPM PAP NEA
M 2ALN = 181, peuvent se réduire à l’une de ces six fofmes:." ‘+
Æ (57° +73 — 1571) sd Æ (7° +73— 9).
D'ailleurs puisque 181 est un nombre premier 4741, l'équation. mi —18in°=— 1 est possible (n° 43) ; ainsi les six formes précédentes : se réduisent à trois, en Ôtant le signe ambigu. Il ne reste donc plus qu'a examiner si ces trois formes peuvent se réduire à un moindre nombre, Pour cela, je cherche les transformées de la formule’ 2y°+-272—0907, ce qui se fera en développant une racine de l'équation fictive... 2x° + 2x7 —00 = © par le calcul suivant:
G: = — 0 da Transformées.
A Va © sauge —6yt 4 2673 + 25" Dur A 2 + 10}*+2272— 6% Vi — 10y° + 1872 + 102* = EE — 4 + 6y* + 2273 — 103" — —13+ — 27 + 26yz+ Gz° 13 + V181 4+ Gy®+ 2673 — 23° etc. | ete.
Il faut ensuite prendre les moitiés de ces transformées , et les réduire à la forme ordinaire, en diminuant le coefficient : or j'observe que cela ! peut se faire de deux manières, tant que le coeficient moyen est plus grand que chacun des extrèmes. Par exemple, dans la première transformée —3y° + 13yz +2, on peut Substituer y — 23 à Ja place de y, ce qui donne —3y* + y2+ 15z*, ou bien on peut mettre 3 — 6y à la place de z, ce qui donnera 2° + yz—45y*. Traitant ainsi les deux premières transformées, et observant que par la nature du nombre 181, il est permis de changer tous les signes de chaque résultat, on trouve qu'elles comprennent à elles seules les trois formes
M DR RE D PE né, ne id — eg ee tout ere. LES
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Donc il est inutile d’avoir égard aux autres transformées , et on a acquis
la certitude que la seule forme 7° +y2— 453" renferme toutes les autres. — Donc toute équation indéterminée ZLy°-+ Mys-+ Ne — A, dans la quelle M? — Pet —101) AE toujours se réduire à la re Be L'HIs A =
(99) La Table IF offre les réductions de ce genre pour tous les nombres B de forme 47+-1, depuis 5 jusqu'a 305. Cette Table, indépendamment de ses autres usages, pourra faciliter beaucoup la résolution des équations de He forme précédente, dans SR ne FEES pas 305.
Il ne sera peut-être pas inutile de montrer , par un exemple, comment ces réductions s lefectient dans les cas particuliers.
Soit proposée l'équation 3337°—719yz-+- 388:°=— 1 ; pour avoir par une opération uniforme la transformée du premier membre, je développe en fraction continue une racine de l'équation 333x°—719x+388—0, et je calcule en même temps les fractions convergentes qui en résultent, Voici le détail de l'opération qu’il suflit de continuer jusqu’à ce que les quotiens-complets cessent d’être irréguliers ; mais on l'a prolongée pen-
dant une période entière, parce que cette période n’est composée que de trois termes :
x=7 Re 1 + LÉO EVE 0 + Fe | 15 + SAS is sie Re CUS LV Rs 45 : 41 Se —— 1 etc.
7 ve 3+
TR LE e rs 5+ |
De là, et des articles 94 et 97, on conclut que si l’on fait
on aurä pour transformée du premier membre:
Cette transformée — 2y' y + 1173 + 53/3 n’est pas encore réduite à la forme convenable, et pour faire ensorte que le coefficient moyen ne_soit pas plus grand que les extrêmes , il faut prendre y =w + 3%,
ce qui donnera — 24° — wz + 18%°; donc il faut faire | y —=45u + 1462 | 3—=/4iu + 1537,
et la transformée de l'équation proposée; Es à la forme la plus
simple, sera auW Eur — eur
ee let pénis:
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$ XIV. Développement en fraction continue des racines des équations d'un degré quelconque.
(100) Soir proposé de développer en fraction continue une racine réelle de équation
ax" DRE A CAT EH AO,
dont les coefliciens sont des nombres entiers-positifs ou négatifs. D'abord on peut supposer que cette équation n'est divisible par aucun facteur rationnel, car autrement on pourrait supprimer le: facteur étranger à la racine qu’on veut développer, et l’opération en deviendrait beaucoup plus simple : par la même raison, l'équation proposée ne pourra avoir des racines égales; car si elle en avait, elle serait divisible par un facteur rationnel qu’on trouverait aisément par les méthodes connues. Cela posé, la racine dont il s’agit, étant choïsie entre toutes les autres, Sera connue à moins d'une unité près. Soit & le plus petit des deux entiers prochains entre lesquels elle est contenue, on fera, si x
ss 1 . , . 1 est positif, T4, OU s’il est négatif, X—=—4—5"7, Ci On sera
sûr. que la valeur de x’ est positive et plus grande que l’unité. Substituant cette valeur dans l'équation proposée, on aura la transformée
BAM Va a ER 0,
qui servira à déterminer x’. Or on sait déjà que la valeur de x’ dont on a besoin, est positive et plus grande que l’unité ; il peut même y avoir plusieurs valeurs de x’ qui remplissent ces deux conditions, parce qu'il peut y avoir plusieurs racines de l'équation proposée qui, sans être égales, soient comprises entre & et a--1. On.essaiera donc pour x” les nombres successifs 1, 2, 3, etc. jusqu'à ce que, par les caractères connus, on trouve les nombres entiers les plus proches entre lesquels tombe la valeur de x’. Soit 6 le plus petit des deux, on fera
x = 67, et en substituant cette valeur, on aura, pour déterminer
x", une nouvelle transformée .
vu a" ba L'stES Der lo,
qu'on traitera comme la précédente. En continuant ainsi aussi loin qu’on voudra, il est clair que la valeur de x sera exprimée par cette fraction continue
x = +: cl y etc.
Et au moyen de ces quotiens connus, on calculera à l'ordinaire les frac tions convergentes Vers x.
(101) Soient = : È , deux de ces fractions consécutives et 3 le quo-
tient-complet qui répond à la dernière, on aura, par la propriété con- PzcHp°, gz+q 52 quelconque ; en substituant cette valeur au lieu de x dans RL rap SRpEnEe Soit cette transformée
AH Br Cr... MK =0, et on aura par conséquent A= ap" + bp Hop qq" K — ap°"+ Ep q + (es és 22 .—+ kq°* :
de sorte que suivant nos notations. ordinaires , on aurait en général K— A°, où K'=— A. Mais il ést beaucoup plus simple de déduirè
successivement chaque transformée de. la transformée précédente ; comme on la déja expliqué: Pour rendre à cet égard le calcul aussi
nue, x —E donc on peut trouver.directement une transformée
simple qu’il est possible; observons qu’en faisant z2= u + l'équation précédente en 3 devenant AE Ba Cr. LE K = 0, on aurait A Apt + Bu LE Cure. HRK BE n AT LE (n— 1) Bu (n —2) Cu + etc, CE ee Apr + LT BurT3 + etc.
COR
PREMIÈRE PARTIE, 123 Donc si la fonction +43" Br: Cz72.., K est désignée par ®:2 ou @, et qu'on forme suceessivement par la différentiation les quantités ®, & ; ÉE ur, etc., qu'ensuite on substitue au lieu de z sa valeur approchée w, ces quantités deviendront respectivement les valeurs des coefñliciens 4’; 8", C', etc. de la transformée suivante. Telle est la méthode que Lagrange a le premier proposée pour le développement des racines des équations en fraction continue; mais cette méthode serait d’une longueur rébutante dans la pratique, si le même auteur n’eùt indiqué un moyen, fort simple de continuer sans tàätonnement la suite des entiers «, €, y, d\, etc. lorsque quelques-uns des premiers termes sont déjà connus, Voici en ju consiste ce per= fectionnement.
rs o one (102) La formule x=/%T#, donne =, où: »
gz+q p—qx di PpT pq Z ne enr er Tax) 5e g(p—qx) x désignant toujours la racine qu'on veut développer, soient x,, x,, æ3, etc. les autres racines de la proposée, et soient 3%,, 2, , %,. etc, les valeurs correspondantes de: ; ; alors, ‘outre l'équation précédente ; on aura Les 7—1 équations qui suivent :
g g(p—gx)
2 19. P# pa To g{p—qxs) g° __ Pq—P°q
Z te qq)
Ajoutons toutes ces équations, et observons que l'équation en z étant + B $ Az" + B37 + etc. 0, on a + ta tatec=— =, la
somme sera
35 +) LE (pr PRE,
où l’on a fait pour abréger:
SD M DE UD ESP É Æ LE én 13
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Maintenant si An quantité > est assez petite’ pour pouvoir étre négligée ; il est clair que la valeur de 3 sera donnée d’une manière directe et
exempie de tätonnement, par la formule
4 B = (n — 13.7 £ do.
H faudra donc prendre pour. #.lenuerle plus grand, contenu dans cette valeur , et cet entier w sera le-quotient .qui répond à la fraction con-
vergente n Au moyen de ce quotient on calculera la fraction suivante 5 > €t la transformée suivante en 7’; de sorte que l'opération pourra
être continuée aussi loin qu'on voudra sans aucun tâtonnement.
(103) Lasquantité A var ie suivant les différ entes ation e auxquelles
elle se rapporte ; elle ne peut devenir infinie, parce qu’il faudrait pour celà qu’un dénominateur tel que Si fut zéro, et par conséquent
que l'équation - proposée eùt un diviseur rationnel pq, ce fi est contre la supposition.
: Néanmoins cetie quantité A pourra quelquefois être-un nombre assez considérable , et cela aura lieu, s’il y a peu de différence entre la racineæ et une ou plusieurs des autres racines x,, x, etc. Au reste, comme
les fractions convergentes = - approchent rapidement de la valeur de x,
ik est clair que les nt A s’approcheront non moins rapidement de
la limite
Dr 4
ZI —ZX; LT — La
Donc si.on continue par la première méthode, le calcul des, termes de la fraction continue, et celui des fractions Éonyereents, jusqu'à ce que
ñ soit plus petit qu'une fraction déterminée = —) OU qu'on ait q>V Tm (T° étant pris pepe il est. clair que la valeur de 3 trouvée cidessus, savoir : |
2=(n— 1) — ho
. 7» n 1 ne sera en erreur -que d’une quantité moindre que De Donc une con-
naissance assez imparfaite des racines de l’équation proposée, et seule-
ment de celles qui sont très-peu différentes de la racine qu'on développe, ‘ sufit pour déterminer la limite après laquelle on peut continuer l'opé-
ration sans aucun taätonnement, par le moyen de la formule précédente. = Parmi ces racines peu différentes de la’ racine donnée, il faut compréndre ‘même les racines imaginaires; car analytiquement parlant, une
racine a+ 6 /—1,.dans laquelle = est très-pelit, est censée peu dif-
_férente de «. Si donc on a une racine imaginaire x,—=4+-€ 4 —1,et par conséquent une autre x,—4@—64/—1, il résultera de ces deux racines *substituées dans la valeur de 7° les deux termes
z—a—Cy/—1
qe x— 4 +6 y—1?
lesquels rédui è tirée) 2222" esq se réduisent à.la quantité réelle Gate
Lé Q 1 ne peut excéder son maximum », cependant elle peut être encore assez
Cette quantité
grande lorsque 6 est très-petit, ainsi que x — à.
Si la différence de la racine x avec chacune des autres racines (différence qui se convertit en somme lorsque les deux racines sont de signes contraires) est plus grande que l’unité, alors il est clair que 7° sera moindre que 71, ét la limite de g sera g> V(n—:1}m ; valeur, comme on voit, assez pelite; de sorte qu'on pourra ‘employer la formule presque dès le commencement de l'opération , et alors il n’y aura presqu'aucun tâtonnement.
Si au contraire la racine x diffère très-peu d’une ou de nlusicuré ra cines réellés ou imaginaires de l'équation proposée, alors la première méthode doit être employée dans un certain nombre de termes; maison ne tardera pas à atteindré la limite 9 > 7m, après quoi l'opération se continuera sans le moindre tätonnement. Au reste, on peut observer que sil y a réellement deux ou RUES racines peu diflérentes entre elles, l'équation j j
NAX" TI (nr) DATE (nr 2) cr" Æ etc. = 0
qui est vraie lorsqu'il y a des racines égales, aura lieu d’une maniere approchée lorsqu'il y a des racines peu inégales, ce qui pourra aïder à
trouver les premières figures de ces racines. 5
(104) Lorsque l'opération du développement est avancée’ jusqu'a us
certain point, et que les dénominateurs 7 des fractions convergentes
commencent à être un peu grands, la formule 3—(n— 1) TL
donne non-seulement le quotient w correspondant à la fraction : ; mais
en “développant cette valeur de 3 en fraction continue, les quotiens qu'on obtient de ce développement peuvent être employés à la suité des. quotiens déjà trouvés, et sont exacts jusqu’à une limite que nous allons déterminer. | La valeur exacte de 3 étant RS Je eD A or D Re le terme négligé = — occasionne dans x une erreur qui sera donnée par
em l'équation Here pq; en mettant 3 2 a à la placè
de 3, et x + d'x à la place de x. De cette manière, on trouve
A MNT TN
Soient donc w, w', m',....0 les quotiens qui résultent du développement de la quantité (7 — 1) —— + et supposons qu’en continuant par le moyen de ces quotiens le calcul des fractions convergentes vers x,
> à à P Eh on parvienne à la fraction =, cette dernière sera encore (n° 9) une
fraction pie , Si l’on PR OE < — Te ; donc tant qu'on aura P re > Re ou à peu près Q < 7€ se TT, la fraction Q sera eñcore
June des fractions AE are vers x. D'où il: suit qu'à partir de ka fraction convergente Ê =: ; la valeur de z correspondante, développée en
fraction continue, fournit les quotiens nécessaires pour prolonger. les fractions convergentes vers æ, jusqu'à ce qu’elles aient environ deux fois autant de chiffres que celle’ d’où l’on est parti.
Exrerwe»xe L
(105) Soit proposée l'équation x°—x"— 2% + 1 —0, dont on sait que les racines sont x = 2c05È#, m=—20c05%#, x— 205%, m étant
SR RE ER 5 ce
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la'demi-circonférence dont le rayon est 1. On aura done à peu près æ—1, 802; X——1, 247; x—0, 445. Pour.développer d'abord la première racine, on observera que les différences de cette racime avec les autres étant x—x1—5,049, #—22—1, 357, on à la limite = + 1 à peu près; ainsi la formule qui donne la va-
3,049 D leur de-3 sera PAC à moins de lorsqu'on aura 9> 4/10 ou 9>3,
et à moins de + lorsqu'on aura g > 10. Il n’y aura donc dans ce cas äucun tâtonnement. Voici. au reste les détails de l'opération. La valeur de x'qu’on veut développer étant comprise entre 1 et 2,
4 . 1 , je fais x=1+-, et j'ai la transformée Te à FIFA Dans celle-ci il est aisé de voir que. la valeur positive de 3 est encore comprise entre 1 et 2,. ainsi on fera 3=—1 “73 ou simplement on ë 1 . . . 2.
mettra 1 à la place de 3; car il est inutile de distinguer par des
accens les mconnues des transformées successives , et on sait bien qu’elles doivent être différentes: La transformée'sera donc
Dans cette dernière, la valeur de 3 est comprise entre 4 et 5, de sorte Q LS . . .
qu'il faut mettre 4+- à la place de z. Mais pour faire cette substitu-
tion suivant la méthode qui a été indiquée (n° 101), ‘je forme successiyement les quantités RES rs
TPE PES 93 6z — 4 dd à Le 335 ?
do ” ad | Je substitue ensuite dans ces quantités la valeur 3 = , et j'ai les quatre nombres —1, 20, 0, 1, d’où résulte la transformée suivante : — 75 + 207 + 93 + F0:
Maintenant l'opération est plus avancée qu’il ne faut pour étre continuée
EEE
sans tatonnement; et d'abord au moyen des quotiens trouvés 1, 1, We > je forme les fractions convergentes comme il suit:
Quotiens. : F3. san 4
En 1 Fract. converg. =; =
et la quantité 3 déterminée par la dernière transformée sera le quo-
tient-complet qui répond à la fraction 2 Mais en vertu de la formule 3—= ie ” on az = 20, donc 20 est l’entier compris dans z.
Au moyen de ce nouveau quotient 20, on avancera d’un terme le calcul des fractions convergentes, savoir :
La 131 43; 20 1 1 2 9 182 0 ? Ft 1? 5®? 101.
Et pour avoir la transformée suivante, on formera les quatre quantités Q—=— 2 + 205 031
Be 55 + 409
ddy 2dz°?
de _- j a Sd ET 20
on y substituera la valeur z—20, ce qui donnera les quatre nombres 181, —391, —40, —:1; partant, la nouvelle transformée sera
_La valeur je de 3 dre cette transformée sera, suivant la for-
È 391 | mule, 3—= — += —2+#, de sorte que 2 est le quotient suivant.
En procédant ainsi, on trouvera les résultats exposés dans le tableau suivant :
Re LE
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Développement de la racine comprise ‘entre x et 2.
Équation: proposée, ét ses transformées | Entier Fractions successives. dela racine.|. convergentes, A— XL 24 +10 I "ET O0 — 5 — 73 +234 1= 0: : 4 TE à D — 35% —45—1—=0 FRE FRS 5er 23 207 +034 1—0|.. 20 g "55 1813 — 3912 —403— 1 —0 2 182 : 101 — 1072 568: + 605: 181 —0 3 375: :: 207 20593 — 12163" — 1205:—197 = 0 1 1301: : 722 — 5593 + 254034061234 2059 —0 |. , 6 1674 ::929 26218%— 240312 — 75223 — 559 = 0 10 + À 11345: 6206 —47879%+-250158314506093+-2521 = 0 115124: 6588q etc. etc.
La dernière transformée a pour racine approchée
FT
quantité, qui étant réduite en une seule fraction, et développée en frac+ tion continue, donne les quotiens 5,2, 2, 1, 2, 2, x, 18, 1, 1, 5, etc.
On pourra donc, au moyen de ces quotiens mis à la suite des quotiens
P : ; Y g à es
déjà trouvés, continuer le calcul des, fractions convergentes, jusqu'à ce
que leurs termes aient 1x ou 12 chiffres. Par des opérations semblables,
on développéra’les deux autres racines , comme on le voit dans Jes deux
tableaux suivans :
do THÉORIE DES NOMBRES.
Développement. de:la.racine comprise-entre © et 1. . 1: >
en “Équation proposée ! 22bfr#" Entier * !} Fractions :rettiseso transformées: de la racine: | convergentes. KA — Lt 20 À 1 0" o 3210 ft: B— 982 1 TASSE 278 £ 75 SCA ns 2 52° 2 45 hi OO | 4 > Lt :2 é 20 +03 1=0 + "20 2:19 cé 73 192 8r : 182 roSuivent les; mêmes trans=- 3 166: 573 formées, et par conséquent les 21 579 41307 amêmes) quotiens que dans le |° 6: Qi fe 20745 20074 : développément de la: première 10 114 60497: 11345 Ç ‘racine. | HSE 251285 + 14124 | 2 261224258606 ni? etc. . ns CLOS ES à
Développement de la: racine comprise entre —x et — 2.
cou nosfcositrobatbus oi alone 06 pes 00: l'hur cata nie à
RER z5 — 53° —43— 1 —0:. 4 ri 01 RAS RE stone" Lab LA@. albert Mis ce —101-{ 81.
SCT encor les mêmes , Bis skob er207i 0 K6GE 10 transformées et les mêmes I —722 3 bygoie quotiens qu'on a trouvés, dans 6 —929 : 745 le développement de la pre- 10 —6296 : 5049 mière racine. 5 —65889 : 51235 | etc. eic
Dans cet exemple, il est très-remarquable qu’on trouve un rapport entre les trois racines, au moyen duquel le développement de la première racine suffit pour donner celui des deux autres. Ce rapport est tel, ‘que si On appelle 6 ure même racine de l'équation 3°—33—47—1=0, celle par exemple qui est éntre 4 et 5, les trois racines de la proposée
Haras en ere RSR PR RUES
PRÉMIÈRE PARTIE, 135 seront : ».
a 1 à d —1 : —- & a— 1 je 1 GE a&—1:
Ces propriétés se .vérifieraient aisément par. les formules des smus ; puisqu'on a X—2COSÈT, Xi 2C0SÈT, X,—2COSÈT——2C0S2 7. Nous remarquerons au reste que l’équation dont il s’agil tire son origine de l'équation 7°—1=0, où l’on a fait *-rx+1—0o; elle servirait aussi : à inscrire le polygone régulier de 7 et celui de 14 côtés, car on a le côté de l'heptagone régulier —2sin}; #7 =—4/(4—x")}— AE 2)(xæ—5), et celui du polygone de 14 côtés —2 cosir —x.. : l
Toutes les équations relatives à la division du cercle sont telles, qu’une de leurs racines suffit pour déterminer rationnellement toutes les autres ; mais il en existe une ‘infinité d'autres qui, offrent la même facilité, et entre toutes ces équations, on doit distinguer surtout celles dont une racine développée en fraction continue suflit pour donner le déve= loppement de toutes les autres racines.
ExemprseE IL
(106) L'équation. xf—x°—3x°+2x+1—0 aurait pour racines
T 27 Br. AT À X—2C0S- ; L——2C0S —, H—2C0S—, X—=—2COS—:+ mais en
. 13 « , . tt , .,7 : 1 .
excluant la racine 2 COS" quesse réduit à l'unité, on à l'équation. . . T OT" x— 3% — 10 dont-les racines sont x = 2 cos - , x —=— 2c05 —:
= — 200$ £. Voici le développement de la plus petite — 2 cos £.
ee: :
; LL 3x x Lo : — 0 — 1 : 0 — SL 53—1—=0 2 O0: TI 3z—33—1—0 ‘1 — 1 : 2 — 2 +63 +934 3 — 0 7 —1 : 3.
172 — 54z— 1531 —0 3 .4=—8.: 23 —752 + 1207093417 — 0 2 — 25 : 72 CII ES == 2072 —3183—73— 0 3 — 58 : 167 ” — 70378072 470234 111 —0 1 — 199 : 573 10072° 5872 — 12123— 705 — 0 1 — 257 : 740 —5213%-+2583:13/408:1007 — 0 6 — 456 : 1313 ‘109072°—2186/43—670903—521 — 0 11 — 2093 : 8618 etc. ec etc.
La dernière transformée aura pour racine approchée
et le développement de cette fraction donnera à la suite de 11 les quotiens ti 93e 15 0:13 2,10 LC.LE AU royen desquels l’approximation des fractions convergentes .peut être poussée jusqu'à ce que les S nominateurs n'excèdent pas (8618)°.
, à ‘ TT.
Développement de la racine Are
ba bel ©
1 rl 2° — 67 —93—3—0 HMS 2" 178548195341 —0 3 15 : % 3 2 AT Les autres transformées sont | 2: 109 : E les mêmes que dans le déve- I 374 : 199 - loppement de la première ra- E 488 : 257 cine. _6 857 : 456- I 5625. : 2095
| etc est he etc.
ER
em dns.
PREMIÈRE PARTIE. | 133 Développement de la racine. KE
mom mm
x3—3x—1—=0 1 + 1 0 gB—353—1—=0 1 —1 1 — 555 531 —0 I —2 :J m— 63 —093—35—=0 7 —3 : 2 | s —23 : 15 Les autres transformées 2 —72 : 47 comme dans la racine précé- 3 —167 : 109 dente. I —6573 : 374 l'E —740 : 483 6 —1315 : 857 II —8618 : 5625 etc. ] etc.
Ces räpports entre les racines pourront se vérifier aisément par les formules connues des sinus.
(107) Nous avons déja remarqué (n° 09 ),. que si l'équation proposce est ax" + DAT LE cr, Lk=0o, > 3 4 “ .
et qu'une de ses-transformées, correspondante à la fraction conver- P .
gente 92 SOIL
AGE BIT HR CPE, ,:,..4K
on aura
A = ap" + bp q eh pq". + kg"
De R il suit que si on a à résoudre l'équation indéterminée a =} DUT Tu + CPU... Ru = À,
et que le nombré 4 se trouve coefficient du premier terme de. l'une des transformées successives données par le développement de x en
6 ; 9 t fraction continue, la fraction correspondante = sera une valeur de à
et donnera une solution de l'équation proposée. On aura donc ainsi autant de ces solutions particulières qu’on trouvera de fois le nombre 4 parmi les coefliciens dont il s’agit; mais il faudra en outre que le signe
LOL SES
de ce coefficient, tel qu'il est donné par la série des opérations , s’accorde avec celui de 4 dans le second membre de l'équation proposée.
Pour passer de ARR proposée à sa transformée en z, on peut p° ans ; réciproquement pour revenir de la trans-
re formée à la proposée, F faut faire 3— er
Ha A(—qY+B(—g) + C(—g)g.... +Kg; de sorte que si on avait à résoudre l'équation indéterminée
re. “x ss. Ku",
faire directement x =
; ce qui donnera
on y saüsferait en a prenant Ÿ— _ SET le rapport que nous établissons
ici entre l'équation proposée et chacune de ses transformées, a également lieu entre deux transformées quelconques , pourvu que les fractions convergentes soient calculées d’après les quotiens intermédiaires.
Ainsi dans l'exemple premier, on peut comparer directement. la seconde transformée x? — 3x? — 4x — 1 —o à la neuvième... — 478702 + 250158z° + 506093 + 2521 —0; mais pour cela, il faut calculer les fractions convergentes. Vers, une racine de l'équation. .
LŸ— 3x — AL — 1 0, > Ce qui se fera au moyen des quotiens Re 4, 20, 2, 3, 1, 6, 10; voici ce calcul :
Quobens.ss. fa m2. brebis
PS La A AO 166 579 745 5o4g 5193b Frast. Cconverg . Sr 60 2 Zi n 143 » 184 , 1347? Ta68Z B1235z 4 5049 & ____—1947x + 5049
RS
On voit en même temps que si on avait à résoudre l'équation
On aura donc x —
on y satisferait en faisant 4 — 1247; u — 12654.
Une telle réduction entre de si grands nombres paraît remarquable; cependant pour peu qu'on y réfléchisse, on verra que toutes les transformées ‘comprises dans le développement de la même racine jouissent dela mème propriété, c'est-à-dire que si lune quelconque de ces transformées est représentée par 4° + Br ,Cz+D—o, les nombres 4, B, €, D pouvant-s’élever à une grandeur quelconque, on satisfera tou
es A CIN AE
PREMIÉRÉ PARTIE. 133 jours à l'équation | ; AB + Bôu+ Cu + DÉS ET,
en prenaht {=—=—q, u—=4q, B étant la fraction convergente à laquelle répond le quotient-complet z.
Si l’on considère de plus que la proposée a at 2e EH 0 et ses trois premières transformées ont à leur premier terme Funité pour coefficient, et que-chaçune de ces quatre-équations peut être regardée comme l'équation principale qui, par le développement de sa racine; fournit toutes les autres transformées, on. en conclura qu'il y a toujours au mins quatre manières de réduire à l'unité la quantité AË+ Bru+ Cité + Du. Par exemple, si lon se propose encore
l'équation :
478796 + 250158lu— 0699" + 2baaiu = 1,
on y satisfera de ces quatre manières :
t = 6296 u—=63889 t— 5049 u = 51255 t— 1247 u — 12654 sun O1 ME 619...
: (108) Mais on :péut encore trouver d’autres solutions par le développement des deux autres racines de la même De ie En eflet ; puis+ qu’en partant de Véquation
47870 + 2501583 — Fotos LA 3921.— 0;
et faisant. 3 — Pie haiag OU a la transformée
on peut shpposer qu’on est prvenu à ce résultat, en développant en fraction continue ane racine de l'équation en z, cotmprise entre o ét r. Voici l'opération qui serait Finverse de celle de l'exemple I:
0 — 478703250158: —50609:4-2521 |+ 0 dois
o— 25217"—506997°14250158y+-47870| 10 FAR
o— 559 7°—75227°+-240317 2521 6 fre M0
SE DE PAQN ETES PAR 20 61 : Gr9
0 = ue Vian Het I 5049 *: 51235 0 RER ne nn 1 *| G296 + 65889
T} — PSP IZH | 11345 : Ph.
r AREAS # £ J ; ET. 13482-16306 Arrivé à cette transformée, on aurait BE 5042-0680 ainsi en met-
tant — : à à la place de Z, on voit que la substitution de là valeur
ES 62096x—11345
7 65889x—115124 Mais le développement précédent, qui est exact jusque dans l’avantdernière transformée, cesse del’être dans la dernière, et par cette raison, nous avons séparé par un trait les derniers résultats qui ont besoin d’être rectifiés.
L’avant-dernièré transformée 0—7*#—92)— ra deux racines positives, l’une comprise entre o et 1, l’autre entre 2 et 3. Si on fait d’abord usage de la dernière, il faudra prendre 2 pour racme approchée, au lieu de 1* qui a‘été nus dans le tableau précédent , alors le
gt se continuera ainsi :
donne en effet la transformée x°—x®—2x+1—0.
bo49 : 51255
X © = po 2 y 2 6296 : 63889 O0 + 57 +A4ytHi 4. 17641 : 179013 0—7Y— 20} —9Y—1 2:20 76860 : 770094 0——181y"+3019°+407 1 2 1534841 : 15777883
Suivent les mêmes'transfor- etc. etc.
mées et les mêmes quotiens que dans l'exemple L.
Et comme on trouve ici deux nouvelles transformées dont le premier
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terme a pour coefficient 1, il s'ensuit que l’é équation indetermmée 478708 + 2601588 u — 50609 + 25210 = Et est st susceptible de deux nouvelles solutions ; Soir :
17641, u— 170015, 2d membre —1 76860, u — 779941, 24membre +1.
Si ensuite on fait usage de la racine comprise entre o et r, 1l faudra de plés rectifier le quotient mis devant la transformée précédente. O—Yy—/47" +57 +1, et on aura les résultats suivans, qui présentent le développement d’une seconde valeur de 3 :
= psy op + Hi a + 1154502 115124 O= y — 3 —47—1 A 16394 : 166359:
O———Y$ + 20Y* LOYH 1 20 76921 : 780560 Oo — 1817%— 3917 —/{0ÿ—1 2 1554814 : 15777559
dora etc.
Le reste comme ci-dessus. 1 - 1 etc.
On aura donc encore trois nouvelles valeurs qui FT à l'équation :
indéterminée, savoir:
t— 11345; u=— du | ad membre —:
10594; 4 2. "266350. 1721 membre HT t= 76921, uw — 780560, 24 membre —1.
(109) Pour éclaircir davantage cette théorie, considérons en gériéral une équation’ proposée X—0o, et supposons qu'en développant une de ses racines en fraction continue, on parvienne à une transformée quelconque Z = 0; soitæ, 6...u, etc. la série des quotiens trouvés,
t 5 la fraction convergente qui répond tant au quotient entier 4 qu’au
quotient-complet 3 donné par lé équation Z=0. Voici l'opération figu-
rée du développement :
X= 0 —{ an *=0 | Ës æii $ LÀ 2 :
: ) co:
lle p° ro 2: ; = Pr ; E B 4x É & .Z'=0 ITEM ; PATES
Gela ps. Ja transformée Z=p résulte. Rene Fete probosce,
en y substituant, au lieu de ä; la valeur L=' Fe 5 réciproquement
la proposée À —0:. résulterait d’une Rdhugee de ses transformées Z.=0,-en substituant dans celle-ci, au lieu de z; la Yaleur. ES Pr. Le même Fapport peut être établi entre deux transformées quelconques, pourvu que les fractions convér ‘gentes Soient éalculéés au moyen des quotiens inter rmédiair es, en'partant de celui qui répond à la premiéré transformée , et qui én- est'une-xacine, approchée.
pz +p°
Il'est aisé de voir que là formule bre renferme” implicite=i HT.
ment toutes :les racines de: l'équation; proposée ;: Car on peut imaginer qu'on substitue successivement à.la place.de z les différentes, racines de l'équation Z=0,..et.il en.résultera: autant de différentes valeurs de x.
Réciproquement la valeur de = mn. renferme toutes les ra-
cinés. de da transformée Z =0. L'une de:ces racines ; qui est positive et plus grande que. l'unité, est donnée par-lacontinuation, da dévelop: RÉRÉAL ensorte que. bot mt. do à: HE 007 : Mars
s=bH+E
#2 Ha “etc:aslinfini.
Celle-er est censée répondre à la racine x qu'on a développée en frac= tion continue. Les autres racines de la transformée:(au moins lorique le développement est devenu régulier, et que la transformée n’a pas
SEX ES
"PREMIÈRE PARTIE. 139 à-la-fois deux racines positives et plus grandes que l’unité) sont'toutes négatives et plus petites que l’unité; en effet, si on désigne par x; celle des autres racines de la proposéé à’ laquelle répond une autre ras cine de la transformée, désignée semblablement: par 3, on aura
PLIS Ein rs PI —=
OR CS ent pet Cpq°—=—p°q)xi TT pq Étar PCP=—qi)
Or. on a pa = p GE I , €t comme P Ya en augmentant, ainsi que
P — Xi; puisque ? x n’est pas une fraction convergente Vers x, “il est
clair que la valeur de 3, approchera d'autant plus de Fe que p sera plus
grand. Ce résultat a lieu également pour toute racine de la transformée autre que 3; d’où l’on voit que-toutes ces racines tendent contnuelle- Las p° 2 P »
ment à, étre égales entre, elles, et à avoir pour valeur : quantité négative, et plus petite.que: l'unité. …, 525, ai
me: 10) D'un autre cote, on sait (n° 11) que Fe quantité F est égale à la fraction Continue:
Fe Te
tomposee des quotiéns qui précèdent & dans l’ordre rétrograde, jusqu'au premier æ& inclusivement. Donc tandis qu'une racine 3 de la iransformée Z= 0} donne ‘dans son développement les quotiens x, mu", etc., toutes si autres racines. dela même transformée donnent dans leur développement les quotiens précédens n°, 1°, u°®, etc. dans l’ordre inverse, Ces racines sont done en eflet d'autant plus près de l'égalité, qu'il y a un plus grand'intervalle entre la proposée et la transformée dont il s'agit. Mais quelque approchée que soit cette égalité 5 elle ne devient’ jamais vigoureuse, et on peut toujours développer séparément les différentes väléurs de 3, correspondantes ‘aux valeurs analogues de x,.
Car si on reforme ka fraction À
, au moyen des quotiens qui la com
posent, en cette sorte , H D ee Cru. :
Toto unes ds ue
si ensuite on metæ—x, à la place de «, il est clair que la fraction con- 4 À p°—q°x; Pt —Q°2
tinue. deviendra ==, et qu ainsi ON aura —3, —= : pq Pga
valeur exacte de —3, développée. en HSE continue sera:
donc la
TR 4 doser Re LA FRS
Il ne s'agit plus que de substituer à la place de x, sa ‘valeur exprimée aussi en fraction continue: Pour cela ; il: y a différens cas à examiner.
Si Tr est nee et que sa valeur développée commence ainsi
1 = Le Gi , alors il est clair que la jonction des deux 71 + etc. z fractions continues se fera sans difficulté, et donnera
7% + (22e ni
CHE ——— ÈS tatin hr ete:
2°. Si la valeur de x, est positive et moindre que «,. ôn fera
TE — és ce qui donnera ax; = 4— a 1e 0 :4Dans J 1 ——— —12HY
le cas où a—a,=—1, il faut remonter au quotient, qui Res Cr
et on aura GR Ert
Se É Ù 3°. Sila valeur de x, est positive-et-plus grade-que «, 1l faudra encore remonter au quotient 6, et on aura
6 NE Comet = _——,
ST a bn our ES bars
PREMIÈRE PARTIE. 145 Soit. d'abord 4, — «x, cette valeur se réduit à 6—; et on se conduira à l'égard de 6— 7, comme on l'a fait pour a —x. Soit ensuite 4 —d,;,=—=—727, On aura
nc
De là on voit que dans tous les cas la substitution de la valeur de x, peut se faire dans la fraction continue égale à z,, sans occasionnier d'autre changement que sur quelques-uns des dernièrs termes de: la suite g°, m®....6,«æ, ou sur quelques-uns des premiers de la suite ct, Cr D etc. venant du développement de x. D'ailleurs la suite infinie «,, 6, y., etc. (sauf peut-être quelques premiers termes ) sera également comprise dans le développement de la racine 3,. Donc une racine quelconque de la transformée offre toujours dans son développement en fraction continue les mêmes quotiens qué la racine correspondante de la proposée; sauf lès premiers termes qui sont différens, tant à cause dé la partie u°, mŸ, etc, qui est propre à la transformée, qu’à cause de la jonction des deux fractions continues qui peut opérer un changement dans, les premiers termes.
(xx) Pour rendre ces résultats encore plus sensibles; ,reprenons l'exemple F, où léquation proposée est x°—x°— 2% + 1 —0, et considérons une de $es transformées , ‘telle’ que
la racine positive et plus grande que l'unité sera donnée par les quotiens qui naissent dela continuation :du développement, et qui sont Bi 1, 65:10, re ras F5 :0f 25 1 18,11, 153;setc,:; : de sorte qu’on aufa pour cette prémnvre racine, ÿ
> Fr
Pour avoir les déux autres racines de la même équation, il faut 3 Conformément à ce que nous avons dit, prendre
mn D 1
et substituér au lieu de +, successivement les deux autres racines de l'équation proposée. La racine négative étant celle dont la’ substitution est la plus facile, nous prendrons d'abord sä valeur développée,
qui est —%=1+> Hors ere d’où résultera, —# =- AT 0 1 j | de 5 mure ee ” 20 = 4 ‘
Prenons ensuite la froisième racine positive
DOTE Se 20 + etc.
r si on fait, pour abréger, _— HS 1, On aura la troisième racine de
la transformée
Pour faire disparaître l'irrégularité dans cette valeur, 1l. faut changer ainsi les derniers termes de la fraction continue :
18% PR DU ee VRÈSE ; 3y+2 2 ARE Y Donc on aura, sans aucun terme négatif, < 2% =;% 1 ; Re de 20+- ,1 Lx dinars
A SE ETC x = SEE —————— : = RTC ER ME TT Er. EST s RESTE PQ PR ME CS 1 Ur ve — Re ne ep dan 7 à
si
PREMIÈRE PARTIE: + 143 les quotiens -suivans étant comme dans la première racine 1, 6, 10, 5, 2, 2» 1323 23 1 10, 100 LEIC:
Au reste, si on applique cette théorie aux équations du second degré, et qu'on cons l'équation transformée qui donne la valeur du quoüent-complet dans une période éloignée, on trouvera que la seconde racine de cette transformée est exprimée par les quotiens précédens pris dans l’ordre inverse; d’où il suit qué la période qui a lieu dans le développement de cette seconde racine, est la même que celle de la première , mais prise dans l'ordre inverse. Résultat entièrement conforme avec ce que nous avons déjà trouvé pour les équations du second degré
(SX).
(112) Quoiqu'on aitsupposé dans ce qui précède, que les coefficiens de l'équation proposée sont des nombres entiers, cette Condition n’est pas cependant absolument nécessaire, et on peut, au besoïn, convertir en: fraction continue la racine de touté équation proposée’, s6it algébrique, soit même transcendante. Pour cela, il faut chercher, par une méthode quelconque, la: valeur approchée de la racine dont il s’agit, puis convertir cette valeur en fraction continue, en ayant soin d'arrêter le développement et le calcul des fractions convergenties au point où'on
présume que l'exactitude doit cesser. ST la fraction 2 qe a laquelle on s’arrête , est une fraction convergente, il faut se Re que la différence de. cette fraction .ayec x doit être moindre que D et ainsi le degré
d’approximation dela valeur de æ étant supposé connu, on.connaître la limite de 7: Au reste, une approximation ultérieure servirait à redresser l’erreur , s’il y en avait.
Supposons donc qu'en vertu de la première approximation, ona trouvé les quotiens et les fractions convergentes vers «x comme il suit :
QubHENS Rs. ein ds Ce Cyril Fract. converg:... =, se ea se ESS 654 € q°
Pour continuer le développement, on prendra l'équation proposée F(x)—=0, et on substituera dans le premier membre, au lieu de x,
la valeur AE æ. On suppose que w ést une correction assez petite
pour qu’on puisse négliger les puissances de « supérieures à la pre<
mière, et alors en faisant PF, le résultat de la substitution sera
F:(E) +0 (=, d’où l'on tire | fa (6) Le NE)
Soit maintenant z Me quotient-complet qui répond à P g> On aura»...
ce ER ®, cé qui donnera, en substituant la valeur de»,
F'(E et —p°4) : an) #r(3) Si l'équation. est algébrique , et-qu’on ait F 2 (x) = ax" Dax" HR or, RE F3 (x) = nax + (ni) bat 2 (n— 2) ox" + etc.
“il en résultera
DES - PORTE PQ Rap + (nr) bp q + (ne) cp" q" etc. q Gp pq + pig + + kg" ce qui revient à la formule du n° 102..
.… En général, il est à remarquer que la valeur de z donnera par son développement divers quotiens w, uw’, m”, etc. qui feront suite avec les quotiens déjà trouvés, et permettront de continuer le Calcul des
. fractions convergentes jusqu'à ce qué l'erreur de la première approximation soit réduite à son quarré. Et s’il arrivait que la valeur de z ne fût pas positive et plus grande que l'unité, ce serait une preuve qu'un ou plusieurs des quotiens précédens °, u°, etc. sont fautifs, et doivent être corrigés au moyen de la valeur de 3. Alors on réduirait en une
seule fraction HS et si la somme était positive.et plus grande que
Vunité, il ny aurait que le dernier quotient w° à changer. Dans le cas
contraire, 1l faudrait substituer la valeur de 3 dans u°° = LEON ; Z
même dans p°° e + ,> ainsi en rétrogradant, jusqu'à ce qu'on ue =
® PREMIÈRE PARTIE. 145 parvint à un résultat positif et plus grand que l’anité. Cette valeur étant. développée en fraction continue, donnerait à-la-fois les quotiens qu'on doit substituer aux quotiens ‘défectueux et quelques-uns de ceux qui les suivent, selon le degré de la première approximation.
Il est clair que par des opérations semblables, réitérées autant qu’il est nécessaire, on peut parvenir à développer en fraction continue, et jusqu'à un nombre de quotiens quelconque, toute racine d’une équation proposée, de quelque nature qu’elle soit.
(113) Quant à la méthode pour obtenir la première approximation, on peut proposer comme l’une des plus simples et des plus convenahles pour cet objet, la méthode de Daniel Bernoulli, fondée sur la théorie des suites récurrentes, et dont Euler a donné une exposition détaillée dans son Zntrod. in Analys. Inf. Cap. XVII. Cependant comme cette méthode est sujette à quelques difficultés dans les applications, il ne sera pas inutile de la présenter ici avec une modification qui peut faire disparaître une grande partie de ces difficultés. |
Soit 22 ax 2E bat LE cx$ etc.—0, une équation proposée dont les racines sont æ, 6, >, d', etc. ; si on prend pour 3 une variable quelconque ; on aura léoriéon identique
1H as + br cs etc. — (1 — az) Sr ( Editor
d’où résulte, par. la ÉSrenuauon, cette autre.équation pareïllement identique : 3
—a— 2bz—5cz"— etc. a
EY
Has + be ete — PT QUE = 125 SE ete.
Soit A+ Bs+ Cr + Ds... Ma LE Nz" etc. la série qui vient ‘du développement du premier membre, on aura, d'après la loi ‘connue des suites récurrentes ,
=— 4 — — a À — ob
C—=—aB—bA—53c
D=—aC—0B—cA—44
E =—aD—bC—cB— dA—5e
etc.
Il faut par conséquent que la suite ainsi trouvée 4 + B3+ Cz° -E etc:
soit RUE Se avec’ celle Ré Fee du ‘second membre... es 22 etc. Or on à D a + ts de “etc., et les aufres paie partielles eee LE résultats: semblables ; donc en, réunissant tous ces résultats ; Où aura
nn nel) pi pue LE état ñ BELLE ES EE Lee CHÈRE SRE Lee.
re fes je Fe | 2 er £L >:
et. en général. Ve a +65 y" + + + etc.
Ées formules sont celles qui servent à trouver la somme des puissances dés racines d’une équation donnée; mais il est évident qu'elles sont applicables aussi à la résolution approchée des équations ; Car si æ estla plus grande des racines, et que exposant x soit sufisamment grand,
on aura à fort peu près Me a": on aurait, par la mème “CL
N ee —a4"T", donc la racine cherchée ae
Donc pour avoir par “approKimation la plus grande racine de l’équa-
tion proposée, il faut calculer les: coefliciens successifs 4, 8, C, D....M, N.... par la loi générale des suites récurrentes; puis où dre de dérniér coëfficient trouvé par ‘Tavant-dernier , et le résultat sera la valeur de la racine demandée: valeur d’autant plus approchée , que l'opération aura été poussée pie loi, et LE ÿ aura plus d'mégalité entre les racines:
: El est aisé, paf une enr ; de faire ensorte qu'une racine quelconque devienne la plusgrandédesracines , ainsi cette méthode peut servir à trouver indistinctement toutes les racines, Dansumgrand:nombre de cas l’approximation sera plus rapide par cette voie que par aucune autre connue; quelquefois elle sera lente , quelquefois aussi les résultats seront absolument fautifs; mais il est facile de prévoir et d'éviter ces inconvéniens, si l'on a une prémière notion de one re= lative et de la nature des râcines.- -
(114) Appliquons ces méthodes à l'équation +°—3x° +1 —0; pour avoir la valeur”approchée de la plus grande-racine, äl faudra dévelop-
_ TP PSE TO OT ON SENS MU à Lion roue conan. NÉE )
diet PARTIE. *47 per en série la fraction = RÉ — < ————;, ce qui donnera. Fo als Gos “19835703 5-1 hrs 47 2537+156052+-301743 etc. En s'arrêtan
ainsi ‘aus dixième teriñe, On aura fa racine cherchée D us
Maintenant Si On développe celte valeur, en fraction continue, on aura les quotiens 2, 1, 7, 53,2, 5, 1, 2, 6; et pour juger jusqu'à quel point ils peuvent étre exacts, on FAR semblablement la frac ‘13605 lion, 28 qu'on aurait eue en s'arrétant au neuvième terme;,il résulte de celle-ci les quotiens 2, 1, 7,3, 2, 5; d'où il paraît qu'on peut regarder. comme. exacts les quotiens 2, 1, .7,:3,.2, 3. Au moyen de ceux-ci.on caleulera les fractions convergentes comme il suit :
Gadtienter ET a TS SE,
WPL a "5 45 ‘42 167-578 Fract. CONTE nan Su TAG OITES 8 199
Oo =
Pour. continuer le calcul de ces fractions d'après la méthode du n° 1124
faisons & _ BE Le Ds et soit ses 3 le quotient complet qui
ponte à cetté désire fraction ; nous aurons, en observant que pr — ne F = meù = py
srl Bpe — se ÉCA d : Be 1 em ee
ERP TS +! PPT TT 139897.
Cette valeur FR Dose et plus grande que l'unité > il s'ensuit que tous les quotiens déjà employés, sont exacts; et pour avoir ceux qui viennent à la suite, il faut développer la. valeur, de :3.en fraction continue; ce qui donneta Les. nouveaux quotiens 1,7, 63,11 »4 316 43 3, etc. de ‘sorte que l'opération du développement. se continuera ainsi. to Ë
Quotiens isa saessde.sesee 15: és GR LI (Te pe 167 . 573: 740 1313 8618 96111 104729 $ _Fractions converg. .... 815 700 1 À 3216 D 2008025887? B6%7a ? ete:
“Onis’ ärréte "à cette ait) parce que’ 156572 à autant de chiffres que
de lquarré -de{ 190, "et que la fraction suivanté pourrait n'être Plus, du nombre des fractions convergentes.
ge em) où Ÿ
(: 15) Les méthodes qu'o on vient d'exposer ne, concernent que les ‘acines réelles des équations. À l'égard des racines imaginaires, il peut
être utile aussi d'en avoir. une expression approchée indéfiniment, et Panalyse indéterminée offre des cas où l’on a besoin de convertir en fraction continue la partie réelle de ces racines. Nous saisirons cette occasion de présenter quelques vués nouvelles sur l’approximation des racines imaginaires , objet jusqu'à présent assez négligé des Analystes.
On'sait que toute racine imaginaire d’une équation peut être représentée par & +6 y/— 1, «œ et € étant des quantités réelles ; on sait aussi que la quantité & peut être déterminée directement par une équa-
tion du degré ? Lee) 1) Ft étant le degré de l'équation proposée. Ayant 5 8 q propo: Y
trouvé! , iln’est “éd dificile d'avoir 6; car comme l'équation proposée doit être divisible pär-x°— 24x + «462, si on exécute la division et que le reste soit 4x 4-28, il faudra qu'on aït À —0 et B—o, équations au moyen desquelles on pourra avoir une valeur rationnelle de €* en fonction de «. Tout se réduit donc à trouver la valeur de « par l'équation dont elle dépend, et qui résulte de latcombinaison des équations A0 et P—0; mais dès que » surpasse 4 , le degré de cette équation, devient trop élevé pour qu elle soit de quelqu’ utilité dans la pratique , et il faut absolument recourir à d’autresmoyens pour avoir les valeurs approchées de æ et 6. Or quels que soient & et 6,-on peut toujours supposer a=rcosp,E6—=r sin®, Ce qui Races æ=—r(cos pH /—4sin@), et en général x" = r" (cos mp + |/—1 sinm@). Ces formules dont l'emploi a été indiqué par Euler, sont pr opres à simplifier beaucoup dans certains cas la recherche des racines imaginaires.
(116) Soit d'abord a égétér ax" + bx He—0, à laquelle peut se réduire toute équation à trois tèrmés (car on ne suppose pas que mn soit um nombre entiér ). Si on met au lieu de x ‘lavaleur r (CS ( TE WT. 1 sin 9)» l'équation proposée se us enlces deux autres -
RAR SONO EUONSE EE
-Multipliant la première par’sin:719 » la seconde par — cos m@,-et ajoutant les produtis, on aura o=— c sin mp + br AAC m1) 5! d'où l'on üre 3 NE
x ét s8h JIATIOTE € En Lens NO Emma nenr
b° sin (m— D?
At ë . PA € s Le DS nr: ; Substtuant cette valeur dans la seconde.des équations Iprécédentes ; on
i PAR S: à jee SE FR RE SES RES à Te meet sole L RENE SLR EURE rares TU 0 EN SRE es
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aura pour déterminer ?, l'équation
sin” Gang) 2 {= DE singsin"=1( m1) DES
Or, après quelques essais, on reconnaitra bientôt entre quels déprés voisins tombe l'angle ®; ensuite, par les fausses positions , on achevéra de déterminer @ avec toute l’exactitude que les tables comportent, c’està-dire , ordinairement avec six ou sept chiffres. @ étant connu , r le AE, ainsi On connaïtra la racine imaginaire r (cos ® Æk/—=1 sing) assez exactement pour la plupart des applications.
(i 17) Prenons pour exemple l'équation D LS 1—0; en faisant
CE — (cos PE ÿ—1 sin®), on aura = Lea
n30 7 °t l'équation pour dé-
terminer ®, sera rs sinf, 49 RE Snrsw. 39 Si l'on fait ® — 30°, le-premier membre se réduira à 3, ainsi l’erreur =:+ 5; si l'on fait @ — 31°, le premier membre sera 0,921, ce qui donne l'erreur =— 0.079: De là on trouve @ = 30° 56° à-peu-près. Soit donc @ — 30° 36°, le premier membre aura pour logarithme 9:999955 , et l'erreur,sera-par conséquent de -— 67 unités, décimales. du sixième ordre. Faisant @g— 30° 55’, l'erreur logarithmique devient 1394; de Ix'où tire la -vraie® valeur ce @ approchée autant que le permettent des tables à six décimales, i PT DD MAD see
doric REA fa raciné “cherchéé
© x—o. Le. 430014 V— x.
(118) Considérons maintenant l'équation générale ax" Sn ASE DRE RE 0;
si on substitue la valeur LE ee Le Ven sin), et qu’ on té pour abréger
LP ar cos nQ + br" cos ee 1)® Husi ss. -hrcosp re = ar sinn@ hide Sin. (72 — 1)2Æssbsthrsinoes |:
le résultat de la substitution sera P 4: Q 4/== r to, desorte qu'on aufà pour déterminer r et Îes. deux équations Pi 0; fs — 0. Mais comme la résolution effective.de ces équations n'est Désethle que dans un petit nombre de, ças qui ne s'étendent guère au-delx du théorème de Côtes al faut se borner à les résoudre “par approximation... :
. Supposons. donc qu'après quelques tentatives on a trouvé des is “de @ ets" qui. rendent Pet © très-petites ; pour avoir des valeurs plus approchées, « on désignera celles-ci par @ + do ,r + dr; 4 faudra donc que la substitution de r «+ dr et @ + dp à la place de ret@, dans les fonctions P et Q, rende ces fonctions égales à zéro. Or en négligeant
les puissances, de dr et do. supérieures à a première, la quantité P devient en général par }: substitution dont ils Faite P ee FR. de. >
LA
êt on a’les coefficiens + 4
Fe _— nar* COS nQ +(a— GP cos (n— 1)® He. pe cos®, ste er när" siû de ai LOT 20m sin (n— i) Paire pri suigs De méme ; la hastite Q devenant Q+ 7 = tr Ce F2 ;oma ji
riè = ru sine 4 Db sin(na)e: de hr ne; fi re == :näricos np as 1)" cos (nr — 1): sy +. fr y
Donc ” suffit de prendre deux auxiliaires LA et N rss fe + TR
M=\nar. cos 9, Éd 1). bre cos (n— 1)®. Lu + kr cos? , … N — nar sinn® + (a — 1) br in QG 1)®. Ra rsine, » ï
et on aura pour déterminer dr.et dy, les Le étions:
eo à LQHNE+MR =;
d’où l’on tire TL :
SL 0 0: dr PH ON) y PNE QU Tr MM+ENN? RE MM NN° On <orinaifia ainsi les, valeuts br riaite de r'et g-quisontr (x SR et®+ dD, où il faut observer tue hvaleur de dgdonnée par la formule
2PREMIDRE PARTIE TT 15m est exprimée’ en parties du rayon, et que pour la réduire en minutes ou secondes, il faut la multiplier par le nombre de minutes ou de secondes contenues dans Le rayon. Enfin on peut rendre ces formules encore plus commodes pour le calcul trigonométrique , en prenant des: Ie À et 4 "et des nombres F et G ; d'après les valeurs
P. P vers -Mat (op EE RCE
; #, «GE N mg Trsing 7 cop ?
d’où Fésulte!
F TT Ce DER dE sn (à—#) D'ailleurs il est bon de remarquer que les quantités M et N se fhnent disénent par le moyen: des mêmes termes qui servent à Php les valeurs de P et Q, car tandis qu’on à
PE A+B+C+DEet.;
les termes successifs 4,B, etc. étant ar” cos n® , brr— cos (nr — T1) g,etc., la valeur de AZ est exprimée par la suite é"
nA + (rer a) B (né 2) CE (+ 5)D + ete.
La valeur.de Æ se forme de méme à l'aide des termes qui composent Q. Ayant trouvé par. cette méthode des valeurs plus approchées deret CE on peut s’en servir comme d'une première approximation pour en trouver de nouvelles qui soient plus approchées encore, et ainsi de suite jusqu’à ce qu'on oblienne tout le Hegré d’exactitude dont les als sont sus- FAIRE
.-(xro) Il. est indispencable pour. l'usage. dela TeÉEhpAE edit à pes une première valeur approchée de la racine imaginaire que l’on cherche : Or jusqu’à -présent on n’a point de méthode générale et praticable’ ‘qui-conduise.à ce but; c'est pourquoi j'espère que les Analystes verront avec plaisir celle que je vais proposer, dont l'usage est nl, sample ; et qui ne semble sujette à aucune exception:
Représentons l'équation ? à résoudre par F(x)—0 , et Sapyaseus qu'on fasse x—a+ei/—: , æ et 6 étant des quantités réelles quelconques , mais qu'il convient de prendre moindres que la limite des racines réelles déterminée comme si l'équation en avait ou pouvait en avoir. :
Cette valeur hÿpothétique:de x étant substituée dans F(x), supposons dû il en résulte F(x) = P.+ Q: vis; P erQ étant réels. Supposons
a x encore qu'ayant fait = — he, .0n substitue la même valeur de x dans
la fonction F'et su on ait pour résultat Æ"(x) = M + N y—5. lon prend une indéterminée © réelle ou imaginaire, mais sn par rapport à 4/(&°+- 6%), il est clairiqu’en faisantæ x +6y/—:1+e,
et rejetant les puissances supérieures de w, on aura F(aHE VIE 0) =P +Q Yi + 0o(MEN y—;3).
Maintenant @ sr à volonté, on pourra faire
_o(M+ENV—r)=—2(P+Q ds);
n étant une fraction positive. plus ou moins petite, dont la quantité pourra être fixée postérieurement. On aura. ainsi
PMHQN\ _ . ; + (OM—PN\.
Cren) Ve Cr)
Et la valeur corrigée x = à +6 y/— 1 + ©, donnera d'une manière approchée etes = Æ(x)= (2) (P+QV—x);
quantité moindre, dans la proportion de 1—nà1:, que le “résultat obtenu en supposant x —a+6y/— 1. Quant à 7, il peut être pris à volonté, de manière cependant que © soit toujours assez petit par rapport à y/(a* es ). Si P et © étaient déjà très-petits par rapport à M et N, on pourrait prendre n=—=1, et la seconde valeur approchée a + 6 /—:1—+o s'accorderait avec celle qu’on trouve par la méthode ordinaire (n° 118), en supposant que æ + 6 ÿ/— 1 est une première valeur approchée : de x! Mais lorsque ? et Q ne seront ‘pas très-petits par rapport à Met V, on ne prendra pour 7 qu’une quantité moindre que Funite, et assez petite pour que « soit contenu plusieurs fois dans œ és 6 te —1,ce qui laisse FER de latitude dans Je choix (1).
a) Quand on compare en SHMHerS deux quantités imaginaires telles queæ +6 f/—1, # y ÿ/—1, la comparaison doit s'entendre seulement des quantités réelles 4/(x? Le y/Cu2 +»), qui leur serviraient de facteurs, si elles étaient réduites à la forme
r (cos® + ÿ/—:1 sine).
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La valeur ainsi corrigée de x étant repr ésentée de nouveau par æ+6y—1:, si on la substitue dans les fonctions et F°, onen déduira semblablement une seconde valeur corrigée, au moyen ‘dé laquelle le nouveau résultat PQ y/— 1 sera encore: diminué dans le rapport 1-7 à 1; et on continuera ainsi indéfiniment jusqu'à ce.que Æ(x) se réduise à une quantité très s-peute, auquel Cas, on pourra faire Hs Te et l’approximation deviendra très-rapide.
Il faut bien observer que par la nature des quantités imaginaires, la diminution progressive de Æ(n7) ne pourra être sujette à aucune limite ; ‘en effet, quand ‘même.on aurait M= 0 et N = 0, c’est-à-dire
dF' 7 = 0, la substitution de x — «x +6 y— 1 étant faite dans les fonc-
ddk dF 4 tions —— de > 5 ag» etc., on parvien a nécessairement à un terme. qui
ne 's’évanouira pas. Alors on aura un résullat de la forme
F(a+ Ci +0)=P+ Qy/i bo (T EF Yi), où l’on pourra faire (TT + Vy—3)=—-n(P+Q y— 1). Pour
déduire de là la valeur de w, soient déterminés r et & de manière qu’on , : ” 4 TE P:+ Q ÿ/—1
ait r(COS D ÿ/— 1sinm) Are de on aura donc...
= r(cosu+4/—1sinx), d'où résulte © — ; (cos + Me PA 1 Sin 7)
Ainsi en faisant & = a +6 4/—=31-+0, 0nvaurasà RENE pes
F(x)= (1 =) (P+Q éra29
Donc en diminuant continuellement ob) par des opérations semblables répétées convenablement, ikest clair qu'on parviendra à-une valeur de F'(&) aussi petite qu on voudra, et alors. la valeur de x sert connue. *
Il est démontré ainsi d'une manière tout-à-la-fois simple et directe, qu une valeur de ide la forme 4-6 ÿ/—1 peut'toujours satisfaire à l'équation proposée Æ oi — 0 ; et cetté valeur se réduit : à une FUME tesue lorsqu'on a 6— PARNEE
Mais en sal x. doit! étre süpposée de la forme &æ 46 /— 1x1, ce qui fournit une nouvelle démonstration du théorème concernant la forme des racines imaginaires dés équations ; démonstration qui,a lieu pour toutes-sortes d'équations desprianes où transcendantes.
$ XV. Résolution ennombres entiers “ léquation iidéterminée 4 + MoN + sus 2, .RVAi= EE.
(120) Nice: supposerons ne cette équation a-été préparée de da’ manière indiquée n° 75, et qu’en conséquence, on peut considérer y et z comme premiers entre eux, ainsi que 3 et 77. Cela pose, on pourra faire semblablement y —0:-+ Au, 0 étant un nombre. compris entre :— + 4H et +57; substituant cette: valeur dans Néatanpn proposée, et - divisänt tout par H, on aura DE Te Net 4 296 ES CT TM Dei
+ AL + (n—1) M9 + ete.) zu
+ pr —— = Mr “nb Hz ut
te elc: —
Maïs 2 “ H étant premiers entre eux , cette équation à ne ‘peut subsister,
LO5 LME VEN re F moins que RER PR SEE ne soit un nombre entier; C’est
: Li
la Condition qui sert à déterminer 8. On essaiera donc successivement pour @-tous- les nombres entiers Compris depuis — 1/7 jusqu'a +27; et: sil n’en ests aucun : qui reude ZA" MB ENG + etc. divisible par ÆL, onsen -conclura aÿec certitude que l'équation proposée n'est. pas AU en nombres entiers; mais sion trouve un. ou plusieurs nombres qui satisfont à cette condition, on aura à résoudre ultérieurement, pour Chaque valeur de 8, la transformée en z et. w, quisera de la forme x QE Dan CT He Ha 3;
et il est évident que chaque solution de celle-ci en nombres entiers en donnera une de la proposée.
Tout se réduit par conséquent à résoudre üne équation de mênié
forme que léquation PRRCIEES mais dans laquelle le second membre ==cE 1.
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On doit supposer que le premier membre de l'équation proposée
(ayant même.d’y appliquer aucune réduction) n’est divisible‘par aucun
facteur rationnel; car s'il pouvait se partager én deux facteurs dé cette
sorte, lun du degré +, l'autre du degré n—m, l'équation proposée se. .décomposerait, en deux autres de la forme
Ly" + My" 3 EN y" re + etc. =+ L'or EE My 3 + N'y etc. =
# étant un diviseur de Æ ,:de sorte qu'alors le problème deviendrait entièrement déterminé. <
Il s'ensuit évidemment de cette supposition, que le premier membre az" ba" 'ucz"u*tetc. de la transformée, n’est point non plus décomposable en facteurs rationnels. Donc il n'y aura aucunes valeurs. de x et 3 en nombres entiers qui pourront rendre ce premier membre égal. à zéro; et ainsi la valeur = 1 est absolument la plus petite de toutes celles qu'il peut recevoir en substituant pour y et 3 des nombres entiers. quelconques positifs où négatifs.
(121). Cela posé, nous allons chercher en général quelles doivent être les valeurs de 6 et 4 pour que la fonction. homogène
LA EEE CET. ut soit la das petite AM Pour céla ; Imaginons qu’en FT. Péquætion déterminée
DRE le Laon cs. +4 on trouve les facteurs simples réels x, x— «x, x—4", etc. etles facteurs doubles imaginaires (x 6Y 4394, (x — CP 74 etc. ; alors la fonction. proposée al" bin + cl—u? + EG: que de. désigne par Fe, ü), sera égale : au produit
a(t D) es u)(t—a"u). . (= A y ) (— Cu PR 67) etc. ;
Supposons que .les: valeurs de # et qui répondent au minimum de cette * fonction soient t=p, u=—q, ensorte que ce minimum SO
F(ps Dæa(p—ag) (pd). (pr) ete.
Il faudra donc qu'en prenant pour £ et x des valeurs en nombres entiers différentes de p et g (au moïns jusqu'à une: certaine limité) ; onait
156: THÉORIE DES NOMBRES, F(p,4q)<EF(L, a). C'est cé quine pourrait avoir lieu ; ‘si chaque facs teur-de. F4, _u). était égal'ou plus peut que le dé correspondant de A(p3 q). Donc il. y aura au, moins un facteur de Æ(4, u) qui sera plus grand que le facteur correspondant de F{p, q). Ce facteur sert, ou l'un des’ facteurs simples PSE , où l'un des facteurs OR ima= ginaires. Dares <> ! - 1
1°. Soit 1 — au le sis AS plus grand: que son correspondant und te les nombres £ ét u ont été ‘pris à volonté , et qu'on
pEuR supposér par conséquent que = difière très-peu def ce ilen résulte que: Ds : doit ske une fraction, Réancoshée de 4, et on. peut même
conjecturer de là que? 9 P doit être pris des fractions convergentes Vers :
la racine C2 Pa: effet; si à £ ; E sont trois fractions consécutives con vérgentes ers a, HT a été démontré n° 8; que quels que ‘soient Les ADS Letu, pourvu” seulement que, 4 soit moindre que g'; la-quaré tité {— au sera toujours plus grande que p—aq, ce qui satisferait à à la sopaton observée. s
"Soit, (C— Eu) Hy %R° ‘facteur double irfaginairé “plus grand que son correspondant ( DE G$ ES 455 nous supposerons qu'on a pris u<L I; alors il faudra à plus forte. raison ques t— Eu soit plus grand
-que HEC Or c'est. ce qui aura leu, si est. l'une des fractions con
vergentes vers la quantité 6 ; partie réelle de la racine ‘imaginaire ns PME D
jré e Fe “ , fn - * Here LT: ST "ADN Er. Merise L'S PS LV RE
10(159 RS ‘à la considération du premier cas, etsu osons qu'on ( )R ons P pp qu'<
ait pris {==p°, ==, F étant là fraction SRRPR qui précede q et qui, est donnée. par le développement de celle-ci en fraction” con-
nue, Il faudra donc que P° ag, soit “plus grand que D—àq) ou
“que RE soit plus grande que J'unité 5 mais d'ailleurs cette quantité
F peut être négative. ou positive. é
sais d'abord = 7, on en déduira. dE eme ; donc > à
cause “Ré: Ÿ posilif et plus grand que l'unité ; Ê et seront deux frac=
ES ER PR _ = A e E S SCORT ER SE E ERE R SSSE NERRNS AR n m e ÉDR E
PREMIÈRE PARVIE. + 357 tions consécutives convergenies vers &, et y sera le quotient-complet qui répond à Ja seconde.
En second lieu, soit Per — on aura Lee Le 7 “mais. il 4 | Peq +9 D ?
faut Snbvisen ce cas en déux autres, selon. que est SE ou 2. Si Von à y7>>2,.0n, fera y —:1-+3,;:5 étant > 1, et on aura.
Les ; donc ie E seront encore deux ‘fractions consécu- 92 q— Cr RAR
tives ARE nt vers æ, et 3 sera le quotient-complet qui JT Re à la Fe
(cp
Dans ces premiers cas, qui présentent déjà une grande latitude ; ; il
est doné prouvé , d’une manière directe et fort simple, que +. “est ‘une
fraction convergénté vers Ja racine «. - q . F 1
Il reste à examinér le dernier cas où l’on a y < 2: Soitalors y =1 +55
3 élant toujours > 1, on aura
rte a (pps + p (pp) +1)EP, no 15e)
fret GA +9 TQ=PDEFD+ :
donc Es È EE seront deux fractions consécutives convérgentes vers.æ (x); et le quotient-complet” qui répond à là dernière sera : +5, Las plus grande queta. : | oéc21
Il faudrait que le quotient fit éoûlemÈnt. 1 plus ane re < pos
ee L'füt la fraction conVersente qui ‘suit es 3; etpuisqu onaz#1>2,
il s'ensuit. que dans ce dérnier cas SF né peut plus être une’ fraction
: — p° convergenté Vers & ; :mais:au MOINS puisque À “er. : en.est une, et que
la différence entre À et = a. n’est que 10 > On voit que? x esttou-
jours une valeur fort approchée de la raëiné à.
Le
© Soit RER = #;, q—q —=@, nous pourrons représenter par : : Es
M à > On suppose pit p°>p*} et en ‘elfet le développement de en fraction-continue donne une fuite de quotiens dont le dernier peut être supposé à volonté plus grand que l'unité ou égal.à l'unité. Or si on le prend plus grand que l'unité, p ne sera pas moindre que 2p°-p°, et ainsi on aura p—p° >p°.
Z, trois fractions. consécutives convergentes vers &; et parce que 4
tombe entre @® et ®",1l.est clair qu'on aura (n° 8) p—4g>n—«9. Mais en faisant {=7T, u—® ; il faut qu'on ait F(x, ®) > F(p,9q),
puisque celle-ci est un minimum; donc il y aura dans la valeur de
Er €) LE autre facteur a—4«© plus grand que le dress cordent p—q.
Or de ce que ee est plus grand que l'unité , et peut être d’ailleurs
positif ou négatif, on conclura comme ci-dessus que” estune fraction
__ PNGHDE+T (q—8)G+F)+9 posiuf et =>1; de là résulte, en substituant les valeurs de 7 et ®,
convergente vers 4’, ou qu'a ‘au moins on a & — ; 3 étant
gr = PGI) pps, pr Fp p(su) Ep" ; PGI) +9 gg Gr)" 00 © (car on suppose toujours p—°p°+p®). Donc : La seront deux fractions consécutives convergentes vers æ’, et la fraction suivante sera p°Ci+p°) + p°° Sà pk p QCHA) Hg q°k+q?
tombe entre g° et g°k +4, il s'ensuit qu’on aura p° 5 < Pr tgs Le même raisonnement s'applique aux autres racines a’,a",-etc. et même aux quantités 6, 6, 6", etc.; il en résulte pour Een gé-
# étant l’entier compris dans 3. Et puisque g
néralé, que la fraction ne qui répond.au minimum de la fonction pro-
posée; doit être comprise parmi les fractions convergentes vers l’une des racines &, #4’, «", ou vers l’une des quantités 6, 6’, 6", etc. Car si elle n’est pas comprise, il faudra que les conditions suivantes soient réunies.
1°. Que la quantité - —_
zq° . : PES ke . relative à une racine déterminée &, soit
comprise entre = 1 et + 2.
AE pi S" qe se (9 2°, Que toutes les quantités analogues p LT jen etc. À — = Fe (0e Pr cl P--21 +-"pc4q Ge etc. relatives aux autres racines, Soient plus petites que l'unité.
. » . 1,» . 7? o ge Mais-cela posé , il parait impossible que la quantité
composée du produit de tous les facteurs
qui, est
Page pi aq. pire.ag (p°— Cp)" +79
FE y np nier 7 re ST STE - etc.
pag? Pa pq EN ET ?
RIRE ARE RE 5 PE ER SRE TER EE RU RE" "UE DRE is on HSE dns] à
PREMIÈRE PARTIE. 159 soit plus grande que l'unité, comme elle doit l'être, si Æ(p:, 9) est un mintmun.
‘ En effet, use la différence entre 2 et Ê n'est que F4 ét que Fe est une fraction convergénte vérs.æ, il suffit que parmi de racines æ°, a", etc. et les quantités 6, 6’, etc. il ÿen ait une ou d'un signé contraire
de #, ou dont la différence avec & soit sensiblement plus grandé-que eu alors si & est'cette racine ,‘le facteur BE sera à peu-près get ainsi sera moindre que :;'et si 6 est'une quantité assez différente de #, lefacteur Cp°=6g2) +79" (> LD se réduira encore à très-peu pres à ét sera par (p—6g)" +%q P ip < P conséquent plus petit que = re Donc dans la valeur de Rd, in aurait qu'un facteur plus grand que l'unité; mais moindre qué 2; tandis que tous les autres facteurs seraïent plus petits que ae ; et que parmi ceux-ci'il s'en trouverait au moins un plus petit que +, ou même plus
2 F (p.97) | TA petit que 4; donc cette quantité EN serait plus petite que l'unité ;
ce qui est contraire à la supposition faite que F'(p, g) est un minimum.
Donc enfin (1) la fraction 2 est'toujours une fraction convergente vers q J 8 | lune des quantités ;'æ, #', 4"... 6,6... etc. (125). Là condition.qu'on vient de démontrer , ne déterminé point encoïe le minimum qu'on cherche ,*elle indique seulement un ordre de quantités parmi lesquelles il faut cherchérila fraction ? 3 Rropre à donner
cé minimum. Voici en Conséquence le procéde qu’il Due suivre. Développez en fraction continue successivement chacune des racines Se æ de l'équation ax” + x"! +... PE k * Développer de même chacune des parties’ réelles @ dés racines imapiaires de la même équation.
(1) On’ trouyécette proposition dans les additions à l'Algèbre d'Euler , n° 28 mais le savant auteur n’est point entré dans le détail de la démonstration: Il en a donné ne pour lé cas où le minimum est 1, dans lés Mém. de Berlin an. 1768; mais il y a quelque différence dans l'énoncé ,-en ce qui concerne les'quantités. 6, 6’,.etc, -
Prenez successivement pour : toutes les fractions convergentes qui ré-
sultent de ces diverses: opérations ; et Substituez les valeurs dep et g dans la fonction proposée. Vous aurez autant de résultats qui chacun dans son genre sont une sorte de minimum; le plus petit de tous ces résultats, ‘ou le munimun minimorum, Sera donc ‘Celui “et s'agissait de déterminer, | |
REemArRQUE -I, #
G 24). Si la racine réellé æ, ou "ae partie à 48e e d'une racine imaginaire est négative, on fera son développement en fraction continue , comme si elle était positive ; mais’ ensuite on affectera chaque fraction convergente du Signe — ayant de la prendre pour F
Ici se présente Ja question de savoir lequel des deux térmes p'et q
sera pris négativement. Cette question est facile à résoudre: si l'expo:
sant ? de l'équation proposée est un nombre pair, il-est indifférent de faire porter le signe — sur l’un ou sur.l’autre des deux termes p et get la quantité ap* + bp ig etc. restera absolument la méme. Si au contraire ÉRDOER n est impair , ‘la quantité ap° + bp q etc. conservera la même valeur, mais changera de signe, ‘lorsqu'au lieu de prendre p positif et .g négaüf, on prendra p négatif et g positif; ou en général lorsqu'on changera à-la-fois le signe de. p et celui de g. + De là on voit que dans le cas de: »impair, l'équation ap"+-bp"=1q.. + kg" = +, est-toujours résoluble en même fan que =: LT sp Ne du ES
FE EN QU RTL
(125) Si on développe en fraction continue chaque; racine à, par la méthode exposée ci-dessus (n°.100), on-pourra se. dispenser de calculer la valeuride Æ(p, g) pour chaque fraction convergente : Sen effet la transformée qui répond à la fraction é étant Z7"+ BzTitetc.—0, le prenier coefficient 4 de: cette. transformée sera précisément da valeur de F(p,g); done il suffira de jeter les yeux surle premier terme
Ps9)5 } J P de chaque transformée pour avoir Je-minimum demandé,
= cr FITT PRES 7 :
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La même chose aurait lieu à l'égard des quantités 6, si on faisait leur développement au moyen de l'équation dont elles sont 1e racines réelles. Mais comme cette équation ést pour l'ordinaire d'un degré trop élevé, il conviendra mieux de faire ce développement par le moyen d’une va-
leur approchée de 6, et on substituera au lieu de 4 ; les fractions con-
vergentes qui en résultent (n° 114). D'ailleurs on.ya voir que le déve-
loppement de ces quantités ne ue être prolongé que jusqu’ à une certaine limite.
R£rmarnque Ill.
(126) Les opérations indiquées sont les mêmes, soit que le minimum soit déja déterminé, comme il l’est quand on se propose de résoudre l'équation af + bu LH ettu... ,Lku"= +1, soit qu'on cherche simplement quelle est la moindre valeur dont le premier membre de cette équation est susceptible. Dans le premier cas, on sent bien que le problème ne sera pas toujours possible. Dans le second, il n’y a autre chose à faire que de chercher dans plusieurs séries de nombres connus quel est le plus petit.
Mais dans les deux cas , comme l'opération du développements étend à l'infini, et que passé le second degré on ne connaît aucune loi à laquelle soient assujétis les quotiens et les transformées successives , il est clair qu’on n'aura déterminé le minimum de la fonction at"+-bl'u...+-ku" que dans l’hypothèse que £ et x n’excèdent pas les plus grands termes des fractions conyergentes calculées. On ne pourra donc assurer qu'un 7ninimum pareil ou même plus petit (s'il n’est pas déja 1) ne puisse.avoir lieu au moyen des fractions convergentes ultérieures dont les termes sont plus grands. En effet, on ne voit rien qui empêche que même avec de très-grandes valeurs de p et qg, la fonction ap"+ Rp ete. ne se réduise à l’unité ou à un nombre fort petit; de sorte qe à cet égard il ne paraît pas qu’on puisse assigner de limite.
Nous observerons cependant que cette grandeur indéfinie des nombres p et g ne peut concerner les fractions convergentes qui résultent du développement de la partie réelle 6 d’une racine imaginaire 6 »4/—1. Car un facteur tel que (p—Ëg) + y°q° ne peut diminuer que jusqu’à un certain point, savoir, tant que la diminution de la partie (p—Ég)" est plus considérable que l'augmentation de l'autre partie ÿ°g*; mais bientôt après ces facteurs doïvent augmenter rapidement. On voit par cette
raison , qu'il n’est pas nécessaire.de chercher-les équations dont 6, 6”, etc. sont tés racines; et qu'on-peut se contenter, comme nous l'avons déja dit, d’une vous appr ochée de ces quantités.
(ram): nee que P'soit une fraction convergente-assez approchée
de la raciné à, pour a la différence PR soit beaucoup plus petite
_que la différence entre la racine # et chacune des autres racines ou par-
ües de racines 4’, &”..,6, 6’, etc.; alors si l’on fait pour abréger, { à
L=(a—«x) (x ke a") He (x—E + y) (EST A etc.
on aura-à très-peu près F(p ; g)=— ag"—"( ile Soit z le Lois complet qui répond à la fraction convergente Ë Q0 aura PMR
donc ms q) RAD
Den cètte formule, a£ étant une quantité Constante, on voit que pour que F(p; g) soit un nombre: donné, il faut que le quotient z : Soit en général proportionnel à 7".
Ainsi, par exemple, si On veut que F(p, q) se réduise à 1, <omme Cela est nécessaire dans les équations que nous nous sommes proposées , il faut qu'on ait 3—aLg"* à peu près. Telle est la gran-
‘deur des quotiens auxquels on reconnaitra les fractions convergentes qui
Satisfont à la condiuon du minimum F(p, g)=E1, Cette formule sera
surtoûüt utile, si le développement d'une racine se fait non par la mé- ‘thode des’ transformées successives, mais par le moyen d'une. valeur ‘approchée de cette racine (n° 112).
À niesüre que l'opération du développement avance, la valeur de q
augmente, et par conséquent celle de 3 (car on suppose ici 752), de
sorte qu'il devient de moins en moins probable qu'on trouvera le quotient 3 nécessaire pour le minimum. Cependant si la racine & est trèspeu différente d’une ou de plusieurs autres racines a’, &”, etc. ou des
“quantités 6, 6’, etc. , alors la limite Z pourra être extrêmement petite, -etil ne faudra plus un quotient aussi considérable 3 pour répondre au “minimum de F(p, q). Gette remarque s'accorde avec les propriétés qué
nous avons déjà exposées (n° 109 et 110).
Supposons en second lieu que= soit l'une des.fractions convergentes
PR TR mt ee DRSENE EN
PREMIÈRE PARTIE. 163 vers la quantité 6; supposons en même temps que la différence entre
g® 6 soit beaucoup plus petite que y, et aussi beaucoup plus petite
qu'aucune des quantités &, &', «"...6", C'; etc. Cela posé, si l’on fait pour abréger,
A—(6— à)(6É—a)(6—a")...[(6—6) +7y"] etc., on aura à très-peu près F(p, 4) = ag"y"A. FoRe si on veut que...
F(p, 9) ="%x1, il faudra qu'on ait g"— het = ainsi g ne peut sur-
& , = x passer = 32 d'où Von voit. que le #7inimum ee ne pourra avoir lieu,
à l’aide des racines imaginaires, que dans des cas très-limités,. lorsque y ou A seront tres-petits, c’est-à-dire lorsqu'il y aura des racines presqu’égales. En même temps on a la limite du dénominateur 9, audelà de laquelle ilest inutile de prolonger le développement de la quantité 6, ainsi que l'essai des fractions convergentes qui en résultent.
Nous ayons déja donné dans le paragraphe précédent, des exemples de la résolution des équations indéterminées homogènes dont,le second membre E 1. nous nouscontenterons d'ajouter un nouvel exemple où une solution est donnée par la racine réelle, et une par les racines imaginaires.
Ex E M p L r:
(128) Soit proposé de trouver le rininmum de la fonction 7 — s108u 565tu— O4,
je considère l'équation 7x°—110x° + 565x— 0941 — 0, et je trouve , après quelques essais, qu'elle a une racine réelle entre. 3 et4, et deux racines imaginaires peu différentes entre elles. Voici le BÉNeORPER cp: dela racine réelle en fraction continue :
47 +945 — 472470 | 1 SEE ‘ 7 —472—47—0 | 2 AREAS — 853 +372 + 423+7—0 1 i12529 Z°— 1593 — 2183—85—0 | 140 10 4
103472 —84587423—16588971:—8123689—0 | 819 |806478 : 240219 ‘ etc. Etre 2 etc.
l'etc. |
On voit par les premiers termes des transformées, que le #7irimum 1 a lieu lorsque £—15 et —4, de sorte que ces valeurs satisfont à l'équation
7é—r10ûu+ D65tu* — 9h st
Dans le reste de l'opération, on ne trouve plus de transformées dont le prémier terme -ait pour coefficient 1, et ainsi on est certain que la première racine ne fournit plus d’autre solution de l’équation précédente , à moins de supposer le nombre w beaucoup plus grand que 819% 240219; mais par cette grandeur même, il paraît bien peu probable que l’opération prolongée fournisse de nouvelles valeurs de £ et w. Il reste à développer en fraction continue la partie réelle des racines imaginaires. Or comme l'équation n’est que du troisième degré, si on appelle a la racine réelle dont nous venons de trouver des valeurs approchées , la partie réelle 6 des racines imaginaires sera 6 — 22 — 14; substituant la valeur connue de æ, et développant le résultat en fraction continue, on aura les quotiens et les fractions convergentes vers 6 comme il suit :
Quotienss., 52,055; T5 3 23 1 3 5 6 335 54 AP
Fract. converg. _ TRE DE etc.
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Or en prenant successivement pour = ces diverses fractions conver-
gentes, on trouve que les valeurs t=—6, u—1, donnent encore le minimum 1, et fournissent ainsi une seconde solution de l'équation indéterminée 7 — 11044 etc. — 1. Il serait inutile de prendre pour
t é TE ms = d'autres fractions convergentes, parce que la limite trouvée ci-dessus
1 Y x \ ie Va donne à très-peu près 9=1.
Te . = :
SERRES dE PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES NOMBRES.
. $ I: Téorèmes sur les nombres premiers.
(129) Taéonëme. « S; e est un nombre premier , et ÆV un nombre » quelconque non divisible par®, je dis que la quantité N°? — ; sera
Te—1
L L = entiere» (1).
» divisible par c, de sorte qu’on aura Soit x un nombre entier quelconque, si'on considère la formule connue
(+ x) = 1 + cx +
C1 C.Cr 1.2 1.2
D D ee CAE Xt,
il est aisé de voir que tous les termes de cette suite, à l'exception du premier et du dernier, sont divisibles par c. En effet, soit M le coefñ-
, CCI, U-=42..0.7:. Cm 1 cient de x", on aura Ma PET ‘où MÉLSE5;
M—=C,.C—1.c—2,..c—m+t; et puisque le second membre est divisible par c, il faut que le premier le soit aussi. Mais l’exposant », dans les termes dont il s’agit, ne surpasse pas c— 1 ; donc c , qui est supposé un nombre premier, ne peut diviser le produit 1.2.3... m; donc il divise nécessairement M pour toute valeur de »2 depuis r jusqu’à c — 1. Donc la quantité (1 + x) — 1 — x° est divisible par c, quel que
soit l’entier x.
Soit maintenant 1 + x — À , la quantité précédente deviendra.,,
(1) Ce théorème, l’un des principaux de la #héorie des nombres , est dû à Fermat ; il a été démontré par Euler dans divers endroits des Mémoires de Pétersbourg, et notamment dans le ‘Tome I des Moy: commentari.
mm
SECONDE PARTIE. :. © 167 Ni (N — 1) — 1% et puisqu'elle-est divisible par-c , si on -oimet les multiples de e, on aura M1 = (N—a), où N—N—=(N—i)— (N— 1): Mais en mettant V—rà la place de N ,: et négligeant toujours les multiples de c, on aura semblablement (NW — 1) —(N—1) = EN —2) —(N—2). Continuant ainside restes-égaux.en restes égaux, on parviendra nécessairementau reste (]V — NY —(N —N), lequel est évidemment zéro. Donc tous les restes précédens le sont; donc N°— N est divisible par c.
Mais IV: — IN est le produit de par JV: — 1 , donc puisque est supposé non divisible par cl faudra que V7: — 1 soit divisible par c; ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire: Lorsque c est un nombre premier, on satisfera. à Leur
QE
tion —e, en prenant pour x un nombre quelconque non
divisible par ce. Donc si on considère seulement les Valeurs de æ posilives et moindres que c, ces valeurs seront les nombres successifs 1, 2, 3, 4...0— 1; et si On considère les valeurs ou solutions comprises entre —+cet H1c, ces valeurs ou solutions seront Æ 1, + 2, 3...
- (= +). Dans les deux cas , les solutions dé l'équation dont il s 2811
sont au nombre de € — 1 égal à l'exposant de x.
(1350) TuéorèmEe. « Si » est un nombre premier, le produit » 1:2.3... (2 — 1} augmenté d’une umité, sera divisible par 2: »
En effet, il résulte de la théorie des différences qu’on a, quel que soit 2, FEES
mm (me) r
Si l'on faitm—r—x1, equ'on néglige les multiples de 7, on aura, suivant le théorème précédent, mr, (m—i) =%, (m—2)"= 1, etc, Donc le produit 1.2.3...%#, en faisant les mêmes omissions , se réduit TL LPS M, M1, N=—9 Le ———_——>© — D RSR QE etc., le nombre des termes de cette suite ét m. Mais ces 1 termes composent. la puissance don pée (1—1}" moins son dernier terme, qui est 1, parce que » est pair. Donc la somme des termes en question =(1—1)"—12=1.
Donc la quantité 1.2.5..,..(n—1) x est divisible par ».
LS
(131) Ce théorème, dont Waring fait mention dans ses Meditationes Algebraïicæ , et dont ilattribue la découverte à Jean Wilson, a été démontré pour la première fois par Lagrange dans les Mémoires de Berlin, année 1771, et ensuite par Euler dans ses Opuscula Analytica, Tom. 1. IL est surtout remarquable, en ce qu’il n’a lieu que lorsque 7 est-un nombre premier. En effet, si » est composé de deux facteurs quelconques inégaux a et b, ces deux facteurs se trouveront nécessairement tous deux parmi les nombres 1,2, 3,...(n—1), et la quantité 1.2.3,.,(n—1)+x divisée par 2, laissera pour reste + 1. La même chose aurait lieu, quand même» serait égal au produit des deux facteurs égaux a X a; Car alors à et 24 se trouveraient dans la suite 1, 2, 3...n—14. Donc le-produit de ces nombres serait divisible par æ our, etce produit, augmenté d’une unité, laisserait pour reste x.
On peut déduire. de là une règle générale et infaillible, pour reconnaître si un nombre donné # est premier ous'l ne l’est pas. Pour cela, il faut ajouter une unité au produit 1.2.3, .(2—1);.5i la somme est divisible par #, le nombre » sera premier; si elle ne l'est pas , le nombre ñ sera composé. Maïs quoique cette règle soit très-belle 22 abstracto, elle ne peut guère être utile dans la pratique , attendu la grandeur énorme à laquelle s'élève bientôt le produit 1,2,3,,,(n—1),
Observons que les nombres n—1, »—2, n—3, etc. considérés comme restes de la division par z, sont équivalens aux, restes —1, —2, —3,. etc. ; d’ailleurs 7 étant supposé impair, le. nombre des res 1, 2,,3,..n—1 sera pair. Donc le produit 1.2.3,..(#—1), divisé
. _. 1 — 1\2 « par, laissera le même reste que H1°,2°.3°.. (=) ; le signe am-
bigu étant + lorsque » est de la forme ne 1, et — lorsqu'il est de la forme 4443.
Donc 1°. si le nombre premier 7 est Fe la forme 4k-+ 3, la quan-
2? TT = 1 tité (s ER —) + 1 sera divisible par ». On connait donc ainsi une somme de LR quarrés a 1 dont doit être diviseur.
2°. Si le nombre premier 7 est de la forme 4k+ 3, la quantité
tre j à 2% — 1 diviser l’une ou l’autre des deux quantités 1.2.3.,., ( : +1,
THE) pare ()— 10
conséquent z doit
== RS SE CNE FETE TE ENS La SE DT ae RE LR ES, ne - M let nee EST, 5
(32) Lewws. « Soit c un nombre premier, et P un polynome du degré » #7dontles coefficienssont éntiers, savoir, P—ax"+ Ga ya. +0; » je dis quil ne peut y avoir plus de mvaleurs de x, comprises entre » 3e et —!c, qui rendent ce polynome AT CS par €.»
Car soit Æ une première valeur de x qui rende P divisible par ce, on pourra faire P=—{(x— k) PH 40, eton aura pour P’ un‘ polynome en x du degré m—1. Soit ‘4 une seconde valeur.de x qui rende P divisible par c, il faudra que cette valeur rende (x—#) P" divisible par c. Mais le’facteur x—#, qui devient #—%X, ne peut ÊRE divisible.par c, puisque k etK sont supposés chacun ps petits que :c; donc P ne pourra être-divisible une seconde fois par c, à moins que P ne le soit. Le po- | Iynome P du degré m n’admet par conséquent qu’une solution de plus que le polynome P” du degré m— 1; donc il ne peut y avoir au plus que 77 valeurs différentes de x, sAnpre enire £cet —5%c, qui rendent P divisible par c.
P Nous regarderons comme solution ou racine de l'équation À —=6.,
toute valeur de x, comprise entre HIcet —1c, qui rend le premier membre égal à un entier: Le nombre de,ces Ro ÿ qu'on pourrait prendre aussi entre 0 et c, ne -doit _ Jamais surpasser lexposant m, comme il vient d'être démontré; mais d’après une solution telle que x—k, on-peut faire plus généralement x—k+ cz, et toutes les va-
leurs ds æ-renfermées dans cette formule, satisferont à l'équation
(133) TéorèmEe. « Soit toujours c un nombre premier, et P un po- » lynome du degré », lequel soit diviseur du binome %°='—1 ; je dis » qu'il y aura toujours »2 valeurs de x, comprises entre cet —;5c, » qui rendent ce polynome divisible parcs» © . ART
Car soit a —1—=?Q, Q étant un autre polynome ‘du “degré
re c—1—m. Puisqu'il y'a c—1 valeurs de æ, savoir 1 EE 2 : Æ° ee.
- qui rendent le premier membre divisible parc, il faut que chacune de. ces valeurs rende P ou Q divisible par c. ant ces c—1 valeurs, il he peut y en avoir plus de # qui rendent P divisible par ” parce que P n’est que du degré m; il ne peut.non plus. y en avoir moins de», car alors il y aurait plus de c— 1772 valeurs de x qui rendraient Q divisible par c; ce qui est impossible, puisque Q n’est que du degré 6—1—m. Donc le.nombre de valeurs de x qui rendent? divisible 22:
pare, eb qui sont comprises entre He et —1c, est précisément "1. Remarque. La même proposition aurait lieu, si 2 était diviseur de:
æ7"—1-+cR, R étant un polynome d’un degré quelconque moindre
que c.
(134) Tnéorème. «Si le nombre premier e est diviseur de x°+ NW, » NN étant un nombre donné positif ou négatif, je dis. que la quantité
» (—N)*— 1, doit être divisible par ce; et réciproquement si cette » condition est remplie, il'existera un nombre x (moindre que £e) tel » que .x?+ NV sera divisible par c. (On excepte le ças de e=2, et » celui où AN est divisible par c.)»
Car 1°. sie est diviseur de æ*+V, on aura, en omettant les mul-
tiples dec, mes N; donc sr TENTT —1. Le premier membre est divisible par c, donc le second doit Fêtre également. 2. Si on suppose que (—WN)*—1 soit divisible par €, je pe celte
quantité cr, çe qui donnera née dre (Ne }*. Mais si-l'on fait pour un moment: c—1— 920, — N—M, le sdeéne membre devient a — M}, lequel est déaible par x°— M ou x°+N. Donc x°+N divise également le premier membre æT"—1— er. Donc (n° 133) il y a nécessairement deux valeurs de æ, moindres que 5e;
qui rendent x°+ NW divisible par c; ces deux pce n'en font propre
ment qu'une, parce qu'elles ne différent que par leur signe.
Remarque. Nous avons démontré que N étant an nombre quelconque , et-c un nombre premier qui ne divise pas AV, la quantité MW! — 1 est toujours divisible par c; celte quantité est'le Droit des deux facteurs
N°+1, N°—1; il faut donc que l'un ou Vautre de ces deux facteurs
soit divisible par c; d’où nous conclurons que la quantité N* divisée bar c, laissera toujours le reste 1 ou le rêste —1.
ER (135) Comme les quantités analogues à N * se rencontreront Jréquemment dans le cours denos recherches; nous emp lotrons le caractère abrégé eo et | pour exprimer le reste que donne N * divisée par c; reste qui, suwant ce qu'on vient de voir, ne peut étre que 1 où—1.
tr TR D PR à et + he — TE 2 rem mn EN à
Dans l'expression a ) le nombre N est un done quelconque potitifou négatif, mais c est toujours un nombre premier, 2 excepté.
: - C— : ‘ Lorsque c est un nombre premier 42<+1, l'exposant est pair ;
au contraire cet exposant est impair, TE c est de la forme 47+-3. Dans le premier cas on doit donc avoir (— Y= C); et dans le second NN N ( © )= Re (©) ‘ à Une expression telle que (—) esttoujours le produit des deux ex«< pressions (©); ©). Car soit (= pm et ee )= ,; le sens de ces
et €c—:
expressions indique assez qu'on peut faire M *=mctu, NT nc +v, m et » étant des entiers; de là résulte (MAN) —(mc-+nu)(ne+-v); et il est visible que le second membre divisé par e laisse le reste yes
donc on a SE —)= (2. (@); ét ainsi pour un plus grand nombre dé facteurs.
Dans le cas de deux facteurs égaux; l'expression CS, > qui ‘est ja
mème chôse que eo) X ©); est toujours égale à 1, puisque cite facteur (5 ne peut éhe Que 1 Où —k.
a72 THÉORIE DES NOMBRES.
S.II.. Recherche de lw forme qui convient.aux diviseurs de la ! formule t?+au*.
(r 56). D, s la prmife e LE nous tegarderons à comme ün nombre donné positif ou négatif, et nous supposerons que { et # sont deux indéterminées auxquelles on peut attribuer toutes. les valeurs possibles en nombres entiers positifs, ou négatifs ; Mais avec la condition essentelle que! # ét wsoïent premiers entre eux. En eflét, sans cette ‘condition tout nombre pourrait diviser la formule Ba ; til ny aurait par conséquent aucune forme particulière qui caractérisät les, diviseurs de cette formule. Cela posé, on voit que pour une même Yaleur de 4, là formule Lau représentera une infinité de nombres différens, et dl S'agit d'examiner la nature dés diviseurs de cetté formule:
Soit p un diviseur quelconque dela formule + aw?,.et soit en. con= séquence Eau — Pp: je dis d'abord que les nombres # et p sont premuers entre eux: car si w°:et P avaient un commun diviseur 8, il'est clair que 8 diviserait Pp— au° ou #, et qu'ainsi £ et 4 auraient un commun diviseur, ce qui est contre la supposition. Puis donc que p et u sont premiers. entre eux, on pourra-(n° 13) trouver deux nombres y et q tels qu’on ait {—py+qu. Substituant cette valeur dans l'équation #+au=—Pp et divisant tout par p, on aura
pr +aqu+ (ES) =.
Mais puisque z n’a aucun diviseur commun avec p; cette équation ne peut g+a
subsister à moins que ne soit un entier. Donc le nombre p qui
divise la formule # + au*, divisera également la formule moins générale x°—a, en faisant x = 4.
(137) Non-seulement la formule à deux indétermmées # + au, n’a pas d’autres diviseurs que la formule à une seule indéterminée #+ «
SECONDE; PARTIE. : ; 173 ouæ ha; mais à cet égard la formule. 4#-+ Biu-E Cr, où 4, B, C sont des nombres donnés ;'n’est pas plus générale que les deux premières: En:effet si onsmultiplie la dernière par 44, et qu'on fasse 244 Bur, 44C—B°=—a, le produit sera :x*+au*. Donc.les diviseurs dela. formule 4#Btu+-Cu sont les mêmes que ceux de:la formule plus simple x°—aw, où seulement za, a étant égale à la quantité constante 44C—BP>?. E quoiqu'on ait multiphé par 44 la formule proposée, il n'y a PE même exception par rapport aux diviseurs qui ne seraient pas prèmiérs à 4, car en faisant t= B, la formule x 4 devient B°+ a où 44C; aie: est par conséquent aie par 4. ESA < Soit toujours p un diviseur quelconque de la formule- e+ au?, el Supposons que 6, y, d\, etc. soient les nombres premiers qui her P il faudra que at de ces nombres divise la formule x ARE ; ainsi, d’aprè ès le n° 154 et la notation Pots n° 155, >.1l faudra qu'on ait Je
équations £ : puy Res —à LE —0 +" À = = 1», Rens (— 1, /reic.
Ces conditions seront suffisantes ; au moins tant que p etan ‘auront pas de commun diviseur. ! |
(138) Revenons ? à la formule py* + 2qyu ee D = = P, et puis-
que LES fee = est un entier, faisons 2 —
=7r; nous aurons
P=py" + 2q7u + ru, Mais P peut désigner pareïllement un diviseur quelconque de la fors mule #+au*; donc tout diviseur de cette formule indéterminée peut être représenté par la formule de même degré py*-+2qyu+ru*, dans laquelle On à pr —q —4.
Et comme on est maître de supposer 4—1, puisque la formule #L& doit avoir les:mêmes diviseurs que la formule # au, il s'ensüit qu’on peut aussi représenter l’un quelconque de ces diviseurs par la formule pr° +29) -+r, où l’on a également pr—g*—a. Cette forme est plus simple que la précédente; cependant nous préférerons celle-ci, parce que ses coefliciens peuvent toujours être renfermés entre des limites connues et dépendantes du seul nombre a.
En effet, nous avons démontré (n° 46) que la formule indéterminée PY°+2qyu-+ru* peut toujours être transformée en une formule sem
blable , dans laquelle le coefficient moyen 24 n'excédera aucun des coef, ficiens extrêmes p, r; et.où l’on aura toujours pr—q =.
Supposons que cette réduction soit effectuée, et nous serons en droïf de re selon que 4 est positif ou négatif,
*. Que tout diviseur de la formule ##+cu°, où € ést un nombre posf ; peut être représenté par la formule py° + 29»5+-r3", dans laquelle on a pr—qg=c, 29<p etr, et par conséquent 4 LV 3
° Que tout diviseur dela formule # —cu’, peut être représenté par la Tree PY Reg ; Où l'on a pr+g=c, 2q<p etr;.et par conséquent qg< v'£ £! |
(139) Dans les deux cas, il faut se souvenir que les indéterminées y et. z doivent être des nombres premiers entre eux, comme le sont les indéterminées £ et 4 de la formulé proposée # cu. Avec cette condition , tout nombre P renfermé dans la formule Pr” + 2g73 Æ rs° sera nédeséirement diviseur de la formule Po.
Car supposons qu’on ait P=paaga6=ré*, et soit > = la fraction
convergente qui précède _ dans le développement de celle-ci en.fraction
continue. Si à la place de y et 3 on met ay + a°z et 6y} 6°x dans la formule indéterminée py* +agsre, le résultat sera (n° 53) de la forme Py°2Qys3+ Rs, où l'on aura PR=—Q°Æc. Donc P est diviseur de Q*Æc ou de #Æcu,
De ee TE NAT EEE DNS EE FR
SECONDE PARTIE. 173 GE QUO QC QG
$ IT. pplication de la théorie précédente à diverses formules. “{2pu2, t2 4 au, 1? au, ec: Conséquences qui ci résultent pour les ES générales des nombres premiers.
(140) P, ur avoir les diviseurs de la formule {* 4°, il faudra, suivant la méthode du $ précédent, faire c=1,prqg =, eq y#%, on aura donc 90, pr=1, p=r=æ1, et le diviseur py° + 2qy3 re se réduit à 7° +z°. Donc « tout diviseur de la formule # Hu*, com- » posée de deux quarrés. premiers entre-eux,.est également la somme » de deux quarrés premiers entre eux. »
Ce théorème étant d’un très-grand usage dans la théorie des nombres, nous croyons devoir en donner une seconde démonstration fondée sur d'autres principes.
Soit N un nombre quelconque qui divise la somme de deux quarrés premiers entre eux {+ u*, on pourra supposer que les nombres £.et z ne surpassent pas + NV; car puisque N divise 1’Æu*, il divisera également (e—aNY —- ne } ; or les nombres & et 6 peuvent toujours être pris de manière que t— 2N et u— EN n’excèdent pas : W.
Cette préparation étant supposée faite, la quantité + sera moindre que 2 N°, ainsi en faisant + u — NN. on aura V'< 1 N.
Et d’abord si on avait V1, le none IN serait itégal à à + ur, et la proposition serait vérifiée.
Soit donc .N’ >> 1 ; puisque. N° divise € +, il dise aussi (t— aN'Y +(u— EN); or on peut prendre & et 6 de :manière que t— aN" et u—CN' n’excèdent pas 2 NV”, Si l’on fait donc dans cette hypothèse | (EE aN) +(u—CNY =NN",
on aura NW" EN". Multipliant ‘cette Éd ton membre à membre par
Péquation # +w= NN, on trouvera quele produitpeut être mis sous la forme
(Eu = QEN — CuN'Y + (auN' — CIN ÿ = NN°N°.
Substituant dans le premier membre NW au lieu de + u*, et divisant tout par {V*, on aura
Res + (au— 6) = NNT.
Si dans ce nouveau résultat, on avait N"— 1 , le nombre } serait égal à la somme-de deux quarrés, et la proposition serait démontrée. |
Soit donc encore NV" 1, alors, en suivant, la même marche, on déduiradu produit IN” un nouveau produit NN"où l'on aura N° <:N", et qui sera exprimé pareillement par là somme de deux quarrés.
Mais la suite des nombres entiers V, NW’, N", IN”, etc. dans laquelle chaque terme est moimdre que la moilié du précédent, ne saurait aller à infini; on parviendra donc nécessairement-à un terme égal.è à l'unité, * et alors le AIRES N sera <a à la somme de UE quarrés, |
(4) Revenons à la méthode générale, et proposons-nous de déter= minér les diviseurs de la formule # + 24°. On aura, dans ce cas , ce —2, pr—g=2,q< V33.donc il faut faire encore, g=—0, ce qui donne pr=2, et par conséquent pr, r— 2. Donc le diviseur PY"2qys rs"
‘ Sera toujours de la forme y*-E 23° semblable à la formule dividende
Soit encore la formule 4 — au Mat nous représenterons un diviseur quelconque par py°+ PORTE > On aura C — 2, > PER Sr D; q< Vs: Il'en résulte 79—0 et pr—2, ce qui be 1,72) OUP—2, = 1, Donc tout diviseur de a formule #— 24° peut être représenté, soit par y°— 2%, soit par 2y*—z, Ces deux formes, au resté, se réduisent à une seule, car nous avons déja observé qu'on a
D ceraa(D ei 2) eee (0 m2 : On trouvera de la même manière , que la nue à + 5u° ne peut avoir pour diviseur impair qu'un nombre de forme semblable J'FSS", et aussi que la formule £ — 5u* ne peut avoir pour diviseur impair que June ou l’autre des deux formes 7° — 5, DES RE Or il est aisé de voir que Ces deux formes se réduisent encore à une seule, puisqu'on a
RE en 5(7 — 22) —G@y—5).
Donc en général « tout nombre compris dans l’une des formes w, »p Ha, lou, LHGu, P— bu, t et w étant premiers entre » eux, ne peut avoir pour diviseur qu'un nombre de même forme. Il
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“SECONDE PARTIE. 177 » faut excepter seulement, à l'égard des deux dernières formules 4 + 34°,
» © — bu, les diviseurs db d’un impair , lesquels ne pourraient » être des formes PH 32, 7° — 52.»
Ces diverses formes, qui ont l'avantage de se reproduire dans leurs diviseurs, ne sont point incompatibles entre élles; elles se trouvent au contraire réumies assez souvent, deux ou Diasetre ; dans le mêmé nombre. Aïnsi on a 89 =8° + 5=— 09° + 2.2; 241 = 152% — 15: 2.6 21° — 2.10 = 7 5.8? — 512 — 5,12,
(142). C'est ici le lieu de développer quelques-unes des propriétés des nombres fondées sur la combinaison des quarrés pairs et impairs ; et d’abord observons qu un quarré pair (2x)° est toujours de la forme 47, et un quarré impair (2x + 1}° de là forme 82 +1. En effet on a
4e +éx tie (ES) + 15 07 © EE
de plus, cet entier est un nombre triangulaire (x). . 153$
est toujours un entier, et
G)-Voici Les différentes séries de nombres auxquels on. a donné le nom de rombres figurés :
ARS 9 4; DER ER NT
: | # mnt B |1,,3, 6, 10, ns, PNERRE LAS ; É ; 1.72 .
C1, 4,10; 20, sh AE £ mbiehe ° d nnHi.n+o.n-+3 D°1,.5,157 35770; 196... 2 TP EL UTP
etc. | etc., etc.
La première série À est celle des nombres naturels dont le terme général est n;
é pres) Kra LEE EE DR
la‘seconde série"Z est celle.des nombres triangulaires , son terme général est = 4
Si de ce terme général, qui est'le n°" terme dela série By, on'rétranche le térme & »q ;
précédent.de la même série, lequel est , le reste sera 7, Qui est le terme:
général. ou} ni" terme de latsérie 4.-Donc: on formera le n° terme\de: latsérie Z ; en, ajoutant lé (n—1)" terme dela même série avec le n°”* de la série 4.
:Lia troisièmetsérie C est celle" des nombres de ae dont le terme général est!
nhHi.n+Lo . Sa 1.711 L Rite, si de ce terme on retranche le précédent eu k de la même! ŒE à A tas
. Puisque y° et z* ne peuvent être que de l’une des formes 47, ën Hi; on établira immédiatement les trois propositions suivantes :
1°. « Tout nombre impair ons pr la formule és Le est de la
». ». forme An ch X ; Æ 2% Eout nombre-iipair représenté par là formule F “a 23*.est de » l'une des formes 8n +1, 82.3: » :
5°. « Tout nombre impair représenté par la formule y? — 27° est de
» l’une des formes 8» + Fr; 8 +7. »
De ces trois propositions résultent , par voie d'exclusion , ces trois
autres : FER nn RE PUR nombre de h forme ose 3 ne peut être D réel par « 2 ap)
5, « ue nombre, des. formes 8n + 5, 87 + 7 ne peut ètre repré— » senté par 7° + 27, »
16. x Aucun soie des formes 8n +5 5, &n <e su ne as être D »_senté pe P— 27.0
Cela posé, il sera facile de Sénbier fou quatre orne suivans ; qui sont-d’une grande importance dans l-théorie -des nombres.
Fes 45) Ciionème Le « Tout nombre premier fn É 1 est . somme de
» deux quarrés. »
Soit ce nombre premier == = 4n Fe 1, On aura DT HI LP — 1 = (x + 1) (a — 15! denc (n° 133) il y aura 27 valeurs de x, comprises entre + {cet—21e, qui rendront x” 1 divisible par c. Mais æ* 4e x est la, somme de se quarrés premiers entre eux, donc (n° r40)
«RH 1 : FER série, la différence. sera = ae ; qui est Je n°" terme de Ja série; 2. Donc. on pent
fornenils série, Crau moyen de la série.P, comme on a forméicelle-ci.anmoyen de la série À.
H.en ést de même de la quatrième sérié D, qui est celle des nombres triangto=
nn .n + 3
iriangulaires ; étdont lerternie général est 2 Tang
Les termes: généraux que nous donnons ici comme définitions , et d'où nous” déduisons la loivde: formätion successive, renferment route Ja tHéoe des nombrés’ Béûtés, et offrent. immédiatement la, démonstration ‘d'une, proposition générale: dont Fermat fait mention dans ses notes sur Diophante, pag. 16, et qu'il HR comme! une de ses principales découvertes. F
} etkinsi des autrés!
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SECONDE PARTIE, 179 son diviseur & est également la somme de deux quarrés premiers ; donc on pourra toujours supposer € ==7* = 3°. (1).
Remarque. La forme 4nk 1 renferme les deux formes 821,846; donc tout nombre premier soit de la forme 87+4-1, soit de la forme Br ++ 5, est la somme de deux quarrés.
(144) Tuionème JL, «. Tout nombre premier .8n + -1-est à-la-fois des trois formes y°-+ 2 IH, Jar
Soit ce nombre premier 6e = 8x + 1: on a déjà prouvé n il doit être de la forme y* + 2°, ainsi il reste à démontrer qu'il st en même temps. des deux. autres formes y* +22, y — 272. Or-on a AT mdr (xt — x (xt r); donc.(n° 133) il ya 4 valeur de x comprises entre + kc et —:c, qui rendent le binome æt"—r divisible par c. Mais d'abord le Hana xf® 1 peut se mettre sous la forme (1 +2, x, laquelle est comprise dans la formule "ou, £ et u étant premiers entre eux; donc son diviseur c est de la forme y*+ 22.
En second lieu, le binome x‘"—+ 1 peut aussi se mettre sous la forme (x%® + 1)° — 2x, laquelle revient à “*—2u°; donc son diviseur c doit être également de la forme JT 2.
Donc tout nombre premier 82<+-1 est He des trois formes
J'+ 2, Jr 22", J'—2#. Et pour en donner un exemple, 158" Cr 6°—=09 —2.2.
(145) Tuéorème IL. « Tout‘nombre premier 87-58 est de la forme » ÿ* + 22°.5 &
Car en faisant c—8n+3, et prenant en D eslier. x—2,) la formule x 1 devient 2°#%%—1={(2f##i 1) (2ftti br); donc il faut que l’un de ces facteurs binomes soit divisible par c. Maïs si le premier facteur, qui est de la forme 2#—u?, était divisible par c, le nombre ,c lui-même serait de laforme 2y*—3* ou 723, laquelle, comme on l'a vu n° 142, ne peut convenir à aucun nombre 82-43. Donc c divise
(:) Cette proposition a été démontrée ci-dessus (n° 52) d'une manière encore plus directe ;.et elle résulte également de ce que l'équation x? — cy*=— 1, étant toujours possible dans ce cas, c doit être diviseur de: x° +1. :
-nécessairèment le-second facteur 2.2#"+-r, lequel: est de la formé Heron? donc c est de la même forme y° 25° (1).
- (146) Rs IV. « Tout nombre premier 82 + 7 est de la forme »_F* — 22 HR T
Car en re C—8n+7, et prenant. encore x—=2, On aura.... DT — 1 (244$ Er) (2448 1); le premier membre (n° 129) doit être «divisible par c; donc il faut que c ‘divise l'un des facteurs du second membre. Mais en doublant ces facteurs, et faisant 2°"**=—%X, ils de- Viennent A2, f=2 ; or sic divisait Æ2, il serait de la forme y? +23, laquelle (n° 142) ne peut convenir à aucun nombre 872 + 7. Donc c divise nécessairement l’autre facteur 4*— 2, donc ïl est de la ‘forme y°— 23° (2).
COROLLAIRE GÉNÉRAL
( 147) Il suit de ces quatre théorèmes, que les nombres prerniers ims pairs étant distribués en quatre classes ou espèces 8n+ 1, 8n+3 "8n—+b, A on peut établir les propriétés suivantes qui distinguent deux espèces de deux autres :
1°. « Les nombres premiers 871, 825, sont, Ste ément à .» tous autres, dela forme 7°+7.»
2°. « Les nombres premiers ar x 8n+5, sont, exclusivement à » tous autres, de la forme y?+-22°. » \
5°. « Les nombres premiers 82 1, be, sont, exclusivement à -»-tous autres, de la forme 7*— 23°. x:
D'où l’on voit que la seule espèce 87 +1, dans laquelle unité est
(1) On a démontré ci-dessus, n°44, que.c étant un nombre premier 8n+53, il est ‘toujours possible de Ce. à l'équation x°— cÿ ——2: de là il résulte fort di- :rectément.que.c est diviseur. de x? 92,ret qu'ainsi c'est dela forme ÿ+ 22.
.t* (2) C'est encore ce: qu'on'peut déduire immédiatement dela proposition du. x° 45; car puisque, suivant cette proposition, l’équation x°—cy*=—2 est toujours possible, -il s'ensuit qué c divise x°—2, et qu'ainsi c est de la.forme ÿy*—927?. Ges quatre théorèmes, et quelques autres semblables , ont été découverts par Fermat;: , mais les démonstrations de ce sayant ne nous ont point été transmises. Euler a démon . tré le premier' et le second dans les nouveaux Comment. de Pétersbourg ; , Ragragse a démontré les autres dans les Mém. de Berlin, En 1779.
comprise, réunit les trois propriétés, et que chacune des trois autres espèces ne jouit que d'une seule de ces mêmes propriétés.
À laide de ces théorèmes, 1l est facile d'évaluer l'expression (5) se-
lon les diverses formes du nombre premier €. On se souviendra (n° 155) mx
que cette expression désigne le reste de 2* divisé par c, reste qui ne peut être qué Hr Ou —1.
(148) Tnéorème V. « L'expression () sera égale à “1, si lé » nombre premier c est de forme 82+-1 ou 827; elle sera égale à » —7+1, si le nombre premier evest de l’une des deux autres formes » 8n+3, 8n+5.)»
Car 1°. si c est de l’une des formes 8n+1,8n<+7,0on pourra faire c—y— 25, ou 23*—y*—c. levant chaque membre à la puissance
cs
et négligeant les multiples dec} on'aura 2 Le = RE ; mais en
omettant ces mêmes multiples , On aura (n° 120) TD De ele Es
Donc 2° — 71, où suivant notre notation abrégée, ( +) = 1: ,
2. Si c est de la forme 8n 3, on. pourra faire c— EN - +27, où
Let observant
22° RU Éleyant chaque membre: à la puissance =
que —
= est impair, On aura, en négligeant Rae les multiples C—1: CT
AS = a ON, de ©, 2°7==ÿ"", où 2° ——1;,0u enfm =.
3°. Si c est de la forme 8245, c ne pourra être de la forme y*—23" donc c ne pourra diviser-un nombre de la forme #—27*. Mais si c divisait un nombre de cetté forme , on aurait ( en vertu du n° 154)
2,1 ARE . ; . 2. LE r D.
(© = 1; donc puisqu: on ne Eu avoir C)= 1, on aura necessairement
Ce théorème, joint aux observations contenues dans le n° 135,
formera une sorte d'algorithme très-utile. pour le calcul: des: quan-
Li 2 T: « ités ©). x
$ IV. Où lon prouve que lout nombre entier est composé de quatre ou dun moindre nombre de quarrés.
No us commencerons par démontrer la proposition suivante , qui n'est pas seulement subsidiaire pour l’objet que nous avons en vue, mais qui contient une propriété très-remarquable des nombres premiers.
© (149) Tuéorbwr. «Étant donné un nombre premier 4 et deux autres » nombres quelconques Bet C, positifs ounégatifs, mais non divisibles » par À ;je.-dis qu'on peut toujours trouver deux nombres £ et w, tels » que la quantité #— Bu—C soit divisible par 4. » (Lagrange, Mém. de Berlin, 1770:)
Car 1°. si l’on peut trouver un nombre w tel que Bu + C soit divisible par Z, on prendra pour 4 un multiple de 4, et la formule... t— Buw— C sera divisible par À.
2°, S'il ny a aucun nombre qui remplisse cette condition, faisons, pour, abréger, A—2a+1, Bw+C=—#", la quantité dont il s’agit #— Bu—C ou —F étant un diviseur de &*—##, on pourra faire le quotient
k ADO ROME PRIE ES. Pre pe
et on aura
(— Plat Vi=c-i (V5 — ;), Soit Q=F“+ 1, et en multipliant de part et d'autre par Q, on aura (CV) PQZ=Q(E—-1) —(P— 5).
Mais d’après le théorème de Fermat (n° 129), on sait que le second membre est divisible par 4, pourvu que # et Ÿ7 soient premiers à À. Donc si, outre ces deux conditions, on peut faire ensorte que À ne divise ni P ni Q, on en conclura avec certitude que &— 77 est divisible par À, ce qui est l'objet de notre démonstration.
Mais d’abord on à supposé que 77 n’est jamais divisible par 4; et
5 TR EN TENTE CE TRES ETS TER EEE = F = em rs M UT EPA CPR NE CR CE RE ER RERRRQT EE RP" "M TR à A ET
pour que # ne le soit pas, il suffit de prendre pour # Yun des nombres 1, 2, 3....4—1. Ainsi les deux premières conditions se remplissent d’elles-mêmes, et il ne s’agit plus que de satisfaire aux deux sure c’est-à-dire de faire ensorte que 4 ne divise ni P ni Q...
Or 1°. la quantité Q = 7 His (Bu + CH étant développée ; donne
Q=1+ Be + ab Ci = — Br Cu 4 E etc.
pr BC. + etc.
+ CC HaBC=ue, +
Et il faut de ‘deux chosés l’une (n° 134), ou que C*—1 soit divisible par 4, ou que C1 le soit. Si le premier cas a lieu, ou en d’autres
termes, si-l’on a(5)= 1, On pourra faire u=—0, et la quantité Q sera non-divisible par. 4. Ce cas, au reste, est-évident: par/lui-même, puisqu'indépendamment dw terme: Bu? qu'onspent faire zéro où multiple de 4, la parte + € est. divisible re A, en:vertu de a congfion
Si le second cas a lieu, ou si l'on a (2) 1, alors en séparant
dans Q la partie C*+-1 qui est divisible par 4, et divisant le) reste par w, nous aurons le quotient :
de Bius—s 4 ab: Cu He. aBC—,
Cette fonction, considérée par rapport à, n'étant qué du dégré 24—3 ou 4—3, il ne peut y avoir au plus que 4—3 valeurs ie 4, qui rendent Q’ divisible par Z ; donc il y aura au moins deux valeurs de qui rendront Q, ‘et par‘ Cr Q non divisible par 4.
2°. u étant ainsi déterminé, la fonction P ne contient plus que la variable 4, et comme relativement à cette variable, elle n’est que du degré 2a—2 où 4 —5, il ne peut y avoir au plus que 4—3 valeurs de ts entre o et 4, ‘qui rendent. divisible par #; donc il yaura au moins deux-valeurs de #, toujours entre o-et #, qui rendront P nondivisible par 4.
Donc: il sera Protidite possible de satisfaire aux'deux conditions éxigées, de manière que la quantité #—Buw°—C sera divisible par le nombre premier 4.
Corollaire. Si Von fait B=C—=—1, on conclura de cette proposition , que tout nombre premier 4 est diviseur de la formule #-u?-1.
C'estce qu'Euler a démontré le premier dans le Tom. V «des NOUVEAUX. Commentaires de Pétersbourg.
(150) Lemme. « Le produit d'une somme de quatre quärrés par uné » somme de quatre quarrés, est semblablement la somme de quatre » quarrés. » |
Il suffit, pour s’en assurer, de développer la formule suivante , qu'on trouvera être identique :
Cr es) (PER re st) = (ppt gg trihss) + (pq gp 4+rs — sr) > PRÉC RE TPE MERE (ASTM PT
Dans cette formule, on peut changer à volonté le signe de chacune des lettresiqui.ÿ:enfrent , ce:qui donnera plusieurs manières de GisOmp one en quatre quarrés FE produit ,dont il s’agit. (r).
Remarque. :Cerbeau théorème d’algèbre est-encore dù à Euler ; il a été généralisé depuis par Lagrange dans les termes suivans : ( Mémoires de Berlin, année 1770.)
(p°—Bq = Cr + BCs)(p°— Bq° —Cr+ BC") = (pp + Bqj' ECrr'E BCss)—B(pq' +p'qE Crs Æ Cr's) — Cp BqsÆrp Bsg') + BC(qr ps Æps+rq y.
On voit par cette formule, que. deux fonctions de la forme.. x°— By°— Cz + BCw, Bet C étant des coefliciens constans , on pour leur produit une fonction semblable. Donc un nombre quelconque
de semblables fonctions multipliées entre elles, donneraient pour leur produit une fonction semblable.
(1) On peut s’assurer qu'il n'existe aucune formule. semblable pour trois quarrés ; c'est-à-dire que le produit d’unesomme de trois quarrés par une somme ; de:trois quarrés , ne peut pas être exprimée généralement par une somme de trois /quarrés. Car.si cela-était possible, le produit, (1 + 1-1) (1644-14), quiest 65, pourrait se décomposer en trois quarrés. Or cela n’a lieu, (n° 153) ni pour le ponte 63 ni pour atcun nombre 8n + 7.
Par la même raison, ou par l'exemple de (1+4+2.4) (0444211), on démon: trerait que le produit de deux formules telles que p+9°+r*, paq/ars ne peut généralement être ee à une formule semblable x°--y°-92*.
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SECONDE PARTIE. 185 (51) Tréorème. «Tout nombre premier À est de la forme
» pq Hire st, » 3 | ‘On a prouvé’(n° 149) qu'il existe toujours deux nombres £ et w tels que & +4 rest.divisible-par 4. Mais si à la place de £ et4 on'met t— Aa et u— A6, le résultat (t— Aa) + (u—A46) +1 sera encore divisible par 4; on peut donc supposer que les premières valeurs de 4 et z sont moindres que +4, ou qu’elles ont été rendues telles en en re-
/ tranchant des multiples de 4. Cela posé, si l’on fait
AA=E+ HS, on aura AA°LE A+ A1, où A°<LE 144 Considérôns plus généralement l'équation AAEpP' Ha Hs",
dans laquelle chacun des nombres p, 9, r, s, sera supposé moindre que. = 4, on aura #4 <£4°, où 4'< A. Et d’abord si on ‘avait #1, il est clair que À serait égal à la somme de quatre quarrés, ét la proposition serait démontrée.
Soit done 4'> 1, et parce que 4'est diviseur de p*+q*+r+ss,
il sera aussi diviseur de la quantité (p—a4'} +(q — CA) (y 4} +(s— d'A}, «, 6,7, d'étant pris à volonté. Supposons qu'on prenne ces indéterminées de manière qu'aucun des-termes p—x 4", g—64", etc. n'excède +4"; alors si l’on fait
A'A=(p—aAÂ ) E(q—<EA'ÿ +(r—34'} +(s— d'A"), on aura d'A"<£4'A' ou 4"< 4’. Maintenant si au moyen de la formule du n° 150 on multiplie la valeur de 44’ par celle de 44", on
trouvera pour produit une somme de quatre quarrés dont chacun est divisible par 4’4'; de sorte qu’en divisant tout par 4”, on aura
AA= (A—0p—€Cq—7yr— ds) + (ag —Ep+ys — dr)" A a mal:
Cela osé, sion a #’—1, la proposition sera démontrée; mais si on a 2 Aro pe de A"> 1, 0on procédera de la même manière pour obtenir un nouveau > .
produit 44” exprimé par quatre quarrés, et dans lequel on aura 4”< 4". Continuant ainsi la suiterdes entiers décroissans 4, 4°, 4", 4";etc., on parviendra nécessairement à un terme égal à l'unité; donc alors le nombre premier À sera exprimé par la somme de. quatre quarrés,
(152) :Taéorème. «Un nombre quelconque estla somme de quatre » ou d’un moindre nombre de quarrés (1). »
C’est une conséquence immédiate-de la proposition qu’on vient de démontrer, et du lemme qui la précède ; car un nombre quelconque étant le produit de plusieurs nombres premiers égaux ou.inégaux , et chacun des facteurs étant de la forme p°=+g+rs®, si on multiplie deux facteurs entre eux, puis le produit des deux par un troisième, puis le produit des trois par.un quatrième, etc. jusqu’à ce que tous les facteurs soient employés, il est clair que les produits successifs seront toujours la somme de quatre quarrés. Donc le produit final, qui est le nombre proposé, sera aussi la somme de quatre quarrés,.et pourra être,représenté par P° RE s°. Rien n'empêche d’ailleurs qu’un ou plusieurs des quarrés p'; g, 1°, s° ne soient zéro ; donc un nombre quelconque est ue à la somme de quatre où d’un moindre nombre de quarrés.
( 155) Il n’est point de nombre entier qui ne soit compris dans Ia formule p° +++ 2, mais ils peuvent, pour la plus grande partie, être représentés par la formule plus simple p®+g°-+ 7°. En général, on peut aflirmer que «tout nombre impair est de la forme p*+-9*+7", . excepté seulement les nombres 8247. »
On excepte les nombres 877, parce que si des trois termes p, q,r, deux sont pairs et le troïsième impair, la formule p°+q*+r* sera de la forme 4n+ 1, et si les trois nombres p, g, r sont impairs, la formule p#+ g° + r* sera de la forme 82453. Doncaucun nombre 8247 ne peut être la somme de trois quarrés.
Si dans la formule p° + g°+7®-Ls* on suppose deux termes égaux, on aura une nouvelle formule p*+ g* + 2r°, laquelle est encore trèsgénérale; Car on peut affirmer que «tout nombre impair, sans excep- » tion , est de la forme p°+ 9° 27°. »
Ces propositions Seront mises ci-après dans. un plus grand jour: observons quant à présent, que les deux formés pq, p°+g+ar dont il est question dans ces théorèmes, ont entre elles cette relauon,
: (1) Lagrange. est le premier qui ait donné la démonstration de ce beau théorème {Mém. de Berlin, 1770) : cette démonstration: été ensuite beaucoup simplifiée par Euler danses Acta. Petropsan: 1777» »
terne LE AS LRQ CL CT ET EE Eee ET EEE en anis ie: ES Es
que le double de l'une reproduitl’autre. C’est ce qu'on voit parles formules 2 PEER (PRO) RAT | 2 (pp ta) = (p+9) +(p—9) + (ar).
(154) La proposition que nous avons démontrée dans ce paragraphe , fait partie d’une propriété générale des nombres polygones découverte -
par Fermat, et dont nous ne pouvons nous dispenser de fairé mention. Mais d'abord il faut, en faveur de quelques lecteurs , expliquer ce qu’on entend par nombres polygones.
Si on considère différentes progressions arithmétiques qui commencent toutes par l’unité, et dônt les raisons soient successivement 1, 2, 5, 4, etc.; si ensuite, par l'addition des termes de chaque progression, on forme une suite correspondante, ces’différentes suites composeront ce qu ‘on appelle /es zombres polygones; elles sont np dans le tableau suivant :
Progressions arithmétiques. | Suite des nombres polygones.
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La première suite 1, 3, 6, etc. est celle des nombres triangulaires, la seconde r, 4, 9, etc. celle des quarrés, la troisième 1, 5, 12, etc. celle des nombres pentagones,,et ainsi de suite.
+ Voici maintenant la proposition dont nous voulons parler, telle qu ’elle est énoncée par Fermat dans une de ses notes sur Diophante, page 180.
«-]mo propositionem pulcherrimam et maxime generalem nos prümi deteximus: Nempe omnem numerum vel esse triangulum vel ex duobus aut tribus triangulis compositum, esse quadratum vel ex duobus aut tribus quadratis compositum; esse pentagonum vel ex duobus tribus quatuor aut guinque pentagonis composilum et sic deinceps in änfinitum in hexagonis,
RAR
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heptagônis' et polygonis quibuslibet, enuntianda. videlicet pro* numero angulorum generali et mirabili propositione, Ejus autem demonstrationem que ex multis varits et abstrusissimis numerorum ‘my$tertis derivatur hic apponere non licet, opus enim et librumnr integrum huic'operi destinare decrevimus et Arithmeticen hac in. parte ullra veteres et notos temninos mirun in ImoduM promovere, »
Nous-avons rapporté les propres expressions de l’auteur , parce que c’est surtout dans:ce passage :qu’on voitque Fermat s'occupait d’un grand ouvrage qui devait contenir, comme il le dit lui-même, beaucoup de belles propriétés des nombres. Les Géomètres regretteront long-temps que ce savant illustre n’ait pas. réalisé son projet, ou que du moins ses
parens ou amis ; devenus dépositaires de ses manuscrits.;.m’en aient pas fait part au public. On y aurait trouvé sans doute, outre les, démonstrations encore inconnues de plusieurs de ses théorèmes, des méthodes dignes de la sagacité de l’auteur ; méthodes qui jointes aux découvertes postérieures, auraient contribué beaucoup : à perfectionner cette partie irès-dificile des. sciences exactes.
Pour revenir à la proposition citée, si on considère qu'un moindre nombre de termes polygones: est toujours contenu dans un plus grand’, parce. que zéro, peut être mis à la place. des. termes qui manquent, et qu’en effet zéro est un terme de chaque suite des nombres polygones ; on pourra énoïi@èr plus briévement la proposition dont il s’agit, en ces termes :
« Un nombre quelconque peut être formé par l'addition de ‘trois » nombres triangulaires ; ; il peut être formé également par l'addition
» de quatre quarrés , par celle de cinq nombres PEMAGOnSS RE celle » de six hexagones, .et ainsi à l'infini. »
” (155) Soit donc ‘un nombre donné, et x, 7,13, etc. des nombres indétérmmés, les différentes parties du En général. pourront se détailler de la manière suivante: \
1°. « Quel que soit le nombre donné 4 ; on pourra toujours satisfaire
» à l'équation 4 — + + use ; Qu, Ce qui revient au même, » à l'équation 8443 (2x +1) + (27 Hi) (as) »
Cette première partie, si-elle était: démontrée, -prouverait que: tout
nombre de forme 8243 est la somme de trois quarrés. Réciproquement,
s’il était prouvé que tout nombre 8245 est la somme de trois quarrés,
î ER à Dm SNA EP RUE Mr ur EREETE PA PONS PR ee SES TEE = - " D RE TR pe mr ntm a ht Émis Eli
SECONDE PARTIE. : 189 il s'ensuivrait immédiatement que-tout nombre entier est la somme de trois triangulaires. | 2°. « Quel que soit le nombre donné 4, on pounra satisfaire à l'équa- » tion À = x°+y "+, ; Cette seconde partie a été re ée cisdessus d'une manière qui ne laisse rien à desirer: cependant il ne sera pas inutile de faire voir que la première partie a une liaison nécessaire avec la seconde. En eflét, s’il était démontré qu'on peut toujours satisfaire à l'équation BA+S—=x ty Ee, on tirerait de là 84442" y st 1 Mais les quatre quarrés
du second membre ne pouvant être qu'impairs, les nombres x-+7, 273 313 27, seront pairs, ainsi on aura en nombres enliers :
dt (DEN ET
ou pour abréger, AA + 2= x? Hp + 39 Hu Or de ces quatre nouveaux quarrés deux doivent étre pairs et deux impairs, sans quoi la somme ne pourrai être 44<+ 2, on aura .donc Aa ja 4 (ce 1) + (ad);
d'où l’on déduira
V4 Donc la première partie de la proposition générale, celle qui concerne les nombres triangulaires, étant supposée, il s'ensuit, comme conséquence immédiate, que tout nombre impair 24+ 1 est la somme de quatre quarrés. Mais si un nombre est la somme de quatre quarrés
nn +p°+qg, son double sera aussi une semblable somme, puisqu'on a
2 (nn psg) = (mn) + (eh) (pH) + (p—
Donc un nombre quelconque ‘est la somme de quatre quarrés.
On voit par là que la première partie du théorème de Fermat renferme implicitement la seconde, et puisque celle-ci est démontrée rigoureusement par une autre voie, on doit regarder la première comme déjà
pourvue d’un grand degré de probabilité,
3*. La troisième partie du théorème général donne .
: 3x? — 3y° — 3—t. : Bu? — AE END HE HP TEE,
RE Dr
où
24A + 5=— (Gx—1) + (6Gy—1) H(Gz—1) + (Gi) HE (Gu—r) ; de sorte que l'énoncé de cette proposition particulière revient à celui-ci : « tout nombre de la forme 244 +5 est composé de cinq quarrés dont
» les côtés sont de la forme 6m — 1.»
4°. La quatrième partie donne
A=X(22%—1) +) (27 — 1) +2 (221) ( 251) Hat) Huour) | ou BAG (4-1) (4 a) (4e) sa (Ga) (ue) Il faut donc que «tout nombre 84-+-6 se décompose en six r'quarrés » dont les côtés sont de forme 4m— 1.»
En général, la proposition dont il s’agit se réduit toujours à la dé-
composition d’un nombre donné en quarrés, et toutes les propositions partielles sont contenues dans cette formule générale :
Sa A+H(at 2) (a— 02) —= (2x —a+2) Ro a “+ etc. ;
le nombre des termes du second membre étant ab 2.
$ V. De la forme linéaire qui convient aux diviseurs de la formule #+x, a et n étant des nombres donnés.
(156) ie ne serait pas plus général de considérer la formule ar, a et à étant des nombres premiers entre eux; car si cette formule ést divisible par le nombre premier p, on pourra toujours faire 4 =—&bx+py, et il faudra que x" 1 soit aussi divisible par p. Cela posé, nous examinerons successivement les deux formules ar, a"— 1.
Soit proposé d’abord de trouver la condition nécessaire pour que le nombre premier p divise la formule a" + x.
Quel que soit p, on peut toujours supposer p=onx +, x étant une indéterminée et + un nombre positif moindre que 27. On aura donc, en rejetant les multiples de p, 4"=—— 1; on aura aussi, parle théorème de Fermat, et parce que a ne saurait être divisible par p, +7,
QUIL == Tien ] , an 212 « .
ou & "+ 1. Mais à cause de a =—1,ona a —1, et ainsi
A . Prey . TT =] :
l'équation précédente devient 4 —:1; de sorte que nous avons à satisfaire aux deux conditions
QG 1] , a = I:
La seconde sera remplie d'elle-même, sionar=1, et alors la forme du diviseur deviendra p—2nx+ 1.
Sionaæ>1, soit le plus grand commun diviseur de » et de #—1;, on pourra faire 2=n%®, et 7—1—=#0, ce qui donnera .n'o T'o a TS 48 =.
Mais puisque # et 7’ sont premiers entre eux, on PATEA toujours trouver deux nombres entiers f et g, tels que fn —ga=r.
De là je tire CAE RU POLCET Pet , Où 4 RTE à etcett
n valeur étant substituée dans les deux équations 4 "=="1, ns
il en résulte-les deux conditions
Per, Ts
mL,
RU De I
La première fait voir que f et » doivent être des nombres impairs; la seconde que 7’ est un nombre pair. Celle-ci, au reste, renferme la première; Car Si” est pair , il faudra bien, d'après l'équation JR = F1, que f et »’ soient impairs.
Cela posé; on aura 4°=—1, c’ést-h-dire que «+1 sera divisible par p.
Et comme les seules suppositions à faire sont celles de #—:1 et de #>3, on peut établir le théorème géñéral qui suit :
(157) « Tout nombre premier p qui divise la formule 4"+ 1, doit » être ou de la forme 27% = 1, ou tout au moïns de la forme nécessaire À se 1°] $ » pour diviser une autre formule a + r dans laquelle l’exposant © est » le quotient de x divisé par un nombre impair, »
Ce théorème s’appliquera de même.aux diviseurs.de 4°+ 1, et fera connaître ainsi, de proche en proche, toutes les formes dont sont susceptibles les diviseurs de la formule proposée a" +1. Voici quelques corollaires principaux qu’on.en déduit immédiatement, et qu'il suflira SERRES
. Si l’exposant z est un nombre premier impair, tout nombre premier qui divise la formule 4"—+-1 doit être de la forme 202 1, OU au moins il divisera a+.
. Si l'exposant n est une puissance de 2, la formule "1 ne ou avoir pour diviseurs que les nombres RE compris dans la forme 272x+ 1.
Ainsi si l'on veut cherchér les diviseurs premiers dé 25? +7 TA 294 967 297, ils doivent être contenus dans la formule 64x-+ 1; on essaiera donc successivement 103, 257; 449; 577, 6412 La. division réussit par 641, et on trouve le quotient 6700 417. Pour trouver. Jes diviseurs de celui-ci, il faut essayer de même tous les nombres premiers de la forme 64x + 1, plus grands que 641 , et moindres que 2588 — \/670041 73 cé sont 760, 1153, 1217, 1409, 1601, 2113. Et comme aucun de ces nombres ne divise 6700 417, on en conclura, dr D'Aseurances Te qe 417 est un nombre premier.
. SionazAv, À étant un terme de la progression 2,4, ns étc., et » un nombre premier, le diviseur premier de la Lier a me x sera de la forme 22x71 , ou tout au moins il divisera la for-
h 4 à mule 4 +1, et alors il sera de la forme 21x41
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SECONDE PARTIE. 193 4. Sion a =, m et» étant deux nombres premiers impairs, le diviseur premier de la formule 4"—1 sera de la forme 27441, ou
bien il divisera la formule ax et sera de la forme 24% + 1, ou bien
il divisera la formule a -r et sera de la forme 2:x 1, ou enfin il divisera la formule a-t 1. Ces cas ne s’excluent pas mutuellement; car, par exemple, il est clair que le nombre premier qui divise la formule
ax, divisera toutes les autres formules a -L1, a “1, etc., et de
# ; ans y RS : . :
même le nombre premier qui divise & +1, divisera nécessairement
(158) Il-est inutile d'étendre ces corollaires à un plus grandnombre de cas. Observons seulement que lorsqu'il s'agira de trouver les diviseurs d’une formule proposée a" + 1, on cherchera successivement ceux
de toutes les formules inférieures & 1 , en commencant par celles où l’exposant de a est le plus petit, et il ne restera plus à chercher, d'après la forme, 22# + 1 , que.les diviseurs, qui ne sont pas donnés par les formules inférieures à d" +1.
On observera encore que lorsque 7 est un nombre impair, la for= mule #1, multipliée par a, devient de la forme x +4, elle ne peut donc avoir pour diviseurs que les nombres premiers qui divisent x a. Cette condition servira à,exclure la moitié des nombres premiers renfermés dans la formule 2nx—+1; mais pour cet effet, il faut consulter ce qu’on démontrera ci-après sur les diviseurs de x* +4. On peut voir dès-à-présent que si & était 2, les diviseurs premiers de x*+2 ne peuvent être que des formes 8m 1, 8m+-3; d'où il arrive que les deux autres formes générales 8m-15, 8m+-7 sont exclues et ne diviseront jamais la formule 2", 7 étant impair. Une semblable exclusion aura également lieu pour d’autres valeurs de z.
E xe me x
(159) Proposons - nous de trouver tous, les diviseurs du nombre 549 755 813 888—2%L1— 4. , Je conSidère d’abord les formules inférieures 21, 2%, 243 la dernière donne 3 pour diviseur de toutes les formules précédentes,
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La formule 2° “1 —9, ne donne encore que 3 pour diviseur premier; elle apprend de plus que Æ sera divisible par 9.
La formule 2*—1= 8195=—5.2737r, si elle a un autre diviseur que 3, ne peut en avoir que dans la forme 26x - 1 ; mais comme le moindre nombre premier Compris dans la forme 26% 1, est 53 déjà trop grand, puisqu'il excède la racine de 2731 , il s'ensuit que 2731 est un nombre premier, et qu'ainsi 21 n’a pas d’autres facteurs que 3 et 2751.
Cela posé, le nombre doit être divisible par 9.273: ; si on le divise d’abord par 5.2731 , qui est la même chose que 2'°+ x, le quotient sera 2*°—21° 1, ou 67 100 673, et celui-ci étant divisé par 5, on aura A=53.2751 . 22 566 801.
Il ne reste donc plus qu'à chercher les diviseürs du nombre B=— 22 566 891; ces diviseurs doïvent être de la forme 78x71, et puisqu'ils doivent aussi diviser la formule #2, ils ne peuvent être que de l’une des formes 82 1, 82-53. Mais la forme 78x71 , en comprend quatre autres, ‘selon que x est égal à l’un des nombres 47, 47 +1, AJ "+2, 4y+3; ces quatre formes sont :
La seconde et la troisième doiventètre exclues commeétant comprises dans 877 et 8245; ainsi tout nombre premier Fa divisera B doit être renfermé dans l’une des deux formes
Les nombres premiers compris dans ces formes, et en même temps moindres que ÿ PB, qui est environ 4620, sont: 313, 547, 859, 037, 1171, 1249, 1483, 1873, 2751, 5121, 5453:, 4057, 4603. Stonessaie successivement ces treize nombres , ou seulément douze (car il estinutile d'essayer 2731), on trouvera qu'aucun d'eux ne divise B; d’où l'on con- -Clura que 22366 89x est un nombre premier.
Le nombre 2 étant diviseur de “+2 doit être de la forme p°+2q*;
si on veut réellement mettre 2 sous cette forme; on le pourra sans tàtonnement à l’aide de la. formule suivante:
Am 9m? +1 = om? 2m—1\ Om° E m— 1\?, Re 3 SON eo +2 no. TRS De
V8 22691 1 2 " x £ Orona B— ; donc si on fait m—25, on trouvera
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SECONDE PARTIE. : 7295 (160) Venons maintenant à la seconde question, et proposons-nous de trouver la forme que doivent avoir les diviseurs premiers du nombre donné a"=—1.
Quel que soit le nombre premier p qui divise cette formule , on peut le supposer de la forme p=nx+#; # étant un nombre positif moindre que 72. On aura donc, en rejetant les multiples de p, 4=1, et @—'=1,
d’où résulte #7 "—1. Dans cette dernière équation, on ne peut supposer que 7—=:1, ou T>1.
1°. Sionax—1, la forme du diviseur est p=—nx+1; elle restera ainsi tant que = Sera pair; mais $i » est impair, il faudra nécessairement que x soit pair, et ainsi On aura p—223—+ 1.
2°. Si on a æ>5, soit © le plus grand commun diviseur de-7 et de m—1, (æ devant être 1 lorsqu'il n’y a pas d'autre mesure commune)
on pourra toujours trouyer deux entiers f'et 2 tels que fn —g(r—1)—».
, . nn T—1 CT —] ) Lo 7) Orles deuxéquations & —1, & 1, donnent en & )1 Re
; (Ori Pere .
où & —1, donc p sera diviseur de a —1; et ici il n’y a aucune res-
Bee x , (Q] , . d) triction à apporter au résultat a —1, parce que l'équation à —1 sa-
. » 7 T—1 tisfait aux deux a —1, a ne
Cela posé, toute la théorie des diviseurs de la quantité 4"— 1 est comprise dans le théorème suivant,
(161) « Tout nombre premier p qui divise la formule 4"—7+, doit » être compris dans la forme p— 2x1, ou au moins peut être divi-
» seur de la formule 4 —1, dans laquelle © est un sous-multiple de 7. »
Ajoutons que si » est impair, auquel cas la forme 7x1 devient 2n3+ 1, le diviseur p doit encore être compris dans les formes qui conviennent aux diviseurs de la formule #°—4.
Le-même théorème s'appliquant à la formule a —1, ou à telle autre qui résulte immédiatement des diviséurs de z, on aura, par la combi- “naison des résultats, tous les diviseurs de la formule proposée. Voici quelques corollaires généraux qui en résultent. 1°. Si le nombre 7 est premier, tous les diviseurs de la formule a"— 1 seront compris dans la forme 273 + 1, il faut seulement en excépter Ceux qui peuvent diviser a— 1.
Si le nombre » est le produit de deux nombres premiers & et » (2 excepté), le diviseur premier p de la formule 4"— 1 sera de la forme
onz13; où bienil divisera 4"—1,et.sera de la forme 2w3—+1, ou bien il divisera 4 — x: et sera de la forme %3-L71; ou enfin il divisera a—1 et sera de la forme 2341, laquelle convient à tous les nombres premiers. En effet, lorsque 7 est impair, il est évident que a—1 divise a“— 1 ; donc tout diviseur de la première quantité doit être diviseur de la seconde.
3°. Si le nombre 7 est une puissance de 2; et qu’on fasse a—27,
. Éæ—ix,y—£%6, etc. le diviseur p de la formule a“—1 sera de la
forme »2x+ 71, ou bien il sera de la forme ax 1 et diviséra la formule
a : È ee 6 a —1, où bien il sera de la forme 6x1 et divisera la formule a —1, ainsi de suite jusqu'a la forme 2x+- 1 qui divisera la formule 4°—1.
Ext mr EE
(162) Pour avoir tous les diviseurs du nombre 4=—2%—;; nous
formerons le tableau suivant, où l’on voit la formule proposée et
celles qui s’en déduisent , avec les formes correspondantes du diviseur :
p—32x+1....... Aer (26 +) B
p = 16x + 1 B—2$—i—=(2 +i)C p= 8x +1 C8 —i;i—=(2t +i)D P= 4x +1 D=2t —i=(2 +1) E p— 2x +: JR «
Le dernier nombre Æ, qui se réduit à 3, doit diviser tous les précédens, et d’abord on a D—(2°+1).3=3.5; ensuite C—(2#+1)D=53.5. 17. Lenombre B contient les-:mêmes diviseurs que €, etde plus 2°+1—257, lequel est un nombre premier. Enfin 4 est le produit de B par 264 1 —65537. Or comme 2 +1 ne peut avoir aucun diviseur commun avec Z qui est 2°—1, il s'ensuit que 2 +1 ou 65537 ne peut avoir pour diviseur qüe des nombres premiers de la forme 32x+1. Mais les nombres premiers contenus dans cette forme et moindres que V65537 sont 97 et 193, lesquels ne divisent point 65537. Donc 65537 est un nombre premier, donc le nombre Z{ décomposé en ses facteurs premiers =3.5.17.257.65557. Si on multiplie. cette valeur par celle
qu’on a trouvée (pag. 12) pour 2®%1, on aura la valeur décomposée de 254— 3.
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(165) Soit encore proposé le nombre 4=—2°—1; comme l'exposant 51 est un nombre premier, les diviseurs de 4 ne pourront être que de la forme 62x71, et il n’y aura aucune exception, attendu que 4—x se réduit dans ce cas à 2—1=—1. Si l’on considère en même temps que le nombre: 24 est de la forme 4’ —2, et qu’en conséquence les diviseurs de À doivent être de l’une des formes 821, 8-7, on trouvera, en combinant ces dernières formes avec la première 62x+- 1, que tout diviseur premier de Z est nécessairement de l’une des formes 24831, 2483-+- 63. Or Euler nous apprend (Mém. de Berlin, ann. 1772, pag. 56) qu'aprèsavoir essayé tous les nombres premiers contenus dans ces formes, jasqu’à 46330 , racine du nombre 4, il n’en a trouvé aucun qui füt diviseur de À; d’où il faut conclure, conformément à une assertion de Fermat, que le nombre 2%*—1= 2 147 485 647 est un nombre premier. C’est le plus grand de ceux qui aient été vérifiés jusqu'a présent.
Nous ne terminerons-pas ce paragraphe , sans observer qu'Euler est auteur des principaux théorèmes qui y sont contenus. Voyezle Tom. E des Novi Comment. Petrop.
$ VI. Théorème contenant une loi de réciprocité qui existe entre deux nombres premiers quelconques.
(164) NES avons vu (n° 155) que si »-et 2 sont deux nombres
premiers quelconques impairs et inégaux , les expressions abrégées m TL) ; ss :,
(2) à (=) représentent l’une le reste de »* divisé par », l'autre le
reste. de 2° divisé par 1; on a prouyé én même temps que Jun et
l'autre restes ne peuvent jamais être que 1 où — 71. Cela posé, ül
existe une elle relation entre les deux restes e F (2) , que d’un
étant connu, l’autre est immédiatement déterminé. Voici.le théorème général qui contient cette relation.
« Quels que soient les nombres .premiers m ei n', s'ils nesont pas
» tous deux de la forme 4x-+3, on aura toujours (2)=(), et.s’ils
» sont tous deux de la forme 4x3, on aura (2)= — (=). Ces
» deux cas généraux sont compris dans la formule (= (> mn 1
Pour développer les différens cas de ce théorème, il est nécessaire de distinguer, par des lettres particulières , les mombres premiers de la forme 4x1, et ceux de la forme 4x-1-3. Nous désignerons dans le cours de cette démonstration, les premiers par les lettres 4, «, æ; les seconds par les lettres 8, b, 6. Cela entendu, le théorème que nous venons d’énoncer renferme les huit cas suivans :
VI. Si l'on à (= 1, il s'ensuit
VIE, Si l'on a ()=-+1, il s'ensuit (F)=—:
VIN. Si l'on à (S)=— 1, il s'ensuit (7) = + 1°
Démonstration des cas: IF et F.
(165) J'observe, d'abord que l'équation x*ay*— 83", ou plus généralement l'équation (4f+ 1)2° + (48 + 1 1 — (4n +3)z, est impossible; car x et y devant étre supposés premiers entre eux, le premier ‘ membre sera toujours compris dans les formes 44 1 et 4e +2; tandis que le second l’est dans les formes 44 ou 4k +3. Mais suivant le n° 27, l'équation x° + ay° — bz° serait aps si ON En NL aa b a
et RER des
pouvait trouver deux entiers À et , tels que entiers. D'un. autre côté , la condition pour que £ soit diviseur de 2° + à, est (5°) tr, Ou (=; parce que est de forme 4n+-3, et la éondition pour que a divise m°— b, est (2) = + 1. Donc on ne saurait avoir à-la-fois (5) = et C=+ 1; d’ailleurs ces expressions ne peuvent être que + 1 ou —1; donc
(IV) Si lon à (F) = — 1, il s'ensuit (= — x;
(r4 (V) et si lon a (© = + 1, il s'ensuit (5) = + 1.
Au reste ces deux propositions; sont liées entre elles, de sorte que l’une n’est qu'une conséquence de l'autre; car la première étant posée,
soit (2) = +1, on ne pourra ayoir (5) = — 1, puisquil s’ensui-
2e AO (a .
Nrail () —— x contre la supposition ; donc on aura (e) = + Lt
| Démonstration des cas VIT et VIII.
(166) B et 8. étant deux nombres premiers 4n+5 ,,on a démontré | | | généralement (n° 47) qu'il est toujours possible de satisfaire à l’une des équations Bax° — batir, Br— by = — 3x.
: B on :
Soit 1°. (5) —œ +1, l'équation Bx°— by" = — x ne pourra
avoir lieu; car il s’ensuivrait que à est diviseur de Bx°+r, ou
. .,, f—B de + B (en faisant Bx—5%);. partant on. aurait ( _—) SE ou
Will | (5) — — 1, contre Ja supposition. L'une des deux équations étant
| ainsi exclue, l’autre Bx°— by = + 1 a lieu nécessairement : or par celle-ci on voit que P est diviseur de by° + r , ou de 3° + à (en faisant
| by = 2); donc on a (7) A (5) = 1,
Soit 2°. (5) —— 1, On prouvera semblablement que léquation
Bax° — by = + 1 est impossible ; donc alors l’autre équation, ... Br? — by? = — 1 a lieu nécessairement, et il résulte de celle-ci que
Re . b Best diviseur de by — 1, ou de #—b, ce qui donne (>) = +1,
Donc
(VIH). Sion a (7) = + 1, il s'ensuit (D) = — 7,
| (VIT) et si Fon à (5) = — 1, il s'ensuit (G) — + 1,
| AT , B b $ : ; | .… d'où l’on voit que (5) et (5) sont toujours de signes contraires.
| Déinonsirationdes. cas T'ei-L],
| (167) Soit E)=+ r, je dis qu'il en résultera également (5) = + 1, | En effèt, soit # un nombre. premier de formé 4n.5, qui divise la | formule x°-+.4 ; 1l faudra qu'on ait C) = — 1, et par le cas IV, il s’ensuivra ( = —— 1. Considérons l'équation impossible.....,....,
2° + Ay° br"; cette équation aurait lieu (n° 27), si on pouvait trouver
SECONDE PARTIE. 20Y À + A L? — ab ab et A, É la première condition est remplie d'elle-même ; car pour que À “+ 4
HR CN TUE È ., /— À A , soit divisible par a, il faut qu’on ait (5) 1 ON É)=: ;Cequia lieu par hypothèse; et pour que +4 soit divisible par 4, il faut qu’on ait (=) SION (@) = — 1, ce qui a encore lieu.
La seconde condition exigerait qu’on eût (©) hr onde |
(5) - (2) =} 1; mais on a déjà (2) —=— 1, donc il faudrait qu’on
äeux entiers À et x, tels que , fussent des entiers. Or
* BE De À : TE eût (5)= —1. Cette seconde condition ne peut pas être remplie,
. 2 . » . . 7 (54 x Ra l'équation proposée est impossible, donc on a (5) = “#1. onc
(1) Si l'on'a SD =+r, il s'ensuit (S)=+r.
F ; A ESA G Soit maintenant (2) — 1, On ne pourra avoir (©) #1, Car
de celle-ci il résulterait (par le cas qu’on vient de démontrer, et parce que les nombres a& et 4° sont tous deux de la même forme 4n + 1)
A .. ù ee) —=+ 1, contre la supposition. Donc on aura (5) — — 1. Donc II. Si l’on a (£) —— 1, il s'ensuit (5) = — 1. a A
On a trouvé ci-dessus (n° 48) que a et 4 étant deux nombres premiers 47 + 1 , il est toujours possible de satisfaire à l’une des équations Ax— aÿ = Ex, x — Aay — — 1. La première exige qu'on ait
ANSE a\ ; rs ANT > ANR:
()=+ 1 et (5)=+ 1 ; donc si l’on a(Æ)=—: et (5) =— ras conditions qui dérivent toujours l’une de l’autre , ainsi qu’on vient de
le démontrer, la seconde équation sera la seule possible, et aura lieu nécessairement ; d'où résulte ce théorème :
La e LA A « A et a étant deux nombres premiers 42 + 1, si l’on a ©) = —1
GS. Â ; F A SRE ; » ou (5) =—1, l'équation x — Æay*=— 1 sera toujours possible. »
Us THÉORIE DES NOMBRES.
Démonstration. des cas III et VI,
(168) Soit () — + 1, je dis qu'il en résultera (2) = + 1. En effet, soit encore B un nombre premier de forme 42+ 3 qui divise la formule x° + a, ensorte qu'on ait(à) =—1, et par Suite () —=—1
On à déjà vu (n° 49) qu'il est tua possible de satisfaire à l’une des trois équations suivantes , pourvu qu on prenne convenablement le signe du premier membre
HE 1 = ax — Bby HE 1 0x — aBy° HE 1 = Bx°— aby*.
» : ! B | Or ayant supposé ()=+: ; (& =—1;, C)=- 1, on trouve
que de ces trois, équations qui en représentent six, ily en a quatre qui ne peuvent avoir lieu; savoir :
14, L'équation +1 'Pa— aby*, qui suppose C)=+ 1; æ. L’équation — 1 — Bx° — aby*, qui suppose )=+ Œ 3°. L'équation — 1 = ax° — Bby*, qui suppose ()=— 4°. L’équation 1 = ax. — Bbhy?, qui suppose (5)=+ ï. T1 ne nous reste tie DRE que les deux An :
us bat — aBy° — 1 = x — aBy, j dont lune doit avoir liew nécessairement; or elles exigént HARAS deux
qu'on ait (à = +1 ; puisque par la pr emière a est diviseur de,z—#, et par la seconde « est diviseur de m + b. Donc
IE. Si l'on a fe PL LS il s'ensuit ()=+ m:
: : b sg: À ; Soit en second lieu (2) = —1,je dis qu'il en résultera (5) = — a b
Tr mms. a Ed ne sm
SECONDE PARTIE, 203 Car si on avait (2) —= +- 1, il s’ensuivrait par le cas qui vient d’être
PRE ,(b AE démontré ( =) —+1, contre la supposition. Donc enfin
VI. Si l'on a (©) =—1, d s'énsüit C
(169) On peut remarquer que les quatre premiers cas sont démontrés d'ane manière complète et qui ne laisse rien à desirer. Les quatre autres supposent qu'étant donné le nombre a de forme 42 1, il est toujours possible de trouver un nombre premier d de forme 47 +3, tel que # divise la formule 3° + à.
L'existence de cet auxiliaire se prouve ‘immédiatement ne a est de la forme 8745; car faisant 3=—1,1l6 nombre 3°+ à qui devient 1 +a,'est de la forme 8n +6 — NT RE 5); il est donc divisible par un nombre de la forme 4r + 3, et par conséquent par un nombre premier de la même forme, Lorl pourra être pris pour ©.
Lorsque a'est de la forme 82 + 1 ,.on peut observer que cette forme considérée. par rapport aux multiples,de 3, se divise en deux autres, qui sont 242 1 et 24n + 17. Dans ce dernier cas, il suflit encore de faire 3— 1, et a étant divisible par 3, on pourra faire d — 3.
- Reste donc à considérer seulement la forme 24% + 1 , laquelle pourrait se subdiviser de même relativement aux multiples de 7, 11, etc., et à chaque opération on réduirait le nombre des formes à moitié. Il semble que la difficulté qui se présente pour détérminer à priori un nombre de la forme 4n + 3 qui divise la formule 2° + &, tient à ce que dans le cas particulier où a— 1, Cas qui est compris dans la forme 87 + 1; il n’y a réellement aucun nombre premier de forme 47. + 3 qui divise 3° + x (n° 140).
Mais excepté ce seul cas et celui où a est un quauré ; Qui revient au mème , toute formule # 4, dans laquelle 4 est un nombre donné quelconque, a toujours une-infinité de diviseurs des formes 47 + x et 4n + 3,.et doit même en avoir un nombre égal de châque espèce.
Au reste le théorème général auquel nous avons donné le nom de loi de réciprocité , étant ‘la proposition la plus remarquable et la plus féconde de la Théorie des Nombres , nous donnerons ci-après une seconde démonstration de ce théorème, fondée sur d’autres principes /et exemple de toute difficulté.
(170) C'est ici le lieu de placer quelques théorèmes assez impôrtans ; 3 dont plusieurs ne peuvent se démontrer qu'à l’aide de la loi de réciprocité qu'on vient d'établir.
« Tout nombre premier 47 + 1 divise à-la-fois les deux formules » EP +cu, ®— cu, ou ne divise ni l’une ni l’autre. »
Soit 4 le nombre premier dont il s’agit; si l’on a é ) =+1,4 divisera les deux formules # + cu*, — cu°, où c est un nombre quelconque : si l'on a (2) —— :,ilne divisera ni l’une ni l’autre. C’est ce qui résulte immédiatement des n° 134 et 135.
(x71) « Tout nombre premier 4n + 3 qui divise 4 + cu°, ne peut
» être diviseur de # — cw*, et réciproquement. » Car soit ce nombre premier — &, la condition pour que à divise
lou, est (5 = r; ou (5 ) — — 1 ; et la condition pour qu’il divise
# — cu est (5) — 1; or cés deux conditions s’excluent mutuellement.
Corollaire. "Tout nombre premier à de forme 47 + 5 divise nécessairement l’une des deux formules 4° + cu*, { — cu; car on a toujours ;
€ . - .». x 4; ou(=) —+ 1, ou ( 5) — — 1. On fait abstraction dans ce théorème ; ainsi que dans le précédent, du cas où 2 serait diviseur de c; alors en
effet on ne mettrait plus en question si à divise © + cu? ou € — cu.
(172) « Si le nombre premier c divise les deux formules # — au*; » 4 — bu*, il divisera également la formule &#— ab. »
Car ayant par hypothèse (+ }= mir ( == 1, il s'ensuit que = Le
et qu’ainsi € est diviseur de # — abu.
Le même résultat aurait lieu pour un plus grand nombre de facteurs:
(175). « Si le nombre premier c ne divise ni la formule # — ax? , ni » la formule # — bus, il divisera nécessairement la formule # — abus.
Car ayant par hypothèse (2) = — 1, (2) — — 1, il s'ensuit encore
( — + 1; donc c est diviseur de £* — abus.
(174) « Soïent a et 4 des nombres premiers, tous deux de la forme » 4n=+ 1, je dis que si 4 divise la formule 4 + 4u?, réciproquement 4
ET PU PET LT ENT SUPER VE PRE one D RO EE 2 - AA ni moe moine ne ES
» divisera la formule {#4 au? ; etsi ane divise point la formule # + 4u, » réciproquement À ne divisera pas la formule # + au’. »
. — À 1 qe A Car dans le premier cas on a (==) = 1, c’est-à-dire (©) — 1; donc
réciproquement ©) — 1; donc À est diviseur de &° + au.
. A . , A L4 L4 ” Dans le second cas, on aurait (2) — — 1; d'où résulte également
© —œ— 1; donc 4 n’est point diviseur de + au.
(175) « Soit a un nombre premier 47+1, et soient 4 et B deux » nombres premiers quelconques tous- deux diviseurs, ou tous deux » non-diviseurs de la formule #—au’, je dis que & sera diviseur de la » formule Æ — 4Bu. »
Car 1°. si 4 et B sont diviseurs de la formule —au*, on aura G\ AN __ Ë d 7 + A NE B mt x d ED me E}= 13 donc réciproquement (©) = 1, ©) = LL; oncC AB E (©) —1, donc a est diviseur de. — 4Bw.
2°. Si À et B sont non-diviseurs de la formule £ —au?; on aura , A Lé A B (S)=— 15 (5) —— 1; d'où résulte (©) =—1, (©) ——1; donc AB qe 2 s on a encore )=+ 1; donc a est diviseur de #—4Bu*. (176) « Soit a un nombre premier 47 1; et à un nombre premier
» 4n+-3 qui ne soit pas diviseur de #—au?, je dis que a sera au con- » traire diviseur de 4°+ bu, »
Car ayant par hypothèse ()=- 1, Ou 6) —=-+1, il s'ensuit (5 — 1; donc à est diviseur de 1° + bu.
En général, si on a plusieurs nombres premiers D, b', b”, tous de la forme 4n+ 3, et non-diviseurs de x°—a, a sera diviseur de la formule #68 bu
(177) « Tout nombre premier c de la forme 821 ou 8n+7, » divise ä-la-fois les deux formules #+-au°, #—aau*, ou ne divisera » ni l’une ni l’autre.»
Car la valeur de (—) et la même que celle de (+); puisque le
nombre c étant de l’une des deux formes Se, on a toujours
élite scatte CRIE ste al is ie om
(178) « Tout nombre premier c de la forme 823 ou 8745, dis » vise toujours l’une des deux formules &#-H au, au, mais n’en » peut diviser quune. »
Car dans les formes mentionnées on a(£ ÿ=—: 1; donc les deux
quantités (Æ) et (—Æ) sont de signes contraires. Donc il faut que
l'une de ces quantités soit + 1 et l’autre —1; d’où il suit que c divise
l’une des deux formules dont il s’agit ; et ne divise pas l’autre. Remarques que dans ce théorème, ainsi que dans le précédent, a est
un nombre quelconque positif ou Re 54
(179) Nous ne nous arrêterôns pas à multiplier davantage ces sortes de théorèmes, mais nous croyons que les Géomètres verront avec plaïsir l'application de notre loi de réciprocité à la démonstration de deux conclusions générales auxquelles Euler est parvenu , par voie d'induc+ tion, dans ses Opuscula Analytica, tom. I, et qui sont la base d'une théorie importante. La première est conçue à peu près en ces termes : (Voyez l’ouvrage-cité, pag. 276.)
« Si tous les quarrés successifs 1, 4, 9, 16, etc. sont divisés par un | » mêmie nombre premier 42 1, les restes des divisions comprendront » non-seulement tous les nombres contenus dans les formules 7—79—9 » et gq—+g—n; mais encore tous les facteurs premiers dont ces nombres 5 sont COMPOSÉS. » ES
D'abord ik est facile de voir, que puisque c=4n+-1, on satisfera à
l'équation nie Mure Ge , en prenant 2%—2q—+1=Æc. D'ailleurs
L Ha . >? .
Te est possible, l'équation
c étant de la forme 4n+1, si l'équation 7— 4 . .
1 =e l'est également ; donc , en effet, tout nombre compris, soit dans
la formule 2—4qq—4 ; soit dans la. formule 499-qg—n, du ce nombre diminué d’un multiple de c, peut être regardé comme le reste d'un quarré divisé par c. Cette première partie du théorème ne soufire aucune difiiculté, ainsi qu'Euler lui-mêmé l’a fait voir. Venons, à là seconde qui exige l'emploi de la loi dé réciprocité.
Soit 4 un nombre premier qui divise 72—qq—q où gq+q—n, On pourra faire 99 +-q—n—=#taA; donc en multiphant par 4, puis met tant au lieu de 42 sa valeur c—1, on aura
(291) —c= Eat.
© SECONDE PARTIE. $07 De là, en omettant les multiples de &, on tire c—(2g-— 1)"; donc
c* , ou suivant notre notation (5)= (2g=+3) —=1. Mais de ce que
(2) —=1, il s'ensuit par la loi de réciprocité (2) —=1; donc c est diviseur de la formule x°—*. Donc + doit se trouver parmi les restes des
quarrés divisés par le nombre premier c, ce qui est la proposition d'Euler.
(180) La seconde conclusion générale (Voyez l'ouvrage cité, pag: 281.) est celle-ci :
« Si l’on divise les quarrés 1, 4, 9, 16, ete. par le nombre premier » 4n—1, les restes des divisions conrÉtendront non-seulement tous les » nombres représentés par la formule 29q+4-q, mais encore tous les » facteurs premiers dont ces nombres sont composés. »
Pour satisfaire à la première partie, 1l faut trouver un nombre x tel que æ°—(n+gq—+q) Soit divisible par le nombré premier c—4n—r; or c’est ce que l’on obtiendra immédiatement ,'em prenant 27294156. Donc le nombre 2 4q=-9, ou ce nombre diminué d'un multiple dec, est toujours le reste d’un quarré x° divisé par c
Soit en second lieu & un nombre premier qui Hate n# qq, si 4 on fait +9q+q—=u4À,onen déduira comme ci-dessus, (5941) head j Donc en omettant les multiples de æ, on a e——(27+41); donc
(=) — 1. Cela posé, il y a deux .cas à distinguer.
- 1% Si « est dela forme 4» 1 , l'équation (—=)= 1 est la même
que = ; et on en déduit par la loi de réciprocité (= > donc C4 C
c est diviseur de x°—«.
Si æ est de la forme 4m—1, l'équation (=) =: ; donne
(£ )=— 1, et on en Les par la loi de TRE (= ; donc
e est encore diviseur de x°— æ.
Donc, dans tousiles cas, le nombre premier &, ou ce nombre diminué d’un multiple de c, est le reste d’un quarré divisé par ec, et par conséquent .doitse touyer parmi lés restes que donnent les différenstermes de la suite .r, 4, 9, 16, etc. divisés par €.
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S VII. Usage du théorème précédent pour connaître si un nombre premier © divise la formule x° La. Des cas où lon peut déterminer a priori le nombre x.
(181) lions c est un nombre un peu grand, et qu’on a besoin de savoir si c est diviseur de x a, äl peut être fort long d'élever à
< . Ci; » , . .
à la puissance , même en abrégeant l’opération autant qu'il est
possible , et en ayant soin d’omettre les multiples de e à mesure qu'ils
se présentent. Voici un procédé que fournit le théorème précédent,
et qui conduit très-promptement à la valeur cherchée de ( 2)
1°. Si a est plus grand que c, on mettra, au lieu de à, le reste de la division de a par c; ainsi on pourra toujours supposer que «est plus
C—1 petit que c. En effet, on voit bien que (mc+-x) * divisé par c, laissera Cr pes même reste que & * . Si le nombre à ainsi réduit est un nombre premier, l'expression
es se changera suivant le théorème, soit en (2); soit en — (2); ce
dernier cas n’ayant lieu‘que lorsque à et c sont tous deux de la forme 4n +3. Mais puisque c est >4, on peut, au lieu de c, prendre le reste
de la division de c par a; soit ce reste c’, on aura donc (2) _ (2) ; 5hS =
ainsi la recherche de la valeur de ©) est réduite à celle de l'expresf sion (=) qui est composée de plus petits nombres; la résolution se fera
donc ultérieurement , tant par ce qui a été déjà dit que par ce que nous allons ajouter.
3°. Si a n’est pas premier, décomposez a en ses facteurs premiers æ, 6, y.... parmi lesquels 2 peut être compris, vous aurez
a : : a (a ‘ (2) = au produit des expressions (5) (2) ( 2) ,; etc. Omettez parmi
Dress Re - ni in en netns el 7 ME dnr !
à SECONDE PARTIE: 209 les facteurs &, 6, y, ceux qui sont quarrés, car en général. (==) (E)=+1; observez de plus, que suivant le n° 148 on a (5)=+:, si c est de la forme 821, et C)=—:, si c est de la forme 825.
Au moyen de ces préceptes et des renversemens donnés par le théorème du paragr aphe précédent, on trouvera bientôt la valeur de l'ex-
pression proposée (£). Et l'opération, assez. semblable à «celle par
laquelle on cherche le plus grand commun diviseur de ‘deux: nORDES, sera à peu près aussi DRae
ExsmpPbrce LL
- : 6 ‘ (182) Pour avoir la valeur de l'expression (23) jobserve que ces î 1013 deux nombres sont. premiers, et.j'aurai, en vertu du théorème, 6or 1013 Le (23) — Ce); la division de 1013 par6ox donne 412 de reste, et 412 étant le produit de 4 par 103., on peut omettre le facteur quarré 4, ce $ 3 : z s qui donnera (Æ s)— ee Ÿ. Mais 103 étant encore un nombre pre-
mier, on a par le théorème, ( re )—= (Æ | —(en divisant 601 par 103
et ne conservant que le reste) (< = )— (=) (SH) =(parce que
Ge 1) (S)= =()=— ( Hd )=—(S)=- +
Donc (Æ —— 1. Donc 10r3 n’est pas diviseur de x°+ 6or-
Pour faire la même vérification par la voie ordinaire, il aurait fallu élever Goxr à la puissance 506, en rejetant les multiples de 1013 à mesure qu'ils se présentent. Or 506 exprimé en chifires de l’arithmétique binaire (1) est 111111 010, c’est-à-dire en d’autres termes.que 506
(1) Voici un moyen très-court d'exprimer un nombre un peu grand en carac-"
tères binaires: Soit par exemple le nombre 11183445 dont il sera question dans l'exemple IIT, je divise ce nombre par 64, j'ai le reste 21 et le quotient 174741; celui-ci, divisé par 64, donne le reste 21 et le quotient 2730; enfin 2750 divisé par 64, donne le reste 42 et le quotient 42: mais 21 s'exprime en chiffres binaires par 1o1oL et 42 par 101010. Donc le nombre proposé s'exprimera par 2101019 Y01010 010101 010101:
est la somme des puissances de 2, dont les exposanS sont 8,275 0:49; 4, 5, 1. Pour former les puissances de 6or qui ont ces puissances de 2 pour exposans il faut faire huit maltiplications ou élévations au quarré; ensuite, pour multiplier entre elles les diverses puissances de 6o: dont les exposans sont 2°, 27, 2%, 25, 2f, 25, 2', il faut encore six multiplications ; de sorte ot ft en tout tbe multiplications , et autant de divisions par 1013 pour arriver au résultat final. Voici au reste le détail de l'opération, afin qu'on puisse mieux comparer les deux méthodes; on n’a mis que les restes des divisions par 1013.
(6o1) = 593 (6or)4—89x525— 127
(Goï}f =(573) 117. : (Cor) ft rar x 437 ER 216 (6o1) —(117) —520 (Gore —HL216X—24—=—7r19 (601)'5 = (520) =— 71 (OO) ur 19 71 345 (6Gor)® = (71 }—=— 24 (6or)#—345 x 520 —099
(Go) —(24)}=—437 (Gor)*—099x573—— 7.
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(185) On demande la yaleur de () ?
Pour cela je décompose 402 en ses trois facteurs -2.3.67, et j'as
= GC): or où s ans G)= Ca) =(5)=— ss Ga)= )= Gm)=-G)=—-
et le produit de ces trois résultats est +1, donc ee = +1; done 929 est Cie, de #H4oaw, ou de x° 402.
Etxemwre LITE
(184) Prenons un nombre premier irès-grand , tel que 22 366 80x ; et cherchons si ce nombre est diviseur de x° + 1459?
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: .: 1459 À ki Il faut donc avoir la valeur de Cl et parce que 1459
29, 766 .8gi 1459 ) m)=—1, (parce que 196 est un
est également un nombre prémier 4745, cette valeur ——( SR ( A9, y=— 1459 196 1459 421 / — 421 quarré).. Donc la valeur cherchée est —1. Donc 22366 891 est diviseur de x°+-1450.
C’est ce qu’on n'aurait pu trouver par la voie ordinaire, qu’en faisant 34 multiplications et autant de divisions très-laborieuses, puisque le diviseur serait 22 566 89x.
(185) Apres s'être assuré que lé nombre premier € est diviseur de æ°+a, il reste à déterminer la valeur de x qui rend la division possible. C’est ce qu'on peut faire z priori dans quelques cas généraux que nous allons indiquer.
1°. Lorsque c—4#+-3; la condition de possibilité donne (—4)"*—1 . divisible par ©; donc 4"*?-La est divisible par c; donc si on prend æx°4- a
Le
x —=a"t*. ou égal au reste de 4"*: divisé par c, on sera sûr que
est un entier. Ce premier cas très-général comprend déjà la moitié de tous les cas possibles. Il ne reste donc plus à examiner que le cas de c—4n+-1, lequel comprend les deux formes 871, 8n+5.
2. Lorsque c=—8n+45,la condition de possibilité exige que 4"+#—+ soit divisible par c ; mais cette quantité est le produit des deux facteurs ati, ati, il faut donc que l’un de ces facteurs soit divisible par c. Si le facteur a**'—r est divisible par c, faites x —a"t", et æx°+ a
Vous aurez —e. Si c’est l’autre facteur qui est divisible parc,
k B—@ à faites de même 0—a"*, et vous aurez — e; dans ce dernier cas,
—e. Or puisque cest de
À à NS Se 2 É ô iline reste plus qu'à satisfaire à l'équation Æ la forme 4mb1, on peut supposer c— f* g*; cherchant ensuite les indéterminées p et 4 d’après l'équation
(J = fp 89 ,
on en conclura x=f7—op; car de là résulte »°+ La Cfitg) (p°+q*); donc a? 0° , et par suite x* 4 esl divisible par c: ) 3. Le dernier cas à considérer, est cel de c—82--1, mais alors
one
: «on ne peut pas toujours satisfaire à l'équation
a pe LA:
—e d'une maniere
directe et sans tätonnement: Si l'on a »=— 46, 6 étant un nombre impair et & une puissance de 2, la condition de possibilité exigeant que
2 L L ._… . L € . . - &* —71 soit divisible par ce, il pourra arriver.que a Æ7 soit divi-
sible par «, et'alors à cause de 6 impair, ontrouvera la valeur dex
de la même manière qu'on l'a trouvée lorsque c—8n+-5. #2 26 PAPE :
Si a 1 n’est pas divisible par c, on ne trouve pas de solution RARES TU He à a+ a :
a priori; ainsi pour résoudre l'équation + —e, il faudra calculer
les différens termes de la suite c—a, 2c—a, 3c—a, 4c—a, eic.,
jusqu'à ce qu'on en trouve -un qui soit un quarré parfait.et qui donnera la valeur de x*; cette suite, au reste, contiendra nécessairement le -quarré qu'on cherche, quarré qui doit être moindre que +c*, ainsi
le nombre determes à calculer ne peut excéder £c.
Lté est déjà établie par la condition (G)= 1; il faudra former les
Par exemple; soit proposée l'équation —e, dont la possibi-
différens termes de la progression arithmétique dont le terme général est 64re— 229. Cette progression est 412, 1053, 1694, 2335, etc. mais il faut la continuer jusqu'au 94°" terme avant qu'on trouve le quarré 60025 dont la racine 245=—%x. Il est vrai qu'on peut passer sur beaucoup de termes, lorsqu'on prévoit que le chiffre qui les ‘termine n’est pas un de ceux qui conviennent aux quarrés (1). Mais le travail'est encore’assez long par cette voie, lorsque le nombre cherché x n’est
- pas beaucoup plus petit que Lo.
(186) Pour rendre cette détermination moins laborieuse, on pourra
QG) Le quarré de 1om+n est 100m —920omn—+n°, donc le chiffre” qui termine
-le quarré de 10m-—+-n, est.le même que celui qui. termine le quarré de 7. Mais
les nombres 0, 1, 2, 8,..9 ont leurs quarrés terminés par l’un des chiffres o, 1, 4,5, 6, g; donc aucun quarré ne peut étre terminé par 2, 3, 7,8. On peut ajouter
à cette observation, 1°. que si le dernier chiffre d’un-quarré est o, il faut que les deux derniers soient deux Zéros. 2°. Que si Je dernier chiffre est 5, les deux der-
‘niers doivent être: 25. 3. Que si le dernier chiffre est impair, l’avant-dernier doit
être pair. 4°. Que si le dernier chiffre est 4, l’avant-dernier doit être pair, afin
_ que tout le nombre soit divisible par 4. 5°. Que si le dernier chiffre est 6, l'avant-
dernier doit être impair par la même raison.
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SECONDE PARTIE. | 213 avoir recours aux propriétés des diviseurs qui seront démontrées ciaprès. En vertu de ces propriétés, tout diviseur de, la formule au? est lui-même de la forme »° + 47°, ou au moins il devient de cette forme,
en le multipliant par un nombre p moindre que 2ÿ/ 3: Supposons donc
qu'on a trouvé pe—f°+ 48", on. cherchera x d’après l'équation
F=8t+cs et la valeur de x sera telle, que x°+a est divisible par c.
- Ainsi, dans l'exemple précédent, :on reconnait-bientôt que 6/41 n’est pas de la forme f*+42208*, mais il le devient, étant multiplié par 14, car on a 641 X 14 8974—=57° + 220.5"; faisant donc 57—=5x+6417r, on trouvera æ——2/5. Cette méthode. peut faire éviter beaucoup de tätonnement, et: elle sera surtout utile lorsque le nombre à,’ est peu considérable; car les Tables feront connaître, d’après la forme 4a3-ta du nombre. c, quel est le multiplicateur p qui peut rendre Le produit pe
de la forme f* +4.
$ VII, De la-manière de déterminer x pour que x°+-a so divisible par un nombre composé quelconque N,
(r8;) S ôtT e un nombre premier, et & un nombre quelconque nondivisible par e, si lon demande la valeur de x telle que x°+4 a soit divisible par c", cherchez d’abord par ce qui précède la valeur de À qui rend 0 4 divisible par c; faites ensuite (044/—a)"=p#+7y—0; vous aurez de même (4=ÿ—a)"=p—qy—a , et le produit de ces deux équations donnera (9° 4)" = p°2+ 44°, donc p°+ ag? est divistble par c". Dans ce résultat, 7 et c sont premiers entre eux ; ainsi on pourra supposer PI c'y, et x°-+-a sera divisible par €", ce qui est la question proposée, He:
Nous venons de supposer que 4 n’est point divisible par c; car s il Vétait, p le serait aussi en vertu de l'équation (6°+-a)" —p*—+ag® dont le premier membre est divisible par €”. Mais on a
M. 1 Qr—: y 1.2 E
.M—1.Mm—2,m—5S
p=ê"— mar — etc.
et puisque 6*--a est divisible par ec, on ‘peut mettre —@L ec à la place de #, ce qui donnera p de cette forme
M ,.Meel.M—-92.m—
p=—8" D + | ER 3 et0.)+ Bo,
ou p=2""0"+ Be; mais Ô n’est De an par €, donc p ne peut l'être, ni par conséquent g.
Si le nombre & est divisible par 6, la quantité a*—a sera divisible par €, en prenantæ — 0 où un multiple de c; mais il sera souvent impossible que x*+4-a soit divisible par c* ou par une puissance plus éleyée de c; par exemple, si & est divisible par c et non par c’, il est évident que jamais æ° a ne peut être divisible par «*.
(188) IL est facile maintenant de trouver, lorsque cela est possible;
la valeur de x, telle que x?+- a soit divisible par un nombre composé
quelconque ap
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SECONDE PARFIE. oi5 1°, Si Net a sont premiers entre eux, on décomposera V en ses
. Dr TETE En À Y , facteurs premiers impairs @ él, , etc., et on cherchera par la méthode qui précède les nombres 4, B, C, etc. tels que les quantités
SELS Berne RS le.
a ch y
soient des entiers ; il faudra ensuite satisfaire aux équations indéterminées À 7 y = A+ey=tB+CsirE C+ pue.
He - CRE] Et il est facile de voir que x°+ « étant divisible par chacun des fac-
À y . « À cl teurs &, 6, y, etc., sera divisible par leur produit #6"), etc.
2. Siles nombres W et ane sont’ pas premiers entre eux, soit A0 leur plus grand commun diviseur ; * étant'le plus grand quarré qui divise Lo, et par conséquent w ne pouvant plus avoir que des factéurs
» tp q is q - « . 7 ! (4 simples; alors il faudra faire N=4"0N", 4 — ad, x— ox, ‘et za FA Ris = — e, deviendra _— w et IV’ doivent être premiers entre eux, car s'ils avaient un commun diviseur +, il faudrait que a’ füt aussi divisible par x (sans quoi l’é- ; q TP q quation à résoudre serait impossible); donc «*% ne serait pas le plus grand commun diviseur de & et N, contre la-supposition.
Puisque-æ et IV’ sont premiers entre eux; on pourra trouver deux entiers f et g tels qu'on ait fo —2gN'—:; multipliant done par f l'éox? + a
IN’ tion deviendra
—e€e. Dans celle-ci
l'équation à résoudre
—e, et mettant g/V'+ 1 à la place de fo, cette équax'+fa FA
quation —e; ainsi la question est ramenée au cas pré-
cédent où À et a sont premiers entre eux,
. “ . V2 (189) Si, outre les facteurs impairs æ, 6“, etc. qué nous avons Con« sidérés dans les deux cas précédens, W contient le facteur 2", il faudra combiner les valeurs trouvées pour chaque facteur impair avec celle qui za :
ont
résulte de l'équation —e, dont nous allons nous occuper.
Lorsque a est divisible par 4 ou par une puissance plus élevée de 2, telle-que 2* ou 2*+1, il faudra faire x— 2x", et la question sera ramence immédiatement au cas\où a est impair où double d’un. impair.
Si 4 est double d'un impair, il est visible que l'équation x°+4=2"7
n'est résoluble que dans le seul cas où »3—1, ainsi on peut fairé abstraction de ce eas.
Soit donc a impair et »°> 1, 1l faudra que x soit impair, et comme alors x° est de la forme 821 ,.on aura suivant les différentes formes de a="kc, les formes correspondantes de x°Hc: comme il suit :
c—8n +5, x Ec—=8n +4, x'—c—8n +6 c—8n+5, x'+Lc—=8n+<G, x —c—8n+#4 c—8n+7, : x'+ic—8n > 2 —c—8n+ 2.
Écañtant donc les cas qui ne permettent pas que x c soit divisible par une puissance de. 2 supérieure à la première, les cas qui restent sont les quatre suivans ;
c=B8ntr......2" —c—=8r c—8n+3..,:..2 Lc—8n+#4 c—8n<+5...... a —c—=8n+4 C—8n+7......x + c— 8n.
Le second et le troisième ne sent résolubles que pour la seule valeur m=—= 2, et alors la solution est simplement x =1.
Les deux autres cas où l’on a a—œ—1"+82 sont résolubles pour des valeurs quelconques de lexposant », et-on peut aisément parvenir à la solution par des substitutions successives. Par exemple, soit proposée l'équation relauve au quatrième cas
En faisant æ=—1, on a x°—+:15=— 2"; soit donc x—12x, la substitution donnera 1 Lx’ 222? — 5 J: Celle-ci fait voir que 143 doit être divisible par 4. Faisant donc x =— 1#+ 4x", on aura LE 226)
d'Or gs Mel 217 +
Aussitôt qu'on connaît une solution particulière æ—@; on en déduit la solution générale x = 2"=}x"Æ 4, laquelle satisfait à l'équation proposée ta 2" ; puisqu'on a m>1. Gette valeur deyra ensuite être combinée avec celles qui expriment fe x*a est divisible par les différens facteurs impairs de 4,
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a La IN avoir de solutions, mâis nous nous bornerons aux Cas où À est
impair ou double d’un impair.
I faut maintenant examiner combien l'équation —œe pourra
(190) « Si AN est impair et premier à a, le nombre de solutions de
\ 2e —e, sera 2°, 2 étant le nombre des facteurs pre-
» miers différens'qui divisent M.»
» l'équation
Soit d'abord N— 4", & étant un nombre premier, je dis qu'il n’y aura qu'une manière de satisfaire à l’équation ae — €. Car s’il y avait deux solutions désignées par x et x’, il faudrait que x°— x"? fut divisible par &° ; et comme: aucun des facteurs x+-x', x—x" n'est-divisible par a, puisque x.et x° sont, supposés inégaux et plus petits
que de il faudra que ces facteurs xx", x—x" soient tous deux divisibles par æ, donc leur somme 2x serait également divisible para ; mais si x était one par &, il faudrait que a le fût aussi, d’après
x? a équation
—e. Donc puisque æ et ÎV sont premiers entre eux;
l'équation — 2
® Soit en second lieu M—4"€", et soient 4 et B les valeurs de x qui ra x°+a À
— Co Fa (S.
(n° 14) les deux valeurs x=A+47, y7=ÆEB+6E"z, il est clair qu'on aura, à Cause du signe Æ, deux valeurs de x de Ja forme ire OP + Nx, chacune desquelles peut être rendue moindre que +} en prenant pour:x’ la valeur convenable. Donc dans le. cas des deux facteurs i PA æ, 6, l'équation Roposge aura deux esolutions. : :
S'il:y-a un Done facteur.» ,il faudra combiner la valeur trouvée
—e; sion combine ensemble
satisfont aux équations
ak He Ex’, ayec:une troisième formule x—"E EC+) z, etil est
évident que l’on aura’ quatre solutions de la forme K’+x 6“'a", ou RO Nx",:lesquelles-pourront ‘être rendues moindres que +.
En SC chaque nouveau facteur double le nombre déstsplutions
—e ne pourra avoir qu'une solution moindre queïæ .
obtenues par les facteurs précédens. Donc on aura en tout 2/7 solutions,
i étant le nombre des facteurs a (Es , 7, etc. dont N'est composé.
Remarque. Si N est double d’un impair, l'équation £ es le aura
également 2: solutions. Car si 8 est une valeur de x qui rend x°+a
divisible par ZW, cette valeur‘#.,, ou au moins EV— 6, rendra awt-a divisible par JV.
(191) « Soit N impair ou double «d’ün impair; si les -deux nombres » Net a ont un commun diviseur w , lequel ne soit divisible par aucun
= , ee 7. , eZ Le a . AE .
» quarré, je dis que l'équation _ —e aura toujours 27° solutions, » -{ étant le nombre de facteurs premiers impairs et inégaux qui divisent » J\ sans diviser a. »
En effet, soit VN—oN, a—w4, x—=wx, l'équation proposée der. viendra Re , “et parce que © et JV’ n’ont pas de commun diwiseur, on peut faire fo—pN'=—1,ce qui donnera l'équation réduite 2 Pas LA 2 De ; »
IE Or celle-ci, où N''et fa sont premiers entre eux, admet autant de solutions qu'il y a d'unités dans 2", À étant le nombre de facteurs premiers impairs et inégaux qui divisent ÎV'; et si l’on fait en général x'=6 + N'x", on aura x=00+oN'x"— ON. Donc il ÿ aura autant de Ph de x moindres que = qu'il y a de valeurs de :æ’. moindres que 44; donc le nombre de ces valeurs est égal à 27”.
192) « Si le nombre V, impair ‘ou double d’un impair, a un com- » mun diviseur quelconque avec 4, et que ce diviseur soit représenté _» par œ4?, ensorte qu'on ait N—4{’N', © n'étant divisible par aucun » -quarré, je dis que l’équation Te aura autant de-solutions qu'il »ÿa d'unités dans +}. 27", i étant Je nombre de facteurs premiers » mpairs et inégaux qui divisent ÀV’.»
Car dans ce cas, on a a—4"«d, x—"ox', et l'équation à résoudre devient a ee = =e, kquelle, comme ton ‘a vu dans le n° précédent,
‘donne 2i? de de x’ moimdres que + N°. Soit-én général L'HIAN GS"
on aura donc x=440-+VoN'x"; orcomme il suflit que les valeurs de æ soient moindres Ou non plus de que N=1#dl'oN, ilest: clair -qu'on peut donner à "les valeurs successives 0,1, 2, etc. jus-
Le
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SECONDE PARTIE. 419 qu'à Æ£E(L— 1). Le nombre de ces valeurs est évidemment 4; donc chaque valeur de x’ moindre que 3 V', donnera | valeurs de x moindres que + V; donc le nombre de toutes les valeurs de x sera 4.27.
Remarque. Cette formule est vraie, même lorsque : =0, c’est-à-dire lorsque lé nombre ZV ou au moins sa moitié est diviseur de a ; alots élle se réduit à £L, mais il faudra compter comme entier la fraction con-
tenue dans £{, de sorte que si Ÿ—2h+1, on prendra hr pour +4.
$ IX. Résolution des équatioris symboliques (©) = Ee
=: c étant un nombre premier.
(193) Soir c un nombre premier quelconque, et soit proposé de
. . N » . T trouver toutes les valeurs de. x qui satisfont à l'équation C)= > Où Ti —1
—e. Il est aisé de voir qu'on peut faire x—7*, y étant un
nombre quelconque non-divisible par c; les différentes valeurs de x
= \ fC—IN\2. ë seront donc 1, 4, 9, 16.... jusqu'a ( ) inclusivement. Ces va-
leurs peuvent être abaiïssées toutes au-dessous de c, en retranchant les multiples de c qui y sont compris, et leur nombre est , comme on voit,
; il ne peut être plus grand, parce que l’exposant de x n’est que
C—1] . . . , —— ; il n’est pas moindre non plus, car si deux quarrés n°, n°, chacun
. C—1\? . . A A moindre que ( ) , laissaient le même reste ou la même valeur de x, il faudrait que r»#°—n? füt divisible par e, ce qui ne peut être, parce que »m3—n et mn sont tous les deux moindres que c. Nous
se LE
. c . , . æ connaissons donc les solutions de l'équation (E)= 1, Ces so
lations étant comprises entre o et c; mais comme il s’agit seulement
des solutions en nombres impairs, parmi les valeurs de x on conser-
vera les nombres impairs, et on ajoutera € aux nombres pairs, ce qui ;
C . . . 0 . Q % fera encore solutions impaires comprises depuis 1 jusqu’à 2c—1.
Pour parvenir immédiatement à ces solutions, on formera, par le moyen des différences, la suite des quarrés impairs, comme on le voit ici :
Différ. 8 16 24 32 40 48 56 Quar. 1, 9, 25, 49; 81, 121, 169, 225, etc.
La
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SECONDE PARTIE. : 221 On retranchera, tant dans les différences que dans les quarrés, les multiples de 2c à mesure qu'ils se présenteront, et = suite des quarrés,
Cie ou plutôt de leurs résidus, continuée jusqu’à
= termes: ; Contiendra toutes les solutions de l'équation (= 1, impaires, positives
et moindres que 2c. Ensuite ces solutions pourront être augmentées
d’un multiple quelconque de 2c, ce ei donnera x=—2c3-+-b, b'ayant
L yaleurs différentes.
: LR \ Fa her ë 5 Connaissant ainsi toutes les solutions de l'équation (E)= , On aura!
par voie d'exclusion toutes celles de l'équation (#5) —œ— 1. Car les
nombres moindres que 2c, qui ne sont pas compris dans les solutions:
L ’ æÆ . » Q ’ Q va = de l'équation =: ,; Satisferont nécessairement à l'équation (==;
. ; C— et le nombre de ces derniers sera encore
; car le nombre des
termes de la progression 1, 3, 5, 7.... 2c—1 étant c sion exclut le
terme € quine satisfait ni à l’une ni à l’autre de ces équations, il res-.
tera c—1 termes dont la moitié satisfait à l'équation = ,;etl’autre
moitié à l'équation (2) = —"4;: Il est inutile d'ajouter: que les’solu-.
tions deicette dernière équation peuvent être aussi augmentées d’un Altple quelconque de 2c.
- ( 194) Exemple Fi Soit =, on formera, au moyen des différences, la suite des quarrés, impairs, et on, retranchera tant des différences que des quarfés, les multiples de 82 à mesure qu'ils se présentent.
Voici l'opération : PRE te Différ. 8 16 a 32 40 48 56 64 72° 80 Quar. 1, 029; 40 01 4212-00; 87 —5, Gr, 125— 43, PRE Différ. 88—6 14 22 30 38 46 54 (62 Quar., 115251, 37, 51, 76,105 = 2159; 105 = 25,77, Différ!? yo 11 108 LU 864 0: * Quar: 139— 57; 12745; 125 — 41 —c.
Les vingt premiers termes rangés par ordre de grandeur, donneront la formule suivante , qui renferme toutes les solutions de l'équation
On remarquera que les vingt valeurs numériques qui suivent 82z, et qui sont proprement les solutions: de l'équation proposée, sont telles que chaque valeur. est accompagnée de son complément 2c—b, les deux ensemble faisant constamment 2c. C’est ce qui aura lieu généralement toutes les fois que le nombre c sera de la forme 4m+-1; en effet si Br est divisible par ©, il est clair que (2c—b)"—1 est également divisible par c. Donc alors la solution ou racine, & est toujours accompagnée de la racine 2C— 6. Il n’en serait pas de même si c était de la forme 4m—+-3, et on voit, au contraire , que si 4 satisfait à l'équation
nt {
FLN > 2 . U pr . T mia (£ J=1 ; Son complement 20— 8 satisfera à l'équation (2) =.
. (195) Exemple LT. Soit e—59, 2c— M8, omprocédera ainsi:
Différ. 8 16 24 32 40 48 56 GX 72 80 88 96 Quar. 1, 9, 25, 49, 8x, 1215, 5», 107, r71=—58, 1257, 87, r75—=57.
Différ, : 104 132; 120722! 10..18 26 34° 42 5o: Quar. 12355, 13921, 153—15, 17, 27, 45,:71, 109, 14729.
Différ. 58 66 74 82 90. 98 106 114 Quar. 79, 137—10, 85, 159—41, 123—5, 05, 193—75, 181—065.
Rassemblant par ordre ces 20 résultats, on aura la formule suivante,
qui contient toutes les solutions de l'équation =
L “7 . 7 . T x » 4 Par conséquent les solutions de l'équation ) =—1,-seront :
S X. Recherche des formes linéaires qui conviennent aux diviseurs de la formule t* + ou°.
Née examinerons d’abord le cas où c est un nombre premier, ce qui fournira deux théorèmes principaux.
(196) Tnéorème. « Soit c un nombre premier 47 1, et 4 un divi- » seur impair quelconque de la formule x°-+-1 ou .£* Æcu*, je dis qu'on
» aura (£ JE si À est de la forme ARE US et C )=— 1 si À » est de la forme %4n-43, » :
Gär ‘soit # an nombre ‘premier 4241, et 6 un nombre premier 4n—+3, tous deux diviseurs de x*+-c, on aura, suivant le n° 134,
(=: et ()=: , ou E)=: ét ()==1. De: on conx clut, par la loi de réciprocité, ( = 1 et ( =) = = — 1. Mais le
nombre À, sil est de la forme 41, est le produit d’un nombre quelconque de facteurs & par'un noïnbre pair de facteuts6, donc dans
ce cas (2) — 1; et si le nombre À est de la forme 4n +3, il résulte du produit d’un nombre quelconque de facteurs « par un nombre i im
pair de facteurs 6, donc dans ce second cas on a (£ ve — 1.
= nombres im=
Corollaire; Donc si on désigne par & l’un des -
LAN pairs moindres que 2c qui sausfont à J'équation ( 4 Je X ; Oh aura
A —2c3+-0. Mais parmi lés nombres b, on peut conserver ceux qui sont de la forme 471, et ajoutér 2c à ceux qui sont de la forme
| pi 4n-} 83 on-aura par ce moÿen
moindres que ss Soit 4 un de ces nombres, On aura Â=—%e5+ a,
‘ce qui donnera = = formes linéaires.des diviseurs 4n-1-1 de la formule ÆÉtouts
: nombres de la forme 441,
Pareillement, si on réduit à la forme 4724-53 toutes les solutions de
Le . T .
léquation (=) —=œ—1, ce quise fera, en conservant les nombres 47--3,
et ajoutant 20 à céux qui sont de la forme 421, on aura res
nombres de la forme 473, et moindres que 4c; soit a l’un quelconque de ces nombres , et l'expression 4cz—a sera la forme générale des diviseurs 4243 de la formule # + cu?.
Ainsi, par ‘exemple , les diviseurs 4721 de la formule # H4ru* seront compris dans la formule
un 159, 21 DE. 33, 37, G5, 49, 57; 61, 75, 7m 81, 10); 113,.121, ee LAS 144
Et les diviseurs 423 de la même formule seront compris dans Îa formule - , + se TNT LD 0; 27) 35, 47:55:63 ; 6730715" 795 79 995 99, 111,155, 147, 151.
On conclura de là, par voie d'exclusion, les diverses formes, soit 4n + x, soit 4n+5, qui ne divisent point #+/4iw. En général il est aisé de voir qu'il y aura toujours autant de formes pour les non-divi-
seurs que pour les diviseurs, ce nombre étant égal à , soit dans
la forme 47-71, soit dans la forme 4n-+ 3.
Remarque. Tout nombre premier contenu dans les formes actes des diviseurs de # +cu* est nécessairement diviseur de + cu. Car
soit À ce nombre premiér, s'il est de la forme 4n=3, Oh aura ra (Ce = ; - donc (5 S)=1 : donc À est diviseur de Po.
” Si Z est de la forme VASE on aura () —=—1, donc = = —1, donc: A est diviseur de + cu.
Cette remarque est le fondement d’un grand nombre de propriétés
des nombres premiers; Car puisqu'étant donné c on peut déterminer
a priori toutes les formes linéaires 4cz+b dont sont susceptibles les
diviseurs déla formule # cu* ; et que d'un autre ‘côté on peut: aussi
déterminer ‘toutes les formes AACLAUASS pr° + 2973 +7 qui con-
viennent à ces mêmes diviseurs, il s’ensuit que tout nombre premier ren-
fermé dans l'une des formes linéaires 43 D, doit étre de l’une des
formes quadratiques py° + 2qy2+r3". Proposition très-féconde, et dont
TERRE ES SSD RP LE EP PEN CDPTMRONS PEER QUE
SECONDE PARTIE, 225 le développement pour les différentes valeurs du nombre premier c, fournit une multitude de théorèmes intéressans sur les nombres premiers. Lorsque À est un nombre composé, il ne suflit pas qu’il soit compris dans les formes 4cz+-b qui conviennent aux diviseurs de # Hcu*, et malsré cette condition, il pourrait bien n'être pas diviseur de cette formule. Par exemple, lorsque c= 41, la forme 1643 + 57. contient le nombre 221=—153.:17, lequel n’est point diviseur de {*-41u, car &4rut n’est divisible ni par 15 nipar 17.
(197) Tuéorème. «Soit c un nombre premier. 423, et 4 un divi- ». seur impair quelconque de la formule cu’, je dis qu'on aura tou-
HE A » jours =>) = 0) Car soit & un nombre premier 42+-1, et 6 un nombre premier £ ae = C Lie, y 4nb+ 3, tous deux diviseurs de &Lcu*, on aura =) = e (5) fe ONE, CN ft DR AT NE CASE Où (-)T1,,(z)= 1; donc réciproquement 5) 15 )=r. Donc tout diviseur / composé du produit de plusieurs nombres pre- : A miers æ et 6, donnera (£)=x.
Corollaire. Tout diviseur impaw de la formule #-Lcw*, peut être
» » 7 Ci . .
représenté par 2c3—+a, a étant l’un des nombres impairs et
CEE pe sure À DZ : TN.
moindres que 2c qui satisfont à l'équation (£ jÆ 1. Par exemple, si c—59, tout diviseur impair de la formule £* + bou* pourra être représenté par la formule
mu8s+1, 3, 5, 7, 9; 15, 17, 19, 21, 25; 275.20, 35, 41, 45; 49, 51, 55, 57, 63; 71, 75, 70, 81,,85; 87,95; 105,:107.
On démonirera aussi, comme dans le cas précédent, que tout nombre premier compris dans la forme linéaire 2634 est nécessairement diviseur de 4 cu.
Remarque: On. trouverait de même, à l’égard des diviseurs de la for mule #— cu, les théorèmes suivans :
1°, Soit e un nombre premier 4-1 et / un diviseur impair quel-
conque de la formule #—cu*, on aura (£ ) —1; donc 4 sera toujours
de la forme 2634, & étant l'une des —— solutions de l'équation
(=: ét réciproquement tout nombre. premier compris dans les me)
formes 2c3—-a sera diviseur. de la formule. #— cu. 2°. Soit « un nombre premier 4r-+3 et 4 un diviseur, impair (quelconque de la formule #—c1; si 4 est, de la forme 47-41 ,.0n aura
(=, etsi À est de la forme 4743, on aura (=; de
là on tirera aisément les formes linéaires qui conviennent au diviseur À.
Réciproquement tout nombre premier contenu dans ces formes sera diviseur de la formule #—c.
* (198) Considérons maintenant les diviseurs de la formule # + 2cu*, c étant un nombre premier.
. Soit d’abord c—œ4n—+r, et soient a, a’, a", a”, des nombres premiers respectivement des formes 8m-+1,8m+3,8m-5,8m-+-7, tous diviseurs de {+ 2c4*, on aura dans ces différens cas (n° 134) :
ere 2% y 0) à t 2C 2cC 2c \ gs 1, à = —T, T = I; ru et L
Mais on a en même temps (n° 148) 2 Ë 2N VA DÉNVERS 2 (GDS CR (ETS
d ENS NE CNYES ENS à É fl
onc F I, 7 = 1, a =, 7 —=— 1, onc recia d a” a”.
proquement Êe 1, (= )=5 (Æ)=—:, (==:
Soit maintenant Z un nombre quelconque de l’une des deux formes 8n— 1, 8n+53,et soit B un nombre de l’une des deux autres formes 8n+5, 8-7; le nombre 4 résultera nécessairement du produit d’un nombre quelconque de facteurs 4, & par un nombre pair de facteurs
a’, a", et ainsi on aura toujours (ES); de mêmie le nombre BF résultéra du produit d'un nombre quelconque de facteurs 4, 4’, par un mombre ‘impair de facteurs 4", 4”, et ainsi on aura: (=) —=— 1.
Soit en second lieu c—4n+3, et soient toujours a, d, etc. des
nombres premiers des formes 87 + 1, 843, etc. lesquels divisént la formule 2 2cu?, on aura, comme ci-dessus,
OO OO
‘) be | {
T'iarée a d a’ a”
Soient 4 et.B deux nombres composés, le premier 821 ou 877, le Second 873 ou 82-45; il est asé de voir que le nombre 4 résulte du produit d’un nombre quelconque de facteurs 4, 4”; par un
nombre pair de facteurs 4, 4”, et ainsi on aura toujours eo = 1. À l’égard du nombre 8, il peut être censé formé du produit d’un nombre A par l’un des facteurs #, 4”; donc on aura = Le
Nous pouvons donc établir ces deux théorèmes :
L «4 étant un diviseur quelconque 82-+ 1 ou 8245, et B un di- » viseur 87 +5 ou 82+-7 de la formule #-2c7°, dans laquelle c est
un nombre premier 421, on aura toujours (£)= Let
» en — 1. )) Los
IT. « Z étant un diviseur 824 1 ou 827, et B un diviseur 87+-3 ou 875 de la formule #+-2c4*, dans laquelle c est un nombre
» premier 47-53, on aura toujours (£ )=—: et (Æ V=— x. »
(199) De là on voit qu'on peut ne ne a priori toutes. les formes linéaires 8cx+-b qui conviennent, soit aux diviseurs Z , soit aux diviseurs B de la formule 4° + 2cu°.
Par exemple, soit c—20, les solutions de l'équation (2) +, étant
LA 8x, 5, 7, 0, 13; 25, 25, 55, 55, 45; 40, 51, 55, 57,
si on concilie ces solutions avec les formes 8n-Lr et 823, on aura toutes les formes des diviseurs 821, 8r<-3 de la formule & + 58u*, lesquelles sont:
A=2323#H 1, 0, 25, 33, 3h; 49, br, b7, bo, G5; G7, 81, 83, 91; 107; 119, 121, 123, 120, 130; 161, 169, 170, 187, 209; 210, 225, 227.
On trouvera de même les formes des diviseurs 825, 82—7, de la même formule, lesquelles sont:
Soit encore 611, l'équation =: ayantpoursolutions 42251,
3, 5, 9, 15, si on ramène chaque solution aux formes 82 Lx et 8n+7, on aura toutes les formes des diviseurs Mrs et Bac de la formule #—+ 22u°, lesquelles seront :
De même les solutions de l'équation ()=— 1 étant x —= 2237, 13,
17, 19, 21, si on les réduit aux formes 82-13, 8245, on aura toutes les formes des diviseurs 8745, 82--5 dela formule #+ 22u?, lesquelles seront :
(200) Ayant déterminé les diverses formes linéaires 8cx + & qui conviennent aux diviseurs de la formule # + 2cu°, on peut démontrer que tout nombre premier compris dans ces formes est nécessairement diviseur de &# H cu; car si, par exemple, Z est de la forme 87453, etc
de la forme 47 + 1, on aura (n° 198) (£) — 1; de à, on déduit ( 2) — 1; d’ailleurs on a, par la forme du nombre 4, (2) = —1; donc (=) = 1, donc À est diviseur de & -- 2cw°. Les autres cas. se
démontreront de la même manière.
Remarque. est essentiel d'observer que, quel que soit le nombre c, premier ou non, POSItiE ou négatif, les diviseurs linéaires de la formule te + cu seront les mêmes, soit que ces diviseurs soient supposés des nombres premiers , soit qu'ils soient des nombres composés quelconques:
En effet, si on considère seulement parmi les diviseurs-de la formule # — cu, ceux qui sont premiers à c (et il est inutile d'en considérer d'autres , parce qu’on sait bien que tout diviseur de c divisera Ja formule # + cu), et qu'on représente par 2c3 + à lun des diviseurs linéaires dont il s’agit, à sera premier par rapport à c, de sorte que la formule 2c3--b contiendra nécessairement des nombres premiers ;-èt en contiendra même une mfinité (Voyez ci-après n°405). Donc la forme 2c3 + b sera comprise parmi toutes les formes, possibles des nombres premiers qui divisent la formule # cu°; donc il suffit de chercher toutes les formes linéaires des diviseurs prèmiers , et celles-ci comprendront absolument toutes les formes possibles, tant des diviseurs simples que des diviseurs composés:
Cette remarque abrégera singulièrement les calculs nécessaires pour déterminer a priori les formes linéaires des diviseurs de la formule + cu, c étant un nombre composé. Nous allons appliquer cette méthode à quelques cas généraux ; ensuite nous indiquerons une autre méthode moins directe, mais beaucoup plus expéditive pos remplir le méme objet. 5 7e
(201) Prosrème. « Soit c = a6, # et 6 étarit des nombres premiers » quelconques, 2lexcepié , on demande quelle: doit être la forme du » nombre premier #, pourique Z divise la formule # - a6u°, »
Te à , . = € H . . . { - .Il faut en général qu'on ait (=) = 1; mais pour satisfaire à cette
équation , nous distinguerons deux Cas, selon que À est de la forme fc 1, ou de la forme 4n + 3.
. Si À est un nombre premier 4n 1, l'équation : a résoudre sera
(£ à. e =) —=1, et on n'y peut satisfaire que de deux manières , l'une
en supposant É = ETS ( =)= —1, l'autre en supposant É D = = 1; == : : 55 50 YA > Dans le premier cas, on aura, par la loi de réciprocité , (©) RE A à, LE r» « La , | 2 d'A » k La ce = 1. La première équation étant résolue, comme il a été expliqué
LE en et les solutions étant toutes réduites à la forme 471, on
aura <—— valeurs de Z de la forme 4zz a’; la seconde équation don-
néra pareïllement 2 = valeurs de 4 de la forme 462 He 6!. Donc si On
fait accorder ne des formules 4az-} 4 avec chacune des formules
; NRC RE 463€", on auraen tout = = : Eire = formules de cette Sortie gère
A = Labs + y.
Dans le second cas, on aura semblablement les équations (=: ;
e )= — — 1, lesquelles étant résolues char puis combmées entre
elles , fourniront de même < De = formules de la forme." ......
A = bats 2°. Si À est un nombre premier 42. 3, la condition à remplir sera
ls fa [EN re _. 1, ou (©) 2 (5) = 1. On n’y peut satisfaire que de deux
manières , soit en fupposant (5 D — CE e 2) ——1,s0it en supposant
=, 6 aie
La HU manière He as la loi de réciprocité (n° 164) ( = NE Le )=(— a ‘2 ; et comme ces équations rentrent
toujours dans l’une ou l’autre des deux équations (=: : O7
c étant un nombre premier , 1l sera facile d’avoir la valeur de Z qui satisfait à chacune de ces équations. Ensuite la combinaison des valeurs
PR Pre © 73 = de solutions toutes de la forme, ...
æ donnera un nombre 4abz + a.
La PreRIRre manière de Rise à la question, donnera. es + (=) = (— D QE D+ ? , et on en tirera des conséquences
Ca Il ÿ aura donc en tout quatre formules générales 4263 + 4, —1 C— 1.
Pa
tôntenant chacune pour 4 un nombre de valeurs =
(202) Si on suppose c— ay, a, 6, y étant trois nombres premiers iMégaux ; 2 excepté, on sy prendra d'une manière semblable pour trouver la forme des différens nombres premiers qui peuvent divisér là formule £ + cu.
Soit À l’un de ces nombres, il faudra en général qu’on ait =) mn. Supposons d’abord 4 de la forme 47 + 1, cette éqson deviendra
EE ): ee de 1, et on ne pourra y satisfaire que e ces quatre
manières :
ANS : EN DES = Der @= æ (a CENT maso eN 6\- Y\ & ()=-1, (5 1, (> HA
e 1, & re
: : Er TA Dans le premier cas, on aura, par la loi de réciprocité (=)=+, æ
A A « » \ . , 0 () Er, (5) == 1; 0r les valeurs qui satisfont à Ces équations sont de
Ez
EN SR DELRREERELSES SAR 5 ZE; sd - _ man ane a EE Rens D RE si ne ke Tu Tr tr meme RS ST ee à
SECONDE PARTIE. 23% la ‘forme VE 4uz + a À A = 463 —- 6, À —= 4Y72+ Fes 2 ayant nn
valeurs moindres que:44, 6’ ayant VET
— valeurs moindres .que 46, et
y‘ ayanb
valeurs moindres: que 47. Donc si-ow-fait.accorder les
trois valeurs 443 a, 4636", 4737", suivant toutes les Combi-
maisons possibles, on aura une nouvelle formule 4=— 44675 + 4, dans
Fm Del 2 2
Il y aura une formule semblable pour chacun des quatre cas qui sont
x considérer lorsque 4 est de Ja forme 42 + 1. Il ÿ en aura quatre
pareilles pour représenter les valeurs de Z lorsque Æ est de Ia forme
4n +4 3. Donc on aura en tout huit formules, chacune renfermant a—1 C—1 — 1 FR À a —— formes différentes.
. C2 laquelle 4 aura-un mombre devaleurs
I n’est pas difficile de voir que si c contenait un quatrième facteur d\, le nombre des formules deviendrait double , et le nombre dés formes dr, C4 pr 91 |
contenues dans chacune serait ——.——,. >, On peut donc
établir cette conclusion générale.
«Sion désigne par. le nombre des facteurs premiers &, 6 ; y, etc. ». qui composent le nombre €, les diviseurs impairs de la formule + cf » seront représentés par 2" formules 4 —4ez+ a, dans chacune des- EE » de sorte que le nombre de toutes les formes linéaires contenues dans:
» ces formules sera (&æ— 1) (6— 1) (y=—r); etc.» Il pourra arriver que les formes, 4n 1, 4 +3, soient confondues dans une même formule , laquelle serait 2c3-+4- 4, au lieu de 463 «
que nous venons de trouver ; mais alors 1l y aurait deux fois moins de formules, cé qui réviendrait au même.
» quelles 4 aura un nombre de valeurs
(203). Si on a c— 2d, d étantun nombre impair résultant du produit dés »7 nombres premiers «, 6, ÿ, etc., il faudra considérer ; à
l'égard du diviséur 4, les quatre formes 87 + 1, 8243, 8n+ 5, 8n= 7, chacune desquelles donne une valeur déterminée pour (2) , de sorte qu'il ne faudra plus que satisfaire à l'une ou l’autre des équations
d dNX 2 ne (£ 1, (5)=— 7, selon es cas.
Cette équation, traitée toujours de la même manière, donnera 2""* valeurs de ZÆ, chacune de la forme 843 + a, dans laquelle a aura d—1 6C—1 y—1
un nombre de valeurs rs ot La même chose ayant
lieu pour chacune des quatre formes 821, 8n+4-3, etc., on aura donc en tout 2"** formules 4=—8d3+ a, ou {= 4cs+-a , dans chacune
= CRT ec, et 2 2
£ et desquelles a aura un nombre de valeurs
le nombre total des formes linéaires sera par conséquent 2(4 — 1) (6—1) (y —x).etc.
Si le nombre € contenait un facteur quarré , on ne le diviser par ce facteur, car la formule 4 cf n’est pas plus générale que LH cu°, et n’admet pas d’autres diviseurs premiers à c. Ainsi on peut RODIQNES supposer que c est le produit de plusieurs nombres premiers inégaux, sans en excepter 2; de sorte que les deux cas généraux que nous venons d'examiner renferment absolument tous les cas possibles. Enfin, quoique nous n’ayons considéré jusqu'à présent que le cas de c positif, la formule & — cu? se traiterait des la méme manière ; et on aurait les mêmes résultats quant au nombre des formes 4c3 + 4, qui conviennent aux diviseurs de cette formule. Mais dans tous les cas, on peut trouver ces différentés formes, linéaires , par. un procédé plus
simple, et qui conduit à. de nouvelles propriétés.
(204) On a déjà vu (n° 138) que les différens diviseurs d'une formule
telle que # ÆHcu* peuvent toujours se réduire à la forme A = py° + 2qÿ2 = r2,
dans laquelle on a pr 49" — c, et où l’on peut supposer 29 non plus grand que p et r. Au moyen de.ces conditions, il.est facile de déterminer a priori toutes les formes des diviseurs qui répondent àun nombre donné c. Les formes py° + 2973 rz°, contenant des-indéterminées au second degré, sont ce que nous avons appelé des formes quadratiques, pour les distinguer des formes linéaires :4cx + a, dont nous nous sommes occupés dans ce paragraphe et: dans le précédent:
Supposons donc qu’étant donné le nombre c on a déterminé d’abord toutes les formes quadratiques qui conviennent aux diviseurs de la for-
ce . Lg L mule proposée #Æ oc, il ne restera plus qu'à développer ces formes quadratiques en formes linéaires; on aura ainsi toutes les formes lincaires
qui conviennent aux diviseurs de cette formule, on aura de plus l’avan-
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tage de connaitre la correspondance qu'il J'eentre les formes quadratiques et les formes linéaires.
Tout se réduit par conséquent à voir ce que devient la formule PY° +292 re; lorsqu'on Ve substitue, au lieu de y etz, des nombres quelconques déterminés, et qu’on met lesrésultats sous la forme 4cx + à; où l’on peut négliger les multiples de 4c, et ne conserver que le re positif et moindre que 4c.
Or il n’est pas nécessaire , dans cette; substitution ; de faire y ni s plus grands que 2c;/car si à la place de y et 3 on be 20 an Jet 2c+2;,la formule. py*+4- 2qy3 Er deviendra : '
pc +7) + 29 (207) (202) der (a0 +2),
quantité qui se HER à py° + 2q73 ÆErz° + 4cM, 4cM étant un multiple de 4c; de sorte que ces valeurs 2c + y, 2c + 3 donneront la même forme linéaire 4cx + a qu’avaient donnée y et z.
Il faut éviter également de donmer à y et 3 des valeurs qui rendraient Pr + 29y3 Es pair, car nous ne considérons ici que les diviseurs impairs, et de plus , les diviseurs premiers à c.
Pour remplir plus surement cette condition, il sera bon de préparer le diviseur quadratique py° + 2973 Ærz°, de manière que r soit pair, car alors p étant impair, on donnera à y des valeurs impaires quelconques , et a 3 des valeurs paires ou impaires à volonté. Si r n’est pas déjà pair dans le diviseur, il suflira de mettre y Æ 3 à la place de y, et la transformée aura son dernier terme pair. Nous aurons occasion aussi , dans certains cas, de donner aux diviseurs quadratiques la forme PY° + gyz—+ rs, dans laquelle les trois coefficiens sont impairs. Alors il faudra supposer successivement z=— 20, y — 2u, 2% J —2u;, ce qui donnera trois formules- ayant la CoHeeGt requise ; mais on verra que le développement d'une de ces formules suflit.
_ (205) Considérons donc la formule 4 = py° +.29Y2=E 2m, où l'on a 2mpÆq"=0c, et dans laquelle y doit être impair , dinsi que p. Si on suppose q et c premiers entre eux » P et c seront aussi premiers entre eux. Cela posé, si l’on fait y —1, je dis que la formule p + 291 + om, où il ne reste plus que. L. d’indéterminé, contiendra toutes les formes. linéaires 4cx + a, qui sont comprises bre la formule proposée... :. PT +292 2m",
ll faut prouver pour cela que, rt Ês que ‘soient 7: et, 3, On pourra
toujours trouver nne indéterminée 4 telle que
pæ2qi E 2m — py— 2qyz E 2m?
AC
soit un entier, En effet, puisque p et 4e sont premiers entre eux, la quantité précédente sera un entier, si son produit par p en est uu,
c’est-à-dire si l’on a + gd) y Ha) c(tet) À ‘ AC x . Soit d'abord 4 = 3 + 2à, et il suflira de satisfaire à la condition Cp gs + 9x) — (py + g2) h « us 4C RARES
C'est ce qu’on pent obtenir, en prenant une nouvelle indéterminée 8,
telle que PI GATE AR = pr “45, 20; or cette équation sera toujours rénolubile ; puisqu'elle peut être mise sous la forme
gi = p ( _Qücet g sontpremiers entre eux, et où d’ailleurs le second membre
est un enter.
Donc pour déterminer toutes. les. formes. linéaires de la. formule
A=py° + 29723 2mx° , il suflira de déterminer celles de:la formule
plus simple À = p + 2q4 Æ 2m";
ce qui se fera, en donnant à 4.les valeurs successives 0,4, 2, 3, etc. -
jusqu'à 2c— 1, ou seulement jusqu'à c — 1.590. Les valeurs de 4
se calculent aisément par le moyen.de leurs différences ; et en oïmetfant
les multiples de 4c à mesure qu'ils se présentent. Ensuite on rejettera parmi tous les. résultats ceux qui sont identiques avec d’autres, et ceux
qui ont an commun diviseur avec c.
© (206) Sigetcne sont pas premiers entre eux , il sera toujours facile de transformer la formule PT 24. 73, 2ins° en une autre semblable, dans laquelle 4 soit premier à c; de sorte qu’on. doit regarder comme absolument général le procédé qu’on vient d'indiquer. Cependant nous dirons encore deux mots du cas Fete où la formule proposée est PEcs ou a+ |
NPC OS EN SOC ER EEE PE nn meet ne 5
Sion a 4= y?" c2°, il faudra distinguer deux cas ; selon que cest pere ou impair,
. Si c est impair, on supposera d’abord y impair et 3 pair, ce qui. ; en se les multiples de 4c, réduit la valeur de 4 au seul terme y*, d’où résulte 4— +, 9, 25, etc. ; on supposera ensuite y pair et 3 impair, ce qui donnera {= 4° E c, et ainsi on formera la suite 4Æ c, 16—+c, 36 c, etc., ayant toujours soin de rejeter les multiples de 4c. Les résultats provenus de ces deux suppositions , composeront toutes les formes linéaires de À,
Si e est pair, il fandra nécessairement que y soit impair, mais 3 sera à volonté; si 3 est pair, on aura simplement 4= 7° = 1,0, 25, etc.; si 3-est impair , on aura 4 = y" c; de sorte qu'il faudra va la sue ic 02032920, elc) Lesideux systèmes réunis donneront toutes les formes de diviseur À.
Si le nombre c — ab, parmi les diviseurs de fc, on rencontrera nécessairement ay° = bz*. Pour avoir les formes linéaires de ce diviseur, on donnera à y les valeurs successives 1, 2, 3... jusquà —1,eton donnera à 3les valeurs 1, 2, 3.... jusqu'a @—1. Il est inutile d'aller plus loin, parce que si à la place de y on met by et b—7, les deux résultats différent d’un multiple de 4ab.ou de 4e, et par conséquent ne sont pas censés différens. Il en est de même, si on met a+ et a—3 à la place de z. Il faudra donc combiner chacune des valeurs de ay* avec chacune des valeurs de Hbz", et la seule condition que la somme soit un nombre impair, exclura beaucoup de combinaisons ; il faudra ensuite supprimer les résultats qui sont identiques avec d’autres, ou qui ont un commun diviseur avec c.
À ces préceptes généraux nous n’ajouterons plus qu'une observation, c’est que dans le cas de c—4n-+53, "les diviseurslinéaires dela formulé + cu? doivent être représentés simplement par 2cx--4, au lieu de l'être par 4cx—a, parce qu'alors une même forme quadratique contient les diviseurs 47-H1 et les diviseurs 4-3. Le calcul d’ailleurs est toujours le même, avec cette seule différence, qu’au lieu de suppri= mer des multiples de Hs on supprime ceux de 2c, ce qui rend l'opération encore plus prompte.
ExempczLe I.
(207) Soit proposé de trouver tous les diviseurs tant quadratiques que linéaires de la formule &-+41u.
LR TE
On cherchera abord lés diviseurs quadratiques , au moyen de la formule pr—g—41, où l’on doit supposer 9<y4-<4; et 29<p et r. Voici le calcul:
1°. Soit 90, on aura pr=41, donc entr, rat,
SR 2°. Soit g9=—=1, on aura pr 42, donc €p= 7,r—=.6 P=21,7= 2.
3°. Soit 9—=2,.0on aura pr—45—5.0, donc p—5, r—9.
4. Soit 9 —3, on aura pr—50; mais 5o ne se décompose pas en deux facteurs plus grands que 6, ou dont le moindre soit égal à 6. Donc l'opération est terminée, et il n’y a que cinq formes possibles pour les diviseurs quadratiques de la formule proposée. De ces cinq formes, trois sont relatives aux diviseurs 42--1, savoir :
Ph 5y° +473 + 97°.
Les deux autres se rapportent aux diviseurs 473, et sont: 37° + 272 + 147 77 + 2yz+ Gz.
Cherchons maintenant les formes linéaires qui répondent à ces formes : quadratiques.
Prenons parmi les diviseurs 471 la forme 4=—5y°+4 yo, et comme le coefficient du dernier terme est impair, mettons y—s à la place de y, puis changeons le signe de z, nous aurons 4—5y°+6yz2+-102. Après cette préparation, on peut considérer simplement la formule AZ=5H6L+ 10°. Voici les résultats que donne cette formule, en faisant successivement J=0, 1, 2) 3..., et rejetant à mesure les multiples de 4c=—= 164: - |
Diff. 16 36 56 76 96 116 156 | 156 176—12 A = 5,21, 575115, 189—2h, 121, 257—79,2200—45 2015287;
Diff. 52: #27 >:72 92 A'—10, 81, 159, 200 — 44, 133.
Arrivé au résultat 41=—c, on voit que les précédens 135, 81, etc. doivent revenir dans l’ordre inverse, desorte:qu'on parviendra ainsi
TPE TL RER TT ESS _— : x * RE Re
au terme 5; mais il reste à savoir si, passé le terme b, il n’y aurait pas de nouveaux termes non compris dans ceux qu'on a déjà trouvés. Pour cela , il faut prolonger la suite en arrière, comme on le: voit 1c1 :
Diff. —16 4 -24 44 64 84 104 124 144 164—=0 1592186080, 022770 AT 229-018 10015 ,120,: 200109:
Ici, à cause de la différence o, nous n'irons pas plus loin, parce que nous sommes sûrs maintenant que les termes précédens reviendront, et qu'on n'aura aucun nouveau terme. Donc en rassemblant les résultats trouvés , et excluant 41 —c, on aura les 20 formes suivantes qui répondent au diviseur proposé 5y*+473+-023", ou 5y*+-6y3+-103; ces formes sont:
A—104T Rx, 5,0, 21, 25; 33, 87, 49, A0, 97; 61, 73, 775.81, 105; 119, 121,125, 1933, 141.
Prenons maintenant la formule quadratique 4=—=7*-+413°; en supposant d’abord z-pair, il suflira de développer la valeur y* d'où résulteront les mêmes 20 formes qu'on vient de trouver. Soit ensuite y pair et s impair, on aura à développer la valeur 4 = 40° +41, de laquelle résulteront toujours les mêmes formes. Enfin la troisième forme quadratique 4 — 217° + 2ÿ2 += 23° des diviseurs 42 4 1 donne encore les mêmes formes , et en effet les formes trouvées comprennent toutes celles qui ont été déterminées a priori pour les diviseurs 42-21 de la formule # + cu’; le développement des différentes formules ne pouvait donc fournir d’autres formes que les 20 déjà trouvées n° 196; mais on voit que chaque formule particulière les fournit toutes, et c’est une propriété que nous allons démontrer en général,
(208) « Si c est un nombre premier 471, les différens diviseurs ») quadratiques 42+-1 de la formule £ Æ cu*, fourmiront tous les mêmes
» que 4c, et ces valeurs ne seront autre chose que les solutions de
ss
» formes linéaires 4c3 a, a ayant
» l'équation (£ ) —1 réduites à la forme 42+ 1. Pareillement tous les -
». diviseurs quadratiques 4n-3 de la même formule fourniront les mêmes
CIEL
= valeurs qui sont les solutions
» formes linéaires 43 a, a ayant
PNR à
7 . f TX » Q 4 a de l'équation (£ ) = 1, réduites à la forme 41-23. »
valeurs positives moindres
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En effet soit py*+2qy2#+ 2m2° — À un diviseur 4-1 de la formule #--cu*, p étant par conséquent de la forme 4n +1 ; il faut prouver que Îles formes linéaires ürées de cette formule coïncideront avec celles qui seraient tirées du diviseur y*-+-c3* qui appartient pareillement à la forme 47 1. Changeons les indéterminées y et 3 de cette dernière formule en ® et 4, pour ne pas les confondre avec les autres ; la question sera de faire voir que, quels que soient y et 3, on peut toujours déterminer @ et 4 de manière que la quantité PH cd? —(Cpy° + 2qyz + 2mz°)
4cC soit un entier; et puisque p et 4c sont premiers entre eux, cette quantité sera un entier, si son produit par p en est un, ou si lon a.
papy Hg} cCpli=e)
Or p est de la forme 421, donc pourvu qu'on prenne 4=#, ou seulement 4 —3 pair, pd”—z2° sera divisible par 4, et ainsi il ne restera plus qu'à satisfaire à l'équation
PP (WE) AC
Mais (n° 196) le nombre p, comme diviseur 4741 de & + cu’, est tel que ()= 1; donc « est diviseur de x°—p, et par conséquent on peut trouver un nombre & tel que «—p soit divisible par c. Si
on prend de plus aimpair, <e sera un entier; donc l'équation à
laquelle on veut satisfaire deviendra A qd 0 nr 2 BRENT Ze te.
Cette équation est toujours résoluble, puisque « et 2c étant premiers entre eux, on peut toujours trouver deux indéterminées ® et @ telles
| ag — (py + g2) = 208. | Donc il n’est aucune forme linéaire contenue dans le diviseur quadratique py°+ 2gy3—2ms qui ne soit pareïllement contenue dans le diviseur 7° cz", et la proposition réciproque se prouveralt par un raisonnement semblable. Or la forme y*--cz° renferme toutes les formes
re riens tape — — 02 rome.» bin me mme SR, LE
linéaires possibles, puisqu’en faisant 3 pair, elle se réduit à y? qui les: renferme toutes (n°, 193); donc toutes ces formes sont pareïllement conténues dans le diviseur quadratique py° + 2qr3+ 2m.
On démontrera la même chose de deux diviseurs quadratiques 47-58, représentés par py°=# 29721 2m" êt py®+2qy'z + 2mz". D'où ilsuit que ‘dans lé cas où c est un nombre premier 42 +- :, tous les diviseurs quadratiques 441, donnent les mêmes formes linéaires, et il sufit par conséquent de développer le premier diviseur quadratique y*+-cz° ou simplément y*; dans cemême cas, tous les diviseurs quadratiques 4n +3 fournissent pareillemént les mêmes formes linéaires, de sorte qu'il sufit de développer l’un de ces diviseurs.
(209) « Soit maintenant c un nombre premier 4n-- 5, je dis que tout » diviseur quadratique py*+ 2qyz—- rz° de la formule {+ c4°, contien» » dra les mêmes formes linéaires que donne le diviseur 7° cz, ces » formes linéaires étant représentées par la formule 2cx + 4. » Il suffit, pour cela, de prouver que, quels que soient y et 3, on peut toujours détetniiner @ et + de manière que la quantité pH cdi (py? + 2qyzHrz) 2C soit un entier. Or comme p et 2€ sont premiers entre éux, si on mul: tiplie cette quantité par p, on aura l'équation à résoudre po =(py +} toc (plz), ,.
rs 2
et d’abord en prenant 4 —3 pair, pd?—z2° sera toujours divisible par 2 ainsi ‘il suflira de satisfaire à l'équation
PE SORTENT
Mais p étant un diviseur de cu’, on a-(n° 197) (E)=: ; donc €
a'ER 7 . Ü : Li p RE 9 » . est diviseur de #° —} ; ainsi On peut supposer Pas, et l'équation à résoudre deviendra
} ag ht Cpy —- GO 2C Or on satisfait à cette équation , en cherchant les tte Aimé ee get
telles que a® —(p} +92) 208 ;
équation toujours résoluble , puisque « et 2c sont premiers entre‘ eux. Donc les formes linéaires contenues dans le diviseur quadratique - p+2qgyz-ré, sont également contenues dans le diviseur PP"; ; et comme la propriété one se démontrerait de la même manière, il suit de toutes deux qu’un diviseur quadratique quelconque... pY°+ 2973 rz° renferme absolument toutes les formes linéaires qui conviennent aux diviseurs de la formule #+cx°. Donc lorsque € est un nombre premier 42-53, les mêmes formes linéaires sont affectées à la totalité des diviseurs FRE ENTUTE et à chacun d’eux en particulier. On verra qu'il n'en est pas de même, lorsque c est un nombre com: posé : alors les formes linéaires sont distinguées en plusieurs groupes qui répondent à différens systèmes de diviseurs quadratiques. L’existence de ces groupes est d’ailleurs une suite de ce qui a été démontré a priori sur la forme linéaire des diviseurs.
Ex EmpzE ‘I.
(210) On demande les diviseurs linéaires de la formule # —39u* avec les diviseurs quadratiques correspondans.
Pour cela, on commencera par chercher tous les diviseurs quadratüques, d’après la formule pr+4°— 39, où l’on peut donner à g toutes les valeurs moindres que y #2 ou <3; ces diviseurs sont:
7 __— 392* 39 FD nu 37° — 15z° 137° — 37° 197 2Y3 — 27° 29° — 22 —103 +473 7% 7 —4Js— Se.
Mais en suivant la méthode pour réduire ces diviseurs au moindre nombre possible, on trouve qu'il ne reste que les quatre suivans : 19 ÿ° + 273 — 27° 2Y° — 2ÿ3 — 193*.
- Il s’agit donc d’avoir les formes linéaires qui répondent à ces formes quadratiques.
1°. Le diviseur y* — 39z°, en supposant 3 pair et négligeant toujours les multiples de 4.39— 156, se réduit au seul terme y*, dont voici les valeurs successives : ; Différ. 8,16, 24, 32, 40, 48,56, 64, 72, 80, 88, 06. 7e 1, 9 29, 495 85, 121, 15, 69, 155, 49, 129, 6x.
SECONDE PARTIE. 243 Difiér. 1045 1123 190. 128, 156, 144, 152,45 123 y? 11005 OLA 20 104 EG A1 )4117; L2r CIC.
Supprimant dans cette suite les termes divisibles par 3 et par 15, ilne restera que Six termes différens , 1, 25, 49, 61, 121, 153; de sorte que le diviseur quadratique y° — 393* comprend les formes linéaires 156% += 1, 25°, 49, 61, 121, 133.
Il suffit de ‘changer les signes des nombres déterminés, ou d’en prendre le complément à 156, et on aura les formes linéaires qui répondent au diviseur 397°— 2° ; ces formes seront donc .
Venons à l’une des deux autres formes 19° + 273 — 23°, il süflira de développer la formule 19 + 24 — 24%, d’où l’on déduira les résultats suivans :
Différ. Oo —4 —8 —:12 — 16 —20.—24 28 —32 —36 Süite.s 19, 10, 15, dl 7;—b=—i151,2136, 115,01, 63, 31; Différ. —40 —44 —48 —b2 5660 —64 —68 Suite. —D=191, 111, 67, 19;—33=123, 67, 7, —57—09. Difiér. —72 —76 —80
Suite. 31, —41—115, 59, —41, eic.
Écartant les termes répétés et ceux qui sont divisibles par 3 ou par 15, il ne restera encore: que six nombres, d’où l’on conclura que la forme quadratique 19y° + 2ÿz — 22° comprend les six-formes linéaires 1567 + 7, 19, 31, 67,115, 151.
Le complément de celles-ci donnera les formes linéaires qui répondent à l’autre forme quadratique 27° — 2y2— 193, et:qui seront
Nous avons donc dans cet exemple quatre groupes de diviseurs linéaires, chacun composé de six formes , et chacun répondant à un diviseur quadratique de la même formule. C’est ce qui s'accorde avec la théorie générale donnée ci-dessus , en vertu de laquelle , si le nombre c est le produit de deux nombres premiers &«, 6; le système entier des diviseurs linéaires doit se décomposer en 2° groupes, chacun composé 5x
CARS | C—) : LA de ——.— termes; en effet, dans ce cas, a —3, 6 =—"13,.et
5—1 13—1 6 > . h il » d Q g 3-73 — 0 : aussi Chaque groupe est-il composé de six termes. és ExEemprze IIl.
(211) La formule # + 1054? ayant pour l’un de ses diviseurs 5y° + 21#, on demande les formes linéaires qui répondent à ce diviseur quadratique. Prenons d’abord y impair et 3 pair , le terme 5y° développé seul, en négligeant les multiples de 4c ou de 420, donne une suite qui se réduit aux sept termes 5, 45, 125, 185, 245, 285, 405 ; l’autre terme21z°, où z doit être puis ne donne que %s deux termes 84,336. Il faut donc aux sept termes précédens , ajouter 84 ou 336, ce qui donnera les quatorze termes 89, 129, 209, 269, 529, 369, 60, FAT, OBTINT AO 1O7 201,021 desquels retranchant ceux qui ont un commun diviseur avec 105, il ne restera que les six termes 41, 89, 101, 209, 269, 541. On trouverait absolument les six mêmes termes, si dans le diviseur 5y? + 212°, on supposait 3 impair et y pair , ainsi ï D’ y à que six formes linéaires eu répondent au diviseur 5y° + 213°, savoir ;
Exemeze I V.
(212) La même formule {+ 1054? a pour diviseur quadratique 13y° + 10y3 + 10%; mais comme dans ce diviseur 9 — 5, et que & est diviseur de 105, on ne peut donner au “diviseur quadratique la forme 13 104 + 104*, parce que le résultat en serait incomplet. Il faut donc, par une substitution (n° 206), faire ensorte que le terme moyen de la formule n’ait plus de commun facteur avec 105 ; or on trouve bientôt qu'en mettant y + 23 au lieu de y , on a la transformée... 137° + 6273 + 82z° , laquelle a la condition requise. Il reste donc maintenant à développer la formule 13 + 624 + 824°; en voici le calcul :
Différ. 144 508 52 216 380 124 288 32 1096 360 Suite, 13, 157, 45, 97, 513; 275, 397, 265, 297, 75;
SEGONDE PARTIE. | 243 et il est inutile de le prolonger plus loin, parce qu'il fournit six termes distincts ; ainsi les formes linéaires qui ARE au diviseur quads tique 137° ++ 10Y3 + 103° sont :
Voici, au reste, le système entier des diviseurs quadratiques de -
£ + 105w° avec les formes-linéaires correspondantes.
Diviseurs quadratiques. Diviseurs linéaires correspondans.
3 J° + 1057° 420x + 1, 109, 121, 169, 289, 361 53 y° + 27323 420x + 55, 113, 157, 197, 233, 317 5y°+ 217° 420x +41, 80, 101, 209, 260, 341 13 y° + 10y73—+ 107° 420x +13, 73, 07, 157, 513, 397 57° + 35z° 420x + 47, 83, 143, 167, 227, 383. 197° + 6yz + 63° 420% +19, 31, 139, 199, 271, 397 77° + 15z° 420% 43, 67, 127, 163, 247, 403
LLYÉ 1434145 | 420% 11, 71, 170, 191, 259, 350.
Il y a donc en tout huit groupes de diviseurs Jinéaires composés
chacun de six termes. Et en effet, suivant la. théorie donnée ci-dessus
(n° 202), le nombre 105 étant 3.5.7, il doit y avoir 2° groupes composés B3—1 5—1 7—:1 *FRONAT ETS
chacun du nombre de termes
—6. Nous voyons de
plus, dans ce développement, que chaque groupe répond à un diviseur quadratique , et ne répond qu'à un seul.
$ XI Explication des Tables III, IV, V, VI, et VIT.
TABLE IIT.
(213) Le Table IT contient tous les diviseurs quadratiques de la formule #— cu, et les diviseurs linéaires correspondans ; elle est cal culée pour tous les nombres depuis c — 2 jusqu'à c — 79, excepté les nombres quarrés ou divisibles par un quarré. On a exclu ceux-ci ; parce que les diviseurs de la formule # — cfu° , en les supposant premiers à c@*, sont les mêmes que ceux de la formule # — cu.
Les diviseurs quadratiques représentés généralement par la formule P° + 2qÿ2— 12, où l’on a pr+q°=c, sont réduits au moindre nombre possible par la méthode du $ XIII.
Tout diviseur quadratique py®+ 2473 — rz° doit être accompagné de son inverse 7° + 2973 —pz. Mais ces deux formes sont quelquefois identiques l’une avec l’autre, et cela arrive lorsqu'on peut Satisfaire à l'équation m° — cn —= — 1 (woy. n° 93). Dans ce cas, on n’a mis dans la table que l’une des deux formes qui doivent être identiques.
À. côté de chaque diviseur quadratique , on a mis les diviseurs linéaires qui en résultent, calculés suivant la méthode du $ précédent. Ges divi-, seurs sont toujours supposés premiers au nombre c, et on ne considère que les diviseurs impairs, quoique les formules py° “e2q73 7e en ferment aussi des nombres pairs.
On observe constamment dans cette Table , que les diviseurs linéaires se partagent en plusieurs groupes dont le nombre , ainsi que la quantité de termes contenus dans chacun, sont conformés à la loi générale (n° 203). Cependant il arrive quelquefois que deux de ces groupes sont réunis pour répondre à une même forme quadratique. Ainsi, lorsque c—66—2.3.11;
la proposition générale dit qu'il y a 2° ou 8 groupes composés chacun
3—1 11—1 TS de OÙ 5 termes; mais on ne trouve dans la Table que quatre groupes composés de ro termes, ce qui a lieu par la réunion. de deux groupes en un seul. D'ailleurs le nombre total des formes li-
néaires est toujours 40, comme il doit être suivant la théorie.
SECONDE PARTIE. 345 TA BL ETV
(214) La Table IV contient les diviseurs tant quadratiques que linéaires de la formule # au° ; pour tout nombre 4 de forme 47+-1, non quarré ni divisible par un quarré, depuis 1 jusqu'à 105.
La première formule + 4° qui n’a qu'un seul diviseur quadratique J° +2, n'a aussr que le seul diviseur linéaire 4x + 1. Toutes les autres formules 4° -L 5u° , 4 15u°, etc. admettent à-la-fois des diviseurs 4n + 1 et des diviseurs 4n +5 ; il est même à remarquer 1°. que les diviseurs quadratiques qui contiennent les nombres 47 -E 1 sont toujours distincts de ceux qui contiennent les nombres 4n + 3 ; 2°. qu'il y a toujours autant de formes linéaires ppHr les diviseurs D +1 qu'il y en à pour les-diviseurs 47 + 3. Il n’en est pas toujours de même des formes quadratiques. On voit, par exemple , que la formule # 41w°, a trois diviseurs quadratiques 4n-+ 1, et seulement deux 4n an 3. De même la formule 44 65u° en a quatre dela première espèce , et deux seulement de la seconde.
(215) On a apporté dans cette Table une légère modification à red
forme générale des diviseurs quadratiques py?+ 29 ÿ3 + r2°; elle consiste en ce ‘qu'on a supposé constamment g impair. Par ce moyen, g° + à ou pr élant un nombre pair , on peut mettre 27» à la place de r, et la forme des: diviseurs quadratiques devient pr + 2473 — 2m , dans laquelle les nombres p et » seront toujours impairs. -
Cétte forme a l'avantage d’en fournir immédiatement une autre. ... 3py® + 2473 kms; et ces deux formes , à cause de la liaison qu'elles ont entre elles, s Sels ont désormais formes conjuguées , Où LE conJugues
Nous avons dit que les nombres p et » sont toujours impairs ;. en
effet , g° étant de la forme 82 +- 1, et a de la forme 47 + 1 , il est clair que g° + a ou 2pm sera de la forme 42 + 2, donc pm sera nécessairement impair. Mais il faut distinguer deux cas selon que a est de la forme 8n—x ou 8 +5.
1°. Si a est de la forme 87 + 1 , alors 9° a sera de la forme 82+ 2 et-pm de la forme 47 + 1, ce qui ne peut avoir lieu , à moins que les nombres p et »# ne soient tous deux dela forme 42. 1, ou tous deux della forme 47+-3; donc alors les formes conjuguées py?+ 2973 2m,
2py° + 2qY2 + mx appartiennent toutes deux aux diviseurs 4-1, où toutes deux aux diviseurs 47 + 3.
2°. Si a est de la forme 8» + 5, pm sera de la forme 4n + 3, de sorte que les deux nombres p et seront, lun de forme 4n + 1 , l’autre de forme. 47 +3. Donc alors les deux formes conjuguées appartiennent, l’une aux diviseurs 42 + 1, l’autre aux diviseurs 42 + 3. De là on voit que « & étant un nombre quelconque. 8r +5 , la formule #.—+ au aura » toujours autant de. diviseurs quadratiques 421 que de diviseurs » quadratiques 424 3. »
(216) Les diviseurs quadratiques de la formule # - au étant trouvés par la méthode générale , ilsera toujours facile de les réduire à la forme Pr +272 + 2m, où g-est impair; Car il n'y aura:à transformer que
| ceux où Sérait pain, et dans ceux-ci.il suffira de mettre y — 3 à la place de y. ( i
On peut aussi trouver directement tous les diviseurs quadratiques d’une formule donnée # + au”, réduits à la forme py° + 2q9y73+-2m2. Pour cela, il faut observer qu’en laissant g impair, on peut toujours faire ensorte que g n’excède ni p ni m. Car en substituant y — 243 à la place de y, siona g>p, ou z— «y à la place de 3, si on a 95m, on déterminera. aisément le nombre « de manière qu’on ait dans la transformée, 4 << p, ou g << m. Donc par une ou plusieurs substitutions de cette sorte, toute formule py®+ 29 73 2m2*, dans laquelle 2m—q=—@ pourra être. ramenée à une formule semblable, où g m’excédera ni p ni »#, de sorte qu'on aura 2pm—q" > q*, et par conséquent 9 < y/a.
Donc pour. avoir toutes les formes quadratiques py° 23473 +2m3" qui conviennent aux diviseurs .de la formule & + au? , il faut donner à g.les valeurs impaires successives, 1, 3, 5... jusqu'a ÿ/a. Chaque
gg +a
; et si cette valeur
valeur de 4 en donnera une pour pm =,
peut se décomposer en deux facteurs p et » non moindres que q, il en résultera les deux diviseurs conjugués py° + 2q7y3 + 2m3°, 2pY° + 2992 + mz°:
Gette méthode donnera , comme la méthode générale , toutes les > 5 ; formes possibles des diviseurs quadratiques ; elle est plus expéditive, en ce qu'on n’a à essayer que les valeurs de q impaires, et plus petites que ÿ/a , tandis que par la méthode générale on doit essayer toutes les valeurs de 4 paires: ou impaires jusqu'à ÿ/4a; or on a ya < y+a: . Suivant cette nouvelle méthode , le diviseur quadratique y°+- a3*
RL 2 ° LU - = PE RTENTOE EEE BERREE re : EN M Re NE TER CRUE V5 Ex x SRE £ * x sa ET pe gate NE gr 7 SR PR menée née red iee S n E
SECONDE PARTIE. 247 est représenté par la formule ÿ° -k 2y3 + (a + 1)z*, et son conjugué est 27° + 272 + (==) z°. On a laissé dans la Table, pour plus d’uniformité , la forme 7° + 2y3 (a+ 12°, excépté dans la première case où l’on n’a pas voulu altérer la simplicité du diviseur y*-+-2* en mettant à sa place y° + 272 + 25°.
Dans tous les cas, les formes linéaires ont été conclues dés formes quadr aliques par les méthodes du $ précédent, et le nombre dés groupés, ainsi que dés termes contenus dans chacun, ést toujours conforme à à la loi générale.
TABLE V
(217) La Table V contient les diviseurs tant quadratiques que linéaires de la formule # Rs au? , à étant un nombre 47 + 3 non quarré, nl divisible par un quarré.
Les diviseurs quadratiques sont restés sous leur forme ordinaire, lorsque a — 8n + 7, mais ils ont subi une modification ; lorsque a — 8n + 3. C’est ce que nous allons expliquer.
Si a est de la forme 82+ 5, et qu'on désigne par P un diviseur quelconque impair de la formule # auf, on pourra toujours supposer tetu impairs, et alors &* -au* étant de la forme 87 + 4, lé quotient de {* au divisé par P sera nécessairement de la même fornre 82 + 4, où 4p, p étant un nombre impair : On aura donc
ë + au = 4Pp.
Dans cette équation, les nombres w et 2p sont premiers entre eux ; car s'ils avaient un commun diviseur, # et u en auraient ün aussi, ce
qui est contre la supposition; donc on peut faire u==3 et t —2py+93, ce qui donnera
PEpp + qa te TE st
da
he $so0ït un 4p
Or cette équation ne peut subsister, à moins que entier ; soit done g* + 4— 4pr, ét on aura
P = py° + 9ÿ3 + re.
Dans cette formule, il est aisé de voir que les trois coefliciens p, g, r
sont impairs ; Car d’abord puisque test impair, et qu'on a {—2py 42, il est chair que. q est impair ;.ensuite g* étant de Ja forme. 8n.+- 1 et a
de la forme 8243, ga est de la forme 82 + 4 ; donc
est impair ; donc p et r sont impairs.
De là.on voit que tout diviseur impair de la formule # + au peut toujours être réduit à la forme py° + gyz-+rz oùl'onap, q, r impairs et 4pr—q = a. Je dis de plus , que dans cette formule on pourra supposer le coefficient moyen g plus petit, où non plus grand que chacun des extrêmes p et r; en effet si on avait, par exemple, g >p, on metirait y — az à la place de y, et le coeflicient moyen devenant qg— 22p, on pourrait, au moyen de l'indéterminée «, rendre ce coefficient plus petit ou au moins non plus grand que p.
Puis donc que p et r sont plus grands ou non moindres que g, il est
1 où pr
. F7 eue a clair que 4pr — g° sera >> 5q°, et qu'amsi on aura 9 < ÿ 3. Donc pour avoir toutes les formes quadratiques qni conviennent aux diviseurs impairs de la formule # + au , il faudra donner à g les valeurs impaires . , \ a successives 1, 5, 5 jusquà y/> : chaque valeur de 4 en donnera une
pour pr — / . ; et si cette valeur peut se décomposer en deux fac-
teurs non moindres que 4, il en résultera une des formes quadratiques demandées.
(218). Soit, par exemple, a — 91, si l’on fait 9= 1, on a... PET 33— 1.25, d'où résulte le diviseur J° +3 + 232.
Z 7 . <= 25—5.5, d'où résulte un second
Si l'on fait 9 —=53,ona diviseur 5y°+ 3ys + 53.
La limite de g étant y = > on peut faire encore g —5, ce qui
js a : » . . ; donnera 2 _. — 29. Mais ce nombre étant premier , il n’en résulte
aucun nouveau diviseur. Donc les deux formules trouvées sont les seuls diviseurs quadratiques de #* o1w?.
Soit encore a = 163, la limite de g étant re < 9, on pourra faire successivement 9 = 1, 3 ; b; 7; d'où résulterapr—41, 43, 47, 53; mais ces nombres étant premiers , il s’ensuit que la formule {+ 163u° ne peut avoir que le seul diviseur quadratique y° + yz+ 412.
(219) La formule py° + 972 r3°, dont les coefliciens sont impairs,
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SECONDE PARTIE, . 220 représente en généralitrois diviseurs quadratiques de forme ordinaire où le coeflicient moyen est pair ; car dans l’application de cette formule, 1l faudra prendre les nombres y et 3 tous deux impairs, où l’un pair ; l'autre impair; on ne pourra donc faire que les trois suppositions 3— 24, Y=2U, y = 2u— 32, lesquelles donneront les trois formes
pY° + 2qyu + 4ru°
4pu® + 2q2u + Ta
pu + (29 — pus (pq Tr).
Ces trois formes se réduisent à deux, lorsque deux des nombres p, 9, r sont égaux. Elles se réduisent à une seule , si les trois nombres p, q,r sont égaux entre,eux ; mais Ce-Cas n’a lieu que lorsqu'ils sont égaux à l'unité, ou lorsque la formule proposéesst ? + 37° , et alors le diviseur J° +73 +2 se réduit à la seule forme y°+- 33°, comme nous l'avons déja trouvé (n° 141). Dans tout autre cas, les trois formules qu’on vient de développer seront essentiellement différentes les unes des autres. Il suit de là qu'on diminue beaucoup'le nombre des diviseurs quadratiques en les représentant par la formule à coefficiens impairs p7°+qy3-+r3; il est d’ailleurs facile , ainsi qu’on vient de le voir, de développer ces diviseurs à coeficiens impairs en diviseurs quadratiques de forme ordi- ‘ naïre, Ce qui en donnera un nombre à peu près triple.
(220) Il est utile d'observer que les diviseurs quadratiques compris dans la Table V, tant pour les cas de a — 8n +3, que pour celui de a — 8n + 7, peuvent toujours être ramenés à la forme py°+49yz-xz, laquelle ne diffère de la forme:générale py°+ 29y2+ rz°, qu’en ce que g est pair. En effet, si on a trouvé d’abord, par la méthode générale, tous les diviseurs quadratiques py*+ 2478 + rz° de la formule € au, il ne restera à transformer que ceux dans lesquels q serait impair ; et comme alors l’un des nombres p et r doit être pair et l’autre impair, si on prend p pour celui-ci, il suffira de mettre y — 3 à la place de 7, ét le coeflicient moyen 27 deviendra 29 — 2p, c'est-à-dire sera de la forme requise 49. |
Maintenant , puisque tous les diviseurs quadratiques sont réduits à la forme py°+ 4072 +2, et qu'on a pr — 49° + a, il s'ensuit que pr est dela forme 4n + 3, et qu'ainsi les deux coefliciens p et æ sont , lun de la forme 42 + 1, l’autre de la forme 42 + 3. On voit par là que chaque forme quadratiquepy* + 4973 + #2* contient à-la-fois des
DS
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diviseurs 4n: + 1 et des diviseurs 42 3; mais 1l est facile de séparer ces deux formes l’une: de Fautre, comme cela a lieu dans les Tables HE et. IV. En effet, si prest de la forme 47 + r, et qu'on fasse 2 = 24, il est chair que la formule py*+ 8pyu+-4ru* ne représentera que des diviseurs 47 x ; au contraire, si- Von fait y — 2u, la formule... . 4pu* + Sozu + 7x ne représentera que des diviseurs 47 + 3.
(221) Quant aux formes linéaires qui répondent aux diviseurs quadratiques, elles peuvent de même se partager en deux sortes, les unes 4n + , les autres 4r + 3; c’est ce qu'il suflira de développer dans un exemple.
On voit dans la Table, que la formule {*—+ 1ru* n’a que le seul diviseur quadratiqué à coefficiens impairs y* 7x + 53°. Ce diviseur en renferme deux autres de forme ordinaire, savoir :
De —— 13° Ë 37° + 2#3 + 45°.
De ces deux diviseurs qu'on aurait trouvés immédiatement par la méthode générale ; un a le coefficient moyen zéro, et partant de la forme 49; pour réduire l’autre à la même forme, il faut mettre y — 3 à la place de 7, ce qui donnera pour transformée 37° + 472 + 57°. De là résultent deux diviseurs quadratiques 42 + 1, savoir :
FT
By? + 8yz + 123’, et deux diviseurs quadratiques 4n + 3, savoir :
Quant aux formes linéaires correspondantes, on les déduira facilement de celles qui sont données dans la Table, savoir, 22x + 1, 5, 5,0, 15. Ainsi, pour avoir les formes 4. + 1, on consérvera les nombres déters minés 1, b, 9 qui sont de cette forme, et aux deux autres 3, 15 on ajoutera 22, ce qui fera en toutles cinq formes 44x+ 1,5,9, 25,37: on trouvera semblablement,les formes 4r-+-3 qui seront 44x45, 15, 23, 27.531. Donc si l’on veut séparer dans la Table les formes 42+- 1 des formes 4n + 5 , il faudra substituer l’article suivant à-celui qu'on voit dans la Table concernant les diviseurs de 4-4 11%,
SECONDE PARTIE, 25r
Diviseurs quadratiques. Diviseurs linéaires:
Pr 44 kr By? 873 + 127 Yéiw+ 1,5, 9: 29, 57 19% + 42? } Sr. E ”_ 372 + 8y3 + 202? } ALES 19,20) 27.97
Il n’est pas nécessaire de faire observer que l’article tel qu’il est inséré dans la Table, est beaucoup plus court sans être moins général. 2 P P
(222) Enfin, pour ne rien omettre de ce qui peut abréger la recherche des diviseurs quadratiques, nous ajouterons.encore deux mots sur le cas de 4d=—8n+4 7. Si donc on aa — 8» +7,et on suppose g impair dans le diviseur quadratique PI + 2978 + r#°, Ce diviseur prendra la
forme py°® + 24972 8mz, où l’on aura pm — TES . Dans cette forme,
on peut supposer q plus petit que 4m, et non plus grand que p; par conséquent q sera te que V/a. On essaiera donc pour g tous les nombres impairs 1,3, 5... jusqu'a ÿ/4; on Calculera pour chaque
valeur de g celle de pm = 7 + Se et on verra si cette valeur peut se
décomposer en deux facteurs, l’un p impair et non moindre que 9,
l'autre » pair ou impair, maïs > % Autant de fois cette condition
pourra être remplie, autant on aura de diviseurs quadratiques de la formule 4 + au; diviseurs qui pourront ensuite être réduits soit à la forme ordinaire où 2q est < p et r, soit même à la forme dont nous avons fait mention où g est pair. Cette méthode est RERO ; puis=
qu'elle n’opère que sur des nombres pm Moujours moindres que + 2° tandis
que dans la méthode générale pr peut aller jusqu’à £
TABLE VI
(223) La Table VI contientles diviseurs tant quadratiques que linéaires de la formule # + sau*; a étant un nombre de la forme 4 + 1 , qui west ni quarré, ni divisible par un quarré.
Les diviseurs quadratiques sont réduits à la forme py est 22°, où l’on a pm — 29° + a. Or il est aisé de voir que sans changer cette forme, on peut supposer 29 moindre ou non plus grand-que p et, ce
qui donnera pm > 4° et @ << V3 a; donc si d’après ces conditions or satisfait de toutes les manières possibles à l'équation pm=— 29° + a, on en déduira immédiatement tous les diviseurs quadratiques de la formule & + au”, réduits à la forme py*° + 4972 —- 9mz°. Ce procédé est beaucoup plus court que la méthode générale, puisque ÿFa est plus petit que a.
Chaque forme py° + 407z + 2mz°'et sa conjuguée 2py° + 40724 m2 résultent à-la-fois d’une même valeur de pm qui satisfait aux conditions requises.
Si le nombre p est de la forme 87 + 1 ou 823, le diviseur quadratique py° + 4973 2m3° ne comprendra que des nombres de ces mêmes formes 87 + 1 et 87 + 3; car comme y est toujours impair, si z est pair, le diviseur dont il s’agit sera toujours de la forme p + 8k, c’est-à-dire de la même forme que p. Si z est impair , le diviseur quadratique deviendra, en omettant les multiples de 8, p + 49 + 2m. Soit d’abord p — 8n + 1, à cause de pm— 29° + a, on aura (toujours en omettant les multiples de 8) m'— 29° + a, et par conséquent...... PH 40 + 2m = 1 + 4 + 49° H2a—1+2a= 3; donc le diviseur quadratique deviendra de la forme 82:+ 3. Soit en second lieup—8n+53, on aura 3m—2@0+a, Gm—4p" + 24, et p +49 +2m—= 3 + 49 — 49®—2a—=3— 2a= 1; donc le diviseur est de la forme 87 1.
On démontrera de même que si p est de l’une des formes 8245, 8n + 7, le diviseur quadratique py° + 4973 2mz3° ne contiendra que des nombres de ces mêmes formes 87 + 5, 8n+ 7.
Donc tous les diviseurs quadratiques de la formule { aau? , a étant de la forme 47 + 1, se divisent en deux espèces, l’une contenant tous les diviseurs 8n + 1, 8n + 3 , l’autre contenant tous les diviseurs Sn + 5, 8n +7. F 4
(224) Chaque diviseur quadratique , tel qu'il est inséré dans la Table; contient deux formes à-la-fois; mais elles peuvent être facilement séparées, ainsi qu'il résulte de la démonstration précédente.
Soit la formule proposée #+424°, et considérons d’abord le divisèur ‘ quadratique 7° + 423°, auquel répondent-les formes linéaires 168x +7, 25,45, 67, 121, 163. Ce diviseur quadratique appartient , comme on voit, aux formes 8n + 1 , 82 +5; pour les séparer l’une de l’autre, j'observe que si z est pair, ou si à la place de 3 on met 27, le diviseur deviendra y? + 168%, et ne contiendra plus que les formes 82 + 1:
Te Ro A Dm eme = MS ——
SECONDE PARTIE. - 255 Si au contraire on suppose y et 3 impairs à-la-fois ; ou si, pour exprimer cette condition ,. on met + à la place de y, le diviseur déviendra 47° +4yz +437, et ne contiendra plus que des formes 87 + 3. Traïtant : donc semblablement les trois diviseurs quadratiques de la formule proposée # + 42u° "on aura les résultats suivans :
Diviseurs 8n +- 1.
Quadratiques. Lineaires.
J° + 168z° 168x + 1, 25, 121 17Y° + 12Y3 + 123° . 168x.+4 17, 41, 89 | . Diviseurs. 8n hé 3.
37 +568 al 168x + 59, 83, 131
Diviseurs 8n + 5.
- Diviseurs 8n + 7.
7Y 24 168x + 31, 5b, 105 23y° + 8yz + 83° 168x + 23, 71, 0
Les diviseurs linéaires sont, comme on voit, divisés en huit groupes de trois termes chacun, ce qui est conforme à la loi générale (n° 203).
REP AB ES EN TT
(225) La Table VIT contient les diviseurs linéaires et quadratiques de la formule # + 2au° , dans laquelle « est un nombre de la forme 4r+3, non divisible par un quarré.
Les diviseurs quadratiques sont réduits, comme dans la T'able précédente , à la forme py° + 4973 2mz°, dans laquelle on a mp — 29° + a; de sorte que la détermmation de ces formes se fait toujours de lamême manière.
Si le coefficient p est de la forme 8r +3 ou 82 5, le diviseur quadratique py°+-49y3—+ 2m ne comprendra que des nombres 82+ 3
et 825; si le coefficient p est de la forme 821, ou 82 +- 7, le diviseur ne comprendra que des nombres de ces mêmes formes 82-L x, et 82 7. C'est.ce que l’on démontréra comme nous l'avons fait dans l'explication de la Table précédente.
Il s'ensuit par conséquent que tous les diviseurs done. de la formule £ + 2au°, a étant un nombre de la forme 424 3, se divisent en deux espèces ; l’une contenant tous les nombres 8745, 8a+5; l'autre contenant tous les nombres 82 + 1, 8-7. Et indépendamment de ces nombres impairs , il est clair que chaque diviseur quadratique py° + 4973 2mz° contient aussi des nombres pairs, puisqu'on peut prendre y pär etz impair ; pourvu qu'ils soient premiers entre eux.
On pourra de même séparer les diviseurs tant quadratiques que linéaires , en quatre espèces qui répondent aux quatre formes 8n+1,
REMARQUE GÉNÉRALE
Dans ces diverses Tables, il est à remarquer que chaque groupe de diviseurs linéaires répond toujours à un même nombre de diviseurs quadratiques , si toutefois on ne compte que pour £ chaque diviseur quadratique qui est de l’une des formes py°+rz, py°2qy2—2q2 Ppr°—+2qyz+-pz. La raison ‘de cette exception ét que ces sortes 1 diviseurs donnent le même nombre dans deux suppositions différentes sur les valeurs des indéterminées y et z; de sorte qu'ils ne contiennent réellement que la moitié du nombre des diviseurs compris dans les autres formes.
$ XII. Suite de Théorèmes contenus dans lès Tables précitées.
(226) THÉORÈME GÉNÉRAL. ( Ste 4cx + a l'une des formes linéaires » qui conviennent aux diviseurs de {’-E cu*, je dis que tout nombre » premier compris dans la forme 4cx-+ a sera nécessairement diviseur » de la formule 4 Æ cu°, et sera par conséquent de l’une des formes » quadratiques py? + 2973 =E rs qui répondent à la forme linéaire » 4CXx + a. »
Aïnsi enprenant dans la Table VII Pexemple de la formule t* + 3ou° ; et choisissant dans cet exemple les formes linéaires qui répondent au diviseur quadratique 157° + 23°, on peut affirmer que tout nombre premier de l’une des formes 120x + 17,.23, 47, 115 est diviseur de + 3ou°, et conséquemment doit être de la forme 15y°-+ 23°.
Par un autre exemple pris dans la même Table , on peut afirmer que tout nombre premier de l’une des formes 56x + 3, 5, 135, 19, 27 , 4b estidiviseur de & + LAu? > et par conséquent doit être de la forme 3° +4ys +6.
La démonstration de ce théorème a été donnée ci-dessus, lorsque € est un nombre premier ou double d’un nombre premier ; elle peut être aussi établie sans difficulté pour toute valeur de ce, si le nombre premier À de la forme 4cx + a , est en mème temps de la forme 4743, car alors il est nécessaire que le nombre À divise la formule # + cw, ou la formule £ — cu° (n° 171). Or si on cherche les formes linéaires des diviseurs de #—cu°, ces formes seront trouvées différentes de celles des diviseurs de # cu? ; donc le nombre 4, s'il est de l’une de ces dernières formes , ne peut diviser 4 — cu? ; donc il divisera nécessairement + cu”, et sera par conséquent de l’une des formes quadratiques qui répondent à ces formes linéaires.
Le même raisonnement n'aurait plus lieu si.Z était de la forme 47 1 ; il est même incomplet dans le cas de 4—4n +3, parce qu'il suppose le développement effectif des diviseurs linéaires tant de la formule # +cu* que-de la formule — cu; c’est pourquoi il convient de suivre une autre route pour parvenir à la démonstration générale de la proposition.
(227) Observons d’abord que la forme linéaire 4cx a, à laquelle se rapporte le nombre premier Z, peut toujours être censée l’une de celles qui répondent à un diviseur quadratique. Soit ce diviseur.....
PI° + 2972 HE rz°, et on pourra supposer py° #4 JS Er = 4ex + 4; ou, ce UE est É même chose,
PY° + 2973 Er = 4cxtet A.
Cette équation multipliée par p, donnera C7 + gs} Æ cs = 4pox + Ap,
d'où l'on voit que LEE £ est un entier; donc, à plus forte
. : » da? — raison , si est un nombre premier.qui divise c,. l'équation ——=e
sera résoluble, et par conséquent on aura (£ ) 1, ou C : 6 LSTR
“mais en général on a (= ï ou — 1, donc (?) : (7) ir sel
par conséquent (5) = (E).
. Nous pourrions considérer le cas particulier de p— +1, et celui de p = à un quarré, dans lesquels on conclut aisément que Z doit être un diviseur de là formule proposée #& cu? (1); mais il vaut mieux suivre la démonstration dans toute sa généralité.
(228) Nous avons vu ci-dessus que les diviseurs 4n x et 4n 3 sont distingués par des formes quadratiques particulières, et même lorsque la formule proposée est 4 + 2au*, les diviseurs se subdivisent en quatre formes 821,825, 8n+5, 8n—+7, et ceux-ci sont contenus chacun dans des formes quadratiques distinctes. On pourra donc supposer que le diviseur quadratique py° + 2qyz = 2mx° qui répond à la forme linéaire 4cx+a ou 4cx + 4, ne contient que des nombres de la même espèce que À, c’est-à-dire tels que la différence de ces nombres avec 4 est divisible par 4 et même par 8, si la formule est &—2au®, ou si l’on a 2pm— q° — 24. Par conséquent p qui est l’un
—A : : — A Le est un entier , ou méme que =
en est un, Si C— 24. à
de ces nombres, sera tel que
(1) Le double,signe indique seulement que la formule proposée pent être 1 Heu* où t— cu; maïs d’ailleufs il ne laisse aucune indétermination.
RE RE Se tes PTE
Nous supposerons de plus, que le coefficient p est un nombre premier;
sil ne l'était pas, on chercherait un nombre PHONE compris dans la
formule p 24Y3 Æ 2mz°. Soit ce nombre LL + 2q ur EE 2”, Pre q> P'=P q
si l’on AÉFTIUTE p®:'et »° d'après l'équation ywv° — pe°y = +, et qu'on Les
FT=PY + r Due y +1°z, On aura pour transformée le diviseur
quadratique p'yy" + 2g/y'2 E om'z'z', dans lequel le coeflicient du pre-
mier terme est un nombre premier. Ainsi, en regardant cette prépa-
ration comme déjà faite , 1l est permis dessupposer p un nombre premier.
. . L4 e LA LA A A! LA i Reprenons maintenant l'équation dejà trouvée () —= (E) , où Ü dé-
signe un diviseur premier quelconque de ce ; soient &, aa", etc. les diviseurs premiers 441, et.6, 6’, 6"... les diviseurs premiers 4243, nous aurons, en mettant ces nombres au lieu de 0,
CHONOMONOMON.
De là on déduit par la loi de réciprocité, et parce qüe Z et p sont
tous: deux de la forme 472 +1, outous deux de la forme 42+ 3, 1) F CE) (© DE (©) ; (5) = (©) ; etc.
Donc 1°. si « est impair , il sera égal au produit de tous les nombres
premiers &, «, a"....6, 6, 67,... et on aura | D=Q:Q:0:.:0 0:06).
GG COPA
Et puisque les facteurs de ces expressions sont égaux chacun à à chacun >
on aura (2) = (©)
2. Sicestpair, outre les facteurs précédens , c contiendra le facteur 2; mais puisque p et { sont de même forme par rapport aux multiples de 8;
( AE (2) as ñ Res GN ES fc on à 7) Lee p n nc on aura encore (5) = CS).
Mais p étant diviseur de 9 Æ c, on a Ge) = 1; donc on a aussi
ON
Œ = — 1; donc le nombre premier A est toujours diviseur de Ja fe
rule proposée ta. Donc il doit être de l'une des formes etes qui répondent à la forme linéaire 4ex + a,
(229) La RS à que nous venons de démontrer, est sans contredit l'une des-plus générales et des plus importantes de la théorie des nombres; la démonstration que nous en avons donnée suppose seulement qu'il exisle un nombre premier compris dans le diviseur quadratique. ... py° + 2q73 HKr2°. Or cette supposition n’a rien que.de tres-admissible , ct elle se vérifié aisément à Fégard de {outes les formes quadratiques renfermées dans nos Fables; il ny a même aucun doute que la formule...
\pY° + 2qyz + rz° we contienne une mfinité de nombres premiers ,
excepté seulement dans le-eas où les irois nombres p, g, r auraient un commun diviseur 4; mais ils ne peuvént en ayoir, puisque c ou pr— q° est supposé n'avoir aucun facteur quarré.
On pourrait néanmoins rendre la démonstration tout-à-fait indépendante de la supposition que p est un nombre prenuer ; il faudrait pour cela examiner différens cas, selon. le nombre des facteurs dont c est composé.
On a déjà examiné les cas où c (est un nombre premier ou le double d'un tel nombre : supposons donc maintenant c— «6 , & et 6 étant deux nombres premiers impairs à volonté; soiten même temps py°te 2972 + m2°ù la forme quadratique qui répond} à la forme linéaire 4ex + a ou 4cx + À, de sorte que p et À seront tous deux de l'espèce 47 + 1, ou tous #0 de l'espèce 42 + 3. On aura donc par hypothèse
PI + 2978 +.oms = 4cx + 4, et en multipliant par p, . ; Cp qe) 688 = 4opa fe Ap-
(On ne considère ici que le cas de c posiuf, celui de. c négatif pouvant être traité d’une manière semblable, ) Maintenant puisque ce = 26; on aura, successivement, par KÉRRORE: à
æ et 6:, tes équations (Éd EE (Æ)=— = 1, lesquelles donnent
OPOMOSC)
Soit p= 74 7"n", @tc., mn", #"", etc. étant des nombres premiers
SECONDE PARTIE. 259 An + 1, et 7”, x”, etc}, desnômbres premiers 4n+-3; si p était divisible par ‘de quarrés, on les omettrait entièrement, pour ne Conserver que les facteuys, i inégaux. On aura donc
M ercuen 1=0:0.© ”
Mais l'équation pm —q"=c= «6, donne
€ PERS EN ( = = ( ra Ve (= De etc.
et ainsi, par rapport à tout-facteur de p. On.aura donc : LR NV A PORTA NET A BEN iG GE CLIS Qi CoeCor fe € NT €; Gr Ms Coer
Delà on déduit par la loi de réciprocité (n° 164) D=@), =: O=G ee & oi ol D)=n Ch =) ©, ec
Ces dernières seulement ont besoin Re quelqu'explication : or la loi
Lirns. RIT
générale donne - (= 1) FT Ghe et parce que —
Coms |
est
impair , cette Ra devient (Y= = (— ) 4 Aie > on aura de
même )= = (— Je 7): donc puisque GS — (Æ œ)s il en
résulte ()= = (— a at) elainsi des autres relatives à a”, x", etc.
MAEPRSSE ss ce les deux suites d'équations qui précèdent, on
aura (£)= = es Aves fe F);, k étantle nombre des facteurs-7’ ,7",etc.
de la forme ‘4n +3.
Soit d'abord'Æ, et par conséquent p de la forme 47 1, il faudra
que le nombre Æ soit pair, et aiusi on aura © — (): donc aussi - F
Tr
2 n = (2; il s'ensuit réciproquement ( = C DE 5a 2) tr;
donc 4.est diviseur #° + aËw’.
Soient en second lieu Z et ie > la forme 4n +5, le nombre à sera
impair, et on aura @ = (— ee @E donc = (—3 Ye à ©.
De là on déduit par la loi de réciprocité
mi) (=) ce qui se réduit à E)=(— 1) (5); ou (de (6) Donc
— af = =) = = 1; donc A est'encore diviseur de ë AC
LE
La conclusion que 4 est diviseur de & + cu* a donc lieu, quel que soit le coefficient p, et il n’y a pas de doute qu’elle ne se vérifiàt également , si c était le produit de plus de deux nombres premiers.
(230)-On voit maintenant que chaque article de nos Tables fournit plusieurs théorèmes qui donnent des rapports enire les formes linéaires des nombres premiers et leurs formes quadratiques. Voici les plus mémorables de ces théorèmes, ou ceux qui s'appliquent aux formules les plus simples.
D'après la Table III.
1. Tout nombre premier 8x 1 ou 8x + 7 est de la forme y°— 23°.
2. Tout nombre premier 12x “+ x est de la forme y°—33, et tout nombre premier 12% —- 11 est de la forme 37° — 2°.
5: Tout nombre premier , de l’une des formes 20x + 1 ; ; 20x09, 20% + 11, 20% + 19, est de la forme 7° — 52.
4. Tout nombre premier 24x41 ou 24x + 19 est de ki forme y°—6z, et tout nombre premier 24% + 5 ou 24x + 23 est de la forme Gy° — 2°.
5. Tout nombre premier 28x + 1, 9, 25 est de la forme y°— 7, et tout nombre premier 28x +3, cts 28% “DT est de la forme 77° — 2°.
6. Tout nombre premier 40x + 1,9, 31, 59 est de la be — 102’, et tout nombre premier 40x + 5,15, 27; 37 est de kB forme: 27? — 57°,
1 ESA à RT x SRE
SECONDE PARTIE, 261 D'après la Table IF.
Tout nombre premier 4x x est de la forme
QI
. Tout nombre premier 20x —- 1 ou 20% 9 est de la forme y*+.5z,
et tout nombre premier 20x + 3 ou 20x + 7, est de la fobue 27° + 273 + 57°.
Tout nombre premier 52x + 1, 9, 17, 25, 20, 49 est de la forme 3° + 15z°, et tout nombre premier 52x + 7, 11, 15, 19, 5x, 47, est de la forme 27° 2y3—+ 73".
“hetC:
D'après la Pable F.
. Tout nombre premier 6x + 1 est de la forme y° + yz=+ 7°, ou, ce
qui revient au même, de la forme y° + 3x.
. Tout nombre premier 14x<+1, 9, 11 est de la forme y° + 72. . Tout nombre premier 22X 41, 3, 5, 9, 15, est de la forme
JF +72 + 52.
. Tout nombre premier 3ox-k1 ou 30x19 est de la forme
J°—+ 153, et tout nombre premier 30x%-+- 17 ou 30x—+ 23 est de % forme 37° 57°.
HOtC:
D'après la Table FI.
. Tout nombre premier 8x1 ou 8x+-3 est de la forme y°-+ 27. . Tout nombre premier 40x<+1, 0,11, 19 est de la forme y°<+.roz,
et tout nombre premier 40x+7, 13, 23, 57 est de la forme
. Tout nombre premier 1042%-21,:3;, 0,17, 25, 27:55, 43,.40,
51, 75, 81, est de l’une des formes 7*—+262°, 3y° Los et tout nombre premier 104x<+5, 7, 15, 21, 51, 57, 45, 47, 65, 71, 85, 93, est de l'une des formes 2} 15, 67° +4yz-+52.
cel
D'après la Tuble VII.
. Tout nombre premier 24x45 ou 24x11 est de la forme
27°+3z°, et tout nombre premier 24x71 ou 24x+7 est de la forme 7°+62>°.
RS
3. Tout nombre premier 56x43, 5, 15, 19 27, 43 est de la re 5y* + 2r3+ 52, et tout nombre premier 56x+ 1,9, 15, 23, 25 39, est de l’une des formes 7° + 142’, 27° +7. ;
… Tout nombre premier, 88x + 1%, 19 21% 205 :503 40, 014 01; 83, 85 est de la forme a 113, et tout Aonibre premier 8021, 9 19»:25,:29, ST, 47: 40 71» ët est cie la forme JP 2277.
4. Tout nombre premier 120%-11, 29, 59, 101 est de la forme 5y* 4 62. #
Tout nombre premier 120% 15, 37, 43: 67 est de la forme 107*—32,
Tout nombre premier 1202741, 51, 49, 79 est de la forme J'+ 307
Tout nombre premier 120% 17, 25, ‘47, 113 est de la forme 27° + 152%,
etc. ‘ete
Lagrange estle premier ‘qui ait'ouvert la voie pour la recherche de ces sortes de théôrèmes. ( Voyez Mémoires de Berlin, 1775.) Mais les méthodes dont ce grand Géomètre s’est servi, ne sont applicables que dans très-peu de cas aux nombres premiers 47+-1; et la difficulté à cet égard ne pouvait étre résolue complétement qu'à l’aide de la loi de réciprocité que j'ai donnée pour la première fois dans lés Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, année 1785,
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$ XI, Autres Théorèmes concernant les formes DUREE des nombres.
(231) So 1® P un nombre quelconque diviseur de la formule cu, et comme tel, renfermé dans le diviseur quadratique py° + 29/3277, on pourra supposer P— pa°+2qabÆ r6". Si ensuite on détermine &° et 6° d'aprè ès «l'équation a6r—«6—:x, et qu'on mette ay -+az et Ér-+6°zà la place de ret 3, le diviseur quadratique py°—2gyzrz" deviendra de la forme Py°+2Q7:+4+R:.
Soit P’ un autre diviseur contenu dans lamême formule py ee. ou dans son équivalente Py°+2Qyz:æR3, on pourra faire... P'=Pu° + 2Qu+ Pr, ce qui donnera PP=(Pu+ Q») Her. Donc « si P et P’ sont deux diviseurs de la formule # = cu°, tous deux com- » pris dans une même formule quadratique py° + 2q;2=rz, leur pro- » duit PP’ sera toujours de la forme cu: »
« Réciproquement si les deux nombres P et P° sont tels qu'on ait » PP'=#Æc, t et u étant premiers entre eux, je dis que ces deux » nombres appartiendront à un même diviseur quadratique. »
En effet, puisque t et w sont premiers entre eux, il faut que w et P
le soient aussi ; ‘on pourra donc faire 4=Py+Qu, y et Q étant des
En AR F JE indéterminées , ce qui donnera P'= Py° + 20 pu £ 5 - À. Dans cette
expression, wet P n'ayant pas de commun diviseur, on.voit que Q'Æc doit être divisible par P; ainsi faisant Q°Æc—PR, on aura... P'—Py+2Qyu#Rw. Le second membre, en regardant y et w comme des indéterminées, représente l’un des diviseurs quadratiques de la formule #Æcu’, et il est évident que.ce diviseur contient à-la-fois P et P”. Donc «siles deux nombres P et P”, etc. »
(232) «Tout nombre premier Z qui divise la formille cu, ne peut » appartenir qu'à un seul diviseur quadratique de cette formule. »
Car si le nombre premier 4 appartenait à déux diviseurs quadratiques différens, on pourrait transformer ceux-ci en deux autres, dans lesquels
A serait coeflicient du premier terme (n° 231). Soient ces deux diviséurs:
Ay° +2Byz+ C; = Ay° + 2B'y3-- C7 on pourra supposer en même-temps 4Â>>2B et 2B"; car si on avait
2B> 4, il faudrait substituer y —1» à la place de y , et déterminer » de manière que le coeficient de y3 ne füt pas plus grand que 4. Cela posé, on aurait toujours B?— 4C—B—A4C=+Hc; donc = ‘ rait un entier, et puisque 4 est premier, il faudrait que À divisät Pun des facteurs B+ BP", B—F'. Mais PB et B” étant l’un ct l’autre plus petits que = 4, ou l’un des*deux seulement égal à 4, les nombres B4-P, B —B seront tous plus petits que 4; donc ils ne seront ni l’un ni l'autre divisibles par À, à moins qu’on ne suppose B°—B. Mais alors les deux diviseurs quadratiques dont il s’agit, seraient identiques ; donc le nombre premier 4 qui divise la formule “cu, ne peut appartenir qu'à un seul diviseur quadratique de cette formule.
Se
Remarque. Le mème raisonnement aurait lieu, si 4 étaitle double d’un: nombre.premier, eten général, si 4 était une puissance quelconque
d'un nombre premier, ou le double de cette puissance; car l'équation LS
°—e n’admet qu'une seule solution, lorsque 4 est de la forme
mentionnée, ou même plus généralement, lorsque 4=—4'0, ou 246, 8 étant un diviseur de c, non-divisible par &, et 4 un nombrepremier (Voyez n° 191). Donc dans tous ces cas, qui sontfort étendus, lenombre A ne pourra être compris que dans un seul diviseur quadratique de Ja formule cu”.
(255) « Au contraire, si À est un nombre composé, il pourra y avoir » plusieurs au quadratiques de la formule # Æ cu° qui contiennent » le nombre 4.
En effet le den quadratique qui contient Æ peut se représenter par la formule 47° + 2Byz3+ Cz°, où l'on a 2B < 4 et PAS CE Or À étant connu, on peut prendre pour Z tout nombre qui satisfait à l'équation es pourvu que cette solution soit comprise entre zéro et.=4. D'ailleurs lorsque 4 a des facteurs premiers inégaux et non communs avec e, on a déjà vu (n° 191) que cette équation. admet ua nombre 2'—’ de solutions ; & étant le nombre de ces facteurs (2 ex-
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SECONDE PARTIE: 265 cepte). Donc 1} y-aura pareillement un nombre 27! de diviseurs quadratiques 4y° + 2Byz-4Cz’, ou. de’ formes de diviseurs quadratiques, renfermant:/.41l pourra arriver cependant que plusieurs de ces diviseurs, réduits à l'expréssion la plus-simple ; ne diffèrent point'entre eux; : de sorte qu’en vertu de la limite assignée, le nombre des diviseurs quadratiques qui contiennent Z ne peut excéder 27 , mais il pourra être plus petit. Cela est d'autant plus manifeste, que le nombre des diviseursquadratiques d'une même formule “ÆEcu* est souyent très-petit, et se réduit quelquefois à un ou deux, tandis que si l’on prend un nombre 4 composé de plusieurs. facteurs, É quantité A: qu représente le nombre des valeurs de B peut devenir aussi grande qu’on voudra.
Remarque. Jusqu'ici nous ayons considéré les diviseurs des deux formules # eu, 1 —cu indistinctement; dans le reste de ce paragraphe, nous ne nous occuperons que de la première formule cu, et de ses diviseurs quadratiques..
(234) « Tout nombre premier 4 qi est de la forme y°--az, a 3 étant » un nombre positif, ne peut être qu'une seule fois de cette forme ; » ensorte qu'on.ne pourrait aVoir à-la-fois 4=f°+ag*.et A=f'*°+ag", » g” étant différent de g.»
SUPROSONP, s’il est ee ; que ces deux formes aient lieu n-la-fois, à et qu’en conséquence on ait f°+ag"— f"? + ag", ou f°—f—a(g""—g"), il faudra que f+f’ soit divisible par un facteur de a et f—f’ par lautre facteur. Soit donc a— mn, m et » étant deux factéurs indéterminés; et on aura f+f—mh, f—f—=nk, ce qui donnera... hk=g"—g. Soit ® le plus grand commun diviseur de A et de gg, on pourra faire k=u®, g+-8' —v9, et il restera à satisfaire à l'équation wk— (9 —g}r. Or puisque # et y. sont premiers entre eux, il faudra qu'on ait =», 8 gp}, étant une nouvelle indéterminée, De là résulte
F=E + (nh+nk) =? (mao +)
g—2(69—ul).
Donc f°+ag* où 4 —2%(um +) (mp°+ nd). Et puisque 4 est un nombre premier, il faudra que l’un des facteurs du’ second HeRREe À par exemple-mu?+Æny, soit égal à 4ou à 2.
Soit d'abord muw°+n=— 2; on ne peut supposer w—0o ni »—0, parce que l’une ou l'autre supposition rendrait identiques les ‘deux formes f*—+ ag, f" ag"; donc la seule manière de satisfaire à à cette
Se me en
“équation , est de supposer tous: les nombres m, n, 1,» égaux à l'unité.
en alors on aurait ar; f==2(p #4), g—2(0—\), f—21(0— 0), = (+4), donc f°+agt et f+ag?, ne seraient qu'une seule
et aprés forme 4 (@+L)L2(0—4), contre la supposition.
En‘second lieu, soit mu°-m=—/; comme on ne peut faire encore p=0 ni »=—0, il. n'y aura que deux manières de satisfaire à cette équation, l'une en faisant m—n—2, p—vr—1; l'autre en faisant M= 1, n=5, p=»=—=1. Le prentier cas danétett A=29 +2, et ainsi 4 ne serait pas un nombré premier:
- Dans le sécond cas, on aura 4 —@g+ 542, f=:(o 54); g—?%(p—4); mais ces dérnièresvaleurs né peuventavoir lieu, à moins que ® ét | ne soient tous deux pairs où tous deux impairs, et dans les deux hypothèses 9°+34* ou 4 serait divisible par 4. Donc, dans aucun cas, le nombre premier .{ ne pourra être exprimé de deux manières différentes par la même formule y° + 47°.
Remarque. Si un nombre // peut être exprimé de deux manières par li formule 3° az, ce nombre sera nécessairement un nombre composé, et on pourra même, par l'analyse précédente, én déterminer les deux facteurs. Mais ilest à observer que ce théorème ne serait plus vrai si a était un nombre négatif, car l'équation 4=y° —4z* étant supposée ayoïr une solution, elle en a dès-lors une infinité.
(255) Nous avons déjà eu occasion d'observer que. le produit des deux formules semblables x° 47°, p° ag donne un produit semblable, Ique est suscepüble des deux formes
(pæ—aqy) ED
(pæ+.agr) +a(pr = gx).
C'est.ce dont on peut s'assurer par le simple développement. de, ces quantités. Mais on peut trouver directement la forme de ces produits, en considérant que les deux facteurs x° a nur: équivalent aux quatre suivans :
cHyV—a, ya, pHV— es p—qV—a Or si on multiplie les deux facteurs #=+yy/—4;p+qy—a, l'un par Fautre, le produit sera. px—agy (pr +gx)y/—4; les deux
autres facteurs auront de même pour produit px—aqy=(pr+qx)y —a; et le produit de: ces. deux. produits sera (px-=-497) + a(pr + gæ).
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SECONDEPARTIE 267 Lé résultat serait le même, en changeant le signe de ÿ; ainsi une autre forme du produit est (pat agy) +a(pr ge): Ces formules ont lieu, quel que soit le signe de a; tout ce dus suit suppose que a est positif.
(256) Si la formule x°-+ay* représente un nombre composé NW, lequel soit 72 fois de la forme x*—+ay*, et que p*-+ ag représente un nombre prenuer 4, on voit, par le n° précédent, que le produit AN sera susceptible de 2% formes semblables à x? 4y*, pourvu toutefois que .V ne soit pas divisible par À : on :vérra tout-à-l’heure For nous mettons cette restriction.
Si le nombre premier 4 est de la forme p°ag", le quarré du nombre A sera une fois de la forme x*, et une fois de la forme x°=Lay’; car, on. a, suivant les formules précédentes,
A= (pag) et Æ=(pp— 499) dpi
Donc si le nombre composé W est m fois de la forme x* + ay*, etque. le nombre premier 4 soit aussi de la forme p{—+ag*, le produit NA° sera . susceptible de. 3» formes semblables X?-LaF*, parmi lesquelles il.y aura 2» formes où X'et F n'auront point de commun diviseur 4, . et » où ils en auront un. On suppose éncore que À n’est point. divis seur de’.
Le nombre premier À étant toujours dé la forme p*—ag*, le cube de 4 -sera deux fois de cette même forme; car Z*°.est de la forme ( pp—aqq) + a(2pq) ; et cette quantité multipliée par p°+ ag° fournit les deux formes
Çp° == ap) + a (Spiq— aq°Y
CP° pq} a pig tag}. | La dernière étant représentée par X°+4a}?, on voit que X et F 6nt pour commun diviseur Æ, et qu'elle se réduit à (p4)*+ a(g4), la même que si ôn eût mottolté simplement Pp'+ag par A.
* En général, Z étant un nombre premier de la forme p°+ aq, on peut faire 4" = Pr 2 40), et on aura, pour déterminer P et Q ; l'équation (p+ qV—a) —P+<Qy—a, dans laquelle, après avoir dévelôppé le premier membre, il faut égaler a partie rationnelle à la partie rationnelle, et”la partie imagmaire # la partie imaginaire.
: On aura aussi L'=4T, 4% de sorte que si on fait AFP P' #40; on aura une nouvelle valeur de À qui sera (4P'} La(4Q'). On en ti
EP EURE ET RSS
rerä! ue semblable ‘de’ A. A6, etc. Donc. autant il y'aura d'amités
dans ‘ 1 ce a autant on aura de formes diver ses À” Lo = pour la puis-
sance A"; mais parmi ces formes, il n y. en aura qu'une seule dans laquelle. # et F seront premiers entre eux; dans toutes les autres X et_F auront successivement pour.commun diviseur 4, 4°, 4”, etc. Dont la valeur de 4° sera
vlorsque 7—2, une fois 4° et une fois de la forme Æ°-HaF?;
“lorsque 7 — 3, deux fois de la forme A7 Hay, “lorsque Res une fois 4! et deux fois de là forme X?+ar?, lorsque LE ds trois fois de la forme ARS à
£ “ainsi de suite.
Ét comme chaque Ne Mer 2 HuIHphe par un nombre de mème forme, produit deux résultats de cette même forme, tandis que X° seul n’en donne qu'un; on peut conclure en général que le. produit d’une formule .f?+ 49°, par 4" sera susceptible de 2-1 formes sem-. blables x°— ay’, lesquelles seront toutes différentes entre ARE pourvu que 4. ne divise point f°+as’.
Donc sion a N—a"6")", «ete. , &, 6, y, etc. étant gée nombres premiers, tous de la forme pag’, É nombre !V sera autant de fois de la forme x°-ay? qu :l ÿ a d'unités dans le produit
sf] ot (na) (nr HE (a 1) (n" + x) etc:
Ce nombre coïncide avec la moitié de celui des diviseurs de N, ow aveé celui qui indique en combien de manières on peut partager N en deux facteurs.
Dans le cas où (2 +1) (nr) ei. sh impair , le résultat serait toujours vrai, pourvu que la fraction restañte + fût poraplée pape une unité. ;
Lorsque a+, ou que la foie dont ils agit est x' 23, le facteur.2 ni ses puissances n’entrent point en considération 3 €etne changent pas. le nombre: des formes du produit. Car en multipliant dE Ly par 2, on n'a qu'un. produit de larmême forme, qui est (x.y) + Ge Doi
(237) Pour appliquer la formule générale, considérons les trois ur 5, 15, 17, qui tous sont de la forme p°+-95, on trouvera: PE Que le de 5.15-17 est £.2.2.2, ou quatre fois de la forme
RP ST né mers RE à
5, Que le produit rest 2,3: 2, oustrois fois. de la même orme
°. Que le produit DAS 17 1eSt 1,3.3.2, ou neuf fois de cette pos ve
4°. Que le produit nt 134 est 4.5. Hi ou treize fois la somme de deux quarrés ; toutes propositions qu'il est facile de vérifier.
Le problème inverse, qui au premier abord aurait pu paraitre fort difficile, se résoudra très-simplement, en faisant attention au résultat trouvé dans la solution directe.
Par exemple, soit proposé de trouver un nombre qui soit trente fois de la forme p*+ 24°. Les nombres-les plus simples de cette.forme sont les nombres premiers 3, 17, 19, 41, 43, etc., je les désigne par «, É, 7, et le nombre cherché par «76">", etc. ; 1l faut donc faire ensorte qu'on ait 30—2(2—+ 1) (7/1) (n"+ 1), etc. Pour cela, décomposez 60 en facteurs, premiers ou non, tels que 3.4.5; diminuez chaque facteur ‘d’une unité, vous aurez 2, 3, 4 pour les valeurs de », n,n. Donc 6"y{ sera du: des nombres chekôiés ainsi : 3f. ae «10° deit satisfaire à la question. |
Ferhat a indiqué cette solution, sans.en donner à none on ; dans une de ses Notes sur Diophante, page 128. Li
Le théorème du n° 234 dont nous venons de donner diverses applications , renferme une propriété à et tres -remarquable des nombres premiers, mais il est suscepuble d’être rendu beaucoup plus général, ainsi qu’on va le voir dans les propositions suivantes. .
(238) « Tout nombre premier 4 compris dans Ia formule my°+nz, » où net 7 sont posilifs (1), ne peut être exprime de deux manières » différentes par cette formule, ensorte que si l’on à 4— mf? ns", » on ne pourra avoir en même temps A=nmf"®+ n8", g' étant diffé- » rent de g. »
Si on avait à-la-fois 4 =rf" += nf nf ; il en résulterait FE = E =
entier, que "1 et’n n’ont point de commun diviseur. Soit donc
La 2——©= ; équation dont chaque membre doit être un nombre
@) Les nombres m et » doivent être premiers entre eux , puisque MÉUENS est égalà un nombre premier; mais on peut supposer de plus que m et n n’ont aucun facteur quarré: car sion avait m=—=nva* ;il est clair. que la formüle my° + n2* serait comprise dans m'y? n2°.
n= 46, my, on pourra faire en général
ff = UN. g+=>MP JS =6PQ à g+8=0N0;
ce Qui ne 2—= MN + CPQ, 2 —9yMP —ISNQ; donc.
brafe uns où 4A (a M +680). (de + EP
Maintenant, puisque A est un nombre'‘premier, cette, équation ne peut subsister, à moins Ho des facteurs du second membre ne soit égal à 4 ou à 2,
Soit 1°. M4 60Q = 2: j'abserre qu'aucun des nombres A7, N;, P, Q ne: peut être supposé égal à zéro; parce que eette supposition rendrait identiques les deux. formes. 1f*-+-ng*, mf'*+ng"*; on ne pourra donc satisfaire à l'équation précédente qu'en faisant a6yd x; M=Q@= 1. Maïs alors le nombre 7 serait de la forme :y° + 2?, et par conséquent il ne pourrait être qu'une fois de cette forme (n° 234).
“Boit. >. ayM°>+ 69 Q—#, cette équation ne pourra avoir lieu qu'en faisant abyd'=5, M=Q=x, alors le nombre # serait de la forme J° +37, ce qui DR dans le cas déjà examiné n° 234. #
Donc dans tous les cas le nombre premier #ne pourra être exprimé
que d’une manière par la formule my°+n2".
(239) wLe double d’un nombre premier 4 ne peut être exprimé non » plus de deux manières différentes par la même formule »y° + nz°, » ensorte que si l’on a 24 dis + 8°, On ne pourra avoir en, même » temps 24 =mf"°—+ng"”, g' étant différent de g. »
Car toutes choses restant comme dans la proposition précédente, on sera conduit de même à l'équation
84 — (ayM° + GS Q) (a d'N:+ 6% P:).
Or pour que cette équation subsiste, il faut que l’un des facteurs du second membre soit égal à 2, où à 4, ou à 8, sans cependant us des nornbres M, M, », Q:soit zéro. :
Soit 1°. &yM°+ CS 0°= 2; cette équation ne pourra avoir lieu qu'autant HA aura a6yd—1, M— OS Mais alors 24 serait de la forme F3) et si On avait 24=f +8 =f" +8, il en résulterait
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"2SECONDE-PARTIE, «275 -Donc:le nombre premier 4 serait-deux fois de ke forme y ae ce “qui est impossible (n° 234). :
Soit 2°. æyM°+CJQ—/; la seule manière de Hire: cette équation (sans supposer # ‘ou Q égal à zéro, mi a6yd divisible par un quarré), est de faire a67d —5, M3, Q=1r; mais alors on aurait 2A=/f*+ 3e* équation impossible, parce que le premier membre est de :la forme es, tandis que le second serä toujours, où impair 5 ou multiple de 4.
Soit 5°. «yM+6909°—8, il est aisé de voir d'abord que a6yd' ou 17 ne peut, dans ce cas, être un nombre pair; car, par exemple, si l’on fait dy=2, 6d'—5, on aura l'équation 2° 3N°=8, à laquelle on ne peut sastité qu'en faisant V6. Lies autres säteuis paires de mn ne pourraient être que 2 Où 103 maïs on reconnaitra de même qu'elles sont inadmissibles.
"Il reste donc à examiner les valeurs impaires' de "nn où de a6yÿd", au moins celles qui né donnent pas plus de 8 pour la somme des deux facteurs &y + 6d\; car la quantité &yM° +690" ést au moins égale : à - cette Somme, puisqu'on ne peut faire ni M ni Q égal à zéro.
Le cas de mn=—1 ayant été déjà examimé, soit mn=—3; on aura M: + 30°—=8, équation dont l'impossibilité est manifesté.
Soit nee ôn aura M°+50°=8, équation pareillement impossible.
Soit mi—7, On aura M+n02S8, équation possible ; mais alors on aurait 24—/f°+#7g8", équation impossible, parce que le second membre est ou impair, ou multiple de 8.
On ne peut faire »2—0 à Cause du facteur quarré, ni mn —11, où Mmn—= 13, parce que 1 11 Où 1-13 surpassent 6.
Soït enfin mn—15, «y —3, Cd'=5, l'équation 5M°+5028 sera possible; mais alors on aurait 24=f" + 159* où 24—5f° + 59°, équations toutes deux impossibles, parce que lé second membré est ou impair, ou multiple de 8.
Donc, dans aucun cas, le double d’un nombre premier ne peut être compris cd deux manières.dans la formule 27° + n3
(240) « Tout nombre P premier, où double d'un premier, qui est » compris dans la formule quadratique py°-+ 5qyz 4 272, ne peut » être exprimé que d'une mamièré par cette formule ; ensorte que si » a EE “27/8 are" +, on ne pourra avoir en même temps » P =pf" + 2qf 8 +278". » (On soposs as P re et ra; pu à un nombre positif c.)
J'observe d'abord que le cas ‘où 2 est double d’un nombre pre= . mier se ramène aisément à celui où P est un nombre premier; car
si HR
Hd + 29/8 + 278° =pf"-H+2qfs +2rg
il faudra que f et .f' soient pairs. Aïnsi faisant f— 2h, f —2h#, on aura
A = 2ph° + 2qhg + reg
A — 2ph° + 24h + re".
Donc sil est impossible qu’un nombre premier 4 soit compris de deux manières dans une même formule quadratique, il sera pareïllement impossible que son double 24 soit exprimé de deux manières par la formule quadratique qui contient 24. Réciproquement sila proposition était démontrée parle cas de P— 24, elle le serait pour celui de P=— A; c'est pourquoi:l suffira de considérer l’un de ces cas.
Soit, donc Æ.un nombre premier compris dans la formule... py° + 2qyz+ 2x2 qu'on pourra considérer. comme l’un des diviseurs quadratiques de la formule # +cu?. Si l’on fait 4=pf+2qfo+2meg", et qu'après avoir déterminé. f° et g°. par l'équation fg° —f°2—1, on substitue fy+f°z et gy +g°z à la place de y et 3 dans la formule
PJ+2qretans, cette formule deviendra de la forme 2 Br EG : où l’on aura 4C— B°—c.
Donc si le nombre 4 est compris de Fe manières différentes Gr la formule proposée py°—+29y3+27#3, il faudra qu’on-puisse satisfaire à l'équation 4 — 4y°+ 2Byz+ C7, sans supposer. z — o. Cette équation étant multipliée par 4 donne 4 — (4y+Bz) + cz, ou A? —(Ay + Bz)ÿ =cz. Soit c—=mn, m et n étant deux facteurs indé= terminés, on pourra faire
A+ Ay + B:=mM A— Ay—Bz=nN,
et l'équation à résoudre deviendra MN —3%. Or on satisfait généralement à cétte équation, en prenant WM—aAuw, NN", 3 Au, pety étant premiers entre eux; on aura donc :
À + A7 + Bu = my > A— A7 — Blw=nN,
d'où l’on tire 24= À (mu? mr).
éh
Ge résultat, qui a lieu quel que soit 4, prouve que si un nombre quelconque Æ*est:compris de deux manières différentes dans une même formule quadratique pY° + 2qr3 + 272, son double 24 sera le produit de deux facteurs À, © » l'un © de la FE M 2H nz (où mm—=c),
l'autre À moindre. que Fe
Maintenant si 4 est un nombre premier, comme on peut faire abstrac tion du cas de c—1, on ne pourra faire ni A= 4, ni A—24; donc puisque À est diviseur de 24, il faudra que X soit r ou 2; ainsi on aura soit À — mu? + n°, soit 24 —mp° + n°.
1°. Si on a Amp", le nombre premier À sera compris dans la formule my°+-nz2°, qui est l’un des diviseurs quadratiques de la formule & ou’. Mais comme un même nombre premier ne ‘saurait appartenir à deux différens diviseurs quadratiques d’une même formule #+4-cu?, il s'ensuit que la formule »y* + 12° doit coïncider avec la formule donnée pr'—+2qyz 282. Or'on a prouvé (n° 238) que le nombre premier 4 ne pen être qu'une fois de la forme my*+ n£*, donc il ne peut être gr une fois (1) de la forme équivalente py sors - ®. Sion a 24—my"+nz", le nombre 24 appartiendra au diviseus tte my*—-nz*. Mais de ce que le nombre Z est compris .dans le diviseur Py +29 + 272", il s'ensuit que 24 est compris dans le diviseur conjugué 2py* 2972 #2. Donc comme 24 ne peut appartenir à deux diviseurs quadratiques différens, il faut que la formule 2py°*+ 2qyz+4- #2" soit identique avec my*—+nz. Mais s'il y avait deux solutions de l’équation 4=—py°+2qyz+-272, il y en aurait deux de l'équation 24 = 2py* + 2972 + m2° , et partant deux de son identique 2A=—= my" + nz°, ce qui est impossible (n° 239).
Donc le nombre premier 4 ne peut être exprimé de deux manières
différentes par la même formule py°+ 29yz+ 27%"; « donc tout » nombre P, etc. »
(241) Remarque. La proposition précédente et même les propositions des art. 238 et 239, sont sujettes à exception dans trois cas, savoir :
1°. Si le diviseur quadratique est de la forme py*+ 2pyz+-2#2°, ou simplement py° + rz°, ce qui suppose 9 — 0.
(1) Cette conclusion est sujette à une exception dont il sera: fait mention dans iz Remarque suivante,
2. S'ilest de la forme Pr 29/2 + 2q7, qui suppose dc 4 8. Silest de la forme pr 2qyz-pz, qui suppose Ep À . Car il est visible que dans ces différens cas, chaque manière de re-
présenter un nombre donné P par l’un de.ces diviseurs, en. fournit imnmédiatement une seconde.
Ainsi 1°. si l’on satisfait à l'équation P=py*+rz, en PR J=M;3=R;, on y satisfait aussi en faisant y —1", —=—n, ce qui, rigoureusement parlant, est une solution différente.
2°. Si lon satisfait à l'équation H=iprf agrz + aq en faisant 7 M, 2=h) On y satisfait aussi en faisant Y=m, 2=—m—n
«+ Si lon satisfait à ‘équation P=py* + 2qyz+-pz en faisant mena 2 n, Ony salisfait aussi en faisant y=?,. 2m.
Nous appellerons, pour abréger, diviseurs quadratiques bifides, où simplement diviseurs bifides, ceux qui tombent dans Fun de ces trois cas; niais nous conviendrons en même temps de ne regarder que comme une. solution les deux qui vont ainsi ensemble et qui. se déduisent lune de: l’autre de la-:même manière. Alors les propositions précédentes seront absolument générales et il n’y aura Heu à aucune exception.
(242) ««'Fout nombre prémier Z compris dans la formule quadra- » tique py°gyz- rs" dontles coefficiens sont impairs, n’y peut être »'compris que dune seule manière , excepté ‘dans le eas évident où »deux des nombres p, g, r sont égaux, » (RE ut toujours 4pr— q° égal à un nombre positif c.)
On a déja ‘vu, n° 519, que la formule py* + qy27z * renferme les
trois suivantes :
À pp + 278 dre"
Apy° + 2q72 re |
(p—q=+r)7" + (Gp —29)yz + 4pr”, donc il faudra que le nombre premier À appartienne à l’une de ces formules. Mais celles-ci étant réduites à la forme ordinaire, où -deux coefficiens sont pairs , il suit du théorème précédent, que le nombre # ne pourrä être compris que d’une seule manière dans la formule à laquelle il appartient; donc il ne pourra être exprimé que d’une mamière par la formule proposée py°+qyz—+ 73", excepté les cas des diviseurs bifides, dont nous faisons abstraction:
”_ Nota. Les théorèmes précédens concernant les nombres P— 4,
PA 2 RECRRPE ou doubles de premiers, s'appliquent également aux
SECONDE PARTIÉ : 279 norbrés de la forme P— À, PA", k étant un exposant quel conque; Cat dans ces formes, Céne dde celles où Æ—7+, le nombre P ne ‘pourra appartenir qu'à a seul diviseur quadratique de la formule Etc À pe n° 232). |
(245) «Soit P un nombre composé, impair où ‘double d'un‘! hpur; $ » si lon suppose que P soit diviseur de la formulé + cw, et qu'en » conséquence P soit compris dans un ou plusieurs diviseurs quadra- » tiques de cette formule , je dis « que P sera toujours exprimé par ces » diviseurs quadratiques de 2 manières différentes , : étant le nombre » des facteurs premiers inégaux qui divisent P säns ae (A+ nn
En effet, puisque P est diviséur de là formule Pc, ni le sera de
qu'il y a d'unités dans 2" (voyez n° rgr). Soient Q, Q/, ®, etc.; ces
différentes valeurs de x moindres que: et soient En ‘même terhps
Th ci P. 2?
la formule x° ce, et Dao £ Re aura. autant de, solutions
A, f;, :R° etc. les valeurs correspondantes de là quantité —— on
pourra avec ces nombres composer les formules
PF +207 + Re Ph +20 734 Rr Py* +207z+ REA
etc.
dans lesquelles P est constamment-le même, et qui seront toutes :des diviseurs quadratiques de la formule #*+- cu*. Soit py° + 2972 rz* un des diviseurs de la: même formule, réduit à la forme la plus simple, et dans lequel le nombre P soit contenu, on pourra donc supposer P=pf°+ 2qf2 #4 rg*. Si ensuite on détermine f° et g° d'après l'équation f£°—f°g—1, et qu'on mette fy +f°z au lieu dey, et gy +g°z aulieu de 3, la formule py*° + 2qyz + rz° deviendra” par cette substitution Py°+2Myz+Nz*, et on aura Fu HAE ESS) TEE!
— fi 29/78" +78.
D'ailleurs on pourra toujours prendre f° et g° de manière que M $oit ‘moindre Où rion plus grand que = 2. De la on voit que pour que W
… puisse été successivement égal à chacun des nombres Q, Q', Q”, etc. (comme cela est nécessaire ; puisque chaque ARIRUE quadratique
Py°+2Qy:+ Re; après-avoir été réduit à la forme la: plus. simple, doit coïncider avec l’un des diviseurs représentés Par Py°+-2q/2 re +) il faut que les valeurs de f et g puissent être variées en autant de manières qu'il y a de nombres Q, Q/, Q', etc., c’est-à-dire en un nombre de manières 2*, i étant le nombre.des facteurs inter , inégaux et iapairs, qui divisent P sans diviser c
: Donc le nombre P sera compris de 27’ manières différentes dans les diviseurs quadratiques dela formule 4 + cu?.
(244) Si-le diviseur quadratique. py°.+- 2gy2-ret, Lest.le seul affecté à un même groupe de diviseurs linéaires’, il faudra que les 27° formes dont il vient d’être question soient comprises dans ce seul diviseur , et ainsi il y aura dans ce cas 27° manières de satisfaire à l'équation P—=py°+ 2972 re. Résultat remarquable, ét qui mérite d’être confirmé-par un exemple.
La: formule t+6gu a pour diviseurs; d'après la Table IV, se
nombres premiers 5, 7, 1%, 17, 19, etc.; done le produit 5.7.17, par exemple , ou 595, est un diviseur de la même formule. Ce diviseur étant de la forme 276x+ 45, la même Table fait voir qu'il doit être compris dans le diviseur quadratique 7y*-2y2+ 10°; et parce que ce diviseur est seul de son espèce, et qu’en même temps le nombre compris 595 est composé de-trois facteurs impairs, inégaux; il faudra, -d'après le corollaire précédent, que 595 soit compris de 27" ou 4 manières dans la formule 77-277 10z°. En effet, si on-met l’équation 199 77° + 2yz + 107* sous cette forme (77 +7) —4165— 6092"; et qu’on donne à z les valeurs successives O0; 1; 27 3, etc., on trouvera les solutions suivantes:
LUZ bre f
i A EE
Donc'il y a trois valeurs de z dont une répond : Sdéux valeurs de y, et ainsi ily a quatre solutions de l'équation FOR SR: RTE au théorème.
Rernarque I. 'Les mêmes exceptions qui ont été observées n° 241, Jorsque P est premier ou double d’un nombre premier, ont également lieu lorsque P est un nombre. composé; mais elles se rapportent ques aux diviseurs bifides, et on-peut en faire. abstraction. F
Remarque: IT. Si un nombre impair P est diviseur de la formule + cu, où c est. de forme 8743, et qu’en conséquence P .soit:compris dass le diviseur quadratique py°--gyz--rz* dont les coefliciens sont impairs; on prouvera, comme ci-dessus, que le nombre P sera compris; de 2? manières différentes, dans les diviseurs quadratiques de la formule “cu, : étant le nombre des facteurs premiers inégaux qui divisent P sans diviser c:
Et il n’y aura point exception , quand même on aurait r—q, pourvu qu'on regarde la solution y=m, =n, de l'équation P=py USE comme ne différant point de la solution y=m, 2=—m—n
(245) « Si cest premier ou double d’un ee tout nombre » compris dans un diviseur quadratique de la formule #- cx*, n’y » pourra être compris que d'une manière, tant qu'on n'aura pas » NS 5c.»
Pour le démontrer, nous allons chercher quelles sont les conditions pour que le nombre I soit contenu deux fois dans le diviseur quadra-
tique py°+ 2972 + 72°, Alors en faisant py + g:=x, on aurait les deux solutions
pN= 2° + cz — x" + cz?,
Soit 1°.7—Z, On ne: supposera pas en même iinns T1 parce qu'alors on aurait Y—Y > et les deux solutions n’en feraient qu’une; mais on peut supposer '—=—x, ce qui donnera p( y) +29: 0.
Puisque le nombre c=—pr—g* est premier ou double d’unspremier , les nombres pet 27 seront premiers entre eux, ou n'auront que 2 pour commun diviseur.
Dans le premier cas, on ne peut satisfaire à l'équation p( y+-7')}+-2gr=0 qu’en faisant y y = 2m, z—=—mp. On a donc alors N=—p}*—29mpy +rmép® =p{(y —mg) cm]; donc N >pem,.ou en général N>pe. Les cas de p—1 et p—3 ne donnant qu'une même solution , on aura au mins p— 5; ainsi pour que À soit contenu deux fois dans le même diviseur quadratique, il faut qu'on ait N > 5c. |
Dans le second cas, p étant pair, si l’on fait p—2xr, on aura équation x( y4-7')+-92=0, à laquelle on satisfait en faisant z=—#7#,
7HY =qm; d'où résulte V2 —2qmym tr m = = [(ar=—gm) cm]. Donc N>- "cm, ou en général N>? D On ne peut supposer p=?2,
ro A ED D Le ne NO otenes
rit PA, parce qu'il n’en résulte pas proprement deux solutions, ainsi la moindre valeur que puisse avoir p est 63 ce qui donnera N>4c
“Soit ». 7 >%, alors ayant 2°—2=—0c(72—7), l'un des facteurs tx", x —x" du premier membre devra être divisible par é ; et comme le signe de x’ est à volonté, ee APE faire LH Cu: De là résulte CE Np=i cute (Ye FH ce donc on aura Np>2c'u*, ou en général Np > 2e; et parce qu'on a p<V3c; il s'ensuit N>: xoV40- TE
Cette limite est. égale à 3c, lorsque RER et elle est plus brañde lorsque c surpasse 48. nes en examinant successivement tous les cas.où l’on a c << 48, on ne rencontre aucune exception à la praposton que nousayons énoncée. Donc on peut dire en général quesion a WN<£c, le nombre ne pourra étre contenu qu'une fois dans un même diviseur Adam de la formule #+ cu’, c étant premier ou double d’un prenuer,
12 72 fais D°—2 s. z > L—= 5 Cut
$ XIV. Sur les moyens de trouver un nombre. F rCmNET plus grand. qu'un nomire donné.
(246) Sr M un nombre contenu deux ou DhRiept fois dans la formule py°-+ 2qr5r2°, ensorte qu'on. ait
M= par + 2qaê 4 76 = py° + 2q7d + rd" ; multipliant tout par p, et faisant à l'ordinaire Pr EE €; ON aura (pa + 6) 06e = (py gd) ed.
Supposons que c ou +6. soit un nombre premier, ou qu'au moins si l'un ou l’autre est le produit de deux facteurs, l’un de ces facteurs soit commun avec p et g; alors l’équation précédente ne peut avoir lieu, à moins que pag6—(py+qd) ne soit divisible par ce. Soit donc py+gqgd =Æ(patqg6— ex), on aura, après avoir substitué et divisé par c, l'équation + 2(pa+qé)x—ex =". (a)
Toutes les fois que cette équation sera possible, c’est-à-dire, toutes les fois qu'on pourra trouver une valeur de x autre que zéro, par Jaquelle
le premier membre devienne un quarré parfait, il s’ensuivra que le nombre 1/4 ou sa moitié n’est pas un nombre premier.
(24%) Si l'équation (a) west possible qu’en faisant x—0o, il ne faudra pas encore én conclure que le nombre 7 ou sa moitié est un nombre premier. Cependant si dans ce même cas le diviseur quadratique pr? + 2gyz re relatif a la formule {+ ct, est seul.de son espèce’, ensorte qu'un nombre qui y est contenu ne puisse appartenir à aucun autre diviseur quadratique de la même formule #-Hcu°; ou en d’autres termes, sile diviseur quadratique py° + 2qye + rz° est seul affecté à un même groupe de diviseurs linéaires, comme on en voit des exemples multipliés dans les Tables IV, V, VE, et VIF, je dis qu'on pourra conclure que le nombre A ou sa moïtié est un nombre premier , saRé une exception dont il sera fait mention.+
En effet, 1°. si le nombre #7, compris dans la formule pY°+2qyztre"s est divisible par deux nombres premiers différens non-diviseurs dec, on a déjà vu (n° 2/44) que M sera compris de deux manières différentes dans la formule py*+-2qyz-rz, puisque celle-ci.est seule de son espèce. Donc alors l'équation (a) aurait au moins deux solutions.
>, Si le nombre M est égal à une puissance paire du nombre premier æ&, ou si l’on a M4", alors le nombre A appartiendra au diviseur quadratique y*+cez?; Car si dans ce diviseur on fait y—4" et 3= à un nombre pair, on obtiendra la même forme linéaire 4cx + a qui convient au nombre M. Mais on suppose que les formes linéaires dans lesquelles: A est compris ne répondent qu'à un seul diviseur quadratique py® + 2qrz+-rz"; donc ce diviseur, dans lequel M est contenu, n’est autre que y*<+-cz*, ou son équivalent ÿ°+-2yz+-(c+-1)z". J'observe maintenant que le nombre AZ qui sera exprimé par f°+ œ*, f etg étant premiers entre eux, pourra l'être aussi par la simple formule »*, en faisant ÿ—7=— 4", 3—0; et quoique cette dernière expression.ne soit pas régulière, puisqu'on doit toujours supposer y et z premiers entre eux, cependant il n’en est pas moins yrai qu'on pourra faire f°+ ce —7, et qu'ainsi l'équation (a), outre. a solution x=0, ‘en aura une autre qui donne d —0o.
3. Si le nombre W— a°"+!, à étant un nombre premier , alors il est ‘aisé de voir que & et M appartiendront au même diviseur quadratique. Car soit æy*+ 2672 + 73° le diviseur quadratique qui contient «, si l’on faity—a" et z égal à un multiple de 2c, alors ce diviseur devient de la mème forme linéaire 4cx—+a dont est 2*"*+: ou M. Mais il n’y a par supposition qu’un seul diviseur quadratique qui réponde au groupe de formes linéaires dans lequel. M est compris, donc ce diviseur pr°+2qgyz-#+rz sera identique avec le diviseur ay? 26yz+z. Or celui-ci offrira toujours deux manières de représenter M, l’une où y etz seraient premiers entre eux, l’autre où l’on ferait ÿ=4", 2= 0. Donc, en vertu de ces deux expressions , l'équation (a) auraït encore deux solutions. ;
4°. Si on a M—c”", on prouvera, d’une manière semblable, ne le
nombre M appartiendra au diviseur quadratique 27° + par 2° À
si c est impair, ou au diviseur 2y Hi ; Sic est pair. Dans les deux
cas, le nombre W pourra toujours être: exprimé de deux manières par ce diviseur, ainsi l’équation.(a) aura deux solutions.
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5e, Si.le nombre M—24"+, on prouvera encore de,la même
manière ,; que le nombre M -appartiendra au. même diviseur qua-
dratique que 22, et. qu'ainsi ce diviseur pourra être représenté. par
2. 24 26yz +yz, Il y aura donc au moins deux manières de satisfaire
à l'équation M — —=p}" + 2972 re", et par conséquent au moins deux solutions de l'équation (a).
(248) Il parait, par l'examen de tous ces cas, que si le premier “membre de l'équation (a) ne peut devenir un quarré que lorsque T0, on peut en conclure qué le nombre M ou :M est un nombre pr emier. Il fâut néanmoins excepter le cas'où AZ aurait un facteur premier « non commun avec c, ét plusieurs'autres 6, y, etc. communs avec c, car alors x? + c
nombre M ne pourrait être représenté que-d’une manière par-la formule py°+2gyz#+ rs", Mais si d’une part le diviseur quadratique pr°+2qretrz qui contient W, est seul de son espèce; si d'autre part M n'a aucun diviseur commun avec c, et que l° quantité... CH 2(paq6)x—cex*, formée d'après la valeur M=—pa’+2qa6+r6, ne puisse être égale à un quarré que dans le seul-cas de x—o, on pourra conclure avec certitude de ces conditions réunies, que le nombre M ou sa moitié, sil.est pair, est un nombre premier.
l'équation —e ne serait susceptible que d’une solution , et le
(249) Gela posé, si on prend pour & et 6 des nombres quelconques ‘premiers entre eux, on pourra regarder comme autant de théorèrhes les -résultats suivans choisis entre plusieurs autres semblables qui sont con- -tenus dans nos. Tables. Ils indiquent diverses formules .générales dans
lesquelles tout nombre compris sera premier ou double. d’un premier ; si la formule conditionnelle ne peut être un quarré que lorsque 0, £t si en même temps 7 et «sont premiers entre eux, -ainsi que « et 6
Tormule conditionnelle.
Formule de nombres premiers;
CE Hia(a 6) x x84 at ab T46*
ÉL2(a HÉ)x—37x | a 4 346 4 386% CE E6 (a EC) x "577" Bai + Ga + 226* 4-6 (a +6) x —095x* 5a° + 6a6 +546?
62 2 (1004276) x — 193x* nr xrat + 14a6 + 226 EH 2 (2246) x — 117° as a6 + 56:
.. 622 (2a+6) x — 192 . + ab+ 56e
2624 2 (2246) x —43x° a uCt 116%
2 6H 2 (2446) x — 67x* . Latta6higét .
€ 46 (2246) x — 1292 à Ba + 346 116 EH 2 (2246) x = a662 0 a db 44e 6? Hao(2a-6) x — 255% bar + baG = 1366
ÉL 242 — 10x° a? "106?
62H baux — 322%, d “+ 226? :
1 6 2ax— 58x° a? -L 586 62 -L:roax 170201: Doi? + 146* 62 Gax — 102x*: 5a+ 5462 6? 10œ4x — 190x*
ba 386
(250) Pour s'assurer si la tre sex 2( ARRETE ne peut “étre un quarré ‘que lorsque æ—0:, il faudra essayer pour x toutes les valeurs en‘nombresientiers-Comprises entre les deux racines de léquation 62 ( ds bei à Le: nombre: des ‘essais est donc en
général? ÿpM, M étant le nombre pa aqa6rés. dont on veut dé-
terminer la nature. La formule la plus avantageuse, ou celle qui exige le moins d'essais, est donc celle où, toutes choses d'alleurs égales, p sera le plus peut et c le plus grand.
Par exemple, si on considère la formule 44 46-416, ou plutôt 24°*+24€-+82€?, afin de l’assimiler à la formule générale py?+2q72"+-r5, le nombre des essais pour s'assurer si le nombre N—a+a6+416* est un nombre premier, sera - #6 ou à peu près av.
La formule ba°+-58€°, qui répond au nombre c= 190, est encore plus
BR = SR Sn ee "7", OUR Em EN BE RS laine A ARRET D Re O2 Se —
avantageuse au moins en prenant 4 impair; car, si l'on fait V—5a°-1386,
le nombre des essais. sera EX où uv N< AN. Si l'on suppose
de plus dans.cette seconde frame » que le nombre 6 soit impair, ainsi que æ ; la quantité €: TA 1QO ne pourra être de la forme 8247,
ni par ou devenir un quarré, à moins qu'on ne suppose x de la forme 44 ou 4k—«, et ainsi les Dites 4k=2, ir étant exclues,
lenombre des essais! se réduit à EA4 NN.
(251) Enfin on peut observer que plus « sera petit, plus la limite de x sera petite. D’après toutes ces considérations, voici la manière qui paraît la plus simple de trouver un nombre premier plus grand qu’une DE donnée Z.
Ayant faittæ—1, prenez pour 6 un nombre impair > VE 7 ©t mon-
divisible par 5, vous aurez le nombre impair N=5+ 38€? plus grand que la limite Rte L; ce nombre n’a pomt de diviseur commun avec 190; donc pour savoir si !V est un nombre premier ; il restera à examinér sl y a une valeur de x autre que zéro qui puisse rendre la quantité 6? r10ox— 190x° égale à un quarré. Les valeurs de x à essayer seront tous les nombres de forme 44 ou 4k+-3, tant positifs que négatifs,
moindres que : si aucun de ces nombres ne rend la quantité dont
V/190 il s’agit égale à un quarré, on en conclura que le nombre b+-386* est un nombre premier.
Soit proposé, par exemple ; de trouver par cette méthode un nombre —
premier plus grand que 1000000; on prendra 6 impair et > Soit 6— 163, il faudra voir si on peut satisfaire à à l'équation A
26569 +- ton jones Ep"
Les valeurs de x à essayer seront seulement — 1, 3, Æ4, —D,7, Æ8;, — 9,11; et Comme, aucune d'elles ne rend le ; premier membre gal à un Quarré, il s'ensuit que le nombre, 5 ne 386 — LO0DQAT. est un tombre premier,
(252) Dans des exemples plus compliqués, on. parviendrait facile
‘ment à diminuer encore le nombre des tentatives , en observant quels sont les restes des quarrés divisés par 5, par 7, ou, par quelqu'autre
nombre premier , et excluant les valeurs de x qui ne peuvent donner ces restes: Ainsi, en prénant 65h, on trouverait:que x ne peut avoir aucune -des quatre formes en 94, #46, 9h47, ce qui réduit le nombre des essais aux 5 du nombre total. Si fon avait 6—22h#r, les formes exclues seraient x 1141, 6, 8, 9, 10, et le nombre des essais serait réduit aux <=. Donc par la combinaison de deux semblables Suppositions, c’est-à-dire en prenant € Fe #21, le nombre des valeurs de x à essayer se réduirait à 5.-5 où 12 dunombre total, quiest environ == L, et deviendrait ceblémnent ve V L. . Soit; par: exemple, C—681; pour, savoir si le nombre 5 + 386? “HN 62 02% est un nombre premier ; il faut voir si on peut satisfaire à l'équation 465761 + 10x — 1902? — —7*; et d'après ce que nous venons de trouver, les valeurs de x à essayer se réduisent aux suivantes :
42; 27) 353. 86445 475 hsrTB51 0), 727726, 37; 40 44e Or:la valeur 85 donne y = 485, donc le nombre dont il est question n’est pas un nombre premier.
Soit encore: 6— 747, on aura la edité 558009 +-107— 1902"; ÿ des kiquelle il faudra subsütuer:. pour chacun des nombres suivans : 1 J: 27 39, 36 > 44 Apres —9;— 17,58, —37;—40,—44,—52,—53.
Ft comme on tr ouve qu aucun de ces nombres ne rend la quantité dont il s’agit égale à un quarré ,ils “ensuit qué le nombre 5458621 204 547 est un nombre premier. | de
(258) ‘On peut; d’après ces principes, expliquer d'une manière satisfishatés, pourquoi certaines formules renferment une suite de nombres premiers assez étendue. (Voyez Introd. n° XX):
Par exemple, ‘on trouve dans la Table (n° 249) que la formule a +a+41 doit être égale à un nombre premier, toutes les fois que la quantité 14 (44 + 2)x- —163x° ne pourra devenir un quarré qu’en faisant x — 0. Or on voit au premier coup-d’ œil, que cette quantité ne pourra être un quarré, ni même un nombre positif, tantque 442 sera L168, ou æ<40. Donc si 6n fait successivement 20, 2, 3... jusqu'à 59, toutes les valeurs qui en résulteront pour &2+41, doive être des nombres premiers:
On trouve: également; dans la Table du n° 2/9, que la formule ‘ep b8: désigrie an nombre. premiér ou son double, toutes les fois que s'en 58% ne pour! étre’ un ‘quarré Foxcente en faisant T0):
ER TEE REA . ss SRE RRTER RELSES DER re DS MES JAP NE CII moque el t. © DS
: SECONDE PARTIE. 285 Oral est manifeste que cette quantité ne peut étre un quarré tant que & sera au-dessous de 29: On voit donc a priori que les 29 premiers nombres contenus dans la formule #2 + 58 doivent être premiers ou doubles de premiers. &
Il en est de même des 19 premiers nombres contenus dans la formule 53258, parce que la quantité 1 + 104x—190x° ne peut devenir un quarré tant que & est au-dessous de 19.
Remarque. Le problème de déterminer un nombre premier plus grand qu'un nombre donné, n’est pas résolu complètement dans ce paragraphe. On a indiqué seulement diverses formules, dans lesquelles prenant au hasard un nombre plus grand que la limite Rita il ÿ a déjà une probabilité assez grande que ce nombre sera premier. Mais pour s’en assurer entièrement, il faut faire des essais qui sont d'autant plus longs , que le nombre dont il s’agit doit être plus considérable ; et si cette grandeur passe certaines limites, il pourra être plus a bbet de suivre les mé: thodes indiquées dans le paragraphe s suivant.
$ X V. Usage des Théorèmes précédens pour reconnaître si un nornbre donné est premier ou s’il ne l’est pas.
(254) É: Tables de nombres premiers qu'on a construites jusqu'à présent n'étant pas fort étendues, il serait à desirer, pour la perfection de la théorie des nombres, qu'on trouyât une méthode praticable au moyen de laquelle on püt décider assez promptement si un nombre donné qui excède les limites des Tables est premier ou s’il ne Fest pas. ÆEn attendant que cette méthode soit trouvée, nous allons faire voir quels secours on peut tirer des théorèmes exposés jusqu’ à présent, pour la s0= lution de ce problème particulier,
On a déjà vu que si le nombre proposé 4 est de la forme #7, ou.s’il est seulement diviseur de cette formule , tout nombre premier qui divise À doit être de la forme 72x41 ou 27x--1 lorsque » est im pair ; car s’il n’était pas de cette forme, il diviserait le nombre plus petit
ÿ SA : à F a 1, y étant un diviseur impair de 7. Ayant donc examiné tous les
nombres a x, qui remplissent cette condition, si aucun de leurs facteurs premiers ne divise Z , on sera assuré que les diviseurs de À ne peuvent étre que de la forme mentionnée 7x+4-1 ou 27x+4+ 1; et si x est impair, 1l. faudra non-seulement que les diviseurs de 4 soient de la forme 27x-1, mais qu'ils soient aussi de l'une des formes linéaires qui conviennent aux diviseurs de #—au*. Ces formes étant connues par nos Tables (au moins lorsque a ne passe pas leurs limites), on pourra, par la combinaison de ces deux conditions, réduire beaucoup: la multitude des nombres premiers moindres que ÿ/4 par lesquels il fant essayer de diviser 4. Nous ayons déjà donné des exemples de cette methode dans le $S V; nous ajouterons encore les deux suivans.
(255) Considérons 1°.le nombre 2®%—1=(2—1),1082401, et proposons-nous de trouver tous les diviseurs du facteur 1082401 = 4; comme ce nombre n’est pas divisible par 25— 1 —31, il ne peut avoir pour diviseur que des nombres de la forme 5ox--1. De plus, le nombre
SECONDE PARTIE, 587 A étant diviseur de la formule 2*°—2 qui est de la forme {— ou, il faudra que les diviseurs de 4 soient de da forme 82--1, ou de la forme 8n—7. Mais la forme 5ox-+-1 renferme les. quatre
excluant donc la seconde et la troisième qui ne s'accordent pas avec les formes 8n<+1 et 8n+-7, il ne restera pour les diviseurs de Z que les
deux formes 200% 1, 200% 101.
Les nombres moindres que ÿ/4 compris dans ces formes sont : 151, 201, 351, 401, 551, Gor, 75x, 801, 951, 1001;
d'où excluant ceux qui ne sont pas premiers, il reste les quatre seuls nombres 151, 401, Go1, 751, par lesquels il faut.essayer de diviser Æ,
La division ne réussit ni par 151, ni par 401, mais elle réussit par Gor , et on a pour quotient 1801 ; donc le nombre 4 n’est pas un nombre premier. Et quant au quotient 180%, il est nécessairement premier, car s’il ne l'était pas, il admettrait la division par un nombfe moindre que vi 1801, ce qui n’est pas possible, puisque le momdre nombre premier qui divise.Æest 601: Donc on a simplement:4=—6o1.1801.
Considérons 2°, le nombre 27— 1=(2%—1).262657,. et soit proposé.
de trouver les diviseurs du nombre 4—262657 ; il est facile de s’assurer que ce nombre n’est divisible par aucun de ceux qui divisent 2°—+ ou 2®— 1; donc ses diviseurs: , sil en a, sont de la forme 54% + 1. D'ailleurs Z étant lui-même diviseur de 2%— 2, les diviseurs de Z sont aussi de la forme #— 24", et par conséquent de l'une des formes 87: et 8n+7. Si on combine donc ces deux formes avec la forme 54x+ 1, on aura les deux formes 216x-+1, 216x-+55, lesquellesné comprennent, au-dessous de ÿ4=—512', que les cinq nombres 55,:217, 271, 433, 487. Retranchant de ceux-ci les nombres composés, il ne reste à essayer que des trois nombres prénmiers 271, 433, 487 ; et comme aucun de ces trois
nombres ne’ divise 262657 ,-oen conclura avec CIRE que: AU
‘<st-unmombre prentier:
(256) En général , étant proposé un nombre quelconque Z, on tà- -chera deraimener ce nombre ou-un de ses multiples, à la forme +4, aétantam nombre le moins grand possible’, et qui ne passe pas les Liaites des Fables. Pour cela, il fantextraire la râcine quarrée tant de
A que de quelques-uns de ses multiples 24, 54, 44, etc., et on fera ensorte que le reste, positif ou négatif, soit de la forme aw*;ru* étant le plus grand quarré par lequel'ce reste est divisible.
Dès qu’on aura mis 4, ou en général, À A4 sous la forme £a, on sera sûr que les diviseurs de À sont compris parmi les formes linéaires des diviseurs de la formule un; et comme ces formes linéaires excluent la moitié des nombres premiers, autant on aura trouvé de‘formes différentes “4 Æ au* pour À ou ÆA, autant de fois on aura réduit à moitié le nombre de diviseurs à essayer pour le nombre 4. Si donc il y a nombres premiers compris depuis r jusqu'à ÿ/ 4, et.que z soit le nombre des formes #Æau? dont il s’agit, on n'aura plus à essayer que ()'." nombres premiers, pour s'assurer si 4 est premier, ou s'il ne l’est pas.
Si À étaitun diviseur de la formule a": ; ou a" P", a.et b étant premiers entre eux, on aurait de plus les conditions dont nous avons déjà parlé, qu'on combinerait avec celles qui résultent de Ja forme lÆau,. :
(257) Enfin,on peut encore indiquer un moyen qui le plus souvent aura du succès. Il. consiste à convertir en fraction continue y/4 ou ÿ/24, (V4 34, etc. Car si en général VI est un quotient-complet provenant du développement de 4, et que soit la fraction convergente qui répond à ce quotient, on aura (n° 50) HD=—p°—Kk49, ou kAg°—p°Æ D. Donc les diviseurs de 4 sont diviseurs de pÆD, ou en général de #Dw, savoir de #—+Du* lorsque le quotientcomplet est de rang pair, et de £— Du? lorsqu'il est de rang impair.
-Dans cette opération, le nombre D n'excède jamais 24/44, et le -plus souvent il est beaucoup plus petit; ainsi on pourra connaitre, par ce moyen, des formules assez simples #ÆDu* dont les facteurs de 4 doivent être diviseurs. Et s'il arrivait qu'on trouvât deux formules Du, —Du contenant la même valeur de D, il s’ensuivrait que À qui divise l’unetet l’autre, divise {*+-1°,.et par conséquent, que’ses propres diviseurs doivent être aussi de la forme y?+4-3°; et dela-forme linéaire 4x1, ce qui abrégerait les calculs.
(258) Appliquons ces principes au nombre 3386674. On trouvera -dabord, par l'extraction de la racine, 4=—577° + 82.3°; donc 4°est de la forme © +4-8au*, et ses diviseurs doivent étre du nombre de ceux
qui conviennent à cette formule. Pour trouver d’autres formes, j'essaie de décomposer dés multiples de 4, je trouve, par ÉRémibe RE 34 = 1001001 — (1001 }— 10(10 )*, quantité de la forme # — 1ow° donc les diviseurs de À doivent être de l’une des formes qui vont aux diviseurs de & — rou°. Ces deux formes réduiraïent déjà ‘au quart seulement les nombres premiers qui sont à essayer pour diviseurs de 4, et qui doivent être moindres que ÿ/4 ou 577. Maïs comme l'opération serait encore longue , nous chercherons de nouvelles formes'par le déve= loppement de y en fraction continue. Ce développement donne les quotiens-complets qui suivent :
V4 + o V4 + 577 A+ 16 VAL 956 y4+387.
VA+ 471 VA+ Bu WA VA+ 519 V4 + 42 392 ? 606 2? 407 1472 158 2 947 2
VAHSS VAS VAHA4S : VA + Ba
En A: Fa agger ne, -CLC
De là on voitque des diviseurs de Z doivent di-iser les formules PH 758u ou + 8ou°, E— 41qu, LH 6430, etc.
Les plus simples sont # + 8ou°, & — Gou?, et dau", car c’est à cette dernière que se réduit la formule .£ -E 2884* donnée immédiatement par le °rne D = 266. * Si à ces formes onajoute celle qui a été déjà trouvée # — 1ow*, on sera en état de diminuer beaucoup le nombre des essais qui restent à faire. Et d’abord les diviseurs de 4 +- 24° étant de la forme 87 + 1 Où 82 + 3; et ceux de £*— 1ou* étant 40x + 1, 3, 9,15, 27, 31, 37, 39 ; si on rejette parmi Ceux-ci les formes qui ne sont.pas 82 + r ow 8n +3, il ne restera que les formes 40x71, 5,9, 27. Maintenant si on développe tous les nombres premiers compris dans ces formes jusqu’à 577 qui est ÿ/4, on trouvera
3473 401, 409, 445, 449, 467, 481, 521, 523, 547, 565, 569; d’où éliminant ceux qui ne peuvent être diviseurs de: —6ou*, ce qu’on reconnaitra facilement (Table IT) par les, formes 276x+4 qui con-
LS
viennent à ces diviseurs , 1l restera
F5 09; 80, 107, 163, bars »81, 401, 409, 467, Bsi : 547, 563, 560. :
Enfiñ rejetant de même parmi ces derniers ceux qui ne peuvent être diviseurs de la formule #* + 8x”, ou qui ne sont pas de la forme 328x+-4
qui convient à ces diviseurs (Table VI) ; il ne rester à essayer que les Sept nombres premiers :
Or aucun de ces nombres ne divise 353667, ainsi on est assuré que 333667 est un nombre premier.
On aurait diminué de beaucoup le nombré des tentatives, si on eùt .
observé que 3.4 étant 1001001 = 10° + 105 1 — — , les diviseurs de 4 doivent diviser 10° — r , et par conséquent doivent avoir la forme 18x += 1: Mais nous avons voulu faire voir-:comment on doitprocéder
lorsqu'on n’a aucune donnée sur la nature du nombre qu’on examine.
(259) Proposons-nous encore le nombre 10 091 401 = 4 : il faudrait, suivant le principe général , essayer la division par tous les nombres premiers moindres que ÿ/ 4, c’est-à-dire moindres que 3:76: Mais pour diminuer le nombre de ces téhtat tes. nous Chercherons tout d’un coup, par le développement de y 4 en faction continue , les diverses formules #—Æ Du’ dont 4 doit être diviseur. Soit. OR RORR RE générale du quotient-complet, on trouvera que les valeurs de D fournies par: cette opération sont successivement:
Dr, 4425 = 197.5, 1928 82.2? 17090, 2180, 5053 = Sp. Das
2872— 718.2, 3511-25r70;:3709, 0461815585! 437, 3648 — 57.8, 2619, 20 183, 2019, : 720 — É UE 2068, 152, 38.2°, 2061 — 220.5, 565, 480 —50,4°, 1119: 5415, 2712=—678.2°, 2525— 101. 5, D 0 421.3°, 184—46. 2", etc.
De à on déduit déjà plusieurs formules assez simples ; desquelles 4 doit être diviseur. Ces formules sont :
PH Brut, PH Gu, —bqu, Lu, PHBBU, 500, © — 6w.
SECONDE PARTIE. . Sor Mais il est à observer que.la formule £* — 3ou° n'apprend rien de plus que les deux précédentes # -L Gu* , H5u®; car si un. nombre premier est diviseur de & + Gu et de & + bu* ; il sera diviseur de £— 3ou’ ; de même la formule 4° + 38u° est censée comprise dans les deux précédentes & + 6n?, P — By. Il ne reste par conséquent des sept formules précédentes , que cinq qui soient distinctes les unés des autres, et qui pouvant chacune réduire le nombre des essais. à moitié, pourront par leur combinaison réduire ce nombre à sa trente-deuxième partie. Par ce moyen, le nombre des essais, ou celui des nombres premiers moindres que y 4, qui aurait été environ 454, se réduit à 14, et l'opération devient praticable. On aurait pu encore prolonger davantage le calcul des valeurs de D, et il en serait résulté les nouvelles formules 1— 55%, {°— g7u, + Su, dont À doit être diviseur. Avec tous ces secours, voici comment on trouvera toutes les formes linéaires qui conviennent aux es de 4.
. Les diviseurs de e + Su? sont en oi de la forme 6x + 1,
celle contient les quatre formes 24x+ 1,7, 13, 19. 2°. De ces quatré formes , il n’y en a que deux'qui peuvent diviser nee ce sont 240 += 1, 247 #7,
. Ces dernières, considérées par rapport aux multiples de 5, conie les huit Re 120% L; 7, 31; 40, 75, 70, 07, 103, parmi lesquelles écartant celles qui ne peuvent diviser 4 + 5w*, il restera les quatre formes ART
120% ETS 2, 105.
Les nombres premiers contenus dans ces formes diviseront donc à-la+ fois les trois formules # Æ3u°, + Gut, + but,
4. Si les quatre formes précédentes sont développées par rapport aux multiples de 11; c’est-à-dire, si au lieu dé.x, on met successivement IID, 11X-1, 112 4-2, elc., et qu'on rejette les multiples de 14 ; il en résulte les quarante formes suivantes :
1520xw 1, 7, 49, 103, 127, 169, 228, 241, 247, 280, 343, 361, 567, 409, 465, 481, 487, 520, 601, Go7, 703, 721, 727; 769, 825, 841, 889, 945, 961, 067, 1009, 1065, 10814 1087, 1129, 1183, 1201, 1207, 1240, 1803.
Parmi ces formes , il ne faut conserver que celles qui peuvent diviser
#—5bu*; pour éet effet, on prendra dans la Table III les formes 220x-+a qui divisent &— 55u* ; et la comparaison faite, on trouvera qu’il ne reste
que les vingt formes :
Maintenant si l’on prend les nombres moindres que 3176 compris dans cette formule, et qu'on en exclue. les nombres composés., ils se réduiront aux suivans :
105: 228,807; 487, 727% 825, 1087, 1321, 1423, 1489; 1543, es 1785, 2143, 2161, 2287, 2689, 3001, 3169.
Excluant encore de ceux-ciles nombr es qui ne PEUT diviser € + A il restera les onze suivans :
Enfin si on exclut de même ceux qui ne peuvent diviser, € Es 58u* >-On w'aura plus que les‘six nombr es
727.5.1087;, FEU 1489; 1788, 2281 ; et la condition qu'ils soient diviseurs de 4 — 46u*, … réduira de nou-
veau. aux “trois. nombres - 9727311425, abc
Ï est inutile d'aller plus loin dans la réduction de ces nombres, et on auraitmême pu se dispenser d'aller aussi loin ; or on trouve qu'aucun de ces nombres ne divise 10 091 401, on pourra donc conclure avec certitude que:10 091-401: est un nombre premier.
Euler est parvenu au même résultat, en s'assurant'que 10 59 4o1 ne peut se décomposer que d’une seule manière en deux quarrés , ce qui est un caractère essentiel. des nombres premiers: 4n + 1. ( Voyez le Tom: IX des Voyi: Comm: Petrop. Voyez aussi les Mémoires de Berlin , > année 1771.)
THÉORIE DES NOMBRES GONSIDÉRÉS COMME + DÉCOMPOSABLES EN TROIS QUARRÉS
$ L Définiion de la forme trinaire ; Nombres. et diviseurs quadratiques auxquels celle orme peut ou né peut pas conpenir:
(260) L:. nombres suscéptibles d'être décomposés en trois quarrés , forment diverses classes très-étendues qui jouissent d’un grand nombre de belles propriétés, et sous ce point ‘de vue, ils méritent de fixer l’attentiôn des analystes. Nous appellerons | pour abréger, forme trinairé d’un nombre, toute manière d'exprimer ce nombre par la somme de trois quarrés ; ainsi 59 pouvant se représenter par 25 + 25 + 9, et par 49+ 9 + 1, chacune dé ces expressions sera une forme ou valeur. trmaire de 59.
Une forme trinaire est composée en général de trois quarrés, mais elle peut ne l'être que de deux où même que d’un seul, parce que dans ces cas, Zéro sera regardé comme quarré complétif. Ainsi 26 a deux formes également trinaïres 25 + 1 et 16-09 7.
(261) Lorsqu'un nombre est divisible par un quarré, les formes trinaires particulières à ce nombre sont celles dont les trois termes ne sont pas divisibles par un même quarré : celles dont les trois termes auraient un même diviseur, sont en quelque sorte étrangères à ce nombre, et. doivent être regardées comme des formes trinaires impropres. Ainsi 189 a trois formes trinaires propres, savoir
132 + 4 at 10° — 8° + 52 ER Ce 2
et-une forme trinaire impropre, savoir 12% 6° -H 3°; car les trois
termes de celle-ci étant divisibles par 3*, cette valeur n’est autre chose qu’une forme trinaire,de 21 , savoir 4° + 2° 1°, dont on a multiplié tous les termes par 3°.
Les formes trinaires impropres d'un nombre a*c se déduisent des formes'trinaires propres du nombre c, en multipliant les termes de cellesci par «; et-s’il y a plusieurs quarrés différens qui divisent un nombre proposé, il y aura également plusieurs manières de trouver des formes trinaires impropres. C’est pourquoi, dans tout ce qui suit, nous ne considérerons jamais qué les formes trinaires propres des ouest nous les appellerons simplement formes trinaires , et nous ferons abstraction des formes trinaires impropres.
(262) Une forme trinaire propre peut être composée de deux quarrés seùlement, pourvu qu'ils n'aient pas de commun diviseur, car en y ajoutant le quarré complétif o*, les trois termes ne sont pas divisibles par un même nombre. Ainsi 25 + 16.est une forme trinaire de 41, aussi bien que 36+ 4 + 1.
Mais un quarré tout seul, excepté 1, ne aps être une forme trinaire, puisque 77° 0° + 0* a ses trois termes divisibles par
(263) « Aucun nombre 82 7 ne peut être de forme trinaire. » Car tout quarré pair étant de la forme 4m, et tout quarré impair de la forme 8m 1, la somme de trois quarrés , si elle est impaire, ne peut être que de l’une des formes 4m + 4m + 8m + 1 44 + 1 8m + 1 + 8m 1 + 8m hr 8443, lesquelles ne renferment pas 87 +7.
. « Pareïllement aucun nombre de la forme 4», ne peut avoir une forme
». trinaire propre, ».
Car comme les trois quarrés ne peuvent étre pairs, puisqu’ on exclut le cas où ils auraient un diviseur commun , la somme qui en résulte ne
peut être que de la forme { 4n + 8n +1 +8 +i=4k+a2, laquelle n’est point divisible par 4.
(264). Ayant ainsi exclu les formes 8x + 7 et 47, il reste les trois
formes générales 4n+1, 4n+2 et 8743, dans lesquelles doivent être compris tous les nombrés susceptibles de la forme trinaire. Or Ia
TROISIÈME PARTIE. 305 théorie que nous allons exposer, prouve que tout nombre compris dans ces formes est effectivement décomposable d’une ou de plusieurs, manières , en trois quarrés , non divisibles par un même facteur.
(265) Pareïllement , si le nombre c appartient à l’une des formes 4n+ 1, 4n+2,8n+13, la formule # cu aura toujours au moins
un. diviseur quadratique (ou le double d’un tel diviseur dans le cas de
c— 8n 1-5), tel qu'on pourra le décomposer indéfiniment en trois quarrés, sans attribuer aucune valeur particulière aux indéterminées y etz qu'il renferme. C’est ainsi que le divisenr quadratique.......... 97° + 87: 92° appartenant à la formule # + 65u*, se décompose en ces trois quarrés (27 — 3) + (2y + 25) + (y + 23).
Cette décomposition fournissant un caractère particulier de çe genre de diviseurs ; nous appellerons diviseurs quadratiques trinaires | ou simplement diviseurs trinaires ceux qui en sont susceptibles. Mais ils doivent en outre satisfaire à une condition que nous indiquerons ci-après, sans quoi la forme trinaire serait impropre et du nombre de celles dontnous faisons abstraction.
(266) Observons qu’il est eertaines classes de diviseurs quadratiques qui ne peuyent jamais être de forme trinaire.
1°. Lorsque c est de la forme 471, les diviseurs quadratiques de & -- cu? sont de deux sortes; les uns renferment les diviseurs 4775, les autres renferment les diviseurs 473. Ceux-ci renferment à-la-fois les nombres 874 3 et 8n-+- 7; et comme aucun nombre 87-H7 me peut être de forme trimaire, il s'ensuit qu ’aucun diviseur duencatique 4n+ 3 ne peut non plus être de forme trinaire.
2°. Lorsque c est de la forme 87 + 7, il n’y a absolument aucun diviseur quadratique de la formule # + cu* qui soit de forme trinaire. La raison en.est que chaque diviseur quadratique contient à-la-fois les nombres 4n—-s et 4-5; il contient donc aussi les nombres 82 + 7, dont aucun n’est de forme trinaire.
3°. Lorsque c est de la forme 82+-3 , il ne peut par la même raison y avoir aucun diviseur quadratique impair qui soit de la forme trinaire ; cependant il peut arriver, et il arrivera réellement dans tous les cas, que l’un au moins des diviseurs quadratiques impairs aura son double de forme trinaire. Par exemple , }° 3 + 53° représente tout diviseur impair de la formule # + 104; ce diviseur quadratique n’est point de forme trinaire , mais son double-2y° -- 2y2 102 est de cette forme, puisqu'il se résout en ces trois quarrés y* (3z)° + (7 Hz}.
üre
S IT. Correspondance entre les formes trinaires dû nombre c et les diviseurs trinaires de la formule t? + cu?.
(267) « S: un diviseur quadratique de la formule + cu* est décompo. » sable en trois quarrés tels que Gny=ns) + (niynz) + (my +n 'z) : Je » dis que de cette forme trinaire du diviseur résulte une forme trinaire » correspondante du nombre c, laquelle est c—(mr'—m'n)"+(nér"—m'n") » + (mn — mn'}.
Car .en représentant le diviseur quadratique dontil s’agit par la formule ordinaire py* + 2973 rs, On aura
p=n + m me; g = mn mr mn, r=r + n° + n°.
Or ces valeurs étant susbstituées dans l'équation c = pr — g*, on en
e= (mr — mr} + (nr — mr) + (mn — mn).
Donc il y a toujours une forme trinaire, déterminée de c qui Fépons à une forme trinaire déternunée du diviseur quadratique............
PY
(268). Remarque I. Lorsque c est de la forme 84 as 3, au lieu du diviseur quadratique : à coefliciens impairs, lequel ne Daut jamais être de forme trimaire, on considérera son double 2py° + 2qyz+ 2r3*, où l'on a 4pr— q° = c. Si donc ce double est décomposable en trois quarrés, il y aura toujours une valeur correspondante de c exprimée aussi par la somme de trois quarrés déterminés ; c’est-à-dire, en d’autres termes, que chaque forme trinaire d’un diviseur quadratique 47 + 2 en fournit une correspondante du nombre c. Et celle-ci est toujours composée de trois quarrés impairs , car il n'y a aucune autre supposition qui puisse donner une somme 84 +5.
Remarque II. La décomposition d'un diviseur quadratique ou de son.
Re Re an. mins eg ne. Sbair E
double en trois quarrés, ne saurait avoir lieu lorsque c=—8k-+7; car si cette. décomposition était possible , il résulterait du: théorème précédent que c est la somme de trois quarrés, ce qui est impossible à l'égard de tout nombre 84 + 7:
Remarque IIT. Les trois quarrés trouvés en général pour la valeur de c, se réduisent à deux ou même à un seul, te Fe cas qu'il faut examiner.
LA mi 1°. Sil'on a (mn —m'n")—0, ou = — "7, il faudra que le quarré
(ny + n'z)° ait un rapport constant avec le quarré (my + n'z), et alors le diviseur quadratique proposé A aura la forme
A = (ny ns) + «(my ns) + (my Hans); d’où l’on déduit la valeur trinaire correspondante ce (nn — mn) + 6 (mr—mr),
laquelle n’est composée que de deux quarrés. De plus , ces deux quarrés sont affectés d’un commun diviseur , et la forme trinaire dé c sera impropre, à moins qu'on n'ait me —mn—# 1. Mais alors si l’on fait my +nz=7 et myt+nz—=57, on ne nuit bia à la généralité des valeurs de y et z (n° 45), et le diviseur A devient y? +-(a? + 62)3%, ou y° + cz*. Donc lorsque c n’a point de facteur quarré , et lorsqu'on n'a point c = «? + 6?, le cas que nous venons de considérer ne saurait avoir lieu , etil Etes que tout diviseur tinaire de la formule # + cu donne une valeur trinaire de c composée de trois quarrés dont aucun ne sera Zéro.
_ 2°. Si les trois quarrés qui composent la valeur de c déduite du diviseur À, se réduisent à un seul, c’est-à-dire si l’on a 77 — mn" —0o et m°n — mn" — 0, il en résulte »#°— 0 et 7” — 0. Donc alors le diviseur quadratique dont il s’agit serait simplement (my + 72) + (m'y + nz), et la valeur de c correspondante c — (mr — mn)", laquelle ne sera du nombre des formes irinaires propres que dans le seul cas de c = 1.
(269) On ne regardera désormais Comme forme trinaire d'un diviseur quadratique que celle d’où lon déduit une forme trinaire Jp du nombre c; de sorte que si les trois nombres mr°— mn, mn —m'r, n'n—imn, étaient divisibles par un même facteur, l'expression
A = (my + n3) + (my + n'a)" + (ny + n'3)
serait une forme trinaire impropre, laquelle doit être exclue Comme ne 0 38
participant point aux propriétés que nous avons à démontrer sur les diviseurs trinaires. Gette condition imposée aux diviseurs trinaires, est celle que nous avons annoncée n° 265.
Ainsi quoique le diviseur 57° + 273 38z° de la formule & + Re soit susceptible de ces quatre formes trinaires
(+ 5) + (7 — 53) + 48, (27 + 23) + (y — 33) + 252, (6 pm) a cependant comme les deux dernières répondent à la forme trinaire impropre c = 12° + 6° Gi 3°, on ne regardera comme formes trinaires de À que les deux premières qui nue à des formes trinaires propres dec, savoir c—15 +4 +, C = 10 + 8° + 5?.
De même, le diviseur 137°--8yz+-133" de la formule # + 1534? ne pouvant se décomposer en trois quarrés que de cette manière
| EY+ 23) + 07° 97," laquelle répond à une valeur trinaire impropre de e, savoir c—= 9° ++ 6? + 6,
ce diviseur ne doit point être compté parmi les diviseurs trinaires de la formule + 153u°.
(270) Puisque par lemoyen d’un diviseur trinaire de la formule # cu,
on peut trouver une valeur trinaire correspondante de c; réciproquement, étant donnée une valeur trinaire de ©, il est possible de trouver un diviseur trinaire qui corresponde à cette valeur. Nous allons nous occuper de cette question qui exige-une discussion assez étendue. . Soit la forme trinaire donnée c = F°-+ G? + H*; les trois nombres F, G, H, n'ayant pas de commun diviseur, peuvent cependant en avoir, pris deux à deux. Appelons Ade commun diviseur de G et Æ, m celui dHeF,» celui de Æ et G; alors on pourra donner à c la forme suivante :
= fn + g°y?* ee lue;
TROISIÈME PARTIE. : -299 et on devra supposer de plus qu'il n'y a point de commun diviseur entre fu et gA, non plus qu'entre gr et hu, ni entre 2x et.fr.
Soit A-le diviseur trinaire correspondant à,cette.valeur de c; et un
posons qu’on ait
A = (my ns) + (my + n'z) + (m'y ne), il faudra que la valeur donnée de c soit identique avec celle qu ’on déduit de ce diviseur, laquelle est
c= (mn — mn) + (nr ma) + (ni mr).
Comme les coefliciens »m, n, m', etc. sont encore indétérminés, la comparaison des deux valeurs peut se faire dans lordre qu’on voudra; d’ailleurs les signes de f, g, h, peuvent être changés arbitrairement,
ainsi On pourra faire mé — mn —= hp
MR — MR —= fu MR — M = gr.
y . ne . . : 0 De ces trois équations on déduit les deux suivantes, qui sont linéaires,
Je». = gvA me + hAu.n = 0 Juv.n + gi. + hu.nr =0,
ou, ce qui revient au même, m _m m.
FRERE = 0 DATL 4 n Relier
Mais suivant l'observation qu'on a déjà faite, il n’y a point de com-
mun diviseur entre f et À, non plus qu'entre g et, ni entre k et ». 4 mm n mn Ua
ch
Donc les six quantités © Le 5 pe td t [o) qu S DTÉMNTE 7 » son es entiers, eten
appelant. ces entiers a, a’, a’, b, db, db”, respectivement, on aura les
trois équations ab! — ab —'h
fa+ gi +ha = 0 (a) fo+gl +R —=0, _et le diviseur A deviendra
A = N (ay be) pu (ay + ds) y (ay Hz) ;
d'où l’on voit que les trois quarrés composant A sont divisibles res-
pectivement parles quarrés 2°, u°, »’, qui divisent deux à deux les termes de la valeur trinaire donnée = fur + gi + Rap.
(271) Mainténant, sans entrer dans aucun détail sur la résolution des équations (a), on voit que si l’on fait ay +bz=x, dy += x", d'y +’: —=x", on aura
A= Na? HE px Lyx, (a) et les trois indéterminées x, x, x”, devront satisfaire à l'équation O—=fx + ga + ha. (x)
Âu moyen de cette dernière équation, on pourra toujours réduire les trois indéterminées x, x’, x”, à deux seulement y et 3, et alors le diviseur x u°x"°+3°x", prendra la forme ordinaire py°+2qyz-rs?, où l’on aura pr—q"—c. Ce diviseur sera celui auquel répond la valeur trinaire donnée de c. |
Par exemple, si l’on cherche le diviseur trimaire de + 10454, qui répond à la valeur trinaire 1045 — 30° + 0°. 8°, on comparera terme * à terme cette valeur avec la formule fu" + g»X Æ MX, ce qui donnera d’abord les‘diviseurs communs A1, —2, »—3, ensuite f=5, g—3, h—=4 On aura donc A= xt /4x "tt 0x", ‘et 5x+ 3x + 4x" 0; cette dernière équation est satisfaite en prenant x'=x—1/,3 et x°—3:—2x, alors le diviseur A devient x°+(2x—83} : (03 —6x) = 41x°— 1403x 1453; puis faisant x—y+23,ona son expression la plus simple A—41ÿ*=+ 24ÿ2 + 295 —(y + 23) + (27 — 43) + (6y +3z), et la, valeur correspondante de c est... c = 8? + 9° + 30°.: £
(272) La forme des équations (a), (4°), fait voir qu'on peut permuter entre elles deux des quantités f, g, h, pourvu qu’on fasse une semblable permutation dans deux des quantités À, pe, »; et le diviseur quadratique A restera toujours le même. 1l ne pourra donc y avoir qu'un seul diviseur quadratique de la formule #-+ ex? qui réponde à la valeur irinaire donnée de c. Mais comme cette propriété-est fort remarquable, il ne sera pas inutile de s’en assurer-par une autre considération.
De quelque manière qu'on satisfasse à l'équation o = fx+gx"+hx", en réduisant les trois variables x, x’, x”, à deux autres y et 3, il faut
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que le diviseur transformé A —py° + 2qy2- rs contienne les mêmes nombres qui-sont contenus dans le diviseur non transformé... .2. AN x°#utx%yx"#, en ayant égard à la condition fx+gx+hx"—0. Soient donc # et k’ les deux plus petits nomhyres contenus dans le diviseur Àx? px? px", il faudra que ces deux mêmes nombres se retrouvent dans le diviseur transformé py°—-2qyz + rz°; or si Ce diviseur est réduit à la forme la plus simple, comme on peut le supposer, p et r seront les deux plus petits nombres contenus (n° 56); donc il faut que p et r soient égaux à k et #”, de sorte que le diviseur réduit sera 4y° + 2g72+Kz°. D'ailleurs il faut toujours qu’on ait #K#—q°— ; donc 4 est déterminé; donc il ne peut y avoir qu'un diviseur quadratique qui résulte dela transformation de Xx°+yu°x"?+yx", en ayant égard à la condition fx + gr'+ hx" = 0.
Remarquons en même temps que si l'on fait x’ =—0, Jeqpauon fe + gx — 0 donnera x'=f, x—=—g et A = \g+nuf", De même la supposition de x'—0 donnera AN + »:f*, et celle de x—0 donnera A—y°h?+ 1°; ces trois nombres deyront donc être contenus dans le diviseur transformé A = py° + 2973 r2°.
(275) Une même valeur trinaire du nombre ce ne peut répondre qu’a un seul diviseur quadratique , ainsi qu’on vient de le démontrer ;:mais il est possible qu’elle réponde à deux formes trinaires de ce Fri Par exemple, le diviseur 5y°+ 4y3-+5z°, qui appartient à la formule {+210 , peut se mettre sous les deux formes irinaires
(27 Hz) ++ 42 : (y +2) +z +47", et ces deux formes répondent à à une même valeur trinaire de €, savoir, c—16—+4-—+ 1. Il est donc nécessaire de chercher a priori quels sont les cas où différentes formes trinaires d’un diviseur quadratique donneront la même valeur irinaire de c.
Puisque deux quelconques des trois nombres f, g, sont premiers entre eux, On pourra toujours en trouver deux autres 2 et 8 qui satisfassent à l’équation
F=gl+ 18;
substituant cette valeur dans l'équation o —fx+-2x"+ hx" on aura
ga + x) + Rx + 0x) =0;
ré
d’où l’on voit qu'en faisant x Re on aura 2x qu Alors le diviseur À devient
Axe pu Gus La y (gu—Ux), et il se réduit à la forme ordinaire 44? 2Bux + Cx°, en prenant à, AZ ph y'g* -
PB=— ph 105 € — À’ ue + y°0. -
(274) Soit maintenant py°+ 2gy2+-r3° l'éxpression la plus simple de ce même diviseur, et soit l’une des formes trinaires qui correspondent à la valeur ne de c:
= À (ay + ds) pu (ay + V2) +? (ar + b'z) ; on deyra avoir D = Aa? + pa? + »°@'2 qg = Nab+ pal + ya" r — 2h: + p°b® + vb", ét pour que la forme trinaire supposée corresponde à la valeur donnée de c, il faudra de plus satisfaire aux équations ad —ab=Rh - fa+gad+ha=0o fo + gb + hb"—= 0.
Soit comme ci-dessus f—g + 8, les deux dernières équations se résoudront , en introduisant deux indéterminées &«, 6, de cette manière :
d'——{a+ha, b'=— (+R d'=—0a—ga, L'=—0b—326, et l'équation ab —«'b—h deviendra Et.
Maintenant si on substitue les valeurs de #/, a”, etc. dans les expressions des coefliciens p, g, r, on aura
p= Au? — 2Baa + Ce g = Au6— B(a6 Æ ab) + Cab r = A6: — 2Bb6 + Ch.
TROISIÈME PARTIE. 303 Mais comme-on a déjà exprimé la condition pr— g* =, on peutfaire abstraction de la seconde équation et ne considérer que les deux autres
p= Aa — 2Baa + Ce r = 46° — 2Bb6 + CP.
Ces valeurs coïncident avec celles qu'on obtiendrait en réduisant à la forme la plus simple le diviseur A= Au +2Bux+ Cx°; Car en faisant
Uu—= — ay — 63
x ay #+bs,
ce diviseur se réduira à la forme py° + 29) + 73°, et les valeurs supposées de u et x sont telles qu’elles doivent être pour la transformation, puisqu'on a a6—a4b=1.
(275) Il est clair maintenant que s’il y a différentes valeurs de 4, b, a’, L', eic., à raison des différentes formes trinaires de A qui répondent à une même valeur trimaire de c, il faudra que l’une au moins des deux équations | p= Au — 2Baa+ Ca r = AC —2B6b+ CP, +
oué susceptible de deux solutions. Mais comme la quantité... Ay°® — 2By'# + Cz° est en général équivalente à py°— 2qy2+rs", il faudra donc : aussi que l’une au moins des deux SU 0
P=p}" —2qY2 hr
D pY—2qY2+ 12° soit susceptible de deux solutions. Or le second membre étant réduit à l'expression la plus simple, p et r» Sont les moindres nombres que la forte PY°—2qÿ2+Hrz contient, et il n'y a que très-peu de cas où l’un de ces nombres soit contenu de deux manières dans cette formule. Ces cas sont ceux des AVIUS ddrauques bifides, et.il n’y ena que . savoir, 1°. lorsqu'on a p—7r; 2». lorsqu'on a 29=p ou =r;
: : loue on-a — 0.
(276) Au reste, on peut voir immédiatement dans ces différens cas qu'il y a ou qu'il peut y avoir deux formes trinaires du diviseur À correspondantes à une même valeur trinaire de c.
En effet, 1°.:s1 l’on a pr; les deux indéterminées y et z pourront être échangées entre elles, et le diviseur A aura à-la-fois les deux formes trinaires
A = (my ns) + (ny ns } + (m'y + n'z ) A=(ny + ms) + (ny + néz) (n'y + m'e).
Ces deux formes seront différentes l’une de l’autre, à moins qu’on n'ait
A = (my + ns) (ny ms) + (my Enz) ; car alors la permutation faite entre y et z ne change rien aux trois quarrés composant A. Dans cette hypothèse, la valeur de € serait
c=(m— nr) E(mnzmm) + (mmeEnin) ;
et comme ces trois termes sont divisibles par (2=2m)", il-faut faire sera à ce qui donnera
Cc— (nm): me me.
Soit en même temps 7 ÆEz—7", et la valeur de A deviendra Gny+e) + Go a) ny 26 pag + y Qr cette forme ne peut s’accorder avec la forme supposée py°—2gya-bpr’, qu'en supposant p—2—;(c1), ou c=—5; cas dont on peut faire abstraction, puisqu’alors le diviseur 2y*+2y3+ 23 n’est susceptible qe de la seule forme trinaire y*+ (y Hz) +3:
. Si l’on a r—2q ou A=py°+2qyz + 2q%, la simple substitution as —% à la place de y, donne
Apr (p—qhr's +, ce qui rentre dans le cas précédent; on obtiendra donc alors deux formes trinaires différentes , excepté lorsqu'on a p— ou 292: Lorsque p—2, comme 2g ne peut être plus grand que 2, on a aussi nécessairement 27 —2, èt on retombe sur le cas de c—5. Lorsque 279 — 2, le diviseur Apr" —+ 273 ee ne peut se parlager en trois quarrés que de cette manière
A=(a+i. 72) + (ay—5) + bye laquelle ne change pas en mettant —y—3x à la place de z: Ainsi il n'y a alors qu'une forme trinaire de A qui réponde à la valeur trinaire donnée de c. 2
3°. Enfin lorsqu'on a 9—0, ou A—py°—+r, il est clair qu'on peut changer à volonté le signe de l’une des indéterminées; de sorte qu’on aura a-la-fois les deux formes :
A = (ny + n3) + (my + n'3) Æ (m'y + n°2) A = (my — 12) + (my — 3) + (niy — ns), lesquelles répondront à une même valeur trinaire de c.
Les deux formes de A seront différentes entre GLÈE, à moins quon n'ait
A = (my +nz) + (my —nz) (ns).
Alors la valeur correspondante de c serait c—=(2mn) + (mn) + (mm), et pour qu'elle n'ait pas de facteur commun à tous ses termes, il faudra faire m—1, ce qui donnera A—2y°+ 77. Donc le seul cas de
p —=2 ou r— 2 excepté, il y aura toujours deux formes trinaires du diviseur À qui correspondront à une même valeur trinaire donnée de c.
(277) Il résulte de cette analyse, qu’étant donnée la forme trinaire c— fur +e»N+Pxu, syTlon veut trouver le diviseur trinaire correspondant de la formule # ce ci, .
1°. Ce diviseur sera donné par la formule Axa ya, où les indéterminées x, x’, x", doivent être réduites à deux, d’après l'équation fx + gx’ + hx" —0.
2°. De quelque manière qu’on fasse cette réduction, en substituant deux variables quelconques y etz, au lieu des trois x, x’, x", le résultat, ramené à l’expression la plus simple, offrira toujours le même de quadratique py°+2qyz +72. ;
3e. Si ce diviseur réduit est du nombre des diviseurs. bifides , C'està-dire, s’il tombe dans l’un des trois cas p=r, 29—p ou r,.qg—=0, et si en même temps le plus petit des deux nombres p etr, n’est ni 1 ni 2, le diviseur quadratique A aura toujours deux formes trinaires correspondantes à la valeur donnée dec, et il n’en pourra avoir plus de deux.
4. Si le diviseur quadratique A n’est pas bifide, ou si, étant bifide ; son plus petit coefficient est 1 ou 2, il n’y aura jamais qu'une, forme irinaire du diviseur À qui répondra à une valeur trinaire donnée de c.
EEE
$ III. Théorèmes concernant les diiseurs quadratiques trinaires.
(278) Taéorème I. « S; c est premier ou double d’un premier, deux » formes trinaires différentes de € ne pourront répondre à un même » diviseur trinaire de la formule “cu. »
Gar soit l’une des formes données c—#Æ°-L(K°-+17>*)6?, et l’autre c—F?+(K:-LL7:)6:, K et L étant premiers entre eux, ainsi que K' et L'; si le même diviseur quadratique A répondait à-la-fois aux deux formes trinaires données de €, il faudrait que les deux nombres K°+L° et K°+L* appartinssent à ce diviseur (n° 272). Ainsi faisant KL =r, K°4+L°= 7, on devrait avoir (n° 231)
TR =ÿy" + cz.
Multipliant cette équation par 8°”, et substituant les valeurs æ9—c—#, RO8—c— F2, on aura
(e—F)(e—F?) = (7° +cr) 882,
ou bien c— 0 (F° + 1%) + FF": =? 00e + cz°0°6" ;
d'où l'on voit que F*F"®— y2@#2 doit être divisible par c.
Soit 1°. c un nombre premier, il faudra que l’un des facteurs. .. EF'— y64, FF'+yW, soit divisible par c; et comme le signe de y est à volonté, on pourra faire FF'— y cu où 78 — FF'— cu.
Soit 2°. c double d’un premier, il faudra toujours que Fun de ces facteurs soit divisible par £c; mais leur différence 2746’ étant un nombre pair, si leur produit est divisible par un nombre 2c, il faudra qu'ils soient tous deux pairs. Donc Æ7"—y66" sera encore divisible par c, et on pourra faire de même »09— FF'— cu.
Substituant cette valeur dans l'équation précédente , et divisant tout par €, on aura c— F°—#f2— 306" cu — ou FF", ou
c— PF = (F" — Fu) + (c— Fu +266.
La quantité c— F* étant positive, cette équation ne peut subsister à
WP UN ie da ab FAN 0
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TROISIÈME PARTIE. 507 moins qu'on nait u—0o, ce qui donne y —FF" et
c— + Fe 3:00.
Maintenant il faut considérer les trois cas qui peuvent avoir lieu selon les diverses formes de c.
(279) Soit 1°. c de la forme 4-1 , alors des trois quarrés qui composent la valeur trinaire de €, il y en aura nécessairement deux pairs et un impair. Prenons pour Æ* et F° les quarrés impairs qui se trouvent dans les deux valeurs trinaires de c; alors l'équation —F°+F"°+12:0:6" serait impossible, puisque dans cette valeur trinaire il y a deux quarrés impairs. Donc les deux valeurs trinaires données de c ne peuvent répondre à un même diviseur quadratique de la formule # cu.
2°. Soit c de la forme 472, alors des trois quarrés composant chaque forme trinaire de c, il y en aura nécessairement deux impairs et un pair. Soient #* et Æ"* les deux pairs pris dans les deux valeurs trinaires de c, alors l'équation c—Æ°+F"* + 30:f# sera encore im possible. Donc la proposition générale a encore lieu pour le cas où c est de la forme 47+2.
3°. Enfin soit c de la forme 8243, les trois quarrés composant chaque forme trinaire de e seront impairs, et à cet égard l'équation c—#+F+ 300 ne semble plus offrir aucun signe d'impossibilité. C’est pourquoi il faut recourir à une sous-division de ce troisième cas.
La forme 82+-3, à laquelle se rapporte c, se subdivise en trois autres 24k+ 3, 24k+-11, 24k+ 19. La première 24k45 étant divisible par 5, n’a pas lieu lorsque c est un nombre premier, et parce qu’on fait abstraction du cas où c—3; ainsi il suflira de considérer les deux autres formes de c.
Et d’abord observons que tout nombre impair considéré par rapport aux multiples de 12, est de l’une des formes 12271, 12243, 122 D, 122+7, 12n+-0, 12n+-11. Le quarré de tout nombre impair est donc de l’une des formes 2421 et 24#+9 (ou plutôt 72n+0), celle-ci ayant lieu lorsque le nombre est divisible par 3, et l'autre lorsqu'il n’est pas divisible.
Cela posé, 1°. si c est de la forme 24411, des trois quarrés qui composent c, deux seront nécessairement de la forme 2421 et un de la forme 247 +9, aucune autre combinaison ne pouvant donner 24k 1: pour somme des trois quarrés. Prenons dans les deux formes
trinaires données pour Æ° et F”°? les quarrés de la forme 2420, alors l'équation c—F°+F° +705? sera impossible , puisque des trois quarrés du second membre deux sont de la forme 247 +0,
2°. Soit c de la forme 244 + 19, alors des trois quarrés qui composent chaque forme trinaire dec, deux seront de la forme 2440, et un de la forme 242+-1. Si donc on prend pour F° et F”° les quarrés qui dans les deux valeurs trinaires données de c sont de la forme 24n+1, il faudrait qu'on eût c—#f*+ F2 3%06?, équation im-
possible.
Donc la proposition énoncée a lieu dans tous les cas.
(280) Remarque. Il est facile de démontrer que la même proposition aurait lieu si e ou 5 était une puissance quelconque d'un nombre premier «.
En effet, soit c— a" ou c—24", puisque le produit des deux facteurs FF'+ y06, FF'—y86 est divisible par &", il faudra qu’en faisant...
‘m—=p#Y, on ait
FF'+yW — at, EF — 788 = «lu,
ce qui donnera 2FF"— t'ibalu. Donc si l'un des deux nombres w ét y n’est pas zéro, il faudra que l’un au moins des deux nombres # et F-soit divisible par «.
Mais comme chaque forme trinaire donnée de c est une forme trinaire propre dont tous les termes ne sont pas divisibles par un même nombre, il est clair qu'il doit y avoir dans chaque forme au moins un terme non-divisible par &. Supposons que Æ* et F”*? soient ces termes pris dans l’une et l’autre formes, alors FF” m’étant pas divisible par «, il faudra que l’un des exposans x et » soit zéro. Faisons »—o, ou p=m, alors on aura FF" — 700" — a"u; le second membre —cu sic est impair, et Si c est pair, le premier membre devant être pair, on pourra faire encore FF"— 708 —cu. Le reste de la démonstration sera le même que ci-dessus; d’où l’on voit que la proposition générale a lieu lorsque c ou +é est une puissance d’un nombre premier. Il faut en excepter seulement le cas de c—5""+, qui exigerait une démonstration particulière, parce qu'il est compris dans la forme 24453, dont
mous avons fait abstraction.
(281) Tuéorème II. « Si le nombre c est premier ou double d'un
EE
» premier, la formule {cu aura autant de diviseurs quadratiques » trinaires qu'il y a de formes trinaires du nombre ce. »
Car chaque diviseur trinaire de la formule {+-cu* répond .à une forme trinaire de c qui s’en déduit immédiatement, et réciproquement chaque forme trinaire du nombre c conduit à un diviseur trinaire correspondant de la formule “+ cw. S'il n’y avait donc pas un égal nombre des uns et des autres, il faudrait ou que deux formes trinaires de c répondissent au même diviseur quadratique de la formule #-cu/, ou que deux diviseurs quadratiques différens répondissent à la même forme trinaire de c. La seconde hypothèse n’a lieu pour aucune valeur de c (n° 272), et la première n’a pas lieu, en vertu du théorème pré- * cédent, puisque c est premier ou double d’un premier. Donc, etc.
(282) Tuéorëme I. « Si le nombre c est premier ou double d’un » premier, chaque diviseur trimaire de la formule #+-cu° ne pourra se décomposer que d’une seule manière en trois quarrés, c’est-à-dire ne » pourra avoir qu'une seule forme trinaire. » ; Car si un même diviseur quadratique de la formule # + cu? avait plusieurs formes trinaires, il faudrait, d’après le théorème précédent, que ces diverses formes péphndissent à une même valeur trinaire de c. Mais ona prouvé (n° 275) qu'une valeur trinaire donnée de c ne peutrépondre à deux formes trinaires différentes d’un même diviseur quadratique , que lorsque celui-ci est de l’une des formes py°rz*, py°-2qy3+2g2", pr° + 2qyz#-pz, et qu'en même temps les coefliciens extrêmes sont l’un et l’autre plus grands que 2. Or dans tous ces cas, il est facile de voir que le hbre C ; représenté successivement pes Pr; 2pq—q, p°—q*, ne peut être ni premier, ni double d’un premier. Donc, etc. Remarque. Cette proposition aurait également lieu si c où Ze était une puissance d'un nombre premier; elle contient ainsi une propriété qui convient exclusivement aux puissances des nombres premiers ou à
leurs doubles, et qui peut servir à distinguer ces nombres de tous les autres.
(283) Tafonëme IV. « Si le nombre ÏV est compris dans un divi- » seur trinaire de la formule cu, réciproquement le nombre c » Sera compris dans un diviseur trinaire de la formule + Nu’; de » plus, les valeurs trinaïres correspondantes de M et de c seront les » mêmes, soit quon considère Ÿ comme diviseur de cu, ou € » comme diviseur de &-E Vu. »
En faisant comme ci-dessus c—fur"+ 8" hu, le diviseur trinaire correspondant sera A = }°x° + u°x'?+1°x"*, pourvu qu'on satisfasse à la condition o—=fx + gx"+ hx". Soit V un nombre quelconque compris dans le diviseur A, ensorte qu’on ait simultanément
N — }2m° + u°m'° —- »°m2 Oo fm + gn' + hm' Si d’après cette valeur trinaire de V on cherche le diviseur trinaire correspondant de la formule &#+ Nu, il faudra considérer les diviseurs communs qu'il peut y avoir entre les quantités », m', m", prises deux à deux. Soit & le diviseur commun de »# et m’, 6 celui de 7° et m, > celui de » et »', on pourra donc faire N — 62° + pra y°n? + »°@°C2n'° o — féyn + gay + haGn" La seconde de ces équations étant mise sous la forme : fn+én+ir=o, a € PE c f g h : À . È :
on voit que >; 3; 53 doivent être des entiers; car si r et & avaient un commun diviseur, les trois nombres », m’, m"' en auraïent un, ce + .
qui est un Cas toujours exclus. On prouvera pareillement que »' et 6 n’ont pas de commun diviseur, non plus que #" et y. Soit donc f=«f", g=6g', h=7yh, Véquation précédente deviendra fn+gn + Wn'= 0.
Appelons T le diviseur trinaire de + Nu, correspondant à la valeur N= X€yn + pan? + 6°", nous aurons les deux équations simultanées : f T= œx + Cr HE x" |
o—= ÀAnx + pn'x + vn'x" Mais en substituant les valeurs de f, g, h, dans l'expression de c, on a Cc— æpuy°f"? + 62218" + uk;
valeur qui sera comprise dans, T, si on fait x=yuf", x'=—=vAg", x"— uk, et si en même temps la condition o = Anx-+un'x"+vn"ax" est satisfaite ; or celle-ci se réduit à
o—=f'n+gn + Mn.
TROISIÈME PARTIE, Bit
Elle a donc lieu en effet, et la proposition est vérifiée dans toute sa généralité.
(284) Exemple. La formule #+65w à pour diviseur trinaire,.. 07° + 873 + 93 — (27 —3) + (27 + 2z) (y + 22), etla valeur correspondante de c est c—6°+ 2°+ 5°. Soit y =5, :=—2, On aura le nombre compris M — 181 — 12° +6? 1°; si d’après cette valeur on cherche le diviseur trinaire correspondant de #— 1814, on trouvera que ce diviseur est 5y°+472+ 572°= y" + (62) + (27 +2)"; or cette formule comprend 65, en faisant y=2 et z—1, et on a la forme irinaire 65—2°+6°+ 5, tandis que la valeur trimaire de Ÿ qui résulte du même diviseur est 181 —12° + 61°. De là on voit que 65 et 181 _ se reproduisent sous les mêmes formes trinaires, soit qu’on considère 65 comme diviseur de £ + 181u°, ou 181 comme diviseur de &+65v, ce qui est conforme au théorème.
(285) Tréorème V. «Si le diviseur quadratique A=—py"+29yz+-rz", » appartenant à la formule {+-cu*, est susceptible de plusieurs formées » trinaires, et que dans ces diverses formes on substitue pour y et z » les valeurs déterminées y =f, z2=—2, je dis que les formes trinaires ». qui en résulteront pour le nombre N=pf+2qfg—+rg*, seront toutes » différentes entre elles, au moins tant que JV surpassera £c. »
En effet, si on cherche par une analyse directe quels sont les cas où deux formes trinaires du diviseur À donnent pour le nombre déterminé ÎV une même valeur trinaire, on trouvera que /V ne peut surpasser 5c. C’est ce que nous allons développer.
Supposons que le diviseur A —=py°+ 2973 r3" Soit susceptible des deux formes trinaires :
A = (my + n3) + (m'y + nz) + (m'y + »'3)
A (ay vs) + (y vs) + (arr), ensorte qu'on ait simultanément :
P mn + nm? om = pe + pu? + pu?
g = mn mr Æmr = pr + py puy or AN ne ne — y Hip HE 2.
Si les valeurs particulières y=f, 3—g, qui rendent le diviseur A égal à A, sont telles que les deux formes trimaires de A se réduisent
l Br —— ———— I D emmener ee ss 2
à une seule de V, il faudra qu'on ait
[ mf + ng = pf + »g { mf + ne = f + vg LA fer mf + ne pf+ v'£.
| Car les deux formes trinaires qui doivent coïncider, peuvent être dis= posées de manière que les termes EE soient de même rang et de même signe.
| D'ailleurs puisque f et g sont premiers entre eux, on satisfera géné« ralement aux trois équations précédentes, en prenant trois indétermi-
nées a, &, a’, et faisant
CYX b
y =n af, = +af, » = nr af; substituant ces valeurs dans celles de p, q; r, on aura les trois équations :
| ( | p=m—ag, W=m—de, B'=Mm — 8 | | }
| Lg (a+ a? + a) — ma— m'a — m'a = 0 | 4 all il Lf(a +a+ a) + na +na + na = 0 (4) | ll Jg (a ar de AU an — n'a" |,
— f (ma m'a +m'a”)
où l’on voit que la troisième est une suite des deux autres, et qu’ainsi il suffit d’avoir égard à celles-ci.
De quelque manière qu’on satisfasse aux Édations (4), les valeurs de f et de g détermineront un nombre N=—pf* + 2qfg + rg*, ‘tel | qu’en y appliquant les deux formes.trinaires de A, elles se réduiront à | une seule valeur trinaire de V. Cherchons donc la plus grande valeur || de AV qui donne lieu à cette coïncidence,
Et d’abord observons que comme f et g ne peuvent être tous deux pairs, il résulte des équations (4) que le nombre & + a°+al doit être pair. Soit donc
+ a + ar 2k, on aura ARS na+ n'a + n'a" ï? ___ ma—m'a+ m'a" Jar te D PRE AU
d'où l’on tire
k (mf + ng) = (nin — mn')d — (mr — m'n)a k(mf+ng) = (nr — mr)a" — (mn — mn )a -_k(mf+re) = (mr — m'n)a — (mr — m'n')a'.
mme RE
La forme trinaire de ë qui répond au diviseur trinaire (y + nz)* a (my + 2} + (m'y + ns), étant c —(mn FH + (nr — mn),
+ (r'n— mn"), faisons pour abréger,
pi LR ji ' < tm 2 nn — m Ta, m A — mn nn = 6 » URL RE. UE V9
afin qu'on ait c—a+6*+ 7", les équations précédentes donneront
k(mf + ng) — RE Ca’ k(mf + ng) —=.aa" nya k(mf + n'&) = FR — ad,
Quarrant ces équations et les ajoutant, Caire EN = (ja — Ca) + (aa — ya) + (a — aa’).
Mais puisqu'on a c—a* + CL)" .et 2k— + à — a”, il est facile de voir que le second membre se réduit à 2ck—(aa+ Ca +ya"), de sorie qu'on aura
EN = 20h — (aa + Ex + ya’).
Ce résultat prouve que la limite de IV est T et que ne peut atteindre cette limite que lorsqu'on a aa+6a ya" —o.
(286) La limite de W sera d'autant plus grande que sera plus petit; voyons donc quelle peut être la plus PESSE valeur de 4.
Les valeurs que doivent avoir a, d, a", pour que a dè=t a": soit le plus petit possible et cependant pair, sont o, 1, 1; mais alors on aurait f——n— 7", g—nm+m", et la forme (puy +2) (puy) +(uy+1"z), ne différerait que par l’ordre des termes, de la forme (ny ns) + (my + n'z) + (m'y Hn'z),, ce qui est contre la supposition.
On ne peut faire non plus 4—0,4—0, a'—2, parce qu’alors les deux formes trinaires de A seréduiraient encore à une même forme. La moindre valeur de Æ a donc lieu lorsqu'on fait 4a=1, 4 —1, d"=2; alors on
a k—3, et la limite cherchée est N < £c, conformément à l'énoncé du éorcme
(287) Pour que À atteigne cette limite, il faudra qu’ on ait... a+6—+2y—0, ou CS de la c—u+46+)—2(6+)) 18, et comme on a V3 c, il faudra que c soit divisible par 3: Faisant donc
EH y—39\, on aura c— 33° + 18d", et y devra être impair, sans:quoi IN serait divisible par 4, ce qui n’a pas lieu dans les ombres suscep—+ tibles de formes trinaires.
Ces résultats.sont faciles à vérifier; car d’après la valeur trouvée de c, l'un des diviseurs quadratiques de {= eu’, est
A=— (a+ 129") y® + (27° + 129%) 3 + (2 ds. LDES
lequel se décompose en iroïs quarrés, de ces deux manières : QT HER HO add 5) (ad y 2) (+2 7 +595 3) + —2dy +5 AE ous CV nn 3)*
et ces deux formes se réduisent à une seule lorsqu’ on fait JE 1 50;
ce Er) donne N— 2} r2d"—32c.
(288) Tuéorème VI. « Si le nombre est compris de ». manières » différentes dans un ou plusieurs diviseurs quadratiques de la formule » + cu; sien outre chacun de ces diviseurs est décomposable en # » formes trinaires, et qu’en conséquence le nombre M reçoive,, comme » diviseur de la mule + cu*, mn Valeurs trinaires; je dis que toutes. » ces valeurs trinaires seront différentes les unes ds autres, excepté 1e cas de NV <%c, et celui où on pourrait satisfaire à l'équation » c—y"+Nz, sans supposer 3—0.»
En effet, l’une des formes trinaires de peut toujours étre représentée par la formule N— 24° u°B°+°C*, en supposant que la valeur correspondante de c soit fu" + g°»°+ hu, et qu'on ait entre les nombres 4, B, C la relation f4+gB+hC—=0.
Une seconde forme irinaire de VW pourra de même être représentée par la formule N— 1474 u°B+3:C"; en supposant semblable
ment.c—f'u"°1? +922 Hu et f 4 +g B'+hC=0o.
Maintenant si l’on veut que ces deux valeurs trinaires de soient identiques, 1l faudra faire A4=N\4", mB=pB", »C—YC". Tirant de ces équations les valeurs de 4’, B’, C’, et les substituant dans l’équation f A' HS BÆhCE=)0, on aura
Be J'UYXA + gVN.nB EWXp.yC—= 0.
Celle-ci étant combinée avec l'équation f4+2B+hC=0o, il en
TROISIÈME PARTIE. 515 résulte
£ eB _fuvhau—hxu fus AA RNU' gr — gx.
PC GVN fur — fu. gra AA TO RNU gra — gV'x hu Soient, pour abréger, fw—a, gn—6, huw= 7; fur =", gYN=6", W\w=7)y, ensorte que les valeurs trinaires de c qui répondent aux valeurs identiques de ÂV, soient ca +6)», o=x?1+6219"*, on aura PB a y—ay 5290 :C'a— Car AA TT yE— y ? AA yC— 3" Mais les trois nombres AZ, wB,,»C ne peuvent étre divisibles par un même facteur; si donc on appelle ® le plus grand diviseur commun des trois quantités &'y— ay, 6a—6x, y6—76", on aura 4 7 7 > ? 7°»
DA —Y6— 6 QuB=ay—ay QC —=Ca—6Ca'; d'où l’on déduit @(X°4 u°B°#3° 0?) ou PNY VAE y—ay) -(6'a— 6x’). Or par une réduction qui se présente fréquemment dans
ce genre d'analyse, on sait que le second membre de cette équation est la même chose que
(HE +7) (+6 Hy9 = (02 +66 +77); de sorte que si on fait pour abréger a+ 66 +35 —0, on aura UN =c—6® où ce —6+ Ne. Donc deux formes trinaires de IV ne sauraient être identiques, à moins que le- nombre Æ ne’ soit plus petit que c* et tel qu'on puisse satisfaire à l'équation c*—y?+Vz,
Ce résultat ne souffre d'exception que lorsque @=—0; alors on a ’ €! 4
«ZE = 7 ——; de sorte que la forme «°+ 61/2 coïncide entièrement
FECREEL A
Hi la forme a 6: ?, Mais alors les deux valeurs trinaires de W, que l’on compare, sont tirées d'un même diviseur quadratique, puisqu’elles répondent à des valeurs irinaires identiques de c; donc cès deux valeurs doivent étre differentes entre elles (285), à moins qu'on n'ait V<3%c. Ainsi en ajoutant ce cas d'exception à celui qu’on a déjà trouvé , il en résulte la proposition générale telle que nous l'avons énoncée.
visible par 4, tandis que N n'est divisible que par 2.
(289) Pour donner une application de ce théorème, considérons la formule 4{*-2ru*, et son diviseur quadratique A= 57° +473 + 53°, lequel est susceptible de ces deux formes trinaires:
RES
RE (Ph 22) exe 4H Däns ce diviseur est compris le nombre 17765 —5.11.17.19, qui, étant de la forme 84x41, ne peut (d'après la Table IV) appartenir à aucun autre diviseur quadratique de la toile Lee oru*. D'ailleurs ce: nombre, à cause des quatre facteurs dontil est composé, doit être contenu 2° ou 8 fois, dans le diviseur 5y*4yz+ 57°; en effet’, si on ré-
sout l'équation 17765 = 5y*+ 4 72 BIS" , on trouve les He solutions suivantes :
IA b2,:— 64, Si 68; 1, — 4735 24;5= 28 105 Sr os AGE Go 6031 69572705!
On en trouverait même huit autrès, mais qui ne produiraient aucun nouveau résultat, parce que‘le diviseur quadratique 57° +4 ys + 5z* est du nombre des bifides. Cela posé, les huit solutions trouvées donneront chacune deux formes trinaires de 17765, lesquelles seront différentes entre elles, puisqu'il est visible que l'équation c?=—y* + Nz ne saurait avoir lieu ; donc le nombre 17765, considéré comme diviseur de + oi, doit avoir seize formes trinaires différentes; et en effet on trouve que ces séize. formes sont:
PA
11 o+ Goii 2 | 110°+ 522-130! L'xo2+ 65°--56° } 86° 63°-80° 58120 1° |: 8210415? O°—-130°+28* | 17°—126+40* 113: 64430 | 106% 65248? | 111°— 40° 62° |:75°—; Go°+04° 34212815 | 1 éd 130°—+24° | 102°+ rats 1%.| 34-H120°+47*
(290) Remiarque. Si NV' est par et >2c2, l'équation. —7y*+ IVz: ne pourra avoir lieu, et la proposition générale ne sera sujette à aucune excepuon. Car la RÉ TE N es est, satisfaite d'elle-même, ensuite Véquation ET + Vs exige-qu'on ait 31 et © SDS mais N étant pair, le premier membre devra être pair, et alors il serait di-
Daûs. la même supposition de N>:c?, l'équation, N—c*—6".ne pourra encore avoir lieu si ÎV est de la forme 471 et c par.
Re “me étant cr SRE i
(291) Taéorème VIL «Soit py?—2qyz—rz* un diviseur quadra-
» tique de la formule #= cu°, etsoient pete premiers entre eux; si le
».nombre c est diviseur de 4 pu, je. dis que c sera diviseur de.
» CH+Nu, N GE un nombre quelconque renfermé dans la formule PIRATES
En effet, soit Fr aqua +r6, on aura pN—(pa + g6) +063.
Mais par hypothèse c est diviseur de “+ pu’; donc il existe un entier
IVk° en 4 est un entier; donc AS F sera aussi un entier. (pag) + NR Æ sont premiers entre eux, Car s'ils avaient un commun diviseur 4, l'ex
pression ee étant un entier, il faudrait que p et c eussent le même
tel que
Méttant au leu de pN sa valeur, on aura —e; or cét
commun divise 8, ce qui est contre la supposition. Donc on peut faire HN +
pa qg6—kx Leu, et on aura ELA —e. Donc c est diviséur de
x*+N, ou en général de la formule # + Vu.
(292) Remarque. La même proposition aura lieu en supposant seulement que le diviseur quadratique py?+ 2qy2 + r3° renferme un nombre P’ Premier à c, et tel que c soit diviseur de # pu. Car on “Ron ‘toujours, par une transformation ; faire ensorte que ce nombre p' tienne la place du premier coefficient p ‘(n° 231).
Donc si le diviseur quadratique py° + 2qr2-h re" contient un seul nombre p° premier à ec, et tel que e soit diviseur de E+p uw, tout nombre V compris dans ce même diviseur quadratique jouira Fe la même propriété, de sorte que c sera toujours diviseur de la formule
EH Nu. à œ
(293) Tuéorème VIIL « Au contraire si un seul nombre p”’ renfermé ». dans le diviseur quadratique py°-2gy3-re, est tel que cne divise ». pas pu, je dis que tout nombre V renfermé dans le même di- » viseur quadratique, est tel aussi que c ne peut diviser 2 E Nu, au » moins en supposant !V et c premiers entre eux. »
:Car puisque € et NV sont premiers entre eux, si c divisait EH Nu, il faudrait, suivant le théorème précédent, que c divisät aussi pu, ce qui est contre la supposition.
Er CC
- (294) Nous appellerons, pour abréger, diviseur réciproque tout diviseur quadratique de la formule # + cf, dont la propriété est telle que N étant un nombre quelconque compris dans ce diviseur, réciproque ment c soit diviseur de # + Nu.
Nous appellerons par opposition diviseur non=récipr EE tout diviseur quadratique qui ne jouit pas de cette propriété, ou qui n’en jouit que par rapport à quelques nombres particuliers Æ qui ont un commun diviseur avec c.
Les conditions pour qu'un diviseur quadratique soit réciproque ou ne Je soit pas, sont tellement précisées par les deux théorèmes précédens ; qu’on pourra toujours décider promptement, et presqu’à la seule: inspection, si un diviseur quadratique donné est réciproque ou non.
(295) Prenons pour exemple la formule #--6ou*, dont un diviseur quadratique est 5y°—2ys +142. Pour savoir si ce diviseur est réciproque , j'observe que le coeficient 5 est premier à 69; je cherche donc si 69 est diviseur de + 5z*. Or il est manifeste que 69 divise 8:+5; donc le diviseur quadratique dont il s’agit est un diviseur réciproque ; c’est-à-dire que si V est un nombre quelconque compris dans la formule 5y-2yz+ 147, on peut être assuré que 69 sera diviseur de + Nu.
La même formule &+-Ggu* ‘ayant, un autre diviseur quadratique Gy° + 6yz + 13z3°; pour savoir si celui-ei est réciproque, je prends le nombre compris 13 premier à 69, et je cherche si 69 est diviseur dei3u. Or on voit immédiatement que 5, facteur de 69, n’est point diviseur de “+ 13u?; donc 69 ne peut l'être, donc le diviseur quadratique Gy*+6yz+ 157" est un diviseur non-réciproque.
Considérons encore la formule £45u* et son diviseur quadratique 7*+453. Pour determiner la nature de ce diviseur, je prends le coeflicient 1 du premier terme, et je cherche si 45 est diviseur de # +. Mais on voit tout de suite que 3 ne divise pas &*-u® (car on suppose toujours £ et w premiers entre eux); donc 45 ne peut le diviser. Donc le diviseur quadratique dont il s’agit est un diviseur non-réciproque.
(206) On fera voir ci-après que les diviseurs quadratiques réciproques ne contiennent que les nombres susceptibles de prendre la forme irinaire, c’est-à-dire les nombres de l’une des formes 824 1, 872, 8n+ 5, 8n+5, 8n+6. Or si l’on a égard à l'équation pr—q=e,
ôn trouve aisément-(comme au n° 223) que pour chacune des cinq formes principales de c, les diviseurs quadratiques de # + cu* se divisent er deux espèces , déterminées par rapport aux multiples de 4 et 8, comme on le voit dans le Tableau suivant.
Nombre c. Diviseurs de 1° espèce. Diviseurs de 2° espèce. Bar bni, 8n+a2 4n+5, 8n+6.
8n +5 nr, 8n+6 4n+3, B8n+2 Bn +-3 4n + 2 = ue 8nH1, 8n+3 . 8n+5, SEM.
“ae | c, o+4 c—4, +8 8n+3, 8n+5 8n+r, 8n+7 rs c—4, c+8 24 cy .c+4
Lorsque le nombre c est de la forme 873, on voit quil n’y a $ qu’une seule espèce de diviseurs quadratiques, savoir, les diviseurs 4n+- 2. Si le nombre c se rapporte aux formes 8242, 82-46, on pourra préciser davantage les diviseurs pairs correspondans; pour cela, il faudra subdiviser chacune de ces formes en deux autres, et alors au lieu des deux derniers articles du Tableau, on aura les quatre suivans.
8nti, 8n+3 { 8n+5, 8nr.
8nHr, 8n+3 8n+5, 8n+7
AGE 10 { 167410, 162+ 14 { 167 2, 16746 Aie 8n+3, Bn ci El à 8n+1, 8n+7 LU { 16742, 167+ 14 { 167+6, 162+ 10 | Fe res ar 8n+3, 8n+5 { 8n+1, 8n+7
À l’aide de ce Tableau, on reconnait tout d’un coup si un nombre donné, diviseur de # + cw?, appartient à la première ou à la seconde espèce; il suffit de considérer le reste que donne ce nombre divisé par 4, par 8 ou par 16.
‘En général, comme les diviseurs quadratiques de seconde espèce con+ tiennent toujours dés nombres de la forme DRE ces diviseurs ne peuvent jamais être trinaires. Ainsi les diviseurs réciproques doivent toujours se trouver parmi ceux de la première espèce.
- (297) Tréorème IX. «Sile nombre cest pretier ou double d’un » premier, tout diviseur quadratique de première espèce de la formule » + cu, sera un diviseur réciproque. »
En effet, 1°, si c est un nombre premier de la forme 4n—+x qui comprend les deux 871, 8245, il a été déja démontré (n° 196), que NV étant un diviseur quelconque 4n=+ 1 de la formule +cu*, on a
C)=;; ; de sorte que « doit être diviseur de Æ+Nuw. Donc le
diviseur. quadratique qui renferme !V est un diviseur réciproque. Donc. tout diviseur quadratique de première espèce de la formule #* + cu? est un SAM réciproque.
. SIC est un nombre premier 8n+3, et P un diviseur quelconque
impair de la formule {“--cu°, on aura (n° 197) (= =)= 1; Mais par la
nature du nombre c; on a (n° 148) C)=—:1; donc (= )=—r:
Donc c est diviseur de #L2P# ou de # + Nu, N étant un diviseur quelconque 47+ 2 de la formule #+-cu°. Donc tout diviseur quadratique 4n—+ 2 de cette formule ;" est un diviseur réciproque.
&. Si le nombre c=— 24, a étant un nombre premier 471, il ré- \ : N 4 7 LE sulte du n° 198 qu'on a (=)= 1, V étant un diviseur quelconque Sn 1 ou 823 de la formule # cu où © 2au. Donc le divi-
seur quadratique qui renferme JV, c’est-à-dire, tout diviseur quadratique de première espèce de e Horntile Bon, est un diviseur réci-
_ proque.
4°. Enfin si le nombre c—24, a étant un nombre premier 4745 , on a prouvé n° 198,que ÂV étant un diviseur quelconque 87+3 ou
8n +5 de la formule #—oaw, on a (= 1. Donc à est divi-
seur de la formule {+ Vu’ ; donc 2a ou c l’est aussi. Donc le diviseur quadratique qui renferme V est un diviseur réciproque.
(298) Tuéorème X. « Si le nombre c ou sa moitié est un nombre
eme à atarn mans à ARS ee ut DUC nm es + D ie mens nd É
: : TROISIÈME PARTIE. 31 ÿ composé, parmi les diviseurs quadratiques de première espèce de la » formule #— cu°,1l y en aura toujours au moins un réciproque. »
Cette proposition êt la précédente supposent que le nombre © est de l’une des trois formes 471, 8n-5, 4n+- 2; mais nous nous contenterons de démontrer celle-ci pour les nombres dela forme. 4-1 ; attendu que le raisonnement est le même à l’égard des autres formes.
‘Soit donc c un nombre composé 4n-+ 1; si. l’on peut prouver . qu’il existe un nombre premier V, également de forme 4-1, tel que c soit diviseur de #+-Nu* ; il s’ensuivra (n° 196) que ( S)= 1, ou que À est diviseur de la formule + cu°, et qu'ainsi le diviseur quadratique de cette formule, qui contient V, est un diviseur réciproque.
Pour cet effet, décomposons c en ses facteurs premiers égaux ou inégaux : soient &, &', æ”, etc. les facteurs 4-1 ; et 6, 6, 6"... les facteurs 47453, ceux-ci étant en nombre pair, puisque c est de forme 4n + 1. On aura donc c = au'a"..,. CCC"... et pour que c divise la formule # + Nu’, il faut qu'on ait successivement :
N NN: == DE (=r, (5)=:; (> ——+ ésséste N IN IN\-
CS CRE passe
-Or chacune de ces conditions rapportée à un dénominateur différent, fournit en général plusieurs valeurs linéaires de V (n° 195), et ces valeurs étant combinées entre elles pour satisfaire à toutes les équations, puis réduites à la forme 4721, donneront un grand nombre de formules dont chacune contient une infinité de nombres premiers. On pourra donc trouver tant de nombres premiers qu'on voudra pour valeurs de N: or un seul de ces nombres suflit pour déterminer un diviseur quadratique de la formule # + cu , lequel sera réciproque, puisque
© divisant #+ Nu’, il s'ensuit que NV divise # + cu.
(299) Remarque. Les diviseurs réciproques de la formule # + eu ” formeront l’un des groupes dans lesquels se partage le système entier des diviseurs quadratiques de cette formule. Soit z: le nombre des facteurs premiers inégaux &, æ, «'’... 6, 6’, 6", etc.; alors 27 sera le nombre total des groupes, et l’un d'eux, celui qui satisfait aux conditions
(5)= 1, (2) te (&) =— 1, etc, et qui d’ailleurs est de la. pre-
miere espèce, sera le groupe des diviseurs réciproques.
E a — - … “ F 2 EE Gé - ee
On trouvera de semblables résultats lorsque c est de la ose ên-r3 et lorsqu'il est se la TRE 4n42. |
(500) Tnéorème XI. « Tout diviseur quadratique trinaire ést un de » Viseur réciproque. »
Car soit À un diviseur quadratique trinaire de la formule + cu et N'un nombre quelconque contenu dans A; On à vu que c est diviseur de # + Nu? (n° 285). Donc A est un diviseur réciproque (n° 294).
(501) La proposition myerse de la précédente est encore, vraie, c’esta-dire que tout diviseur réciproque est trinaire; en eflet, la Table VIIL contient les diviseurs trinaires de la formule # + cw, pour toutes les valeurs de c depuis c—1 jusqu'a c—214, et on peut s'assurer quil ny a aucun diviseur réciproque de la formule #--cu* qui n'y soit compris.
Cette proposition peut donc ètre censée établie par la vérification immédiate jusqu'à uné limite donnée Z, et il s’agit de faire voir que lorsque c passera cette limite, la ere ie sera encore vraie.
C'est par une telle ie que chaque formule, # + cu° est liée avec les inférieures où e est plus petit, de manière que les propriétés connues des unes servent à démontrer les propriétés des autres, ‘Voici donc la proposition générale que nous devons établir.
(302) Tuéorème XII: « Tout diviseur réciproque de la formule » & + Nu est un diviseur trinaire, et ce diviseur a autant de formes. » trinaires qu'il y a d'unités dans 277, étant le nombre des facteurs. ».premiers, impars et inégaux qui divisent JV. »
Ce théorème doit ètre regardé comme l’un des plus remar quables de la théorie des nombres; c’est pourquoi nous en donnerons. deux démonstrations, la première fondée sur la possibilité de trouver dans le .diviseur réciproque donné, et entre des limites données, un nombre compris qui soit premier ou double d'un premier, l'autre indépendante de cette, supposition.
Première démonstration.
(505) Supposons d'abord que N ou 4 soit un: nombre premier ; alors tout diviseur de première espèce. de la formules + Vusest. mn
. TROISIÈME PARTIE. 335 diviseur réciproque {n° 297). Soit ce diviseur. T = @*-+2byz-har; je dis que T est en même temps un diviseur trinaire.
En effet, par la propriété de ce diviseur, le nombre V est compris dans un diviseur quadratique de la formule #-cu, lequel éstréciproque et par conséquent trinaire, puisque c est plus petit que la limite ‘Z, jusqu’à laquelle la Table est vérifiée. D'ailleurs lé nombre W étant premier où double de premier, il ne peut étre compris que dans un seul des diviseurs quadratiques de #—ew°, et d’une manière seulement. Soit donc A—py° + 2972 +-rz° le diviseur trinaire de #—+cw#, dans lequel N est compris; si l’on désigne par # le nombre des facteurs premiers, impairs et inégaux qui divisent «, À aura 2“ formes trinaires, lesquelles seront différentes entre ‘elles, puisque N est Se, et à plus forte raison ©><c (n° 285).
Cela posé, les 27: formes trinaires de V détermineront autant de diviseurs quadratiques trinaires de la formule*# Æ Nu, dans chacun desquels c sera compris. Ces diviseurs trinaires seront tous différens entre eux, puisqu'ils correspondent à des valeurs trinaires de AV diffé- 7 rentes entre elles (n° 281}; et comme « ne peut être contenu plus de 2* 7! fois parmi les diviseurs quadratiques de la formule #-ENu? (n° 243), il s'ensuit que le diviseur proposé F sera lun des 27: diviseurs tfinaires qui pers c.. Donc. F est un diviseur trigaire , et de plus: ce diviseur n’a qu une forme trinaire, ce qui s'accorde avec la proposilion générale, puisqu’ayant dans ce cas i=1,, il s'ensuit a = 1
(304) Au moyen de ce-premier cas, on voit que la Fable ayant été vérifiée jusqu'à la limite Z, les propriétés énoncées dans le théorème général auront lieu jusqu’à la limite # Z?, pour tous les nombres AV premiers ou doubles de premiers qui entrent dans Ja formule 4 M. En effet, cy° + 2byz ar étant un diviseur réciproque de la formule “HN, on pourra toujours supposer C<2Y 3V3; ainsi ce sera < L, si N'est LSZ>?,
(305) Soitmaintenant V un nombre quelconque immédiatement au-dessus dela limite Z, et soit T—cy°-2byz7--az un diviseur réciproque donné de la formule #- Nu; je dis que ce diviseur ‘aura 27° formes irinaires, 1 étant le nombre des facteurs premiers, impairs et inégaux qui divisent M.
En effet,'soit p un nombre premier où double de premier, contenu dans. lé “diviseur T'et compris entre les limites ?/V et £Z?, limites très-éloi gnées Pune de l'autre, puisque la Table étant ste seulement jus-"
qu'à 214, On a iL=—:145;et 2134547. Alors le nombre ÎV8era diviseur de # pu, et comme tel contenu dans un ou plusieurs diviseurs réciproques de 4 pu’, lesquels seront censés connus et assujétis à la loi générale, puisque p est premier ou double de premier ét moindre que 3 Z?. De plus, puisque le nombre W est <2p, ilne pourra être contenu qu'une fois dans chacun des diviseurs quadratiques de. Ja formule # + pr; et comme. à raison du nombre de ses facteurs, il doit être contenu 27! fois dans tous ces diviseurs, il devra y avoir un pareil nombre 27: de diviseurs quadratiques de la formule RER contenant chacun une fois le nombre A.
Ces diviseurs quadratiques étant différens entre eux, répondront chacun. à une forme trinaire différente de p; donc il y aura 2’ valeurs trinaires de p, différentes entre elles, dont chacune répondra à une forme trinaire de V. Et-quand même parmi ces dernières il y en aurait d’égales entre elles (ce qui supposerait p*—7* + INz°); comme ces formes trinaires égales de N répondent à des formes trinaires inégales de p, le
‘système d’une forme trinaire de. p et de la forme trinaire correspondante
de_N sera toujours différent ‘de. tout autre système semblable.
Ges mêmes systèmes, dont le nombre est 2°’, doivent se reproduire (n° 285), lorsque p à son tour est considéré comme diviseur de Nu: or:p étant premger ou double:de premier, ne peut appartenir qu'à un seul diviseur quadratique qui est le diviseur réciproque proposé T, et il ne: peut y étre contenu que d’une manière; donc puisque p dans ce diviseur doit recevoir 27° formes trinaires différentes , il s'ensuit que le diviseur L est décomposable en 2* formes trinaires , conformément À la proposition qu'il s’agissait de démontrer.
(306). Herairue. Le diviseur réciproque T appartenant à la formule #+ Nu, où NW est divisible par ; nombres premiers, impairs et inégaux, ne peut avoir plus de 2" formes trinaires. Car soit, sil est possible, le nombre de ses formes trinaires =£4> 21, et soit Pun
nombre premier plus grand que N° contenu dansle diviseur T';lenombre
P, comme diviseur de #—+ Nu, aura À formes trinaires , lesquelles répondront à un pareil nombre de formes trinaires de NV. Les 4 valeurs irinaires de P seront imégales entre elles, puisqu'ayant P >/V> on ne peut satisfaire à l'équation N°=y:-LPr. Cela posé, les 4 valeurs trinaires: de P.différentes entre elles , déterminent un pareïl nombre 4 de diviseurs
_trinaires de la formule # Pu*, dans chacun desquels W doit être com-
TROISIÈME PARTIE. 825 pris. Donc W sera contenu k fois dans. les diviseurs trinaires de #+Pw; mais à raison de ses z facteurs inégaux, il ne-peut étre contenu que 27: fois dans les diviseurs quadratiques de + Pu; donc:# ne CC être plus grand que 27.
Ainsi-le nombre 2i-*, énoncé dans le théorème RE est le juste nombre .des formes trinaires dont le diviseur Fest susceptible et qu'il a effectivement. Gependant lorsque IV. a un facteur quarré, il pourra y avoir d'autres formes trinaires du diviseur T'; mais ces formes ne seraient qu'impropres, c'est-à-dire qu’elles Ste à des valeurs trinaires de c dont tous les termes seraient divisibles par un même quarré, et nous avons déja prévenu. (n°269) que ces formes doivent être rejetées.
Seconde démonstration.
(507) Pour mieux faire saisir la méthode-sur laquelle cette seconde démonstration est fondée, nous l’appliquerons d’abord à quelques formules particulières, en faisant successivement c—1, 2, 3, 5, etc., et déterminant les valeurs correspondantes de 2 par la condition bc ou b—;c. Laissant ensuite à indéterminé, chaque formule cy°+-2by2-az°
en comprendra uné infinité d'autres dans lesquelles la FrORoSNeS géné-
rale sera vérifiée.
- Soit d'abord c— 1, on devra avoir b—0, N— AS ete direnoree
ciproque proposé sera T—7* az. Le bb 1 étant contenu dans
ce diviseur, il faudra que V divise la formule ét ou &—u*; d'où il suit que W ou +/V ne pourra avoir pour facteurs premiers que des nombres de la FR 4n+1. Et comme le nombre de ces facteurs impairs et inégaux est £, on pourra satisfaire de 27 manières différentes à l'équation N— 7° + 7" ;
Soit une de ces ton N=$f?"+48, alors il est visible que T pORrEE être mis sous la forme trinaire
Day fe gs, a laquelle répond la valeur trinaire N=f +8.
Chaque décomposition de W en deux quarrés premiers entre eux, fournissant un résultat semblable, il est clair que le diviseur réciproque T
recevra 27? formes trinaires, auxquelles répondront autant de valeurs iimaires de V, ce qui est conforme au théorème général:
(308) Soit c—2, P—2y + 20y3+ az, N —2a— 1? la valeur de ne pourra être que O -ou 1.
Dans les deux cas, ÀV devant être diviseur de &+ ou, ilest cie que les facteurs premiers de V seront de la même forme, et qu'ainsi ‘on pourra satisfaire de 27° manières différentes à l’équation N — +277.
Représentons une de ces solutions par À —f?+2g8*, nous aurons
à = Phi. + (+ (+). De là on voit que le diviseur L peut être mis sous la, forme trinaire D (MN GLEN ee,
à laquelle bond la valeur trinaire N= f+g +.
Puis donc que V est 2" fois de la forme f* + 28°, il s'ensuit queT aura 2 formes pre , conformément à la proposition générale.
(309) Soit c=3, T3 + 2bys+ as, N=— Gal la valeur de 4. ne pourra, être encore que © Où t.
Puisque I est un diviseur réciproque et que 3 est compris dans ce diviseur ; il faudra que À soit diviseur de la formule #- 3w*, et comme tel compris dans le diviseur réciproque de cette formule, qui est. 2y* + 2ÿ3 + 2%. Donc il devra y avoir 2 solutions de lé équation. N= 2" +273 + 23, si N west point divisible par 3, et 2i—* prie ment sil est divisible.
Soit 1°. b—0o et N—34; représentons l’une des 2" valeurs de Pari 7 3 2fo + 29°, nous aurons
LP hofsbhos _ @f+at 45e ct, © EPP PRE
Par cette valeur, on voit que 2f+g doit être divisible par 3; soit donc 2f+g — 5h, et on aura
= enr (EN
de là résulte cette forme trinaire de I :
Et comme le diviseur T =37-+-as* est bifide, on aura une seconde. forme trinaire de F, en changeant simplement le signe de-z, ce qui:
S : = “rte — à mm a ME qe LP ART mom er E _ n:
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VE (HE) ++), ét la valeur trmaire de N qui répond à ces deux formes est. ,.... NEO rENTre | Maintenant puisqu'il y a 27° valeurs semblables de NV , et que chacune produit deux formes trinaires de T, il est clair que le nombre total des formes trinaires de T sera 27", “lesquelles correspondront à à autant de formes trinaires de W égales AL à deux. Soit 2°. B—1, N—3a—1; alors /V aura 27: valeurs de la forme N = 2f°+2fg +28", chacune desquelles donnera az HS Het eg ne ob LOHE)' + se 3 My 2.5 e Gette valeur fait voir que 24° + (2f+g) doit être divisible par 3, et alors le quotient ne pourra être que dela forme »*+ 27°, de sorte qu'on pourra faire
Cf +8) + ab = 5(n° + 2),
ce. qui donnera 2f +2 mon, b=m—n; d'où FES mn ue + g° = (25) +) ns,
Comme on'a d’ailleurs b— 1 —m—n,la décomposition du diviseur T=3y*H2ysz— az est HIER assez clairement de cette manière :
Ta (r+ ss)
et la valeur trinaire correspondante de ÆV est es CA mg = RÉ: F Nes ++) + +), ce qui revient à la valeur N—g + (f+g) +f:.
Donc, comme on a 27 valeurs semblables de N, ilya aussi 27 formes trinaires du diviseur T , conformément à la proposition générale.
(310) Soit c—5"et le diviseur proposé >, 2 —'obyz— a3*, on aura N—5a—1b?, et b ne pourra avoir que l’une des valeurs 0, 1, 2.
Quelle que soit cette valeur, comme le diviseur T est supposé réciproque et que 5 y est-contenw, il faudra que À soit diviseur de bu,
ominmnss IE
et comme tel compris dans les diviseurs réciproques de cette formule: Mais il y a deux cas à considérer , selon que }V est ou n’est pas divisible par 5.
Soit 1°. b—0o et N—5a; comme la formule #- bu na que le seul diviseur réciproque y°-+-5z, il faudra que soit 2° fois de la forme y?+5z2,. Désignons une de ces valeurs par V—f* + 55°, on
aura a DE 5 donc il faut que f'soit divisible par 5. Faisant f—5h,
on aura a—g° + 5h —g" + he 4h?; cette forme trmaire indique us du diviseur T = 5y*+ az, laquelle est
T=(2y + hz) (y — 2h23) +gr.
Si l’on observe, de plus, que le diviseur 5y°—az* est bifide, on aura; en changeant le signe de z, cette seconde forme trinaire :
T=(2y— hz) (y + 2h) + gs,
et les deux répondront à la même valeur trinaire N = 25k° +484.
Le nombre des solutions de l'équation NV = y? + 5z° étant 2°, et chacune fournissant deux formes trinaires de T, il est clair qu'on aura en tout 27" formes trinaires de T , conformément à la proposition générale.
Soit 2°. b—1 ou 2, et N —5a—b; alors V, comme diviseur de &+bu*, sera contenu 27: fois dans le diviseur quadratique y*+53". Soit une de ces solutions V—f:-+ 52°, on aura
RP HR
a — d’où l’on voit que + f* doit être divisible par 5. Faisant donc... br fr =5(m+n), on en déduira b=m—an, f—=2m#+n, et
Cette valeur de « et celle de à indiquent assez clairement la forme trinaire du diviseur T, savoir :
Ta (y + ms) + (arms) + ge, et la valeur correspondante de West N— Enr gs, ce qui revient à la forme donnée f° +8? +48.
Puis donc qu'il y a 27° de ces valeurs de NV, il y aura aussi 27* formes trinaires du diviseur T.
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(311) Considéfons maintenant le diviseur réciproque l=cy"+2hy3#a3 dans toute sa généralité , et supposons seulement que le coeflicient c est premier à JV et plus petit que V, condition qu'il est toujours facile de remplir (x).
Cela posé, puisque T est un diviseur, réciproque , il éd que N soit diviseur de la formule + cu*, et comme tel compris dans les, diviseurs réciproques de cette nait, De plus, comme, on a désigné par i le nombre des facteurs prenuers, impairs et inégaux de N,il faudra que XV soit contenu 2/7: fois dans les diviseurs réciproques de la formule + cu’, lesquels forment un des groupes dans lesquels se partagent les diviseurs de cette formule.
Soit donc py° + 2gyz +rz* l’un des diviseurs réciproques de la fordes &+cu, dans lesquels ÆV est compris, on pourra supposer
N=pfi+ 2gfg +rg =ac—b",
— PEN, Cpf+ 8) Hg + plt = —-— æ :
On voit par cette expression que (pf—gg)*+pb* doit être divisible par c; pour effectuer la division, supposons qu'on a cherché tous les diviseurs quadratiques de #--pu* qui contiennent c; l’un quelconque de ces diviseurs sera de la forme cy* + 2b'yz+ «2°, et les valeurs de 4” seront tous les nombres non plus grands que Fc qui satisfont à l’équation cd —V"®—=p, ou qui rendent b®<+p divisible par e. Soit donc (pf+ gg) + pb°—= cN', et on devra avoir N=cy + 2byd + dd; d'où cN'=(cy + bd) -L pd*. Ces deux valeurs de cV' devant être identiques , on fera d — b et ey+bd == (pf4 92), ce qui donnera Le Æ E CS + d'une SE I faudra donc chercher parmi je diverses valeurs de L’, celle qui donne y égale à un entier, et on doit nécessairement en trouver une, puisque le diviseur proposé T est réciproque, et que c’est la seule supposition sur laquelle cette analyse est fondée. Il ne pourra y avoir
ce qui donnera ,
“G) Voyez ci-après le SX, IV° partie. Cette condition, au reste, n'est pas rigoureusemeät nécessaire pour le succès de la démonstration, puisque dans les exemples précédens, On a vu des cas où les nombres c et ZV ont un commun diviseur
encre, 5
qu'une des valeurs de #' qui rende y entier ; car sil y en
avait deux 2’, 6’, il faudrait que Here
füt un entier, ou que BEC
en füt un, parce que c et à sont premiers entre eux. Or L''et 6-
sont tous deux plus petits que 2e, ou si lun des deux est égalaic, il faut que l’autre soit plus petit que £c, puisqu'ils sont inégaux ; donc la somme ? + 6’ est plus petite que €, et ne saurait être divisible par c. Il faut observer aussi que les be > et d\, ou y et à seront tels que le calcul les donne, et pourront avoir Aceidentellement un commun diviseur; car ici on ne cherche autre chose que la forme du nombre déterminé N' : or > étant trouvé, on a W'— cy° + 2h yd + ad? ; mais comme le diviseur quadratique cy° + 20/ys + d'z* de la formule pu, peut se réduire à la forme p'y° + 2g/y3 + 13°, où l'on aura p <2V3p, la valeur de V’ prendra la forme
N'= pf" + 29fg + re”,
dans laquelle f” et g° a ; Suivant les différens cas , avoir ou n'avoir pas de commun diviseur.
Cela posé , la valeur de a deviendra a — N' Cf +dg) a PE PE.
Pp' et dans cette nouvelle expression, on voit que (p'f + q 7 Fe PE doit être divisible par p; ainsi, en faisant de PP HE gEY rs =pN", op: trouvera par des Rue semblables aux Me 5
= PF + 2qf'8 + re
expression où l’on peut Herve p"< 2V 3p'> on aura donc cette troisième, valeur de 4 :
;. à IN” Lt @P'É"Æ gg} Hp’ ee LP" Hp P' 1 pp" | > men an
Ces diverses opérations devront être continuées jusqu’à ce que les deux derniers termes de la suite décroissante p , p', p", etc., soient 1 et, ou 2 et 1. S'ils sont tous, deux égaux à l'unité, la dernière valeur de a. séra de la forme À n° +? ; si le dernier Den est 1 et l'avant-der-
PE Re 0 CORP PR ER ne rte RSS On
nier 2, alors 4 sera de la forme == = — hs” , laquelle se chänge encore éñ
x 1 ni une somme de trois quarrés, savoir »* LÉ CEE + EY = Ce dE
En général donc le nombre a sera toujours réduit à une forme trinaire telle que Au; en même temps on trouvera, par la suite des opérations, que 2 peut étre mis sous la forme
b= Al + pm + yn;
d'où l’on conclura que le diviseur proposé T sé décomposé én trois quarrés, de cette manière :
D (D + 2) + (my us) + (aus):
Mais on peut parvenir à ce résultat d’une mañière encore plus immédiate et sans le secours de la valeur précédente de 0:
(312) En effet, les opérations nécessaires pour parvenir à la valeur trinaire de a, peuvent s’exécuter en laissant à et b indéterminés, puisque les nombres p, p’, etc. sur lesquels ces opérations sont établies, se déduisent du seul nombre connu c; de sorte qu'ils restent toujours les mêmes, ou n'éprouvent de changement que pat le choix qu'il peut ÿ avoir dans les valeurs de p', S'il y à plasieurs diviseurs quadratiques de & + pu® qui contiennent c , ou dans les valeurs dep”, s’il ÿ a plusieurs diviseurs quadratiques de 4° = p'u? qui contiennent p, et ainsi de suite. Dans tous les cas, la suite p, p', p', etc. sera toujours telle, qu'on aura p< y #p,p'< y/$p', etc:, de sorte que cette suite décroitra très-promptement jusqu’à son dernier terme 1.:On peut donc arriver ainsi à des-résultats généraux qui s’appliquent-à une infinité de valeurs de N, amsi qu'on-en a vu des exémples , lorsque = 1, 2,3, 5.
Si on laisse le nombre V déterminé , on pourri néanmoins introduire dans le diviseur propôsé uné indetermination qui facilitera beaucoup sa décomposition en iroïis quarrés. Pour cet eflet, il suffira de mettre FE kz au lieu de y, et le diviseur T deviendra
F= cy° + 2(b + ck) 72 + CAR 2e de
La méthode précédente -étant appliquée ä ce diviseur, les nombres
PP p', etc. seront les mêmes sans aucun changement, que lorsqu'on.
a £—0o. On obtiendra donc encore la valeur du dernier coefficient a 2bk ch exprimée par trois quarrés, et ces quarrés, où À reste
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indéterminé, ne pourront être que de la forme ss “ (HA + (m+uk} + (n+vk), d’où l’on conclura immédiatement la forme trinaire de T , T=(}y + as) + (my + us) + (ny +3).
Tel est le moyen d'éviter tout tâtonnement dans la détermination de. la forme trinaire de F, et en même temps d’y parvenir de la manière la plus simple et la plus directe. Et puisque le nombre À est contenu de 27: manières différentes dans les diviséurs quadratiques de la formule # + cu, chacune de ces expressions donnera une forme trinaire: du diviseur T ; donc ce diviseur aura 2/7’ formes trinaires 5 conformément à la ne os générale.
Par cette analyse, la limite de la Table VII, qui est d’abord à volonté,
peut être reculée indéfiniment, et le théorème énoncé aura lieu dans toute son étendue.
{315) Soit proposé le diviseur réciproque T = 1897*+-30yz-- boz?, qui appartient à la formule # + Nu, où l’on a N—9225— 3°.5?.41; il s'agit de faire voir que ce rer peut se décomposer de 2°: ou 4. manièr es en trois quarrés.
Les coefficiens extrêmes 50 et 189 ayant l’un et l'autre un diviseur commun avec NV, il conviendra, pour se conformer à la méthode générale, de chercher dans T un nombre premier à V. Ce nombre se présenté immédiatement en faisant ÿ=—1,3——1, et on a le résultat 189 — 30 +- 50 — 209 — 11.19, nombre qui n'a point de diviseur : commun avec N.Il faut donc préalablement faire ensorte que 209 soit le premier coefficient de T ; pour cela, il suffit de mettre 3 — y.à la place de 3, et de changer ensuite le signe de z, ce qui donnera
F = 2097* + 7073 + Sos:
Mettant enfin y + £z à la place de y, afin d'introduire une indétermie nation dans le dernier coefficient, on aura
© T—2097° +4 2(55 + 209k4)73 + (5o + FOR zogf)5. Ainsi nous ferons
Le nombre N ayant trois facteurs premiers imégaux, doit ètre contenu
2% ou 4 fois dans les diviseurs réciproques de # -- 2o9w°. Or cette formule a trois diviseurs réciproques, savoir |
et on trouve en effet que 9225 est contenu une fois dans le second de ces diviseurs, et trois fois dans le troisième, comme il suit :
N= 10f* + R+nr (2%
à f—= 27; 27, 19 DEA +ag + 8 (/E RE. AE as Considérons d’abord la troisième forme qui doit fournir trois valeurs trinaires de T. On aura, d’après cette forme,
b D 13h? + (13f + 52)? + BogE
et la première opération est de trouver le quotient de (13f + 5g)Æ 13b° divisé par 209. Or 209, à raison de ses facteurs 11 et 19, doit être contenu deux fois dans les diviseurs quadratiques de 4 + 134; et en effet, si on représente le diviseur quadratique qui contient 209, par
2097° + 26 yz + d'z, la condition 2094 — #?=— 15 sera remplie de deux manières, l'une en faisant = 14, a = 1, l’autre en faisant d'= 52, & = 13. On pourra: donc poser
G3f + ee 13B* = 2097° + 20/yz + d'z°,
ce qui donnera (13f + 59) + 150°—(2097 + zx) 133*; donc on aura 30, et 209y7 +3" (13f+ 52); d’où = EGH5g)—b'b JE 209 & Prenons pour f et g la solution f— 19, g==—22, nous aurons 13f + 58 = 137, et __ H137—b (3542094).
ee ne
: Dans cette expression, il faut choisir le signe de 137, et la valeur de ?’, de sorte que y soit unentier; c’est Ce qu’on obtient en prenant le signe inférieur et faisant b = 14, on a ainsi :
FT
Le quotient cherché devient 2097 + 28723 + 3°, et sa forme la plus simple est (3 + 14 Je — 13°. En représentant celle-ci par JE 139’,
on aura donc $” tt deg n 134, g’ — 3 — et la valeur de « deviendra ; & +f LÉ 13g* à TR 13
IE Al
Il reste à diviser g° + f”° par 13; pour cela, il faut considérer 13 comme diviseur de la formule #w; or celte PRE D na qu'un diviseur quadratique J° +2, et celui-ci étant préparé de manière que 13 soit son premier coefficient, 1l devient :
Soit donc 8 HP = 13 (137° 1073 22°) — (137 5) 2"; on pourra faire z2=g ,et13y +53:=Hf", ou 2=f"et 137 +bz= He. g'+f"
Or il résulte également de ces deux solutions, que la quantité — —18y° + 1072 + 23° = (34 2y) H(z-H58r), se réduit à (44 24) + (5— 34); donc.on aura a = (14% +3) + (ok +4) + (Gk—5);
et puisque telle est la valeur de 50 + 704 + 2094, il s'ensuit que le diviseur.T = 2097°+707z + 50z* aura la forme trinaire
(A7 #82) + (ar +45) + (Sr — 52)".
Mettant z—7 à la place de 3, et changeant le signe de 3, le diviseur T' reprendra la première forme proposée 189 7° + 3073 + 507, et la forme: trinaire qu'on vient de trouver deviendra,
Guy — 58) + (+4) + (8r + 52)
Cherchant de même les deux autres formes trinaires qui se déduisent
D mn 2 Te
_ “TROISIÈME PARTIE. 335 de la forme N=— 13/° - 102 -- 18p*, ainsi que celle qui se déduit de la forme N = 10f° + 2fo + 219°, on aura les quatre formes trinaires du diviseur proposé F —1807° + 50yz+- 507. Ces quatre formes et lés valeurs trinaires correspondantes de W sont :
= (119—32) + (ayr+4s) + (87-52) | N = 79° + 5o* + 22° D God + (Hé) + (is) | N = 82 + Go + 1e D (gs) Hu) + GP IN = 09 +4 + 2 r N = 82° + 49° + xo°
= (1074-45) + (87 —53) + (Sr+5:) | Corollaires généraux.
(314) Le résultat de cette théorie, contenu en grande partie dans la Table VIT, offre les propriétés suivantes, qu'on doit regarder maintenant comme démontrées avec toute la généralité nécessaire.
I. Toute formule # cu, dans laquelle c n’est ni de la forme 4», ni de la forme 827, contient toujours au moins un diviseur quadratique réciproque, c’est-à-dire un diviseur quadratique tel que V étant un nombre quelconque compris dans ce diviseur , le nombre c sera diviseur de la formule { + Ve.
IT. Tout diviseur quadratique réciproque est en mème temps aire, c’est-à-dire qu'il peut se décomposer généralement en, trois quatrés , sans-attribuer aucune valeur aux indéterminées quile composent.
HE. Dansle cas où c est de la forme 873, le diviseur réciproque ne contient que des nombres 472, et il est représenté, par la formule “apy° + 2qyz=+2r2", où l’on a 4pr—q = c.
IV. Lorsque c ou +c est un nombre premier ou en général une puissance d’un nombre premier, chaque diviseur réciproque de la formule lou ne peut se décomposer en trois quarrés que d’une seule manière, ét n'a ainsi qu'une seule forme trinaire.
V. Lorsqu’au contraire c ou + c est divisible par : nombres premiers différens, chaque diviseur réciproque de la formule cu aura 27’ formes trinaires. :
VI. Tout diviseur qui est trinaire, est nécessairement réciproque ; et tout diviseur qui est réciproque, est en même temps trinaire. Ces deux propriétés sont inséparables l’une de l’autre et appartiennent exclusivement à l’un des groupes dans lesquels se partagent les diviseurs quadratiques d’une même formule #—-cu° (n° 202 et 205).
VII. Lorsque € est un nombre premier 4-1, où le double d'un
nombre premier quelconque, tout diviseur quadratique 471 “de la formule {+ cu, est un diviseur réciproque.
VIIL. Lorsque c est un nombre premier 87-+5, tout diviseur qua“ dratique 47 2 de la formule # + cw*, est un diviseur réciproque.
IX. Chaque forme trinaire d’un diviseur réciproque correspond toujours à une forme trinaire du nombre c; de sorte qu'il y a pour chaque diviseur réciproque autant de formes trinaires du nombre c qu'il y â de formes trinaires de ce diviseur.
X: Les valeurs trmaires du nombre c, déduités d’un mêmé diviseur réciproque , sont égales deux à deux si ce diviseur est btfide. ( Nous avons appelé ainsi le diviseur py°+-2qy2+-rz, lorsqu'il tombe dans l’un destroïis cas g9=0,29—=p our, p—r, et qu'en même temps le plus petit des coefliciens p et r est plus grand que 2.)
- XI Dans tout autre cas, les valeurs trinaires de c, déduites d’un même diviseur trinaire ou réciproque, sont inégales entre elles; ‘ellés le sont toujours lorsqu'elles sont déduites de deux diviseurs réciproques différens.
: XII. Les nombres compris dans tout diviseur trinaire ou réciproque, se rapportent toujours, comme les nombres c, à l’une des formes 4n+ 1, 4næ2, 8n—+3; il ne s’y rencontre aucun nombre des formes 4n et Sn +7.
« XIII. Lorsque JV est compris dans un diviseur réciproque de la fs müle cu, et par suite c dans un diviseur réciproque de la formule” + Nu, les valeurs trinaires correspondantes de 4 et de c seront les mêmes dans les deux cas.
(315) Tuéorème XIIL «Tout nombre impair, excepté seulement les » nombres 82<+ 7, est la somme de trois quarrés. »
Cette proposition est un corollaire tres-simple de la théorie précédente. Car tout nombre impair c qui n’est pas de la forme 8r+7 sera, soit de la forme 42 1, soit de la forme 82<+3; la formule £—+cu° sera donc comprise parmi celles de la Table VIIT, qu’on doit regarder comme indéfinie. Mais il a été démontré par le théorème X, que toute formule de cette Table a au moins un diviseur quadratique réciproque, et par le théorème XII, on a prouvé que ce diviseur est trinaire , et qu'ainsi il yaau moins une valeur trinaire correspondante de c. Donc tout nombre impair de l’une des formes. 4n 1, 8n+3, est la somme de trois quarrés.
(516) Il résulte en même témps de la théorie précédente que, quand même c'aurait des facteurs quarrés ; On pourra toujours exprimer € par la somme de trois quarrés qui n'auront pas de diviseur commun! Car nous ne regardons comme ‘formes trinaires que cellés qui satisfont à cette condition, et la Table VII n’en offre pas d’autres.
C’est ainsi qu'on a 81—8° +4 + 1°, 225 —14° pr 0 , Ctc.; d’où l’on: voit que tout nombre ans ou 824-3, a au moins une valeur iinaire qui lui est propre’et qui est indépendante de celles des nombres inférieurs.
La partie de ce théorème concernant les nombres 8243, prouve que {out nombre entier est la Somme de: trois triangulaires, ce qui est le fameux théorème de Fermat, dont nous ayons parlé (n° 155).
(517) Tuéorème XIV. « Tout nombre double d'un impair est la » somme de trois quarrés.
C’est encore une net ete immédiate des théorèmes X et XII appliqués à la Table VIIT, et on voit de plus, par cette théorie , que le nombre dont 1l s’agit, de la forme 47+-2, peut toujours se décompo+ ser en trois quarrés qui n’auront pas de diviseur commun.
(518) Corolluire I, Un nombre quelconque double d’un impair étant désigné par 4a+2, on pourra toujours satisfaire à l'équation :
a+ 22 Rp He;
or par la,forme du premier membre, on voit que des trois quarrés x°, x, 2°, deux doivent étre impairs et un pair, C’est pourquoi faisant L=p+q, Ÿ—=Pp—q;23= 2r,.0n aura
24H pD #7 2r?.
Donc tout nombre impair est de la Jorme p° + g+2r*.
Cette proposition ayait été avancée par Fermat, comme particulière aux nombres premiers 8x7; mais on voit qu *elle convient généralement à tous les nombres impairs, ét on observera toujours que quand même le nombre dont il s’agit serait divisible par un quarré , on pourra supposer que les trois quarrés p°, g°, r* ne sont pas divisibles par un même nombre.
(819). Corollaire IT. Un nombre entier quelconque peut toujours
être représenté -par l’une des formules (24+-1)2°", (au x).2%#+2, S'il «appartient à la première, il sera , suivant ce quon vient de démontrer,
de la forme 2” (p°+g°+2r); ol appartient à la seconde, il sera de ‘la forme 2% (p°+q°—+ r°); donc tout nombre entier, ou au moins son
double , est la somme de-trois quarrés.
(520) Tuéonème XV. « Soit N un nombre quelconque de l'une des :» formes an +3, 4n+2, 8n+5, lesquelles comprennent tous les » nombres impairs et doubles d’un impair, excepté seulement les » nombres 827; si on désigne par ile nombre des facteurs premiers, 1» impairs et inégaux qui divisent !V , je dis que le nombre des formes » trinaires de IV est UE Holtple de 2°, de sorte quil ne peut » être moindre que 27?.
En effet, soit mn le nombre des diviseurs réciproques de +Nw,
sur lesquels il y en ait» de bifides, et z de non-bifides. Chaque divi-
-seur réciproque non-bifide se décompose en 27 formes trinaires ‘auxquelles répond un pareil nombre de valeurs trinaires de À, diffé- “rentes entre elles. Chaque diviseur bifide se décompose de même en 271 formes trinairess® mais comme elles répondent deux à deux àsdes valeurs trinaires égales de , le nombre de celles-ci est seulement 27*. Donc le nombre total des valeurs trinaires de !ÆV étant nommé x, on aura
Donc ce nombre ne peut être moindre que 2°, et il sera en général
‘un multiple de 2iT3, Si on a i—1, comme alors il ne peut y avoir de ‘diviseur bifide!, la formule se réduit à x = n.
Appliquant ce théorème au nombre 0225— 53.52.41, et obsérvant que la. formule #--09225u? a cinq diviseur$ réciproques, dont deux bifides, on aura m—2, n—6, i—3; donc le nombre des formes trinaires de N est.2.(6-2)—:16,ce que l'on peut aisément vérifier.
(321) De la on voitqu'il n’estpas difficile de trouver un nombre qui ait tant de formes trinaires qu'on voudra. Sion veut qu'il ait 44 moins un nombre ‘donné de formes trmaires, 1l suflira de mulüplier jusqu'à un certain d egré le nombre de ses facteurs premiers inégaux. Ainsi sion veut qu'un nombre ait au moins 52 ou 2° formes trinaires, on sera sûr qu’en donnant sept facteurs premiers à cenombre, pourvu que le produit ne soit pas de la forme
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TROISIÈME PARTIE, [se Bn+7, il satisfera à la question. Tel sera, par exemple, le nombre 3.5.7.11.13.17.10, qui est de la forme 8n+-5.
Mais si on veut que le nombre cherché ait exactement un nombre détermine de formes trinaires, il faudra quelques essais pour y réussir. Par exemple, si on veut que x = 20, on pourra faire ==4 et 22+-m—b, et il restera à trouver parmi les nombres les plus simples, composés de quatre facteurs premiers inégaux, dont le produit n’est pas 827, celui qui aura trois diviseurs réciproques dont un bifide, ou quatre diviseurs réciproques dont trois puits, ; car dans ces Le cas on aurait également 22+ m5,
MÉTHODES ET RECHERCHES DIVERSES
.$ TL. Théorèmes sur les puissances des nombres.
L A méthode dont nous allons donner diverses applications, mérite une attention particulière , en ce qu’elle est jusqu’à présent la seule par laquelle on ait pu démontrer certaines propositions négatives sur les puissances des nombres. Le but de cette méthode est de faire voir que si la propriété dont on nie l'existence avait lieu pour de grands nombres, elle aurait lieu également pour des nombres plus petits. Ce premier point étant établi, la proposition est démontrée, car pour que le contraire eût lieu, il faudrait qu'une suite de nombres entiers décroissans püt être prolongée à l'infini, ce qui implique contradiction. Fermat est le premier qui ait indiqué cette méthode dans une de ses notes sur Diophante, où il prouve que l'aire d’un triangle rectangle en nombres entiers (1) nesaurait être égale à un quarré. Euler en a depuis étendu les applications, et l’a exposée avec beaucoup de clarté, dans le Tom. IE de ses llémens d’Algèbre.
(322) Tuéorème I. « L’aite d’un triangle rectangle en: nombres en- » tiers ne saurait être égale à un quarré. »
Puisqu'on a (a° + D*) = (a? — 4)" + (2ab}, il est clair que les trois côtés d’un triangle rectangle peuvent être représentés par les nombres ab, a — L°, 2ab; c’est aussi l’expression générale qu'on déduirait de la résolution directe de l'équation x°=7° +2? (n° 17). Ces trois nombres pourraient de plus être multipliés par un facteur commun 6;
(1) Trois nombres tels que le quarré du plus grand équivaut à la somme des quarrés des deux autres, sont ce qu’on appelle un triangle rectangle. On peut donner pour exemple les nombres 3, 4, 5, les nombres 5, 12, 15, et une infinité d’autres:
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mais nous ferons abstraction de ce factéur, qui est inutile pour nôtre objet, et par la:même raison, nous supposerons'a et‘b premiers entre eux. En effet, si les trois côtés d’un triangle sont divisibles par 4, l'aire sera divisible par 6°; donc si cette aire est un quarré, elle le sera encore après avoir été diviséé par son facteur É£.
Cela posé, appelons À l'aire du triangle dont il s’agit, nous aurons A—= ab (a —b°); et comme les facteurs a et d sont premiersentre eux, ils le seront égalementravec 4° —? ; donc pour que 4 soit un quarré, il. faut que chacun des facteurs a, b, 4 —(?, en soit un. Soit donc a=n, b=1, il restera à faire ensorte que a°—L? ou m'—n" soit égal à un quarré.
Cette quantité m#—nt est le produit des deux facteurs »° +7, m° — n°: or» et r sont premiers entre eux, puisque a et à le sont. De plus, ils doivent être supposés l’un pair et l’autre impair; car s'ils étaient impairs tous deux, a et à le seraient aussi, et ainsi les trois côtés a°+4», d—l?, 2ab seraient divisibles par 2, ce qui est contre la supposition. Donc les facteurs 7° n° et:m°—n? sont premiers entre eux, et puisque leur produit doït être un quarré, 1 faudra que chacun d’eux en soit un. 7 k
Faisons en conséquence 7°=n°=—p", m—n°—q", nous aurons... ne q—=m, et 22° + qg—p*". Donc «si l'aire d’un triangle rectangle » est un-quarré, on-pourra trouver deux quarrés g°, 2°, tels que cha- » cune des deux quantités g° + n?,.qg° + on? soit égale à un quarré (x).
(1) Voici le passage de Fermat que nous suivons assez strictement, en ajoutant seulement les développemens nécessaires pour rendre la démonstration plus claire et plus complète :
« Si area trianguli esset quadratus darentur quadrato-quadrati quorum differentia » esset quadratus : Unde sequitur dari duo quadrata quorum et summa et differentia esse » quadratus. Datur itaque numerus compositus ex quadratotet duplo quadrati æqualis » quadrato, eâ conditione ut quadrati eum componentes faciant quadratum. Sed si nu— » merus quadratus componitur ex quadrato et duplo alterius quadrati, ejus latus simi- » liter componitur ex quadrato et duplo quadrati, ut facillimè possumus demonstrare.
» Unde concluditur latus illud esse summam laterum circa rectum trianguli rec-
-# tanguli et unum ex quadratis illud componentibus eflicere basem et duplum qua » dratum æquari perpendiculo.
» Illud itaque triangulum rectangulum conficietur à duobus quadratis quorum » summa et differentia erunt quadrati. Atisti duo quadrati minores probabuntur pri- » mis quadratis suppositis quorum tàm summa quäm differentia faciunt quadratum. » Ergo si dentur duo quadrata quorum summa et differentia faciunt quadratum, dabi-
- 543 THÉORIE DES NOMBRES. | Puisqu'on à p°—g" + 2n, il faut (n° 141) que p soit de la forme. f°H2g" : or on satisfait à l'équation q + on =\f" + 27 en faisant qg=—+ny—2=(f+8gv—2), ce qui donne
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n— 2/8 ; et cette solution est d’ailleurs aussi complète qu’on peut le desirer, comme on peut s'en assurer parles formules dun° #7. Il reste donc à satisfaire à l'équation g°+ 7° — m*, dans laquelle substituant les valeurs trouvées pour.g et », on aura JE + 4gt= nm.
- Cette dernière équation, qui doit être possible si l'aire Æ ést un quarré, présente un nouveau triangle rectangle formé avec l’hypothénuse 2 et les deux côtés f*, 29° : or l'aire de ce-triangle étant f”g°, et par conséquent égale à un quarré, il s'ensuit que si l'aire À du triangle rectangle proposé est égale à un quarré, on pourra, par le moyen de ce triangle, en découvrir un beaucoup plus petit, mais non pas nul, dont l'aire sera pareïllement égale. à un quarré.
(523) Pour juger de la petitesse de ce second triangle rectangle en comparaison du premier, il faut exprimer la valeur de Zen f'et:g : ‘or on trouve
Ann) nr =4fe (fr 28) (Pas) (SH 48").
D'ailleurs f° — 28° ne peut être moindre que r, et on a toujours. :. CA CT ane mt) dd ‘+48! >4f°g"; donc Paire Z est plus grande que 128/f°g°; donc LA g ; qui est l’aire du second triangle, étant nommée A", on aura 4 < ve
198" Ï De là on voit que s’il existe un triangle rectangle en nombres entiers, dont l'aire À soit égale à un quarré , il existera en je
un triangle rectangle dont l'aire 4’, plus petite que or Zg> Sera en-
core égale à un quarré, et cependant ne sera pas Te car l’un des “nombres f et 2 ne peut être nul sans rendre 4—0.
» tur in integris summa duorum quadratorum ejusdem naturæ priore minor. Eodem «» ratiocinio dabitur et minor ista inventa per viam prioris et semper in infinitum mi- -» nores invenientur numeri in integris idem præstantes : quod impossibile est, quia -» dato® numero quovis integro mon possuñt dari infiniti in integris illo minores, » Ed, -cit. de Dioph. pag. 339.
+ Mais par la même raison, du triangle rectangle dont l'axe # est égale à un quarré, on ROUE déduire un. troisième. triangle dont l'aire 4”, plus petite que Dress =g> Sera «égale à un quarré, et ainsi à infini. Or 1] implique diet qu'une suite de nombres entiers 4, 4”, 4”, etc., quand même ils ne. seraient pas quarrés, soit décroissante et prolongée à l'infini. Donc il n'existe aucun triangle rectangle dont l'aire soit égale ‘à un quarré.
Corollaire. La même démonstration prouve que la formule nf — 74 me peut étre un quarré, non plus que la formule f* +45, excepté seulement dans les cas évidens, l’un de »#3—7n, ou 72—=0; l'autre de ÿf ou g—o.
On peut aussi en conclure que léquation xf+7f=—2p" est impossible, ‘hors le cas de x —=7y; car de cette équation on tirerait...
at yt\a : R à FT — ) ; or on vient de voir que le premier membre ne
‘peut être un quarré,.
(524) TnéorÈme IT. «La somme de deux biquarrés ne peut être égale
>» à un quarré, à moins que l’un d’eux ne soit nul. » Soit, s’il est possible, af-b—c*; il faudra d'abord, qu'on ait a —=p— 9, BE 2pq, c—=p + q°. J'observe ensuite que « et # pouvant être supposés premiers entre eux, P et:g seront pareïllement premiers entre eux, et même ils ne pourront être tous deux impairs ; car s'ils l'étaient, a et à seraïent tous deux pairs: On ne pourra non plus
supposer p pair et q impair, parce qu'alors p°—g° serait de la forme PP PP gumparr , T I Rega.
4k— 1 ; laquelle ne peut convenir au quarré 4°. Donc il faudra que p soit impair et q pair, et ainsi, pour satisfaire à l'équation b* ap on prendra pm", q—"2n", valeurs qui étant substituées dans l’autre équaüon a° Pi aa. , donneront mf—/4n—4a?.
Cette dernière équation exprimant que le quarré mf est “égal à à la somme de deux autres quarrés 4n*, a°, le seul moyen d'y satisfaire est de prendre m°—f+ 5°, 27° = 2/8 ; ps —g”. Or l'équation »°=—/g, où f etg doivent être premiers entre eux, donne f— «°, g—6*, et par ces valeurs, l'équation m°—f*+2? dévieth CAES ET GEST D'où l’on voit que s’il existe deux biquarrés at, bf dont la somme soit égale à un quaïré c*, il éxistera en même temps deux autres biquarrés beaucoup plus petits &*, 6* dont la sommie sera paréillement égale à un quarré.
(325) Et pour rendre sensible la petitesse de ceux-ci en comparaison des PROG , on déduira des valeurs précédentes,
NE nt D b=pa6 (af); çe qui donne af+6f— [ia +14/(at-04)], et par conséquent... pe LY (at 0#). On remarquera d’ailleurs que æ ni 6 ne peuvent être zéro, parce qu'il s’ensuivrait b—0, cas exclu.
S'il existe donc un quarré c? égal à la somme de deux biquarrés, on connaîtra par son moyen un second»quarré c?, pareillement égal à
L La » + la somme de deux biquarrés, et dont le côté « sera <y/c, sans être nul; mais par la même raison, le quarré c® en fera connaître un troisième c’* jouissant de la: même propriété ; et dont let côté c’ sera ae RER MAUR 5 <y/c', sans être nul ; ains; de suite. Or il implique contradiction qu'une suite de nombres entiers c, c’, c”, etc. dont chacun est plus.petit que la racine quatrième du précédent, sans être nul, puisse être prolongée à l'infini. Donc il est impossible qu'un quarré se décompose en deux biquarrés.
Corollaire. La même démonstration prouve que la formule mf—4nf \ à ÿ 1 . , ‘e pt ne peut étre égale a un quarré, Si Ce n est lorsque 7—0. @ (526) Tuéorème HE. « La formule xf+ 2yf ne peut être fee à un » quarré sice n’est lorsque y —0: »
Car si l’on fait xt+ 27t— 7, il faudra d’abord supposer 3=—p°+29?, x —p}— 2q?, Y°—2pq; ensuite l'équation x?=—p?— 24° donnera,
x m—or; p=m#ton, q—2mn. Ces valeurs étant substituées
dans l'équation 7° =—2pq, on aura ÿ°=—/4mn (m+sn°), Pour satisfaire à cette dernière équation, j'observe que les nombres met x sont premiers entre eux; Car s'ils avaient un commun diviseur, pet q en auraient un aussi, et par suite x et 75 ce qu'on ne doit pas supposer. Donc si mn(m° 2r°) est un quarré, il faudra que ses trois facteurs 77, n, m+on* soient chacun un quarré. Soit donc m—f*, n—2£g", et il restera à faire ensorte que f#--2g* soit égale à un quarré.
Cette formule est semblable à la proposée, et il est visible qu’elle est exprimée en nombres beaucoup plus petits, car on a æf+ ayt>pf,
. 4 dé:
et par conséquent p ou f#+ 29 <V ('+ 2y*); d'ailleurs les nombres
7e et g ne sont nuls, ni l’un ni faute , puisque s'ils l’étaient, ils rens
QUATRIÈME PARTIE ! 345 draient y nul, ce qui éstun:cas dont on fait abstraction. De là il suit que si on a un 'quarré Æ*:qui soit de la forme x‘+2yf,; on pourra en déduire un second quarré 4 qui serade laymême forme, et dont le
côté 4'°sera <Y A: mais par la même raison le quarré A. en fera connaître un troisième 4’? de méme forme, et ainsi de suite. Or il est impossible qu’une suite de nombres entiers 4, 4'; 4", etc. soit dé= croissante et prolongée à l'infini; donc il est Ébpastle que la formule æf + 2yt soit un quarré, à moins qu'on n'ait ÿ=0. .,
Corollaire. Il suit de cette poposition, que la formule x*— 8yf ne PE non plus être égale & un quarré; çar si on avait xt—8yt= 2", il s’ensuivrait que 3 2(2xy)t est CL ER au .quarré (x*+-8y*), ce qui ne peut avoir lieu que lorsque Yÿ—0. *
(527) Tuéorëme IV. « Aucun nombre HU, sr l'unité , » n’est égal à un biquarré. »
Soit, s’il est possible, 2x (x1)—7", où x (x Hi) = aps, ; silon füty= mn, met n étant deux indéterminées:, cette équation ne pourra se SCO OeR que de l’une de ces dèux Anis
Fu di bet) exit { €) Hi nf NE OIL ?
lesquelles donnent, soit 1=n#%—2mf, soit 1 = 2m —nf. La seconde en dont m$— nf (m1), équation impossible, parce ; que Je premier membre. est de la FE Pi — gs laquelle ne peut être un.quarré, que dans le cas évident de nm—=1=x. La. première combinaison donne 1 + 2m$—17#, équation également, impossible, parce qu’en wertu du théorème précédent; ‘le premier membre ne peut être sun quarré, Donc aucun nombre triangulaire, ex= cepté 1, n'estiégal à un be.
(528) Tuéorème V. «La somme ou la différence de deux jun ne » peut être égale à un cube. » F'ANNEE Soit, s’il est possible, x°y%=—#, on pourra supposer à l'ordinaire que les deux nombres x et y sont. premiers entre eux ; et alors yet z seront également premiers entre eux, ainsi que x et 3. Cela posé, des trois nombres x, Y,2,il.y en aura toujours deux, impairs et un pair ; soient x et.y les deux impairs , qu'on peut toujours placer dans un même membre; si l’on fat x Ey—2p, x%y—2q, où bien x=p{7,
Hype, on aurx par dla substitution :2p(p°-+59*) ="; ét "on observera ultériéurement , que puisque pq ct p —q doïvent être im» pairs, 3l faut que p et 9 soiént l'un pair, l’autre impair ; de sorte que P°=+ 3q° sera toujours impair, Mais 2p (p° + 5q:) devant être un cube, il est clair que 2p' sera ‘divisible par 8, et ainsi p sera pair el q'im-
né Maintenant il ÿ a deux cas à dislinguer, selon que p est ou n’est pas ivisible par ge
(329) Premier cas. Si p n’est pas divisible. par 3, les facteurs 2p, p°+.5q° seront premiers entre eux, et si leur produit est'un cube, il purs que chacun d'eux en soit un. Soit donc p°-5ç* =, alors r sera de la forme 7° 5n°, et on pourra faire pH V3 (ti —3), ce qui donnera pP=Tn —omr
. g = 5mn —3n.
. Ces valeurs satisfont à l’é équation P ART ER mais d’ailleurs elles ont toute la généralité nécessaire, ainsi qu'on peut s’en assurer par la résolution directe de-cette équation. 11 ne reste donc plus qu'à faire ensorte que 2p ou 2»(m-}+ 3n) (m—3n) soit un cube. Or il est aisé de voir que les trois facteurs de cette quantité sont premiers entre eux,'et ainsi chacun : d'eux doit étre’ un cube; soit en conséquence m5n =, m— 5n—=b%, 2m—c,-on'aura 14 b — c% De là on voit que si léquation xt yi—= 2 est possible. en nombres entiers, l’équation a+b—c; semblable à la première et exprimée en nombres beaucoup plus-petits, sera également possible,
Soit Aa y —=9p(p#4-5q°), AS ae 5 on aura par la er stitution des valeurs mars »
et à cause de PORTES LES 24h, cette formule donnera 4 > (ai-B)atsbre.
* Mais (excepté dans ES ne de a=b=: qui ne, peut jamais .ayoir, lieu)
on a toujours 44 >=
xdonce est plus gro qe is De) (+ )': donc SE . Mais par le même, raisonnement on déduirait
du cube 7’ un troisième cube 4” tel que : 4” serait Lys 14, et ainsi à l'infini : or il est impossible qu'une suite de nombres entiers DE Le 4”, etc, soit décroissante et prolongée à l'infini; donc il est tAPOESPe
QUAPRIÈME PARTIE. | «#47
que la%formule 25 (p°+-39*) soit un cube, au moins lorsque P nest pas divisible par 3. RAS)
4(330) Second cas. & p.est divisible par 5,,0n fera p—5r, et la formule 2p(p°-259) deviendra 18r(q° + 51°). Maintenant comme les fac. teurs 18r, g°+-3r° sont premiers entre eux, “il faudra que chacun d’eux soit un cube. Faisant donc d’abord g*+35r°=(f* +32"), ou plutôt q+ rV—3= GÉNIE ce qui donnera
PR o)er r= fe — 58", il restera à faire ensorte que 18r ou 27.2 (f-g) (f— 8) soit un cubes De là on déduira comme ci-dessus. f+g=, f—g—h, 290, et par conséquent a —4—?. Or on fera voir de même que le €ube
c* égal à a*— D, est beaucoup plus petit que le cube z° égal à 2p (p°-+ 3q°)
{car on aurait c< VE ÿz)on retomberadonc encore sur unessuite de nombres entiers qui devrait être décroissante et.prolongée à, l'infini; d'où l’on con, clüura que l'équation x Eye 2 est impossible, à moins que l’un des
termes ne soit zéro:
(331) Tnéonène VL « Ft somme ou la difrbnee de eue cubes iñé=+ ». gaux te peut être double d’uncube..» :,. : Er Soit; sil. est possible, x° y° = 25, les nombres x et. J qu'on pent supposer premiers entre eux seront tous deux impairs; ainsi on pourra faire x=p+q, Hype, cequi. donnera p(p°4-3q)= 2, et il faudra distinguer, denx Cas ;. selon ‘que p ‘est ou n’est pas spas Ps 6; . Si p_n'est pas table par 3, les deux facteurs p, p* ps 3g" se- À premiers entre eux , ainsi ïl Hé que chacun d'eux soit un cube. Or,en faisant p'-5q=nt-tên), où plutôt. p+gy/—3=(mny/—5), on aura comme ci-dessus, p—m°—Qmn—=m(m#35n) (m—3n). Donc: puisque ce produit est un.cube, et.queises. trois facteurs sont:premiérs entre eux, il faudrafaire mÆ5n— a, m—3n—0, m= c ce qu donnera 4° b5 — 20, équation semblable à la proposée, mais SAR mée en nombres eoun plus petits . Sip est divisible par 5, soit — 5n, on aura 9n(3r° + 9°) — 25, de sorte que or: doit être un cube aussi bien que 37° +-g°. Celui-ci devient un cube en faisant gr —5=(mny—53), ce qui donne
r= 3m°n— 3n, partant or 27» (mn) (m— n): Cetté quantité de vant être un cube, on fera comme ‘ci-dessus 714 DE m—n—=b, ñ—c, Ce qui donnera de nouveau 4° — h— 26, équation encore semblable : à la proposée, mais exprimée en nombres He plus petits.
De là on conclura, comme ‘dans les: théorèmés précédens , que l'équation proposée x°Æyi= 23° est impossible, à moins que x ne soit égal à y.
(552) Tuéorème VIL «Aucun nombre triangulaire ; excepté 1, n'est » ‘égal à un cube. »
Car supposons pour un moment qu'on ait 2x (xHi)= ps où x(x+ 1)= 27"; si on fait y — mn, m et. n'étant deux indéterminées, cêtte équation ne PQUFrS: se décomposer que de l'une de ces deux manières :
lésquelles donnent 7° 1 — 2m°. Mais Suivant le théorème précédent ; cètte équation ne peut avoir lieu, à moins qu'on n'ait n=1,- donc ;, excepté les cas de x=0 et x=1,. pl ne peut ÿ avoir aucun nombre triangulaire égal à un cube.
Corollaire. L'équation 2x(x-+1)—7", peut être mise sous la forme 8y° +17; donc celle-ci m'est eut que PR les sous cas de V0 et Y—=1.
“ Remärque. Nous avons déni “dans ce parégrebe que l'équation EL Jr est impossible, ainsi que l'équation xtÆyt=z, et à plus forte raison xt yf— 3t} Fermat a assuré, de plus (Ed. cit. de Dioph. pag. 61), que l'équation x"+7"=— 7", est généralement impossible , lorsque » surpasse 2; maïs cette Proposition > passé le cas dé n—4, est du nombre de célieé qui restent à démontrer, et pour lesquelles les méthodes, que nous venons d'exposer paraissent insuffisantes. Au reste, il est aisé de voir que la‘proposition Serait démontrée en général, st elle l'était pour le cas où 7 est un nombre premier
PR
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$ IH Théorèmes concernant la résolution en nombres entièrs de l'équation x* FD dÿe
(333): Si l'on satisfait à Lots proposée en faisant x—0, on y satisfera plus ‘généralement, ‘en faisant x —0# 45, z étant un nuire indéterminé. Or dans la suite formée d’après le temme général OL az, il ÿ aura toujours-un terme compris entre —:@.et :#; on peut donc regarder ce. terme comme.une solution ou racine de l'équation proposée; et la question est de trouver toutes les solutions ou racmes de cette sorte dont l'équation proposée est susceptible. Voici différens théorèmes qui remplissent cet objet, dans le cas où a est uñ nombre premier; nous considérérons ensuite le cas où & est un nombre composé.
+ (334) Tnéonèue IL. « L'éqüation x"—b=—ch(a) (1), dans laquelle a » est un nombre premier; et ® un nombre non-divisible par a, ne sera
; ne a—T 4 # possible qu’autant qu'on aura & © — 1—cA(a) , © étant le commun » diviseur de 7.et de a—1. Si cétte condition est remplie, l'équation
» proposée aura un nombre & de solutions qui seront comprises’ dans.
;heqnengn Tee DE — ca) , où æ est le moindre entier positif qui satisfait à l'équation Fr —Q(a—1)=0o. Dis à
Si l'équation proposée est résoluble, on aura, en | rejetant les multiples de 4, 4*— b;. on a en même temps ; par le théorème de Fermat (n° 120), M == 1. Les deux nombres » et a— 1 ayant pour com-
mun’ diviseur © > Si l'on fait 1—n0,. a—1 4 de il: sera facile. de,
t'ouver deux autres nombres positifs æ et, tels qu on ait
TR = Qi,
: Crus MOTOR LL Lt: MONO Maintenant des équations BE SU SC AL ON UTE oies F Te [0 0] De "A Le
(] 1°] T ar, doncrx”—=0;; où
Po)
(x) L’expresion abrégée c/(a) désigne un multiple des.
d'où l’on voit que l'équation proposée ne pourra avoir qu’un nombre æ de solutions (n° 132); et pour quelle ait effectivement ces solutions;
F4 V'& ao il faudra que les deux équations à =, x” —1 puissent s’accor= n'a'o 7 _n'ao d der enire elles. Or ces dernières donnentx =0 ,x * —=1 —1;
donc il faudra qu'on ait &= 1, :ou D — 1 — (a).
Cette condition est la seule nécessaire, et toutes les foïs qu’elle sera
remplie, me PARISCE aura un nombre « de solutions contenues
dans l'équation 4 br — cha). Or on s'assure que celle-ci. a effecti—
vement un re «de solutions, en obSettant DEEE es est fac-.
teur de x BA us Be 7 qui revient à x—?—1+4aR. Remarquez que si dans l'équation proposée z est plus grand que a—1;
on peut Ôter de cet exposant les multiples de a—x1, et ne, conserver.
que le reste positif. En effet x°—’ divisé par 4, laisse le reste 1; donc x m+" divisé par &, laissera le même reste que x".
(535) Il suit du théorème précédent, que l'équation x" —5 —=c{(a) aura toujours une solution, quel que soit ?, lorsque 7 et a — : seront
premiers entre eux ; soit alors + le plus petit nombre-positif qui satis-
fait à l'équation æn—@(a—1)=— 1, cette solution sera x— 2”.
En général, ce théorème a l'avantage d’mdiquer tot-à-la-fois si l'équation proposée est résoluble , combien elle a de solutions, et quelle est l'équation la plus simple qui contient toutes ces solutions. Dans l’é- JUAN réduite, l’exposant de x sera toujours diviseur de à — 1; ainsi il ne s’agit plus que de trouver les solutions de l'équation a —b=(a), dans la supposition que 2 soit diviseur de a—x. Or il est facile de voir
que si on connaît üné des valeurs de x, on" les-aura toutes en multi-
pliant la valeur connue par les “différentes racines de l'équation. x"— 1 —c(a); il convient-done ayant tout, de s'occuper de la réso-, lution de’ cette HET Se
(336) Tréorèm£ Il. & Étant proposée l'équation -4"— 1 — ca), » dans laquelle & est un nombre premier, et-r-un-diviseur de ar, » ensorte qu'on ait 4d—1=4n, . : » PE
RSS SANTE MER TTC Rain 2e A Las er - de
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QUATRIÈLME PARTIE. 351 » 1°, On aurax=u", u étant un nombre quelconque non-divisible » par «a. ; À » 2, Si 8 est une valeur de x, 6" en sera une aussi, quel que soit » l’exposant 7».
» 3°. Si le nombre 0 est tel que 8"— 1 ne soit pas divisible par 4,
» y étant un diviseur premier de z, Ja formule æ—6" contiendra
»-toutes les solutions de l'équation proposée, lesquelles seront 1, » 8, 6...8"—, ou les restes de ces quantités divisées par a.
» 4°. Non-seulement il y a plusieurs nombres Ü qui jouissent de cette
riété mais l br t 1 RE: / 1 t » propriété, mais le nombre en est n(1—-)(1—)(1—),etc.,
» y, 1,.», etc. étant les différens nombres premiers qui peuvent di- » viser 72.» |
Car 1°. si l'on fait x—u", on aura a'—1=u"—; = — 1, quantité toujours divisible par a.
2°. Si x —0 ; où aura, en rejetant les multiples de a, 8"—1: faisant donc .x—0", on aura pareillement x" —0"" — 1, quel que soit 1.
3°. L’équation proposée devant avoir z solutions, la formule x—6" les donnera toutes, si.dans la suite 1, 0, 87, 0%.- .0"—!, il n’y a pas deux termes égaux (en rejetant toujours les multiples de 4.) Or supposons
À é2r Ca } L 6, il en résultera 0—1, © étant y — x où A —w, et par. conséquent moindre que #. Mais comme on a déja #1, si on ‘appelle « le commun diviseur de set den, et qu'on résolve l’équation..… Q2TEE
71 . ‘ nf —13—=6€, On aura 8 — ; le premier membre, à Cause de
: + > \ T ? g° € W— 1, se réduit à 1; le second, à cause de Ê — 1, se réduit à 6° ;
. . . € Q , ainsi on aurait 0 —1. Soityrz — en, et n/—n"y, y étant un nombre n e : . ; € ë » nn. v_ 7 premier ; puisqu'on à 0 —1, On auraaussi 8 —1, ou 0—1 ; équation impossible, puisqu'on a Suppose dans l'énoncé du théorème , que
la quantité 0 —1 ne peut être divisible par « ; donc la formule «—f"
renfermera implicitement toutes les solutions de l'équation proposée. 4. Soit » l'un des diviseurs premiers de z; de même qu'il n’y a que n valeurs de x qui satisfont à l'équation x"— 1 = ch(a), il n'y a
aussi que = valeurs de 0 qui donnent 8 = +. Donc sur valeurs que doit
"4 R LE. ELLE mniihétenss 7%"
“= ur 5 api 7 22 à 2 oi tsar em is oder —
sd : £ 7 : 5? . PADE TS n : L î NE IE C'e ; Fe 1 avoir 8 dans l'équation 8—=5 ; il ÿ en a #—" qui ne donnent pas Or: Raisonnant de même à l'égard des autres facteurs premiers dont # peut être Composé, on conclura qu'il y a un nombre...........
& ( CG PT r) ete. de valeurs de 8, telles qu'aucune des quantités ÿ" —1, g —1, ÿ” Ste, n’est divisible par a.
(337) Donc si x est un nombre premier, il sufhira d’avoir une yaleur de x'autre que l’unité, et cette valeur étant nommée 0, la formule x —=8" contiendra toutes.les valeurs de, x.
- Six. est.une puissançe d'un nombre premier », pour que la valéur
xæ=6 qui satisfait à l'équation x"=—7+1, en donne la solution complète,
il faudra que 6” ne soit pas égale à r, et alors on aura x". 00h . Enfin si nest de la forme 9° 1" > elc:5 cemme. on à peut ondes
le supposer, je fs 5e SU, = »Y y"; ete. et je. résous’sé- PP j , > hs , » j HARETEE les équations
als = (a), af = (a), 2° — 1h (a).
Soient DE Ts, x =", etc. les solutions complètes de. ces équations, je dis qu'en prenant ON x, etc. , la, formule x =" sera la solution complète dé l'équation proposée. C’est un moyen qu'on pourra mettre en usage, lorsqu'on n’aura pas rencontré tout d’un coup, par la formule x=— w*, le nombre 4 propre à donner toutes les solutions.. ke.
ExEmpPLE no
(338) On demande les sept valeurs que doit avoir x dans l'équation
Puisque 379 —1 —7- SET on aura ne Ce u.étant un nombre quelconque non-divisible par 579: Soit u—2, on aura, en réjelant successivement les multiples: de: 379; u°—=64, u®——175, u#=—25, di — 100: uf— 125. Donc x —125, et comme l'exposant 7 est un nombre premier, toutes les valeurs de x seront comprises. dans la formule x=— 125", laquelle donne les sept nombres suivans 1, 125, 86, 138, —184, 119, 94. La moindre valeur de x‘étant 86, on voit qu ïL
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aurait été fort long de chercher les valeurs de x par le iätonnement , en faisant successivement x =" 1, 2, 5, etc.
ExEmpPLE EL
(339) Étant proposée l'équation DS 1 — M7); ;-on peut, dorés le n° 337, résoudre les équations x— 1 —0c4(870), æ'— 1 = (670). Celles-ci ayant pour solutions complètes x— 180", += 1265", ôn“en conclura celle de la proposée x = (180.125 = 139";.et. comme le quarré de 139, divisé par AD laisse le reste — 68, où a plus simplement x —(— 8)".
La même équation aurait donné immédiatement ; par la première partie du théorème IL, x, Soit 4—2, on aura æ 64; et comme les diviseurs premiers de n—63 sont 3 A 7, 11 faut voir si 64°! et 649 ne donneront pas le reste +1. Or on trouve que.ces puissances né donnent pas le reste +1; done 64" eut été encore la solution complète de la même fetes as ee Pt
| (540) Tadone NL. « Lane proposée es ts ï era: ; » dans laquelle a est premier et 4 diviseur de a—1,, on résoudra' lé- » quation x{"—1—=cl(a) «qui sera toujours possible. Soit x=— 6" la » solution complète de celle-ci, je :dis que la solution complète:de la » proposée sera x=—8"*, à étant ‘un nombre queléénque,.»
Car 0" étant une valeur quelconque de x dans l'équâtion 21% —1— A (a) ; 6°" sera aussi une valeur quelconque de x dans l'équation x—1—{(a). Restent donc les puissances impaires de ÿ pour résoudre l'équation
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(341) Soit proposée l'équation LE 1 — A (433). qui est résoluble, parce que 453—1 divisé par 36, donne le nombre pair 12.
Je me servirai pour cela de léquatot x — 1 —0c{ (435), qui donne: æ—uÿ. Soitu—5, on aura uf ou x=—37. Cette valeur étant nomméé 0, on a O5—— 1, 0% 1098; donc suivant les parties 2° et 3°% du théo: rème IT, 0" est la solution complète de l'équation x—r = 0 4(455); et par conséquent B+1;est celle de la proposée x°+1=—0c#{(433). Voici les trente-six solutions qui en résultent.
x 37" = 37 +8 + An She jen Lg CO A20 = 109 22110 O0 148 52Æ 75H54 117.
Les mêmes valeurs seraient renfermées plus simplement dans la formule XL = Dit, £ É
(342) Taéorème IV. « Étant proposée l'équation ab AG), dans
A as br—L1, m étant diviseur de —_ rt
. Sim et x sont premiers entre eux, et qu'on cherche les nombres » ME met @® tels que Fh— m1, je dis qu'on aura 407 Y 5 » y élant une racine quelconque de l'équation 1" 1) = cA(a) ; -».2. Sim et” ont un commun diviseur ©; soit »—=n'o et mn —?m—1, » onaurax — By , où & — by (a), y étant une racine quel- » conque de l'équation Rip Hi = elt(a). »
Car en füisant dans lé second cas = br, cha OUR (4 Pa es y vas DRE
1)° — b. Le premier cas est d'ailleurs une suite du second,
Ce théorème offre déjà un grand nombre de cas où l’on peut rappeler immédiatement l'équation 4°—"b— (a) à la forme D El indique en même temps une infinilé d’autres cas où ÉDAUEe x” — b = olt(a) se décompose delle - - même en un nombre n' Pre
tions de deg HHSTIERS Er r—= ca).
Bxempre
(543) Soit l'équation x°+49—=ch(223), qui est résoluble (Th. 1), parce, qu'on a. (—49)#—1. Les nombres 5 et 74 étant premiers entre eux, On aura, suivant le théorème précédent, x=(—49} 7667, # ét une-raçine de l'équation y°—r==cÂ(2258).
| Remarquez que sion eût proposé l'équation x°+ 7 —cÂ{(223) ; il eût
étéfacile de voir qu'une de ses racines est x—6. Or il suit de R que dans l'équation x° + 49=el (223), on à x——536. En efet, re trois vacines de cette dernière sont æ— — 56, — 66, 102.
En général, si & estune solution de l'équation 2 th (a), a* en sera. une au V Fi ta act re = cl 2
ExEemprLe IL HS 4198: 8
(344) Étant proposée Son x° + 20— ch tie où où a dE ne il faut d'abord, pour que cette équation soit possible (n° 554), qu on ait, en négligeant les multiples de 61, D = 1. Or on‘trouve 27, et par conséquent 4° =—1 ; donc l'équation êst possible. Ensuite, puisque les exposans 6 et 5 sont premiers entre eux, on aura, suivant le théo=: rème, x—=—20y, et y7°+1—c(G6r): Or l'équation 7°—1=0û{ (61) a pour solution complète 7— 29"; donc x=—0.2d°7"=30,153. Les nombres qui en résultent sont + 7, = 24, Æ 30.
Das mem AU
(345) Soit l'équation x°—5—c#{(6or) ; on trouve D}; mais comme, 10 et 6 ont. pour, Commun diviseuf 2,.06n fera,-strivant la seconde partie du théorème, x°=0°y et y°2=1=c#(6or): Celle-ei donne X=(- 169); ainsi l'équation proposée peut. se: décomposer en, cinq autres du second degré, qui sont :
2 — 120 — 4 (601), x — 154 — (601), D au 2 — 276 —= (Go), x — 234 — cAM(Gox).
Mais cette déÉOrRpOsIHO est peu avantageuse, Car al suffit davois ue valeur de + qu'on multipliera: pêr les raeinés de l'équation JE H(Gor) on peut donc n employer qu’ une de ces équations , et la troisième, qui est la même que x°+-28®— 4 (Gor),: est celle d’où l’on ‘tirera le plus aisément. une. valeur de x (n° 185).
- (546) Twéonème V. « Soit l'équation à résoudre x"— = oh a) , dans
» » laquelle p° =) étant diviseur de ==" ; soit 6" la solution
» complèté de l'équation 4°°—1—c{{(a); 6 devant être un desnombres EAN ES pi. LA je suppose #—6"": cela posé, je dis que la ÿ solution complète de la proposée sera à —@""T# ,
En éffet cette valeur de x donne x"—, quelle que soit m; il suffit donc de faire voir que à se trouvera toujours parmi les nombres 6, 62, etc. Or puisque 0" est ke solution: complète: de Féquation: …. ?.,
x" 1—=0oM(a), on aura 07” pour celle de l'équation x'—1=4 (a);
et puisque # = 1, il est clair que à doit être un des nombres repré— sentés par 0”.
. Gette méthode pour résoudre l’équation x"—b = (a), n’est sujette à aucune exception; mais il peut. être plus ou moins loug de chercher # dans la suite 8", ge, etc., et pour qu’elle réussisse complète ment; il faut que le nombre w ne soit pas bien grand. Si Léquaton
B—: résultait de l'équation DRE , il ne faudrait chercher b que dans la suite 0", 07, 65" etc.
E x € M p Lt.
(347) Soit l’équauon x°—5—cX (601), déjà traitée (345), mais qui Wa pu se décomposer qu’en facteurs du su degré. On aura, en rejetant les multiples de Gor, b—5, b——1, b°—1, et amsi ©o— 12. Maintenant la solution cotplèté a Sven x%—1—cH (601), trouvée par le théorème IT, est x—(— 140)"; et conséquent celle de
lé CAVE x'—1—=cû (6or) est x=(—140) ou 120 ; donc à doit
être compris dans la formule 120!, en prenant pour w un nombre im-—
pair : or on trouve qu'il faut pour cela faire w—5. Donc la solution complète de l'équation proposée serax=(—140)*"" ou x—214.(169)". Les valeurs qui en résultent sont 214, 106, Æ 116,229, 237.
::(548) Ayant trouvé un nombre 8 tel que 8"—2 est divisible par le nombre premier a , il est facile de trouver une valeur de x telle.que x'—à
soit divisible par une puissance quelconque a de ce nombre premier. Pour cela, soit 0"— b—Ma, si Von fait 1°.x—0+ a, et qu'on détermine À et M par Lo Mnÿ""4 = a’, il est clair que LED sera divisible par 2°.
Si on fait 2». W—0+L4a, x—6+ 1, et qu'on détermine # et M" par l'équation Mn" 4 4 M", la quantité x"— D sera divisible par ‘af. :
Si on fait 3°. BE ds, x—8"A'af, et qu'on détermine 4” et M" par l'équation M'ng""4"—=atM", le binome x"— à sera, divisible par 4.
. ee + . ” æ .
On continuera aïnsi jusqu'à ce que x"— soit divisible par & ; et si
-QUATRIÈME PARTIE. 357 & n’était pas un terme de la suite 2, 4 8 , 16, etc. on voit aisément quel changement il faudrait ÉrEn à la Le des équations indéterminées. Ainsi si on avait æ—7, au lieu de la troisième équation M" + n6t 4" a M", on prendrait M" n8°4"— aÿM", et la valeur x—6"+ 4’at rendit x'—b -divisible par #7.
Nota. Si exposant z était divisible par a, il pourrait arriver que quelqu’une des équations qui servent à déterminer 4, 4’, 4”, etc., fut impossible ; mais alors on aurait acquis la preuve que x'—b ne peut être
divisible par d”.
(549) Maïlenant si l’on veut que x"—B soit divisible par un nombre
; a,6 a ,6 composé quelconque 4—ab c?, etc. dont a, à, c?, etc. sontlesfacteurs premiers , élevés à des puissances quelconques; il faudra, par ce qui précède, déterminer les nombres À, m, », etc., tels que les
quantités
etc a p° c?
soient des entiers. Ensuite on combinera ensemble les équations
x —=\+ta zu Ps — + 7x — etc.
Et on obtiendra de cette manière toutes les valeurs de x moindres que LA, qui rendent .x*—B divisible par 4, ou qui satisfont en général à l'équation x" — B — Ar.
Si on avait à résoudre l'équation Cx— B— Ay > On pourra. supposer que C et À n’ont point de commun diviseur; (car s'ils en avaïent un, on le ferait disparaître par la division). Soit donc Cu—4»=1, si l’on fait y =uy — vx", l'équation à résoudre deviendra x"—Bu—4}", et ainsi sera ramenée au Cas déja traité.
$ LIT. Résolution de l'équation x° + a = 2" y.
(350) No von déja vu (n° 189) qu’en écartant les cas les plus:
simples dans lesquels 77 ne surpasse pas 2, cette équation est résoluble,
pour toute valeur de m, a étant de la forme — 184. Voici alors
comment on peutitrouver la solution générale de cette équation. Considérons d’abord la suite connue
Et À London Legs ie Le M DIae (+2) D À 2.4 ° GRAS 2.486787 HS SIC:
et observons que ses coeficiens, réduits à leur plus simple expression, sont : ; :
LOG 1 CL EEE ANSE
TR RS En A TC:
2 2 ? 23 2 24 ? 07 ? 98 ? 910 2 on? 2
de sorte que leurs dénominateurs ne sont autre chose que des puissances de 2 dont les exposans croissent suivant une certaine loi. Pour rendre raison de cette propriété, on peut faire
(is) = 1 + 45 + Br + Ci + etc. ; puis quarrant les deux membres, on aura pour déterminer les coefticiens 4, B, C, etc., les équations :
2D—— 24C — B* etc.
D'où l’on voit que chaque coeflicient se détermine à l’aide des précédens, sans introduire aucun dénominateur autre que 2. Donc tout
à AE Rare M k x coeflicient réduit doit être de la forme ZT M étant un entier.
(551) Mais pour appercevoir encore mieux la loi de ces coefliciens
*’QUATRIÈME PARTIE. 55ù æt déterminer en même temps l’exposant de la puissance de 2 qui leur sert de dénominateur, prenons l'expression générale du coefficient de z",
laquelle est
_! 0.2.3.5....(an—3) DATE on,
Tous les termes du dénominateur de cette quantité étant pairs, si on multiplie de part et d'autre par 2", on aura
RL DL LM OR T
) n=H1.7H0...97—92 2" (2n— 2)N — LE Se Lee 1. 2+,,1—-9 { ” .
Or ces deux quantités doivent être des nombres entiers, puisqu'on sait en général, par la formule du binome, que la quantité e.cH1.c+9...cHm—i1 1 PER Ron mn est un nombre entier. Donc faisant 2""="7N—E et (2n—2)2"72N—F", on aura 2E—E AE -
gii—k ?
d’où l’on voit que le coefficient V-du terme z" ne peut avoir pour dénominateur que la puissance 2*7* ou-une puissance inférieure de 2, lorsque Æ” sera pair.
Pour déterminer dans tous les cas ce dénominateur, il faut recourir à la première formule, :
et on voit que dans la valeur réduité de AV le dénominateur ne sera autre chose que la plus grande puissance dé 2 qui divise le. produit 2.4.6...2n, où, ce qui revient au même, le produit 1.2:3..,2n. Or on a donné ci-dessus, (Introd. n° X VIIT) l’expression générale de cette
. x QU =—— y , puissance, laquelle est 2 > » étant le nombre des termes ....
Ç 2° + 2 7 —Letc. dont la somme forme le nombre 2».
(552) Pour revenir à la résolution de Féquation x+a—= 2"y, lorsqu ’on fait a=—=—1 TSX ; Supposons qu'on développe (Gi Æ 84) en série, de la mème manière que y/(1+-2), ce qui donnera
. Sata — — 2'af —E etc.
V(GE8a)—1+- Sa — rat
Un terme quelconque de cette suite peut être représenté par JV. 2°"#", et comme !V est une fraction qui a pour dénominateur 2 élevé à la puissance 22—1 au plus, il est clair que tous les termes de cette suite se réduiront à des entiers divisibles par des puissances de 2 de plus en plus élevées.
Imaginons maintenant de ‘on ne ‘prolonge cette suite que jusqu'aux termes exclusivement qui sont divisibles par 2) et dans cette hypothèse faisons SAR 2 — FT 2af + etc.
La quanuté 6°—a ou 8—(1 8x) ne pourra être composée que de termes divisibles par 2"; donc en faisant x—0, on satisfera à l’équation x°—a—2"y. Donc la solution générale de cette équation est
RE do Lol a + 1.5 LE Et 2° 2.4° ee 6
ol üt
Par exemple, pour résoudre l'équation x°+15=2"°y, on fera Ha, c’est-à-dire que prenant le signe inférieur on fera 4—2, et prolongeant la suite jusqu'aux termes divisibles par 2° exclusivement, on aura
1 4 1 | 8 5 12 3 5 8 Pi: si. I 2 — 25— 3.28, 2 2 Le terme —3. 2" se réduit, par la même omission”, à 25 ou 2—2—2"; donc on a 0—1—8—32#+256—217, et en général x—512X 217.
$ IV. Méthode pour trouver le diviseur quadratique qui renferme le produit deplusieurs diviseurs quadratiques donnés.
(353) Proszème I. « Far donnes deux diviseurs quadratiques À, A”, » d'une même formule -# + au, trouver le diviseur quadratique’ qui » renferme leur produit AA’
Nous distinguerons deux cas, selon que.les diviseurs proposés sont de la forme ordinaire py* Hays ou de E forme py°+ qyz rs dont les coefliciens sont impairs.
Premier cas. Soit A —py°+2qyz+rz et A'=p'y+2gy'z + re, nous supposerons que les coefliciens p'et p‘ sont premiers entre eux, ou que du moins ils ont été rendus tels par une préparation convenable: Cela posé, si lon fait pr Ægz=x, py + gr =x, on aura pA=x" + as, p'A—x"®+az?, donc
pp'AA'= (xx —ÆEazz')i+ a (xs 22).
Mais puisqu'on veut que le produit AA’ soït contenu dans un diviseur quadratique de la formule + au” ; puisque d'ailleurs ce produit, considéré en général, doit contenir le produit particulier pp’, on pourra supposer AA =pp}°+2@} ZEN? et ppl—@ a, ce qui donnera pp'AA = (pp YF +@Z) +a2?.
Comparant cette valeur à la précédente, on aura pp F+@Z= xx" + azs LR UE:
Mettant au lieu de 4 sa valeur pp —@", la première de ces deux équations donnera
pp Y = (x @z) (x — pz) Epp'zz “et en substituant de nouveau à la place de x et x’ leurs valeurs
Der e et pz + gz, on aura, après avoir divisé par pp,
ra(ite) Ge) ete
Cette quantité doit être un nombre entier; indépendamment de toutes
valeurs de 3 et de 7’, il faut donc que es et? F ? soient des entiers.
Soit en conséquence
P=prRq=pR +; (a) on pourra toujours déterminer » et x’ par l'équation pr=q=pr + q, puisque p et p’ sont premiers entre eux; on aura ainsi la valeur de,
laquelle donnera un nombre entier pour À — _. Car ayant... O—prh#=g, et g"+a—=pr, il s'ensuit que 9*+a est divisible par p; ayant de même @=p'n'+q" et g°+8= pr, il s'ensuit que ®* +4 est divisiblé par p/; donc puisqué p et p’ sont premiers entre eux, il faudra que ®@*— a soit divisible par PP: se
Les nombres n, x, ®, L étant déterminés comme on vient de le dire, si l'on fait
FY=(yr En) (y —n2)E Ve Z=axs Riz (pr +9) (pr +ge)s, on aura le produit cherché AA'= pp}? + 20FZ +47 ;
de sorte que ce produit sera contenu dans un nouveau diviseur quadratique de la même formule # + ae.
(354) On doit remarquer, à cause de lambiguité du signe + dans ‘ l'équation (a), que le problème considéré en général a deux solutions. Mais il ne peut en avoir plus de deux. En effet, on peut supposer les nombres p et p' prémiers l'un et l'autre ; et le diviseur quadratique, quel qu’il soit, qui renferme AA’, sera toujours.de la forme...... PpY° + 2073 + Ve, où lon a ç°+a=pp'}. Mais lorsque les nombres pet p sont premiers, il n’ÿ aque deux valeurs de 9 moindres que Zpp', qui rendent @ + à divisible par pp. Donc il n'ÿ a au plus que deux diviseurs quadratiques différens qui renferment le produit AA. Je dis au plus ,«parce que dans quelques cas particuliers, les deux diviseurs quadratiques réduits à l'expression la plus simple, pourront coïncider en un seul, lequel contiendrait AA’ dans deux combinaisons différentes. Cela doit arriver, ainsi qu'on em verra un, exèmple, lorsque la formule + au?- ne contient qu'un seul diviseur quadratique correspondant aux formes linéaires dans lesquelles pp’ est compris.
Re ET RS ne men mr M
QUATRIÈME PARTIE. 363 (555) Second cas. Si le nombre « est de forme 825, et qu'en conséquence le diviseur quadratique A, qu’on supposera impair, soit de la forme py°+qys+rz, dans laquelle les coefliciens p, g, r sont impairs, et où l’on a 4pr—q°— a, on pourra encore faire usage de l’analyse précédente, po avoir le produit AA’. En effet, comme on a 2A = 2py° + 2qÿ2 + 278, 2A°= 2p'y + 2472 fx + or°z°, ïl suflira de mettre dans les féraules trouvées #2 et 2r à la pee de p et r. On aura donc, pour déterminer » et »', l'équation
pr—pu'=2(g Æq); (b)
Maba Pp' Faisant ensuite F—(y+n)(y —nz)ÆEdzz, Z=(2pr + gs)
Æ(2py + qz)s, on aura
, 4AA'= 4pp F?490FZ HAN.
Or on voit que Z étant toujours pair, on peut mettre 2Z à la place de Z , et alors si l’on fait de nouveau
Y=(r=Ens)(x—nz3) Eds Z'=pisFpr2+3(q +9)
d’où on déduira les valeurs de @ et 4, savoir = 2pn9, d —
le produit cherché sera
AA = PP EÉROA +2 EE xemeLze JL
(356) Soient proposées les deux formules A=—147*#10y2+ 213, N'—07y* + 273 + 30:*, lesquelles représentent deux diviseurs quadratiques de la formule # + 269%. Pour avoir le produit AA exprimé
‘par une formule de même nature, j'observe que les coefliciens 14 et Q étant premiers entre eux, On peut, sans aucune préparation, applice à cet ES E les formules du n° 353. Faisant donc p —14, 9 —5, P—9; g==1, On aura l'équation 14n = 5 = 90" +1, laquelle donne deux résultats différens, selon qu'on ur le signe supérieur ou linférieur.
1°, Avec le signe supérieur, on aura 7—3, 14, 957, Ÿ—153,
de sorte qu’en faisant Fr +8 —A4ys + ZL'= 1478 — 0724 437, le produit cherché sera AA = 1267° + 74ŸZ + 132°.
, E % Br URLS aus > his = 2°. Avec l’autre signe, 6m trouve 7—7r1,n—2, ®@=19; dd —=b; donc en faisant
F=yy— 37 — 2yz — 3:
Z= 1475 +0 +627, le même produit sera de nouveau
AA — 126 F4 58 YZ
Maintenant, pour réduire ces produits à l'expression la plus simple, il faut faire, dans le premier cas, Z=—=U—2#, et dans le second, Z=U—AT, ce qui donnera finalement ces deux résultats:
Fr +3 z—A4ys ss AA = 450% +ooUY +307:
U—= 477 + 5y'3 + Gyz' — 63’, (2) 3
U= 27y + 6yz— 377 +6Gz (1) 3
F=yy — 73 — 272 — 327 AA'=5U7— UT + 54F2.
Exer mere: II
(357) Soient proposés les diviseurs A —=y°=ÆYyz—+41x,...."., N'—7"® +7 + 413%, tous. deux appartenans à la formule & 163w. Pour avoir leur produit exprimé d’une manière semblable, on suivra les formules du n° 355; lesquelles donneront les deux résultats que
VOiCI :
her Ha A (1) Z=7yz —7"z AN = + FZ HZ. A Fr — 4e (2) ZL=ys +y3+3 AA = PP Ze 412:
TR PRE LC CRE DUN RL CSSNEE = x = _ .
a né er re TR PACE
QUATRIÈME PARTIE. 365 Dans les deux cas, le produit.est de même forme que les deux facteurs; et en effet il ne peut être de forme différente, puisque la formule 1634 n'est susceptible que d'un seul diviseur quadratique.
(558) Proërème Il. « Trouver le produit de deux diviseurs quadra- » tiques semblables A—py°+2qyz+rz, A'=py°+2qy"2 +rz°. On pourrait, par une transformation, réduire ce problème au précédent; mais il est plus simple de procéder à la résolution directe de la manière suivante :
. Soit. pÿy + gz=x, py + gz = x, on aura AAp° = (x° + az) (x° + az") = (xx azz) +a(xz az). Si dans les signes ambigus ‘du second membre on prénd'le signe inférieur , et qu'on remette les valeurs de x et x’ ainsi que celle de 4, On aura xx'4z2' PRIT +pq( TE HT" 2) pre gs, et x —x'2=p(ys 72) ;
d’où l'on tire, après avoir divisé par ) P° ,
AA = (pr + qyé + gra + 122) END
C’est la première valeur du produit AA laquelle est,de la forme y°—+az. Rs avoir une seconde valeur de ce produit, supposons. ...... = pY?+ 20YZ + 47, et à l’ordmaire PTE — Q° — a; nous aurons AP = (P° F+9Z) + aZ° ; de sorte qu'en comparant cette valeur à la: RES ON aura
RE Se:
pF+He2= xx Æ azz,
substituant dans la dernière équation la valeur de 4, ainsi que celles de x, x’, et Z, on en tire
= GHE) G+E)ae
Donc pour que F soit entier, SA Le de toute valeur parti-
4 5 + ave : + 4 culière de 3 et z', il faut que . et RE soient des entiers; de là
on voit que dans les signes ambigus on doit prendre seulement le signe inférieur ; ; c’est pourquoi faisant P—q-+pr, On aura #
F=(y—nz) (y —n7) —1\z Z'=p(y #73) + 293%.
Mais il reste à déterminer x de manière que 4 soit un entier: or on L— re PI ID = +. Donc si l’ôn cherche les
plus petites valeurs de 7: et 7 qui satisfont à l'équation
PT PM
toutes les conditions seront remplies; on aura @—49+pn, J =m+nr, ‘et le produit demandé sera dans sa seconde forme,
A'=p°Y?+ 2977 +AZ:
RE
ee
(359) L'’équation r—pm—2qn, dans laquelle » et #2 sont des indéterminées , sera toujours résoluble tant que p et 29 seront premiers entre eux; elle le serait encore, si p et 27 ayantun commun diviseur 6, r était aussi divisible par: 6. Ce cas cependant importe peu à considérer, ou même doit être entièrement écarté, parce qu'alors la formule py°.+ 2gy3 + r ne pourrait représenter que des nombres divisibles par :
Enfin il peut arriver que p et g aient un commun diviseur 8 , lequel ne soit pas Commun avec r, alors l'équation »— pm— 2qn serait imposne C’est ce qui aura lieu dans les deux cas ci-après:
. Si a est divisible par 0 et non par 6°, car alors p divise bieñ au, mais p° ne peut diviser cette formule qu’en supposant Te t etune sont pr premiers entre eux.
: Si 0 étant diviseur commun de p et g, les nombres p et à sont divisibles par 6°; car alors l'équation pr—q=u pourrait avoir lieu , sans que r füt divisible par 0. Dans ce cas, une simple transformation du diviseur py° + 2gyz+ re préviendrait la difficulté; ou bien , comme ce diviseur est alors de la forme p'0?y° + 2q'8yz-+rz, tandis que la formule qu’il divise est Pau, on peut mettre y à la place de 8y, et uw à la place de 0, et on aura p'y°—2g{yz-rs? pour diviseur de #+a'u?. Or dans cette dernière forme, il n’y a plus lieu à difficulté.
(360) Si le nombre & est de forme 815 , et qu’en conséquence les _diviseurs quadratiques proposés soient À = py* + 29372 ,..... A'= pr) z #73", on trouvera par une analyse semblable à la pré“ cédénte, deux formes du produit AA’. La première qui se présente immédiatement est
A FH V7 (a+a)Zt,
TE ET AUD NE es Ra — im vous -Snlou ch EE - :
où l'on aura
à P=pyy +5 (q— 173 + (+1) rer
Z — y yz.
Pour avoir la seconde forme, 1l faut chercher les moindres valeurs de m et 7 qui satisfont à l'équation
r = pm —— qn. - Faisant ensuite les constantes —q-+2pn, 4 =mn*, et les indéterminées ; PF (m2) (ne) — 5e Z=p(9s +72) +95; A'=p}+@rZz +N2.
on aura
(361) IL est manifeste que le problème général qu’on vient de résoudre comprend, comme cas particulier, celui où il s’agit de trouver le quarré d'un diviseur quadratique donné. Mais alors le produit n’est susceptible que d’une seule forme; car ayant y3—7"3 = 0; la première valeur de AA’ m'est pas de-la forme d’un diviseur quadratique.
En général, puisqu'on peut exprimer le produit de deux diviseurs quadratiques donnés; égaux où inégaux, pat une formule de la même espèce , laquelle estaussi un diviseur quadratique , il s'ensuit qu’onpourra toujours trouver un diviseur quadratique égal au produit de plusieurs diviseurs quadratiques donnés.
Et si on s'occupe seulement de la forme des produits, sans s'inquiéter de la valeur des indéterminées qui y sont contenües, le problème devient beaucoup plus simple, puisqu'il suflit d'opérer sur les coeficiens, lesquels n’ofirent qu'un nombre de combinaisons limité.
Ayant donc désigné, par exemple, par 4, B, C, D; etc., les différens diviseurs quadratiques qui conviennent à.une formule donnée au, on cherchera, par les principes précédens, quelles doivent être les formes des différens produits deux à deux 44, 4B,AC; BB, etc. Si l’on trouve que le produit.4B peut être à-la-fois de la forme C et
ae C de TE de la forme D, on écrira APE, et ainsi des autres, Or on con-
çoit que les produits deux deux étant trouvés, on en déduira aisément les produits trois à trois, quatre à quatre, etc.; de sorte qu’on connaitra en général es diverses formes du produit qui résulte de tant de diviseurs quadratiques qu'on voudra.
Dans cette. notation, il convient de, distinguer BB.de B°: l'expression BB désigne le produit de deux /diviseurs quädratiques semblables à B, mais dont les indéterminées sont différentes ; l'expression 2° désigne le quarré du diviseur BP, et suppose par conséquent que les deux facteurs B et B sont identiques, tant dans les coefliciens que dans les indéterminées; celte circonstance apporte une modification au résultat, car nous venons de voir que B° n’est susceptible que d’une forme, tandis que BB en a toujours deux. Une pareille différence se fera senür dans les expressions BBB, B°B, PB, et autres semblables :'il est donc nécessaire de chercher à an forme doit répondre une puissance quelconque d'un diviseur quadratique donné. C’est l'objet du problème suivant,
(562) Progrème IL. « Étant donné un diviseur quadratique A de la » formule +au?, trouver le diviseur quadratique de la même for- » mule, par lequel la puissance A" puisse étre exprimée. »
Premier cas. Soit lé diviseur donné A=py°+ 29ÿ3 rx, et supposons, pour éviter toute difficulté, que ce diviseur a été préparé de manière que le coefficient p est un nombre premier nôn diviseur de 4.
On peut d’abord démontrer qu'il n'existe qu'un seul diviseur quadratique dans lequel A” puisse être contenu. En effet, quel que soit le diviseur quadratique qui contient A”, il devra contenir p". Or on a déjà prouvé (n° 232). que p étant un nombre premier, la puissance p" ne peut appartenir qu'à un seul diviseur quadratique. Donc il n’y a aussi qu'un seul diviseur quadratique qui puisse contenir A?.
* Cela-posé, puisqu'on a pr—q—+a, si l’on fait en général... (GHV= a) =EEGy/—a, (g—v—a)=F—GV—a, on aura (g* + a) ou pr'=F"+ac. Or je dis que G et p sont premiers entre eux, car si G était divisible par P F le serait aussi d’après la dernière
équation. Mais on a
Bree ns Om cr ns dr dr ele
et si on néglige les multiples de p, on äura
LT Er IL. Tr 1471— 9 1 —3
aq, Fe gate jar
Donc q, et-par conséquent a; serait divisible par p, ce ‘qui est contre la supposition.
en, Per Le LE ” en ER ne He SES lee
Puis donc que G et p sont premiers entre eux, on pourra faire... F=eG+p'H, @ et H étant des indéterminées, et-en substituant cette valeur dans l'équation pr" F?+aG*, on en conclura que o°+a est divisible par p", et qu'ainsi on peut faire ça —=p"\.
Ayant déterminé de cette manière les quantités @ et 4, on aurale diviseur quadratique p"F? + 29YZ +47, lequel appartient à la formule # + au, puisqu'on a p“J —ç9=—a. Ce diviseur est celui qui contient. généralement la puissance A”, puisqu'il contient le nombre p"; mais il faut voir comment on déterminera Yet Z en fonctions de y et z.
Soit donc A"—p"}°+20FYZÆ+ V2, où A'p"=(p"Y+oZ) + aZ2? : on a d’ailleurs Ap=—( pr + gs) + az°; donc si l’on fait pr + gz=x,
PIPHp2— X, on aùra À? aZ* —(x—+az)". Or on satisfait généralement à cette équation, en prenant À +2 V—a=(x +34 — a), d’où l’on tire
.A—1.1n—9.n—3 2" hat — etc.
n—3 m3 CEE Far ere + 1.2.8:4.5
TL TL ==] X— XL? — a ar + =
Z' = NX" 13 = x" 543 01.
La valeur de Z est déja exprimée par une fonction entière de x et AZ.
de z, ou par.une de y-et de 3; quant à YF, on a F— : Or.
pP" X2—pZ—= X?+ a7 — pr Z—p'(A"—4Z*), donc il faut que. - X?— g°Z2* soit divisible par p". Mais on voit par l'équation p pa que ® ne peut être divisible par p ; puisqu'alors & serait divisible aussi par p, contre la supposition. On ne peut supposer non plus que Z soit divisible indéfiniment par p, car alors Æ serait aussi divisible par p, ainsi que x°— az; donc en ométtant les multiples de p, on aurait az = — x°, valeur qui étant substituée dans celle de X, donne
RARE UE 5, 4 etc.) 2x À
Yes" CE
donc il faudrait que p divisätx, et par suite 3,:ce qui ne peut avoir lieu, puisque y et 3 sont des indéterminées à volonté.
Puisque la quantité X°—9°7> est divisible par p", et que ses deux facteurs X4+@Z, X—@Z, ne peuvent avoir p pour commun diviseur, il s’ensuit ‘ que l’un de ses facteurs est divisible par p". Et comme le signe de @ est arbitraire, on pourra supposer.que À—®Z représente celui: des deux facteurs qui est divisible par p". Donc la valeur de Y dévelop,
pée én fonction de x et 3, sera un nombre entier, quels qüe soient y et: Donc le diviseur quadratique p'F? + 29YZ+ V7: ainsi déterrhiné, sera égal à la puissance 7 du diviseur proposé py°+ 2972-rz*.
(363) Second cas. Soit la formule donnée A—py°+ gys“-rz", où lon suppose p; 9) r impairs et pra.
* Onpréparera encore, s’il est nécessaire , cette formule de manière que le coeflicient p soit un nombre premier, et on démontrerait d’ailléurs, comme ci-dessus, qu'il n’y a qu'un seul diviseur quadratique qui puisse contenir la puissance demandée A”.
Représentons ce diviseur par la formule p'Y#Lo7Z+\7?, il faudra qu'on ait 4p"4 —@" a. Or comme on a déjà 4pr—q+ a, silon fait (1g+iy—e) =iF EE Gy—a, les nombres F et G seront toujours entiers (n° 57), parce que 7 étant de la forme 8243 , —a est dela forme 471 : on aura en mème temps (2qg—2:y/—a) —% Fe: Gy—a,
L =) ou p'r"—"}([#"®+ aG*?). Or on prouverait,
et par conséquent (
comme ci-dessus, que, Fet G sont premiers entre eux , ou qu'ils ont seulement 2 pour commun diviseur; donc on pourra faire F=—@G+2p"A, c’est-à-dire qu'on pourra toujours déterminer le nombre impair @ <p”
= soit un entier. Cette valeur de Æ étant substituée dans
rm p”
tél que Æ
l'équation 4p""—#°-+aG*, on en conclura que doit être un
enter ; et comme @* a èst de la forme 87-+-4, on aura en même
tèmps ee égal à un entier. Soit donc a 4p"}, et il est clair que par le moyen de @ et “1 > On aura entièrement déterminé le diviseur quadratique qui contient p", lequel. sera p'F° + oFZ +22.
Maintenant, je dis que ce diviseur contient en général A”, ensorte qu'on, peut supposer, PE +orZz + NZ — A—(py 2 gys + 2 )'; c'est ce qui sera évident, si de cette équation on peut tirer des valeurs entières de. F et, Z, cales que soient les indéterminées. y etzde la formule pr oposée.
Or de l'équation. précédente on tire , AApr= (PT + e2) + a2— HSE E 27
Soit pour un moment 2p"F+eZ= X, 2py+gs=x, on aura l'équation A+ a2°—=4 (3x + Taz y à laquelle on satisfait généralement
da Re er ms, ner - ame — D rt in, passer
QU'ATRIÈME PARTIE. T ya?
en preñiant R (x +33 — a) =EX+EZV—a; et on sait que les nombres X et Z tirés de celle-ci seront toujours entiers; il reste donc à démontrer que Fest aussi un entier. Or on à 2pY = X—@Z et X°+ aZ° —4A"p" ; substituant dans la seconde, au lieu de a, sa valeur 4p"d—@", on aura X?— g°Z?—/4p"(A"—VZ?). On prouvera d’ailleurs , comme ci-dessus’, que:les facteurs X— 97, X+0Z7 n’ont point de commun diviseur autre que 2; donc puisque À—7°7* est diwisible par p', il faut que l’un des facteurs X—oZ, X+97, soit divisible par p'; et.:comme on peut prendre à volonté le signe de ®, on pourra représenter par À—©Z celui des deux facteurs qui est divisible par p"; il le sera en même temps par 2p", parce que @ est:im-
. Le X : .
pair ; donc la quantité F = sera toujours un nombre entier,
ou plutôt sera une fonction entière des indéterminées y et z. Donc la formule p'F?+ oYZ+VZ* représentera en général la puissance 2 de la formule proposée py° + gy3+72.
Remarque. Si Ton veutsimplement savoir à quelle forme des diviseurs quadratiques appartient la puissance 7 d’un diviseur quadratique donné AÀ:, l'opération se réduit à déterminer les coefliciens 9 et 4, comme on l’a expliqué dans les deux cas; ensuite ôn ‘ramènera à expression la plus simplela-formulep D'H2078 +Vz", ou la formule p'y° y (si a est dela forme 8r4- 3), qui contient la puissance désignée.
IL'est facile maintenant d'évaluer dans les produits des quantités À,B, C, etc. (n° 361) les termes qui contiennent des puissances de ces
quantités.
E x Em P re cl.
(364) Soit la formule #*+4rw dont les cinq diviseurs quadratiques
sont :
AJ +3 +42% DES Hays +4
PB = 27° + 2ys+ 217 E = Gy° + 2ÿ3 4 72.
C=57 +673 + 102 Si on multiplie «entre -eux deux diviseurs, tels que € et 2 (en distinguant par des accens les indéterminées ‘de l’un des deux), on trouvera (n° 353) que le produit CD, réduit à l'expression la-plus simple, est à-laffois-deila forme D 'et,de la forme Æ. On trouvera semblablement les autres résultats suivans qui renferment les formes des produits de deux diviseurs semblables ou dissemblables, dans toutes les combinai-
sons possibles: on y a joint les quarrés de ces mêmes diviseurs trous vés par les formules du n° 358, ou par celles du n° 362: MAN AAA NPBPB=A cc— f4 | pp=[e EE = 4 B°= A | 4AB=—B | BC—C (B C &=B|41c—=c|\B8Dp—E#E | c—/{? DE= |e D'=C\4D=D;\; BE =D EC | 4E=E | CE= fr | De là on déduira la forme du produit de tant de diviseurs qu’on voudra, où l’on pourra faire entrér des puissances supérieures à la seconde,
en cherchant leur valeur par les formules du n° 362. Par exemple, les. produits des trois diviseurs semblables seront:
PAL TA A Dpp= (nn 7 fe BBB—=A4B—=P E AC (GC 4E CNE ref)
d'où l’on voit que le produit BBB se réduit à la seule forme 2; que le produit CCC se réduit de deux manières différentes à la one C; que le pr oduit DDD se réduit de deux manières à la forme D, et dhob manière à {la forme Æ, etc. Dans le cas où les trois Ébtette seraient. égaux, les produits se réduiraient à une seule forme, et on aurait (n° 362)
E x eme LE IT
(365) Considérons encore la formule 4 --8ou? qui a sept diviseurs quadratiques, savoir :
A=ÿ° + 273 + 907 E= 7 + 6yz+ 143 B = 27° + 2yz + 45% F= 37° + 272 + 30z3° C—97°+ 273 + 107° G=6y? + 273 + 157.
Les combinaisons de ces diviseurs: multipliés deux à deux, donnent les résultats kgs auxquels on a joint les quarrés de ces mêmes diviseurs :
SOMME
: QUATRIÈME PARTIE. | 4 || 2 AS AN AA = A | BBA A À A a + co=| DD={ FE=\ || 0 DER LE BG—=D D D B || 5 œ—D|4ac—c|rD—c cp={e DE={T EF— is || 8h DE, D AD =D:} BE E (F | E c | ‘ai E=8B|1E=E| 8r=cG|CE=)G DF= fe BG={, FC AP PDG 5 He ve A CcFr=!" | DG=— EF = | G=C|4G=0C æ Œ £ CG= la FG=— (D l d : (4 | | _| GG= # De là on déduira aisément les formes des produits de tant de diviseurs qu'on voudra, ayant soin de prendre pour les puissances supérieures à la seconde les formes: déterminées n° 562. Par exemple, si on veut avoir toutes les formes des produits 4°B, B°C, CD, etc. on trouvera AAA NBA —AVCA—= D ND AE D EAP} FA—C| CAE C
ÆAÆB=B | B°B=B|CB= .C Pb CG EB—A FB= D|GEB= D AIC=C PC =EC ace DCE AE RO GG=| 4°D—D | B:D—D & CIRE : D
à : .p-N4| np-f4|rp2c\r#p NB mn AE=E | BE—=E GT) PET PDC G:D—
AFF) BF = F (F| EEE Fa (F = PE FE—= 2 —) æc=G|r#e—6G|° e ter RARE TE CHE Dee ie Pr G°E— E = al cl mcr\- "sr = E E fE (E 2G— D?G= FG= 2C— | Ge (rl G Cr Ce
Au moyen de ces développemens, On peut voir tout d’un coup quelles sont les combinaisons qui peuvent produire une forme déterminée. Ainsi on voit que À résulte également des sept combinaisons 4°4, B°4, CA, DD, E°B, F°C, GC; de sorte que si on avait à résoudre l'équation + 8ou =—x°x", cette équation aurait sept solutions.
De même ayant trouvé 4°=4, B=B, C=C,D=A, EE, FS=E, GE , on en conclura que l'équation y°-+803° = x° a deux solutions, que l'équation y? + 6yz + 143? = x° en a trois, que l’équation 187°-Hh 27557 =x n’en a aucune, et ainsi des autres.
Dies :
NME,
: "deleted. ARE RAT EE?
$ V. Résolution en nombres entiers de l'équation ....,.. Ly°+Myz+Nz2=bn, 1 éant le-produit de plusieurs indéternunées ou de leurs puissances.
(366) Soir LN—:MP%, Si M ést pair, où 4LN—M—a, si M est impair; il est aisé de voir que le premier membre de l’équation proposée sera un diviseur quadratique de la formule 4 + au’, et cette équation elle-même étant multipliée par Z ou 4ZL , deviendra de la forme #au—cll, c étant Zb ou 4Lb. De là il suit que tout facteur de IT doit diviser la formule # Lau, et par conséquent pourra être représenté par un diviseur quadratique de cette formule. C’est de ce principe, et de la théorie exposée dans le $ précédent, que nous déduirons la solution générale de l’équation dont il s’agit; mais d’abord il convient de débarrasser le second membre dufacteur constant c.
Si dans l'équation au — cll, on suppose £ ét 4 premiers éntre eux, il faudra que z et c le soient aussi, et alors on pourra faire. ... 1= nu 0x, ce qui donnera, après avoir substitué-et divisé par c,
rm a (= re anux ex =.
Or x etc sont premiers entreeux, donc il faut que 2°--a soit divisible par c, eten faisant n°=La—mc, on aura nu + 2nux + cx =,
équation dont le second meïnbre est dégagé du facteur constant c, et doit le premier est.encore un.diviseur quadratique de la formule 4°+-au,
. puisqu'on à mac—n°—4.
‘On aura donc autant de ces équations à résoudre, qu'il.y aura de valeurs :de » , moindres que 5c, telles que x°+a soit divisible. par c.
Soit fr +28, ya he l'équation ‘ou l’une des équations qui restent à résoudre. Le reïmier membre “étant un diviseur quadratique dela formiule 4*+}‘aut, il faudra d’abord chercher tous les diviseurs quadratiques de cette formule, que l’on désignera par les lettres 4, B, C, D, etc. Ensuite come IT est supposé le produit .de plusieursandéter-
QU'ATRIÈME PARPIE. 375:
minées, on cherchera, par les méthodes précédentes, tontes les formes
auxquelles se réduit le produit II, en supposant que les indéterminées.
sont représentées par les lettres 4, B, C, D, etc., suivant toutes les combinaisons possibles, et en observant que différentes, indéterminées peuvent étre désignées par la même lettre. Gela posé, parmi toutes ces formes on distinguera celles qui donnent pour résultat la lettre correspondante au diviseur quadratique du premier membre f}°+ 2572 he; et il est clair qu'autant on trouvera de ces. formes, ‘autant il y aura, de solutions de l'équation f°+,28x2—+-hz =. IL faudra ensuite > pour obtenir réellement les solutions, faire le développement successif des produits suivant les règles. que nous avons données dans le S précédent, et alors les indéterminées y et z s’exprimeront finalement en fonctions des. indéterminées. analogues qui entrent dans les différens facteurs du, produit Il. Tout cela s’éclaircira suflisamment, par- des exemples. ExEmPzre I.
- (367) Soït-proposée l'équation + 4iu*— 1132"; je développe d'abord
tous les diviseurs quadratiques de #4 41u°, lesquels, comme on l'a déja vu (n° 364), sont
C— 57 +6yz+ 107
Parmi ces diviseurs, il n'ÿ a que 4, B, C qui comprennent les”
nombres 4n-=k-1, et dans lesquels on pourra trouver 113. Or si le diviseur À contenait 113, il faudrait que 113 füt de la formule # + 4142, ce qui n’a pas lieu, comme on le voit au premier coup-d’œil; pareïllement si le diviseur B contenait 113, il faudrait que 2 X113 ou 226 füt de la forme 4+-4ru*; c'est encore ce qui n’a pas lieu. Comme cependant on. peut voir, par le caractère (5 )=x, que 118.est diviseur de + 41u°, il s'ensuit que 113 est nécessairement compris Ans le diviseur quadratique C;'et en effet on a 5.113 56544 41.5
Puisque 14° + 41.3? est CLÉ par, 118, si lon fait 14— 32 — es il faudra que #°+-41 soit divisible par 113. Or la valeur de 2 tirée de
cette équation est z—— 33. On connait donc ainsi, d'une manière!
directe et presque sans tâtonnement, la valeur.de 2 qui rend 7° 451
divisible par 113. Cette méthode, que nous venons d’exposer avec
quelque détail, est un développement de celle da n° 186.
Cela posé, soit £— 33u113{, on aura, après avoir substitué et divisé par 115,
1Ou* + GGuE + 11544 = 2°."
Pour réduire le premier membre à une expression plus simple, SOi£ u—=œu—3t, on aura But + Glu Hrouw — x.
Le premier membre étant de la forme C, il faut chercher parmi les valeurs de 4°, B*, eic. celles qui peuvent être dé la forme C ; or on trouve (n° 364) que D* et Æ* sont de cette forme; donc l'équation proposée est susceptible de deux solütions, selon: que l’on supposera t— D'ou x—EF;
Soit 1°. x—37*+2yz—+ 143", on trouvera par les formules du n° 362; Es 2L6FZ+1077, les valeurs de F et Z étant Y=—y"+47y2#62,
=" + 2yz— 43, de sorte qu'on ‘aura en même temps =}, TT Se |
-Soit 2°, æ—67*+2yz +72, le résultat de cette seconde valeur pourra se déduire facilement du précédent (en mettant 2y à la place de y, et divisant par 2 tant la valeur de x que celles de Fet Z); on aura ainsi x*—5Y?Æ+6FZ + 102, F—— 27° + 4yz +57, ... Z = 2y" + 2y2— 27°, et on fera de nouveau “=F, w—2Z.
Il reste à substituer les valeurs de f et #’ dans celles de # et u; ce qui donnera les deux solutions suivantes de l'équation proposée
23272142, 1109" +12272— 4825", u—4 Y°—10ÿ3—223° X=6y"—+2yzt-72, 1=587"+12272— 24%, u=8 ÿ—10yz— 112".
ExErmpPzre II.
(568) Proposons-nous maintenant l'équation #+-4rw—113x%. L'opération préliminaire pour diviser chaque membre par 113, étant faite comme dans l'exemple précédent, on aura 4=33u' +14, u=œu—5,. et la transformée sera
; 5é+Gru WEP st Il faudra donc! chercher les différentes formes des ‘quantités 4°, B:, C3, etc., et voir si la forme C y est comprise. Or on trouve (n° 364) que la forme C ne peut résulter que de C*; ainsi l'équation proposée, n’est susceptible que d’une solution.
Mainténant si on fait x— C— 5y2 + 6yz + 10z°, on trouvera, d'après
les formules du n° 362, 9—=+47, d—18 et x—125F°04FZ 41822.
Quant aux valeurs 1e Y et Z, elles doivent être déduites des équa-
tions 125 /47Z=x— 1282, Z—3x°5— 413, où l'on a x—5y-533;
or pour que F°soit une fonction entière , on trouve qu'il faut dans les signes ambigus prendre l'inférieur, et slot on a
F = 7 + 507°z + 307z° — 83° Z = 175y"2+ 0072 — 14° x= 1257? —04YZ + 1827.
La valeur de x° se réduit à l'expression la plus simple 5##-6#u'rouw en faisant Z=35Y—#, puis Ÿ—#+ow, de sorte qu'on aura...... W—5Y—72—37 +157 3— 107, ae +507 2123 Donc enfin la solution de l'équation proposée est comprise dans les formules
bye — 6yz + 107°
Ten pe TITI.
(369) Si on propose en général l'équation # + 217 — DOTE la manière la plus simple de la résoudre, est de faire x = y° + 22 113 —09° + 2.4°; et on aura & + au— (0 +2. #) (7° 22)". Oro où satisfait généralement à cette équation , en prenant
tHuy—2= (9H 4V—2)(7+zy/— 2).
Soit donc (y+zy—2ÿ = Y+Zy/—e2 ; on aura éuy/—2— (924 —2) (FH Zy/—2), partant 1—0% 207 u—9ZÆ4Y. à
C’est la seule solution dont l'équation proposée est susceptible, parce true æ, comme diviseur de # + 24°, ne peut avoir que la seule forme +27.
ExErmpPpze I V.
(570) L’équation #+8gu = x°, doit avoir deux solutions, ainsi que nous l'avons déjà remarqué à la fin du n° 565. L'une des solutions où :
Fon aura x — 7" + 897, se trouve immédiatement par l'équation... + 8ou —(y"+897), à laquelle on satisfait en faisant. ........ t+uy/—89—(7+2y—89) ; et ainsi on aura {—7° — 2672", u—3y°3— 893. La seconde solution, fondée sur ce que D°— 4, se trouvera comme il suit.
Ayant fait x D —5y° + 2yz +187 ; si l’on applique à ce cas particulier les formules du n° 362, on aura p=5, g—1, r—18, ®—6, 1, ce qui donnera
a 12)? 12YZ +7 V=y —57z3— 1275 + 22° Z = 75y°2 + 50yz° — 86.
Or on peut mettre la valeur de x° sous la forme x°=—(Z+6F) +89F*, laquelle étant comparée à l'équation proposée, donnera 4—Z +6F, u— Y ; donc enfin la seconde solution de cette équation sera donnée par les formules æ = by? + 273 + 187 t — 67° + 57y°zs — 4272 — 74 u—= y — 573 — 12ÿ3° + 27°.
E-x E mp LE . V.
(571) On a déja remarqué (n° 365) que l'équation # + 8ou—x°x" doit avoir sept solutions, attendu que la forme 4 résulte des sept combinaisons 44, B°4, CD, D°D, E°B, F°C, G°C. Pour développer une de ces solutions, prenons la combinaison C°D , et faisons en conséquence x—097°—+ 272 + 102°, 2° = 5y"? + 2y'z° + 18°, on trouvera d’abord par les formules du n° 558, ou par celles du n° 362,
TT = y —8yz+ 27
Si ensuite on multiplie la valeur de x° par celle de x’ on trouvera par la première des deux formules du n° 558,
dx = (577 + Ts + y Ha8 V7) + 80o(Tr— y}.
Comparant ce résultat avec l'équation proposée # -L 8ou = xx", on aura
t=STY + TS + Vy +187 u= Tr —Vy;
QUATRILME PARTIE. 379 d'où l’on voit que les quatre indéterminées t, u, x, x’ sont exprimées en fonctions de quatre autres indéterminées indépendantes y, 3, ', 2, ce qui constituera la première solution. On trouvera par des calculs semblables les six autres solutions dont l'équation proposée est sus-
ceptible.
Remarque. Pour peu qu'on y fasse attention, on verra que cette théorie s’étendrait facilement au cas où le premier membre de Péquation proposée serait un diviseur de la formule #—4au. On pourrait aussi résoudre , par les mêmes principes, les cas où les indéterminées du premier membre seraient supposées avoir un diviseur commun ; mais nous n'avons pas Cru devoir entrer dans tous ces détails, qui n’offrent maintenant aucune dificulté.
$ VI. Démonstration d'une propriété relative aux diviseurs quadratiques de la formule t*+au*, a élant un nombre premier 8n + 7.
(372) O a déjà remarqué, n° 215, que si dans la formule #+au, a est un nombre de forme 8245, deux diviseurs conjugués de cette formule , tels que Pr° —+ 24Y3 + 2ms, 2py° AE mz°, appartien— dront toujours l’un à la forme 42+ 1, l’autre à la forme 4n+-53; de sorte qu'alors il y a autant de diviseurs quadratiques 4n+1 que de diviseurs 47 3, et ce résultat a lieu quel que soit le nombre a, pourvu qu'il ne sorte pas de la forme 8745.
Au contraire, lorsque a est de la forme 87+-1, les deux diviseurs conjugués-dont :ül, s’agit sont tous deux de la forme 47 1, ou tous deux de la forme 4743, de sorte qu'on ne peut plus rien conclure sur le nombre relatif des uns et des autres, et en effet l'inspection de la Table IV fait voir qu'il y a à cet égard une grande irrégularité. Mais lorsque « est un nombre premier, on remarque dans cette même Table que le nombre des diviseurs quadratiques 47+- 1 surpasse constamment d’une unité le nombre des diviseurs 473. Ainsi on voit que la formule #—4ru° a trois diviseurs quadratiques 471, et seulement deux 47+ 3; que la formule + 8ou° a quatre diviseurs quadratiques 4n—+1, et seulement trois 41-58, etc.
On s’assurera aisément de cette propriété dans beaucoup d’autres cas particuliers; maïs il n’est pas aussi facile de l’établir d’une manière générale et rigoureuse. Voici la série de propositions que cette démonstration semble exiger : elles’offriront en même temps divers résultats remarquables qui contribueront à étendre et perfectionner les théories précédentes.
(373) Prorosrrion I. « Soit 4 un nombre premier 421, et soit » py° + 297 8-+2ms l'un des diviseurs quadratiques 4r--1 de la formule » + au, je dis que l'équation U°=py° DRAEEAE sera toujours » résoluble. »
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Car si Von multiplie cette équation par p , et qu'on fasse py+-q2—x,
on aura pÜ®= x° az, équation toujours possible (Voyezn”* 27 et196).
Il est inutile d'observer que si py°+ 29y3—+-2mz* était un diviseur
4n +5, l'équation U?=—py" + 2473 + 2mx° serait impossible, puisqu'aucun quarré ne peut être de la forme 4745.
(374) Provosrrron Il. « & étant un nombre premier 8n+-1, la for- » mule & au aura toujours un diviseur quadratique de la forme » fY° + 2873 2/22. »
Car on peut toujours (n° 147) satisfaire à l'équation a = 2f*—2*, laquelle étant posée, il s'ensuit que f}*+- 2273 2f#", -ou l'expression la plus simple de cette formule, est un diviseur quadratique de la formule #—L au.
Remarques que le diviseur fy* 2272 2fz ne diffère pas de son conjugué; dans ce cas, par conséquent, les deux diviseurs conjugués se réduisent à un seul qu'on peut appeler diviseur singulier.
(375) Proposrrion III. «a étant un nombre premier 82 + x, il y » a toujours une infinité de valeurs de f'et de g qui satisfont à l’équa- » tion 2f°—p°—4«, néanmoins il n’en peut résulter qu'un seul divi- » seur quadratique de la formule # au’. »
Car on trouvera aisément (n° 38) que la série des valeurs de f'et g qui /
satisfont à l'équation 2f°—g°—a, est telle que si f” et g’ suivent immédiatement f et 2, on a
Pate, g=3+4f De ces nouvelles valeurs résulte le diviseur quadratique singulier (+ 28)7° +28 + 4f)72+ 2 (5 + 28) 7.
Or si dans ce diviseur on fait ÿy—23 — y", 3—=y—7, (ce qui ne restreint pas la généralité des variables y et 3), on aura pour transformée T° + 29Y 2 + 2/57; d'où lon voit qu'en effet le diviseur quadratique fr? —- 2893 + fr nl est pas différent de fy° +283 2f2*.
Corollaire. De là il suit que & étant un nombre premier 87 1, les diviseurs quadratiques de la formule { + au* seront composés de plusieurs couples de diviseurs conjugués et d’un diviseur singulier. Le nombre total de ces diviseurs sera donc toujours impair, et ainsi il est
impossible que le nombre des diviseurs 47 + 1 soit égal au nombre des diviseurs 423;
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(376) Proposirron IV. « Le quarré d'un diviseur quadratique » py° +2qY3H272", et celui de son conjugué 2p7°<+ 29)3+- #2, sont » compris dans un même diviseur quadratique py?+ 297242, »
Car suivant la méthode du n° 358, si l'on détermine X et » par équation 7 —pu—qr, qu'ensuite on fasse ®—q+#1p, d—r+2, F=y— 2173 —ouz, Z— 23: (py +gz), on aura
(py° + 2gy3 + 2m) = p°Y? H2çYZ +2.
Dans cette équation, qui doit être identique, mettons 2y à la place de ÿ, et comme alors F devient pair ainsi que Z, faisons F — 2},
- Z—22",; ce qui donnera F'= 2) — 2y73—pe, = 2 (2py +2);
nous aurons par la substitution, et après avoir divisé par 4, (2py° + 2973 m2) = pY + oç 7 + Ad2.
Donc le même diviseur quadratique p°y° + 29732, qui contient le quarré du diviseur py°+- 29/3 + 277", contient aussi le quarré de son COnjugué 2py° + 2qy3 72°.
* Corollaire. Étant proposée l'équation T?=—PY+2Q0YZ + RZ?, si on en connait une solution comprise dans la formule U=—py°+-2qr2+-2#2, il y aura toujours une autre solution donnée par la forme conjuguée
—2py* + 2qy3—+ #2. Ces deux solutions se confondent en: une seule, si la valeur de U est égale au diviseur quadratique singulier , c’est-à-dire si l’on a U—fy°+2gyz1-2f7 ; mais alors le second membre
de l'équation proposée serait de la forme 22 2YZ + ( = + : )Z*.
(577) ProPosirion V. «p étant un nombre premier, ainsi que 4, » si l'on ap°—M°+ aN*, je dis que p ou 2p sera nécessairement de » la même forme #—aw, de sorte FLE P appartiendra soit au diviseur » quadratique y°+2y3+(a+1)z, soit à son conjugué.......... D ÿ2e +2ys+(< E2 )#. »
En effet, l'équation supposée p®—M® + a N°, donne p—W—aN; donc puisque 4 est un nombre premier, il faut que l’un des facteurs p + M, p—M soit divisible par a, et comme le signe de M peut être pris à volonté, on pourra faire p+M=—aP, p—M=—Q, ce qui donnera PO — N°. Or on satisfait généralement à cette dernière équa-
tion, en faisant, avec de nouvelles indéterminées, ?—7°R, N—ToR, Q=«°R. On aura donc 2—4aP+Q=—R(«+ar), d'où l’on voit
RP Ré tm
QUATRIÈME PARTIE. 383 que À ne peut être que 1 ou 2: si R—2, on aura p =4° ar”; si R=1, on aura 2p—«°+ an. Donc p ou 2p est nécessairement de la forme uw Mais si p ést de la forme © + a, il est contenu dans le diviseur quadratique y? +az, qui est le même que...... J°—+ 273 + (a+-3)z, et il ne peut par conséquent appartenir qu’à ce seul diviseur. De même si 2p est de la forme £ + au?, p appartiendra a
au diviseur quadratique 2y°+ 273 + ( )#, et il ne pourra appar-
tenir qu'a ce seul diviseur. Donc si on a p°— M°+al?, il faudra que p appartienne à l’un des diviseurs conjugués y°L2yz+(a-+1)z,
2° + 292 (= = ) ms
(578) Proposirion VI. « p étant un nombre premier quelconque,
» et a un nombre premier 82+ 1, si lona p'=2M+2UN+(S Nr,
» c'est-à-dire si 2p° ést de la forme P?Æ+alV?, je dis que p appartien- » dra nécessairement au diviseur quadratique singulier /y°+-28y2-#2f2", » ensorte qu'on aura p —fu?+#+ 29h + 2f°. »
Car à étant un nombre premier 8271, on peut faire «—2f°—£?, et cette valeur étant substituée dans l'équation 2p°= P?+aN*, il en résultera P?—2p° — (9°—2f°)N°. Les nombres P et p étant premiers entre eux, on voit que }V, diviseur de P? — 2p°, doit être de la forme æ— 26°; donc on aura P?—2p"—(0%— 2f#)(x?— 26"), équation à laquelle on satisfait généralement en faisant P+py/2—(g +fy2) (a+6y2); de là résulte p= fa" + 2ga6 + 2f6*; donc p est compris dans le diviseur singulier f}* + 2973 + 2f2°.
(579) Prorosrrron VII. « Je dis maintenant que les deux diviseurs » conjugués qui, pris pour U, satisfont à l'équation proposée... :.. » VU — PY* + 2Q0YZ + RZ?, sont les seules solutions dont cette » équation est susceptible. »
Pour démontrer cette proposition, cherchons en général les conditions qui doivent avoir lieu pour que deux valeurs différentes de U, savoir :
U=py + 2qyz + 2nz U=py + 2qyz+ 2m
satisfassent également à l'équation proposée U—=PF+20YZ+RZ,
où F'et Z sont des indéterminées qui doivent être fonctions des indé< terminées y et z. :
Nous supposerons que les deux valeurs de U sont préparées de manière que p et p” soient des nombres premiers; cela posé, on trouvera d’abord que les quarrés de cès valeurs sont compris dans deux formules de cette sorte :
Pr + 2072 + Ÿs
Py+297:+ 4e, lesquelles doivent se réduire, l’une et l’autre, à la forme donnée... Py° + 2Q7yz + Re. De là on voit que p* doit être compris dans la formule p''y°+29yz+\V'z, et réciproquement p* dans la formule p°y® H29y7z—+ 2. On peut donc faire tout-à-la-fois |
P° = pa + 29'u'6 + 4/6":
p°= pa + 2946 +6. Soit p'a+®6—7, on aura p'p°—7y+a6?, ou (Pp°+ y) (pp— y) = aË?.
Puisque a est un nombre premier, et qu'on peut prendre à volonté le signe de y, on pourra supposer pp +7 divisible par a, faisant donc 6 = 4BC, l'équation précédente se partagera en ces deux-ci :
pp +7 =a4l?, pp +y=a4C,
d’où résulte pp —2:4(C*+ aB°). Maimtenant, pusique p et p’ sont premiers, les seules valeurs qu'on peut donner à 4 sont 1, 2, p ou p, 2p Ou 2p'.
On ne peut faire 4=—=p, ni 4—2p; car alors 6 étant divisible par p, la quantité p* égale à pa? H 2946 + L6* serait aussi divisible par p, ce qui est impossible : par la même raison , on ne peut avoir 4=p,
NAS TP
Si l’on faisait À — 2, on aurait pp C* + aB* ; pp’ serait donc de la forme y°—az?, et alors les deux nombres p et p° appartiendraient à un même diviseur quadratique de la formule # + au?, ce qui est contre la supposition.
Il reste donc à faire 4— 1, alors on aura 2pp— C*+ aB*;. donc les nombres p et 2p° appartiendront à un même diviseur quadratique de la formule # + au° ; mais les nombres p’ et 2p° appartiennent toujours
QUATRIÈME PARTIE. 38% à deux diviseurs conjugués l’un de l’autre. Donc les nombres p et p’, qui sont supposés n'être pas compris dans le même diviseur quadratique, appartiennent nécessairement à deux diviseurs conjugués : ce quil fallait démontrer.
(580) Prorosrrion VIII: « Le nombre des diviseurs quadratiques » 4n=b 1 de la formule + au, où a est un nombre premier 82 L 1, » surpassé toujours d'une unité le nombre des diviseurs quadratiques » 4n=3 de la mème formule. »
En effet , soit #7 le nombre de diviseurs quadratiques 4n + 1 , ét IN le nombre des diviseurs quadratiques 47 + 3 ; si on désigne par A,B,C, D, etc. la suite des diviseurs quadratiques 4r + x, les équa-
tions U°=4, U=B, U—=C, etc. admettront chacune deux solu=."
tions distinctes , à exception de l'équation U= 27° + 2YZ + - È Z°,
qui n’en admettra qu'une: Donc lenombre total des solutions sera2M/— 7. Mais ces solutions qui doivent être toutes différentes les unes des autres, comprennent nécessairement tous les diviseurs quadratiques;, tant 4x Le ne 3, de la formule {+ au?. Donc on aura 2M—1=M+4N, Ou /
= N + 1: c’estla proposition qu'il s'agissait de démontrer:
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$ VIT. Démonstration du Théorème contenant la loi de réciprocité qui existe ertré deux nornbres premiers quel- 'conques (n°164).
(581) Lèmme. « Mois p un nombre premier positif (2 excepté), # un » entier quelconque non divisible par p;,st on divise par ples produits
. —"1 ÉD » successifs 4, 24, 5K..... Ê ——#, les restesude ces divisions seront
La e À .
» composés en partie de nombres 2°, a";a"”... aplus petits que =p,
. Z | » en partie de nombres 88 0”, 0%... b plus grands que :p:Gela posé, » # désignant le nombre de ces derniers restes’,.je dis qu'onsaura
(«en ie he (— 1; - . Ne 1 si p est paix "et » (= — — 1 514 est impair. »
Il'est clair d’abord que les restes 2’, 2%, P#"etc: sont. inépaux entre eux. Car si deux de ces*restes, dus aux multiples £4!, #4", étaient égaux , il faudrait que la différence k(4—2). fut «divisible spar »p ; c’est Ce quin'a pas lieu , puisque.p'est un nombre premier quine divise ni 4, mA — À; car d'ailleurs Z’ et 4 sont inégaux et plus pelits que Ep. On prouvera de même que tous les restes 447, 4”, etc. sont inégaux entre eux.
Il suit de là que tous les nombres p —#f, p— 07, p— BL", etc. sont inégaux et plus petits que 2p°: or je dis qu'aucun d’eux!ne peut être égal à l'un des nombres à’, a”, a",.etc. En effet, si deux restestels que a etb sont dus aux Rtoples KA, kAi ; On pourra supposer ak A—px, b= kA'— px”; si ue on avait p — b — 4’, il en résulterait. . . pa Es me = k(4 + 47); donc il faudrait que 4 (4 +- 4°) füt divisible par p; or k ne l'est pas non plus que 4<+ 4’, puisque Zet 4 sont tous deux plus petits que + p donc l’équation*précédente est impossible.
5 de # À SE 2v Maïntenant , puisque fnsérie 4, a”, a°.,.V a, et lassérie p— D, p—b",
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QUATRIÈME PARTIE. 887 ps Pis b*, sont l'une et l'autre composées de nombres différens, positifs et plus petits que £p; puisque d’ailleurs le nombre total A -E x des termes de ces déux séries est égal à £(p—1) nombre
oùils tirent leur origine | ils’en-
des multiples 4, 24, 3k...l
suit que le produit de: tous ces nombres ne peut être que 1.2.3... —,
et qu'ainsi on a l’épalité da'a. A a (p —0 (p—&") .….. (p=t")= 1.213. on L(p— 1),
dans laquelle, en rejetant le multiples de p; on obtient dara"...aà.bbb".. db ee 1) = 142,5... (pt).
Mais d’un autre côté, en rejetant aussi les multiples de p, on à
H0R.3K...2(p— 1)k aa". à b'b'b"... LÉ
et le premier membre de celle-ci = 1.2.3... :(p — 1). Le De la comparaison de ces deux équations il résulte
ARE A ON 1.223... (p— 1).
Doné'on a APT 1)" x, où EP = 1)E Mais PT 0 est, en rejetant les multiples, de, p; la valeur de lexpression É >); done
enfin on à, conformément à aénoncé du lemme,
C) = (— La
(382) Puisque lenombre w, selon qu'il est pair ou impair, détermine
; ke 290: k Ÿ la valeur de l'expression (=), il importe d’avoir une valeur analytique de ce nombre. Pour cela, j'observe que à désignant l’un des nombres
4, d'... a, et b Vun des nombres b!, 0"... BF, on aura, par les suppositions déjà faites, 24 < p et 20 > p.
Représentons à l'ordinaire par Æ (x) l'entier le plus grand contenu dans une quantité quelconque.x, ensorte que x — E (x) soit toujours une fraction positive plus petite que l'unité.
« * 1: . : pemil « .
Si on considère les divers multiples, #, 24... — k, d'où naissent
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les resies a’; l’, etc., et qu'on désigne particulièrement par ZX le muls tiple qui donne le je a, et par Pkcelui qui donne le reste à, on aura
ARR Sr e ee ete —E(5 > L; d'où résulte FE 7 2 e = 0,
P P Ajoutant ensemble toutes lés équations qui auront lieu semblablement pour toutes les valeurs de Æet B, dépuis r jusqu'à £(p —\1), il est clair que le second membre sera Composé d'autant d'unités qu'il y a
de nombres B; et ce nombre d'unités ayant déjà été désigné par w, on aura donc
CE + OC nl
D'ailleurs, comme on n’a besoin de la valeur de que pour savoir si elle est paire ou impaire, on peut dans la formule précédente omettre: les termes divisibles par 2, ce qui donnera simplement
PSE MH er(rr(e) Fe + E (SE (CS),
(383) Cette expression est susceptible de réduction; d'abord si l'on ait À mp+r, miétant posiifet <p, on aura Er = km 1 LE donc Æ ro 1h 1 —E Or pareillement on aura Æ (ES = k— —2(® —), ainsi des: autres.
Il faut substituer ces.valeurs dans la formule, et pour cela distinguer deux cas, selon que p est de la forme 42-71 ou 42-53.
Soit 1°. p—4n—kr, le nombre des termes 2C 2 £ (© +), etc.
sera —27. Les 7 RCE forment la suite
EC ) LE és Es je HE().
QUATRIÈME PARTIE. 389 Les 7 de , écrits dans l’ordretinverse, forment la suite (p—1) À (p—3)k (on—+o) k 2 = =) He 2) Éoe FACE =),
. lesquels, suivant la transformation précédente , a,
n(E—i)—E(5)—E(T)- —2(T) et —E(E).
Donc on aura
Bip) +2 (D + E (À Me +40)
Ajoutant au second membre le nombre pair 2E (L}42E É re. ne) é ce qui est permis pour notre objet, on aura plus simplement B=i(pi)r)+E (D +E (D +E(0)...+8 (2.
2°. Si lon a p—4r—+3, il y aura 22+ 1 termes dans la valéur’de BR;
les premiers seront toujours 2 HE (+ (C —).… + E 2); les (2-1) autres seront
CRETE) et par la transformation imdiquée ils deviennent: | | de sorte qu'on aura Fr
RACE ROOMS
(584) Cnc E(p—1) dans le en cas, et +(p—-1) dans le
second, sont des nombres entiers; lorsque À sera impair, les deux formules se réduiront généralementäune seule; sävoir:
den (Ey+E0)+E (0e ECS
(385) Lorsque k est pair, les deux formules peuvent aussi se réduire à une seule, savoir :
= (PEr)ki) + E (D +E(E DH+Er(Ë re + £(: IG,
pourvu qu'on détermine le signe ambigu de manière que = (pH 1) soit Le
un entier, et alors on peut même réduire E(p—r)(k=T) àÆ (pi); car il n’est toujours question que de’sayoir siy est pair ou impair:
(386) Soit, par exemple, # =%", alors tous les Hermes Z ÉSE
E (a). V2) CE sont nuls, et on à simplement p=—"®%(pÆ1). Donc si p—8n+-1 ou 8n+4-7, le nombre uw Sera pair, et on aura
G)=tr
Si, au contraire, p —8n+-3 ou 825, /1le nombre wsera unpar,
et. on aura (&) = — 1.
On parvient ainsi très-simplement aux théorèmes connus contenant
a relation ë s le re res premiers (n° 14€ éorème la relation de 2 à tous les autres nombres premiers (n° 148), th 168 qui étaient regardés comme difficiles à démontrer, lorsque la science des nombres-était moins avancée.
(587) Soient maintenant k et p deux nombres premiers, impairs quel-
conques ; ayant. déja fait (5) —(—1)", faisons semblablement...…. É
(E) —(—)); nous aurons, "suivant la formule du n° 384,
H+r=E( HEC +E(E).…. + E (EG Le) Le (0 RP) RCE)... PO)
Supposons #<p, ét faisons > P=2p hr, F—2# +4, ce qu
donne
umÆEy=E(x) + E (2x) + E (3x).....+ E (px) Pe() CE) 8 C).+2(E
je dis que le second. membre se réduit à p'#.
En effet; considérons d’abord la suite Z=E (x) HE (2x) HE (8x)... .+E (px), et obServons que les termes.de Cetter suite croïssent par degrés > depuis zéro , qui est la valeur de Æ(x), puisque x 1 Ah A K, qui est p'k , la valeur de Æ(p'x); car on ap'x — ET ES pt KL ;
donc £ (px) —K. 11-faut maintenant REA ee he dans cette suite .il.y a de termes.égaux à 1, Combien d'égaux à 2, et aïnsi «de suite.
Pour cela prenons des indéterminées 72,, m,, 7,...my, telles qu'on. ait
—— — / ML, ME 2, MT — 3, MX—4.,... MX =".
Aucun des nombres »71,, m»,, etc.ne pourra être entier, pæsqueileur
Z : AD expression généralé mr. = TL, z étant 4. ’Soit donc...
TE E(m.)—=M,, ensorteique #7; tombe entre.les entiers Consécutifs M, M_-Ex; il suit évidemment de ces suppositions, :
1°. Queles premiers'termes E (x), Æ (2x)... jusqu'à ZE (M x) sont zéro; leur nombre —N,.
°. Que léstermes suivans £ (M,= 1x), E(M.= Fox). ...,jusqu'a ao x) inclusivement ,-ont pour valeur : ; leur nombre = M. —Mx
5°: Que les termes suivans £ (M, +:x) + E (M, +5x),. Ge ss E(M;x) inclusivement, ont pourswaleur 2; leur nombre —M,—IN..
Et ainsi de” suite jusqu'aux dérniers iermes dont la valeur est 4° et dônt le nombre —p—M,.
Donc en réunissant tous les termes qui coniposent Z, on aura
ZE 0x ME x (M, — M)
CM, ='M
+ CE) M M) HO (pP—My ) ;
ou en réduisant ,
Zi M, MM... M,
KE-r
Mais en général M = £ (m,)—#Æ( =); donc 5 z 2 z
hp BONE (E VE (É)... —E(S)
Substituant cette valeur dans celle dem + », on en tire cette formule irès=simple u+y=—p'#, ou
Br (pr) (Ai).
(588) De cette formule se déduit immédiatement le théorème contenant la loi de réciprocité qui existe entre deux nombres premiers quelconques p et k. Si lun des nombres p et #, ou tous les deux, sont de . la forme 42-71, la quantité (p—1)(k=—1x) sera un nombre pair; ainsi les deux nombres w et » seront tous deux pairs ou tous deux impairs,.
s k ce qui donnera CE ) = Q)
Si les deux nombres premiers p ét k sont tous deux de la forme Anb4=5, la quantité 2(p—x1)(Â%—1) sera un nombre impair; doncy et » devront toujours être l’un pair, l’autre impair, ce qui donnera
RER (?) (= Ce) D'ailleurs la formule générale 92 satisfait à tous les cas, se déduit
des expressions (; M ANA nn me :) > Éa donnent
( )= Çe = VAS nc ÿ comme au n° 164,
DEEE ee
Ainsi se trouve démontré généralement un théorème qu'on peut regarder comme le plus important de la théorie des nombres , et qui a offert sous diverses formes des difficultés presqu’insurmontables à ceux qui ont entrepris de le démontrer par d’autres voies.
La démonstration que nous venons de donner, d'après Fred. Gauss , est d'autant plus remarquable qu’elle repose sur les principes les plus élémentaires, et qu’elle n’exige aucune théorie préliminaire. Il est à croire que beaucoup de théorèmes, réputés très-difficiles dans la science des nombres, sont dans le même cas; et il y a toujours lieu d'espérer qu'on peut démontrer très-simplement ceux qui ne l’ont encore été que par des méthodes longues et compliquées.
$ VIE D'une lortrès-remarquable observée dans l’énumération des nombres premiers.
(389) Quorquz la suite des nombres premiers soit extrêmement irrégulière, on peut cependant trouver avec une précision très-satisfaisante, combien il y a de ces nombres depuis 1 jusqu'à une limite donnée x. La formule qui résout cette question est
“2 7 dog. X — 1.088366 ? * log. x étant un logarithme hyperbolique. En effet la comparaison de cette formule avec l’énumération immédiate faite dans les Tables les plus étendues, telles que celles de Wega, donne les résultats suivans :
Nombre y Nombre y Limite x | [Limite à | par la formule.|par les Tables. : par la Formule:|par les T'ables.
— | ——————< me
10000 1250 1230 100000 9588 sé 9592 20000 2268 2263 150000 15844 13849 30000 5252 3246 200000 17982 17984 40000 4205 4204 250000 | 22035 22045 50000 5136 5134 3500000 26023 25998 60000 6049 6058 550000 | 29061 20977 70000 6949 6936 400000 33854 - |: 3386x 80000 7838 7837: || 90000 | 8717 8715 |
(390) Il est impossible qu'une formule représente plus fidèlement une série de nombres d'une aussi grande étendue et sujette nécessairement à de fréquentes anomalies. Pour confirmer encore mieux une loi aussi remarquable, nous ajouterons qu'ayant cherché, d’après un procédé que nous exposerons bientôt, combien il y a de nombres premiers de 1 à 1000000, noùs avons trouvé quil y en a 78527, sauf une erreur de
QUATRILME PARTIE. 305 ‘quelques unités, qui peut être due à la’ longueur des calculs. Or en. faisant x — 1000000 la formule précédente donne 7178543. Il n’y a donc aucun doute, non-seulement que la loi générale est re-
présentée par une fonction de la forme RER , mais que les coefficiens Z et B ont en éffet les valeurs très - approchées 4=1,... B——1,08366. Il resterait à démontrer cette loi a,priori, et c'est une recherche intéressante sur laquelle nous donnerons ci-après quelques
essais.
(591) Si on appelle & la quantité dont il faut que x augmente pour que y devienne y ++, on aura pour déterminer & l'équation suivante, dans laquelle on à fait pour abréger c= 1,08366,
PRES VAUT a EN ER AN Aae EU Trdog(x tal clope:
De là résulte, en supposant que x est un nombre très-grand, a —(logx—c#+i1) ( SRE >.
ou simplement. «= log.x—0.08366; car ces déterminations ne com portent pas une précision rigoureuse.
I suitde là qu'à mesure que x augmente, la différence entre deuxnoms bres premiers voisins de x augmente aussi, ét peut être représentée avec beaucoup d’approximation, quant àlavaleur moyenne, par log x—0.08566; de sorte que dans un intervalle de 2» termes compris depuis x — m jusqu'a x-m, on devra compter autant de nombres premiers qu'il ÿ
PT 28366» Pourvu que 7 soit assez petit par rap-
a d'unités dans : 108 x— port à x.
Ce résultat s'accorde très-bien d’ailleurs avec la nature des nombres premiers qui, en général, doivent être plus éloignés les uns des autres, à mesure qu'ils deviennent plus grands. En effet, la probabilité qu'un nombre pris au hasard est'un nombre premier, dimimue toujours à mesure que ce nombre augmente, puisque le nombre des divisions à essayer pour s'assurer qu'il est premier, devient de plus en plus grand.
(392) D’après le résultat qu'on vient d'obtenir, il semble que les suites convergentes qui dépendent de laloides nombres premiers, peuvent
être sommées, comme si cette loi était régulière et telle qu'un terme quelconque étant. æ, le terme suivant füt æ + log æ —c+1. Voiciun essai de ces ae nes qui d’ailleurs seront à yérifier, soit par le calcul numérique, soit par des méthodes plus directes.
Proposons-nous d’abord d'évaluer le produit
NO
dans lequel les dénominateurs sont la suite des nombres premiers de 3 à «. Si on appelle 3° ce que devient z lorsque © se change en... w log © —c+#1, où wa, on aura 7 =3 (—). Mais par les
, ddz formules connues on a 7 —=2+ ae Te ere "Tr + etc.; donc en re-
gardant + comme très-petit par rapport à w, ce qui est d'autant BY exact que © est plus grand , on aura d'abord à très-peu Pres:
dz ‘ —d» —da A A ‘£a lnes Vas ce qui donnera ER de logo—0.08366" En AA
égard aux termes du second ordre, on aurait plus exactement...
A (a — =) CA — —— ©" — ; mais la première valeur est suffisamment aplog © —0.08366 Fes
prochée, et on trouve qu’en faisant 4=— 1.104, elle représente trèsbien les nombres de la Table IX.
(593) Soit proposé maintenant de sommer la suite de fractions
x tata +—. ie in mac EE
dont les dénominateurs sont les quarrés des nombres RE successifs.
En mettant wa au lieu de ©, on aura 2—3—-— -, ou... / CH Rien ic. LS te.; d’où l’on ti 4 EL e = + e ; dou l'on ture 1 et anne CET RSC UT HULL
La constante 4 est la valeur de la suite prolongée à l'infini: Euler l'a trouvée 0.202247. (Introd. in Anal. , n° 282.)
| QUATRIÈME PARTIE, + 307 (594) Quant à la somme de la série réciproque simple
CET RE ASE NI DR
on peut la déduire des deux sommes déjà trouvées. En effet, puisqu'on a
1 1 NÉS 1.104 2, ( mn) (: — 3). vs ( =) TT logo—0.08366?.
si on prend les logarithmes de chaque membre, on aura par les formules connues : | 3+3+> me + = log (logo—0.08366) 1 1 1 1 1 HAS DER log (1.104) (Etats) - eic.
Or la suite 2 + —
m' Top
les termes de l’ordre
à ++. à pour somme 0,202247 ; en négligeant
1 LA La .
LS les autres sommes se réduisent pareille- : o
ment à des constantes dont il est aisé de trouver des valeurs approchées ; on aura donc la somme cherchée
u = log (log © — 0.083566) —.0.2215.
(595) La propriété dont jouit la suite précédente, d'avoir une somme infinie , peut jeter quelque jour sur la loi générale des nombres premiers.
En effet, considérant 4 comme une fonction de « qui satisfait à * léquation
1 1 1 1 Cr NU TELE BRUIT S PAU LE
[2] si © devient w—æ, on aura
du &æ ddu
1 1 æ LE OR PI DE 0 20 LE Et en supposant © très-grand ou & très-petit par rapport à ©, ces
1 do
suites se réduisent à leur premier terme et donnent du = -,—
Dans la même hypothèse ‘de w très-grand, on peut supposer que la valeur de «, développée suivant les puissances descendantes de w, est De BEN + etc. , l'éxposant m7 étant plus grand que les sui-
vans. En ne considérant be que le premier terme de celte suite, on
1 do 1 aurait du — re d’où résulte u— C— AE
Mais si m était une quantité finie positive , lorsqu'on fait 3 —c, u se réduirait à la constante €, ce qui ne peut avoir lieu, puisqu'on sait que x est alors infini ; d’un autre côté, on ne peut supposer #7 —=0, parce que la distance entre deux nombres premiers consécutifs aurait pour limite ‘une constante Z , tandis. que par la mature de ces nombres elle doit augmenter chats Donc il faut que »2 soit infiniment
petit, et alors Au" Bo. etc: prendra la forme 4 log «1 B; fai-
sant donc 4 = 4logw +8, oi. ie, d’où résulte
1 loge + C, quantité qui devient infinie, comme elle doit l'être,
lorsque © est infinie.
- (596) Ayant & — 4 logo + B, on en déduit aisément la fonction y, au moyen de l'équation y'—y==1, ou eŸ— ; laquelle donne =, et en intégrant y—= Sup ee —°+ “ae + = PE = ce qui s'accorde avec la nie sale donnée ci-dessus, en prenant 4=1, B——0.08366.
Il est remarquable qu’on déduise ainsi du calcul intégral une propriété essentielle des nombres premiers; mais toutes les vérités mathématiques sont liées les unes aux autres , et tous les moyens de les découvrir sont également admissibles. C’est ainsi qu'on a cru devoir employer la considération des fonctions, pour démontrer divers théo- * rèmes fondamentaux de la Géométrie et de la Mécanique.
SE AT eee —
$ IX. Démonstration de divers Mcènree sur les progressions arithimétiques.
(397) S o1T proposée la progression arithmétique A—C, 24—C, 34—C......nA—C, (Z)
dans laquelle Æ et C' sont des nombres quelconques premiers entre eux; soit Ü un nombre premier non-diviseur de 4; si l'on détermine x de manière que 4x—C soit divisible par 8, la valeur de x sera généralement de la forme x—a+65, d'où Von voit que les termes
divisibles par 8 dans la progression proposée forment eux-mêmes la progression arithmétique
Aa—C, A(a+0)—C, A(a+ 2@)—C, etc.
et qu’ainsi sur 0 termes consécutifs, pris partout où l’on voudra dans la progression (2), 1 y en à toujours un divisible par 6, lequel est suivi et précédé d’une suite d’autres termes également divisibles par 8, et distans entre eux de l'intervalle 8.
Cela posé, soit 8, À, m...4d, ©, une suite de nombres premiers, pris à volonté, dans un ordre A de mais dont aucun ne divise 4. Nous, allons Chuicles quel est, dans la progression (Z), le plus grand nombre de termes consécutifs qui seraient divisibles par quelqu'un des nombres de la suite 4, À, w...4, ©, que nous appellerons (a). Il faut pour cet eflet examiner d’abord les cas les plus simples.
(598) 1°. Si l'on ne considère que deux nombres premiers 0,A, il ne peut y avoir plus de deux termes consécutifs divisibles l’un par 8, l’autre par À, et ces termes peuvent être désignés par (8), (A). Le terme qui suit (A) ne peut être divisible par 8, car l'intervalle avec (8) n'étant que de deux termes, ïl faudrait qu'on eût 6— 2; maïs ce cas est exclu, et nous ne considérons dans la suite (a) que des nombres premiers impairs. Par la même raison, le terme qui précède (8) ne saurait
être divisible par À et encore moins par 4; donc dans ce premier cas le maximum cherché M=—2. és
(599) Soient les irois nombrespremiers 8, À, 4; on pourra concevoir trois termes consécutifs divisibles par ces nombres , lesquels seront (6), (À), (4). Pour que le terme qui suit (4) soit divisible par 8, il faut que 8 soit 3, et pareillement pour que le terme qui précède 8 soit divisible par #, il faut que x soit 5. Mais comme les nombres premiers que nous considérons sont nécessairement.différens entre eux, il nya qu'une de ces deux suppositions qui puisse avoir lieu. Dans le cas donc def—3, on pourrait avoir quatre termes consécutifs (3),(A), (4), (3), divisibles chacun par l’un des nombres premiers 3, À, 4. A la suite de ces quatre termes on n’en peut pas mettre un cinquième; car la moindre valeur que puisse avoir (A) étant 5, le. premier terme divisible par 5, après (A), serait le septième et non le cinquième. Donc dans le cas où la suite (a) est composée de trois nombres premiers, on a au plus VW —4, encore faut-il que l’un de ces nombres premiers soit 3.
(400) Supposons maintenant que la suite (a) soit composée de quatre nombres premiers 0, À, w, ». Si l'on considère quatre termes consécutifs divisibles par ces nombres, savoir: (9), (A), (4), (»); pour en ajoutér un cinquième, il faudra que À soit 3; alors on aura les cinq termes consécutifs (8), (3), (w), (»), (5)..Si l'on veut ajouterià ceux-ci
«un sixième terme, cela ne se pourra que lorsque 0— 5, car alors on aurait les six termes (5), (3), (x), (»), (3), (5). La progression ne peut plus être continuée n1 vers la droite, ni vers la gauche, car p et y devant être plus grands que 5 ,1les termes divisibles par & ou par » vont beaucoup au-delà. Donc dans le cas où la suite (a) est composée de quatre termes, il n’y a au plus que six termes consécutifs de la progression (Z) qui soient divisibles par quelqu'un des termes de la suite (a). On a donc alors M—6, mais ce maximum n’a lieu. que lorsque deux des quatre nombres premiers sont 3 et 5.
(401) On concoit..en effet que les nombres premiers les plus petits sont les plus propres à donner la plus grande valeur de A, toutes choses d’ailleurs égales, puisque de plus grands nombres premiers rendent plus grands les intervalles des termes dont ils sont diviseurs,
En vertw de cette observation, on peut considérer tout d'un coup la suite naturelle des nombres premiers 3, 5, 7...4, ©, en en laissant seulement deux indéterminés, tels ile sont restés de les cas précédens ; et le maximum trouvé pour cette suite aura liéu à plus forte raison pour la suite (a), composée d'un Mes nombre de termes 0, A, p.41, ©
Soient donc les cinq ‘nombres premiers 3, 5, 7) Ÿ ACHOUE: déjà trouvé qu'avec les quatre seuls 3, 5, 4, w, on pouvait RE tR les six termes consécutifs (5), (3), (4), Fe (5), (5). Si à la place de 4 ou © on prenait 7, alors on ne pourrait former au plus que les huit termes (5), (5), (7), (o), (5), (5), (D), (5), car leur continuation à droite exigerait que © fut 5, et à gauche que 4 füt 7. On obtiendra un résultat plus grand en laissant (L) et (w), comme dans le premier arrangement, et én ajoutant (7) d'un côté, ce qui permettra de l'ajouter en même temps de l’autre, puisque Pintervalle des deux termes (7) et (7) sera de sept termes, comme il doit être: on aura ainsi les huit termes consécutifs (7), (5), (3), (4), (w), (8), (5), (7). Mais de plus on voit que (3) peut être ajouté de chaque côté, à cause de l'intervalle requis entre les (3) les plus proches ; et de cette manière on aura une combinaison de dix termes, savoir: (3), (7), (6); (3), (4), (a) ; (5), (5), (7), (6). Elle ne peut être prolongée ni d’un côté ni de l'autre, parce qu'il faudrait pour cela que © ou + füt 5, ce qui n’a pas lieu, 5 étant déja employé. Donc dans le cas où la suite (a) est composée de cinq termes, le maximum cherché est M = 10.
(402) On aurait pu, par une simple observation , arriver immédiatement à ce résultat. Puisque les termes divisibles par 3 et représentés par (3) se succèdent à un intervalle de trois rangs, que les termes divisibles par 5 , se succèdent à un intervalle de cinq rangs, et ainsi de suite, la série des termes consécutifs qu’on veut former au plus grand nombre possible, a cette propriété commune avec la série des nombres impairs, commençant à un terme quelconque, puisque dans cette dernière les termes divisibles par 3, par 5, etc. se succèdent pareillement à des intervalles de 3 termes, de 5 termes , etc. Maïs le moyen d'obtenir le plus grand nombre de termes consécutifs de cette suite, qui soient divisibles par quelqu'un des nombres premiers 3, 5, 7, 11, etc., est de considérer la suite des nombres impairs dans ses moindres termes, c'est-à-dire dès l’origine de cette suite. Gar à une distance plus grande
AR ee PERTE ŸET
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on ne manquerait pas d’être arrêté par des nombres premiers plus grands que les nombres premiers donnés, et qui empêcheraiént la Continuité des termes qu’on veut former. Il faut donc tout simplement considérer la série 1, 3, 5, 7» 9 13 elc., qu ‘on peut fplemens prolonger dans autre sens, ce qui donnera.
LOTS 75/3 —5; 3, T1; lo 3; 5, 73 Dee
ou parce que les signes desnombres sont indifférens, lorsqu'on a égard seulement à leur propriété d'être divisibles ou RU re RE par” un nombre. donné :.0n pourra-considérer la double suite
T1» O; 73 5, 95131850, 5, 7»: % IL 13, DS
dans laquelle les termes divisibles par 5, 5, 7, etc. se succéderont toujours à des intervalles de 5, 5, 7, etc. termes, et cette suite aura l’avantage d’être composée desmoindres nombres possibles. Désignant comme ci-dessus chaque terme par le moindre nombre premier qui en ‘est diviseur, on pourra la représenter ainsi :
.(49 3) Maintenant si les nombres premiers donnés sont 3,5, 7, +, o, on metira dans la suite précédente les indéterminées, (L), (&);: à la
place des deux termes (Gi) et (G) qui occupent de milieu, et on prendra
dans les termes précédens et suivans tous ceux qui n’excèdent pas (7). De cette manière, on a immédiatement pour le cas dont il s’agit la
suite OM B);°6), (4); (@); 6), &y, (7); (6); ui est composée de dix termes et donne le maximum M 10, comme on l’a déjà trouvé. |
Rien de plus facile ensuite que de généraliser le résultat pour tant de nombres premiers qu'on voudra, Si on a, par exemple, les, six
nombres premiers 3, 5, 7, 11, 4, &, on voit que la combinaison qui
produit le, plus, ab nombre-de termes. consécutifs crasibles par quel-
qu'un, de ces nombres, premiers,, est
(m1) (3); (7) G) (3), (Y), (o), (&yA (5); (7). (5); (ir); ce, qui donne le m#7aximum cherché, M= +2.
QUATRIÈME PARTIE. 203 En adtëtiaht encore un nombré premier de plus; de sorte que la
Suite (a) füt composée des sept termes 3, 5, 7, 11, 13, 4, à, on autait la combhmaison
(8), (13), Gi) (3), (7 (3); (5); (b); (@), (5), (); (7); GG), (1), Cr 3), (3),
laquelle est composée de seize termes et donne M—16. Elle, ne peut être prolongée plus loin, parce que le terme qui viendrait à la suite, d'un côté où de l'autre, est.(17) ;+ or quand même ou w serait égal à 17, on ne peut l'employer pour continuer la suite, puisqu'il laisserait vers le milieu une place wide.
(404) Maintenant j'observe que le nombre 16 qui satisfait à la quéstion précédente n’est autre chose que 17 — +: , 17 étant le nombre premier qui Suit immédiatement 13; et il est aisé dé voir que ce résultat, ainsi généralisé , est exact; Car la progression dont nous venons de faire usage n’est autre chose que la progression des nombres impairs 1, 3, 5, 7, 9, etc. répétée dans déux sens différens , et dans laquelle on a désigné chaque terme par le plus petit nombre premier qui en est diviseur; de sorte qu'on peut établir ainsi la correspondance de ces deux progressions :
1, 15, 19, 11, : 0, ÿ GA LPS 3, 5, ÿ, 9; 11, 193, 15, 17 (5),G5), (11), (5), (7), (5), (5), (4), (0), 6), 6), (7): 6), (1),(3), (6);
or par cette disposition on voit SR que le nombre de termes
compris entre les deux désignés par 17; 17, est 17— 13; donc on a M= 17—71
Il n’est pas moins facile de voir en général , que si la suite. (a) est compôsée de # nombres premiers, dont deux, AL ét &, sont indéterminés, et les À — 2 ‘autres forment la suite naturelle 3, 8, To 115 19, 17, ec. jusqu'à 747%; le maximum cherché sera : M= ma) 1,
m9 étant le terme de rang Æ—1 dans la suite des nombres premiers 8, 5, 7, 11, etc.
Cette formule s’accorde avec les résultats particuliers que nous ayons Wouvés, ét il en résulte le théorème général qui suit :
dire 1. 0
(40) «Soit donnée une progression arithmétique quelconque. 4—C;, » 24—C,34—C, etc., dans laquelle 4 et € sont premiers entre eux ; » soit donnée aussi une suite 0, À, w...4, w, composée de 4 nombres » premiers impairs, pris à volonté et disposés dans un ordre quelconque; » Si on appelle en général x® le 2‘ terme de la suite naturelle des » nombres premiers 3, 5, 7, 11, etc., je dis que sur #7" termes » consécutifs de la progression proposée, il y en aura au moins un qui » ne sera divisible par aucun des nombres premiers 8, À, w...4, ©.»
En effet, on vient de prouver que dans la progression dontil s’agit, il ne peut y avoir.au plus que 74 termes consécutifs qui soient divisibles par quelqu'un des nombres premiers 8,.A, w...4, ©. Done sur a termes consécutifs, il y en aura au moins un qui ne sera divisible par aucun de ces nombres.
Ce théorème très-remarquable est susceptible de Dieu belles applications. On en jugera par les deux conséquences que nous allons en tirer.
(406) La progression 4—C, 24—C, 34—C, ete. étant continuée jusqu'au #2" terme 24—C, soit ZL le plus grand entier compris dans ÿ/(24—C) ; soit en même temps © le nombre premier immédiatement au-dessous de Z, et le nombre premier qui précède w; si dans la progression 4—C, 24—C,54—C, etc., on prend partout où l’on voudra L termes consécutifs, il faut, en vertu du théorème précédent,
-que sur ces + termes il y en ait au moins un qui ne soit divisible par
aucun des nombres premiers 3,105 a te ele Et qui sera par Conséquent un nombre premier, É progression étant terminée au terme
nA = C:
Le nombre des termes de la Progression , depuis celui qui ap= proche le plus de ÿ/(24—C) jusqu'au dernier terme 2 4—C, est à
peu près 7 — (5): (car on suppose C<4, et on a 4 < 74).
Donc ‘dans les z termes de la HIPOT OR dont il s’agit, il y aura au A vi
[na ?
à peu près dans y T. Ce nombre peut étre aussi grand qu'on veut,
moins autant de nombres premiers qu'il y a d'unités dans—, ou
en donnant à 2 la valeur convenable. Donc « Toute progression arithmétique dont le premier terme et la raison » sont premiers entre eux, contient une infinité de nombres.premiers. »
Cette proposition, qui est très-utile dans la théorie des nombres,
avait été indiquée dans les Mémoires de l'Acad. des Sciences, an 1785; mais jusqu'à présent sa démonstration n'était point encore connue et paraissait offrir de grandes dificultés.
(407) On pourrait, s'il était nécessaire, resserrer graduellement les limites entre lesquelles doit se trouver un nombre premier; car le nombre A4 qui fixe l'étendue de ces limites, diminue en même temps que », et à peu près en raison de ÿ/2; donc lorsque 7 est moindre , ou que la progression est moins avancée, il faut un moindre nombre de termes consécutifs pour trouver parmi eux un nombre premier, que lorsque la progression est plus avancée. Par cette raison on trouverait une quan-
tité plus grande que y = pour Île nombre des termes de la progression
qui sont des nombres premiers; ce résultat augmenterait encore en excluant les nombrés premiers impairs qui peuvent diviser 4; car si le nombre de ceux-ci est z, alors au lieu du nombre #{*=° mentionné dans le théorème du n° 405, on devrait prendre #%-1-?, Mais ces observations sont peu importantes, et il suflit d’avoir démontré généralement que toute progression arithmétique, dans laquelle € et 4 sont premiers entre eux, contient une infinité de nombres premiers. Quant à la multitude des nombres premiers contenus dans z termes de la progression arithmétique, elle ne peut être déterminée que par d’autres considérations,
(408) Examinons plus particulièrement la progression des nombres impairs 1, 5, 5, 7, 9... 2n—1, et proposons-nous de trouver combien de termes il faut ajouter à cette progression ,.pour que parmi ces termes il se trouve nécessairement un nombre premier.#
Soit L le nombre premier qui satisfait à la question, et le nombre premier qui suit immédiatement + ; il faudra, suivant notre théorème, que w soit le plus grand nombre premier contenu dans ÿ/(22--2—1); donc &— 24 + 1 < 27. Mais © — + ne saurait être moindre que 2, on aura donc @°—2%+1<on—4%; d'où résulte w—1<y(2n—4), et par conséquent À <— 1+y/(27— 4). Cette solution générale fournit le théorème suivant :
« Soit le plus grand nombre premier contenu dans y/(27—4)—1 ; » je dis que parmi les 4 nombres impairs qui suivent immédiatement » 2n—1, il y aura toujours au moins un nombre premier. »
bise Ru ME
(409) Par exemple, soit 27—1=—115, ou »=—57; le nombre premier le ‘plus grand contenu dans \/110— 7 est 7. Donc parmi les sept nombres impairs qui suivent 115 et qui sont: 115, 117) 0 121, 125, 125, 127, il ÿ a nécessairement un nombre premier; C'est 127, qui est précisément le septième.
Ici la limite fixée à 7 ne s’est trouvée que de la grandeur nécessaire ; le plus souvent, et surtout lorsque 7 est très-grand , elle est beaucoup trop étendue; on l’agrandirait encore, mais -on simplifierait l'énoncé du théorème, en disant que de Z à L+24/L il doit nécessairement se rencontrer un nombre premier.
Ce théorème estau moins un premier pas vers la solution du pr SHoue
- regardé comme très-difiicile, de trouver un nombre premier plus grand
qu'une limite donnée.
\ Remarque. Si on donnait à x des valeurs trés-petités, on trouverait
“que” ce théorème est sujet à quelques exceptions ; mais comme on a
supposé que est un terme de la suite 3, 5, 7, 11, ete. , il! faut que y/(22—4)—: soit plus grand que 3, ainsi on doit faire > 10, et alors il n’y aura aucune exception.
$ X. Où l’on prouve que tout diiseur quadratique.de la Jormule t°+ Nu°, contient au moins un nombre Z plus petit que N et prernier &.N ou à EN.
(410) Érr.. proposition est nécessaire pour compléter la démons= tration du théorème XII de la troisième partie; elle se vérifie immé-
diatement dans tous les exemples. qu'on, peut se proposer, et même on.
peut donner Ja valeur générale de Z dans un grand nombre de diviseürs quadratiques qui contiennent'un coefficient déterminé et s'étendent ainsi à une infinité de valeurs de Ÿ: Mais nous ne donnerons de ces eas particuliers que ceux qui sont nécessaires pour conduire à a dé monstration générale.
Comme "nous avons principalement en vue les Hreities de la Fable VHY, qui font le sujet du théorème cité, nous ferons usage des mêmes dénominations. Soit donc le diviseur quadratique . sise via F—cy" +i20ys+ as, où l'on a a—D=N, à et, c>2p, et c<2V3N; on suppose que les trois nombres 4, b, & n’ont pas de commun. diviseur; car s'ils en avaient un, il est HER que la proposition énoncée ne pourrait avoir lieu.
(4x1) Cela posé, remarquons d'abord qu'il y a deux cas principaux où on obtient immédiatement la valeur de Z.
- Si l'un des dèux nombres a et c n'a point de diviseur commun avec N, où s'il na que 2 de commun diviseur , Ce nombre pourra être pris pour Z.
2°. Si le diviseur quadratique proposé manque de second terme, de sorte qu'on ait,T Cr 4; et N —.ac, il est visible que le nombre c+a, compris dans T, est plus petit que ac et n'& aucun diviseur commun ayeC ac; done dans.ce cas, en;a généralement Z=e+ a.
Il ne s’agit done plus. que d'examiner les cas où à -n’étant pas zéro, les coefliciens a et c ont chacun un diviseur commun avec W.
Dans cette double:supposition, non-seulement:il est possible de trou-
ver le nombre cherché Z dans la formule proposée cy°+2byz + az’,
mais il est possible de le trouver dans la formule moins générale... cy® + 2by + a. Nous allons donc faire voir qu'on peut toujours satisfaire à l'équation Z = cy° + 2by a, en supposant Z moindre que IN et premier à V ou à +.
(412) Soit 8x le plus grand commun diviseur de c et N; nous représentons ainsi ce diviseur afin d'exprimer que À n’a que des facteurs inégaux, et pour pouvoir conclure de l'équation ac—&6*=— IN que 6A est le plus grand commun diviseur de c et de à. Soit donc exc, b—0x0", N=6AN, on aura N'æac — 10" , et le diviseur Z deviendra
Z = End y" + 2018 y + a.
J'observe d’abord que Z ne peut avoir aucun diviseur commun avec OX; car si un même nombre premier © divisait Z et OA, il est évident, par la formule précédente, qu'il diviserait a; donc les trois coefhiciens a, b, c seraient divibles par un même nombre, ce qui est contre. la supposition. CA
Maisona MN —6:AÙN; donc s’il y a un commun diviseur entre Z et IN, ce même diviseur aura lieu entre Z et JV’; et réciproquement si Z et N° sont premiers entre eux, Z et IV le seront aussi, comme la question l'exige.
Tout se réduit donc à faire ensorte que Z et ]V’ n'aient pont entre eux de commun diviseur. Or la valeur de Z étant multipliée par c’ donne
c'Z = A (Gc'y + L'YÆEN, et d’ailleurs les nombres c’ et V” sont premiers entre eux, puisque 8x est le pue grand commun diviseur de c et N. Donc on sera assuré que Z et N n’ont point de commun diviseur impair, si on fait ensorte que êc'y +8" et N' soient premiers entre .eux.
(415) Appelons &', a", &”....a® les : différens nombres premiers impairs qui peuvent diviser JV’; si on désigne par g®" le terme de rang i— 1 dans la suite naturelle des nombres premiers 5, 5, 7, 11, etc., et que d’après le terme général êc'y + L', où 8 et &’ sont premiers
entre eux, on forme la progression arithmétique indéfinie dans les deux
sens :
co — ac +8, —0c 48, D, OH, af HE,
RER SEE D ERP PSE SNL QE PRIS RE PEUR - MR AU Ur min er eu 2 22 SLR LE
Ua été démontré (n° 405) que sur (= termes consécutifs de cette progression, il y, en aura au moins un qui, n'étant ‘divisible: par-aucun des nombres premiers .#’, &",....a®, sera nécessairement. premier à JV.
On trouvera donc ainsi tant de valeurs dé Z qu'on voudra, lesquelles n ‘auront aucun diviseur commun avec !V; maïs ilreste à tie voir que parmi. ces” valeurs il y en aura toujours au-moins une moindre que À.
(414) Observons d’abord'que pour avoir les limites des valeurs de He
qui rendent Z moindre que IV, il faut résoudre l'équation. .....
N=cy" +207 a, laquelle donne pour ces limites
= ee) ne DR c Je Leur différence 2 V(cN—c) est à très-peu près le nombre des valeurs
de y qui rendent Z < M; car au moyen des valeurs précédentes, et en observant qu'ona bc, on trouve aisément que le nombre de
ces valeurs est égal à l’entier compris dans = y(cN—c), ou ne peut
surpasser cet entier que d’une unité. Appelant donc x ce nombre, NEReT av/(cN—c)\ … ; ? 24/(cI\—c)
on aura mn —œ£ re) ; ou dans certains Cas, n=iHE(NE SO) 5
mais On peut s’en tenir généralement à la première valeur , et le calcul ne, sera que plus concluant en faveur de notre proposition. On peut donner à cette valeur une forme plus commode. Puisque
a et c ont chacun un "commun diviseur avec V, et que à n'est pas zéro , il faut que 2 soit divisible au moins par deux nombres premiers
impairs différens l'un de l’autre ; ainsi à ne sauraït être moindre que 3x5, et comme ôn a c>> 2b, on doit donc avoir aussi € 30.
Le même nombre c, supposé le plus petit des deux « et CE est <2VEN ; ét comme on a cV—c Pa la valeur de #’ peut être mise sous la forme
ne D vin ), ee
Gi
où l'on a >2, > 1; ce qui ‘donne
ss VAN.
ro THÉORIE DES NOMBRES.
JL faut maïntenant faire voir que, quel que soit le nombre ? des facteurs premiers différens dont V' est composé, on aura toujours pr L!.
(415) Reprenons la valeur N° = ac — Ad°®,:et supposons que le plus grand commun diviseur entre:& et AV soit ur, w? étant le plus-grand. quarré-qui -en.est facteur; il faudra que 2’ soit divisible par y: ainsi en faisant a—œ"ya", bd = pb”, on aura N'y? v(dé— nb"). Le facieur 4? pourrait se Re a l'unité, mais y.est un facteur impair qui reste nécessairement, puisqu'on raisonne dans Fhypothèse die a et D on peut faire voir qu'il est plus es que 5150"; car a et c étant PP et l’autre © 254, ôn a! ae ls ce qui donné dE AN". Cela posé, on voit que N' ne peut avoir moins de deux facteurs i impair différens , ou que £ ne peut être moindre que 2. Nous allons examiner successivement les différens cas qui ont lièu selon. les différentes valeurs de c. .
Supposons 1°. que IV’ na que deux facteurs ; » et'&; Je nornbre ? étant 2, On aura HV =Y —3, puisque 3 ‘est: de prenifer termé de læ suite By 55:7., 141 etc. Il faut “donc. as que »’.est plus grand, que :5.
Ayant d'une part N— 4, et de ne N Fa un, on à à plus forte raison & > 5%; et Comme les fnôifidres nombres à prendre pour A et» sont 5 et 5,. on aura & >> 45. Ainsion-ne saurait supposer & moindre que 46 ou 47;.0on peñt prendre 4 =—#46,-parce que le facteur 2 ne Change rien au résultat qu'on veut obtenir. Mors on aura NAN = (av. “ | moindre valewr: de. est done N=—3.5:46—69p0 ,,
d'où résulte » >= 5 600 > 0,37. Donc si N'na que detis facteurs
premiers impairs , On aura 74>> ut),
De Supposons, que NV’. a trois facteurs premiers, et de de que ces facteurs sont inégaux, afin de rendre. d'autant plus grande Ja valeur de 1; on fera donc W'= 26, i—53, ce qui donnera PER EELE il faudra encore qu’on ait N\ Fe SH l" 5 et par conséquent ab > 3À, La quantité 3 a pour munimum 5.5.5, ow-45; donc a6 >45. Mais les nombres «et 6 doivent étre inégaux entre eux et différens de 5 et 5; on ne peut donc prendre pour «et 6 des valeurs moindres. que 11: Elles donnent N'=y.7.11, êt la. moindré valeur de NAN sera
Av,7e11, ou 3.5.7.11. Mais il est “éviden que VG. bapsta)iest > 55 Donc on a encore »'> y".
ns OU RER SRITS
en PR Cet MR rit tant eine. SP LE
QUATRIÈME PARTIE. ri 3°. Soit N'=va6y; ces quatre facteurs étant impairs et inégaux, on aura 1—4 et pÜ—=y"=—7. Dans ce cas la moindre valeur de
N —Favely sera 5.5.7.11.13;0r G. 5.7.11.13) ou V7. 11.13.15) est. évidemment plus grande que 7; donc on a encore #° > pt».
_42. En admettant un facteur de plus, -onvauraiti=5, pr = 11, et la moindre valeur de IV étant 3:5.7.11.13:17 ou 11.13.17.105,
eu SN > ur.
L'inégalité devient évidemment de plus en FEA grande en faveur de »’, à mesure que le nombre des facteurs augmente au-delà de trois : ainsi la proposition est rigoureusement démontrée lorsque /V’ aura un nombre quelconque de facteurs impairs, inégaux.
S'il y a des facteurs égaux dans !V', ils n’entreront que comme facteurs. simples dans la valeur de z, et par conséquent dans celle de wG® ;
on aurait VN > 17, ét par conséquent #° > —
mais w N sup mentes et Finégalité déviendra encore plus grande: en faveur de 7’. Il en-sera de. même du facteur 2, qui, lorsqu'il a si augmente la valeur. de #{ sans augmenter celle de pG®,
Donc dans toutes.les formules qui ne-se-rapportent pas aux cas 1 et 2 du n° 411, on pourra toujours trouver um ou plusieurs nombres Z plus petits que V et premiers à. W ou à : N.
mere
ae sv 5
ue
A ÉEES >
PÉÉVRRERSE ESS
È | | [el
Pr TI
$ XI Méthodes pour trouver combien, dans une progression arithmétique quelconque, 1 y à de termes ur ne sont divisibles par aucun des'nombres PTE COMPTES dans une . Suite donnée.
(416) Cor s1DÉRONS de nouveau la progression arithmétique nu m0 rade Cr die (RAC)
dans laquelle Avet C sont premiers entre eux, ét soit 0 un nombre premier non-diviseur: de 4: Si on détermine le nombre 8 ès petit que 8, de manière que 48° + C soït-divisiblé par 8, et qu'on fasse 2 Bs — 4°, toutes.les valeurs'de x comprises dans cette formule rentourne divisible par 0. Cela posé, le nombre des termes de la progression proposée élant 7, supposons qu'on demande combien il ya de ces termes qui ne sont pas divisibles par 8.
Si » est un re de 4, il est clair que le nombre des termes
divisibles par 0 sera & ; donc le nombre des termes non-divisibles étant
nommé ÿ, On aura p=n—ÿ=n(s—;).
Si » n’est pas un multiple de 0, la formule précédente désignera , à une fraction près, le nombre des termes non-divisibles par 4. Mais pour avoir une formule exacte dans tous les cas, observons que les termes divisibles par 8 forment la suite A(B—6)—C, A(28—4 )—C , A(59—F)—C, etc., jusqu’à un terme Æ40—40"—C , aussi approché qu'il est possible de Ær—C, et plus petit que MG
Désignons à l'ordinaire pan Æ (TS) l'entier le plus grand conte-
ñ 6 ; nu dans . ; cet entier sera la valeur de Æ; donc le nombre des
sine + à termes divisibles par 8 dans la progression proposée sera E e . Ÿs
et par conséquent-le nombre des termes non-divisibles est
Jen E (ES),
, 6° Lorsque nest divisible par 0, l’entier contenu dans = + este, quel
que soit &, puisque & est positif et 8. Donc alors on aura.
TER 3 , Comme ci-dessus.
(417) Soïent maintenant 8 et À deux nombres premiers non-diviseurs de: À, et soit proposé de trouver combien, dans la même progres sion , il y a de termes qui ne sont divisibles ni par 8 ni par À. . Désignons en général par A° le nombre positif et Rte que A;
qui rend /A°+ C divisible par À ; l'expression Æ (=
=) désignera
lé nombre des termes divisibles par 8 dans Ja Po proposée ,; et
E (+ A0 Ÿ le nombre des termes divisibles par À. Si on rétr anche l'un
et l’autre. du nombre. a Zn, UE restera n—E( Er Sa — E (= RE j
Mais de-cette manière on retrancherait deux fois les termes divisibles. par À ; pour ne les retrancher qu’une fois, ainsi que la question l'exige, il faut ajouter. à la quantité pr écédente le HOBER des termes divisibles
par OA, lequel est Æ (CH). On aura ainsi le nombre demandé
5 Les EE : =) + E (He) —B (2, À
Dans le cas où est divisible par 8A, cette formule devient
(418) En général soïent 8, À, &...d , ©, tant de nombres premiers qu'on voudra (2 excepté) dont aucun ne divise 4, et soit proposé de trouver combien > dans la progression 4—C, 24—C,....nd4—C, il ya de termes qui ne sont “divisibles par aucun de ces Abe ; il faun PALDBUErS deux cas : |
"Si » est un multiple du produit &. La ; le nombre demandé
4x4 : THÉORIE DES NOMBRES.
s'osme D6 eat) Lsa (et).
Cette même formule donnera en-général un résultat approché pour toute valeur de 7; mais l'approximation pourrait devenir fautive si le produit ee Lo LE Ne à une puissance très-éleyée de ».
°, Quel que soit 7, on obtiendra toujours la solution exacte, au moyen de la formule :
FR REC PEE HE Cr d ç (HU) ouest)
dans laquelle ÎE (== us =) exprime, la somme des cAue E +,
E (= =), etc., dus aux simples nombres 8 à, etc.; fE (ER n (BA)° £(® + cu nr) Er)
la somme des entiers E( etc. dus eux
produits deux à deux de ces nombres, et si de suite; ces quantités devant être formées dans toutes les combinaïsons possibles et avec les’ mêmes signes que les termes de’ même dénomination dans le pra
duit développé z (x +) 2)... (: 12).
Il faut observer cependant que dans la formule (b') es termes ne doivent étre continués que tant que les déneminateurs A n’excèdent pas An —C, dernier terme de la ‘suite proposée; car lorsque A surpasse An — C ; le nombre A° qui rend ÆA°+4- € divisible par A, est
plus petit que A — 7; ainsi on a E (<S) — 0.
Dans le cas où » est un multiple du produit 0Ay...4e—Q, chaque
terme E ——- Re ——) de la formule (b’) se réduit à D et on retombe exac-
tement sur La. formule (a').
En général si on a —#XQ<+m, la valeur de y sera composée 1°. de la partie (O1) (A—1)...(@— 1 qui répondà la valeur = ; 2°. de la partie qui irépond à la valeur 7m, et qui est donnée par ka formule (h°).
(419) Dans le cas particulier où l’on considère la progression des nombres impairs 1, 3, 5...2n—1, ona =), C=1, etla valeur * de A° qui rend 24° ia I divisible par À > est en général A =; (A—1),
QUATRIÈME PARTIE. à 415 ce qui permet de former immédiatement tous les termes de la for mule (b’), chacun étant HE (HE),
Soit proposé, par exemple, de trouver combien, dans es 100 pres mers termes de ‘la progression 1, 3, 5, 7, 9, etc., il y a de termes qui ne sont divisibles par aucan des nombres premiers 3, 5, 7, ri ; la formule générale donnera
= eee Ce) oi 4 249 cs
= 2 (2) (2) 2 (D) ODA HE LE a (=
+E (27 . /138 ne
On me va pas plus loin, parce que les autres produits formés avec les facteurs 3, 5, 7, 14, Date: 199, dernier terme dé'la suite pros posée. Faisant donc les réductions, /on äüra pm 43. ‘ !
Ba: formule Cp ae (ut) donne pour le même :cas:.4.,,4
2,:4 6: 43 5 Æ 100.7. ER 7 — ce qui s'écarte peu de là vérités
(420) Examinons die ao ie ao la suite des Aanbres impairs 1,3; 5,7 jusqu'à 2n—1=4, et désignons, pour abrégér, pr FE () le nombre des termes qui restent de cette progression, après avoir Sup-
primé, ceux qui sont divisibles par-quelqu'un des te es RARES successifs 3,5, 7,.11,,.0.. Nous: distinguerons deuxcas/:
.. Si l'on 20 ou >4/4, tous les. termes dont il s'agit. seront. se ne es,pr emiers ; supposons donc que.par À (a ; a) on, désigne, combien’ak y,a de mombres fe Apr : C} PSE a, Yunet, d autre inclusivement, ‘6n aura. é.
ons s$ #0 JE EN Co où S x me 11 fe Ê ea à A
Quant äu nombre V(o, a), ilse trouvera où par pr Table, où à par
PA ar
la formule approchée
a Er) Fe No, a)=1+ loga—% logo—c?
es laquelle e — 1,68366. ; Sion a ©o<W/4, HPBEIONS &', w", ete. les nombres À PREMIERE) qui ds &, depuis © jusqu'à ÿ/a; A HDES en outre d', 4", a”, ec, les
PE entiers impairs les plus grands contenus dans les fractions +, +,
a + À Qu: , u/ ze» etc. Parmi les termes dont le nombre est représenté par T(2) :
il y a d’abord tous les nombres Premiers de &°à 4, lesquels avec le premier terme 1, qui est toujours du nombre des restans, font un nombre V(o', a) +1 ou V(w, a). Viennent ensuite les nombres qui résultent du produit de &’ par chacun des nombres premiers de &w' à 4, leur nombre ést V (w', a’); ainsi de’suite: On aura donc
T (= Nos 0 +N (a, #)+N (o', a) + etc.
Cette quantité s’évalue aisément àu moyen d'une Table de nombres premiers suffisamment ‘étendue. Car: en commençant par *les «derniers termes et connaissant, par exemple, la valeur de V(w', a’), on en déduit N(«’, a) — N(o", a) + N(a’, a); Yexpression N(a”, a) désignant: combien il ya de nombres premiers depuis a” jure à a” inclusivement,.ou ce nombre augmenté d'une unité, s1 a" n’estpas premier.
(421) Pour donner une application de cés formules ; cherchons la va-
fée de T(— ee
143, 5.. ee 1, qui ne sont divisibles 5 aucun des nombres pre-
muers 3, Tÿ Tly 19:
Je trouve d’abord que de‘13 à 125r'il y a 199 Hébes: premiers , ce qui. donne N(i5; 1251) = 199; je divise ensuite: 1251 par les
nombres premiers 173 19) 23, 20, 31, compris de 13 à V/1251; les quotiens-impairs qui en résultent sont 73, 65, 53, 43, 39. Or à l'aide
de la Table*on trouve V(31, 39) — 2, V(29, 43) =—2+-N(39;.45)5, N (25, 55) =5 HN (45, 55)=8, M(19, 65) = 8 V5, 65) rx NN (17, 75)= 11 HN (65, 75) — 15. La somme de ces nombres est 41 ;
donc 7° () = 199 +41 240.
, C'est-à-dire , le nombre de térmes de la progression
Se TT DE et er more ere nt TPE re tm
La formule d'approximation (a) donne dans le même cas...
T. T) — 626% 0,5836— 240. Mais le résultat n’en est pas toujours
aussi exact; par exemple , cette même formule donnerait.......
T GES = 10658X0,28344 = 3015, tandis que d vraie valeur de cette quantité est 2987.
(422) La quantité T(£ ) ; Ou en général P(2), relative à une progression quelconque 4— C, 24—C...n4—C, et en supposant des diviseurs premiers GUeICOAURES 8, A, m...4, ©, peut se ramener à d’autres quantités de la même espèce, ns s lesquelles la série des diviseurs serait moins étendue.
En effet la valeur de Pt) donnée par la formule (h’), est... 4 RE (Er Gr ED )— ere ÿ on y remarque d’abord
une suite de termes qui ne contiennent pas w, et dont la somme peut
être représentée par P 6) ,; Ce qui suppose que la suite des diviseurs
8, À, m, etc. a pour dernier terme d. Les autres termes contenant © PIED. 2 ( 8 Le ,
sont en général —Æ (=) + fE (CES etc. Considérons un
ET ; comme le nombre # doitrendre Aa C divisible par wA, si l'on fait a—ko+6, 6 étant positif et plus petit que w, le terme Æ (2) deviendra EÆ (ER).
Soit encore z+6—ne+7, y étant positifet <o, on aura.’ E Lane = '6, ess — À (+. Quant au nombre k, pour
voir ce quil signifie, il faut substituer la valeur 4—4œ+6 dans la
quantité de+-C, ce qui donnera SE e. De là on voit que A6 C doit être divisible par ©, et qu'ainsi 6 est ce qu'on a déjà
‘appelé w°; faisant donc 6, puis ELLE
AC
= C', la quantité k de-
‘ra satisfaire à l'équation
ea de sorte qu’ on aura encore 4—A°,
Si on réunit maintenant tous les à termes Æ RE avec les signes
qui leur conviennent , la somme sera représentée par — P' e m) Fe ( ) étant le be de termes qui restent de la progression A—C",
24— C',..nA—C", après en avoir retranché tous ceux qui sont divisibles par quelqu'un des nombres premiers 8, À, pe. sa On aura
donc enfin POP OSE) er C0)
formule qui sert x déterminer la quantité P (= ) au moyen de deux
autres quantités semblables dans JéSqeMes il y a un nombre premier de moins à considérer.
Le nombre C' étant en général différent de €, la-progression 4—C;.
24—C", etc. est différente de la progression donnée; mais elles ont l’une et l’autre la même raison Z. C’est pourquoi nous avons distingué
La un accent la quantité P’ é ) relative à cette nouvelle progression.
On voit d’ailleurs que C’ se trouve immédiatement par la valeur = EE , ainsi que # par la formule ñ ÆE(TS),
(425) Les deux progressions dont nous venons de parler se réduisent à une seule lorsqu'on a 4—2, C—1, ou lorsqu'ils’agit. de la progression 1, 5, 5:..(22—:1). Alors on a w°—2:(o—1), C=:1,
=EÆE na) , et la formule de réduction devient
TD =T(D—T(S
Cette formule renferme une sorte d’algorithme qui peut avoir des ap= plications utiles.
Supposons, par exemple, qu'au moyen de la Table des nombres premiers de : à 100 seulement, on veuille savoir combien il y a de nombres premiers de 1 à 1000. Le nombre premier immédiatement
plus petit que V/1000 est 31; ainsi en cherchant la valeur de 7 (ee)
où l’on considère comme diviseurs tous les nombres premiers de 3 à 51 , il suflira d'ajouter 11 au résultat, parce que 31 est le 12° des
mr RE
QUATRIÈME PARTIE: ‘439 nombres premiers. Or par la formule (d‘) on a
T'(E) = Tr (2) Ep 7 © Es ) Si ï 1 (2) = Gare = ; T (=) y pi (2) — * HORAAC 5-10 .
T (É) = Der (=) — 7e = Es) — T Le On trouve ensuite se la Table de 1 à 100, 7 eo = TA (2) =, T° . ON AE Ce De SE 2 =, DE EE T(É)=ar.
La somme de ces abs est 70; d'ailleurs par la formule (b’) on a T (2e =) = = 228; donc TEE =) = 228 — 70—= 158, à quoi ajoutant
11, le résultat est 1609. Il y a en effet 169 nombres premiers de x à 1000.
C’est par de semblables procédés qu’on s’est assuré que de 1 à 1000 000, il y a 78527 nombres premiers, résultat qui sert à confirmer la formule du n° 380.
(424) Revenons à la formule générale (b'), et appelons « le plus petit nombre positif qui rend 4e + C divisible par Q ; au moyen du seul nombreë, on pourra transformer d’une manière commode les différens termes de
la formule (b’). Soit, par exemple, Æ (ES) un de ces termes où A
doitètre en général un diviseur de Q ; on pourra faire e—Az#+- di, d'étant positif et A, Alors 4e C devient 4Az+ 494 C, et comme cette quantité divisible par ©, l'est à plus forte raison par A, il faudra que Ad+ C soit divisible par A, ce qui donnera A°=d'—6—A3. On aura donc
BG = 2 (CH) = (D
à ni)
Faisant une semblable. transformation ‘pour chacun des térmes dont la formule (b”) est composée, on aura pour résultat général
PE (Een CARO ba CE
Il étant une fonction semblable à P, et dont la valeur générale est L (2) Fe n—fE(s) +JfE (2 cnVE 2 ()+ été RE).
(425) Cette valeur de la fonction IT prouve qu’ ’elle n’est autre chose que la fonction P appliquée à la simple progression des nombres naturels 1, 2, 3...r, et qu’elle désigne par conséquent le nombre des termes a nl dé cette progression après en avoir exclus tous les termes divisibles par quelqu'un des nombres premiers 8, À, 4...c. En effet, dans le cas où le terme général An—C se réduit àz,ona 4—=1, C=o, et la valeur de € qui rend Æe+- C divisible par a est simplement e— 0, de sorte qu'alors 2 se change en II.
La fonction II est nulle, ainsi que la fonction P ; lorsque nr =0;
ret lorsque 7 est négatif, on a généralement II () = — 0] —);
car la progression 1, 2, 3...7 fait partie de la suite -plus PAIE Mio —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, etc.
Suivant ce qu'on a déja observé n° 418, si l'on a n—= ÂQ + m, et
‘qu'on fasse Q'—(0— 1) (A— 1) (uw —1)...(o— 1), il en résultera
P (ES) — 04 (EN
Cette propriété aura donc lieu aussi pour les fonctions I et T, qui sont des cas particuliers de la fonction P.
# La fonction P (2) s'accorde avec la quantité Z (= 2e toutes
les fois que x est un multiple de Q ; dès-lors on voit que Z (©) peut
s dé la val de PUNESensort _etre regar ee comme la valeur moyenne e 5 ; ensorie que.. de
P (2) — Z (2) est une quantité qui ne peut passer Certaines limites,
en plus ou en moins.
PES n ao!
La quantité Z (5) augmente cotstinment de — à mesure que 7
QUATRIÈME PARTIE. | dar augmente d’une unité; la fonction P (=) n'augmente pas aussi régu= lièrement; cependant lorsque » est devenue x + Q, elles ont augmenté
l’une et l’autre de la même quantité Q’. En général comme le (741 )*" terme de la suite 4—C, 24—C, etc. est (n+1)4—C, on voit
’ que PEN?) sera — o ou — 1, selon que (n+ 1) 4—C
est divisible ou non divisible par un des facteurs de ©.
(426) Lorsqu'on considère la progression 1,5, 5...(2n — 1), la fonction P se change en T', et il faut faire e—:(Q — 1). Soit donc F(Q—:1)=0, et on aura
DORCETE) :
Decette équation on déduit, en changeant le signe de », | (ES) =n(s)n (2)
Mais comme la progression 1, 3, 5, 7, eic. continuée dans le sens né-
gatif, est— 1,—5,—5, etc., il est clair qu'on à HE Hé » Donc des deux équations précédentes, on tire
n(e+)-+n(E) = an (e)
Si l’on fait dans celle-ci 2= 56, il en résulte IT (= 211 (2): mais
puisque 20 + 1 = ©, il est clair qu'on a I (2) Es: _—_ ES NE donc 11 (2) —+Q", ce qui donne les deux formules
n (EN + 9) ….. .…... ss. (h°)
T(E)=n (ES) ro... TR)
Réciproquement de la seconde on déduit
n(2) = TES +zr 0... (k')
Et cette valeur étant substituée dans la formule (c‘), on aura l'expres-
4ao THÉORIE DES-NOMBRES.
- sion générale dé 2 en fonction de 7°, laquelle sera
PONS Dee ee es ere
D'où il suit qu'une progression quelconque 4—C, 24—C...nA—C, contient autant.de termes premiers à @, qu'il y en a dans un pareil nombre de termes consécutifs de la suite des nombres impairs pris, non depuis le commencement de la suite, mais depuis le terme..... _26— 25 + 1 jusqu'au terme 27 + 26— 25—1 inclusivement.
Cette propriété établit une relation très-remarquable entre une progression arithmétique quelconque et la simple progression des nombres impairs, 11 faut en eflet, d’après le résultat qu'on vient d'obtenir , que ces deux progressions étant disposées, terme à térme, comme il suil :
LAËC, ER EP GA ee fndC, ete
ee 2é—27 5, 2E—20— I, 2E— 20 HI, 26205... , 26—202n—1, etc.
deux termes correspondans quelconques soient tous deux divisibles ou tous.deux non-divisibles par l’un des facteurs de Q. Or c’est ce qu’il
est facile de vérifier.imdépendamment de la théorie précédente; car deux termes correspondans quelconques étant représentés par 24— C et 26 2n—25— 1, si on observe que 4e C'est divisible par Q, et que 25 +1—Q, ces termes deviennent , en rejetant les multiples de Q, l'un 4(n+e), l'autre 2(7 + €). Donc ils seront tous deux premiers à Q, ou/tous deux non premiers à Q, selon que z+-e sera premier ou non premier à Q.
Il résulte encore de cette propriété ou de l’équation (|), que si on ne peut avoir plus de « termes consécutifs dans la suite 1,3, 5, 7,0, etc. qui soient divisibles par quelqu'un des facteurs de Q, il ne pourra non plus y avoir plus de & termes consécutifs dans une progression quelconque A— C, 24—C, etc., qui aient chacun un diviseur commun
HAT RAIN IURSE tm
avec @. Car si la quantité me ) augmente d’une unité lorsque
n devient z + «&, il faudra qu'en même temps P(E), qui devient P( (0)
théorème du n° 405.
) , augmente aussi d’une unité. C’est ce qui s'accorde avec le
(427) Les fonctions I, 7, P ont encore quelques autres relations assez remarquables. D'abord, comme la progression 1, 2, 5..... 2n
relative à (), est composée de la progression 1, 3, 5...(22—1)
ä ee \ TL és relative à T(=) et de la progression 2, 4; 6...2n, dont les termes
divisés par 2 donnent 1, 2,5... », il est clair qu'on a en général
D = DE) ne es mr On trouverait semblablement
T(E)= HE) n (Et): 200 Et comme on a P(2) I (=) — I (5) , Si on fait n— 6, cette équation donnera
PS) = ner)... (pY
Faisant »— € dans la formule (F), on aura donc T(£) —= 7 (
Li CE SDS FE AR 2 ,
€ — FN: » ER . > \ r . - — T{ = je Mais dans cette dernière équation € est à volonté, puis-
- qu'il ne reste plus de trace de la progression d'où € est tirée; donc on a, quel que soit »,
TONER Je TS). So ER (q')
Cette formule se déduirait aussi de la combinaison des équations (K') et (m').
$ XII. Méthodes pour compléter la résolution en nombres entiers des équations indéterminées du second degré.
(428) Ne avons donné dans la première partie les méthodes nécessaires pour résoudre en nombres entiers les équations indéterminées du second degré, qui sont de la forme ay° + byz + c3° — H ; c’est en effet à cette forme que peut être réduite toute équation proposée du second degré ; mais il reste une condition à remplir lorsque l'équation dont il s’agit contient des termes du premier degré.
Soit en général ay° + bys + cz + dy + fs + g—=0 l'équation proposée ; pour faire disparaître les termes où les indéterminées sont au Yÿ+a z! +6
premier degré, je fais y = > 4—=—7—, et j'ai la transformée
0 = ay + by'z' + 03/4 2aay' + 2067 + au? -- dal + 06 + baz +baC+fée0 + dy + flz+c6 Lol.
Supposant donc 244 + b6 + d—0o, 26 ba + f8—0o, on aura |
æ __ocd—fb CE _oaf— db % \ y; 5 $ Rs ÿ nn ee d’où l’on voit que si dans l'équation pro-
posée on fait immédiatement __# +2cd—fb Pam IT bb—4ac ? “T7 bb—/ac ?
la transformée sera
ay 4 by = — (af — bdf-+ cd) (bb — ac) — g (bb — 4ac)..
Je remarque maintenant qu’on peut supposer que les coefficiens a, b, c des termes du second degré dans l’équation proposée, n’ont pas de diviseur commun ; Car s'ils avaient un Commun diviseur © , il faudrait que dy + f:—+g füt aussi divisible par © ; or cette condition est facile à remplir, en introduisant une indéterminée nouvelle à la place de ÿ ou de 3, et alors toute l'équation devient divisible par «.
QUATRIÈME PARTIE. ! 423 Je remarque aussi qu’on peut faire abstraction du cas où bb — 4ac est une quantité négative, parce qu'alors le nombre des solutions de Ia transformée étant toujours limité, le procédé le plus simple est de sub. stituer successivement les valeurs trouvées de y” et.z, dans les formules Ty +ecd—fhi _ 2af — db 77 bb—%ac ? PR — 4ac donnent pour y et 3 des ee entiers.
; afin de voir quelles sont celles de
On peut se dispenser encore de discuter le cas où — 4ac, quoique posiuf, serait égal à un quarré, parce qu’alors la tansformée n’a encore qu'un nombre de solutions limité (n° 70). Il ne reste donc à examiner que le cas où db — 4ac est un nombre positif non-quarré. |
(429) Alors la transformée, si elle est résoluble, aura toujours une infinité de solutions routes dans un ou plusieurs CRE Ha Fe système Pourra étre représenté par Îles formules sai
# =yF+dG _—=<"+ÇG.
Lo (6 — ac) = F+ Gb — 4ue).
Pour éviter la considération des cas particuliers , nous supposerons que ces formules sont préparées de manière que les nombres 7 del 0% sont des entiers’, et que l’exposant 7 est un nombre à due Quelquefois la solution immédiate donnera, pour ces coeMitiens, des n0ombres affectés de la fraction =; il pourra arriver aussi que l’exposant 7 soit d’une forme désignée paire ou impaire. Maïs dans tous les cas, il est facile de réduire les formules à la forme” que nous ‘supposons , ‘où tous lés nombres sont entiers ‘ét l'exposant n à volonté : : il faut de plus se rappeler qw'on aura toujours (ne (D? 22 ac) — Feu Cela posé, il s'agit de trouver en général la Yaleur de D ‘telle que
les quantités | nn yF+9G+a Lt eFÆEG+C 3: Dre bb— 4ac
rt A r
NA PRIE ne eue due |
Ainsi en substituant ces valeurs de Fet G, on voit: que, Ja question se
5@" + Eng +e
réduit à déterminer n de ranière que les quantités tete, T— 4acC -
FH He tt soient des éutiers. Pour céla j nous distinguerons deux
cas, selon que n est paif où impair.
Soit 1°.n="2r, l'équation ç°— 4: re = 1, donne;-en népli-
geant les multiples de D? — 4ac,.@" = 1 on peut donc , au lieu
_de.æ et 6, mettre ag"et 6g°",.et alors supprimant le facteur q@”"—" qui né peut ‘avoir aucun. diviseur. commun ayec D — {ac , on trouve que Ja détermination de » ne dépense plus que des équations, du PIRE
‘degré
BD ae à e. C+oobatim
bb—4ac Re PAF TA bheetac € ER?
| lesquelles dora s’accorder entre elles, pour que l'équation proposée
soit résoluble en nombres entiers.
Soit 2°. n— 2m 1, alors, en négligeant les Hlénies de eee à on aura encore 4 — ag" et Ég", et la détermination de »# dépendra des équations du prémiér degré” sf
+2 + (mi) ns RM EE bb—"Zac ? bb — fac
hesiellés: doivent encore s’accorder entre elles. +
Donc dans. tous les cas on trouver a les valeurs convenable. de l'expo-
Sant z par la simple résolution d'une équation: indéterminée du premier degré; et la valeur de » qui résultera de cette solution étant en ‘général ‘de la forme » -L (b— 4ac)k, où est une‘indéterminée, äl s'ensuit qu'on aura ane infinité de valeurs de 2 qui satisferont à Ja question, de sorte
qu'on aura aussi. une: ‘infinité de Us de ÉApAAAE proposée ‘en
différentes solutions. : PRIT ESA
(430) Soit proposé maintenant , pour "compléter" ‘cette one à de résoudre la question suivante: 1.1:
Les nombres F et GC étant donnés par la nb o+4 y’A }* = F + Giy/A vins luguelle léxposant n est-indéterrniné, et où lon a g° — V'A — 1, trouver toutes les valeurs de n telles que la quantité
°AF2+ ji y ait divisible:parün nombre premier o qjuine divise pas A4.
Voici-une méthode qui a été indiquée pour cet: objet bag Fagrnge (Mém. de Berlin, 1767).
Je suppose d’abord qu’on connaisse une les de l'exposant ? ñ qui
satisfait à la question; soit cette valeur p.,.ilfaudra qu'en faisant
(O4 4 VAY=f+8 V4, là quantité see soit un: entier. Je
cherche’ ensuite un exposant 9, tel qu’en fiat (CEE v'4ÿ=f" +g! V4, le nombre £” soit divisible par ©. Il est certain que cet exposant existe, puisqu'on peut toujours satisfaire à l'équation 2° — Aw*y* = 1. Cet exposant étant trouvé, oi peut supposer en mème temps que fx soit divisible par ©; si cela, n’était Pape .0D doublerait l'exposant g; et faisant (+ Ly/4}* où (f'+ g v 4} ASE g” VA; on aurait f'=f" + Ag = 1248", et g"— 2f'g, de sorte que f"—1 et g° seraient a-la-fois divisibles par ©. Donc en Re les HRÉPArAEUEE convenables.,. on ‘trouvera toujours un exposant g, tel yuére faisant. . (+4 VAN =$f + g VA, les nombres f”— 1 et g*soient l'un et l'autre divisibles par ©.
Je dis maintenant qu'en préhant 7 — = qu + p, la quantité proposéé AF + GE sera divisible par ©, quel que soit l'entier x. Gar soit (f'+g VAY=F'+Gy/A, on aura F+ re =(f+gyA) (FH G VA), d'où lon tire F=fF +<gAG, G=fG+gF", et AF+pG+r=(Qf+ug)E" + (AgA + pf) G + ». Mais les valeurs développées de, F et G' étant F— ff" + = — LEA + etc.
G'=nf"""g + etc., si on néglige les multiples de w, on aura G=0, et Æ/=f*— 1; donc en négligeant les mêmes nu plee la quantité AFHpG +» se réduit à Af-+ug+v, donc elle est-divisible par ©.
Puisque toutes les valeurs de 7 comprises dans la formule 7 — g2+p sasfont à la question, il y aura toujours une de ces valeurs qui sera moindre que 4; de sorte qu on pourra toujours Suppôser p 7. Donc pour avoir l'exposant p qui donne la première FREE » il fautélever ® ++ 4 à ses puissances succéssives 0,1, 2, 3.../—1, et essayer, pour, chaque puissance représentée par f+- 8 4 4 ; Si la quantité Af+ug +» est divisible par ©. On peut aussi former directement la Suite des quantités Af + up, en observant que ceite suite est récurrente, et qw'elle.a pour échelle de relation 29, — 1; d’où il suit qu’au :moyen des deux premiers termes connus-A, AQ -+- 4, on formera aisément tous les autres. Ces calculs sont d'autant plus faciles, qu’on peut rejeter les multiples de w, à mesure qu’ils se présentent, et si le-pro-
blème est possiblé ; il faudra que dans les g premiers termes de la suite dont il s’agit, on trouve une ou plusieurs fois Af + ug += 0. (431) Connaïssant l'exposant le plus petit p qui rend ÀAf po ty divisible parcçun nombre premier ® Voici la méthode qu'on peut suivre our trouver. priori une valeur dé ni telle que À F + BGH soit divisible p par. une puissance donnée ©.
Nous “observerons, d'abord | qu'on peut résoudre (généralement l'équa-
da d Le Max + No - + Pet Qs* ete.
c'e dans laquelle Z et M sont des
sobres donnés, ét A P,, Q, etc. Fe fénctions RTE entières
sat
de LC: SEA cèlas il Rudra déterminer x de manière que D LOT T
un entier; ayant trouvé NN ,. si on substitue cette es dans
l’'équation:iproposéez elle: deviendra, de la: forme.:..,......,1.,4.4 F [EE À tL4 ° ,2 (4 © DH SrhBEe SD oi JO Rois = é semblable à la proposée ; mais
dont. le dénominateur. est d'un degré. moindre d’une unité. _ On aura ue , par uue suite de ‘procédés “semblables , z=l+ ox, xl +ox",
pp ox", etc. ;- d'où l’on conclura æ —/+ l'© + Pa + lo + etc. Susqu'à un terme de la forme œ mx) dans lequel ER sera une nouvellé indéterminée: , , :
Cela posé, si l'on veut, par bte dti la RES de » telle que la ‘quantité AE kG+y soit divisible par w° } on fera) Commè ci-dessus ; 2= gx -p,-etltoutes choses étant d’ailleurs: le mêmes», faisant de plus AfHug=N , 184 Huf=k , on aura A FE uG+ y = NE" pG +7. Dans cb quantité, qui est déjà divisible par ©, «quel. que soit{;x, il faudra;substituer, au leu de.” et G leurs valeurs développées, en.omettant la troisième PHARE et les puissances supérieures. de & ; ces valeurs RON PE NUS ot PRET Aa
U F2 je +2 Lire BA, G! af 8" AE On distinguéra” ensuite deux cas > Sélon .que x Us pi ôu impair
°: Six est pair, où pourra, à la place de», méttre T0 #1Ÿ; Let äbfélopper cette quantités" en-omettant les térmes qui contiennent “8° et lés ‘puissances supérieures de g”. Par ces‘substitutions, l'équation
at G£ _proposée Le es 26 deviendra
QUATRIÈME PARTIE. ë 429 x (P= + V2 D T1 mes A4) Lu .æf"2T 19) 4 Ly (F2, re
CÈ
Or f! n'étant pas divisible par © , puisque f—1 l'ést, on peut supprimér du numérateur le facteur commun Jo ce qui fait disparaître la variable en exposant ; si de plus on fait ë = oh, \ÆEy=0L;, l'équation à résoudre deviendra—
7 2 CRDP EE MEN ACC NUS ui jet Et celle-ci pouvant se ter par la méthode précédente, on aura le
résultat de Ja forme x = [+ lo + © °x , Où il faudra prendre l’indéterminée x” de manièré que x soit pair.
, CL 2. Six est impair, il faudra, à la place de »; "mettre »(f—2"4) 2,
et d’ailleurs le calcul sera entièrement semblable à celui du premier cas.
On voit maintenant le procédé à suivre, pour faire ensorte qu'une quantité de la forme AF- uG + » soit te par un nombre quelconque P. Ayant décomposé P en ses facteurs premiers, soit w" un de ces facteurs, on cherchera les valeurs de >, telles que la quantité proposée soit divisible par æ", et ainsi successivement par rapport à chacun des autres facteurs. On aura différentes valeurs particulières de z qu'il faudra combiner ensemble , afin d’avoir une valeur générale qui satisfasse à toutes les conditions , et le problème ne sera résoluble qu'autant que toutes ces conditions pourront être remplies.
(432) Nous remarquerons que la valeur de 4 dont on a besoin dans: la solution précédente (n° 431), peut être donnée directement par le théorème suivant.
« Si lon ag —44"— 1, et qu'on cherche un exposant 9, tel que » (++ 4} — x soit divisible par un nombre premier © non-di-
» viseur de 44, je dis qu'on peut faire 9 —®— 1 si l’on a (6) +1, » où qg=@"+#+ 1 si l'on a = I
En ‘effet on trouvera, comme au n° 129, que la quantité... (DHL y 4) —(p+ Ad VA), divisée par ©, laisse le même reste qu'une quantité semblable (g— #44 4/4) — (D —%L4 y 4), dans
D) + hu LE ER SPAS EL
laquelle X est un entier quelconque. Soit k—=@, on aura ainsi, en omettant lés multiples de ,
H 4 VA) (+ NV A = VA) V
DT
et le sécond Diable à cat de L’—=+%, devient Ÿy/4(42 — 1) ou dy 4 LC) — 1 | Soit a°. (É)— 2, on aura (+44) (0H y 4) = 0; donc (244 y 4) T7 — 1 est divisible par © , donc on peut faire 9 = 1. Soit 2°. (2) =— 1, On aura (e +4) = 9 —4 V4; donc (+ Ly4) Te — Al 1, donc on peut fire = 01.
LE ER ve FR 0
e- CARS IT SOS
AE ne PE RE à
Re TR ARE De rer eee — pd Tr mm per
QUATRAÈME PARTIE. 43x
$ XIH. Méthode de Fermat pour la résolution de l'équation Y*—=atbx+cx?+dx3 + ext en nombres rationnels.
(433) ASE été conduits à traiter fort au long de la résolution des équations indéterminées , nous devons faire mention d’une méthode indiquée par Fermat pour résoudre «en nombres rationnels l'équation Jia + bx +cx* +- dx + ext, dont le second membre est un polynome rationnel où la variable ne passe pas le quatrième degré. Voici les cas principaux dans lesquels da: résolution est possible. 1°. Si le nombre « est égal à un quarré positif f#, les valeurs x—=0, | ÿ =$f donneront immédiatement une solution de l'équation proposée. -Pour avoir üne autre solution, on supposera 4-02 0207.24 das = (f + gx + hx*)*, ce qui donnera, en développant et ;ordonnant, ; 0 = f*" + 2fgx + 2fhx° + 29h44 hat —a—b + gt — d —e
Or on a déjà f° = a ; si pour faire disparaître les deux termes suivans, on fait 2%$—b—=0, 2fh+g —c=0, 9e en tirera les valeurs des Crée
coeficiens g et h, lesquelles. seront g — D h=— - F. Alors l'équa-
tion étant Ledaite : aux seuls termes qui contiennent x° et at, il en
résultera une valeur rationnelle de x, sayoir x — RTE -Gette ya-
leur donnera donc une nouvelle solution en rnonrbnes: ratiomnels de l'équation proposée ; si toutefois*on n'a pas 22h d, mie.
La nouvelle:solition étant désignée par à = #2, si l'on fait généralement &15= mi x", ét qu'on. substitue: cette ÉsrPes ais: l'équation proposée,-le sécond membre deviendra de la forme a! + Dix c'x d'art «dans laquelle: 4’ .sera encore un quarré.positif. On. Prpcéderardone:de la mêmematière, por trouver une nouvelle valeur. de x" et ainsi à d'anfii. D'où lon-voitiqu'une première :valewr, connue de x suffit pour'en taire trouver une jinfinité-d’autres ,-sanf quelques cas par-
tculiers qui ne peuvent guères avoir lieu que lorsqu'il est absolument impossible de résoudre l'équation proposée autrement que par les premières valeurs données.
. Si le coefficient e du terme exf est égal à un quarré positif h°$ on a a + bx + cx° + das + ext — HE + hx*)*, ce qui donnera, en développant et réduisant,
+ 2fgx + 2fhx* + 2ghx Re M LE 0 NE Se
Maintenant on Eure faire disparaître les x? et x°,, en prenant,s — 2
aps.
f= LE ;et alors Ve équation réduite au premier degré, Jonne x ei
Cette solution en fournira ensuite une infinité d’autres comme dans-le cas a Die mais il faut qu'on n'ait pas 2/2 — db — 0.
.« Si l'équation proposée est de la forme y* = f2, + dx + ca + Due h°xt, ensorte qu’elle tombe à-la-fois dans les deux ças précédens, on pourra fie usage de chacun des moyens indiqués. On ‘peut. anis tout d’un coup faire 7 = f + gx + (Le ; Ce qui donnera, en substituant, développant et réduisant,
0 — 3fex + a — b He —d
RE
A EE DE
Or on peut satisfaire à celle-ci de deux manières , soit en faisant 2 — .
ce qui donne x = ER > Soit en faisant = ES, d’où l’on tire
Æogh—d ?
PR ofg—b ; Te rafh
4°. Si on a une solution désignée par x m, on ri à et l'équation sera ramenée au premier. cas.
Nous pourrions ajouter un grand nombre d'applications de cette méthode tirées des problèmes d’analyse indéterminée, dont Euler a donné les solutions dans plusieurs de ses Mémoires, et das le second volume de son Algèbre. Nous nous bornerons à un ou ‘deux. exemples de ce genre, afin de donner une idée de cette branche d'analyse, qui. exige une grande sagacité dans le choix des moyens de solution, mais qui étant trop particulière, n’a qu'un rapport éloigné avec notre sujet.
TE 2 nn =— RESTE ns -
QUATRIÈME PARTIE. * 433 (434) Proposons-nous de: trouver trois nombres #,7, z, tels que les trois formules
LH 22, 2H", JE H 22 soient égales à des quarrés.
Comme on peut supposer que ces nombres sont premiers entre eux;
il est aisé de voir qu'ils doivent être tous trois impairs : on peut donc faire Y=x+ 2p, 3—x+2q, et on aura
LP + 2 42° HA(P Ha) +4 (pt 29°).
Je fais cette quantité = 4(x+f), et j'en tire ere La se-
conde formule donnera semblablement x — et pour faire
accorder ces deux valeurs, je fais :
P'Hag fig aps, —p—2=2%—q—2p;
j'en tire des valeurs rationnelles de f et de g , savoir f— 1(5q + SP); Le £g=2:(bp +3), au ose desquelles la valeur de'x detdeds
7D°— Bopq + 70°
8(p+q) Cette valeur satisfait déjà aux deux premières conditions : on aura d’ailleurs les valeurs correspondantes de y et 3 par les formules 7 =x+ 2p, z—x +29; de sorte qu'en supprimant le dénominateur commun , on pourra faire
7p° — 50pq + 79° BE API 04:
7P° — 14pq + 254.
-Substituant ces valeurs dans la formule y? -+2°+-2x*, et faisant...
P—:-10, il restera à satisfaire à la condition q ’ :
1 + 20. 20° p.95 + 162 0f — à un quarré.
Or on trouve immédiatement Ü—0o, où Ü——1, ou {——2; maisilne résulte de.là aucune solution. Soit donc, suivant la méthode précédente, 1+ 20 + 20 LOS LL I690— (1 Hal 180); si l'on développe cette équation , et qu'on prenne æ—"#,, on aura.
@— 208; donc p— 209, g9— 1, ce qui donne cette solution
À Hdi
lobes THÉORIE DES NOMBRES.
Il serait facile d'en trouver plusieurs autres , mais elles seraïent pro bablement plus composées , quoique la code dont nous avons fait usage ne prouve pas que les nombres, trouvés sont.les moindres posfiles qui satisfont à la question.
Soit proposé encore de trouver trois quarrés inégaux x°,7°, 2", tels que les trois formules x? +72, 22 — y, y it, soient égales à des quarrés.
On trouve aisément que les deux premières conditions sont remplies, en faisant :
LE 7 — St 2 I — 75 — $?,
1 reste donc à satisfaire à la troisième, Hiquelle devient, par la substitution de ces valeurs; rf— 4195 sf à ün quarré. Soit r—05, la question se réduit à faire ensorte que 0t— 48° + 1 soit un quärré. On pourrait prendre —0 , ou Ô— 2, mais il ne résulte de là aucune solüution convenable ; pour avoir d'autres-valeurs soit 0 — 249, on aura 1 169 + 2097 + 89% + 89 — à un quarré. Je fais celte quantité
= (1+ 89 + 9°) ; prenant ensuite à = 1, je trouve ® ——-’}; donc O——15, r— 15, s—#4, d'où résulte cette solution :
HAT = 200)» 325140; Ce sont vraisemblablement les moindres nombres qui satisfont à la ‘question. On aurait pu faire encore & — — 22, ce qui aurait donné — 12, 0—##:, our—442,.s — 161 : mais de là résultent des nombres beaucoup plus considérables que les précédens. On peut suivre un autre procédé pour faire ensorte que la quantité 1 16p+ 209° + 8p° + ot soit égale : à un quarré. Représentons ce
quarré par, (1 + mp + n9*), nous aurons, en Rae et dévelop pant,
D — DNROre + RAS gi 16 + mt -— 8: — 1 20 à
16—0m. L:18—92mn 2n + m° CURE n° — 1
(8m) n° + (n° — 20m 8) Rp Em 720:
Soit ® — , On aura entré meUr l'équation
‘Maintenant, EE avoir une valeur rationnelle de 7, soit m——8, on
aura nn =, P— ir) Ce qui est “la seconde 4 deux solutions trouvées par l’aütre méthode:
Usage de l'analyse indéterminée dans la résolution de l'équation X2— 1 — 0, n éfant un nombre premier.
(435) S,; l'on écarte du premier membre le facteur x— 1, et qu'on fasse
A — dt Li ns Las, cos Xl,
on saît par le FR de Côtes que le polynomie Æ a pour facteur général x°— 2x cos 227 + 1, k étant un nombre quelconque non-
divisible par 7 ; de sorte qu’en donnant à k les valeurs successives 1,2, 3,...:(n— 1), on aura tous les facteurs dont ce polynome est composé.
Les connaissances des Analystes sur la résolution de l'équation
&'— 1—0, étaient presque réduites à ce seul théorème , lorsque M. Gauss publia son excellent ouvrage intitulé Disquisitiones Arithmeticæ , où l’on: trouve une théorie nouvellé et trés-complète de la ete de la même équation, ou, ce qui revient au même, de la division de la circonférence en » Dértés égales.
Comme cette théorie est une des applications les de intéressantes de l'analyse indéterminée , et qu’elle conduit à des résultats irès-curieux, nous avons cru faire plaisir à nos lecteurs, en l’exposant ici avec tous les développemens nécessaires,
(436) Si on appelle r l’une quelconque des racines imaginaires de
l'équation x"— 10, c’est-à-dire ;-si l’on-fait r—cos x 1 FAess k étant un nombre quelconque non-multiple de » ,. toutes les racines de cette équation seront r, 7°, r°..... 7"; desquelles séparant la racme r— 1, il restera pour les ns d Rss À=O, ces n—1 valeurs :
Dial the duree ste CA
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En général donc r sera une racine quelconque de l'équation XY—0, pourvu que æ ne soit ni zéro ni multiple de ».
Avec cette restriction il n’y a que 2 —1 valeurs différentes com
| prises dans HSPIE SION æ — r°3; Car si on avait & — nk+i, il est chair qu'on aurait r —1r, puisque r"—1; et par la même raison, on — à — kn— aurait aussi r —7r! ir .
D'ailleurs on prouve aisément que les 2— 1 valeurs précédentes sont
différentes entre elles; car si on avait pe « et 6 étant plus pe=
: . # 5 5 TE r , tits que 7, il en résulterait r —1,€ étant Æ(aæ—6) et par conséquent plus petit que #7. Maïs comme » est un nombre premier , les
deux fquations, P=1,r—i,tne sauraient:avoir Jieu ensemble, à, moins qu on n'eùt nn Ce qui est contre la supposition.
sis Cela posé , le polynome X peut être mis sous la forme X=(x—r) (x 7) (x — rt)... (x — 7).
Et comme on peut mettre 7*, où en général r° r* au lieu de r, On aura aussi
Xe) (x rt) (x —7r)..... CREME et sr É É | XL = (er) (or) (ar) (are).
Donc puisque le second terme du polynome X a pour coefficient +:r, on aura
O=1IHrhr bre... He, et en général, 0— 1 + RCE ee + Fée ye..
équations qui ont lieu sans GÉASRes celle des racmes de l'équation X=0 qe OREPTENTEPOUL FR PER RARE EE
(438) « Tuéonèmz. Soit @(r, s, #, u, etc.) une fonction rationnelle
NQUIÈME PARTIE. :! 457 »- etentière (x) des racinesr, s, 4, etc. de l'équation X—0;, ou sèule- » mentde quelques-unes d’entre elles ; si dans cette fonction on substitte:; ». successivement, au Heu des racines r, s, t,.etc., leurs quarrés , leurs » cubes, et.ainsi jusqu'aux. puissances .de l’ordre.z, lesquelles seiré-,, » duisent toutes à l'unité; je dis que la somme des 7 fonctions ainsi » formées,
».E(r;s,t, etc.) Æ (rt, s°, €, etc.) +. 2. +0 (1, sHHEiC.), : »_sera égale à un PAR den. » | En effet SPA terme en particulier de la fonction Q] étant . de ka.
forme -4r°s D, et les racines s, £, u, etc. étant des puissances déterminées de‘lune d'elles r > il est Cie que ce terme se réduira toujours
h-la forme Ar, où l'on ‘peut supposer € < Donc la fonction entière (Tr, St, u, et) se réduira à la forme “a A+ ATH Ar ie 2 AO, Si l’on met ensuite 7° à la place de r, ce qui change en même temps sen s*, é en #, etc. , la fonction @(r°, s°, {*, uw, etc.) sera représentée par | | [2 " nn) AH ATH Art ee AOrES, Mar : 2 æ et :
et en général la fonction @(r ,; s , & , etc.) le sera par
D en +0 De:
Donc la somme de toutes ces fonctions ; jusqu'à GUrESSEEE etc. ) inclusivement , sera
"nd ELA (r ER ET...) HE A (PE D rs... 7°
2 AO (ET LE ps LE pins, MOD),
G) Nous appellerons désormais Fonction rationnelle et entière des quantités r, s, t,u, etc. toute fonction composée de tant de termes qu'on voudra, de la forme
AP) 'etc/, A'étant un entier.
quantité qui se réduit à 74° (n° 437) et par conséquentiest, un multiple den.
Il ést bien à rémarquer: que ce théorème à lieu, quel que soit le nombre des racines 7, s, t, etc. qui entrent dans la fonction 9.
(439) Tuéonèmr. « Si le polÿnome Z = x" + Aa Bars » Cx"—3+ etc., dans lequel les coefliciens 4, B:, C, etc. sont entiers, » est divisible par le polynome P = x" + ax" ba"? -L etc., dont » tous les coefliciens a, b, c, etc. sont rationnels ; je dis que ces der= »'niers doivent ‘aussi être de nombres entiers. »
Car après avoir réduit tous les termes de P, excepté le premier x", à un méme dénominateur, soit ce dénominateur — &'A, a étant la plus haute puissance de un des nombres premiers qui en sont divi-. seurs; on pourra supposer (n° 44), |
P=PHEHE
P',P", P" étant des polynomes en x dont tous les coefficiens sont entiers , le premier du degré 7 commençant par x", les deux autres du degré 7 — 1 au plus: Si on appelle Q le quotient de Z divisé par ?, on pourra faire semblablement
Cela posé, le produit PQ devant se réduire à un polynome dont tous
les coefliciens sont entiers , il faudra que le terme = - disparaisse de
lui-même, puisque les autres n'offrent dans leurs ui que des puissances moins élevées de &. Donc l’une au moins des Re
P" et Q" est nulle: ce ne peut être P”, puisque P contient «°° dans ses dénominateurs ; donc on a Q”’—0o, donc « ne se trouve pas dans les
dénominateurs de . Mais alors ayant d’une part P= P+T no :
de l’autre Q—=Q 2Q7 <> le produit PQ ot la pie — +
Ë _ , dont le dernier terme peut être changé en LE fe Ge EURE 3 DEA et
; étant des nombres entiers (n° 14). Or la rie Ja _. élevée
"CINQUIÈME PARTIE. 439 de æ dans fP"Q" est moindre que dans ?”Q°, puisque Q con- . PQ" + fP'Q"
tient le terme x"7*; qui n’est point dans Q”. Donc = ne a
saurait se réduire à*un entier. Donc le polynome ? ne doit contenir dans ses coefliciens aucun terme fractionnaire. -
(440) Tuéorème. « Le polynome X, dans lequel x est toujours sup- » posé un nombre-premier ; ne peut se décomposer en deux facteurs » rationnels. »
Car supposons que le polynome X du degré 7 — 1; ait pour ee le polynome de degré inférieur
PR tax -Lix 2. LE Ame, il faudra, par le théorème précédent, que tous les coeñiciens 4, b, ce, etc. soient des entiers. De plus on peut observer que » doit étre pair et À positif; car si ces conditions n'avaient pas lieu à-la-fois, l'équation P = 0 auraitau moins une racine réelle, laquelle serait aussi urie racine del’équation X— : or on sait que celle-ci n’a que desracinesimaginaires.
Soient 7, $, £, u, etc. les racines de l'équation PE=9 ; ensorte qu'on ait l'équation rtnteta À US
P:= (x: —.1) (&.— s) (x —.t) (x — u) ral
le nombre, des facteurs æ—r, æ—51} etc. étant». On'peut donner-une valeur quelconque à x dans cette équation ; soit donc x = 1, et appe- Jons p' ce que devient P; nous aurons
= G 90 (0 de Di
Le ne pi aura aussi pour valeur 1 +4 + b 4 c+ etc, etainst 1l sera entier; dé: plus, il devra.être positif, puisque toutes. Tes racines LS) 6tCESONT imaginaires.
Au moyen de l'équation P—o, dont les racines sontr, s,/#,"u;,etc!,
‘il est aisé de former une autre étquation PE Ru déntlés races Soient
AT è F,S, , etc.; et parce que les coefliciens du polynome P sont en-
tiers, le premier, étant =: » ‘ceux du polynome de même degré Pa seront pareïllement entiers , ainsi qu'il résulte des formules connues. Donc
si on fait x=—1 dans chacun des polynomes PE ?, ét que les nonibrés
drnédisss. RE a EE
pre —
4ho _ THÉORIE DES NOMBRES.
résultans soient successivement :
p'= (ir) (as) (18) (1—u) etc p'= (ir) (is) (16) (1—u) etc.
D (ere) (rs) (1e) (ru) etc. ;
il est clair qué tous les nombres p', p”, FF ,...p®-® seront des entiers positifs.
"Maintenant si on multiplie toutes ces équations entre elles, et qu'on observe que par l'équation À = (x—r) (x—s) (x—t), etc., on a pour chacune des racines r, s, £, etc.
(Gr) Gr) Gr)... (7) = n Ga) Ce RO De cn ni etc.
le produit sera:
PPP'... Re =».
* Mais puisque toutes les quantités p’, p",....p®® sont des entiers po-
sitifs, et que leur nombre 7 — 1 SA y, il faut, pour que leur
produit soit 7, que quelques-unes d’entre elles soient égales : à nouà une’ puissance dei», .et que d’autres soient égales à l'unité. Le nombre de ‘celles-ci ne-peut être moindre que 7—1—y; si on l'appelle Æ, il
_est clair que la somme p +p'+pf....-+pf? sera de la forme +47.
Or on a démontré (n° 438) que la même somme, en y comprenant p®, qui est zéro, est un multiple de 7. Il faudrait fie qu'on eùt ktAn—Bn, ‘équation npbssble, puisque Æ'est <vet >n—1—v, où — Het). Doncsi P est diviseur della fonction X,, les coefficiens:de P ne peuvent être des nombres entiers. Donc la Re Xne peut avoir que des facteurs irationnels.
Remarque. Ce théorème n'aurait pas lieu si 2 était un nombre com-
po par exemple , lorsque z—9, on a À (aa) (xx).
(445) Puisqu’il est démontré que le polynome X ne peut avoir aucun facteur rationñel, 7 étant un nombre premier, la résolution de l’équation Ÿ=—0 ne peut se faire qu’en décomposant X.en facteurs irration-
are T SE es EMEA di LS SOLE PR RER ne im me» Rm— a AE . cr - + me =
: CINQUIÈME PARTIE. 4x nels. Or la théorié que nous allons exposer d'après M. Gauss, a pour but de démontrer cette proposition -très-sénérale :
« Ayant décomposé 721 en facteurs premiers, a, b, c, etc., de
» sorte qu'on ait 2—1 Ve ,; etc., je dis que la résolution de l’é- » quation-Ÿ —0, ou, ce qui revientau même; celle: de:æ"—1—o , » pourra toujours se réduire à la résolution de plusieurs Ares de » degré inférieur, «savoir: & équations dB degré a, 6 du degré b;, y du »_ degré c, et ainsi de suite.»
Par cubes silon az—75, ce qui donne 2— 1 —2°.5", la résolution de l'équation x — 1 —0 s'effectuera moyennant trois. équations du second degré et deux du troisième,
Si lona z—17,ce qui donne n—1—52, la Polib on de l’équation x'—1—0o se réduira à celle de quatre équations du second degré. On peut donc diviser géométriquement la circonférence en dix-sept parties égales, ce qu'on était loin de regarder comme possible ayant la démonstration de M: Gauss.
En général, si le nombre premier est de la forme 2" 1, on pourra réduire la résolution de l'équation x"—1=—=0 à celle.de "1 équations du second degré; il ne faudra même que »—1 de ces équations, sil
agit de la division du cercle en 2 parties égales.
Observons que 2" 1 ne pourrait être un nombre premier , si » était
impair ou qu'ileùt seulement un diviseur impair, car 2*#+Er a pour
facteur 3, et AR 1 a pour facteur 244 , si 6 estimpair. Donc2"+r ne pourra être premier que lorsque 77 sera une puissance de 2,-et cependant il ne sera pas premier toutes les fois que 72 sera une puissance de'2; car il y a exception lorsque m=— 2=— 32.
Après les cas de m—1, 2, 4, qui sont déja connus, si l’on prend celui de m—8, il en résulte ñn— 21257, qui est- un nombre premier. Donc on peut diviser géométriquement la circonférence en #7 parties égales, ce qui se fera au moyen de sept équations du second
degré.
La division géométrique peut se’ faire aussi en 255 et 256 parties, puisque 255—53.5.17 et 256— 2" ; de sorté que les trois nombres consécutifs 255, 256, 257, ont la propriété de diviser géométriquement la circonférence. Dans les nombres inférieurs, il faudrait descendre jusqu'à 15, 16, 17, pour rencontrer une semblable propriété.
Et parce que 2° 1 —65537 est aussi un nombre premier, si on re-
marque que 2/5—=1—4(2%—;).(2 +1) 255.257, on verra que les
LE PIEDS DES NS TIR ire
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trois nombres consécutifs 65535, 65536, 65557, quoique lrès-grands ; jouissent encore de la mème propriété. Mais on né peut Continuer immé: üiaterent cette suite, parce que 2° 1 n’est pas un forbre prérnier.
(44 2) Toute racine de l'équation X—0 pouvant être Les par r”, & n’étantnizéro nimultiple de 7, nous désignerons celté racine par l’expression abrégée (a). Cela posé, deux racines (æ) et (6) seront les mêmes siæ—6 est divisible par , et différentes s'il n’est pas divisible, Deplus , il suit de l'origine de cés racines que le produit ()X (0 = (a+ 6), et que la puissance (a) =(n2) 3 propriétés analogues à celles des loga= rithmes. On observera aussi qu’on à OERr ; (a)=1 ,'et en général (4n)=1, puisque ces expréssions représentent 1°, 1, 1%, Qui Sont égales : à l'unité.
Toutes les racines’ de l'équation À —0o sont représentées par la suite (1) (2), (6)....(n—1); mais comme au lieu de r on peut prendre.en
ire æ . . R .
général r , pourvu que & ne soit pas divisible par 2, ces mêmes racines
‘seront représentées par la suite («), (24), (54)..:(n— 1.4), quinedifféréra de la première que par l’ordre de ses termes.
(443) Considérons maintenant l'équation mdéterminée x""—1—=c{(n), dont le second membre désigne un multiple quelconque de 2: On sait que les 7 — 1 racines de cette équation, supposées positives ‘et moindres que »;, sont la Suite des nombres naturels &, 22, 3..:.(2=——4x). On sait “en nrème temps (n° 336) qu’il est toujours possible detrouver un nombre g qui par Ses puissances successives ee toutes les racines de la même
équation ; de sorte que la suite g, g°, g°;.2.8"", où, ce qui revient au même, 1, Br 8" donne, en omettantles saltigies de », lesimêèmes termes qui sont contenus danis la suite, 2, 5... .(4—1).
Ce“nombre g, auquel nous donnerons le nom délracine primitive , doit être tel que ?r'étant plus petit que 2— 1, on ne puissé avoir 2" —1 , où g"— 1 —cl(n). Alors & étant un nombre quelconque non-divisible par 7, on pourra toujours trouver un exposant p tel que g"— C2 c’est-à-dire ,
tel que ge —a—=c(n) ; car'lenombre a, ‘sil se trouve dans la suite 1,2, 3 ..n—1, doit également se trouver-dans la suite 1,2, 2°, g7..2"?,
et si « est plus igind que », il suflit de considérer le reste de æ‘divisé par 2.
Au moyen dela racine primitive g-.on peut donc ‘exprimer toutes les
-à ces À équations :
(FÉRIER TANT
: -"CINQUIÈME PARTIE. | 443 racines de l'équation X=0, de cette manière: (1), (2), (g°)...(g"—), et-plus généralement, en prenant pour & un nombre-quelconque nondivisible par.» , ces racines pourront être représentées par la suite
(a), (ag), (ag”)......(ag"—);
elles le seraient également par la suite (a), (aG}s:(&Gt).....(aG"),
si G était une autre racine primitive de l'équation x"! — 1 —={(n); or il en existe toujours plusieurs, excepté le cas de 7—3, où il n'y en a qu'une. .
(444) Soitmun diviseur quelconque, premier ou non-premier, de—1, et soit »—1—m#, l'équation indéterminée x" — 1 —={{n), qui devient a®*—1 —=ch(n), pourra se décomposer en un nombre k d'équations de la forme x" — 4= (n).
Pour cela il faut faire 4=1, c’est-à-dire, Æ\—1=—c(n); et si on représente par 1, À, 4”,..AG70 les {—1 valeurs de Z qui satisfont à cette équation, il est clair-que l'équation a"*—1—c/(n) sera équivalente
x" — 1 — (n) x" — A —"cH(n) x" — A" —= c(n)
et toutes les solutions de l'équation x"='—1=—c{{(n) seront ainsi partagées en. X groupes de chacun » termes, puisque,chacune des équations précédentes doit avoir.» solutions. |
(445) Appelons &, à, a”... arr, les m yacines de l'équation imdéterminée x° — 4’—@l(n)" Ces mêmes racines considérées comme exposans de » et transportées à l'équation X —0 , formeront le groupe de raCines correspondantes
(a), (&), (@).....(am),
que nous appellerons une:periode, et que nous désignerons par l’expres-
1| fl
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sion abrégée (m, a), où m est le nombre des téfmes de la période ; et &
Fexposant | d’ un de ses termes. 3 Sous ce point-de-vue, la totalité des racines “de l'équation Hs =Si0
forme elle-même une période de 7—1 termes, dont un terme est 7’
ou (1); et cette période peut se désigner par Et, 1) Ou (2—1, & Es æ étant un nombre quelconque non=divisible par 2.
Lorsqu'on faitn—1=mk, la: période totale (as , 1) ou (mk, 1) se décomposera en k périodes 5 m termes, dont une quelconque sera désignée par (m, æ). Mais il convient d'examiner plus particulièrement la formation de ces périodes.
(446) Pour trouver toutes les valeurs de Z qui satisfont à l’équation A\—1=c(n), j'observe qu'on peut faire. 4*= 8" — 9", ce qui-donnera /=—g"; et cette valeur élevée à ses puissances successives donnera toutes les autres, de sorte que les # racines de l'équation 4*—1 —/(n), seront De.
LS pm. RS 8.
Ces valeurs sont toutes différentes entre elles ; car sion avait # EE %5
il en résulterait gi D —1, Ce qui ne peut avoir lieu (445) ; puisque ‘
m(—) est plus petit que DE ou. n—1.
Les valeurs de À étant connues 5, Al sera facile de résoudre chacune des équations x°— 4=— cH(n).
Et d’abord l'équation x"— La) étant la même que...... a"—g"*— cn); on en üre.x=g". Soit donc kg", etes m Le de x dans l'équation x" —1= (7), seront.
Mer a; RS TES ER
On Poe ait d’ailleurs , comme. ci-dessus, gs elles sont toutes die rentes entre elles.
La seconde équation x — 4’ Mn): où l'on a 4 di donne x —=g , et dela les #7 solutions-comprenant le. second BFORPe
oo, gh, Di Da BR:
La troisième. x” — 4” —=cl(n), où l'on a d'=gr, donne pour les valeurs de æ composant le troisième groupe, De Bla She cghes el ainsi de suite.
CINQUIÈME PARTIE. : 445 “Revenant donc à l'équation X—=0, on voit que les racines formant a période (m, x) sont
(GE (4), Po ee
que les -nirdcines de: la seconde période (m, 8) sont
(g); (gh), (8)..4..(8r);
que les » racines deïla troisième période (m”,g*) sont
(eg); (gh)3, (g'h)es. CRT),
. . ’: pers É— .
et ainsi jusqu'à la période (w, 8"), qui comprend les racines. .,
(BEBE VO EE (er Poe uR MG Te
(447) La période (n—+1, 1) ou (mk; 1) comprenant toutes les racines de l'équation #0, se divise donc en # périodes de » termes, lesquelles sont :
(GTS de ge (mie. (ms ST);
el parce qu’ au lieu de r on peut mettre r° » OÙ parce qu on peut suppo= ser 4—g', ces À périodes péuyent aussi être ee par
(m, 4)5 (mere) (nm, don. (mn ape), æ étant un nombre quelconque non-divisible par 7.
Chacune de ces périodes représentée par: (1, 4) est composée. des termes (æ), (ah); en .. (ah); et comme cette suite estiréntrante sur elle-même ;‘puisqu’en omettant les multiples de 2, on à a4"— «il est clair qu’au Léa du terme (&), on peut prendre un térme. quelconque de la période, et qu’ainsi la période désignée par (me, «) peut l'être également par (x, ah), (m, ah), etc."
(448) Ayant ainsi-décomposé la Sbode (mk,.x) en k:pér de de »+ termes, dont une quelconque est (7, «), si ona m—»#, on pourra décomposer de même chaque période (#7, «) ou (r'K, ke en k’ périodes de m' termes. j 7
Soit x"— 4 —cl(n) l'équation idée dont Jes racines servent à former la période (m1, &) , de sorte que æ soit une des valeurs de x, ou qu’on ait a=—4 ; nous Commencerons par décomposer l’équation
| cf + |
indéterminée 2”"— A=,cM(n) ou a%"— 4—cû(n) en #: équations ‘de la forme x"— B —ch(n). | Pour cela il faut qu'on ait B“— 4=ch(n), ou pour abréger , :...: B"'—4=2"—4""; de là on tire B—a", ou plus généralement Ba" ; + étant l’une des racines de l'équation y“ —1= cA(n). Celle-ci donne; en omettant toujours les multiples de », yŸ =1=8" = gi = ges donc y = g"*. Es #4 Soit pg’—=2"*— 9%", et les % valeurs de 2” seront
ap On aura ensuite à résoudre les A équations
cH(n) cH(n)
age EE RE DE
a" = a" m m' DA — € S ls is — =. &" : 2
IA
AE = angl) — cn) ;
et le groupe de racines provenant de chacune de ces équations servira à former l’une des périodes de #° termes, dans lesquelles se décompose la période (m7, æ).
(449) La première x" —a"—ch(n) donne x—«, ou plus généralement x=—=ày,7 étant une des »”° racines de l'équation y"”—1—c4(n). Gelle-ci donne, en omettant les multiples de », = 1 =g" ge donc y=g"#, Soit = g"=gtn:#", et les racines de l'équation … æw a" >= Mn), seront : |
dé ah oh Dh ED
La seconde équation x"— &"2’—ch(n) ne diffère de la précédente qu’en ce qu’au lieu de a" on a «"2’ ou 4"'2"*; ainsi il suflit de mettre ag* à la place de «, et on aura pour les racmes-de la seconde équation
ag', agh, ag'ht,.....,ag Re); celles de la troisième seront semblablement
2% K7 xp DMC ag, ag, age... se. ag" ha,
et ainsi de suite.
-: Donc la période (is a) ou (n'K, æ) se décomposera en 4” périodes de r»/ termes, savoir :
(nm, a), (mn, agt), (mn, ag*)......(nr, AOREUIT,
et l’une quelconque de ces périodes, désignée par (x, 6), contiendra les racmes
LE) COR) CGR ESS. ABRE D Li A
elle pourra être également désignée par (n', 6), (m', GR), etc.
(450) Maintenant les autres sous-divisions, s'il y a lieu, ne présentent aucune difficulté. Par exemple, si d'ona »m—m'k#", et qu'ou veuille de nouveau décomposer la période (#', a) où ("K, «) en k périodes de 7" termes, ces périodes seront, en faisant e— AK",
(ni, a), (n', aff) "(mt ne). RS Rates 100 ; et chacune d'elles, par exemple la période (m°, «), sera composée des
racines
(2), (aH), (a)... (@H°"T),
où l'on a H=g%-1:", Ainsi on peut directement'obtenirtes périodes sans recourir à celles qui précèdent.
(451) Soït pour exemple #— 19; comme 2 est une des-racines primitives de l'équation x'°—1—c{l{(r19) , onpourræfaire g—2. Si ensuite on décompose le nombre 7 —r=—18 en deux facteurs 6 et 3, on fera ni==0$ EEE; h= g"=8. La période (18, 1) contenant toutes les racimes de : équation X—o, se décomposera donc en trois périodes de six termes, savoir : (6,:1),.(6, 2) et (6, 4).
La mn (6, ) comprend les racines (1), (8), (8°), etc., lesquelles, par l’omission des multiples de 19, deviennent: (r), (8), (7), (18), (ui), G).
Multipliant les nombres ainsi réduits par 2, et omettant encore les multiples de 19, on aura (2), (16), (14), (17), (3), @) pour lesxacinés qui composent la période (0 27)
Enfin on trouve de même que les racines composant la période (6, 4) sont (4), G3), @), (5), (6), (10).
Ainsi les 18 racines de l'équation X# —0o sont distribuées entre les trois périodes (6, 1), (6,2), (6, 4), et toute période désignée par
(6, «) se rapportera à l’une de ces trois périodes, savoir, à celle-dans laquelle () est compris. Aïnsi on a (6, 3) — (6, 2), 6 #5) == (6,32)5 (G, 6) —(6, 4); ete.
(452) Si l'on veut décomposer ultérieurement l’une des périodes de six termes en trois autres de deux termes, on aura, d’après les formules du n° 448, m2, K=5, g—8. Donc la période (6, 1) se décompose en trois autres, savoir:,(2, 1), (2,8), et (2, 64) ou (2, 7).
Et pour avoir les termes dont chacune de ces dernières périodes est composée, il faut prendre h'=g"*—2=— 18, D'après cette valeur de ’, les deux termes de la période (2, x) seront (1) ét (18), ceux de la ol (2, 8) seront (8) et (11), et ceux de la période (2, 7) seront (7) et (12).
Décomposant de la même manière les périodes (6, 2) et (6, 4), on formera le tableau suivant, qui contient les-périodes’ de six, de deux et d’un seul terme, dans lesquelles se es te les racines de l'é-
quation À —0.
Périodes. k Périodes Termes
de six termes. de deux termes. simples.
(6, 1) : (3; 8) ( 8), (xx)
D EE
| @, D |(D, 65) (6, 4) (2, 15) (15), ( 6) re ( 9), (10)
# (453) Tuéorëme. «Soient (m, &), (m, 6), deux périodes sem- » blables, où du mème nombre de termes », mais d’ailleurs égales ou
+.» inégales; si on désigne par /(r, «) et /(m, fa la somme des racines
» dônt ces périodes sont composées, et que le produit de /{m, a) par » f(m, 6) soit appelé IT, je dis qu'on aura
34 H=/(m, «+ €) +f(m, ah+6) Re ah 6) Hetc.
» (&), (ah), (&h°), etc: étant les différentes racines comprises dans la » période (m1, æ&)..»
._ Eneffet, soit comme ci-dessus 2—1= mk et A—2*, on aura par ce
qui re (m, æ)—(m, ah) —(m, ak) , etc. On aura aussi.......
(ms 6) =\É)+ (6h) + (ÉR) + etc. Donc le produit Il peut se mettre
sous la forme
(6) J'(m, æ) + (6h) [(ni, ah) + (ÉR) [(m, ak) + etc., le dernier terme de cette suite étant COTE ah"). Mais puisque [Gn, a)=(a)+(ah)+-(ah)+ etc., et qu’en général (a) x(6)=(a+6), on aura OC», æ) = (a+46) + (ah+60) + (ah +6) etc. Développant de même cheue des autres produits partiels, on aura le produit tot ll
Ca HE) +Cah+e) RC +e) +... HAE CE) Æ (ah + Ch) + (ah + Ch) + (ah HR) +... 4 ah" Ch) + (ch + CP) + (ah + CR) + Cœhf + CR) +... Cam RE CR?)
(RMI LCR) Re (ah CRM) JE (ARMELLE) Le, Hahn Cp),
Prenant la somme des différentes colonnes verticales qui donnent chacune une, même période, on aura le produit cherché à
RÉ Je a+-6) + [(m, 4e) + f{(n, ah4€).... + +, der
(454) Voici maintenant quelques corollair es BUS aux qui se dense de cette proposition.
I. Les différentes parties dont le test IT est composé se réduiront toujours soit à l'expression /{”1, o) ou /(m, n) dont la valeur est 77, soit à quelques-unes des quantités /(mn, 1), /(m, 8) J{m, g°) etc. Donc on aura toujours
U— am [(m, 1) + a [(n, g) vus dm, g°) + etc.
les coefliciens a, a!, a”, etc. étant des entiers positifs ou zéro.
Il. À étant un entier quelconque , le produit de f("», ia) par AP, je) sera — /(m, iati€) + f(n, iah+416) Æ [(m,.ial+i6) + etc.; ce même
roduit s’exprimera donc aussi par P
TE — am +- DU i) + a" fn, ig) + a” f(m, 18°) + etc. Li,
a || J|l ou :
SAMI II IL eV
If. Le produit de deux quantités de la forme f'(m, æ) pouvant toujours se réduire à la somme de plusieurs quantités de la même espèce, il est claix que le produit d’un nombre quelconque de quantités de cette forme , et par conséquent aussi leurs puissances etles produits de ces puissances se réduiront toujours à une forme linéaire telle que........ Am An, 1) + 4'[(m, g) + etc. , les coefliciens 4, 4’, 4", etc. étant des entiers ‘positifs ou zéro.
IV. Donc si une fonction F est composée de plusieurs termes de la
forme Méalv", etc., où NV est entier, et, u, », etc. ‘désignant les quantités J{m, &), [{m, 6), [(m, y), etc.; cette fonction se réduira toujours à la forme 4 + 4" [(m, x) + 4"[(m, 8) + etc., les COGHCRERS" Æ, A!, A", etc. étant pareïllement entiers.
Si ensuite, au lieu de t, 4, », etc., on substitue /{m, a) ; J(m,16), J(m, ty), etc: respectivement, le résultat formé avec les mêmes coefliciens, 4, 4’, 4”, etc., sera À Æ A’ [(m, 1) + A'[(m, ig) + etc. Car le Changement dont il s’agit se fait en substituant simplement 7° à r, puisqu’alors toute racine désignée par (z) devient (1&); il faut seulement que 1 ne soit pas divisible par ».
(455) Tuéorime. « Si l’on considère comme donnée la "quantité » {(m, «)=p, je dis que toute autre quantité de la même espèce /(m, 6) » se déterminera rationnellement parle moyen dep, de sorte qu’on aura
» S{n, = A+Ap+ApÆ... HA,
» À, A’, A", etc. étant des coefliciens rationnels. »
Désignons par p’, P' , P', etc. les quantités /(m, ag), [(m, 48°), J(m, ag*), etc. respectivement; parmi ces quantités se trouvera nécessairement /(m, 6), dont on cherche larvaleur.
La somme des racines de l'équation À — 0 étant — 1, on a pour premiere équation
0 —=1<p+p +p"+ etc.
Si ensuite par le théorème précédent on développe les puissances successives p°, p°,...p"", pour les réduire à la forme linéaire , on aura 4— 2 autres équations de la forme
A ET Re + etc. - PEN P RER IpIE RE PIE TERP + etc.
pi = cm + cp + cp + cp" + etc:
etc. ‘re où les coefliciens doivent être des entiers POS UE ou Zéro.
Au moyen deces k—x paons; il est clairqu'on pourra déterminer les 4—1 quantités p’, P'; p', etc. en fonctions de p, et la valeur de chacune sera de la forme 2 4'p+ 'p.. AGPEEt, A, A,
A”, etc. étant des nombrés rationnels.
C’est ce qui aura.lieu nécessairement par la nature des équations linéaires , à moins qu'il n’y ait dans le probléme une indétermination fondée sur ce que l’une des équations ci-dessus serait une conséquence des autres. Mais comme elles contiennent dans leurs premiers membres différentes puissances de p, nulle de ces équations ne pourra être une conskquence des autres, à moins qu'on ne suppose qu'entre les quantités p, p'5peic., il existe une relation telle que 0o=f4-fp+-f"p +. SR A: Or cette relation ne peut avoir lieu.
En effet, les équations qui donnent les setus linéaires des puissances p*, p’, etc: donneraient également celles des puissances de p’,p", etc., puisqu'en général si une fonction entière de f(m, æ&) est........ A+ A'[ (mn, x) + A'[(m, g).+ etc. , une semblable fonction de /{n, iæ) sera À + A'f(m, 1) + 4" (m, ig) + etc. Donc l'équation qui déterminerait p, savoir : 0—=/f+f'p +f'p.. .ÆfGTOpITt, conviendrait également aux autres quantités p’, p’, etc.; elle devrait donc être du degré Æ et non du degré *—+1, ou d’un degré inférieur.
Si on objecte que parmi les quantités p, p', p’, etc. il pourrait y en avoir qui fussent égales entre elles, je répondrai que suivant la marche ordinaire de l'analyse, l'équation en p n’en devrait pas moins être du degré Æ, mais qu'alors elle aurait des racines égales.
Au surplus, il est facile de faire voir par une autre considération que deux des quantités p, p', p”, etc. ne EE pas étre En entre elles. En
effet, p désignant une somme telle que x x Pa x” LE etc., et p” une
€ a . » £ Lé somme semblable x x etc., si ces deux sommes étaient -égales il faudrait qu'on eut 4 4
a g K Eee (a x Ha Ha etc. 0x —X —X mêéC=0, -
les nombres a, 6, a”, 6,etc. étant positifs et plus petits que 2—1. Donc il faudrait que Te premier membre de cette équation eût un commun diviseur avec la fonction X, et ce commun diviseur serait nécessairement rationnel, ce qui a été démontré impossible (n° 440).
(456) Exemple. Soit comme ci-dessus 7=19, m6, #5, nous
LOS OS SPIP AE RRe ve es TETE
POP
SR ne em RE.
PM
ob d. A8 Te mr
ferons de plus p—/(6, 1), p —f{6, 2), p'=/[(6, 4), quantités qui s’ex+ priment immédiatement par les racines, de cette manière:
P = @) + (7) @8).+ Gi) + G2) + (8)
p'= (4).+ (6) + (9) + (ro) + (15) + ().
Cet le n° 453, on aura pp—/(6, 2)+/(6,8)+/(6, 9)+/(6, 12) +6; 18) JG 19) = p'+p+p+p+p"+6. Donc
Pp=6 + 2p + p' + 2p7.
Dans cette équation on peut changer p en p', pourvu qu'on change en même temps p” en p”etp” en p; Car cela revient à mettre g« à la place de & dans une fonction de /(m, æ); on aura ainsi
PP = 6 2p° + p° + 2p, et semblablement PP'=6+ 2p"+ p + 2p°.
Le théorème cité donnera encore pp —=/(6, 35) + /f1 (6, 9)+/ (6, 10} “HS (6, 15) (6, 14) +/(6, 20), ou — 2p° #3 d'où l'on déduit dpi PP =p + 2p"+ 3p PP =p'+2p + 5p'° Ces produits suffisent pour trouver tousles autres: onaurait, par exemple, p° =6p + 2p° pp +2p'p = 12 + 15p + 10p° + op", et de là se dé-
duiraient les valeurs de p' et p"3.
Maintenant si on veut déterminer p” et p° par le moyen de P ; il faudra résoudre les deux équations
O=1+ p+p + p p= 6 + 2p + po 2p"; d'où l'on déduira PAPE PR sr valeurs rationnelles et mème entières.
Si on substitue ces valeurs dans l’expression de p°, on aura... p°=7+6p—p°; d'où l'on voit que -les trois quantités p,-p', p',
— TRE EUR ee, Daisies - Gén —— à ren
CINQUIÈME PARTIE. 453 sont les racines de l'équation
RE Peri0p 0,
Cette équation est du troisième degré et ne souffre aucune réduction,
mais elle jouit de cette propriété, qu'une de ses racines p étant trouvée,
les deux autres p’ et p" s'expriment rationnellement au moyen de p.
Toutes les équations que nous aurons à considérer dans la résolution : de l'équation X —0 jouissent, de la même propriété.
(457) Tuéorème. « Soit @ une fonction invariable et entière des » racines (4), (æ’), (&4'), etc. comprises dans une méme période (m, &); » je dis que @ sera toujours réductible à la forme B + B'f{(m, 1) » Æ+B" (nm, g) + B"[(m, 8°) + etc., où tous les coefliciens B, B',
» B”, etc. seront entiers. »
Nous appelons ici fonction invariable des quantités s, £, u, etc. toute fonetion qui ne change pas par une permutation quelconque faite entre ces quantités. Tels sont les coefliciens de l'équation qui aurait pour racines les quantités s, #, , etc., et une foule d’autres fonctions.
Cela posé, la fonction dont il s’agit, comme toute autre qui ne serait pas invariable, mais dont les coefliciens seraient entiers, se réduira toujours à la forme 4 4'(1) + 4"(2) + 4"(5) + etc., où 4,4", 4°, etc. seront entiers (n° 458). Il s’agit donc de faire voir que dans cette valeur développée, les différentes racines d’une même période (#», 2’) ont des coefliciens égaux, car alors les termes dépendans de ces racines auront ‘pour somme /(m”, £*) multiplié par le coeflicient commun.
Soient (6) et (>) deux racines d’une même période; en faisant... gATim— h, on aura y— 6h", h' étant une puissance donnée de .
Si dans l'équation
p [(a), (a), (a), etc.] = 4+ 4'(1) + 4"(2) + 45) + etc. on met æh° à la place de &, le premier membre restera toujours le même, puisque la suite (æh°), (æ'h°), (a'h‘), etc. ne diffère que par l’ordre des termes, de la suite (æ), (æ'), (a), etc., et que l'ordre est ici indifférent. On aura donc par cette substitution
[(a), (a), (a), etc]=4+ 4 (h) + 4'(oh) + A"(BR) + etc. ;
d'où l’on voit que dans'le développement de la fonction o deux termes
re OR ES F o ER ne as éme dt nrabi gg A CA M2 2 M me a
454 -_ THÉORIE DES NOMBRES, tels que (x) et (H‘); (2) et (24°), et en général (6) et (62°) ou (6) et (>) ont des coefliciens égaux.
La fonction @ pourra donc toujours se réduire à la forme....., B+ P'[(m; 1)+B'[(m, g)+etc., où tous les coefliciens sont entiers. Ainsi cette fonction sera connue si on connaît toutes les quantités /{m, 1),
[{n, g); fm, g°), etc.; dontde nombre est k.
(458) De là il suit encore que la même foncüon des racines d'une autre période (m,iæ), sera exprimée par la suite: B + B°/f(m, i)
+ B'[(m, ig).+ B"[(m, ig*) + etc., qui contient les mêmes coeflicrens
B, B', B', etc., et qui ensuite s’ordonnera, si l’on veut , de la même manière que @. ;
Comme ce corollaire est Miméme un théorème très-remarquable À il ne sera pas inutile de le démontrer par une autre voie qui d’ailleurs est propre à faciliter les calculs quand on en vient aux applications.
Toute fonction inyariable et entière des quantités #, 5, u,v, étc. se détermine d’une manière rationnelle, si on connaît la somme de ces quantités, la somme de leurs quarrés, et en général la somme de leurs puissances de même degré. Or les racines composant Ja période (7m, æ) étant (a), (æh), (ah°), etc., la somme de leurs quarrés est (24)-+ (22h) (ouh) +etc., laquelle se réduit à / (n, 24). La somme de leurs cubes se réduirait de même à /(7», 34), et ainsi de suite. Comme d’ailleurs les produits de ces quantités peuvent se réduire à la forme linéaire (n° 454), il s'ensuit que toute fonction invariable et entière des racines contenues dans la période (77, &) s’exprimera rationnellement par la formule ME M'f(m, «) M'f(m, 24) etc., ou, ce qui revient au même, par la formule B + B'f{m, 1) B'f{m, g) + B"f{m, g°) + etc. ; mais de plus on voit par la démonstration de Particle précédent, que les coefñiciens BP, B’, PB”, etc. devront être entiers, si tous ceux dés termes de la tonte ® le sont. :
(459) Soit proposé, par exemple, de trouver la somme des produits deux à deux, trois à trois, etc. des racines (æ), (&'), (æ*); etc. comprises dans la période (re, &); on fera V’=—/(m, à), V'=f{m, 22), V'=/{m, 54), et désignant les sommes cherchées par f(aa”), f(aa'a"), etc., on aura pour déterminer ces sommes les équations :
mp
CINQUIÈME PARTIE. 455 S(a) = 2f (au) = (a) — ’ Sf(au'a) . = (ax) — Va) +4
4f Mae = Af(aa'a") — V'f(œa) Æ Aa) — 4
Au reste, toute fonction rationnelle et entière: des racines («); (&/), (4), etc. devant se réduire à la forme 4 + (1) 4"(2) + etc., dont tous les coefliciens sont entiers, il faudra pareïllement que: les valeurs de fax”), f{aa'a"), etc. déduites des équations précédentes, ne contiennent aucune fraction dans leurs coefficiens.
Au moyen des quantités /{m, 1), /(m,g), fan, g°),-etc. supposcées connues par une équation du degré 4, on pourra donc former l'équation qui a pour racines toutes aie qui Ar RO une période déterminée (1, «). Car en représentant cette équation, qui est du degré », par... 2 — Pa" LE P'amrt P'xms LE etc. — 0:, on aura
y (e) jme), P'= (ax), P'=— faux"), etc.; de sorte né les coefliciens de cette équation seront Connus au moyen des quantités [/, 4”, 4”, etc., ou, ce qui revient au même , au pet des quantités f(m, 1), /{m, 8), Un, 8° ):5. etes
On peut observer de se que la dernière des quantités P, P'; P', etc. sera toujours égale à l'unité; de sorte que le dernier terme Fe PS dr sera + 1 si est pair, et —1 s'il est impair.
En effet, le produit des racines comprises dans la période (77, &) est
(ta ah cs ah®....+ ah"): or le nombre compris dans la parenthèse
nd, = = = ch(n) ; donc le produit dont il s’agit = (o)= 1.
(460). Exemple. n étant 19, cherchons l'équation qui contient les ra- .cines de la période (6, x). Pour cela nous férons comme ci-dessus JG, 1) = p, /X6,2) = p', [(6, 4) = p', ce qui donnera d/—»p, VE, 27’, V'=/(6, 5)=p", = /(6, 4)=p", V'=/(6, 5)=p", À"=/(6, 6) = p". Soit donc l'équation cherchée
RS Pas + P'at — P'as + Pat — Pret P'=0; on aura ARS 2P'= pP = p = 6 + 2p + 2p" 3P°"= pP'=pP+ p = 6% 6p + 3 4P°E pP'—p'P' pl pe 12 + 4p + 4p';
RE
RSR Et ns it AN
ER nr 6 A à on
d’où résulte P—3+p+p", P'= 2 + 2p +p', P°—= P! on trouverait de même P"—P et P'—Y+. En effet les racines comprises dans (6, x) étant r', 77,78, 70,7, r'8, si on met 7" à la place de r, et qu'on les multiplie par r'°=—7, énés deviennent r',r", 7, r$,r7,r!; c'est-à-dire qu’elles sont toujours les mêmes ; d’où il suit que l'équation en x ne
doit pas changer en mettant = à la place de x.
(461) La même propriété aura lieu en général toutes les fois que 7:
2 : - 2 & ah ah sera pair. Car les racines comprises dans (m,æ) étant 7 , r , r , etc., si on change r en 77’, elles deviennent
—2 © —uh ah —2h" À HS REA HT ; 71—1 Mais la racine primitive £& est toujours telle qu'on a £g ? =—1; donc 5 q ; uk
si m est pair et qu'on fasse m—2p, On aura g ——1,Ou = — 1,
La suite précédente pourra donc s’écrire ainsi :
eh” ah HS SEA APE 4 SHICiCS:
c’est-à-dire qu’elle contient les racines (ah ) CR (ah+®), etc., lesquelles ne diffèrent que par l’ordre des termes, de la suite (æ); (ah), (ak), etc.
Lorsque "2 sera impair on ne pourra plus mettre = - à la d der,
c’est-à-dire que les coefliciens de deux térmes ddléient éloignés des extrèmés ne seront plus égaux ; mais l’un se déduira aisément de l’autre. Soit l'équation dont il s’agit
a Par Par P'ars.., A Q'as —Q'x + Qx — 1 = 0;
je dis que Q se déduira de P, Q’ de P", Q" de ?”, etc., èn changeant simplement chaque quantité f° es 6) quiy est contenue, en sa ROME mentaire /(m, n—6).
En effet par le changement de ren 77’, ou de x en x", les racines
4 ah ak : Ë —& ah —2h re ris 3-etésdeviennent toujours r 57: ;: 7 , etc.; et à
cause de r"—1, celles-ci pouvant être mises sous la forme Ti—t (n—2)h: (n—&) h° à 7
r , 5 HÉLC.S
*CINQUIÈME PARTIE. . 457 et alors on voit-qu'elles appartiennent à la période (m, 7 —a). De plus on peut toujours supposer z—a@—ag, puisqu'il suffit pour cela .de prendre i=—+(7— 1); donc la période précédente devient (m, æg').
Soit donc pour la période (m, «) le coeflicient P—a+«f(m, à) + af, ag) + a"f(m, ag*)+ etc. : si on change «& en ag', on devra avoir Q — aa fn ag") + a'f{m, ag) +Ha”f[(m, ag'**) Hetc., ou, ce
qui est la même chose,
Q=a+ a f(n, n—2) + d'f{, n—2g) + d"f(m, n—ag*) + etc.,
car en supprimant les multiples de 7 on a n—4—ag, n—29—ap*", etc. Donc chaque terme a/(m,6) compris dans la valeur de P, devient af(m, n—£) dans la valeur de @:; il en sera de même de deux autres coeñliciens tels que P'et Q’, P'et Q”, etc.
‘ Gette proposition a Cg#ement lieu lorsque 72 est pair; car alors L période (m, æ) estla même que (2, n—a). ASE OA — 0-0 P=9 etc. 2 et l'équation en x est de la forme
nm Pr P'ar: — + Pa — Px + 1 —o.
(462) Dans l'exemple de l’art. 460, on a trouvé que les six racines de la période (6, 1) sont déterminées par l'équation oO 2 — pr + (5+p+p'hxt — (24+2p+px Hi pe + (G+p+tp)x;
si dans cette équation on change p, p',p" en p',p", p, respectivement, on aura l'équation qui donne les six racines de la période (6, 2),
o— à — pa + (5+p+phat — (2+2p+p a Hi — px + (5+p-+phr;
enfin celle qui donne les six racines de la période (6, 4) sera semblablement :
o—= 2 — pa + (3+p'+p'hxt — (242p'+pxs ir — px + (3+p'+p'x:
ces équations, à cause de leur symétrie, se réduiraient au troisième degré, en faisant x°+1=—xy, ce qui revient à décomposer chaque période de six termes en trois de deux.
Si on joint à ces équations celle qui détermine p,p', p', et qui est : ñ
p°+p°—6p—7—=0, on aura tout ce que l’analyse peut. offrir de plus simple pour la résolution de l'équation x'° —:1=—0 ,1ou pour la division de la circonférence en 19 parties-égales. Et comme on peut se borner à la résolution de l’équation qui regarde la période (6, 1), puisqu’une racme suffit pour délerminer toutes les autres, on voit qu’en conformité de la proposilion générale (n° 441), la division du cercleen 19 parties'égales dépend de deux équations du troisième degré, ce qu'indiquent les facteurs 2°.5* du nombre 19— 1.
(463) Ayant détermmé, comme il a été dit ci-dessus, les quantités Sn, 3), [{m, g), [{(n, g*), etc. qui résultent des Æ périodes dans les-
quelles se décompose la période totale (n—1, x), ou (n£, 1); supposons m=—nk"; chaque période de 7» termes, désignée par (1,4), se décomposera en # périodes de » termes, savoir :
(m, a), (m', ag), (mn, ag)......(m, ag"),
où l'on à g’—g— gi"; et l’une es de ces périodes, désignée par (7, 26). contiendra les termes
(6), (6K), (EN) AREA .(ÉRT D) à où l’on a Apt — 9m Dim, Cela posé, désignons par 1,s,u, etc: les quantités /{m'; a), /(m', ag”), J{n', ag°°), etc. respectivement, et soit ® une fonction rationnelle et
entière des quantités {, s, u, », etc., ou de quelques-unes d’entre elles, cette fonction pourra se fire e à la forme
A ae A'fn', 1) + Afn,8) + Ar, 8 RS EC im) k
où les coefhiciens sont entiers. C’est-ce qu'on démontrera comme au n° 457, attendu que chacune des quantités 4, s, u, v, etc. désigne, une somme de racines entre lesquelles la permutation peut avoir lieu, et qui ne doit pas changer en mettant (&h’*) au lieu de la racine (a).
(464) THÉ ORÈME. « Les mêmes choses étant supposées que: dans le » n° précédent, si on suppose ,-de plus, que 9 est une fonction invariable » des quantités £, s, u, v, elc.,.ensorté qu'une permutation quelconque »entre ces AAA r'appoile aucun changement à la fonction @;je dis
DRE RE RE AR PR RE She md éme ie Sr
CINQUIÈME PARTIE. 459 ÿ que la valeur développée de cette fonction sera de Ja forme
# B + B'J{n, 1) Le UNICA 8) + Bftn, 5 *). + + BOT, Be) » Jes cocfficiens B,, B', B", etc. étant des entiers.»
En effet, les périodes {x', «), (mr, 28°), (m', ag'*), etc., dont la péiode (rn, «), ou (m'k, «) est composée, restent lès mêmes en mettant ag'* à la place de «. Donc dans la Me développée 4+ 4! Jo, 1) +Af, g)+ Afin, g°) Æ'ete., l'un des termes /{w/, 8) doit avoir le même coeflicient que le terme /{w', 08 ‘), l'exposant e étant à volonté. Mais en donnant à e les valeurs successives 0, 1, 2, 3...k—1, la période (#1, 02‘) donne successivement toutes les HéteUes partielles comprises dans la période totale (”#, 0). Donc toutes les quantités /{#', 8), fm, 88°), f{m', 02°), etc. ont le même coefficient dans la valeur de ®; donc cette valeur se réduit à la forme
l B+ P'f{n, x) + AIG £) + B'fm, g*)....—+ BO fm, 2°),
où tous les coefliciens sont entiers.
(465). Si dans le résultat du n° précédent on met z4 au lieu de æ, on en conclura que toute fonction invariable . et entière’ des quantités JG, iaY, S(n';'iap"), (nr, 1ag"®) "ete, formées repré ès les diverses périodes DiRtoNES (n, ia), (m', tag'), (m', iag*), etc. qui composent la période totale (m'#, i&), aura pour valeur B + B'f{m, 1) + B'[(m, 19) + B"J{m, ig*) + etc, les coefficiens B, B', B", etc. restant les mêmes, quel que soit +
Donc si on connaît la somme des racines dans chaque période de » termes, c’est-à-dire, si lon connait toutes les quantités Jin, »), Jon, g), fn, g s), etc., on He facilement léquation qui a pour racines les sommes semblables dans les diverses périodes de z/ termes qui composent une période déterminée. (»,.4), ou (#'K', 4). En effet, les coefliciens de cette équation sont des fonctions invariables et entières des sommes inconnues, et par conséquent pourront s'exprimer au moyen des sommes connues /{m,1), /{m, 2), etc. Et l'équation qui a lieu pour la décomposition d’une période (1, «), a également lieu pour la décomposition de toute autre période semblable (77, iæ); puisqu'il suffit de changer chaque quantité /{r, 8) en /{m, 19), pour passer d’une équation à l’autre.
(466): ‘On pourra suivre la méme méthode pour trouver l'équation
APN ITS A RONES
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qui a pour racines les Æ quantités /{m, 1), fm; g), fm; g'}; ete.s; et les coefficiens de cette équation se réduironttous à la forme B+P'f{mk, 1),
ou B— B', et ainsi seront des nombres entiers. Mais il est encore plus
simple de chercher, comme au n° 455, les valeurs linéaires de p°,p°,.….
jusqu’à p* inclusivement , exprimées en p,p',p', etc.; on a alors k équa-
tions , lesquelles, par l'élimination de p', p°, etc., donnent une équation
du degré 4, dont les racines sont les quantités p, p', p’, etc.
C’est ainsi que dans l’art. 456 on a trouvé que l'équation qui a pour racines les quantités p, p', p', est xx —6x—7—o. Pour trouver cette même équation par la méthode du n° précédent, il faudrait chercher les valeurs des fonctions invariables P=p#+p+p", P=pp'+pp"+p"p , P'= pp p'; or à l’aide des produits déjà calculés n° 456, on trouve P=—:1, P—=—6, P'=7; on a soue pour l'équation chérchée
(467) Supposons qu'on ait trouvé par cette équation Îles quantités... P=$6, 1), p=f(6, 2), p° —[(6, 4); si ensuite on décompose la : période (6, 1) en trois autres de deux termes, savoir : (2,1), (2,8) et(2,7), et qu'on demande l’équation qui a pour racines 9 = /f{2, 1), g —f(2; 8) et g’'=f{2, 7); il faut pour cela exprimer les trois quantités Q=9+9"+49", Q'= ag + + ga et Q'—= gqg'q'; en fonctions dep, p',p'. +
On a d'abord Q=—/(6,;1)=—p; ensuite on trouvera par le n° 453, J=2+f (22), 99 =fN29)+S(2 7); qq = SE: 4) +S, 1), g'q=f\2; 8) +/(2, 6); de là résulte Q'=/(6, 1) +/(6, 4) =p+p". Enfin en multipliant la valeur de gg’ par g”, on a gqg'g"—=p'+ 2. Donc l'équation qui a pour racines les trois quantités g, g', g” est
a — pas + (p + p'}x — (p+ 2) = 0:
» . cé [à L Si dans cette équation on avance d’un rang les lettres p, p',p", en regardant p comme suivani p”, on aura pour déterminer les trois quantités
25 2), J2, 5), S2,5), comprises dans /(6, 2), l'équation
a — pat +(p+plr=(p+2) =0:
De mème l'équation qui a pour racines les trois quantités /{2, 4), /(2, 6), 2,9), comprises dans /(6, 4), sera ape +(p+p x —(p+2)=0.
Ces équations reviennent à celles qu'on ür erait des équations" de l’art. 463, en faisant dans celles-ci x? +1 2x7.
(468) Il n’est pas nécessaire de résoudre séparément les trois équations du troisième degré qu’on vient de trouver, il suflit d’en résoudre une, ou même d’avoir une seule racine de l’une de ces équations. Car au moyen de-cette racine, toutes les autres seront aisées à déterminer.
En effét, ayant trouvé g*—2++/(2, 2), on en déduit......... 23 2)=g—2=—/ (2, 1)—2, ou plus généralement /[2, 25)—/"*(2, :) —2. … Faisant successivement i—8 et i—7,ona /{2, 16) —/"°(2, 8) — 2 et
f2; 14) =J°(2, 7) —2. Donc les trois quantités relatives à la période (6, 2) s'exprime ainsi :
( JS 2) = g — 2 Je 3) = gg — 2 : Je 5) = 7 — 2:
Il reste: à trouyer les quantités /{2,4), /{2, 6) et f{2, 9), comprises dans /(6, 4): or elles se déduisent immédiatement des valeurs de gg’, gg; gg, ton a Je = 97 49 CO ET on À | Je 9 = 97 — Toutes les quantités de la forme /{», 4) se déterminent doncrationnellement, au moyen des trois g, g', q'. Mais on peut faire voir, de plus, qu’elles peuvent se déterminer toutes par le moyen de la seule quantité g.
En effet, de l'équation ff2, 21) = f°*(2, i) — 2, on déduit successivement
Jt23 2)
Je; 4)
JC: 8)
etc.
ES (JR AE 9 A7 “Fra (Ge 4e ra
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Or la suite (2, 2), (254), (3, 8), (2, 16), etc. qui a pour terme général (2, 8°), comprend toutes les périodes à deux termes, c’est-à-dire toutes les périodes de la forme (2,6). Donc toutes les quantités /{2, 0) s’expriment facilement-en fonctions de g.
Ces relations, au reste, se trouveraient d’une manière directe, par les 5 - 2kT formules connues des sinus, en observant que si l’on fait Tee RO OU
aura 7—2C0sw, g'—2C058», g'—32cos7© , [(2, 2) — 2 cos 20 , Ît2, 4) = 2 cos4», etc. ;"et en général /(2, 8) = 2 cosbo.
(469) Développons maintenant le cas den—17,alors onan—1—16—24, et il fiut faire voir que la résolution de l'équation X—0.se réduit à celle de quatre SAT dusecond degré.
L'une des racinespr imitives del équation indéterminée &'°—1—c{(17) étänt 3, on pourra faire g —5, et la période (16, 1) comprenant toutes les Hire de l'équation X—o se décomposera en deux autres (8, 1) et (8, 3), la première comprenant les racines (x), (3°), (5*), etc., la seconde comprenant les racines (5), (5), (3°), etc. Réduisant ces nombres par l’omission des multiples de 17, on à les périodes et les racines comprises dans chacune, comme il suit:
Pér. (8, 1)..-rac. (1), (9) (18);:(15)> (16), (8), ( 4), (2) Pér. (8, 3)...rac. (5), (to), ( 5), (11), (14), (7), (2), (6). Soit.f(8, 1)—p' et (8, 5)=p",.on aura d’abord p+p'—/(16, 1) =—
ensuite par le théorème n° 453, on trouve
PRIS, O4 J6, 12) +R, 10) 8, 18) 46, 19) 6, 11) + NB, 7)+J6, 5),
ce qui se réduit à pp= 4p+4p—=—4. Donc} équation qui a pour racines p’ etp” est x°+x—/4—0, où, é qui révient au mérne, On a
CP DAC PO ENREEAPREE
(470) La période (8, 1) se décompose. en.deux périodes de uatre termes (4,:1).et (4, 5°); de, même la période (8, 5).se décompose en deux. autres (4, 3) et (4, 3°). Ces périodes, rangées par ordre de formation, avec les racmes contenues, sont :
(SH). 1219 (13) 110); (4) j
(hs 10): 20); (1) C7) (6). :
Soit donc (4, 1)=9, ACT 5)= 4", AC 9) TE gs ACT 10)=—9"",
on aura
D PL NE ee J HIT Ph 99e — 1,
#2 RLEAOS x 9 os Qt D a D D D 0 on
d'où résultent les équations
(eg) (ag) = xt prit (age) = at — pa — 1; avec lesquelles on déterminera g', g", g'; g'".
(471) Chaque période (4, «) se décompose en deux dedeux termes ; or celles-ci forment la suite (2, 1), (2,5), (2, 9), (2, 27) ou (2, 10), (2, 30) ou (2, 13), (2, 39) ou (2, 5), (2,15), (2, 45) ou (25 11). Soit donc fe, D=t, JB 9)=r, Je =, Ja, 10) ana) Es Vaso) a 10) DE fout)
on trouvera dela même maniere :
Yiiu
HE = gs LU = qu (el) (a = 227 dE Hume gl" = g", (at) (x ) = x —g'x + q PR PE QE iQ, (RE) (a) = gate qu PUR UN qu OU go, (ae) (a) = a gx + g Enfin connaissant chacune des quantités £ ouf(2, «), on connaitra les deux racines contenues (æ) ; (n— 2), par l'équation
—ix+i1—=o.
(472) Lorsqu'on connaît une seule des racines (&), onen déduit toutes les autres.par les puissances successives de celle-ci ; mais lorsqu'on descend des valeurs de p à celles de de £et enfin de (x), il est à craindre
2 2 qu’on ne commelte quelqu’erreur , à cause de lambiguité que présentent les solutions successives. Dans les exemples particuliers , on pourra évi- , P ter ces erreurs, au moyen des formules connues des sinus. En effet 2 3
2RT : 2 \ posant Tam Hi peut prendre laracine (1) —cos®-y/—1 sine,
et de là unc racine quelconque (m) = cos me + /—1 sin (me), et la somme de deux racines réciproques lune de l’autre (m) + (a—m) — 2 Cosn>. On obtient amsi les diverses valeurs de #{, savoir :
ca 2 COS®, Ly=-2C0S 30,2) ii 200500,&: LY —,2c057œ
Î —,2 005130, 2cos Dons, saicosa bas. dE 2 C0 110
mer
Ces valeurs substituées dans celles de 9’, g”, 4", g"', donnent ï
g —=2cos © + 2c0513® — 4cos6w cos 70, q" —= 200539 + 2c0s D» — 4cos © cos 46, q“ — 2c0509% + 2c05 15% — 4cos 5w cos 126 ,
g'"=:2c05 70 + 2C0S11®© = 4COS 20 COS 0.
Enfin on conclut de celles-ci :
si p' = 4cosG» cos 70 + 4cos 30 cos 120, p' —4C0s & COS 4® + 4COS 2 COS 00.
(475) Ces diverses ‘équations ont lieu sans supposer aucune valeur par- SRE ; TR. 27 es ; ticuhière à k; soit A=+, ce qui donne DES alors on reconnaît immé-
diatement que g° et g° sont positifs , g” et g'* négatifs; qu’enfin p' est positif et p° négatif. Ces signes suffisent pour diriger la solution de manière à éviter toute ambiguité.
En effet , puisque p’ et p” sont les racines de l’équation x*+x—4—0, on aura d’abord
pP=—i+iVig, p=—i—E Vi: Ensuite l'équation qui donne g' et g” étant x? — px —1=0, on en tire g=sP+VGP +1), | f'=sp = V(P? +1).
A l'égard de g", il se déduit de équation x°— px — 1 — 0, et puisque g" doit être posiuf, on a d'=ip + VGPi Hi).
On pourrait aussi déterminer g” par le moyen de 9 et °, car on a l'équation 9° = 4 + g” + 29", laquelle donne Ga PT) VRP ET = (P ET)
Connaissant g et. 9”, on aura {el £" par l'équation #— yt+g—0, laquelle donne 4= 9 + y(%g*—g"). Ces deux racines sont toutes deux positives, puisque g' et g” le sont ; et en effet, on a “ —2cos0, £ — 2005 13 — 2C0S4# ; mais Comme la séconde est évidemment la
nes PR diner FR en D a me nm ne - ae ut an LEZ ——— 2h a een E 4
| GINQUIÈME PARTIE. : 465 ‘plus petite, on aura
D'ailleurs cos 40 — cos = sin. Donc enfin la division de la cir=
conférence en 17 parties égales s’exécutera au moyen de l’une ou l’autre
des formules CRAN Fe
cos 4 9e V (79)
DRE ANS ET 1 rt 7\. nr = ra (499); et on peut remarquer qu’il suflit de trois extractions de racines , savoir v17, V(Ep® +1), V(Gg°—dg"); pour parvenir au résultat. 74). Par ces exemples 1l &st manifeste qu’on résoudra généralement T4 P qu SE l'équation X— 0, ‘en la ramenant à des équations de degré inférieur ,
.de sorte que ssonanz—1— 2357, etc., la résolution s'effectuera
moyennant « équations du deuxième degré, 6 du troisième, + du cinquième, etc.
Comme z— 1 est pair, on pourra toujours diriger le calcul des sommes de racines , de manière qu’on finisse par la détermimation des racines contenues dans chaque période à deux termes (2, æ). Ces racines étant (z) et (72— a), leur somme est réelle et de la forme 2cos m» ; d’où il suit que les équations précédentes qui déterminent les sommes de différentes périodes, "auront toutes leurs racines réelles. On opérera donc de cette manière sur des quantités toujours réelles, excepté dans la dernière opération où, pour distinguer chaque racine (&) de sa réciproque (7— «) , il faudra résoudre l’équation x° — 2x cos (aw) +1 —0o dont les racines sont imaginaires. Lorsqu'il est question de la division de la circonférence , cette dermière équation devient mutile ; ainsi il ya une équation du second degré de moins à résoudre, et on peut éviter entièrement les racines imaginaires.
Les principes que nous avons développés sont tels, que le succes des calculs ne peut laisser aucun doute. Aïnsi se trouve établie une trèsbelle théorie concernant la division du cercle , ou la résolution de l’équation x"—1—=0.
(475) Pour faire une application de cette théorie ; nous nous propo+
| d || La nl £ 2} m1 sil 4 F
PA Er
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serons de décomposer généralement l'équation X = 0.en deux autres du degré (7—1), ce qui conduit à un théorème très-remarquable.
Soit 7— 1— 2m, la période (2m, 1) contenant toutes les racines de l'équation X — 0, se décomposera en deux autres périodes (m, 1),
(mn, g) ; et Bis ne 1)—=p!, f(m,g)—=p", on aura don + p"
= /(2m,1)=— 1. Ensuite comme on a
_Jn,8) = (8) + (8) + (e)+ (eg),
le produit de cette quantité par /(77, 1) sera, suivant le théorème n° 455
pPp'=f(m, g+3)+f(m, 8 +3) + f(m,g +)... + f(m, gr).
Comme il n’y a que deux périodes de la forme (», «), savoir (m, 1) et (mr, g) , auxquelles il faut joindre l'expression (#7, 0) qui n’est pas propre” ment une périqRe, mais pour laquelle.on a /{mn, 0) —1m, il s'ensuit que la valeur de pp" se réduit à cette formæ
PP = Am + A'p + 47.
Pour déterminer les coefliciens 4, 4’, 4”, observons 1°. que p’ et p” pouvant être échangées entre elles, on a 4°= 4"; 2°. que le nombre des termes /(mn, g+ 1), f(m, gx), etc. qui composent la valeur de pp" est m, et qu'ainsi on doit avoir 4 + 44 4"= m. Par ces deux conditions on aura pp 4m + 4'(p+p") = Am — A’ et A+ 24 —1m. Il faut maintenant distinguer deux cas, selon que m est pair ou impair.
. Si m est impair, comme on a toujours 9" =—— 1, c’est-à-dire g” Là 1 —ch(n), il y aura nécessairement dans la suite 1 +8 1-2", z Fe etc. un terme — 0, et il n'y en aura qu’un. Car si on avait une autre puissance g°—— 1, il résulterait des deux g"—*— +2 1, ce qui ne peut avoir lieu, g étant une racine primitive. Donc alors on aura A1, A'—E(m—:), et PP" = }(m+ 1), 2°. Sim est pair, ayant toujours g®— — 1, on ne pourra avoir en même temps g‘——1, e étant un nombre impair; Car il en résulteraït g‘T" ou g"T*— 1, ce qui ne peut avoir lieu. Donc alors on äura 4—0, d'=EMIEUPp = 2m.
U suit de là que l'équation qui a pour racines p' et p” sera....... p°+p+i(m+ 1) —=o, si m est impair ou z de la forme 4:+ 5, et qu'elle sera p°Æ p—ïm=0, si m est pair ou z de la forme 41+ 1.
CINQUIÈME PARTIE. 467 Donc on aura ù FIV (—n),sir est de la forme 4i+3, : Vu , Si 2 est de la forme 4:+ 1.
(476) Soit 2 — ax" bar — ca" + etc. — 0 l’équation qui a pour racines ie celles de la période (m, 1), on aura le coefficient a —=f[f(m, 1)—p'; quant aux autres coefliciens, c, etc., leurs valeurs se trouveront par CL méthode du n° 459, et ces acts seront toujours de la forme B + Bp'+ B'p", les cocfliciens B, B°, B” étant des entiers.
De là on voit qu’en faisant
Z = 2 — QT Da x" TS Re etc.,
‘le polynome Z se réduira à la forme Z = P + Qp =: y", où P, Q, R désignent des fonctions de x dont les coefliciens seront des entiers déterminés. :
Si on considère pareillement la fonction ZL'= 2 — d'a LE b'amrs — cam L etc.,
laquelle égales à zéro, donne toutes les racines de la période (m», 9), on aura
Z’ = P + Qp + Rp’.
Il faut mamtenant substituer les valeurs de p' et p”, ce qui donne deux cas à examiner.
1°. Si z est de la forme Ai + 3, on aura p=—;+ip—x,
p=—i—;vy—n, ce qui donne
Mais ZZ’= X ; donc, dans ce cas, on a
LA GP—Q— BR) +n(Q—Ry.
2. Six est de la forme 45 1, les. valeurs de p’ et p” sont les mêmes au signe près de 7; on aura donc alors . :
d’où résulte ce théorème très-remarquable :
CARRIER IONNSS TE
« nm étant un nombre premier quelconque, et la fonction X étant » le quotient de x"— 1 divisé Par x — 1, on pourra toujours trouver » deux polynomes F'et Z, quisatisferont à l'équation 4X = Y*ænZ*, » le signe supérieur ayant fes si z est-de la forme 4:53, et linférieur » si est de la forme 4:+ 1. »
Il serait très-difficile de démontrer ce théorème sans le secours ‘de l'analyse indéterminée ; d’où l’on voit que cette analyse n’est pas bornée aux spéculations sur les nombres, mais qu’elle est utile au perfectionnement de l’analyse algébrique.
(477) Sachant ainsi 4 priori que la fonction 4X peut étre mise sous la forme F°Æ 727, il est facile de trouver les valeurs de Yet Z dans les différens cas. Pour cela, on peut extraire la racine quarrée de 4X, d’abord par la voie ordinaire qui donne les deux premiers termes 2x" x"; puis, pour Continuer l'opération, on ajoutera au premier coefficient de chaque reste le plus petit multiple de, positif ou négatif, qui rendra possible la division par 4, ce qui donne un nouveau termé à la racine. Lorsqu'on sera parvenu aux termes qui occupent le milieu du polynome 2x" + x": Letc., l'opération sera terminée, parce que les coefliciens sont égaux à égale distance des extrêmes; de plus, ils ont le même signe lorsque » est de la forme 4: 1, et des signes différens lorsque 7 est de la forme 41 + 3. So FY°, on aura Z par V Meet
équation Z°=— ar
Par ce moyen, l'équation X—0 sera décomposée en deux autres da degré m, F+Zy(n)=o, F—Zy(-n)—=o; décomposition d'autant plus remarquable, qu’elle n'aurait pas lieu si 7 n’était pas un nombre premier.
(478). Il y a une autre manière de trouver directement la fonction F, d’après l'équation F? Æ nZ° —4X.
Si on rejette les multiples de 2, on aura F=2V/X:0or À —
am 1 —\#
LAN 1 AE L Re C ne) G —-) 5 donc VA A (s —2), (:— æ). !
Mais comme dans la valeur de F on n’a besoin que des puissances
à : : : HN entières de x, il est clair qu'on peut supprimer le facteur(x — #7)
Er CR a eee - de — i— e ne S
qui n’a d'influence qu après les pense x", pose on:aura simplement
F = 2%" EG in aix ar +7 pe 2 axmT4 etc.
Fe SE = 5.5 4? 4. 2:61% 4.6.8?
bres entiers , au moyen des multiples de 7 : qu ‘on est censé avoir négligé, _et qu’il faut rétablir dans les numérateurs pour rendre la division possible par les dénominateurs. Au reste chaque coeficient servira à former le
Il restera à donner aux at t one à etc. une valeur en nom-
£ : 420 c suivant; Car si, par exemple, Ce) se change en un entier k, la
fraction suivante (ee
(ÉÈTS 2) devient (a )}e et si elle n’est pas dejà un entier, on la rendra telle, en ajoutant à son numérateur 94, le multiple convenable de », le plus petit possible. e
Soit, par exemple, z2—17, on trouvera de la manière suivante les valeurs des différens coefficiens fractionnaires :
Gare;
(£ 2) — CS 5 _— 25 UE, ÉD CD = mi CCE
On s’appercoit par le terme 7 déjà trouvé avant Je , que celui-ci
occupe le milieu de\la fonction Y. En effet on a par les coefliciens trouvés
1 20 Le 207 4 Bof pars Æ at pat Bar x 2 2.
F étant connu, on déduira Z de l'équation 17Z°= F°— 4X, laquelle donne
Z = x! + 2f + 2 RE arf 28 2 2° LE x.
On trouverait semblablement pour le cas de 7 = 19, Fo 209 + 28 — 4x LE Bat Das — Bat — BAS 4x — x — 2 ; et pour le cas de n— 29, = 224 208 Bat — Bat 20 2H8 Le 5x8 + Où, 2 x 8x 5x he xt mu 220$ 2 Bart,
des | à | c] À a À
éd
j Mb
AS PE M A
SE
470 THÉCRIE DES NOMBRES.
(479) Soit maintenant 7 — 3m + 1 ; Comme alors la période (3#, 1) contenant toutes les racines de Véqnalon X = 0, se décompose en trois autres (m, 1), (mn, g), (m, g*), nous chercherons généralement l’équation qui a pour racines p'—/f(m, 1), p—/[(m,g), p” —f\m;, g*). Et d'abord'il est visible qu'on a p'+p+p"=/f(5m, 1)=— 1; l'équation cherchée est donc de la forme
pp +Pp—Q—o, où il faudra déterminer les coefficiens P et Q d’après les valeurs développées 2 = pp" pp" + pp; Q=ppp".
Comme on a p =(x )+(g°)+(g°) + etc, le produit pp" est la somme de » quantités de la forme /(m , «), dans lesquelles & a les valeurs successives 1 +g, g°+g, 8 +g, etc. Or en général la quantité STE ne peut pas être un multiple de 7; car . la propriété de la racine primi-
tive 2, on doit avoir gs" = — 1, où g° Frot (n), pp étant 5m; on ne saurait donc avoir Ho 1. Donc la valeur de pp se ra à la forme
pp =Ap" "+ Bp°+ Cp,
dans laquelle 4, 2, C, devront étre positifs, et tels qu’on ait (a! > D; UC; P , T
De cette valeur on déduit PP = CET Ap” — Bp” —+ Cp’ ; La PP = Ap"+ Bp' + Cp".
La somme de ces trois produits = (4+4-B + C) (p+p+p")=— Donc P=—1m.
(480) Pour avoir la valeur de pp'p", je mets celle de pp" sous la
forme pp=— C4 (420 +(B— 07; et multipliant de part et d’autre par p”, puis substituant les valeurs des produits pp", pp", jai ppp = Cp" + (4— 0) (Bp'+ Cp + A4p") +H(B—C) (Cp + 4p"+ Bp").
Le premier membre étant une fonction invariable de p’, p”, p", le second
DRE Z D
doit en être une aussi; partant, il doit se réduire à la forme M P'+p'+p"), de sorte qu'on aura
La première équation est identique , mais là seconde donne C—=(41=C)(4—B)+(B—0C).
Or on a “ps À + B—m— C; soit encore 4—B—=», il en résul-
tera Â4—2(m—C+e), B— Le — C—v), et la substitution de ces valeurs donnera
OC — (6m 4) CH +m = 0; d'où l’on tire (9C— 53m—2) = 4(5m+1)— 27, ou 4n = (9C—n—1) +27.
(481) Gette équation détermine complètement le coefficient ©, aïnsi que # ; Car 7» étant un nombre premier de forme 3» +1 , of pourra toujours faire 2—4°+536?. Or 1°. si 6 est divisible par 3, et qu’on fasse 6— 56, on aura 4n — 4a° + 27 (26/)°, ou 4n — a + 27b?.
2°. Si.6 n’est pas divisible par 3; comme «& ne peut jamais l'être, Vun des deux nombres & + 6, a — 6. sera divisible par 3. Maïs en mettant 4» sous la forme (1-43) (æ +5 %)=(a HE 56) +5(a6), on pourra supposer æ==6— 3, de sorte qu'on aura encore 4 — 4°
+ 270°; et on voit de plus que 42 ne peut être qu'une fois de cette forme.
; n+1ita Cela posé, on aura C = —— HIT et v— +, Ensuite les équations
de donnent. ppp" =—(4— C) B—(B — ©) C=C — AB = C—E(m—C) +, et de là
O0 — (5C—m) (CH m) +w _ nC—m PART TI TE MEET
valeur qui n’a que la forme fractionnaire, et qui se réduit toujours à un entier. L’équation cherchée sera donc en général
p°+p= mpÆE (nm —nC) = o.
(482). Soit, par exemple, 2=—991;0naura #—550,4n—61+27.5,
6 C—m | (RON EURE FRS - 7 — 2349. On trouvera semblable-
ment pour les nombres premiers les plus simples de la forme 3m 1, les résultats suivans :
= LA
ns 052100 1 37; 45: «O1, 67, 73, 07
QT; ET TS 0e Tns 0 108 tr 0 227, 79.
On formera donc ainsi autant d’équations.qu'on voudra de la forme 2 + x — mx — Q = 0, lesquelles auront cette propriété qu'une racine étant connue , les deux autres s’en déduiront chacune par une valeur de la forme a + bx + cx°,
Les trois racines p', p", p” étant trouvées, le polynome X pourra en général se décomposer en trois facteurs de la forme P + Qp'+ Rp",
P + Qp'+ Rp", P + Qp"+ Rp', dans lesquels P, Q, R sont des polynomes en x dont tous les coefliciens seront entiers: On trouvera
RS même que ces polynomes satisfont à l'équation 3P — Q — R—V27X BA" mp AT A4 pt + #1 x"—3 + etc., où l’on fera disparaitre les
fractions comme au n° 478,
(485) Par une semblable analyse appliquée au cas de n—œ4m+r, il est facile de trouver l'équation qui à pour racines les quatre quantités JG; 1) , JC; 8) > JCn, 8”) , JG, g°) ; provenant des quatre périodes dans lesquelles se décompose la période totale (4m, 1). Mais pour cela, il faut distinguer deux cas:
PERL Eur ve.pe da FE
1°. Sim—2k, oun—8#k +1, alors on aura d'une seule manière Des : 4k ms se :
n= a + 16°, ce qui déterminera C = += ; et l'équation cherchée sera php —3kp + @4f=nC)p#+sk-n(G@k—C)} =.
æ, Sim—2k+1, ou rz—8k+5, on déterminera & et: 6 d’une manière unique par l’équation 27 = (44 + 1) + (4641); cette valeur donnera C—E:(æ + a) ++(6*+6), et l'équation cherchée sera
pp +@+ip + (nm —nrC)p#+(s +if)}—n(C+i#) =o.
LAMPE RUES SN
(484) Indépendamment de la théorie précédente qui ne laisse rien à
ES CEST de en RS use | tt mr me. 2
CINQUIÈME PARTIE. 475 désirer sur la résolution de l'équation x"— 1 —0, M. Gauss a indiqué une méthode particulière, au moyen de laquelle les équations auxiliaires données par cette théorie, peuvent se réduire à des équations à deux termes de même degré. Comme cette réduction est assez remarquable, et qu’elle offre peut-être le seul exemple un peu général qu’on puisse produire de la résolution des équations au-delà du quatrième degré, nous allons l'appliquer à l'équation x'°— 1 — 0.
Dans ce cas, l'équation X — 0 pourrait se décomposer en deux du cinquième degré, dela forme Y+Zy(—11)=0, F—Zy(—11)=0;
mais cette décomposition n'ayant aucun avantage , il est plus simple de . 1 » Q _e1 faire x + ZE Z) Ua —x5 +10, et alors l’équation du dixième degré À =0, se réduit à celle du cinquième, 5 LE PS Re LE ÈS 3 +3 4z z + 3 +L1—=o. (a)
Ce procédé, comme nous l'avons déjà remarqué, revient à décomposer la période (10, 1) en cinq autres, lesquelles sont (2, 1), (2, 2), (2, 4), (2, 8) et (2, 16) ou (2, 5); car l’équation indéterminée x°—1— ch (11) a pour l’une de ses racines primitives 2, et-ainsi faisant g — 2, on a la suite des périodes précédentes. Soit maintenant
GG D 7 RTS BR) REETE c=/f(2;4 =rt+r, d= f(2,8) = +, Cfa 0) rime
De ces équations on tire soit immédiatement, soit par les principes précédens , &@—b+2,ab—a+d,ac—d+e. Or on peut regarder les quantités a, b, c, d,e, comme formant une suite rentrante sur ellemême , dans laquelle a est précédé de e ; on peut dont, en avancant successivement chaque lettre d’un rang, former, au moyen des trois équations précédentes, les quinze qui suivent :
&—b+o, ab = a + d, a—=d+e, b — c + 2, bb =b+e, bd—e+a, “—d+a, cd=c+a, ce = a + b, ®—=e+2, dæ—=d+b, da =b+e, e == à + 2, ea—=œ e+c, eb = c + d.
Par ces équations il est évident qu'on pourra réduire toute fonction
GROS DROLE eva SE PES
rationnelle’et entière des quantités &, b, c, d, e, à la forme linéaire A + Ba + Cb + De+ Ed + Fe, où Fon pourra même faire disparaitre un terme à volonté, au moyen de l'équation 0 = 1 + a+ b + e
PR
(485) Nous allons faire voir maintenant que l'équation (a), quoique pourvue de tous ses termes , peut être résolue à l’aide d’une équation à deux termes & — Ÿ, dans laquelle 77 est une quantité connue de la MEN y— 1.
Soit RÀ l’une des racines imaginaires de l'équation 5 — r —0, les cinq racines de cette équation seront 1, À, R°, R, R', et leur somme étant zéro , On aura
O— 1 + À + R° — RS —E R& Les racines de la même équation seraient également r, À, R', R5, Rÿ;
ét en général, 1, R°, R°", R5r, Rf", pourvu que 72 ne soit pas divisible par z, de sorte RE ’on aura aussi
0 nb Red ne, An Ré Soit maintenant - T= a + OR + cR + 4R + eR#,
et imaginons qu'on élève ce polynome à la cinquième puissance ; puisqu'on a A — 1, cette puissance pourra se réduire à la forme :
BR + CR + DR + ERE
où les coefliciens 4, B, C, D, E ne contiendront que les racines 4, b, c,d,e,etne les contiendront , si lon: veut, que sous la forme linéaire,
Si l’on observe de plus qu’en faisant 7°=2+cR4+dR+eR+aRt,
on a T= T'R, et amsi 71°= 758 = T5, il s'ensuit. que dans. la.
valeur développée de 7%, on peut avancer chaque lettre d'un rang, en écrivant b au lieu de a, c au lieu de 6, etc: Donc l’un des coefliciens A, B, C, D, E, dans 7, étant désigné par «+ Ca+yb+d'e+ed+le, celte valeur doit être la même que &+Eb+ c++ ce (a. Donc É—y=f—:—?, et le coefficient dont il s’agit —4+6(a-bb+-c-1-d+e) —œa—6, etes qu'il se réduit à un nombre entier indépendant des racines à, b,c, d, e. C’est ce que le calcul suivant va confirmer.
< c ea D Re Re PE 2
: (486) Si l'on met d'abord la valeur de 7° sous la forme Te = dé + LR LCR + d'R°+ er ;
sans réduire À et À à leurs plus simples expressions À et A5, on aura ad = a + 2be + 2cd, et semblablément b— b° L 2ca + 2de, etc. , chaque coefficient se déduisant du précédent , en avancçant les lettres d’un. rang. Or en réduisant la valeur de a’ à la forme linéaire , on a = b + 2c-— 2e; on aura donc tout-à-la-fois :
d — D + 2c — 2e, — C + 24 — 24, 7 d+ 2e — 2b, — € FH 24 — 20,
Si l'on fait semblablement T4=— d' +4" Ri CRE d'R ER, on |
aura 4’ d? + ob'e 2c'd', et en valeurs linéaires,
WWUUA
Il reste à multiplier entre eux les deux polynomes
T= at oR + cR + dR + eRf, Ti= a+ LR CRE d'R° 2H eR°6,
et on trouvera leur produit T5 = — 106 — 150R + 265R4 — 2085 + ooff, ou en chassant R* au moyen de l'équation 0o= 1 + A+ R°+ RS R4, TS = — 11(26 + 20R — 15R° + 108),
quantité indépendante des racines a, b, c, d,e , ainsi que nous l’avions prévu.
(487) Connaïssanit d'après cette équation la valeur de 7° en fonction de_R, on connaîtra la valeur du polynome a+8R+cR?-+dR5+eRt; : changeant ensuite À en À, R°, R{ successivement, on aura la valeur de
PRES
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trois autres polÿnomes où 4, b, c, d, e seront les mêmes. Au moyen de ces quatre équations jointes à l'équation o—1+a+b+c+d+e, on pourra déterminer les valeurs des cinq racines a, b, c, d, e; et dans cette solution on ne suppose connues que la valeur de À, et celle de 7 d’après l'équation à deux termes 7°=— Y, où F7 est une quantité donnée de la forme M+ Ny/— x.
Mais la multiplicité des racmes tirées de chacune des équations 7°=#"", puis combinées entre elles , pourrait donner lieu à quelqu'embarras. Pour éviter toute indétermination , examinons particulièrement les polynomes formés comme il vient d’être dit, savoir ,
T'= a + DR cRt + 4R + eR,
T'= à + DR + cR — dR: + eR!,
T'= à + OR + CR + dR® + eR“.
Si on développe les produits 77", TT", on trouvera les résultats très-simples 7°7"= 11, T7" = 11; d’où résulte T'=> ee — T3 il suflit donc de connaître 7' et 7”, et alors on formera les équations
a+b+te+d+e,
ee.
T' = a + DR + ch + dR + et, T'= a + bR+ cRt + dR + ei, F=a+0R+ cR + dR +eR", _. = à + DRE CR + dR® + eR".
Ajoutant ensemble ces équations et réduisant, on aura enfin 11 11 a 2 op 1 + 7
(488) Il faut maintenant dans l'équation
TS = — 11 (26 + 20R — 15R? + 1088), substituer pour À l’une des racines imaginaires de équation R5 — 1 —0. : = 92k7 ; Soit donc a ——, Æ étant l’un des nombres .1, 2, 3, 4; on aura
cos Da 1 ,SIN Dt—O, COS Ad — COS &, sin {t:——sinæ, COS 34—CO524, sin 34 — — sin2e ; et les auatre racines imaginaires de l'équation
CINQUIÈME PARTIE. 477 R5— 1 —ÿo seront GE R = cos a + y—: R— cos22 + y—1 R5— cos24 — y/— 1 sin2a, Ri= cos à — y— 1 sin «.
sin«, sm22 ,
De plus, leur somme étant — 1, il faudra qu'on ait . | O — 1 + 20054 “+ 2C052&, équation qui a lieu sans déterminer la valeur de 4. Cela posé ; la substitution de là valeur de À dans celle de 7°, donne TES (— 16 25cos2a + (25 sin 24 — 20sina4) /— 1).
Soit p cos 8 — — 16 + 25 cos2æ et psin® — 25sin24 — 20sinæ, on
: _ 3 . . Là , e Le ‘trouvera p°— 1551 — 11°, ou p=— 11°; ainsi l'angle @ étant déterminé par les équations — 16 + 25cos 24
3 95 sin 24 — 20 sin & COS Q = — "5, SnQ = ————
: 5 ; tee on aura 7%=— 11° (cos ® + ÿ/— 1 sin@), d’où résulte
1 115 ( cos Ê + V—1 sin? ).
(489) La valeur de 7” se déduit de celle de T', en mettant simple-
ment À? à la place de R, ou 24 à la place de &; ainsi faisant
— 16 + 25 cos4x __ 925 sin{a — 90 sin2æ
/ / C ==" ———— : 05? 11 Vi 2 ® Tr 11/11 2
on aura 1 g g :
, I 1 (cos LH 1 sin &). | Donc par la substitution de ces valeurs , on obtiendra enfin pr ? 2.
Da — 14 2 p/11 COS = + COS =);
mais il reste X fixer le choïx des racines dans l'usage de cette solution. + Et d’abord on peut prendre: pour « celle qu'on voudra des quaire
ge. an nee à nn on +
tte obus ei ré ni
és L: rl
és PARC nt ne ce a PE à var
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valeurs ? _. ; LA Es de; ; Car si à la place de & on met 24, 54, 4a , les valeurs de cos o et ‘cos g" restent les mêmes , ou s’échangent entre
SRE è : Ente 27 elles ; ainsi on peut se borner à faire à — — — 72°, ce qui donne
cosa—œ—}%?+}?4y5, cos2oa——#—7? 1,5; il en résultera __ —89—054/5 : 5 — 89 +254/5 RÉ Re NET TA AT RE ® 186° 48° 38/67, ®'—= 105° 6° 53"00,
Di, 97 21,497, +9 20° 37° 18'6o.
Comme on peut prendre @ + 2i7 au lieu de @, il est clair que:le terme
cos aura Cinq taleurs différentes, savoir,
COS, cos (2 + , cos (E + #5 : cos (2+ , cos (+
De même ue aura cinq valeurs différentes , et il faudra savoir la
quelle de ces cinq valeurs doit être joimte à une de COS £; pour en
déduire la valeur de la racine 4, ou plutôt l’une des valeurs de 4. Car on voit bien que a peut représenter indifféremment celle qu'on voudra des cinq racines 4,b,c,d,e, et qu'ainsi la mème formule qui donne a, doit donner en même temps les quatre autres racines b, c, d, e.
(490) Il ne faudrait qu un petit nombre d'essais pour 45 la cor-
respondance qui doit avoir lieu entre 1és valeurs de cos à et celles de cos . Mais pour éviter tout tätonnement , reprenons les formules
TT = à + RS À CRS L dRs + eR®, TP = d + VRE CRE JR RS.
En les multipliant. entre elles, on devra trouver un produit indépendant des racines a, b, c, d, e. En effet, on aura
AA
cos L ES sin Ÿ =
ét comme ‘on à fait 4 — 72°, il en résulte cos L — , de sorte
‘qu'on a d — 25° 20° 4605; L étant connu, on aura
11 : : MES 2@ 6 39 T's (cost + ÿ/—1sindŸ)=—11 (co —5)+v—1 (4) Donc 7°+ 7"— += 2/11 . COS (4). Cette quantité a.eté
RÉ £ : Ce 4 5 :
représentée ci-dessus par ÿ/11 COS; donc la valeur de 7 qui cor-
respond à une valeur donnée de 2) est
st —
GES
. @’ : = Par ce moyen on trouvera que les valeurs de? et = qui doivent se
combiner ensemble pour former une des valeurs de & , sont les :
suivantes :
= 8721 43%72;, L = 508° 57 18/60, a = 2C0s TT, 325.21.43.72, -92:57-18.60, 205 #7, 18r.21.45.72, 20.37.18.60, 2005, 255.21.43.72, 256.37.18.60, 208, 109.21.43.72, 164.37.18.60, #52 C0S LT:
(491) Si on rétablissait la valeur de 7” sous la forme
1 Vu (— 16 + 25cos 22) + (25 sin 24 — 20sinæ) y/—1)|; ensuite 7”, 7”, 1°”, sous une forme semblable , la formule
D LOT RTS IE De
reviendrait à celle qne Y’andermonde a donnée dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, année 1771, pag. 416.
L'auteur n’est.entré dans aucun détail sur les moyens de faire disparaître l’indétermination de sa formule ; mais sa méthode a les mêmes fondemens que celle de M. Gauss. L’une et l’autre doivent leur succès
à ce que le polynome a+ DR + cR? + dRS + eR, élevé à la cinquième
EP
puissance, donne une quantité indépendante des racines a, b,c,d,e, puisque par la propriété particulière de ces races; toute fonction rationnelle et entière qui en est composée, doit se réduire à la forme linéaire 4 Ba + Ch etc. D'ailleurs Vandermonde a remarqué que toute équation x"— 1 —0o, dans laquelle z est un nombre premier, pouvait être résolue de la même manière; ainsi la priorité de cette découverte ne saurait lui étre contestée.
LAPS DIRES LAS
À | ‘anmmnennarmuncnraarameemeanmurecmasis its Pneus canne timtt nina tn nn dde un Da LEE een ne
fat
fé Le dis]
RSR ALT IQUS ermrlee ET ANR 08 - Shot ne let ee. PR OUR
DABWE I.
Expressions les plus simples des formules Zy? + 2Myz + Nz ,. pour. toutes les valeurs du mombre non quarré 4=M°— (AE cp A 2] jusqu’à 4 — 156.
NOMBRE /.| FORMULE RÉDUITE. [NOMBRE 4.| FORMULE RÉDUITE
3 Et — Rs.
5 PR CR = 5557) 6 : HE (y — bn RE ra (n° 2645" ) ( ( HE (re LE (67° sh La 10 T° — [EC — 353 ) sp — RE CPE 74 ) NENCE PSE ne EE (7 — 3ÿ° + 293 —= 122 : JT HE-( = 582) à 14 E (2° — a Æ (y — 303 Er Te ARR # | De ÎæÆ (7° — 408) 18 CEE AU EP) EE D = r—4 0 (7 — — tee (CH 4) “4 LE (2 — 213).
22 E(r— pers 2 Æ 7—+— 43 l'HsetR (74e) PR TE Cr — 45) |E (67° — A ce . } 26 pi — ER VER | APE — Feu 'E 7 Pb = *—:102 ) £:
ER AT HORS ire y 28 ÆE(r— be à. = 30 -29 JS ile 2YÈ — 2 2 50 [Er — lent Æ (a — ea |
ji H#)
FORMULE RÉDUITE. NOMBRE À. FORMULE RÉDUITE
(y — 095z) Ep art) Æ (af + 272 — 47 pe 23z° ) EE ( 7° — 967) Æ( 7° — 1167) En(35y*;—" : 627%) Hi 7° — 1377
, EE (°y° — 118z° pe — 9 72 te — Se). Pers EN 2 HE — 172) Æ ( 7° — 99°) 7 HE (9y* — 112%) ai ER ES Æ (De pie (D — 40) Æ (57° — 247° J° — 101 (157 — 8:
4ÿ° + 273 — 25z - - Le - 5 pe == :
EC 2° ==1027" DV. O12° | (37° — 347) € VACORCONIECN SEEN 2 Æ ( 7° —,1287 ) (741082 Ÿ" Æ (37° — 41z°!) + à "Etre a ar a 2 LC,” 1047.) = 1242° ) + Lg RS F3z°.) 2 ( Fa 1257° HE ( 7° — 057 ) Æ ( 7j — 12671) (39 —, 397.) Æ (27° — " 63z°:) 7 y? — 1067 Æ-( ‘7° — 1277) 2ÿ° — b3z° 25 F° — LA Æ 2 — 1207 HQE 0) Ress FH 7° = 087" ) > — os Se, He RS —Tr0Dz" 27° — 657° ne $ ) 5y° — 267° E ( y — ri07° 107° —= 137° HE (27° — 55») z - Tr HE. 7° — 19312° EE ( 27° — 1117 E.( 7° —13327 HE (27° + 272 —:55z HE ( y — 1557
- À ‘ gi — 1347 ) Æ( y} — 1127) à Æ Te + 272 — 372 )| DL (7° — +
RE RUES EM PAT (Se 7272
R RSA Fa ( 79 — 1367°
HE ( 7° in4s) [EC — 17% Æ (39° — 58% ) [EC A 27e — 45 ) RRQ TROT VA TRE ROSE ER RE ET PO T
TA BASE-TT
ExPrEssIONS les plus simples des formules Zy° + Myz-+ Nz*, où M estim
par,
M°—4LN ; depuis B—5 jusqu'a B—305.
aleurs de B
pour toutes les v
S n FNENOIMENANTE ME PSN LPTN ee ra ta a a ro a ro ha a ro a lt a a Re te NL RL de Le 0 hi ht h Who LL E | ÉSSR ER RE DIBDE 5 RSS DO TIPBP ÉTÉ LEUR ER SARA TEL D PLAINES PAP RUES TUE A EN PAS PE D PA D Per LE MALE: ES ET 2 « L [ès tv rs x t KW ty 1 19 à | SSSSSSSRERESRERRRSRRSSSSSRSRRESERERSEERERERER . D I LP PAL LL DS LA 0 DELL AN Ë SOSSRSRRESE SES SR SÉRIE SRRRRERRRERSRERNENE % ARR PROD, A NAS SN ARR A MR HHHHAHHAT # HA 4 Ne CN ATMA ASC TA SP AE ed © — — , E | RS a Songe 2 LES TRE EQON EE 8 8 Rs: MSS 12 CR EE M RE NE à NON NN A OÙ M A M A NN A A Ar) © © C1 " % «a RES rRÈ RE 1e « RS FX. SN ST ANE CRIE PR be ae Re DAC RSR CR : | RNB ROBE NE SSSSRE BERG RE RAS SSSSRRE RER) 5 IA PERRIER AR EE dar PSE LE AE A At S # | SSSSSÉSRERERRES SSSR ESS S RSR RERRERRERRERRRRENNR EU DZ D D, D © 1 Ë SRSESSSSSSE SERRES ESS ERERSERRERRERSESRERRRERSSERES ; Du, Lu, RON DENT HMS ET # # # # #4 TUE QU HAN AA NE PRES RIRES 8 RES PSS 8 8° ce SOS css Le - - im a Z i
Re, er ms —
D mm on
FÉES PR LADBEE PET
Diviseurs de la formule # — au.
DIVISEURS FORMULE. DIVISEURS LINÉAIRÉS IMPAIRS
QUADRATIQUES.
P— 22 8x + 1,7 12X = 7 12X =} 11 = 20X “+ 1,93 11,19 En 24x =} 1,19 = 24x + 5,25 72. |28x + 1, 9,25 Ÿ° 28x + 3,19; 27 10z° 4OZ = 1, 9 » 31; 39 5z* 40x “+ 5, 13,27, 37 112* 4AX + 1, 5 , 9 , 25, 57 r 44X 75 19 35,39, 43 192* 52x + 1, 5,0, 17, 23: 26,27, 20, 35, 43, 49, 51
1523* Gox + 1,49 60x + 11,59
op
168x + i: ds 16, 19,10:25, 25,33, 553 45 : 47, 49, 53, 55, 59 : 67
76x + 1, 5,9,17,25:45,40,61, 73 76x + ci 15,27,31, 5x re 67:71, 7b
Se
T° À B T E° TI L
DIVISEURS
FORMULE: - QUADRATIQUES.
6 — 36w| J° — 26z° 27° — 157° Ê — 294 F° — 297 — 3ou° 7° — 30z7* j 30%? ES en 27° — 17° 152 — 27?
LE — Sin = 31° 312 — 7° Cu 330" 2 — 53z* 4 5372 CES ve E — 54° | y? — 542* 342 — 7° 3y° + 272 — 117 112 — 2yz — 5y° 4 — 35u° 2 — 35z° | 352? — 7° EH a z?
* 7e — "57" E — 5q7u? YEN Se" 37°: 2ys "127 Fe 58u2 ue pe ES 3822
DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS
Rs
ROLE 205. OTE OL
19, (TATRIOLS 199,100: 241,18
D — 42} . V° = 427 1682 + 1, 25,79, 12, 127; 151 VOTE Le 168x “17; 41, 47, 89 , 145, 107
LE — 436 y — 45% 1722 + «, 0,19, 17,21 : 25,41, 40593, |] +, Hu 57:81, 97, 101,100, 117 : 121, |] 153, 145, 153,165 : 169
E — 460? SR : 462 1482 ++ 1,3, 0, 25; 27 55, 413 49; 59; TO TA I OA 3 1098. 121821252134; 139; 147, 165, 160 : 477, 179 46 — 7° 1842 + 5,7, 15, 21,37: 45,55,6:1,63, ne ef 79:103,100,111,125,135 : 143, 149, 157, 190,170, 181, 183
L — 47° J° — 477 188x + 1,0,17,21,25:57,40,53,61, EEE 5 = 81, 89, 97, 101, 121 145,
Rur 87:91; 99, 107, 123/, 127: 136,
Œ— Sin JF 51e 204% + # ,13,25,49,121,145,157,160 Biz — y? 204x -H 55,47,59,83,155,170, 191, 203 a CL 2047 7 >51,79,91:139, 105, 175, 199 | 172 = Spore |2042 + 5 ,20,41,05, 115, 125,173,107|
TAB ES TELE
DIVISEURS | ; LA FORMULE: ; DIVISEURS LINÉAIRES IMPATRS
QUADRATIQUES.
& — 55u° g*— 537 21270 »fe 13 750, 11, 13:15, 17, 25, 20,37: 43; 47» 49) 57, 59: :65, 69, 775 81 ||.
eine arm + MR NME 181, 201 552 — 7° 2207 =} 19, 39, 51, 70, 131 :159, 151, ; 171, 211, 219 2ÿ* + 2Y3 =272* |220x + Ée 17, 573 73, 117: 193, 173; > 0077 27 272 = 2ÿG == 2ÿ* [2207 + 3, 23 » 27:47: 07 :103, 147,163, 203, 207
— 5qu g°— 57z 228% + 1,7, 25,43, 49: 55,61, 1 | 85, 11 ! 121, 1893 157, 1 169 : 175, 187, 1 572 —= y* 228x + 29, 41, 53, 59,65 : 71 , 89,107; 115, 143 : 155, 167 ; 173, 179»
j" — 58z* 232% 1,7, 0, 23,25 : 33,40, 57, 65, 65 : 71,81, 7103, TI, 121: 1204 191 161 : 167; 169 : 175, 183, 109, 207, 209 : 223, 225, 231 - 2° — 29% 232% = 3, DR 27 : 7,43, 61, |} + 77 , 85 » 993 107» 151 < 135, 14 5195,1575 103 : 171, 180,1 D D 211:213,221,220
& — bou J° — 59% 236x + 1,5,0, 17,21 : 25,20, 41,45, ‘ 0:03, 57, 8153 85%109:: 1213 125, 133, 157, 145 : 153, 169,
59z — 7° 236x% + nus 31, 30, 43:47, 55, 57 | 83, 91 : ne 3 11%, 119, 1078 151,155, 170, 183; 187 : 191, 195,207, 217; 215:/219 , 227; 251, 23
méme : _— sara pas Es di Fra Lys RAT ETS 3 er SN SE Se ere En Re és PRESS Ln LS Ye re
<S #erts
vs
LAPS DE SSL
ho + tt
C4 PARU T “ rates mena enr - { ne = = =
PP OMS
de: noire
TABLE TIE
< DIVISEURS FORMULE: DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS
QUADRATIQUES.
& —NGiu° J'— Gxz* 2440. 1307505 11:15 , 23,25, 01, 30: 41, 45, 45, 49, 51 : 55, 57, 59,65, 65 : 67, 71, 73:77:79 : 81, 87, O1, 97599 : 109,111,115,110, 1174 121,129,137,130, 141: 143,149, 151,195,159 : 161, 160, 195, 191, 197 : 205, 207,211,215, 217: 228,
FÉ2rE 210, 229,297, 299,2 G22 — y* 248x 13,15,21,25,20:57,53, 55, 6x, 77:70:85;117,110,127: 135,141, 151,107,181: 189, 197, 100, 207, nel 213 : 215,225, 220, 250, 247 & — 654° 7° —.65z° 260% + 1, 0, 29, 49, 51: 61, 69,70,81, 1012127, 120/5-101.3 230$ 190 170,181, 1915 190,209 : 211,231, 251 , 259
ee 199 , 223 , 247 662 — y : |264x + 17, 41, 65, 05 , 161 : 167, 215,
1224 ,-24h:,,257 227 — 37° 264x +13, 19, 45, 61,85 : 109 ; 139, : Lee -o081.209 ; 211 ,-259 ani & — 67 J° — 673 2687 + 1,9,17,21,25 : 20, 83, 37,49, |] SD 10 3 65 : 73,77, 81, 89,03: 121,120, !149!, 153, 157 : 169 173, 181 , 189, 193 : 205 , 217,225 , 237,
GT — y 268x + 3,7,21,27,31:45,51,63,75, 79 : 87 > 95; 90, 1113 115 : 110, 139, 147, 175; 179: 187» 191 ;, > RER a 1 .195,203,219: 231,256, 239,245, Res QUE | 247: 251,259; 267
al |
\ Le ‘e
TAB EEE
DIVISEURS FORMULE: | FL 2.57 QUADRATIQUES
ë — 6gu’ x — 695 *
ë es TOu? L — 707"
pos y ve D 853%:
BBa ay RÉ qautf Cyr 7e TIR ee JE
— 75? Je 732
rt st
DIVISEURS LINÉAIRES 1MPAIRS!! ©
276% = 1, 15, 25; 313 49 : LE 85, L 121,127 : 135 3 1094 10%, .1€ ! 169 : 187 , 193 , 211 ; 225 : 259:
| 265, 271 276x + 5, 11,17, 53; 65 : 83, À 1182 RAD: 137, 143 } 149, 15 101: 203 , 221, 2274 LE Pate 265, 278
280% = 1,9,11, 91, 81 : 99, 121, 160, 179; nr ; 219, 249
280x Wa 31,61, 69, 101,111: 150, 181, 199; 229; 260 : 277 279
e RE A 175 275 33,73: 85,97, 155
DS
Fo 15,28,51,35: 30,475B7; 55,
63 ; 67; 99; TT) T25:; 127 1h |
Æ De + _ 5,9,25, 29:37:45, 49,57,
sax + ï 5,0 24:00 DD: 37 Il Ë
See ee CO 67,09, 1 i en 79:81 ,85,80, 97 : 9731 1105 , 100,111, 119 : 121 , 125 |
xx ar6ya206 217312212235; 225, du 251. ; 2353237, 245,
DIVISÆURS
FORMULE
| QUADRATIQUES.
Sem 0 DES
EETITTE
DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS
235,255 , 247 : 255, 267, 280, SOLS AON TR
Br2x be 1, 25,45, 49, 121 ‘150,211,
bre + 12,41, 29, 83, 80 : 13 161,1} 312% “# 7,81, 57, 85, r09::151, 175, |}
TABLE I V
Drvrseuns de la formule & -E 4, a étant un nombre de la forme An = 1 ‘ …
DIVISEURS
FORMULE. DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS
XX QUADRATIQUES. - :
+ ml pHzrs 4x + à # + u° TJ. + 2yz + 67° | 20x + 1,9 27° +2 + 272 + 57 _202 "+ 5,7 È
P + 13% J* 2yz RE 14° | bax L 1,09,17, 25, 29: 49 Te LP LE 7. |. 522 7 AI, 19, 10, 31 : 47
2 LA + 170? A: RDS BE | GBe + 1, 9,19, 20, 25:55, do, 58 + 23 + Gz 68x°+ 3,7, 11,25, 27 : 31, 39,63 Hart 7 +272 Æ ze | NRA CES 1127° y + Gyz + 67 » 175 41 107* 10p° + 673 3z* vs + 57 | 4x + 19: 31,.55
E + 29°! 7° PH 2yz + 307 |116x + 1, 5,0, 13, 25:53,4b5, 40,53, | 5y° + 2yz + 6c° 57 : 65, 81 1,93, 109
| 2}? + 277 157 ne + 3, He 15, 10,:27::015:00:, 43, AO" 2 Se 473 55 : 75; 79» 95590
Lo % he
BH 330 JS PATES 152% + 1 525,57, 40, 07 2 rte 172 | 1322 + 17, 20, 41,65 , 101 “RE + 142 | 132x + 25 , 47, 59 71; 119 LOS rire LE Ge + get | a52x fr 7 5 195 433 79 > 127
+ 5yu| y + 273 + 582 F148x + DOpr I ,25,33:41,49, 55,65, A £ en 8, 85, 101, 121 : 137 | | ie 145 2ÿ* = 2ÿ3 = 107° | 148x #1 15, 19, 25,51, 35: 59,45, Br, 55, 89 : 79 » 87 3 913 105, 110:
Île + 4uut|, p° 273 + 422 J164x + 1,5,0,21,25:33,37,45,40, Ê: A + 2ÿ3 te 212 57 : É1,73,77 81, 105: 113,121, y° +073 + 107° 125,153 , 141
DCE MRC TE 135, 147,151.
MNota. Les diviseurs quadratiques contiennent , outre les diviseurs impairs mentionnés dans la table , des diviseurs pairs ; savoir , les diviseurs 8n +2, PUTe a ést de forme 8m + 1, et les diviseurs 8n + 6 lorsque a est de forme 8m 15.
FORMULE
DT
Paye BEN
Dans 6Qu®
DIVISEURS
QUADRATIQUES.
Ga + 142?
DRBEE VE à
DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS
273 54z° He + 19,15; 17, 25:20, 37, 40,57,69: 272 +. 62° 775 ÔTy B9>95-97 : 105, 113,117, 121, 149: 193, 165, 160 , - 197 ; 201 :
2y2 fige 27712122 ee 3, LH: 27,67: 556$ 60391;05, 272 == BF 67: 71, 75, 70: 83, 87. : 108 111, < ' 127,180,147:151,107,171,170, 191 : 207
2yz + 58z° ‘228% + Ge » 49 61, 73:85, 121, 157,
2yz + 297 228% + 24, 55, 65,89: 113, 173,185,
Gyz + 227 228x + 8% Mrs 103:127,151,211, 6yz ra 1172] 228% d- Dear 35, 47,83: kg, 181, 191,
2 + 627 ee + 1 PS, 25 : At, 49,57,65, 125,187 : 141,149, 161,160, 197:
205, 217, 225, 220, 241 ; ” 31z* ri + Z 511:25,31,35: ABB, 55,59,63:
2 + 7 7 3 713 7OÔT >91 : 995 111 , 116, 139, 145:151,155, 150, 178, 191, 207,211,215, 228, 227
Drop 1395 293 49 ; 61 : 69, 81, 101,
*V260x + 33, 737, HA à 95:9 107: 137,177
2yz =} 222%] 260% + 3,23,27;43, 87 : 103,107, 1279
pa 272 + 707 702 “HE H 1,13,25, 49275: 209,121, 193;
pr de pa 276% + 5, 17,53, 65, 89: 113, 125, 137,
22 + S6ear6e + 74 » 47:59:71; 95: 119, 131, 167,
a — CT EREUTAE 4
Pr
T-AïBL E -I.V.
DIVLSEURS FORMULE. ”
“DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS-
QUADRATIQUES.
J° +. 2723 + zh jaozz + 1,0,25,37, 41 : 40,57, 61,.65, 2ÿ* + 272 + 572" 69 : 77; ‘81 ; 85, 89, 07: : 102, 100, 4 121,157; 145 : 140,1 5, 169,173, 181: 201,213,217,221, 225: 25731] b 257, 268, 269, 273.:.289 Lay ne L 202% #07, 11,19, 81, 80:43, 47, 51, oil TEA 63: 83 :87, 05, 99; 103 : 107, 1151 À 131, 155, 159: 151, 190,105, 167; 175: 1705191, 199 239; 247: 259; 263,27 r,275,270%207 ;" 2
LE q3u?
Etui 9° + Ds +78 Gr a ohas 37,53: 81,05, 113,1} : POyt Æ 14ÿ2 HR 142 424} 137, 141 : 169,177,221, 225 ,289 1372 + de US Gz° 308% + 15, 17, 41,75, 89:11:15, 115, 129, ; 145 5149: 173; 244, 257,285, 293 APRES ke es 508x + 39,45, 51,79, 95: 107, 125, 127,1] À TPS 151,183: 211; 210, 230, 263,503
31,47) 9 : 75,103,111;|] he 118,1194 109,223, 243, a51 2791 7° a 2 + SG Fur 1, 9, 27: "493 69%:8r, 89, 101,|}
281: 321 # +: ioyz a: 2224135407 37,07, 73, 97, 1134: 133, 173, 1775 1033 107: 235,277 ; R138
FAO ÉETR 22 me 43z° 840x + 45, 47, 67, 83, 87.: 103, 123; Ki 127,103, 205 : "225, 247 ; 265, 287, 307 : 327 10y* L 10ÿz + 12° Shox — 11, 51, 39, 77, 79 : O1, 00, 131,1} 139,, 150 : 100, 211, 251, 279;
& + 8gu| 7° + 272, 002 ,356x + 1,5,0517,21:25,45, 40, 03, 57:|] - Lay hr 278 Æ 47 60; 75, 81, 85,03 : 97, 105, 100,||
10Y* + -.2yz +. 97°). 169, 173, 177; 180, 217: :22b,233,
AIME UPS 245;249,257 : 265; 7269, 277, 285,
a: "+. 2y2 1307) 35567 QUE 19, 28: 27,51, 55,43, 51:|Ît y® hi 272 462" 83 09 : 105, sb 119,3}
7Y* 2h 1 073 147 PAT 145, "1475157, 155, 159 :
TA BILE (I V
DIVISEURS
FORMULE. DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS
QUADRATIQUES. NE DT
Lt 93 y + 273 + 947° 372% + 1,25,49,97,109:121, 155,157 | 4 4 Fe : 169, 103: Ÿ 205, 253, 280, 3/0, 361 77° + Fe + *67| 372x += 17, 20, 53, 65, 77 à 89, 137,161, 185,107 : 209; 209, 305, 353, 365 27° ve 272 + ei 372% —— 35, 27,59, 71, 0ÿ : 107, 151, 1453 ©, 191, 227 : 287,209; 311, 335. 359 34y° 7 Gyz de 32? s7a% + 43, 65, 70,913 1 15 : 127,280, 101, 199,223 : 2475 250, 271, 551,367
mm
PE 97 | 7° + 272 + 082 )588x Æ 1,0,25,53,49:953,61,05, 73,81: DA 2ÿ2 TE 49 85, 89,93, 101, 105 : 109,:113, Te | as
PR
187, 199,207,211, PatB 225, 231,1" “15 230; 280,257: 265, 271, BLL, »310, If . 351: 343, 3475351, 359,367 : 371,||
Hs 1131:379,.383
1027* ae Fac LE MED, dei 15, 17:21 525, 33, 37, 45:|1!
LEE ut DE LE + “+ 14° 185,180, 103 : 107,201, 221, 225,233:
Le.
ss sh
LE DA Gyz BA 2e 148 NUS 245, 240,273,201 * 280 : 297,308, 313; 521,329:357,3615373, 381,385: :- 1z° }404x LE 35% 11,19; 27:38 "59:51, 55. ,Bo: | TS 65, 67,75; 83, 91 : 09, 103, IT, 110, || dz° 127: 189,130,143;147, 191 : 163, 167,1 VER 195, 187, 191: 195,109, 231, 245, 255% SE) 250 265, 273 32795291:205,311,315,
a Gyz 2Y3
ie
ps Te me
ss æ, RTL LE 272 3067 4207 + 1 5100; 112%, 60. 1680 289, 361. [27 F°9yz Æ b3z°| 42ox + 55, 115,157; 107,255 , 317
, +MOy® + 1072 — 197] 420x + 23,,:95.;207% 10m, 315 , 307
Ro EAN SEE" ne + 267° | 420x 21, 89: 101 ;-209 , 269 ; 341
: + Gps 58 + Gr + gs
DT AE SF 226 Ar 2 147% us 11°
420x + -47, 85-143, 167 , 227 , 583 420%:#+ 19381) 139, 190 , 271; 301 | 420x + 45, O7, 127,103 “ve ; 403 FRE ir, 71, 170,101,230 290;
pa mn rhemmanes à
\ | 4 qe
TABLE NW:
Drviseurs de la formule £* + a, a étant un nombre de la forme 4n-L 3,
DIVISEURS ER | FORMULE. DIVISEURS LINÉAIRES.IMPAIRS
QUADRATIQUES. .
BR Sel Phys ER | 6x +:
Ê ESS 7 A HE 72 147 + 1,0, 11 | &# + 11&| 7° + 73 + 8 222 1,5,5,0, 15 + 150 pH 15% | 3ox + 1,19 .
: 5y? + 53 | ox + 17, 25 = E + 1gu FEI +SE 38x + 1,5,7,0, 11:17, 23, 25,35 LE + 230 + 288 } 462 + 1,5,9, 15, 25 : 27, 30, 31,55, ||° LËTE 5ÿ° 27° + 87 39 : 41
Le ss Six Hate } G3% + 15 ; 75 05 19: 29, 33, 35,39, S° + 48 +7 41: 45,47, 49; 51, 59
ty eR Ja to | or x, 9 ;a2 29, 59,1 SJ +92 + Sr 707 + 5,15, 17: 27, 55, 47 SPA Se PR A RE HÉRR LA Vue ot 22 db 5y* + 2yz + 83, | 78x + 5,11, 41, 47, 60, 71
A NATURE LA à 70 : 87, 85, 89 i
JS + 132" |o2x + 1, 13, 10, 25, 45 : 40, 55, 6 5yÿz + 52° | 102x + SE 11, 25, 20 41 68: Fe
J° + 557 à che St à 1,0,31, 40, 59: 69, 71, 81;||:
Ye: L12° 9 ; 91 j
& + 5ou| 7° % 12 de 15z° per + 155,5,7,9:19,17,19,21,25:27,1l:
SA LE ge nr STAPS EE CE REP EEReE RENE TU EEE EN ENT ES RE Us eu mil. EMRE Dee CORRE ES d Ss RAR mare
ITA BIL.E ‘WV.
DIVISEURS re FORMULE: DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS.
QUADRATIQUES.
ARE
CT ae.
Let
+ — UE 3? PR Me re 19; 25, 27, 20, 57:
| 572: te 248" 24 48, 453 49597 579% 75,77; 70, Ô7, | A + 272: + 1 82 l: 83: 87:80: 91, 09, 101 : 105, 107, as y. 4ys + 15° ner se 121,125; 129107, Hs NDS 15 L + 7ou 3 + 707° 158x HE ASF PETER
$ 79 5y° N'a 2 he 1621 45, dr DS; 65.67 73, 8x, 83, 117° + Oyz + : 87° { 87 : 80:95, 9700, roi : 105, Lit,
er RSS TITI OT AT-T45, 126, n29, | EN LAT. EC ie 131: 14x,148,151,158
Fe ue 5e Ga He ÿz + 212 N166x — 1, 3 790: 11:47,21923, 25, 27: î | pr | 20, 5 133,57, 41: 49, 571, 5o, 61,
lu Gyu* GARE 92 + 172 | 1347 + 1,09»215527,49: A1, 24 2006 : LP i | 35, 37, 59, 47,49:55,50, 65, 7x,
CRUE RSR DELA RTE
RSR AT TELE M
ARE A Le OT LUC PEUR | 65165 269 703773 81 2 87 , 93, 05; 1
A7 He 4ÿz° + 152 2121 ,139, 151: 169
1° 3 + 205 . Lu HT 141,477: 28929 101,113, De + 2ÿz + «82° 110:131,157, 143,1
a RP Jz + 292° | 182x + 1,9,23, 25, 20: a FF 55, 70;
5. ne “ AE ee 182x + 5, 75 193 31 , 53 : À, 45 » 47 Dr nt 59, 73:83 »B9:97511; ne eux F ENCE CAT Te
J°É 87 AO: — HD 18 25,49: Ye 105, 109,
TE D 190% + 139, 11,69, 49:01 IRON ; by° + 107° FAI 10; E2T, 151, 139, 149: 150, Ë Ye — 4yz + 117 161,169 k 1 | 87° + 272 + 53z° j190x + NAS 27593,37:53.,67, 97,103, ||) ss. HZ +. 672 Nr 8z° 7: 107: 113 PIX 2272 148, 147 :165, |) Fe A pr179, 288% CT Om 206% + 1,759,13; 55e 17,19,23, 3, 25, 29: ,29:1 dr 57 + 272 82? 38. 13 49858; 59 : 61 63,70, 81, oh 7: Ga a 167° | 3e | 83:91493:97205,07:111,117;|]) 4 110, 121,120:191,135, 155, 137; HSE B AS DE de 98 leo 15 00105 385, 159: 161, ; LE 163 167, 169171 1 ES 195, 201 : : 203 ; ROUTES CE EE MS CET PAPER SOS PA RAS RAR DETTE
nanas iii smmmtiteeiamemtint these
T ABLE NET
Divrseuns de la formule { + 2au° , a étant un nombre de la forme AE oi ©
DIVISEURS
-FORMULE. DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS
QUADRATIQUES.
Je nr, GE PE CRE 8x + 1,3
E +iou| $ I + 102° NE: 40x 2 5.0; 11,19 ex eat: los Cat ehubs%: 8 | 4ox +75 135 235 37
E+aûe) +6 5 : 27) 55,45, 404] 5 (abs tie ; TRS 27° + 152° je 91:97; 45, 47» 63,
6° + 473. . 5z7 IL: 85, 08) +
+ Ba 1T; | 36e + 1, 95 19, 25, 33: 85543, 49 >] 27% 17220 7 59, 67: 81,83, 89 , 115, 125 IR rs 123 . ï : je 61, 63 : 71, 79, 95 ; 109, 125 :]|} | 1335
P° + 422° l168x + 1, 26, 35, 67, 121, 76 By 142% |168x + 17,41, sr 83, 89; 131 67 172% l'168x + 13 a, DAS 6x, 105, 157
y + 58z° : Su SE 9, 25, 33, 35 : 494 51, 57, 50,| pee NE 65: 67,81, 85,01, 107 : a soul :
A RE RS 209 : 210, 225, 227 L 27% 207" "| 232x + 15, 21, 51, 37,39: 47, 55 :61;60;|Î! ne 77: 79» 8, 95, 101, 119: 127,1]
AD TT sys ER 6627: ae + 1, 2h, 29» 67, 91 : 97, 115, 163, | 37 "227 1 23 4 A + 33z* 2642 + 17, 735» 2 65,83 : 1075131; 16r, ||
Gy? + 112° 227, 233 ;
Vs + 472 4 ie 264x + 5, 23, 74798, 71 # 110, 125, 191, |] 221, 24 4
10y* + are 4 7% 264% + 7, 13, 61, 70, 85: 109; 127; 151,|l° 175, 205 j
— este — - 5 PR PSE OS ES
DIVISEURS FORMULE. x QUADR A FIQUES:
J°F747 8ÿ* 7 4yz + 262° 07° + 87s + 107*
aps + 372 67°. #+ 4yzirt 352 18y° ++ 8yz,+ 52°
» + ES Le à + 4%
ar + Ba + 4 |
; ie 106:
a ip tre +. 10°
AE ALES ; “ob.
ALES 2 rs 832 ) 227° 473 +. és
OT
185, 226 ; ne 251, 267, 283, 289 :
1e 7, Ps 111,1 175, “er = ù 2A TE: | 230 285: 2 JB 2 265 - 203 :
apr, Œ ARE Ee 43, So 89, 91,97: 09,105: 1 121,123:191,193, 58
4h è ur 31,59: 45, 55: 5071, 71,7 0x .
| 205: 341,340,551, Se 559: 373, k 583; 580, 301, 597 : 405; 421
103: 109, 117, 119 | 125,133: 135, 143, 165, 167, 183 :|| J- dx 1191509: 205, 207; 237 : 239,]
AGENT à ms
TOP EE
DEVIS EURS
: e Sex DIVISEURS LINÉAIRES IMPAIRS, QUADRATIQUES. | ; ; Fa
J° + 67 27° + 52° 242 + 5, 11 DR . À 56%. 1,9, 15,25, 25, 59 37° NÉ nn run doi 56% + 5; 5,43, 19, 27545 | "ty + 227 7 88x E TL 25,2b:31,47;40;71; 81|} 5y® + Gz° 120% + 11,20, 59, 101
24". | 31207 + 15, 13, 37,43, 67 ‘Se : ;
PH 382? à 1527 Æ 1, 170017 28:30 CPS :
Gy° 473 + 7 } 55:63,73,8x, 87,15, 119, 121,1}
se + 197° 152x + 3,13, 21,27, 20: 87, 51, 53,509,
+ 472 + fr: 69,75, 91 107, 109: 117,141 LE 3
HAE
Fr père + Be 2 9 28 31 30: 447 40 À,
27° + 232* | 71:73, 8x > DT: 9e 105 : 119,121; 1273151, 167 : 177 | 5y* = 4yz + 107° | 184x + &. 11,19,21; 3: 25, 45, 51; 53, se : 67, 5, 13.99» 107 : 109, 125, ne MUR: ER Ù 7 tr: 62° 248x + 1,759 25, 55, 39 : 41,4 47; 49; 29, 27° + 31° 3.: 71,814 875.05, 07 : CAES 7 He 1272 + 142 , 193,121, 120 : 145, 190, 160, 175, ||. 185: 191, 193, 225, 251, 253 Gp + 4ys + 11212482 + 3,11, 18, 21, 27 : 20, 37, 43, 53, 54 + pre Ce re) +61: 75, 77 85, 85; 91 : 99, 115, À + 117, 123,130: 142, 147; 179 181 | à VE | 189 : 197, 205, n13 220, 243 :
+ 707 2807 + 1, 0,39, 71; 70 : 81 121,191, || TAUT 169, 101 : 239, 249: .
107? +: 72° 280x “+ 17, 53,47, 73,87 : oh, 103, 143, ASS 153, 167 : 225,:257.4 5y2 + 143 280x + 10,50,61,60, 101: 131,130, 171, L+ LABO LAS | 181, 229 : 251, 269 i 27° 4 352? à: | 280x + 37,43, 53, 67, 93: 107,125, 163, |
DD UT DS DR CE M uen M Ut
D D A Rs SR em
TABLE.VIT
DIVISEURS
. FORMULE. DIVISEURS LINÉAIRES HAMPAIRS, QUADRATIQUES.
E + 7ôu* r° + 78 312x + 1, 25, 40, 55, 79 { 102, 121,127,
199 , 217 : 289, 209 27° + 392* B12x + 41,47,71,80, 110: 157,161,167, 215 , 239 : 281, 505. à 5y° + 26: 312x + 29,35,53,773 101 : 107,131, 15, 173,179 : 201 , 269 Gy° + 152° 312x + 10,37,67, 85, 109: 115, 163, 187, | 220, 253 : 501,307
E + 86u* 7° + 86z* jP44x + 1,0,15,17,23:25,31,41,47,49, VUR + 4r3+ 9 57, 7981,87,95:97,105,117, Y® + 473 + 155°| 121,127 : 135,145, 145,153, 167, 160,185, 185,193,207: 225,231, 230,255, 271 : 275,270, 281, 280, ||.
Sy + 4yz + 187 75,77: 85, 91, 05: 115, 123,125, 37° + 4yz + 302 131,141,:147,140,155,157, 163: 171,170,205, 211,227: 255,257,
243,245, 261 : 277, 285,291,3 ES A M pe
€ + gqu° F° + 94° s. + 1,70: 17, 25 : 49,55,63, 65, 71:
7PÈ + 473 Æ 1427" 121,143:145,153, 159,160, 175, ; 177, 183,191,209,215 :225, 280, ||.
+ By. + 8yz.+ 222 )376x + 5,11,13,19, 29:55,43,45,67,60: 10ÿ* + Ôyz + 112° } 77; 85, 9195 99 : 107, 100,117, 125,125: 133,159,163,171, 179:
Gp + 172 408x + 23,41,65,71,05 : 113,143, 167, 209,215:233,311,329,335,577:401
27 + Drz 408x + 35, 53, 59,77, 83 : 101, 149, 155, 170,203:251,203,341,365,5809:395 … | 3Y° + .542° 408x + 37,61,91,109,133:130,165,187, à oh 211,255:277,283,501,570,597:405
TABTEVETI,
Contenant les diviseurs quadratiques trinaires de la nr + cu, avec les
valeurs trinaires correspondantes de c.
à VALEURS.
FORMULE. PEPISRQEE QUADRATIQUES TRINAILRES. AR Dep ei.
CE PU 3 PRES RER 2" RS
PA Ge À at Bot De An | Erie [oner ee momo fe 1 2y"+-272+ 07 ss 22) v2 J—23) 42" 9+4-+4 | ct pie = ee _fet I. RE CTP EEE ET | | Para TE TEE D xtas on | Das Lorna Goo ane — | on Dr Ne Ce) he SSH | |
= men ie RENTRER TON CAP PAIE PI TT CENTER EE = ee eee LR Een re ris Se | 0 mr gt mme 2 TR es
TABLE VHITI:
VALEURS
FORMULE. DIVISEURS QUADRATIQUES TRINAIRES.
TRINAIRES DE c.
a 2 2 Ja. r=-23 ae 2Y——2 Eur 25+ Can t+3ou | 5y°+ "6 _ ARTE SE Ne 25 441
= = LR DS se te L433n syetagé=|p > an re +42! BEA
LE re or. PSG EE; pe D One J—22) +0 16+ 99 FE à [(2r + A A) EE (2) 25 gr P435u |67H2rz+ 62 | EE) rEREE À 254 es Cepege | pre pére UNS Le ASSET 2h98 ( 733) An LR FER SE LATE P+-S8u 1By2yzti32 ( y—22) y (+53) 294 9+4 J'at4rr= JH252%+162. 25-16 |
bjr spas À acte FI D) h16% 1641609 by° +472 92 2722) + Y—22) + 2° 36+- 441
: 4 np (year) JE8s) Ce) 5164 | Cd ee | Ra. Débe) DEEE
| in ND (74383) +4 ire) 92° 254 9-9 > R ep que (+ 2) (par) be" 25164 PRO PP Gr Creer Er Er 540 EURE 2) y"#02° sit 136- gr
HVATE 5742721103 — A 7 F2) +07 : SGH Le.
ke FH. y 402. 149 1 FPE lp 9 (7-22) Hate) | 60 ets Lys (na in Letsue br \Re (Te À fe
“ J'H533— = +402 +47? un 2 ere Er 97— te ie J— Can) né | Pan Re dE 27272 3) + EN RARES RCE AIN L LHSAur férrer ee = + SH Te ca A gb
J'HH
og D io | 7 NT 7
“64h J'Hôis= 7'+565-252t Cu 5y APT us Ar eo Rns : 24) zh2rs= ( 7 —23) + ( PEAU J—2) (86425 1 FRERE ë penis = (74 D FN a 49-+ 9+ 4
47° 22 A ere Gz* 49-16 Ca 2) SAS y=+23) 564254 4 ( y—27 E 27-22) # (27 + 2) 8625 4
CHE) 74) 2 Gt its ( J—H22) + 7—22) +257: [25254 :6 2 PRIE x) 49H16 x 2 2) CIS) Far 49H16 1
etôpe lots (ot) (=) Vototo
xs pme +6" |S7'H 272145 ET CERTA : PAR jee nee HE:
DR 7 Ghetor GE © t +734" PHARES ÉS re DFA | 36-56 ï
2 re
Ta: Dar las = |
L+-66u° | Gy° +113 — e
| DHTh= +408 -+255 lo+25 +7au D ae é ne (7442) 49-+16+ 9 Qy°+Bz-ror— CEE) are z)=F7" 644 9+ 1
sive- Rss PAT 32) 4 722) 7 2)49+25+ x PH Dore nie : # FH # rs) jgast à
TABLE NAIT
VALEURS
FORMULE
DIVISEURS QUADRATIQUES TRINAIRES, ‘ 3 , TRINAIRES DE c.
nous Lara tase (9 HS) Ja) 1862516 tpm Loos Lei a
Pl) Lt) y 2) op
L’+78u* +268 || 7 —42) + y+32) + y) 49-252 # etre | 22e (HAE) 75e) 16 l49+16-16
5y°+4ystigs= (27+ 2) 7162" 64+16+ 1
PB - y'+822"— ÿ°+8 12" +2 81 x
# x 274 (JA) AE 7 — 45) +05 64+ 9+ 9 1832 | 2°+272H4422 = ( JESS) EE 7 — 43) #2" 81 x PRE | Go bareis= (ay sas) (y 52) 4925 9 : : : af J'HB12"+ 47° 81+ 4
27432 ( +82) 7 —32) +253 36-25-La8 CHÈRE | Ep petagn (y Ra QE M SE à 574 ide (27 2) (742) Hs" 814 4H 1
F'+B07 = 7°+-647 +252 6425 PH Bou 27°-+2y2#+452"— RRMEn J—45) + 45% |81+ 44 4 5y°+-2y 3183 = (27 + 3) 7 — 2) +163 64+16+ 9 arabes (ay 2) 735) 4 |40+-56- 4
Pgo |-oy°+6yz-#+1 Ia (27 se are — 2) p—2) 45 à
(753) +27 + 2H (27 —2) 4025416 … : s à (7° HG7+ 2) or 8 rpou |oy:-+Gyr-troz=f A IOEE AU LOS, Joe
Ne Te ACTA EC sÿpmt (Gas, DS A Le een O2E SA UE SONO L sa | DY°-2Y 2107 — (2ÿ— 2) 733) 07° Lo+-56+ 9. l+94ù 10ÿ°-8yz112— (574 Re Jr 3) #-027* 1814 9+ 4
2 à J'H972 = 7°+8 12 +167 81+16 , FLE 272-272-4972 — ( y-HBz) A y— 27)" 4867 : | |364-3625
qe | Al D | ST Il da || # LR ns ee ë A LES v%.
æ Se de ES SR Srè a
RP IT DEL SNS Kobe te em ts
pou née
TABLE NAT
VALEURS
FORMULÉ. DIVISEURS QUADRATIQUES TRINATRES.
TRINAIRES DEc|}
e+ o8u* Ce: 272532 (943) 4 Das De eus 2} Gétaña :
"+ FAP lon PH 2) 7H A2) 81+16+ 1 es : in JEUNES) 407 29-49 à PH go [2 si Dos = ie Ho 7 ee LT 49-2525 Pret p'Hr013— J'É1002 2° ; 100 1 se Bron) VE étre (De yes | |hoit 4 s GP 272172 RER APRES GAH3GE aa: ee Ÿ AA = (72) re) + 40646 12 : | - JOIE) A 7) + 100 FES 1 CM ARE armé (3 DC 2) Hg "| dodo 4) À ((27— 2) + Li Gas Ho a 2 n pe F ra 2 J C+105u air DE LEON 2" 100.4 1 (27 —22) + JE 47 Gr 2° 100+- 4+ 1 E 106 :YH1067"— y+-812+2Dz" 81-25.
Sécs ATARI ee REC Dan 81+16+ 9 a | à ME LO F°#+1002"+-0£7* 1004 9 ue 5y°+ rie ( JS) (22) Fe 644-564 9 Le NN En PEU à DU Per Brio RARE —É — " RE 3 er ce ; me à à A 27 32) D Arms Dre 1-2 Dares mon 75) | 492-560 | PHusr= y647+400 | 64449 bts 13u°| 27° FPE LE ne PJ —4z 2162" ec ET 472132 — 2ÿ=—22) + (2)+3:) + 7° 1004 9+ 4 Le a rome (9e) (y) ho | 404016 Prin REA Le 97 s = PASSE Dr +257 64+25+25 3ÿ°1-38z ITA) (752) +72) | 6440 1 si PA es) Go 2 Ce 15u: orge { z) Et +23) +092" bee 9
Sy) 5) 9 81+25+ 9
TABLE VIIT
VALEURS FORMULE. DIVISEURS QUADRATIQUES FTRINAIRES. : - TRINAIRES DE ©
under ve dartid Lara à) 100 P-Eripelop te Gyz-ti4s AE Dore PTS US
D Cr LC lot ob etat Des CRD ET RES 1 Lane De Ce Re peser se) 10y° + y (782) Ex" +4. s 14-564 4 . Y°H1222— #r21" : 121 1 DEL sn Frot = —43} a +52) +7? 8125416 Tortue brio p—22)| ho 9 2 Mrs (982) 2) +, “| 40- a RE 2 cu ae 6e = AT CR F' Fantes 1!
FH A12D2—", Pia 2 Ye 121 4 AE Gy°+ Lire (242) 7 + SLR — 22) 100-316 9| je POP EF 2ÿz+-142"— (27 2) 5 —22}) + ( 4-52) 64-56-25) 2, 2 3 CRE 42 + (2 —+-3z +" 121 is ame 57° LA Sr Se. Se: AE à |! à TTC) Get 0 LT LOGE 5 | Ba _ 5 + at mi pbs) pds, | Rai 4+ 4 étais dr sp ae PE) PA) E20e [10025 AI] | Rep DE (2) one | ANR AE lets #4 es Re NÉE .2y°+ 2yz 662 is +52) 743) Hope 8125425 par) 6y°+ 273-H227— (27-52) + JE RECGIE 2} 81449 1 op + OyzHi4z= (5) 22) y 33) 3 121 ARS I 2 ñ 273 24 z 8156416 EH 334157 PR 32 a Re LA pe de
2° Gp — RARE 78) H407 :! | |Hdot4ot LES “4 + # hs = (2522) 752) +45) anse 4 | DH arr tags = (Je 2) Er 2)ab |100--25+ 9
Heas Ga tp CARE JS) + TS 121 9+ 4
* SENTE x LPS PEN ETS ET ETC PRE D TT En" RE CE | ol LÉ PER RENE SRE PME PTT EST PA ENS TES TVR Te NEA ae TE co
AE BE
ia Es
ne À D 4 |
TABLE VILIT.
VALEURS FORMULE. DIVISEURS QUADRATIQUES TRINAIRES.
TRINIARES DE |}
JH137%= ÿ°Hx1212 4167" & : [r2r416 PHA37u| 27° 2724607 —= ( y—H2z) + y— 7) +647 644-644 9 OY*+ 872172 (2y—25) (27132) y2r) 100-356 1
Herr es OC NE LE nm rh en FE hernie ;
£2Hu3oul 2°+ 2yz-70— (7+62) + 7 —$52) +97" 121 O4 9 Fo apart (By 2) 72e) os" 8149 9
2 a 2 TS 3z)? — 2 É 21—+-16—+ 4 Hi] 5y° + 472-297 RS F0 4 RTE LHA1420"| PH 2724152 — Op ( 722) 7e) 81-3625
nn 2 2 2 144+ T mb J°+145z _ 7 EURE {es ART | poos [( 7-4s) (2725) or 10036 9 | Dao Épahto lo0+36+ 9 P'H1462—= +121" +057" 12125 < à 2y°+ 752 = ( y +63) + ( 762) +2 1444 14 1 -LHr46u Sat 272-4097 — ( y —57) + y —22) + + 62)| 814644 x y"+ 472252 = pH (27 +85) 7 —45) 12116 9 81+-/49+16
QU Gr (ay 2) — 2) 74e)
2 al Ra PUIS RMS + 3) + y —43) + (2 RE CRE P+147u 6y°+ 6724267 as pus RARES 121-025 7
epaloel + Deoe—= ( 76e) aa) st dde ét + 27258 = ( 745) 782) 4 6440-36 O7"+ 472-172" — 4° + (27 —2) + y45) 8164 Z
2 2 2, »__ f(8Y +22) + — 7) + —33)|12125+ Da en nn le PONT En are ea
a ne (9) pm) tés | 646425 11530 d'en ape tps= PER Fees FRE AIT Re. eff CNED EE 7 a ho got 4 VOTE (27H22) 42732) pos) 100449 4
EN DEA UT ne Le a A ne ed EN EDS SUN ES + VD NE UE NE PORTE EURE SCC"
TA B'LEEV FIX.
VALEURS
DIVISEURS QUADRATIQUES TRINAIRES. ‘ TRINAIRES DE c
Ebhehort Beti=fAUUTE AE GE à]
(722) y Lan)e-toe | 81+64+ 9||
2 ds 2 ele EEE 0 A | EP Q ED onde) y Sig]
à y 1572 =) pr 21225 67° 121-L56 Ex us 19y°+-10ÿz+145—= ( 37252) (2y—22) 4e 1444 ,9+ 41
By 2y5-032 (74) JG 75)". HAN.
drag pense | 2IRS
3 h def (2 oz) H( y—2z 21552 Ro. LV DS | EE AT 2155 = se sut FH 81+64+16
Er 58u°
| &#Hi1Gru
se Ce ns 1446 1) Ier, AGE M) ae PAS 4 Ne eee Le EC y=4s ion | 6449-49 ROMA TES (722) + (67 +22) + FT Sz) PE RS
pr 2y°+ 2yzH827— PA F2) 8 Iz? Es FREE 1
AR. ee 21 Oalif sa ES PRE z)° —/3 )+-( 2 2Z)|100 1 ee ol 1 AA Hi A se Rs: RL St ri A se a CEA) Cr 5e RE 22) 1064 à
5y7°+ 4724342 (27 +32) (07 —42) + CL 121-564 9 po+ detre (ra) rs 2) 05. (81-40-56
Ces ms 664?
27°#832"— ( y 2) Fo Y— z}+8rz À 814814 4
110 J° 1607 — Y'Er 44H25 à 14425 ü vs 10y°—+ 2ÿ 2172 — ces Ga AOC 6e, | 14416 9 2 9! +16 z'-E z° A 169 :1 PR PERAOÈES a 22 + 121-409 \j 2: Y 27-33) + (0y—5:) 4 + 2) 144-254 1 Sa MR ras + Gers Rene à BT-+64E 20
( +6 52) ob rar a5s (HER) AT —-62)E 2°, | TOO TER PEVE an DS) 121-4909 1
LEE TR L
4 ae 2ye-t862:
En “yes SRE
gl E
k TRAIN RPC RES ER RS RE nn ln ER ur EUR | Len es RE: CNETEEAD 7 Re don L RIRES As RrTps SN SRE PIRE SNA AGE 8 EE e LE LEA HR at 258 SMS die
TINMBEÆ:N LI
VALEURS
FORMULE. DIVISEURS QUADRATIQUES TRINAIRESS ’ ds TRINAIRES DE €.
Pire NO AE RE ES 2-5) (a) 14425 4 OY°+-8y3-212— (27 — 2) + J—22) + (7-4) 100-64+ 9 ie HôyzHi4= (57 — 2) + (2752) +47" 12136416
Gage (7) Ha +5) (7 ac) lie dot 4 Gy°-+29 ={? Paris: NEA DE UE RE 4
#2 Tu 3)? 2— 2) +207 ss 9 z 5 Ha ise ie ché
LHA7Au
Re LCI HP p—82) +642 = | 644644 LAIT | 12272807 GRR Le …… 694 A
2 3416 O2°+-02° 169+ 9 L+-178u° ae 897"— ( PE Y—22) +813" 814-8116 np Gyra7e— 07 Hé) 75) ME ue
ay aysto0s= (7452) 7 — 42) 49€ | 81-49-49!
ago) Gas io (ay 2) 729) MAT CET 10Y SSH (37 2) 7 +45) +" 69+ 9g+ 1
J'H1817— y°+1007" +817 10081 11810 Spas — (27+ 2) +7°+-567° + 1444-36 1 Hé sn (S— NL REES) 02° 81-+-64-+36 (923) (2782) -+e" us 9+ 4 (ac) ay) | 4 (962) + Das) (+32) ss 1 (752) PAPE 121446 Ha
157145 — 3y°+-2yz1-617°
Ca mnt Bu
F'+1212 +647 + : sun { (27 2) (2723) 42)" 100-81+ 4 7. FR É: # ci 3) (9 42) 10049456
LHr185u°
F'+1853— { Na 1695162" =
(Cas) (y E62) HE —52)lrar-é0-16 By Gas (| PH 9 GP Ba) ar PAG PEH4) Er) 169416+ 1
( L+186u° : nie 2 ICE 78) Er—22} 121+64+ LA
EE 2 re em ru
T AB LE: Val I I:
VALEURS FORMULE. DIVISEURS QUADRATIQUES TRINAIRES: ss: Mi | TRINAIRES DEC à A à a f( 7435) Frs2s) OL" 81-81-25 CHE ar art NP 6 à ét ot 9 Li: (ps) y) 4e l169-+16+ 4] LRO APE HAUTE lors 147 r4yatr get = ASE 2) + 47° 1214-64 4 ( Sn NUE DANSE se 121+64+ 4 2 M ; (37H 2) + 7 —5z a . [100+81+ ÉHigou*| 107°— 197°— —|( ES D Fe 10081 9 Are DHOBÉ= pride Lio" 144449 ÉCÉIOE DÉS 972 = ( ASE \R D He) FGes ee J'H1942=. 71602257" 16925 27°+ 972 = ( MG y—67)" +257 PAR
etage DEEE CI 7 etes ht 9 PQ SG QE A 7 81-64-49 WHY ET 227— Cor) HIS 722) 1444094 1 Rat 182 — (y—+42) +(5y— 2) 4 7 2) 10910 9
| —_——————pZ
nier 2 2 2 7 22— Y— 27 27° 2)° Z 190-572 1 A Ver 1 (37+2:)+(27— 2) +( Pier 121-4025
\&= z)+(27 +52) 4 ( F—22) Re
: N1972 = + J'1067° 5" 964 1 PH1gqu| Gr 557 ( 7 —52) (725) (2725) 4440 4 OP°+-2Y2-+ 222 (27H22) (2751) 74-32) 1008116
2 8u° 97? mire JET) M7 Sos 2° 106+- Ie # 6 ie A Jr. 09 CIS) 7 ne 100-4949 ap oyatro1z"— IH) #1 007" 100-1001
are ATOS LS RTE Re : ; 2Y—22 ) Z)? 2° 1 1 7% AVES qe set D ha r 6e rar t-64 +16]
Looiu
— mn DRE ea EL OR TE
ns 5 ETES GR RETRO EE EME 7 ". Fes ni PE ess RU RE MMS BPNEUT, Te REA,
T À BL BV IA Hi VALEURS FORMULE. DIVISEURS QUADRATMIQUES TRINATRES® : : TRINAIRESDE c P-Hadoi k Sd ee pre : Le 12181 | Rue br Hetigse (ode) (a 2) oe d449t 0 | ce ae se host 9 1 dd (Rs À ARR CLR | \ + k À (3e D HA06E 9z* LA TER 196 9 | P-Ha05u° ass =. J°-11607°+-562° 169-356 | à hrs Gr on) 56e (Ut tS6a 41 ) il \(@r=2) +922) 367. 1 |r44-3625 | | RE 2724692 ( 745) ARTS 7e) arts 4 :| 5 UE 4Y 2422 = (2ÿ— 2 oie JH43) +257" . .|f00+-81+25 | PE-20Gu| Gp st 552 (27) EC JE 2) 752) RE | 10ÿ ‘ee Aya (Sy22) EE 74) 7°
OÛH 9 à 1191072212" — (8-12) VAE JE) 1149 L86
JH22) + 7— z)-1002° 00 r0OES
sr ( . - _{(3r— 2) HCoeE4) +. 428 60-56 4 Prog hope nel ASS pce (6 Akt4otr6 BAUC EE =\#
HR 2) CEE 2) 162 1446441 mn) ra a 9 9+ 4
(RE ont | Gy2352— cs pa DOS Pes + 1692516 @, sh THB) à 2)! 1216-25
aie | 27271067 — RE 735) Be nt 81-81-49 GEr-ALRR, ges eat tee LI SH JS) 9 RATES 9
à As je, s__f(27 +43) 4 (87 — 2) + FbAG Là A 4 AR ARUEE Gi à Re 7-15) VOB
ne De ÉerSRe RE À | lt 9+ 9 etc
ve 28-432" 27-432) 7 —527)" JRURER 9
trs a EE n a ts ot RS PP TRES RAA DRM ER
Se — EX a DA EN PEr sn in D RTS SR nn
TARBES
Fracrions les plus simples Z qui satisfont à l'équation m° — Ant="# #7 P D'ÉTÉ Lo q ;
pour tout nombre non quarré 4, dépuis 2 jusqu'a 135.
al or
Le
2. be Rte 3 ere 59. | à ra. _£ be CHE 75 | a 6: É NA : 74 É é. | _ | Ref 48 | 5 PO ao |? 44 | RAR Es Le BE 781%. 1 [7 De AS 15 ED à | 80 | 2:
Aa 18 |? ae 10 LA BD alEe 83 |?
pli ne alle s 18 # 52 je | 65% me 19 30 53 7 86 A 20 2. 54 2 87 À + 21 L 55 : 88. | 1 22 | 2 56 2 89 | "|: rares “oo |»
|? 58 | % gui | as 6! Vol lo) 27. | + Gore 95. | 28, | 27 Gi QE 29 £ 62 95 . :
30 | — 63 1° 06 à 31 cd 65 = 97. _.
Las a El | + 34 5 5 F. 101 :
Fa à ë > ee Ve Le SAS 70. | 2 103 ire
FiN DES TABLES.
pe eo Ci RE EC EP SE PE EE DT RP LES Rate — unes msg le ee OMPRnE L
die ee rt
Ouvrages qui se trouvent chez le même Libraïre; et où l'on peut se compléter tous autres ouÿrapes de ce genre. RU
APOLLONIUS Pergæns. Conicorum libri octo et Sereni antissensis de séctione cylindriet coni libri dud. Oxoniæe, 1710,in-{olio, et autres éditions. i Vié d’Apollonius de Tyane, par Philostrate, avec lès commentairestdonnés en anglais par Charles Blount,
sur les deux premiers livrés de cet ouvrage, le tout traduit en francais, 4v:in-4. 14 €. ARCHIMÉDE ( (Œuvres d), traduction littérale et complète, par M: Peyrard, professeur de mathéma= » tiques ét d'astronomie au Lycée Bonaparte, etc., précédées di portrait d’Archimède, - gravé: en: taillé douce, de sa vie, d’un mémire et de la déscription de son miroir ardent, avec figures, et suiviés d’un mémoire de M. Delambre, membre de l’Institut.et u'ésorier de l’Université,: sur arithmétique dés Grecs, x vol. in-4: très-belle édition ,sur papier superfin d'Angoulême, ornée de plus de:55o figures, gravées avec un telisom, par J. L° Daplat; que l'on-pent les considérer comime des chefs-d’œuvres, Ces figures sont placées dans le texte à l'instar des ‘belles éditions d'Oxford: Prix, cartonné à la Bradel} sans remise. 364.
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hounieset à Ja navigation, avec.38 pl®, 2*vol: in-4., seconde édition: : — Histoire de la mesure du temps par les horloges, 2 vol. in-f+ avec 23 pl..gravéés. 36 f: BERTRAND. Développement nouveau de Ja partie élémentaire des mathématiques! Genève, 1758;-2 vol. ï 33
in-#. .
BION., Traité de la construction dés principaux instrumeris de‘mathématiques;-in-4.. 1952. 25. BORDA. Description ébnsage d’un nouvean cercle deréflexion ,tin-#. 51. CAGNOLI. Traité de Trigonométrie, traduit de l'italien, par M. Chompré, seédition ,:in-4. 1808. 18. CARNOT, membre del nstitut, ete. Géométrie de position ; in-4. pap: vélin. 4803. 184,
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(5e Supplément est divisé en trois chapitres :
Le chapitre FE offre les moyens de décomposer un nombre donné en quatre carrés, tels que la somme de leurs racines soit égale à un nombre donné compris entre certaines limites. Ce problème sert d'introduction au chapitre suivant. |
Le chapitre II a pour objet la démonstration générale du théorème de Fermat sur les nombres polygones, et de plusieurs théorèmes analogues. Cette démonstration est fondée sur les mèmes principes que celle dont la découverte récente est due à M. Cauchy; mais elle en diffgre à plusieurs égards, et elle ne suppose démontré que le théorème relatif aux nombres triangulaires , qui est le premier cas du théorème général.
Enfin le chapitre LIT contient deux méthodes nouvelles pour la résolution approchée des équations numériques. Je donne ces méthodes comme nouvelles, parçe que je ne connais aucun auteur qui en ait fait mention jusqu'ici. Lagrange qui avait, comme on sait, une grande érudition mathématique, n’en parle nulle part dans son Traité de la Résolution des Equations numériques ; s’il avait eu connaissance de ces méthodes, je pense qu'il n'aurait pa® dit expressément que le problème- énoncé pag. x de l’Introduction , était resté jusque-là sans solution.
SUPPLÉMENT À L'ESSAI
6 L Sur les moyens de décomposer un nombre donné en quatre carrés , de manière ‘que la somme de leurs racines soit égale
à un nombre donné.
(1) 1 s’agit en général de satisfaire æux deux équations
S+éeHLu Ho, @) b $s Hié+u +»,
dans lesquelles a et à sont des nombres donnés, et où l’on suppose les quatre racines s, t, u, v positives.
J'observe d’abord que x°+x étant toujours un nombre pair, il faut que ab soit aussi un nombre pair; ainsi les nombres donnés a et » devront être de la méme espèce, c'est-à-dire tous deux pairs,
I Il
ou tous deux impairs.
En second lieu, si les quatre nombres s, 1, u, v étaient égaux ; on aurait a— 45°, b—4s, d'où b—V/a; et si, de ces qualre nombres , trois étaient nuls, on aurait 4a—5°, b—5s, ce qui donnerait b— ya; donc en général à doit toujours être compris entre les limites y/a et V4a. 2
Ces conditions ne sont pas les seules qui doivent avoir lieu pour que le problème soit possible; mais avant de le considérer dans toute
Gars THÉORIE.DES NOMBRES. sa généralité, nous examinerons d’abord le cas où l’un des nombres s, {, uw, v serait zéro.
(2) Nous aurons, dans ce cas, à résoudre les deux équations
= L+u+ v?, (2) b=it+u+s,
et voici les conditions de leur possibilité.
1°. Il faut que a ne soit pas de la forme 4'(82<+7); car on sait qu’aucun nombre de cette forme n’est la somme dé trois carrés.
2°. Le nombre à doit toujours être de même espèce que 4; mais il faudra de plus, dans ce cas, que à soit compris entre les limites y/a et ÿ/5a. En effet, si les trois nombres #4, w, » étaient égaux, on aurait a — 34, b = 51, ce qui donnerait b —4/3a; c’est la plus grande valeur de D; la plus petite est, comme dans le cas général, b— 4/4.
Cela posé, des trois nombres 4, w, v, l'un au moins sera de même espèce que a. Soit & ce nombre, les deux autres z et » devront être tous deux pairs ou tous deux impairs. Faisant donc u+v=—2p, u—v—2q, ce qui donne u=p+q, 9 —=p—q, t—=b—2p, il restera, à satisfaire à l'équation a = (b—2p} + (p+q) +(p—q), ou à la suivante :
BE — (ap by + 59.
De là on voit que la troisième condition nécessaire pour la possibilité de
ÿ c 3a — b? Rs AR se la solution, est que le nombre —— se réduise à la forme x° + 5y*,
OC AD
ce qui aura lieu si RS
n'a que des facteurs simples de la forme
Gn +1, auxquels peuvent se joindre le facteur 5, si à est divisible par 3, et le facleur 4, si a est de la forme 82<+3, ou si à est divisible par 4‘, auquel cas à doit être divisible par 2*. A d HAE 2150 irer 0 PER.
yant donc fai 5 f°+53g", on en tirera 9 —=2£, p RS. et si les trois valeurs 4—b—2p, u—=p+4q, v—=p—q, sont toutes posilives, on aura la solution des équations (2).
(5) Exemple I. Soit a — 678, b—40, les deux premières conditions seront salisfaites; on aura ensuite. 3(3a —b*) = 217 — 7.51, et
SUPPLÉMENT. 7 puisque les facteurs 7 et 51 sont de la forme 621, la troisième condition est encore remplie.
Il reste à mettre 7.51 sous la forme late ce qu'on peut faire de deux manières, soit par les valeurs f—5, g—8, soit par les valeurs f — 15, eu, et parce que, dans Fe deux cas, on trouve des valeurs positives pour les indéterminées t, u, v, il en résulte les deux solutions suivantes :
(4) Exemple IT. Soit a=—8003, b—= 121, les deux premières conditions sont remplies; la troisième l’est également, puisqu'on a Z(Ba—0?) = 4684 — 4.117: , et que 1171 est un nombre premier de la forme 62 + 1. Ce nombre peut se mettre sous la forme 32° + 5.7, et son produit par 4 ou 1°+-3.1°, prend les deux formes 53°-+3.25: et 11°+5.50°; mais ces deux formes ne conduisent qu'à une seule so-
Il |
lution, laquelle est 8003 — 83° 33: 5°,
(5) Au moyen des formules précédentes on pourra, dans beaucoup de cas, non-seulement décomposer en trois carrés un nombre donné qui n’est pas de la forme 48247), mais de plus, faire ensorte que la somme des racines de ces carrés soit égale à un nombre donné.
Si on veut décomposer un nombre donné !V en trois triangulaires dont les côtés pris ensemble fassent une somme donnée c , il faudra satisfaire aux deux équations
NE THE YHy LH
Or il est visible que ce problème est renfermé dans celui que nous venons de résoudre. Il faudra faire a=—8N+5, b—2c+5, ct après avoir trouvé les valeurs de £, uw, », on en déduira celles de
t— 1 U— 1] RTS
LM LL AS AN ON se 0 DUAES ia — ;
2 2 2 - Par exemple, soit N—1000 et c—59, on aura a—8063 et b— 121, ce qui donnera, d’après l'exemple If, la solution x = 41,
J —=16, 3—=72. On a enceffet,
(6) Venons maintenant à la résolution générale des équations (1); elles donnent d’abord ce résultat remarquable,
ab = (s+i—u— 0) + (sut 0) + (s+o—i—u);
d'où l’on voit que 4a—b* doit être décomposable en trois carrés, et qu'ainsi une troisième condition nécessaire pour la possibilité du problème, est que 4a— lb? me soit pas de la forme 4*(8n +7).
Si 4a—b® n'est pas de cette forme, il sera toujours possible de satisfaire , d’une ou de plusieurs manières, à l'équation
hab = x Hp Hz;
on regardera donc x, y, z comme connus, et en supposant que s, t,u, v soient rangés par ordre de grandeur, ainsi que x, ÿ, z, On aura, pour déterminer s, £, u, v, les quatre équations
situe = D, SHi—u—v—= x, S+u—t—Vv#=7Y, Shp—it—u—=2Ez.
Ona mis dans la troisième 3, parce que, quoiqu'ôn ait par hypothèse s>1t>œu>v, 1l n’arrivera cependant pas toujours que la somme s—+v soit plus grande que +4.
Il faut maintenant que les valeurs de s, £,u, », déduites des équations précédentes, soient positives, sans quoi le problème ne serait qu'improprement résolu. Or cette condition peut toujours être remplie en limitant convenablement la valeur de £. Pour le faire voir, il faut examiner successivement le cas où æet à sont impairs,, et celui où ils sont pairs.
Premier cas, a et b impairs. +.
(7) Dans ce cas, 4a—Ü* sera de la forme 8z+5, et on pourra tou jours satisfaire à l'équation
(5) ja = a + tr,
SUPPLÉMENT. 9 où x y? 7? désigne l’une des formes trinaires du nombre 4a— 1°. Ensuite on déduira des équations de l’article précédent les valeurs des indéterminées $, £, , », comme il suit :
+Hxty+z En b+x £ b+y bz
Puisque les nombres D, x, y, z sont tous impairs, il faudra que lun des nombres b&x+y+z, bHx+y—3 soit de la forme 4n, et l’autre de la forme 42+2; donc, en prenant convenablement le signe de 2, dans l'expression de s, on aura un nombre entier pour la valeur de s, ce qui donnera ensuite des nombres entiers pour les valeurs des trois autres indéterminées. On voit par là qu'il n’y a qu’un des deux signes de z qui puisse être employé, et qu’ainsi on n’a qu'une solution pour chaque forme trinaire de 4a — 6°,
(8) Maintenant, puisque nous avons supposé x>y>3, il est clair que les valeurs de s, t, u, » seront toujours positives, si celle de v Ce . , A . ŒT b— l’est dans le cas le moins favorable, c’est-à-dire si l'on a ——s>0,
Il suffit, pour cela, qu'on ait x+y—+s 04; car b—x—y—x doit toujours être divisible par 4, dans le cas dont il-s’agit. Or, d’après l'équation 4a—b= x +" +2, on a x Hy+z< V3(4a—#), et en faisant (b+ 4) = 3(4a—0*), on tirera de cette équation
ou
Si donc b, qui doit toujours être plus petit que ÿ/4a, est supposé en même temps plus grand que la limite (34 —3 )— 1, on sera assuré que les valeurs des indéterminées s, £, u, » , déduites des formules précédentes , seront toutes posilives , et qu'ainsi le problème
sera résolu.
Un seul cas fait exception, c’est celui où l’on aurait à-la-fois-
“ep ë x=)=2:— _ ) et b— y/(5a—5)— 1; car alors il en ré-
sulterait x +y +z=0<+4, et par conséquent # —— 1. Mais il est
facile de faire ensorte que ce cas particulier ne puisse avoir lieu , il suffit
pour cela d'augmenter aussi peu qu'on voudra la limite inférieure de à.
Nous supposerons donc désormais que les limites de à sont
b>y(Ba— 2) —1, b<V/4a;
et dans cette hypothèse les formules (4) donneront toujours des valeurs positives pour les quatre indéterminées s, 1, u, », mème quand b serait égale à sa limite inférieure.
(9) En admettant la limite > y/(5a—2)—1# on a la certitude que la solution sera donnée toujours en nombres positifs. Mais il ne s’ensuit pas que si on preuait 2 plus petit que cette limite (et cependant plus grand que ya), le problème ne pourrait être résolu en nombres: positifs. Il arrivera, au contraire, assez souvent, surtout si a est un grand nombre, que des valeurs de 2 plus petites que la limite assignée donneront des solutions en nombres positifs ; et ces solutions se trouveront également par les formules (4), toutes les fois qu’elles pourront avoir lieu. C’est ce dont on verra un grand nombre d’exemples ci-après.
Second cas. a et b pairs. À
(1x0) Les nombres & et D étant pairs, 4a — 0° sera divisible par 4; et puisque celle quantité est représentée par æx°+- 7° + 2°, il faudra que les trois nombres x, y, z soient pairs. On simplifiera donc l'équation en mettant 2x, 2y , 27 à la place de x ,y, z, ce qui donnera
Cela posé , si a—(+b)" n’est pas de la forme 4* (82 +7), cette équation sera satisfaite par toute forme trinaire, propre ou impropre , du nombre a— (:b}. Connaissant donc les trois nombres x , y, z, On aura pour déterminer s,£,u, », les quatre équagions
s+t+u+vo—= D,
SHi—u—9v—= 2x,
SH ul = 9 2;
Sp —i{t— u = ÆE 22,
d'où l’on tire les valeurs
HTx+YyE à (6) se, sb —s+x, u=rb—s ty, v=ib—sÆz
SUPPLÉMENT. it Ces valeurs seront des nombres entiers dans les deux cas que présente le signe ambigu; ainsi il en résultera toujours deux solutions , excepté le cas de 2—0 , où les deux solutions se réduisent à une seule.
(11) Maintenant , pour que ces solutions soient admissibles , il faut que les quatre nombres 5,4, u, »,soient positifs, ce qui aura lieu si dans le cas le moins favorable | » est positif, ou si l'on a 20—x—y—7z
Cette condition sera remplie comme dans le premier cas, en supposant b > y(3a— 2)— 1, D'ailleurs on devra faire les mêmes observations que dans l’art. 9, relativement aux solutions qui peuvent avoir lieu dans certains cas où À serait inférieur à la limite assignée.
(12) “ y a diverses remarques à faire sur la solution du problème pre selon les diverses formes du LOMBRE a.
. Si a est de la forme 47 + 2, le Home a —+b® sera de l’une te Lors 4n +1, 4n +2, lesquelles, sont CURE décomposables en trois Carrés, d’après la théorie exposée dans la troisième partie. Donc dans ce cas, les équations proposées seront toujours résolubles.
2°. Si a est de la forme 82 +4, on pourra satisfaire aux équations proposées de deux manières , les nombres 5,4, w, » étaut tous pairs ou tous impairs : ces deux solutions seront données par les formules (6); mais il faut, dans ce cas, que a— +* ne soit pas de la forme 4" (8n + 7).
3°. Si a est de la forme 8 (27 +- 1 ), les nombres s, £,u, v devront être pairs, et en général si a est de la forme 2**+! (27 +1), ces nombres devront être divisibles par 2*; leur somme devra donc être aussi divisible par 2° et même par 2'*", parce que le quotient devra être pair. SO dOnC ana Ds So u— 20,0 — 20e, la solution des équations proposées se réduira à celle des équations
ns md À / / / d=S + + u + v*, P=Ss +É + +0;
elle sera donc toujours possible , puisqu’alors 4’ est de la forme 47 + 2. Muis on remarquera que dans ce cas il ne suflit pas que à soit compris entre les limites ÿ/4a et y/(3a— 2) — 1, il faut encore que à soit
divisible par 2:+'. Les autres valeurs de comprises entre les linutes ©
assignées , ne pouvant salisfaire, on trouverait qu'elles réduisent 4 — 14: à la forme 4*(8n +7).
On pourra descendre au-dessous de la limite 4/( 34 — 2)—:, pour essayer s’il y a d’autres solutions ; mais il faudra toujours que les valeurs de à soient divisibles par 2*+".
4. Enfin si a est de la forme 2**°( 271), Æ n'étant pas zéro, il faudra que chacun des nombres s, £; u, » soit divisible par 2*, et leur somme à par 2**'. C’est pourquoi faisant a = 2**a!, b—2"b", s—2"s",t—= 2 t,;u—= 2" u", v — 2}y", les équations proposées se réduiront aux suivantes , -
d = SH H us Hot, V=s +é tu +, £
dans lesquelles 4 sera de la forme 82/4 , et qui se rapporter@ht ainsi au second cas, comme le précédent se rapporte au premier.
(13) La théorie exposé® dans ce chapitre , est la base de la démons-
tration générale du théorèmesde Fermat, dont nous nous occuperons dans le chapitre suivant; elle peut être utile dans plusieurs autres recherches d'analyse indéterminée.
On voit déjà que cette théorie donne une extension remarquable aux deux premiers cas du théorème sur les nombres polygones, puisqu'elle offre les moyens non-seulement de décomposer un nombre donné er trois ou en quatre carrés, mais de faire ensorte que la somme des racines de ces carrés soit égale à un nombre donné pris entre certaines.
limites.
6 IE Démonstration du ‘l'héorème de F'ermat, sur les nombres polygones , ét de quelques autres Théorèmes analogues.
| * (14) O, a fait voir ci-dessus (art. 154) qu’un nombre polygone de l’ordre m2, a pour expression générale
—(xt— x) + x,
x désignant le côté de ce Polygone , ou le rang qu'il tient parmi les
polygones du mème ordre. Cette expression prouve que o et 1 sont deux termes communs aux polygones de tous les ordres.
Les nombres triangulaires résultent de la supposition #— 1 ,. et les carrés de la supposition »—2; dans ces deux premiers cas, il est indifférent de prendre x positif ou négatif, et on n'obtient qu'une seule et même suite, celle des nombres triangulaires ou celle des
carrés.
Mais m étant > 2, l'expression générale des nombres polygones.
donne deux suites différentés pour chaque ordre, selon qu’on suppose æ positif ou négatif. Ces deux suites sont liées entr’elles par une même loi, de sorte que l’une n’est que le prolongement de l’autre ; maïs dans l'application au théorème de Fermat, on fait toujours abstraction de la suite. formée avec des valeurs négatives de x, et on ne considère que celle qui est formée avec les valeurs positives , comme les présente le
tableau du n° 154. x
(15) Cela posé, il faut démontrer qu'un nombre quelconque est composé d'autant de polygones de l'ordre m + 2, qu'il-y a d'unités dans ‘m + 2.
Le nombre des polygones qui composent un nombre donné , pourrait cependant être moindre que "+2; mais en regardant o comme un. polygone complétif, le nombre des polygones pourra toujours être censé m+ 3, conformément à l'énoncé de la proposition.
Ce théorème ayant été démontré dans le Traité précédent , pour le:
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cas des nombres triangulaires et pour celui des carrés, qui sont les deux premiers de la proposition générale, nous ne considérerons que les cas ultérieurs où l'on a m > 2, savoir, m— 3 pour les nombres pentagones , m—4 pour les hexagones, et ainsi de suite.
Or d'après ce -qui a été démontré dans le $ précédent, il ne reste plus à établir qu'un petit nombre de propositions subsidiaires pour parvenir à celle qui fait l’objet de ce chapitre.” #
ee ‘
(16) Tuforème I. « à étant un nombre impair quelconque, non » compris dans les dix suivans 1,3, 5,7, 11,15, 19, 23, 57, m1, » il existe toujours deux nombres impairs consécutifs ce, c — 2, tels » qu’en. faisant successivement b = c et b— c—2, on pourra, dans » les deux cas, satisfaire aux équations L
+ + u + CE
G) < b SE he MES,
I Il
» avec la condition que les racines s, €, u , » soïent toutes positives. »
En effet, 1°. si la’ différence entre les limites \/4a et ÿ(3a—2)—1, est égale à 4 ou plus grand que 4, il y aura au moins quatre nombres entiers consécutifs compris entre ces limites. De ces quatre nombres, deux seront impairs et pourront être pris pour 6; les équations proposées seront donc résolubles , dans les deux cas, par les formules de l'art. 7.
Or en faisant ÿ/(4a) — y/(3a—2) + 1—=4, on trouve a— 121; donc ‘le nombre 121 et tous les nombres impairs plus grands que 121, jouissent de la propriété mentionnée. 5
2°. Si ensuite on examine tous les nombres impairs au-dessous de 121, on trouvera que pour une partie de ces nombres , il existe deux valeurs de. à comprises entre les limités 4/4a et ÿ/(3a— 2)—1, et que pour l'autre partie il n’existe qu’une seule valeur de 2.
Dans le second cas, on devra essayer , d'après les formules de l'art. 7, si le nombre impair immédiatement inférieur, quoique plus petit que la limite (34 — 2) — 1, ne peut pas êlre pris pour &, el conduire à une solution des équations (1), dans laquelle les racines s , 4, u, » soient prises positivement.
Cet essai réussira pour la plupart des nombres dont il s’agit, et il ne restera que les dix valeurs mentionnées de &, savoir, 1, 3, 5,
7311,1, 19, 23, 71, pour lesquelles il n’y a qu’une valeur de & qui satisfasse. jÉ
Voici un tableau qui contient le résultat 1 ces calculs.
8h... 701 047,15 17 7D* 71 15 15 7 69,67 É5:198 lo FDA 65... 57! 15,15 An NE Bb." "149 | TOSTre 9 553% AT RAD | ALT 7 5 41,39 PS 102 5 5 57 LA 3 5 DD: 10141 1110 1 1
(17) Pour mieux faire concevoir la construction de ce tableau , nous allons donner des exemples de chacun des trois cas qu'il présente.
Premier cas. Si on fait a — 65 , on trouve pour ? les deux valeurs 15 et 13, comprises entre les limites V/260 et V/195 — 1. Les mêmes valeurs auraient également lieu pour les nombres 63, 61, 59, 57; aussi voit-on dans le tableau, que pour tous les nombres impairs de G5 à 57, les valeurs correspondantes de 2 sont 15 et 15.
Second cas. Si on fait «a — 41, on trouve qu'il n’y a que le nombre impair 11 qui soit compris entre les limites V164 et V121—1 ; mais si on essaie la valeur suivante b —0, quoiqu'inférieure : à la limite V/121 — 1, on trouve par les formules du n° 7, qu’elle satisfait aussi, puisqu'on à 41 = 6° + 2° + 1° et 9 — 6 + 2 + 1. On a donc nus
dans la table les valeurs b— 11,0 —0, correspondantes au nombre
a — 41; mais on a distingué par une * la seconde valeur 9, pour avértir qu’elle est inférieure à la limite y/(3a — 2)— 1.
Troisième cas. Si on fait a— 71, on ne trouve Ed impair
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15, compris entre les limites qui conviennent à cette valeur de « ; savoir, V284 et Vaui — 1. Si ensuite on essaie la valeur b=— 15, on trouve par les formules du n° 7, qu’elle n’est pas admissible | parce que l’une des indéterminées s, 4, u, v serait négative. On n’a donc mis dans le tableau que la seule valeur à — 15, correspondante au nombre & — 71.
(18) Tuéorème IL. « Soit & un nombre impair quelconque ; soient D CyC—2, Comes d, les diverses valeurs successives de à avec lesquelles on peut résoudre en nombres positifs les équations (1); soit enfin r un terme quelconque de la suite 0, 1,2, 5...."m—2. » Si on considère la fonction
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dans laquelle à et r sont des térmes pris à volonté dans les suites » qui leur sont propres, et qu’on appelle P ou P (a) la plus petite valeur » de cette fonction, Q ou Q (a) la plus grande ; on aura
» Cela posé, je dis, 1°. que tous les nombres entiers compris depuis P (a) jusqu’à Q (a), seront représentés par la fonction Z; 2°. que tous ces nombres pourront être décomposés chacun en »#+ 2 polygones de l'ordre m<+2. » je
En effet # 1°. soit Z— P (a) +p, p étant un nombre pris à volonté depuis 1 jusqu'à Q(a)—P(a), on auta pour déterminer 8 etr,
LM
l'équation b
P = (m—2)(— À“ Ts
or puisque p et m—2sont deux nombres donnés , on voit que r est le reste de la division de p par:m— 2, et que si on appelle g le quotient
nn ou b— c— 2q.
de tette division, on aura Il suit de là que pour chaque valeur donnée de p, on n’a qu’une solution, à lorsque le reste r est zéro; car alors on peut faire
SUPPLÉMENT. * £7 indifféremment r—o ou r—m—2, et il y aura deux solutions. _ Cependant s’il s’agit du dernier des nombres P (a) +p , qui est Q (a), il faudra prendre r—m—2, et il n’y aura qu’une solution ; parce qu’en faisant = 0, on’aurait b—d— 2, nombre qui n’est pas compris dans la suite c, c—2,c—4,.....d..
2°. P(a)+p ou P +p étant un nombre quelconque pris dans la suite P, P+H1, P+2..,.... Q, puisqu'on peut loujours supposer P+ p —— (a—b)+b+r, si on substitue dans cette expression
les valeurs de a et à données par les équations (1), on aura:
P +p = CS — SH + up) +r + s+itu+ks. È
Donc si on désigne en général par pol. ‘x, le polygone de l'ordre m + 2 dont le côté est x , on aura
P+p= pol. s + pol. & + pol. u + pol. v + r pol. : ; c’est-à-dire que le nombre P -p sera composé des quatre polÿgones dont les éôtés sont s,4, u, » , et der polygones égaux à l'unité ; donc comme r est << m—2 ou tout au plus —=m— 2, il s'ensuit que le
nombre P+p sera composé de +2 polygones de l’ordre m2, dont » — 2 sont égaux indifféremment à zéro ou à l'unité,
(19) Tnéorème IL. « Lorsque & — 121, la plus grande valeur de & » est1,et alors on a P (a) — _ (a—b) + b=50m+21, nombre » qui, suivant la proposition précédente, est la somme de quatre poly- » gones de l’ordre m+ 2.
» Cela posé, je dis que tout nombre entier plus grand quebomor, » est la somme de 77 + 2 polygones de l’ordre #7 2, dont m— 2 se- » ront égaux à zéro ou à l'unité. »
En effet, soit « un nombre impair quelconque plus grand que 121; il existera toujours , suivant le théorème I, deux nombres impairs consécutifs c, c— 2, compris entre les limites V/4a et y(53a— 2)—1, et il suit du théorème précédent que si l’on fait |
Pa) = T(a—c)+c, Q(a) = T(a—c+2)He—2tm—o,
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tous les nombres entiers compris depuis P (a ) jusqu'a Q (a) inclu= sivement , seront la somme de »+ 2 polygones de l’ordre m + 2. Considérons maintenant le nombre P(a+-2), et soit c’ le plus grand nombre impair compris dans 4/(4a+ 8), comme € est le plus grand . nombre impair compris dans 4/4a'; il faut distinguer deux cas, selon qu'on a c'—c, où c'—c+2; car il est évident qu'on ne peut faire aucune autre supposition sur la valeur de c’.
(20) Si l’on a c'—c, il suffira de mettre & + 2 au lieu de 4, dans l'expression de P(a), et on aura
P(a+2) = = (a+2—ce)+c; comparant celle valeur avec celle de Q(a), on en tire
Or la moindre valeur de + étant 5, on voit que le nomb: P(a+2) ne surpasse Q(a) que dans le seul cas de m—3, où l’on a P(a+2) —= Q(a) + 1. Dans tout autre cas, P(a+ 2) est compris dans la suite P(a), P(a) +1, P(a)+92,.....Q(a).
Mais, on a vu que tous les nombres de cette suite sont composés de m2 polygones dé l’ordre m<+2, et dans le cas où le terme P(a+-2) sortirait de cette suite, pour y ajouter le terme suivant Q(a)+1, ce terme serait composé de quatre. polygones seulement;+ donc tous les. nombres entiers compris depuis P(a) jusqu'a P(a+2) inclusivement, Sont composés de m+2 polygones de l’ordre »+-2.
(21) En second lieu, soit c'=c+2,0on aura P(a+ 2) —%(a—e) +c+2, et par conséquent P(a+-2)=— P(a)+2—Q(a)—2(m—5). De là on voit que P(a+2) est toujours plus petit que Q(a), excepté dans le seul cas de re où l’on a FOR — Q(a); donc tous les nombres
entiers compris depuis P(a) jusqu'a P(a+2) inclusivement, sont décomposables en »m+-2 polygones de Fordre + 2.
(22) Si on observe maintenant que dans le premier cas on a
SUPPLÉMENT, ©: | #9 P(a+2) — P(a)+m, et dans le second P(a+-2)— P(a)+2; on pourra en conclure qu'a compter d’un nombre donné a tel que a—121, la suite P{a), P(a+-2), P(a+4), etc., formée en augmentant toujours a de deux unités, s'étend à l'infini, Donc tous les nombres entiers compris depuis P(121), ou 5om—+21 jusqu'à l'infini, sont décomposables en m—-2 polygones de l’ordre m+2.
Il reste à démontrer que tous les nombres inférieurs à bom<+a2r, jouissent de la même propriété; c’est l’objet de la proposition suivante, qui complète la démonstration générale du théorème de Fermat.
(25) Tuéorème IV. « Tout nombre entier plus petit que P(121), » ou 5om—21, est la somme de »#7+ 2 polygones de l’ordre n+2, » dont »m— 2 sont égaux à zéro ou à l'unité. »
Soit d'abord a—5; on voit par le tableau du n° 16 que 5 est la seule valeur correspondante de b; faisant donc c— d=—3, les formules du n° 18 donneront
Au-dessous de P(5), on a les nombres 1, 2, 3.....m—2, qui sont composés d'autant de polygones égaux à r qu'ils contiennent d'unités ; ainsi le théorème est vrai à leur égard, on voit même que le dernier de ces nombres » + 2 est exprimé par un seul polygone , savoir, pol. 2.
Les nombres de P(5) à Q(5) sont composés comme l'énonce le théorème, puisque cette propriété a lieu en général pour tous les nombres de P(a) à Q(a): Ainsi le théorème est vérifié jusqu’au nombre Q(5) = 2m + 1.
Soit maintenant «—7, on aura, par la table du n° 16, c—œd—5,
ce qui donne ë P(7) m+ 5, Q(7) om + 3.
Comme la moindre valeur de "2 est 3, on voit que P(7) ne surpasse Q(5) que dans le seul cas où m—3, et:alors on a P(7) = Q(5)+r. Donc la propriété générale est vérifiée par tous les nombres depuis 1 jusqu'a Q(7) = 2m+ 3.
On pourrait continuer ainsi l'examen des cas particuliers jusqu'à
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P(121); mais nous nous bornerons à un petit nombre de cas généraux qui renferment la solution de tous les cas particuliers. Il s’agit en général d'examiner si tous les nombres compris de P(a) à P(a+-2) satisfont au théorème, ou s'il y a exception pour quelques-uns de ces
(24) Premier cas. Supposons que pour le nombre & il y ait deux valeurs correspondantes de b, savoir € et c— 2, et que pour «+ 2 il ÿ ait une ou plusieurs valeurs de à , dont la plus grande soit c, on
* irouvera, comme dans l’article 20, que tous les nombres de ?(a) P(a+ 2) satisfont au théorème.
Second cas. Supposons que c et c— 2 étant les deux “ne de 8 correspondantes au nombre 4, on ait c+2 pour la plus grande ou la seule valeur de À correspondante au nombre 4-2; on trouvera encore, comme dans le n° 21, que tous les nombres de ?(a) à P(a+2)
Troisième cas. Supposons que à n'ait que la seule valeur c correspondänte au nombre 4, et que pour a+-2 on ait une ou plusieurs valeurs de 2, dont la plus grande soit c++ 2, on aura, dans ce cas,
(a — c) “a Ca (a—c) + c++ m— 2, _ (a— c) + ce + 2.
De Ja on voit que P(a+ 2) ne peut surpasser Q(a) que dans le seu cas de m—5;.qu'alors on a P(a+2) = Q(a)+ 1; que dans tous les autres cas P(a+2) sera plus petit que Q(a), ou tout au plus égal à Q(a), et qu'ainsi tous les nombres de P(a) à P(a+-2) satisfont
Quatrième cas. Supposons enfin que relativement à à on ait la seule valeur b—c, et relativement à a+2, une ou deux valeurs de 2, dont la plus grande soit c, alors on aura
SUPPLÉMENT. gx On voit dans ce cas qu'il y a une lacune entre Q(a) et P(a+ 2), car on à P(a+2) = Q(a)+ 2, et l'intermédiaire qui manque est Q(a) +1. Ainsi, sauf celte exception, le théorème démontré jusqu’à Pa), le sera jusqu'à P(a + 2).
(25) Il suffit maintenant de jeter un coup-d’œil sur le tableau du n° 16, pour trouver quels sont les nombres Q(a)+ 1 qui tomberont dans De SpEOn du quatrième cas. Ces nombres se réduisent à quatre,
savoir :
QX7)+i= 2m + 4, Q(G5)+i— 5m+ 6, Q(23) + 1 = 8m + 8, OU) Er im tuot | or l'expression générale de pol. x (art. 14) donne pol 2—= mb, pol. 3—= 3m +53, pol. 4 — 6m + 4, pol. 5 = 107 + 5,
et par le moyen de ces polygones on pourra æxprimer les quare nombres précédens comme il suit :
2m + 4 = 2pol. 5,
5m + 6 = 4pol. 2 + (m— 2) pol. 1, 8m + 8 — pol. 4 +-2 pol. 2, S 14m + 10 — pol. 5 + pol. 3 + pol. 2.
Un seul cas, celui de 5m+-6, exige m+2 polygones; les trois autres n’en exigent que deux ou trois. Donc les exceptions rentrent dans la proposition générale; donc , tout nombre entier est la somme de m2 polygones de l’ordre m2, dont m—2 seront égaux à zéro ou à l’unite.
(26) La démonstration que nous venons de donner du théorème de Fermat, ne suppose conn ue la démonstration du premier cas de ce théorème, concernant les nombres triangulaires. Or cette proposition fait partie de la théorie générale des formes:trinaires des nombres, exposée dans là troisième Partie. Nous avons d’ailleurs prouvé (n° 155), qu'en supposant ce premier cas démontré , on en déduit immédiate—
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ment que tout nombre entier est la somme de quatre carrés, ce qui est le second cas du théorème de Fermat. Ainsi du premier cas on déduit tous les ‘autres.
Comme on ne peut guère douter que. Fermat n'ait été réellement en possession de la démonstration générale de son théorème sur les nombres polygones, il est à croire que cette démonstration était totalement différente de celle que nous venons d'exposer, En effet, il parait d'abord que Fermat n’avait aucune cônnaissance de la théorie des formes trinaires des nombres, excepté dans le cas des nombres 8-3, qui revient au premier cas de son théorème, mais dont il ne fait pas mention, et dans le cas des nombres premiers 82—:1, qu'il assure êlre de la forme p° + g°—2r*, dont le double est la somme de trois carrés. Si Fermat eût connu la théorie dont il s’agit, il n'aurait pas restreint cette dernière propriété aux nombres premiers 8n — 1, puisqu'elle s’étendggénéralement à tous les nombres impairs. En second lieu, si la démonstration de Fermat eût été la même que la précédente , ou fondée sur les mêmes principes, il n'aurait pas manqué d'ajouter au théorème la condition qui lui donne plus de précision et d’élégance, savoir, que sur les m+2 polygones de l’ordre Hire qui composent un née donné , il y en a (OUIO UE 71—2 quon peut supposer. égaux à zéro ou à l’unité.
M. Cauchy a donc fait une découverte importante dans la théorie des nombres, en donnant Je premier la démonstration du théorème de Fermat , devenu plus précis par la condition qu'il y a ajoutée. Mais on peut aller encore plus loin en démontrant que, passé une certaine limite facile à assigner pour chaque ordre de polygones , tout nombre donné peut être décomposé en quatre polygones.ou en cinq au plus. Cette nouvelle proposition fera l'objet des recherches suivantes.
(27) Supposons que le nombre donné À soit décomposable en quatre polygones de l’ordre m+- 2, il faudra faire
mr
et déterminer les nombres a et à de mie qu'on puisse résoudre en nombres enliers positifs les équations
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SUPPLÉMENT. | 23 or il sera possible de satisfaire à ces équations, si a et sont de même espèce, si ? est compris “entre les limites ÿ/(4a) et y/(3a—2)—1, enfin si a est impair ou double d'un impair. Il y aurait d'autres valeurs de a et de à qui permettraient d'effectuer Ja résolution des équations (1) ; mais il suflira de considérer celles dont nous venons de faire mention.
(28) Si l'on fait successivement b = y/4a et b = (3a—2)—1, on trouvera que les limites de à correspondantes au nombre donné A,
sont Ld De + VE + EST, Fe a be 5e © 2e Ce et si on suppose que 4 est un grand nombre , on aura à peu près
TL TL
Connaïssant les diverses valeurs de 2 par ces limites, on connaïtra & / 7 0 2 | . .
par l'équation a = b + = (A— D); et comme a — à doit être pair,
est un entier. Soit cet entier — x, On aura
Set . A il s'ensuit que
b— A — mx,
Cela posé, on peut démontrer les propositions suivantes.
(29) Tuéorème V. « m étant un nombre impair, si À est un nombre » donné quelconque > 28»°, je dis que 4 sera décomposable en quatre » polygones de l’ordre 77 + 2. »
Les limites de 2 étant connues , on connaîtra celles de x par l'équation
1—D : . L La e e LA %
x =. Supposons que la différence des limites de à soit égale à |
2m ou plus grande que 2", alors la différence des Himites de x sera égale à 2 ou plus grande que 2; donc x aura au moins deux valeurs consécutives }, h+ 1; et puisque 72 est impair , lés deux valeurs correspondantes de Ÿ , tirées de l'équation b— 4— mx, seront l’une paire, l'autre impaire. En prenant la valeur impaire, le nombre 4 sera aussi
impair, puisqu'on à a— b—+2x; on pourra donc résoudre les équa=
tions (1). Donc pour que le onbie A soït one si quatre
polygones de l’ordre m +2, il suffit qu’on ait ee = > 2m,
ou 4 > m(y8 + #6), ou plus simplement 4 © 28m°; ce qui s'accorde avec l'énoncé du théorème.
On voit que ce théorème est d’une grande généralité, puisqu'il s'applique à tous les nombres plus grands que la limite 28°, et qu'il suppose “seulement que l’oïdre des polygones, désigné par m+2, est impair. *
(30) Tuéorëme VI. «7» étant pair, tout nombre impair 4 > 7m, » sera décomposable en quatre polygones de l’ordre 77 + 2 ; et tout » nombre pair 4+ 1 > 7m° sera décompose en cinq polygones dont » un sera égal à l'unité. »
En effet, si À estrimpair et m pair, 1l résulte immédiatement des équations (2) que ® et a sont des nombres impairs, quel que soit x ; ainsi la solution sera toujours possible s'il y a une valeur de x comprise entre les limites requises, c’est-à-dire si les limites de 4 diffèrent entr’elles d’une quantité plus grande que ». On devra donc avoir
VS) 2 VC > m, ce qui donne 4 > 7m.
Quant à la seconde partie du théorème , elle suit immédiatement de la première, puisqu’en retranchant 1 du nombre pair donné, on à un nombre impair Gus est décomposable en quatre polygones de l’ordre m2 + 2. E
(51) Tuéorème VII « Sim est pairement pair ou de la forme 4», » tout nombre pair Z >> 28m°.sera décomposable en quatre polygones » de l'ordre m7 + 2; »
Car puisqu'on a a— 4—(m+2)x, sil ya deux valeurs x = ? x—h+}1, comprises entre les Ltée qui conviennent à æ, ou si l'on a«4 >> 28m°, et-qu'on appelle a, a’, les deux valeurs correspondantes de a Çjon aura a — a — 1m — 2 — 4n — 2; donc des deux nombres 4, a!, il y en ‘aura un impairement pair, et la solution sera possible. ÿ |
(52) Tuéonème VIIL « Si m est impairement pair ou de la forme 472,
5 tout nombre impairement pair 4 > 7m° sera décomposable en quatre
» polygones de l’ordre 7% + 2.»
Car puisqu'on a a—4— (m—2)x, et que m— 2 est de la forme 4n , le nombre a sera impairement pair , quel que soit x. Il suffit donc que x ait une valeur, c’est-à-dire qu’on ait:4 > 7m, et la solution sera
_ toujours possible.
Au moyen de ces propositions, il est Bron que tout nombre 4 qui passe une certaine limite, est décomposable en quatre polygones de l'ordre m + 2 , excepté cuehient le cas où 72 + 2 et À seraient l’un et l’autre divisibles par 4. Or ce cas même peut être réduit à la moitié de
son étendue par la proposition suivante.
(33) Tuéonèwe IXM« Si m est impairement pair , ou de la forme » 4m + 2, tout nombre pairement pair 44’ > 28m° sera décompo- » sable en quatre poygones de l’ordre m+ 2, pourvu que 4'— 7 » soit impair. »
Car PAIE on a Mar — 4mx et b—4A4!— 2x, si l'on fait 2a— a! et ?b—1/, la résolution des équations (x) pourraëtre donnée par celles des mêmes équations où l’on metirait 4’ et b! à la place de z'etb; alors on aurait
d = À — max,
b! 24 — Le
Or puisqu'on suppose Z!'— 7» impair, si on a une valeur impaire de x, les nombres 4’. et D seront impairs, et on pourra résoudre les équations (1). Il suffit donc pour cela que les limites de x diffèrent entre elles de deux unités au moins, ce qui aura lieu si on a AA 28m.
Il est inutile de pousser plus loin ces recherches , puisque s’il existe des cas où un nombre pairement pair qui surpasse la limite 28», ou telle autre qu'on pourrait assigner , n’est pas décomposable en quatre polygones , on est sûr que ce même nombre sera décomposable en cinq polygones dont l’un sera égal à l'unité. Nous allons faire voir maintenant, par un exemple , comment on peut déterminer directement les polygones dont se compose ‘uni nombre donné quelconque:
(34) Soit. proposé de décomposer le nombre 6484 en huit ou en un moindre nombre d’octogones.
Il faut, d’après le bone général , que 4 — r soit RÉ en quatre octogones, À élant le nombre proposé 6484, et r étant égal
à l’un des nombres o, 1 ,2,3, 4. Or dans le cas de m = 6, les limites de 4 sont, suivant les formules de l’art. 28,
PS YA TS), CIE Ye (A r)epreT
On satisfera toujours à ces limites , en faisant dans la première r —0, et dans la seconde r —4, ce qui donnera
> VOB, b<$+ (86415)
Ainsi on pourra prendre pour © un terme quelconque de la suite
Br: Das Bic te de
Pour déterminer x, on a l'équation x = ue ) 1 d’où il résulte que D doit être un entier ; ainsi le nombre à devra être de l’une des formes 62 Ho, 1, 2, 3, 4, auxquelles répondent les valeurs r—4,3, 2, 1, 0. Cela posé, en se conformant aux limites trouvées, on aura les valeurs de & et r, ensuite celles de x et a, comme il suit :
Ar £ Le 1080 —
DORE es te die 1007 AND, D 82 5 F0 L— 1007, A — 22100 D = E8 4, 1 =, 6 — 1000 a 0, PET 5,008 1000, 4 — "2217 D'==1867, 2, Li t1000 4 — 12910:
D87 Sr AE = 0066: 4 — 2219;;, br=—:88;, 10% SN 10066:, 00 p), b— 00: 4 = Mi000, caiVaso?, DIE EOT. RES MODS GE SION, DE O2 TER pe D—-MO000N nb" 210 DÉS TT 0 — O0 421228 b= 9%, r—0, x — 1065, a — 2224
De Ià se déduisent plusieurs solutions du problèmie proposé.
1°. Les trois valeurs impaires de # et à auxquelles correspond ia valeur r — 1, donneront trois solutions dont le résullat est que le nombre proposé 6484 se forme de quatre octogones et d’un cinquième égal à l'unité.
2°. Les deux valeurs impaires de 4 et D auxquelles répond la va-
leur r—3, donneront deux solutions par lesquelles le nombre proposé se des en sept octogones, dont trois sont égaux à l'unité.
3°. Les deux valeurs impairement paires de a qui correspondent à la valeur r — 2, donneront deux solutions par lesquelles le nombre proposé se MOaTee en six octogones dont deux sont égaux à l'unité.
4°. Les deux valeurs pairement paires de a auxquelles répond la valeur r—4, sont encore admissibles, parce que le nombre a — ?b* qui en résulte, peut être décomposé en trois carrés. On obtient par là deux autres décompositions du nombre donné en huit octogones, dont quatre sont égaux à l'unité. ,
5°, Enfin si on voulait déduire trois autres solutions des, valeurs de a et à qui correspondent à la valeur r—0, on trouverait que ces solutions ne peuvent avoir lieu, parce que dans ces trois cas le nombre a—+}b? se rapporte à la forme 4:(8r—1), qui n’est point décomposable, en trois carrés. Nous conclurons de là qu'il n’est pas possible de décomposer le nombre donné 6484 en quatre octogones S£ulement, au. moins tant qu’on prend à supérieur à la limite y/(5a — 2) — 1. Mais il peut arriver qu’en prenant des valeurs de b inférieures à cette limite, on trouve des solutions admissibles. -
En effet, les valeurs de ? qui répondent à r —0, étant 94, 88 et 82, celle Le Se immédiatement est b— 76; cette us donne a — 2212, et a— 20 — 768—/4f.3 , nombre qui est décomposable en trois carrés. On Mme ensuite, par les formules de l’art. 10 , que l’une des solutions est admissible , puisqu'elle donne 5 — 43, 4— u — v— 11 ; donc le nombre proposé 6484 est égal à la somme des quatre octogones dont les côtés sont 43, 11, 11, 11. fr
On remarquera que le nombre 6484 > Brà été chat de manière qu'il ne soit pas compris dans le théorème IX, et cependant il se trouve décomposable en quatre oclogones seulement.
6 IT. Méthodes nouvelles pour la résolution apprôchée des équations numériques.
Ne nous proposons de faire voir comment on peut trouver, avec tel degré-d’approximation qu’on voudra, les racines réelles d’une équalion proposée, sans qu'on ait aucune Connaissance préliminaire de la grandeur et du nombre de ces racines. Les méthodes que nous donnerons pour cet objet, ne supposent que des préparations qui tiennent à la nature de ces méthodes, et peuvent s'appliquer directement à toute équation proposée. La première exige cependant qu’on connaisse' une limite supérieure à la plus grande des racines; la recherche de cette limiteæst donc le premier objet dont nous allons nous occuper.
Li Limites des Racines réelles.
(55) Il suflira de chercher la limite des racines positives; car en mettant — x à la place de x, ou changeant les signes des termes de rang pair , les racines qui. étaient négatives deviendront positives à leur tour ; de sorte que la règle trouvée pour les racines positives, s’appliquera également, mutatis mutandis, aux racines négatives.
Soit l'équation proposée du degré »,
DNA IT ee AR EE AND NN A D.
dans laquelle x est le coeflicient du premier terme , et 4, est le coeflicient du terme affecté de la puissance x"; pour avoir la limite supérieure des racines réelles et positives , il faut distinguer deux cas.
1°. Si le second termie a un coeflicient négatif qui ne soit surpassé par aucun des autres coefliciens négauüfs; je dis que ce coeflicient, augmenté. d’une unité, sera plus grand que la plus grande racine positive.
En effet, si une valeur positive de x pouvait être plus grande que 1 + 4, ce serait dans le cas où tous les coefficiens seraient négatifs et égaux à À, , ensorte que l'équation à résoudre fût
L'on AU ue AA ne ARTS ue À, = 0,
SUPPLÉMENT. 29 Mais dans ce cas mème, si l’on fait x — 1 + 4,, on aura x— 4x" nee Aile etc dessontesquerte premier membre se réduit à + 1; donc on a toujours x € 1 +4.
. Si le plus grand coeflicient négatif n’est pas celui du second ERQES soient À, et 4, , les deux coefliciens négatifs pour lesquels VA et VA
sont les plus grands possibles ; je dis qu’on aura toujours x<< VAV Ai En effet, soit afle plus gran de ces deux radicaux, et à l’autre; il n’y aura, par hy Ms , qu'un seul térme négatif de l'équation représenté par — ax tous les autres qu’on peut représenter g généralement par — c'æ", seront tels qu’on a c— b pour l’un au moins de ces termes, et c < b pour tous les autres. Donc l'hypothèse qui rend x le plus grand est celle où l'équation à résoudre serait
LT = DR DIR PL di L —10;:
pe = LT GE b')
b' de , CLSE =
Le premier membre se réduit à x"— x" (a — L) —b (=; F
l'on fait x — a + b, il devient
br a— b
Go «|.
quantilé toujours positive, puisqu'on suppose « > b, et qu'on a en
général (a+b) > a a à) Donc la plus grande racine positive de
l'équation proposée est plus petite fe He ou << A+ VA Si l'équation proposée n'avait de un seul terme Le He CRE
la limite de x serait simplement 4, ; Ce qui peut se vérifier 1 immé— diatement.
Définition des Fonctions omales.
(56) Nous appellerons fonction omale de x, toute fonction qui a la propriété d’être loujours croissante ou toujours décroissante à mesure que x augmente dans le sens positif, depuis x —0o jusqu'à x =.
e Nous supposerons toujours x positif, et cependant la fonction omale, considérée comme l’ordonnée d’une courbe , pourrait être positive dans une partie de Ja ligne des abscisses , et négative dans l’autre ; mais
nous ne considérerons que les fonctions omales qui demeurent cons-
LT dre 3 dl dE V2 ut NN El 2
Fig. 1.
tamment Roses pour toute valeur de æ, depuis x — 0 jusqu'a DECO
Il suit de notre définition , que pour toute fonction omale ex), le
coefhcient différentiel ee est toujours de même signe, depuis x—0
jusqu'à x —: Ilsera te pour les fonctions omales croissantes , -et négatif pour les fonctions omales décroissantes.
(87) On peut donner, comme exemples des fogetions omales, les valeurs suivantes de @(x), dans lesquelles nous supposons tous les coefliciens positifs, *
(x) = Ax" + Bart Æ Cat... + K, PO) a ape cr
= Ptit
La première et la seconde sont croissantes, l’une depuis @(o) — K jusqu'a g(o )— © , l’autre depuis @(o)— 0 jusqu’à (so ) — % ; la troisième décroit continuellement depuis @(o) = 1 + £ + . + = jusqu’à P(o) ENS
Si on trace la courbe qui a pour équation > —=@(x), cette courbe montera ou descendra graduellement, depuis la première ordonnée 9(0) jusqu’à la dernière @(o ), ensorte que la même ordonnée ne pourra jamais répondre à ‘deux abscisses différentes.
Donc c étant un nombre positif donné compris entre @(o) et g(o), l'équation c— px) aura toujours une racine positive, mais elle n’en pourra avoir’ qu’une.
Si c n’était pas compris entre les limites @(o) et @(w), l'équation c = Q(x) n'aurait aucune racine positive.
Résolution de l'Équation omale c—=@(x).
(58) Imaginons qu'on décrive la courbe dont l’équation est VE ?(x), et supposons d’abord que la fonction @{x) soit croissante, et qu’en même tems la courbe soit concave vers l'axe.
Soit 4 le premier point de cette courbe, où l’on a x=—0, y—9(0). À la distance « de l'axe des x menons la droite CM parallèle à cet
SUPPLÉMENT. Sr axe , Jaquelle rencontre en C l’ordonnée prolongée du point 4, et en M la courbe CM; il faut déterminer l’abscisse du point M qui sera la valeur de la racine cherchée.
Pour cela, menons en 4 la tangente 4k, qui rencontre en «4 la droite CM, et appelons 4 labscisse du point k; noûs aurons, en
à supposant 19 p'(x), D GE DIE) ?Co)
Par le point # menons une perpendiculaire à Ck, qui rencontre
Ja courbe en 7; au point n menons la tangente 74', qui rencontre
en # la droite CM; si on appelle #° labscisse du point #', on aura de nouveau
gd cn) ER
Déterminant de même #” par l’équation
PES, V}( c— e(R)
Rnere f er et ainsi de suite, il est évident que la limite vers laquelle convergent les termes de la série croissante X, LE k", etc. sera la valeur cherchée de x. é
On voit donc que pour résoudre l'équation omale ce = (x), il fau-
dra calculer successivement les quantités X, k', Æ", etc. d'après les formules
/ c — e(R) RUES gG) ?
Er: c—@g(#) M POL
etc #
et la dernière des quantités Æ, #', #”, etc., ou la limite vers laquelle elles tendent’, sera la valeur de x.
(39) IL est bon de remarquer, 1°. que les premiers termes de la suite #, k', K", etc. n’ont pas besoin d’être calculés très-exactement ; ce n’est que Jorsqu’ on est parvenu à deux termes peu différens ie de l’autre, qu'il importe de continuer le calcul avec toute la précision qu'on veut obtenir dans le résultat.
Coniiétimiseeant hs sd MÂLE ç
SRE
Fig. 2.
2°, Que si on sait d'avance que x doit être >, alors il faudra supprimer la première des équations de l’article précédent, et partir de la valeur donnée Æ pour déterminer toutes les autres 4”, 4", etc., ce qui abrégera le_calcul.
(40) Supposons maintenant que @(x) soit une fonction décroissante , telle cependant qu’on ait @(o) égale à une quantité finie; alors la construction se fera comme elle est indiquée dans la figure 2; et parce que ®'(x) devient négatif dans ce cas, les formules pour calculer successivement Æ, #’, K!, etc. devront être écrites comme il suit :
RAST p(E) — c e ar .o 2 k! À] QE) — c + g(K) ?
On fera d’ailleurs, pour ce cas, les mêmes observations que dans l'article précédent.
(41) Un troisième cas à considérer est celui où la fonction @(x) est décroissante ,. mais telle qu’à l’origine des æ, on ait @(o)— ©. Dans ce cas, il faut qu’en supposant x infiniment petit, la valeur de @(x)se réduise à la forme Æx-"—+ etc. On aura donc 4x7" <c, et par
conséquent x > V . Cela pose, il faut prendre #£ — v(£). el partir de la première valeur x—À pour calculer ensuite les termes #”, 4", etc. par les formules de l’article précédent. La limite de ces termes sera la valeur cherchée de x.
Il peut y avoir d’autres casque Ceux qui sont représentés par les figures 1 et 2; .nous les ex@munerons ci-après, article 76.
Méthode pour avoir la plus grande Racine positive d'une équätion proposée.
(42) Pour écarter toute difficulté étrangère à notre objet, nous supposerons constamment que l'équation proposée n’a point de racines égalés, et qu'elle n’est point divisible par x. Cela posé, on commencera par déterminer la limite supérieure des racines positives,
- 1: SUPPLÉMENT. 33 comme il a été dit dans l’article 35. Soit & cette limite; on aura donc la racine cherchée x £ 4.
Si on fait passer dans le second Here de l'équation proposée tous les termes négatifs, cette équation prendra la forme suivante :
Ge ( ie £ + etc.) AT SE Bart LE cat L'etc. ,
où tous les coefliciens sont posilifs et où il faut observer que les deux polynomes ne peuvent être complets, sans quoi la même puissance de x se trouverait à-la-fois dans les deux membres. Cela posé, si l'on fait ak LE Dai LE x k2 EL etc.
2 Î NL
la fonction @(x) sera une fonction omale croissante de x, et on aura à résoudre l'équation x" —@(x). .
Pour cela supposons que l’on construise sur la même ligne des abscisses, et dans le sens positif seulement, les deux courbes dont les équations sont y = x", y — (x); désignons par P le point d’intersection de ces deux courbes qui répond à la plus grande racine x=r; la racine 7 étant plus petite que &, si on fait x—« dans g(x), on aura une ordonnée @(z) plus grande que l’ordonnée >" du point P; car @(x) étant une fonction omale croissante, si l’on a &>r, il faut qu'on ait aussi @(4)> @(r), ou Q(a) > 7".
Soit z le point de la courbe 7 — 9(x) qui répond à l’abscisse xx ; si on mène par le point 7 une parallele à la ligne des abscisses qui - rencontre en 72 la courbe ÿy—x", l’abscisse correspondante au point m étant nommée «’, l’ordonnée en m sera (æ')" ; ainsi on aura (æ/)"—®(«), et par conséquent a/— 4/@(a). ,
Comme on a @{(a) > r", il s'ensuit qu'on a aussi-æ’>r; mais «/ est plus approchée de x que 2.
L'abscisse, a’ détermine sur la courbe y —@(x) un second point »’ dont l’ordonnée est @(4/); si par ce point on mène une parallèle à la ligne des abscisses qui rencontre en #7 la courbe 7 —x", l’abscisse
correspondante au point 7»! étant nommée &/, on aura æ"—4y@{x'), et l’abscisse &” sera encore plus grande que celle qui répond au point
d'intersection P, mais elle doit en approcher plus que «’.
Fig. 3.
Il est inutile d'entrer dans de plus grands détails, et on voit qu’er partant de la limite supérieure 4>>x, si on calcule les termes successifs a!, æ”, etc. par les formules |
a — V@(2) : d'— Vo(a) : a! — voa"), etc,
la plus grande racine positive r de l'équation proposée sera la limite vers laquelle convergent les termes de la série décroissante æ, 4’, aide dele
Cette suite devra étre plus ou moins prolongée, selon qu'on veut obtenir une plus où moins grande approximation; mais en général la convergence deviendra manifeste après un petit nombre de termes.
(45) Les premiers termes de la suite &,.«/, «', etc. pouvant être fort éloignés de la racine que l’on cherche, il ne sera pas nécessaire de calculer avec beaucoup de précision ces premiers termes; mais lorsque deux’ termes consécutifs commenceront à différer peu l’un de l’autre, il faudra augmenter progressivement le nombre des décimales, jusqu’à ce qu'on obtienne deux termes consécutifs qui ne diffèrent que dans l’ordre de décimales qu’on veut négliger. Pour parvenir plus promptement au résultat, on pourra employer le moyen suivant.
Désignons par &, æ, «” les trois dernières valeurs approchées de r; aux points de l'axe qui correspondent à ces abscisses, menons des ordonnées p, p', p' égales respectivement aux distances 77n!, m'n", m'n/", qui ont pour expression a"—@(a), æ"— (xl), a" (a); faisons passer une courbe parabolique par les extrémités de ces ordonnées, et soit y — 4 -— Bz + Cz° l'équation de cette courbe, z étant l’abscisse comptée du point où x — «. On aura, pour déterminer 4, B, C, les
équations # P TE P = À — B(a— x) + Ce ane p'= À — B(a — a") + C(a—ax"y.
Faisant ensuite y —0, on aura
RÉ A PROD Er) © 7 BFVB—740
d’où l'on tire Pabscisse cherchée du point d'intersection r = 47
SUPPLÉMENT. 35 (44) Si l'équation proposée ne devait avoir aucune racine positive, on trouverait que la suite æ, a, «'} a”, etc. n'a point de limite, et que les termes décroissent successivement jusqu'à devenir nuls. On n’en conclura cependant pas qu’il y a une racine égale à zéro, car celte racine est toujours exclue.
On peut d’ailleurs, pour abréger le calcul, chercher d'avance la limite inférieure des racines positives. Il fut pour celà faire
%= =, et après avoir trouvé, par la méthode de l'article 35, la limite supérieure de 3, qu'on appellera À, on en conclura que la plus . ES 1 1 .
petite valeur. positive de x est > < Donc, dès que la suite a, «’, (71 . EN 1 A . æ”, etc. descendrajusqu’à un lerme <=, on sera sûr que la racine cher-
chée n'existe pas. Ce procédé s'applique au cas où, ayant déjà déterminé toutes les racines positives r, r', r,r"", etc., la recherche d’une racine de plus doit conduire à une impossibilité.
Manière de trouver les autres racines positives de la méme équation.
(45) La plus grande racine r étant trouvée, nous chercherons d’abord celle qui la suit immédiatement par ordre de grandeur, et que nous désignerons par 7".
Pour cela, le moyen le plus simple est de revenir à l'équation primitive À — 0, et de diviser son premier membre par x—7r; on aura l'équation du degré 72—1 qui contient les autres racines, parmi lesquelles celle que nous cherchons maintenant, et que nous avons désignée par 7’, est la plus grande. Ne
La nouvelle équation à résoudre pourra être mise sous la forme x"! = N(x), d(x) étant une fonction omale de x. On procédera done . sa résolution par la même méthode qui a été suivie pour l'équation
Nr et en observant que la limite des racines est connue d'avance, puisqu'on doit avoir r< 7.
Il est clair qu’ en. continuant ces opérations on trouvera successivement les autres racines positives ”, r'/,elc. , s'il en existe : et lorsque la racine cherchée n’existe pas , le calcul en maniféstera de lui-même impossibilité, comme nous l'avons remarqué dans l'article 44.
(46) La division de l'équation proposée par x —7r peut s’exécuter
de la manière suivante.
se
En prenant la même valeur de @(x) que dans l’article 42, l'équation proposée x" — @(x), exprimée de la manière ordinaire, est
x" + fx" ga etc. = ax E bariet LE ox ia LE etc. Soit le premier membre = P(x—r)+p, et le second —=Q(x—r)+,
p et q élant les restes de la division des deux membres par x —7r;
puisque la valeur x —7r satisfait à l'équation, on devra avoir p—,
et par conséquent l'équation du degré z—1 qui reste à résoudre ,
est DER Soit
BP
on aura évidemment
D + far + ga Hart ete. ,
d'x"—ki 3e b'arTk2 + CARS + etc. >
IF I
Us = te d — 4,
g = g+ fT, P—=b+E ar, = h<+ gr, = c + br, etc. etc.
Nous aurons donc l'équation DIE fat + g'a" etc. = 02 EE b'a bclar ki S Hetc.y
que l’on peut mettre sous la forme x"—'—@,(x), en prenant une nouvelle fonction, omale ®,(x) , ainsi exprimée : A A RE Dane CE Gas etc:
OR 1 + = <- — + etc:
ïl faut observer cependant que comme Île polynome x" + fx + g'x"#+elc., contiendra nécessairement toutes les puissances de x inférieures à 2— 1, il y aura des réductions à effectuer entre les derniers termes de ce polynome et ceux du polynome a'x"-#st + bai? He etc: En général, dans la valeur de g,(x) il faudra réduire le terme Max", pris dans le numérateur, avec le terme Vx*"i, pris dans le dénominateur, et porter la différence des coefliciens où il y aura excés, c’est-à-dire mettre (W—N )x"-#-i dans le numérateur, sona M>N, et (N—M)x-t dans le dénominateur, si on a M<N.
Cette opération étant faite, on aura à résoudre l'équation x"=9, (x),
dont on sait que la plus grande racine 7° doit être Ær. Connaissant celte seconde racine 7‘, on procédera semblablement pour avoir la troisième 7", et les suivantes, s’il y a lieu.
(47) La méthode que nous venons d'indiquer s'applique de même aux racines négatives ; ainsi On peut trouver par son moyen toutes les râcines réellessd’une équation numérique : peut-être celte méthode estelle ce qu’on peut proposer de plus simple et de plus général pour la résolution des équations numériques, au moins tant qu'il n’y a pas de circonstance particulière qui puisse aider à trouver es racines.
On pourrait, sans changer la forme de l'équation proposée x"=g(x), trouver successivement toutes ses racines, au moyen d’une construction géométrique qui ferait connaître les divers points d’interseetion P, P', P", etc. des deux courbes y =", 7=@(x) ; mais la détermination du second point P', et en général de tous ceux qui ont un rang pair, serait beaucoup moins facile que celle du premier point P et de tous ceux dont le rang est impair. Et puisque tout embarras peut être évité par les divisions successives ou les opérations équivalentes que nous avons indiquées , nous nous abstiendrons d'entrer dans d’autres détails sur ces recherches.
Seconde méthode pour la résolution des équations numériques.
(48) Etant proposé l'équation du degré», L" + fat + ga"? Æ ha + etc, —=0,
dont nous désignerons le premier membre par Æ{x), prenons un nombre 7 de facteurs 1+4-x, 2x, 34x,....n+x, et supposons que le premier membre soit divisé par le produit de tous ces facteurs; on aura d’abord le quotient 1 égal au coeflicient du premier terme, ensuite on pourra supposer que le reste est décomposé en fractions partielles, de manière que l'équation proposée prendra la forme
«) ; © @ SHC hrs aps Tops ne ©
dans laquelle (1), (2), (3), ete. sont des coefliciens qu'on déterminera de la manière suivante.
Soit en général x+-k lun des factéurs x 1, x2....xn, et Q(x) le produit de tous les autres; on pourra faire
F@) _@)_ Eh Fi o:
ce qui donne À — PRE Soit, dans cette équation, x——À4, on aura ñ: N = FD ,
c’est l'expression générale du numérateur de la fraction parüelle qui a pour dénominateur k# +x.
Dans cette expression, Q(— X) est le produit de tous les facteurs (1—k)(2—k) (3—E)....(n—k), excepté celui qui devient zéro pour une valeur déterminée de k. Ainsi on aura successivement
Q(—1) 5 1:2.3. si
CERN ns oc
QE nes QC),
Q(—4) = — nn 9);
eic.
De sorte que Q(— À) sera positif pour toutes les valeurs impaires de, et négalif pour les valeufs paires.
Si Æ(x) reste constamment positif pour toutes les suppositions x——1, —2,—5....—n, il est visible que le coeflicient (4) aura le mème signe que Q(— #), c’est-à-dire qu'il sera positif pour toutes les valeurs impaires de k,'et négatif pour toutes les valeurs paires.
Le contraire aura lieu si Æ{x) reste constamment négatif dans toutes ces supposilions.
Mais cet ordre sera troublé si Æ{x) ne conserve pas le même signe, dans les diverses suppositions x=—1, —2, —3....—n; en général, si F(—%) et F(—k%—+1) sont de signes ‘contraires, ce qui indiquerait une racine négative entre x—=—k et x—-k—1, les coefliciens (4), (k 1) seront de même signe; et ils seront toujours de signes différens si F(— k) et F(—kK—1) sont de même signe.
Ph AR GR ne 2 td
EX A! A4" LA Le Lé (49) Désignons en général par ZE dx). En) etc. les termes
(Xe) B eat
fa dans lesquels (Æ) est positif, et par — RD — en , etc. ceux dans lesquels (Æ) est négatif; si on fait A As A" PR) eee ee elch
B BE! B" HO Sr mie
l'équation proposée se réduira à la forme 1 + P(x) = N(x),
où @(x) et (x) sont deux fonctions omales décroissantes de x. Cette équation peut aussi être représentée par
A B 1 + Re fe; re A .
en désignant par = = la somme des termes qui composent g(x), et
par IE _
Suivant ce qui a déjà été dit, on voit, 1°. que les diverses valeurs de a seront tous les nombres impairs, et les diverses valeurs de & tous les nombres pairs moindres que », si Æ{(—Æ) est constamment positif; 2°. que l'inverse aura lieu si Æ{(—k) est constamment négatif ; 3°. que cet ordre ne peut être troublé que lorsque Æ(— Æ) et F(—k—1) sont de signes différens, auquel cas les deux termes qui. ont pour dénominateurs £Hx, #1 appartiennent à une même fonction (x) ou A(x). Donc quand il arrive que deux dénominateurs consé= cutifs kEx, fix se trouvent dans la même fonction g{x) ou L(x), on en doit conclure qu'il ÿ a une racine négative entre x ——# et x——Àk—1. C’est d’ailleurs ce qu’on peut démontrer immédiatement. En effet, supposons, par exemple, que dans g(x)se trouvent lés deux
A" A" termes EE br 3 %——4+®, © étant infiniment petit, on obtient deux résultats, dont l’un est infini positif et l’autre infini négatif, Donc il y a une racine entre — 3 et —4.
une somme semblable pour (x).
si on fait successivement x—=—3—0,
(5o) Maintenant pour procéder à la résolution de l'équation ainsi exprimée par deux fonctions omales simples , il faut imaginer qu’on construise , dans le sens des x positifs seulement, les deux courbes qui ont pour équations y—1+@(x), y—\(x), etles diverses intersections de ces courbes donneront les diverses racines positives qu’on veut déterminer, Prenons d’abord une idée de la figure de ces courbes.
Fig. 4 Soit OX la ligne des abscisses commune aux deux courbes, O l'ori-
et B. gine des x; la première et la plus grande ordonnée de la courbe J—=14-0(x) est représentée par O4 —1+@(o). Passé le point À, l’'ordonnée diminue de plus en plus, à mesure que l’abscisse augmente; elle finit par être égale à 1 , lorsqu'on fait x —. Ainsi en prenant OC=1, et menant par le point C une parallèle à la ligne des abscisses, cette parallèle CZ sera l’asymptote de la courbe y — 1 + @(x).
L’autre courbe 7 — (x), représentée par BPL, a pour première et plus grande ordonnée BO— (0). Passé le point Z, l’ordonnée diminue eontinuellement et devient zéro lorsque x — ®. Cette courbe a donc pour -asymptote la ligne des x.
:- (1) De cette description sommaire on peut déjà tirer plusieurs conséquences relatives au nombre et à la limite supérieure des racines positives.
1°. Si l’on veut déterminer le point Z où la courbe y = +4 (x) rencontre la droite CZ qui est l’asymptote de l’autre courbe y —=1+@(x), il faudra résoudre l'équation omale
Soit À la valeur de x tirée de cette équation, par la méthode de l'art. 40 ; il est évident que s’il y a des intersections entre les deux courbes , elles ne peuvent avoir lieu qu’en deca du point Z. Donc À est plus grande que la plus grande racine de l’équation proposée.
Si donc l'équation proposée doit avoir, racines positives , il faut que l'arc BL soit coupé en 7» points par l’autre courbe. Ces intersections ne peuvent guère être rendues sensibles dans la construction graphique des deux courbes ; convexes d’un même côté, à moins d'opérer sur une très-grande échelle ; mais il suflit pour notre objet d'en concevoir la possibilité.
Fig. 4 2°, Si l’ordonnée du point B est plus grande que celle du point 4,
nee AR NE EG nr SEA Amor
SUPPLÉMENT. 4 c’est-à-dire, si l'on a 4 (0) > 1+9(0), il y aura nécessairement au moins une intersection. En général le nombre des intersections , qui est celui des racines positives de l'équation proposée , devra être imparr, puisque la courbe BZ, qui d’abord est élevée au-dessus de l’autre courbe , passe nécessairement au-dessous dans la région du point Z.
5°. On ne peut avoir d (0) — 1 +9 (0), c’est-à-dire que le point B ne peut pas coïncider avec le point 4, parce qu'alors on aurait la racine X— 0, Cas qui est-exclu, ainsi que celui où l'équation proposée aurait des racines égales.
4°: Il ne reste donc à considérer que le cas de 4 (o) 1<+-9(0). Alors Fig. 5. le point Z étant situé au-dessous de 4, s’il ÿ a une première intersection, il y en aura nécessairement une seconde, et en général le nombre des intersections devra être pair.
5. S'il arrivait qu’on eût # (0) < 1 , le point B tomberait au-dessous de C; il n’y aurait donc alors aucune intersection, ni par conséquent aucune racine positive.
(52) Voici donc les symptômes des différens cas généraux qui peuvent avoir lieu.
1°. Si l’on a (0) > 1 + @ (0), l'équation proposée aura au moins une racine positive ; elle pourra en avoir trois, cinq, et en général un nombre impair. :
2°. Si l’on a (0) <1—+ (0), l’équation proposée n'aura aucune racine positive, ou elle en aura un nombre pair.
3°. Si l’on a (0) < 1, l'équation proposée n’aura aucune racine positive.
Venons maintenant à la résolution effective de l’équation proposée: elle consiste à déterminer les valeurs numériques des racines positives, ou à prouver qu'il n'existe aucune de cesracines.
11 y a deux manières de faire ces calculs ; l'une en commencant par la plus grande racine, l’autre en commencant par la plus petite. Nous allons exposer ces deux moyens successivement.
Recherche de la plus grande racine.
(53) On connait déjà la limite À de la plus grande racine, par la résolution de l’équation omale 1 = 4 (x) ; cette limite est Fabscisse Fig. 6.
du point Z.
Soit Æ le point de la courbe y = 1 + @ (x) qui a la mème abscisse que le point Z ; si par le point # on mène une parallèle à l'axe qui rencontre en £ la courbe 7— (x), et qu'on appelle + l’abscisse du point 4, on déterminera & en résolvant l'équation 1 + (A) — 4 (æ).
Soit ensuite k’ le point de la courbe PÆ qui a la même abscisse que le point i, et dont l’ordonnée est par conséquent 1 + @(x); si par le pôint Æ' on mène une parallèle à l'axe qui rencontre en # la courbe J = + (x), et qu'on appelle 4’ l'abcisse du point ;, on déterminera a’ par l'équation 1 + (x) = 4 (4).
De là on voit qu’il faut calculer successivement les quantités À, «, æ', «’, etc. par la résolution des équations
HUU
éters
et le dernier terme de la suite décroissante À, &, &', «", etc. sera Ia valeur de la racine cherchée r.'
Nous remarquerons comme ci-dessus , que Île calcul des termes A,æ, a’, a", etc. n’exige beaucoup de précision que lorsqu'on est-parvenu à deux termes consécutifs très-peu différens l’un de l’autre.
Nous remarquerons encore qu’au moyen du dernier terme trouvé, qui approche déja beaucoup de la valeur de x, on peut achever le calcul de la manière suivante.
Soit p ce dernier terme, et soit x—p— « ,« ne pouvant être qu'une très-pelite quantité, si on substitue cette valeur dans l'équation proposée 1+p(x)—= (x), le résultat sera de la forme
e = Fo + Go, où l’on a fait, pour abréger, = 1+9(p) — N(p), RE rs. Jour = for
SUPPLÉMENT. 45 On aura donc , en négligeant seulement les quantités de l’ordre €, st Ge A PSE et de là x = p — 0.
Détermination de la plus petite racine.
(54) Il y a deux cas à considérer , selon que 1 + co) est plus petit ou plus grand que 4 (0).
Premier cas , 1 + (0) < Ÿ (o). Alors le point 4, origine de la Fig. 4. courbe y —1+® (x), étant situé au-dessous du point 2 , origine de la courbe y —+4 (x), je mène Ab parallèle à l'axe qui rencontre en b l’autre courbe. Soit « l’abscisse du point b, on trouvera & en résolvant l'équation omale 1+®@(0) — + (4), et « sera une première approximation vers la moindre racine x = r qui est l’abcisse du premier point d’intersection P.
L’ordonnée menée au point à coupe la courbeinférieure en un point a dont l’ordonnée —1-+-@(x). Par le point « menons une parallèle à l'axe qui rencontre la courbe supérieure en L'; si on appelle 4 l’abscisse du point ?’, on trouvera &! par la résolution de l'équation 1 + (a) —= 4 (az). Continuant ainsi indéfiniment, on voit que l’abscisse qui convient au point d'intersection P, sera le dernier terme de Ja suite CAN CIS 7, el:
re pour ayoir la plus petite racine x =r, il faut déterminer successivement les termes &, «', «”, etc. par la résolution des équations omales
IL I
etc.,
et la dernière des quantités croissantes &, «, #", etc., ou la limite vers laquelle tendent ces quantités , sera la racine cherchée x —r.
(55) Second cas, 1 +@(o) > (0). Alors le point B étant situé Fig. 5. au-dessous de 4, on mènera par le point B une parallèle à l'axe qui rencontrera en & la courbe supérieure 4P. Soit 4 l’abscisse du point &, on trouvera « en résolvant l'équation omale 4 (0) = 1 (x), et « sera une première approximation vers la racine cherchée.
LE x ÉLUS RARES CONTRER, L CN ANI PA 2 Ve \g
L'ordonnée au point a rencontre la courbe inférieure en un point à dont l’ordonnée — A (x). Par le point » menons une parallèle à l'axe: qui rencontre en à la courbe supérieure ; si l'on appelle # l'abscisse du point 4°, on trouvera æ& en résolvant l'équation omale Ÿ (a)=1 + 0 (a).
On voit maintenant, sans entrer dans de plus grands détails, que si on détermine successivement les termes &, & , æ, eic., par les
équations À (0) — 1 = Pa), (a) —1—=@(x), d (a) —' 1 = (x),
le dernier terme de la suite &, a’, «", etc. sera la valeur cherchée de la plus petite racine x =r.
(56) Dans les deux cas, la difficulté se réduit toujours à résoudre un certain nombre d'équations omales simples , par les formules de l’art. 40. Nous avons d’ailleurs observé que les premiers termes de la suite a, u!,a", etc. n’ont pas besoin d'être calculés avec beaucoup de précicision ; ainsi, à cet égard, les calculs peuvent être notablement abrégés. On voit ensuite par la nature de ces opérations , que les points a, a’, a”, s'approchent rapidement du point d'intersection P; de sorte qu’on n'aura jamais à résoudre qu’un petit nombre d'équations omales simples: D'ailleurs la détermination de la limite pourra être es ; Si on le juge à propos, par le procédé de l’art. 53.
Il pourra arriver aussi qu’on sache d'avance que la racine cherchée 7 est plus grande qu’une quantité connue. À ; dans ce cas, on partira de la valeur & — À pour déterminer toutes les autres a/, 4”, etc., ce qui abrégera le calcul.
‘Nous observerons encore que dans le second cas, il pourrait arriver qu'on ne trouvät pas de solution ; alors la suiteL (æ), L (2°), J(æ), etc. dont le premier terme est > 1 , en offrirait bientôt un < r, ce qui prouverait qu'il n’y a aucune intersection entre les deux courbes, ni par conséquent aucune racine positive de Féquation proposée.
La détermination de la plus petite racine peut être effectuée par une suite plus convergente que celle dont nous venons de montrer l’usage ; mais avant d'exposer cette seconde solution , nous avons à résoudre le
problème suivant.
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SUPPLÉMENT. ç 45 De l'intersection d'une droite quelconque avec la courbe omale y = (>).
(57) Soit BNG la courbe décrite d’après l’équation y = (x); Fig. 7. À (x) étant une fonction omale simple qu'on peut représenter par
= Soit F un point donné sur le prolongement de l’ordonnée du
point À ; si par le point F on mène sous un angle donné NFG, la droite F#'G qui rencontre la courbe äu point G, il s’agit de déterminer l’abscisse du point G.
Soit f l'abscisse donnée du point F, la distance donnée FN —c, et 72 la tangente de l’angle que fait la droite Æ#G avec l’axe;si on appelle x l’abscisse du point G, on aura pour déterminer x , l'équation
ne CHYU)=—Y Cx) == NEC,
Or je remarque que le second membre de cette équation est une fonction omale décroissante de x; car à mesure que x augmente , ou à mesure que le point G avance sur la courbe dans le sens des x, ïl est visible que le second membre qui représente la tangente de l’angle que fait FG avec la parallèle à l'axe menée par le point F, diminue continuellement. Au reste cette fonction peut être présentée sous une
Es , 7 : B :
forme entièrement développée ; car ayant fait 4 (x) = 5, si on
bser Re is PE) on pourra faire QOSENEET Ex TE+Ff G+FNDE+z) © P
B QE fi CN fGr porn:
B. A 7 . 4 r A et comme == est la même chose que À (f) , l’équation à résoudre
se réduira à cette forme
c (4 DER
\ u L4 LA B où l'on a fait, pour abréger, C— EE
Comme x doit être plus grand que f, on voit que le second membre de cette équation est en effet une fonction omale siffle de x, à compter de æ=— f; j'observe de plus que cette fonction étant infinie
tt ne ARE RP RARE ATEN AE
lorsque x = f, et nulle lorsque x — «, l'équation sera toujours pos= sible , quel que soit », pourvu qu'il me positif; c’est-à-dire , pourvu que la droite F#G soit menée par le point F, de manière à rencontrer l'axe dans la partie indéfinie fX.
Nous remarquerons encore que si l’on a c—0, ou si le point F coïncide avec le point W, alors l'équation à résoudre devient
(2) ES =; lorre LE c’est l'équation qui détermine le point d'intersection de la courbe
>= "\À(x), avec la droite menée par un point À de cette courbe, ensorte qu’elle fasse avec l'axe des x , un angle dont la tangente — 7».
(58) Dans le cas où c n’est pas nulle, la résolution de l'équation (1) se rapporte à l’art. 41, et il faudra, pour effectuer la solution | conpaître une première valeur approchée de x. Or puisqu'on doit avoir
C . 2 [8 . 3 = #rllen resulte x — : on peut donc parlir du premi er e LA P p P er € .
terme 4 = f + —; Pour calculer successivement les autres termes
k!, k", etc., dont la limite est la valeur cherchée de x.
(59) On peut encore déterminer l’abscisse du point d’intersection G. par le procédé suivant.
Par le point V menez une parallèle à l’axe qui rencontre la droite FG en 7; du point 7 abaïssez une perpendiculaire à l’axe qui rencon— trera la set au point IV'; par le point V' menez de même V7 parallèle à l'axe, puis Z°N” perpendiculaire, et ainsi de suite. Soit f” l’abscisse du point NV’, f” celle du point ]V", etc., on calculera les termes successifs f', f”, etc. par les formules,
F= f +, ANG FU=IRA ie (rs) :
eiC,
‘et il est visible que la limite vers laquelle tendent les termes de la suite f> f'; J’} etc. sera la valeur cherchée de l'abscisse du point G.
Cette méthode est plus simple que la précédente; mais elle ne peut
être employée lorsque c — 0 ; elle ne peut pas l’être non plus lorsque
m = 0 , c’est-à-dire lorsque la droite FG est parallèle à l'axe, parce qu'il n'y a point d'intersection dans le sens où x est > f.
Seconde manière de déterminer la plus petite racine.
(60) Nous supposerons qu'on a 4 (o)>1+@(0o), parce que, dans ce cas, l’équation : FAQ AV (x) a toujours au moins une
racine positive.
Par le premier point B Le la courbe y —4 (x) , soit menée la tan- Fig. 8, gente Ba qui rencontre, en 4 la courbey = 1 + @ (x), et soit æ l’abscisse | du point &, on trouvera , par la formule de l’art. 57 , que « est la racine de l'équation
* se 2aC A AA) tr ant oeme dans laquelle on a e— 4 (0) —1—®(o), et où la fonction omale A US DES FAT A ke
les est déduite de la fonction ® a=f—, en divisant chaque terme de celle-ci par la valeur correspondante de a.
On appliquera donc à cette équation les formules de l’art. 40, en prenant pour première valeur de À, d’après l’art. 41, £ — 0)
Par le point à ainsi déterminé , menez une perpendiculaire à l'axe qui rencontre la courbe supérieure en 2 ; au point à menez la tangente La’ qui rencontre la courbe inférieure en a', et ainsi de suite.
Si on appelle &/, «”", etc. les abscisses des points 4’, a”,-etc., on trouvera que les différens termes æ, a", 4”, etc. se déterminent par la résolution
des équations successives — (0) = O1 -e0 + fie, d'où x = 4, ’ t)—T —@(« A æ 522 EG) = Ce 2Q + fe — De d'où za, 17 t)—1—0(4 A: 2 SR ’ 7 — d'(a) oO =e = Per <UTO, d'où RTS etc. ,
et la limite vers laquelle convergent les termes de la suite croissante a, a”, «',etc., sera la valeur de la plus petite racine cherchée,
à hesg EAN FOSSES Na ÉD ce UN
. Au reste ces formules étant moins simples que celle de l’art. 54, nous nous bornerons au cas qui vient d’être résolu , et nous n’examine-
rons pas celui où l’on aurait À (0) € 1 + 9(0).
Connaissant la plus grande ou la plus petite racine positive , déterminer toutes les autres.
(61) On pourrait chercher successivement toutes les racines par les intersections des deux courbes que nous avons tracées, sans changer la forme de l’équation proposée qui détermine ces courbes. Mais il est beaucoup plus simple , après avoir trouvé la racine x —r, de supprimer dé l’équation proposée le facteur x — r, afin d’avoir l’équation du degré
5 immédiatement inférieur , qui contient les autres racines , et dans laquelle r sera la limite de la racine 7’ qui doit suivre immédiatement r. Voici le procédé qu’il convient de mettre en usage pour cet objet.
Nous avons supposé que l’équation proposée du degré » est divisée par le produit (1-Æx)(2+x)......(n+x), afin de mettre cette équation sous la forme 1 +@ (x) — À (x). Lousque le degré de l'équation se réduit à z— 1, on doit donc faire disparaitre le plus grand dénominateur 2x , afin que le plus grand de ceux qui restent soit »—1+4x, conformément au degré de l’équation. Pour cela il faut multiplier par n—+x les différens termes de l'équation 1+@(x)— (x), et faire ensorte que le produit soit divisible par x —r.
ar
; donc si on fait — À, , on aura
= fée en fé + fée
: B(n—b De même en faisant = B,, on aura
À (x) == otn fe rt-o Ee Substituant ces valeurs et observant qu'on a [= —=® (r,).et fi= D(r), l'équation 1+p(x)=4(x) deviendra
4 B, na HD GE (ef CH) O0
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SUPPLÉMENT. 49 Mais- puisque la valeur x — r satisfait à l'équation 1 4+@ (x) = 4 (x), on ar +®(r) —A\(r); effacant donc dans l'équation précédente les termes qui se détruisent, et divisant le reste par r — x, il viendra
+= b+ x ax Cette équation qu’on peut mêttre sous la forme 1 + 4, (x) —9, (x), est entièrement semblable à la proposée; mais elle a un terme de moins ; : car par les valeurs des coefliciens Z,, B,, on voit que le terme qui avait pour dénominateur 2x , disparaîtra, soit qu'il apparlienne à la fonction @ (x) ou à 4. (x).
D'ailleurs on doit observer que comme z est le plus grand des nombres a et b, les coefliciens Z, et B, seront toujours posiufs, de sorte que le passage de l'équation proposée 1 +g(x)=4(x),à"la suivante 1 + Ah (x) = ®, (x) Lqui contient une racine de moins , ne fait qu'ôter un terme de l’une des fonctions @ (x),"Ù (x), sans en faire passer aucun de l’une dans l’autre , comme cela aurait lieu si quelqu'un des coefliciens À; B, devenait négatif. Il n’y a que le terme constant 1 qui change de signe ou qui passe d’un membre dans l’autre.
(62) On voit done que la division de l'équation proposée, parx—r, s'exécute par un procédé très-simple qui consiste à transposer le terme
constant 1, et à remplacer dans chacun des termes rer sp le $ A (n—a) : ._B(n—b}
coeflicient par ré et le coefficient B par ep
Maintenant nous n'avons aucune règle nouvelle à donner pour la résolution de l'équation 1 +4, (x) —@, (x). On appliquera à cette équation les formules des articles 54 et suivans; et sachant d'avance que la plus-petité racine r/ est > r, on parviendra plus facilement encore au résultat. Après avoir trouvé la racine 7’ qui ést Ja seconde de l'équation proposée , on formera semblablement une troisième équation 1 9, (x) —"+4, (x), qui contiendra les 7 — 2 autres racines.
On aura donc-ainsi successivement , par des équations qui se simplifient de plus en plus’, les diverses racines positives r , r’, r”, etc: de l'équation proposée, et ce calcul#%séra terminé lorsqu'on sera. parvenu à une transformée qui n’est plus résoluble , ce qu'on reconnaîtra aux conditions que nous avons indiquées dans la solution générale.
(63) La même méthode fera connaître les racines négatives en partant de l’équation proposée, dans laquelle on changera le signe de x , et que l'on mettra ensuite sous la forme 1 + ® (x) = 4 (x). Mais il sera plus simple de prendre la dernière des transformées 1: +4, (x)—®,(x), 1 + P,(x)=1d,(x), etc., laquelle ne contient plus de racines positives, mais peut en contenir de‘négatives. Pour’obtenir celles-ci ; on réduira
cette transformée à la forme ordinaire, débarrassée de fractions , et après avoir changé le signe de x, on lui appliquera la méthode du n° 48, pour la réduire de nouveau à 1 forme 1 + 9 G)= = À (x)4 dont il faudra chercher les racines os
(64) Il reste donc à faire voir comment on peut résoudre une équation qui n'a que des racines imaginaires ; mais ce problème est beaucoup plus difficile que celüi qui consiste à trouver les racines réelles, et nous ne nous flattons pas que les méthodes précédentes fournissent dé grands secours pour sa solution. Il est vrai qu’on pourait trouver les racines imaginaires d’une équation du degré », au moyen des racines réelles
d’une équation du degré FA =), Mais pour peu.que z surpasse #4.
l’extrême complication d’une Lite transformée et des calculs nécessaires pour y parvenir, rend Pusage de ce moyen tout-a-fait illusoire. C’est donc dansdéquation proposée elle-même, et non dans une transformée d'un ordre plus élevé, qu’il faut chercher les moyens d'obtenir les valeurs numériques des racines imaginaires. Nous avons déjà indiqué; pag. 151 du Traité précédent , une méthode qui aurait l'avantage de conduire assez facilement à ce but:, si on pouvait donner quelques lumières au calculateur sur'le choix de la première valeur hypothétique de la racine exprimée par &+ 6 y—-1 ou r( cos Û + 4/— 1 sin4).4Maïs en attendant que cette méthode recoive les améliorations dent elle.est susceptible , nous allons donner les formules qui, dans l'application de la méthode précédente, conviennent au cas des racines imaginaires; et d’abord une racine imaginaire étant représentée par r(cos@=4/—1 sin6), nous Chercherôn$ les limites de la quantité r, qui est en quelque sorte la mesure .de”grandeur ‘ou le module de cette racine , puisque la valeur d’une puissance quelconque »2 de x ne peut jämäis surpasser. 7”, mais peut en différer aussi peu qu’on voudra.
Qx
Limites. de la quantité réelle qui sert de ‘module aux racines imaginaires.
(65) L'équation proposée dont toutes les racines sont imaginaires , étant. désignée par CE A TS A TE AL se ee Aa 0)
si on supposé x = r(cos0—y/— 1sin6), cette équation se partage en deux autres , savoir ,
r" Cos n0 Æ Ar" cos(n—1) OH 4,1" cos (n—2) 8.224,00, : r" sin 70 Æ Air" sin (n—1) 0 Ar sin (n—2)0%.. + A, _srsii8=0.
Multipliant la première par cos 8, la seconde par sin 28 , et ajoutantles produits, on a @ EE A;rT cos BE 4,r"T* cos 20... ..+ 4, Cos ri = 0. Or il est visible que l'hypothèse qui rendra 7 le plus grand, est celle où l’on aurait = ANUS Air AS NA, ,
les coefliciens Z,, Z,, 4, etc. étant tous pris positivemeïñit dans le second membre , et alors en appliquant ce qui a été trouvé dans le cas dés racines réelles, art. 35, on pourra en conclure ,
1°. Que si Z,, coeflicient du seconditerme , n’est surpassé en grandeur par aucun des autres coefficiens Z,, 43.....4,,ona
: i Le 2°. Que si 4; et À, sont les deux coefliciens pour lesquels 2; et 4, sont.les plus grands, on aura
r € V4, + An:
telle est donc , dans ce cas, la limite supérieure de la quantité r qui sert e module aux racines imaginaires.
LD (66) Pour avoir la limite inférieure de cette même quantité , j’observe que l'équation proposée n’ayant , par hypothèse, que des racines imaginaires , son dernier terme Z, doit étre le produit de toutes les quantités
r°, r2,1", etc., qui résultent des différentes couples de racines imagiaires. Soit donc r la plus grande des quantités r, 7’, r', etc., et r# ou p
la plus petite, on aura Tr VA, et p < VA
le plus grand des modules r doit donc être compris entre les limites suivantes :
r > VA, EE VA, + VA Quant aux limites du plus petit module p, nous n'avons encore que la
supérieure f < VA; mais il est aisé d’avoir la limite inférieure. Pour cela il faut, dans l'équation proposée, faire x = ce qui donnera une équation de la forme 2e t RAT... B°—t0, #
et il faudra considérer deux cas.
1°. Si P,, coeflicient du second terme, est au moins aussi grand qu'aucun autre coeflicient, on aura, en prenant B, positivement , 2 <1 + P,.
2°. Si BP; ebB, sont les deux coefliciens pour lesquels ÿ/B; et
y/B, sont les plus grands, on aura, en appelant a et D ces deux radicaux, z< ab.
Donc, dans le premier cas, on aura p rer , et dans le second Le
P D a + b° Forme des équations à résoudre dans le cas des racines imaginaires.
(67) Soit F{x) —0 l'équation proposée du degré 7, dont toutes les racines. sontimaginaires ; si on substitue pour x une valeur quelconque x, le premier membre FT#) sera toujours une quantité positive. Il suit de là que si on procède comme dans l’article 48, et qu’on divise l’équation proposée par le produit des facteurs 1+x, 2+x....n+x,
: A B afin de lui donner ala one 1x) = d(x), ow 1 + ff; les différentes valeurs de a seront les nombres impairs 1, 3, 5...7—1,
tandis que celles de ? seront les nombres pairs 2, 4, 6....n.
è Le LA * SUPPLIMENT. 53:
Ainsi, dans le cas des racines imaginaires, les fonctions @(x), 4(x) Sont constamment de la forme suivante :
É(x) = — ) ARS SR 7 (4) (6) (a)
Ve) = + + bo
de sorte qu'elles ont le même nombre de termes.
(68) Cela posé, si l'on fait x r(cosû+ VA sinf), on aura
SAT, A _ A(a=br cos V/—1.r siné) a+ % a r(cost + V—isn0 — a oarcosé + 7° “
et par conséquent
A Aa ‘ A ; JE + zx = f> —+- 2ar cos 87° A Vs siné) nn Lr°
De là on voit que l’équation 1 + En — = [= a se partagera en deux autres, savoir ,
Hp AGE Le MS Ou ne à fs = be obr cos & + 7°?
(a) PRÈS SU. B [= oar cos 8 + r 7 ) b? Æ 9br cos 6 + r*°
Dans le premiermembre, « aura toutes les valeurs impaires 1, 3,5....7—1, et dans le second , à aura toutes les"valeurs paires 2, 4,6....n. ;
Telles sont donc les deux équations qu’il faut résoudre pour trouver les valeurs de r et de 0 qui appartiennent à chaque couple de racines imaginaires. :
Le nombre r est toujours positif : quant aw nombre cos Ô, il peut être posiuif où négatif; et à cet égard, on pourrait distinguer deux sortes de raçines imaginaires, les unes positives lorsque la partie réelle r cos est positive, les autres négatives lorsque cette partie est négative.
(69) Les équations précédentes peuvent être censées forméés dans la supposition de r cos 8 positif. On pourait en former de Semblables dans la supposition de r cos 8 négatif. Pour cela il faudrait changtr le signe de x dans l'équation proposée, et procéder de même, après ce
Fe
UE = Oo he tar Mérieuoiiss
changement , pour réduire l'équation sous la forme 1 + [= ne Lee a?
ensuite on ferait.x = r (cos 0 +. ÿ/— 1 sin 8), ce qui donnerait deux équations semblables aux équations («), mais dont les coefficiens seront différens.
Ce qui semble nécessiter cette distinction, c’est que si on laissait les équations (æ) sous la même forme lorsque cos 8 ‘est négatif, la fonction
[- le proue serait plus une fonction omale de 7. En effet, S
cette fonction étant différentiée par FÉRPOrR ar, donnerait le coefficient
différentiel m24(r+a cos cos'8)
(a + 2ar cos 0 + 7°}?
lequel ne conserverait pas le même signe depuis r—0 jusqu'à r—, contre la nature des fonctions omales.
Il faudra donc, pour la solution complète de l'équation proposée , considérer deux systèmes semblables au système (a), et dans chacun desquels cos À sera supposé positif.
(70) Soit maintenant r cos 8—p, r°— q, les deux équations à ré-
soudre seront . + f Aa sh Bb + oap +q J + obp+ aq?
ire ® + 2ap + q J b°+ obp + q?
on peut même les représenter plus*simplement par
AG < + =:0 è + 20p + 2 (a') + q
a+ 9ap + q VE
en convenant que Æ sera toujours positive pour toute Vâleur impaire DETTE Dre n— 1; et négative pour toute valeur paire Dh Or n.
Ces équations sont d'une forme assez simple; cependant comme elles contiennent deux inconues p et q, il ne paraît pas qu’on puisse les résoudre par une méthode analogue à celles que nous avons données pour le cas, des racines réelles, qui n'offre qu’une inconnue.
— PA A ne 27 8 ec ES Nr hat re
Si donc on veut éviter les longueurs de l'élimination, par laquelle on pourrait réduire les deux inconnues à une seule, il faudra se borner à résoudre ces équations par une sorte «de tätonnement,'‘en ne supposant autre chose , sinon que 7 ou r*, est compris entre des limites données, et qu'on a toujours p < y/q. «
On pourrait ne trouver aucune solution pour les équations précédentes qui représentent le système (æ); mais alors.les deux équations semblables qui représentent l’autre système, dans la supposition que les racines imaginaires, c’est-à-dire leurs parties réelles , sont négatives, contien— draient nécessairement toutes lés z racines imaginaires de l’équation proposée ; de sorte que si la résolution ne réussissait pas dans un cas, elle réussira nécessairement dans l’autre.
On peut même ne point changer la forme des équations précédentes, et se contenter de changer le signe de p, ce qui reviendra au second système, En effet, la dernière forme ( 4), sous laquelle nous avons mis les équations à résoudre, en employant les inconnues p et g au lieu de r et 8, n’a plus Ptonvestent remarqué dans l’art. 69 et les quatre fonctions
[ Aa Te A | Bb « f B à &— 20p + q ”. J à — 2ap Tq* VE JD? — bp + q ?
considérées tant par rapport tà p que par rapport à g, sont toujours des fonctions omales, puisque p doit tôujours être renfermé entre les li-
MILES D 0 D
(71) Supposons qu'après quelqués essais on: a trouvé des valeurs de P et g qui approchent de satisfaire äux équations (#’). Soient ces valeurs P—=f"; 4 —=8g; et supposons qu’elles donnent
2 Aa ME ET Je = d+Hoaf+g 765 a et » étant des quantités assez pelitess Pour avoir des valeurs plus
approchées on fera p — ar dF,q—=g+ de, et on aura pour déter-
miner df et dg, les équations
0 Jours à sy 96 ses. = — #4, sf for ARE) Ÿ 28 Me. 2af + gs)
ones € _—
rer rertiiet A TRER
Soit, pour abréger,
A RAR Ce MDP a mr Aa G ER + oaf + g) I — LE 2af + F+ gy?
2H9f+ Gdg co 2GJf + Fdg = — y,
on aura
d'où -l’on üre
1 ne ._ _ _H=Gx MES G— FA.
Ainsi les valeurs corrigées de p et g Sont 1 Fu — Gr L PSC =rn EH — Ge
PET LG RH
Il faut observer, à l'égard des quantités , G, H, qu'on a
A TR
faisant donc H——9F— 2fG+ y», et négligeant les termes qui contiendraient deux dimensions des quantités met», Ôn aura
CE Fee TR Ce p=f+; 2° Goff G + gl
Lt (EEE sfG) PAL PE ma © GC + 9fFG+ GE"
Ces valeurs serviront à leur tour à en faire connaïtre de plus approchées,
s’il est nécessaire.
(72) Appelons de nouveau d et gles valeurs corrigées de p et 4; on en déduira les deux racines États æ = fÆ Y(f° —g). Pour avoir ensuite les autres racines de la même équation, il faut former l'équation qui les contient.
Soïent x —1/, x — r" les deux racines re vient de déterminer , il
faudra dans l'équation proposée 1 + /= er — 0 , remplacer le coefi-
"fau OP RE AT Een mi sim à
SUPPLÉMENT. 57 ‘crient À par un nouveau coefficient
nt 2 M Cm re D à Se (a+r)(a+r") E C’est en effet la conséquence qui résulte des formules de l’article 6x; et comme on a (ar) (a+r")—=a + af g, la valeur de A, sera _. (n=d) (nee) A Se ouh ete À.
Cela posé, la nouvelle équation du degré: r — 2 à résoudre sera
AAA Sue TE ax 95 et par la substitution x — p + y/(p°— q), cette équation se: partage en deux autres, savoir ; * A,a
a + 2°ap + q Ces équations sont entièrement semblables à celles de l’art. 70, mais elles contiennent chacune deux termes de moins , puisque les valeurs de Z, qui répondent aux valeurs 4a=n, a = n —1,sont nulles. Ainsi la dernière des valeurs de & sera 7 — 2, parce qu'eneffet l'équation à résoudre n’est que du degré 7 — 2.
(73) Au moyen de cette analyse , on forme avec beaucoup de facilité les diverses équations qui restent successivement à résoudre , à mesure qu’on trouve deux des racines imaginaires de l’équation proposée. Le procédé pour passer d’un système au suivant , consiste à supprimer deux termes dans chacune des deux équations du système , et à modifier les coefficiens des autres termes suivant une loi constante. Ce procédé donne immédiatement le, résullat qu'on obtiendrait en divisant l’équation proposée par le facteur correspondant aux deux racines trouvées, et mettant ensuite le quotient sous la forme qui convient à notre méthode,
Lorsque les opérations nécessaires pour obtenir les racines réelles sont terminées, et qu'il ne reste plus à résoudre qu’une équation de
degré. pair dont toutes les racines sont imaginaires, on est assuré
d'avance que la résolution est possible, Si donc la recherche qu’elle occasionne devient longue par les tàtonnemens'qu’on ne peut guère éviter, au moins elle ne sera jamais infructueuse. D'ailleurs à mesure que les opérations avancent, elles se simplifient progressivement par la diminution du nombre des termes qui devient successivement n—12,n—/4, n—6, elc., comme le degré de l’équation ; et lorsqu'on est parvenu à une transformée du quatrième degré, la solution peut être achevée sans tàätonnement.
(74) La méthode que nous venons de développer est encore. fort imparfaite ; mais elle a quelques avantages particuliers qu'elle doit à la simplicité et à l'élégance des formules. Le plus considérable de ces avantages consiste en ce que, si l’on substitue différentes valeurs pour p ou g, afin d’en trouver qui satisfassent aux équations , la substitution se fait dans chaque dénominateur 4° 2ap<- q , sans exiger aucune opération complexe.
Il n’en est pas de mème lorsqu’en faisant x—r(cos9 y/— 1 sin 8), on a à substituer une nouvelle valeur de r ou une de 8, dans les équations dont ces inconnues dépendent, pag. 150. Ces substitutions exigent des opérations compliquées , surtout pour avoir les sinus et cosinus des. multiples de Ô : ce premier avantage est déjà très-grand.
Il y en a un second qui n’est pas moins remarquable. Il consiste en ce que les deux équations à vérifier se forment simultanément d’une manière tres-simple. En effet, si en attribuant des valeurs particulières
x Aa
à p et g, on trouve chaque Re a + F'(a) si a est impair , et — F(a) si a est pair , la première des deux équations (z’) étant ainsi formée ,
LS U) EUR (S) EF) UNE ne nu (a) = F (4) (0). Pin) i
EF (a), savoir,
on en déduit immédiatement la seconde qui est
F(G) H3F(5) + 2F(5).....+ 2 F(n—:) — LEF(2) — 3 F (4) — EF(6).....— © F(x)
Il devient donc très-facile de vérifier les deux équations à la fois.
it PR AS ÉAE TASSE ne as es ces po
(75) Nous croyons avoir expliqué les méthodes précédentes avec assez de détails, pour qu'il soit superflu. de produire des. exemples de leur usage. Nous ferons seulement une observation générale qui pourra être utile dans des applications ; c’est que si la grandeur des coefliciens de l'équation proposée ; Ou le caleul de la limite supérieure des racines , indique que ces racines doivent être de grands nombres, il conviendra de les réduire à une grandeur médiocre, en faisant æ—my,m élant 10,100, ou tel autre nombre qu'on voudra, au moyen duquel les valeurs de y ne puissent contenir que des unités ou des dixaines au plus. De même si les coefliciens de l'équation proposée étaient tellement petits qu'on düt en conclure que. les racines sont
beaucoup plus petites que l’unité , il faudrait faire x — Z., et prendre
m de manière que la plus grande yaleur*de y püt aller jusqu’à un ou deux chiffres en nombres entiers. La transformalion est utile dans le second cas surtout , pour éviter que les racines ne soïent rapprochées dans un trop petit espace , et qu’on n’en omette quelqu’une dans les approximations successives.
(76) Nous terminerons ces Recherches par une remarque nécéssaire pour compléter la résolution de l'équation omale c—œ @(x), donnée dans les art. 58 et suiv.
On a supposé tacitement, dans ces articles, que la courbe décrite d'après l'équation y — (x), était toute concave ou toute convexe vers l’axe, dans la partie soumise ‘au calcul, savoir , depuis xæ— 0 ou x — À, jusqu'à x — 7, r étant l’abscisse du point d’intersection Y. Cette propriété en vertu de laquelle la suite k, k, #”, etc. est conunuellement croissante vers la limite cherchée r, a lieu dans une infinité de fonctions omales , et notamment dans toutes celles dont on fait usage dans notre seconde méthode. Mais en général la définition des fonctions omales n’exige qu’une seule condition , savoir, que lé coefficient
différehuel ie TC
conserve le même signe dans toute l’étendue des
æ positives. Il peut donc arriver que le coeflicient du second ordre
dd Tr . . È A , + change une ou plusieurs fois de signe dans la même étendue,
et alors la courbe 7 —@(x) éprouvera une ou plusieurs inflexions ou changemens de courbure. Supposons, par exemple , qu’un changement
de cette sorte ait lieu entre les deux points # et k", ce qu’on reconnaîtra par les deux différences @(#)—c et @(k")—c qui devront être de signes différens; si on continue les calculs d’après les formules des art. 38 et 40, afin d'obtenir la valeur ‘du terme suivant #/, on trouvera #” <<! , de sorte que lasuite k, k, k”, k!' cesse d’être croissante après le terme 4". :
Cependant si l’on a en même tems #”> #, on pourra continuer le calcul des termes suivans par les mêmes formules, et on arrivera également au résultat, qui est la limite des termes X", 4!!, A", etc.
Mais il pourrait arriver qu’on eût 4” < K', et alors en continuant le calcul par les mêmes formules , on s’éloignerait de plus en plus du vrai résultat que l’on cherche. Pour obvier à cet inconvénient, le moyen le plus simpletest de joindre les deux points ‘#’, #” par une droité qui coupera la droite CM en un point dontil est facile de déterminer la position. Soit £” l’abscisse de ce point son aura
c—o(K Ju — 7 mL CS LT (HT) 5 et 4’ sera une valeur très-approchée de la racine r. On continuera ensuite par les formules ordinaires, le calcul des termes suivans A", 4", elc., et la limite de cette suite sera la racine cherchée.
En généralles exceptions dont nous venons de parler né se rencontrent que dans des cas où la résolution se simplifie d'elle-même, puisque sachant que la racine cherchée doit être comprise-entre Æ’ et X”, il est facile ensuite de resserrer ces limites à volonte.
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Addition au $ VIIT, IF® Partie, page 394.
J: dois ici faire mention de deux ouvrages très-importans pour la science des nombres, qui ont paru depuis la publication du Traité précédent (*).
M. Chernac , professeur de Philosophie à Deventer, a publié en 1811, sous le titre de Cribrum Arithmeticum , une Table où l’on trouve tous les nombres premiers et les diviseurs des autres nombres, depuis 1 jusqu'à un million et plus.
M. Burckhardt s’est proposé ensuite de reculer beaucoup plus loin lés limites de cette Table. I] a créé pour cet objet une méthode si simple et si facile, qu'ellelui a fourni en très-peu de tems , une Table contenant le moindre diviseur de tout nombre compris dans le second million. Cette Table a été publiée en 1814.
M. Burckbardt s’est occupé aussitôt d'en dresser une semblable pour le troisième million et même pour le quatrième. La Table construite pour le troisième million est déjà imprimée-et ne tardera pas à paraître. Mais avant d'aller plus loin , l’auteur se propose de donner le premier million dans la même forme que les autres, afin de compléter, sous le moindre volume possible , une suite de Tables qui pourra avoir beaucoup d’usages , et qui sera recherchée surtout par les amâteurs de l'analyse indéterminée.
La Table de Chernac n'a mis à portée de vérifier les calculs que j'avais faits à priori , pour savoircombien il y a de nombres premiers de 1 à 1000000. La théorie m'avait donné 78527, à quelques unités près dont je ne pouvais répondre ; la formule de l’art. 389 donnait 78543 ; l’énu-
(®) Cribrum Arithmeticum, sive Tabula continens numeros primos, etc. , confecit Ladislaus Chernac ; Daventriæ 1811.
Table des diviseurs pour tous les nombres de 1020000 à 2028000: par J.-Ch, Burckhardt. Paris 1814, chez M"° V° CouRCIER , quai des Augustins.
mération faite immédiatement d’après le Cribrum arithmeticum , a produit 78493 : mais il est possible et même vraisemblable qu'il se soit glissé, dans une si longue énumération , une erreur au moins égale à la différence qu’on trouve entre ce résultat et celui de la formule. Tout ce qu’on doit conclure de là, c’est que la formule a toute l'exactitude nécessaire, et que les différens résultats s'accordent entr’eux beaucoup mieux qu’on n’aurait dù le croire. La Table ultérieure de M. Burckhardt fournira de semblables vérifications dont le succès ne parait pas douteux, soit pour confirmer l'exactitude de la formule, soit pour lui ajouter un nouveau degré de perfection. ”
Au reste l’'énumération faite dans la Table de Chernac a donné pour chaque centaine de mille, les résultats contenus dans le tableau suivant qui servira de continuation à celui du n° 389, et où l’on remarquera de même l’étonnante conformité qu'il y a entre le résultat de la formule et celui que donnent les Tables.
Nombre y Limite x.
em, par la formule.|par les Tables.
FIN DU SUPPLÉMÆNT.
ERRATUM
Page 43, lig. 2, 2, lisez, ae
De l'imprimerie de Mw° V° COURCIER, quai des Augustins, n° 57,
Egsat sur la Theorce des nombrer, J'applement, Lay .00 Le
mt tm
ES
Fi
IE 2 {ll | \ Ô URI (| 1H | | | À L ji fl + { | | | (!
LEGENDRE THÉORIE À DES NOMBRES. û + | £l {
S q87 SIMS 10109 |jeSun/y Âq 10/09 ZT HOT 49 HZ 860 so P0#4 ] 9p7o <—— hysusg Jenesqo s815ep z ‘jUeuILUNI|| 06 1 | 9v62 TL | 6718 100€ 1r'ot 6r'6p- 6r0 610 €L0 090 +00 100 0965 S£'0- Grpz-| ss 6C2z- | 2181 405 ES > # dVLT- 8805 re 007 168€ g0'€t 8 €tz'o 190 S0'0- #50 80 910 pre Cr'eE- 26 LUS er Her JA
OEliri1lau6lrrvrtem@trinititrétt 1ln11Sfrortlrer#lintitunelrrnntinielirintiuit| 1 DOLITEE) seyoul
{406 |ezes | +228 | o8er | 1e+ | 2062 we Jeze |evor | oce | 208 | s76r 159 | 2004 | 0666 | 02» | dos | ewGo | zrac 2 772 92 ge IE] © CIE APT ETES EEE SL £ 8 5 y G z l CEE]
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/CHEPFL_LIPR_AXB100. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Essai sur la théorie des nombres

		Essai sur la théorie des nombres

		PRÉFACE

		PREMIÈRE PARTIE

		PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES NOMBRES

		YHÉORIE DES NOMBRES CONSIDÉRÉS COMME DÉCOMPOSABLES EN TROIS: QUARRÉS

		TABLE DES MATIÈRES

		MÉTHODES ET RECHERCHES - DIVERSES

		TABLES

		SUR

		M y ‘ . . TE pa , x k

		EE

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIE

		G+F)(VA—D)+ (7) VAE

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIE

		PN [LA

		PREMIÈRE PARTIE: ;- 4x THÉORÈME

		VA+B

		V19—8 — 2 VE

		AIT

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIÉ. EB

		VAR EAST D° DE

		PREMIÈRE PARTIE, Gi

		PREMIÈRE PARTIE

		RL TER

		NET RS

		PREMIÈRE PARTIE

		P— op p2qs où P— = P—2q (32) —7 (p—2q)—p(y

		VAE VAI VAT DRE LD 9 D

		PREMIÈRE PARTIE

		VAI DE

		D —4AV EE

		J=PIE (EP + )T

		PREMIÈRE PARTIE

		VASE

		EE 9 ——— + — —————————_

		DH Y/46 = (DH P

		PREMIÈRE PARTIE

		NET

		AT

		G = 10R EH 56G

		PREMIÈRE PARTIE

		A EE

		HARAS

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIE. vai

		COR

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIE. 12ÿ

		FT

		PREMIÈRE PARTIE. | 133 Développement de la racine. KE

		AGE BIT HR CPE, ,:,..4K

		RS

		PREMIÈRE PARTIE

		SEX ES

		EY

		RAR SONO EUONSE EE

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIE

		FE EN QU RTL

		PREMIÈRE PARTIE

		PREMIÈRE PARTIE

		QE

		mm (me) r

		ARS 9 4; DER ER NT

		COROLLAIRE GÉNÉRAL

		RAR

		CL PIE DS

		VI. Si l'on à (= 1, il s'ensuit

		VI. Si l'on a (©) =—1, d s'énsüit C

		Si æ est de la forme 4m—1, l'équation (=) =: ; donne

		x? a équation

		TERRE ES SSD RP LE EP PEN CDPTMRONS PEER QUE

		OO OO

		un nombre premier 421, on aura toujours (£)= Let

		e 1, & re

		CIEL

		PP (WE) AC

		PE SORTENT

		SECONDE PARTIE. 345 TA BL ETV

		TABLE V

		AR RE

		TABLE VI

		REP AB ES EN TT

		REMARQUE GÉNÉRALE

		GG COPA

		Tout nombre premier 4x x est de la forme

		etc. ‘ete

		EP EURE ET RSS

		GARE LT TONER TT PR TT EG

		Hd + 29/8 + 278° =pf"-H+2qfs +2rg

		ER TS

		En A: Fa agger ne, -CLC

		THÉORIE DES NOMBRES GONSIDÉRÉS COMME + DÉCOMPOSABLES EN TROIS QUARRÉS

		PY

		TROISIÈME PARTIE. Box

		TROISIÈME PARTIE. 507 moins qu'on nait u—0o, ce qui donne y —FF" et

		TROISIÈME PARTIE, Bit

		TROISIÈME PARTIE. 515 résulte

		RES

		tel que

		TROISIÈME PARTIE. Bag donnera: 2 rs

		RP HR

		FT

		VII. Lorsque € est un nombre premier 4-1, où le double d'un

		MÉTHODES ET RECHERCHES DIVERSES

		LOG 1 CL EEE ANSE

		RL DL LM OR T

		AA — 126 F4 58 YZ

		PT PM

		SOMME

		NAS TP

		AT DITES PARUS LR

		RACE ROOMS

		CM, ='M

		NO

		CET RE ASE NI DR

		à ++. à pour somme 0,202247 ; en négligeant

		T1» O; 73 5, 95131850, 5, 7»: % IL 13, DS

		TD =T(D—T(S

		QUATRIÈME PARTIE: ‘439 nombres premiers. Or par la formule (d‘) on a

		BG = 2 (CH) = (D

		P (ES) — 04 (EN

		H 4 VA) (+ NV A = VA) V

		A EE DE

		HÉROS

		D EE

		POP

		CINQUIÈME PARTIE. 453 sont les racines de l'équation

		RE

		CAP

		I IL

		CP DAC PO ENREEAPREE

		AS PE M A

		DRE Z D

		LAMPE RUES SN

		BR + CR + DR + ERE

		PRES

		AA

		GES

		LAPS DIRES LAS

		NOMBRE /.| FORMULE RÉDUITE. [NOMBRE 4.| FORMULE RÉDUITE

		FORMULE RÉDUITE. NOMBRE À. FORMULE RÉDUITE

		TA BASE-TT

		FÉES PR LADBEE PET

		T° À B T E° TI L

		ROLE 205. OTE OL

		TAB ES TELE

		TABLE TIE

		DIVISEURS FORMULE: | FL 2.57 QUADRATIQUES

		DS

		TABLE I V

		TA BILE (I V

		PR

		ARE

		T ABLE NET

		OT

		TOP EE

		HAE

		TABLE.VIT

		CE PU 3 PRES RER 2" RS

		J'HH

		TABLE NAIT

		TABLE NAT

		AE BE

		LEE TR L

		TARBES

		AVIS

		SUPPLÉMENT À L'ESSAI

		OC AD

		HTx+YyE à (6) se, sb —s+x, u=rb—s ty, v=ib—sÆz

		S LA

		TL TL

		IF I

		IL I

		MILES D 0 D

		A TR

		PERSO EE DE EPSON EN

		ERRATUM

		Sources et licence





