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La l'urnltr ih-:i .Scieiirfi aiUnvixr l'iniprcssiiix r/.- la prém'iilr disfoialmn , sans cnlinilir iniDicer aurtiJir opnnnii sur les ])i(ij>ositin)is hhi ij sont n'iifernurs.
A. PASCALIS. lin
Gencvc. Ir -20 Juillet IS'iC.
AYAM-rUOPOS.
.A mesure que l'Astronomie, puisant de nouvelles lumières dans le perfectionnement (le l'analyse et des observations , a progressé , en se maintenant au premier rang entre toutes les sciences, on a vu s'accroître infiniment l'importance des petites déviations produites sur les corps célestes , par les actions secondaires qui influent sur leur mouvement. C'est au moyen de (iùbles divergences, entre la théorie de la planète qu'on croyait la plus éloignée de toutes celles de notre système , et les observations , c'est-àdire au moyen de perturbations dont la cause était jusqu'alors inconnue, qu'un géomètre éminent a prédit , dans le courant de cette année désormais célèbre dans les Castes de la science, la découverte d'un nouvel astre , encore placé sous la domination de notre Soleil , et cette découverte s'est admirablement réalisée. « L'étude et le r;t\cu\ des peiliiibiitions qui sont, non comme on le disait autrefois, l'exception cl le désordre, mais la loi générale et la règle, renferment , comme dans un germe fécond , tous les progrès futurs de l'astronomie, et les découvertes que nous réserve l'avenir. » (e sont là les paroles du même savant, de M. Le Verrier, à l'ouverture de son nouveau cours de Mécanique Céleste à la Sorbonne — Ayant joui du privilège immense d'être initié pMi lui-même à ce genre de recherches, j'ai appris sous ses auspices, à apprécier tout l'intérêt qu'elles inspirent, toute l'attention qu'elles méritent. De retour dans notre cité, j'ai tenté de résumer dans cet Essai ks travaux des géomètres-astronomes sur le mou-
vcnKMii nouille tics Conictes. Je viens aiij'.mr;riiui le mellrc sons les yeux de la Faciilié lies Seieiiccs, heureux de pouvoir eneorc redresser à un (loips jouissmil dun lustre et d'une eonsidératioii justement mérités , mais qu'un vandalisme révolutionnaire peut inaiuifuant à t<nit instant hoidcverser. — l'rèsde voiraelii'vée l'impression de mon travail, je me sens déplus en plus pénétré de l'extrême faiblesse de nii portée, eomparée à ecih des auteurs illustres que j'ai di'i analyser, et j'éprouve un besoin pressant de le re.'i.miuaiider à riiiilnlfjence des ju!n?s iliarjjés de l'exanvrier. C'est dans le double but .i iu~ Mxpu-r leur bienveillance et de is'ur îéinoifjner pubrupieineul uia iyiaiiîudc. <j'.ie je ji.ie.s les lijjnes à mon Essai. Professeurs et doeiem's de n^)tre Académie, j'aur.iis ii L's nommer jiresqne tous pour les remercier de leurs utiles directions, et je les prie d'accepter ici ensemble l'expression de ma recoiniaissance et de mon attachement. Ou'il me soit ]!ermis de citer en outre M. le baron Maurice, dont la bienveillante amitié m'a const.unnient encouragé dan,s mes recherches et , encore une l'ois . M. Le \erricr, iloiit la réputation actuelle, si digiiemeut acquise, me fait estimer bien haut la précieuse prérofjative de pouvoir m'apjieier son élève. Enfin, je manquerais au plus strict devoir, si je ne mentionnais pas aussi le rare avantage dont j'ai joui, en ayant dans mon oncle, M. .VHred dauticr, un jjuidc sûr cl un modèle que j'ai toujours eu de\ant les yeux dans le c(nirs de mes études.
Eiiiiie G.itiiEii.
29 bicembit 1846.
SUR LA
îllÉOIilE DES PËiîTliiBl
CHVPITRE PREMIER.
Premiers Travaux des &^éoiinètres sur ce sujet.
Avant la publication de l'immortel ouvrage des Principes, les opinions les plus étranges existaient sur la nature des Comètes : peu à peu la méthode d'observation venant à remplacer l'autorité toute-puissante de la physique d'Aristote et de l'astronomie de Ptolémée, avait fait faire des pas importants à leur théorie. Après qu'on les eût longtemps considérées comme des phénomènes sublunaires, Cardan qui vivait vers le milieu du seizième siècle, donna des notions plus correctes sur la mesure de la parallaxe des Comètes, et parlant, de leur distance à la Terre ; mais Newton le premier (')
('^ Nous ne négligerons pas de rendre justice aussi h un ancien philosophe, L.-A. Sénêquc, qui dans le VII' livre de ses Questions NalurtUes, consacré aux Comèlcs , fait preuve dune perspicacité vraiment étonnante pour l'époque où il écrivait. Apres avoir exposé et réfuté en grande partie les opinions des principaux chefs de la philosophie à l'égard des comètes, il déclare les classer parmi les astres d'une nature analogue à celle des planètes : Non enim existimo Coraetcn subitancura ignem, scd inter aelcrna opéra natura;. Nullls ignibus ordinarils et celcstibus Iter flexum est. Sideri* propriuni est, ducere oibcm. At qui hoc an Comctae alii fecerint , nescio : duo nostra œtate fecerunt. — Il annonce ensuite que dans la suite des temps, on connaîtra mieux et leur constitution et leur mouvement : Erit qui demonstret allquando, in <]ulbus Comctf partlbus errent, cur tam seductis à ccterls cant, quanti qualcsque sint , etc., etc. — On ne peut qu'admirer un témoignage aussi précis de la part d'un auteur contemporain de Néron.
assigna à ces astres, objets de tant d'iivpotbèses absurdes, la véritable place (ju'ils occupent dans le système du monde et les assujettit aux lois données par Kepler pour le mouvement des planètes. Quoique dans cette explication gît la vérité, on sait que quelques astronomes, parmi les plus éminerils, la repoussèrent. Jacques Cassini , encore en 1731, s'efforçait de la réfuter; plus tard cependant il ne put persévérer dans son opposition, et les idées newtonicnnes l'emportèrent. Ce sont ces idées qui sont la base de toutes les recherches laites par les géomètres sur le sujet qui va nous occuper. L'époque de leur publication à la fin du dix-septième siècle, nous présente donc une date au delà de laquelle nous n'aurons pas à remonter : ne voulant même nous occuper ici que du mouvement troublé des Comètes, nous pourrons partir d'une époque encore postérieure.
Newton en ellel assigne aux Comètes pour trajectoire, des sections coni- •jues, ayant leurs foyers au centre du Soleil (') ; il donne une méthode graphique pour calculer une orbite parabolique (-) ; mais ne connaissant ;iucun exemple du retour d'une f^omète après une première apparition, il ne songe pas à s'occuper de l'inlluence des planètes sur leur mouvement. « Ilinc si Comelic in orbem redeunt, dit-il, orbes Cînmt ellipses et tempora periodica e?mjit ad tempora periodica planetarum in axium principalium ratione sesquiplicata.» — Dès qu'une orbite fermée aurait été assignée à un de ces astres mystérieux, on devait s'attendre à voir surgir la question de ses perturbations. C'est ce qui arriva, et ce fut Halley qui le premier s'en préoccupa, une fois qu'il eût recoiuiu et établi la périodicité de la fameuse C.ornètc qui porte encore son nom.
Dès l'année 1705, cet habile astronome avait publié des recherches sur les Comètes , renfermant une table pour servir au calcul des éléments paraboliques, et l'application des méthodes de Newton à vingt-quatre Comcles. Trois d'entre elles, celles des années 1632, 1607 et 1531, lui fournissaient des orbites sensiblement analogues, et il publia en même temps son premier pressentiment sur leur similitude. La différence des périodes et des inclinaisons lui paraissait cependant encore trop grande pour oser prononcer sur l'identité. Il avertit toutefois les astronomes de la rechercher
(') Trincipia, HIj. III, proposil. XL.
(") Ibid. proposlt. XLI.
vers 1758. Plus lard, après de nouvelles recherches dans de plus anciens documents, il découvrit trois autres Comètes apparaissant à des intervalles à peu près égaux, dans les années 1456 , 1380 et 1305. Cette circonstance le confirma singulièrement dans son premier sentiment, et il entreprit le calcul d'une orbite elliptique pour celle de 1682, dont les éléments concordèrent d'une manière satisfaisante avec les observations de Flamsteed. Il flt le même calcul pour la Comète de 1607 et trouva des éléments fort semblables à ceux de la précédente. «Les nœuds, nous dit-il ('), étaient moins avancés de 3" que ceux de la Comète de 1682 et le mouvement s'est fait suivant la suite des signes. Le mouvement du périhélie a été de 32' 20", mais la précession des équinoxes de 1° 2' 30". Donc à l'égard des étoiles, l'aphélie a rétrogradé d'un demi-degré et les nœuds ont avancé de 1" 57' . C'est le contraire dans les planètes, le mouvement de leur aphélie est direct et celui des nœuds est rétrograde , à cause des forces centripètes dos corps célestes qui se mêlent à celle du Soleil et troublent son action. Mais cette Comète se trouve rétrograde, donc les mêmes causes doivent rendre son aphélie rétrograde et faire avancer ses nœuds suivant l'ordre des signes , c'est-à-dire toujours dans le sens opposé au mouvement de la Comète. »
C'est dans celte phrase de Halley qu'il est pour la première fois (|nesli()ii de l'action troublante des planètes sur les Comètes. 11 est encore plus explicite dans ce qui suit : il y est question de la différence d'inclinaison qui s'élève à 22', et de l'inégalité des périodes qui dépasse une année, l'om expliquer une anomalie qui lui paraît aussi considérable, Halley s'appuie hardiment sur l'exemple que lui fournit l'action perturbatriee de Jupiter sur la période de Saturne qu'il augmente quelquelbis de 13 jours , et lail voir comment, dans l'été de 1681, la Comète a pu être assez près de Jupiter pour en être attirée avec une force d'environ ' .,„ de celle qui porte la Comète vers le Soleil. Ce calcul tout ajiproximalil', et pour lequel il suppose la masse de Jupiter nn millième de celle du Soleil , l'amène à conclure (pie dans cet endroit « les arcs de l'orbile ellipii(iue (pie la Comète aurait dû décrire reçurent une espèce de courbure liy|)erbolique tournée vers Jupitt-r let formèrent une courbe très-composée, dont la détermination surpasse
(') Voyez la Tliéorie des Comètes de Halley, dans la IraJucl'ion fiançaisc qu'en a faite Lalandi- «n 1759, en publiant ses Tables Astronomiqties.
(juant a présent les forces de la géomélrie, mais dans laquelle la direction et la vitesse ont dû être différentes de ce qu'elles auraient été dans l'ellipse. » 11 croit pouvoir rendre compte par là du changement d'inclinaison ainsi que de l'augmentation de la vitesse propre, et il prévoit que cette vitesse pourra ne pas être aussi grande lors de la prochaine apparition de la Comète et ne la ramener que vers la lin de 1758 ou le commencement de 1T59. 1 ilais tout ceci , dit-il encore, n'est qu'un léger essai : nous laissons le soin d'approfondir celrte matière à ceux qui nous suivront , lorsque l'événement aura justiOé nos prédictions. «
Déjà avant celte époque , l'aualvse ayant fait de grands progrès entre les mains de Clairaut, d'Alembert et Euler, on s'occupa d'avance à calculer les perturbations de la Comète de Halley. C'était la théorie de la Lune qui avait la première, en raison de son importance, nécessité des recherches sur la solution du problème des trois corps, et on sait que ces trois illustres géomètres dès l'année lT-i5 s'occupèrent de cette théorie, d'abord avec un insuccès qui les porta à révoquer en doute la loi d'attraction newlonienne , puis de manière à mettre les observations en accord satisfaisant avec cette base admirable du système du monde. Il s'agissait maintenant d'appliquer à la Comète en question les formules générales auxquelles ils étaient parvenus; mais cette nouvelle application se trouvait présenter des difOcullés de plus d'un genre. En effet, tant qu'il s'était agi de planètes ou de satellites dont les orbites sont généralement peu excentriques , les coordonnées des différents corps agissant les uns sur les autres se laissaient exprimer par des expressions analytiques peu complexes. Dans le cas des Comètes, en raison des variations considérables que subissent leurs distances au centre du mouvement et aux planètes perturbatrices , à cause aussi de la grandeur de leurs inclinaisons , on doit renoncer a arriver à une expression analytique qui n'ait besoin que de quelques substitutions numériques pour donner le résultat , ainsi que dans les cas précédemment traités.
Clairaut , qui le premier entreprit le calcul de l'orbite troublée de la Comète de Halley, se rendit bien compte de ces écueils, et désirant donner son résultat avant la nouvelle apparition de 1759, il prit une route laborieuse mais sûre , et se servit de formules de sa solution du problème des trois corps au moyen desquelles, étant données les positions respectives
de la Comète et de Ja planète pendant une suite di' points pris a de [)etdes distances les uns des autres, il était en état par la (juadralure de quelijues courbes mécaniques , de rectifier la position de ces mêmes points et de mesurer toute la perturbation. Clairaut s'aperçut bientiM (|ii"il auniit a tenir compte, non-seulement de Tactiou de Jupiter pendant le temps ou la Comète s'en trouvait rapprochée, mais encore pendant toute sa révolution, et en outre de celle de Saturne dont la masse, ([ui est le tiers environ de cellu de Jupiter, peut produire, toutes choses égales d'ailleurs, le tiers des eiVels de la première. II eut recours à l'aide de Lalande, dans ces calculs d'un genre tout nouveau pour les astronomes, et il donne ses résultats dans sa Théorie du M<>u\'emcnt des Comètes, publiée en 1760, en y joignant les méthodes particulières qu'il a découvertes sur sou chemin et (jui lui ont l'ourni des procédés donnant lieu à des abréviations considérables. C'est de cet ouvrage que nous allons rendre un compte succinct, car nous y trouverons le germe de plusieurs théorèmes importants, que les successeurs de l'auteur dans l'analyse n'ont eu le plus souvent qu'à développer, pour en tirer les perfectioimements qu'a subis dans la suite la théorie des perturbations des comètes.
La première chose à faire pour calculer les altérations des orbites des (Comètes dues à l'attraction des planètes, c'est de trouver l'expression des forces qui troublent leur mouvement. Supposant une planète quelconque en J (figure 1), la Comète en C, qui décrit son orbite EPD autour du Soleil S, et projetant la planète en J sur le plan de cette orbite ; l'attraction de la planète sur la Comète et sur le Soleil, se décomposera eu trois forces :
J.Jjf -= )
V JC- JS' /
qui écarte la comète du plan de son orbite , la lettre J représentant la masse de la planele troublante. En second lieu . la force
V JC JS"' y
tirant la Comète dans la direction perpendiculaire au rayon vecteur ; elle est allectée du signe — parce qu'elle est supposée prise en sens contrnire du mouvement de la Comète ; et enlin :
J. SN J. GN
JS' JG''
(jui exprime la force lolale avec laquelle la planète lire la Goraèle vers le Soleil.
Dès cette première section , Glairaut fait d'importantes observations sur la manière de calculer les perturbations dans les dilTérenles parties de l'orbite. Lorsque la Comète sera dans les régions fort éloignées du Soleil , et par conséquent de la planète perturbatrice, on pourra sans erreur considérable négliger l'action directe qu'elle reçoit de la planète et n'avoir égard qu'à la force sur le Soleil. Alors les forces perturbatrices sont :
J.jN J.SN
JS"' JS=
Si on veut pousser l'exactitude jusqu'à ne pas négliger le dérangement que peut produire l'action directe de la planète sur la Gomète, on pourrait, après avoir calculé la perturbation qui vient de l'action sur le Soleil, traiter celle de l'action directe sur la Gomète, en prenant alors pour les forces perturbatrices :
JG^
Cette décomposition des forces troublantes facilite et abrège beaucoup les calculs et est permise, en tant qu'on peut sans inconvénient négliger leurs secondes puissances. Par la même raison , on pourra calculer les droites JG, es, etc., en se servant comme trajectoire, de l'ellipse dont les éléments sont donnés par l'observation.
En raison de la forme ordinairement très-allongée de celte ellipse, ses arcs variant très-difiéremment pour des accroissements égaux d'anomalie vraie, Glairaut adopte pour argument général de toutes les quantités l'anomalie excentrique pour laquelle cette irrégularité est moins sensible , et il indique les transformations que subissent, en vertu de ce changement, les équations de sa solution générale du problème des trois corps. Dans sa théorie de la Lune , il donne pour expressions des coordonnées troublées du mobile :
1 + e cos V + sin. t' / fi cos. v dv — cos, v j i^ sin. i^ dv
et
/» r-av
où /' est le rayon vecteur, v l'anomalie vraie, z l'anomalie moyenne, e l'excentricité, et où le grand axe est supposé égal à l'unité. La force totale
qui pousse le mobile vers le centre est -r + V j M représentant la somme
des masses du Soleil et de la planète; celle qui agit perpendiculairement au rayon vecteur est -n-. On a posé de plus :
<s> r' -Kvd)
/-rrr^dv . ,^ M M du
Ces équations sont démontrées dans les Mémoires de V ylcadémie de Paris, année 1748. (Voyez aussi Dissertation Jstrojiomique , par A. (iautier, page 103.)
Dans le cas où on néglige les termes de l'ordre vr et •n-, ce qui est permis quand on ne considère que peu de révolutions consécutives, la valeur de U sera exprimée avec une exactitude suffisante par
— I — e- .\ppelanl r le rayon vecteur de l'ellipse non altérée qui vaut -r— -•
et désignant par Ç la correction à faire à la valeur de celte expression ,
^ _ ?• cos.
V r , . rs\n. V r ,
— I o rfusin. V z ~ /fi «y COS.
1 — e' v\ le rayon vrai sera égal à
Pour le moyen mouvement, sa valeur dans la même supposition ^erail exprimée par
r- dv (2 î — o)
__ __ /• r av /•
/• = 1 — c COS. X j ;; = I , -f = J /• dx = x — c sin. x.
V désignant le moyen mouvement dans rellipse non troublée
Si au lieu de v nous introduisons comme variable l'anomalie excentrique X , on sait que dans l'ellipse primitive :
7'- dv
Dans l'ellipse troublée, nous aurons:
y = /• (1 + t) ; -,=iz-\-l i ^r dx — iordx,
et supposant que
/'Kr-dx 'j -rresin. .:r 2p il .
J^ := I o3.dx. sin. X ; Q=lwdx(cos.x — e);
on aura :
Ç = P (cos. a.- — c) — Q sin. .r.
Ces formules suffisent , les éléments de l'orbite elliptique étant donnes . pour obtenir la perturbation pour toute la révolution. Voici le procédé usité par Glairaut. Il fait d'abord une table des valeurs de log. ?'.,
C sin ^
log. (cos. ^ — e), log. — " pour chaque degré d'anomalie excen-
l/ 1 — etrique , puis il calcule pour les mêmes points les valeurs de w et de ir. Au
J« 1'- -rr dx . , . .
— -—=^ , ce qui s exécute 1/1— e"
par quadratures. Il considère cette courbe comme un assemblage de lignes
droites dont les ordonnées sont — ==^ : l'intervalle choisi entre les
ordonnées étant une droite égale à l'arc de 1 ° pour le rayon 1 , chaque
Trr-. r
aire vaudra ■. Ensuite il retranche de chaque aire rectiligne '/.s
de la somme des secondes différences, ajoute '/,, de la somme des troisièmes, retranche les ''/tso de la somme des quatrièmes, et ainsi de suite. Généralement il suffira d'avoir égard aux secondes différences.
2p Ayant ainsi obtenu les quantités p, il forme ~ , puis au moyen des
csin. X , , , ., n , ., , -n-esin. x
]oa. — =^ et des los-r^, il forme la suite des — . Joignant
iresin..^ 2p , •■ ,
alors les trois parties w -\ 7 -, on a la suite des to, avec
laquelle il est aisé, par la méthode des quadratures qu'on vient d'employer pour p , de former
V= M.d.vsinx et Q —. i u,(cos. x — e) d.r,
d'où l'on tirera
ç -= P (cos. X — e) ^ Qsin..r, et partant ,
z = z-\-2 '^7'dx— jpr'dx;
c'est-à-dire le moyen mouvement de la Comète pour un arc quelcomiue répondant à l'anomalie vraie ?» , ou à l'anomalie excentrique x.
On voit bien que la méthode précédente est complète et suffisante pour le calcul des perturbations pendant toute la révolution : il suffit pour cela de faire varier les abscisses des courbes qu'il faut quarrer, depuis ^ = 0°, jusqu'à .X'— -300°. Mais de grandes simplifications se présentent dans le cours du calcul, surtout pour celui qui a rapport à la partie supérieure de l'orbite.
On a vu, page G, ce que deviennent les forces perturbatrices, si on néglige l'action immédiate de la planète sur la Comète, et qu'on ne considère (jue son action sur le Soleil. Ces forces peuvent aussi s'écrire, si on appelle t la commulation raccourcie des deux astres, c'est-à-dire (figure U l'angïeySC:
J.SJ.cos.t. J.Sj.sinl
JS^' JS"
Ces valeurs, quoique beaucoup plus simples que celles qui expriment les forces perlurbalrices réelles, demanderaient encore la résolution d'équations très-compliquées, si on se servait de la méthode générale. Clairaut indique un expédient au moyen duquel on évite de résoudre toutes ces équations. Il consiste à supposer la Comète se mouvant dans l'espace absolu, en décrivant une trajectoire qui, en raison de l'attraction de la planète sur le Soleil, n'a plus pour foyer un point fixe, mais bien successivement les points S d'une petite ellipse SKL (figure 2), que parcourt le Soleil autour du centre de gravité de la somme de sa masse et de celle de la planète troublante. Or, dans la partie supérieure de l'orbite, la trajectoire considérée comme décrite dans l'espace absolu, pourra être prise pour une ellipse dont les dimensions sont fort aisées à trouver, et l'orbite dont nous avons besoin dans l'espace relatif devra être telle, qu'elle paraisse cette même ellipse pour un spectateur, qui serait supposé se mouvoir dans la petite orbite décrite par le centre de gravité du Soleil et de la planète. — Clairaut fait comprendre sa méthode par l'exposé d'une construction géométrique , qu'il développe ensuite analytiquement pour en conclure la véritable trajectoire de la Comète dans la partie supérieure de son orbite. Nous verrons plos tard que les géomètres modernes ont aussi employé le même procédé et nous donnerons leurs formules, qui sont plus simples (jue celles de Clairaut et plus applicables. Remarquons encore qu'il donne en même temps les procédés nécessaires pour passer d'un mode de calcul a un autre, c'est-à-dire pour déterminer l'ellipse que parcourrait la Comète a partir d'un certain point, d'où l'on commencerait à négliger les forces perturbatrices ou à en tenir compte d'une autre manière.
Le calcul des perturbations produites par l'action directe de la planète sur la Comète, et résultant des forces
J.CN . J.jN , -,
'j = —= — et -rr^ —^ — {page 6),
JC" JC'
pourrait s'exécuter par la méthode générale. Clairaut l'abrège en se ser- \anl, au lieu de l'anomalie excentrique, du supplément de l'anomalie vraie., (jui, en raison de l'allongement de l'orbite, est un angle toujours peu considérable au delà des deux extrémités du petit axe, et dont les lignes trigonomélriques pourront se remplacer par les séries connues où Ton necon-
servera que les troisièmes puissances de l'angle. On aura loujours besoin de recourir aux quadratures , mais cette opération demandera moins de scrupule.
Pour le dernier quart de Forbite, l'auteur indique aussi un changement d'argument avantageux pour le calcul , consistant à compter l'anomalie excentrique dans une direction opposée à celle du mouvement de la Comète. En effet dans cette portion de la trajectoire, les plus grandes valeurs de p se trouvant alors vers le périhélie , où les rayons vecteurs sont extrê-
2p mement petits , le terme —^ qui entre dans la valeur de eu devient trèsconsidérable et produit de grands sauts dans la progression des w, à moins qu'en déterminant les p , on n'ait mis beaucoup plus de rigueur dans les calculs des derniers degrés que dans ceux des premiers.
L'exposé de ces diverses méthodes et d'une dernière, applicable au cas où la planète est supposée décrire un cercle autour du Soleil , et où on s'occupe seulement des perturbations résultant de son action sur le Soleil, compose la première partie de l'ouvrage de Clairaut. La seconde partie renferme leur application aux révolutions de la Comète de Halley, en remontant jusqu'à celle de 1531 à 1607, avec tous les détails d'un calcul qui s'exécutait pour la première fois et qui exigea de la part de ses auteurs un courage et une patience extraordinaires. 11 s'occupe exclusivement dans ces deux premières parties de l'altération du temps périodique de la Comète, afin de pouvoir annoncer l'époque de son prochain retour en 1759 ; elles furent composées avant cet événement: la troisième seule, sur la- (jucUe il nous reste à dire quelques mots, le fut après l'apparition de la (Comète ; elle traite des variations des autres éléments des orbites des Comètes, c'est-à-dire des variations de la position du périhélie, de rinclinaison de l'orbite et de ses nœuds-
Lorsque la Comète est revenue dans le même rayon vecteur où elle était au périhéUe de l'apparition précédente , elle ne coupe plus ce rayon ni au même point, ni sous le même angle, ni avec la môme vitesse. C'est du changement de ces trois quantités que doit résulter ce qui constitue la position du nouveau périhélie. La variation du rayon vecteur est la quantité ri, répondant à l'anomalie excentrique de 360°. — La tangente de l'angle
dr
compris entre le rayon et la perpendiculaire à Torbite est ^ , ou chassant les différentielles en raison de la valeur de /* (page 7) :
dr esin .r 7'(Psin. a; + Q cos a?)
rdv ~ \/ure^ \/J^^e-
Pour trouver l'angle en question, on commencera par chercher celui qui aurait lieu dans l'ellipse primitive à la même anomalie excentrique, on fera à la
(P sin. X -{- Q COS. jc) r
tangente de cet angle la correction — ^ ,etonpren-
dra l'angle répondant à cette nouvelle tangente. — Mais la correction
d'une tangente, lorsqu'elle est très-petite, peut devenir celle de l'angle
mcme^ en la divisant par le carré du cosinus de cet angle. Donc on pourra
exprimer directement la correction de l'angle cherché par la formule :
(Psin. X -\- Qcos. .-r). \/ \ — e- 1 +ecos. X
Au changement de la vitesse , nous substituerons celui du grand axe de Tellipse que la Comète est prête à décrire avec la nouvelle vitesse. Ces deux variations sont liées par la relation :
X=-p^+2V. rfV,
à cause de féquation du mouvement elliptique :
en représentant par ^la correction à faire au demi-grand axe «de l'ellipse primitive , et par V la vitesse du mobile. Cette altération se met sous la forme , (')
-^ \ -^ dx— -^rz- \ ? dx sin. .r.
(') Voir la NOTE {.
qui peut s'écrire (') : _
Cela posé , au moyen d'un lemme très-simple ('-), qui donne la variation de la base et des angles à la base d'un triangle dont on altère les côtés et l'angle compris, on obtiendra facilement la détermination du périhélie après un temps quelconque.
PC représentant l'orbite réelle (figure 3) , P son périhélie ainsi que celui de l'ellipse primitive, P'G l'ellipse qui aurait lieu si les forces perturbalri-
(') En effet, si nous prenons la valeur de P=:e/ w<^xsin.j-.
A cause de la forme de u (page 8) :
wdx^\n.x , -Kcdxs'm.-x 2dx&\n.x /•
M }\y\ — e'- /-Ml/1 — e-J
inlêgrant, el à cause de drz^e dx iin. x :
/• f,f,dxs\a. X (\edxs\n.-x _2_ f t: r' dx _ 2 Ç U-^'dx
J "'^" ^■'"- " =J M— -y M J/Î^^- '^'J Ml/f=? ^ J M J/Ï^c^ '
ou
//\dxs\n.x , 2 /' nr-dx [/\ — e- f /'
on obtient :
4_2r /• nj^dx 21/1^'^ /• ^_ 2e ^'
- 2eJ ...sin.. +- ;— j-^^^^;=,:^ — ^f— J Wx - -J ,.xs,„.
■ I Ttdx— -^ j<fdxsm.x.
(') Lemme. Si l'on fait à l'angle C et aux cotés CS et CF (figure 4) les corrections dC, dXS, (/.CF, la correction qui en résultera pour l'angle S sera :
CFcos.F.tiC — sin.F.^CF-|-sln.S.<^CS
«l celle de la base : , ..
f/.SF=;CFsln.F.rfC4-cos.F.(?CF.--cos.S.<fCS. ^ .
ces cessaient en C, F le second foyer de celle ellipse: la question est réduite à trouver la différence de grandeur et de position qui est entre la première distance périhélie SP cl la seconde SP'.
Pour cela on substituera dans les formules du lemme indiqué, à la place de d G le double de la correction obtenue plus haut de l'angle compris entre le rayon vecleur et la normale, à la place de d. CS sa valeur r t, et à la place de d. CF la valeur 2/ — /■? résultant de la correction du grand axe et de celle de CS.
On aura ainsi pour fZS l'expression :
2,osin. X \ y \ — e-
qui exprime le mouvement du périhélie , et pour d. SF :
qui donne la variation de la distance périhélie. Ces deux expressions ne renferment que des quantités qui ont déjà été calculées dans la recherche de la perturbation du temps périodique de la Comète.
Les variations que rattraclion des planètes cause aux nœuds et aux inclinaisons des orbites des Comètes , se calculeront d'abord relativement au plan de l'orbite de chaque planète troublante ; on rapporte ensuite ces mouvements à l'écliptique. L'auteur donne pour les déterminer, d'abord une construction graphique, qu'il réduit ensuite en formule. Nous ne nous, arrêterons pas à en rendre compte ; cela ne pourrait se faire sans entrer dans des détails assez étendus , qui seraient en dehors des limites de notre travail et qui auraient peu d'utilité, vu qu'on a aujourd'hui pour exprimer ces variations des méthodes beaucoup plus simples.
Clairaut donne dans sa troisième partie les calculs des variations de ces différents éléments pour la Comète de Ilalley, mais le plus important de ces résultats était celui qui concernait le retour de l'astre attendu avec tant d'impatience par tous les observateurs et relaté dans la deuxième partie. Après avoir revu avec tout le soin possible cette partie capitale de son travail, notre éminent géomètre annonça le nouveau passage au périhélie pour le milieu du mois d'avril 1759. Le 14 novembre 1758 , il flt part de ce résultat à l'Académie des sciences de Paris , non sans une certaine appréhension, et en avertissant que, vu les quantités négligées nécessaire-
ment par les mélhodes d'approximation, vu les causes inconnues qui peuvent agir sur la Comète (') , il ne pouvait en garantir l'exactitude qu'à un mois près. Cette restriction accompagnant la publication d'un travail aussi considérable, devait faire pardonner à son auteur toute divergence d'avec la réalité en dedans des limites indiquées. En effet, tout calculateur qui prévoit et annonce la quantité dont il peut s'être trompé, ne doit point être chargé de cette erreur, quelque considérable qu'elle puisse être. Cependant la Comète ayant été aperçue dès la fin de 1758, et le calcul des éléments de sa nouvelle orbite lui ayant assigné pour nouvelle époque de son passage au périhélie le 12 mars 1759, 33 jours plus tôt que Tinstant prédit par Clairaut , cette différence fut l'objet d'une discussion très-animée parmi les mathématiciens. Trop de confiance dans ses résultats d'une part , chez des astronomes qui s'en -rapportèrent à eux plus servilement que leur auteur lui-même ne l'avait demandé, et calculèrent, en les prenant pour base, des éphémérides qui se trouvèrent de 40 à 50 degrés en erreur; l'animosité de l'autre, firent dégénérer cette question en une querelle véritable. D'Alembert la résume dans le tome II de ses Opuscules (page 237)^ et quoique certes, il ne puisse être suspecté de partialité envers le géomètre qui fut son rival pendant un certain temps , il conclut « que Terreur, quelque considérable qu'elle soit, doit être imputée uniquement à la nature du problème ; puisque d'une part il n'est peut-être pas possible (sans s'engager dans des calculs impraticables) de déterminer l'allération plus exactement, et puisque d'un autre côté on doit se proposer dans ces sortes de calculs , non de prédire exactement le retour d'une Comète de manière qu'on puisse avoir son lieu dans le ciel à 30, 40 ou 50 degrés près, mais seulement de prouver que , par la théorie de la gravitation , l'action de Jupiter et de Saturne doit altérer considérablement le cours de ces astres ; et c'est ce que M. Clairaut a suffisamment démontré par son travail. »
Ces lignes terminent le treizième mémoire contenu dans les Opuscules mathématiques , sous le litre de Réflexioîis sur la Comète de JGS'J et i759 , (pages 96 à 217). Le douzième mémoire est entièrement consacre à la Théorie des Comètes , et c'est de lui que nous allons nous occuper.
(') l'armi ces causes inconnues nous pouvons ronfjcr l'inlluencc Uranus, donl personne ne souii- <;onnail alors l'cxislcnce , et qui , si l'on en avait tenu compte , aurait fort diminué 1 erreur île I admirable travail de Clairaut.
D'Alemberl dans cet écrit, commence par montrer que la théorie des j)erturl)ations des Comètes est contenue dans la solution qu'il avait donnée dos 1 747 du problème des trois corps ; tout ceci était à l'adresse de Clairaut. Ce dernier avait prétendu, que sept ans avant que personne en eût donné (le pareille, il avait publié une formule par laquelle, lorsqu'on connaît à peu près les positions respectives de la Comète et de la planète perturbatrice, pendant une suite de points pris à de petites dislances les uns des autres, on est en état , par la quadrature de quelques courbes mécaniques , de reclifler la position de ces mêmes points et de mesurer toute la perturbation. D'AIembert prouve que ses formules, contenues dans les mémoires de l'Académie pour 1 745, s'adaptent également bien à un semblable calcul ; et il déduit en effet de ces formules des expressions du rayon et du moyen mouvement dans l'ellipse troublée , qui sont fonctions des mêmes forces troublantes y et tt que celles de Clairaut, qui renferment pour argument général l'anomalie moyenne , et qui par les quadratures pourront également fournir le moyen de calculer les perturbations des Comètes. Mais il convient lui-même que ces opérations seraient si multipliées et si compliquées, qu'il est nécessaire de chercher des méthodes pour abréger le calcul. Voici celle qu'indique d'Alcmbert comme la plus propre à rendre le calcul possible dans certaines occasions, plus exact et plus court dans tous les cas.
Si l'on considère le Soleil S et une planète perturbatrice J, décrivant autour de S une ellipse dans un plan différent si l'on veut, de celui de l'orbite de la Comète : il s'ensuit que le centre commun de gravité G des corps S et J, décrira pareillement une ellipse autour de S, regardé comme immobile, et cela dans le même temps que la planète J emploie à parcourir sa trajectoire autour du même point. Or le point G est attiré vers S par une force
le corps J , c'est-à-dire — =-— , multipliée par on peut mettre cette force sous la
égale
celle
qui attire
(jS JS '
et
à cause de
GS
JS
forme
S-hJ
GS-^ (S+jy^ ^S-i-J) GS-^ (S-fJ-^) Donc la force attractive du point G est en raison inverse du carré de lu
distance GS , et par conséquent il se meut dans son ellipse autour de S comme s'il la décrivait, non d'un mouvement forcé, mais d'un mouvement libre.
Tandis que la Comète C (figure 5) se meut autour du Soleil dans son orbite telle qu'elle est, on peut supposer ou imaginer un point y, qui étant poussé vers la Comète par une force réciproquement proportionnelle au carré de la distance, décrive autour de cette Comète, comme une espèce de satellite, une ellipse égale et semblable à l'ellipse décrite par le point G autour de S. La position du satellite imaginaire 7 étant une fois déterminée pour un instant quelconque , il sera toujours facile d'en déduire celle de la Comète, qui est le centre de son mouvement. Il faut seulement bien remarquer que dans cette supposition, la force qui fera tendre continuellement
le point V vers C, et qui sera égale à -=r-^ — rî -1- SV-" ' ^^ viendra point de
l'attraction de la masse C; ce sera une force absolument étrangère à la gravitation, mais dont il est permis de supposer l'existence dans une hypothèse purement mathématique, comme l'est celle que nous faisons ici. Il faut remarquer en outre que le point 7 , en décrivant autour du point C l'ellipse dont il s'agit, participe nécessairement à tous les mouvements du point C dans l'espace absolu : ainsi ce point 7 est animé par des forces égales et parallèles à celles qui agissent sur la Comète C.
Les forces qui animent le point 7, considéré comme se mouvant dans l'espace absolu, sont :
J J' ^^ JS.J
r La force vers C = -t^ • ., ■ ono , ou , comme GS = -, , ^ , une
GS- (J+S)- J + î*
force suivant 7 C = ^rr— • JS-
2° Une force suivant 7L, égale et dans la même direction que la force J
— , qui affit sur la Comète C suivant CL parallèle à JS, et en sens cou- JS- "
traire de l'action de la planète sur le Soleil.
V Une force suivant -/Y, parallèle à CS et égale à -■ — ^^ ou -r=-;- •
se- 7r"
i" Une force suivant yi, parallèle à CJ et égale à -^r^^ ou ^=^ •
JG"- y V
Les deux premières de ces forces se détruisent. La troisième se change en deux autres : l'une suivant 78= =^ — - , et l'autre suivant
yV^
(S + G)Sr (S4-G).Cv , ... . , . , .
7 L = ^ — =r =:^ -^^ — :=r • La quatrième agissant suivant yi , se
yT" y.r=^- •
transforme aussi eu deux autres : l'une suivant y G = ■^=- ■ — r = -^ — j
yr y^ yi^
J.Sv et l'autre suivant yS=z -=— . — G'est sous l'influence de ces quatre nou-
y^ velles composantes que le point y est supposé se mouvoir dans l'espace absolu autour de S qui est supposé fixe. Lorsque la Gomète se trouve dans les régions supérieures de son orbite, la dislance Sy devient fort grande par rapport îxSi, et à plus forte raison par rapport à SG ou Cy ; les forces (|ui précèdent peuvent se mettre sous des formes différentes, et en les combinant on trouve qu'un grand nombre d'entre elles se détruisent. Le jjomt
S + C+J y reste attire vers S jJar une force unique — =-; — , sans aucune ac-
Sy-
tio?i perturbatrice sensible. Dans toute la partie supérieure de l'orbite,
on n'aura donc qu'à chercher l'ellipse décrite autour de S par le satellite y,
S-f- C I J en vertu de la force attractive— — =ir; . Par chacun des points de cette
J JS
ellipse, on mènera une ligne yC parallèle à JS et égale à " , et on
aura ainsi le lieu C de la Gomète.
Ce procédé simplifie considérablement le calcul des perturbations d'une Comète , étant applicable à la portion de son orbite où ses positions sont connues le moins exactement, et où il est par conséquent le plus difficile de les comparer à celles de la planète troublante. Sa vitesse étant aussi la moins considérable dans ces régions, le calcul entrepris par ce moyen embrasse un espace de temps beaucoup plus grand que celui où l'astre se rapprochant du Soleil, acquiert un mouvement beaucoup plus rapide. Dans la partie in-
férieure de l'orbite seule, on devra recourir aux quadratures. Mais d'Alembert simplifie encore leur application, pour les Comètes qui ont une distance périhélie moindre que le rayon vecteur moyen de la planète perturbatrice, projeté sur le plan de l'orbite de la Comète. — Nous ne nous arrêterons pas à ces simplifications, qui ne sont plus employées à l'heure qu'il est.
D'Alembert envoya son mémoire à l'Académie de St.-Pétersbourg, qui avait proposé la théorie du mouvement troublé des Comètes et son application à celle de 1759, pour sujet du prix qu'elle devait distribuer en 1761. Son travail ne renfermait point la dernière partie du programme exigé; Clairaut composa pour ce concours un abrégé de sa Théorie etc., auquel il joignit ses principaux résultats numériques, et il fut couronné en 1762. Depuis cette date jusqu'en l'année 1778, où l'Académie des Sciences de Paris proposa de nouveau pour sujet de prix le calcul du dérangement d'une Comète passant près d'une planète , nous n'avons à signaler aucun mémoire sur ce sujet. A cette époque seulement, Fuss de l'Académie de St.-Pétersbourg, élève du grand Euler, envoya une pièce qui fut couronnée, mais qui ne satisfit pas entièrement ses juges, puisque la même question fut proposée encore pour l'année 1780.
Fuss remarquant qu'il est impossible de se servir dans le cas des Comètes, de la méthode qu'on suit ordinairement pour le calcul de l'action mutuelle des planètes , vu l'impossibilité de transformer la formule irrationnelle qui exprime la distance des deux astres en une série convergente dont il suffirait de prendre quelques termes, partage tout le temps où la Comète reste assujettie à l'action d'une planète perturbatrice en plusieurs intervalles, pour chacun desquels il calcule l'effet que soit l'action du Soleil soit celle de la planète y produisent. La combinaison de ces deux effets fera connaître l'état réel de la Comète à la fin de chaque intervalle, et donnera ainsi l'état initial pour l'intervalle de temps suivant. Tout reviendra donc à résoudre la question : l'état de la Comète étant donné pour le commencement d'un intervalle, déterminer son état pour la fin de ce même intervalle? et on n'aura qu'à assembler tous les changements qu'aura produits tant l'action du Soleil que celle de la planète. De celte manière on trouvera l'état delà Comète pour l'intervalle suivant, d'où l'on n'aura qu'à faire les mêmes opérations, jusqu'à ce qu'on soit parvenu au dernier, où l'action de la planète devient tout à fait insensible. Depuis ce temps, on déterminera
Torbile de la Comèie qui résulte de l'aclion seule du Soleil ; et en comparant tous les éléments de cette nouvelle orbite avec ceux de l'orbite primitive, on connaîtra leurs variations.
Pour déterminer pendant chaque intervalle les changements que subit la Comète sous l'influence du Soleil et de la planète troublante, il part de sa position et de sa vitesse, à l'origine du temps où l'action perturbatrice se lait sentir , projetées sur trois axes rectangulaires se coupant au centre (lu Soleil et tels que deux d'entre eux soient dans le plan de l'orbite de la planète, a, h,c représentant les coordonnées de la Comète à ce point de départ , <x,^,y les composantes de sa vitesse ; A et B les coordonnées de la planète , U et Z les composantes de sa vitesse : pour un temps quelconque de - jours après l'époque établie, on aurait pour coordonnées de la Comète,
x = a+oit, y = b+^t, 3 = c-4-v<, et pour la planète
X = A + U<, Y = B-\-Zt; les vitesses étant supposées demeurer les mêmes, c'est-à-dire que dans cette méthode nous regardons les mouvements des corps troublé et troublant rorame rectilignes et uniformes pendant chaque intervalle de temps t. Alors dans les équations différentio-différenlielles du mouvement de la planète attirée par le Soleil , de la Comète attirée par le Soleil , et de la Comète attirée par la planète, on remplacera ces coordonnées parleurs
valeurs en fonctions de r. Ainsi dans celle-ci : —r-r = — - , où M re-
at- V'
présente la fraction dO- = 0,000.2959 tZr- ou le carré du mouvement
diurne du Soleil, et v la distance de la Comète à cet astre : on aura, k, h, l
étant des coefficients constants, fonctions de a, ot, 6, j3, c, y et faciles à
calculer :
— Makt — MalT-.
On intégrera une première fois et on aura —y- , composante de la vitesse
de la Comète dans son mouvement autour du Soleil ; puis une seconde fois, et on aura la coordonnée x en fonction de t. En mettant dans cette expression pour r la valeur établie pour le premier intervalle, et sufûsamnient
petite pour que les quatrièmes puissances multipliées par les coeflicients obtenus soient négligeables, on aura la valeur de a; pour le commencement du second intervalle, en v ajoutant l'effet de la planète sur la Comète , qui se calculera de la même manière ; et ainsi de suite. — Arrivé au temps où l'action perturbatrice de la planète cesse d'être sensible , il faudra calculer la nouvelle orbite de la Comète.
On voit que les procédés de Fuss seront très-longs et compliqués dans la pratique. Bornons donc là notre examen , pour passer au mémorable travail de Lagrange sur le même sujet, travail qui exige un examen détaillé , et qui est encore la base de tous les calculs qu'on exécute actuellement.
CHAPITRE DEUXIÈME
xHéniolre de Iiagrange couronna en 19SO par l'Aeadéniie des
Seienees de Paris.
La méthode de la variation des éléments elliptiques , dont Lagrange a lire un si grand parti par la suite pour la solution des problèmes de dynamique, en la généralisant sous le nom de méthode de la variation des constantes arbitraires , est particulièrement applicable aux perturbations des Comètes. C'est dans la pièce remarquable que nous allons analyser qu'il a développé cette application, et cela avec une précision telle, que l'illustre auteur de la Mécanique céleste s'est entièrement basé sur son contenu pour composer le livre IX de son ouvrage. — Le mémoire de Lagrange est divisé en quatre sections , que nous passerons successivement en revue -
SECTION l'^.
Equations différentielles du mouvement d'une Comète autour du Soleil, en ayant égard aux perturbations quelle peut éprouver de la part des planites.
Si nous appelons m la masse d'une Comète (celle du Soleil étant 1), x, y, z ses coordonnées rapportées à trois axes rectangulaires se coupant au centre du Soleil , et r sa distance à cet astre, les équations de son mouvement résultant de la seule attraction du Soleil seront les suivantes :
d'œ (]-{-7n)a; _^ df r'
^ ' dt- r '
cPœ dt-
d -- = (^+^) dl
d-y dt'
dt- ' /•= ~ dt- ^ ' ' dz
Si mainlenanl nous passons au mouvement de la Comète troublé par l'action des planètes perturbatrices, et qu'en raison de la petitesse des allérations qui en résultent dans son mouvement , nous négligions les termes proportionnels aux carrés des masses , nous pourrons considérer séparément l'influence de chacune d'elles. Soient donc f* la masse d'une des planètes troublantes, Ç, n, Ç ses coordonnées rapportées au même système d'axes, p sa distance au Soleil, R sa distance à la Comète , les équations du mouvement troublé seront :
d?x f,^ , "^ r , "^-K p Ry — = (1+m) -T-r + p ^
dt- ^ ' ' dx ' "^ d^
dt' dy dn
Vu R
de "^ ' ' dz "^ dÇ
Si Sx , ^y , Sz sont les altérations des coordonnées résultant de l'action des forces troublantes, ces termes seront de l'ordre des masses. En substituant dans ces dernières équations x + Sx , y + Sy, z + Sz au lieu de X, y, z, enlevant les termes qui se détruisent en raison des relations (1) et négligeant les carrés de ces accroissements, on obtiendra pour les é(|uations des perturbations de la Comète :
d^Sx dâ
[dzdx dzdy dz
Ce sont ces équations qu'il faudra intégrer, mais avant de l'entreprendre faisons deux observations importantes.
1° Les termes des équations (2) qui ont fi pour facteur, deviennent d'autant plus petits que x, y ,z diminuent. En effet, si x, y, z sont très-petits relativement à Ç, n, Ç, on aura à très-peu près par un théorème connu ,
R ~ P d^^ ^ dr, y~ d^ ''
donc f -zr ; et ses coefûcients différentiels seront de l'ordre de x,,
7/ et z; et si ces quantités sont de celui de p, les seconds termes des équations (2) seront de l'ordre du carré des masses , et par conséquent négliiieables.
Or, lorsque x, y, z seront assez petits pour que ces seconds termes se négligent, on satisfera aux équations (2) en posant Sx, Sy et Sz égaux à zéro. Ces valeurs sont les limites des perturbations pour la portion de l'orbite la plus voisine du Soleil. On conçoit en effet que dans ces régions , l'attraction solaire prédomine entièrement sur celle des planètes perturbatrices; on pourra donc considérer celte dernière comme nulle, et s'en tenir au mouvement elliptique autour du fojer principal.
La seconde observation que fait Lagrange a rapport aux limites des perturbations du côté opposé de la trajectoire. Dans les régions supérieures de l'orbite, x, y, z deviennent très-grands rebtivement à $ , r/ et Ç. On peut
alors mettre -^ sous la forme
, , rfi di dl
11 ?• J. r r ^ R ~ r dx " dy '' dz ^
d'^ dxdz ^^ '
■^2 dx"- ''^dxdy'"'^2 dy' ' ^ dydz^^ ^2 dz'
d'où l'on tire
dt, dx ^^ dx^ dxdy dxdz '
el l'équation en ^x, parmi les relations (2), devient
d^ dx ]
Si dans cette équation , je fais
et que j'observe qu'on a à très-peu près , en vertu du mouvement à peu près elliptique de la Comète et de la planète
df d.v dl
celle équation devient, en négligeant les termes multipliés par
ou
\ ,. — r- , coefficient infiniment petit,
d^^ .^ Jd^- d^- d^^ (_^ ''V
( c/o:- dxdy dxdz )
Un satisfait à cette équation, et aux deux semblables qui résulteraient des
deux dernières relations (2) et donneraient la valeur de — — r Pt — r^- , en
^ ' dt- dt-
jjosanl
ar:rKa7, |3 — K J/ et 7 = KO.
Elle devient alors :
Or — est une quantité homogène de degré — 1 ; , --z —
sont aussi homogènes, mais de degré — 2, on aura donc :
dx' dxdy dxdz dx
d-x Remplaçant dans notre équation celte valeur et celle de -~r\- tirée des
équations (1), on obtient :
,(1 / a\ rf'
V dx /
(1+7«)K— ^ = (H-m)Kl -2_L l4_. ,
(/.r \ dx J dx
ou
d. - rZ. —
(,+,«)3K.^=..-^, (i'où nous tirons
Ce qui nous donne pour les valeurs cherchées de Sx, Sy, oz qui satisferont aux équations (2), quand x, y, z seront très-grands par rapport à S, r„ Z:
1+,- '^ 3(1 +m) "■ Ces trois expressions sont les limites des valeurs des perturbations que su-
biront les coordonnées de la Comète quand elle s'éloignera du Soleil beaucoup plus que la planète troublante.
La Place remarque {3Iéc. Cél-, liv. IX, p. 196) que le résultat qui précède est une conséquence très-simple du théorème dont nous avons vu d'Alembert tirer parti (p. 18), et suivant lequel, lorsque la Comète est à une grande distance du Soleil , elle peut être considérée comme étant attirée vers le centre commun de gravité du Soleil et de la planète, par une masse égale à la somme des trois corps. Elle décrit alors à peu près une ellipse autour de ce point, et la force attractive (jui la lui fait décrire
est s — - ■
Suivant que r sera plus petit ou plus grand que p, Lagrange donne
deux transformations des équations (2) dont nous nous servirons plus tard.
Si on suppose
et
En n'ayant égard qu'aux termes affectés de ,a, les équations (2) deviennent :
( ax dxdy dxdz )
il 1 11 ^ ^ ^ \
dxdy dy- dydz ) ^
d?èz- ^, , jrf-^- d'- d'- \ 'K^~b:J
dt^-^'+-^)\--^Sx' + ^-'; èy- + -^^^^^^^ dz
[dxdz dydz ' dz- ]
où on a mis au lieu de
-yr- , —j— , — TiT- , leurs équivalents — , -— , -— .
«; dr, d, aa; a?/ a;;
-^- renferme les deux premiers termes de t^- , développé en série ascendante, procédant suivant les puissances de Ç, r/, :^, en négligeant la différence infiniment petite entre -j ■ et l'unité ; on se servira donc de ces équa-
tiens quand r sera plus grand que p.
Si au contraire on pose
— renfermant les deux premiers termes de — ,développe en série ascen-
dante , procédant suivant les puissances de œ, y, z, et qu'on le substitue dans les équations (2) , on obtient :
'Z'oa- ,. J d'- dr~ d'- { ^i. a R
dx- dxdy dxdz
!1 1 11 ri'' ^ ^ ^ d'- d'- d' - ^-^ r; ^a.4- --4: syi- -ri-sz\-^- ât, dxdy dy^ dydz ] ^
d'èz ,, , S d'- d'- d'- I Kt~~RJ
[ dxdz dydz dz- )
Relations qu'on emploiera quand r sera plus petit que 0,, c'est-à-dire quand la Comète sera plus près du Soleil que la planète troublante.
SECTIOIV II.
Intégration des équations différentielks de l'orhite non altérée.
Les trois équations différentielles du deuxième ordre du mouvement elliptique, doivent avoir trois intégrales complètes, renfermant six constantes arbitraires. Suivons Lagrange dans la méthode qu'il indique pour les obtenir, afin d'employer les mêmes constantes.
Il observe d'abord, qu'en vertu des deux premières équations, on satisfait à la troisième en posant :
(5) z = ba; + cy.
L'intégrale des forces vives lui fournit ensuite
^f(l+m)-^ = 0, oùp = 2h-r.
Cette équation est de la même forme que les primitives , elle est donc sa* tisfaite en posant
p^fx + gy,
ou r
(6) 2h — r = fji^ + gy.
La même intégrale première des forces vives donne encore l'équation
rdr
r Il
= V/2(l-f-7w). dt.
où a est une constante arbitraire ; cette équation s'intégre et devient (') (7) arc(sin = ^ ^ Ull ^ ^^j./ 2(1 +ni)
(') Voir NOli: II.
Les trois équations (5), (6) et (7) sont les intégrales complètes des équations proposées ; elles renferment une constante de trop, car il y en a sept : a, h, c, f, [/, h, i. Mais ces sept constantes satisfont à une équation de condition qui réduit leur nombre à six, et qui est (') :
(d) 1 _MizMl+JL±JL ^ il
Voici maintenant les relations qui lient les constantes introduites dans ces équations, avec les éléments emjdoyés ordinairement pour déterminer les orbites des Comètes.
L'équation (5) est celle du plan de l'orbite de la Comète. Si w est l'angle que son intersection sur celui des xy fait avec l'axe des x, et 1 l'inclinaison de ces deux plans , on devra avoir :
c = tang.\j/cos. w, b^= — tang. i}*- sin. oj.
L'équation (6) indique que l'orbite doit être une section conique, dont r
« , dr
fst le rayon vecteur. Les deux apsides seront aux pomts ou -j- = 0 , c est-
,. -, - a + \/n- — Aah ^ , .
a-dire aux points ou ?• = — =—^ — . La somme de ces deux valeurs sera égale au grand axe a. Leur différence divisée par a, vaudra
Th.
1 , et A h sera le paramètre de l'orbite.
A 90" d'anomalie, le rayon r = 2h et l'équation (6) donne tx-\- gy = 0, d'où ^ = — -^ ;
•■'est la valeur de la tangente de l'angle que fait avec l'axe des .r, dans le plan des xy, la projection du rayon vecteur répondant à 90" dans l'orbite.
Soit cet angle 90° + e , on aura ^ = tang £ ; faisant l — i//'- -+- y- , on
aura g = 1 sin. r , f= l cos 7' Ces valeurs étant substituées dans ré(iuation (8), elle deviendra :
C) Voir NOJF. iri.
ou
d'où
_ « 1 -f-tang.'^cos.-(co — ;) ®~* l + tang.-J.
e- — l- A— sin.-4-sin.-(co — £)\
et
\/\ — sin.'-^f'. sin.-(a} — £)
ecos.s esin.s
[/i — sin."->j;.sia."-(a} — e) \/i — siu.-i]^. sin."-(aj — s)
Si on fait coïncider le plan de l'orbite avec celui des xy, on aura ^^=0, et £ sera l'angle que fait le grand axe avec l'axe des œ. Si on suppose en outre qu'ils coïncident, on aura aussi e := 0 et par là
et
ou
2/i — ;• 2i//t if r-
oc q\. y devenant les coordonnées de l'orbite dans le plan même de celle orbite, indépendamment de la position de ce plan. Si on appelle 'j l'angle du rayon vecteur avec le grand axe , on aura :
2h X = r COS. cp , w = /• sm. cp , r = -. — .
' ^ 1 -f-ecos. 'f>
Cette expression de r montre que v est l'anomalie vraie dans Porbih^, comptée du périhélie.
Les valeurs générales de œ, y, z s'expriment (note III) au moyen (le> (constantes h, c, /", g et du rayon vecteur r, on pourra donc les obtenir eu fonctions des éléments de l'orbite elliptique et de la seule anomalie o. Appelant a l'anomalie correspondant au nœud, w — a sera l'argument de h* latitude , et on aura :
,r = ?• { COS. w COS. (9 — a) — sin. w sin. (cp — a) cos. ^ }
y z=r {siu. cocos, (tp — a)4-C0S. wsin. (9 — ajCOS.^'} 3 = 7' (sin. Isin. (y — a)}.
Si on fait
et
on a *^">
sin. u, (équation (7)) = 0, d'après Kepler,
Ô='csin.M, Il étant l'anomalie excentrique (note II) comptée du périhélie, et 6 l'anomalie moyenne.
Pour « = o, on a 9 = î ; la constante n'est donc pas autre chose que l'époque de l'anomalie moyenne.
»Ët'Tioai 111.
Intégration des équations différentielles des perturbations.
Reprenons maintenant les équations (4) des perturbations de la Comète ; leur intégration dépend, vu la forme linéaire sous laquelle paraissent les variables inconnues Sx, Sy, Sz, de celle d'équations analogues sans derniers termes, c'est-à-dire de la forme:
d'èx ,. J d- ~ d- — d-
"' I dx- dxdy ^ dxdx, ]
d'èïi ] d- — d- — d- —
\ dydx dy- dyd
( dzdx dzdy dz- ]
Ces équations résultent de celles de l'orbite non altérée, en y faisant varier jc, y, z des différences êx, §y, Sz, regardées comme inOniment petites. Leurs intégrales doivent donc aussi résulter de celles du mouvement elliptique, en y faisant varier, non-seulement ces mêmes quantités, mais encore les constantes arbitraires que les intégrales cherchées doivent renfermer pour être complètes.
Pour obtenir ces variations des constantes arbitraires, nous pourrions différentier à l'ordinaire les intégrales de l'orbite non altérée, trouvées dans la deuxième section , en y regardant les indéterminées oc, y, z et les six arbitraires a, b, c, f, g, i comme variables à la fois , et marquant leurs différences par la caractéristique <5. Pour donner à ce calcul toute la simplicité dont il est susceptible, nous remarquerons de plus que la position du plan des xy, auquel nous avons jusqu'ici rapporté l'orbite de la Comète, étant arbitraire, on peut sans nuire à la généralité du problème, supposer que ce plan coïncide avec celui de l'orbite non altérée de la Comète; et on peut , par la même raison , supposer aussi que l'axe des x coïncide avec le grand axe de la même orbite, en sorte que les abscisses x soient prises depuis le foyer et soient positives en allant vers l'apside inférieure.
Il résulte de ces deux suppositions :
ce qui donne aux coordonnées les valeurs suivantes, où l'on conserve ces constantes pour les faire varier ensuite :
(10) y = -|- l/l — /'sin.M+ ^{cos.u — f).
(cos. M — /■) -f- -— 1/1— f-sin.M.
DilTérentiant suivant la caractéristique è, en faisant tout varier, on trouvera les valeurs de ^x, Sy, èz en fonctions de Sa, êb,e{c. et de coefficients fonctions du temps, de la forme *
Sjc — A^a + B Sf-\-CSg -i-BSi (11) Sy = ESa-hFSf'-\-G^g +^^i
DifTérenlianl de nouveau relativement au temps, Sa, Sb, etc. étant considérés comme constants, on obtient trois nouvelles équations qui donnent
d.Sjc d.Sy d.Sz — jj— > — j— , — T— . Combinées avec les précédentes, on pourra en tirer
par la méthode ordinaire d'élimination , les valeurs des six inconnues 'kl, Sb, Se, Sf, Sy, Si. Elles seront de la forme «
aa = A'b\f -h B'âT/ + G' -^ + D' -^ , "^ dt dt
dt
dt
Mais Lagrange indique une méthode qui abrège beaucoup ce calcul. Elle consiste à chercher d'abord les valeurs des six constantes en fonctions
, dx dy dz ■ r c -, . i
de X, y, z, t et — i— , —j- ' .. , ce qui se tera lacilement par les équations (5) a (8) , puis à dilîérentier ces valeurs relativement à la caractéristique S. On obtiendra ainsi, en posant pour simplifier
xdy — ydx
+ b- + c- (/<\/2(H-w) les équations suivantes :
^r , dxdèx + dycBy + dzdh
àa ■= a- { --r H 71 — ; r:T3 i '
(1 + ni) dt- )
dySx — dxSy + ocdSy — ydSx ôK =
dt\/2{]+m)
dy(2Sh—Sr) -f- drSy -j- (2h—r) dSy + ydh' _ fh\\ K de /2(1-{-m) *^
, rfa? (2 ^/t — 3r) -f <Zraa; + (2 h—r) dhx + xdh- _ gà\\
'^^~~ Kdt\/2{\ +m) I^
_ dy^z — dzèy + ;srf^y — t/drb UK
~ Kdt\/2{\ + m) K
da?<53 — d;siîa? + zdèx — xd^^z c^K
Kdt\/2[\ +m) K
8h =: 2 (1 + Ir + C-) Kô^K + 2K'- (M6 + c^c) ;
où l'on devra substituer pour (5r sa valeur '— — — ^^^-^ . Nous avons
donné ici la variation de h, qui doit être traitée comme variable, parce que c'est une fonction de a, h, c,fel g donnée par l'équation (8). Reste encore à déterminer Si , pour laquelle nous poserons
On obtient alors
qui Se transforme (note IV) en
2Sn
Ces formules ont toute la généralité possible; mais pour les appliquer a
notre cas, il faut y supposer b —o, c = o, </ = o, et par suite z — o et
^ " = o. On aura de plus K = r5/< et SK = =- . Faisant ces sul)stitu-
(it ^ 2 1/ h
lions, après quelques simplifications sur lesquelles nous ne nous arrêteron jtas, les formules deviendront :
dy^x — dx'Sy 4- ncd^y — yd^œ
ôh = 2 /t
dt\/2h{l+m)
, /' xSx + y h/ dxd^x + dydSy n
ha — a- ( — '- h — 77—, r-,7s — ) '
dj^x—ydix r dyiy—ydoy 2dyih
l+«j) '' dt\/2h(l-\-m) dl\/2lil-\-m)
X / X \ dxix — xdix , y dxôy — xdiy Idxoh ,= r (xSy-jox)-{- ( /+ — ) +
ùb^
dl\/Vi[\-!^m~) '• dl\/Vi[\-\.m') dl^2h{\-{-m^
dy^z — yd^z
dl\/1h{\ -\-m) — dx^z 4- xd^z
ce =
dt\/2h{\ + m)
2 (xSy - y^x - -^) y^^^^j^
y «^ \/œ-li 2\/a1v'
Telles sont donc les valeurs des quantités ^h, ^a, ^b, ^c, Sf et §i en Sx,
Sy, r^z, — ^ > —7^ » — p- : en remplaçant ces variables et leurs coefficients
('.ilVérenliels par leurs valeurs en fonctions de u et de /• déduites des équations (10), on obtiendra les variations des constantes arbitraires du mouvement elliptique en fonctions du rayon vecteur et de l'anomalie excentrique, et leurs expressions devront coïncider avec celles qu'on aurait déduites des é(iualions (10) par l'élimination. — Voyons à déterminer par leur moyen les arbitraires des intégrales complètes des équations (4), qui sont celles des perturbations de la Comète.
Les équations (4) ne di lièrent des équations (9) que par la présence de
leurs derniers termes, que nous désignerons, pour abréger, par — j^X, — |i Y et — ,0L Z , en sorte que
dx dy dz
Si on suppose que les mêmes expressions de <Sar, ^y, Sz qui satisfont aux équations (9), satisfassent aux équations (4), mais en y regardant les six quantités Sa, Sb, Se, Sf, Sg , Si comme des variables indéterminées, et qu'on en fasse la substitution, il est visible que les termes qui renfermeront ces variables finies s'en iront aussi, et que les équations résultantes seront, à cause des expressions (1 1) :
Ad'Sa + B</-oy-f Cd-ig -\- Bd'ii dkdêa + dBdib -\- dCdig + dDdii
dr ' di^
Ed'ia-{-Fd'-if-\-Gd'-ig-\-Hd^^i dEdSa -\-dFdSb -\- dGdig -{• dtidSi
di- ' di-'
Kd-Sb -+- Ld-Sc + 2{dKdSb + dLdSc)
de
= — fiZ.
Comme il y a ici six variables indéterminées, et qu'il n'y a que trois équations pour la détermination de ces variables, il est clair qu'on peut supposer à volonté trois autres équations entre ces mêmes variables, et il sera à propos de prendre ces équations en sorte que les différences secondes des variables Sa, Sb, etc. disparaissent d'elles-mêmes : c'est de quoi l'on viendra à bout en posant
AddVi + BdSf + CdSy + TidSi
dt
EdSa + ¥dSf 4- GdSg -+- YldSi
KdSb^ + Ld^ __ dt ~
Car en retranchant respectivement des écjuations précédentes les dillért'iices de celles-ci , on aura :
dkdèa + dmSf ■+■ dCdSg + dDdèi
dt^ --fX,
dEdSa + dFdSf-^ dGdSg + dHdSi
de --pY.
dKdSb + dLd^c
dt-
........ . , . .... d^a dèf doy dèi
Ayant ainsi six équations entre les six quantités —rr ' ~Tr ' -^ > —r~ >
^ dt dt dt dt
dèb dèc
— f^ > — ^ , on déterminera par l'élimination la valeur de chacune d'elles; ensuite il n'y aura plus qu'à multiplier ces différentes valeurs par dt et à les intégrer ; on aura de cette manière les valeurs des variables èa, Sb, ce, Sf, Sg, Si, qu'il faudra substituer dans les expressions (11) de Sx, Sy, Sz; et les équations (4), qui expriment les perturbations de la Comète, seront résolues.
Il est important de remarquer, que si on différentie les expressions de S.r, Sy, Sz, on aura, en vertu des équations supposées ci-dessus ,
dSœ = dASa + dBSf 4- dCSg + dBSi , dSy = dESa + dFSf-^dGSg + dmi, dSz = dKSb -+- dhSc ,
précisément comme si les quantités Sa, Sh, etc., étaient constantes; parce que les termes dépendants des variations de ces quantités sont précisément ceux qui forment les équations supposées. On peut donc en conclure, que si les équations différentielles (4) contenaient aussi les différences premières de Sec ,Sy , Sz , elles s'intégreraient également par la méthode qu'on vient d'exposer et on parviendrait aux mêmes résultats.
Il y a plus , et c'est ici le point essentiel : dans l'orbite non altérée , on a pour coordonnées x, y, z, fonctions du temps t et des six constantes arbitraires a, f, g, i, h, c, lesquelles déterminent les six éléments de l'orbite. Dans l'orbite troublée, les coordonnées sont x-^Sx, y + Sy, z-{-Sz, les quantités Sx, Sy, Sz n'étant autre chose que les variations de x, y, z provenant des variations Sa, Sf, Sg, Si, Sb, Se des six constantes a, f, g, i, b et c
Ainsi dans l'orbite troublée , les coordonnées sont exprimées de la même manière que dans l'orbite non troublée, c'est-à-dire qu'elles sont les mômes fonctions de « et de a -|- Sa, f+ Sf, g+Sg, i + Si, b + èb et c + Se, qu'elles le sont de t, a, f,g, i, betc dans l'orbite non troublée. Par conséquent, on peut à chaque instant considérer l'orbite troublée comme étant de la même forme que l'orbite non troublée. Mais les éléments de l'orbite troublée dépendent des quantités a + Sa, / '+ Sf, etc., lesquelles sont variables ; il suit de là que les éléments de l'orbite troublée seront variables aussi, et que les quantités Sa, Sf, etc., serviront à déterminer leurs variations. Or comme nous venons de voir que les valeurs de ces quantités sont telles, que les différences premières de Sx, Sy, Sz sont les mêmes que si ces quantités étaient constantes , il est aisé d'en conclure que les éléments de l'orbite troublée, quoique essentiellement variables, peuvent néanmoins être regardés comme constants pendant un instant ; et qu'ainsi, non-seulement le lieu de la Comète dans l'orbite troublée, mais encore son mouvement instantané, c'est-à-dire sa vitesse et sa direction, seront dans chaque instant les mêmes que l'on trouverait en les déterminant à l'ordinaire dans une orbite flxe, dont les éléments seraient ceux qui répondent à ce même instant. (Voy. Méc CéL, liv. II, p. 322 )
La difficulté est donc réduite à déterminer les valeurs des quantités Sa, Sf, Sg, Si, Sb et Se au moyen des six équations (14). Or en comparant ces équations avec celles qui donnent Sœ , Sy , Sz et leurs différentielles
— — ^ , on voit qu'elles sont semblables et qu'elles peuvent se
dt dt dt ' ^
déduire de ces mêmes formules , en y changeant seulement les quantités
Sa, Sf, etc., en leurs différences —r— j -jr > etc., et en y supposant en
. (Z-îj? .- dSy
même temps Sx =^o, Sy =:^ o, ùz = o, et — — ^= — /x A , . - = — p i ,
dSz
dt Donc en faisant ces mêmes suppositions dans les expressions de Sa,
Sf , etc. en Sx, — —, Sy , etc., on aura les valeurs des diflérence.»
dSa dSf . . ,
--jT" > —77-, elc , et on obtiendra dt dt
équations qui intégrées, donneront les valeurs de èa, of, etc.
On sait en effet qu'en général, pour trouver les intégrales des équations (4) qui déterminent les perturbations de la Comète, il n'y a qu'à différentier chacune des formules (13 , que je représenterai par l'équation A = ^f , en
n'y faisant varier que la constante A et les différences premières —7— ?
— 3 - j — ;— , et V substituer ensuite a la place de — ; — > — 7^- , —, — les dt dt ' '^ dt dt dt
quantités — pX, — ^Y, — pZ; on aura par ce moyen la valeur de dA
dont l'intégrale sera celle de A. (Voy. Méc Cél., liv. II, p. 324.)
Ayant ainsi déterminé les valeurs des différentes quantités A, qui étaient
auparavant constantes et qui sont devenues maintenant des fonctions
de t, on aura des intégrales premières de la même forme qu'auparavant ;
par conséquent les intégrales secondes ou finies qui résulteront de celles-là
par l'élimination des différences premières — ^ — , —r- ? — 7— , seront en-
dt dt dt
core de la même forme ; d'où il s'ensuit que tant ces différences que les variables finies ^x, Sy, §z, seront aussi de la même forme, c'est-à-dire les mêmes fonctions de t et des dilférentes quantités A que dans le cas où ces quantités seraient constantes.
Appliquons cette méthode aux équations (13); on aura en différentiant de la manière indiquée :
dèh = — p ^^'^ {œY — yX)dt, (1d)
d'^a = — a- -—^ — (X dx + Y dy) ,
ntult 1 •"
V/2/t(14-m) \\''^ r J' '^ r ( "^ rf<i/2/i(H-"0
(If) rfo'?>
l/2/t(lH-w)
l/2/t(1+7n) „. , </2(l + m) ,, 2r'-d6g y (fg; - j Jt) dèf
L'intégration de ces formules déterminera les valeurs des quantités Sa, 0/; etc., et il est visible que cette intégration n'exigera que de simples quadratures, puisque x, y,X,Y eiZ sont censées données en t, d'après les mouvements supposés connus de la Comète dans l'orbite non altérée et de la planète perturbatrice dans son orbite. Connaissant ces différentes quantités, on aura les éléments de Torbite troublée, au moyen desquels on pourra calculer, par les méthodes ordinaires , tant le lieu que la vitesse et la direction de la Comète dans un instant quelconque.
D'après ce qui a été dit à la lin de la première section , sur le calcul des perturbations dans la portion supérieure de l'orbite, si nous faisons
( 3(1-1- m) 1 + ,!Jt ;
' ) 3 (1 -H m) 1 -1- ,^ .^ et de plus
dx dy dz
ou aura entre Sx' , oy' , Sz' el X', Y', Z' les mêmes équations qu'entre ox, Sy, 3z et X, Y, Z, c'est-à-dire de la même forme que les équations (4). On peut donc appliquer à ces équations les mêmes raisonnements et les mêmes opérations que nous venons de faire sur celles-là, et en tirer des conclusions semblables. On obtiendra deux systèmes de relations, analogues les premières aux équations (13), qui fourniront âa ' , Sj" , Sg' , etc. en
dSx' Sx', — -z — , oy' , etc., les secondes aux équations (14), qui donneront
dèa' , dèf',e[c. enX', Y',Z'.
Supposons qu'on substitue, dans les formules (13), les valeurs précédentes de Sx, Sy, Sz, les valeurs de Sa, Sh, etc. deviendront
Sh = iJ^l[i + Sh',
Sa =^ p. A + Sa ' , Sf^l^Y-^Sf,
etc. ,
appelant ^H, f^A. j^F, etc. les valeurs de S]i, Sa, Sf, provenant de la substi-
l)our Sy, et u ( ——^ — r + ~ — ") pour Sz- Nous aurons de plus , par ' ^ ' V 3(1 +in) l + [j. y
les équations (15) ,
dSh •
.VT4^-(^Y'-yX')d^
dSa'= r-± — a-{X'dx + Y'dy),
dsf'^ j:yÊL=r](f+'^^r + ^Y'\ !^^£f^^,
etc.
.Si on remplace , dans les différentielles des équations qui précèdent , dSk' , dSa , etc. par ces valeurs, on obtient uu nouveau système de l'ormules :
(Wi = ,adH - p. |/ ^^^ (^Y ' - î/X ' J ,
( 1 6) dô^a = adA — —^ — a- (X 'dx + Y' dy) ,
l/2/t(1+m)^ ^' ' '■ 5 rf«\/2//(l+/«)
etc.,
qui sont au fond identiques avec les équations (15), mais dont on peut tirer une conclusion importante pour le cas qui nous occupe : c'est qu'il est permis de ctianger dans les dites équations (1 5) les quantités X, Y, Z en X', Y', Z', pourvu qu'on ajoute en même temps aux valeurs de d<^h, d§a, d^f, etc. les quantités pdH, pcZA, pcZF, etc. D*où il suit que dans l'intégration de l'une de ces formules, dèh par exemple, on peut changer à volonté les quantités X, Y, Z en leurs analogues X', Y', Z' et rétablir ensuite celles-là à la place de celles-ci , pourvu qu'on ajoute en même temps à la valeur linie de <5/i la quantité p;H" — pH', qui est la différence des deux valeurs de fiH, dont l'une pH' se rapporte au point où X, Y, Z se changent en X ' , Y ' , Z ' , et l'autre pH" se rapporte au point où X ' , Y ' , Z ' redeviennent X, Y, Z. Le même raisonnement s'applique aux autres équations qui fournissent d^a, dSf, etc.; et si on voulait substituer à plusieurs reprises les quantités X', Y', Z' à la place de X, Y, Z, on ferait la même opération pour chaque nouvelle substitution.
Lagrange s'occupe encore spécialement dans cette section de l'altération du temps périodique de la Comèle, comme étant la perturbation la plus importante à déterminer. Cela se fait facilement par l'équation
y{xf—ih)dèf
(voy. note IV) qui donne la variation de l'anomalie moyenne. On a pour l'instant du passage au périhélie dans l'orbite troublée Q-{-èb — o, ou ^ = — rîO , ou , ce qui revient au môme, 6 = 360° — 59. Si on appelle et le temps qui répond à l'anomalie ¥i dans l'orbite troublée, on aura (p. 32) :
y cf r 8(n-?n) '
("est le temps dont le passage au périhélie de l'orbite troublée précédera celui de l'orbite non altérée.
Soient SO' et SO" les valeurs de oO qui répondent à deux périhélies consécutifs, et Sf' , ot" les valeurs correspondantes de §t, en sorte que l'on ait
Appelons en outre t' et t" les temps des passages aux deux périhélies consécutifs dans l'orbite non altérée, on aura pour les temps de ces passages dans l'orbite troublée t' —W , t" — U" ; donc la différence de ces temps, c'est-à-dire l'intervalle entre deux passages consécutifs dans l'orbite troublée, sera t"—t' -\-ot' — <5f ",où t"-~t' est le même intervalle pour l'orbite non altérée. Donc la révolution anomalislique dans l'orbite troublée, surpassera celle dans l'orbite non altérée , du temps exprimé par
U ' — Si" = 1/ —-^ (^Yj ' _ m" ) ;
c'est l'altération résultant des perturbations, en tant qu'on néglige le carré des forces perturbatrices.
Pour avoir l'altération de la révolution périodique , on défalquera de la perturbation précédente le temps dû au changement du périhélie. Or le périhélie de l'orbite troublée se trouve plus avancé que l'autre d'un angle
r]f =: -^ ; si on appelle d-' et S-" les valeurs de à\- répondant à t' et t" , on
devra déduire de l'altération de la révolution anomalislique précédente,
le temps correspondant à l'angle ou à l'anomalie vraie à" — Si' , pour avoir
celle de la révolution périodique.
V'd'j A cause de ilt = — ' , faisant rfj — o;"— os' et ;• égal à la'
distance périhélie ^ (1 — e) ou -j—- , on aura pour le temps cherché :
y ff '\ '
/ 2h y s^ —ai
tn)
L'allération de la durée de la révolution périodique de la Comète sera donc
y 8(1 -hm)^ ^ V 14-e y \/2h{\-h7n)
ou
2a y 8(l + m)^* ^ \.\ + cJ \/2h{\ + m)
en dénotant par ^a' , Si' , Sa" et Si" les valeurs de Sa, Si qui répondent à
«=: t' et t".
Application des lliéories précédentes au calcul des perturbations des Comètes, et eu particulier
de celle des années 1 532 et 1661.
On est forcé, dans la théorie des Comètes, de renoncer à l'avantage de parvenir à des formules analytiques qui expriment les inégalités de leur mouvement pour un temps quelconque , telles que celles que Ton trouve pour les inégalités des planètes , et cela vu l'impossibilité d'exprimer en (onctions rationnelles et entières de sinus et cosinus de l'anomalie excentrique de la Comète, qu'on prend pour argument général, soit les coordonnées de la planète troublante, soit la distance mutuelle R des deuv astres, qui entre en dénominateur avec l'exposant 3 dans les expressions X, Y, Z. La seule ressource qui reste est de déterminer ces inégalités par parties successives, en partageant l'orbite de la Comète en ditlérentes portions et calculant séparément l'effet des perturbations pour chacune d'elles.
Dans toute la partie inférieure de l'orbite , on emploiera avec succès la méthode ordinaire des quadratures paraboliques, pour laquelle Lagrange
reuvoie aux traités de Cotes et de Slirling (') et dout nous nous occuperons par la suite. Celle méthode ne lui paraît cependant pas suffisante, pour les parties de l'anomalie excentrique relativement auxquelles la quantité R sera assez petite, ce qui arrivera vers les ininima de distance entre la Comète et la planète ; voici celle qu'il indique pour résoudre le problème des perturbations avec l'exaclitude désirable dans cette portion de la trajectoire.
Soit u' l'anomalie excentrique répondant au point à partir duquel ou veut changer de procédé d'intégration , on fera en général m = m' + j, et tant que j sera assez petit, on pourra mettre les quantités à intégrer sous la forme rationnelle (L -|- Mj -f- iNV -|- etc.)dj; on intégrera de u-^u' jusqu'à u^= u" , en supposant l'arc u" — u' assez petit, et ainsi de suite. Les différentes quantités qui entrent dans les équations (1 5) peuvent être exprimées par des fonctions rationnelles et entières de sinus et de cosinus
des angles m et G j/ —5- , c'est-à-dire de l'anomalie excentrique de la Comète et du moyen mouvement correspondant de la planète Ç-), ce moyen
mouvement étant à celui de la Comète B en raison de \/ a' : y ^\ où 5; représente le grand axe de l'orbite de la planète. Si donc on suppose que ces deux angles varient en même temps des angles contemporains (3 et 7, chacune des quantités dont il s'agit pourra être représentée par une formule algébrique de la forme
L + M^ + Ny -h 0/3'^ + P|3v 4- Qr + etc..
(') Cotes, Harmonia Mensurarum , etc. edij. R. Smith, Can(abrigiae 1722 , et en particulier aux Opéra miscellanea, qui font suite à cet ouvrage : de Melhodo difjferentiali Newtoniana , p. 23 à 33.
Slirling, Methodus differentialis , iiVe Tractatus de summatione et interpolatione Serierum.
(") Cela re'sulle des relations (10) qui deviennent, en raison du système d'ases adopté,
X = — (cos. u — /) , ^- — [/ah s'in.u , = — 0 ,
— (1 —/cos. u), dt= l/ du.
dans laquelle les quantités L, M, etc., seront toutes aussi des fonctions entières et rationnelles des mêmes sinus et cosinus. Or 6 = u — e sin. ti, donc
Cl''
faisant croître ti de (3, et Ô de 7 1/ -^ , on aura
7 = 1/ ^ j(l — ecos.M)^-] 2 — ^'+ ^^^T
Si l'on substitue cette valeur de 7 dans la formule précédente, elle prendra cette forme plus simple L + M,3 4- N,3'- + etc., dans laquelle les quantités L, M, N, etc. seront pareillement des fonctions, toutes rationnelles et entières, de sin. u, cos. u, sin. 9 j/ —g- et cos. Q 1/ --g- , en sorte que ces
quantités ne pourront jamais augmenter au delà d'un certain terme; et il est clair que la formule précédente n'étant poussée que jusqu'au second degré , sera exacte aux quantités près des ordres de |3^ et 7'.
Si donc on dénote par V une quelconque des quantités dont il s'agit, et que Vo , V, , V, soient les valeurs de V qui répondent à « = w„ , u, et ;/, ; où Ut = Uo -\-^ et t«2 = w, + (3; il résulte de ce qui précède que pour u = u^ 4- ji|3 {11 étant une fraction), on aura, aux quantités près des ordres de (3^ et 7": V = V, 4-V/w + V,"w'-, formule qui pourra servir aussi en faisant 7i négatif depuis 0 jusqu'à — 1 .
Or comme V = V„ quand 71 = — 1 et V = V, quand îi = ], on aura
V„ = V,-V,'4-V/', V, = V.-|-V.'+V,", d'où
Cela posé, séparons dans les équations dilîérentielles (15) les termes divisés par R' des autres, après qu'on y aura remplacé X, Y, Z par leurs valeurs, et représentons en général chacune d'elles par
''^ = T^(v + ^)ri«,
où R = R-. Qu'on calcule les valeurs de V, U, et R pour trois anomalies excentriques u = u„ , ii, et u, , dont la commune différence soit [3, qu'on en déduise ensuite V, , V," ainsi que U,', U,", R,' et R,", et qu'on substitue partout dans l'équation précédente u, -t-j3w à la place de u, on aura,
en regardant n comme variable
"^"* ' (R, -hR,'w + R,"w^)2 '
Cette équation, intégrée A&n^ — 1 jusqu'à 7i=i\, donnera, aux quantités prés de l'ordre p|i'' et [rf, la valeur de A, ou plutôt l'accroissement de A depuis II = u^, , jusqu'à u = u, = m„ + 2j3 ; en sorte que, désignant par A„ et A„ les valeurs de A qui répondent à ces deux anomalies, on aura A, — A„ égal à l'intégrale du second membre de cette équation prise de n= — 1 jusqu'à w=l, intégrale que le calcul nous fournit sous la forme (voir note V) :
Ayant ainsi trouvé la valeur de A„ — A„ , pour une portion d'anomalie excentrique u.^ — u^ , on trouvera de même la valeur de A^ — A, pour une portion suivante d'anomalie u^ — n., et ainsi de suite; ces différentes valeurs seront exactes aux quantités près de l'ordre ,a|5' et fi/, (3 étant égal à «, — M(, ou u. — u., et 7 étant la partie correspondante de l'anomalie moyenne de la planète. Ajoutant successivement ces valeurs ensemble, on aura la valeur totale de A„ — A„ correspondante à une certaine portion de la trajectoire, entre les valeurs de u^ et u, d'anomalie excentrique. Cette portion est, comme nous l'avons dit, celle où la quantité R est assez petite et du même ordre que les différences finies R', R", ce qui arrivera vers le minimum de distance entre les deux astres.
Pour toute la partie supérieure de l'orbite, dans laquelle la distance de la Comète au Soleil surpassera de beaucoup la dislance de la planète au Soleil, il sera bien plus avantageux d'employer la mélbode exposée à la fm de la section précédente (p. 42). Elle consiste à changer les quantités X, Y, Z des formules (15) en leurs analogues X', Y', Z' et à rétablir ensuite celles-là à la place de celles-ci, pourvu qu'on ajoute en même temps à la
valeur finie de Sh par exemple, la quantité ,uH" — pH ' , qui est la différence des deux valeurs de pH (p. 43), dont Tune ^U' se rapporte au point où X, Y, Z se changent enX', Y', Z', et dont l'autre pH" se rapporte au point où X', Y', Z' redeviennent X, Y, Z. Or ce procédé offre un très-grand avantage : en effet les expressions X', Y', Z' , qui entrent dans les formules
(16) et sont fonctions des coefficients dilTérentiels de -^ — , deviennent
on
très-petites quand la dislance r est beaucoup moindre que p. Donc lorsque
1 1 -^ sera devenu -^ ou —, on pourra, dans la première approximation, négliger ces quantités comme nulles, ou si l'on veut absolument y avoir égard, il suffira d'y tenir compte des premiers termes. Dans ce cas on pourra en toute sûreté employer la méthode ordinaire des quadratures mécaniques pour intégrer les quantités iBh, dSa, etc., mais on pourra aussi les intégrer analytiquement, du moins par approximation : voici un abrégé sommaire de la méthode que Lagrange propose à cet effet.
Si dans les valeurs (16) des différentielles dSh, dSa, dèf, etc., on remplace X par 7'C0S.'f, y par 7*sin.ç> et z par zéro, elles se trouveront composées de différents termes de la forme
2cos."'«p.sin.''cp.(Z'f
où m, n, p sont des nombres entiers et positifs ou zéro , et 2 une fonction rationnelle et entière de ?, rj, Ç. (Exceptons seulement les termes de la valeur de dU qui sont multipliés par l'angle t, et que nous examinerons plus
loin). Et comme r = ~-. ;: , en substituant cette valeur dans la
^ 1 H- /cos.tp
formule précédente, on n'aura plus que des termes de la forme
icos.^y. sin-V-rf?- Qu'on substitue maintenant dans 1, à la place de ?, -n, Ç, leurs valeurs en
sinus et cosinus de 6» 1/ — r- que je représenterai par -j, on pourra négliger
l'effet de l'excentricité de l'orbite de la planète, ou y avoir égard, en ajoutant au demi-grand axe et à Tanomalie moyenne les premiers lerine^
— sodé la correction elliplique du rayon vecleur et de l'équalion du centre. La quantité X se trouvera sous la forme
A 4- B sin. u + G cos. j + D sin. 2 j + etc. ;
et les différentielles d^h, dSa, d^f, etc. se trouveront composées de deux espèces de termes, les uns indépendants de l'angle u, de la forme
Kcos.'^u. sin.^^w. d'f ,
et qui s'intég-reront immédiatement ; les autres affectés de sinus ou cosinus de l'angle j , de la forme
Lcos.''cp.siu.''<p. sin.Nu.rf'f, ou ]yicos.''<p.sin.V- cos. Nj. (Z<p, (où i\ est un nombre entier), et qui ne sont intégrables par aucune méthode ; mais dans la partie supérieure de l'orbite que nous considérons , (OS termes sont considérablement plus petits que les précédents, en sorte iju'on pourra le plus souvent les négliger sans scrupule.
Remarquons en effet que rfy = ^ ''Y ^ ^ . Si on substitue celte valeur
dans les termes dont il s'agit , et qu'on fasse pour abréger
. /-^- cos. u. sin.V-
ils deviendront — «i'fZcos.Nu et *</sin.jNj, dont les intégrales sont
— * COS. N -j -h / cos. i\ -j cZ * ,
'l'sin.Nj — / sin. Njd*.
i (OS. i\j(Z't> et / sin-Njci* représentent les aires des courbes qui auraient * pour abscisse et cos. Nj ou sin. Nj pour ordonnée. Abstraction faite du signe, l'aire totale sera toujours moindre que le produit de l'abscisse totale par la plus grande ordonnée qui est Tuuité ; de sorte que dénotant par (4>) cette abscisse totale , on aura + (*) pour les deux limites entre lesquelles seront nécessairement renfermées les aires en question. — Or dans
la partie supérieure de l'orbite, /• > -^ ; la distance périhélie t-^t— = A à
très-peu près, et pour la plupart des Comètes cette dislance est moindre
que l'unité, en sorte que la quantité ^ ^., sera nécessairement fort petite. Par conséquent les quantités * et (<î>) seront généralement beaucoup plus petites que la valeur de / cos.'^cp. sin. 'tp. d^.
On détermine aisément la valeur de (*) pour toute la partie supérieure de Torbile, en supposant qu'elle commence au point où y = 'i» ' et r = r ' , et finisse au point semblablement situé au delà del'apbélie, où cp^:=360° — cp' et 7* = r'; cette valeur différera suivant que l'exposant v de sin. tp sera de degré impair ou pair.
Si les limites + ($) n'étaient pas assez petites, en sorte qu'on ne crût pas
pouvoir négliger les quantités enfermées entre ces limites, on pourra les
resserrer davantage, en mettant les différentielles cos.Nud* et sin. Nu cZf^
sous la forme ^r— COS. N y du, et —r- sin. Nu d 9. Elles se changent alors rftp ■ d'f ^ °
par la substitution de — ^, — , et en posant *^^, , — — =<!'', en ce les-ci : — 'î''dcos.Nj et «t'dsin.Nj,
dont les intégrales sont
— *'cos. Nj + Icos. Nud*' et <î>'sin. Nu— / sin.Nud'i'',
et aux seconds termes desquelles on pourra appliquer les mêmes raisonnements qu'aux précédents, en sorte qu'on aura + ((î*') pour les limites entre lesquelles ces valeurs sont comprises. Or on voit facilement que *' est nécessairement beaucoup moindre que ^, quand r'- est assez grand vis à vis de
[/x'/i- On commettra donc, en négligeant les intégrales renfermées entre ces dernières limites, une erreur bien plus petite ; et on voit par là comment on pourrait pousser l'approximation plus loin et diminuer à volonté l'erreur résultant de l'omission desdites intégrales.
Il reste encore à voir comment s'effectuera l'intégration pour le terme de d^i qui renferme le temps comme facteur. Si dans les formules (15), on remplace X, Y, Z par X', Y', Z', comme en posant
rl--^^Pn onaX'-^ Y'-— Z' - ^ l S R J-^^^^'''''^^ - da^'^ - dy ' ^ -d^'
la difTérenlicIle dèa devient de la forme :~ — a-DP, en désignant par
la caractérislique D une différentielle partielle , prise en faisant varier seulement x, y, z, coordonnées de la Comète. Si l'on remplace dans DP, S, -r,, '^ et p par leurs valeurs en sin. j et cos. j, on obtiendra
DPr=dQ 4- sin.v.fZR + cos.u. rfS + sin.2j. dT -h cos. 2 j. dV -h etc.,
oii Q, R, S, T, V, etc. sont des fonctions rationnelles et entières de x, y, z, et dont chaque terme sera divisé par une puissance de r, dont l'exposant surpassera de trois unités ou plus, la somme des dimensions de x, y, z au jtumérateur. On aura ainsi
(/ox = — -—^ a"- 1 dO + sin.udR + cos.jcZS -f- sin. 2jdT -f- etc.) ,
Ibrme qui coïncide avec celle de la p. 49, pourvu qu'on y fasse a:=i7'cos. 'i>, // = y sin.u et ^^ 0 , et qui peut s'intégrer facilement.
Venons maintenant au terme 3 t \ — ^^ — -. — '- dha de la valeur de d^i.
En y substituant d'abord |)our dha la quantité — a-dO , indépen-
danle de j, on aura la difTérentielle — 3,a (/ — ■- tdO , dont l'inté-
'•^'^^^^-^•y^7(TT^^'^-/^^^'^
Or dt = — , donc , comme dans Q les exposants négatifs de
/• surpassent d'au moins trois unités la somme des exposants positifs de
.r, y, z, en remplaçant x, y, z par leurs valeurs en r et en u, et /• par
(') p=:_^ 3(.r;+.r.4-.;v ^ 3(a;4-j^+.>:v __ h^^i+rr+zir
2/' tr^ ' "îr-^ il-
t- 7/1 ' COS. j
Les termes correspondants de d^i seront de la forme
— 3 f^ l/ —rr^ ^cos.fcp. sin.V-^'"- \ Nu.d<p.
'^y a{\+m) ^ ^cos.) ^
A l'imitation de ce qui a été fait plus haut, on substituera dans ces différentielles -^ au lieu de d<fi, et faisant (à cause de dt = \ —— r d-j),
dt ^ y Q{\+m) '
= j ^sin.Nu.Nrfu = — «cos.Nu+ 1/ ^
yV — ( f cos.N'j.Nrf-j = <sin. Nu— j/ -r-r-^ J K 8(1 +
sin. Nj
cos.Nj
on aura ces transformées *dV et 4>dW, en conservant la valeur de <^ de la p. 50.
Intégrant par parties on aura ^V — / Vd* et 4>W — / Wd<f, et on démontrera par un raisonnement semblable à celui d'alors , que les valeurs de / Vd* et / yVd'l> sont comprises entre + (V) (*) et + (W) (<J>), en désignant par (V) et (W) les plus grandes valeurs de V et W, dans la partie supérieure de l'orbite. Or les maxima de V et W ayant lieu lorsque dV = 0 ou dW = 0, c'est-à-dire quand sin. N j := 0 ou cos. Nu = 0, il s'ensuit que les plus grandes valeurs des quantités V et W seront, abstraction faite du signe, égales à t. Si donc on désigne par (t) la valeur de t pour le point oii finit cette partie de l'orbite, on aura (V)et (W) = (^), et les valeurs des intégrales / Vd$ et j Wdi', pour toute la parlie supérieure de l'orbite, seront renfermées entre ces limites + {() (<^).
Si on ne les jugeait pas assez rapprochées, surtout parce que la valeur de (t) peut être assez considérable, on pourrait les resserrer davantage par une méthode analogue à celle de la p. 51.
Il résulte de tout ceci , que dans la partie supérieure de l'orbite, les perturbations peuvent être déterminées anal} tiquement, sinon par des formules rigoureuses, du moins par des formules très-approchées et dont on peut pousser l'approximation aussi loin qu'on veut.
Le programme de l'Académie des sciences en 1778, n'exigeant pas que les concurrents donnassent des résultats numériques du calcul des perturbations des Comètes, Lagrange se borne à indiquer la marche à suivre pour appliquer ses méthodes à la Comète des années 1 532 et 1661 , dont les astronomes attendaient le retour vers 1789 ou 1790. Cette Comète avait été observée par Hévélius lors de sa dernière apparition, et par Appicn lors de la précédente. Halley calcula les deux orbites paraboliques résultant de leurs observations. On peut supposer que les éléments qu'il a obtenus pour 1661 , sont ceux de l'orbite non altérée, et partir de là comme base pour déterminer le grand axe par la troisième loi de Kepler. La valeur ainsi obtenue serait tout au plus diminuée d'un centième, si on voulait la déterminer dans l'hypothèse elliptique, mais elle est entachée de l'erreur résultant des perturbations. Or pour déterminer ces perturbations nous avons besoin de la valeur du grand axe, nous prendrons néanmoins pour cet elTet la valeur approximative obtenue, l'erreur commise par cette supposition n'étant que de l'ordre des carrés des forces perturbatrices.
Si maintenant on considère le retour de la Comète au périhélie , on aura répoque du futur passage, en ajoutant à celle de 1661 l'intervalle écoulé entre les deux précédents passages et tenant compte convenablement du mouvement du périhélie. Cette détermination serait exacte, même en ayant égard aux perturbations, si les deux révolutions successives étaient parfaitement semblables. Mais si fallération de ces deux périodes n'est pas la même, il est clair qu'il faudra ajouter au temps déterminé ci-dessus, l'excès de l'altération de la seconde période sur l'altération de la première. Cet excès se détermine par la formule de la p. 45. En marquant de un, deux , trois traits les quantités répondant aux trois périhélies consécutifs de 1532, 1661 et 1789, ou aura cette correction du temps égale à
— oo
2(t"'Sa'"-2t"ia"+l'ia') / a^ ,„ ,.„,.. / 2/. N ^ ,V"-
h[\J^in)
OÙ l'on a seulement remplacé Ô£ par son équivalent — . Cette formule peut
se simplifier, si l'on prend pour origine du temps l'époque du passage de 1661, et elle fournit facilement l'altération du temps périodique de la Comète, qu'il est le plus important de déterminer.
Quant aux altérations des autres éléments, on les déterminera aisément par l'intégration des formules (15), en faisant commencer les intégrales au périhélie de 1661 elles étendant jusqu'à celui de 1789 ou 1532, suivant qu'on voudra déterminer ces altérations pour la dernière période de Ui Comète ou pour la période précédente.
Le calcul entier de ces perturbations ne fut pas exécuté sur les directions de Lagrange et c'eût été peine perdue , vu qu'aucune Comète ne fut aperçue en 1790 , qui pût cire assimilée à celle de lG6i .
CHAPITRE TROISIÈME
Théorie des Comètes de lia PInee ; Examen du cas où elles s'nppracitent très-près des planètes troublantes : Quadratures mécaniques.
Comme nous l'avons déjà dit, le IX"" livre de la Mécanique Céleste est une vraie reproduction de la pièce de Lagrange que nous venons d'examiner en détail. Il convient cependant de nous y arrêter quelque temps, et de passer en revue ses formules des variations des éléments, auxquelles le génie pratique de La Place a donné la forme la plus commode pour le calcul de ce genre de perturbations, et qui renferment les notations que nous emploierons constamment dans notre travail.
SECTIOX I".
Théorie générale des perlurbadons des Comètes,
Soient œ, y, zles coordonnées rectangulaires, et r le rayon vecteur de la Comète m, rapportés au centre du Soleil ; soient în' la masse de la planète perturbatrice, ;'' son rayon vecteur el x' , y' , z' ses trois coordonnées rapportées aux mêmes axes et à la même origine que les premières. Si l'on nomme p la distance mutuelle de la planète et de la Comète , en sorte qu'on ait
que , pour abréger, on fasse
xx' -\- yy' + zz' 1 ]
R = ^'| pi 7J'
R étant ce que l'on est convenu d'appeler la fonction perturbatrice (voyez
3Iéc- Cél-, liv. II, p. 262), les trois équations du mouvement troublé delà Comète autour du Soleil seront :
d-jc , X , dR
dl- r'^ dx
d-y , y , dR
dt- r^ dy
d-z z dR _
dt' "^ 7- "*■ ds ~ *^ '
où l'on suppose que la masse de la Comète est nulle relativement à celle du Soleil. Celte hypothèse a été justifiée par toutes les tentatives faites jusqu'ici pour déterminer cette masse.
Dans le cas où R est nul, ces équations appartiennent à une orbite elliptique ; mais la valeur de R étant très-petite , si l'on nomme ^x, Sy, ëz les altérations qu'elle produit dans les valeurs des coordonnées relatives à l'orbite elliptique, et si l'on néglige les carrés et les produits de ces altérations, les trois équations précédentes donneront les suivantes :
dûx o = — -- —
d-3x dt' ^
Sx
3xor
dR dx
d?èy ^
dt' '
Sy
3ySr j
dR dy
d'Sz dt' "*■
Sz _
3zor
dR dz
Il suffit de satisfaire à ces équations, car en réunissant les valeurs de Sx, Sy, Sz, qui y satisfont, aux valeurs de x, y, z relatives au mouvement elliptique et qui renferment six constantes arbitraires , on aura les intégrales complètes des trois équations différentielles primitives du mouvement de la Comète.
Ici La Place indique les mêmes limites des perturbations des Comètes que celles données par Lagrange (voy. p. 24 et suivantes) : dans la portion inférieure de leur orbile, leur mouvement peut èlre considéré connue ellipljque, cl dans la portion supérieure, on {icul faire usage d'une sim-
plilicalion remarquable (p. 26), qui permet de représenter ce mouvement avec une grande approximation. Nous y reviendrons en peu de mots en parlant du calcul propre à ces régions de l'orbite , occupons-nous pour le moment des expressions générales les plus convenables à donner aux variations des éléments.
Prenons pour plan flxe des xy, celui de l'orbite primitive de la Comète, ce qui permet de négliger le carré de z comme étant de l'ordre du carré de la force perturbatrice. En faisant
/t =: e sin. -31 , l = e cos. ct , e étant l'excentricité de l'orbite et w la longitude du périhélie, comptée de l'axe des x , on aura (note VI) :
, j dR dR \ , , , rfR
ah = dx\x-^-y-^^\+{xdy-ydx~.
Ces deux équations donnent les valeurs de de et dcr, car on a de = fZ/tsin. -w-f- rfZcos. ct, edrs = dh COS. rs — dl sin. tr ;
et si pour plus de simplicité, on prend la ligne même des apsides pour axe des X , on aura
de = dl , edxxT = dh .
Or on sait que les équations du mouvement elliptique donnent : ndt + £ — CT = ?4 — e sin. u , r = a{\ — ecos. w) ,
tang. ;, (t> — -ct) = 1/ -~-^ tang. [ u .
fndt -+- £ est la longitude moyenne de la Comète, / ndt + i —
cr son
anomalie moyenne , v — fs son anomalie vraie , et u son anomalie excentrique. Si on prend la ligne des apsides pour axe des abscisses, et qu'on compte les a; à partir du foyer vers le périhélie , on aura
a; = rcos. (u — -gt), y—7'SiD.{v — ■cr) ,
et par ce qui précède, : . ■
a? = a (ces. M — e) , y = a[/i — e'sin. m.
Si Ton nomme ensuite "k l'inclinaison de l'orbite de la planète ?«' sur celle de la Comète, et 6' la longitude de son nœud ascendant comptée de l'axe des apsides; si de plus on désigne par v' l'angle que le rayon ;•' fait avec la ligne des nœuds , on aura
x' =^ r' COS. 0' COS. v' — r' sin. 5' cos. >. sin. v' ,
(c) y' ^=r' sin. 6' cos. v' + r' cos.©' cos. >. sin. v' ,
z' = r' sin.). sin. v' .
Or la valeur de R donne
dR_ ,\ x' _ {œ'-x) } dR_ ,\ y' _ (y'-y) } dx~"^lr"^ P^ i' dy~"^\r'' p' Y
Remplaçant ces expressions dans celles de dh et dl, on en déduira de = — m' .adu[/ i — e\ COS. u{xy' — x' y)\ — j^ j >
— m'.a-du)/ ^—e\il—e COS. u)\-^— '^ ~^
edvj = — m'.adusin.u. {xy' — x'yy —73 j[
-h m' .a-dii[/\ — e'-. (1 — e cos. u) ] — — z — ? ;
équations qui fournissent les variations de l'excentricité et du périhélie.
L'équation des forces vives donne par le n° 64 du II"° livre de la Mécanique Céleste , en observant que p est à très-peu près égal à l'unité ,
la caractéristique dillôrentielie d' ne se rapportant qu'aux seules coordonnées de m. Or en négligeant le carré de z, on a
.,„ , x'dx + y'dy , {x' — x)dx + {y' — y)dy + {z' — z)dz
, et par conséquent ,
d'R = — 7n' adus'm-ul — rr " — ^ — ?
+ m'ada\/\ — e\ cos u j -^ — •' "T^ | ;
d'où l'un tire
x' oc' oc \
du = 2 7/i ' œ" du sin . a ( -^ -, — )
— 2 m'a^ dii\/\ — e\ cos. zt (^ ^ — ^ , ^ ).
Et par suite, comme la variation du moyen mouvement dn = 3and'R,
( / ) / ndt = Ni + 3 I {7idt Cad ' R) ,
.\ étant une constante. On a ainsi de plus l'expression de l'altération du demi-grand axe a et du moyen mouvement n de la Comète.
Les variations du nœud et de l'inclinaison s'obtiennent en différentiant les équations des aires, dont les constantes c, c' , c" , sont liées avec ces éléments parles équations {Méc. Cél-, livre II, n° 19) :
tang. y = ^ , tang.O = —^ ;
où l'on appelle y l'inclinaison de l'orbite sur le plan des xy, et 0 la longitude de son nœud ascendant. Ces constantes sont encore assujetties à la relation
Par le n" 64 du U""^^ livre de la Méc. Cél , on a
de
f/R rfR
\^ dx du J
, , , / cZR cZR \
de =^dt\ s-r- — ^—r- )' \ dx dz J
, / dR fZR \
Si l'on prend pour plan des xy celui de l'orbite primitive, c' et c" sont , ainsi quez, de l'ordre des forces perturbatrices; en négligeant donc le carré de ces forces et substituant pour R sa valeur, on aura
de' , . N '/' ^ ^ N = — m a(cos.w — e).z {—jr r )j
= — m a\/\ — e"^sin.M. z ( -^ j- \
dt
de" dt
c = i/a(l— e-) ; et comme ndt = du (1 — e cos. u) et 71- = — ^ , on a
ou
de' m'.adu ,. , , , , / 1 1 \ = (1 — ecos. w) cos.M — ez —r- ■
dc'^
/ 1 1 \ — m' ardu {\ — ecos. m} sin. m. z' f — yy ^ );
de' m'.xr.du ,/ 1 \ \
rfc"
— =. — m'.yr. du z (^ 7^ — 3 >
équations qui détermineront pour un instant quelconque l'inclinaison de l'orbite sur le plan fixe et la position de ses nœuds.
Reste à donner la variation du sixième élément, la longitude de l'époque e. La première équation (&) donne en différenliant , dans le cas de l'ellipse invariable,
ndt =: du(\ —e cos. m).
Dans celui de l'ellipse variable on doit avoir la même équation, ce qui
donne
dt — cZtrr = du (1 — e COS. u) — de sin. u ;
Il ne variant ici qu'à raison des variations de e et de -sr, au lieu que dans le premier cas, il ne varie qu'à raison du temps t. La troisième des équations (6) donne, en ne faisant varier que e et -cr.
d^ __ du ,/ 1+e , 2de. tang. ^M
COS.- ^ (ï> — Tj) cos.'^-^M y 1 — e (i e)v/ \ e-
En substituant pour cos.- ^ (w — -cr), sa valeur donnée par la même équation , on aura
dTT(1 — ecos.M) de. sin. M
du^= —
d'où l'on tire
, , dCT(l — ecos. m)^ de. sin. î* (2 — e" — ecos. m)
[h) di — dw =
équation qui détermine dt — drs et par conséquent la valeur de dî.
Nous avons déjà vu, p. 43 , que le point le plus important de la théorie des Comètes est la détermination de l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux de ses retours consécutifs au périhélie ; voici comment La Place le détermine. Il suppose une Comète ayant déjà passé deux fois à son périhélie et désigne par T l'intervalle compris entre ces deux passages. Appelant N son moyen mouvement elliptique pendant le même espace de temps, il peut se déterminer en posant NT = Sir. Or on a par ce qui précède, en intégrant l'équation dn = 3 awd'R,
w = N(l-f- 3 a Td'R).
Si l'on fait commencer l'intégrale f d'R à l'instant du premier passage
de la Comète au périhélie, où nous ûxons l'origine du temps t, on pourra supposer
w = N jl -h^g + ^afd'R], où §q est une arbitraire qui représente la portion de 7i résultant de l'effet
des perturbations à l'origine du temps, et qui se déterminera de la manière suivante. Appelons Ç l'anomalie moyenne de la Comète, on aura dans le mouvement elliptique (p. 58)
Ç = / tidt + £ — trr ,
et dans le mouvement troublé
Ç ^ N^(1 ^_ §q) + 3a. fi^dt. j d'R) + e — ^ + §i — S^.
^i et âw sont les variations de la longitude de l'époque et de celle du périhélie , depuis le passage au périhélie. A cet instant e — w est nul puisque < = oet(;=o. Déplus on a supposé que pour « = T , Ç = 27r et NT = 27r; donc l'équation précédente devient
o = èe—S^ + Sq.^T + ^a.f{l^dt.jd'R),
les variations S, et Sr^r ainsi que la double intégrale étant étendues depuis t = o jusqu'à « = T. On en tirera la valeur de 3q et par conséquent pour un instant quelconque celle de n, qui fournit le demi-grand axe par la
relation w" = a~^-
Soit N' la valeur de w, à l'instant du second passage au périhélie, prenons cet instant pour l'origine du temps t. Nous aurons
Ç = N'< -1- â£— ^tiT -h 3 a, / (N'd<. / d'R) ,
St et â« commençant ici, ainsi que les intégrales, à l'instant du second passage au périhélie et a. étant le demi-grand axe de l'orbite à celle époque. Les valeurs de tr, e, e seront déterminées par les observations de la Comète faites à la même époque. Appelons T' l'intervalle inconnu du second passage au périhélie au troisième, qui est à venir. A ce dernier instant Ç =^ 2 -tt , et par conséquent
N'T' 4- èe—Sr^ + 3 a, j'i^'dt.j d'R) ^ 2^ ;
les valeurs de 5s et âw s'étendant comme les intégrales depuis t = o jusqu'à t=T' . Celle équation déterminera T'. Observons seulement qu'on peul en faire disparaître les doubles intégrales , car
3a,r(N'rf<. ArR^ = 3N'f.y'rt,rf'R-3ajN'^ d'ii.
En marquant donc d'un trait horizontal placé au dessus, les quantités étendues depuis le premier périhélie jusqu'au second , et d'un double trait celles qui s'étendent depuis le second jusqu'au troisième, l'expression précédente de 71 donnera , à cause de
â^_ae_3aNf fd'R + Zafm. d'R
Q= -NT
la valeur suivante : ■
oV— ^£ — 3«N« /'d'R 4- 3a Tn/. d'R w = N + 'L-^ ^ hSaN /d'R,
ou intégrant entre o et T et remarquant que pour « = T, on a posé n = N', on obtient , à cause de NT ;= 2 ir ,
N'T = 2Tr — âc + âTTT + 3rt. / Ni. d'R. Cette équation déterminera N' et par conséquent a,. On aura ensuite
N'(T' — T) = d\ — â£ — âT:T+âT:T — 3N'T'. /'a.rf'R.
— 3a /'N^d'R-f-3a, flS't.d'R;
équation qui fournira la différence T' — T des deux révolutions anomalistiques de la Comète. ■
On pourra, au moyen des formules qui précèdent, déterminer les altérations de tous les éléments elliptiques d'une Comète pendant une révolution auomalislique entière, c'est-à-dire pendant le temps qui s'écoule entre deux retours consécutifs au périhélie, et cela en employant les quadratures mécaniques. L'analyse fournil pour cet objet divers moyens dont nous dirons quelques mots plus loin. Mais les calculs que cette méthode exige sont immenses quand on veut obtenir un degré d'approximation suffisant ; il convient donc de borner l'emploi des quadratures à la partie des perturbations, qui ne peuvent être déterminées d'aucune autre matière dans l'état actuel de l'analyse, et de profiter de toutes les circonstances favorables que peut présenter le mouvement, ordinairement très-excentrique de la Co-
mêle, pour déterminer ses perturbations dans la partie supérieure de l'orbite , par une méthode d'intégration plus rapide.
Si la Comète est beaucoup plus loin du Soleil que la planète, en réduisant la fonction perturbatrice R en une série descendante par rapport à y, on aura
r tïl
où R' ne renferme que des termes de l'ordre — — ou d'ordres inférieurs,
et est par conséquent très-petit. Si on néglige R', et qu'on se borne aux premiers termes de la valeur de R, d'après la page 26 les perturbations de la Comète seront représentées en supposant
(A) ^x=m' œ' -\-{m' X, ^y^m'y' + {in'y, ^z-^m' z' -\-lm' z,
en sorte qu'on en obtient une expression analytique. Développons par ce moyen les variations correspondantes des éléments de l'orbite.
On a (note VI) dans le mouvement elliptique, en négligeant le carré de z, l'équation
1 dx- \ xdxdy
/ 1 dx- \
dt' En la faisant varier par rapport à la caractéristique è , on aura
{ 1 dx- I {or Idxdix i , xdxdoy xdoxdy dxdy
Si l'on substitue pour ^x, Sy, èz leurs valeurs précédentes, on aura
,( dx' xdxdy ) , r( ^ d-^' I , , xx' -\- vu'
Ini'ydxdx' m' xdxdy' m' xdydx' in' x' dxdy ■^ ~~~dt' d? dt' dt- '
expression qui, augmentée d'une constante arbitraire, représente l'altération de h due à la partie de R indépendante de R'. Si l'on substitue dans
Tj dx" xdxdu cette valeur de o7i , h + -^ au lieu de y —r-r -, j — , d'après l'équa-
tion ci-dessus, on obtient :
Sh=m i h-\-~ )—m'x^-^ — r^^ — ~4^ — ^ — '-
\ r y r^ dt-
, dx{xdy' — y' dx + x' dy — ydx')
dt-
Si Ion change dans celte équation h en l, x en y, x' en y' , et récipro- (jnement, on aura la variation de l due à la partie de R indépendante de R' :
,/ , X \ , xy' — x'y , , , xdy — ydx
U = m\l+—)-\-m'y ^. +7n'dy' — ^-^^ —
^"^ ,, xdy' — y'dx + x'dy — ydx' + m dy ^,
Les variations de h et de l donnent celles de e et de ct, en observant que l'on a
eSe = mil + m , e'Sm = Uh — Ml Un a, toujours par le mouvement elliptique, en négligeant le carré de z,
1 _2^_dx- + dy-
a r dt-
(Kou
èa ^ 20^- Mxd^x + Myd^y a- ~ r- ^ dt-
lieinplaçanl Sx et Sy par les valeurs (k) , on aura
oa 2m' 2 , dx--\-dy- , xx'+yy' dxdx' -\-dydy' .
a- ?)?• 3 dt- r" ' dl-
dx- + dxf 2 \ -
ou à cause de
dC- r a '
, , èa 1m' a 2 , , .^ , xx'-^yy' ^ , dxdx'-\-dydy' .
hi 3 Sa
et comme — = — -tt — ,
im'aii , , , , xx'A-yij' ^ , dxdx' -\- dydy' . r ' r^ dt-
deux équations qui donnent les variations du grand axe et du moyen mouvement dues à la première partie de R-
Les variations de l'inclinaison et du nœud sont liées (p. 60) à celles des constantes c' et c". En différentiant les équations des aires où elles entrent par rapport à la caractéristique S, et faisant les mêmes substitulions que dans les précédentes pour Sx et Sy , on trouve
xdz' + x'dz — zdx' — z'dx
Se' = 2m'c' + m' Se" = 2m'c" -h m
dt
, ydz' + y'dz — zdy' — z'dy dt
El observant que z, ~ , c' et c" sont ou nuls, ou de l'ordre des forces perturbatrices, on aura, en négligeant le carré de ces forces
- , , xdz' — z'dx
^' -"^ dt '
ip)
dt
Les formules qui précèdent donneront les variations de rexccnlricilé, du périhélie, du grand axe, du moyen mouvement, de l'inclinaison et du nœud, dues à la partie de R indépendante de R', depuis un point de l'orbite jusqu'à un autre point donné, en retranchant les valeurs de Se, S^ , Sa, S?i, Se' et Se" dans le premier de ces points, de leurs valeurs dans le second. On déterminera donc très-aisément par ces formules la partie la plus sensible des variations des éléments elliptiques , dans l'intervalle compris entre le point de l'orbite où l'on a commencé à séparer la fonction perturbatrice en deux parties, jusqu'au point où l'on voudra reprendre la jnélhode des ([uadratures.
Il reste encore à délcnnincr l'altéralion de l'anomalie moyenne dans le
même intervalle. Cette altération est égale à / Sn.dt + S: — (Îct. Nommons S71 la valeur entière de Su au point de l'orbite où l'on commence à considérer la prrunèrc partie seule de R, c'est-à-dire la vaieur de Su qui
rcsulle des perturbations anlérieures; on aura, en faisant commencer ici le temps ï à ce point,
fSîi.dt 4- St — oixT = èî%.t+ Ù'îi.dt + 3c — OTT ,
ô'ti étant la variation de 7i depuis le point dont il s'agit, due à la première partie de R. Cette équation devient, en remplaçant «5e — Sr^ par sa valeur {h),
ùn.dl + o^ - oV= f) o'n.dt - '^t.(ï-ec°^-"); _ ^/e.sin.».(2e-e-— ecos.u) . _
ndt étant égal à du (1 — ecos. m) (page 61), le second membre est égal à
0=7(1 — c cos.ii)- rîe. sin.u (2 — e- — ecos. u) constante ^^ — ^^- 5 —
, /', i'n , , N , « , du. s'm. II. (\ — ecos.u) , oe.du(2 — e' — ''ecos. u) 1
Or ( page 58 ) , /t = o , 0/4 = cîw , l — e, U = èe. Appelons vi'nq la valeur de l'expression précédente de hi, à la nouvelle origine que nous avons assignée au temps t, on aura
â'w = àn — m'nq ;
et substituant pour 8h et U leurs expressions précédentes, on trouvera
, , . . fn'{xy'—x'y) oh(\— ecos,. iif .dt + Sz — S^=z — m'nq.t-\ —^ — — — ^ — -^
ay\ — c- ey\ — e-
^ U.i\ï\.u{2 — e- — ecos.?/)
■ z + constante.
Si on retranche la valeur du second membre de cette équation , à la nouvelle origine de ti de sa valeur à un autre point de l'orbite, on aura la variation de l'anomalie moyenne dans cet intervalle, due à la partie de W indépendante de R'.
L'équation (g) est très-longue à vérifier ; en outre l'omission des constantes qui doivent être jointes aux valeurs de 5/t et U, résultant des for-
mules {m) et («), peut donner lieu à quelques difflcultés. Voici un autre moyen d'y arriver (').
Appelant comme précédemment l'anomalie moyenne Ç, et conservant les mêmes notations que ci-dessus, on aura après un temps t' quelconque, compté à partir du point où l'on commence à séparer la fonction R en deux parties ,
aç = — m'nq.V + Chi.dt + & — 3^;
les valeurs de 8n et 3ct étant données par les équations (o) et (w). En
comprenant, pour plus de simplicité, le terme / èndt dans la valeur de ^t,
on aura pour variation de l'anomalie moyenne, due à la partie de R indépendante de R', à partir de la nouvelle origine du temps t :
5Ç = — m'iiq.t' + Se — S-sT.
On a d'ailleurs en différentiant relativement à la caractéristique S, la première des équations (b), d'après l'hypothèse précédente sur la valeur de S-,
Se — (S-gt = (Îm(1 — ecos.M) — ^c-.sin.M.
En différentiant de la même manière la troisième équation (b) et désignant par V la longitude vraie, on trouve
5 ^î s. N ^ — ecosw , sin.M Su = (Sv — <Sct) . Ss. , .
Remplaçant dans la précédente ,
5, Ss.sm.u.(2 — e- — ccos.m) , (Sv — Stv)(1 — ccos»,)-
Or i; — rs étant l'anomalie vraie de la Comète, et les coordonnées x, y étant rapportées au plan et au grand axe de son orbite, on a
x = rQ,os.{v — tt), y=rrsin.(t; — ■ct); d'où
xSy — ySx = r-Sv.
Substituant cette valeur de Sv dans l'équation précédente, on obtient
(') Connaiss. des Tvmps pour 1838. Additions-, p. 84.
ôz — oisr
X'^y — yèx Ses\n.ii{2 — e- — ecos.u) ^-gt(1 — ecos.u)-
a-^/îH^ 1-e^ \/]—c'
et si on substitue pour -5^ et Sy leurs valeurs (/>), on verra que cette équation devient identique avec la formule (q).
Il arrivera souvent que (page 48), dans la première approximation du moins, on pourra négliger dans la partie supérieure de l'orbite, les perturbations de la comète résultant de la partie R' de R. Si l'on veut en tenir compte on pourra se servir des formules (d) à (h), y changer R en R', et les intégrer par quadratures. R' étant fort petit dans cette portion de la trajectoire, les valeurs de ces intégrales seront également petites; mais on peut aussi dans ce cas-là déterminer sans quadratures et par des séries convergentes, les variations des éléments correspondantes à R' . Formons pour cela l'expression de R' (page 65) :
Or .r, y, z et /• peuvent s'exprimer en fonctions de sinus et cosinus de V et de ses multiples, et des éléments de la Comète; x' , y' , z' et ?•' en fonctions de sinus et cosinus de v' et de ses multiples. On a en outre, par l'équation connue du mouvement elliptique ,
r-rfy = dl \/a[\ — e-) , r hlv' = dt \/ a\\—e'-) ;
donc en substituant dans les expressions différentielles des éléments R' au lieu de R, la partie de chacune d'elles correspondante à R', sera exprimée par une suite de termes de la forme
Hrfy'.cos. {iv 4- i'v' + A ;
7 et i' étant des nombres entiers et positifs, et H, A des constantes. L'intégrale de ce terme est
constante -\- -rj- sin. {iv -\- i'v' -f A) + H — / dv. cos. {iv + i'v' + A).
Ce dernier terme devient en raison de la valeur de dv
r'-dv' \/a(l— e-)
dv = s — • — / -
de la forme
i' ^an—e-) r r'-dv' ,. , ., » , o ^ ^ r i/a'(1-e'-^) -^ ^"
et est beaucoup plus petit que l'intégrale
H r<Zy'. COS. (iv-j- t'y' + A), ,..
lorsque — est une très-petite fraction. Il est encore diminué par la présence du facteur ^
\/a\\ — e'-) Cette dernière intégrale est donc à fort peu près égale à
IT
constante H — — . sin. (iv -\- i'v' + a).
Pour en avoir une valeur encore plus approchée, il faut retrancher de sa première valeur l'intégrale (r) , en y remplaçant au lieu de -—r- sa valeur
a''i(^\_e''f{i-\- ecos. {v—r;y)]- .
a-^(l — e-;Ml +c'cos.(u'— tr')}-' '
observant que c' est très-petit, on développera cette intégrale en une suite de termes de la forme
n'jdv'sm.isv + s'v' + A'),
et on intégrera chacun de ces termes par la méthode que l'on vient d'exposer. On aura ainsi d'une manière très-convergente la valeur de l'intégrale {r) , et par conséquent , par des formules analytiques , les variations des éléments dans la partie supérieure de l'orbite.
SECTI03f II.
Des perturbations du mouvement des Comètes , lorsqu'elles approchent très-près les planètes.
Si dans sa course autour du Soleil , une Comète vient à passer très-près d'une planète perturbatrice , il peut arriver qu'elle en reçoive une action beaucoup plus considérable que de la part du Soleil , et que les éléments de son orbite autour de ce dernier soient entièrement changés. Cela pourra arriver surtout si la planète troublante est Jupiter , qui a la masse la plus considérable. Nous allons démontrer qu'alors il conviendra de le prendre lui-même comme principal centre d'attraction pendant un certain espace de temps, et de considérer le Soleil comme corps troublant.
Si l'on suppose
les six équations du mouvement de la Comète et de la planète autour du Soleil, soustraites deux à deux, donneront les trois suivantes:
d-x, { 7n + 7n' , 1 ) ,/ 1 In
où a-, , y,, z^ sont les coordonnées de la Comète rapportées au centre de la planète, et p la distance mutuelle de ces deux corps. Si cette distance
devient assez petite pour que '-. — l'emporte considérablement sur les
autres termes dépendants de l'action du Soleil, on pourra, dans une première approximation du moins, négliger ces derniers, et les équations (A) donneront le mouvement elliptique de m autour de m.'. Si nous faisons abstraction de rinlluence des autres planètes, la force perturbatrice dans ce mouvement sera la différence des actions du Soleil sur la Comète et la
vi' planète, difTérencc qui esl rclalivcraent à l'action — çr de la planète sur la
Comète , de l'ordre ', . ('). Tant que cette quantité sera i)eu considé- 771 r'
rable, on pourra, sans erreur sensible, supposer elliptique le mouvement
relatif de la Comète autour de la planète. Lorsqu'au contraire elle sera
vi' 1
fort grande, on pourra négliger — r— relativement à —^ et considérer le
mouvement de la Comète autour du Soleil comme elliptique. Pour fixer avec quelque précision la limite vers laquelle on peut changer de centre principal d'aitraclion , concevons la Comète située entre la planète et le
Soleil, et supposons — s- ou — ^^ ^ moyeu proportionnel entre -^^ et
r'' de la planète.
On obtient alors pour le ra}on r' — r de la sphère d'activité
Il sera déterminé avec d'autant plus d'exactitude que la masse de la planète troublante sera plus petite ; on peut même Taugmenter notablement sans qu'il en résulte d'erreur sensible.
La limite de la sphère d'attraction de la planète étant ainsi déterminée, on connaîtra les valeurs des coordonnées de la Comète et les composantes
(') En effet, l'action du Soleil sur la Comète est à peu près —z- ; son action sur la planète —j^
différence : — ; t- =:^ —r, — , ou encore „ ,
Or r' esl peu diffe'rent de r, on pourra donc écrire ; ou : :=z — r— , exprcs-
sion approchée de la force perturbatrice.
L'action de la planète sur la Comète , en négligeant la masse de celle-ci , est - ~ ; divisant ces
deui forces l'une par l'autre, on trouve — ï-zr , pour le rapport de la première à la seconde.
— Tt —
(le sa viU's-f cuncspondaiil a répoiiiio où clic eiiUc daii» celle splicrc d'altraclioii. Au aïojcn de ces valeurs cl des analogues rclalives à la planèlc, o!i calculera les éléuienls de roibilc relative de la Cotuèle autour de la planète, considérée niainlenanl comme centre priiicipol du mouvement. Ce calcul se fera par les formules des n"* 18 et 19 du 11' " livre de la Mécaniquc Céleslc Les coordonnées du point de la sortie hors de la sphère d'attraction de la planète, devront èlre symétriques avec celles du point de rentrée, si on les rapporte au grand axe de l'orbite relative dont la position est connue relativement au système d'axes primitif et qui change conlinuellement en raison de mouvement de Iranslalion de la planète. On jiourra donc obtenir les valeurs de ces coordonnées et des composantes de la vitesse correspondantes, et en déduire ensuite, par les formules citées du mouvement elliptique, les éléments de la nouvelle orbite autour du Soleil, éléments qui pourront dilTérer complètement de ceux de l'orbite ])récédente. Ainsi il pourra arriver, qu'après une semblable perturbation, une (Comète qui avait été visible pour nous pendant une ou plusieurs porlions de révolutions successives, se trouve décrire désormais une trajectoire (jui la maintienne à de trop grandes distances de noire globe pour pouvoir être aperçue. Inversement il pouria arriver aussi, qu'en remontant dans les |)hascs antérieures du mouvement d'une Comète, on trouve également uiu^ période de grande proximité d'une planète perturbatrice, dont l'action ail tellement attiré les éléments de la Comète, qu'elle l'ait rendue visible pour nous d'invisible qu'elle avait été précédemment.
Ces deux circonstances se sont rencontrées dans la première Comète de 1770. Cette Comète avait été découverte par Messier dans la nuit du 14 au 113 juin 1770; elle devint ensuite visible à l'œil nu, el s'approcha de la Terre vers le 1" juillet , plus qu'aucune autre Comète ne l'a encore fait. Après de nombreuses tentatives infructueuses failes par les astronomes pour l'assujettir aux lois du mouvement parabolique, Lexcll lui assigna pour trajectoire une orbite elliptique,, dont la période était d'environ cinq ans et deux tiers. Les lieux calculés au moven de ses éléments s'accordaient avec les observations faites par Messier el Maskelyne, el néanmoins la Comète dont la première apparition avait été si frappante ne reparut plus dès lors. On soupçonna que l'action de Jupiter avait été cause de celte anomalie, el l'Institut national de France proposa pour sujet d'un prix la théorie de celle
Comète. Biirckhardt le remporta (') le 15 Jiivose an IX. Ses principaux résultats se trouvent rapportés dans le IX™ livre de la Méccmiqiie Céleste. Il avait en eiïet entrepris ses recherches à l'instigation de La Place, et emplojé ses formules pour le calcul. Sans s'attacher beaucoup à la détermination des poriurhations de la Comète dans toute sa trajectoire, son principal but était d'analyser les irrégularités de sa marche aux environs de Jupiter, afin d'expliquer ses phases de visibilité et d'invisibilité avant et après 1770. Il concluait que l'attraction de Jupiter avait pu rendre cet astre visible en 1770 d'invisible qu'il était auparavant, et le rendre ensuite invisible depuis 1779, et cela parce qu'il avait passé en 17G7 et 1779 à une grande proximité de celle planèle.
Depuis Burckhardt, |)lusieurs astronomes se sont encore occupés delà théorie de celle Comète, nous citerons en particulier les travaux de M. Clausen, astronome à Dorpat, insérés en 1841 dans les Jstronomischc Nachrichtcn n"* 439 à 44 I , cl ceux de M. Le Verrier, dont un extrait se trouve dans le tome XIX des Comptes Rendus de l'Académie des sciences de Paris. Le premier de ces deux auteurs s'est attaché à délerminer avec toute Texactitude possible Toibite décrite par la Comèlc autour du Soleil pendant son apparition. Pour être parfaitement sur de ses points de départ , il a reconstruit pour tout l'intervalle de temps pendant lequel des observations de la Comète ont été faites, l'éphéméride du Soleil d'apiès les données les plus récentes; i! a calculé les lieux apparents des étoiles auxquelles les positions observées ont été rapportées; puis dans une première approximation les perturbalions produites par la Terre et les autres planètes, en prenant {)0ur base les éléments donnés par Burckhardt. Pour une seconde approximation, il calcule lui-même une orbite elliptique plus exacte, en tenant compte de ces perturbations. Il juge nécessaire de reprendre avec ces nouveaux éléments le calcul de l'inlluence de la Terre, qui dans la portion observée de la trajectoire est la plus considérable, et conservant les mêmes valeurs que précédemment pour les perturbations produites par les autres planètes, il déduit les corrections totales à apporter aux éléments pour tous les jours d'observation ; comparant ensuite les lieux observes avec les positions qui
(') Mémoires de l'Jcatl.rtcs Se, l. III (1802), Hlsloiio, p. 50. Son travail se Iroine en enlior dans les Mcinoiics de la même Académie jnuir 1806.
en résulloiil, il oblienl 279 ilifléreiices en ascension droite el en déclinaison, qui lui servent à déterminer, par la méthode des moindres carrés, les éléments les plus probables de l'orbite décrite par la Comète entre les limites de sa visibilité.
Le travail de M. Le Verrier est encore plus étendu, son but étant de se procurer non pas un système , mais tous les systèmes d'éléments susceptibles de satisfaire à l'apparition de 1T70, pour en déduire ensuite les circonstances du mouvement de la Comète avant et après cette apparition. Dans les trois premières sections de son mémoire, M. Le Verrier discute soigneusement les observations laites en l'année 1770 et calcule les perturbations produites par la Terre peiulant la période de la plus grande proximité des deux astres. Après la comparaison de la théorie avec les observalions, il se voit obligé de ne conserver que celles de Messicr ot de Maskelyne, et en conclut 84 équations de condition entre les erreurs que présentent les positions calculées avec les éléments provisoires et les corrections que doivent recevoir ces éléments pour satisfaire aux observations. La résolution de ces équations par la voie ordinaire d'élimination, indique que le cas dont elles dérivent approche du cas extrême de l'indétermination , d'où l'on doit inférer que les quatre mois d'observations sont insuffisants pour déterminer d'une manière précise tous les éléments de l'orbite. Au lieu de chercher dès lors à obtenir leurs valeurs absolues, M. Le Verrier eut l'idée de les considérer tous comme fonctions d'une même arbitraire, à laquelle on n'aurait qu'à attribuer toutes les valeurs comprises entre certaines limites, pour avoir ainsi tous les systèmes d'éléments susceptibles de satisfaire aux observations dans les limites de leur exactitude. L'introduction de l'indéterminée p, la recherche de ses limites et des fonctions de celle indéterminée qui devaient représenter les dilTérents éléments , recherche excessivement délicate, font l'objet de la ciuatrième section du travail que nous mentionnons. La solution de M. Clausen dont nous avons parlé plus haut, est une des solutions particulières comprises dans l'expression générale que l'auteur donne des éléments de l'orbite. Dans la section suivante, il calcule l'expression des perturbations héliocentriques de la Comète jusqu'au 28 mai 1779, produites par toutes les planètes. Il insiste sur cette précaution, omise dans la illéccmiqiie Céleste, el dont on concevra facilement l'importance, en observant que, lorsqu'on cherche à découvrir si la
("omètc est passée en avant ou en arrière de Jupiter, on ne peut négliger une variation de 0,045 dans le demi-grand axe obtenu par ce calcul , lorsque la distance du quatrième satellite à Jupiter n'est pas le tiers de cette (pianlité. La position de la Comète est ainsi bien connue relativement à cette planète, jusqu'au 28 mai 1779, époque vers laquelle son action vient à l'emporter sur celle du Soleil. La sixième et dernière section traite du mouvement autour de Jupiter, pris alors pour centre principal d'altraclion, et de l'orbite qui en résulte finalement autour du Soleil. Les éléments de l'orbite décrite autour de Jupiter sont des fonctions de l'indéterminée ij.. On peut les discuter dans les limites de celle arbitraire et distinguer les conséquences certaines de celles qui restent dans le vague. De la valeur du demigrand axe de celle orbite, M. Le Verrier conclut que la Comète a déciil un arc d'hyperbole autour de Jupiter, qu'ainsi il est impossible qu'elle soit devenue un satellite de cette planète, comme on l'avait quelquefois siippos('' pour expliquer sa non-réapparition. Il est possible qu'elle ait traversé le système des satellites, mais peut-être aussi est-elle passée fort loin en dehors de l'orbite du quatrième. 11 existe un système d'éléments pour lequel , à tout prendre, elle a pu aller heurter la planète elle-même, mais cette circonstance est très-peu probable, et il importe d'examitier quel cours elle a dû reprendre relativement au Soleil en échappant à l'action de Jupiter, hypothèse beaucoup plus vraisemblable. Les éléments du mouvement héliocenlrique délinilif seront encore des fondions de u. « Supposons ces fonctions formées, dit M. Le Verrier, il sera indispensable de les réduire en une table, où l'on puisse apercevoir les valeurs numériques des dilTérenls éléments qui correspondront simultanément à une même valeur de y.. Et si l'on ne peut choisir actuellement parmi les dilTérentes orbites qui en résulteront, si l'on ne peut par conséquent prédire l'époque du retour de la Comète, celte table donnera du moins tout ce qu'on peut demander aujourd'hui, les moyens de reconnaître la Comète de 1770 dans une de ses nouvelles apparitions. »
Pour achever ce qui a trait au cas parliculier que nous venons de considérer, c'est-à-dire celui de Comètes s'approchant très-près des planètes, nous ajouterons que (luoiques astronomes ont conçu l'idée (|ue toutes les orbites périodiijues des Comètes pourraient avoir une origine phinélaire .
ol ne feraient plus ainsi exceplion à une origine commune étrangère à notre système solaire qu'on leur a attribuée. M. Valz, directeur de l'observatoire de Marseille, dans une lettre insérée dans les Astron. Nachi'., n" 504, développe celte idée et assigne à chacune des Comètes périodiques (lue nous connaissons, la planète qui aurait été la cause proba!)le de la lixalion de son mouvement autour du Soleil. « Ce sont sans doule, dil-il eu teruiinaiit . des idées un peu hardies, mais c'est en ne craignant pas d'en émettre de telles et en les soumettant à un examen public, {ju'oii peut parvenir parlois à reconnaître des vérités scientifiques si bien cachées , qu'il est assez ditftcile de les découvrir. »
SK€'S'î®.'V lai.
Des Quadratures iriècaniques.
Dans tout ce qui précède , nous avons vu que , ne pouvant exprimer les coordonnées des Comètes et les éléments elliptiques de leurs orbites en fonctions du temps, considéré comme variable indépendante, les astronomes doivent se servir de formules qui donnent les changements qu'éprouvent ces éléments elliptiques par l'action des planètes pendant un temps très-court, pour déterminer les positions de ces corps célestes. Lorsque par la substitution des valeurs numériques dans ces expressions , on a calculé les changements des éléments pendant un nombre suffisant de petits intervalles de temps qui se suivent , on obtient par l'espèce de sommation connue sous le nom de quadrature lyiécaniqiie, les changements quelconques des éléments qui peuvent avoir eu lieu pendant tout l'intervalle , jusqu'au temps pour lequel on a établi ces calculs, et l'on peut ainsi calculer les coordonnées de la Comète pour ce même temps. C'est de ce procédé particulier d'intégration que nous allons dire quelques mots.
Il se fonde sur le calcul de l'expression générale d'une fonction quelconque, au moyen de valeurs numériques données de cette fonction parles interpolations 5 les valeurs données de la fonction correspondant toujours
à tk's valeurs délcrminées des variables qui y sont conlenues. Daus le problème des perlurbatioiis qui nous occupe, les fondions que nous avons à considérer ne renferment qu'une variable , qui dans les formules qui précèdent est l'anomalie excentrique de la Comète , et nous supposerons cet argument croissant en progression arithmétique. Cette forme de la suite des argumenis pourra seule être employée avec avantage dans le calcul en question.
l'employant donc l'algorithme sur lequel est fondé le calcul des différences finies, désignons par ?y une fonction quelconque de la variable indépendante X. Celte variable est regardée comme pouvant prendre successivement plusieurs valeurs déterminées £c^ , a;^ , x^, etc. , en vertu desquelles la fonction y prendra également les valeurs que nous représenterons par 7/„ , 7/, , y.. , etc. Puis nous écrirons :
y> — .Vo = ^Uo ' y'. — y. = ^y, . y. — y.^ ^y. , pt^ •
{D) AT/. — Aî/„ =z A^{/, , A?/., — Ajy, = A'-;J/, , etc.
^-y. — A-2/„ = A"j/„ , etc.
etc.
Le signe A indiquant la dilTérence entre la valeur actuelle de la quantité qui en est affectée et la valeur que reçoit cette quantité par l'effet d'un changement fini attribué à la valeur de la variable dont elle dépend, At/„ est dit la di/férence de la fonction y^. On représente par A-y^ la di/fcrencc de Ay^ ou la di/férence seconde de la fonction y^ , par ùJ'y^ la différence de A'-?/„ ou la dilfcrence troisième de la fonction y^ , et ainsi de suite.
En vertu de ces notations et en considérant la série des équations analogues aux précédentes, qu'on obtiendrait en passant aux différences d'ordres plus élevés, on voit aisément qu'on en tirera l'expression suivante de la fonction y,, :
,^ nn — 1) , n(7i — 1)(w — 2)
(E) y. = 2/„ + nA//„ H- — jTy-- ^V» + — , _ ^ 3 — - A"?/, +■■..+■ A"//„
et réciproquement :
Le signe 4- du dernier terme devant être pris quand n est pair, et le signe — quand n est impair.
.Si la variable x varie par la dijfévcncc constcmic Xv et que nous écri- \i(ins .?/, pour représenter la valeur de la lonction y quand on donne à la variable une valeur désignée par .r, nous devrons, en remplaçant dans la
je
première des équations qui précèdent y , par y^ , remplacer ii par — — ('),
et celte formule deviendra :
' ^ AJ.- -^ ^ yx \Ax J \-~ ' \x \\x y VAX y 1.2.3 '
>"ous regardons cette formule comme pouvant représenter les valeurs de y, non-seulement quand ou y donne à .r les valeurs o, \x , 1 \x , :i A.r , etc., mais pour une valeur quelconque de cette variable. On pourra donc, en la multipliant par d.v et intégrant entre deux limites données
Il et b, obtenir la valeur d'une intégrale définie de la forme I ydx, forme
sous laquelle on pourra toujours mettre les expressions des coefficients dilîérentiels des variations obtenues pour les éléments de l'orbite de la (Comète (section 1'% équations (d) à (i)); ces expressions étant intégrées entre des limites assez resserrées pour que le décroissement des différences \y, S.-y, etc., dont la formule ci-dessus tire sa convergence, s'opère suffisamment vite.
Pour obtenir la valeur de cette intégrale, remarquons que l'équation précédente revient à
(') Le fadeur n qui enlro dans l'cqualion (^f-J) indique en elfet le nombre des accroissements qu'a subis la \3riaLile, chacun de ces accroisseraenls étant égal à l'unilc. Maintenant que ces ac-
cioissenienls \alent A-i , leur nombre coriespondant â 1 indice x sera ésal à — .
' " Ax
"^LvAar/ Aa^J 1.2
^■" ^(^^^{^ii
Ad"
\xA 1.2.3.4
_Lr( Jr_) _iof — ) +35, ^\_\ù.xJ VAX/ ^ VA.r
^•°',à;+«aTlfe
[(^■:-KD+«(£)-'<£)+-<i^)-"«a5:^
+ elc.
3Iulliplianl par dx cl inlégraiii de x ~- o jiis(jirà .r = A.r, il viendra
j'y.dx =r Aa-[//„ + i A.?y„ — 1 A7/„ + ^ A^</„ — 4^ A'y„
H- rfô A'y„ - ^,h ^'y. + etc.] ;
expression qui donnera la valeur de la première parlie, comprise enire les
j'i' limites 0 et Ao^, de l'inlégrale proposée 1 y.dx. La même formule fournira les expressions des parlics suivantes de celle intégrale , en écrivant //. ' y. ^ 2/5 > etc. , à la place de y^ ; d'où l'on conclut en les additionnant :
ni.f
/ y.dx = \x
î/u 4- ?/, -t- ?/. -h .... +2/,,^, + 5 {^y. + A2/. + Az/, 4- .... + Aî/„_,) — t'2 (^'2/., + ^IL + A-^z/, + ....+ A-.y„..,) + yï (^'Z/u + A^'2/, + A'-^y, + ..•• + A^J/,^,) — etc.
ol ri'iiiarquanl (juc
■^Vo -h ^y, + A.v, + .... 4- Aï/.. ., = y, — .v„ , A-f/„ + A7/, 4- A-j/, + .... + A-j/„_, = ^y—^y., , A"î/„ + A'y, -i- \y^ + ....+ AX , = A-f/„ — A-î/„ ,
elc, on changera l'expression précédenle en celle-ci :
1 y da
in
— t's (^2/. — AZ/J 4- ^. (A^?/„ — A^2/J
— .',^, (A-"'i/„ — A^>7/„) + T^vi (-^'Z/. — A^Z/J
— ïïri^Tï (AX - A^Z/J + etc.
Olle fornuile donne un moyen sûr de calculer la valeur de rinlégrale
I Ij dx enlre des limites données, en connaissant un certain nombre de
valeurs particulières de la fonction y, correspondant à des valeurs de la Aariable en progression arithmétique. Le premier ternie seul
Aj:(iz/o + z/. + y. + y-.. + ••■• + z/n-. + \y.)>
(loiuie déjà une valeur approchée de l'intégrale; les aulres sont la correc- 1ion de celle valeur. Le résultat final sera d'autant plus exact que, le riOinbrc » étant plus grand, les ditîércnces qui composent les ternies de correction sont plus petites.
Mais observons que les valeurs de A?/,,, A-?/„ , A"?/,,, etc., dépendent de ?/„^, , y ,^i , Z/n+j » ct«^> cl ion est censé n'avoir calculé que les fonctions y„, y, , ■■■■ Z/u Pour résoudre cette difficulté, nous aurons recours a une autre expression de la dilTérence A'//,,, qui est (noie VII) :
A^ Z/.,-.-3 + t^lc-
Taisant dans cette formule r = 1, r-2, r=3, etc , on obtient les valeurs
(le Aj/„ , A"»/ , A''?/,, , elc, qui mises dans la relation (F) donnent
2^0 + !/. 4- Z/. + î/3 + •••• -t- !/,.-> + .Ô!/n — ë^h (A'2/„_. — A^î/J — etc.
Celle lormule ne prcsenle plus l'inconvénient de la précédenle, toutes les diflérences qu'elle renferme pouvant être calculées au moyen de ?/„ , y, . //, .... 7/,. Pour rappliquer aux variations des éléments de Torbile de la Comète, on prendra comme variable indépendante, c'esl-à-dire comme abscisse delà courbp dont l'intégrale représente l'aire d'un segment, fanomalie excentrique de la Comète, <}ue nous avons précédemment désignée jiar «, et si l'on représente par Qdii la variation diflérentieile dun des éléments de l'orbile, on fera varier u de degré en degré, ou de deux degrés en deux degrés, et on déterminera les valeurs correspondantes de (^). lin les désignant par Q„ , Q, , Q, .... Q„, la formule (G) donnera la valeur
/ ()dii ou la variation de l'élément de Forbile , correspondante a la variation supposée dans l'arc de l'anomalie excentrique. Le plus souxent , il suftira de ne considérer dans celle lormule que la première diiïérence Unie ; mais vers les points où la Comète est près du minimum de sa dislance à la planète perturbatrice, ce qui rend fort considérables les valeurs de
- - et par conséquent celles de () , il faut avoir égard aux dilférences suivantes, il sera même utile alors de dimimier l'inlervalle qui sépare les coordonnées équidistanles , en faisant varier l'anomalie excentrique de demi-dcirré en demi-degré.
CHAPITRE QUATRIÈME
Travaux itltisi rrceiits ««ar le inonvenieitt troutilé des C'oaiièlo».
La (It'couvcrie des peliles pianotes situées entre Mars et Jupiter, an commencement du dix-neiivièuie siècle; celle de plusieurs nouvelles Comètes périodiques outre celle de Ilallev, dont une récente apparition a aussi nécessité de nouveaux calculs ; des prix proposés par les xVcadémies, et d'autres causes encore , ont ensacé bon nombre d'astronomes dans le> derniers temps à s'occuper des perturbations des corps célestes se mouvant dans des ellipses d'excentricités et d'inclinaisons quelconques. On sait que les quatre astéroïdes présentent à ces deux égards des différences notables d'avec les anciennes planètes, et il fui impossible de leur appliquer les procédés suivis jusqu'alors envers celles-ci, pour obtenir leurs perturbations. \ous ne nous occuperons pas ici de ces corps, au nombre de ciiKj aujourd'bui, considérés généralement comme des débiis d'une planète dont l'existence fut soupçonnée déjà par Pvtbagore; mais on conçoit aisément les points de contact que leur théorie doit présenter avec celle des Comètes i|ui est l'objet essentiel de ce travail. Donnons d'abord un abrégé de l'histoire des Comètes reconnues périodiques depuis trente ans, et des principales tentatives faites pour reconnaître des analogies entre les trajectoires de ces dilférents astres et leur assigner des orbites elliptiques.
Le phénomène remarquable de la réapparition d'une Comète à son pélihélie, s'est reproduit à l'égard de celle découverte' en 1810 par M. Pons, qui observait alors à Marseille. La comparaison de ses éléments paraboliques, avec ceux d'une Comète observée en 1805, fit soupçonner l'idenlilt'' de ces deux astres. La remarque en fut faite au Bureau des Longitudes par M. Arago, lorsque la découverte de la nouvelle Comète } fut annoncée; elle fut faite également en .Allemagne parOIbers, qui pensa de plus que celte Comète devait être celle qui avait déjà été vue en 1 795 et 1786. D'après
celle conjeclure, le lenips de sa révolution ne pouvant être que d'un trèspetit nombre d'années, il devenait indispensable d'avoir égard à Tellipticilé de son orbite dans le calcul de ses éléments, c'est ce que fit M. Encke, alors établi à Gotha. Les éléments elliptiques qu'il détermina, soit d'après les observations de 1805, soit d'après celles de 1818, différaient entre eux encore moins que les éléments paraboliques , et il ne resta plus de doutt^ qu'ils n'appartinssent à un même astre, dont le temps périodique est d"a j)eu près trois ans et un tiers. Il a dès lors porté le nom de Comète «l'Encke {'}, et le même éminent astronome a consacré de longs travaux au calcul de ses perturbations, pour les différents retours qu'on a pu observer.
Le 26 février 1826, à Josephstadt en Bohème, M. Biela découvrit une nouvelle Comèle dans la constellation du Bélier. ÛL Gambart la découvrit de son côté le 9 mars à Marseille, et on l'observa généralement en Europe jusqu'au commencement de mai. Dès les premières observations, on fut en ('•lai d'entrevoir par le calcul des orbites paraboliques, que les éléments de la nouvelle Comèle avaient une grande ressemblance avec ceux des Comèlcs de 1772 et 1806. Celle hvpolhèse, tout en indiquant une- même (iomètc dans ces trois apparitions, s'écartait beaucoup des observations , comme cela devait arriver, mais MM. Gambart et Clausen, après quelques essais, trouvèrent chacun séparément une ellipse qui représentait assez «'xaclement les positions observées pour ne laisser aucun doute sur l'identité de ces trois Comètes. La durée de la révolution était de 6 ans et 7 dixièmes environ. Dès lors, en effet, cet astre a reparu Irois fois : à la (in de 1832, en 1839 et enfin au commencement de 1346, où il a présenté hj)hénomènc singulier et unique d'un dédoublement, qui a vivement excité la curiosité des astronomes. D'après un mémoire que M. Planlamour vient (le composer sur celle Comèle, l'augmentation dans la dislance apparente des deux noyaux, qui s'est opérée pendant la période de leur visibilité, parait devoir être un effet de perspective. En réalité celle dislance a conservé il peu près la même valeur. Quant à l'apparition soudaine d'un second j.oyau à côté de l'ancien qu'on avait observé, elle demeure un fait ine\jili([ué.
Le retour de la première Comète reconnue périodique, surpassant de
(') M. En k'^, seul entre les aslronomes a pcisUle à rappc'cr Comèle J'' Pons.
lieaucoup par son éclat celles donl nous venons de parler, el inlércssanl |»ar là un nombre beaucoup plus considérable de personnes , fut aussi un événement important pour les observateurs. Ce lut le 5 août 1335 qu'on l'aperçut pour la première fois de nouveau à Rome, et elle resta visible jusqu'au mois de mai de l'année suivante. C'est principalement à l'occasion (le celte apparition de la Comète de Halley que les géomètres ont présenté (les mémoires théoriques sur le calcul des perturbations cométaires, que nous aurons à examiner dans ce chapitre. M. Encke a aussi publié des travaux de ce genre à l'occasion de sa Comète, ce sont ceux que nous analyserons les premiers.
Quelques astronomes ont cru apercevoir d'autres identités entre des (lomèles déjà observées.
Le 6 mars 1815, Olbers découvrit une Comète qui fut observée en Europe jusqu'au 25 août de la même année. Des éléments elliptiques lui ont été assignés avec une période de près de 74 ans. Bessel a calcidé ses perturbations avec le plus grand soin, et a publié son travail dans les mémoires de l'Académie de Berlin (ann. 1012—13, p. 119). D'après cet habile astronome , le prochain passage au périhélie aura lieu au mois de février 1887. Bessel s'est aussi occupé en détail de la Comète de l'an 1807, el a j)ublié ses travaux séparément, dans un petit mémoire intitulé Untersuchimyen iiber de schcinbare und wa/ire Balm des im Jahre IS07 vvsclneyiencn grosscn A'owe^t'n (Konigsberg 1810). Dans cet ouvrage, contenant tous les détails et précautions nécessaires pour le calcul de l'orbite primitive et troublée d'une Comète, et qui mériterait une traduclion complète , il arrive à une trajectoire elliptique . avec une période de 1713 années.
M. Argelander a publié en 1823 d'imporlanles recherches sur la grande Comète de 1811 ('). Flaugergues avait voulu démontrer son identité avec une Comète observée par les Chinois en 1301 , el lui assignait une durée de révolution de 510 ans. Son hypothèse ne put se soutenir; Bode montra (lue ses éléments ne concordaient point avec ceux de la Comète de 1301, donnés par Pingre ; et Bessel, sans hypothèse antérieure sur la longueur de
(',) F.-IV.-A. Argelander, Untcrsiiclitingcn Mer die Bahn des grossen Comclen roinJahie 1SI I. Konlgslcrg 1823.
la période, calcula des élémenls elliptiques qui lui dounenl une révolulion de 3333 ans. Le calcul des perturbations exécuté et toutes les observations discutées avec soin, M. Argelander arrive à un résultat de 3065,56 ans, avec une erreur possible de 43 ans. Une période aussi longue ne nous permet pas de classer cette Comète, non plus que la précédente, parmi les Comètes périodiques. Celle d'Olbers sera reconiuic telle , si elle est revue en effet à la lin de ce siècle ; les deux dernières que nous avons à citer seront plus vite vérifiées, vu la brièveté de leur révolution.
La première fut découverte à Paris par M. Fayc, le 22 novembie 1343. M. Goldscbmidt, astronome de Gottingen ('), en calcula le premier des élémenls elliptiques. Plusieurs autres calculateurs les déterminèrent à nouveau, et la i)ériode a été reconnue de 7,4 années, ce qui nous annonce un prochain retour pour l'année 1851. La seconde, découverte à Rome ])ar BI. de Vico le 22 août 1344, dans la constellation du Verseau, a été reconnue avoir une orbite elliptique j)ar M. Faye , avec une période de 5 ' , ans. >L Le Verrier a exécuté le calcul des perturbations de ces deux astres i,'} , ce (}ui permettra d'en construire d'avance les éphéméridcs , avec une grande précision , pour leurs prochaines apparitions- Ces deux dernières Comètes n'ont pas échappé non plus à des recherches d'analogie avec d'autres astres antérieurement observés. M. Valz ( ' a tenté d'assimiler la Comète de M. Faye à celle de 1TT0, dont nous avons déjà parlé (p. 74). Une hypothèse aussi hardie n'est fondée que sur des calculs approximatifs, et ne tardera sûrement pas à être examinée plus en détail. D'autre part MM. Laugier et Mauvais (') ont rapproché la Comète de M. de Vico de 1844, de celle de l'an 1535, dont ils ont calculé l'orbile elliptique d'après les observations de Tycho Brahé et Rothmann, qui leur ont fourni une révolution de 5 '/„ ans. Enlin, nous nous bornerons à signii- Icr les essais faits par quelques astronomes pour trouver des analogues à la grande Comète du printemps de 1843, dont la courte apparition n'a p;i>
(') Aslion. Nachr., I. XXI, n' 494.
(*) Comptes rendus des se'iiiui:'. de i.-iciHU'nuc diw scirricrs . 1844, 2' scmeslro , p. 666, '■{ .4stron. Nachr., l. XXIII.
O Astron. iXarhr., l. X\I. n" 485.
(^) Comptes rendus, t. XIX, p. 701. ■/siion. .\irchr., l. XXII, u" 519.
permis une approximation Irès-grande dans les calculs de son orbite. MM. Clausen (') de Dorpat, Capocci de Naples (-), Laugicr et Mauvais ('), Cooper, Schumacher et Plantamour, se sont occupés de son assimilation à d'anciennes Comètes. Ce dernier astronome a résumé la discussion de ces diverses tentatives d'uue manière très-précise, en y joignant ses propres calculs, dans un mémoire faisant suite à la quatrième série des Observations .islronomiqucs faites à Genève (184'i), où nous renverrons nos leclours, et où il conclut à l'identité probable de la grande Comète de 184;> avec celle de mars 166'3, mo}ennaul une période de 2t ans 10 '/, mois.
S3:i"'F5©X fi'''".
Travaux relatifs à la Comète d'Enehe.
Ivastre qui depuis près de trente ans porte le nom de Comète d'Encke , aurait pu en toute rigueur être considéré comme une planète, depuis que de nombreux retours successifs ont définitivement fixé les limites de sa trajectoire en dedans de celles de noire système, en deçà même de l'orbite de Jupiter. Cependant une constitution nébuleuse en apparence, une masse qu'on ne peut considérer que comme nulle, la grande excentricité de son orbite, son invisibilité pendant la plus grande partie de sa révolution , lui ont fait conserver le nom de Comète, et c'est comme telle que les astronomes ont calculé ses perturbations. MM. Encke et Damoiseau se sont les premiers occupés de cet objet. Les résultats de ce dernier se trouvent relatés dans la Connaissance des Temps pour 1827 et 1830. Les travaux de M. Encke sont exposés dans cinq mémoires lus à l'Académie de Berlin, et dans d'autres pièces insérées dans le journal de M. Schumacher.
Dès ses premiers retours, on avait reconnu une diminution incontestable dans les périodes de la Comète; M. Enke s'empressa de remonter à la cause d'un pareil changement du moyen mouvement, et la Correspondance
(') Jstron. Nachr., t. XXI, n« 485.
(^-) Giornale VJiziale di Napoli, Ma[;f;lo 1843.
(^"') Comptes rendus, t. XVI, p. 720.
JstrononiiqKC ùu baron de Zacli lorae iX, p. 189, année 1823), rend déjà compte de ses premiers essais pour trouver une hvpollièsc par laquelle on pourrait expliquer ce phénomène; les mémoires indiqués traitent longuement de la suite de celte discussion, qui a nécessité des calculs considérables.
La cause lapins naturelle à ses yeux, qui se présente pour rendre compte de l'accélération du mouvement de la Comète, est l'existence d'un milieu ou d'un clher dans l'espace, dont la résistance, en agissant comme force fangenticlle contre le mouvement de l'astre, tend à rapprocher la Comète du Soleil et à abréger la période de sa révolution. Plusieurs géomètres, et NeAvlon lui-même, s'étaient déjà exercés au calcul de rinfluence qu"utt tel milieu résistant pou\ait produire sur les niouvemenls de ces astres errants. Ils ont trouvé ({ue son clïel tend continuellement à diminuer l'excentricité de leurs orbites, à raccourcir le grand axe et la période de leurs révolutions. Dans la Comète qui nous occupe, ces deux effets ont lieu d'une manière bien décidée. M. Encke suppose donc, avec Newton, l'existence d'un milieu résistant, disséminé dans tout l'espace et en cohérence avec le Soleil; il admet que sa densité diminue en raison du carré de sa distance au Soleil, et que l'intensité de sa résistance est toujours proportionnelle au carré delà vitesse de la Comète; ce milieu, dont l'inlluencc sur les masses solides des planètes est toujours demeurée insensible , pourrait en avoir une marquée sur celles moins denses des Comètes.
Appelant U la résistance de l'éther à la distance 1 du Soleil et avec une vitesse égale à l'unité, et prenant pour unité de vitesse celle avec laquelle un mobile parcourrait l'unité de distance dans l'unité de temps, la résistance réelle dans le mouvement elliptique est alors (') :
^^1-1-2 ecos.w + e- k' p r-
où V est l'anomalie vraie, p le demi-paramètre, et A" la constante adoptée par Gauss [Thcoria Motus, etc., p. 2), et qui exprime que si le Soleil agissait sur un point matériel dont la distance est 1 , avec une force con-
(') En effet, en raison de 1 bvpolhèse failc sur la conslltullon Je l'ellicr,
di*
slamuienl égale pendanl une uiiilé ùe temps (qui esl ici un jour solaiio moyen), il lui imprimerait au bout de ce temps une vitesse , qui lui ferait parcourir dans l'unité de temps une dislance k", mesurée en fraction de l'unité de longueur, qui est le demi-grand axe de l'orbite terrestre. Ayant ainsi la résistance tangentielle, on la décomposera suivant deux directions. Tune parallèle, l'autre perpendiculaire au rayon vecteur de la Comète, et| on aura les deux composantes
I -I- C COS. V
|/ 1 4- 2 c COS. V -\- cc sin. V
' V^l 4- 2 c COS. V + cr Remplaçant ces forces dans les formules qui donnent les variations de l'excentricité et du moyen mouvement en fonctions des forces perturbatrices, on en tirera la \aleur de U, qui conviendra le mieux aux calculs des perturbations faits antérieurement, valeur qui sera intimement liée aux %aleurs adoptées pour les masses des planètes. Un premier calcul approxi-
nialif fournit pour U la quantité ,^^^ ,^., . Il embrassait les T nériode^ com-
pris(>s entre 1795 et 1819, et se bornait à tenir compte de l'inlluence de
Jupiter, dont l'auteur adoptait pour masse, la valeur _ de la Mcca-
l'JliT
itiquc Céleste.
Dans un nouveau calcul, les perturbations furent déterminées avec tout
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le soin possible; les trois apparitions <1e 1819, 1822 et 1825 fournissaicni (les séries d'observations parfaitement satisfaisantes, et qui permettaient une nouvelle détermination de U. On choisit trois positions normales parmi celles de chacune des deux premières apparitions, et six de la dernière; puis, les considérant toutes comme également précises et se servant de la méthode des moindres carrés, la plus petite somme des carrés des erreurs restantes, fut considérée comme une fonction d'une correction de U et de la masse de Jupiter. L'expression ainsi obtenue au moyen de 24 équations de condition {Jstron. Nachr., t IX , p. 337), montre qu'une masse de Jupiter plus considérable et une diminution du coefficient U, feraient concorder mieux le calcul avec les observations. Poussant le calcul des pcrlurl»ations jusque après l'apparition de 1828, faisant la même application de la méthode des moindres carrés, et changeant la masse de Jupiter
d'après les déterminations de M. Nicolaï en y , on obtient une
équation finale fournissant à peu près la même correction pour U que la
précédente , et qui donne L == -wwKWr ■ I^^"s les calculs postérieurs des
jierturbalions de sa Comète, M. Encke a conservé à peu près la même valeur pour ce coefficient, et a fait varier les masses des autres planètes troublantes {Astron. Nac/ir., t. XXI, n" 458 et 459\ 11 satisfait, moyennant ces nouvelles constantes, aussi bien que possible aux observations laites dans les derniers retours de la Comète : cependant sa théorie sur la résistance de l'élhcr n'est point encore généralement admise. Bessel luimême s'y est refusé. Voici ce que nous trouvons dans une de ses lettres, écrite à propos du parfait accord présenté par les observations de la Comète de Halley avec l'orbite que lui avait assignée M. Rosenberger pour son apparition de 1835 (') : «Un fait est bien capable d'exciter notre allonlion ; c'est que la Comète (de Halley) est apparue quelques jours plus lard que cela n'aurait dû arriver suivant les calculs de M. Rosenberger, tandis que pour la Comète d'Euckc calculée avec autant de soin, le contraire a eu lieu. On doit s'attendre qu'un nouveau retour sur le calcul , peut-être la recherche de l'influence des variations des masses planétaires,
(') Astron. Nachi., t. Xill , [>. 6.
iil)|)ortora un cliangemcnt dans ce résultat, mais je ne verrais pas moiiiièine de conlradiclion dans une divergence persistant à cet égard entre les deux Comètes, et quoique l'accéléra lion des révolutions de la Comète d'Encke me semble clairement démontrée par les observations, l'bypothèse d'un milieu résistant pour expliquer celte accélération, ne me paraît pas suKisamment fondée. Le fait est simple: les périodes s'accélèrent ; il y a cent causes à supposer qui peuvent amener un pareil résultat, mais on ne l)eut se croire fondé à en admettre une déterminée, que lorsque sa présence est indiquée d'autre part, ou que son admission explique encore d'autres phénomènes ; et tel n"esf pas le cas, ce me semble, avec le milieu résistant. Car si l'on accorde l'existence de l'édier lumineux, on ne pourra l'assimiler a l'éther résistant que lorsqu'il sera démontré qu'il ne pénètre pas dans l'intérieur des Comètes, et d'autre part aucun phénomène ne s'est présenté jusiju'ici, excepté l'alléralion du mouvement d'une seule Comète, qui i)uisse cire expliqué par une résistance dans l'espace; les mouvements des planètes et de la Lune n'en donnaiit aucune indication. »
M. Enckc a tenté de réfuter ces ol)jections dans le n" 305 des .Islroiiomisclic Naclirichtcyi, et a continué à maintenir son cocflicient Ll dans ses calculs de perturbations. Son ii}pothèse n'est pourtant point généralement admise i)ar les astronomes, dont plusieurs considèrent la présence ii"an éther résistant comme un fait contestable et non encore sulfisanimenl démontré.
Ouillons maintenant cette digression, cl revenons aux directions données par rvL Encke pour le calcul des perturbations. Après une exposition précise de la méthode des quadratures mécaniques, et dans un travail spécial iiiiilulé Ucbcr die Bcrcclinunx) der speciellen Sldrmtgen ('), cel astroisume distingué indique tle quelle manière il arrive aux formules qui doniUMit les variations des éléments pour le cas général des orbites à excentricités et inclinaisons quelconques, en sorte que ses procédés sont ap[)licaliles aux petites planèles comme aux Comètes, et il éclaircit ses [iréceples en appliquant ses formules au calcul des pcrlurbations de Vesta par Jupiter. Sa méthode théorique se rapproche de celle de Lagrange , exposée dans la Mécatùrjuc încdytiquc ,-)■ En voici un aperçu très-sommaire.
(') /'. lîitliiiit .lili ononiiichi'S Iti/ii Liic/i , Icir 1837.
(_' ) M'civiiiiHi Aniilj ti<jur. sccomiIp ii.T.tie, seclion 'N II. ilinp. II. f^ 2.
Après avoir élabli les é(iualions diiTércnlieUes du mouvement elliptique, et les relations qui en sont les intég^rales complètes , analogues aux équations (b), p. 58, M. Encke suppose d'abord une force perturbatrice P, agissant dans une direction Q, en sorte que ses trois composantes, parallèles auK trois axes coordonnés rectangulaires, soient Pcos. OX^ P cos. QY, P cos. QZ. Sous rinlluence de cette force troublante , les équations dilférentielles du mouvement sont analogues aux primitives, sauf que leurs seconds membres, au lieu d'être nuis, renferment respectivement ciiacunc; de ces composantes. On satisfait néanmoins à ces nouvelles écjuations, comme nous l'avons vu cbap. II, sect. ,1 , au moyen des mêmes intégrales complètes, pourvu qu'on suppose les constantes arbitraires qu'elles renferment variables avec le temps, et de la forme
a — ci^ + da , e = e^ -h ^e , o) = w„ -|- S.j, , etc.
où a„, c, , co„ ... sont de véritables constantes, et Sa, ôc , (îco, etc., de nouvelles fonctions du temps et de la force perlurbalrice P, qui s'annullent (juand P =: o. a représente le demi-grand axe, c l'excentricité, co la longitude du péribélie comptée du nœud, etc. On a vu dans le chajdtre cilé de (juelle manière on obtient six équations aux dilférences premières, pour (iélerminer en fonctions de P et des angles que fait sa direction avec les axes coordonnés, les coefficients différentiels [)ris,par rapport au temps, des six paramètres a, e, s, m, N et /. Trois d'entre elles résultent des équations différentielles du second ordre du mouvement troublé, les trois autres sont arbitraires. Voici sous quelle forme elles se présentent:
/il.i\\fl<i. ,^dx,\d: /<lx.\tlc /'il.i\\d,o /'dx,\dN /"dx.^di V COS. Q\ = (^---J_ + ^_j_+(^— J_ +(^7;-j M+\^dsJ Tl ^KlTjdi'
'■-'■ Q^ - {djjdi +(wJdr+L-ti7jd7+(£)di+{^h K^Jd^ •
/f/;, \ da /</-, \ dt /Uh, \ de /</:, \ du> fdz, \ d^ fdz-, "n di
°~- K'd^ J dF '^[^'dTjdl^K^^ JdT '^\Z:'Jdt '^K^dN' J 7n '^'^s^'dT Jir
° ~ \da)jl '^\d7jdl '^\d7)di ^\.il^Jiït '^\d}ij~dl '^\di Jdl '
' = (tO'^ +(t>)I +( 1' )',/7 +( ly'lc +(;7x VJ' +(7/7);
De CCS six équalions on déduira {tar réliininalion les six coefficients dif-
^, ... d.Jc de di d'^i dS di , , „■ , . ,. , fcrcnlicls — , ■ 1 -—- y ,~ , , ' ^ —rr ■> ('O'»' ' ink'i!;ration donnera les dt dt dl dl dt dt
valeurs exactes de 8a, Se, S:, o,^, oN et Si, ou ajoutant respectivement a„, e„ , E„ , etc., celles des éléments eux-nièines a, c, i, w, N et i. N représentant la longitude du nœud ascendant de Torbile sur le plan des xij et i l'inclinaison du plan de l'orbite sur ce même pian.
Pour effectuer counnodénient cette élimination, il faut transformer d'une
manière convenable les coefGcienls de , ^ , -7— » - , - , etc., dans ces
dt dl dt
, , . ,. , ,.,. dx dij dz dx dx dx,
équations , c esl-a-dire les quantités
da du da ' de d^ du
dx ^~j—' , etc., etc. L'auteur introduit pour cet ctîet certaines directioîis qui,
ne dépendant que d'un lieu et d'une vitesse instantanée, doivent être considérées comme données. Supposant comme précédemment X , Y, Z Icg directions des trois axes coordonnés et Q celle de la force P; appelons R la direction du rayon vecteur, S celle de la perpendiculaire à ce rayon, comptés dans le sens du mouvement, T la direction de la tangente également dans le sens du mouvement , V celle de la normale vers l'intérieur de l'ellipse, enfin W la direction de la perpendiculaire au plan de l'orbite dans le sens du pôle nord de l'écliptifiue. On pourra exprimer les cosinus des angles que font ces directions avec les axes, au moyen des éléments de i'orbite primitive. En effet, désignant par v l'anomalie vraie, et appelant l\X l'angle compris entre la direction R et l'axe X , RY l'angle compris entre R et l'axe Y, et ainsi de suite , on a :
X = 7' COS. RX = r { cos. [v -+- w) cos. N — sin. {v + w) sin. N cos. i ] y = r cos. RY = r {cos. (y-f-w)sin.N -|- sin. {v ■+■ co)cos.Ncos. i} z = /■ COS. RZ = /• { sin. (y -+- oj) sin. i ] .
Les angles TX, TY, TZ, s'obtiennent de même en fonctions des éléments et de la vitesse tangentielle instantanée c, dont la valeur est donnée par l'intégrale des foices vives (Noie 1) :
Les autres cosinus s'expriment aussi d'une manière analogue, en faisant décrire à l'ellipse primitive 90° dans son orbite, pour les directions S et \, et en faisant tourner le plan de cette orbite de 90° autour de la ligne des nœuds, pour la direction W. La trigonométrie donne des moyens très-simples pour exprimer les cosinus des angles que font entre elles ces différentes directions, une fois ceux qu'elles font avec les trois axes rectangulaires déterminés. Il reste à exprimer au moyen de ces angles les coefficients dilîé-
Or les équations du mouvement elliptique fournissent —r- > —7— > ?
^ ^ da de d:
dv dv dv , .. . , , ... , . ,
— r— , — — 5—-— : a, c et t étant les seuls éléments compris dans r et v: da de dz
et comme on ne trouve dans les valeurs de x, y, z qui précèdent , que les combinaisons r sin. (v-f-w) et r cos. (w + w), on aura les coefficients différentiels de ces deux expressions, relatifs îi a, e ei s , par de simples substi-
... . , . , . . , .. , . dx dx dx dii
tutions, et on en déduira numedialemenl — — , ,- , — — , —— , etc. Les
da di de da
différentielles relatives à m, N et i , se prennent directement, et on obtient ainsi aisément tous les coefficients cherchés , en fondions des cosinus des angles que font avec les axes les directions introduites dans la page précédente.
On en déduira sans difficulté les valeurs de (— ."^ j - ( . ' ) , ( i~j-
— ^J,etc.; car puisque ces coefficients différentiels indiquent qu'on
doit d'abord différentier chaque coordonnée par rapport à /, en regardant les éléments comme constants, el qu'ensuite on différentie l'expression obtenue par rapport à chaque élément , sans avoir égard à la variation de /, dans la première difTércntialion on ne considérera pas les éléments comme fonctions du temps, el dans la seconde ou ne considérera pas le temps / comme fonction des éléments. Les deux espèces de variables t, et les ('lénicnts, seront donc regardées comme entièrement indépendantes, et on aura par exemple :
^ dx
da
Une telle forme étant donnée à tous les coefficients de —, — , -7- , —- ,
dt dt dl
cic, dans les équations (//), on procédera à réliminalion par la voie ordinaire , qui , les transformations précédentes une fois faites, n'oflre plus de
,-ç(. ,, • 4 ...,,. ,, . ... da dt de
diiliculle^ et on arrive a six équations, d ou on peut tirer — -- , — — , -— ,
* dl dt dl
—r- » -^ et —r- , en fonctions de la force perturbatrice P et des cosinus dt dt dt
des angles introduits. Voici leurs expressions données par Encke , où h est la constante de Gauss dont nous avons déjà parlé 'p. 89), et où p représente le demi-paramètre :
da 2a' ^ ^^ ^=.-^c.Pcos.QT,
4=-^_:.r2r-i'^^>cos.QR U i^^^ sint-.PcosQS
H ^z^ .cPcos.QT,
^= ^-—-^^-^ r.Pcos.QS-+- ^ — .cPcos.QT,
rf« 1 pcos.v 1 2)-\-r . T. /-.c • d^
—r- = ^■' PcosORH =r -^-i — sin.v.Pcos.OS— cos.î. -^->
dt k^p c - /.yp e ^ dt
dlN 1 rsin.(wH- o^)
—yr = /— ^ — r ^PCOS.OW,
dt h\/p sin.t
di 1
-7— — -,-= rcos. iv -h co)Pcos. OW.
dt k\/p
Il s'agit maintenant de donner la véritable expression de la force perturbatrice, décomposée suivant trois directions rectangulaires, le choix de ces axes coordonnés étant entièrement arbitraire. On sait que si l'on con-
sidère Taclion dos planètes m' , m" ... sur la Conièle m, leurs cooriionnée:^ étant rcspeclivement x' , y' , z , x" , y" , z" .... leurs distances au Soleil ;■', ?•".., et leurs distances à la Comète p, p'..., on a pour les composantes de la force perturbatrice :
T, „^. / x' — X oc' \ < , f x" — X x" \ „ . P COS. QX = r -^ -^^,^^ ] m + { r,^— -,p. ) m + .
P COS. OY = r^-^ — X- ) m'H- ( " .-" — -^7^ ) m" +
, _ Il
ff
p COS. QZ - r-il=^ - --^-^.-^ m'+ (^ T-^ - 4v) '«" + ••
d'où on pourra déterminer P cos. QR , P cos. QS , P cos. Q'V , P cos QVV. Biais comme pour celte décomposition de forces, la direction des coordonnées originelles est arbitraire, et que parmi les quatre directions R, S, T, W, sur lesquelles on doit projeter la force perturbatrice, il y en a trois R, S et W, qui sont perpendiculaires les unes aux autres, on arrivera le plus directement au but, en choisissant ces directions mômes connue axes coordonnés , et en rapportant les coordonnées des planètes troublantes à un axe des x, qui ail la direction R du rayon vecteur de la Comète , à un axe des y qui ait la direction S, et à un axe des z qui ait la direction W. On a alors évidemment pour coordonnées de la Comète ;
Les positions des planètes troublantes sont eu général données au moyen de leurs dislances au Soleil i^' , r" ...; de leurs longitudes dans l'orbite L', L" ...; de leurs nœuds N', N"..., ces deux derniers comptés sur l'édiplique à partir du point équinoxial, et des inclinaisons de leurs orbites i' , i" ■■■ au plan de récli[)tique. M. Encke donne des formules détaillées pour transformer ces quantités en fonctions des nouvelles coordonnées , et fait usage à cet elîet d'angles auxiliaires qui simplifient beaucoup le calcul. Une lois qu'on l'a exécuté , on a à calculer
r" ' p^ y' 3 5 pô .,.'
expressions qui s'écrivent, à cause du syslèrae de coordonnées choisi , en
posant A = -^
R'=Aj:' — ^, S' = A,y', W' = A^'. P"
Marquant de deux accents les quantités analogues relatives à la planète m" , et ainsi de suite, on aura :
Pcos.QR =7/i'R' -\-7n"\\" +...=:-.«„ Pcos. QS =?;i'S' -f-7/i"S" H-...r=S„ P COS. Q W = m ' VV ' + m" W" + . . . = W„
Puis remplaçant Télément c par sin. ^p ; p/ -h c par M, qui représentera l'auonialie moyenne, et posant CT=rco + N, c'est-à-dire désignant par ct la longitude du péribélie, non plus comptée"du nœud, mais de l'équinoxe, on obtiendra, en substituant les valeurs qui précèdent dans les équations (A' , les expressions suivantes, propres immédiatement au calcul numérique :
d'j. 3/i" . /iR„ 3/.- 1) kS„
' =r — — e SUl.t'.
VP VP
^ _ — [ 2 r COS. y — 2^ *-'ot- ? f^os. v] _ - — (;j -f r) cot. y sin. <>
du> . A'R„ . / ;; r \ /.S,,
— -!- = rtcos. usui. t». —-^4- acot. '^ [ ) — = ,
dt ^/p ■ \ r ay ^/p
—J-- = — - -^ -]r— sin. r. -— ^ + (1 — cos. <)— jT
dt e y/p ' e ^p dt
dN /^.sin.(^)-4-tT — N) AW,
dt sin. î '
— = rcos.,. + ^-N)--^-
Telles sont les formules dont l'inlégralion par quadrature fournira les variations des éléments de l'orbite de la Comète , et auxquelles M. Encke, dans réphéméride de Berlin pour 1838 , a joint quelques directions essentielles pour le calcul numérique.
La principale a rapport à la détermination de la grandeur des intervalles de temps, pour lesquels on calcule les coefficients dilîérentiels, afin de pouvoir les intégrer ensuite. Mais les règles que l'auteur donne à cet effet ne sont aucunement applicables aux orbites de Comètes. Il nous dit lui-même, que pour ces astres, on se dirigera uniquement, soit quant à la grandeur (les intervalles, soit (piant au nombre et à la distribution des positions à déterminer par le calcul, d'après les circonstances qui se présenteront dans chaque cas particulier. Lu simple estimation en portions de la période , donnera déjà de salutaires directions pour déterminer la grandeur des inlervalles. Car avec des orbites aussi excentriques, on sera obligé, pour conserver dans le calcul une forme de courbe à peu [très semblable, de raccourcir considérablement les intervalles de temps dans le voisinage du périhélie. Un autre fait a une intluence plus grande encore , c'est que la distance de la Comète aux planètes dans la sphère d'attraction desquelles elle entre ;, change si subitement, qu'on doit toujours avoir l'œil ouvert dans ces cas exceplioiniels , pour ne pas s'exposer au danger d'omettre complètement ces portions de courbe anormales, en se servant d'intervalles trop étendus. Le croisement des orbites planétaires par celle de la Comète, entendu dans un sens large, entraîne nécessairement celte diminution de régularité dans la trajectoire, et on ne peut y obvier autrement, qu'en considérant de très-près la course des corps célestes en mouvement, et modifiant la grandeur des intervalles, ainsi que les altérations des éléments, de manière que l'inlerpolatiou entre les valeurs calculées de r, p et des coefficients dilférenticls , donne autant que possible leurs valeurs réelles.
Si l'on a à considérer les perturbations produites par plusieurs planètes, le calcul sera plus prompt en réunissant toutes les forces perturbatrices en une somme R„ , et la remplaçant dans les équations (Zy). Mais dans la pratique il vaudra mieux sacrifier (piebiue chose de celle promplilude , et calculer séparément les perturbations produites par chacpu^ planète. Les masses des corps qui composent notre s} slème sont , en cITet , encore si peu sûres . qu'à chaque calcul on peut supposer, qu'il faudra par la suilc introduire
— ion —
(les corrotliûiii a ces masses, ce ijui ne S(M'a j)Ossible que si Pou a séparé pour chaque planète l'effel de sa pcrluibalion. Le calcul en sera augmenlé sans doute, parce qu'on aura à cllecluer plusieurs substitutions distinctes , mais cet inconvénient est bien compensé par le fait qu'on peut modifier la firandcur des intervalles, suivant la configuration de l'orbite de la planète troublante. Ainsi, j)ar exenq)Ie, si le voisinage de Mercure exige pour le calcul des perturbations i)roduites par cette planète, des intervalles de 7 ou n jours, on pourra en prendre de trois ou quatre fois plus grands pour celles dues à l'inllucnce de Jupiter et Saturne. Remarquons toutefois que les corrections des éléments de la Comète doivent cire déduites des i)erluil)alions de toutes les planètes à la lois, ce {|ui se comprend aisément.
Ces diversités dans la grandeur des inlervalles, dépendant de la forme de l'orbite de la planète perturbatrice, enliaineraient des calculs sans fin, s'il (Mail toujours nécessaire d'avoir égard à l'aclion de toutes les planètes. Heureusement les masses des planètes inréiieurcs sont si petites, que leur iniluence ne peut être sensible que dans le cas d'un rapprochemeni extraordinaire ; si un pareil rap{)rochement ne se présente pas, on pourra la négliger tout à fail, ou employer des j»rocédés de simplilicalioii , tels (pie ceux (|ue nous avons exposés d'après Lagrange à la fin du chapitre 11 ; nous en verrons plus loin encore un autre, consislanl à rapporter le mouvement de la Comète, r.on plus au centre du Soleil, mais au centre de gravité du s\stème composé' de ce corps principal, et d'une ou plusieurs planètes troublantes.
Lorsqu'on a pris une connaissance géiiérale du calcul (ju'on a à faire, (ju'on a \\\(' retendue dt's inlervalles dont on se servira, M. Encke partage les opérations à exéculer (Ml cinq parties , savoir :
1" Le calcul des lieux de la planèle troublante pour les instants convenus.
2" Le calcul des lieux de la Comète troublée cl des valeurs qui sont nécessaires pour la formalion des coefiicienls dans les équations dilVérentielles(L).
r>° Le calcul (]o^ forces i»eriuri)alrices suivant les directions R, S et ^V.
•'1° Leur substilution dans les formules (L) , et le calcul des \alcurs des coefficienis diflérenliels des éléments.
5" L'iulégralion de ceux-ci , ou la formation de la lable qui tient lieu d'intégrale générale, en y comj)renant les diitérentes conslanles.
Nous n'ciilîcrons pas plus avant dans le diJlail de ces différentes portions du calcul des perturbations, ce que nous avons dit et ce qui suivra suflisant bien pour l'éclaircir complètement. M. Encive en a donné plusieurs apjdicalions dans les calculs des perturbations des petites planètes et de sa Comète. MM. Brcniiker cl Sporer ,') ont été cbargés par lui d'une partie des calculs relatifs à cette dernière, et il a fait connaître leurs résultats dans un des derniers volumes des éphémérides de Berlin, et dans le journal de M. Schumacher. Le travail relatif à l'apparition de 1638, offrait un intérêt de plus, en raison de ce qu'il devait fournir les premières données un peu certaines que l'astronomie ait jamais possédées, pour déterminer la masse de la planète Mercure. La valeur de cette niasse donnée dans la Mécanique Céleste {Vw. VI, p. 63), repose sur une hypothèse faite par Lagrange, impossible à vérifier, et qui se fonde sur ce que le rap[)ort des masses des trois planètes, la Terre, Jupiter et Saturne, à leurs volumes, est à peu près en raison inverse de leurs moyennes distances au Soleil. Laplace a adopté la même supposition pour Mercure, et en a déduit la valeur ttttftbttij q"'» ^'u son origine fort contestable, demandait une^érification. Or M. Encke annonçait en mars 1838 ;'-), que vers le 23 août 1835 la (lomète s'était approchée de Mercure jusqu'à une distance de 0,12. Les altérations des éléments de la Comète résultant de ce rapi)rochement, avaient tellement inllué sur la {)récédente apparition, (ju'elles dcvaieid accélérer le retour au périhélie deU,l jour, et (lu'en raison de la grande proximité oîi la Comète devait se trouver de la Terre dans l'apparition suivante, les perturbations en ascension droite, s'étendraient jusqu'à près d'un degré, et celles en déclinaison, jusqu'à 17 minutes environ. On conçoit que la simple conq)araison des observations avec l'éphéméride calculée au moyen de ces perturbations, qui avaient pour base l'ancienne valeur de la masse de Mercure, permettrait de décider si celle masse était entachée d'une erreur considérable. Déjà les observations faites à Genève, du 10 octobre au 20 novembre 1838 ('), amenèrent en cITet mon oncle, M. Alfred Gautier, à penser que cette valeur était notablement trop forte. Celles qu'on (il à Berlin
(') Bcrlincr y/stronomisclics Jti/irbucli, fur 1840. Aition. .XtlcLi ., ii' ' 48S cl 534.
(V -'('■lion. Niiclir., t. XV, 11° ,'553.
(') Bibliothkjue Unircru-Hr, t. XVII, p 384, ciiolnc 1838.
du 16 scplenibrc au 28 novembre, conduisirent M. Encke à une conclusion analogue, c'est-à-dire que la valeur livpotliélique adoptée jusqu'alors pour la masse de Mercure, devait èlre réduite environ de moitié. Les calculs qui ont motivé ce résultat furent exposés à l'Académie de Berlin dans un mémoire lu dans l'année 1841 , et dont un extrait seulement fui publié dans les Rapports mensuels de celle Académie. La nouvelle valeur à laquelle M. Encke s'est arrêté pour la masse de Mercu.re est -tt^-t- Nous voyons dans ce calcul un exemple intéressant de l'utilité que peut avoir le calcul des perturbations comélaires , et à laquelle on n'avait guère songé auparavant.
Nous ne terminerons pas celte section sans mentionner encore un grand mémoire de M. Ilansen, publié en 1843 sous le titre de Ermiltelung der absohiten Stôrimgen in Ellipsen von beliebiyer ExcenlricHat und Neigung. Considérant une Comète ni et une planète m' , l'auteur distingue, comme nous l'avons déjà fait plusieurs fois, les trois cas où la distance de l'astre troublé au Soleil est plus petite, plus grande, ou alternativement plus petite ou plus grande que celle de l'astre troublant au même corps. Dans la première partie de son ouvrage, qui a seule paru, il ne traite que le premier cas, et l'éclaircit en y joignant comme exemple le calcul des perturbations absolues de la Comète d'Encke par Saturne. Les méthodes à employer pour traiter le second cas, peuvent rigoureusement se déduire de celles qu'il expose, mais le troisième demeure encore irrésolu. M. Hansen reste ainsi dans les limites de ce qu'avait fait Lagrange, mais ses procédés sont nouveaux. Nous ne les exposerons point en détail, une traduction française venant d'en paraître dans la Connaissance des Temps pour /847, nous nous bornerons à une revue sommaire de ses opérations.
Le point essentiel dans le problème qui l'occupe , est d'éviter, dans la fonction perturbatrice et dans toutes les fonctions dont le développement est employé, des séries in/inies procédant suivant les puissances de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbite de la Comète. C'est là le but de son procédé. Appelant, comme précédemment, a le demi-grand axe, e l'excenlricilé, et u l'anomalie excentrique de la C<omèle, il met la fonction perturbatrice il sous la forme :
i2 = i; J — c^fi\wMi (cos. u — e/'(^,,/ •
k el /élanl toujours des nombres entiers et positifs, chacun des termes de Q. consistera en un nombre fini de termes qu'on peut ordonner suivant les sinus et cosinus des multiples de Tanomalie excentrique de la Comète, et les coefficients de ces sinus et cosinus étant des fondions entières el ra-
tionnelles de e et de i/ 1 — e''. Les quantités G, / se laissent aussi développer en fondions finies de Tanomalic moyenne g' de la planète el les coefficients de tous les termes de ces fondions sont des fonctions finies de son excentricité e' ■ En sorte que si l'on introduit ce développement de G,/ dans l'expression précédente de fi , elle prend la forme :
=rn — im.,^,,cos.{iu + i'g') +lN,,,.sin.(m + i'g'},
1/1 — e' oïl les coefficients M, ,, el N,,,, sont composés uniquement de fondions en-
tières et rationnelles de e' , j^ , e, \,^\ — c",elsin.- -— I, I étant
l'inclinaison des deux orbites. Les dérivées de la fonction perturbatrice nécessaires pour le calcul des perturbations de la longitude, du rayon vecteur et de la latitude, s'obtiennent aussi sous des formes analogues.
Les formules dans lesquelles elles entrent , sonl tirées de la Tlicoric de la Liinc ('; du môme auteur. Les perturbations de la longitude moyenne et du rayon vecteur s'obtiennent par l'intégration d'une fonction T des dérivées-^— et —--7 ^^ ^^ fonction perturbatrice, v, désignant la longitude vraie dans l'orbite. Ces deux dérivées peuvent se transformer en fonctions de -^ — el -^ — , X, V, z, étant les coordonnées orthogonales de dx (II/
la Comète. Les formules qui fournissent raltéraliou de la latitude ne renferment que -7^ . Ces dérivées ayant été mises sous la forme indi(iuéc, toutes les fonctions à intégrer seront de la forme
(') P. A. Hanscn. Fundutnaidi iioi'a Invesligationi^ OrbiUv verx tfuam Luna pcilmtrat. Gotha 1838.
— lOi —
^ sin.
ou î)icn
'' j COS.' '""^ /'//' + A) (f;/ .
7 \ sin. } ■ , ' ' , 4 1,
// représenlanl le moyen mouvement de la Comèle; h cl A élonl iiulépendanls du temps t. La seconde forme peut se ramener à la première, c'est de rcllc-ci que M. Hanscn s'occupe parlicuiieremenl , son intégrale n"a\ant pas encore été donnée, (-etlc intégrale ne peut avoir d'autre forme que la suivante :
k COS. (ia + i'o' + A) du = /. a sin. {tu + i'g' -f- A)
(A' +/ia;^,sin.[;i + \)u + i' g' + A\ + k -x:_^,sin.[{i-hT,u + i' g' -|-AH-elc. + /»• a; , sin.[ <— îf)u + /'//' + A] + A a; ,, sin.|(/— 2:7«4~ <Vy' + A] -4- etc.
ou les quantités désignées par a sont des facteurs constants. Si maintenant, nous différentions celte expression en ayant égard aux équations
a' :=z 7i' t + c' ; v= — : dt = — (I — c COS. ;/)(/«, et posant
nous aurons une nouvelle équation, qui devant être une identité fournira, en égalant les coefficients des cosinus des mêmes angles, les relations suivantes :
(y) 0 =>a;— (/+! H-rv)a;_^, +/a;^, , o = >a; — (/— l 4.rv)x;_, H->a;L, ,
0r:=:>a;^— (z + 2 + l'v)a;^,-f->a;^,, 0:r=),a;_,— (1—2 + 2 'v^aU +>oc;_3,
etc. etc.
(Jr on voit aisément que la loi de ces relations étant fort simple, on pourra en déduire la valeur du rapport '"^™"^' ou — ^"™^' , sous la
forme d'une fraction continue qui toujours devra être convergente, et se calculera facilement. Ayant donc «; , qui, après avoir exprimé a'.^i et a;^,
en foDclions de a; , sera donné par la première des équalions précédcnles, on pourra obtenir tous les autres facteurs d'intégration ot'.^, , a'_, , a\.. , <_: ; etc. On conçoit aussi que ce mode de procéder s'étend immédiatement à l'intégration de Asin. (iii + i' g' -{- A)dn en changeant dans la formule (A) qui précède, les sinus en cosinus et mettant des signes contraires.
Cette méthode de calculer les facteurs d'intégration est surtout applicable aux cas où À est petit. Si cette quantité est grande, l'emploi des fractions continues devient pénible, et il vaudra mieux employer un autre procédé, où l'auteur se sert avec avantage de certaines transcendantes introduites par Bessel dans un mémoire sur la Rechci'che de la partie des jjerturbations planétaires qui résulte du mouvement du Soleil ('\
Il suppose deux quantités js et y, liées l'une à l'autre par l'équation :
h c Si nous la multiplions successivement par h, — , —j , etc., et si nous
additionnons les produits, nous obtenons :
y\k-] h -4- + etc. = 1-^ < 'ru,^, + ?>a,^,^, -h ca,^„^, + elc.x'.
La différentielle de l'équation supposée est :
Si nous opérons sur elle comme sur l'intégrale , nous aurons :
dx
Comparant maintenant ces deux équations avec les relations (Y) de la page précédente, et donnant aux coefficients a _^, , etc., respectivement la signification qu'y ont <x\^^, etc., il en résultera:
dx '^ ^ i X X- S X
(') Mémoires de l' Académie de Berlin, janvier 1824. — Voyez aussi les mêmes Mémoires , années 1816—1817, p. 55. Jnalytische Juflôsung der Keplerschen Jufgabc.
et vu la manière dont a été obtenue cette équation différentielle linéaire du premier ordre, il s'ensuit que si nous l'inléj^^rous, et si nous développons sou intégrale en une série infinie, procédant suivant les puissances entières de X ; pour chaque valeur de l'exposant n, le coefficient de x' sera égal au facteur d'intégration a;_^„ , et par conséquent ces facteurs pourront être déterminés par l'intégration.
M. Hansen démontre ici, que si les moyens mouvements 7i et 7i' de la Comète et de la planète sont incommensurables , aucun des facteurs d'intégration ne peut devenir infiniment grand. Cette condition est nécessaire pour la solution du problème. Passant à l'intégration de l'équation (Z), il obtient :
y = a;-'-' c'^''~ "^' f-^""' c~'^'"~ ^'' dx + constante ,
où c représente la base des logarithmes népériens et w =; i + l 'v.
Les séries auxquelles équivalent les exponentielles c ^"^ ■ et f""^^"^"" ' '^ peuvent s'exprimer au moyen des transcendantes I; semblables à celles que Bessel a appelées I'., pourvu qu'on v fasse 2/ = /., et dont l'expression est :
^''-r2T3::r:,r~+ii^Ty)+i.2.o-fix,4-2,)Vi'y' i.2.3^<+ixi-i-'-^X'-t-3)v2j"^'""1
T/inlégratioa s'opère alors aisément, et on obtient:
X "le.- -^ ■î"+ - , <, •' — xT •'+ ^^ + — r ^'" + — ^ ■'" "^ — 3 ■''" + '"-v
( w-|-0 iLi-\-Z u-|-l ùi u) — l w — - u) — o )
-|- constante.
On démontre que les coefficients de ces deux séries infinies, dont le produit fournit la valeur de y, doivent toujours converger. 11 sera facile d'en déduire les facteurs d'intégration «;, a'^, , etc., quand on connaîtra les valeurs des transcendantes I- . Ces valeurs sont longues à calculer directe-
ment, aussi l'auteur donne-l-il une table des deux transcendantes il et 1) depuis A = 0 à À = 10, qui par une simple interpolation fournira leurs valeurs pour toute valeur de ) comprise entre ces limites. Il montre ensuite que cette table suffit pour obtenir toutes les autres transcendantes correspondant à des valeurs analogues de ). , vu qu'on obtient les relations générales
Enfin il indique comment on pourra obtenir les valeurs de ces transcendantes, lorsque / dépasse les limites qui précèdent.
Une fois ces procédés donnés, on se trouve en état d'intégrer les formules qui donnent les variations des coordonnées de la Comète. M. Hansen en fait immédiatement l'application au calcul des perturbations de la Comète d'Encke produites par Saturne, pour tout ce qui dépend delà première puissance des forces perturbatrices. Il compare ensuite ses formules absolues, aux résultats obtenus par ?>I. Encke lui-même, au moyen des quadratures mécaniques. Les différences que fournit cette comparaison se trouvent être d'un ordre de grandeur fort petit, et donnent ainsi une belle vérification de l'exactitude de ses calculs et de la rigueur de son analyse. Mais, encore une fois , remarquons que M. Hansen n'a traité complètement que le premier des cas qu'il a lui-même distingués. Le problème général ne sera résolu, que lorsque le troisième l'aura été aussi. Nous attendrons donc avec impatience l'impression de la seconde partie de son mémoire, où il nous annonce devoir s'en occuper.
Travaux relatifs à la dernière apparition de la Comète de Ilalley.
Il était naturel que l'approcbe d'une nouvelle apparition de la première et de la plus grande Comète reconnue périodique, engageât les astronomes à en fixer l'époque d'une manière précise, et à entreprendre à cet cllel le
calcul de ses perlurbalions. L'importance de celte apparition n'était , il est vrai, plus pour eux aussi grande que celle que le monde savant y attachait en 1759, parce que la théorie de la gravitation, à peine établie et encore contestée à celle époque, devait en tirer une de ses plus fortes preuves d'évidence; cependant de nombreuses questions d'astronomie physique se rattachant à ce phénomène, et Tinléressanlc vérification des progrès de l'analyse qui pouvait en résulter, devaient suKire pour engager les géomètres à se livrer avec soin aux recherches relatives au dernier retour de celle Comèle.
Dès l'année 1809, nous trouvons dans les mémoires de l'Académie des sciences de Paris, la mention d'un ménioire de Burckhardt lu le 10 juillet, où cet astronome rendait compte de ses calculs des perturbations, pour la ])ériode comprise entre les deux passages a^i périhélie de 1759 et 1835 ('). Pour vérifier et contrôler avec sécurité ses résultais, les Académies de Turin et de Paris mirent au concours celle importante question. A cette occasion MM. Damoiseau et de Ponlécoulanl publièrent des mémoires qui lurent couronnés, le premier en 1818,1e second en 1829. Ils renferment tous les deux les calculs complets des perlurbalions de la Comèle pendant ses deux dernières révolutions, avec un exposé sommaire de la mélhode employée pour les exécuter, et qui n'est autre que celle de Lagrange et Laplace, dont nous avons parlé longuement dans les chapitres II el 111. M. Damoiseau iixe i'inslaul du passage de la Comèle à son périhélie au 4,32 novembre 1835, el M. de Ponlécoulanl au 7,2 novembre de la même année (*) ; celle diflérence entre les résultats d'aussi longs calculs tient à des divergences dans les bases adoptées, c'est-à-dire, dans les éléments des orbites de la Comèle et des planètes perturbatrices, ainsi (juc dans les masses de ces dernières, qui , comme ou sait, ont subi fréquemment des corrections notables dans ces derniers temps. M. de Ponlécoulanl, tenant lui-même compte d'une de ces correcUor.s relative à la masse de Jupiter, fut amené à ajouter G jours à sa première détermination. Le passage ne
(^') Voyez aussi (onri. tic.'. Trnijis pour 1819. [>. 374.
(') Voyez Coitn. rli-i Triiips po-ir 1S32, p. 25, pour 1833, p. lOi, cl piur 1838, p. G7, cl Memorif dflld Fu'ulr .■Iciiilfiiiut tlclle SciciiZf ili Toniio, I. \.\IV, p. 3G.
devait plus arriver que le 13, l'observalion a donné le 16, c"es[-à-dire trois jours seulement de dilTérence.
Cette différence sera encore moindre , si l'on adopte les résultats de M. Rosenberger, professeur à Halle, qui s'est, de son côté, occupé activement du calcul dos perlurlialions de la Comète de lïallcy, cl en a rendu compte d'une manière délailléc dans le journal de M. Schumacher. Tandis que les géomètres français n'avaient tenu compte que de l'influence de la Terre, de Jupiter, de Saturne et d'Uranus, M. Rosenberger affirme Llstr. Nadir. , w" 276), que les actions de Vénus, Mercure et Mars, néf^lif^ées comme insensibles, peuvent produire une accélération de 6 '/. jours dans la période de la Coînèle , savoir 5 ' ., jours du fait de Vénus, et un jour par les attractions combinées de Mars et de Mercure. Nous nous arrêterons un moment sur les travaux de ce savant distingué, et sur les détails qu'il donne (') quant à la méthode par laquelle on rapporte le mouvement d'une Comète non plus au centre du Soleil, mais au centre de gravité du svstème solaire, considéré comme foyer de son orbite. Nous avons déjà vu Glairaut employer cet artifice pour simplifier ses calculs (page 10), et nous avons annoncé que nous donnerions par la suite les formules des géomètres modernes qui y sont relatives: voici donc celles de M. Rosenberger, qu'il donne d'après les préceptes de Bessel.
Appelons, comme précédemment, x, y, z les coordonnées de la Coiiièie rapportées à un système d'axes rectangulaires se coupant au centre du Soleil ;.r', y' , z' , x" , y", z" .... les coordonnées des planètes troublantes m' , m" ... ; la lettre r désignera toujours le rayon vecteur de la Comète. r' , r" ... ceux des planètes, p, p'... les distances de celles-ci à la Comète • nous poserons 'p" égal à la troisième puissance de la dislance des deux
planètes m' , m" et ainsi de suite. Soient enfin X, Y, Z les cooi'données du ccnlre de gravité de notre système solaire, en sorte que
-_ m' x' + ni"x" -\-ni"'x"' + etc.
oii M = ni -+- m" -f- m'" + etc. , et la masse du Soleil = 1.
(') Astivnoinischc ^dchriclilcii, t. XI, n° 250.
r.cs équations qui déierminenl le mouvement de la Comète et des planètes autour du Soleil seront :
d'x ^^ X j^m' x' ni' (X — x') _. m" x" m"{x — x")
d\r' , i\Jrm')x' , m" x" , m"ix'-x") , m"'x"' 7n"'{x'-x"') ,
etc.
et d'analogues en y, z, y' , z' , etc. Si l'on multiplie les équations (.5'), (o")... respectivement par , , - , etc., leur somme devient :
d^ , ïn'a-' , 7ti"x" in"'x"' dt ' r r ■' r •'
Si en outre nous posons :
etc.
ï, V), Ç, Ç', r/', i^', ç", etc., étant les coordonnées de la Comète et des planètes, rapportées à un système d'axes se croisant au centre de gravité et parallèles aux premiers , et si l'on retranche cette équation de la relation (^5) , on obtient :
d^^x_ ^ m'jx—x') , 7n"{x—x") ?n"'{x — x"')
" ij , «i- , //t (.«- u, ] , III, \ui — O- / III i^ — kiu )
Equation , (pii avec les deux anologues en ri et 'C, détermine le mouvement
du centre de tique avec celle-ci :
de la Comète autour du centre de gravité du système solaire. Elle est iden-
lu
El comme ^ = — -f (^ _____ ^^ ei^ désignant par R la distance de la Comète à la nouvelle origine, on peut encore récrire:
ou enfin, en mettant m''^' + ?w"i"+ ?«'";'"+ etc., à la place de X.
Le mouvement de la Comète autour du centre de gravité du système sera donc le même, que si ce point était le siège d'une force centrale éiiale à 1 +W, et qu'en même temps elle fût sollicitée par les forces perturbatrices suivantes, A, B et C, parallèles aux axes coordonnés:
A=(ï + X)(i-^0 +»''i'-;)(s -^) +'»":r-l)(ji-;,,') +etc. W B = ,+T(i-l,)+„/(,/-,',(i-i}+,„"(,;--,)(jl-i).^e.c.
. c=(;+z,(l-l) +«'(;'-ç:(i-i) + ,„"s"-:)(sU^;.) + eic.
Si la distance de la Comète au Soleil n'est pas trop petite, on pourra facilement exprimer T— ^ rry ) au moyen d'une série très-convergente,
et ce n'est que dans ce cas là, qu'en général le mouvement de la Comète doit être rapporté au centre de gravité, et qu'on doit faire usage des équations (^). En effet on a alors :
r- = x- + y' + z' = R' -f 2P + JT , où
P = ?X -j- ,;Y + rz ; R- = X- -f- Y- 4- Z%
et par conséquent P et R sont de Tordre des masses perturbatrices. On en déduit :
/?-i-T^/'^ ^ > — 3P.? 3PX 15 P-.^ 3 R-.?
{^ + ^){^ ,., -wJ^^' ir" + ^ "R' — V^r ^'^•.
et de là pour les expressions des forces troublantes :
=[.n'.,r-<^ - 7^) +-"(r-r :( ^ - ^) +eic. - ^]
3P.X , il 2!1 _ 1^ K-.g
3P.Y ii.^_Ai^ R' "^ 2 R^ 2 iV ■^^^•
<: = [m'(C'-0(i^-7)+m''r-:)(l^-7T)4-elc.---f]
Très-souvent il sufûra de ne considérer que les termes compris entre les
|)arenlhèses j
Déterminons maintenant la direction arbitraire des axes coordonnés, de manière que le plan des cr, coïncide avec celui de l'orbite de la Comète autour du centre de gravité pour l'instant du calcul, et l'axe des ? avec son rayon vecteur ; on aura ? = R , -/i = Ç = o ,, P = RX , et on déterminera par le moyen des équations (d) à (?) du chapitre précédent, les variations dés éléments de l'orbite de la Comète rapportée au centre de gravité du système. On posera à cet effet |ji=1 4-M,et appelant A', B', C les forces perturbatrices dans les directions déterminées, elles prendront la forme suivante :
^^1 In 37;i'ç' „.,„ ^- / 1 1 \ Gm'T , .
(>) B'=mV(^--)4-^.(-î^-yr)+etc.— ^ / 1 1 \ .w,/ 1 In. 3XZ
L'avanlage que présente ccl ordre de calcul , consiste en ce que les parlies des forces perturbatrices A', B', C qui dépendent des petites planètes, diminuent parfois tellement, qu'on peut sans danger les négliger entièrement. Pour la Comète de Halley, qui se trouve la plupart du temps à de très-grandes distances du Soleil, cet avantage est encore accru, en ce que les perturbations qu'elle éprouve de la part de Jupiter, Saturne ci Uranus, au moins dans la plus grande partie de son orbite, sont beaucoup moindres et plus aisées à calculer, si l'on rapporte son mouvement au centre de gravité du système solaire, que si on voulait calculer immédiatement les variations de ses éléments par rapport au centre du Soleil.
Ces formules pour rapporter le mouvement d'une Comète au centre de gravité du système solaire étant données, il est nécessaire encore d'indiquer une méthode par laquelle on puisse déduire les éléments qui déterminent le mouvement de la Comèle autour de ce centre de gravité, des éléiisents de son orbite autour du Soleil et vice versa. Cette méthode s'obtient fijciiemcnt par la considération des inlégrales premières du rnouvemenl elliptique, dont nous avons déjà fait usage pour en conclure les formules des variations des éléments, pour la déduction desquelles nous avons renvoyé à la Mécanique Cclesle, liv. Il, § 18. Ces intégrales donnent, comme ou sait, les constantes du mouvement elliptique d'un corps céleste, autour du foyer de son orbite, en fonctions des coordonnées relatives à ce point, et des composantes de sa vitesse, parallèles aux axes coordonnés. Si on applique ces équations aux deux orbites en question, il est évident que la (lillerence des deux systèmes d'éléments s'en déduira immédiatement. Cette opération est essentielle, parce qu'il n'est point avantageux de transporter le centre d'attraction du centre du Soleil au centre de gravité du système dans le calcul des perlurbalions pour l'orbile entière de la Comète. Ce n'est qu'à partir d'un certain écarlenient de la Comète au Soleil, comparé à celui de la planèle trou!)lanle au même corps , qu'il sera convenable de changer l'origine des axes de place , et souvent même ce déplacement se fera successivement pour les dilTérenles planètes perturbatrices, ou du moins pour les différents groupes de ces planètes. Le grand avantage de rapporter le mouvement au centre de gravité du système, qui ne subit aucun dérangement par le fait des attractions réciproques, réside en ce que la partie de la force perturbatrice qui, dans la forme ordinaire, dérive de l'action de la
|tlanèle troublaiile sur le Soleil, disparaît. Outre cela, les termes où entrent les coordonnées de la planète perturbatrice s'annullent, ou du moins diiniiiuent considérabloment, en exceptant cependant l'influence qu'elles ont sur la détermination de la distance des corps troublant et troublé. Si donc de prorapts changements de ces coordonnées exigeaient, avec la forme ordinaire, de très-petits intervalles dans le calcul des variations des éléments , il suffira de les calculer pour des espaces de temps beaucoup plus considérables après celte transformation.
M. llosenberger nous dit lui-même que l'exactitude de ses calculs, relatifs à la Comète de Halley, aurait été, en partie du moins, tout à fait illusoire, ou la complication de leur exécution entièrement insurmontable s'il n'avait fait usage de cette méthode , dont la première indication se trouve dans la pièce de M. Argelander sur la Comète de 1 8 M , déjà citée p. 86 , et que cet auteur distingué nous annonce lui avoir été transmise par son illustre maître Bessel.
C'est un travail de ce grand astronome (ju'il nous reste encore à analyser. H a été publié en 1836 dans les Jslronomischc Nachrichlen (n° 313 et suivants) sous le titre : Beilrag zu den Mcthodeii die Slurungcn dcr Kometcnzu hercchncn, et nous le mentionnons ici, parce que son auteur V a joint comme application le calcul des perturbations de la Comète de ilalle} {)roduiles par la Terre. Il a choisi rinfluence de la Terre comme exemple plutôt que celle de Jupiter, en raison de ce (jue ses procédés s'appliquent [)lus [)articulièrement à la délerminalion des perturbations qui sont produites par les planètes les moins éloignées du Soleil , et pour la partie supérieure de l'orbite des Comètes. Voici les principales idées qui forment la base de sa méthode.
Si on donne au coefficient différentiel d'un élément c de l'orbite de la Comète la forme suivante :
[M] —j— -■= />"-h//cos. n' l -\- p'coi- 2n' t -\- /r "cos. '!->n' t-\- ....
-f v'siu. 71 l -\- g'sin.'i n' l-\- (/'"sin. 3 «'/....,
expression dans laquelle ii' t représente l'anomalie moyenne de la planète troublante, dont nous considérons l'inlluence seule, et où jh p' , l^",-q' , q" ... sont des fonctions du temps et des éléments des deux orbites; on
aura la varialion de l'élémenl c pendant un temps déterminé, en prenant rintégrale de celte expression pour toute l'étendue de cet intervalle :
- Sc= fp'.dt -h I (2)' COS. 7i't + q's\n.7i't)dt ■ ' + 1 {i)"cos.'2ii' t + q" sm.27i' t)dt + e\c.-
Or, on peut développer les intégrales des termes de celle expression, qui renferment les sinus et cosinus de l'anomalie moyenne et de ses multiples, en séries dont la convergence dépend de celle de la suite des coefûcienls dillérentiels ôc j)' , q' , 1)\ q" Si, en effet, on leur donne la forme :
/ (p'cos.n't -H g'sin. 71' t) dt — P'cos.7i'f + Q'sin. n' t
fip"cos.'2?i' t-h q"s\n.2n' t)dl = P"cos.2«'f + Q"sin.2w'f,
on obtient en différenliant la première de ces formules , cl en égalant respectivement les coefûcienls des mêmes lignes trigonomélriques :
^.. . ^ dP' dQ' . . , , . r
Ehmmant — - — et — ^ par la comparaison de ces deux équations avec
leurs différentielles, on aura :
n''^ n'-' dt~^^n'- dt' ' «' "^ /i'- dt ~ '^ ii"- dt'
Si l'on différentie ces deux équations 2, 4, 6... fois, et qu'on en chasse chaque fois le coefficient différentiel de l'ordre le plus élevé par la différentiation suivante, on en déduit :
n''^7ï'^ de 11" de ^"'^ 71'-- dt 7i" de^n" de
^ n' w" de'^ 7i" de ■'"*"«.'- dl 71" de '^71" de
formules qui donneront évidemment P", Q" , P'", Q"', etc., si au lieu de p' , q' , 71' on écrit respectivement 2^", q", 27i'; p'", q'", 3w';etc.
Un peut employer celle inlé^^ralion des termes périodiques de l'expression de dv, quand les valeurs de p' , q' , p" , q" .... et de leurs coefficieiils diflérenliels sont connus pour les deux limites du temps, et si les séries qui expriment P', Q' , P", Q", etc. sont convergentes. Le terme indépendant de la position de la planète troublante doit être intégré à part et par une méthode différente. Il s'agit donc, pour le moment, de trouver le moyen de connaître P', Q', P", Q", etc.
Pour cet effet, Bessel rapporte ses positions à un système d'axes reclangulaires, ayant leur origine au centre du Soleil, dont l'un coïncide avec le rayd"!! vecteur de la Comète, et le second situé dans le plan de l'orbite est Iterpendiculaire à ce rayon vecteur. 11 décompose suivant ces trois axes la iorce perturbatrice, et transforme les expressions des composantes en fonctions des anomalies vraies y et y' des corps troublé et troublant; prenant ensuite les formules des variations des éléments, il y substitue ces expressions , et obtient ainsi les coefficients diflérentiels de ces éléments en fonctions de ces deux variables. Pour les mettre, maintenant, sous la forme [jf , on se servira de l'interpolation. On combinera les valeurs connues de y et ;• correspondant à un certain instant donné, avec un nombre ut de valeurs de «7
Pour chacune de ces m valeurs, on calculera les termes des formules précédentes qui renferment y' et r'. el que Bessel a réunis pour simplifier sous trois formes seuleniLMil, qui reparaissent les mêmes dans les diflérentes équations; on cherchera ensuite la formule périodique qui s'adapte aux m valeurs de chacune de ces expressions. Si m a été pris assez grand pour que les j)remier5 termes seuls de ces expressions soient sensibles, on a obtenu le développement ciierché ; on aura ainsi, pour un temps donner, les développements des coefficients différentiels des éléments de l'orbite, sous nwQ: forme analogue à l'expression [M). On en déduira ceux de leurs propres coellicienis dillérentiels des divers ordres, après avoir calculé Texpres-
dc
>ioii de -T- , non pas seulement pour le lemps r où doit commencer l'intégrale oc , mais pour les instants :
C'est de la suile des valeurs de chaque coefficient et de leurs différences, qu'on pourra extraire ces coefficients différentiels. Toutes les quantités nécessaires pour calculer P', Q' , p", Q".... seront ainsi connues. L'emploi de cette intégration des termes périodiques des variations des éléments dépend delà convergence des séries qui expriment P', Q' , P", Q".... Celleci sera évidemment d'autant plus grande que la Comète à l'époque r, sera plus éloignée de son périhélie, et son mouvement plus lent et plus uniforme.
Quant au terme de l'expression (M) de oc qui est indépendant des sinus et cosinus de l'anomalie moyenne de la planète perlurhatrice, nous trouvons son influence calculée et exprimée au moyen de formules dans l'ouvrage de Gauss : Detcrmmatio Altractionis , e\.c., Gottingœ 1818; cependant, dans le cas qui nous occupe, les distances de la Comète au Soleil étant beaucoup plus grandes que celles de la planète troublante au même astre, on peut profiter de cette circonstance pour le calcul, et voici comment. Nous avons vu que les composantes de la force perturbatrice parallèles aux axes, sont fondions des coefficients diflérentiels de la quantité It (p. 57;. Poisson (') a exprimé les variations des éléments au moyen des coefficients différentiels de la même fonction , pris rel.ativement aux éléments mêmes de l'orbite , d'après ses propres travaux el ceux de Lagrange et Laplace. Le terme de celle fonction indépendant de ii't, que nous avons seul à considérer dans ces formules, est :
m' lY a^x' -\- yi/' + zz' In , , "o — Ik '3 )(l.n(.
La première partie en disparaît évidemment, et il se réduit à
ou , à cause de d.ti' l = (\ ~c' cos. ii ' ; du ' ——-, du' :
(') Jowiuil ,lr l'Rcolf l>o{}li-clim'c/uc, I. VIII, p. 308.
u' étant l'anomalie excentrique de la planète. La portion de R qui seule
est à considérer ici , est la partie du développement de — , — procédant
suivant les sinus et cosinus des multiples de u' , qui est indépendante de
l'anomalie excentrique u' .
Si l'on développe — , qui en raison du système d'axes adopté vaut , en une série de la forme :
[/r- — 2rx'-+- r'
U" rt'LT" a'-V"-' a'^W
procédant suivant les puissances de -; , et qu'on désigne par V", a'V" , rt''-V'-\.... la partie des produits des dénominateurs de ses différents termes, multipliée par -;t- = 1 — e cos- ti' , qui est indépendante de ti' , la portion de R que nous aurons à considérer ici sera :
~m'] 1 1 1 h etc. ■
Bessel donne le développement complet de celte partie de R, indépendante de la position de la planète perturbatrice, jusqu'à la sixième puissance de
— : cette approximation est le plus souvent plus que suffisante pour le ;•
calcul des variations des éléments, en particulier pour l'exemple auquel il fait l'application de sa métliode , et où il considère les perturbations de la Comète de Halley produites par la Terre.
Comme les coefficients dillérentiels des éléments, pris par rapport au temps, sont exprimés en fonctions des coefficients différentiels de R, pris relativement aux éléments, et que l'intégration des premiers doit être prise pour tout l'intervalle de temps, pour la durée duquel on veut déterminer les variations des éléments, on peut arbitrairement: ou bien différentier d'abord R par rapport aux éléments et intégrer ensuite relativement au temps, ou bien faire précéder l'intégration et ensuite différentier l'intégrale ob-
tenue. C'est celle dernière voie qu'a suivie Tauleur ; il a donc cherclié d'abord :
'n = ÇY{dt = ,_ _^ Ç^r-.d'^ ;
ou, remplaçanl R par la série obtenue, dans laquelle le terme qui renferme
V^' est déjà insensible, et mettant i)our /• sa valeur -r- — = .
l+ecos.v 1 -hCCOSy
J 1 -f-ecos.«* h J ^
a'^ /• a'-' r -j^ j V'^C +ccos.'^,UZj — -- / Vf^(l+ecos.y)-rf'jj.
Différentiant ensuite cette expression, par rapport aux éléments qui entrent dans les formules des variations, il obtient directement les altérations des éléments de la Comète pour le commencement et la fin de l'intégrale ; leur dilTérence donnera la parlie des perturbations de la Comète indépendante de la position variable de la planète perturbatrice, pour le temps auquel s'étend l'intégrale calculée. Il applique immédiatement ces procédés à l'exemple indiqué, et remarque qu'ils peuvent s'employer également, soit (ju'on rapporte le mouvement de la Comète au centre du Soleil, ou au centre de gravité des corps attirants.
Dans une seconde section de son travail, Bessel expose une méthode approximative pour la détermination des perturbations des (>omètcs lors- ([u'elles se trouvent à de grandes dislances du Soleil, méthode qui facilite et abrège beaucoup les calculs , tout en écartant très-peu de la réalité. Elle est fondée sur la remarque que nous avons faite (p. 27) avec d'.\lembert cl Lagrange, qu'une Comète qui est beaucoup plus éloignée du Soleil que la planète perturbatrice, se meut à très-peu près autour du centre commun de gravité de ces deux corps, comme si elle était attirée vers ce point par leurs deux masses réunies. Si donc, comme à la page 1 10, je rapporte le mouventcntde la Conu'te à ce centre de gravité, ne considérant riniluence (jue d'une planète troublante, et que j'appelle a-, , .y, , z, , r, les coordonnées de la Comète relatives à un système d'axes se coupant en ce i)oint.
j'aurai pour équations de son mouvement des relations de la forme "] :
d-x' , . , ,.^r, r , m' ,\\ ,, , ,x, , / , , vi' ,\\
et d'analogues en »/, et z,. Si j'y introduis la fonction les mêmes équations deviennent :
gravité, on voit donc que les deux premières puissances de — disparaissent;
dl- rj' dx,
etc.
Si maintenant on développe R, d'après les puissances de -;- , on trouve
que le développement commence avec le cube de cette fonction, tandis que
celui de la fonction R employée dans le mouvement autour du Soleil ren-
terme déjà — . En rapportant le mouvement de la Comète au centre de
c'est dans cet amoindrissement de la force perturbatrice, et partant des
perturbations, que réside l'avantage de ce changement dans l'origine des
axes. La nouvelle approximation que propose Bessel , consiste maintenant
à ne prendre dans le développement de R, procédant suivant les puis-
sances de — , que le terme en — ^ , et de chercher les corrections des
éléments qui résultent de sa prise eu considération. Il donne fort au long tous les développements et les formules nécessaires à ces calculs ; mais nous ne le suivrons pas dans ces détails, que les limites de cet écrit ne nous permettent pas d'aborder.
(') Ces équalions se déduisent immédlalement des deux correspondantes du mouvement de la planète et de la Comète rapportées au centre du Soleil , en y faisant :
^ = ^- + T~i — T^' ' .>=.>■■ + 1—1 — rf ' - = ''+Tn — r
j- 77i' ' 1 -j- Pi' 1 -j- m
CIÎAPITIIE CINQUIÈME.
Comète dos&t on a oSji^ei'vé pBga»ssefirg »|$paE'i<ioiis.
Si nous récapiluions les méllioclos, que nous venons d'examiner, pour io calcul du mouvement IrouMé des Coraclcs, nous voyons qu'elles diiïèreni pour les diverses parties de l'orbite que l'on considère. L'intégration des i'onnules, qui expriment les variations des éléments, par les quadratures mécaniques fournit, il est vrai, un mojcn sur de calculer les perturbations ])0ur toutes les positions de la Comète; mais des procédés simpliOant les calculs fort longs qu'elles exigent, ont clé donnés pour les portions extrêmes de l'orbite, c'est-à-dire pour la partie qui avoisine le Soleil , et pour celle qui, au contraire, en est beaucoup plus distante que les planètes perturbatrices. Dès que la Comète s'approchera de celles-ci, il faudra recourir toutefois aux quadratures, dès lors renoncer à obtenir une expression analytique des perturbations, et se résoudre à reprendre jiour chaque nouvelle apparition un calcul, qui de l'aveu des plus cminenls géomètres ?i'a jamais de fin. Celte conclusion n'est-elle cependant pas un peu précipitée, et devons-nous abandonner la pensée d'obtenir des formules générales pour le mouvement troublé des Comètes? C'est la question que nous nous proposons d'examiner dans ce chapitre, en nous occupant particulièrement du cas, où l'on a observé plusieurs apparitions successives de la même Comète et exécuté pour chacune d'elles le calcul de ses perturbations relatives.
Nous avons vu, p. 116, Bessel arriver par l'inlerpolalion à exprimer, en séries procédant suivant les sinus et cosinus des multiples de la longiludc moyenne de la planète troublante, les coefticienls dillérentiels , pris par rapport au temps, des variations des éléments, pour le cas particulier oii l'on considère une Comète dans la partie de son orbite, où elle se trouve à
de beaucoup plus grandes dislances du Soleil que l'aslre perlurbaleur. La erandeur des excentricités et des inclinaisons des orbites coniétaires, empêche d'étendre ces procédés à leur trajectoire tout entière, mais on sait (pie dans la théorie des planèles ils sont d'un emploi fréquent cl avantajicux.
L'interpolation a en général pour but, de trouver l'expression générale d'une fonction d'une ou de plusieurs variables, au moyen d'un certain nombre de valeurs déterminées de cette fonction , correspondantes à des valeurs connues de la ou des variables qu'elle renferme. Ainsi la fonction perturbatrice R p. 56), qui se développe algébriquement dans la théorie des planètes en une série procédant suivant les sinus et cosinus des mullij)les des longitudes ou anomalies moyennes des astres troublé et troublant, cl dont les coefficients des dillérents termes renferment les puissances ascendantes des excentricités des mêmes astres (Méc Ccl., liv. Il, n" 43 et suivants , peut aussi s'obtenir par les formules d'interpolation, de même que ses dérivées.
Désignons en effet par T et '4' 'f^s deux anomalies moyennes, qui entrent comme variables dans la composition de la fonction R ; nous pourrons ])Oser R = /'(r, ^'). La question est de trouver l'expression générale de son développement, au moyen d'un nombre suffisant q de valeurs numériques de la fonction, valeurs qui se calculeront au moyen de sa forme ordinaire ,
A a\r' + yi/' -h zz' 1 )
OU K = m /- + r - — ^ rr s ■ ,-- ;
appelant .v le cosinus de l'angle compris entre les deux rayons vecteurs /' l't /•' , et qui est fonction des anomalies ou longitudes des deux planètes, en donnant à ces anomalies ou longitudes les valeurs particulières qu'on jugera convenables.
Donnant premièrement à ij' une valeur particulière i, la fonction R" correspondante, ne contiendra plus que la seule variable T, et se mollra sous la forme :
R(" = Bi'> + B;^ COS. : -i- B; COS. 2 : -h B;' ces. 3 ; -f- etc. + Ai'sin. : + A/'sin. 2'! -f- A:/^sin. 3 r -f etc.
Si nous donnons à '^', de même, q valeurs diiïérenle», nous obliendrons q valeurs correspondantes de la fonction R, et par là q équations propres à déterminer autant de coefficients B, , A, , B, , A, , etc. Mais chacun de ces coefficients est fonction de valeurs particulières do >'; pour avoir son expression générale, il faudra donc refaire à son sujet la même série d'opérations, c'est-à-dire donner à T des valeurs particulières et en déduire les valeurs correspondantes de R en fonctions de la variable "^' seule. On arrivera ainsi à q systèmes de q équations à q inconnues, pour la résolution des- (juelles on a recours aux formules d'interpolation, sous peine d'être entièrement arrêté par l'extrême complication des calculs. Voici celles que M. Liouville a résumées dans son Journal de JlallicjncUiqiics , année 1836, page 206, et qui fournissent immédiatement les valeurs des divers coefficients des développements qui précèdent. Elles se déduisent promptemenl de la théorie des équations binômes. Cette théorie nous fournil par la résolution de l'équation x'' — 1 =o,
q valeurs de l'expression y i qui sont :
cos. \- ]/ — l.sin. -— , COS. — - -f- V/ — l.sin.
cos.llîIz!hL-4-\/Trrsin.lIi=12^.
La somme des ^; "■" puissances de ces racines devra être nulle, si p est différent de q ou d'un de ses multiples, car cette somme doit être égale au coefficient du second terme de l'équation, et ce second terme n'existe pas. [ille devra être égale à ^ , si p est égal à g ou à l'un de ses multiples , car c'est la condition même par laquelle ces racines ont été déterminées : chacune d'elles élevée à la puissance q doit reproduire l'unité, etparconsé- «jucnt aussi, si on l'élève à une puissance marquée par un multiple de q. On a donc, en supposant ^^ > o et différent de q, Iq , 2q, elc ,
l + ^'cos. -^ +/=:r.sin.^y+rcos.— -{-V/=r.sin. — V+..
.... -f-( cos. —^ ^~ 1- l/— l.sin. —^ — )= o :
ou en verlu de la formule de Moîvre, égalant séparément à zéro la partie réelle et la partie imaginaire :
2»TT 4»T7 G»- 2lV/ — 1)»- 1 + COS. — 1- COS. ~ f- COS. — h .... + COS. -^ ^-^-— = O
Q fl q q
sin. —^ — + sin. ~ 1- sin. [- -f- sm- — — — — o.
Là seconde é(jualioii existe aussi pour p =z o , ou pour p égal à fuu des multiples de q.
r.ela posé, reprenons l'équation
•t-) K = /•(:) = B„ 4- IB,, COS. i>; + IX,. si n . jï: ; taisons V successivement - = 0, ., = — -, ,= ...._— —^^
li iijoulons tous les résultats obtenus. Les coefficients de B„ , B^, B,, , etc. seront égaux à q, et ceux des autres termes seront nuls, on aura donc :
q li.,H-B,-}-B,, + etc.,=/'(o) + /'(-Vr/\-)+--+/'r-^^^^"-'j
et si les coefficients B,^, B, , etc. sont négligeables, on en déduira la valeur du preniicr, B„ , égale à la somme des valeurs particulières du second jncndjre divisées par q :
( rénéralemciit , si on représenic l'expression
V ,01 -}- y ( r -I- y (2) H- . . . . -^ 'j q—]) par i:;/ y y.) , on j)0un'i! écrire :
([uelle que .soit la fonclion /•;.,). — Voilà pour le premier coeCncienl du dé- \eloppement de 11, voyons maiidenani l'expression d'un cocnicieul d"ordre quelconque, A^ et B^, par exemple.
Si dans l'équation .r) qui précède, nous remplaçons /) par p,, et
,juc nous considcMioiis }) comme une valeur parliculièrc de /),, elle
(levienl : ....
■ . . /-(r):^B, + IB , cos P.C+ ^A .sin.p.r. ■
Mulliplions ses deux membres par ces. p'C,, on aura : . ;..
COS. pr/tO ^ B„ COS. 2K + l ^B,M [COS. (p, + P) ^ + cos. p—p ? ] • 4-UA„[sin.(p,-h?>);-f sin.(p — ZJ):i.
Faisons } maintenant successivement : •
.. _ 2^7 ^ _ 4Tr ^ ^ jjP + g— ')-
et ajoutons les résultais, nous verrons que tous les coefficients de B, , B, , B, .... B,^, deviennent nuls, excepte celui de B,, qui est égal à p + q- En néL^ligeant les termes d'ordre q , on aura donc
et semblablement
B ^ — ^ — ^'^' r [ -^^^^ cos. — —- , ^ ■ ' Kp -\-q ' P + q
La convergence des séries, au moyen desquelles se laisse exprimer la fonction 11 dans la théorie des planètes, permet de négliger les termes des six, sept,.... dixième ordre, et dès lors de prendre le diviseur de la circonférence q, égal seulement à 8 ou 10, à cause de Tavantage d'emplou'r comme tel un mulliple de 4. Le calcid de Texpression générale de R s-eflècluera donc aisément par ces formules, ainsi que celui des dérivées de cette fonction, quf entrent dans les formules des varialions des éléments. Ce n'est que lorsqu'on les a obtenues , qu'on intègre pour avoir les valeurs Iroublées des éléments eux-mêmes.
Ce que l'on fait ainsi, dans la tliéorie des planètes par rai)porl aux dérivées des perturbalions, ne pourrail-on pas le faire pour les Comèles |.ar rapport aux perturbations elles-mêmes? C'est là la question qui nous paraît devoir être résolue par l'iillirmalive (pour la partie du moins qui dépend (le la première puissance des masses), et que nous essaierons de dé\elopper
ici. Au lieu d'avoir, comme dans Tcxemple qui précède, à calculer Texpression générale de la force perturbatrice au mo}en d'un certain nombre (le \aleurs particulières qu'on en po-sède, ce sont les coelTicienIs des perturbations absolues que nous déterminerons au moyen de valeurs numériques connues des perturbations relatives qu'on aurait obtenues par les quadratures), et au moyen de certaines équalions de condition.
Supposons donc une Comète périodique, dont on ait observé plusieurs apparitions, et calculé pour chacune d'elles les perturbations relatives, produites par une planète troublante. Désignons par a l'un quelconque des éléments de l'orbite de la Comète , de la variation duquel nous voulons chercber la formule générale, et par t le temps compté à partir de l'un de ses passages au périhélie, du premier par exemple. Appelons aussi s' l'anomalie moyenne de la planète perturbatrice, et n' son moyen mouvement. La forme sous laquelle je désire mettre l'altération èa de réiément considéré, produite par l'action de la planète, est la suivante :
oa = A.sin.:' -|- B.cos.:' -1- Kt -^ A,sin.2:' + B.,cos.2:' -+- A,sin.3;'-|- B.cosS;' + etc.
J/anomalie moyenne 'Ç sera l'argument général dont on se servira, A, , B, , A, , B, .... et K sont les inconnues du problème, qu'il s'agit de déterminer.
Soit G l'intervalle qui sépare deux passages consécutifs au périhélie. Représentons par P -l- «^rt, , P-{-<5rtj, P 4- rjft. , etc., les perturbations absolues de l'élément a pour les différentes périodes, âa, , 8a, , Sa.^.... étant ses perturbations relatives, calculées par les procédés ordinaires, depuis le premier jusqu'au second passage, depuis le second jusqu'au troisième, et ainsi de suite. On aura les équations :
A, sin. :;' + B, cos.û'lA, siD.2C' + B, cos.2C' + etc.r=P, (jA A. sin. (C' I «'Ô) + B, eos. (Z,' + k'ô) + A. s'in. (2t;' + 2«'0) + B. cos. (2^' + 2«'Ô) + elc . + K9 = P + oV, , A, s'in.(?;'+ 2"'e) + B, cos.(j;'+2«'6) + A. s'in.(2>;'+ 4n'0) + B. COS. (2?:'+ 4n'9) + etc. + 2K6 = P I Sa, , elc.
Les inconnues sont toujours K, A,, B,, A.,, B, , etc., et en outre P,
poriiiibalion absolue de rélémcnl a de la Comèle au premier passage observé. On pourra en délermiiicr autant qu'on aura d'équations de celle fornie, c'esl-à-dire autant qu'on aura calcuié de séries de pcrturl»alions relatives de la Comète.
Pour faire disparaître les deux inconnues K et P, et pouvoir traiter les relations qui précèdent de la manière indiquée, nous les retrancherons membre à membre et deux à deux. Mettant alors les coefficients des inconnues A, , B,, Aj , B, , elc, sous la forme du sinus ou cosinus d'une somme de deux angles, moins le sinus ou cosinus de la différence des mêmes angles, c'est-à-dire posant par exemple le coefficient de A, ,
si„^(Ç'+„-0)-sin.L:'=si„.{(;'+'-^)+!^^}-si„.{(ç'+!^)_^j jiuis, développant ces lignes trigonométriques, on obtient :
A, 2sm. — ^ cos. (^^' -f- -^j — B, 2sm. -^sin. (^c,'-[- -^_j
+ A, 2sin. 7t'0 COS. (2 ;;'+ /i'O)— B, ? sin. 7i'0 sin. (2 ;'-}- n'O) + etc. + KO = <îa,
A,2sm. -^-cos. (^^'H —) — B, 2sm.-^- sin. (^^'-j--_,^^
+ A,2sin.?i'0cos.(2;' + 3«'0) — B.,2sin.w'0sin.(2;'-H3??.'0)
-h elc. ■ -|-KOr^r]rt, — Jr/,
i'I ainsi de suite. Retranchant ces nouvelles équations membre à membre , et posant
4sin.-— — - 4sm.--— -
4sin."-7i'0 ' 4sin.-yi'0
etc.
On obtiendra, après des transfoimalions analogues aux précédente^, di'< éijualions de la forme :
.r, sin. (;' + n'()) + y, cos. (Z' + n'')) H- œ, sin. (2 ;'' + 2 n'b) + ?/. cos. (2 :' -h 2 n'O) + etc. = 0(7., — 2oa,
<•( (i'aulres seniblahlcs. Ces relations en x, , y, , a:,, y., clc, peuvent èlrc traitées direetenienl par les formules (rinterpolalion, quel que soit d'ailleurs leur nombre. Dans la pratique, et pour les Comètes, l'applieation de ees formules se simplifierait beaucoup, en ee qu'il serait suffisant d'avoir les periuri>ations pour les époques moyennes des retours au périhélie.
Le coefficient K déterminé de la manière indiquée, ne le serait peut-être pas suffisamment exactement, puisqu'il se trouve multiplié par le temps el exige par conséquent une plus grande approximation que les autres coefficients- Il sera donc convenable de déterminer à l'avance la valeur de ce coefficient séculaire, et le terme KO des équations (::;; étant alors connu, on s'arrêtera aux différences premières des équations précédentes.
Aucune Comète périodique ne compte jusqu'ici un nombre suffisant d'apparitions, pour que nous ayons pu essayer de lui appliquer ce genre de calcul. On pourrait, il est vrai, calculer à Favancc les perturbations relatives, [)ar le moyen ordinaire, pour des révolutions futures, el s'en servir ensuite comme de quantités données pour l'interpolation. Mais le temps nous ayant uianqué pour entreprendre im semblable travail, nous nous bornons à indiquer aujourd'hui le principe de ce procédé, quitte à reprendre plus tard ce sujet avec plus d'étendue. Quoique ne pouvant s'appliquer qu'à un nombre de cas restreint, et n'étant praticable qu'au bout de calculs préliminaires par la voie ordinaire et lente des quadratures mécani- (jues, nous croyons cette méthode générale et susceptible de résoudre d'une manière satisfaisante le problème des peiturbations absolues des Comètes.
:i :::.! ■: ii< . ,
NOTES
]yOT£ I.
Altération du demi-grand are de lorbilc d'une Comète troublée, dans son tnouvemenl autour du Soleil, par l'attraction d'une ■planète , qui est censée agir sur elle suivant deux forces rectangulaires, situées dans le plan de l'orbite de la Comète : l'une y dirigée suivant le rayon vecteur, l'autre k perpendiculaire à cette direction (p. 12;.
On sait (Mec. Cet., t. I, p. 190) que V étant la vitesse d'un corps circulant autour Ju Soleil , r son rayon vecteur, a le demi-grand axe de son orbite , et j^ la masse du Soleil qu'on peut prendre pour unité , l'on a
Si l'on admet a = 1 , on pourra supposer que , par l'attraction de la planète , a devienne l -\- y ;
d'où l'équation précédente donnera , à cause de — — "f^jT" — — ^' ■ ■' ,'■'■
,^rf|v--|-i-l| =
2dr
r Mais, de même que a est devenu 1 + x ' '' ^^^^ aJmetlre que r deviendra y^^^ê *^ ^ ' **"'" '*
représenter par Y' (1 -|- X).
L'équation {jt) s'e'ciira maintenant ainsi : ■' '
cl remplaçant V par sa valeur elliplique {a), on en déduira
C osl dan; celle liijuabon rigoureuse , rju il faut niaiulcnanl introduire les forces pcrlurljalriccs u el Tf.
Si nous avions rapporté les mouvements Je la (ioméle à deux axes reclan[;ulaircs , se croisant au centre du Soleil, et dont l'un, celui des x, eoïniidàl avec le ijranil a\e de 1 orbite, nous aurions eu jiour les ecjualions do son niouvcmcut troublé dans le plan de 1 orbite ;
<l".v . X il'- y , y L \ ;- -U _ — Y •
cll^ i- ,3 — ^ ' ,/,. ^ ,.r, — > -
en supposant la masse du Soleil égale à l'unilé , et que les forces rectangulaires X cl Y tendent à faire rroiV/e les coordonnées qui leur correspondent. Mulliplianl la première par dx , la seconde
|iar (/)', et additionnant , on obtient
d-xdx -\- d-ydr , xdx -\-.r'ly ,. , , ,, ,
■ ^fp + - — -r— = ^'^^ + ^'b- .
ou
{b) \d\ + -J- — Xdx -f ydf.
Mais en nommant v l'anomalie vraie, ou l'angle formé par le rayon vecteur avec l'axe des x, et .ulnu-llant que hi fjree -^ , <[ul :igit selon le ravon vecteur, lend a diminuer ce rayon , il est clair (]u ou aura
\:zz — wCOs.T — TTsin.t',
\ i^r ir COS. n — ^^isin. t> ,
et on oLlienl , en rempla(;aiil ces \aleurs dans l'équation (^/») :
dr ^ c/V -| — z= — -^(cos. t'i^.l-j-sln. î'!"/) )4" "'(l'O''- 2''(> — s;n. 2v/.i),
ou
(c) \-,/V -\. -^- — — ^dr -f -Kidv.
Maintenant , :iu lieu Je 1 anomalie \ laie x', employons avec Clairaul 1 anomalie eicerilrique .;■ : on aura par les équations :
r =: 1 — f eos. X el
!-• — ai c. I lang. r=: j/ j _ ^, tang. -., x ', ,
. . , , , \Y\—i'dx
lir := (■ su; . j\lx , ..rtîiz= "- ,
C COS. X
dr zr: dx.f s:n . x , rdv =r dx[/ 1 — k*. Nous pouvons Jone r. mplacer l'équaiou (cj par collc-ci :
V./V-I- -^ = — f • e slu. a-.(/x -f -dx |/1— e' et SI nous l'intégrons, ce qui donne
— — 2e / ^dj:s\n.x-{-2[/l—c' j ndx ,
il faudra remplacer V* par sa valeur (■ 1 )(1 +À), d — P^"" -— -— .
On lire de là , par ces subslihilions , . i
el si l'on remplace dans la valeur de ;^ , ). par la valeur priicedenle , on trouve
yzz=.2\/\ — c- \ -rzdx — 2e I »sln. X-f/x ,
expression cbercliée de l'alléralion du demi-grand axe.
^VOTF II.
•■'■' Origine et intégration de l'équation différentielle du mouvement ellipligiir p. •2'3) : • •
'dr - — ; — ; :; ,
Si on mulliplie la première des e'qualions (1) du mouvement elliptique (p. 22) par Idx , la seconde par 2^/)-, la troisième par Idz , qu'on intègre cl qu'on additionne, on obtient linlègraio première des forces vives
dl- ^ ' ' \ r a
où a est une constante arbitraire.
Multipliant ensuite les mêmes équations par J", y, z et ajoutant à leur somme 1 équation précédente , on a , à cause de / - = x'' -f-^ ' -\- =' .
équation , qui étant multipliée par d.r' et intégrée , donne
h étaol une nouvelle constante arbitraire. Celle dernière équation peut s'écrire : ,
dt\/2{l-^m) =
rdr
t'esl la relation qu'il s'ajjit d'inlégrer.
En verlu de sa première forme (si je pose \/'l (1 +'") ^^ '*)' j'aurai
de 1/ a
on devra supposer que le signe du radical soll celui de —j- , c esl-à-dire positif quand r croil avec
le temps t , ou que l'astre se meut du pe'rihélic à l'apliclie , cl négatif dans !a seconde partie de sa révolution. De la sorte, l'intégrale
■dr
kt
/• rdr
r Il
qu'il s'agil d'estimer, aura toujours tous ses éléments positifs; la valeur de / croUia et décroîtra allernalivenient , en passant de l'une à l'autre des valeurs extrêmes
qui annulent le radical. Ce dernier prend pour rcrr— sa valeur maximum ( .iljstiactiuti filh? du
a signe) , qui est j ' - — h
Cela posé, effectuons lintégraliou. En posant ;■ z=: x -| — 7^ , notre intégrale devient
|/' i-''-^7 ' \^ i-'-ir y T-''- .
, il x^ a\/a ( Ix )
a if —, /( 1 ; — arc. < sm. = — ^^ ) -|- constante ,
r rdr ^ r^ , a^/a ) . \ 2 ,
.,. I TT -— A7=— /z«/ r h -\ ^arc,jsin. = — (-}-Qom{.
Le premier Icrme ainsi inlc'gre' est exact, même en lonanl compte des changements de signe du radical. Quant au second, en suivant une autre marche, on arriverait a des intégrales de forme dilTcronte en apparence, quoique identiques au fond , et nous voyons en elfet que ce re'sultal ne concorde pas avec celui de Lagrange (p. 29). Cela tient à ce que l'expression are. sin. est ambiguë de
sa nature. Généralement, l'intégrale indéGnie I -_ , qui dans les élémenls de calcul intégrai
esl trouvée égale à arc. sin. jr-fconsl., peut être cgalcmenl représentée par les huit formes, on apparence différentes : - ; ; , . ^, _
, . +arc.sin.x-l-C ; +arc. cos. x-)-C ; +are. sin. ^/l — x' -|-C .
et +arc.cos. |/'l — x' -\-C.
La première de ces formes, savoir arc. sin. x-|- C ou C-f ;, en posant arc. sin. x =; i , est déjà
connue.
Faisant C-\--k — C', ir étant la demi-circonférence, elle devient C— ir-j-; ou C— (w— :"). Or commesin.(7r — ')=:sin.c=:a:, « — ^est une des valeurs de arc. sin. x , donc
C' — (ir — -)=^ C — ^''c- =>'"■ •^■• C'est la seconde des huit formes ci-dessus. Les deux suivantes se trouveront de même, en remarquant que si : = arc. sin. .r , x = sm.:^=:
COS. f — —z^=: COS. (z — -^ j ; de sorte que -^ —s et s — y seront tous deux compris dans
l'expression multiforme arc.cos.j:, cl qu'on pourra remplacer à volonté ;: pur — + arc. cos. .r ,
ce qui ramène l'expression normale arc. sin. x et altère seulement la constante C. ^^^ ^
l-'.nfin pour les quatre dernières formes il suffit de remarquer, que si
sin. I COS. ) ,,., , ;., _"
tos. ) sin. j
cl par conséquent : i^
sin. 1 COS. 1 j
arc. > j: = arc. . i y^ — ^' ■
COS. J sm. )
Dans tous les cas, chacune des expressions arc. sin. , arc.cos. alTectéc d'un signe quelconque, ne sera pas propre à représenter l'inlégralc ; mais pour cela, on s'assure en dilTéientiaut, que
f/.sin.s clx ■ A \
arc. sin.a: = ; par exemple, doil être choisi de manière que dz =z -- — — — ^^^ . *"'^ '^tl''' '
dx
, cl pour cela que cos.s cl [/X—x- soient égaux el de même signe. Si l'on prcn.i.t y'I—x' «me autre valeur de arc. sin. x, ir — s par exemple, alors cos. z étanl de signe contraire , on aurait
</farc. sin. x) =: clc,
Y.n L-IioisissaiU la fuimc arc. slii. J/ 1 — x' , et prenant
y a- — 4 n!i 011 a dan^ le cas ailuel
onsl.
C'est l'inloyrale clioisle par Larjrange. Mais ici , comme précédemment , rexpicsslon arc. sm. ne
peut représenter un quelconque des arcs dont le sinus est — — , et cela se voit aisé-
mett en différentianl. En effet posons
1/ nr arc. sin. ^ , ou
En différentianl, et remarquant que, dans la formule de Lagrange, \/a — 4/i doit être supposé toujours positif, tandis que J/ r — h suit, quant à son signe, les mêmes phases que
dr
— J— , on trouve dt
1 ]dr
= cos. uda ;
dr et pour qu'on ait bien réellement du =: z==^:;=:^ i comme cela doit être, il faut qu on aii
dr
cos. U Z=. ^-^
ya — u
Moyennant celte restriction, l'intégrale se vérifie el la fonction arc.sin. se trouve suffisamment
piéclsdo: l'iinglc u InlroJu'il , coïiiclJan! exactcmenl avec l'anj-li! appelé ordinairemcnl ranomalic exccnliique. Pailageons , tn ciïel , la lêvolul'iun de l'aslrc, ou slnipUinenl les varialions de r, cii (jiiatie périodes , ayant pour limites les valeurs suivantes de /' :
Les valeurs
où j/a — 4/iCsl toujours positif, tandis que j/ r h est po^^itlf pendant les deux premières périodes et négatif dans les deux dernières, ces vaicuis, dis-je , présentent les pliases de slj'.ne correspondanU's :
,.,7. j,;v sin.u^:; + + — " ' ]' V
cos.(/:zr -|- — — -|- .
On volt donc que u devra dans la première période être compris entre 2/!- et 'Inr: -{- -^ , 'i étant
un entier quelconque; par conséquent 11 se réduira à 2"7r pourr=r-^^; — l/rt*— 4rt/i. On voit
de même que u croîtra continuellement dans les quatre périodes, d'un angle droit dans chacune d'elles, de façon à devenir égal à 2"ir -f 2x après une révolution complète; et on en conclut sa parfaite analogie avec l'anomalie excentrique, ce qui permettra de mettre léquation (.-/) intégrée
fC) 2t y' '-^ "^ '"^ + t — arc, sin.
où ; est une constante arbitraire , sous la forme
l.t-\-i = u — csin.v, en posant j
Si au lieu de l'intégrale (C) de Lagrange , on avait pris le même arc. sin. en signe négatif, on aurait trouvé que cet arc devait être de la forme (2« + l)7r au périhélie, et décroître constamment. Etant négatif, il aurait donné les mêmes valeurs que de l'autre manière , mais sous une forme moins commode. Il en eût été de même de la foinic (fi). , . . ,
■ „), .,(1.,-. .1.. IW'^M s.- lOp
ol. -f,.V.«- ■
NOTE m.
Hecherche de l'équation de eondilion à laquelle doivent satisfaire les sept constantes arbitraires
des équations (5! , ((i) et (7) {page 29).
Les équalions (5) el (6) donnent, en mettant p à la place de 2/i — r ,
— flUfL _ /" ~ ''P
à'oix
Posant
iMi obtient, en résolvant l'équatloD prc'cédenle ,
l/ yxi'ë-cfï-
p(cg+bf) i Y\t'ë-cfy-p\i^''+c%f+r+i.cf--bgy\+F\cs+fbr
puis , en re'dulsanl et se servant de la valeur de y ,
Il en résulte aussi , en vertu des valeurs de x cl de^' en z ,
_ /y - Me/"— g'^) —PS
Ces trois relations donnent x,j' et z en fonctions de r, qui est contenu dans les variables p et q Servons-nous de ces nouvelles valeurs pour les remplacer dans l'équation
dx^ + dy + d-J = -^ dr" ,
qui se déduit de celle des forces vives d'après la note II. Dillérentiant les valeurs de Jr, y, i el ajoutant les carrés, les doubles produits s'anouUenl entre eux et oo obtient :
I! faudra donc que » ^
C'csl de celle cqualion que .loll rcsuller la relalion cherchée. Remplaçons dans le p.cu.lcr membre /) el «7 par leurs \alcurs en r, et posons pour ahn'ger
notre expression devient :
Nous avons, à cause de ^ = 2/; — r,
dp= — ilr et dp^=zdi-.
et en vertu de la valeur âe ç zz: [///" — )/r ,
• ' krtlr — '/prfp kr-\-2h}. — lr
dq zzi •-~ "'"i
ykr^^lp'- ykr- — lp'-
el
"^ — Av- — 4/r/-|-4)V — )./° I.: .... : '
Substiluant celle valeur dans le premier membre de noire équation , il devient
),/,.* ir- 4- 4);-/r 4- )'/■- + 4XÀ/<.r — 2Ur- — 4XVir ^ . _
/ ' A- (_Af - — 4/i''>, 4- 4) Ar — )'■)
ou réduisant au même dénominateur et effaçant les termes qui se détruisent ,
XV^— A),°-4-4A)./;r 7[/ r' — 4/r X 4- 4>./jr — ) r- ) C'est cette eipression que nous éjjalerons au second membre de l'équation. Le facteur.//' di^paraîl. et si nous .ijoulons et retranchons au premier membre 4XX/.' divisé par le dénominateur, et ».i »e,cond, h divisé aussi par son dénominateur, nous obtenons
/[',■' — 4//J-X + 4XX/ir — i\r- "~ ar — r' — ah
Ch»ss»nl les dénominateurs , il ne reste que des termes en r* :
4A7./i/*-zz;rt(A>— /')/', lI'où nous tirons
'A riilablissaul les ancienne!, nolalions :
einialioii obeicliee.
XOTE IV.
Inriniilrs qui <luiiiicnl In rariiilion de l'cpoqur dr l'anomalie rnoyenru: et du moi/en maureuirnl. dans l'orbite troublée de la Comète 'page 35'.
On a obtenu ilans le mouvement elliptique (p. 29 cl note II ) l'équation
/=— 2/1/ -^ î + arc. 1 sin.=: — :^:;r=^: '
V '"' \ l'a-ih
iLds la(]iiellc /, constanlo arljilrairc (p. 32), représente l'époque de l'anomalie moyenne, .'^l (p. 35 ) nous ])Osons
— V , — — n cl r=i= =: Y ,
" « l/\—An '■lie i.le\ienl
> = --2ci/ _^il±^ + arc. sin.V-V^ 1-1:47. Itilferontianl celle \alcur par rapport à la caraclerisliquc -j , elle donne
Or on a
hzl2L. )
ce qui dorme après réduction : • , ■
ÎV =
. , , 2(1 -f/«) , -"'^''-r i_4„ o\ = 3; 1/ -^-4-^ (îa 4- = ;
air — rSn aSh — hia
où 1 011 remclUa pour v pA n , — el — , et pour ov el o" , ; el
' rt rt ' a-
Le radical du Jënominalcur de celle expression devenant nul aux deux apsides, comme oi ne peut èlre infini , il faut que le numérateur soit nul aussi. La formule sera donc en défaut pour ces deux points, et il faudra la transformer de manière qu'il n'y ait aucune fonction des variables au dénominateur. Pour cela, je remarque que
d ou
=: |/'l — \* iV — Yo\ ]/l — V ,
avant en outre (note III) :
7=2l/Hl + 6' + .')l/ r-^-A et pz::.2h-r, on oljiicnt
0/ rrr =z ort •
|/«5 rt|/I— 47Î al/l—^n\/n{\-\-0''-\-c^)
m. parte que la dilTérentiation de ii\,/l — 4/; fait disparaître certains ternies ;
II--' a-i\ — ~in) I x„i 1 _!_/,» J_/.n i/Mri_i_/.--'J_
Or on a (p. 35 et note III)
p=.fxJ^Sf^ 1 ^ {f+c{rf-ls)] j - [s- b{cf-bs))a::
donc, substituant ces valeurs, on aura pour o( une expression toute rationnelle et entière , cl qui ne Mra par consè(]urnt sujette à aucun inconvénient.
On aura de cette manière un moyen sûr de calculer ; -|- oî , époque de l'anomalie moyenne d.ins 1 oibile troublée , en soile qu ajunlaiil h celle époque le mouvement movcn pendant le temps / daIl^ une orbite dont le grand axe serait n -^ àa , on aura l'anomalie moyenne qui servira à calculer le lieu de la Comète dans l'orbite troublée. Ainsi
— liO —
rlaiil I ariomallo moyenne dans l'orbite non alléroe , on aura 0-[-ôO pour ranomallc moyenne lians l'orhlle Irouljlée, et l'on trouvera la valeur de g9 par la dillercntiation de l'équation précédente . en V faisant ^aripr a cl ; seulement , en sorte qu'on aura
Comme o'/ et J; sont ici des quantités variables, si on diiïérentic à l'ordinaire celle valeur de o9 . on aura :
cm — — ^di [/ ^ Z, Sa — Zl {/ ----^^ dia + Jii
r-K en substituant pour d']l sa valeur (p. 43) :
L'inte'grale de cette expression donnera directoment la valeur de oO, qui est rallératlon de lanomalic moyenne causée par ics perturbations.
OTE V
Iiilrijral'wn d'une quelconque des cqunlioni; (lô) (page 4-1; sous la forme: entre les limites n z= — 1 cl ii ^z \ (page 4S;.
L'intéijration de la partie [V, -|- Y, ' .i -|- V, " /r)f/« n'a aucune difiîculté , cl l'on Irouvc surie-cbamp pour l'inléjjrale totale :
Quanl à l'autre parlie — '-^ — '■ ^1^ — '- — , elle dépend de la quadialure de l'hvpcrbole
(R, -j_R,'n4-r.."n=}ïï ou di: cercle, suivant que II," est une quantité positive ou négative. Tour en trouver l'inlégrale, on supposera celte dilTérentielIc égilc i
, K 4-L'i . Mdii d — -, J .
[,/Il, -f. R, ' H-f R. " ,t» ^R, _|. R/ „ ^ R, ■' n'
ou il faut que
Or rinlctjiale Je la première partie est évidemment
K + Lre
n 1 I ] . f . u • ivr l/R. +R, '« + R,"«' • eue de la seconde est, en laisaiil pour abréger Di r= — ! !
jR.' + R/'n
M i-i-ni^/rT"
si R, " est positif ; mais si R, " est ne'jjatif , celte intégrale devient
arc. tang. N [/' — R, ".
Un fera maintenant dans ces formules n = 1 oA n ^= — 1 , et on retranchera la seconde valeur de la première pour avoir l'intégrale complète. Or en faisant h ^ 1 , la quantité sous le radical devient R. + R, ' + R. "= R„ et en faisant « = — 1 , elle devient R, — R. '+ R, " =z Ro . Donc la v alcur Cfimpléle de 1 intégrale de la diiïérentielle donnée sera représentée , en faisant , si R, " est positif ,
p^i^ jji.'+R," + [/RrR7^ ^ _ iR,'4-R," + ^iu;7^
et si R, " est négatif, . ' ,■
^_r,r7' i/— RoR,"
r zrz arc. tanj;. arc. lanfr. — : ,
" ^R, 4-R." - , " U.+R." par
l/R. |/Ro 21/+R,"
On aura donc enfin , aux ijuantités près des ordres de pi-y' et u3' , ) ■ ■
— Ii2 —
Il n'y a que deux cas où celle formule ne peut pas servir, l'un est celui où R, " zr: o , et l'aulie
relui où r„ii,"— ' r».'^ = o.
Soit l** : R, " = o. On aura alors à intégrer, comme seconde partie de i/a , la dillërenlielle
SI un suppose sou inKVraie de la foimo
K-\-Ln-]-Mir
on liou\ora, pai la JUlOrenlialiou cl la comparaison des ternies ,
^^=^ — lîTT -\ ]rr. 3-p-/. .
lu' àli,'' '
(^oropielanl donc cette inlegrale de la manière indiquée, on aura h la place de lequalion précédente :
Soil 2": R, R,"— ' R,'"— 0. Dans ce cas la quantité R, -)- R, ' « _j_ R, " n' de\lcndr;,
'■ et on aura a inli'!;rer celle dillerenlielle rationnelle ' i/n,
qu On supposera égale à
l (;r,+;r,',0' CR. + U.'") i
ce qui donnera, en réduisant au même dénominateur et comparant les termes ,
._ JL 2U, R, 12U."'R,
Intégrant donc, et complétant duemcnt 1 inlégrale , on trouvera pour le cas dont il s'agit
équation :
Al — Ao
iS i „ /K + L K — L\— MR. 2 R, )
aiOTE VI.
Manière d'oblmir les deux équations différentielles ipage 5s :
«1/ inuijrn des trois équations du mouvement troublé d un corjis céleslr
d'x ax . dK —7— ■+- -^r- + —f— = o etc.
dl^ ' r" ' dx
L'équation des forces vives, tiice des équations du mouvement elliptique, oùll^iro, donne (noie II]: dx'^dj'J^dz'- f 2 11
dT^ -MT"^}'
îi représentant (1 J^ni). D autre part , si je muiliplic respeclivement par x.y et : les trois mêmes équations et que j'additionne , j'obtiens
xd\v-\-ydy-\-zd'z « . ...
dt' 7~ r ' . ,
Or remarquons que
d{rdi') — dx'-\-dj-'-\-dz^.\-xd'x-\-jdy-[-zd'z;
donc, additionnant ces deux relations,
. ; . . d{rdr-) _ /-l 1
dl' ' \ r a
et différentiarl ' '
d'{rdr) _ ^rdr d'[rdr) fx(r(/r)
dl' r' dl' ' r' °'
La quantité (/y/r) joue dans cette équation le même rôle que x dans celle du mouvcniont ellipti
dl* ' 1^
Uapprochons donc ces deux équations, multiplions la première par .r . la seconde par ("/') et soustrayons , nous aurons
xd' (^rdr) (rdr^ d'X
dl' dl'
Intégrant :
xdÇrdr) — [rdr^dx
di* —-''
/ elaiil une coiislniilc arbitraire. Remplaçons (r^r) et sa diiîe'renlielle par leurs \alears , rcltc rcialinn devient
1 1 \ xdx' yiiydx zdzdx
dt ' de ' de'
( fji , d)'--^dz°- ) jdydx zdzdx
•^ j ~ 7 + d? <) d? di' —^-
1^11 coniltinant la même équation avec les Jeux dernières du mouvement elliptique , on oLtiendra deux relations semblables enj-et en z ; si nous désirjnons par /' e\. f" les deux constantes arbitraires correspondantes , les trois équations formeront le système suivant d inteVralcs premières du lucnnement elliptique:
,. I S ^ é'--\-d-J ] jdjdx zdzdx
/ I-^JV- ^^^ \+~dc^-+~d?-=^°'
' p. dx'--\-dz- ) xdxdj' zdzdy
•^'+^'\'7-—lF~\^~^ïF~^~dF'-"'
( fi dx--\-dy- i xdxdz ydydz^ _
J +^j- ^^i j+ dc^ -r d,. -»•
Si on rapporte les po-.itions du mobile à un système de plans coordonne's dont lun , celui des xj , coïncide avec le plan de la trajectoire, l'ordonnée z sera nulle, la troisième équation disparaîtra et les deux autres se sinipliCeront. Les conslantesy et _/' seront égales aux quantités / el h de la page 58 (voy. Mec. Ce'L. liv. II, p. 167 cl 327), et si, après avoir différenlie' ces deux équations, en n'y faisant varier que les paramètres h el / et les diiïérences tlx, dy, dz, on y subsli-
lue fibid., liv. II, n" 63 cl 64), au lieu de —r:r > — , \,^ el -— - , les quantités — ( — — ^ dl- dl- dl- ^ \ dx
f/R \ / dK \ . . . , , , ,
— ; — 1 et — -7— 1, qui sont les parties de leurs valeurs dues aux lorces perlurbatnccs,
dj J \ dz y
on aura les deux relations cberchées :
dh = dxY — -y-^\\ i^dy -yd^) -^ ;
, \ dK dV. ) dK
dl = dy j y ^-x—^J^iydx-xdy)-j^.
aroTE VII.
Expression de la différence r "" de la fonction ;/„ en fonction des différences dur ordre supérieur, des fonctions y.;_r-, , y^-r-". ■ »//— ,-3, etc. fpage 82 .
Si 1(111 rcmeiso I orjro d'-'s (.■(|ii;ilions (Z?) de la page 79, ci qu'on les metlc sous la forme : la somme de ces cquallons donne après réduclion :
J., —Xn-i + 4n<-: + Av„-3 + + ^'""■y- + i"->o + A"j-..
Lorsqu'on veut se borner aux différences de l'ordre m , en supposant m <^ n , on fjit A"'-+-y =: o , etc. , d'où il suit A'"^ = A'"/, r= ^•"y, , etc. , et il vient alors :
y. =Jn-< + Aj-.,_o + A7-„„3 + + A™-'j-„_„ -f A'"^-.
Si l'on prend la différence première de cette équation , il viendra
(^) ^fn = Aj)-„_, 4- AV-,_; + A'j',,^3 + etc.
Soumettant ce résultat à de nouvelles dlffèrentialions, en diminuant chaque fuis les indices d'une unité , on aura
A=j«-i = A=^„_, 4- A'^-,._3 -|- aV,,-* 4" ^b'n-i + etc. Ay„_o = A'j-„_3 -f aV„-( + Atr„_-, -I- etc.
Ai>'«-3 = A4r„_4 4- A 5j'„_, -fol,-.
Ay„_4= A>„_,-felc.
etc.;
et prenant la somme de ces équations, en observant que celle de leurs premiers membres est prccisémcnl la \aleurde A",r,, , qu'on tirerait de l'équation (d) , on ol. tiendra
(8) AV-„ = ^Y,-'. 4- 2A'r.-3 + 3a4j-„_4 + 4a5j„_:, + etc.
DilTérenliant encore cette dernière, en diminuant chaque fois les indices d'une unilé, il vlendia :
A>„_, = i^j„_3 -f '2Aij-„_^ -f 3Ax.,-3 + 4a V„-6 4- etc.
AV«-: = A4j ,.,_, 4- 2AX,-:, 4" 3A^y„_e 4" '^'t-.
^b-n-3 = A:>-.,_5 4- --i ">•.-:. 4- etc.
^'i>'«-*= AV„_c-i-etc.
etc.
AjoLiloiil el oLseivant >|iic la somme des premiers membres est la \alein Je y'j , (]irun llrer.ill do I équation (:<) , on Iroiivcra
(y) Ky-u = ilr„-; + 3ii)-,._, + Gû:r_,+ 10i^-„._. + ele.
Les coefiicicnts numériques des équations (a), (Ç) cl (5.) sont les mêmes que ceux des cle'vc-
loppemenls de (1 — 'ï)~'i (1 — ^)~" ^^ (' — rt)"-* et la cause de cette identité est aisée à trou^cr
dans lanalopie de leur formation. ]"n ellel , on passe d'aliord du dévclopjiemenl de
(\ —û)-'=z\ ^,7 -{-<!- -\-,r -\-u^-\-cU:., à celui de
(1 — </)-■■' - (1— „)-'(_l — «')-' — (14-0 -frt^ + <;"■+«'• -felc.) (l-j-„4-,i'-)-«- ^clc.)
= i -\- ti -\- a- -^ a' -\- elc .
-j-rt -|-(ï'^ -j-rt^ -|- etc.
-^-a' -\- "'' -\- ele.
-\- a'' -j- etc.
-\- etc.
lésullat d une loinie scmLlahle ii la somme des équations qui ont donné l'équation (Ç): il en sera de même dos autres cas.
Les coefllcienls numéri(|ues de l'espression de i'j„ seront donc les mêmes que reu\ du développement de ( 1 — a')~' et l'on posera en conséquence :
,(,.+ l)(. + 2) H ,-^73; i'-t-:>„_,_, -f etc.:
txpicssion demandé
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