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PRÉFACE
J'ai hésité longtemps à publier ces Essais; j'espëre qu'on me pardonnera leur imperfection à cause de l'importance du sujet.
Je commence par rappeler les lois générales des mouvements vibratoires, telles que les a données Cauchy (i). Ce grand géomètre considérait l'éther comme un milieu composé de molécules agissant les unes sur les autres par attraction ou répulsion ; partant de cette idée très-simple et très-nette, il a établi les équations différentielles du mouvement vibratoire; puis il a montré que, dans chaque direction, peuvent se propager trois ondes planes avec des vitesses différentes; la courbe décrite par chacune des molécules d'éther, pendant sa vibration, est en général une ellipse. Dans les milieux symétriques ou homoédriques, les trois vibrations sont rectilignes et s'effectuent suivant des directions rectangulaires. Lorsque la disposition des. molécules est confuse, sans ordre particulier, comme cela a lieu probablement dans l'éther libre ou un morceau de verre, il est évident que les équations différentielles du mouvement vibratoire sont indépendantes de la direction des axes des coordonnées. Dans ce cas, le milieu est dit
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isotrope et les trois vibrations se réduisent à deux ; l'une est située dans le plan de l'onde, et la courbe décrite par chaque molécule d'éther, peudant sa vibration, a une forme indéterminée ; l'autre est rectiligne et perpendiculaire au plan de l'onde. Les vibrations s'effectuant dans le plan de Tonde s'appellent vibrations transversales ; les vibrations perpendiculaires au plan de l'onde, vibrations longitudinales. C'est par les vibrations longitudinales de l'air atmosphérique que l'on explique les ondulations sonores. C'est au moyen des vibrations transversales de l'éther que Fresnel a constitué sa magnifique théorie de la lumière. Lorsque la ligne décrite dans le plan de l'onde par une molécule d'éther pendant sa vibration a une forme indéterminée, on a ce qu'on appelle la lumière naturelle; mais quand cette ligne a une forme déterminée, quand c'est une droite, un cercle ou une ellipse, la lumière est dite polarisée, soit en ligne droite, soit en cercle ou en ellipse.
Les ondes planes sont les intégrales simples des équations différentielles du mouvement vibratoire. Cauchy a exprimé les intégrales générales a l'aide d'une intégrale définie sextuple, qu'il réduit ensuite à une intégrale double par une série de transformations. J'ai opéré cette réduction d'une manière plus rapide. A l'aide de la formule ainsi obtenue, on démontre qu'un ébranlement produit en un point du milieu donne naissance à une onde qui se propage en s'éloignant de plus en plus du centre d'ébranlement. La vibration est d'abord confuse; mais, à une certaine distance, elle devient régulière et l'onde se délimite avec netteté. La surface de l'onde est l'enveloppe des ondes planes qui partiraient au même instant du centre d'ébranlement, et la vibration en chaque point de la surface de l'onde prend la direction qu'elle aurait sur l'onde plane tangente en ce point. L'amplitude
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de J'oscillation le long d'un même rayon varie en raison inverse de la distance au centre d'ébranlement» et par conséquent l'intensité de la lumière varie en raison inverse du carré de cette distance.
On regarde les corps solides comme composés de molécules pondérables placées à distance les unes des autres, et on suppose que l'étber pénètre les corps et remplit les pores ou cellules formés par les molécules pondérables. Quand un rayon lumineux traverse un corps transparent, une partie de la vibration se communique aux molécules pondérables; le reste passe a travers le corps. Dans le cas idéal d'un corps parfaitement transparent, la partie de la vibration transmise aux molécules pondérables est très-petite, et l'on peut admettre que les molécules pondérables restent sensiblement immobiles pendant que l'étber vibre a l'intérieur du corps. Il faut admettre aussi que les molécules pondérables agissent sur l'étber et modifient la constitution ou la densité du milieu éthéré qui pénètre un corps transparent; car la vitesse de propagation n'est pas la même que dans l'étber libre. D'autre part, sans cette action réciproque entre les molécules pondérables et les molécules d'étber, on ne comprendrait pas la transmission des vibrations des unes aux autres.
On croit que la cristallisation consiste en une disposition régulière des molécules pondérables, par files parallèles etéquidistantes. Cauchy attribuait la même disposition régulière au milieu éthéré qui pénètre le cristal; mais cette hypothèse ne me semble pas d'accord avec les phénomènes. Si le milieu éthéré qui pénètre un cristal transparent du système cubique affectait la disposition régulière qui caractérise ce cristal, la vitesse de propa-
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galion ne serait pas la même dans toutes les directions et la lumière serait polarisée, tandis que l'expérience apprend qu'un cristal cubique se corpporte exactement comme un morceau de verre. Je ne regarde donc pas le milieu étliéré qui pénètre un cristal comme étant luimême cristallisé, c'est-à-dire comme présentant la même disposition régulière que le cristal lui-même; cependant l'action des molécules pondérables modifie la distribution de l'éther, et voici l'idée que je me fais de cette modification. Quand on divise une droite d'une certaine longueur par le nombre des molécules d'éther situées sur cette droite, on a ce qu'on peut appeler la distance moyenne des molécules d'éther dans cette direction ; il est clair que, dans un milieu isotrope, la distance moyenne des molécules d'éther est la même dans toutes les directions. Je suppose que l'action des molécules pondérables du cristal modifie cette distance moyenne, inégalement suivant les directions; à cause de la grande énergie des forces moléculaires, il suffira d'une très-petite variation dans la distance moyenne des molécules d'éther pour produire une différence notable dans la vitesse de propagation. Je me représente donc le milieu éthéré qui pénètre un cristal, comme un milieu isotrope, analogue à l'éther libre, d'une densité égale à la densité moyenne du milieu, et ayant éprouvé des dilatations ou des condensations suivant certaines directions déterminées par les lignes du cristal. A la vérité, le milieu n'est pas précisément homogène, car la distribution de l'éther n'est pas uniforme dans l'étendue d'une cellule; mais elle se reproduit la même aux points correspondants des différentes cellules. Il en résulte dans la distribution de l'éther des inégalités périodiques, qui s'ajoutent aux inégalités générales dont je viens de parler, c'est-à-dire aux inégalités dans la distance moyenne des molécules suivant la direction. 11 est
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probable que ces inégalités générales exercent sur la propagation de la lumière une influence beaucoup plus grande que les inégalités périodiques; je néglige donc ces dernières pour le moment.
Je démontre d'abord que des dilatations ou condensations suivant des droites quelconques peuvent se ramener à trois dilatations ou condensations suivant des droites rectangulaires. Au point de vue des propriétés optiques, les cristaux homoédriques peuvent être rangés en trois classes : la première classe comprend le cube et Toctaèdre régulier; la seconde classe, le prisme droit à base carrée, le prisme droit à base hexagonale, le rhomboèdre et en général les cristaux qui peuvent coïncider avec eux-mêmes, quand on les fait tourner autour d'un certain axe d'un angle déterminé; la troisième classe comprend le parallélipipède rectangle à trois axes inégaux et tous les autres cristaux. Dans les cristaux de la première classe, les trois modifications rectangulaires sont nulles; le milieu est isotrope et ne polarise la lumière dans aucune direction.
Dans les cristaux de la seconde classe, deux des modifications rectangulaires sont égales entre elles et le milieu est isotrope autour de l'axe du cristal, c'est-à-dire que les équations différentielles du mouvement vibratoire ne changent pas quand on fait tourner les axes des coordonnées d'un angle quelconque autour de l'axe du cristal. Un rayon lumineux traversant le cristal parallèlement à l'axe n'est pas polarisé. Dans toute autre direction peuvent se propager trois vibrations rectilignes. L'une est perpendiculaire à l'axe du cristal et située exactement dans le plan de l'onde : c'est une vibration rigoureusement transversale; une autre est située dans le plan mené par l'axe perpendiculairement au plan de l'onde, mais elle fait un petit angle avec le plan de l'onde :
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c'est une vibration quasi-transversale. La troisième, étant perpendiculaire aux deux premières, est a peu près normale au plan de Tonde : c'est une vibratio;i quasi-longitudinale. Les deux premières vibrations constituent les deux rayons appelés par les physiciens rayon ordinaire et rayon extraordinaire. Le calcul donne pour ces deux rayons des vitesses de propagation variables avec la direction. Mais l'expérience apprend que le rayon ordinaire a une vitesse de propagation constante ; or on ne peut supposer constante la vitesse de propagation de la vibration quasi-transversale; car la condition qu'il faudrait vérifier pour cela exigerait que la vitesse de propagation des vibrations transversales dans l'éther libre fût nulle : c'est donc la vibration rigoureusement transversale qui correspond au rayon ordinaire.
On appelle plan de polarisation du rayon ordinaire le plan mené par l'axe perpendiculairement au plan de l'onde; il résulte de ce qui précède que la vibration est perpendiculaire au plan de polarisation : c'est ce que Fresnel avait admis par des considérations de symétrie.
Jusque-là j'ai laissé tout a fait arbitraire la force qui s'exerce entre deux molécules d'éther. La propagation de la lumière dans l'éther libre donne déjà quelques indications relativement à cette force; mais l'étude des cristaux à un axe achève de la déterminer. L'ensemble des phénomènes parait prouver que le rayon d'activité des molécules d'éther est très-petit, c'est-à-dire que la force décroît très-rapidement quand la distance augmente, en d'autres termes, que l'action des molécules voisines est prépondérante. Il faut, pour cela, que la force décroisse plus rapidement que la raison inverse du carré de la distance; car, si la force suivait la loi du carré, deux couches sphériques de même épaisseur, et comprises dans un cône d'une ouverture très-petite, exerceraient la même action
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sur une molécule placée au sommet. Si l'on examine ensuite la formule qui donne la vitesse de propagation des vibrations transversales dans l'éther libre, on remarque que l'existence des vibrations transversales dépend de la loi des forces moléculaires ; pour que les vibrations transversales puissent se propager dans l'éther libre, il faut que la force, si elle est répulsive, décroisse plus rapidement que la raison inverse de la quatrième puissance de la distance, et moins rapidement, si elle est attractive. Dans les cristaux à un axe optique, la vitesse de propagation du rayon ordinaire doit être constante; c'est une nouvelle condition à laquelle doit satisfaire la force moléculaire. Cette condition indique que la force moléculaire varie en raison inverse de la sixième puissance de la distance ; d'où l'on conclut, en vertu de ce qui précède, que la force est répulsive.
Si l'on suppose un ébranlement produit en un point du milieu, la vibration rigoureusement transversale donne naissance à une onde sphérique et la vibration quasitransversale a un ellipsoïde de révolution tangent à la sphère; on retrouve ainsi les lois d'Huyghens pour les cristaux à un axe.
L'étude des cristaux de la troisième classe conduit à des conséquences analogues. Il n'y a plus de direction neutre, c'est-à-dire suivant laquelle la lumière n'est pas polarisée. Dans chaque direction se propagent trois vibrations rectilignes; deux sont quasi-transversales, la troisième quasi-longitudinale. On peut regarder la surface de l'onde de Fresnel comme une loi établie par l'expérience. Si l'on ne fait aucune hypothèse sur la force moléculaire, on ne trouve pas nécessairement l'onde de Fresnel pour l'ensemble des deux vibrations quasi-transversales. Pour avoir cette surface, il faut établir une condition, et cette condition est la même que celle que j'ai
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trouvée précédemment, en exprimant que la vitesse de propagation du rayon ordinaire dans les cristaux à un axe est constante. On en déduit les mêmes conséquences relativement à la force moléculaire.
Tout ceci est bien d'accord avec la théorie de Fresnel, sauf en ua point secondaire. Fresnel supposait que dans les cristaux à un axe la vibration extraordinaire est rigoureusement transversale, comme la vibration ordinaire; dans l'ordre d'idées où je me suis placé, cette condition parait impossible à remplir, elle implique contradiction. La vibration extraordinaire n'est pas située exactement dans le plan de l'onde; elle fait avec ce plan un petit angle qui acquiert sa plus grande valeur quand le rayon lumineux fait avec Taxe du cristal un angle de 45 degrés. Dans le quartz cet angle ne dépasse pas 9 minutes; mais dans le spath il peut s'élever à 2^5o'. Par suite, la troisième vibration n'est pas rigoureusement longitudinale; elle fait avec la normale au plan de Tonde le même angle que la vibration quasi-transversale avec le plan de l'onde. Si ces considérations sont exactes, on pourra peut-être les vé-^ rifier par l'expérience; il semble que le troisième rayon, par sa composante transversale, doive produire un phénomène lumineux, très-faible à la vérité, mais cependant appréciable dans les circonstances les plus favorables.
Fresnel admettait de même, dans les cristaux à deux axes, l'existence de deux vibrations rigoureusement transversales; il faudrait les remplacer par deux vibrations quasi-transversales, et y ajouter une vibration quasi-longitudinale.
La dispersion de la lumière consiste en une inégale vitesse de propagation des différents rayons lumineux dans une même direction, suivant la longueur de l'onde.
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Voici comment Cauchy expliquait ce phénomène. On n'admet pas la continuité de la matière éthérée; les molécules d'éther sont séparées les unes des autres par des distances extrêmement petites, mais cependant finies. Les équations du mouvement vibratoire renferment les variations qu'éprouvent les projections de la vibration sur les axes des coordonnées, quand on passe d'une molécule à une molécule voisine ; si l'on développe en séries c^ variations finies très-petites, on introduit dans les équations les dérivées successives de ces projections par rapport aux coordonnées de la molécule dont on considère le mouvement. Lorsque le milieu est homoédrique ou symétrique, les ex)efficients des dérivées d'ordre impair sont nuls; il ne reste donc dans les équations que les dérivées du second, du quatrième ordre, etc. On admet généralement que le rayon d'activité des molécules d'éther est très-petit par rapport à la longueur de l'onde; dans ce cas, les coefficients des dérivées successives décroissent très-rapidement. Si l'on néglige les dérivées du quatrième ordre ou d'un ordre supérieur, on réduit les équations difTérentielles à des équations homogènes du second ordre; on trouve alors que la vitesse de propagation dans chaque direction est constante, c'est-à-dire indépendante de la longueur de Tonde.
Cauchy attribuait la dispersion aux termes négligés dans les équations difTérentielles, et principalement aux termes renfermant les dérivées du quatrième ordre* Os termes introduisent, en effet, dans l'expression de la vitesse de propagation, an terme variable qui est à peu près inversement proportionnel au carré de la longueur d'onde, ce qui est d^accord avec l'expérience* Mais l'hypothèse de Cauchy me parait présenter une difficulté insurmontable; car, si ces termes du quatrième ordre avaient dans le milieu éthéré qoi pénètre on corps transparent
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isotrope, comme un morceau de verre, une importance capable de produire l'inégalité de vitesse observée, ces mêmes termes auraient aussi dans l'éther libre une influence pareille. Mais le phénomène de la dispersion n'existe pas dans le vide, c'est-à-dire dans Téther libre. L'observation des étoiles changeantes, et particulièrement celle de l'étoile Algol par Arago, n'a pas permis de reconnaître la moindre différence de marche des différents rayons lumineux, malgré l'énorme distance où les étoiles sont de la terre ; ces observations prouvent nettement que si les rayons rouges et les rayons violets ont, dans le vide, une différence de vitesse, cette différence est moindre que la cent-millième partie de la vitesse ellemême, et par conséquent tout à fait négligeable.
Puisque la dispersion n'existe pas dans l'éther libre et qu'elle existe à des degrés différents dans les milieux éthérés qui pénètrent les corps transparents, formés de molécules pondérables, il est naturel de penser que ce phénomène est dû à la présence même des molécules pondérables. Mais l'influence des molécules pondérables peut se manifester de deux manières, soit par l'action directe qu'elles exercent sur l'éther pendant sa vibration, soit indirectement par les inégalités périodiques qu'elles produisent dans la distribution de l'éther avant la vibration.
J'ai d'abord soumis à l'épreuve du calcul la première hypothèse, en me bornant au cas simple d'un milieu isotrope parfaitement transparent. J'ai trouvé que l'action directe des molécules pondérables sur l'éther en vibration introduit, dans l'expression de la vitesse de propagation, un terme dépendant de la longueur d'onde; mais ce terme est proportionnel au carré de la longueur d'onde, et non pas inversement proportionnel à ce carré, comme cela devrait être d'après l'expérience.
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J'ai donc eu recours à la seconde hypothèse. Quand on tient compte des inégalités périodiques de Téther, les équations difTérentielles du mouvement vibratoire ne sont plus des équations linéaires à coefficients constants, mais des équations linéaires à coefficients périodiques. L'intégrale elle-même, et par conséquent la vibration, se compose de deux parties, l'une principale ou moyenne, l'autre périodique comme les inégalités de l'éther. Il est clair que la partie périodique de la vibration, variant dans L'étendue d'une cellule, et étant tantôt positive, tantôt né*^ gative, disparait -dans l'ensemble du phénomène, et que c'est la partie moyenne qui produit le phénomène sensible. Mais ce qui est remarquable, c'est que la partie périodique, quoique non sensible par elle-même, et pouvant être négligée à la fin, a de l'influence sur la partie moyenne et modifie de quantités constantes les coefficients des équations qui donnent cette partie moyenne. C'est ce que Cauchy avait déjà observé dans ses beaux travaux sur l'intégration des équations différentielles à coefficients périodiques, et c'est en suivant la marche indiquée par l'illustre géomètre que je suis arrivé aux équations différentielles qui donnent la partie moyenne de la vibration. Je trouve ainsi que les inégalités périodiques de l'éther introduisent dans l'expression du carré de la vitesse de propagation deux termes, l'un constant qui diminue la vitesse d'une quantité constante, l'autre variable et inversement proportionnel au carré de la longueur d'onde; ce dernier produit le pouvoir dispersif.
L'étude de la dispersion m'a donné l'occasion de faire
deux remarques intéressantes. Si l'on égale à zéro le
terme qui produirait la dispersion dans l'éther libre, la
condition que l'on obtient ainsi indique que les molécules
d'éther se repoussent en raison inverse de la sixième
puissance de la distance; c'est la loi à laquelle je suis ar-
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rivé déjà par l'étude des cristaux a un axe optique et des cristaux à deux axes. J'ai fait observer que l'action directe des molécules pondérables sur l'éther en vibration introduit, dans l'expression de la vitesse de propagation, un terme proportionnel au carré de la longueur d'onde; d'après l'expérience, ce terme doit avoir une valeur insensible; si on l'égale à zéro, on obtient une condition à laquelle doit satisfaire la force qui s'exerce entre les molécules pondérables et les molécules d'éther; cette condition indique que la force varie en raison in-r verse du carré de la distance. Les expériences de M. Fizeau sur la vitesse de la lumière dans un milieu transparent en mouvement semblent prouver que la densité de l'éther dans les milieux pondérables est plus grande que dans l'éther libre ; on en conclut que les molécules pondérables attirent l'éther. La loi de Newton s'appliquerait ainsi à l'action des molécules pondérables sur l'éther.
J'ai essayé d'expliquer la dispersion par les inégalités périodiques de l'éther dans les milieux symétriques ou bomoédriques; les inégalités périodiques, éprouvées par l'éther dans les milieux dissymétriques ou hémiédriques, permettent d'expliquer d'une manière analogue la polarisation circulaire et en général la polarisation elliptique. Ces inégalités dans la distribution de l'éther peuvent, comme toute fonction périodique, être représentées par des séries suivant les sinus et cosinus des multiples de certains arcs. On se représente d'une manière très-nette une inégalité périodique élémentaire en imaginant que les files de molécules d'éther, d'abord rectilignes, soient disposées en hélices elliptiques. Lorsque le système des molécules pondérables est susceptible de coïncider avec
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son symétrique, les files de molécules d'éther peuvent devenir sinueuses, mais elles restent planes; dans le cas contraire, l'hélice subsiste, et le sens de Thélice caractérise le sens de la dissymétrie.
Je démontre d'abord que les inégalités dissymétriques de Téther introduisent, dans les équations qui donnent la partie moyenne de la vibration, des dérivées d'ordre impair qui produisent la polarisation elliptique.
Je considère ensuite les dissolutions douées du pouvoir rotatoire. J'imagine un liquide dans lequel flottent une multitude de petits cristaux dissymétriques orientés dans tous les sens. Les équations différentielles donnant la partie moyenne de la vibration renferment des dérivées du troisième ordre et ne changent pas quand on fait tourner les axes des coordonnées, en conservant toutefois leur disposition. Il résulte de la forme des équations que, dans chaque direction, se propagent deux vibrations circulaires de sens contraires, avec des vitesses différentes; celle qui a la plus grande vitesse de propagation est celle qui tourne dans le sens même de l'hélice. D'après cela, si l'on suppose qu'une vibration rectiligne traverse la dissolution, le plan de polarisation tournera d'un angle proportionnel à la longueur parcourae. Le sens de la rotation est ^indiqué par le sens même de l'hélice, image de la dissymétrie.
Je conclus de là cette loi générale : pour qu'une dissolution jouisse de la polarisation circulaire, il est nécessaire que les molécules du corps dissous présentent dans leur constitution une certaine dissymétrie et, réciproquement, toute dissymétrie dans la constitution des molécules donne a la dissolution le pouvoir rotatoire. Cette loi s'accorde bien avec les belles observations de M. Pasteur sur la dissymétrie des cristaux dont les dissolutions sont douées du pouvoir rotatoire.
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Les dérivées du premier ordre n'entrent pas dans les équations finales. Quand on s'arrête aux dérivées du troisième ordre, on trouve que l'angle dont tourne le plan de polarisation est inversement proportionnel au carré de la longueur de l'onde; c'est la loi approchée que Biot a déduite de l'expérience. Mais si l'on poussait le calcul jusqu'aux termes du cinquième ordre, on obtiendrait une formule plus compliquée, qui permettrait de rendre compte des particularités que présente l'acide tartrique.
Je me suis occupé ensuite des cristaux a un axe qui, comme le quartz, polarisent circulairement les rayons parallèles a l'axe. Pour expliquer ce phénomène, Fresnel supposait que les files de molécules d'éther, d'abord rectilignes et parallèles à l'axe, ont été tordues en hélices; c'est le mode de dissymétrie le plus simple et celui qui se présente d'abord à l'esprit. Le calcul ne justifie pas complètement cette idée de Fresnel. Les équations démontrent, en effet, qu'une simple torsion en hélice n'exerce aucune action sur les rayons parallèles à l'axe de l'hélice. Mais si le rayon lumineux est perpendiculaire à l'axe de l'hélice, il se divise en tleux vibrations elliptiques de sens contraires, qui se propagent avec des vitesses différentes. Voilà, en quelque sorte, l'origine de la polarisation elliptique; elle est bien produite par la torsion en hélice, qui est le type ou l'image fidèle de la dissymétrie; seulement l'action de l'hélice s'exerce, non pas sur les rayons parallèles à son axe, comme le croyait Fresnel, mais sur les rayons perpendiculaires. Dans les dissolutions, les petits cristaux étant orientés dans tous les sens, on comprend que l'effet résultant soit la polarisation circulaire.
Le quartz cristallise en prisme droit à base hexagonale. Une série d'hélices parallèles à l'axe du prisme ne suffit pas pour expliquer la polarisation circulaire. II
PRÉFACE. XIX
faut recourir à un mode de dissymétrie plus complexe. Ce qui précède m'a amené à penser que cette dissymétrie peut être représentée par plusieurs séries d'hélices ayant leurs axes perpendiculaires à l'axe du prisme, et disposées régulièrement autour de cet axe. Si l'on considère en effet un prisme droit a base régulière et que Ton imagine plusieurs séries d'hélices de même sens, dont les axes coïncident successivement avec les rayons de la base, on aura un milieu jouissant de la propriété de polariser circulairement les rayons parallèles a Taxe du prisme. Le plan de polarisation tourne dans le sens indiqué par chacune des hélices. L'ensemble de ces hélices constitue une certaine dissymétrie, et comme une sorte de torsion complexe autour de l'axe du prisme.
Dans les cristaux dissymétriques, la cause qui produit la polarisation rectiligne ou la double réfraction ordinaire parait beaucoup plus énergique que celle qui produit la polarisation circulaire. Lorsque le rayon lumineux est parallèle à Taxe du prisme, la première cause n'agissant pas, la seconde manifeste toute son action; mais quand le rayon lumineux fait avec l'axe un certain angle, la seconde cause est presque entièrement masquée par la première, et le cristal se comporte à peu près comme un cristal symétrique tel que le spath. -
Un rayon lumineux perpendiculaire à Taxe du prisme se décompose en deux vibrations elliptiques de sens contraires; le petit axe de l'ellipse est très-petit par rapport au grand axe ; il en est à peu près la 5oo® partie dans le quartz : les deux vibrations sont donc sensiblement rectilignes; l'une correspond au rayon ordinaire, l'autre au rayon extraordinaire.
Voilà les deux cas extrêmes : lorsque le rayon lumineux est parallèle à Taxe du prisme, on a la polarisation circulaire; lorsqu'il est perpendiculaire à Taxe, on a sen-
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siblement la polarisation rectiligne. Il est clair que les directions intermédiaires donnent tons les degrés de la polarisation elliptique, depuis la polarisation circulaire jusqu^à la polarisation sensiblement rectiligne.
Les cristaux dissymétriques à un axe ne manifestent nettement leur pouvoir rotatoire que sur les rayons parallèles à l'axe, parce que <;'est dans cette direction seulement que le pouvoir biréfringent est nul. Mais la cause qui produit la polarisation rectiligne n'existe pas dans les cristaux du système cubique ; si donc un pareil cristal présente une certaine dissymétrie, la polarisation circulaire apparaîtra dans les directions; c'est ce que M. Marbach a observé dans le chlorate de soude, après avoir reconnu la dissymétrie de ce cristal cubique.
Paris, 29 novembre i863.
VIBRATOIRES
1. Nous considérons Télher libre comme un milieu formé de molécules égales agissant les unes sur les autres par attraction ou répulsion. Nous désignerons par m la masse de chaque molécule, et par mmF(r) la force que deux molécules exercent l'une sur l'autre, force dirigée suivant la droite qui les joint, fonction de leur distance r, et positive ou négative, selon qu'elle est attractive ou répulsive.
Soient ^, j, z les coordonnées d'une molécule quelconque m, par rapport à trois axes fixes rectangulaires; x-\-AXf j-hAj, z-t-A2 celles d'une molécule voisine m'. Pour abréger, nous représenterons par x, y, z les trois différences Ax, Aj, Az, quand on passe de la molécule m à la molécule m', et nous poserons
Si aucune force extérieure n'agit sur le système, les trois
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équations d'équilibre sont, pour chaque molécule,
l 2mx/(r) = o, (i) |2/ny/(r) = o,
le sigtie 2 indiquant la sonallie à^s action^ qù'eiLerc^iit sur la molécule m les autres molécules du système.
2. Supposons maintenant que, par une cause quelconque, les molécule^ d*éther aient été dérangées très-peu de leurs positions d'équilibre et exécutent des vibrations très-petites autour de ces positions d'équilibre. Appelonsjt-t-^, j-f-yj, z-^Z les coordonnées variables de la molécule m pendant le mouvement ; celles de la molécule m' seront a: -i- ^H-Ao? -t- A ^,..., ou, plus simplement, ^-f-^-l-xH-AÇ,.** La distance variable des molécules m et m', distance que nous désignerons par r-t-p, sera donnée par Téquation
(r-f- p)^ = (x-t- Ag )^ H- (y 4- Ayj )' 4- (z 4- AÇ^ Les équations du mouvement de la molécule m seront
jD/^=:2m/(r4-p)(x-HA?),
(2) p?yî=2m/(r-f-p)(y-f-Ayî), ■
( D?Ç = 2m/(r4-p)(z4-AÇ).
Comme nous cherchons les lois des mouvements vibratoires infiniment petits, nous négligerons les quantités petites du second ordre, c'est-à-dire les puissances du déplaceraient, ou de ses composantes ^, yî, Ç, supérieures à la première; on a ainsi
xA^-t-yAvî-t-zAÇ p=— ,
fir-hp)=f{r)-hf{r)p, et, en vertu des équations (i), les équations (a) deviennent
D?^=:2m/(r)ASH-2m-^x(xA?4-yAyî4-zAÇ),
(3) {D?yj = 2m/(r)Ay3 4.2m-^^y(xA?4-yAyî-f-zA0, D,'2; = 2m/(r)AÇ + 2m'^^(xA$ + yAy, + zAÇ).
ÉQUATIONS DIFF. DES MOUVEMENTS VIBRATOIRES
3. Si l'on représente par les lettres L, M, N, P, Q, R les expressions symboliques
L = 2mr/(r)-f-x^-^^l A, Pt=2myz-^^ A, ===2mr/(r)H-y»'^^M A, Qr^Imzx-^^A, N = 2m[/(r)H-z"^^l A, R=2mxy£l^A,
les équations précédentes prennent la forme
l (D/ — L)^ — Ryî-QÇ = o, (4) (D? — M)yî — PÇ-R$ = o,
( (D? — N)Ç^Q?-Pyî = o.
4. On peut encore mettre ces équations sous une autre forme. En représentant par les lettres m, i^, w les signes D,,D^,D,, qui indiquent les dérivées partielles d'une fonction quelconque par rapport à x^ j, z, et convenant que w% mc, . . . désigneront les dérivées secondes Di, Dx^,-.., on a la formule symbolique (série de Taylor)
Si Ton pose
on a
et les équations (4) deviennent
(W — G)$ — D«(D«H.^-f-D,H.yî-hD,H.O = o,
(5) \ (D? — G)yî— D,(D„H4-hD.H.7)4-D,H.Ç)=o,
(D? — G)Ç — D.,(DaH.? -HD.H.vî H- D«H,Ç) = o.
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S. Lorsque le milieu est homogène, les équations des mouvements vibratoires infiniment petits sont des équations linéaires à coefficients constants. On satisfait à ces équations (4) au moyen d'intégrales simples de la forme
Ç = Ce"'-^'?'-*-""-*',
dans lesquelles m, c, w sont des constantes arbitraires, A, B, C, 5 d'autres constantes assujetties à vérifier les équations
où Li, Pi,..., désignent ce que deviennent L, P,..., quand on y remplace D,, D^, D, par m, c, tv, savoir :
L, = 2 m r/( r ) -h x»^^-^l ( e«^+'^-^'^ — i ), P, = 2m yz-^-^— ^ ( e"+T+»^« — I ).
Des équations (7) on déduit les relations
( [P,(5^_L.)-hQ.R.]A = [Q,(*' — M.)H-R.P.]B ^ (=[R.(5^ — N.)-hP.Q.]C,
et réquation du troisième degré
i (5'— L.)(*^ — M,)(5^-N.) — Pî(*' — L.) I — Q;(*' — M.)~Rî(5' — N.) — 2P.Q.R, = o.
A chacune des racines de cette équation correspond un sys-
B C lème de valeurs des rapports t' -r*' l'une des constantes restant arbitraire.
6. Les valeurs de Ç, yj, Ç, représentées par les formules (6), se composent, en général, d'une partie réelle et d'une partie imaginaire; les équations différentielles étant linéaires et ayant leurs coefficients réels, il est clair que les parties réelles et les parties imaginaires vérifient séparément ces équations ; à ces parties réelles des intégrales simples correspondent des mouvements que nous appellerons mouvements simples.
Si Ton pose
w = Uh-ui, i/==V4-v/, «; = Wh-w/, 5=:S-Hs/, A = ae«', B = he^^, C = ce>",
et si Ton fait, pour abréger,
kp = uj;4- vj^-l-wz, Kp, = UxH-Vj-t-Wz, les parties réelles des intégrales deviennent
5==ae^^»'~^'cos(kp — s/-|-a), (lo) \ yî = be^^»""^*cos(kp — s/ + (3),
Ç = c 6^^'-^* cos(kp — sf 4- y ).
Le mouvement vibratoire représenté par les formules précédentes s'effectue par ondes planes parallèles au plan fixe
u^ -f- vj^H- W2 = o ;
car toutes les molécules situées à la même distance p de ce plan sont au même instant à la même phase de leur oscillation. Si l'on appelle I la longueur de tonde et T la durée de Voscil" lation, on a
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la vitesse de propagation on est donnée par la formule
Il j a lieu de considérer un second plan inirdrfablé
Uar + Vj + Wiî = o.
Toutes les molécules situées à la même distance pi de ce plan ont au même instant la même amplitude d'oscillation; l'amplitude des oscillations diminue en progression géométrique à mesure qu'on s'éloigne de ce plan d'un côté convenable. La constante S est un coefQcient ôi* extinction avec le temps.
Lorsque les trois constantes a, (3, y sont égales, on a
les vibrations des diverses molécules s'efTectuent suivant des droites parallèles; on dit dans ce cas que la vibration est polarisée en ligne droite.
En général, les trois constantes a, p, y ne sont pas égales entre elles. Des équations (lo), mises sous la forme
2 = e'^'*'""^' [cos(kp — s/) cos a — sin (kp — s/) sin a], a
^=^^*""^'[cos(kp-.s/)cos(3 — sin(kp — sOsin(3], - = e*^/*»"" '[cos(kp — s/)cosy--sin(kp — s/) sin y], on déduit
2. sin p — ^ sin a = ^'^^^ - ^' cos ( k p — s / ) sin ( (î — a ),
a jj
.- siny — - sin(3 = e^^'-'*^'ros(kp — s/)sin(y — (3),
et paF suite
(II) ^sin((3-y) + ^sin(y — a)H-^sin(a— (3) = o. On en déduit aussi
- sin (3 — ^ sin a = e^P^~^^ cos ( kp — s /) sin ((3 — a ),
-cos(î — ^cosa = e^^«~S<gîn(j^p_g^jsln((3_a),
et par suite
(i2)(iyH-^^y--îii^cos(a — (3) = e^(K/'»-S0sin»(jî_a).
L'équation (11) montre que les trajectoires décrites par les molécules d'éther pendant leurs vibrations sont des courbes planes^parallèles à un même plan fixe
-.sin((3-y)+^sin(y — a)H--sin(a — (3) = o.
Lorsque le coefficient d'extinction S est nul, chaque trajectoire est une ellipse , intersection du cylindre (12) par le plan (ii)y et ayant pour centre la position d'équilibre de la molécule. Ainsi, dans un milieu homogène quelconque , les vibrations persistantes sont polarisées elliptiquement,
En différentiant les équations (10), on a
.D,| = ae^/'«""^'[— Scos(kp — s/-|-a)H-ssin(kp — s/-f-a)], D,y} = be^/'»-'*^'[— Scos(kp — s/-f-(3)H-ssin(kp — s/H-P)], DrÇ = ce^'''""^'[— Scos(kp — s/4-y)H-ssin(kp — sZ-hy)].
On en déduit
l\},Yi'-7iDil=2ibse''(^P^-^'hin(^ — <x), yîD,Ç— ÇD^Yî = bcse'^^^-^'-^')sin(y - (3), ÇD,Ç — Ç D,Ç = case^^P^ -•*^')sin( a - y ).
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On voit que, lorsque le coefficient d'extinction S est nul, les aires décrites par le rayon de l'ellipse sont proportionnelles au temps. On sait qu'un pareil mouvement est produit par une force attractive émanant du centre et proportionnelle à la distance ; on en conclut que les vibrations persistantes s'accomplissent comme si chaque molécule était attirée vers sa position d'équilibre par une force proportionnelle à la distance.
Ondes planes dans les milieux homoédriques.
9. Nous supposerons dans ce qui suit que les trois constantes arbitraires U, V, W sont nulles. Les équations (7) ont pour coefficients les quantités
X [cos (ux -h vy -H wz) — i -h « sin ( ux -h vy -h wz)],
X[cos(ux-|- vy -h wz) — i-4-isin(ux-f-vy-4- wz)].
Dans les milieux homoédriques, on peut regarder chaque molécule comme centre de tout le système, c'est-à-dire supposer que toutes les molécules sont placées deux à deux symétriquement par rapport à l'une d'entre elles; dans ce cas, les parties imaginaires des coefficients sont nulles, et à chaque
valeur réelle de s* correspondent des valeurs réelles de j et
Y ; on a donc
ainsi, dans les milieux homoédriques , les vibrations persistantes sont polarisées en ligne droite,
10. Si les trois racines de l'équation (9) sont réelles et négatives, à chaque onde plane correspondent trois vibrations rectillgnes persistantes. Parallèlement à la vibration, portons.
à partir de l'origine, une longueur égale à -j et désignons par
Xj y-j z lés coordonnées du point ainsi obtenu : les équations (7) donnent
(•i3) I R,^-l-M,r-f-P,3= — sy,
On en déduit Tellipsoîde
(i4) L,a?*-4-Mi7'-hN,2'-|--2P,j3-f-^Q,zx-h'2R»a:;f-hi==o.
Nous remarquons que les premiers membres des équations (i3) sont les moitiés des dérivées partielles du premier membre de réquation (i4) par rapport à ^, /, z; ces dérivées étant proportionnelles aux cosinus des angles que la normale à Tellipsoïde, au point dont les coordonnées sont x.y y^ z, fait avec les axes des coordonnées, on en conclut que les directions des trois vibrations rectilignes sont celles des axes de l'ellipsoïde. Ainsi, dans un milieu homoédrique , lorsqu'à une même onde plane correspondent trois vibrations persistantes y ces vibrations sont dirigées suivant les axes de t ellipsoïde ( i4 )•
11. Les coefficients des équations ( 7 ) dépendent de la quantité UX + vy-f-wz, que l'on peut mettre sous la forme krcosô
271 /• cos Q ou = » en désignant par 9 l'angle que fait avec la normale au plan de Tonde la droite qui joint la molécule dont on considère le mouvement à une molécule voisine. Les molécules d'éther n'exercent une action sensible les unes sur les autres qu'à une distance très-petite ; nous admettrons que le rayon d'activité sensible des molécules d'éther est très-petit par rapport à la longueur de l'onde. Dans cette hypothèse, la quantité ux -f- vy -h wz peut être regardée comme très-petite dans chacune des sommes qui forment les coefficients, et l'exponentielle se développera en une série très-rapidement convergente.
Considérons les deux expressions symboliques G et H (n" 4), à l'aide desquelles on peut former les équations différentielles
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du mouvement (5), savoir
Dans les milieux homoédriques, les termes de degré impair sont nuls; le développement de G commence alors par un terme du seeond degré et celui de H par un terme du quatrième degré. En ne conservant que le premier terme de chaque série et négligeant les suivants, qui sont très-petits par rapport au premier, on a
l G = -2m/(r)(ax + i'y + ivz)S
f U= —^r-TlmJ—-^(u\'^ vy -hwz)*.
A ce degré d'approximation, les équations difTérentielles du mouvement vibratoire se réduisent à des équations différentielles partielles du second ordre et homogènes par rapport à D„ D,, D„ D,.
Les coefficients des équations (7) deviennent ainsi
U = — ^lm[f(r)-hx' î^^l(uxH-vyH-wz)%
P, = 2/nyz^^-^(ux-f-vy-f-wz)*,
Si l'on appelle a, b, c les cosinus des angles que la normale au plan de Tonde fait avec les axes des coordonnées et que Ton pose
L,===i2mr/(r)-Hx»-^^l(axH-ftyH-cz)% P,=: -Smyz-^-^'Cax-hftyH-czy,
on a
Lorsque le coefficient d'extinction est nul> on a
les équations ( 7 ) se réduisent à
/ («'— LOA — RaB — Q,G==o, {16) I (w« — Ma)B — P,G — R,A = o,
et réquation (9) devient
^''^ J — Q;(w'-MO — R;(w'— NO — 2P,QaR,;=o.
Cette dernière équation montre que, dans chaque direction, la vitesse de propagation w est indépendante de la longueur d'onde. Ainsi, quand les équations différentielles du mouvement vibratoire peuvent être réduites à des équations homogènes du second ordre, la vitesse de propagation est la même dans chaque direction, quelle que soit la longueur d'onde. En d'autres termes, il n'y a pas dispersion de la lumière.
Des équations (16) on déduit
En remplaçant dans Tune des équations (16) les quantités A, B, C, par les quantités proportionnelles
Pa W' — La-+-
on obtient l'équation des vitesses sous la forme
i'2 UVRE I. - CHAPITRE n.
On reconnaît aisément, à Taide de cette dernière équation, que les trois valeurs de w^ sont réelles; à chaque racine réelle et positive correspond une vibration rectiligne persistante. Les équations (i6) peuvent aussi être mises sous la forme
û)»A = L, A -H R,B H- QaC,
(20) { û)'B=M,B4-P2G H-RaA,
a)»C =N,C-f-Q3A-f-PaB,
et nous supposerons que A, B, G désignent ici les cosinus des angles que fait la direction de la vibration avec les axes des coordonnées. On en déduit la relation
(21) û)» = L,A»-hM,B^-f-N,OH-2P,BC-f-2Q,CA-h2R,AB. Si Ton considère Tellipsoïde
(22) LiX^ -4- MaJ^ 4- N,Z* -H 2 PaJZ -h iQiZX -H 2R,^7 = I ,
on voit que les trois vibrations rectilignes qui correspondent à une même onde plane sont dirigées suivant les axes de cet ellipsoïde, et que les vitesses de propagation sont en raison inverse des longueurs des axes. Ces trois directions rectangulaires sont indépendantes de la longueur de Tonde; mais les coefficients de l'ellipsoïde varient en général avec la direction de Tonde plane.
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT VIBRATOIRE
Principes du calcul des résidus.
\h. Nous intégrerons les équations différentielles du mouvement vibratoire à Taide de la méthode de Cauchy ; mais nous dirons d'abord quelques mots du calcul des résidus imaginé par cet illustre géomètre, en nous bornant à ce qui nous sera nécessaire pour le but que nous nous proposons.
Soit/(^) une fonction qui reste finie et continue pour les valeurs de x voisines de a; on sait que cette fonction se développe en une série convergente suivant les puissances entières et positives de x — a.
fix) La fonction V(x) = -^ devient infinie pour x = a; si Ton
pose
f(x) =f(a) -hix — a)fy [x), on a
la fonction F(^) se compose de deux parties : une fraction du
premier degré ^ > et une fonction fi[x) qui ne devient pas
infinie pour ^ = û; le numérateur /(a) delà fraction simple est ce que Cauchy appelle le résidu de la fonction F(^), relatif
à la valeur a qui rend cette fonction infinie.
f(x) Plus généralement, considérons la fonction F(^) = .'' \
si l'on pose
• f^a:)=f(a)^£^{x-a)^î^[x-ay^,..
I \ m Jt
f'-\ (a) ^^ _ ^^_, _^ (^ _ ayf,{x),
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on a
ï'(^) = (ïir^ + (jir^p + • • • + -^ziTr-^ +/ W:
la fonction F(^), qui devient infinie pour :c = a, se compose d'une somme de fractions simples et d'une fonction ft(x) qui
ne devient pas infinie pour x = a; la quantité — - — —^ — :j
numérateur de la fraction du premier degré, est le résidu de
la fonction F(x)y relatif à la valeur jt = a, qui rend infinie cette
fonction.
Considérons maintenant la fonction F(^)= ^^^4-^9 dans la-
quelle le numérateur ^{x) est une fonction qui reste finie et continue pour toutes les valeurs finies de x, et le dénominateur <^(x) un polynôme entier du degré m; soit
<^{x)=z(x — a)*(ar — by{x — c)9, . .;
on déterminera les résidus de la fonction F(x) par rapport aux diverses racines du dénominateur; la somme de ces résidus sera le résidu total de la fonction» et nous le représenterons par le symbole ^ F(x).
Par exemple, pour avoir le résidu relatif à la racine a, on posera
d'où
^ ' (X — aY
La fonction /(a?), restant finie et continue dans le voisinage do ^=a, se développera en série convergente suivant les puissances croissantes de ^ — «, et l'on obtiendra le résidu comme nous l'avons dit.
Il est utile quelquefois de changer la variable par rapport à laquelle on prend les résidus. Soit x = kx\ k étant une constante; dans le développement de la fonction F(^), la fraction
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du premier degré devient Tm z^^\ le résidu était A,
il est maintenant i-; on a donc
Mb «b
15. Supposons que le numérateur contienne une seconde variable t, le dénominateur restant toujours un polynôme entier en X, et soit
On aura, dans le voisinage de ^ = a,
Si Ton prend la dérivée par rapport à la variable /, il vient
' [x — aY X — a j \ f fy
le résidu de la fonction DrF(^,/) relatif à la racine a est
il est égal à la dérivée par rapport à / du résidu de la fonction F(^,/); et de même pour chaque racine. On a donc
16. Appliquons ces considérations à la fraction rationnelle F(x)= f^'* dstï^s laquelle le numérateur est un polynôme entier du degré m — i au plus, et soit
^(^) = A^-'-hff^'""'-h. . .-hG^-hH.
On sait qu'une pareille fraction se décompose en une somme
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de (raclions simples de la forme
Bo . Bi . Bp__t
[x — h)P [x — hf-' ' X — b
Les quantités A„_,, Bp^i,.. ., sont les résidus de la fraction proposée, relatifs aux racines a, 6,... ; leur somme est le résidu total, et l'on a
-j— lip— I "H • • • •
Si Ton multiplie par le dénominateur (p{x) cette somme de fractions simples, on doit reproduire identiquement le numérateur; en égalant les coefficients de a:"*-', on obtient la relation
Ainsi, le résidu total d'une fraction rationnelle, dans laquelle le dénominateur est un polynôme du degré m ayant son premier coefficient égal à l'unité et le numérateur un polynôme du degré m — 'i, est égal au premier coefficient du numérateur. Lorsque le numérateur est d'un degré inférieur à m — i', le résidu total de la fraction est nul.
Intégration d'un système d'équations différentielles linéaires à une seule variable indépendante,
17. Prenons comme premier exemple trois équations simultanées du premier ordre :
I D,g = Lg-HRy3 4-QÇ, (i) { D,yî = R^-hMrî-f-PÇ,
( D,Ç = QÇH-Py3 H-NÇ,
ou
(D.-L)$-Rr;-QÇ = o,
(2) \ (D,-M)y3-PÇ— R^ = o,
(D,-N)Ç-Q$-Py, = o, .
dans lesquelles L, M» N, P, Q, R sont des constantes. On cherche trois fonctions Ç, y}, Ç de / vérifiant ces équations différentielles et prenant pour ^ = o les valeurs données
On obtient une intégrale particulière en posant
et assujettissant les constantes s, A, B, C à vérifier les relations
/ (^ — L)A — IIB — QC=o, (3) j (5 — M)B-PG — RA = o,
( (5--N)G — QA— PB=:o.
En égalant à zéro le déterminant, on a l'équation du troisième degré
i S = (5-L)(5-M)(5-N)-PM5-L) (^^ \ _-Qa(5_M) — R'(5 — N) — 2PQR = o,
qui donne trois valeurs pour s; à chaque valeur de s corres-
pondent des valeurs déterminées des rapports^» -jj la constante A restant arbitraire ; on obtient ainsi trois intégrales particulières, dont la somme forme l'intégrale générale. On peut mettre les équations (3) sous la forme
/ (5— L)A — RB — QC = aS,
M)(5 — N) — PS $ = P(5-L)H-QR
(6) \D\'L = (s—N){s — L)—Q\ ^=Q(5 — M)4-RP, X = (5 — L)(5~M) — RS ^=R(5 — N)H-PQ,
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on a
Il est aisé de voir que les intégrales cherchées sont représentées par les formules
,ftv ) p Be*' p (.7nj3-i-$y-f-aa)e"
les résidus étant pris par rapport aux trois racines de l'équation S=ro. On a en effet (n^ 15)
les premiers membres des équations (2), dans lesquelles on substitue ces valeurs, deviennent
P [(5 — L)A — RB — QG]/?"
et, en vertu des équations (5),
ou, plus simplement,
^ae'^ £,P^S £.ye";
ces quantités étant évidemment nulles, les équations différentielles sont vérifiées.
D'un autre côté, pour ^ = o, on a
^ _ ç ^a-4-^(3-h'^y __ p Pn^^-h^y-h^x
p Xy+\a4-^P .
d'après les remarques que nous avons faites (n^ 16), les polynômes ^, 3fïL, 5(C> étant du second degré en 5, et ayant leurs premiers coefficients égaux à l'unité, comme le dénominateur S
qui est du troisième degré, les résidus des fractions^? -^î —-
sont égaux à l'unité; les polynômes ®, ^, A étant du premier degré, les résidus des fractions -^ 7 ^, -^ sont nuls; on a donc
pour / = o, ^ = a, yj = (î, Ç == y, et par conséquent les trois constantes a, p, y, qui entrent dans les formules (8), sont les valeurs initiales données.
18. On peut, en général, réduire à trois les six polynômes ^, 311/, 2(C>, 9y ^ S\.y qui entrent dans les formules (8). On a, en effet, identiquement
ei par suite .
p 01' _ p (^^-t-l*S) £l' _ p £^ ^ c- S ""<-' « S ""<-'ir s'
les résidus étant toujours pris par rapport aux racines de l'équation S = o. On a de même
Ceci suppose, toutefois, qu'aucune des racines de l'équation S = o n*annule l'un des polynômes $, ^ , ^.
Les formules (8) deviennent ainsi
'_ p( ^^a-+-^$p-hg^y)g^^
•lo LIVRE I. — CHAPITRE lU.
Nous mêlions le polynôme S enire parenlhèses pour indiquer que Ton prend les résidus par rapport aux racines de Téqualion S = o.
Si Ton pose, pour abréger,
les formules (g) semellenl sous la forme très-simple
(^^^ ^=ow(S)' """"^wy ^^^^Js~y
19. Comme second exemple, considérons les équations différentielles du second ordre
nD?-L)|-Rr,-QÇ = o, (II) (D? — M)yî-PÇ— R| = o,
((D?-N)Ç-Q^-Pyî=o,
dans lesquelles L, M, N, P, Q, R sont des constantes. On peut remplacer ce système par un système de six équations du premier ordre
/D,g— ^'=o, D,r— L? — Ryî-QÇ = o,
(1-2) I D.Yî— yî'=o, D,yî'— Mrï — PÇ— R^ = o,
(d,Ç — Ç' = o, D,Ç'— NÇ-QÇ— Py3 = o.
On cherche six fonctions de / vérifiant ces équations différentielles, et prenant pour / = o les valeurs données
On obtient une intégrale particulière en posant
$'=AV, yî'=BV, Ç'=CV,
et assujettissant les constantes s, A, B, C, A', B', C à vérifier les relations
1 s A — A'= o, 5 A'— LA — RB — QC = o,
(,3) I^B — B'=o, 5B'— MB — PC — RA = o,
f 5C-^C'=o, ^e — NC— QA — PB = o.
L'élimination de A', B', C donne les trois équations
{ (5^_L)A — RB — QC = o, (i4) (5'— M)B-PC — RA = o,
( (5^— N)C— QA — PB = o;
en égalant le déterminant à zéro, on a l'équation du sixième degré
{ — Q^(«^— M) — R*(5^— N) — 2PQR = o,
qui donne six valeurs pour s. A chaque valeur de s correspondent des valeurs déterminées des rapports -^j X' T'
-r-> -T-j la constante A restant arbitraire: on obtient ainsi six
intégrales particulières dont la somme forme l'intégrale générale.
On peut mettre les équations (i3) sous la forme
/ 5A — A'=aS, 5A'— LA-RB — QC = a'S,
(16) 5B — B' = pS, *B'— MB — PC— RA = (3'S,
(5C— C' = yS, 5C'-NC— QA — PB = /S,
a, (3, y, a', P', y' étant six constantes arbitraires et s l'une quelconque des racines de l'équation S = o. L'élimination de A', B', C' donne les équations
!(5^— L)A — RB — QC = (a'-f-*a)S, (5^- M)B — PC — RA = (P'-f-*l3)S, (5*— N)C— QA — PB = (y'-H*y)S.
Si Ton pose, pour abréger,
(lOj
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on en déduit
A'= Oa'-»-(-C*'— S)aH-«^(*P'-h*'P)-H^U/-f-*^7), B' = D1L5(3'-h(3Tl/5»— S) p-f- « («7'-f-*^7)-h A (^o'+^a), C = 5î;>5y'-h (X*»— S) y -H ^(^o'-f-i'a)-!- « (5(3'-f-*»P).
Il est aisé de voir que les intégrales générales sont représentées par les formules
Car si Ton substitue ces valeurs, les premiers membres des équations (12) deviennent
P (5A — A^' P (5V— LA — RB — QCjf"'
et, en vertu des équations (16),
ces quantités étant évidemment nulles, les équations différentielles sont vérifiées.
D'un autre côté, si l'on fait / = o et si Ton observe que les polynômes 4^s, 3ît*, 5t>5 sont du cinquième degré en «, les autres d'un degré inférieur, on a
g=a, yî = (3, Ç=:y, Ê'=a', yî'=(3', Ç' = y'.
Les six constantes a, (3, y, a', (3', y', qui entrent dans Tinlégrale générale (20), sont donc les valeurs initiales données.
On peut encore réduire à trois les six polynômes 4^, OIL, 31^, <r, ^ S^ qui entrent dans les formules (20] ; car on a toujours identiquement
ta .g
JQ es
en -—
*CJ
tl
g ^ i - Il î
es — *
xvr
o en
es
Sm
CA
O es
Sm
to
es 0^
CHAPITRE IV
RÉDUCTION DE L'INTÉGRALE
21. Supposons que Ton réduise les équations du mouvement vibratoire à des équations homogènes du second ordre, comme nous l'avons expliqué au n® 11, c'est-à-dire que Ton néglige la dispersion, et supposons en outre que Téquation S = G du troisième degré en s^ ait ses trois racines réelles ei négatives.
Si l'on pose
k'= u*-Hv*-h w% u = ka, v = k6, w = kc, * = ko.)«, et que l'on désigne par La, Ms, N,, P,, Q,, Rs les sommes
L, = i2mr/(r)H-x^^n(ax-f-fty-hcz)S
on a (n° 12)
L— Q5(«'— M,)— r;(»»— N,)— 2P,q,rJ
0=k«[^,^,<p,(a,|3,y)-|-A,$,X.(«.(3.y) + *»^»4'i(«.P.y)] -\-i<.yk'[^,Si,<f («, p, y)-\-A,%x{»> P» y) + ^'Z''^ («» P, y)] = k'wi (oc, p, y)-t-i&)k'Bj(a, p,y).
Si l'on observe, d'après la remarque faite au n° iH, que
X F(5) = k/ r F(ko./),
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SÎ
G en ?<•
o tic cr ^CD
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Supposons que Ton intègre d'abord par rapport à a, ^, y. Regardons a, p, y comme les coordonnées d'un point de l'espace par rapport aux axes Gxes auxquels on rapporte le mouvement; appelons a', (3', Y les coordonnées du même point par rapport à d'autres axes rectangulaires, dont l'un coïncide avec la direction déterminée par les deux angles p eX q i on aura les formules de transformation '
a = aoi! -H «1 (3' -H «»/, (3 = 6a' -h 6. (3' -f- 6a/,
y = ca'-hc,(3'-Hc,y',
et il faudra remplacer dad^dy par da'd^'dy', les limites restant les mêmes.
L'exponentielle se réduit à e'^''*-+-*^-+-"-+-"'-«')', et les deux variables (3' et y' n'entrent que dans les fonctions cj et cji. Les intégrales doubles
fj w(«,^,y)d^'dy'. ff m,(a,^,y)d^'dy'.
sont des fonctions de a\ que nous pouvons supposer connues, puisqu'on donne les fonctions i«t et tîTi ; nous les désignerons par n(a') et H, (a'). Les intégrales sextuples se réduisent ainsi à des intégrales quadruples, et l'on a
U=-j^D,////i: ïôrp n,M..'^Ls,„,<
- ^ ^'ffff L * ^^(nj Hfa'Vf «'rfksln;,^^
23. Les intégrations relatives aux deux variables k et a! s'étendent de — oo à -hoo; mais, en vertu de la formule de Fourier, on sait que
= Wiax -^ hy -\- cz -hw/);
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les intégrales quadruples se réduisent donc à des intégrales doubles, et Ton a
ou
Si l'on pose enfin, pour abréger,
on obtient les formules très-simples
^=~^ Jo i <î^"^ — tm — ^•"^''/"'^'
(34)j>' = -ir^j, j, «Î: ^^ > s.n pdpdq.
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CHAPITRE V
Ondes planes,
24. Considérons d'abord le cas particulier où rébranlemenl Initial est plan, et soient, pour / = o,
Ç = '^ {ax -h 6j4- C2 ),
D|Ç = d/i(€Lr H- A7 -h C2),
a, 6, c étant trois cosinus constants. D'après la formule de Fourier, on a
f(ax + bx+ cz, /) = ^ CC\K.x^hr^»-^)i^^^^ i)dVda.
Pour intégrer les équations différentielles du mouvement vibratoire, il sufGra» dans le cas actuel, de poser
l = l^Ç Ç e^^"^-^'^-^^'-«)'^.(/krfa.
— ao
5i , Tîi » Çi étant des fonctions de i assujetties à vérifier les équations (26) du n" 20 (où Uy v, w désignent kai, k^i, kci), auxquelles on joint les'conditions initiales, pour / = o,
Ç.= 9(a), yî,= -^(a), Ç,= i{/(a),
l)i^i=?i(a)» l>iyî, = xi (a), I)i$.= ^,(a;.
DÉLIMITATION DE L'ONDE. 3i
Si l'on fait
& = ^ [?» (a) -*- *9 M] -*- ^^ [X« (a) + *X W] on aura
oc
^k(ûa:-+-ir-+-c«— a)i-l-*«
— ac
^kiax-i-bj^-hcz-
.oc)i^st
gk(ax-r
bjr-^CS —
^ = ^jj ^ ^MS) ''•'''*•
Quand on néglige la dispersion, on a, comme au n'^Sl,
= k*T«j, (a) + /wk»T«j (a), èl les formules (35) prennent la forme
^ ^ &)cj(a) — rOTi(a)
^ = i //<î^ — ^I — ,.(-..-.*.-...-.«-«).• rf, rf,,
On en déduit
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Les variables k et a n'entrant pas dans les polynômes Q, <Stj ^9 ^19 on peut efîectuer rintégration, en remarquant que
hii
l («x-i- hx-^€s -h c# I — a) /
ro(a)c ^"-^'^-^"■^'••-''^' rfk«/«
et Ton a
^'^-^•C ^Tq)
OU plus simplement
^y P (ù{xs5x{ax-\'hr-\'CZ-{-(ùt)-\'(ùxsf(ax-{-br+cz -^-bit)]
(ù\TSi{ax-\'by-\-cz-\-rùt)-{'(î^Ts^(ax-\-by-\'CZ-\'(tit\
25. Supposons l'ébranlement initia) compris entre deux plans parallèles situés à la distance e de part et d'autre de Torigine, les fonctions cj(a) et xsx{ex) ne seront différentes de zéro que pour les valeurs de a comprises entre — e et 4- £; à deux valeurs de w égales et de signes contraires correspondent deux ondes planes d'une épaisseur égale à 2e, se propageant uniformément de part et d'autre de l'origine avec la même vitesse. L'ébranlement initial donne ainsi naissance, en général, à six ondes planes bien délimitées et se propageant uniformément, trois d'un côté, trois de l'autre, avec des vitesses différentes. Dans chaque onde correspondant à une racine simple, on a
«,D,$ = ^aD,yî=a,D,Ç, ou $,5 = î^,yî = ^,Ç;
ainsi la vibration est polarisée en ligne droite, et, d'après les relations (18) du n" 13, elle a même direction que dans l'onde plane élémentaire fournie par la morne racine.
Cas général.
26. Lorsque rébranlement initial est quelconque, les intégrales générales sont représentées par les formules (34) du n"* 23, dans lesquelles les résidus sont pris par rapport aux six racines de l'équation û = o. On peut se borner à considérer les trois racines positives. En effet, les deux fonctions que nous avons appelées n(a') et H, (a') (n^ 22) dépendent de six intégrales doubles, telles que
oc
yy 9(«, p,y)4'rf/, ry* <f,(cc,^,y)d?>'dY.
— oc
On peut imaginer que le point mobile dont les coordonnées sont a, p, y parcoure le plan qui a pour équation aa 4- fc(3 -+- cy = a'; la valeur de chaque intégrale dépend de la position du plan, c'est-à-dire des quantités a^ b, c, a'; si Ton change les signes de ces quatre quantités, comme on a le même plan, on obtient les mêmes intégrales. En appelant $ (a') et 4^, (a'] ces intégrales, on a donc
$(a', rt, h, c) =0( — a', —a, — 6, — c),
et, par suite.
O' (a , a, b, c) (p^ia', ay by c)
— $' (—a', — fl, —b, — c), $"(— a', —a, —6, —c).
Les fonctions II (a') et II, (a') jouissent des mêmes propriétés; d'ailleurs ces fonctions ne contiennent w qu'à des puissances paires (n*» 21). On a posé
il en résulte
F(a') = n.(a')4-wn'(a');
F («', a, by c, &)) = F ( — a', — a, — 6, — c, — w),
F'(a', a, by c, «)= — F'( — a', — c, — ft, — c, — w).
Désignons par ^ le résidu borné aux trois racines positives;
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comme on a ^ = — ^ , les deux résidus partiels seront
— 6) ^ ta
Le premier est égal à
P F' (—lia: — hr — cz — &)f, — 6))
dans l'intégrale double, pour celle première partie, remplaçons p par TT — f et 9 par tt -h 5, ce qui revient à changer les signes de «, 6, 6', on a
1t nlit
ff
P F'( — ax — hy — cz — w^ — w) . , , i', ÇMÛ) '^^^pdpdq
ainsi le premier résidu partiel fournit le même résultat que le second ; on a donc
Si Ton pose enfin
a' = fljc -H 6r H- C3 — &)/, F(«')=n.(a') — wn'((x'),
les intégrales seront représentées par les formules
lit /tilt
►TT y^'>Tl
dans lesquelles on ne prend les résidus que par rapport aux racines positives de Téquation û = o.
27. Supposons que rébraiilement initial soit renfermé dans une sphère décrite de l'origine comme centre, avec un rayon très-petit e. Les fonctk)ns 9 (a, (3, y), cp, [a, p, y), . . . , qui représentent cet ébranlement initial, sont nulles pour tous les points situés en dehors de cette sphère. Les intégrales doubles
JJcp (a, (3, y) rf(3' rf/, ff9i{^,?,y).d^'dy\ ...,
sont les valeurs moyennes des fonctions (p(a, (3, y), 9, (a, (3, y),..., dans rétendue de la section faite dans cette petite sphère par le plan aa-f-ftp-f-cy:=a', multipliées par Taire de la section. Les fonctions $ (a'), $, (a'), . . . , n'ont donc de valeurs différentes de zéro que pour les valeurs de a' comprises entre — e et -he.
Considérons au temps t l'enveloppe S« du plan
a^-f- by-^cz — &)/ = o,
a, by c étant trois cosinus variables, et w vériûanl la relation û = 0. Nous ferons voir que Tonde, au temps t, est délimitée intérieurement par Tenveloppe S' du plan
ax -\-bf-\-cz — (ùt= — e,
et extérieurement par Tenveloppe S" du plan
ax -{- by-^-cz — w ^ = -f- €.
Le volume occupé par Tonde peut être regardé comme décrit par Tenveloppe S du plan
ax -i-by -\- cz — w ^ = a',
quand on fait varier ensuite a' de — e à 4- e.
Soient x^ /, z les coordonnées d'un point quelconque M ; au temps t, les éléments de Tintégrale correspondent à ceux des plans tangents aux surfaces S qui passent par le point M. Si le point est à l'intérieur de la surface S', et qu'aucun plan tangent ne passe par ce point, ce point est évidemment eh repos.
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tance finie de Tonde [fig. i). Par ce point menons des plans tangents à la surface So et à la surface S, tels que les perpendiculaires OPi et OPy abaissées de l'origine sur ces plans, soient dans un même plan avec la droite OM. La quantité sin p dp dq
désigne un élément décrit par la normale OP sur la surface de la sphère ayant Torigine pour centre et un rayon égal à l'unité ; si Ton prend pour variables indépendantes a! et l'angle > dont tourne le plan MO Po> cet élément de surface a une expression de la forme kda! dl. D'ailleurs le résidu relatif à la nappe de l'onde que l'on considère est la forme B F' [«!). On a donc
le signe 2 s'appliquant aux diverses nappes de l'onde, s'il y a lieu. L'intégrale relative à la variable a! s'étend de — e à -f-e. Pour une même valeur de X, la normale OP différant très-peu de OPc, on peut, dans la fonction ABF'(a'), regarder w et les trois cosinus a, 6, c comme sensiblement constants, de sorte (jue l'intégrale relative à od devient
F(a')rfa' = AB [F (a')]^'.
La fonction F (a') étant nulle aux deux limites — e et + e, cette intégrale est nulle. Ainsi, les points situés en dehors de l'onde sont aussi en repos, ou du moins ont un mouvement insensible.
39. Considérons maintenant un point M situé dans l'épaisseur même de l'onde, ou dans le voisinage de l'onde (Jig. ^). Par le point M passe une surface caractérisée par la valeur
irès-peliie «é attribuée au paramètre od. La perpendiculaire 0P„ au plan tangent en M à cette surface fait avec les axes des angles ayant pour cosinus a«, 6«, Co ; désignons par Ua la valeur
Fig. 3.
correspondante de &>. Si, par le point M, on mène un cône circonscrit à la surface S, les valeurs de a, 6, c, w qui correspondent à Tun quelconque des plans tangents MX différeront très-peu de «0, 60, Co, w.. Le pôle N, du plan
ax -^-hy-^- cz — (ùt — «' = o ,
par rapport à la sphère
est donné par les formules
Zi
f Ck)
Si Ton se borne à considérer la partie de la surface S voisine du point M, et qu'on néglige les puissances de a' supérieures à la première, on aura sensiblement
Zx
L'équation 12 = o est une équation homogène en a, 6, 6,0); si dans cette équation on remplace ces quantités par ^,,7,, -s,, i, on aura l'équation de la surface Si polaire réciproque de la surface S, du moins pour la partie voisine du point M. Cette surface polaire réciproque Si reste la même, quand on fait va-
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rier a'. Le plan tangent au point Ni à la surface Si est perpendiculaire au rayon ON qui aboutit au point N où le plan MT touche la surface S ; nous appellerons Tangle PON, et n la distance ON,.
A rélément d<T=:sinpdpdq décrit parla normale OP sur In surface de la sphère qui a pour rayon Tunîté correspond sur la surface Si un élément d(Ti compris dans le môme cône,
et tel que
, d(T, X cos 9 a(T = •
On a donc
. _ I C r r^' ( gQ cos 6 , _ i T f F^ («Q cos ,
le résidu étant pris par rapport à la nappe considérée et Q' désignant la dérivée de Q par rapport à »; si Ton remplace les quantités variables a^ b, c, gj par a», 6o» ^«y »«, on a approximativement
« = î^(7Fw).//-<"''^
Au point M correspond, dans la Ggure polaire réciproque par rapport à la sphère
,. + ^._H,»_(,_hJ)=o,
un plan Q« perpendiculaire à OM et tangent à la surface Si ; au cône circonscrit à la surface S correspond, dans la figure polaire réciproque par rapport à la sphère
la section de la surface S. par un plan Q parallèle à Q«. Les distances de ces deux plans à Torigine sont
leur distance mutuelle est * ? r désignant la distance OM.
DÉLIMITATION Uli L'ONDE. 39
Appelons p et p' les rayons de courbure principaux de la surface §1 au point Mi où le plan Qo touche cette surface; on sait que la surface de la calotte détachée par le plan Q, ou Taire de l'indicatrice, a pour expression
TT V PP X
Donnons à a' un accroissement infiniment petit rfa'; la surface S varie et le plan Q se déplace parallèlement à lui-même; la portion de la surface S, comprise entre le plan Q et le plan parallèle infiniment voisin est
27r ^pp' On a ainsi
da\
=.^fvvxcos_o\ r"p(,,)rf,.,
et par suite
, 1 / v/^^Xcosg \ , ^~"27rV rr/XMl' Jo^'^'
Quand le point M est situé en dehors de Tonde, la valeur a\ du paramètre a' étant plus grande que e, la valeur de ^ est nulle et le point M en repos. Mais quand le point M est dans Tépaisseur même de Tonde, la valeur de oc\ est comprise entre — e et H- e , et Ton a
(4o) I I /v^XCOS0\ ^, . ,
Ainsi les points en vibration au temps / sont les points situés entre les deux surfaces S' et S'' ; ils forment une onde dont Tépaisseur est égale à 2 s ; la surface moyenne S», enveloppe du plan ax + by-i-cz — (ùt = o, croît proportionnellement au temps, en restant semblable à elle-même. Les formules précédentes montrent que la vibration tend à se polariser en ligne droite, et qu'en chaque point elle s'effectue suivant la même direction que Tonde plane simple tangente à la surface So qui passe en ce point et correspondant à la même valeur de w. Les
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molécules d'éther situées sur une même droite partant de Torigîne forment ce qu'on appelle un m)ron lumineux; ces jnolécules exécutent successivement leurs vibrations suivant des droites parallèles; l'amplitude de la vibration, le long d'un même rayon, et par suite la grandeur de la vitesse à la même phase de Toscillation, varie en raison inverse de la distance à l'origine. Comme on mesure l'intensité de la lumière par la puissance vive, c'est-à-dire par la moitié de la force vive, on en conclut que l'intensité de la lumière varie en raison inverse du carré de la distance.
dO. Si l'on suppose e infiniment petit, la surface de l'onde au temps /= i est l'enveloppe du plan
ax
-h bf-^- CZ ût) = G.
C'est la surface polaire réciproque, par rapport à la sphère ^'-+- j'-4-2' = I, de la surface &, que l'on forme en portant sur la normale OP au plan de l'onde une longueur OMi égale
à - ijig. 3); on obtient l'équation de la surface S, en rempla-
ce
çant dans
Fig. 3.
l'équation homogène 12 = o les lettres a, 6, c, w par j?, y* ^> i • Ayant construit de la sorte la surface Si, si l'on mène un plan tangent à cette surface et que sur la perpendiculaire OPi , menée de l'origine à ce plan, on porte une longueur OM égale
à ^^^9 on aura un point M de la surface S de l'onde.
CHAPITRE PREMIER
31. Nous avons étudié les lois générales du mouvement vibratoire dans les milieux homogènes. Nous avons vu (n*» 11) que, dans les milieux homoédriques, les équations différentielles du mouvement vibratoire peuvent être sensiblement réduites à des équations homogènes du second ordre. Si Ton pose
G = - 2 m/(r) (MX H- c y -h (vz)%
H = — 5—? 2 m*^-^ (ux -hi^y -h iv z)',
ces équations sont
/ (D/-G)^ — D«(D„H.?-i-D,H.7îH-D«,H.Ç)=:o,
(2) j(D? — G)yî~D.(D„H.? + D,H.yî-|-D,H.Ç) = o,
((De'— G)Ç — D,(D„H.^-|-D.H.7î-i-D,H.Ç) = o.
Les expressions symboliques G et H développées contiennent des sommes telles que
lm\^f{r), lmy\f(r), Imz'f(r), 2myz/(r),. . . ,
l,nx*£^, Imr^^y Imz'^^y v,^yV^^,...,
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Dans réther libre , les molécules n'ayant aucune disposition particulière, on peut supposer quelles sont distribuées sjmétriqtiement par rapport à chacun des plans des coordonnées; d*après cela, les sommes qui contiennent une puissance impaire de X, y z sont nulles; il ne restera donc que les neuf sommes qui ne renferment que des puissances paires. D'un autre côté, la distribution de l'éther étant la même par rapport aux trois plans des coordonnées, on a
2mx^/(r)= Imyf(r) =lmz'f(r), r "^ r • r
Concevons maintenant que l'on fasse tourner les axes des coordonnées de l'angle 9 autour d'une parallèle à Taxe des z ; on aura
x' = X cos ô -h y sin 0, d'où
x'* = X* cos* H- y* sin* ô -h 6x'y» sin» cos» 9 -h 4x*y cos' 9 sin
4xy'cos0^sin'0;
en négligeant les sommes qui contiennent une puissance impaire, et remarquant que 2my*(p(r) = 2/nx*9(r), il vient
:i:mx'*cp(r) = (cos*0-|-sin*0)2/nx*(p(r)
-f- Gsin'ô cos»ô 2mx»y»9(r)
= (cos'0-f-sin'0)»2mx*cp(r)
-f-2sin»0cos»0[32mx»y'<p(r) — 2mx*(p(r)]
= 2wx'(p(r)4-isin»Ocos»0[32/nx»y'cp(r) — 2/nx*9(r)].
Mais la quantité lm\'*(^(r) doit conserver la même valeur, quelle que soit la direction des axes des coordonnées; on a donc
Il en résulte que les neuf sommes se réduisent à deux. L« même chose a lieu dans tout milieu isotrope^ c*est-à-dlre dans tout milieu tel, que les équations du mouvement vibratoire restent les mêmes, quelle que soit la direction des axes.
Nous poserons donc
Les expressions symboliques G et II se réduisent à
et les équations du mouvement deviennent
![Dî — (^ 4- ^) («' -h t^ -f- w«)] ^ — 2 Aw { w ? -f- C'y) "h «'Ç)=o. [I>? — {g -h h) («^ 4- 1'^ -f- i^')]'n — 2 A(/ (w ^ -f- cy) -f- «'r)=o. [D* — ig-^à) (m» -h «^ -h cv*)] Ç— 2 Aif'fw Ç -f- cvî -f- (r?)=o.
32. Les équations f t6) du n* 12 qui déterminent les ondes planes, se réduisent ici à
![&>' — (g" -H A)] A — 2Art(rtA-f-i^B-f-<?C)=:o, [«» — (g--f.A)]B — 2A6(aA-H^B-f-cC) = o, [(û' — {g'\-k)]C — 2hc{aA'\'bB-hcC) =o.
En multipliant les premiers membres de ces équations respectÎYement par a, b, c, et ajoutant, on en déduit
Cette relation peut être vérifiée de deux manières : !• On posera
(6) ,,4_l-AB-|-^C = o.
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d'où
(7) ù^' = g-hh.
L'équation (6) montre que la vibration s'efîectue dans le pian de Tonde; on rappelle, pour cette raison, vibration transversale. Comme les trois constantes ne sont liées par aucune autre relation, il en résulte que la trajectoire décrite par la molécule d'éther pendant sa vibration est indéterminée.
2*» On posera
d'où
ABC
abc
Cette seconde vibration est rectiligne et perpendiculaire au plan de Tonde ; on Tappelle vibration longitudinale.
Ainsi , dans Véther libre y et en général dans tout milieu iso^ trope, peuvent se propager deux sortes de vibrations, les unes transversales et de forme indéterminée, les autres Hongitudi'nales.
Chaque vibration se propage avec la même vitesse dans toutes les directions, et donne naissance à une onde sphérique.
C'est aux vibrations transversales de Téther que Ton attribue les phénomènes lumineux. C'est, au contraire, par les vibrations longitudinales de Tair atmosphérique que Ton explique la transmission du son.
33. Avant d'aller plus loin, nous ferons quelques remarques importantes sur les forces moléculaires qui produisent les mouvements vibratoires. L'ensemble des phénomènes physiques et des phénomènes chimiques prouvent que les forces moléculaires s'exercent à une distance très-petite, c'est-à-dire que ces forces décroissent très-rapidement quand la distance augmente. L'observation apprend aussi que l'action des molécules les plus voisines est prépondérante ; il en résulte que les forces moléculaires décroissent suivant une loi plus rapide que le carré de la distance. Considérons en effet un cône d'une ouverlure irès-potilc et ayant pour sommet la molécule m; du
point m comme centre, avec des rayons quelconques, décrivons des surfaces sphériques ; une couche sphérique, d'une
Fig. 4.
épaisseur très-petite «6, contient un grand nombre de molécules, et l'action de celle couche sur la molécule m est sensiblement égale à la somme des forces exercées par les diverses molécules; si les forces moléculaires variaient en raison inverse du carré de la distance, deux couches ab et «'6', de même épaisseur, exerceraient sur la molécule m des actions égales, ce qui parait contraire aux données de l'expérience.
Pour sîmpliiier, nous supposerons que la force qui s'exerce entre deux molécules d'éther varie en raison inverse de la jrfîime puissaucc At la distance, et nous poserons
FW=Z^' ou f{r) =
la constante [i étant positive ou négative suivant que la force est attractive ou répulsive. Les deux constantes g* et A ont alors les valeurs
I y mif. , n-{-iymix /i-f-i
La vitesse de propagation des vibrations transversales est
„= y/ans,
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celles des vibrations longitudinales
Il est vraisemblable que les molécules d'éther se repoussent; la constante g- étant négative, il faut, pour que les vibralions transversales puissent se propager dans Téther libre, que l'exposant n soit plus grand que 4* I^^s vibrations longitudinales se propagent aussi dans ce milieu, mais avec une vitesse différente des premières.
Si la force était attractive, la constante g étant positive, il faudrait, au contraire, pour que les vibrations transversales pussent se propager, que l'exposant n fût plus petit que 4-
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT VIBRATOIRE DANS
LES MILIEUX HOMOÉDRIQUES.
34. Oh se représente les corps solides comme formés de molécules dîtes pondénibles, placées à distance lesxmesdes autres, et Von admet que Téther pénètre les corps et remplit les intervalles ou les cellules de ce réseau de molécules pondérables. On suppose que la distance qui sépare deux molécules pondérables est très-grande par rapport à la distance de deux molécules d'éther, de sorte que chaque cellule contient un grand nombre de molécules d'éther. Lorsqu'un corps est pariaitement transparent, les vibrations se transmettent a travers Féther qui pénètre le corps, sans se communiquer d'une manière sensible aux molécules pondérables ; c'est là un cas idéal dont les corps transparents se rapprochent plus ou moins. Mais, lorsque le corps est imparfaitement transparent, une partie de la vibration se communique de Tétheraux molécules pondérables, l'autre partie seulement passe à travers le corps; la quantité de puissance vive ou de force vive incidente est égale à la quantité de puissance vive transmise par l'élher à travers le corps, plus la quantité de puissance vive communiquée aux molécules pondérables.
Il est nécessaire d'admettre que des actions mutuelles s'eiercent entre les molécules pondérables et les molécules d'éther, sans quoi il serait impossible de comprendre la transmission des vibrations des unes aux autres. D'ailleurs, puisque la vitesse de propagation de la lumière dans Téther qui pénètre les corps transparents n'est pas la même que dans l'éther libre, il est clair que la constitution de l'éther est modifiée par la présence des molécules pondérables, et par conséquent qu'il y a action mutuelle entre les molécules d'éther et les molécules pondérables.
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35. On regarde un corps cristallisé comme formé de molécules pondérables disposées régulièrement, et à égale distance les unes des autres, sur des droites parallèles. Cauchj attribuait la même disposition régulière aux molécules d'éther ; en un mot, il regardait Téther engagé dans le cristal comme un milieu lui-même cristallisé. Mais cette hypothèse ne nous semble pas d'accord avec les phénomènes; car l'expérience apprend qu'un cristal cubique se comporte absolument comme un morceau de verre, dans lequel i'éther évidemment n'a pas une disposition régulière ; tandis que si I'éther était cristallisé, la vitesse de propagation de la lumière ne serait pas la même dans toutes les directions, et en outre la lumière serait polarisée. Supposons, en effet, les molécules d'éther disposées par files parallèles à trois droites rectangulaires que nous prendrons pour axes des coordonnées ; les neuf sommes qui entrent dans les expressions symboliques G et H, et que nous avons considérées au n° 31, se réduisent à trois. Si Ton pose
Imx^f(r) = 1 mrf(r) = lmz^f(r) = g,
^ lm\* ^^—^ = jzlmy* ^^— ^ = ^t 2 /nz* - — - = A',
on a
Çi = g{u^ -it- v^ '\- w^).
H = - [v^w^ H- tv'a' -H wVM H- -7- (w* -r i'* -H w') 2 4
et les équations du mouvement vibratoire deviennent
— 7.hu(u\ + vf\ -4-ivÇ) = 0,
[D; — (gr-+-A)(M'-4-v'-+-(v') — 3(A' — A)t;']yî
— 7.hv(ui^-\-vf\ + wt,) = o,
— 2 /i (v( M ^ -4- f Yî H- <vÇ ) = o.
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Les équations par lesquelles on détermine les ondes pJanes se réduisent à
[w' — (g--f-A) — 3(A' — A)tf=]A — 2Aa(aA^-6B-i-cC) = o, fco'— (g--+-A)~3(A' — A)6»]B — 2A6(aA-f-6B-f-cC)=o,
[w- — (g^4-A) — 3(A^ — Aj«?^]G — 2Ac(aA-4-6B-|-<?C) = o.
Le milieu, tel que nous Tavons défîni, admet sept axes optiques, c'est-à-dire sept directions dans lesquelles il n'y a pas polarisation de la lumière, savoir : les trois arêtes et les quatre diagonales du cube. Par exemple, quand on fait a=i i, -6 = = 0, on obtient la vibration transversale indéterminée
A =: o, Or)' =: g" -h h. De même, quand on fait a^ =: 6' = c^ = -, on
obtient la vibration transversale indéterminée ûA^6B-h?G= o,
«' = g- 4- h\ Mais, dans toutes les autres directions, la lumière
est polarisée*
Pour que la vitesse de propagation soit la même dans toutes
les directions, il faut que A' = A, et par conséquent, d'après
f(r) ce qui a été dit au n*» 31, que la somme Imx* '^ - ^ conserve la
même valeur, quelle que soit la direction des axes, c'est-h-dire que le milieu soit isotrope.
36. D'après cela, nous n'admettrons pas que les molécules d'éther présentent la disposition parfaitement régulière des molécules pondérables qui forment le cristal. Nous regarderons le milieu éthéré qui pénètre un cristal comme un milieu analogue à Téther libre, mais modifié par la présence des molécules pondérables, et voici l'idée que nous nous faisons de cette modification. Si l'on divise la longueur d'une droite d'une certaine étendue par le nombre très-grand des molécules d'éther situées sur cette droite,^ on a la distance moyenne des molécules d'éther dans cette direction. Il est clair que, dans l'éther libre, la distance moyenne est la même dans toutes les directions. Il est naturel de penser que la présence des molécules pondérables modifie cette distance moyenne des molécules d'éther, inégalement suivant la direction. Si donc on conçoit un milieu isotrope ayant une densité égale à celle du
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milieu considéré, et que Ton dilate ou que Ton contracte ce milieu dans certaines directions correspondant aux lignes du cristal, on pourra assimiler le milieu éthéréqui remplit le cristal au milieu isotrope ainsi modifié. A la vérité, la densité de réther n'est pas la même en tous les points d'une cellule, au centre ou sur les bords, mais elle se reproduit la même aux points homologues des diverses cellules ; nous négligerons pour le moment ces inégalités périodiques dans la distribution de réther, et nous substituerons à la disposition périodique vraie l'état moyen dont nous avons parlé. Nous pouvons supposer, comme nous l'avons dit, que cet état moyen provient de la déformation d'un milieu isotrope de même densité, dilaté ou contracté dans certaines directions déterminées par les lignes du cristal.
37. Prenons trois axes rectangulaires de coordonnées, dont l'un ojt' soit parallèle à un axe de dilatation ou de compression; dilater ou contracter le milieu élhéré parallèlement à l'axe oj/, c'est faire varier la coordonnée oif de chaque molécule d'une quantité proportionnelle à x* , En employant la lettre 3 pour désigner cette modilication, on aura
ô .r' = a'x\ of' = o, Ô2' = o,
a! étant un coefficient constant. Si l'on désigne par a, (3, y les cosinus des angles que fait l'axe ox' avec les axos primitifs des coordonnées, on en déduit
ox-^aix' = a'oix' =a! ol{olx -f- p^'-h 72)
^3 = ydx' =: a'yx' =^a!y{aLX -+- ^y-^-yz) = a' oLyx -+- cC^yy H- a'y^z.
Chacun des axes de dilatation ou de contraction rectiligne donnera des expressions de même forme ; l'ensemble de ces modifications sera donc représenté par des formules de la forme
/ ixz=a^x -^ b^y 4- fci 2 , ( I ) ' oy = a^ y -h bo z -h- b,x,
f z = aj z -h bi X -^ bt j\
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Si Ton considère le polynôme du second degré
les formules précédentes deviennent
(3) a^ = D,X, (5j = D^X, dz = J)X
Or, réquation (i), dans laquelle on regarde X comme une constante arbitraire, représente une série d'ellipsoïdes homothétiques et concentriques ; les équations (3) montrent que le déplacement éprouvé par une molécule quelconque m d'éther est normal à l'ellipsoïde qui passe au point m. Le plan tangent à l'ellipsoïde en ma pour équation
XD,X 4- YD^X -f- ZD.X = ?X,
X, Y, Z désignant les coordonnées d*un point quelconque du plan ; la longueur p de la perpendiculaire abaissée de Torigine sur ce plan est
il en résulte que la grandeur du déplacement est exprimée par
la formule — P Concevons que l'on prenne pour axes des coordonnées les
axes de cet ellipsoïde; l'équation de l'ellipsoïde deviendra et les formules (i) se réduiront à la forme simple
(4) àx = ax, à y =■ by-y Ô2 = cz.
Ainsi l'ensemble des dilatations ou condensations éprouvées par réther dans un cristal homoédrique peut être ramené à trois dilatations ou condensations suivant des directions rectangulaires.
38. A cause de la grande élasticité de l'éther, c'est-à-dire de la très-grande énergi-e des forces moléculaires, il suffit
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d'une très-petite variation dans la distance moyenne des molécules d'éther pour produire une grande variation dans la vitesse de propagation ; nous pourrons donc supposer que les trois coefGcients a, b, e sont très-petits, et nous négligerons leurs carrés. La densité ne changeant pas, les trois coefficients vérifient sensiblement la relation a -h 6 -h c = o. Des formules (4) on déduit
et par suite approximativement
^ xdx -hyiy-hzdz ax'H-fcy' -f- cz'
L'expression G = - lmf{r)( u\-\- vy -hivzy éprouve une
Je
variation
3G = 2mf(r){ax-h vy -h ivz)(Mdx-hi'dy 4-ivdz)
-h- 2m î^-^(i/xH-i'y -H iVz)Vdr 2 r ^ ^
= 2m/(r)(i/x-h vy-h(vz){aax-|-6«'y-hc(vz)
-h-2m^^-^(ax-hcy -|-ivz)'(ax*-|-6y'-f-cz')
= A(a -h 6.-+- c)(a' -h i^'-h (v») -+• 2(gr-|- A) (a/i»-f- ft<'*+ c<i'') = 2 (gf -H A) (au' -f- bv^ 4- ctv^).
L'expression H = -^ 2 w ^^-^ (m x -h t'y -h wzy éprouve de même une variation
dH = ^ 2 m '^ ^ (//x -|-(>y-htvz)*(aMX-!-^i'y-hCivz) or
H — 7 2m (mx-H ^fs -\-wzy{ay} -h 6y*-hcz').
On a donc à considérer de nouvelles sommes de la forme
D./>) Y^M YsfM'
2mx'v'z=' j 2mx*y' » 2mx*-^ >
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sommes qui se rapportent au milieu isotrope avant la iiioditication. Si Ton fait tourner les axes des coordonnées de Tangle 6 autour d'une parallèle à l'axe des z, à l'aide de la formule
x' = xcos0-l-ysin9,
on verra, comme précédemment (n® 31), que
2mx*z'9(r) = 32mx*y'z*9(r).
On a d'ailleurs
x'« = x«cos*0 -h 6x*y cos*0 sin -h i5x*y' cos* 9 sin' Q -l-2ox'y'cos'0sin*9 -H i5x*y*cos'0sin*0 -h 6 xy* cos 9 sin* 9 -f- y® sin« 0,
2mx'''9(r) = (cos«0-|-sin«9)2mx«9(r)
-♦-i5sin'0cos'02/nx*y'9(r)
= 2 m x^cp ( rH-3 sin^ô cos^ô [5 2m X* y»<p ( r)— 2m x«<p ( r)] ,
et par suite
2mx*(p(r) = 52mx*y'<p(r).
On posera donc
DÙrl i)ÙLl Dliil
-2mx'y*z' = — ^ 2mx*y* = — ^-r 2mx«
et l'on aura
dH= y (a-^b-+'C)(u^ -f- i^' -h (v^)'-'
-h(A -+- /)(aM* 4- 6v« 4- 6*iv')(ii^ 4- i'= -h (i'') =i (A -+• /)(aM* -h éi'' ■+• Civ')(w' 4- f * 4- («'■).
On a ainsi, dans le milieu modifié.
Cl = giii"" 4- i'' 4- <v^) 4- 2(g' 4- A ) (««' 4- bv' 4- f(v'),
H = 7' (//= 4- i^' 4- <v' Y 4- (A 4- /) (aW 4- fcv' 4- r(v')(w' 4- f ' 4- «'').
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On en déduit les expressions (n® 4)
-h 2 (gr-h 2 A-h /)(aii^4- Ac'^-h C(v') -h 2 [A -h4 ( A H- /)a]a', P = 2 [ A -f- 2(A -+- /) (fr 4- c)] c(v = 2 [A — 2 (A -h /) a] i'iv,
qui entrent dans les équations de mouvement vibratoire, mises sous la forme
/ (D? — L)^— Rr, — QÇ = o, (5) (D?— M)yî — PC — R?=:o,
( (D,' — N)Ç — Q^ — Prî^o.
39. Cherchons maintenant les ondes planes. Appelons a, p^ y les cosinus des angles que fait la normale au plan de Tonde avec les axes, et supposons que le coefficient d'extinction soit nul.
On obtient les quantités L^, P,, . . ., (n*» 12), en remplaçant tt, c, w par a, (3, y dans les expressions symboliques L, P,.... Si Ton pose, pour abréger, '
A, = 2 [A — 2( A -h /) «], Aj=2[A — 2(A -i-l)h]y A3= 2[A — 2(A-f- /)e],
wf = gr-H A -h 2 ( A -h /) a -h 2 (g"-h 2 A -f- /) (flra^ -h ^(3' H- 67' ), &); = gr-l-A-|-2(A-f-/)6-f-2(g"H-2A-4-/)(«a^-f-A(3'4-cy'), 6)5=g' + A-f-2(A-f-/)c4-2(g"-h2A-!- /)(aa*-|-A(3'+cy»),
on a
0, = A,ya, U,= A,«p,
Mj Tî — = 6)j,
-*ï — ik "**«
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cl les équations (i8) 61(19) du n° 13 se réduisent à
, , , /«A SB yC\
/l? /il AI I_ _
L*équation (21) devient
\ 'Il "a "3 /
A, B, C désignant les cosinus des angles que fait la vibration avec les axes. L'ellipsoïde, dont les axes donnent les directions des trois vibrations rectilignes qui correspondent à une même onde plane, est représenté par Téquation
(9) o)',x' -h rs)ly' -i- 0)lz' -h ftJlJh (^ -h ^ -h ^y= I.
CHAPITRE IIL
40. On peut caFaciériser les cristaux à un axe optique en disant que le cristal coïncide avec lui-même, quand on le fait
tourner autour de son axe d'un certain angle égal à — ? n étant
un nombre entier plus grand que 2. Dans le rhomboèdre, on a 71 = 3, comme dans le prisme droit à base triangulaire équilatérale ; dans le prisme droit à base carrée, on a «=4» ^^^* La disposition du mrilieu éthéré qui pénètre )e cristal étant représentée à l'aide d'un ellipsoïde, comme nous l'avons expliqué au n" 37, il faut que cet ellipsoïde coïncide avec lui-même,
quand on le fait tourner de l'angle — autour de l'axe du cris-
TV
tal. Ceci exige que Fun des axes de Tellipsoïde coïncide avec l'axe du cristal, et de plus que l'ellipsoïde soit de révolution autour de cet axe; mais alors l'ellipsoïde coïncide avec luimême quel que soU l*angle de rotation, et par conséquent le milieu éthéré est isotrope autour de Taxe du cristal. Si donc on prend l'axe du cristal pour axe des ;r, on ferai
d'où
A, = 2[A — 2(AH-/)a],
wf = (g^-+- A) - (gr— /)a -h 3(g^-h 2 A -h /)fla%
«J = û»J =(g^-h A)— (g^-^- 3A -h 2/)a-h 3(g^-i- 2A -h /)€ïfle,
et les équations (6) deviennent
Lorsque la normale au plan de Tonde coïncide avec l'axe du prisme, c'est-à-dire lorsque a=^i, (3 = 7 = 0, ces équations admettent les deux solutions
hl
ht
A la première correspond une vibration transversale indéterminée, à la seconde une vibration longitudinale. La lumière traverse donc le cristal parallèlement à Taxe, sans se polariser.
41. Dans le cas général, on déduit des équations (10) la relation
qui peut être satisfait de deux manières. Si Ton pose
on a
A = o, (3B-hyC = o;
la vibration est polarisée en ligne droite; elle s'effectue suivant la trace du plan de Fonde sur un plan perpendiculaire à Taxe du cristal; c'est une vibration rigoureusement transversale.
Les deux autres vibrations, satisfaisant à la condition -^ = -»
s'effectuent dans le plan mené par Taxe du cristal perpendiculairement au plan de l'onde. Leurs vitesses de propagation sont données par l'équation ifû second degré
à laquelle se réduit l'équation (7), quand on supprime la solution &)' = wj. L'une des racines est comprise entre Wi et wa; comme ces deux quantités diffèrent peu l'une de l'autre, les deux différences w' — wj et w* — (ù\ sont petites; si l'on néglige les quantités petites du second ordre, on peut réduire cette équation à
58 LIVRE II. - CHAPITRE Ul.
d'où Ton déduit
(il) a)' = ((3^4-y')w;-^a^&);=:û,>J-^-a^(a)î — «;).
En mettant cette valeur de w^ dans les équations (lo), on a, au même degré d'approximation,
(12) a:AH-;3B4-yC = — :-^ ^^
Ceci indique que la vibration qui correspond à la seconde racine fait un très-petit angle avec le plan de Tonde; comme elle est perpendiculaire à la première, elle est située dans le plan mené par Taxe du prisme perpendiculairement au plan de Tonde.
La troisième vibration, étant perpendiculaire aux deux premières, esta peu près normale au plan de Tonde; la vitesse de propagation de cette vibration est
GJ
' = wj-t-/i, -hi5(A -\-l)aoc\
42. L'expérience apprend que la vitesse de propagation de l'une des deux vibrations transversales est la même dans toutes les directions. La vitesse de propagation de la vibration quasitransversale est donnée par la formule (i i)
pour que cette vitesse fût constante, il faudrait que Ton eut g^-h/< = o, ce qui est impossible, car alors la vitesse de propagation des vibrations transversales dans le milieu isotrope serait nulle. La vitesse de propagation d(» la vibration rigoureusement transversale est
'=r,)î = (gr_|_/|, (gr_j_3/, 4. ^ /)r/ -f- i ( ^r-J- 7. A -+- i ) (l (X' ;
pour que cette vitesse soil constante, il esi nécessaire et il suffit que la condition
tr
soil remplie. On (»n conclut t|ue le ravon appelé p^ar les phvsi<'i(Mis rayon ordinaire correspond à la vibration rigoureuse-
ment transversale, et que le rayon extraordinaire correspond à la vibration quasi-lransversale.
On appelle plan de polarisation du rayon ordinaire le plan mené par Taxe du cristal perpendiculairement au plan de Tonde. Puisque la vibration de ce rayon est perpendiculaire à Taxe, elle est perpendiculaire au plan de polarisation. Ainsi se trouve justifiée Thypothèse de Fresnel.
43. JPour que la vitesse de propagation du rayon ordinaire soit constante, il faut, avons-nous dit, que la quantité g"-h2 A-h/ soit nulle. Si l'on suppose que la force moléculaire varie en raison inverse de la /i''"" puissance de la distance, on a [iv** 33 et 38)
. (/i-hi)(/t-f- 3) ^ ma n -h 3 , __ (n -f- 1 ) (^^ "+" 3)
on en déduit
ff-h 2/1 -{- 1= 'r^ ' fr
Pour que la quantité g^-f-a/i-f-/ soit nulle, il faut que Toit ait, soit 71 = 4, soit n = 6. Mais la première solution n'est pas admissible, car alors la quantité g-hh, et par conséquent la vitesse de propagation des vibrations transversales dans le milieu isotrope, serait nulle. On doit donc faire /i=6, ce qui exige, d'après la remarque du n" 33, que la force moléculaire soit répulsive.
Ainsi, de ce que la vitesse de propagation du rayon ordinaire dans les cristaux à un axe est constante, il semble résulter que les molécules d'ét/ier se t^poussenl en raison inverse (le la sixième puissance de la distance.
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kk, £n admettant cette loi, et posant
— I ^ ma
on a
g-i- /i = ip, h-{- 1 = — 2/1, .
A, = i4/? ( i-h-«j , h,=: h3= i^pli aU
wî = 2/i(i — 2«), ùi)\=(til= ipli-ha)'
Un ébranlement initial concentré dans un espace très-petit autour de l'origine donne naissance à trois ondes distinctes. Celle qui correspond à la vibration transversale est sphérique. L'onde produite par la vibration quasi-transversale, au temps t=i, est l'enveloppe du plan mobile
a^ 4- (3 j H- y 2 = co,
63 étant donnée par l'équation (i i)
c'est la surface polaire réciproque, par rapport à la sphère ^* -h j* -h 2^ = 1, de la surface S, que l'on obtient en portant
sur la normale au plan mobile une longueur égale à — (n"* 30), surface qui a pour équation
Le pôle du plan tangent au point (^, , j,, 2,) à l'ellipsoïde S» est donné par les formules
fji\Xi «îj^, w'Zi
En éliminant Xi^ y\^ z, entre cûs quatre équations, on obtient l'onde S
CRISTAUX A UN AXE OPTIQUE. 6i
C'est un autre ellipsoïde dont les axes sont inverses de ceux du premier. On trouve ainsi l'ellipsoïde d'Huyghens; Tonde sphérique qui correspond au rayon ordinaire est tangente à cet ellipsoïde aux sommets de Taxe de révolution.
La vibration sur l'ellipsoïde en un point quelconque M coïncide sensiblement avec la projection sur le plan tangent du rayon OM qui aboutit en ce point. Si l'on appelle l'angle que fait la perpendiculaire OP au plan de l'onde avec l'axe du prisme, que l'on considère sur la vibration la direction qui fait un angle aigu avec cet axe, et que l'on désigne par cp l'angle que fait cette direction avec la normale OP, on a, d'après l'équation (12),
COS9 == "aaA= -% asin^Oy 7 ï4
en remplaçant A par sa valeur approchée sin0; l'angle cp est
Fig. 5. Fig. 6.
aigu ijig. 5), quand l'ellipsoïde (i3) est allongé, obtus {Jlg, 6), quand l'ellipsoïde est aplati.
Dans le quartz, pour la raie D, on a
Mi 1 ,5533
on en déduit
a= o,oo4 =
Appelons 9' l'angle que fait la vibration avec le plan de Tonde;
le maximum de l'angle 9', qui a lieu pour ô = j^ est ici moindre
que 9'.
CHAPITRE IV
45. Nous nous sommes représenté (n°36) Télal moyen du milieu élhéré qui pénètre un cristal homoédrique quelconque, en imaginant un milieu isotrope dilaté ou contracté suivant certaines directions. Lorsque le cristal a la forme d'un paralléiipipède rectangle, les axes de l'ellipsoïde, dont nous nous sommes servi pour caractériser cette disposition de Téther (n® 37), sont parallèles aux arêtes du parallélipipède; car le cristal coïncidant avec lui-même quand on le fait tourner de i8o degrés autour d'un axe parallèle à une arête, il faut que l'un des axes de l'ellipsoïde coïncide avec l'axe de rotation. Nous supposerons ici les trois coefficients a, b, c inégaux.
Les quantités cù], wJ, oi] (n** 39), que l'on range par ordre de grandeur, diffèrent peu les unes des autres; des trois racines de l'équation (7), une est comprise entre wj et wj, une autre entre (ù\ et wj; si l'on néglige les quantités petites du second ordre, ces deux racines seront données approximativement par l'équation du second degré
à laquelle on peut réduire l'équation (7). La quantité aA-hPB-hyCj différant peu de lu ( -. — h--. — ^ fr ^^ ^^^
conséquent de — ^-7-7 — ^-^— > d après les équations (6), est
très-petite; ainsi à chacune de ces deux racines correspond une vibration quasi-transversale. A la troisième racine correspond une vibration quasi-longitudinale.
L'équation (i5) sera précisément l'équation des vitesses de
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Fresnel, si les quantités cù], &),, (ùl sont constantes, ce qui exige que la condition g-\-2h-\-l = o soit remplie; cette condition est celle que nous avons déjà trouvée dans l'élude des cristaux à un axe optique {n*» 42). Ainsi les lois d'Huyghens pour les cristaux à un axe optique, et celles de Fresnei pour les cristaux à deux axes, conduisent à la même loi pour l'action mutuelle des molécules d'éther.
46. Quand on néglige les quantités petites du second ordre, l'équation (8) du n** 39 se simplifie et devient
(i6) a)' = û)îA'-|-wîB»-|-wJO.
En portant sur la vibration une longueur égale à &), on a la surface d'élasticité de Fresnei
(17) (j7*-h7»H-z*)»==a);:r»4-w»jr^-|-w;2;*;
en portant sur la vibration une longeur égale à — » on a l'ellipsoïde d'élasticité
Les trois vibrations rectilignes qui correspondent à une même onde plane s'exécutent suivant les axes de l'ellipsoïde
( oix ôy y-3\*
(19) W^Or^-l-MÎj'-l- Wj2»4- A.A^Aal -T- -4- î^-f-^ j =1.
Comme il y a deux vibrations quasi-transversales, le plan de l'onde diffère peu de l'un des plans principaux de cet ellipsoïde; il coupe donc l'ellipsoïde suivant une ellipse dont les deux axes coïncident presque avec deux des axes de l'ellipsoïde. Or, quand on cherche l'intersection de l'ellipsoïde (Î9) par le plan ajc-H (3j-H 72 = 0, le dernier terme du premier membre de l'équation (19) se réduit à une quantité petite du second ordre; on peut donc substituer à l'ellipsoïde (19) l'ellipsoïde (18). On conclut de là que les deux v/brations quasi-transversales sont dirigées à peu près suivant les axes de V ellipse que détermine le plan de ronde dans
l'ellipsoïde d'élasticité {\S) et que les vitesses de propagation sont inverses des longueurs de ces €UJces,
Ce dernier théorème sert de base à la théorie de Fresnel; il en déduit l'équation des vitesses (i6), puis la surface de Tonde.
47. Cherchons maintenant la surface de Tonde pour t = i. C'est Tenveloppe du plan
(ù satisfaisant à la relation (i5), ou bien c'est la surface polaire réciproque, par rapport à la sphère a;*-hj^-f-^'= i, de
Fig. 7.
la surface Si que Ton obtient en portant sur la perpendiculaire OP au plan de Tonde une longueur 0M| égale à — -, d'après
Ct)
Téquation (i5) la surface S, a pour équation
OÙ — désigne la quantité ^J-l-jî -{-z]. Le plan tangent à
la surface Si au point Mi , dont les coordonnées sont Xt^yi^Zi, a pour équation
(D^^X — 20)^^1 D^a)(X — ^0-H(I>r.^ — 2"'rtI>««^)(Y-r.)
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où Djp A, Djr l, J)g A, D^tA désignent les dérivées partielles de
la fonction 1, savoir :
'* Cù* (ù\ ■^» Cù* «î *« Cù* tù\
xs \ ' r ^î I >^' I ^' T
On en déduit
(21 ) x,\S^\ -f- j. D^^ X 4- iJi D^^ X = o,
et réquation du plan tangent se réduit à
(D^^X — 2w^^,D^tX)X-|-(D^^X— 2&)*j.D^. X)Y
(D^ X— 2w%D^,X)Z-h2co*D„,X=: o.
Les coordonnées Xy y, z du pôle M de ce plan, par rapport à la sphère de rayon i > sont données par les formules
( ""D, X — 2&)*2,D„«X"" 2&)^D^,X' Si Ton pose, pour abréger,
ces relations deviennent
^ ^ ' ;r'-|-û>*^i j'-f-ck)'ji -s'-f-w*Z|
Les quantités &)'X|, co'jiy &)^Z| étant les coordonnées du point P de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan de Tonde, x'yjr'y z* désignent les projections de la droite PM sur les axes des coordonnées. Appelons r et r' les longueurs OM
et PM ; dans le triangle rectangle OMP, on a
r» = w' -H r'\ Les relations (21) et (22) deviennent
des équations (25) on déduit
(27) r'^ =: xx" -{- yy' + zz\
Si dans les relations (24) on remplace D^. A, D^ \ D^ X par leurs valeurs, et si Ton tient compte de l'équation (26), il vient
•^^— " ■ "— eu / •
Xy J, ^i
En remplaçait dans les équations (26) ^1, ji , >Zi par leurs valeurs tirées des équations précédentes, et se servant de la relation r' = w' -h r'% on a
En po'rtant enfin dans réquation(27) les valeurs de x', j', z' que donnent ces dernières équations, on obtient la surface de Tonde
que Ton peut mettre sous la forme
r' désignant dans ces équations la quantité x'+y'-hi'.
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INÉGAUTÉS PÉRIODIQUES DANS LA CONSTTTDTION DE L*ÉTHER
48. Nous avons admis que Télher pénèlçe les corps el remplit les cellules formées par les molécules pondérables. Nous avons admis aussi que la distance des molécules pondérables est très-grande par rapport à celle des molécules d'élher, c'està-dire que chaque cellule contient un grand nombre de molécules d'éther.
Comme la distribution de Téther varie dans l'étendue d'une cellule, et se reproduit la même aux points homologues des diverses cellules, nous regarderons Téther qui pénètre un corps transparent, non comme un milieu uniforme, mais comme un milieu présentant dans sa distribution des variations ou inégalités périodiques. Jusqu'à présent nous avons négligé ces inégalités périodiques, et nous n'avons tenu compte que des modifications générales que produit la présence des molécules pondérables, modifications que nous avons caractérisées en disant que la distance moyenne des molécules d'éther n'est pas la même dans toutes les directions. Ceci nous a suffi pour rendre compte des phénomènes de la double réfraction et de la polarisation rectiligne dans les cristaux homoédriques.
Hypothèse de Cauchy.
49. On sait que dans les milieux transparents tels que Teau, le \^rre, etc., la vitesse de propagation des rayons lumineux varie avec la longueur de Tonde. Voici comment Cauchy expliquait ce phénomène.
Les équations différentielles du mouvement vibratoire dépendent des deux expressions symboliques G et H (n® 4),
G = 2m/{r) |-(^^ + t-y+i^z)_^(^x + .y + <vz)-^ j^
H — Vm -^'^^T^"^"^^^"^^'^' I (^^^'^^y-^^'^)' I ...1. r L * .2.3 I .2.3.4 J
Dans les milieux homoédriques, les termes de degré impair sont nuls, et Ton a
G=2m/(r) R^x + j^y +«vz)' _^ («x + t'y + cvz)'_^ H^
Nous avons admis que le rayon d'activité des molécules d'étherest très-petit par rapport à la longueur d'onde; chaque terme du développement est donc très-petit par rapport aux précédents (n<» 11); à la première approximation, nous n'avons conservé que le premier terme de chaque développement, ce qui réduit les équations différentielles à des équations homogènes du second ordre; on trouve alors que la vitesse de propagation est indépendante de la longueur d'onde (n° 12).
Cauchy attribuait l'inégale vitesse des rayons lumineux aux termes négligés dans les expressions G et H, et principalement aux termes du quatrième degré. En conservant ces seconds termes, on a en effet
G = 2m/(r) R^x + .y + .rzr _^ M + .y + a'z)' 1
I 1.^ I.^.O.lL I
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Si l'on suppose le milieu isotrope, et si l*on pose (n"** 31 et 38)
= — =-= 2mx« ii-^-i = — -— — 2mr«î^ — ^ = A' 2.3.5 r 2.3.5.7 ^
on a
Les équations différentielles du mouvement vibratoire deviennent
[d?— (ff 4- h)k'—^^ A^l?-(2A-hA7fXMÇ-f-i'7î+ivÇ)=o, Td;— (g+A)/f'— ^—^ A^l/j— (2 A+A'^')(;(tt
Ces équations contiennent les dérivées du quatrième ordre par rapport à x^ j, z. La vitesse de propagajlion des vibrations transversales dans les ondes planes élémentaires est donnée par la formule
Elle varie avec la longueur d'onde I = -r- *, si la quantité
constante -—7 — est positive, on voit que la vitesse de propagation sera d'autant plus grande que la longueur d'onde sera plus grande»
Telle est Texplication donnée par Cauchy du phénomène
de la dispersion. Mais celte explication nous. paraît présenter
une difficulté insoluble; car, si la quantité ^ - , , avait une
valeur sensible dans le milieu éthéré qui pénètre un corps transparent isotrope, comme un morceau de verre, elle aurait aussi une valeur sensible dans Téther libre; or l'observation des étoiles changeantes, par exemple de l'étoile Algol, prouve qu'il n'y a pas de dispersion appréciable dans le vide, c'est-àdire que la différence de vitesse des différents rayons lumineux dans l'éther libre est tellement petite, que l'on n'a pas pu constater une différence de marche, malgré l'énorme distance parcourue par les rayons lumineux. Il est à présumer d'après
cela que la quantité ^— — a une valeur extrêmement petite.
Si l'on suppose, comme précédemment (n** 33), que la force qui s'exerce entre deux molécules d'éther varie en raison inverse de la w'**' puissance de la distance, et si l'on fait
F{r)=^, ou /{r) = ^,
on a
, 1 ., mfx
2-' -H A' Pour que la quantité 2— — soit nulle, il faut que /i=6; la
quantité g* -I- A devant d'ailleurs être positive, il est nécessaire que la force soit répulsive. On retrouve ainsi par une voie différente la loi d'action moléculaire que nous avons déjà déduite des phénomènes de la double réfraction dans les cristaux à un axe et dans les cristaux à deux axes (n*« 43 et 45).
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Autre hypothèse
51. Puisque la dispersion n'existe pas d'une manière sensible dans l'éther libre, et qu'elle existe à des degrés différents dans réther qui pénètre les milieux transparents formés de molécules pondérables, on doit attribuer ce phénomène à la présence même des molécules pondérables. La première idée qui se présente est d'examiner quelle peut être l'influence de l'action directe des molécules pondérables sur les molécules d'éther en vibration.
Considérons d'une manière générale deux milieux qui se pénètrent, savoir l'éther et le milieu pondérable. Appelons m, la masse d'une molécule pondérable, mminfiin) l'action qui s'exerce entre une molécule d'éther et une molécule pondérable, r, la dislance de ces deux molécules, Xi, y,, z, les projections de cette droite sur lés axes; les équations d'équilibre d'une molécule m d'éther sont
2mx/(r)-|-2mx,/,(r, ) = o, 2'wy/(r)-h2my,/,(r,) = o, 1 m z/( r) 4- 2 mz,/, ( r, ) = o,
les premières sommes désignant la résultante des actions exercées sur la molécule m par les molécules d'éther environnantes, les secondes sommes la résultante des actions exercées sur cette même molécule par les molécules pondérables.
Supposons maintenant que les molécules d'éther aient été dérangées très-peu de leur position d'équilibre, et vibrent autour de ces positions d'équilibre. Une partie de la vibration se transmet en général aux molécules pondérables; quand le corps est transparent, cette partie transmise est très-faible ; on peut donc, dans le cas idéal des corps parfaitement transparents, admettre que les molécules pondérables restent à peu près immobiles, pendant que l'éther vibre. Si l'on appelle |, yj, Ç les projections du déplacement de la molécule d'éther m, la dislance variable r, -f-pi de celte molécule à la molécule
pondérable /Wi sera donnée par Téquation
d'où Ton déduit approximativement
Les équations du mouvement de la molécule m sont
D/^ = 2m/(r-Hp)(x-+-A?)4-2m./.(r.-4-p.)(x.— ?),
ou, en tenant compte des équations d'équilibre et négligeant les secondes puissances de ^, yî, Ç,
D?g = :Sm[/(r)Ag-f-x^(xA^-f-yAy3-hzAÇ)]
Si Ton pose
G =:lmf(r) {e^^^rf-^^ — j ) — lmj,{n ),
ces équations se mettent sous la forme ordinaire
(Df — G)^ — D„(D„H^-hD.Hyî-f-D.HO = o, (D,^— G)n— D.(D„Hg-^D.Hyî + D.HÇ) = o, (Dj_G)Ç— I),{D„H$4-D.Hyî-4-D.JU) = o.
52. Les coefficients dans les expressions G et H ne sont plus ici des constantes, mais des quantités périodiques, c'està-dire des quantités qui varient dans l'étendue d'une cellule, et qui reprennent les mêmes valeurs aux points homologues des différentes cellules. On peut, à une première approxima-
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lion, remplacer ces coefficients périodiques par leurs valeurs moyennes. Si Ton suppose, pour fixer les idées, que les cellules aient la forme cubique, et que Ton considère une molécule d'éther placée au centre d'une cellule, les sommes
2m,y,z,fliri}, 2rna^xr^^^^ Im.x.y.-^^
seront nulles, et les sommes
2m,xl£^, 2m.yî/li^, Ima]^^
n n Ti
égales entre elles. D'ailleurs le milieu éthéré, quand on néglige les inégalités périodiques, peut être regardé comme un milieu uniforme et isotrope. Si donc on pose
les équations du mouvement vibratoire se réduisent à
[D? — (g--f-A)A>-|-g-,-hA,]^ — 2A//(wÇ-l-vy3-|-(vÇ) = o, [D? — (g--f- A)/r2 -f-g-, -i- /i,]n — zhv (aÇ H- f rî -I- «'Ç) = o, [D? — (g--+- /OZ-r' 4- g". -h A,]Ç — 2/w(m$+ (;yî -H tvÇ) = o.
La vitesse de propagation des vibrations transversales est donnée par la formule
Cette vitesse varie avec la longueur d'onde. Elle est d'autant plus grande que la longueur d'onde est plus grande, la quantité gt -H /il étant supposée positive. Mais ici nous trouvons une autre difficulté; car l'expérience apprend que la vitesse de propagation est représentée approximativement par une formule delà forme
ro- = A -f- |->
dans laquelle le terme variable est, non pas proporlionnel au carré de la longueur d'onde, comme dans la formule précédente, mais inversement proportionnel à ce carré. On conclut de là que la quantité g, -h A, est très-petite, c'est-à-dire que l'action directe des molécules pondérables sur les molécules d'élher ne modifient pas sensiblement les vibrations.
Supposons que l'action exercée par une molécule pondérable sur une molécule d'éther varie en raison inverse de la /i'*"* puissance delà distance, et soit
nous aurons
et par suite
La quantité g*, -h Ai est nulle lorsqu'on a /i, = 2. Il résulte de la théorie de Fresnel sur la réflexion et la réfraction, et des expériences de M. Fizeau sur la vitesse de la lumière dans un milieu transparent en mouvement, que la densité de l'éther est plus grande dans les milieux pondérables que dans l'éther libre; d'où l'on conclut que les molécules pondérables attirent l'éther. La remarque précédente semble indiquer que cette attraction s'exerce suivant la loi de Newton, c'est-à-dire en raison inverse du carré de la distance.
Inégalités périodiques de Véther.
53. Nous n'avons pu expliquer la dispersion par l'action directe des molécules pondérables sur l'éther en vibration. Il nous reste maintenant à rechercher quelle est l'influence des inégalités périodiques du milieu éthéré qui pénètre un corps transparent. Il nous suffira pour cela de considérer un milieu uniforme isotrope ayant éprouvé dans sa distribution des modifications périodiques par l'action des molécules pondérables.
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Si Ton pose, pour. abréger,
I, i', i" désignant des nombres entiers quelconques, toute modification périodique dans la distribution de Téther pourra, comme toute fonction périodique de :r, j, Zy être représentée par des sommes de termes de la forme
ô^ = a' sin 4» H- «" cos <];, ày^^= 6'sin4' -hft"cosij;, àz = c'sin^j^-hc"cos4/.
Il est facile de se représenter une modification périodique élémentaire. Nous remarquons d'abord que toutes les molécules situées dans un même plan parallèle au plan i}; = o éprouvent le même déplacement.
Si Ton prend Taxe des x perpendiculaire à ce plan, les termes correspondants se réduisent à la forme
àx = a' sin a J? 4- «" cosa^, $y = b' s'\n(xx-{- b" cosa^, ôz =c'sina:r-f- c'^cosa^r.
On déduit des deux dernières relations
{c*àx—f>'èzY'^{c"àx—b"àzY={Vc" — c'b'')\ ou
(i) (c"'+c''^]§f^{b'^+b''^)^z''-i[h'c'+h"c'')Sy$z={b'c''—c'b')\
Les molécules d'éther qui étaient situées primitivement sur une même droite perpendiculaire au plan ^j; = o sont maintenant placées sur une hélice elliptique ayant pour axe celte droite elle-même; le terme
8x=a' sina^H-a"cosa^
produit des contractions et des dilatations périodiques parallèles à cet axe.
Lorsqu'on a 6V — c'6" = o, les déplacements éprouvés par les molécules d'éther sont parallèles au plan c'iy — b'àz = o; il en résulte que les files de molécules parallèles à Taxe des x restent planes. Si l'on prend le plan c'y — b^z==:o pour plan
des xyy on aura
et par suite
Considérons le système de points formés par les molécules d'éther, et imaginons le système symétrique par rapport au plan des xy; lorsque la condition précédente est remplie, il est évident que le système proposé coïncide avec son symétrique.
Quand on a à la fois
la condition 6V — c'6" = o est encore vérifiée; les déplace
ments des molécules d'éther sont parallèles à la droite
jc y* z
-7 = 7-, = -77 et les files parallèles à cette droite restent recti-
lignes. Dans ce cas, les quantités èxy dj, ôz changeant de signes avecr, j, z, le système des molécules d'éther coïncide avec son symétrique par rapport à l'origine des coordonnées. Cest ce qui a lieu dans un cristal homoédrique, si Ton place Torigine au centre d'une cellule.
Supposons maintenant la quantité b'c" — <?' 6'' différente de zéro. On peut diriger Taxe des y et Taxe des z parallèlement aux axes de Tellipse (i), ce qui annule la quantité b'c'-\-b"c'\ et ensuite, par un déplacement de l'origine, réduire les formules à la forme
à x=: a' sivi OL X '^- a" c>os ce X y
dx=b^cos(xx,
èz = c'sinax;
ceci montre bien que les files perpendiculaires au plan 4* = o sont tordues en hélices elliptiques. Le système proposé ne peut pas coïncider avec son symétrique; car une hélice dextrorsum a pour symétrique une hélice sinistrorsuniy qui ne peut être appliquée sur la première.
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PÉRIODIQUES
54. Nous avons représenté les inégalités périodiques de réther par des termes de la forme
àx = a' s\n^ -{- a'' cos^, ô j = 6' sin 4* -f- ft" cos 4», dz=:c^ sin4'H-<?"cos4';
il suffira d'effectuer le calcul pour un seul groupe de termes; nous ferons
et nous poserons
4» = aar-hPj-hyz;
on écrira ce qui provient des autres termes par analogie. Nous admettons que les coefficients a', V, c'y a" y 6", c", ou les inégalités dans la distribution de Téther, sont très-petits par rapport aux dimensions des cellules, et par conséquent que les quantités telles que a' a sont très-petites, et nous négligerons les puissances de ces quantités supérieures à la seconde. Les équations du mouvement vibratoire seront des équations différentielles linéaires à coefficients périodiques; les coefficients des intégrales simples se composeront eux-mêmes de deux parties, Tune constante, l'autre périodique; la seconde partie est très-petite et de Tordre des quantités a' a,.. .; car, si ces quantités étaient nulles, cette seconde partie serait aussi nulle. La première partie est celle qu'il importe d'obtenir; c'est elle qui détermine en quelque sorte le phénomène visible.
Dans le calcul des coefficients des équations différentielles du mouvement vibratoire, nous négligerons les termes périodiques petits du second ordre; car ces termes ne pourraient
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fournir des termes constants que par leur combinaison avec la partie périodique de Tintégrale, et ces termes seraient du troisième ordre et par conséquent négligeables; mais nous conserverons les termes constants du second ordre. On a, au degré d'approximation indiqué,
^x = (û'co8•^'-«"sin^^){ax+Py^-7z)-(fl'sm^^+û''cos^^) ^Î±ÊI±2^\ s Y =(A'cos^^-^''sin^^)(ax+Py-h7z)■-{è'sin+4-ô"cos^^) (f^±Py±V^', ^z = (c'cos^-- Csin^) (ax+py+7z)- (.'si„i+c"cos^) (î2±ÊI±lf)' ,
rtfr = (xJx + ytfy+zoz) H ! — - — ■
= [(â'x + A'y4-c'z)cos>}^— (fl''x4-^"y4-c"z)sin^^](ax+Py4-7z) - [(«'x + è'y4-c'z)sin^^+ («''x+è''y-{-c''z)coS'{^] (^x+py+yz)'
tt^x+p^y + (*'(îz
= [(â'wH-^V-hcV)cos-«p — {rt"w + Z>V + c''«')sin-|](ax + Py4-7z)
(tt^x + PiîyH-w'^z)'
mi»
(«^xH-P(îy + ^v^z)r(îr
^ r (rt;^ff+^^<^+cV)(fl^xH-^^y4-g^z)n («x + ^y + 7z)\ L4-(«"«4-^"(^4-cV)KxH-^''y + 6-"z) J '2
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55. Calculons G et H, en bornant ces expressions à leurs deux premiers termes,
G = 2/w/(r) (ux-i-vy-i-wz) -+- ^ — ^ ^^ '- j ,
On a
f ir) -h 2/;j •-— ^ [i + (mx H- J'y 4- «'z)] («^x + p^y + (v^z) r^r
■ 2,^ r r (KX+py.+«'z)' ^ ("xH-»'y+«'z)* 1 j^
En remarquant que
li^nn D-^- i^nn
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et posant
d€^ Y^nrl j^flrl
D— i_ D— îl-
X= — ^2/wx*y'z' = — ^, 2//ix*y
= ^ g 2mx*y' = — 5-r- 2/wx«
^ 2wr'D ^,
on obtient les expressions suivantes
4- i±i {«'^ + 6'^ 4. c'» -f. û"^ + ^"' + c"^) (a M + pp + 7 (v)^
-f-2(A^.fl{a.4-pp + 7^) [^ (««« + è«p+,'^^)(^«„+AV4-cV)J
-.2A(aw+Pi'H-7«p')[(fl'a-|-^'P + c'7)sini^4-(fl"a + è''PH-c''7)cos>^J
4- A (w* 4- 1'' 4- w'^') [(«'a+ ^'p -f- c'7)cos^ — («"a -h Z>''P-4-c''7) sin^p],
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56. Les lois de la double réfraction dans les cristaux homoédriques, et l'égalité de vitesse des différents rayons lumineux dans le vide, nous ont conduit à admettre que les molécules d'étlier se repoussent en raison inverse de la sixième puissance de la dislance. Dans cette hypothèse, si Ton pose
on a
-t-(A-+-/)(tt'-f-*'' + fv
el les expressions G ei H se réduisent à
— i4/?(att-f-Pf-f-7«')[Ka+ô'P-f-c'7)8in^-h(fl''a + ^''P-f-c''7)cos^p] + 4/?(aw4-pp+7fv)[(fl'w4-^V+cW)cos^^--(â!''w-|-^'VH-cV)sin-^/] 4-7/?(w'-l-*''+^v^) [(fl'a+^'P+c'7)cos^|;— (rt''a4-^''S+c''7)sin^^],
+ (fl"a + é>"P 4- f "7 ) K« -f- ^"(' + c" w) J
-4~/'r(a'+P'+7') {"'-+- ^''-l-^M + 2(aw + pP + 7wf] x[(fl'« + ^V^-c'«')sin^^4-K«-^-/>'^'+cV)cos^î']
X [(«'a + ^'P -h c'7) sin^I^ -f- Ka + ^"P -h ^"7) cos^^] — 2/7(a^+o'-f-(v') (aw + p<' + 7rv)
Faisons, pour abréger,
A'= fl'a4-^'P-f-c'7, A*= rt*a + ^''p-+-c''7,
Jlï
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les expressions de G et de H deviennent
— a/?h»(U'sin^p+U''cos^p) — I4/?U(A'sin^^4-A''cos^[/) -f. 4/?U (U'cos^^ — U''sin^î') -4- 7/?X-»(A'cos^p — A'sinA];),
H = ^ r7 + ^ (Â."-h A"^) 4- ^ AhO A*4- 2/?UA^ (A'U'+ A^U") 4-^ AU' A -+-/?(hV/-'4-aU^) (U'sin^l;4-C''cos•W 4- 9/?X•'U{A'sin^^4- A'cos^p) — a;?A-'U(U'cos+-U''sin^) -5;?A-*(A'cos^~A'sinnI/).
Les équations du mouvement vibratoire sont de la forme
— 2/?(aA'+a«U)[A'(«'?+^'>i-f-c'Ç)-HA"(«"Ç4-^%4-c'Ç)]
[2 a ( U' sin Ap 4- U" cosAp) "1 4- 9tt( A'sinA^4- A"cosi]/) J
4-2/?[h'(«'sini]/4-«''cosA^)4-9a(A'sini]/4-A''co8>^)](aÇ4-<'»ï4-«'Ç) 4-2/?(h'«4-2aU)[K?4-^'>î4-c'Ç)sinrl;4-(«''Ç4-^%4-c''Ç)cos4'] 4- 4/?U(A'sin.];4-A''cosAl^)?
— 2/? [A'(fl'cosAl^— û"sm^p)4-2"(U'cos>^— U''sin^^)] (aÇ4-p>24-7Ç)
[iJJ (a'cos^ — a" sïn-^)^ 4-2a(U'cos>^ — U''sin4<) |(aÇ4-f'»î4-w'Ç) 4-9w(A'cosili— A"8ini]/) J -2y?(2ttU4-aA-')[(û'54-è'>i4-c'Ç)cos^li~K54-^%4-c''Ç)8in4^]
— 2/?A'(A'cos^^-- A''sin^^)Ç.
En posant
=«Ç4- (3yî4-yÇ, 0' = fl'$4-6'yî4-e'Ç,
r==a"^4-6"yî4-c''Ç,
Q= m| 4- i/yj 4-(i;Ç,
on réduit ces équations à la forme
[DÎ-/?{2-4-A'^+A''^)X-']?-i4/?«?
-/?[aAÂ-*-+-2AttU4-a(fl'A'-f-«"A")X='4-4«(A'U'+A''U'')]9
— 2/?(aX-»+attU) (A'Ô'+A"G")
[aa(U'sinn{;-f-U''cosn]/) 4- aU(rt'sini];-}-û''cos^[')"] -f-9;^(A'sin^l;4-A"cosi^)] J^
U(A'sin-J^ + A"cosAl
— 2/; [X-' (a'cos-^ — ffsin-^) -f- aw (U'cosi]/ — U''sin^p)] 9 r 2U(û'cos^^-a"sin^^)4-2a(U'cos^^--U"sin^)^
"" ^^ L4-9"(A'cos^!;-A''sin-^)] J ^
\ - a/?(2wU-^aA•')(6'cos^^-G''sin^)-.2/)Â-'(A'cos^^-A^in^^)Ç.
Chaque modification périodique introduit dans les équations des termes de même forme que les précédents. On voit que ces équations sont linéaires et à coefficients périodiques.
Intégration des équations différentielles à coefficients
périodiques.
57. Les intégrales simples des équations différentielles trouvées dans le chapitre précédent sont de la forme
? = ?o -h ?t sin ^ + 12 cos 4»
» = yîo-f-yîiSin4' -f-yîîCOsv]^ Ç = Ço -f- Çi sin4» -h Çacos^l^ M- . . . ,
les quantités Ç,, »,, Ç, , ^,, yjj, Ç2 étant des quantités petites du même ordre que «', b', c\ a" y b'\ c" ; car, lorsque ces dernières s'évanouissent, les premières s'évanouissent également; après avoir substitué dans les équations différentielles, nous égalerons séparément à zéro les parties constantes , les parties contenant sin 4* en facteur, celles qui contiennent cos 4, etc. Si, enfin, entre les équations ainsi trouvées, on élimine ^1, Çj, tî,, tîj,..., on obtiendra trois équations ne renfermant plus que les trois inconnues ^0, vjo, Ço. Ces. trois dernières équations déterminent ce que Ton peut appeler la
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valeur moyenne de la vibration; à celle parlie moyenne correspond évidemmeni le phénomène sensible.
Nous adoplerons par analogie les notations suivantes
d'où
Comme on a d'ailleurs, par la diiïérenliation,
c'est-à-dire
tt3Ç = w^H^ — a'(Ç,sinif' + Ç2COSi^)-+-2a(cos>p.MÇ, — sin^^.«SJ)
on en déduit
? = ?o-i-(®iCos>J' — 02sinnI/) + (sin-J^.<p,4-cos^['.<p,), U? = UÇo+h'(Ç,cos4'-Ç,sin•^.) + (sin^^.UÇ,-f-cos^^.UÇ,), U'Ç = U'Ç,+A'{Ç,cos^^-Ç,sin^^)4-(sin^^.U'?,-f-cos^^.U'?,), U"? = U"Ç„^-A"(Ç,cos^^-Ç,sin^(/) + (sm^^.U"Ç,^-cos^^.U"Ç,),
i4UÇ = z<U?a — ah'(?,sin^^ + Ç3COs4')^-h^(cos^p.^^Ç,--sinl^.ttÇJ
-|-a(cos^p.UÇ, — sin^I;.UÇ2) + (sin4^.ttU?,-f-cos>p.ttU$j), i/U'Ç = /«U'Ça— aA'(Ç,sinip-f-?jC08T]')-f-A'(cos^I'.«Ç, — sin-]/.«Ç,)
+ a(cos4».U'Ç,-sin^.U'?,) + (sin.p.«U'Ç,-f cos^^.ttU'g, Wîp = tt<p^-. a (ô, 8in^^ + 6jC08i^) 4- (cosi^.ttô, — sini]/. w8j)
4- a ( 8in >J< . <p, + C08ip . ^j) + ( 8in ^^« . tt ^, -f- cos"]' . « <j)j ) , . U^ = U(po— h» (Ô.sinA^ 4- Ô»C08^^) + (cos^I^.UÔ, — sin^I^.UÔJ
+ h^ ( sin ^j/ . (p, -f- cos -«I^ . (Pj ) -h (si n i]/ . U ^, 4- cos i]/ . U cp J ,
U'(p = U'?,-A'(0,sin^4-0,co8^)4-(cos^J<.U'Ô,-sin-J/.U'0J
A'(8in•J^.<Pl4-cos•}.72)4-(sin^^.U'^,4-^>os•y U'<Pj
58. Cela posé,, il est aisé de voir que les termes constants des équations différentielles donnent trois équations dé la forme suivante
-a/?{aX-^+2f*U)(A'0'o4-A"&"o)
/ -p(h^« + aaU)(ô',-hô;)-a/?U(fl'0,+«"0J-2/?«(A'Ô,-hA"e,) ' ^ ^ -a^a{U'0,4-U''0,)
-;?hM«'?. + «>,)-2/>a(A'(p,4-A>,)
+/>X-»( A"?, - A'ÇJ 4- ^pu ( U'Ô. - U'Ô,) -i-pP (n'e, - «' 0,)
-h/^(2KU-f-aX-^)(ô^-0;)-h2/>a(U>,-U'(p,)
\ -4-9/^«(A''(p,-A'?,)+a/?U(a>,-û'<pJ.
En égalant à zéro les termes qui contiennent sini}' ou cos^}' en facteur, on obtient les équations
h^?,4-7«9.-i-aU?,+7tt0,-f7«?-7«?.-l-7-(D?~V^*')Ç.
= (2aU'+2û'U + 9A'tt)9,4-(h»w+2aU)ô;-4-aA'U?„ + («'h^4-9«A')y,-f-{2aU"+«''X-')0,4-(2aU + aX-^)ô; -f.A"Â'^g,-h(a«"U + 2aU'' + 9^^A")(p,,
= (2aU''-|-a«"U4-9A''w)0,4-(h'MH-2aU)G';-f-2A''UÇ„ -h(«"h'4-9aA")<p.-(2«U'4-«'X'')Ôo-(awU + aX'')ô;' - A'X-^$,~(2«'U + 2aU'-|-9«A')y,.
Comme nous négligerons dans les équations finales les puissances de a', 6', c', . . . supérieures à la seconde, et que les quantités Çi, Çj,. • . , sont des quantités petites du premier ordre, il suffira, dans les équations précédentes qui donnent ces quantités, de conserver les premières puissances. Nous pourrons donc négliger les termes
{Dï — ipk^)l, («'h + 9aA')9„,...,
qui sont petits du second ordre; car, dans le milieu isotrope uniforme, on a, pour les vibrations transversales, <p«=o,
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D? — 2pk^=o. Nous réduisons ainsi ces équations à la forme
(4) \ =(2aU'-^2«'U + 9A'tt)Ô,4-(h^K + a«U)ô;-f.aA'UÇ.
(5) { =(2aU"4-2«''U4-9A"a)9,-l-(h'«-+-2aU)0î-f-2A''UÇ, -(2aU'4-«'/-')Ô^-('2ttU-f-aX»)ô;-A7-^Ç^.
Des équations (4) et (5) on déduira les valeurs de ^i, Ç,,. . .; en portant ces valeurs dans les équations (3), on obtiendra les trois équations finales en ^o, vjo, Ço, qui détermineront, comme nous l'avons dit, la partie moyenne de la vibration, et, par suite, le phénomène sensible. Il est à remarquer que les parties périodiques, quoique insensibles par elles-mêmes, ne doivent pas être négligées dans le cours du calcul, parce qu'elles modifient les équations qui donnent la partie moyenne de la vibration, et introduisent dans ces équations des termes à coefficients constants.
Il est extrêmement probable, d'après l'ensemble des observations, que, dans les milieux transparents, comme le verre, la distance des molécules pondérables est beaucoup plus petite que la longueur de l'onde, c'est-à-dire que la quantité k est très-petite par rapport à h. Des équations (4) et (5) on tirera donc les valeurs de ^i, y},, Ç, , ^a, y}», Ç», développées en séries suivant les puissances croissantes du rap-
port 7-9 et on substituera ces valeurs dans l'équation (3). On
voit que les quantités ^t, ^a,. . ., sont en général de premier
, k ordre par rapport à ?-> et par conséquent par rapport à w, v, w^
EXPLICATION DE LA DISPERSION
59. Considérons un milieu isotrope homoédrique. Si l'on place Torigine des coordonnées au centre d'une cellule, les quantités ô^, ôj, àz devant changer de signes avec Xy j, z, on aura
On pourra» supposer, en outre, que le déplacement périodique des molécyles d'élher ou l'inégalité est perpendiculaire au plan ^ = o, ce qui revient à chercher Tinfluence d'une condensation et d'une dilatation périodiques dans la constitution de l'éther. On aura ainsi
A = «% A' = ah, U'=^, 0'=^.
Afin de simplifier le calcul, nous prendrons l'axe des x perpendiculaire au plan de l'onde, et nous ferons
L'équation (3) du numéro précédent donne (6) ' 4-y^^h(h'y3,4-7pO,) + 3/7^ph«?, + 6/?«^fiG,
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et des équations (4) et (5) du même numéro on déduil
h*>î, + 7pô,-|-2aM>î,+ 7Pw?, = 2aahtty3<,+ 6«-^a9j,
S (8) < h*»2+7pôj— 2att>i, — 7Pttg, = — «hw^>3^ — 2«^m'8,,
Dans ces équations on a fait ?o=o, puisqu'il s'agit des vibralions transversales.
60. Des équations (7) et (8) on tirera les valeurs de Çi, iqi, Çi, liffiiy Ç,, développées en séries suivant les puissances croisle santés de 7-' ^t on substituera ces valeurs dans Téquation (6).
Nous pousserons le calcul jusqu'à la quatrième puissance de u ou de k et nous Teffectuerons de proche en proche. On remarque que les quantités $1, y}i, Çi sont du premier degré par
rapport à 7- ^ les quantités ^2, yja, Ç» du second degré.
Si, dans Téqualion (6), on remplace h'yîi-l- 7 (SS, par sa valeur tirée de la seconde des équations (8), on a
( D? — 2/?tt' ) Yi^ — 2/?fl' h* u^ >îo -" 7P^^ P "^ ^1
Des équations (7) multipliées respectivement par a, (3, y et ajoutées, on déduit
/ V ^ 9«rv 7}? 9 ^ f. , 7 °^ ir
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En subsUluanl celte valeur de 0, dans ces mêmes équations (7), on lire
En portant ces valeurs dans Téquation (9), on a
-'»E(«-fp)""-+'"i("'-Tp)-«' = ''-
Dans cette équation, les termes qui contiennent ^2, y}2, 02, ^, sont du quatrième degré par rapport à u; comme nous n'irons pas au delà du quatrième degré, il suffira de prendre dans ^, les termes du premier degré et dans ^2, V32, Qi ceux du second degré.
61. Des équations (8) multipliées respectivement par a, (3, y et ajoutées, on déduit
8h^0a— gattÔ,— 7h'M?,r= — «h /3-h4^J m'0«;
si Ton remplace 6, et ^, par leurs valeurs déduites des équations (10) et (i i), il vient
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Les équations (8) donnent ensuite
'■■".— «'■(-<p)"''-+«H?-xp)"''-
En portant ces valeurs dans l'équation (12), on arrive enOn à l'équation
if /*^\' i . îP/'ïïïO 25177 a* San a*\ .-
62. Puisque nous nous occupons d'un milieu isotrope, comme un morceau de verre, il faut concevoir que le plan aj:-+-(3^7'-+-yz==o prenne toutes les directions dans l'espace, h étant constante. Si Ton appelle a', P', / les cosinus des angles que la normale menée de Torigine à ce plan fait avec les axes des coordonnées, on a
De Torigine comme centre, avec Tunité pour rayon, décrivons une sphère et appelons dcr un élément de la surface de cette sphère; pour avoir l'action moyenne des inégalités pério-
dfT diques dans le milieu isotrope, il faudra multiplier par 7—
tous les termes de l'équation précédente et intégrer dans toute l'étendue de la surface de la sphère. Les termes qui contiennent une puissance impaire de a, p, y ou de a', (3', / ont des moyennes nulles, car les éléments sont deux à deux égaux et de signes contraires. Chacun des facteurs a", (3'*, y" a une
moyenne égale à ^•, les moyennes des facteurs de la forme a'* et a'^ô'' sont ■= et ir-ri celles des facteurs de la forme «'%
«'*(i'S a''(3"y'2 sont -? -^,
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D'après cela, l'équation (i5) devient
Chaque multiple de <]/ introduisant des termes de la même forme, on obtiendra finalement les deux équations
La lumière n'est pas polarisée et la vitesse de propagation est donnée par la formule
(i8) „' = a/,(.-gh'2,x)-^/'k'z^?;
cette vitesse augmente avec la longueur de l'onde.
Pour que le milieu soit transparent et se laisse traverser par des rayons lumineux dont la longueur d'onde surpasse une certaine valeur, il faut que l'on ail
oo ou
Si l'on désigne par L la distance moyenne des molécules pondérables, comme on a h==y-) la condition précédente devient
— j — <o,o46..., ou approximativement
En ne conservant que le premier terme delà série qui représente les inégalités périodiques, on a y- <[ — -, ainsi, pour que
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le milieu soit transparent, il faut que l'amplitude maximum des inégalités périodiques que présente la distribution de réther dans l'étendue d'une cellule soit moindre que la vingtième partie de la distance de deux molécules pondérables.
63. Quand un rayon lumineux simple passe d'un milieu dans un autre, le nombre des vibrations dans un temps donné reste le même. Appelons wo la vitesse de propagation dans réthec libre, !« et I les longueurs d'onde d'un même rayon dans réther libre et le milieu considéré, n l'indice de réfraction au passage de l'éther libre dans ce milieu; on a
(ùa lo , 27r 7.TZn
0) I I lo
et l'on déduit de la formule (i8)
(.9) L^=.-4L^Aneai)-l^P^^.
^ "" «^ w; \ 6o '/ i4o o){ii
Si l'on pose, pour abréger.
a>î \ 6o / /ij
l'équation précédente devient
Lorsque le rapport — est très-petit, le rapport ~ diffère
lo ff'
peu de l'unité, et l'on a la formule approchée
ou
Cette formule a la forme de celle donnée par Cauchy. La con-
EXPUCATION DE LA DISPERSION
slante rit caractérise le pouvoir réfringent, la constante X le pouvoir dispersif.
Mais dans la plupart des substances, le rapport =r n'étant
pas très-petit, il vaut mieux, comme l'a fait M. Christoffel dans son Mémoire sur la dispersion (*), considérer Téquatîon (20) comme une équation bicarrée,
(ï)'-(ï)'-i(îy-
d'où Ton déduit
Il faut prendre le signe 4- devant le radical, puisque l'indice de réfraction X diminue quand la longueur d'onde lo augmente. On a donc
Hi['W'-m
ou, par une transformation connue.
et par suite,
Le milieu est transparent pour les rayons dont la longueur d'onde lo surpasse X. Quand la longueur de l'onde augmente
de X à 4-00 , l'indice de réfraction n diminue de n, y/î à /i,.
La formule (28) a été appliquée par M. Christoffel à un certain nombre de substances. Les différences qui existent entre les indices observés et les indices calculés sont assez petites
C) Monatslerichte der Àkademie der Wissenschq/ten eu Berlin, octobre 1861, Un extrait du Mémoire de M. Christoffel a été publié par IVl. Yerdet dans le» Annales de Chimie et de Physique, i8(ï2.
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pour qu'on puisse les attribuer à Tincerlilude qui règne encore sur les longueurs d'onde. Je me bornerai à citer deux des résultats donnés par M. Christoffel. On a pris pour unité le millième de millimètre, et les deux constantes /ii et X ont été calculées^ à l'aide des indices observés pour les raies B et G du spectre.
Éther sulfurique (Dale et Gladstone), /i, = 1,3482, X = o,i3i6.
Indices observés ... 1 , 3545 i , 3554 i , 3566 i , 3590 i , 36o6 i , 3645 i , 3
Indices calculés. .. . i,355i i,3568 1,3590 i,36io i,3
différences 4-3 — a o — 4
Flint jaune de Guinand (Dutirou), /i, = i,'j489> X = 0,2077.
Indices observés ... i , 7697 i , 7) 1 8 i , 7777 i *, 7852 i , 7924 i , 8062 i , 8 Indices calculés. .. . ï 77718 1,7778 1,7855 1,7927 1,8
Différences o ~i — 3 — 3
La longueur d'onde pour les rayons violets étant à peu près égale à 0,400, le rapport j pour ces rayons est environ «r dans
rélher sulfurique, et - dans le flint.
Quand qn met la formule sous la forme (21), on commet une erreur égale à -~ (r) ^ cette erreur est moindre que
dans réther sulfurique et que 5 — dans le flint.
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ÉQUATIONS DES MOUVEMENTS VIBRATOIRES DANS LES MILIEUX DISSYMÉTRIQUES
64. Nous avons expliqué l'inégale vitesse des rayons lumi> neux par les inégalités périodiques que présente la distribution de réther dans les milieux homoédriques; les inégalités périodiques de Féther dans les milieux dyssimétriques nous permettront d'expliquer aussi la polarisation circulaire et en général la polarisation elliptique. Les équations différentielles du mouvement vibratoire (n'' 56) sont des équations linéaires à coefficients périodiques; nous avons indiqué la manière d'intégrer ces équations différentielles; les intégrales se composent de deux parties, Tune principale ou moyenne, à laquelle est dû le phénomène sensible, l'autre périodique. Si des équations (4) et (5) du n° 58 on déduit les valeurs de ^,, ^2,. . . et qu'on porte ces valeurs dans les équations (3), on obtiendra les équations qui déterminent la partie moyenne ^o, vîo, Ço de la vibration. Il esta remarquer que les parties périodiques, quoique insensibles par elles-mêmes, ne doivent cependant pas être négligées dans le calcul, parce qu'elles influent sur les équations qui donnent la partie moyenne et modifient de quantités constantes les coefficients de ces équations.
Nous supposerons, comme précédemmeni, que la distance des molécules pondérables est très-petite par rapport à la longueur de l'onde, et nous développerons les valeurs de Çi , ^a, . . . sui-
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k vant les puissances croissantes de r-* Pour expliquer la polarisation circulaire, il sera nécessaire de pousser le calcul jusqu'aux termes du troisième degré en m, c^, w,
65. Si Ton retranche membre à membre les équations (4) et (5) du n" 58, multipliées respectivement par k" et A', on a
hMA"Ç,~A'Ç,)+7«(A''0,-A'9,)-4-2U(A'Ç.4-A"Ç,) 4-7«(A'Ô.4-A''9,)4-7«(A'?.-HA"(pJ-7'^(A>,-A'<pJ
= [2a(A"U'-A'U'')4-2(fl'A*-r/A')U]9,+ (h^z^ + 2aU)(A''ô;-A'ôî) + r2«(AU'4-A'T^)4-(«'A'+^/A')X'^]Ô,+ (2«U4-a^-')(Aô;-f.A''6i;) + (A'^-f-A")X-^Ç,;
d'où Ton déduit le premier groupe
du second membre de l'équation (3) ; si Ton remplace ce premier groupe par sa valeur, l'équation (3) devient
! [Dj_;;(a-hA"-hA"')X']Ç,~l4/>...p„
-2/4(A"U'-AU")a + (a'A"-û"A')UJÔ,
-/?(h»«-HaaU)(A"6',-A'ô;)
-/?[aAA='-f-2AUa4-3(a'A'-i-fl"A")X'+6M(AU'-f-A''U'')]Ô.
(I) ^=:-îi/)U(«'ô;-h«''Ô,)~9pw(A'0,-|-A''Ô,)-a;>a(U'Ô,4-U''GJ -;^(h^^+aaU)(0'. + &^,)--2/?U(A?,+A%) - P^^ K?i + «'VJ — 9/^« (A'<p,4- A"<p,)
; +'2/?a(U'>.-U'ç.J+iG/?^/.{A''<p^-A>J + 2/?U(a>,-rt'^,).
66. En multipliant les équations (4) respectivement par a, (3, y, et ajoutant, on a
8h='9. + 9UG,+ 7h>,-7U<p, = (2h^U'-hi3A'U)e„+3h^U6;-l-2(UU''4-A''X-')Ô,4-(2U^4-h='X-^)ô;,
8h^0,~9UO,-.7h'?.--7U?.
= (2h'U"+ iSA'U)©.-}- 3h'Uô*„ - 2{UU'4- A'/-') 0,- (2U'-*-h»^)ô; ;
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on en déduit
et par suite.
«'9, + «'6, = [1 («-D' +a"D') 4- -j ^'■^'+/-^° u] 6, + 1 \]{a%+aX ) + 4p[(«'D"-«"U')U+(a'A''-««A')X»]9,+ ^iil + Ç){«'eî-«'e'.)
-|p{«'9,-«"9.)-|K?,-«"?.) + |^(«'?. + «"<P,), A'9. + A'9, = ri(A'U'-t-A»U') + ^ ^ItAT u] fl,
+ |U(A'9'.4-A"9;) + i^-^4^"''' + (îF"^T)(^'^«~'^"®''' -|£(A'9,-A'9,)-Z(A>,_A>,)+|p{A'?,4-A'i>,),
D'9,+U"9,= ri(U"+U") + .j ^'^'"^,^°^" u"[9.+ luiU'e-.+UV.) + jp(A"U'-A'U")X'9.+ ^^ + Jî) (U'9". -u'g;) -|§(U'9,-U"9,)-Z(U'?,-U"t.) + 2^(U>, + U>,),
„ /laU' , a'U , A'u 9iaA'U\. ^/ 5aU\ A'Uj,
/ U"« , «"X» 7 aUU' 7 «A"X" \fl ■^\"''fi^ "h^ 4"T?~~4 h- ;• / U« I aX» 7«D»\ A»*'
Uj. , /63 aU «\„ 7 a , / « 49 «UN
-»p?,4-(^-8--p--7pje,-gp?,+ (^7p--8--Erj?.,
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_f \]'u a'P 7«UU^ 7 aA7'' \ V^ h* "^ h' 4 h^ 4 h* y "
/ Vu i a^_7 aU^\fi. A'X'%
I a(A'U'+A''U'') ■ rt'A'+û"A''
AÇjH-AÇj— I A/a , Aff2 «, ^/A'2_l_A«2^ 1^0
r (A'U"-A"U')k , (a"X'—n'A.")P 7 aU(A'U'- A"U')1,
, / D'D" , {«V+ô'ô'+c'c'jX» 7 A'UU" 7 A' A". A. ■♦'V'P"'^ 5^ 4 ~T?~ ~4 ~P~ / •
UU' . A'/' 7 A'U'\ A
„ /i A'U" , 2{«'a'H-6'A"+c'c")U , A"U' 91 A'A'UN .
MILIEUX DISSYMÉTRIQUES. loi
/ U" [a"+b"+c")/i' 7 A'UU' 2 ^"^'\ a yW^ h' 4 h' ~4 h* )^'
„ /i A"U' (<jV+6'*"+c'c")U A'U" 9iA'A"U\.
®^' = U"Î?" h^ "^^"E^ — TT^j"'
/ U" (a"-^b"'-hc")A' 7 A'UU" 7 A"A^\ "•"V* lï" h» 4 h* 4 h' j •
/ mr oa:7^_7a:£\ U
^"7VT"p~'*' — E5 T-wp-^y^-^T^^'
f U'U' , {a'a'+b'b''-{-c'c') k^ y A'UU' 7 A'A''>P \ ^
/ UU" I A"*' 7A«U'\ A'-t' U
-VT-p-~7pj'''"^8p?'-^Vp-T"F"r»'
f uu; 7 A^^'_7 A'u^\^_/ uui_7 a;1^_7 An?\^
"^V h* 8 il' 4 h* j « V^ h^ 8 h^ 4 h* j V
p(ô^-ô',)4-(^Y-ijr-7p
\8 h* ""^hV • 8h^'^'"^8 h»'''' . / U' 49 A'U\ . / U" 49 A''U\
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/Q UU' , A'^ 91 A'U»\ . / u 5 IP\ „
,/,U'*' 7U'U' 7A"UA^\. , /'i7U^' 7D»\„
8 y'^'^V» h' ^hV '^\^h' 8 hV'^" /oDU". A'*» <ijX"V\./,, 5W\„
/'q5;i!_z5!E_7 A'u^'N fi7Vi' 7^\ff
r. (a 'V"-a"l]')P 7 (rt-D"- «'U') U' 7 (a' A"- «"A') UX-»1 .
(X'-|ÎÇ)(A'9;+A'6:)
r,(A'U"-A"U')*» 7(A'D''-A'U0Un„
En substituant ces valeurs dans Téquation (1), on obtient
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équation
2/4(A''U'~A'U'')a + («'A''-«"A')U]0,-^/?(h^/4-aaU)(A''6'.-.A'&;) / ii;7(fl'U'4-«''U'')U4-~/?(A'U'+A''U'')/«-hi/?a(U''-hU''^) \ \
H jL ^
o II
85 (A"+A")U« , 85 (A'U'H-A'U')aU . „ (A^+A^laX'
JP p +-P E5 +81/» jj5
, «AU' ii83 atA-'+A'^IU' 4/^-51 ^P ij;
+/. ^^aD + h'«) (U'6'. + U"6»,)-i-4/' ^^^^r^ U'Ç.
_i_5 ^ -n» «iiMi. 5 (fl'U'-/»"U')U' i3 (rt'A'-zî'A'lUX 4- 3p(a'V'-a U' )/' - -/» i jp '■ —p i j^— ! —
9 (ATJ'-ATJOU" , 53 afA-U'-ATIV 91 a(A'U"— ATJ^U
+ i^.pPu+lp-^+^P-^-^p-^'j[k'r,-AX) + (lpocP+^p\ju+lp^ iW^r^-vv,)
. / „ 35 U'\, , ^, ,,/ 63 U«^637aU' „, a/'\ X (A>, +A^,).- (?/«' + f/'^) (U>.4-U>,).
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67. Le second membre de Téqualion (II) comprend deux groupes de termes : les termes du premier groupe sont du troisième degré par rapport à le; ceux du second groupe, du quatrième degré. Occupons-nous du premier groupe. Si Ton voulait pousser le calcul jusqu'à la quatrième puissance de k, en négligeant les puissances supérieures, ce que nous avons fait pour la dispersion, on prendrait
4F ^ ~ 4 i? ^•- VïP ^ j) <" ^•^'^^•)
A'B, - A"0, = 7 (A'U"- A-'D'jO.+ luiA'O; - A'ô;)
+ |Eî(A'e.4-A"e,) + |(A>.+A>,),
u'e,- u-'e, = - ^ (A'U'-A'U'iu ^^_^3^ ^^,^^_ ^.^^^
(«'A'— rt'AV'
q(/i'U'— rt"mu„
A'U'+A-U-IU/-'- /I7U*' 7U
h' '•~VT"F'~4W * •*
« A'U° — A"D' Il U
■^(„-|^)(A'9;-A'9'J-. <^'P'-;;5""'% .- '-'^'\f^'''^' e. , 7aU(A'U'+A"U"). , 7 a(A" + A") X-'„
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68. Mais, si Ton ne va pas au delà de la troisième puissance, ce qui suffit pour la polarisation circulaire, on réduira ces équations à leurs premiers termes, ce qui donne
_^ KAWAW ,^^^,,_5g^^^^,^^_^,^^^ A>,-A-,.= 2 (Ajr-Anm ,^^ ^,._ 5 ^) ^,,^^_,,,^,_ U-, „.,_ (A'U'-A'U')^ 9. (A'U"-A'U-)U'
__:iO,-(U'9:-U^G'J + ^^(A'0:-A'(/J,
A'H -A''H -' «(A'U'^-A-U-) KA^-^'A'IU
(^u^^^yx'f/^^A%),
69. En substituant ces quantités dans le premier groupe du second membre d(î l'équation (11), et négligeant les termes du
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quatrième degré, on obtient Téqualion
-2/?[(A'U"-A"U')a-(«'A"-«"A')U]9o-/'(h'^^ + 2aU)(A'ei;~A"Ô'o)
^1 ■Îi/?(«'U'+«''U'')U-^— jy(A'U'4-A''U'');*4--/^a(U''4-U"*) /| 2 2
+ ^p[a'k''\-a"M')P-pkoLP-~p(a'k'+a''k!')\}^
, 85 (A"+A"')Ufe , 85 (A'U'+A"U")aU , „ {A"4-A"^)a/'
+-^P- ïT^+^P i? + ''^^ ■ h-
, akW ii83 a(A'»+A")U' /il \ fV'-l-A"lI]'
199 {A'U"-A"U')U« , , («'A'— «"A')IP -j-P hî + ^7P W
I /i? ,0 8i U*M 3oq aU/-^ . , aU^\ , . ,^ .„., , |
La polarisation circulaire, et plus généralement la polarisation elliptique, dépend des termes de degré impair par rapport h u, Vy w dans Téquation (111). Lorsque le cristal est homoédrique, si Ton place Torigine des coordonnées au centre de Tun des parallélipipèdes élémentaires formés par les mole-
io8 UVRE IV. — CHAPITRE I.
cules pondérables, les quantités ixy ày, Sz devront changer de signe avec x, j, z, ce qui exige que Ton ait
les termes de degré impair dans Téquation (III) s'évanouissent. Ainsi les cristaux homoédriques ne jouissent pas de la polarisation elliptique.
DISSOLUTIONS DOUÉES DE LA POLARISATION CIRCULAIRE
70. Concevons un liquide dans lequel flotlenl une multitude de molécules ou de petits cristaux dissymétriques orientés dans tous les sens. Ceci revient à supposer que le plan
• de la modification périodique éprouvée par Féther ait toutes
les directions possibles.
Prenons trois axes rectangulaires : l'un oxi perpendiculaire
au plan de périodicité
a^4- j37+yz = o,
les deux autres oj, et oz^ situés dans ce plan. Dans l'équation (III), il faut faire
. j3 = y = o, A'=a'cc, A" = a"a, U==aM, 0o=a?o.
Nous supprimerons Tindice o, qui devient inutile, et nous affecterons les lettres qui se rapportent aux nouveaux axes des indices I et 2. En outre, comme la polarisation circulaire ne dépend pas des termes du second degré, nous n'écrirons pas ces termes. On a ainsi les trois équations
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i/.ai.,r,{D;ô';-U^,ô',) + ;,(^/-^-.Çi.î)a.,(«'e^,-«''ô',) = o,
i;7a«,rr,(U;6^,~UÎÔ'0+/^(-7^^~y«î)««',K«',-«'e;)^
Dans le plan perpendiculaire à oxt, prenons deux axes fixes
rectangulaires oj, el ozt el désignons par X Tangle jiO/a. On a
jj =jjCos^--ZjSin^, /j =/,cos> + z, sinA,
z, = j,8in>-4-aaC08>, z, = -— ^,sinX4-z,co8^.
On en déduit
^>^ = Pj 008 A — w, sin A , p, = (', cos^ + w, 8in X ,
(V, = p, sinX 4- iVjCos A , rr^ = — p^ sinX + fv, cosX ;
DISSOLUTIONS DOUÉES DE LA POLARISATION CIRCULAIRE, m L'équation (I) devient
-i.3poL'[{a'b"^b'a")7i,-[-[a'c"~c'a")t,]
En retranchant membre à membre les équations (2) et (3), après les avoir multipliées par cosX et sinX, on a
+p(^A'^^u{\(b'c''-c'b'')aw,^,
-h''^p[(a'b"-b'a'')i>,^[a'c''-'C'a")w^)]<xu,P,^, --^p(P-'U])oL[(b'a"--a'b")cos'k-{c'a'-a'c'')sm\]li,
Concevons que les axes oji et ozt tournent autour de Taxe o^r,;
pour cela, multiplions les équations (4) et (5) par — et in-
tégrons, par rapport à i, de o à itz, U faut imaginer que Ton
remplace, dans ces équations, l'a, «'a, rij, Çi par leurs valeurs;
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les termes qui contiennent en facteur cosX ou sinX donnent des résultats nuls : on a ainsi
H-gA'f'-'*"- b'c')au,i; («f,»!, — p.Ç.) = o,
( Dî - 2/,X' ) r, _ , 4 ;«,-, ^ +;, (C'A'- A'c») (I *■ - Ç «î) <"'. Ç,
7i . Dans la moyenne que nous venons de prendre, les termes du premier degré disparaissent. La polarisation circulaire dépend donc des termes du troisième degré. Pour que ces termes existent, il est nécessaire que la quantité (/b" — b*c^ soit différente de zéro, c'est-à-dire que le système des molécules d'éther ne puisse pas coïncider avec son symétrique, et par conséquent que les molécules du corps tenu en dissolution présentent une certaine dissymétrie. Nous nous représentons la disposition dissymétrique des molécules d'éther, en concevant que les files parallèles à Taxe oxt ont été tordues en hélices elliptiques (n° 53).
Il est à remarquer que la quantité c'b*^ — b'c^ est constante, quelle que soit la direction des axes ojtj et oz, par rapport à Tellipse. Si Ton fait coïncider ces deux axes suivant les axes de Tellipse, on a, par exemple,
3jj = b\ cosa:r,, dz,= c\ sinaâr. , et Taire de Tellipse a pour expression
7rc.6'; = 7:(c'6"— 6'rt").
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On obtiendra donc les mêmes termes du troisième degré dans les équations (6), si Ton remplace Fellipse par une autre équivalente. Les équations (6) étant indépendantes de a' et a" y nous pouvons supposer que ces quantités sont nulles, c'est-àdire que les hélices elliptiques n'éprouvent aucune dilatation ni contraction périodique parallèlement à Taxe.
Nous sommes arrivés aux équations (6) en faisant tourner l'hélice elliptique autour de son axe; nous obtiendrons immédiatement ces mêmes équations en supposant les molécules d'éther disposées suivant des hélices circulaires représentées
par les formules
d^,=o, â^i = ft, cosa^i, â-3| = dbfti sina^i, avec la condition
Et, en effet, dans ce cas, les équations (i), {2), (3) se réduisent à la forme (6).
72. Donnons maintenant à l'axe oxy de l'hélice toutes les directions possibles dans l'espace. Désignons par a', P', / les cosinus des angles que fait l'axe o^, de l'hélice avec les axes fixes oxy oj, ozy et de même par a", P", /', a'*', (3'", y'* les cosinus des angles que font les axes ofx et oz, avec ox^ oy, oz. On a les formules de transformation
X = et! Xx -h a"ji -h «"'z, ,
2 = /^, -4- fy-K H- i'z, ,
ou les formules inverses
Xi = oL^x 4- (3'7 4- / 2, y,=aiI'X'\-(^"y'\-fz, 2, =a'*:r4-(3>4-/'-3.
On en déduit
u = a'w, -h cx!'vx 4- od" Wx ,
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ou inversement
Ux = cc'u -hP'('-f-y^<^
Les deux systèmes d'axes ayant la même disposition, on a
On en déduit»
ol' (V, — o^" Vy=y'v — (3' «s
Si Ton ajoute les équations (6) membre à membre après les avoir multipliées respectivement par a', a", (x!\ et qu'on représente par m la quantité constante c'b" — h'c"^ il vient
(DJ— ipP) Ç — i4/?«<F -H ^ mcLUu^ ( rï',»}, — t'i Ç, )
OU
-I- -rpmoLU {a'u -t- PV -h y'w) [a' (tvyj — c^Ç ) ■+- P'(wÇ — m^5)-I- 7'(<'Ç — «>))] o
De l'origine comme centre, avec un rayon égal à l'unité, dé-
DISSOLUTIONS DOUÉES DE LA POLARISATION CIRCULAIRE. ii5 crivons une sphère et appelons da un élément de la surface de cette sphère; si Ton imagine que Taxe de Thélice prenne toutes les directions dans l'espace, il faudra multiplier tous les
termes de Téquation précédente par 7— et intégrer dans toute.
rétendue de la surface de la sphère. Les termes qui contiennent en facteur une puissance impaire de a', (3', y' ont des moyennes nulles; chacun des facteurs «'^ [3'% y'' a une
moyenne égale à ^; les moyennes des facteurs de la forme
a'S a'^û'^sont p et ^• ^ 3.5
D'après cela on arrive à l'équation
(D? — 7.pk^)l — i4pM9H |-g/?ma2A-»(«;yî — ^^0 = 0.
Les termes du second degré que nous avons négligés dans ce calcul auraient donné un terme contenant A*' en facteur. En
posant q= — ^-^pma^, on obtient ainsi les trois équations
(7) I (D?-«;X-^)y,-l4;?(.^ + ^A-^(«Ç-(vÇ) = o,
Ces équations sont de la forme générale
( (D?-EX-')?-Ptt<?4-QX'*(f«'>î-<'Ç) = o,
(8) 1 (D?-EX'=')>î-P(^'i>-4-QA-'(MÇ-«'?) = o,
E, P, Q étant des fonctions entières de k\
Elles ne changent pas quand on fait tourner les axes des coordonnées d'une manière quelconque autour de l'origine, en conservant toutefois leur disposition. Le signe de la constante m, et par conséquent de la constante g, dépend du sens de l'hélice.
Proposons-nous maintenant d'intégrer les équations
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différentielles (i). On obtient les intégrales simples en posant
g -_- j|^g(uj: 4. v/ -h w« - 8<)/ yj _J g g(uj:-f- VTH- vtz — 80»
y C e^"^ -H yj^H- wg — %t)i
et assujettissant les constantes à vérifier les relations
|(s'— wjk^) A— i4;?u(Au4-Bv-|- Cw)-h«7k^i (wB— vC) = o, (s2-wîk^)B — i4iE?v(Au-4-Bv+Cw) + ^k^-(uC-wA)=o, (s»-o);k^)C — i4/?w(Au4-Bv+Cw)-|-yk^i(vA — uB) = o.
Puisque le milieu est isotrope, on peut supposer Taxe des ^ perpendiculaire au plan de Tonde et dans le sens de la propagation du rayon lumineux, ce qui revient à faire
v = vi^ = o, u = k.
Les équations (9) se réduisent alors à
(w^-wî)B = ~^kCi, (w'- wî)C=^kBi.
On obtient les vibrations transversales en faisant A = o; des deux dernières équations on déduit
(w'_wî)' = g'k% d*où
w^ = &>î±gk, C=±Bi,
En posant B = pe*^', et ne prenant que la partie réelle, on obtient aussi une intégrale simple
yî = p cos[k^ — s(/ — r)], Ç = rîzpsin[kar — s(/ — r)].
La trajectoire, ayant pour équation yj^-f- Ç* = p% est un cercle. Ces deux vibrations circulaires, de sens contraires, ont des vitesses de propagation différentes, données par lu formule
(11) ro^= w^ih </k.
DISSOLUTIONS DOUÉES DE LA POLARISATION GRCULAIRE
Nous pouvons toujours supposer la disposition des axes de coordonnées choisie de telle sorte que la quantité q soit positive : il suffit pour cela, si Ton fait coïncider Taxe de l'hélice avec Taxe des x, qu'un observateur placé sur cet axe, les pieds en 0, la tête dans la direction ox, voie un mobile s'avançant sur Thélice dans cette direction, tourner de oy vers oz. On reconnaît aisément que, des deux vibrations circulaires, celle qui a la plus grande vitesse de propagation est celle qui tourne dans le sens même de Thélice.
Rotation du plan de polarisation,
Ik. Considérons les deux vibrations circulaires de sens contraires qui correspondent à une même valeur de s, c'est-à-dire à une même durée de vibration. Les deux valeurs de k sont données par l'équation
que l'on déduit de la formule (11).
La première vibration est représentée par les équations
yj=pcos[k^ — s(/ — t)], Ç = — psin[k;p — s(/ — r)],
wîk^-f-(/k»=s%
la seconde par les équations
yj==pcos[k'^ — s(/ — t')], Ç=psin[k'^ — s(/ — t')],
wfk'^— 5k'^=rs'.
La somme de ces deux intégrales simples donne une nouvelle intégrale
Yi = p cos[k:p — s( t — t)] 4- p cos [k' x — s( / — t' ),
K = — psinjk^ — s(/ — T)]4-psin[k'^ — s(t — t')J, ou
yï = 2pC0S X-{-S 1 cos s/ X — S 9
^ . /k' — k t' — t\ /, k-f-k' T-f-T'\ Ç = 2psm I — x^s Jcosls^ X — S |«
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Si l'on pose, pour abréger
= X-^-S » ri= > !^û=:pt^
ces formules deviennent
^ r , , k-4-k' 1 >}= p,cos0cos| S(/ — T, ) X 1,
Ç = p, sinQcos I s(^ — T,) x |«
Elles représentent une vibration rectiligne faisant avec Taxe des j, et de oy vers z, un angle égal à 0, Cetangle varie avec^; si Ton appelle &o la valeur de cet angle pour ^ = o, on a
L'angle 6 — 0«, dont tourne le plan de polarisation, est proportionnel à la longueur parcourue par le rayon lumineux. Le sens de la rotation du plan de polarisation est indiqué par le sens même de l'hélice de torsion.
De ce qui précède, nous concluons cette loi générale : pour qu'une dissolution jouisse de la polarisation circulaire, il est nécessaire que les molécules du corps dissous présentent dans leur constitution une certaine dissymétrie y et, réciproquement, toute dissymétrie dans la constitution des molécules donne â la dissolution le poui^oir rotatoire.
Cette loi s'accorde bien avec les belles observations de M. Pasteur sur la dissymétrîe des cristaux dont les dissolutions sont douées du pouvoir rotatoire.
En retranchant membre à membre les équations
wjk^ -hglc^ =s%
ofk'^— (jrk'«=s% on a
wî(k'^ — k^)— ^(k'»-f-k'») = o,
et, en supprimant le l'acteur k'-f-k,
wj(k'— i<) — 7(k"— ki<'-hk^) = o;
DISSOLUTIONS DOUÉES DE LA POLARISATION aRCULAIRE. 1 19 d'où
!,> ,^^ g(k"-kk'+k')
La constante q étant très-petite par rapport à ul, les quaotités k et k' diffèrent peu de — > et Ton a approximativement
k'-k=:âÇ,
et par suite
Si Ton appelle &>« la vitesse de propagation dans le vide, et lo la longueur d'onde dans le vide du rayon pour lequel la
durée de la vibration est — > on a
et la formule précédente devient
L'angle dont tourne le plan de polarisation varie à peu près en raison inverse du carré de la longueur d'onde- C'est la loi approchée que Biot a déduite de l'expérience.
Si, poussant plus loin l'approximation, on allait jusqu'aux termes du quatrième degré en k, qui produisent la dispersion, et jusqu'aux termes impairs du cinquième degré, l'équation (12) deviendrait
Supposons la constante q' positive : les deux valeurs de k seront égales, et par conséquent l'angle de rotation sera nul pour la longueur d'onde X qui correspond à la valeur de k égale
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dans Tautre, suivant que la longueur de l'onde sera plus grande ou plus petite que cette valeur particulière.
On peut remarquer aussi que, puisque l'angle de rotation est nul pour Io = X et pour Io = oOy cet angle sera maximum pour une certaine longueur d'onde plus grande que X. On déduit de l'équation précédente la formule approchée
(.7) '-'' = 4.{'-Td-
Le maximum a lieu pour I« = X ^.
On peut expliquer ainsi les particularités que présente l'acide tartrique.
CRISTAUX DOUÉS DE LA POLARISATION ORCULAIRE
76. Après avoir étudié la polarisation circulaire dans les dissolutions, nous nous occuperons des cristaux à un axe optique, qui, comme le quartz, polarisent circulairement les rayons lumineux parallèles à Taxe. Nous soumettrons d'abord à répreuve du calcul Thypothèse de Fresnel ; ce grand physicien, pour expliquer la polarisation circulaire dans le quartz, imaginait les files de molécules d'éther parallèles à l'axe tordues en hélices. Une pareille modification dans la distribution de réther est représentée par les formules
èx = o, ày=bcosaa:, àz = b sïnaa;,
l'axe du prisme étant pris pour axe des^. Les équations (III) du n° 69 deviennent
Td? - ^pA' - ^ pb'oL' (a' - ^ u'\\ Ç - iHpu^
--pb^x(^A'-^'^J\w^'\-^pb^oL[A^---iâ)u'C,
\\>l - ipA" -\. pb^ OL^ Ip ^Ç\\^ - i ipw ^-^-jpb^ a' ww'Ç -{-pb'oL (Ia'-^^ lA (;Ç - ^ pb'0L(A' - u')ur, -h-T pb'*xuw(iVYi — pÇ) = o.
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Considérons un rayon lumineux parallèle à Taxe des x. Si, dans les équations précédentes, on fait (/ = «; = o, les termes du troisième degré s'évanouissent; ainsi la simple torsion figurée par une série d'hélices ayant leurs axes parallèles à Taxe du prisme ne sufBt pas pour expliquer la polarisation circulaire. Il faut recourir à une torsion plus complexe.
77. Concevons que Taxe oxx de Thélice circulaire fasse avec les axes des coordonnées des angles ayant pour cosinus a', (3% y'; en transformant les équations (i8)^ comme nousTavons fait au n" 1% nous obtiendrons Téquation
Puisque Taxe de Thélice n'est pas parallèle à l'axe du prisme, il est naturel de le supposer perpendiculaire à cet axe; nous ferons a' = o, ce qui donne les équations :
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lpb'oi'u(p'v + y'w)(P'rt + ')'Ç)
- ;jè» a R /■'_ ^ ( pV 4- /«')'] (7'" - P' «-)(«'« + V'O + f;/6'a[X-»-(§V+7Vn(§V-t-7'«')(v'fl-p'Ç)
X lp'{uK - «-!) 4-7'(<'Ç - un)] = o, ' (Lî-ipA')K-yip«"t+pb'Ap + l(p'o + y''^Y'\K
-pb^Ah'-j{p'ç + y-,i'Y'\p'u(p'r> + yK)
+ -pb'a[P-{p'i>+y'(('Y](P'i> + y'ff)p'^
Supposons que l'on ait m séries d'hélices dont les axes fassent entre eux un angle égal à — ; si Ton prend le premier axe pour axe des y y on aura
p' = cos 9 y=sin 9
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el Ton attribuera à n les valeurs successives
Les m valeurs de la quantité imaginaire Ç/ -{- y' i sont les racines de réquation binôme :r™ — i = o. On sait que la somme des puissances semblables des racines de cette équation est égale à zéro, excepté quand l'exposant est un multiple de m. On a donc
d'où
2p'/=o, 2p'» = 2/»; puisque
on en déduit
Lorsque m n'est pas égal à 4> on a de même
d'où
2(P'4_^y'4_6p'^y'^) = o et ^(P'^/— (3'/^) = o; puisque on en déduit
On a d'ailleurs
d'où
D'un autre côté, on a
et par suite
CRISTAUX DOUÉS DE LA POLARISATION CIRCULAIRE. laS On obtient de la sorte les relations
En réunissant les termes fournis par les m séries d^iiéjices, on arrive aux équations différentielles
^'-^py — iir-r+ 64-7""]"
— î 4/^('f — ^-^-5 «cç — '— r ( 1 1 /'+ 5i w') w I
— i4/?(ï'? ^ Uw\-^'--:r — (Il A-^+ ^\ii^)v\
Ces équations ne changent pas, quand on fait tourner les axes des coordonnées d'un angle quelconque autour de Taxe des Xy en conservant toutefois la disposition des axes. On peut donc considérer Tensemble des inégalités périodiques figurées par les hélices comme produisant une certaine dissymétrie ou une sorte de torsion autour de l'axe du prisme.
78. Il convient aussi de tenir compte de la modification générale éprouvée par Téther, en vertu de laquelle la distance moyenne des molécules d'éther n'est pas la même dans toutes les directions. Cette modification, représentée parles formules
x=:ax, ây = — -y, âz = --z,
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introduit dans les équations les termes {n® 38)
— ipak^l^-\- 12. pauw\.
Les équations du mouvement vibratoire prennent ainsi la forme
/ (dj-e,)5-p//^4->^,«'?-+-q,(«'»3-''î;) = o,
(m) I (D;-E,)>î-^P«<ï;4-/>,«»^Ç-0,ft^?4-0,/«Ç = o,
( (D;-EJÇ-P«.y-f/?,«M.Ç+Q,c;Ç _Q^«„=o,
P et Pi étant des constantes et E, , E,, Q, , Ot des fonctions homogènes du second degré en A*' et m'.
Cherchons les intégrales simples
g ç_ ^ ^ (ujr-f- Tj- -h w« — Si) i
Si Ton appelle Q Tangle que fait la normale au plan de Tonde avec Taxe du prisme, et que Ton pose
E, = wîk% E,==&)îkS Qi = ?ik% Q,=:g,k',
chacune des quantités &)?, w^, g,, Çj étant formée de deux termes, Tun constant, l'autre contenant cos'ô en facteur, on aura les relations
(w'- wî) k' A- Pu (uA4- vB-*- wC) 4-/?,u'A H-y,k'(wB — vC)/ = o,
iw' — wJjk'B — Py(uA4-vB + wC)4-/?,uvA ^ ' ^ -y,k'wA/-h/7,k'uC/ = o,
(^2_^5)k2C — Pw(uAh-vB-4-wC)4-;?,uwA + ^, k' v A/ — ^j k' u B I = o.
79. Supposons d'abord le rayon lumineux parallèle à l'axe du prisme, et pour cela faisons v = w = o ; les équations (28)
se réduisent à
ou
CRISTAUX DOUÉS DE LA POLARISATION aRCULAIRE. 127 Ces dernières équations ont la même forme que les équations (10) du n° 73. On a ainsi deux vibrations circulaires de sens contraires se propageant avec des vitesses différentes. Le plan de polarisation tourne dans le sens de la torsion, sens indiqué par rhélice, et l'angle décrit est donné par la formule approchée (n°74)
^ — Uo— — -2— Xyi^
n étant Tindice de réfraction. Une plaque de quartz d'un millimètre d'épaisseur fait tourner de 27 degrés environ le plan de polarisation de la raieE; une plaque d'un millième de millimètre d'épaisseur fait tourner d'un angle mesuré par l'arc
TV
. = 0,00047; d'ailleurs n=i,547 • ^" * donc, en prenant
le millième de millimètre pour unité de longueur,
Qt o,ooo47 X 0,5'26' ,
Dans le quartz, le rapport — — 5 — -^ qui caractérise le pouvoir
biréfringent, est à peu près égal à 0,012 (n°44). Ainsi, dans les cristaux dissymétriques, la cause qui produit la polarisation rectiligne ou la double réfraction ordinaire paraît beaucoup plus énergique que celle qui produit la polarisation circulaire. Lorsque le rayon lumineux est parallèle à l'axe du prisme, la première cause n'agissant pas, la seconde manifeste toute son action. Mais, quand le rayon lumineux fait avec l'axe un angle sensible, la seconde cause est presque entièrement masquée par la première, et le cristal se comporte à peu près comme un cristal homoédrique, tel que le spath.
Polarisation elliptique.
»). Considérons maintenant un rayon lumineux perpendiculaire à l'axe du prisme; si Ton fait u = w = o, les équa-
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lions (23) se réduisent à
/ K-w;)A = ^,kC/,
(24) (co'-a,5)C = ~/2r,kA/,
( (««-wJ-P)B = o.
On obtient les vibrations transversales en posant B = o. Des deux premières équations on déduit
(25) («^_coî)(«^-«;) = 7;k-
Tune des racines de cette équation diffère peu de w^, l'autre deoùj; pour avoir la première avec une plus grande approximation, nous écrirons
W Wa = — r >
et nous remplacerons dans le second membre w' par sa valeur approchée wj , ce qui donne
w; — wj On en déduit
A = — ^2ii_,c/.
et par suite
(ùl — &>;
En ne prenant que la partie réelle, on a la vibration
Ç = pcos[kj— s(/ — t)], ?=-t^^ — 5-psin[k7 — s(/ — t)].
La trajectoire décrite par la molécule d'éther est une ellipse très-aplatie
(o)J-«îO
dont le grand axe est dirigé suivant oz, perpendiculairement à Taxe du prisme ; la vibration s'effectue de ox vers oz, si o>î — oùj est une quantité positive.
CRISTAUX DOUÉS DE LA POLARISATION CIRCUUIRE. 129 La seconde racine de l'équation (aS) a pour valeur approchée
2 La
On en déduit
fù] — rof
^ = pcos[kr — s(/ — t)], g = ^^3_...2 psin[kr— s(/ — t)].
(ùl — ek)J
La trajectoire est aussi une ellipse très-aplatie semblable à la première, mais ayant son grand axe dirigé suivant ox, parallè-
Fig'. 8.
lement à Taxe du prisme; la vibration s'effectue de oz vers ox, La vibration de même sens que Thélice est celle qui a la plus grande vitesse de propagation.
Le rapport du petit axe au grand axe est égal à --^ — -y
<>u a 7—5 ^rrri ce rapport est tres-petil. Pour 0= -? on a
Il 3
qy=z — pmb^a; pour 9 = o, on a ^j= - pm^h^a : nous avons
trouvé, dans le quartz, -^ =o,ooooo3; on en déduit
Le rapport des deux axes de Tellipse est à peu près égal
a — = — ) son environ -= — pour les rayons violets. Les deux
lo 30O
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vibrations elliptiques sont donc sensiblement rectilignes ; la
première correspond au rayon ordinaire, la seconde au rayon
extraordinaire.
81. Nous avons examiné les deux cas extrêmes. Lorsque le rayon lumineux est parallèle à Taxe du prisme, on a la polarisation circulaire; lorsqu'il est perpendiculaire à Taxe, on a sensiblement la polarisation rectilîgne. Il est clair que les directions intermédiaires donnent tous les degrés de la polarisation elliptique, depuis la polarisation circulaire à la polarisation rectiligne. Le milieu étant isotrope autour de Taxe du prisme, nous pouvons prendre pour plan des xy le plan mené par Taxe du prisme et la normale au plan de Tonde, ce qui revient à faire w = o; les équations (23) se réduisent à
/ (w2~w;)k'A — Pu(uA-4-vB)4-/^,uv='A = ^,k'vCi, (26) I {«^— w5)k'B-Pv(uA4-vB)+y3,uvA = -7,k'uC/,
Prenons pour nouveaux axes de coordonnées, dans le plan xoyy la normale ox^ au plan de Tonde et une perpendiculaire oj', et posons
On aura
kA'=uA-hvB, kB'=uB — vA,
kA=:uA'— vB', kB = uB'H-vA'.
Si Ton ajoute les deux premières des équations (26), après les
CRISTAUX DOUÉS DE LA POLARISATION CIRCULAIRE. i^i avoir multipliées respectivement par u et v, il vient
u . , . uv
(27) («^-.«;~P)A'4-;.,^A=:(7,-7j~Ci.
Si Ton retranche la première de la seconde, après les avoir multipliées respectivement par v et u, il vient
w»k^B'— w5kuB-^&);kvA = — (5,u'-l-5f,v»)kCi,
et, en remplaçant A et B par leurs valeurs en fonction de A^ et B',
(28) (w'k'-wîu^-wJv')B'-(wJ-wJ)uvA'= — (y,u'4-<7,v')kCi. .
Si Ton remplace de même A et B par leurs valeurs dans la troisième des équations (26), on a
(29) (ea2_«î)kC= (^,u^-4-i7,v^)B'i-h(y,-y,)uvA7.
Les quantités p,, g,, q^, w^ — wf étant très-petites et co' différant beaucoup de &);-|-P, Téquation (27) montre que la constante A' est très-petite, ce qui donne des vibrations quasitransversales. Dans les équations (28) et (29), les termes qui contiennent A' étaiït très-petits par rapport aux autres termes, on pourra négliger ces termes, et réduire les deux équations à
'^^^ I K-a>?)C= (r/,cos'0-f-7,sin'e)kB'/.
On en déduit l'équation des vitesses
(3,) (c^»_„;)(w2_eo5 cos^^Ô - wîsin'Ô) = (7,cos'ô + 7,sia'0)'k^ ou
Aux deux valeurs' de w',
±W^-ii^sin'()yH-(r/,cos=OH-r/,sin^ô)^k%
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rorrespondoril deux vibrations elliptiques; le rapport ^. étant
m;l, les axes des deux ellipses sont dirigés suivant oy' et oz. 4'onsidérons d'abord la plus grande des deux racines : la première des équations (3o) donne
W (r/,co8'Q + y,sin'Q) k
h> grand axe de l'ellipse est dirigé suivant oz. Pour la plus piîtitiî rarilKî, la seconde des équations (3o) donne
C (7,cos''0 + <y,sin'Q)k ^
!i^L-^ Bin'OH- v/f '"' "!^ '''' 8in'Qy+(y,co8^Q4-y. sin'e)^k*
h* seconde ellipse est semblable à la première, mais son grand axe est dirigé suivant oy* , Si Ton remplace 9, et q-i par leurs valeurs, on a
^^coH'O-fr/.sin'O - ^~f-^(48co8*Ô-4-2O8in'Ôco8'04-iisin'0).
(]nli(» quantité conservant toujours le même signe sans devenir nulle, Tellipse ne se réduit jamais à une droite, et la vibration sur chaque ellipse s'effectue toujours dans le même s(»ns.
Lorsqu(î l'angle (|ue fait le rayon lumineux avec l'axe du prisme. n'<»si pas très-petit, le second terme sous le radical est très-petit par rapport au premier, et le rapport des axes de rellipse s(î réduit à
(7,cos^0-i-g,sin2ô)k
(w5--wî)sin»0
Ce rapport étant très-petit, les deux vibrations sont sensiblement rectilignes.
''•je;
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