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Essai sur le calcul des quaternions de M. W. Hamilton
Je me suis proposé d’examiner, dans cet essai, les principes d’un nouveau genre d’analyse, imaginé par l’illustre astronome irlandais M. W. Ilamilton, et nommé par lui le calcul des i/uateruious. L’idée de ce travail, dont l’origine est déjà un peu ancienne, m’a été suggérée par l’étude du dernier ouvrage de cet auteur : Lectures ou guaternious (Dublin, 1855), dans lequel se trouvent résumés la plupart des travaux antérieurs publiés par lui sur ce sujet. Comme les applications de cette théorie sont susceptibles d'une grande extension et embrassent, pour ainsi dire, toutes les branches de l’analyse, je me suis contenté de l’appliquer ici à quelques questions géométriques, qui suffisent pour montrer l’esprit de la méthode. Il y a un certain intérêt à retrouver ainsi, par la seule force de ce nouveau calcul, des résultats connus ; et cet exercice ne me semble pas, comme on pourrait le craindre, sans utilité pour la science, qui gagne
toujours, on le sait, au rapprochement qui se fait naturellement entre des méthodes différentes employées vers un même but.
Le calcul des quaternions présente une belle et curieuse extension à l’étendue à trois dimensions d’une représentation géométrique des expressions imaginaires, par des droites situées dans un même plan, dont on s’est beaucoup occupé dans ces derniers temps. Mais on peut aussi le concevoir comme une application particulière d’un autre plus général que j’appellerai le calcul des symboles et qui consiste à introduire dans l’analyse les symboles comme de véritables quantités, sous la condition de ne pas faire varier l’ordre dans lequel ils se présentent comme facteurs d’un produit. On les fait ensuite disparaître du calcul à l’aide d’un système de substitutions convenablement choisies qui ne laissent apercevoir en dernier lieu que des relations entre des quantités ordinaires. C’est ainsi que, dès l’origine du calcul différentiel, on a imaginé de considérer dans certains cas le signe des différences comme un facteur symbolique, et qu’on a été conduit à des formules très -remarquables dont M. Cauchy a beaucoup étendu l’emploi. Je présente ici sous ce point de vue la théorie du calcul de M. Hamilton, dont j’ai cru devoir, en raison de sa nouveauté, reprendre entièrement l’exposition. Je l’ai fait d’ailleurs très-succinctement, en supprimant toutes les considérations philosophiques ingénieuses et intéressantes qui s’y rattachent, et pour lesquelles je ne puis mieux faire que de renvoyer aux écrits de l’inventeur.
Je crois cependant avoir montré tout ce qui se rapporte d’une manière essentielle à ce calcul, et j’ai conservé scrupuleusement
II
toutes les notations introduites par M. Hamilton dans son dernier ouvrage.
Ce mémoire est partagé en trois sections.
La première contient l'exposition des règles du calcul des quaternions. >
Dans la seconde je fais connaître, d’après M. Hamilton, l’interprétation géométrique remarquable que reçoivent les symboles employés. Cette section est terminée par l’examen d’un grand nombre d’identités utiles à connaître, à cause de leur emploi fréquent dans toute l’analyse, et qui se rattachent aussi en quelques points à la théorie des déterminants du second et du troisième ordre.
La troisième et dernière section est consacrée aux applications du nouveau calcul à quelques points de la théorie générale des lignes et des surfaces courbes.
DES RÈGLES PRINCIPALES DE CALCUL DES QUATERNIONS
1. Nous désignerons par i,j et k, trois symboles particuliers dont nous ferons constamment usage et dont nous fixerons plus loin le sens et les diverses transformations. En les considérant d’abord comme de simples quantités algébriques, on pourrait former avec eux des polynômes dont le plus simple est évidemment celui qui serait linéaire par rapport aux symboles et dont la forme générale est
p — a + ti + cj + dk,
où n, b, cet d désignent des quantités algébriques quelconques indépendantes des symboles i, j et k.
Ce quadrinome fondamental et irréductible p est ce que nous appellerons désormais un qualernion, sous la réserve des conventions particulières relatives aux symboles que nous ferons bientôt connaître.
2. Le premier terme a du polynôme précédent constitue ce que nous . appellerons la partie algébrique du qualernion. Nous le d< signerons souvent, pour abréger, parla caractéristique spéciale S placée devant le quaternion complet, en sorte qu'on aura
Sp = a.
Lorsqu’on retranche du qualernion cette partie, il se réduit à un trinôme entièrement symbolique qui constitue ce que nous appellerons la partie symbolique de ce qualernion, que nous désignerons aussi doréna-
vant par la caractéristique spéciale V, placée devant le qualernion complet, en sorte qu’on aura
et par suite
Xp = bi+cj + dk,
p = Sp + Xp.
Nous appellerons les qnatres termes irréductibles, a, bi, cj et dk, les parties constituantes du qualernion.
5. Nous conviendrons que deux, quaternions ne peuvent être égaux que s'ils sont composés identiquement des mêmes parties constituantes, et bien qu’on ne puisse encore attacher aucune idée précise de grandeur ü l’expression d’un qualernion, tel qu’il vient d’être défini, on conçoit facilement que les règles du calcul algébrique relatives à l’addition et à la soustraction sont applicables à des polynômes de celte espèce et donnent toujours comme résultat un autre polynôme do même forme. Ainsi en désignant par p et q deux quaternions définis par les égalités
p = a + bi + cj + dk, q = a'-)- bi + e j + d'k,
on aura
p ±q=z(a±c!) -j- (6±è')i + {eifcc'y -j- (d±<f)k.
On opérerait de même dans le cas où on aurait à combiner entre eux, par voie d’addition et de soustraction, un nombre quelconque de qualernious.
4. Éludions maintenant et tout d’abord le cas de la multiplication de deux quaternions, qui va être pour nous l’occasion de faire connaître les règles fondamentales et de poser les bases du calcul actuel. Si l’on effectue la multiplication des deux quaternions précédents p et q, d’après la règle ordinaire et en se bornant à prendre la précaution de ne pas intervertir l’ordre dans lequel les symboles se présentent commo facteurs, nous obtiendrions les deux identités suivantes, dont les seconds membres sont du second degré par rapport aux symboles
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On voit que les deux produits ne sont pas de forme identique, et qu'on ne peut pas écrire, au point de vue où nous nous plaçons,
pq = qp.
La différence des deux produits sera le polynôme symbolique du second degré suivant :
pq — qp = (cd—dd) (jk — kj) + (db' — bd') (ki-ik)-{-(bc‘ — cb') (ij —ji).
5. Pour simplifier l’expression du produit précédent et le ramener à la forme linéaire, nous conviendrons désormais de faire dans ce produit, sur les termes du second degré par rapport aux symboles, les substitutions suivantes, qui sont celles que M. Hamilton a le premier imaginées :
jk = — kj — i, ki — — ik —j , ij — —ji—k.
A l’aide de ce système de substitutions, les produits précédents se ramèneront à la forme normale, quadrinome et linéaire :
pq = aa! — bb‘—cd —dû -J- j (ad'-|- ia') -|- (ce? — de') j i + | (ac 1 + «O + (db' — éd')| j 4- 1 (ad da' 4 ~ — <*' ) j k
qp “ ad — bb — ce — dd'-f- j [a b' 4- bd ') — (cd‘ — de 1 j t 4- |(oc'4- cd) — db'— W)) j 4- |(a<f'4- da') — (bc — ci 1 ) J k
La comparaison de ces produits montre qu’ils ne sont pas en général
identiques, et fournit les relations
Spg = Sqp = aa ‘ — bb ' — cd — dd'
Xpq — j ( ab ' -f- ba') -f- cd' — dd) j 1 *1" { ( af> 4" co ) + (<W — bd') j /
+ Ja<f -f da") + tbd—cb')\k \qp=z j [ab' -f- ba") — (i'd‘ — dd) j « -j- j ( ac " + ca ) — (rfi' — bd' ) j j
+ Uad'+dd) — fie' — oi')J*
pq — qt> = \pq — Xqp = i j ( cd ' — dd)i- j* [db‘ — bd’)j -f- (bd — cb')k j .
6. Supposons, comme cela arrivera fréquemment dans les applications, quelesqualernions facteurs soient entièrement symboliques, ce qui revient à poser dans les formules précédentes
et désignons les deux nouveaux facteurs symboliques par les lettres * ct£, en sorte qu’on ait
o = il + cj -f- dk P = b'i + dj + d'k,
les identités précédentes deviendront
Sap = S?a — — W — cc — dd'
Vap = — Vpat = (cd ' — dc)i -f- (db' — bd’\j -|- (bc‘ — cb)k.
Remarquons, en outre, qu’on aura généralement :
2S»p = «? + Pi et V(*p + p«)=0 2V«p = ap — pa S{ap — pa)=0.
7 . Pour obtenir le produit d’un nombre quelconque de quaternions, on peut procéder de deux manières différentes. En considérant le produit à effectuer comme le résultat de plusieurs produits successifs de deux facteurs, auxquels s’appliquent les réductions précédentes, on arriverait facilement à un dernier quaternion comme produit final. Mais on peut aussi suivre une autre marche qui consiste à former le produit symbolique complet de tous les facteurs donnés, ayant, par rapport aux symboles, un degré
égal a» nombre des facteurs. On ne fait d’abord aucune réduction sur les symboles, ni aucune inversion dans leur ordre, puis on passe du produit symbolique au produit définitif, en calculant la valeur de chacun des produits composés uniquement de symboles pris comme facteurs, ces divers produits auront d’ailleurs nécessairement l’une des huit valeurs simples
±1, ±i, zhj ou ±k.
Par suite le produit définitif se ramènera immédiatement à la forme normale linéaire.
8. Considérons, pour éclaircir cette dernière méthode par un exemple, le cas où le nombre des facteurs serait égal à trois; les divers produits du troisième degré, formés avec les symboles et qui sont évidemment les seuls dont la valeur ait besoin d’étre connue, seront compris parmi les
vingt-sept suivants :
if, ik '
jk', j?
ki', kf
fi, k*i
i'k, fk
jij, kik
kjk, iji
iki, jkj
ijk, ikj
jki, jik
kij, kji
Il est facile de reconnaître que ces produits donnent lieu aux substitutions numériques correspondantes
qui permettront de déterminer la valeur d’un produit quelconque de trois quatcrnions.
9. L’examen des substitutions précédentes conduit à une remarque importante dans la théorie actuelle, savoir que l'un quelconque des produits de trois symboles conserve toujours sa valeur, quand on substitue au produit de deux symboles consécutifs sa valeur fournie par les substi-
substitutions fondamentales du n* 5. Ainsi on a par exemple
jf=ji.i = — ki =,/.r => — j ikj = ik.j = —jj = i.kj =— 1.« = + l, etc. , etc.
Celte remarque s’étend d’ailleurs au produit d’un nombre quelconque do symboles. Ainsi on aura
ijkik = i.jk.ik
parce qu’on a, d’après ce qui précède,
ik — (ii)
et
les points indiquant des symboles facteurs en nombre quelconque. On aura donc
ijkik — i{jk) {ik) = iï(— j) = — [ii)j —j ;
on aurait pu grouper autrement les facteurs et écrire dans le cas actuel ijkik =(ij)k (.*)=*•(.•*)=- [ik] =j.
On peut dire plus généralement encore qu’un produit d’un nombre quelconque de symboles conserve sa valeur, si l’on substitue à la place de plusieurs facteurs consécutifs le facteur uniquo qui leur est équivalent. C’est ainsi qu’on a, par exemple,
jijkijkkjkj = Ijijjk ( ij)k ( kjk)j = ikkkjj = ik = —j.
10 . Il est visible maintenant que la remarque que nous venons de faire s’étend au produit d’un nombre quelconque de quaternions même. Ainsi si p, q et r désignent trois quaternions, on aura
pqr — pq.r = p.qr.
En effet, en effectuant les multiplications algébriques, telles qu’elles sont indiquées, les termes des trois produits fînals ne différeront les uns des autres que par la manière dont sont obtenus les produits purement symboliques qui y entrent; or ces produits étant composés des mômes facteurs disposés dans un même ordre, donnent lieu, d’après le numéro
précédent, aux mêmes substitutions; par suite ces divers produits seront identiques. Cette conclusion est d’ailleurs générale et s’étend d’elle-mfime à un nombre quelconque de facteurs.
11. Lorsque deux quaternions ont une même partie algébrique et deux parties symboliques égales et de signe contraire, on dit qu’ils sont conjugués l’un do l’autre, et le produit de ces deux quaternions a pour valeur la somme des cariés des quatre coefficients numériques qui entrent dans chacun d’eux; c’est ce qui résulte de l’identité immédiate
(a-f- Ai -J- cj -j- dk) (a — bi — cj — dk) — n' + b' + d'.
Nous désignerons désormais le quaternion conjugué de p par la notation K P, et nous observerons que le produit de deux quaternions conjugués est indépendant de l’ordre dans lequel on les multiplie entre eux, en sorte qu’on a toujours, conformément à notre nouvelle notation,
pKp = Kp.p.
12. Le quaternion conjugué du produit de deux quaternions p et q est égal au produit des conjugués de ces facteurs multipliés dans un ordre inverse, en sorte qu’on a
K pq = K qkjj.
En effet, en conservant les notations du n° 5, on a
K p = a — bi — cj — dk K q = d — Vi — c’j — d'k
K pq — ad — bb' — cc'— dd — ( ad -j- bd -f- cd — dt')i
— (oc' -|- ca‘ -j- dd — bdjj
— (ad -f- dd -j- bc’ — cb’)k.
Si l’on change dans la seconde des formules du n“ o les signes de b , c, d, b\ c et d’, on obtiendra donc le produit
Kÿ K/;
et l’on vérifiera immédiatement quecc produit équivaut à celui qui précède et qui représente le conjugué du quaternion pq, donné par la première des formules du même article.
Ce théorème s'étend sans difficulté à un nombre quelconque de facteurs,
et l’on aura généralement
Kpçr= KrKÿKp.
Si les quateniions étaient privés de leur premier terme et réduits à leur partie symbolique «, |3, y, ô.... leurs conjugués seraient — «, —
— À, et l’on aurait par suite
K(s? X) = ±X Pi
en prenant dans le second membre le signe -+- ou le signe — , selon que le nombre des facteurs est pair ou impair.
13. Nous appellerons module d’un quaternion et nous désignerons par la notation T placée devant ce quaternion, la racine carrée de la somme des carrés précédents ; nous aurons donc
Tp = ^ a ’ -j- 6’ -f- c* -f- d' = V^/’K/> = ^Kp.p en désignant toujours par p le quaternion
p = a + bi + cj + dk.
14. Le quotient du quaternion p par son module Tp, donne un nouveau quaternion dont le module est l’uDilé. Nous appellerons un tel quaternion, une unité et nous la désignerons par la notation U, placée devant le quaternion dont elle dérive; ainsi l’on aura
rt « , b . , r • , à
‘ Tp ' Tl p ' Tp J ' Tp
le nombre de ces sortes d’unités est évidemment illimité; mais leur considération est trè3-ulile, comme on le verra bientôt.
15. Démontrons maintenant que le module du produit de plusieurs quaternions est égal au produit des modules des facteurs.
Si ce théorème était démontré pour le cas de deux facteurs, il est visible qu’il s’étendrait immédiatement au cas d’un nombre quelconque de facteurs. Or si l’on désigne par p et q les deux quaternions
p = a -f- bi -(- cj dk 1 = d+Vi+dj+ d’k,
on aura (o 0 5)
Tpç)’ = (flfl’ — AA' — cc' — dd')' -|- [aV -f- bd -f «/’ — dd)* + (ac' -}- ca' -j- dA' — bd )'
(ad" -|- dd + Ac — cti)'
d’où l’on déduit, en vertu d’une identité bien connue et due, je crois, à Euler,
(Tpq)' = (a* + A* + c* + <f*) fa'* + A'* + f '* + d"! = 'Tp)* (T?)* et par suite
Ipq — lplq,
ce qui démontre le théorème énoncé. Mais voici une autre démonstration fondée sur la remarque du n" 12.
On a en effet, d’après ce numéro
pqkpq — pqkqKp = p.qhq.Kp.
Or les deux produits qKq et pKp sont algébriques et égaux chacun au carré des modules de q et de p. On a donc
et par suite
PqKpq — (Tp)' (T q)', • T />? = TpT?,
ce qu’il fallait démontrer.
tfi. On voit, d’après cela, que le produit d’un nombre quelconque d’unités de quaternion aura toujours un module égal à l’unité et par suite sera une nouvelle unité. Ce qui donno lieu à la formule
Vpqr — UpUjUr.
17. Il importe de faire dès maintenant une nouvelle remarque importante, quoique d’ailleurs évidente : c’est que pour multiplier entre elles deux sommes de quaternions, il sera permis d’opérer par la règle ordinaire de la multiplication algébrique, en observant avec soin de ne pas intervertir l’ordre des facteurs. Ainsi on aura sans réduction
(p + q)' — }>' + pq + qp + q'
(P + q + r)' = p' + q' + r' + pq + qp + qr + rq + rp + pr.
Lorsque les quaternions ne se présentent pas sous leur forme complète,
les formules précédents et d’autres analogues sont susceptibles de réduction. Ainsi si «, (3, représentent des trinômes symboliques ou des quaternions privés de leur premier terme, on trouvera sans difficulté
Or on a (n* 6) donc
On trouverait de même
et comme on a (même numéro)
il vient
pa — ^ = 2Vp* = - 2V«P,
Celte formule se décompose dans les deux suivantes :
On établirait avec le même facilité les formules suivantes qu’il est bon de noter :
(a -J- P + v)’ == «’ + P' + If’ + 2Sip 2Spf 2 Sy*
(«+P + Y.» + *+W = a , + P , + 7 , + -»+* , + 2S«p+2SPY-|-2S.v + ...+aSxX.
18. La définition do la division présenterait quelque ambiguïté, si l'on se bornait à la présenter comme dans l’analyse ordinaire. On peut montrer en effet qu’il existe en général deux quaternions différents, qui, multipliés par un quaternion donné, produisent un autre quaternion également donné, pourvu que la multiplication se fasse dans les deux cas dans un ordre différent. Pour démontrer cette proposition, j’observe d’abord qu’il y a toujours un seul quaternion qui, multiplié par un autre quaternion donné, donne l’unité pour produit, ou ce qui revient au même, qu’à un quaternion quelconque correspond toujours un seul quaternion qui lui soit inverse. Soit par exemple :
P — a + ci + bj -f- dk,
un quaternion donné et
-ttr =r ui aà + yj + 1*,
son inverse, en laissant les quantités w, ,r, y et s indéterminées, elles devront être de telle sorte qu’on ail (n° 5)
mu — hx — cy — dz — \ tiw ox — dy -|- ci =s 0 cu>-{-dx-\-ay — bz — (I dtu — ex -f- by + az = O
on a encore
uw — bx — cy — dz—\ bw -f- ax +rfÿ — cz = 0 au — dx-\-ay + b; = 0 dw -| -ex — by + az — 0.
Or il est facile de reconnaître que ces deux systèmes sont identiques et donnent pour les inconnues les valeurs
tt ’~ (Tpj*’ *-&&• y ~w^' 2- (T>r
qui sont précisément les mêmes que celles que fournit immédiatement la considération du quaternion K p conjugué de p.
19 . Cela posé, si l’on demande maintenant de trouver un quaternion r qui, multiplié par un quaternion donné p, donne comme produit un autre quaternion donné </, le problème admettra les deux solutions distinctes
r, = qtzr et —
«r représentant le quaternion inverse du diviseur p, ou p~‘. Pour faire disparaître toute ambiguïté dans le choix de ces deux quotients, il suffira de ûxer la place qu’il occupe par rapport an diviseur dans le produit qui donne lo dividende. Mais on fait disparaître toute difficulté, en introduisant la considération du quaternion inverse du diviseur, que nous désignerons dorénavant par ce quaternion affecté de l’exposant — 1 , ou encore sous forme de fraction dont le numérateur exprimé ou sous-entendu est + 1 ; et les deux quotients écrits plus liant s’exprimeront respcc-
tivement par la notation
et
20. Lorsque les quatre facteurs numériques a, b, c et d, qui entrent dans l’expression du quaternion
p = a + bi + cj -j- dk
sont réels, on peut mettre ce quaternion sous une forme remarquable, que nous allons faire connaître, et qui conduit à une généralisation de la célèbre formule de Moivre, si utile dans l’analyse ordinaire.
Posons pour cela
il viendra
, » V'fc’+e’ + d* . V'c’ + d’ * . , d
j> — Tp |cos 9 + sin 9 (cos fi + sin o cos Ij -j- sin f sin iA) J .
On voit que de cette manière le quaternion p est exprimé à l’aide de quatre nouvelles quantités. Ce sont le module et les trois angles S, 9 et ■}; nous les appellerons les éléments de ce quaternion.
Le premier de ces angles 9 sera dit l’angle principal et les deux autres, les angles directeurs ou encore la colatilude et la longitude du quaternion. On verra dans la suite la raison de ces nouvelles dénominations.
21. Supposons maintenant qu’on ait le second quaternion p' — a' m (bi + cj -\-dk) satisfaisant à la condition
\p' — m Xp,
m étant une quantité algébrique ou numérique quelconque. L’angle principal 9' de ce quaternion sera donné par la formule
. „ my/A’ + c’-M* m
tg 9 = — î — — _ — = — tg 9
et l’on aura
p = Tp' £cos 0' -|- sin 6' | cos çj -f- sin ep cos +/ -J- sin y sin i/k J J
les angles directeurs du quaternion p' étant les mêmes que ceux do p. Le produit des deux quaternions p et p' jouit de la propriété do ne pas changer de valeur lorqu’ou change l’ordre des facteurs, et conserve encore la même forme que les précédents, c’est-à-dire les mêmes éléments directeurs; il est donné par la formule remarquable
pfi = Tp ^cos 9 + sin 0 [a]^ Tp' ^cos 0' -f- sin 0' [a] j =TpTp' (cos (b + S')
+ sin (8 + 8') [aj^
dans laquelle nous représentons pour abréger par [«] le trinôme symbolique
cos «i sin f cos ifj -|- sin f sin tyk
que nous appellerons aussi le trinôme directeur du quaternion. *
Cette formule s’obtient facilement au moyen de celle du n’ 3 qui donne le produit pq. En posant en effet, dans cette dernière,
a — cos 9 b = sin 8 cos o c = sin 8 sin f cos d = sin 8 sin ? sin 4 a' = cos 8' b' = sin 8' cos o c' = sin 8' sin ? cos <j< d' — sin 8' sin o-sin i
il viendra
S pq = cos 8 cos 6' — sin 8 sin 8' = cos (8 -f- 6 j et
Vpy = (cos 8 sin 8' -j- cos 8' sin 8) cos fi
-f- (cos 8 sin V cos 8' sin 8^ sin f cos <| >j
-f ^cos 0 sin 8' -f cos 8' sin 6^ sin ® sin *= sin (6 + *)(«].
Ou aura donc
pq = cos (6 -f 8') -f- sin (8 + #1 [«] et par suite l’expression précédente du produit pp.
22. Cette formule nous permet d’exprimer toutes les puissances d’un quaternion, quelle que soit la valeur de l’exposant; la marche à suivre sera identique à celle qui sert à établir la formule de Moivre, et l’on aura à faire la même discussion sur les valeurs multiples des radicaux. Le symbole [a] jouera ici le rôle de y/— 1 dans l’analyse ordinaire et nous obtiendrons ainsi la formule générale
p m = (T/))" j cos mO -)- sin m 8 [*] j ,
0 désignant l’angle principal du quaternion p mis sous la forme p = a + 4i -f ç/ 4- dk — Tp (cos 8 -J- sin 0 [a]),
en posant
Ig 0 = - — et
v'4* -f c' + ti'
■ (W + 9 + dk).
23. Après avoir examiné les diverses fonctions élémentaires qu’on peut former avec les qualernions, il nous reste à voir comment il est possible d’exprimer et de définir les fonctions transcendantes. La méthode la plus simple à cet effet me parait être celle qui repose sur la considération des séries convergentes. Pour en donner une idée, nous l’appliquerons à l’étude de la fonction exponentielle ef, où e représente comme à l’ordinaire la base des logarithmes népériens et p un quaternion quelconque. Dans le cas où p se réduit à uue quantité purement algébrique, on sait qu’on a
e , =zl + Z + lL + -lL + etc
en prenant dans le second membre un nombre illimité de termes ou plutôt la limite vers laquelle tend cette série. Convenons qu’on mette au lieu de la quantité précédente un quaternion p, le second membre représentera une fonction transcendante de p que nous désignerons encore par la même notation e p et que nous appellerons la fonction exponentielle de p.
Il est facile do s’assurer d'ailleurs que la série reste encore convergente et que la fonction e’’ est bien définie. Car soit, comme plus haut,
p = a + Ai -j- cj + dk = T p (cos 0 -f- sin 8 [«]),
la substitution de p dans la série donnera le mémo résultat que si l’on remplaçait p par la quantité algébrique imaginaire
T/» (cos 8 + sin 8 y / — l), d’où il résulte que si l’on pose
X = T p sin 8,
■/ désignant un nouvel angle, on aura
— e r =e s, (cos y + Sin X [a]).
Telle est donc l’expression fort simple à laquelle on peut toujours ramener la fonction exponentielle. Elle se réduit, comme on voit, à un quaterniou, ayant pour module l’exponentielle de la partie réelle du quaternion donné p, pour angle principal l’angle % défini ci-dessus et ses deux autres angles directeurs égaux à ceux du même quaternion p.
2!i. Voyons maintenant à quoi se réduit la fonction inverse de la précédente. Pour cela remarquons qu’on a
e» = «*>><• Xi’l = q
en représentant par q le quaternion équivalent à l’exponentielle e v \ d'ou il résulte que si l’on appelle par analogie logarithme de q le quaternion p qui satisfait à l’équation précédente , dans laquelle on considère q comme donné, et qu’on désigne par la notation p=log <7 ce logarithme, on aura
s /' + (*-f-2for) H = logy,
k étant un nombre entier positif ou négatif quelconque et -a le rapport de la circonférence au diamètre. On voit do plus que Sp=Slogç et que l’angle y est égal à un multiple pair de jt près à l'angle du quaternion q.
25. On conçoit que l’analogie qui existe entre le symbole [a] et l’imaginaire y/— T peut être poussée beaucoup plus loin. Supposons, en effet,
qu’on puisse définir sans ambiguïté, par un simple développement en série convergente dont les termes soient ordonnés par rapport aux diverses puissances entières de s, une fonction quelconque F(s) de la variable imaginaire s, de telle sorte qu'on ail
les coefficients A 0 , A,, A,... A,, A, étant des quantités quelconques entièrement indépendantes de s, on aura le même développement en remplaçant z par un quaternion q et l’imaginaire \J — t qui entre dans z par le symbole [*]. D’où il résulte que tous les beaux développements suivant les sinus et les cosinus d’un même arc qu’on rencontre fréquemment dans la physique mathématique et la mécanique céleste peuvent être étendus cl appliqués au calcul des quaternions. Je n’insisterai pas pour le moment sur cette remarque dont on comprendra sans peine toute l’importance, et je me contenterai seulement d’en faire l’application à la célèbre formule du binôme de Newton.
26. On sait, d’après un beau théorème de Cauchy, que la puissance (1 +s)” est toujours, quel que soit l’exposant m, développable par la formule de Mac-Laurin en une série convergente ordonnée par rapport aux puissances croissantes de la variable imaginaire s, tant que le module de z est inférieur à l’unité. On a donc, sous cette condition,
le second membre étant une série illimitée, quand on suppose, comme nous le faisons ici, que l’exposant m n’est pas un entier positif. Remplaçons maintenant s dans celle formule par un quaternion quelconque p dont le module Tp soit inférieur à l’unité et dont la partie symbolique, qui dépend uniquement des angles directeurs, soit représentée par [«], nous obtiendrons la suivante :
/ii . . i m i »»('« — t) , ,
( H- Pi" = 1 + y P H j-<r^ P + •
En particulier, si l’on fait dans cette dernière m = — j et m — — |, on
obtiendra les deux autres dérivées de la précédente
( i +/ ,)-. ! =i -î,+gi*-
+ etc.
+ etc.
Ces deux séries, dont la loi est évidente, trouvent leur emploi dans le développement symbolique de la force perturbatrice du mouvement elliptique des planètes.
27. Lorsqu’on a à considérer des quaternions comme fonctions d une quantité réelle, variable, analogue au temps, il faut, pour que cette fonction soit continue, que les parties constituantes du quaternion varient toutes d’une manière continue en même temps que la variable indépendante. Ainsi soit
p = w -f » + J# + iky
un quaternion quelconque fonction continue d’une seule variable indépendante /, et A£ un accroissement quelconque fini de (; celui de p, Ap, qui y correspond, sera donné par la formule
Ap = Au -f- Axi 4- Aj (j -|- A ik.
dans le cas où le quaternion p est continu, il y a lieu de considérer le quaternion dérivé de p , et on trouve immédiatement par la considération des limites, et en employant la notation connue
dt~dt + dt + dt J + dt
On obtiendrait de même toutes les dérivées- successives d’ordre plus élevé, et, dans le cas où le quaternion p dépendrait de plusieurs variables indépendantes, les diverses dérivées partielles de ce quaternion.
28. Parmi les diverses formules auxquelles conduit le calcul différentiel appliqué aux quaternions, nous en distinguerons d’abord quelques-unes d’une application fréquente, et par lesquelles nous terminerons les considérations préliminaires qui font l'objet de cette section.
Proposons-nous d’abord d’obtenir l’expression de la dérivée du
module du quaternion p. On aura celte suite d’identités
dTp djw' + x' + y' + z' __ 1 dw , _dx A Jy , . d- ,
~df ~ dt lp\ dl + X dl +y dl + * d/, 1
d'où on déduit
— T/j S dt
Kp = T/)S — — S P
d log T p dt
dp
qui montre que la dérivée du logarithme (népérien) du module d'uu quaternion a pour expression la partie algébrique S du quotient de la division de la dérivée du quaternion par le mémo quaternion.
29. La dérivée de l’unité d’un quaternion donne aussi lieu à une formule analogue. On a
TpUp=p;
d’où l’on tire en différenciant
dTpVp + dVp . Tp= dp,
et en multipliant par l’inverse de p ,
dTp düp dp
Or, d’après le numéro précédent
donc
düp dp dp _ y dp
Vp ~ p p p ’
On voit, d’après celle formule, que le quotient de la dérivée de l’unité d’un quaternion divisée par celte unité équivaut ù la partie symbolique V du quotient de la dérivée du quaternion divisée par le quaternion.
30. Si dans la différenciation du quaternion, exprimé en fonction de ses quatre éléments, les deux éléments directeurs étaient considérés comme
constants, on aurait, en désignant par 9 l’angle principal du quaternion p et par [a] la fonction symbolique constante formée avec les éléments directeurs
li/j = cos 6 + sinO[stj 6 [a] = logl>,
[a] = dlogl'p.
Or, en différenciant la première de ces équations, il vient
dUp — ( — sin 0 -f- COS 0 fa] j df) = (cos (^ + 0 j + si II (g r )J [ï]^ </0 ;
d’ou l’on lire
^ = (cos 5 + sin 5 la] j dû = la] dû = d log U//.
De là , ce théorème analogue à celui du n° 28 : lorsque les seuls éléments variables d’un quaternion sont le module et l’angle principal, la différentielle du logarithme de son unité est entièrement symbolique et équivaut an quotient de la différentielle de l’unité du quaternion divisée par cette unité elle-même, et par suite, d’après le numéro précédent, à la partie symbolique du quotient de la dérivée du quaternion divisée par le quaternion.
31. La différentielle complète d’un quaternion quelconque peut donc toujours être mise sous la forme suivante :
= dTp . ( S g + V |) Up = ( S ^ + V *) p .
Ces dernières identités sont d’ailleurs évidentes, car on a dp = dpp'p = dp[Up)-'\Up), ce qui donne immédiatement
Lorsque le quaternion p se réduit à un trinôme symbolique assxi + yj + zk.
on a
et par suite
On aurait aussi da
Toutes ces dernières formules sont d'une application fréquente.
32. On peut aussi obtenir, par une opération inverse, un qualcrnion dont la dérivée ou la différentielle serait donnée, et ce problème revient évidemment, dans le cas simple où nous plaçons, à effectuer quatre quadratures sur les parties constituantes du quaternion donné. Ainsi, si ce dernier est toujours
p = w + xi-\-yj-\-tk.
rfTa = — S da Ua,
rfUot:
aV(rfa
(Ta)'
et S IxdL'a) — 0.
: «/Ta . Ua + Ta . dUa = dTa . L'a +
Ta
et que ( soit la variable indépendante, on aura
pdl = J wdt i ( xdt -\-j ^ ydt -f- k ^ :dt -f- c".
La constante étant ici un quaternion quelconque indépendant de t.
33. Il est bon de noter quelques cas d’intégration immédiate. Ainsi de la relation
dT p _ o dp
TP
OQ
On tire, en désignant par/Tp) une fonction quelconque du module de p, f(Tp).dTp = Sf[Tp)^ p .
Or, le premier membre étant une différentielle ordinaire par rapport a une seule variable, si on désigne par © sou intégrale en posant
<p(x) = ^ fxdx,
i équation précédente donnera par l’intégration
js/TT/>)^ = ç n>) + consr
Comme application de cette formule, supposons qu'on fasse
n étant un exposant quelconque, on aura
Js«Tpr , -p- , .^) = ^
dans le cas de n = — I , on a d'ailleurs (28)
\ S J = logfl» + c".
3î|. On peut aussi, pour l’intégration, tirer quelquefois parti de l'équation
dVp dp
Vp p ■
Ainsi on voit que si l'on avait
on aurait aussi et par suite
dVp = 0 , Up = cons“.
c'est-à-dire que le qualernion p aurait tous ses éléments constants, à l’exception de son module.
35. Supposons que le quaternion p soit réduit à sa partie symbolique et posons
Nous aurons
Kn posant selon la notation ordinaire
du d'à
di = ' Pl dï'~ * ’
l’équation précédente peut s’écrire
(/Vas' = Vas" . dt .
On tire de là
V Vm"dt = VW + p,
3 étant un trinôme symbolique constant. On aurait de même , en désignant par •/ un autre trinôme indépendant de t.
t Svaa" . dt — Syas' -J- C".
Oette intégrale se déduit de l’identité précédente en en multipliant les deux membres par S. y. On peut faire usage de ces dernières intégrales en dynamique pour obtenir immédiatement le principe dos aires on des moments.
Nous allons maintenant faire connaître l’interprétation que reçoivent les symboles actuels, et on verra que la plus grande partie des résultats que nous venons d'obtenir par le calcul oot une signification qui, ainsi que l’a montré M. Hamilton, permet de les retrouver par une voie entièrement différente et purement géométrique.
DE L’INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DES SYMBOLES
36. Nous avons vu (n* 20) qu’on peut exprimer algébriquement un quaternion donné quelconque par le produit de son module multiplié par une fonction de trois angles. Parmi ces quatre éléments de quaternion , les deux que nous avons appelés directeurs entrent seuls dans la partie symbolique de la fonction précédente et forment un trinôme, qui se réduit, comme il a été dit, à la forme
= cos fi + sin ? cos tyj sin f sin <1»A- = [a]
li + mj + ni ^t' + m' + n'
et dont le module est égal à l’unité. Or on peut représenter ce trinôme, appelé aussi directeur (21), par le point de la sphère de rayon égal à un , qui aurait ces angles 9 et pour coordonnées polaires par rapport à un point fixe pris pour pôle. En traçant sur la sphère le grand cercle équateur correspondant à ce pôle, et en prenant dessus une origine quelconque pour les longitudes, le point dont il s’agit aurait une
longitude égale ù et une latitude égale à ^ — 9: l’angle 9 représen-
tant ici la distance du point au pôle considéré, ou encore ce qu’on peut appeler la colutitude de ce point. Les trois symboles i, j et k correspondent aux-mèmes à trois points de la sphère éloignés l’un de l’autre d’un quadrant, savoir : i au pôle, j à l’origine des longitudes, et le dernier svm-
bole A au point de l'équateur, dont la longitude est égale à Si l'on joint
le centre 0 de la sphère à ces trois points, ainsi qu’à celui qui est défini par le trinôme précédent [a], les projeclions de ce dernier rayon sur les trois premiers, considérés comme formant un système de trois axe6 coordonnés rectangulaires, seront
\7*-f-ro* -f-n* y/’ -J- m* + n* \U* -(- m’ n*
ou encore
cos y , sin y cos <!> et sin <f sin $ ,
et inversement ces projections définissent la position de ce point sur la sphère, ainsi que nous venons dè le montrer.
37 . Le même trinôme symbolique directeur [a] peut aussi servir à représenter un plan perpendiculaire au rayon précédent; l’angle ç désignerait alors l’inclinaison de ce plan sur l’équateur, et l’angle 4 l’angle que fait l’intersection du plan et de l’équateur avec le rayon correspondant au symbole A-, de sorte qu’en prenant ce dernier point pour origine des longitudes , et en conservant les désignations en usage en astronomie, © et 4 ne seraient autre chose que l'inclinaison et la longitude du nœud qui suffisent, comme on sait, à fixer la position du plan considéré.
Ainsi, on voit qu’en traçant sur la sphère un triangle tri-rectangle dont les sommets I, J et K correspondraient aux trois symboles i, j et A, un trinôme directeur quelconque, tel que
li -f mj + nA . , . , . . , .
;*! = — — s= cos 01 -J- sin y cos 41 -f- sin o sin i>k
peut servir à représenter soit un point A de la sphère éloigné de I, de l’angle <ç et tel que 4 est égal à la distance de J au cercle mené par AI, soit le grand cercle de la même sphère ayant A pour pôle, qui fait avec le cercle JK un angle égal à 9 et dont l’intersection avec le même cercle JK est à une distance de K égale à l’angle 4.
Nous conviendrons d’appeler vecteur le rayon OA, qui sert ainsi à représenter ou à définir le symbole [a] ; mais nous donnerons dans la suite une plus grande extension à cette dénomination, en désignant de ce nom
une longueur portée dans une direction arbitraire, dont les projections sur les axes auraient des valeurs quelconques /, ra et r», et qui serait représentée par le trinôme symbolique
/» + mj -j- nk = ifl' + m* -(- n* [*] ,
de sorte qne si [a] désigne le rayon OA de la sphère précédente, en portant sur ce rayon, prolongé s’il est nécessaire, à partir du centre O, une
longueur OA' égale à \J C -H m’ -+- n‘, OA' sera le vecteur correspondant au dernier trinôme.
38. Soit maintenant un second vecteur dcGni par les nouveaux angles directeurs, <f, et tji,, et correspondant au trinôme
, — (/,• + mj + n,&) = cos ç,i + sin o, cos i/J -f sin sin <(-,*
vV+ «•,*+« i*
que nous désignerons aussi pour abréger par [a,]. Le produit des deux trinômes [«] et [a,] sera un quaternion p ayant un module égal à l’unité, et les deux parties S p et Vp de ce quaternion auront les valeurs suivantes :
Sp= S[«] [«,] = - ("■ + m w ; + = -
v _ V ri . , _ (wn, — nm,]i + (w/, — — ml,)k
V P + m* + n* vV + m i* + «,’
- co s 9 = sin 6 [P|
en désignant par 0 l’angle plus petit que r, que font entre eux les deux vecteurs [a] et [a,], et par f(5] le vecteur-unité perpendiculaire à leur plan, mené de telle sorte qu’on puisse faire coïncider [a] avec [*,] par une rotation directe autour de [p] comme axe, égale à l’angle 0. Ces résultats simples se déduisent immédiatement de formules élémentaires très-connues. Remarquons qu’en changeant le signe du facteur [a,] on obtient son inverse (n° 18), et que la multiplication précédente se transforme en une division. On aura donc aussi, en appelant q le quotient de la division de [a] par [a,],
;SL-j=— SMKi
//, -j-mm, -f-nn,
Yj _ v ( g l _ v [g 1M _ ”. w )« + (",* — 1 > »]j+ (l,m — m,l)k
— — sin 0 [p],
l’angle 8 et le vecteur [p] conservant la signification précédente. Nous sommes ainsi conduit à la règle suivante :
Le produit et le quotient de deux rayons de la sphère donnent deux quaternions égaux et de signe contraire. La partie algébrique du produit de ces vecteurs est égale à la projection de l’un d’eux sur le prolongement de l'autre, et la partie symbolique du même produit est égale à l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs, multipliée par le trinôme symbolique directeur correspondant au rayon perpendiculaire au plan de ce parallélogramme, et dirigé de telle sorte qu’une rotation moindre que n autour de ce rayon puisse amener, dans le sens direct, le multiplicande à coïncider avec le multiplicateur. Les deux parties du quotient des mômes vecteurs sont par suite les mêmes que celles de leur produit changées de signe.
Ajoutons ici celte remarque importante et qui se déduit immédiatement des formules précédentes, à savoir : que le produit ou le quotient de deux vecteurs parallèles se réduit toujours à une quantité numérique, tandis que le produit ou le quotient de deux vecteurs perpendiculaires donne toujours un simple vecteur perpendiculaire au plan des premiers.
Nous confondrons désormais dans le langage, sans qu'il puisse en résulter d’équivoque, les opérations faites sur les trinômes symboliques avec les opérations analogues effectuées sur les vecteurs correspondants.
39. Il est visible maintenant qu’on peut considérer toute unité de quaternion Up comme le produit ou le quotient de deux vecteurs. En effet, si l’on appelle 9 l’angle du quaternion, cette unité sera de la forme
Up = cos 6 -f sin 9 [p],
[(3] étant le vecteur défini par les deux angles directeurs du quaternion p; or si l’on mène dans le plan du grand cercle de la sphère perpendiculaire au vecteur [p] deux rayons [a] et [a,] faisant entre eux un angle égal à 0 , et tels qu'on puisse appliquer [«,] sur [a] par une rotation dans le sens direct égale à 9 autour de l’axe [p], d'après ce qui vient d’être dit le quaternion Up sera égal au quotient de [a] divisé par [«,], ou, ce qui revient au même, égal au produit du premier vecteur par le vecteur opposé au second.
On peut mieux se représenter ce résultat en traçant sur la sphère un arc de grand cercle AA, égal à 9 et ayant pour pôle le point B, extrémité du vecteur [(5], (lo telle sorte que le chemin AA, soit décrit sur la sphèro d’un mouvement direct par rapport à ce pôle, en allant de A, à A, ou d’un mouvement rétrograde en allant au contraire de A à A,. Cet arc AA, déterminera donc par ses extrémités A et A, le rayon dividende et le rayon diviseur, dont la division donne pour quotient le quaternion Up. Il est évident do plus que cet arc est susceptible de glisser à volonté sur son cercle et de prendre toutes les positions possibles sans que la valeur du quaternion quotient, représenté par cet arc, soit altérée.
/|0- Outre cette représentation géométrique des unités de quaternion, au moyen des arcs do grand cercle d’une même sphère, on peut encore en imaginer une seconde, non moins simple, qui lui est réciproque. Pour cela, décrivons de chacune des extrémités de l’arc AA,, comme pôles, deux arcs de grand cercle; ils se couperont au point B et détermineront par leur intersection l’angle sphérique CBC,, dont la grandeur sera bien déterminée et égale à 9 ou à l'arc AA,, et dont les côtés, susceptibles d’ailleurs de prendre une infinité de positions différentes autour du sommet B, seront placés de telle sorte qu’on aille dans un sens direct ou dans un sens rétrograde deC, à Cou de C à C, dans l’intérieur de cet angle. Remarquons de plus que si l'on prolonge les côtés de cet angle, ils se couperont en un second point B, , opposé au premier B suivant un diamètre, et formeront un fuseau complet CBC, B, compris entre deux demi-cercles, lequel représentera encore lo mémo quaternion, soit qu’on prenne B ou B, pour sommet de l’angle, pourvu que le sens qui amènerait i'un de ces demi-cercles sur l’autre, pour décrire le fuseau , soit toujours direct de C, à C ou rétrograde de C à C,. Le vecteur qui correspond au sommet B ou au pôle de l’arc représentatif AA, du quaternion, et dont la considération est, comme on voit, importante, s’appelle l 'axe du quaternion, de môme que l’arc AA, s’appelle l’arc de ce quaternion.
il. Il est maintenant facile de donner la signification géométrique du produit de deux, et par suite d’un nombre quelconque de quaternions unités. Nous sommes même ainsi conduit à deux résultats de forme différente et d’égale simplicité, selon que les quaternions facteurs sont repré-
sentes par des arcs de cercle ou par des angles sphériques. En premier lieu, pour effectuer la multiplication de deux qualernions, p et q, donnés par leurs arcs, imaginons qu’on construise un triangle sphérique ABC tel que les deux arcs BC et CA représentent et définissent les deux qualernions facteurs p et q; il est évident que la construction de ce triangle sera toujours possible, à cause de la faculté qu’on a de déplacer à volonté sur chaque cercle l'origine de l’arc représentatif d’un môme quaternion. Désignons maintenant par [«], f/5] et [y] les trois vecteurs correspondant aux sommets de ce triangle, on aura, d’après ce qui précède ,
donc le produit r=pq sera (n” 10)
_ na _m m
IPI
et par suite, l’arc représentatif du quaternion r sera le côté BA du triangle sphérique actuel ABC.
On déterminerait de même le produit du quaternion précédent par un troisième facteur s et ainsi de suite, et l’on arriverait toujours, en suivant cette marche, à un dernier arc qui représentera le produit cherché.
Ô2. Supposons en second lieu que les facteurs quaternions soient donnés comme des angles ou des fuseaux sphériques, et commençons d’abord par déterminer, comme précédemment, le produit de deux quaternions. Pour cela imaginons qu’on construise les arcs représentatifs de ces quaternions, et à leur aide, comme ci-dessus, le triangle sphérique ABC dont le côté BA serait l’arc correspondant au produit cherché. Déterminons ensuite sur la môme sphère le triangle sphérique polaire A'B'C' du triangle ABC, dont les sommets A', B' etC' soient respectivement les pôles des arcs BC, CA et AB, il est évident que les deux quaternions facteurs p et q seront représentés par les angles extérieurs du triangle polaire dont les sommets sont en A' et en B', et qnc le quaternion produit r le sera aussi par le troisième angle extérieur ayant son sommet en C'. Od peut représenter les divers sens de ces angles en employant
trois lettres pour désigner chaque angle, ainsi qu’il suit :
p = CATV.
q — A'B'C', r — pq = A'C'B'.
Le sens rétrograde étant encore ici indiqué en allant de la première lettre à la dernière, ou plutôt du cerclo représenté par les deux premières, à celui qui est représenté par les deux dernières, en faisant tourner autour de chaque sommet suivant l’angle extérieur correspondant du triangle.
On aurait pu évidemment construire immédiatement le triangle A'B'C' sans passer par le triangle auxiliaire ABC, et l’on arriverait au même résultat, en faisant bien attention au sens respectif de chaque angle. Il est visible que celte construction s’étend, comme la précédente, à un nombre quelconque de quaternions donnés.
43. Nous allons faire quelques applications bien simples des théorèmes précédents. Considérons en premier lieu deux triangles sphériquee ABC et AB,C, qui aient un angle commun en A compris entre des côtés égaux chacun à chacun et situés dans le prolongement l’un de l’autre. Désignons par p et q les quaternions représentés par les arcs AB et BC du premier triangle, on aura (n* il)
pq — AB . BC = AC s= C, A et
C,A. AB, = C,B, = pgp'-
Ainsi l’arc C,B, représente un quaternion obtenu en multipliant l’arc BC =<7 à droite et à gauche par Tare AB = p et son inverse AB, = p _l . Cette double multiplication n’altère donc pas la grandeur de l’angle du quaternion q puisque l’arc C,B, est égal en grandeur à l’arc BC; elle change seulement la position de l’arc primitif BC du quaternion q en lui donnant la même inclinaison par rapport à l’arc du quaternion p, mais en transportant le point B sur cet arc à une distance égale au double de la longueur BA de l’arc du quaternion p.
44. On arrive aussi au même résultat en faisant la multiplication par la règle du n" 42. Soient en effet ABC et AB,C deux triangles sphériques
symétriques par rapport au côté AC commun , et désignons par p et q Jes quaternions représentés par les angles extérieurs CAB et ABC du premier triangle, le produit pq sera représenté aussi par l’angle extérieur ACB, et par suite aussi par l’angle B,CA qui peut lui être substitué; or la multiplication de ce dernier angle par p~‘ ou par l’angle extérieur CAB, donne l'angle CB, A extérieur au second triangle AB, C , c’est-à-dire un angle égal en grandeur à l’angle de q, et dont le sommet B, s’est déplacé en tournant autour du pôle A par une rotation de même sensque l’angle de p et égale au double de cet angle. Le résultat auquel nous sommes ainsi conduit pour l’interprétation géométrique du produit
WF'
concorde d’ailleurs évidemment avec celui du numéro précédent.
fj5. Il devient maintenant facile, d’après nos notations, de représenter symboliquement la position que prendrait un corps déterminé B, après une rotation de grandeur connue, autour d’un axo fixe passant par un ses points. Pour cela désignons par p un quaternion-unité correspondant à l’axe de rotation et ayant pour angle la moitié de celui qui indique la grandeur de la rotation du corps. On aura en désignant par (B,) les diverses positions des vecteurs menés aux différents points du corps par le point fixe, et par (B) les positions primitives de ces vecteurs avant la rotation
On exprimerait de même symboliquement la position dn même corps, après plusieurs rotations successives autour d’axes donnés et passant par le même point, en formant les divers quaternions p, q... et r correspondant à ces rotations, et l’on aurait
[B,) = r ÎP[Blp-’r‘ *-*•
Cette formule peut encore être mise soas la forme suivante :
[B.| = «* çVlBlp'V*
p, q... r désignant maintenant les quaternions qui déterminent successivement les axes et les angles de rotation.
— Si —
46. Il résulte de là qu’on peut composer autant de rotations successives qu’on voudra en une seule, car d’après un théorème démontré (n* 12), on a
K(b q/i) = KpKq K r ;
d’où l’on déduit
donc si l’on pose
(r qpY' = P~'q~' r '>
f* •>*•• çp S j
oo aura
»■ ÎPtBlrV r 1 = s[B)j
et par suite la première formule do l'article précédent devient
(B,) = *lB]r-.
La seconde formule de cet article est susceptible de la même transformation. En posant
Elle devient
Ce qui démontre la proposition énoncée.
47. On peut encore obtenir autrement les diverses rotations successives dont il est ici question. Soient A, B,C,D,... H, K les divers sommets d’un polygone sphérique quelconque tracé sur une sphère fixe de rayon égal à l’unité, qui aurait pour centre le point 0 du corps considéré. Supposons que la première rotation imprimée à ce corps ait pour effet d’amener en B, par le chemin AB, le point du corps qui coïncidait primitivement avec le point A de la sphère fixe, et que les autres rotations fassent successivement décrire au môme point les arcsBC, CD,... HK. Lorsque toutes ces rotations auront été effectuées le point du corps qui coïncidait primitivement avec A se sera transporté en K, donc on peut remplacer toutes les rotations précédentes par deux autres : l’une qui aurait pour effet de déplacer le corps suivant l’arc AK, et l’autre de le faire ensuite tourner autour de l’axe OK. Pour déterminer la grandeur de cette dernière rotation , considérons la droite liée invariablement au corps qui
avait primitivement la position de la tangente à l'are AK , menée au point A. Cette ligne se déplacerait par les diverses rotations effeetnées suivant les arcs AB, BC... et HK, et il est visible qu'on pourrait l’amener à devenir successivement tangente à tous ces àrcs en faisant effectuer au corps, autour des rayons oA, oB,.., oH et oK, des rotations respectivement égales aux suppléments des angles du polygone sphérique, et dans le sens même du périmètre de ce polygone. De cette manière lorsque le corps sera arrivé à sa dernière position, la droite tangente primitivement à l’arc AK sera redevenue tangente au même arc en K. Or on peut supprimer toutes les rotations autour des axes oA,oB,...oH et oK,au moyen d’une dernière rotation autour de oK égale à la somme des suppléments des angles du polygone et de sens contraire à la précédente. Si l’on change le sens de cette rotation en retranchant la somme précédente de %r, on obtient le théorème suivant : ' .
Lorsqu’un corps quelconque ayant un point fixe placé au centre d’une sphère immobile de rayon égal à l’unité, est déplacé successivement au moyen de diverses rotations effectuées suivant les divers arcs de grand cercle AB, BC. .. HK d’une ligne polygonale ABCD... HK donnée, on peut toujours faire passer le corps de sa première à sa dernière position par une rotation suivant l’arc de grand cercle AK qui ferme la ligne précédente, suivie d’une seconde rotation dans le sens avec lequel on parcourt le périmètre AB. . . KA et dont la grandeur est égale à l’angle qui représente la surface du polygone sphérique formé.
On sait, en effet que cet angle a précisément pour valeur
A, B,... H et K désignant les divers angles du polygone sphérique considéré.
Remarquons que si les sommets A et K du polygone venaient à coïncider, la première rotation deviendrait nulle et la seconde serait encore égale à la surface du polygone ABC... H.
Le théorème précédent paraît avoir été découvert parM. Hamilton,qni V a été conduit par la théorie des quaternions. On voit, par ce qui précède, qu’on peut aussi le démontrer par un raisonnement géométrique fondé sur des considérations tout élémentaires.
48. Revenons maintenant à l’analyse symbolique, et soient p,q,...selt les quaternions représentés par les divers côtés AB, BC,... HK, KA du polygone sphérique précédent. La règle de la multiplication donnée (n* 41) fournira facilement l’arc qui correspond au produit
■ i * ii
On voit donc d’après le théorème précédent combiné avec celui du n* 44, que cet arc aura pour pôle le point A, et en second lieu, que sa longueur sera égale à la moitié de l’aire du polygone AB... HK (divisée, bien entendu, pour rétablir l’homogénéité par le rayon de la sphère égal à l’unité de longueur).
De là résulte immédiatement une construction bien connue et attribuée, je crois, à Gudermann , de l’arc qui représente l’aire d’un triangle sphérique, ou de ce qu’on appelle aussi V excès sphérique. Mais le théorème précédent donne la construction générale pour un polygone sphérique quelconque.
49. La multiplication appliquée au cas important où les facteurs sont des vecteurs en nombre quelconque donne lieu à un grand nombre de conséquences géométriques très-utiles dans le calcul actuel. Examinons en premier lieu le cas de la multiplication de trois vecteurs, et supposons d’abord que ces vecteurs soient perpendiculaires à une môme direction ou, ce qui revient au même, soient situés dans un môme plan. Comme l'origine do chaque vecteur est arbitraire, puisqu’on ne change pas la valeur d’un vecteur, quand on le déplace parallèlement à lui-même, imaginons qu’on construise un triangle dont les côtés aient précisément la direction des vecteurs donnés. Soit ABC ce triangle, le produit qu’il s’agit d’obtenir dépendra de la valeur du suivant
U(BC . CA) = U(BA.AT), U(AB. BC.CA) = U(AT), U(AB.BA
On voit donc qne la direclion do la tangente AT donne l’unilé du quaternion correspondant au produit cherché. Par suite ce qualernion se réduit à un vecteur qui aurait pour direction AT et pour longueur le produit numérique do celles des trois vecteurs donnés.
50. On peut interpréter d’une façon aussi simplo le produit d’un nombre quelconque do vecteurs tous situés dans un même plan. Pour cela, remarquons d’abord que ce produit se réduit toujours ou à un vecteur, situé dans lo même plan que les premiers, ou à un qualernion dont l’axe ne peut être que nul ou perpendiculaire au plan des vecteurs. En effet, la multiplication de deux vecteurs donne toujours un qualernion dont l’axe est perpendiculaire à leur plan, et d’un autre côté la multiplication d’un quaternion par un vecteur perpendiculaire à son axe donne simplement un vecteur perpendiculaire au mémo axe, puisque le produit de deux vecteurs perpendiculaires (n" 38) se réduit à un vecteur.
Supposons maintenant que les vecteurs donnés soient parallèles aux n côtés d’un polygone ABC... KL, inscrit dans un cercle, et menons par le sommet A de ce polygone la tangente AT à ce cercle; on aura
U(AB . BC . CD KL. LA) = (UAT
Suivant quen sera un nombre pair ou impair, le second membre se réduira à ± 1 , ou à ± UAT. Par suite le produit des vecteurs donnés sera algébrique ou symbolique, selon que le nombre de ces vecteurs sera pair ou impair, et dans lo dernier cas, ce produitéquivaudra à un vecteur dirigé parallèlement à la tangente AT. Le module du produit sera d’ailleurs égal au produit numérique des longueurs de tous les facteurs, et l'on reconnaîtra par lequel des signes + ou — il faudra multiplier le produit, suivant la valeur de l’entier n et la manière dont les sommets BC....KL du polygone seront disposés par rapport aux diverses diagonales et à la direction AT choisie pour la tangente.
SI» Supposons que les vecteurs donnés comme facteurs ne soient plus situés dans un même plan, mais qu’ils soient encore parallèles aux divers côtés d’un polygone gauche quelconque inscrit dans une sphère donnée ; on montrerait de même, par la décomposition de ce polygone en triangles, que le produit de tous les vecteurs, qui est égal, à un facteur numériquo près, à celui des côtés du polygone, sera un quaternion dont l’axe serait dirigé suivant le rayon Ao de la sphère, ou bien un vecteur parallèle à la tangente AT menée à la même sphère, suivant que le nombre des facteurs sera pair ou impair.
52. Il est par suite aisé de reconnaître, par le calcul symbolique actuel, si un point donné M est ou n’est pas sur la surface de la sphère qui passe par quatre autres points A, B, C et D dont la position est connue. Soient en effet a, (3, -/ les vecteurs représentés par les droites AB, BC, CD et p, » les deux vecteurs DM, MA. La condition nécessaire et suflisantc pour que le point M soit sur la sphère circonscrite au quadrilatère ABCD sera exprimée par l’équation
«Pîtr* =
qui équivaut à la condition que Ton et l’autre de ces deux produits soit un vecteur, car chacun d’eux étant égal au conjugué de l’autre multiplié par — 1 , il faut que leurs parties algébriques soient nulles.
Si l'on pose
en désignant par 3 le vecteur DA, l’équation précédente peut être mise sous cette forme qu'on obtient d’ailleurs directement
Spipv ~ 0 .
or p est un quaternion dont l’axe est dirigé suivant le rayon A o de la sphère circonscrite au quadrilatère ABCD et ipv est un vecteur tangent en A (n* 49) au cercle AMD, la condition précédente revient donc à exprimer que ce vecteur est perpendiculaire à Ao, ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que le point M soit sur la sphère de centre o, circonscrite au quadrilatère ABCD.
il serait aussi facile, en partant de là, de trouver en coordonnées ordinaires l’équation delà sphère précédente, ainsi que celle du plan tangent à cette sphère mené par le point A. Il suffirait pour arriver à cette dernière équation de faire dans les précédents p— 3 et de considérer v comme un vecteur quelconque situé dans le plan tangent.
53. Occupons-nous maintenant d’établir quelques identités importantes auxquelles donne lieu la considération des produits de plusieurs vecteurs.
Soient d’abord a, (3, y trois vecteurs ayant une même origine; leur produit donnera un quaternion composé en général de deux parties, qui sont susceptibles d’étro exprimées par des formules simples et d’un usage fréquent.
On aura en premier lieu
Voftr = «Sp Y — pS<rf -)- fSa? , qui revient aussi à celle-ci
VaVp-f = V(V Y p . a) = Y Sap — pSf» ,
Or, pour établir cette dernière formule, il suffit de remarquer qu’on a (6)
V(üVP'f) = i (aVPï — vp-f.a)= i (ap Y — p Y a) = 5 («P -f p*) Y — ^ P[« Y -j- Y «),
et par suite
V.«Vp Y = Y Sap — PSa Y
On peut encore démontrer directement la première des identités précédentes en faisant cotte suite de transformations.
On a
V*Pt = ^(«Pt + tP«);
car
«Pï + tfa = 8*Sp*r + «VPy - Vfr . a = or
^ («Pt +tP«) = 5 «(Pt + ïP) — ^ («t + ï«)P + ^ t(«P + P») ;
donc
V*p Y = ctSPf — pSaY + tS«P-
On voit par suite que la partie symbolique du produit de trois vecteurs ne change pas, quand on permute entre eux les facteurs extrêmes, et qu’on a toujours
V«Pr=V T p«.
On déduirait encore facilement de la môme identité les suivantes, qu’il est utile de remarquer
VapY -f- Vyap = 2ySap V»Px + VpY* = 2«Spï
V«Pt + V?T« + Vy*p = «SpY -f pSay -1- Y&p.
54. I^es formules précédentes subsistent évidemment lorsque les vecteurs a, (3 et y sont dans un même plan. On aura donc dans ce cas
aVPt=TS«P — PS«Ï-
Si l’on désigne par A, B et C les angles que font ces vecteurs avec une droite quelconque tracée dans leur plan, cette identité donnera les deux suivantes :
sin A sin (B — C) = C06 C cos (A — B) — cos B cos (C — A)
— cos A sin (B — C) = sin C cos (A — B) — sin B cos (C — A).
Ces formules so transforment en deux antres, en changeant B et C en | -i- B et ^ -4- C; ce sont
sin A sin (B — C) + sin B sin (C — A) -f sin C sin (A — B) = 0 cos A sin (B — C) + cosB sin (C — A) + cosC sin (A — B) = 0,
et comme l’origine des arcs est arbitraire, on peut diminuer dans ces formules tous les angles de l’angle D, ce qui donne
sin (A — D) sin (B — C) + sin (B — D) sin (C — A) + sin (C — D) sin ( A — B) = 0 cos(A — D) sin(B — C) + cos(B— Ü) sin(C — A)-f-cos(C— D) sin (A — B) = 0.
Toutes ces identités bien connues sont, comme on voit, des conséquences immédiates de cette première
«Vj3y = jSa? — fSay.
55. La partie algébrique du produit précédent a|3y est susceptible d’une interprétation géométrique remarquable; elle exprime en effet le volume du parallélipipède qui aurait ses arêtes parallèles aux vecteurs a, (3 et y, ou encore, ce qui revient au même, le sextuplo de celui de la pyramide triangulaire qui aurait ses arêtes parallèles aux mêmes vecteurs. Celte proposition devient évidente si l’on remarque que la base du parallélipipède précédent comprise entre les vecteurs |3 et y, a pour expression
TVpy
et que la hauteur correspondant à celte base est
SaUVfty.
Le volume du parallélipipède est donc
SaPr-
Ce volume est d’ailleurs susceptible d’avoir un signe selon l’ordre dans lequel sont disposés les facteurs, car on a évidemment
puisque
on aura en général
Sa?7 = — SerjP,
VPî = — Vyjt,
S«PT = SpY« = S'fap et Sypa=Spiy = S«T(P = — &*Pt-
56 . On démontrerait, à l’aide de considérations géométriques élémentaires, que le volume Sa(2y est aussi équivalent au sextuple de celui du tétraèdro qui aurait trois quelconques do ses arêtes parallèles aux mêmes vecteurs a, (5 et y. Remarquons aussi que la mémo expression est égale au produit de la plus courte distance de deux arêtes opposées du tétraèdre précédent multipliées par l’aire du parallélogramme construit avec les mêmes arêtes. Ainsi soient « et [3 deux arêtes opposées d’un tétraèdre et y l’une des arêtes qui les joint, en appelant d la longueur de la plus courte distance des arêtes a et (3, on aura
dxTV<«3 = s*Fï.
Cela résulte en effet de ce qu'on a immédiatement
d = SfUVap.
Cette expression très-simple de la distance de deux droites, coïncide d’ailleurs avec celle qu’on emploie ordinairement dans la géométrie analytique.
57. On voit facilement, d'après ce qui précède, quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que le produit agébrique
S»Fy,
devienne nul, lorsque les vecteurs sont eux-mêmes finis. Cette condition est que les vecteurs soient tous parallèles à un même plan. A l’aide de celte remarque on peut souvent simplifier les produits algébriques de trois sommes de vecteurs qui auraient des parties communes.
Ainsi l’on aurait identiquement
S*(F -H)(a + P + î-t-Y)= = Sajft -f ®h>
et en général
S«(a« + tf) {« -f d? + cr) = 6eS«pY, a, b, c,de te désignant des quantités numériques quelconques
— ko —
58. Si l’on exprimait sous la forme symbolique normale ordinaire les trois vecteurs a, fi, y et qu’on eût, par exemple
a = ai -J- bj -f- f A p = aï + b'j -\-c’k t=sa’i+Wj + d’k,
on trouverait, en effectuant les calculs nécessaires
— V*pY = i j a{a'a" -f- b’V + de") — a'(ao' + 64" + cc") + a"(ad + bb‘ + ed) J + j j A(aV + VV + de') — b'(acf + bb" + ce') + b"(ad + bb‘ + cd |
+ k | c(aV -f VV + cd') — c'jaa" -f bb" + cc") + c"(aa' + bb ' -f cd J et
— Safr = a(b‘c" — db") — b[c'a" — de") + c(db" — Va"), la première de ces deux équations démontre la formule V«Pï = aSPr — ps*v -f ySap,
et la seconde donne l’expression connue du volume d’un parallélipipède en fonctions des projections de ses côtés sur trois axes rectangulaires quelconques. Nous retrouvons ainsi, comme vérification, quelques-uns des résultats précédents.
39. Étudions maintenant le produit des parties symboliques de deux quatemions obtenus chacun par la multiplication de deux vecteurs. On fera usage, pour obtenir ce produit, des formules suivantes, d’une grande importance dans le calcul actuel
V( VapV-tS) = «SPfS — pS*rS = 5S«Pï — fSapt
s(v«pv T 8) = sissp-r — atïSps.
La première de ces formules se déduit immédiatement de la seconde de celles du n° 53. En effet, on a
v(>v-f8)=îsx-r— -rsxs.
X étant un vecteur quelconque, faisons dans cette formule X=Va|3, il viendra
v(v«p . v-fS) = ss#r —
Oo déduirait de mémo de la formule
V(|»Vp*)=oS t iP — pS^*.
En remplaçant le vecteur arbitraire ^ par YyS, celle-ci :
V(Vfî . VP») = V(V«p . Yft) = aSfcp — pSfÊi = «Sp-fS — p&rft.
On pourrait encore établir la môme formule au moyen des deux suivantes :
V(ipV-ïS) = dSp-fS — pSrfS -f V-fJSap V(oPVyî) = VïSSaP + V(V«P . VfS),
. d’où on tire immédiatement
V(V a p . Vy 8) = «S?yS - psxfj,
et par une simple permutation de lettres, on obtiendrait encore V(V«pVt5) = SSjpY — Y&pS.
60. Si l’on supposait dans cette formule que l’un des deux premiers vecteurs, a ou (3, fût égal à l’un des deux autres, (3 ou y, le second membre se simplifierait et se réduirait à un seul terme. Ainsi on aurait en posant, par exemplo, a = 3,
V (V«PVy«) = «S*Py
on aurait de môme
V(VapV«Y) = — «SipY.
61. Pour établir la seconde formule relative au produit algébrique des vecteurs précédents, nous remarquerons qu’on a
Ss?y« = S«PSy 6 + SfVapVfS),
or, par un autre développement du môme produit, on aura
S«Py3 = SiVPyî = Sa(pSY« — yS?3 + SSPy)
= SïP.Sy 3 — S®Y.SpY + S*S.SPY.
On conclura donc de ces deux identités la suivante, qui est celle qu’il s’agit d’établir :
S(V<xPVyS) = S«3.SPy — SdY.Spa.
Le second membre de celte formule se réduit à un seul terme, lorsque l'un
des vecteurs, a ou (3, est perpendiculaire à l’un des deux autres, y ou 3. Ainsi, si a était perpendiculaire à y, ou à 3, on aurait
ou
S(Va?VfS)=Sa8.S?t
= — Say . S?3,
et la même réduction aurait lieu si {3 était perpendiculaire à 3 ou à y.
62. L’identité précédente n’est autre chose que la traduction de ce théorème de trigonométrie énoncé par Gauss, au commencement de son célèbre mémoire sur les surfaces : si ABCD est un quadrilatère sphérique formé par quatre arcs de grand cercle, et que M soit l’angle que font les arcs AB et CD à leur rencontre, on aura
sin AB . sin CD cos M = cos AC cos BD — cos AD cos BC,
C'est ce qu’on voit immédiatement en représentant par «, (3, y et ù les rayons de la sphère précédente qui aboutissent respectivement aux sommets A, B, C et D du quadrilatère.
63. On peut déduire encore de la même identité celte autre, qui me parait curieuse et digne d’être remarquée :
S [Va? . Vf 8 + \<ty . VS? + Va? . V?y] = 0.
En effet, on a, d’après la formule précédente,
S{Va? . XyZ) = Sa? . Sfr — &rf . S?ô S(Va-f . Vôp) = Sa? . SfO — Sa? . Sf?
Si Va? . V? T ) = Say . S?? — Sa? . S? T
d’où on déduit, en ajoutant membre à membre ces trois équations, la formule précédente, en remarquant que les six termes de ces seconds membres se détruisent deux à deux dans l'addition.
64. Cette formule peut aussi se traduire par le théorème de trigonométrie suivant : soit ABCD un quadrilatère sphérique formé par quatre arcs de grand cercle quelconque ; désignons par M, N et P les angles que formeraient respectivement par leur intersection
AB et CD, AC et BD et AD avec BC.
on aura toujours identiquement
sin AB. sin CD cos M -J— sin ACsin BD cos N -J- sin AD. sin BC cos P = 0.
Dans le cas où les quatre points A, B, C et D seraient sur un môme grand cercle, les angles M, N et P seraient nuis, et on retrouverait ainsi une formule déjà obtenue (54) qu’on peut aussi écrire dans ce cas :
sin AB. sin CD + sin AC. .sin BD + sin AD. sin BC = 0.
En déplaçant le point A sur le môme cercle à une distance - de la première, on aurait aussi
cos AB. sin CD-(- cos AC. sin BD -f- cos AD. sin BC = 0.
65. Les théorèmes relatifs à la multiplication des quateruions, exposes aux numéros 41 et 42, conduisent aussi très-facilement aux relations fondamentales de la trigonométrie sphérique. En efTet, soient ABC et A'B'C' deux triangles sphériques polaires; a, (3, y, a, p' et y' les vecteurs correspondants aux sommets de ces triangles; désignons aussi, selon l’habitude, par a, b, c, A, B et C les côtés et les angles du premier triangle ABC, les éléments pareils du second triangle seront, comme on sait, r. — A, n — B, t. — C, 77 — a, 77 — b et TT — c; et soient de plus p, q, r,p\ q et r' les quaternions représentés par les arcs BC, CA, BA, B'C', C'A' et B'A', on aura
et de plus , on aura donc
p — — ê"r = cosa — sin a .a',
q — — ya = cosA — sinA.6’,
r = — 6a — cosc -p sine. y',
p‘ — — 6Y = — cos A + sin A. a,
A' = — yY = — cosB -j-sinB.6, r' = — 6V = — cosC — sinC.y.
r — pq et r 1 = p'qf.
cosc+sincy'=(cosa — sin n.#') (cos A — sinA.6*) = cnsacosA sina sinA.Sa’6',
— cosasinA.6 — cosAsina.a’, + sina siuA Va'ff,
= co s a co s A -f sinasinAcosC — cos a sin A. 6’ — cosAsina.a' -|-
-(- sina sinAVa’S,
et
— cosC — sinC. tr=(eosA — sinA .«)(cosB — sinB.6)=:cos AeosB-|-sinAsinBSa6
— cos A sin B . 6 — cos B sin A . « 4- sin A sin BV«6 = cosAcosB — sioAsinBcosc — cos A sin BC — cosBsinA*-f-sinAsmBVa€.
66. On tire de ces dernières équations, en prenant les parties algébriques des deux membres de chacune d’elles,
cosc = cosa cosi -f- sina sin 6 cos C,
— co«C= cosAcosB — sioAsinBcosc.
On aurait de môme, en égalant les parties symboliques de la première équation,
sinc.Y'-f-cosasiné. 9 + cosèsina.a' — sinasin6Va'6' = o, équation qui peut aussi se mettre sous la forme suivante :
Ycrfi -f- cos«Vy« + cosèVSt — sina sin 6 sin C. y = 0.
Multipliant la première par S. Va'(3' et la seconde par S. y, il viendra :
sincSa’ÊY + sin a sin £ sin’C = 0,
et
Saêy + sinasiné sinC = 0.
On tire de ces deux équations, d’abord
sinasin4sincSa6y = — Sofrf ,
qui exprime une relation remarquable entre les volumes des parallélépipèdes construits sur les rayons qui aboutissent aux sommets de chacun des triangles polaires. On obtient ensuite par une simple permutation entre les lettres :
— SaGf = S7C1 = sinasinésinC = sinisincsin A = sine sina sin B.
ce qui donne les relations très-simples
sin A _ sinB _ sinC St 6* Sa'6y
sina sin A siu c sinasiuAsinr Sa6/
La môme équation symbolique
sine, y + cos a sin 6 . C -(- cos A sin a . a = sin a sin 6 Vaff
donne aussi, en la multipliant par S .
sinccosB-fcosasinécosC — sinacosi = 0,
et cette dernière fournit, en divisant tous ses termes par sin b et en rew-
, sine sin C plaçant - — - par - — - , 1 équation connue sin b sin B
colt sin a = cos a cos C + sinCcotB.
Nous retrouvons ainsi, comme on voit, presque immédiatement, les principales formules de la trigonométrie sphérique.
67. Considérons maintenant trois vecteurs obtenus respectivement chacun par la multiplication do deux autres, et que nous désignerons ainsi :
Va? V? Y et Vf5
et cherchons à exprimer la partie algébrique de leur produit. On trouvera qu’elle s’obtient à l’aide de la formule suivante :
S(Vap.VPt.VtS) = SoS. (py — Sfr*) + Sp Y (SaSSJ Y + S^S*?}
— p*.&rf.S«ï— T*Sap.S«p.
En effet, on a
S(a66f T°) =8VSd = SofiS^SrS -f- Sa6S(Vfrf . Vf?)
+ se-fS{Va6.Vfô)
+ SfSS( VaS . VS-r) + S(Va6 . V6r . V Y S)
d’où on tire, en appliquant dans le second membre la formule (6t),
S( Va« . V6r . V T Î) = CYSaS — Sa6 . se Y . S-8 — f*S*e . S63 - S ’S-fS . Sot — SG-f . S*5. se-r
+ SaS . S&r . StS + £6 T . Sa T . S63 -f SrS . SaS . S&r = SaS.(6Y — SSr 1 ) +S6 ï .(So6.S«t + Sat.SÎG)
— 6«.Sa Y .SS Y — Y ’Sa6.SS6,
ce qui est la formule qu’il s'agissait d’obtenir. On voit qu’elle ne renferme dans son développement que six termes et qu’elle est symétrique par rapport à «et à 3, ainsi que par rapport à (3 et à y. On aurait donc par exemple
8( Va6 . V£ Y . Vfr,) = S( V£6 . Va Y . VGtf
68. On serait conduit à la même formule en développant le produit suivant
Sa&f.S'ffiS
au moyen de la formule
S(«frf -Tf®) — = S«&y.StK - f- S(Vo6y , Vy6S)
qui donne
&*&r . SyfiS = S’f’S»5 — S(«S6 y — 6Sirf 4 - ifSafi) (yS6o — 6Sy$ S&y6i = So8 . (6 *t* — Sfrf'l -|- SÆif . (Sa6 . S«y + S*Y ■ S56)
— S*S< rf . S«y — • S®.
69. L’égalité des deux formules précédentes donne l’identité remarquable
S(V«6 . V6y . Vfô) = SoSf . Sr65- Si on fait en particulier « = 3, cette dernière devient
{Sctj&Yj* = S{V*6 . Vrr , Vf6) = S(Va6 . V6 y . Sof)
= *’S6y -f- S’SaY -1- y*S«6 — îSïSSÊySy* — a’C’v’ .
L’identité
Sa&ï‘ = — SVa6.V6Y.VY*,
se confond d’ailleurs, ainsi qu’il est facile de s’en assurer, avec l’une des formules déjà obtenues au n* 66.
70. En désignant par «, (3, y, S et e cinq vecteurs quelconques, l’application des formules précédentes donnera les deux équations
Saôs S Sot =z S»6 (S8t 5 — 8V) — Sot (SaoSSt -f- StaSSS) -f- 8’SatSSt -(- t’SxSSSô ,
= y’(s 8? — ÎV) — 2SotSyô Sy* + S’SÎft 1 + t‘ S^?,
d'où on tire, en retranchant membre à membre la seconde de la première ,
ïwot S68t — Sy^î" = (Sa6 — y’)(S« J — 8*e’) — Sot (SaSS6s -(- Sas S6o — 2 Sy3Sy*)
-)- 8’(Sas SSt — Sys”) -+■ s’ (Sa5S65 — Sy^j ■
Il est utile de remarquer que tous les termes du second membre de cette formule, que nous aurons à appliquer plus loin, sont du second de-
gré par rapport aux vecteurs a, (5 et y, et que ce membre 30 compose de deux parties; l’une contient en facteur le binôme
et l'autre est formée en combinant deux à deux les produits algébriques SaS, Sot, SSà, S6t, Sy8 et Sy«.
L’expression précédente
SaocSfêe —
est encore susceptible d’ètre mise sous une autre forme très-simple. En effet, on a (17, 59 et 60)
V[V(yô + t*)V(y* + 56)) = V ( VyS Vys + Vy8 V86 + VutVye + V«V86)
= — ySySe — £Sy86 tSayt -J- tSaoo aSéc-..
d’où ou lire, en multipliant membre à membre par S . V3»,
S(VSjV(yS + t«)V(yt + 86)) = S*8tS68t — SyStSySc.
Toutes ces identités, qui correspondent à des théorèmes géométriques remarquables, nous seront utiles dans les applications de cette théorie à l’étude des surfaces qui font l’objet principal de la section suivante :
DES APPLICATIONS DD CALCUL A LA GÉOMÉTRIE
72. Nous étudierons dans cette section quelques-unes des propriétés générales des lignes courbes menées dans l’espace d’une manièro quelconque, ainsi que quelques points importants de la théorie des surfaces.
Soient x, y et s les coordonnées d’un point variable quelconque rapporté à trois axes coordonnés fixes donnés, nous représenterons ce point par le vecteur p, défini par l’équation symbolique
p—ri -f yj -f zk.
Si l’on suppose que x, y et s soient des fonctions d’une seule variable indépendante (, p sera aussi une fonction bien déterminée do la même variable et donnera, par la variation continue de t, tous les points d’une courbe bien déterminée dont cette fonction symbolique servira à faire connaître les diverses propriétés.
La marche à suivre ne s’éloigne pas d’ailleurs de celle de l’analyse ordinaire. Ainsi la corde o joignant deux points de la courbe définis par les vecteurs p et p, serait exprimée par
73. Par suite, la direction de la tangente au point p sera donnée par la formule
ÿ _ dx . , dy dz dt dt + dt ’ + dt *’
La distance de l'origine des coordonnées à cette tangente sera
de même la projection du vecteur p sur cette tangente serait
Les directions de deux tangentes successives étant
dp
dt
61 ïï + d ïï = Tt + U dt = :!, ' + ,, " d ‘’
la perpendiculaire au plan déterminé par ces deux directions, ou la direction normale au plan osculaleur, au point p de la courbe sera donnée par l’expression
w -{- p ’dt) ou par dtV — .
La longueur du dernier vecteur étant évidemment égale au sinus de l’angle des tangentes précédentes, et par conséquent à cet angle lui-même, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur au premier, on obtiendra, en divisant ce vecteur par dp, qui lui est perpendiculaire, la direction du rayon de courbure, et le module du quotient sera égal à l’inverse de ce rayon. Ainsi une longueur égale à l’inverse du rayon de courbure, portée dans un sens contraire à celui de ce rayon, aura pour expression complète, comme il est facile de s’en assurer (n« 29),
p'‘p' ïp'" dt
La longueur du rayon de courbure portée dans le sens même du rayon serait donc
ce qui s’accorde avec la formule connue.
Remarquons que si l’on prenait pour variable indépendante l’arc de la courbe, compté à partir d’un point donné de cette courbe, on aurait
Tp'=1,p'=Up' et p" = düp', et comme SUp'dUp'=ld(Up')’ = 0, on
voit que p" sera perpendiculaire à p'. •
J1 est utile de remarquer qu’en général p étant un vecteur variable, dUp est perpendiculaire à Up, ce qui résulte immédiatement de la différenciation de l’équation (Up) 1 = — 1 , qui donne S(Up . dUp) = 0.
La première des expressions précédentes deviendra donc — p", et la seconde, qui donne le rayon de courbure, se réduira aussi à —
75. Pour avoir l’angle infiniment petit de deux plans osculateurs successifs, i! suffit de même de considérer les directions des deux perpendiculaires à ces plans
Vp’p* et Vp’p' dV p'p" = Vp'p* -{- d/Vp’p",
et de déterminer le vecteur-quotient de ces deux lignes. On aura pour l’expression de ce vecteur
m Vp’p* _ d<V(Vp’p». Vp'p»)
TW'‘ '
Développant le numérateur du second membre suivant la formule du n“ 60, il viendra pour l’expression de l’angle cherché, qu’on appelle l 'angle de torsion, au point p
rfp-gggv.
TYp'p"
76. L’angle que nous venons de calculer est donné par une longueur portée dans la direction de la tangente dp à la courbe considérée ; si l’on divisait par dp la ligno précédente, on obtiendrait un quotient purement numérique, qui est ce qu’on appelle l’inverse du rayon de seconde courbure et dont la valeur est, comme on voit,
sp*py
TW*'
77. Les directions de deux rayons de courbure successifs seront, d’après ce qui précède (74),
dVf rfUp' , d' Up' jÆ .
dt dt ‘ dt' ’
l’angle infiniment petit formé par ces deux rayons sera donc donné par
rf’Up'
... A(k dtV dV P ’ ’ dt
cet angle étant porté sur une ligne perpendiculaire au plan mené par les deux rayons de courbure consécutifs.
Mais on peut cncoro trouver une autre expression du même vecteur en prenant pour direction de ces rayons de courbure (7 4)
p'VpV et p'Vp"p' + dt j p'VpV + p"Vp"p' j , ce qui donne pour la valeur de l’angle cherché
dtX
/p^pY ,
i p'VpV
V p'VpY 1
r p'VpV.
VpY
vU
ù VoV
Or diV et diX —Â sont (74 et 75) des longueurs égales aux angles de
P 'PP
contingence et de torsion de la courbe portées respectivement, la première sur la normale an plan osculateur, et la seconde sur la direction de la tangente à la courbe. Celte formule, qui donne en même temps l’angle des rayons de courbure et la direction de la perpendiculaire à ces rayons , équivaut à deux théorèmes découverts par Lancret.
78. La formule qui donne la distance de deux droites (56), appliquée au cas où les droites sont infiniment voisines , conduit dans la théorie des courbes et des surfaces à quelques résultats intéressants. Pour en donner un exemple, proposons-nous, comme l’a fait M. Bouquet, de chercher l’ordre infinitésimal de la distance de deux tangentes successives à une courbe donnée. Soit p le vecteur d’un point de la courbe, la tangente en
ce point aura pour direction p', et celle de la tangente suivante serait p'-+-p ”di, et comme la distance Ap des points de contact peut être mise, par le développement en série, sous la forme
Ap = P U + («)* + 7^3 + etc.
On voit qu’il faut absolument tenir compte dans l’expression de Ap des termes du troisième ordre pour que la distance cherchée
ApUVp'(p' fdt) = ApUVp'p"
ne soit pas uulle. Cette distance devient donc, en tenant compte des termes de cet ordre,
L-Lp-uvp'p
( m )* Sp’eY 6 TVp'p" ’
Dans le cas où la distance des tangentes serait partout du quatrième ordre, cette courbe satisferait à l’équation diiïérentielle
laquelle équivaut à
s?vr = o,
Or (35) le vecteur Vp'p'" rat la fonction dérivée de Vp'p". Donc on aura par l’intégration (34)
UV»" = Uï,
y désignant un vecteur constant. Le plan oscillateur de la courbe actuelle serait donc constant, par suite la courbe serait plane, et la distance de ses tangentes, rigoureusement nulle.
79. Abordons maintenant quelques points de la théorie des surfaces. Désignons encore par p le vecteur d’un point d’une surface, ici p sera une fonction de deux variables indépendantes quelconques exprimées ou sousentendues, que nous désignerons toujdurs dans ce qui va suivre par les lettres «et»; les diverses valeurs attribuées à ces variables détermineront sur la surface deux systèmes de courbes que nous appellerons (U) et (V), et qui s’obtiendront en faisant varier, pour tracer les courbes de chaque sys-
terne, l’une des variables, l'autre restant constante. Ainsi, dans chacune des courbes (U) la quantité v variera seule, et, au contraire, ce sera la variable « qui seule changera dans chacune des courbes de l’autre système (V). La variation totale do correspondant à un déplacement infiniment petit quelconque du vecteur p sera par suite composée de deux parties, et l’on aura
rf P =(|)du+(g)rf«.
(</") Gt ( 5 °) désignant deux vecteurs qui sont les dérivées partielles du
vecteur p par rapport à chacune des variables indépendantes. En établissant une relation quelconque entre les variables u et v, p deviendrait fonction d’une seule variable, et l’extrémité dep décrirait alors une courbe assujettie à rester sur la surface. En supposant, par exemple, que v soit une fonction donnée de u , on aurait pour l’élément de la courbe correspondant à cette fonction
Quelle que soit la fonction a et sa dérivée algébrique—, il est visible
au
que l’élément dp demeurera toujours dans nn même plan, perpendiculaire au vecteur ’
Ce sera le plan tangent à la surface au point p, et le vecteur précédent aura la direction de la normale à la surface au même point.
80. Les diverses courbes qu’on peut tracer d’un même point sur une surface donnée, présentent dans le voisinage de ce point quelques propriétés remarquables, et qui sont maintenant bien connues. Pour les étudier, posons
dp
du
*l = r , et = t
du 1 ’ dudv dv‘ ’
p, q, r, s et t étant des vecteurs bien définis et fonctions de u et de v. Pour
obtenir une courbe quelconque de la surface, supposons que u et v soient fonctions d’une même variable, et désignons par u', v', u" et v"... les dérivées de ces deux fonctions par rapport à cette seule nouvelle variable indépendante, l’inverse du rayon de courbure, ou la courbure delà ligne comptée sur la directiou de ce rayon, sera pour la ligne considérée, en faisant pour plus de simplicité l’élément dt=Tdp
p" — pu" + çu" + ru 1 ’ -(- 2 su'v' h)’’,
Donc la projection de cette courbure sur la normale sora
Svp" = Svr . + 2Sv* . «V + Sv< . d',
en posant
v = Up7,
v étant la direction de la normale à la surface au point p , ce qui donne
Svp = Svj = 0.
La formule précédente montre que la projection do la courbure sur la normale ne dépend en chaque point que des valeurs de «' et v' ou de la direction de la tangente, d’où l’on conclut facilement, en remplaçant la courbure par l’inverse du rayon de courbure, le théorème connu de Meusnier.
81. L’équation précédente donne aussi le moyen de discuter avec la plus grande facilité les valeurs des diverses courbures, ou, ce qui revient au même, celles des rayons de courbure de la surface, et conduit aux théorèmes bien connus d’Euler que nous ne rappellerons pas ici ; ou en déduit encore l’équation des lignes de courbure, en définissant ces lignes par la propriété qu’elles ont de déterminer en chaque point suivant la normale un rayon de courbure maximum ou minimum. En effet, on a
dp = pdu 4- qdo ou p' = pu‘ 4 - çd.
Prenant toujours pour unique variable indépendante la longueur de la courbe, et faisant Tp'=1 , appelant de plus R le rayon de courbure variable dirigé suivant la normale en chaque point de la courbe, on aura
p' 1 = p'u 1 4- 28 pqu'd 4- jV* = — 1
et
Svr . i£' -f- 2Svs . uV -f- S vf . rf* p’u ’ -J- 2S/)y . uV -f- y’t)’’
Le dénominateur, égal à — 1 , est mis dans celte dernière formule par raison d’homogénéité. On voit quo par ce moyen la valeur de R no dépend v' dv .
plus que du rapport ou — ; il devient par suite facile de déterminer
quelles sont les valeurs de ce rapport qui rendent R maximum ou minimum. On trouve en effet, soit par la différenciation, soit par l’application d’une théorie élémentaire connue, qu’en posant
A = Svr— p'.R'
B = Sv j — S pq . R -1 C = S>t — /.R - 1
les deux rayons de courbure en chaque point de la surface seront donnés par l’équation du second degré
B’— AC
et par suite l’équation différentielle de chacune des lignes de courbure sera
dv B dv A
— c OU ^ — — g,
l’une et l’autre des deux lignes étant obtenues en remplaçant successivement dans les seconds membres R par ses deux valeurs tirées de l’équation du second degré précédente.
82. On peut aussi trouver l’équation des lignes de courbure en éliminant R -1 entre les équations
dv B Spç.R -1 — Svs dv A Svr — p’.R* 1
du C Svr — q l . R -1 du B Sjpj.R* 1 — Svs'
Ce qui donne, en égalant les deux valeurs de R -1 qu’on en tire
Svr . ~ 4- Svs Svs -T — |- Svr du du
~ «' d T» + Sp«~SMTu+r'’
d’où l’on déduit l’équation suivante, en remplaçant v par \pq :
{SpqSpqt — q'Spqs) (^j + [p'Spqt — ç'Spqr) ~ + p'Spqt - SpqSpqr = 0
qu’on peut aussi mettre sous la forme plus symétrique
I p'Spqs — SpqSpqr) u' -f- (p’Spjf ~ q'Spqr'u'v -f (SpqSpqt — q'Spqs)V' = 0,
ce qui est l’équation générale des lignes de courbure sur une surface quelconque.
83. On peut vérifier facilement au moyen de celte équation que les deux lignes différentes de chaque système qui passent par un même point se coupent toujours à angle droit. En effet, désignons par 9 , et 9 , les deux dv
valeurs de — tirées de l’équation précédente pour un point déterminé de du
la surface et formons l’expression
S(P + 9?t) (P + ?T.) =P* + S/rç(o, + <p,)+5*TiTr
Remarquons ensuite qu’on a, d’après l’équation précédente,
et
On aura donc
„ . _ ?*Svr — p'Svt
Ti + ti SpqSvt — ÿ’Svs
/i'Svs — SpqSir
SpqSvt — q' Sms "
... . p'{SpqStt-q'Sis)-\- S/ir/i i/’Svr — p'Sd) -f- q'(p'Svs — SpqS*rj
S(p+??,) Lp+?t,)= sp&T=-q's7s
Le numérateur du second membre étant identiquement nul, on voit que les deux éléments des lignes de courbure qui passent au point considéré et dont les directions sont respectivement p + < 79 , et p+q 9 , sont perpendiculaires entre eux.
84. On peut encore mettre l’équation des lignes de courbure sous une autre forme très-simple. En effet, on a
Svfrdu tdv)Sq[pdu qdv) = S v(sd« -(- tdv)Sp{pdu -f- qdv).
Or chacun des membres de cette équation peut so transformer, en remarquant que pdu-t-qdv=dp et que y est perpendiculaire à pet à q. On a ainsi (n* 61)
et
Sv( rdu -f- idv)Sqdp = S f Y, dp . Xq[rdu -{- sdv)^ Sv(jrfn + tdvjSj/df = S ( Vvdp . Vp{sdu + tdv'j'j .
Or on a aussi
dXpq = \p(sdu -J- tdv) -(- \'[rdu -f- dv)q = idTXpq -f dvTX/iq.
Donc l’équation précédente peut se mettre sous la forme S(Vvdp.dVpj) — Svdpdv = 0,
qui montre que les directions de deux normales consécutives y et y -+- rf» sont toujours le long d’une même ligne de courbure, dans un môme plan, avec l’élément dp de cette ligne, et par suite, se rencontrent toujours.
En partant de cette propriété, qui caractérise les lignes de courbure d’une surface, et par suite de l’équation différentielle précédente qui y correspond, et en refaisant un calcul inverse de celui que nous venons de faire, ou retrouvera évidemment tous les résultats que nous avions obtenus tout d’abord.
85. Parmi les applications immédiates qu'on peut faire de l’équation
SWvdp = 0,
nous remarquerons ce théorème connu. Si deux surfaces se rencontrent suivant une de leurs lignes de courbure, elles se coupent partout suivant le même angle. En effet, en désignant par y et y' les normales aux deux surfaces en l’un de leurs points communs, on aura à la fois
Svrfvdp =• 0 Sv'dv'dp = O.
Or, dUy situé dans le plan qui contient y et y + dy, et qui est perpendiculaire à Uy (31) sera parallèle à dp, et par suite, perpendiculaire à IV, de môme dUy' sera perpendiculaire à Uy. On a donc
et
SdUvU*' = 0 SUydU»' =s 0,
et par suite
(fôUvlV = 0,
D’où l’on tire, en intégrant,
SÜvOv* = constante'.
Ce qu’il fallait démontrer-. On voit aussi que réciproquement si deux surfaces se coupent suivant un angle constant, et que la ligne d’intersection soit une des lignes de courbure de l’une des surfaces, elle sera aussi une ligne de courbure de l’autre.
B* - — AC
qui sert à déterminer pour chaque point de la surface les deux rayons de courbure principaux. Désignons par M le produit des inverses de ces rayons; l’équation précédente donnera facilement la valeur de M. On trouve immédiatement en effet
Or on a et
ou
on aura donc
MIS/*? — p’?’) = S»j* — S»rS*r.
v = U Wpg
Vpÿ' =5 n
T W = PY — S pq -,
— Spf/f = — Spqs' .
87. Pour montrer la signification géométrique de l’expression M, dont nous venons de calculer la valeur, nous appellerons, d’après Gauss, mesure de la courbure de ta surface en un de ses points, le rapport de l’angle solide formé par les parallèles aux diverses normales menées le long d’une courbe infiniment petite enveloppant le point et de l’aire comprise par cette courbe sur la surface; ou encore, ce qui revient au mémo , si ou mène des parallèles à ces normales par le centre d’une sphère de rayon égal à l’unité, nous appellerons mesure de ta courbure au point considéré la limite du rapport de l’aire forme* sur la sphère à celle tracée sur la surface.
D’après cette définition , pour trouver l’expression générale de ceUe mesure, considérons trois points infiniment voisins de 1» surface, savoir ceux qui sont définis par les trois vecteurs
f, p -f- pdu, p + qdv,
les normales correspondant à ces trois points auront respectivement pour direction
Vpq, Vip + rdu) {q + sdu), V[p + tdv) {q+itU )
OV
Vpq, \'pq -f- du\{ps-{- rq j et \pq + dv\(pt + sq);
faire déterminée sur la sphère de rayon égal à l’unité par ces trois directions sera
=="=■? S (\pq .\{ps + rq).\(pt + sq]\ .
T \pq \ >
Or faire comprise sur la surface par les trois premiers vecteurs sera
dudvTVpq.
Donc le rapport cherché aura pour expression
=ïS (vpq- V(/w + rq).\(pt -f i?j) ,
d'où l’on tire par l’application de la formule (71)
S )Vpÿ-V(pi+rg).V(p«+8g)l _ SpqrZpqt — Spqi _ M
*n . VpT
en désignant par M , comme précédemment , le produit des inverses des rayons de courbure principaux de la surface au point considéré.
88. Nous venons de trouver deux expressions algébriques de forme différente pour cetto même valeur de M dont la signification géométrique est si nette; mais en appliquant la formule du n* 70, on peut encore mettre M sous une nouvelle forme découverte par Gauss et qu’il est utile de considérer. On aura ainsi
Vp</jt = SpqrSpqt — S pqs' = (s* — Sr<) (p’j* — Sp}*)
— 8pq(S[irSqt + SptSqr — 2Sp*5çj)
, — p'{Sqt' — SqrSqt) — ÿ*(SpT — SprSpfl.
Or on a
dp * = (pdu -(- qdv)' = p'du' + iSpq.dudv -)- q'do’,
et comme le second membre est un trinôme algébrique dont les coefficients s’expriment algébriquement au moyen des variables u et v, posons, avec Gauss,
E = — />*, F = — S pq et G = — q'.
Tous les produits algébriques qui entrent dans le second membre de l’équation précédente sont exprimables au moyen des dérivées partielles des trois fonctions E , F et G ; en effet, on obtient immédiatement par la différenciation
Spr — — Sp* = — Spt = —
idE 2 du
1 dE
2 dv
rfF t rfG
dv 2 du
S qt=-
Sqs =. —
i ** 3 du
1 dG
2 du
. rfF , S^r = -- +
1 dE
2 dv'
Remarquons qu’on a de plus
ds dt d'p
dv du dudv *'
Différenciant (1) par rapport à net (2) par rapport à u, il viendra
et
idVE 2 du' ’
_ dt , _ d? F ,
Sp du +Srt = -dïdï +
t d * G 2 du 1 '
On lire de ces deux équations, en les retranchant l’une de l’autre membre à membre,
d * F t cPE 1 d ' G
dudv 2 dv' 2 du' '
Si l'on différencie de même (3) par rapport à u et (4) par rapport à r, et qu’on retranche les équations obtenues membre à membre, en observant qu’on a
dr dt d'p
d * du dvdu' 1
on retombera encore sur la formule précédente. Substituons maintenant dans le second membre de la formule qui donne M, les produits algébriques que nous venons d'exprimer en fonction des dérivées partielles des coefficients de E,Fet G, et nous retrouverons la formule suivante de Gauss
1 rfE\ ’ i dv) + 2 du t rfE rfG
du du
/! cfE _ rfF\ \
\2 du du) )
/I rfG rfF\ \
\2 du dv) )
/I rfE _ rfF\ /I rfG _ rfF \2 dv du) \2 du du ,
t rfG 2 dv
\ rfE rfG 2 dv du 1
89. On déduit immédiatement de celte équation ce remarquable théorème : pour qu’une surface courbe puisse être appliquée complètement sur une autre, il faut que les deux surfaces aient la même mesure de courbure dans les points correspondants.
Comme pour une surface plane, celte mesure est nulle en chaque point, il s'ensuit qu'il faut, pour qu'une surface courbe soit applicable sur un plan, qu’elle ail en chacun de ces points un rayon de courbure principal infini , et par suite, que l’un des systèmes de ses lignes de courbure soit composé de lignes droites.
90. Proposons-nous maintenant de trouver l'équation de la ligne la pluscourto qu’on puisse tracer sur une surface donnée entre deux de ses points, ou entre deux lignes données de la mémo surface, en faisant encore usage, à cet effet, du calcul actuel.
Observons que la longueur « d’une courbe quelconque peut être représentée par la formule
Pour que cette longueur soit minimum, il faudra que la variation ii soit nulle. Or on a, conformément aux réglas du calcul des variations,
Si = 5 j Trfp — ^ STrfp.
On a de plus (31 1
STrfp = — SWp . llrfp = — Srfïp . Urfp ;
la \jriation précédente deviendra donc, en intégrant par partie, ts = [SopUdp^ 0 + ^'Sîp.dlWp.
en désignant par p„ et p, les limites variables ou constantes entre lesquelles l’intégration doit être effectuée. Cette éqiiation montre que, pour que 5s soit nul, il faut qu’aux deux extrémités de la ligne cherchée l’élément do soit perpendiculaire aux lignes données comme limites, et déplus qu’en tous les points de la ligne minimum, rfUrfp soit parallèle à la normale à la surface; et comme dlldp a (74) la direction du rayon de courbure de la courbe cherchée, il s’ensuit que cette ligne minimum, qu’on appelle encore ligne géodésique, jouit de la propriété caractéristique d’avoir en tous ses points son rayon de courbure dirigé suivant la normale, ou, ce qui revient au même, son plan osculateur normal à la surface.
91. Supposons qu’on ait tracé sur une surface une inGnité de lignes géodésiqnes, Irès-rapprochées l’une de l’autre, puis qu’on coupe toutes ces lignes par une trajectoire curviligne quelconque. Si on porte sur toutes les géodésiques, à partir de celte trajectoire considérée comme fixe, des longueurs égales et qu’on joigne les extrémités ainsi obtenues, on formera un second système de lignes courbes sur la même surface. Appelons (U) le système formé par les lignes géodésiques et (V) celui qui est formé par les lignes que nous venous de définir; prenons pour variables indépendantes de la surface, la longueur u d’une ligne géodésique du premier système comptée à partir de la ligne fixe, et la variable v, dont les diverses valeurs caractérisent sans ambiguïté chacune des lignes gôodési-
ques du premier système, en sorte que la différentielle partielle
détermine toujours l’élément de chaque courbe du second système, com-
pris entre les lignes (v) et (v-hdv) du premier. D’après la propriété des lignes
géodésiques que nous venons de démontrer.
fl
du *
exprimera pour tous les points de la surface une direction parallèle à la normale ; on aura de plus
Ainsi
du’ dv
par suite on aura
<P p d f dudv du
1 d_ § dv
4_ af*P!*P _ e , g df d'f _
du du dv ' du * du du dudv
et en intégrant, il vient
e rfp dp
du d»
le secortd'ibembre étant une fonction de la seule variable v et ne dépendant pas de u; si l’on désigne pas 0 l’angle variable que fait une quelconque des lignes du second système avec une même ligne du premier, et par ds
do
l’élément dv compris entre deux lignes (y) et u+ôu du premier, comme de
= V — , on voit que l’équation précédente revient à la suivante du du
ds cos 8 = f{v)dv;
elle montre que la projection de l’élément ds d’une courbe du second système sur l'une quelconque des lignes du premier entre lesquelles cet élément est compris est toujours le même, quelle que soit la ligne considérée du second système. Par suite, si ces deux lignes du premier système avaient pour origine commune un même point de la trajectoire fixe correspondant à «=0 , auquel cas, pour cette valeur particulière de u, ds serait nul, le produit ds. cos 6 serait partout nul, eutre les lignes considérées, et par suite toutes les lignes du second système les couperont orthogonalernent en tous leurs points-, de même si les deux lignes du premier système qui comprennent ('clément ds sont perpendiculaires à la ligne du second
qui correspond à u= 0, auquel cas, pour cette valeur de u,0
le pro-
duit ds cos9 sera encore partout nul et toutes les lignes du second système couperont à angle droit celles du premier qui jouiront de la propriété
énoncée. D’où on conclut d’abord un théorème important dû à Gauss que nous énoncerons ainsi : un système de lignes géodésiques tracées sur une surface sera coupé orihogonalemcnt par un autre système de lignes courbes, si toutes les lignes géodésiques passent par un même point de la surface, et que toutes les lignes du second interceptent sur celle du premier des longueurs égales à partir du point où les premières se croisent. Le même théorème a encore lieu si les lignes géodésiques du premier système sont toutes perpendiculaires à une ligne du second, et que toutes les autres lignes de ce dernier système interceptent sur celles du premier des longueurs égales. On voit de plus que si l’on donne un système quelconque de lignes géodésiques sur une surface et qu’on en détermine une seule trajectoire orthogonale, toutes les autres trajectoires orthogonales des mêmes géodésiques intercepteront sur ces lignes, à partir de la première, des longueurs égales. Dans le cas où les géodésiques seraient tangentes successivement à une même courbe quelconque tracée sur la surface, il suffirait, pour obtenir une trajectoire orthogonale de ces tangentes, de former, comme sur le plan, la développante de cette courbe sur la surface, et cette ligne couperait orlbogonalemenl toutes les géodésiques et déterminerait par suite toutes leurs autres trajectoires orthogonales. De là résultent divers moyens de partager une surface par deux systèmes de lignes orthogonales, distinctes des lignes de courbure de la surface, lesquelles jouissent, comme nous l’avons vu (83), de la même propriété.
92. Revenant aux propriétés générales dos lignes géodésiques, proposons-nous de trouver sur une surface quelconque l’équation do ces lignes, en supposant que chaque point de cette surface soit déterminé par un système de valeurs attribuées à deux variables indépendautes u et v. Appelons 0 l’angle variable que fait une même géodésique avec chaquo ligne du premier système (U). Nous aurons en premier lieu, en conservant les notations précédentes,
_ _ Splpdu + çdv)
qdü) ’ et
•inO = 1Vi‘(pd“ + q J ») TVpq.dv
T pirftdu -J- qdv) T p[pdu -J- qdu)’
d'où l’on tire en divisant membre à membre les équations
^ = col „ 6 _ _ M. - JL A .l
sin » B l\pq T \pqdv'
Celle équation fera connaître 9, quand on aura déterminé quelle esl la fonction do v qui exprime ti dans le cas de la ligne considérée sur la surface. Or on peut trouver une seconde équation différentielle assez simple de la ligne géodésique, en cherchant l’expression de d 9, en fonction de u et de tr, cl en éliminant 9 entre cette nouvelle équation et la précédente, on obtiendrait l'équation cherchée de cette ligue. Voici comment on peut procéder pour obtenir cette équation différentielle.
On a
cos 0 = — SUpUcfp,
et en différenciant
sin MO = dSVpüdp = SdUp . IWp + 8 U/>rfUrfp.
Or, d’après la propriété des lignes géodésiques que nous avons démontrée plus haut (90), dUdç, ayant la direction de la normale sera perpendiculaire a U/> , SiyUrff, sera donc nul, et on aura (31)
.in OciO = SdUp. Urfp *
1> Tp
Or on a
donc
V(VpVd P ) = ^\pq,
{2) * " (frf ’ WnW)- Si'W. Vp(rrfu + Mc) ).
93. Celle équation importante aurait pu être immédiatement obtenue, en remarquant qu'on peut considérer l'angle c/9, en négligeant les infiniment petits du second ordre, comme égal & l’angle que font les deux tangentes menées à deux courbes consécutives du premier système (U), par les extrémités d'un élément de la géodésique compris entre elles. En effet, les deux tangentes consécutives à la géodésique étant dans un plan normal à la surface, elles feront toutes deux le même angle avec chacune des lignes (p) ou (p -h dp), et les deux angles formés par une même tangente à la
gcodésique avec ces deux dernières étant situés dans deux plans tangents à la surface infiniment peu inclinés l’un sur l’autre, la différence de ces deux angles sera égale à l’angle infiniment petit formé par les deux lignes ( p ) et ( p -+- dp) ; or ce dernier angle a pour expression
. (TV p[p dp) TV/xip
fp ~ fp
et comme le vecteur Vp.dp fait un angle infiniment petit avec la direction U \'pq de la normale, l’angle précédent équivaudra à
S[U Vpg . \pdp) _ S{V/*7 ■ Xpdp) fp ~ fpTVpq ’
ce qui est précisément la valeur de d9 écrite plus haut (2). Cette expression de dl est susceptible d'élre transformée en appliquant la formule du n* 61 ; elle devient ainsi
fp • ïfe S M&P r •*• + */»• d ») ~ P' (S?"*" + Sqs . dv) | ,
et si l’on fait usage des relations établies au n* 88, savoir :
E = — p', F = — S pq, G = — g',
TXpg=^EG — F*,
„ « JE „ 1 dE _ 1 dG df , I dE
spr= ~ïdû' s ^=-2^’ ■•'"-k+iïT’
la formule (2) deviendra
— rr, J, iV dE , i F dE , i dE , d F , \dG
(3) v — F* • rf0 = - - -j- du 4- - — — dv -1- - -r- du — -r —du — - de.
' ' 2Eda 'JE du idv dv îdu
94. Celte dernière formule se simplifie notablement quand on emploie pour variables n et v celles qui correspondent à deux systèmes de courbes orthogonales, telles que les lignes de courbure de la surface, ou les géode-
tiques de la surface issues d'un même point, et leurs trajectoires orthogonales. On a alors
S/jÇ ~ — F = 0,
et l'équation précédente (3) deviendra
.. t rfE 1 rfG ,
\ LG . dO = - — - du — - -y-dû.
’ 2 dv 2 du
Supposons, pour donner une application do celte formule, qu’on ait pour une surface particulière et pour deux systèmes convenables de trajectoires orthogonales
s et | étant des fonctions bien déterminées et quelconques, l’équation précédente deviendra
(4) 2E</6 = p'u. du — pu .de.
Ou aura déplus, par l’équation (1) du numéro 92,
cota 6 = — ou cos 9 . dv = «in 8 . du.
dv
Multipliant donc l’équation (4) par sin5cos9, et faisant passer tous les termes dans le premier membre, on pourra la mettre sous la forme
•si id (sin 0') -p «in’Ss'u .du — pur 1 (cos’9) — cos’W Ivdv — 0.
Cette dernière donne par une intégration immédiate
sin’8 . — cos’8 . pu = const.
On peut de cette manière obtenir une première intégrale de la ligne géodéaique de l'ellipsoïde.
93. Dans le cas où nous prendrions pour les deux systèmes de courbes, les géodésiques issues d’un mémo point de la surface et leurs trajectoires orthogonales, en désignant par u la longueur des géodésiques
comprises entre ce point et une nié ne ligne du second système, on aura
( du) ~ P ~ ^ rï'°“ *' on déduit
E = — p' = 1 et ^ = 0.
du
l’ar suite l'équation (3) correspondant à une ligne géodésique quelconque de la surface, deviendra, dans ce système de coordonnées.
V'G ,rf» = —
Posons T q — m, m étant une fonction déterminée de u et de v, on aura
G = m' et
dG dm
du du ’
cl l'équation précédente se mettra sous la forme très-simple
.. dm J
dt = — — du.
du
L)e même la valeur de M, qui mesure la courbure de la surface, et dont l’expression complète se trouve au n* 88, sera donnée, dans le système actuel, par l’équation
Uû' h '
ou encore par la suivante, obtenue en remplaçant dans celle-ci G par m
dG dm . d’G Où ,Mr " .(n et ’ dû 7 par
d'm -m— r , du
! d’m m du * ’
96. On déduit de là, par la méthode même de Gauss, la courbure totale du triangle curviligne ABC formé sur une surface par trois lignes géodésiques quelconques, c'est-à-dire la surface de la figure qui correspond à ce triangle sur la sphère de rayon égal à l’unité. Pour cela, prenons le sommet A pour origine de toutes les lignes géodésiques du premier système (U); supposons que la ligne AB soit la première ligne de ce système, c’est-à-dire celle qui répond à v = 0, et qne le troisième
sommet C soit pris sur une ligne géodésique (U) quelconque faisant avec la première un angle que nous appellerons A. Les deux autres angles B et C du triangle ABC formés par l’iutersecliOQ de la ligne géodésique BC avec les deux premières détermineront deux angles analogues à ceux que nous avons désignés précédemment par la lettre 9. Soient 9, et 0, les valeurs de 9 correspondant à ces doux angles, on aura
B = * — b, et C = 8,.
Cela posé , la courbure totale du triangle ABC sera égale à l’intégrale double
dans laquelle l'élément du représente la valeur absolue de l’élément de la surface, et M la mesure de la courbure en ce point. Or on a, d'après la formule précédente,
1 cPm m du * ’
et, d’autre part,
dut — T Vpgdudo = mdudo;
l’intégrale à déterminer est donc
Intégrons d’abord par rapport à u, il viendra * (consi. -J).
Pour déterminer la constante, voyons ce que devient la courbure pour «== 0; l’élément de la courbe du second système, lorsque u est très-petit, se confondant avec un élément de cercle, sera égal à
udv,
en désignant par v l'angle variable formé par les lignes géodésiques du
premier système avec la première AB, qui sert à définir toutes ces lignes.’ On aura donc dans le voisinage du point A
Or pour u = 0 la courbure devenant nulle quelle que soit la valeur de v, il faut que la constante introduite par l’intégration précédente soit égale à i.
Ainsi la courbure totale correspondant à la portion de surface comprise entre deux lignes géodésiques infiniment voisines, (v) cl (v ■+■ dv) sera
mais on a, par le numéro 95,
de = — ~ dv. ,
du
L'expression précédente est donc égale à
dv 4- dt ,
et en intégrant depuis » = 0 jusqu’à p = A, on obtiendra A -f- 6, — 9. = A + C-|-B — it,
c’est-à-dire que l’expression cherchée de la courbure totale du triangle curviligne ABC équivaut à l’aire d’un triangle sphérique dont les côtés feraient entre eux précisément les trois angles A, B, C des lignes géodésiques considérées, ce qui est le beau théorème de Gauss.
97. Nous terminerons celte étude, sans doute bien incomplète, sur les applications géométriques du calcul des qualernions, par la recherche des propriétés de la courhe qui, ayant un périmètre donné, comprend sur une surface une aire maximum.
Soit toujours p le vecteur variable du point de la courlæ cherchée et da l’élément do celte courbe, et convenons de désigner par 5p l’élément arbitraire suivant lequel chaque point de celle courbe se déplacera sur lu surface, lorsqu’on la déformera infiniment peu. Cela posé, la variation de l'aire correspondant à cette déformation aura évidemment pour expression l'intégrale simple
^Swfp.îp,
dans laquelle à chaque valeur de l’élément dp correspond une valeur du et où v désigne encore la direction variable de la normale à la surface. La variation de la longueur de la courbe sera donnée par eelle de l’intégrale
jw ( ,
et sera par suite
La condition imposée a la courbe d'ôtre fermée annule évidemment le terme hors du signe J, et l’on aura, en appliquant la règle connue d'Euler,
\ S;Wf> -(- adUdp)Zp = 0,
en désignant par a une constante particulière. Il faut donc, pour que celte intégrale soit nulle, quelle que soit la loi de la variation dp, que le vecteur
Vvrfp + adVdp
soit toujours perpendiculaire à dp, et comme ce dernier élément est toujours placé sur la surface d’une manière quelconque, le vecteur précédent doit être parallèle à la normale y, ce qni donne immédiatement
V(vV*rfp-|-tt*«/U</p) = 0,
ou, à cause de»’ = — 1,
dp = a\*düdp,
ce qui est l’équation différentielle de la courbe cherchée ; elle est susceptible d’être interprétée géométriquement d’une manière bien simple. Eu effet, dUdp exprime la direction dn rayon de courbure de la courbe , et eu désignant par d» l’élément de cette courbe et par R son rayon de courbure, on a (74)
Si donc on appelle 8 l’angle que fait le rayon de conrbare de la courbe avec le plan tangent, ou, ce qui revient au même, l'angle que fait le plan oscu-
J SWpUrfp = (StpUrfp) + \ S{</U</p . Sp).
lateur de la courbe avec le plan tangent à la surface, l'équation différentielle précédente donnera, en divisant les deux membres par ds,
a cos 0
t = — — ou R = a eos ».
On voit donc, par cette dernière équation, que la courbe cherchée jouit de la propriété d’avoir en tous ses points un rayon de courbure proportionnel au cosinus de l’angle 9 que font entre eux le plan osculateur de la courbe et le plan tangent à la surface, ce qui revient à dire que si l'on prend sur une perpendiculaire à la tangente à la courbe, menée dans le plan tangent une longueur constante (égale à a), et qu’on décrive une sphère ayant pour rayon celle longueur, elle déterminera par son intersection avec le plan osculateur le cercle osculateur môme de la courbe.
98. Remarquons que si l’on désigne par <■ le vecteur variable mené au centre de cette sphère, on aura
f = p -f oUrfp.*;
d'où l’on tire en différenciant
dl = dp + aV(dUrfp.v) + aV(U«/p.<é>)
cl à cause de l’équation différentielle môme de la courbe
il vient
dp + a\(dUdp*) = 0, di = aV(Urfp.rf*).
Or do et Urfp sont deux vecteurs perpendiculaires à la normale y, donc d; est paralèlle à celte normale. On voit donc que si l’on circonscrit à la surface proposée une surface développable le long de la courbe d’aire maximum cl de périmètre donné, et qu’on développe ensuite celte surface sur un plan, les divers centres des sphères précédentes seront amenés à coïncider avec un même point du plan, et la courbe s’appliquera sur un cercle dont le rayon est égal à celui de» sphères précédentes ou à la constante n.
l'aria. — Imprimé pu £. Ticnot et C*, rut lUriue, W.
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