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INTRODUCTION
Une fonction analytique quelconque f(x) est déterminée par la suite des coefficients
(1) &o; Ai; DE An d’une série de Taylor, sous la seule restriction que lim sup. | Va, | = ©
ne soit pas infinie. Toutes les propriétés de la fonction f(x) sont donc déterminées par cette suite ; en particulier, lPaddition d’un polynome n'ayant aucune influence sur les singularités, l'allure de la fonction au voisinage d’un point singulier est déterminée par les propriétés limites de la suite (1). Donc le problème général de la recherche des singularités est de trouver les relations entre les singularités et les propriétés limites de la suite (1) ou celles des expressions formées à l’aide de cette suite.
Le but principal de ce Mémoire est de donner quelques relations de
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cette sorte ne supposant aucune restriction à la suite des coefficients. Par ces recherches, nous tâchons de prendre une position intermédiaire convenable entre les deux points de vue opposés qui sont indiqués par M. Hadamard dans son Livre sur la série de Taylor (1). Ce sera l’objet du deuxième et du troisième Chapitre de ce Mémoire.
Mais, avant d'aborder cette étude générale des singularités, nous nous occuperons, dans le premier Chapitre, des questions plus particulières se rattachant à la notion de l’ordre de la fonction sur son cercle de convergence, notüon qui jouera un rôle important dans la suite.
Dans le paragraphe I, nous introduirons la notion donnée par M. Hadamard de l’ordre de la fonction en un point de son cercle de convergence et sur ce cercle entier. Cet ordre, qui était jusqu'ici peu employé, jouera un assez grand rôle dans nos recherches, de sorte que nous n'avons pas cru inutile d’insister sur cette notion. En particulier, nous donnerons un exemple pour démontrer définitivement que, même dans le cas des coefficients à croissance régulière, l’ordre de la fonction sur le cercle de convergence peut fort bien surpasser le degré d’infinitude de la fonction sur ce cercle.
Il est doncindispensable d'envisager aussi l’influence des arguments des coefficients. Dans le paragraphe Il, nous proposerons deux théorèmes pour donner une idée des bornes de cette influence. Le résultat nous montrera que si les coefficients, au moins à partir d’un certain rang, se trouvent dans un angle « << 7x du plan complexe, la fonction se comporte au point 1 de la même manière que la fonction formée par les modules des coefficients.
Supposons maintenant que cette condition ne soit pas remplie. Dans le paragraphe IT nous donnerons des théorèmes qui décèlent certains cas où la distribution des arguments changent vraiment l'allure de la fonction au voisinage de r.
Dans le paragraphe IV nous nous mettrons encore dans la condition des arguments quelconques et nous chercherons des critères pour l'étude de la croissance de la fonction au point 1 dans ce cas très général.
Le deuxième Chapitre sera consacré entièrement à l'étude des points
(:) HapamarD, Série de Taylor (Scientia).
singuliers d'ordre négatif. Dans le paragraphe V nous résumerons rapidement les recherches dues dans la plus grande partie à M. Hadamard et à M. Borel sur la représentation des fonctions analytiques aux points réguliers situés sur le cercle de convergence et à l’intérieur du polygone de sommabilité.
À l’aide de ces résultats, dans le paragraphe VI, nous donnerons trois théorèmes pour représenter les valeurs (limites) de la fonction aux points singuliers d'ordre négatif du cercle de convergence.
Le paragraphe VIIT poussera plus loin ces recherches en généralisant la notion du point singulier d'ordre négatif à l'étoile. La méthode de sommation exponentielle de M. Borel et le développement de M. Mittag-Leffler sous sa forme donnée par M. Lindelôf permettront de résoudre complètement la représentation de ces valeurs (limites) de la fonction.
L'objet du troisième Chapitre est l’étude des pôles et des points critiques algébriques. En particulier, dans le paragraphe VIII, nous nous servirons des moyennes arithmétiques d’ordre fractionnaire pour complèter un théorème de M. Hadamard comme M. Fatou a complété un résultat analogue de M. Hadamard relatif aux points réguliers du cercle de convergence.
Le paragraphe IX nous donnera la solution complète du problème relatif aux pôles silués sur le cercle de convergence et sur le polygone de sommabilité, et cela à l’aide de la sommation exponentielle de M. Borel.
Dans le paragraphe X, nous généraliserons ce résultat par la méthode de sommation exponentielle généralisée de M. Borel et par celle de M. Hanni.
Enfin, dans le paragraphe XI, à l’aide du développement, dû à M. Mittas-Leffler, des fonctions analytiques par une suite de fonctions entières, nous établirons la relation générale qui existe entre les coefficients de la série de Taylor et les pôles situés à l’origine des demidroites exclues de létoile,
Les deux derniers paragraphes s'occupent des points critiques algébriques situés sur le cercle de convergence, sur le polygone de sommabilité et sur la frontière des sommations exponentielles généralisées de M. Borel. En particulier, dans le paragraphe XIÏ, nous donnerons
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quelques théorèmes sur la croissance des fonctions entières qui nous serviront dans le paragraphe suivant.
Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans des Notes insérées aux Comptes rendus de l’ Académie des Sciences (20 février . 90, 21 décembre 1908 et 15 mars 1909).
CHAPITRE LL
DE L'ORDRE DE LA FONCTION SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE ET DE L'INFLUENCE DES ARGUMENTS DES COEFFICIENTS SUR LES SINGULARITÉS.
$ I. — De l’ordre et du degré d’infinitude de la fonction sur le cercle de convergence.
1. Bornons-nous, pour le moment, à l'étude de l’allure de la foncüon sur le cercle de convergence en supposant, pour plus de simplicité, que le centre de ce cercle soit à l’origine et que son rayon soit égal à l'unité.
Le problème qui se pose en premier lieu est de représenter le plus simplement possible la valeur de ja fonction dans les points réguliers du cercle de convergence. Par exemple, le théorème d’Abel donne une réponse partielle à cette question en disant que, lorsque la série ellemême converge en un point du cercle, la somme de la série représente bien la valeur de la fonction en ce point. Mais, malheureusement, un seul pôle d'ordre 1 situé sur le cercle de convergence rend absolument impossible la convergence de la série dans tous les points du cercle. D'autre part, une partie du cercle (ou le cercle entier même) peut être une ligne singulière sans troubler la convergence de la série dans les autres points du cercle.
Il est donc indispensable, pour les recherches méthodiques des singularités, de caractériser, de mesurer pour ainsi dire la singularité de la fonction considérée dans les points du cercle de convergence, et de caractériser de même la singularité de la fonction sur le cercle entier. C’est ce qui est fait par M. Hadamard dans la troisième Partie de sa Thèse (!) d’une manière fort heureuse en développant l’idée de M. Dar-
() Hapamarn, Essai sur l'étude des fonctions, etc. (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1892).
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boux (!), qui consiste à envisager l'allure des dérivées successives de la fonction sur le cercle de convergence. Comme cet ordre de la singularité en un point du cercle et sur le cercle entier sera d’une grande importance dans la suite, nous allons en donner rapidement la définition.
2. A cet effet, introduisons une notion préliminaire, voisine de la notion de fonction à variation bornée.
Nous dirons, avec M. Hadamard (?), qu'une fonction continue f(x) de la variable réelle x est à écart fint dans l'intervalle (a, b), lorsque les intégrales
n feosn x f(x) de et n fsinnaf(e) de
prises entre des limites quelconques intérieures à l'intervalle (a, b)
restent finies et moindres en valeur absolue qu’une quantité finie I
lorsque # augmente indéfiniment. I est l'écart de la fonction dans cet
intervalle. Par exemple, si la fonction f(x) a une dérivée finie dans
tous les points de l’intervalle, la fonction y est à écart fini. Considérons maintenant, avec la fonction donnée
lies fonctions
Le
(5) He) = OCR GEL
où & est un nombre réel quelconque. L'opération H® est une légère modification de la dérivée d’ordre fractionnaire de Riemann.
M. Hadamard démontre que, lorsque la fonction H°/f(x) est finie, continue et à écart fini sur un arc (a, b) du cercle de convergence, il en est de même de la fonction H* f(x), «’ étant inférieur à. Donc, un arc déterminé (a, b) du cercle de convergence étant donné, il existe un nombre w, pouvant varier d’ailleurs de — + à + +, tel que, sur cet arc, la fonction H-®<f(x), pour € > 0, est finie, continue et à écart
(*) Darsoux, Sur l’approximation des fonctions de très grands nombres (Journal de Mathématiques, 1878).
(?) HapamarD, Thèse, p. 65.
fini, mais qu’une de ces propriétés fait défaut à la fonction Her Cr Le nombre w est l’ordre de la fonction f(x) sur l'arc (a, b).
On voit tout de suite que, l’are (a, b') étant intérieur à l'arc (a, b), l’ordre de la fonction sur cet arc ne peut surpasser l’ordre sur l'arc (a, b). On peut donc définir l’ordre de la fonction en un point x du cercle de convergence comme la limite des ordres sur des ares qui, tous, contiennent le point x et dont la longueur tend vers zéro. Ainsi, par exemple, l’ordre en un point régulier est nécessairement — +, car l’opération H* n’introduit pas des points singuliers nouveaux (Hana- MARD, Thèse, p. 51).
L'ordre sur le cercle entier Q est, par définition, le plus grand ordre sur le cercle (dans le sens algébrique du mot}, et, d'après un théorème
fondamental de M. Hadamard (Thèse, p. 71),
É log! a (4) Le ee, lon
On voit aisément que, au point r, l’ordre de la fonction
où « est un nombre réel quelconque, excepté o et les entiers négatifs, est égal à &. On est donc amené à croire qu'il y a une relation étroite entre l’ordre de la fonction sur le cercle de convergence et le degré d’infinitude ie plus élevé de la fonction sur le même cercle. La question a quelque importance, car l’ordre et le degré d’infinitude de la fonction sur le cercle sont deux notions fondamentales relatives à l’allure de la fonction au voisinage de ce cercle.
A cet égard, M. Borel (') a donné un exemple pour montrer que, dans le cas où les modules des coefficients sont à croissance irrégulière, l’ordre peut fort bien surpasser le degré d’infinitude. Pour montrer la cause de cette divergence entre les deux nombres envisagés, faisons la remarque suivante.
Étant donnée la série convergente à termes positifs
Ce]
ù Cn
(*) Borez, Leçons sur les séries à termes positifs, p. 717.
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on peut toujours remplacer une infinité de c, par de telle façon
log n Le) que la convergence ne soit pas troublée. Soit
la nouvelle série ainsi obtenue.
Regardons maintenant la fonction
co
(5) AC DCE
Son rayon de convergence est l’unité et, d’après (4), son ordre sur le cercle entier est aussi égal à 1, car
log nr :
lim n ne loc
lin _ log logn P=S
D'autre part, le degré d'infinitude de (x) est o. En effet, la série (5) converge absolument dans tous les points du cercle de convergence; donc la fonction (x), en valeur absolue, a une limite supérieure finie sur le cercle.
Ajoutons encore que, lorsque l’ordre est plus grand que l’unité, la fonction devient nécessairement infinie au voisinage d’un point du cercle de convergence.
4. Mais, ce qui est plus important, nous allons donner un exemple pour montrer que l’ordre peut être plus grand que le degré d’infinitude, même si les modules des coefficients sont à croissance régubière.
Considérons pour cela la fonction
a Ë = FOEDAENRRET CE n=0 n = 0 où E(V#) est la partie entière de 4/7. Les modules des coefficients sont
évidemment à croissance régulière, et l'ordre de la fonction sur le cercle de convergence de rayon 1 est l'unité.
Envisageons d'autre part le degré d’infinitude. Posons, pour simplifier l'écriture,
Sn (Lo) = Lo+ To+... + and.
On voit facilement que (‘)
lim sup. ee = I.
Nous allons démontrer qu'il en est de même pour un point quelconque x, = 1 du cercle de convergence, c’est-à-dire que
lim sup.
ee
nm
où À est un nombre fini. Remarquons à cet effet que, si l’on pose
ñn
; Pr Tr
K—1 on a identiquement nm n—1 > pxg= On(r— Qk+1) + Onne k=1 = Dans le cas actuel Pr— Xx; x .
c’est-à-dire rm n—1
sm )=> a D (do Dé. 26) (ar — as) + (mo + + EE),
sd dd F1 kK=—1 et ainsi n—1 24 3 nr) = | Ÿ (124) (ox — 0731) + — ri)æ
ETS dd Kk—A1
(1) Voir, par exemple, Vivaxri, Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, 1906, p. 419.
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Considérons maintenant le rapport
On voit d’une part que Him(i—xi)— —=o n= © Var
et, pour les indices # qui ne sont pas de forme 7?—1,ona
Lx — Ap+1 — 0.
D'autre part, lorsque
nous avons x — cr: =
et l’on a, dans le sigma, des termes de cette sorte en nombre ÿ», ce qui donne réellement
Sn ( To )
ve
Pour en rer la conclusion cherchée, écrivons que
(6) lim sup.
RL
=D su (a)æ";
n =0 donc, pour toutes valeurs de x positif. et inférieur à 1, l'inégalité (6) nous donne
AE Lo) N'ES | ne - DATE = 0
Mais on sait que
an Ne ni ) dVre (fini), ri 0
d'où le résultat
lim sup. | (= r)f(ziae) | AB:
Le degré d’infinitude de la fonction
f(æ) pe (— 16%)
ne surpasse donc pas }, tandis que son ordre est égal à 1. Mais ce qui nous parait encore plus important, c’est le fait que la série formée par les modules des coefficients est
dont le degré d'infinitude sur le cercle de convergence est manifestement égal à lP’unité. Donc les modules des coefficients ne déterminent pas complètement l’ordre de grandeur de la fonction sur le cercle de convergence, les arguments des coefficients entrent aussi en jeu. Il en ressort nettement que l'influence des arguments des coefficients sur l'allure de la fonction sur son cercle de convergence est beaucoup plus profonde qu’on n’aurait pu le croire. Un problème nouveau et général se pose donc : Déterminer les bornes et les caractères de l'influence des arguments sur les propriétés générales de la fonction.
S II. — De l'influence des arguments des coefficients sur les singularités.
5. Loin d’avoir l'intention d’épuiser ce problème, nous allons, par quelques résultats qui s’y rattachent, 1llustrer plutôt la nature et la limite de cette influence. Pour cela, énonçons tout d'abord un lemme général qui déjà donnera lui-même une idée assez nette du mécanisme de l’influence en question.
Soit donnée une suite de nombres complexes
(7) 2 ei%o, Pi ed, me On ein,
avec la restriction que tous les termes se trouvent dans un angle # 7
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du plan complexe (sommet à l’origine). Nous allons démontrer que
ia, ia, 7. id, a.
(8) inf. J P9 EEE pr RER RES n= Dali cer
où f(a) est un nombre positif, non nul, qui ne dépend pas des 9. 10 ñ . . Fe Pour & < = la démonstration est presque immédiate et l’on a, dans ce cas,
(9) [Po et + ps el... + py en > (pot pit... + Pn) COS. , : Fe s T0 neo , En effet, « étant inférieur à => on vérifie facilement qu’on a
À Poe % + ps eh] > po + pi CoSa > (Po + Pi) cosa.
Supposons donc que (9) soit vrai si l’on remplace » par » — 1, et démontrons qu'il est vrai pour 2. On a
| (Po et + pa eËh +... + pr jeu) + py el | = | Po en Pi Ce one Pa—1 eitns | + Pn COS &1, car la somme | Po eo + Pi CCE ER Pn—1 ets, comme tous ses termes, est un nombre situé dans le même angle; donc elle peut être prise pour 9,e“*; d'autre part, par hypothèse,
lo et. perl (pipi Hp, )e0s es
ainsi, &«, et &, ne surpassant pas &, (9) est démontré pour = quelconque.
Cela posé, prenons le cas plus général où « 7x. Partageons « en deux parties égales : «, et «,. Soient s, la somme des termes d’indice inférieur ou égal à ? qui se trouvent dans l’angle &, et s,, la somme du reste des termes d’indice inférieur ou égal à », de sorte que
Sn 0e CO RRREE On Ein — SES De même, soit Sa Pot ps +. ot de co.
En vertu de (9),
LE $ a Tr s c lim inf. | n. | 2 COS —» lim HAS ë 2 ee 2
LE ri n = A
d’où il résulte que
Jim inf fre eo. p, el | n= © Piano ste0r a | s lens + | sn e'%ns | ES 2) = lim inf: 2 ee 2 Jim inf. MARÉES a n= © Sn + Sn, n= Seul + |s,, | 2 si l’on pose Sn ton, | ei, Se Sn PT
et si l’on remarque que
ae:
Mais, en général, lorsqu'on a deux suites positives A,, B,, on a, pour COST O,
7 |A, + B, eït |?
IL TN Re AR AR ES n= 0 (Az + B, )’ A? + B° 2A,B J 1 2 Ho inf, "2" + cos o lim sup. = > = + - cosa > 0 ï DES (An + Ba) ia CARD) ne 2 ?
d’ou il résulte immédiatement notre lemme (8).
Remarquons encore que, lorsque la Ste en est convergente, on n—=0
peut appliquer le lemme aux sommes relatives à ces deux séries,
6. Nous allons maintenant établir quelques propositions à l’aide de ce lemme. On sait que, lorsque les coefficients sont positifs (déstgnons-les par »,) et le rayon de convergence égal à l’unité, le point x est toujours un point singulier de la fonction
(x) = Prat.
EX
Nous démontrerons qu’il en est de même pour la fonction
(10) CENT Pa enr,
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si, du moins à partir d’un certain indice, tous les coefjicients se trouvent dans un angle x <7 du plan complexe (sommet à l’ortgine). È |
En effet, ajoutons à f(x) un polynome pour que la condition indiquée soit remplie à partir de l’indice o, ce qui est toujours possible sans changer en aucune façon la singularité de f(x); supposons que cela soit fait et développons cette fonction en un point x&,< 1 de l’axe positif, on obtient
toire (0) fa) =S Es mr pe.
Tâchons maintenant de déterminer le rayon de convergence de cette série. Pour X quelconque, tous les termes de la série
1) (Zo)
F1 0) etre (K Hi) pr em.
par suite sa somme, se trouvent dans le même angle x << 7. Le lemme(8)
donne dans ce cas
gl (0) .
FO (Zo) k!
où À ne dépend que de &; donc, le même A s'applique pour Æ quelconque.
D'où il résulte que
ee
lim sup. 4 A Ve)
lim sup.
k AICTE A) \/ k!
Mais nous savons que le rayon de convergence de la série
to) PR) =D RU (= at
IL
est égal à 1 — x,; donc
SERRE 7 ) "(AI lim si) JE (6) A0 00 k!
lim VA — 1.
car
Par suite, le rayon de convergence de la série (11) est au plus 1 — «,,
ce qui revient à dire qu'il est égal à 1 — x, par conséquent, le point 1 est vraiment un point singulier de la fonction (10), comme nous voulions établir
7. Supposons maintenant que £(x) devienne infini au point 1. Je dis que le degré d'infinitude de f(x) est égal à celui de :(x): ou, plus précisément, il y a, sur l’axe réel positif, un intervalle fini (x,, 1) où l’on a
(12) LÉ A OÛCE),
À étant une constante positive convenable.
En effet, on peut toujours supposer que /ous les coefficients de f(x) se trouvent dans le même angle x << 7, car un polynome divisé par z(x) devient o pour x —=1. Mais dans ce cas les termes des deux séries
EA
«: 0, x el D Ein AN.
SRE On
pour & positif quelconque, se trouvent dans l’angle z; donc, d’après le lemme (8),
= em semi
ce qui démontre la proposition.
8. L’inégalité (12) nous permet de généraliser en quelques lignes un théorème très important de Cesaro. D'après ce théorème, a, et b,
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étant positifs,
: = , a (13) im = — = lim L—1 n=oVn > Dr rn—=0
lorsque la limite du second membre existe et la fonction
Ne
n=0 devient infinie au point r.
Supposons que les b,, à partir d’un certain rang, se trouvent dans un angle « 7 du plan complexe (sommet à l’origine) et qu’on ait Her n—= bn D) Nous allons démontrer que la relation (13) subsiste dans ce cas plus général. En effet, dr = 40, Verbe
avec lim£é, —0; donc on peut écrire > CU > En Dr RP LM 1 > be ds Dire n =0 n=0
Calculons la limite du second membre.
D'après (12), si x est assez proche de 7,
Le Ce]
> Eh 0, æ" > le 01%
a = LE À De. ADI n—=0 n=0
Mais, dans le second membre, tous les coefficients sont positifs, et la
limite de leur rapport est o. On a donc, d’après le théorème de Cesàro,
LC]
= NS e, 0, a Ci MEN) D 00 = ——2 — 0, Del N b, x?
Il en résulte que Le théorème de Cesàro subsiste dans le cas où les coefficients se trouvent, au moins à partir d’un certain rang, dans un angle « 7 du plan complexe. De même, pour les s, et pour les moyennes arithmétiques d'ordre quelconque.
Remarquons enfin que, lorsqu'il y a une infinité de coefficients dont les arguments diffèrent de +, toutes ces propositions sont généralement en défaut; donc, pour ces propositions, la condition que, du moins à partir d’un certain rang, tous les coefficients se trouvent dans un angle x 7, est une limitation naturelle.
$ III. — La distribution uniforme des arguments des coefficients abaisse le degré d’infinitude.
9. Supposons maintenant que cette condition ne soit pas remplie. La question se pose : Dans quel cas peut-on affirmer que les arguments qui diffèrent les uns des autres de 7 changent réellement la nature de la singularité au point 1? en particulier, dans quel cas abaissent-1ls le degré d’infinitude au même point? Ou, au contraire, dans quelles conditions le degré d’infinitude de la fonction
LC] a
(14) ftx)=Y On Cd => A | PU) n=0
reste-t-il égal à celui de (15) Pr) = 2 pat”, malgré que les a, ne satisfont pas à la condition indiquée plus haut?
Pour répondre, au moins partiellement, à la première question, D. 3
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nousjallons établir une proposition qui permet, dans certain cas, de distinguer l'influence des arguments de celle des modules des coeffi-
cients.
Soient, en effet, «,, &,,..., «, les points limites de la suite infinie
(16) os si; da, CAL CNe) Xn
Entourons les points «; des cercles de rayon assez petit pour que tous ces cercles soient extérieurs les uns aux autres; les termes de la suite (16) qui sont extérieurs à tous les cercles seront en nombre fini b.
Soit enfin »,(n) le nombre des termes d'indice inférieur ou égal à x mi(n)
qui se trouvent dans le cercle c;, et formons les rapports
Si la limite lim LUE) or
existe, nous dirons que la fréquence du point limite «; est f. Démontrons maintenant que dans ce cas
(Givi) Hini(r — D An TL fit + foto +... + frdg. AA I —= 10
En effet, on a
f(x) =>. CET D x + où L'i+...+ > Re n=0 nm Re 7x N x!
Mais, d’après le théorème de Cesàro,
1 : . PE \ Do (*) Voir, par exemple, BoreL, Leçons sur les séries à termes positifs, 1902, p. 66.
et
d’où il résulte (17).
Remarquons encore qu’en raisonnant ainsi sur la fonction æ HÉENe
on obtient la relation
(18) lim Y DU = Ge LC L—= Ab |
où /; est la fréquence du point limite 5; par rapport à la suite
Sos Si; S2, ., Sn
Cette relation est une généralisation immédiate du théorème d’Abel, d’après lequel, s’il n’y à qu’un seul point limite 5, le premier membre de (18) tend vers 5. Cette relation vérifie encore complètement les vues de Leibniz et de Lagrange dans la question particulière de la
sommation de la série divergente () (19) I—I+I—I1+....
En effet, les s, de la fonction
_ù (—i)tæn
Tr;
sont
Nous avons, par suite, deux points limites : 1 et o, avec la fré-
quence :
(1) Voir à ce sujet Borez, Leçons sur les séries divergentes, 1901 (Introduc-
tion).
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D'après (18), la valeur de la fonction au point 1 est donc
ce qui montre évidemment que, pour déterminer la somme de la série divergente (19), c’est la fréquence de 1 se rapportant à la série complète qu'il faut considérer.
Remarquons enfin qu’à l’aide de la relation
en supposant que la limite du deuxième membre existe, on généralise facilement la relation (18) pour le cas où les coefficients tendent vers . Re . , . . . . «a
infini. Il suffit de considérer les points limites de la suite = Nous pouvons faire de même pour les moyennes arithmétiques des s, d'ordre
quelconque.
40. Mais, au lieu de ces considérations, nous allons nous servir de ces résultats pour établir une proposition qui donnera une idée assez exacte de l'influence des arguments.
Soit donnée
(20) f(x) =>. On eitaxn,
et supposons que
(21) UOREEEN rt: 0 pour que l’influence des modules soit éliminée. Il est évident que q
pa)=Ù AE
n—=0 devient infini de degré 1 au point 1. Quelle distribution des e“ abaisse le degré d’infinitude de la fonction (20)? Nous allons démontrer que, st la distribution des e° sur le cercle de rayon 1 est
ESSAI SUR LES SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 21 uniforme, la fonction (20) ne devient pas infinie de degré 1 au point 1.
La distribution des e'% est dite uniforme lorsque, divisant le cercle
en À arcs égaux, la fréquence des 2 sur un arc existe et est égale à pe À
et cela pour une infinité de valeurs de X.
Pour démontrer cette proposition pour la fonction (20), il suffit de la démontrer pour la fonction
car, d’après la condition (21),
ÉA=AS nCE + En CE Anx' 71—=0
avec
Ile, =—"0*
et, selon le théorème déjà cité de Cesàro, lim (1 — DD LCR Oo.
PUIS C
en prenant, au lieu de «,, le milieu 6 de l'arc qui le contient; (17) nous donne
li — L)o0(x)= — C0 int net) RD a
où > c, est la somme des kï® racines de l’unité.
Mais f(x) = qu(Z) + Ex (x),
et, pour € quelconque, à partir d'un certain indice k, tous les coeffi-
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: donc
cients de &,(æ) sont inférieurs à
5 | om ‘
[G—x)f(æ)|<|G—zxz)ox(xz)| + D'autre part, si x est assez proche de l'unité,
[(t— x) gx(z)| <
donc [Q— zx) f(æ)|<e,
ce qui démontre la proposition.
S IV. — Critères formés des s, pour reconnaître le degré d'infinitude, la distribution des arguments étant arbitraire.
L1. Passons maintenant à la seconde question soulevée précédemment. On sait, depuis Abel, que pour les séries à coefficients positifs, l'égalité
entraine nécessairement
= (LT (22) lim V ar —
D'après le lemme (8), c'est aussi vrai pour les séries dont les coefficients se trouvent, du moins à partir d’un certain indice, dans un angle x <{ 7 du plan complexe (sommet à l’origine). Supposons maintenant que les coefficients ne soient pas assujettis à cette condition. Dans ce cas, la fonction ne devient pas infinie, en général, au point 1. Il s'agit de déterminer des conditions entrainant nécessairement l'égalité (22). /{ peut arriver, par exemple, que les s, deviennent in finis en valeur absolue et se trouvent déjà dans un angle x << 7 du plan complexe (sommet à l’origine). Cela suffit pour conclure que la fonction devient infinie au point 1. En effet, envisageons les deux
fonctions
A (2) % DS RES vid ie Tr n =0
et o(x) D LA Eur n=0 D'après (12) nous avons pour x assez proche de l'unité
> Ao(z).
LE
Ent: 72
Mais Him(i—zx)o(xz) =,
comme on le voit tout de suite, si l’on considère la fonction
el
et l’on se sert du théorème de Cesäaro d’après lequel
= Li lim — — 0 n= Sn
entraine l'égalité
bon A |
Donc vraiment himif(z)|=c.
= Remarquons enfin que c'est une généralisation d’un théorème de M. Pringsheim (*).
42. Mais le cas le plus général et, en même temps, le plus compliqué est celui où les modules des s, ne tendent pas directement vers l'infini,
(*) PrixGsmeim, Ueber das Verhalten von Potenzreihen ouf dem Konvergenzkreise (Münchener Sitzungsberichte, 1. XXX, 1900, p. 40).
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mais où la suite des s, a aussi des points limites finis et où les arguments des s, ne sont assujettis à aucune restriction.
Pour plus de simplicité, nous nous bornerons à supposer, pour le moment, que les coefficients a, sont réels et que
lim sup.|a,|<a<1.
Dans ces conditions, nous pouvons démontrer le théorème suivant :
Si, pour les s, positifs, on a : $ (25) limsup =
et, pour les s, négatifs,
(24) lim sup.|s,| — A,
où À est un nombre fini ou nul, {a fonction Da devient infinte n=0
au point 1
Nous démontrerons, en effet, que, dans les conditions indiquées, on a w : na - I (5) D — lim — —=0o, n=e So TS te. +Sy Pie et que S, est positif pour » assez grand. Alors, en appliquant le théorème de Cesàro sur les deux fonctions
_ = oz C2) Zi n—=0 et HET (1— x} = D Srx ;) r—=0 nous aurons YA li Der en D in ex | C2) x 11 (x) ms: >: (2)
ce qui démontre la proposition énoncée.
ESSAI SUR LES SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 25 Démontrons donc légalité (ro) Pour cela, regardons la suite finie
Sos Si; Sn 1 7
et soit »°«, la plus grande des valeurs de SA REA …..) RENE | Sn le D’après l'hypothèse (23),
Inner 00:
Le nombre des termes de la suite finie qui sont plus grands que r° est au moins Le — ee ta — 1), à cause de la petitesse des coefficients a, qui constituent les s,. Donc, quand nous formons Sn ES à 4 8e Sn
les termes considérés tout d’abord donnent une somme supérieure ou 1 1
égale à rË(a — 1), c’est-à-dire cette partie de S, devient infinie d'ordre supérieur à r Les autres termes positifs ne diminuent point cet ordre, les termes négatifs non plus, car, d’après l’hypothèse (24), leur somme, en valeur absolue, est moindre que 7 À. Donc, l'équation (25) est vérifiée et, à partir d’un certain indice, S, sera toujours positif.
Plus généralement, ayant
; KE (26) lim sup. 7 = 4 <1,
r=œ nous démontrons le théorème suivant :
Si l’on a pour les s, positifs
SUD LE) k+ = DOME et, pour les s, négatifs, : s lim sup, In | n| À n = % n”
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o à in) I l 3 117 p AC? > p * NV - 1 À étant un nombre fini ou nul, {a fonction représentée pa 2 AE < n=0 devient infinie d'ordre supérieur à k au point x. En effet, désignons de nouveau le plus grand terme de la suite finie
Sos St …. Sn
PIE
par x °«,, dont nous savons que
lim &,—= 00.
rn= 2
Dans la suite finie considérée, prenons le terme qui diffère le moins
IE
de r *; évaluons le nombre des termes p qui est indispensable pour parvenir de ce terme au terme maximum. D'après (26), p est plus grand que le plus petit nombre p' satisfaisant à la condition
+= NE ceanrs noO+(n—p}+(n—p'+if+...+(n—i)+nfin on,
car ici nous avons construit le terme maximum à l’aide de termes qui
sont les plus grands possibles.
Cette inégalité peut s'écrire encore
, * ARE (an—1)—=nfn(a,;,—1);
NS (n—p'}f+(n—p'+i) +... .+(n—i)f+néin
donc
p>n'(an—1),
car le second membre est le produit de deux facteurs dont le premier est le plus grand terme du premier membre.
Construisons maintenant S,..
D’après le raisonnement donné, le nombre des s;(1<7) qui sont
plus grands que # *est au moins ra, — 1); donc ils donnent une parue de S, d'ordre plus élevé que À + 1. Les autres termes positifs ne peuvent pas diminuer cet ordre, de même que les $, négatifs, leur somme, en valeur absolue, étant inférieure à A 2*+!', Nous avons donc
démontré que nÂAt+i
lim
Appliquons maintenant le théorème de Cesàro sur les deux fonctions
mme, N\ ni TEE lin à Tr —=0 et f(x) — \ st PE =>: DA En remarquant que, d’après un théorème de M. Appell ("), Li nk+i r bris (A Hi), et que, par suite, | fon Pr on obtient NT) : 1 ha lim — lim = ln eee, D JA ) no) (Tr) = «© S,
ce qu'il fallait démontrer.
14. Affranchissons-nous maintenant de la restriction que les coefficlients soient réels. Dans ce cas plus général, le théorème s’énonce comme 1l suit :
Supposons que Him sup.| a, |<1.
Si l’on peut ranger les s, en deux groupes de manière que tous les termes s, du premier groupe se trouvent dans un angle a <®= du plan complexe (sommet à l’origine) et si pour ces termes
li | Sn, | RE 1M SUP. —5 —®, n= © n°?
el Si, pour les autres termes, hmsup Pl,
(*) APpeLr, Sur certaines séries, etc. (Comptes rendus, t. LXXX VII).
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L2 où a est un nombre fini ou nul, la fonction représentée par Ÿ Le
devient infinie au point 1.
Considérons, en effet, la fonction
? a PE —N SAGE I— Z dd e . n=0 qui peut s’écrire < @ AC REINE I X gp" - gp
s’accroisse de la valeur 7° jusqu'à 2°«,, il faut ajouter
au moins un nombre 7°(x,— 1) de coeflicients, car la valeur absolue
des coefficients est inférieure à l'unité. Nous aurons donc des |s,, |
situés entre les valeurs z° et »*x, au moins en nombre 7 (a, — 1); par
suite, Comme auparavant, on peut conclure que la fonction
Pour que }s,,
É ji
un
= ta sl
de même que son 5, a un ordre d’infinitude supérieur à 1 au point 1. C'est-à-dire
lim (1 — D sa, [a = co.
RAY | Ti
Mais, d’après (12), pour x positif, inférieur à 1 et assez proche de r,
Ge PUR Sd
HER
où B est Le plus grand des modules de s,..
Par conséquent,
(Gi—x)
» Sr Die Ha
Ro
En combinant les deux résultats, on obtient
Ko (e)l= hi be —h |
(1— x) > Sn L'a+ (1— x) De — 00:
ni Na
ce qu'il fallait démontrer.
Enfin, dans le cas où
| Gn |
lim sup.
le même raisonnement, avec une légère modification, nous donne théorème suivant :
le
S 2 ” CES St l’on peut former des s, deux groupes, de manière que tous les termes s,, du premier groupe se trouvent dans un angle a 7
du plan complexe (sommet à l’origine) et si pour ces termes
lim sup. [Sn | n = k+ n,
et Si, pour les autres termes Sn,3
Se HT EURE CA n£ n= ©
co
a étant un nombre fini ou nul, La fonction représentée parÿ a, n=0
devient infinie d’ordre supérieur à k au potnt 1.
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SUR LES POINTS SINGULIERS D'ORDRE NÉGATIF
$ V. — Résumé des résultats relatifs aux points réguliers du cercle de convergence.
45. Nous allons aborder maintenant l'étude systématique des singularités. Dans cette étude, on a suivi en général deux méthodes assez distinctes (!). L’une ne suppose aucune restriction aux coefficients de la série de Taylor donnée, et, par cela même, les résultats obtenus par cette méthode acquièrent une très grande importance. Mais, comme le remarque M. Hadamard (?}, « il est à craindre que ces résultats resteront toujours trop peu nombreux ».
L'autre méthode consiste à faire des hypothèses, parfois très particulières, sur les coefficients pour traiter des singularités relativement simples. Par exemple, les beaux résultats de M. Hadamard sur les pôles des fonctions analytiques supposent que les singularités les plus voisines de l’origine sont des pôles exclusivement, ce qui revient à faire des hypothèses toutes particulières sur certains déterminants formés de coefficients de la série.
En général, si l’on veut suivre la première méthode, on ne doit supposer aucune restriction aux singularités, car ce sont celles-ci qui déterminent les propriétés limites de la suite des coefficients.
Dans ces deux derniers Chapitres de ce Mémoire, nous essayerons de trouver une position convenable qui soit intermédiaire entre ces deux points de vue, en envisageant les singularités relativement les plus simples sans supposefægien sur les autres singularités de la même fonction, c’est-à-dire sutles coefficients de la série donnée.
Pour y parvenir, nous avons besoin de résultats relatifs aux points
*) Voir Hanamarn, Série de Taylor (Scientia), p. 13.
AA TE NAN
réguliers; donc, tout d’abord, nous allons résumer ces recherches faites en plus grande partie par MM. Hadamard, Mittag-Leffler et Painlevé. Pour cela, donnons en quelques mots la définition des moyennes arithmétiques d'ordre fractionnaire.
Soit donnée une fonction analytique
Soient Sa — à, di Ans QUAVES * pe Ki Si us Si nie Sn PRO OO CE DC On NE 2 NC ) (r) (=) (Gr?) (= Re) TE D et soient (1) Sismotrse- TS $ == ) [12 ei ee 21e mess tatare ae eue ; (AN e(r— 1 (EP) 50 re Sréoosrt I n
les moyennes arithmétiques ordinaires formées au point 1. M. Knopp (‘) a démontré que l’existence de la limite
ns Him s!
entraîne celle de la
lim
TL et que les deux limites sont égales. Tout récemment M. Schnee (?) a complété ce résultat en démontrant le réciproque.
Donc, pour généraliser cette notion, on peut partir des S/” dont la généralisation pour 7 fractionné est immédiate, étant donné que
2] I A Re Det DS Pier
(:) Kxorr, Grenswerthe von Reihen bei der Annäherung an die Konver-
genzgrenze, 1907, P. 19- (2) W. Scawse, Die Identität des Cesàroschen und Hôlderschen Grenzwertes
(Mathematische Annalen, t. LX VII, 1909, p. 110).
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Nous posons donc, pour r positif quelconque,
1 T(r + 182", ï OT où n IAE ; se Ÿ' BE a— [ See n LMP OT) F(n—i+i) T—=0 20
car les B°*" sont des coefficients binomiaux, et nous dirons que les 5,” sont les moyennes arithmétiques (ou moyennes de Cesàro) d’ordre r formées au point 1. Cette dénomination est justifiée par le fait que,
pour 7 entier, la limite des ro
ue
coïncide avec celles des moyennes arithmétiques. Si nous voulons former les moyennes arithmétiqnes d'ordre quelconque en un point x,, il faut mettre a,x° au lieu de a,.
16. Cela posé, nous pouvons résumer rapidement les résultats de M. Hadamard, qui a donné, dans sa Thèse (‘), deux propositions se rattachant à la représentation de la fonction dans les points réguliers de son cercle de convergence.
La première s’énonce comme il suit :
Si l’ordre de la fonction sur son cercle de convergence est inférieur à l’unité, la série elle-même converge dans tous les points réguliers de ce cercle.
La deuxième est plus générale :
St l’ordre de la fonction sur son cercle de convergence est inférieur à w, les moyennes artthmétiques des s, d’ordre w donneront pour limite dans tous les points réguliers du cercle de convergence la valeur de la fonction en ce point.
Remarquons que M. Hadamard n’emploie pas l’expression moyennes arithmétiques ; mais la formule dont il se sert et qui ne dif-
fère de ces moyennes que par un facteur dont la limite pour # — + est égale à l'unité, s’en rapproche tellement que, pour plus de conformité du langage, nous énoncerons ce théorème toujours sous cette forme.
M. Fatou (') a complété le premier théorème d'une manière intéressante en démontrant que la condition
Nr =10 ee une fois remplie, et si l’on suppose que le rayon de convergence soit égal à l’unité, la série converge dans tous les points réguliers du cercle.
Évidemment, si la série converge en un point du cercle de rayon 1, on peut toujours en conclure que
Mes = n= © Donc c’est la condition nécessaire et suffisante pour que la série converge aux points réguliers de son cercle de convergence. Par exemple, pour représenter la valeur de la fonction
an
ei log re
n=0 aux points réguliers du cercle de convergence de rayon 1, il faudrait se servir, d'après le premier théorème de M. Hadamard, des moyennes arithmétiques, car l’ordre de la fonction sur le cercle entier est 1, tandis que, en réalité, la série elle-même y converge, comme le montre le théorème de M. Fatou.
On peut compléter de la même manière le second théorème de
M. Hadamard, comme l’a montré M. M. Riesz (*) en démontrant que
: (4 lim 0 n=" 1
est la condition nécessaire et suffisante pour que les moyennes arith-
(1) Farou, Séries trigonométriques et séries de Taylor (Acta mathematica,
t. XXX, p. 389).
(2) Russz, Sur les séries trigonométriques sommables, 1908 (en hongrois).
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métiques des s, d'ordre r aient une limite bien déterminée dans chaque point régulier du cerele de convergence. Et cette limite représente bien la valeur de la fonction en ce point.
17. Le deuxième pas, en quelque sorte définitif, de la représentation de la fonction sur le cercle de convergence, est fait par M. Borel ("), qui a démontré que dans tous les points réguliers x, du cercle la li-
mile [-] \ s a" ln , —\( lim = ) = N\ a Li 7!
r=0 où
Sn = A + Lo + AA +... + AnTT)
existe et représente la valeur de la fonction en ces points, quels que sotent les coefficients a, de la série donnée. Cette limite s'appelle la limite généralisée des s, et
co
GR
sont, pour des valeurs de & tendant vers linfini, les sommes exponentielles des s,.
Dans cette voie, c'est le premier théorème qui ne suppose rien sur les coefficients 4, et qui donne cependant une relation très précise entre les coefficients (par lesquels sont déterminées les sommes exponentielles) et allure de la fonction aux points #,. Et, ce qui nous parait le plus important, à l’aide de la sommation exponentielle on peut envisager l'allure de la fonction en un point sans s'occuper des singularités de la fonction en d’autres points : ce n’était pas le cas dans la sommation par les moyennes arithmétiques. Nous verrons que cette propriété de la sommation exponentielle, jointe à sa grande simplicité qu'elle doit, pour la plus grande partie, à l'emploi de la fonction exponentelle, nous permettra d'obtenir des résultats analogues au théo-
(') Borez, Leçons sur les séries divergentes, 1901, p. 128.
rème indiqué de M. Borel, se rapportant aux singularités de la foncton envisagée.
L'autre grand avantage de la méthode exponentielle de M. Borel est qu'elle permet de franchir le cercle de convergence. En effet, comme l’a démontré M. Borel ('), la limite généralisée des
Cie CAR co etui
existe en {ous points intérieurs du polygone de sommabilité et représente la valeur de la fonction en ces points, quels que soient les coefficients a, qui déterminent d’ailleurs le polygone de sommabilité.
Comme la singularité d’une fonction au point x, est caractérisée, en général, uniquement par les valeurs régulières de la fonction au voisinage de ce point, il est évident que cette extension du champ de représentation est indispensable pour l’étude systématique des singularités. À ce point de vue, la représentation de la fonction dans les points réguliers doit précéder toujours la recherche générale des singularités. C’est aussi pourquoi le théorème général de M. Mittag-Leffler (?) nous sera si utile dans la suite. Mais nous utiliserons ce dernier sous des formes très différentes, de sorte que nous ne pouvons pas en donner le résumé. |
Remarquons seulement que, à notre connaissance, on n’a établi à l’aide de la représentation de M. Mittag-Leffler aucune relation générale qui se rapporte aux singularités situées sur la frontière de l'étoile. Nous en proposerons deux dans la suite de ce Mémoire.
$S VI. — Des points singuliers d’ordre négatif situés sur le cercle de convergence.
18. Nous avons vu que l'ordre des points réguliers situés sur le cercle de convergence est nécessairement — +. Par conséquent, les singularités qui se rapprochent le plus de ces points sont celles dont l’ordre est négatif. Nous allons voir, en effet, qu’en cheminant vers un
(:) Borez, Lecons sur les séries divergentes, 1901, p. 126. (2) Mirrac-LereLer, cinq Notes dans les Acta mathemalica, ou encore Boret, Séries divergentes, chap. V.
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tel point à l’intérieur ou à la circonférence du cercle de convergence, la fonction tend vers une valeur bien déterminée. Nous dirons que celte valeur est la valeur de la fonetion en ce point singulier. Par
exemple, À est une telle valeur pour la fonction A + [log(1 —æx)l8.(1— xt,
où & est un nombre positif, mais n’est pas égal à un entier; 6£o et log(1 — x) représente la branche du logarithme qui s’'annule pour D'
Soit donc æ, un point singulier d’ordre négatif du cercle de conver-
gence de la fonction donnée
Ce]
Fa) pa CCS
nt
D'après la définition de l’ordre, on peut trouver toujours un arc (a, b) contenant +, à son intérieur sur lequel l’ordre de la fonction f(æ) est négatif. Nous pouvons appliquer le théorème fondamental de M. Hadamard (Thèse, p. 72); si nous le citons textuellement, c’est que ce résultat servira de base pour les démonstrations de nos théorèmeés se rapportant aux points singuliers d'ordre négatif.
Une fonclion d'ordre w sur un arc déterminé el en ses points extrêmes peul être remplacée par une somme de deux fonctions dont l’une est d'ordre égal à w ou dépassant © d'aussi peu qu’on le veut sur le cercle entier, et l’autre est holomorphe en tous les points de l’arc considéré.
On peut donc écrire
n) a! \ HOT DITES = 0 n=0 = 0 où l’ordre, sur le cercle entier, de la fonction représentée par à bee diffère aussi peut que l’on veut de l’ordre de la fonction f(x) sur l’are (a, b), c'est-à-dire peut être supposé négatif. Mais, dans ce cas, la fonction > b,x, est continue partout sur le cercle de convergence, en parüuculier sur l’arc (a, b).
L Es Le: A r D'autre part, la fonction représentée par > &æ" est holomorphe sur
ESSAI SUR LES SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 97 cet arc; la fonction f(x) est donc nécessairement continue sur l'arc (a, b), parce qu'elle est la somme de deux fonctions continues. On en conclut que f(x) est continue par exemple dans l'aire limitée par l'arc (a, b) et par les deux rayons OA et OB, d’où résulte la proposition qui était à démontrer.
19. Il s’agit maintenant de représenter les valeurs de la fonction aux points singuliers d'ordre négatif situés sur le cercle de convergence. Pour résoudre complètement ce problème, nous allons donner trois théorèmes, correspondant aux deux théorèmes, sous leur forme plus complète, de M. Hadamard et à celui de M. Borel.
Soit donnée la fonction
= Y= Y dE ms
n = et soit son rayon de convergence égal à 1.
Si l’on a bhnu7—0;
nr
+ x | | NE EL la série > a," est convergente en chaque point d’ordre négatif du
cercle de convergence.
Soit, en effet, x, un tel point singulier. D’après le théorème fondamental de M. Hadamard cité tout à l'heure, on peut écrire
z LA 4 fta)=Y az — > b,27 + > AE
et il est permis de supposer que l'ordre, Q,, de DT sur le cercle
entier est négatif.
D’après (4),
log | b Q,— 1 = lim sup. log 18% rss log
c’est-à-dire, pour z assez grand,
log | b, |
log n
DRE
Cela posé, on a | br | — n1+1° de sorte que la série el DE
est convergente dans tous les points du cercle de convergence, en particulier au point x,.
D'autre part, d’après le théorème de M. Hadamard, complété par M. Fatou,
Le) N Caa®
est une série convergente. En cffet, du théorème fondamental de M. Hadamard cité plus haut, nous savons que la fonction représentée
par > &, 2" est homolorphe en tous points de l'arc (a, b), en particu-
hérenrr, él Hure, = hmito, —2b;) =:
nn =.œ = 0 On a donc finalement
Le] em Es Tiers ln LUE > QUE Ÿ br æS + > CE A T0
autrement dit, la série envisagée est la somme de deux séries convergentes; donc elle est convergente aussi.
Réciproquement, si la série est convergente en un point du cercle
de rayon 1, lim a, —0.
Donc, pour que la série soit convergente en chaque point singu- , L ? LD D = % à . .
lier d'ordre négatif du cercle de convergence, til faut et il sufjit que He 0;
Le théorème d’Abel nous assure enfin que c’est la valeur de la fonc- Uon au point singulier d'ordre négatif qui est représentée par la somme de la série.
Supposons maintenant que (27) Un
Nous démontrerons le théorème suivant :
Pour que la limite des moyennes ariüthmétiques d'ordre r existe et représente la valeur de la fonction en chaque point d'ordre négatif du cercle de convergence, il faut et il suffit que les coefficients
de la série > a, x" satisfassent à la condition (27).
Soit, en effet, x, un point singulier d'ordre négatif de la fonction donnée f(x). On peut toujours écrire
où l’ordre de la fonction représentée par > b,x" peut être supposé
négatif sur le cercle entier, car son ordre sur ce cercle diffère aussi peu qu'on veut de l’ordre de f(x) sur un arc (a, b) contenant x, à
_ LA E LA ! ’ A son intérieur ; d’autre part, la fonction représentée par > C,x” est ho-
lomorphe en tous les points de l'arc (a, b).
D'où l’on peut conclure, comme auparavant, que la série
Le] > Dr n=0
est convergente en chaque point du cercle de rayon 1; a fortiort, les moyennes arithmétiques de s, d'ordre quelconque ont une limite finie bien déterminée pour un point quelconque du cercle.
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On en déduit immédiatement que
lim b, = 0 n= © @t EC . An—0 Lim + = lim © = 0
Appliquons maintenant le deuxième théorème complété de M. Hadamard à la fonction représentée par Ÿ c,x" dont le point x, est un point
régulier. On voit tout de suite que les moyennes arithmétiques d'ordre r formées au point x, ont une limite bien déterminée. Par conséquent, il en est de même des moyennes arithmétiques d'ordre r formées pour la série
Donc la limite hs (a 2)
= © existe. Enfin, d’après le théorème de M. Hôlder, généralisé par M. Knopp (‘}, en cheminant à l’intérieur du cercle de convergence vers le point x, sans que le chemin soit tangent au cercle,
lim > Arte hms (ar)
si la limite du second membre existe. Donc la limite des moyennes arithmétiques d'ordre r représente bieu la valeur de la fonction en ce point singulier x,.
Enfin, on voit aisément que la condition (27) est nécessaire pour que les moyennes arithmétiques d’ordre r aient une limite en un point d'ordre négatif du cercle de convergence. Le fait étant établi pour les points réguliers, il suffit d'utiliser Le théorème fondamental de M. Hadamard pour séparer la singularité au point considéré des singularités d'ordre plus élevé de la foncüuon.
(hrRnope, oc67/m 8007
21. Prenons maintenant le cas le plus général où les coefficients ne sont assujettis à aucune restriction. À l’aide de la sommation exponentielle de M. Borel, nous allons démontrer le théorème suivant :
La limite généralisée des s, existe et représente la valeur de la Jonction en chaque point d'ordre négatif du cercle de convergence.
La marche du raisonnement est identique à celle déjà suivie deux fois. On écrit
où la série
est convergente en chaque point du cercle de convergence. Seulement il faut montrer que les sommes exponentielles ont aussi une limite bien déterminée en tous ces points et que cette limite est égale à la somme de la série en ce point. Pour cela nous allons généraliser le théorème de Cesàro pour les fonctions entières, étant donné que nous nous servirons de cette généralisation plusieurs fois dans la suite.
Démontrons donc que,
étant deux fonctions entières et
be > 0, on «à Den" eu 7 (28) in nee À 5 Li. © = 0 b, D Dr si la limite du second membre existe.
Par hypothèse, «a 7 =A+E
nm
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avec lime 0) d’où An — A Or + En Un et L°] Le] - 2. De = 0 7r—=\0 EE = À + — b PAL L b x?
Il suffit donc de démontrer le théorème pour À — o, car dans ce cas
co c
; En Di De | En Da | Ln
. = Une je" .
lim | = <fim =———— —limfe, | = 0.
NTI ee co L= © Ai: 00 bite De
L= 0 Tù— 0
Supposons donc que
An 7 — ÊËn:
br
e étant donné d’avance, on peut trouver un indice N tel que pour x > N
E An < = OS par suite, œ N Qi Su [Yen _ + 2 € ; LT De Dre n=0 1 —=0
D'autre part, nous pouvons prendre x assez grand pour que
ESSAI SUR LES SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 43 N CD ant est un polynome. Donc finalement n=0 — N a, x" cpascl Lies < 5.
N DA PAL dd
ce qu'il fallait démontrer,
Supposons maintenant que la limite
ims=lim(a rate ar)=A
nn = © I= ©
existe, et regardons l'expression
Nous avons ici deux fonctions entières et nous pouvons appliquer le théorème que nous venons de démontrer.
On a
d’où il résulte que la limite généralisée existe et représente la valeur (limite) de la fonction partout où la série est convergente; par suite, la limite généralisée des s, formée pour la fonction
co
DE
Ld
au point x, existe et représente la valeur de cette fonction en ce point
singulier.
44 P. DIENES.
Regardons maintenant la foncuon représentée par
co NV n IG, Die md
D'après le théorème de M. Borel cité plus haut, la limite généralisée des s, existe et représente la valeur de la fonction en chaque point régulier du cercle de convergence, en particulier au point w,.
Enfin, on a identiquement
Ce] E2
à à à > CPE =>, 5e; +Y GAL n=0 n=—=0 == 0 et la sommation exponentielle est une opération distributive; donc la limite généralisée des s, formée pour la série
Ne At gp
m0 is"
existe et représente la valeur (limite) de la fonction f(x). Ce qu'il fallait démontrer.
$ VII. — Des points singuliers d'ordre négatif situés sur le polygone de sommabilité et à l’origine des demi-droites exclues de l’étoile de M. Mittag-Leffler.
23. Ceux des points singuliers d'ordre négatif qui ont la plus grande importance sont les points critiques algébriques et les points critiques à la fois algébriques et logarithmiques. Et ces points singuliers peuvent fort bien se présenter en dehors du cercle de convergence. Le problème se pose donc de représenter les valeurs de la fonction en ces points singuliers.
Pour être cependant plus général, nous allons étendre la notion de l’ordre d’un point singulier aux points singuliers situés en dehors du cercle de convergence, et cela de telle façon que les points critiques algébriques, y compris les pôles, et les points critiques à la fois algébriques et logarithmiques aient un ordre qui soit indépendant de leur position.
Prenons un point singulier x,, l’origine d’une demi-droite exclue. Nous dirons que w est l’ordre de la fonction en ce point s’il y a une fonction #(x) qui soit holomorphe dans le cercle de rayon [x, [et dont l’ordre sur ce cercle soit w + 2, & étant un nombre positif aussi petit qu'on le veut et, de plus, la différence
A Sr pr) = (7)
étant holomorphe en x. Par exemple, l’ordre de la fonction
(x — x) [log(x — z)]P+ f(x)
en æ, est — z, quel que soit le rayon de convergence du développement taylorien de la fonction f,(x) sous la seule condition que f,(x) soit holomorphe sur la ligne droite qui joint x, au centre du développement taylorien de f,(x ).
Prenons le centre de l’étoile pour l’origine des coordonnées, On voit aisément qu’en cheminant vers un point singulier d'ordre négatif, le long du rayon Ox, ou, plus généralement, sur une bande assez étroite parallèle à ce rayon et limitée par l'arc de la circonférence de rayon |x,|, ou sur cette circonférence même, la fonction tend vers une valeur bien déterminée que nous nommerons /a valeur de la fonction en ce point singulier.
24. Il s’agit maintenant de chercher des développements qui représentent ces valeurs de la fonction donnée f(x).
Tout d’abord la sommation exponentielle de M. Borel nous donne la proposition suivante, relative aux points singuliers d'ordre négatif silués sur le polygone de sommabilité :
La limite généralisée des s, exisle et représente la valeur de la fonction en chaque point singulier d’ordre négatif du polygone de sommabilité (sommets exclus ).
En effet, le raisonnement dont nous nous sommes servis précédemment pour les points singuliers d'ordre négatif situés sur le cercle de convergence s'applique presque sans modification dans le cas présent.
Soit, en effet, x, un tel point singulier de f(x ) situé sur le polygone
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de sommabilité. D’après la définition du point singulier d'ordre négatif, on peut écrire f(x) = 9(æ) + fi(æ),
où le rayon de convergence de o(x) est|x,|; donc le point x, est sur le cercle de convergence de (x), et l’ordre de o(x) sur ce cercle entier peut être supposé négatif. D'où il résulte que la série qui représente o(æ) converge en tous points de ce cercle, en particulier au point #,, et, d’après le théorème de Cesàaro généralisé aux fonctions entières, la limite généralisée des s, formée en x, existe et représente la valeur limite de o(x).
D'autre part, si le point x, ne coïncide pas avec un des sommets du polygone, le polygone de sommabilité de f,(x) comprendra x, à son intérieur. Par suite, d'après le théorème de M. Borel, la limite généralisée des s, formée en x, par rapport à la fonction f,(x) existe et représente la valeur f,(x,).
Mais la sommation exponentielle est une opération distributive; donc la somme exponentielle de f(x) est la somme des sommes exponentielles de f(x) et de f,(æ). D'où l’on conclut que la limite généralisée de f(x) formée en x, existe et représente la valeur de la fonction f(x) en ce point singulier.
25. Passons maintenant aux points singuliers d’ordre négatif situés sur l’étoile principale de M. Mittag-Leffler. Pour représenter les valeurs de la fonction en ces points, nous nous servirons du développement suivant donné par M. Lindelôf (‘).
Soit donnée une fonction analytique quelconque par son développement taylorien
J(æ) > an L”,
et formons les fonctions entières
(') E. Livoecôr, Calcul des résidus, 1905, p. 193.
où a >0. M. Lindelôf démontre qu’en tous points situés à l’intérieur de l'étoile HAE) =),
et que les fonctions entières F,(x) convergent uniformément vers la fonction f(æ) dans une aire quelconque intérieure à l'étoile. C’est le théorème déjà classique de M. Mittag-Leffler sur la représentation des fonctions analytiques sous une forme très simple.
Soit maintenant +, un point singulier d’ordre négatif, situé à lorigine d’une demi-droite exclue. D'après la définition de ces points singuliers,
À LT : : | à TON Re EN LE cree
où /,(x) est holomorphe à l’intérieur du cercle de rayon |x,|et où l'étoile de f,(x) contient à son intérieur le point x,. Donc
: ; À NT DORE (29) lim F2(3,)= c+ lim Ée() >: (%o0)e nt
Démontrons que de même
lim F0 (x) = bo+ lim Ÿ 6, +) AG)
en désignant par /,(x,) la valeur de la fonction f,(x) au point sinsulierrx,.
Nous savons que f,(æ) est d’ordre négatif sur le cercle de rayon |x,;| que nous pouvons supposer l’unité pour le moment. Par suite
DEA
est convergente, et pour un € donné arbitrairement on peut trouver un indice k tel que € | dx En ter
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Mais > [es de sorte que b by.
(30) ; =. Ai fa (4 Le 1) a
Formons maintenant la différence f1(æo) — BP:
La valeur f,(x,) est représentée par la somme de la série
et, d’après (30), la série
mue 1D—A a
n° est convergente aussi. Donc
TS, KO
c’est-à-dire me) = Fe):
Are
enfinona Fo) = DETERS) ce RE Cr0); d’où il résulte que
Lot Ne) = r(,),
fe)
en désignant par f(x,) la valeur que prend la fonction f(æ) en cheminant vers +,. Donc :
Les valeurs des fonctions entières K,(x), prises en un point singulier d'ordre négatif de l'étoile, tendent vers la valeur en ce point de la fonction f(x) représentée par ces fonctions entières.
Par ce résultat, le problème de la représentation de la fonction en ces points singuliers est complètement résolu. Mais remarquons encore que cette représentation peut être effectuée par beaucoup d’autres développements. Par exemple, les autres représentations des fonctions analytiques par des fonctions entières appropriées données par M. Lindelôf (') la permettent aussi. Ou bien tout un genre de développement des fonctions analytiques données par M. Mittag-Leffler (?) rendent possible encore cette représentation.
(*) Liperôr, Une application de la théorie des résidus au prolongement analytique (Comptes rendus, t. CXXXV, 1902). (2) Nous nous en occuperons tout spécialement à la fin du troisième Chapitre.
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SUR LES POLES ET LES POINTS CRITIQUES ALG ÉBRIQUES
$ VIII. — Étude des pôles sur le cercle de convergence à l'aide des moyennes arithmétiques.
26. Après l'étude des points singuliers d'ordre négatif, passons maintenant à l'étude des points singuliers d'ordre positif. Parmi ces points singuliers, les plus simples et en mème temps les plus importants sont les pôles et les points critiques algébriques. Pour commencer, nous les étudierons sur le cerele de convergence, et ensuite nous envisagerons les pôles et les points critiques situés en dehors de ce cerele.
M. Darboux et après lui M. Hadamard (') ont établi des relations très importantes entre ces singularités situées sur le cercle de convergence el la croissance des modules des coefficients. Nous citerons le théorème de M. Hadamard comme le plus général.
Le
Soit donnée la fonction
(a) 2 CASEAE
Supposons, pour plus de simplicité, que le rayon de convergence de la série de Taylor soit l'unité. Et soit x, un pôle d’ordre de f(x), c'est-à-dire soit
HO ue
x je Œ Ci — — 1— D Lo où f,(+) est holomorphe en x,.
Le théorème de M. Hadamard dans notre terminologie s’énonce comme il suit :
(A) These, D. 88
+” À S1 l’ordre de la fonction f(x) sur le cercle de convergence est 6,
slU—k—1+€
lim ?2 a T(o—k+e) DL nl T'ose)
B, (ER
7 Al © . 5 + c'est-à-dire les moyennes arithmétiques d'ordre © — #— 1 + per-
mettent déjà de calculer le coefficient B;. En retranchant de la foncuon f(x) le terme
on obtient une fonction dont l’ordre sur le cercle de convergence sera au plus w; donc le même théorème, c’est-à-dire les moyennes arithmétiques d'ordre & —k#—1+e, w+e—k, ..., w+e—2, permet de calculer successivement tous les coefficients de la partie principale et de caractériser ainsi complètement la singularité en question.
27. On peut compléter ce théorème de la même manière que M. Fatou a complété le théorème de M. Hadamard relatif aux points réguliers du cercle de convergence cité dans le deuxième Chapitre.
Nous allons démontrer en effet que la condition
(31) lim # — 0
est nécessaire el suffisante pour que
(r—#) Tree (32) lim * RE Em à)
RS LT DNA NT
Et la condition (31) peut être remplie par une fonction dont l’ordre sur le cercle de convergence est 7° + 1, par exemple pour la fonction
reprèsentee par Ê log n
à Lo]
Donc, dans ce cas, d’après le théorème de M. Hadamard, pour calculer B,, il faut prendre les moyennes arithmétiques d'ordre r — k + e, tandis qu’en vérité les moyennes arithmétiques d'ordre r — k suffisent déjà pour atteindre le même but. On voit donc qu'il fallait compléter
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l'énoncé du théorème pour arriver à une condition à la fois nécessaire et suffisante.
Au point de vue théorique, cela nous montre clairement que les singularités d'ordre plus élevé se font sentir plus tôt, c'est-à-dire dans des moyennes arithmétiques d'ordre inférieur, que les singularités dont l'ordre est moins élevé où même que les points réguliers où la détermination de l'allure de la fonetion exige l'emploi des moyennes arithmétiques d'ordre 7. Cela s'explique par le fait que les moyennes arithmétiques sont déterminées par les coefficients et les coefficients par les singularités et que les singularités d'ordre supérieur ont une plus grande influence sur la formation des coefficients.
Démontrons d'abord l'égalité (32) en supposant que les coeflicients satisfassent à la condition (31). On peut supposer, sans restreindre la généralité, que &,= 1. Alors nous pouvons écrire
f(æ) = Bx Ÿ BA œ7+ By » BA-Dgn +. + B,Ÿ +" +Ÿ bar, n 0 n=Q n=0 n=0
où les B° sont les coefficients binomiaux.
s J . r : @ | > Occupons-nous tout d'abord de la fonction représentée par D Da"
Evidemment ” ba an— [BBA +... 8B,1.
Mais on sait que (&)
Née APE DU
er > A —1, car autrement la fonction ne pourrait pas avoir un pôle d'ordre # sur le cerele de convergence. Done
TE x In) s 25 OS
et la fonction est holomorphe au point r.
Par suite, d'après le deuxième théorème de M. Hadamard, sous sa forme complétée, serattachant aux points réguliers du cercle de convergence, les moyennes arithmétiques d'ordre r des
CRE bo ce bi +. + b}
ont une limite bien déterminée qui est égale à f,(1).
C'est-à-dire ét
hrs = lim (7 + 1) 2 = /f{(1),
ce que nous pouvons écrire sous la forme
(33) lim = —«, n=n
Mais, d’après la définition des S°, d’une part
par suite Sue du à PT ea — =D [SN + Sn +Sr "]+
CET LE FREE = LA
1=0 d'où il résulte que SOS 0 SENS, + SU.
Donc (33) peut s’écrire
Sr r—1 KE S'r—1) PE re S'(r—1) i D 'sesT on
Des n c’est-à-dire Sr SN LOU (x pe )n", où
lim £, —0, n= no D'où l’on tire BEN :
SP afnr—(n y] + nf je Faesls
donc lim
Qr Les
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car
. n'—(n—1)} L n—1\7 lim Po ee - ) — (ln ( — 0, Te Tel n = © n
Nous avons donc
LL Sn SE (34) lim DT = 0.
Passons maintenant à la partie principale.
On voit aisément que
ICr-k) — r+1) gi (r—k+2),.
S2 = BB5 bee Bi +. 2 + BP; ?
donc, étant données les propriétés des coefficients binomiaux,
SC B; 7 Chen Par conséquent, Ares SR LS Er HT) CD ln nl rene
Mais enfin
Cr) — el(r—k) U(r—k).
Sn — Sn + Sn 1
donc, en ajoutant (34) et (35), on obtient
La fe _ Tr—k +) - De joe F(r+i) Ô ce qu'il fallait démontrer.
Réciproquement, si les moyennes arithmétiques d'ordre 7 — k permettent de calculer de cette manière le coefficient B; de la partie principale, les coefficients a, satisfont à la condition (31). Cela se voit immédiatement si 7 est un entier, car alors le raisonnement qui nous a conduit à l'équation (34) répété r fois donne justement (31). Dans
le cas où 7 n’est pas entier, on peut se servir d'un théorème de M. Knopp () qui permet d'atteindre facilement l'équation (31).
On pourrait proposer de compléter de la même façon le théorème de M. Hadamard relatif aux points critiques algébriques. Il faudrait établir pour cela quelques lemmes concernant les moyennes arithmétiques d’ordre fractionnaire. Mais nous donnerons dans la suite une relation beaucoup plus générale relative à ces points singuliers à l’aide de la sommation exponentielle, de sorte que nous nous contenterons de cette généralisation faite pour les pôles.
$ IX. — Étude des pôles sur le polygone de sommabilité à l’aide de la sommation exponentielle de M. Borel.
28. Le théorème (32) démontré précédemment ne satisfait pas encore toutes nos exigences concernant la relation entre la singularité en un point et les propriétés limites des coefficients ou celles des expressions construites à l’aide des coefficients. En effet, Les coefficients ne peuvent pas être quelconques ; 1ls sont assujettis à la condition (31) et l’on peut voir aisément que les moyennes arithmétiques d'ordre quelconque ne sont pas propres à donner de telles relations sans aucune restriction aux coefficients. En effet, comme nous l’avons remarqué déjà, d’après la loi de leur formation,
COQ 1) (1) (ë—1) Sie) one y UE ee
D'où il résulte que si pour un p et un 7, d’ailleurs quelconques, on à
ce qui arrive nécessairement si l’on envisage par exemple les pôles, les points critiques algébriques ou les points critiques logarithmiques, c’est-à-dire si l’on a
(:) Knorr, Eine notwendige und hinreichende Konvergensbedingung (Rendiconti di Palermo, t. XXV, 1908).
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ou, ce qui revient au même,
où k est un entier plus grand que 7 + p, on en peut toujours conclure
que (P—1)
ro n”
et ainsi de suite jusqu'à
Donc les coefficients a, sont assujettis à une condition toute semblable à (31).
29. La méthode qui nous a déjà permis, dans le cas des points singuliers d'ordre négatif, d'obtenir des relations entre les coefficients et les singularités sans aucune restriction aux coefficients, c’est-à-dire d'envisager la singularité de la fonction donnée en un point indépendamment des autres singularités de la même fonction, était la méthode de sommation exponentielle de M. Borel. En outre, comme nous l'avons vu, la portée de cette méthode dépasse le cercle de convergence, de sorte qu’elle permet d'envisager les singularités situées sur le polygone de sommabilité.
C’est donc cette méthode dont nous allons nous servir pour caractériser les pôles situés sur le cercle de convergence ou plus généralement sur le polygone de sommabilité dans le cas des coefficients quelconques.
Soit donc donnée la fonction
par une série de Taylor à rayon de convergence fini, non nul. Soit x, un pôle d'ordre 4 de cette fonction situé sur le polygone de sommabilité (sommets exclus). On à par conséquent
à B; (36) Vibae— ae a Br a Se L fi(æ),
où la fonction
est déjà holomorphe en x, et ce point est à l’intérieur du polygone de sommabilité de f,(x).
En effet, par hypothèse, +, est sur un côté du polygone de sommabilité de f(x) et non sur un sommet; donc il y a deux lignes coupant ce côté et déterminant ainsi un segment qui contient le point x, et qui n’est plus rencontré par aucune ligne. Si l'on supprime le pôle, on supprime ce segment, car, pour construire le polygone nouveau, il faut tracer les mêmes lignes, sauf la ligne qui dérive du pôle supprimé et qui contient ce segment. Donc le segment entier, par suite aussi le point #,, tombe à l’intérieur du polygone de sommabilité de f,(x).
Donc, d’après le théorème de M. Borel, on a
(37) RS Con = E,), a = = © a Don
en désignant par s/
SE b, + BiXo + om bare
DATANT SA
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Mais on voit aisément que
sn di.
Ÿ È % | — +) = (aies 2710 t)(n+i—1)...(n + A ai ) n—Ÿ de sorte que | di S;(a) Es At Dans l'expression
di ( 162)
dai ?
il y à un nombre fini de termes qui, tous, contiennent e“ comme facteur, et le multiplicateur de e“ est un polynome de degré z en a, où le terme de. degré £est a’.
D'où 1l résulte Aer 1 (38) lim i(c =
NT c!
Formons maintenant la somme exponentielle de f(x). D’après (36), si l’on désigne cette somme par S(a),
S(a) — D; Sx(a) ee B;= Sz=1(a) Ho DO B, S1(&) = Sa):
D'après (38), pour : <k,
lim SAN) 0:
4= a (2 CU POUR, . kx(&) ue. nl pe Fi dhet se D'autre part, d’après (35), Ha 2) 0:
AN CA D'où l’on conclut que OA) nb 3 0 (9 A me ue
C'est la relation cherchée. On voit donc que la somme exponen-
telle permet de calculer, dans le cas où les coefficients sont quelconques, les coefficients de la partie principale.
En effet, après avoir calculé B, par la formule (39), on retranche de f(x) la quantité
B; TER ENT ts
lo
? ® ! 1 A et l’on applique de nouveau le théorème aux pôles d'ordre À — 1, et ainsi de suite.
Remarquons encore que le raisonnement subsiste entièrement si la foncuon f,(x) n’est pas holomorphe en x,, mais elle y est d’ordre négatif.
En effet, nous avons démontré qu’en un tel point situé sur le polygone de sommabilité la limite généralisée existe (p. 65), c’est-à-dire on à toujours
par suite
et c'est cette équation dont nous nous sommes servis pour démontrer la relation (39).
Cette remarque nous sera utile dans l’étude des points critiques algébriques situés sur le polygone de sommabilité.
$ X. — Étude des pôles à l’aide des sommations exponentielles
généralisées de M. Hanni et de celles de M. Borel.
91. La relation trouvée entre les pôles et la somme exponentielle est absolument générale en ce qui concerne les coefficients de la série de Taylor donnée d'avance. Mais elle ne s’applique pas aux pôles situés en dehors du polygone de sommabilité, et cela est bien naturel, étant donné que la somme exponentielle formée en un point à l’extérieur du polygone n’a pas de limite, même si le point envisagé est un point régulier de la fonction. En particulier, la somme exponentielle peut devenir infinie sans qu'on en puisse conclure qu’il en est de même pour la fonction f(x).
Il est donc indispensable, pour pousser plus loin nos recherches, de
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recourir aux développements de la fonction donnée f(x) qui représentent cette fonction dans un domaine plus étendu que le polygone de sommabilité ou, en d’autres termes, dont le domaine de sommabilité dépasse celui de la sommation exponentielle.
Mais il y a une remarque à faire.
Les développements dont les domaines de sommabilité sont de plus en plus larges deviennent en même temps de plus en plus compliqués.
En effet, si je me donne au hasard un développement quelconque de M. Mittag-Leffler qui représente la fonction f(x) par une suite de polynomes, il est presque impossible de calculer par exemple les valeurs de ces polynomes en un pôle pour déterminer le degré d’infinitude du développement en ce point. Ou bien, ce qui est beaucoup plus important encore au point de vue théorique, je peux supprimer ou intercaler une infinité de polynomes de la suite et modifier ainsi arbitrairement le degré d’infinitude du développement sans changer le caractère de la représentation.
Par suite, il ne nous semble pas inutile d'envisager aussi les développements qui, tout en ayant un domaine de sommabilité moins étendu que l'étoile, sont assez simples pour permettre d'obtenir des résultats précis et simples.
52. Tel est par exemple la généralisation qu'a donné M. Hanni (‘) de la méthode de sommation exponentielle exposée plus haut. Posons
Bi(a)=S{(a)="—, ?
de n | PEU, S ai D Bi(n)= B,(a) == 2 Se sd / LE)
otre nus nec ielelolele + eine ere
(°) Haxni, Ueber die Besiehung zwischen der Darstellung, ete. (Acta mathematica, t. XXIX, 1905).
et £ A a” DB) Ba) ru == 0 = \ a” ci N!
M. Hanni a déterminé les domaines de sommabilité de ces développements, et il à trouvé que, dans des cas assez étendus, ces domaines dépassent le polygone de sommabilité sans atteindre, en général, l'étoile.
Soit maintenant æ, un pôle d'ordre k, et supposons que le domaine de sommabilité de B°(a) construit pour la fonction
Ji(æ)= f(x) — | > re
contienne x, à son intérieur, c’est-à-dire qu'on ait
(4o) bob (a = (re):
Déterminons maintenant l'ordre de grandeur pour a = + de B}(a) construit en x, pour
Tout d’abord, d’après (39), nous savons que
ee à
TR OT Ds Calculons B?(&). Étant donné que
(n+k)(n+k—1)...(n +1) un 7 rm k!
on à
Ce.
où P;(a) est un polynome dont le terme de degré maximum est a”.
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et, d’après le théorème de Cesàro généralisé pour les fonctions entières,
car
DE ne pen
d’où 1l résulte que
Le même raisonnement s'applique pour r quelconque. D'où l’on conclut que (40) peut s’écrire lim {BU (a) —[B; BP (a) +...+B, B0(a)]| =/fi(a), où B°(a) signifie La 7° somme exponentielle formée pour f(x). En divisant par a“, on obtient
(41) lin ERP
A © GE < k!
Par conséquent, les sommes exponentielles généralisées de M. Hannt ont la même relation simple avec les pôles que la somme exponentielle méme de M. Borel.
99. Passons maintenant aux sommes exponentielles généralisées par M. Borel (‘). Cette généralisation est caractérisée par le fait qu’au
(!) Borez, Sur les séries divergentes, 1901, p. 129.
lieu de e* on emploie pour fonction sommatrice e“; en d’autres termes, on forme les moyennes
s a rn > Syn (æ)
et l’on envisage la limite de cette expression pour 4 — +, r étant un entier positif.
M. Borel démontre qu’en général le domaine de sommabilité de ces sommes exponentielles généralisées dépasse beaucoup le polygone de sommabilité. Par exemple, si la fonction f(x) n’a qu'un nombre limité de points singuliers dans toute aire finie, la méthode exponentielle généralhsée permet de calculer la valeur de la fonction en un point régulier aussi voisin qu'on veut d’un point quelconque du plan complexe. Il est donc bien naturel d’étendre nos résultats à cette méthode de sommation si efficace et en même temps si simple.
Soit æ, un pôle d'ordre #, et supposons que le domaine de sommabilité de S"(a), construit pour la fonction
Be B, faite) = f(x) + oee rs ;
T TNA æ ee J — — Lo Lo
contienne x, à son intérieur ; en d’autres termes, soit
(42) lim SU) (a) = fi (a).
D'autre part, on sait que les s, de
HAVE E
Ce PO OUEN EE)
Sn — ER TN TO
sont
de sorte que la somme exponentielle d’ordre r de ce terme prin-
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cipal est
DCR +R) (ra + k — (RH
3 (7) — EC Sk (a) A DE n | 7n—=0 Par conséquent, comme auparavant, d'° ’ :
A SE Sy (a) = ; F kl et
Si l’on effectue maintenant la différentiation indiquée, on obtient un nombre fini de termes qui contiennent e* comme facteur et l’on voit aisément que le dernier est multiplié par un polynome de degrérk,
de sorte que P,x(a) k!
SY(a) =
On détermine ensuite facilement le coefficient du terme de degré rk; ce calcul donne
PAC li 2e Le Te; a—= ad” Donc, pour : << k, se É . Î (a) Be UE OT TN:
ct, pour — ina sue Le PR ET
Désignons enfin par S°?(a)la somme exponentielle d'ordre r formée pour f(æ). Avec cette notation, (42) nous donne
in Sa) — [BST (a) + B: 80, (a) +... BSD) = A).
D'où il suit immédiatement que
SU(a) _ By
EAU TAS
(43) lim
Par conséquent, les sommes exponentielles généralisées de M. Borel sont en relation simple avec les pôles, et cette relation
ressemble be iucoup à celle donnée par la méthode exponentielle qui a pour fonclion sommatrice e“.
Remarquons qu'ici le degré d'infinitude des sommes envisagées n’est plus égal au degré du pôle. On voit dans quelle mesure l’emploi de la fonction exponentielle elle-même rend possible d'obtenir des résultats à la fois généraux et simples. Si l’on prend pour fonction sommatrice des fonctions plus compliquées que e* malgré qu’elles s’en approchent dans leur formation, les résultats deviendront aussi de plus en plus
compliqués. Cela ressortira mieux encore en nous servant du développement de M. Mittag-Leffler.
$ XI. — Étude des pôles à l’aide de la représentation des fonctions analytiques donnée par M. Mittag-Leffer.
34. Remarquons tout d’abord que, théoriquement, le théorème déjà classique de M. Mittag-Leffler sur la représentation d'une foncüon analytique par une suite de polynomes ou, plus généralement, par une suite de fonctions entières, permet d’étudier les points singuliers situés sur la frontière de l'étoile principale, car il nous donne les valeurs de la fonction dans des points réguliers qui tendent vers ces points. Et, de plus, les fonctions F,(x) qui, pour a = +, s’approchent indéfiniment de la fonction analytique donnée f(x), sont des polynomes ou des fonctions entières de x; par conséquent, chacune de ces fonctions a une valeur bien déterminée dans tous les points du plan complexe.
En un point x,, situé à l’intérieur de l'étoile, nous avons, d’après le théorème de M. Mittag-Leffler,
Harris).
A — © Soit maintenant x, un point singulier situé sur la frontière de l'étoile ou, plus particulièrement, soit x, l’origine d'une demi-droite exclu». Un problème général se pose :
Quelles relalions existent entre la suite
(44) mare
et la structure de la singularité au point x,? D. 9
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Nous avons vu dans le deuxième Chapitre que, si le point x, est un point singulier d'ordre négatif et si l'on prend par exemple la représentation des fonctions analytiques donnée par M. Lindelôf, la suite (44) a une limite bien déterminée, et cette limite est la valeur vers laquelle tend la fonction en cheminant vers le point singulier x,. Ce que nous
pouvons écrire imF,(r—=hm.f(),
— x=2 et cette relation est, en quelque sorte, l’extension à l’étoile d’un théorème d’'Abel.
Supposons maintenant que x, soit un pôle de la fonction f(x). Est-ce qu'en choisissant une représentation déterminée, la croissance de la suite (44) est en rapport avec la croissance de la fonction au voisinage du point x,, et, de plus, est-ce qu’elle permet de déterminer les coefficients de la partie principale, c’est-à-dire de caractériser complètement la singularité?
Nous allons voir que la réponse est affirmative.
59. Pour cela, exposons brièvement la représentation d’une fonction analytique par une suite de fonctions entières donnée par M. Mittag- Leffler dans sa cinquième Note (‘).
Soit
Ce]
E(DED CAE
une fonction entière satisfaisant aux deux conditions suivantes : 1° E(x) a pour limite o quand x tend vers l’infini le long d’un vecteur quelconque autre que l’axe réel positif, tandis qu’elle est positive et tend vers l'infini quand x tend vers l'infini le long de l'axe réel positif.
2° w élant positif, E(woz) _
LS STE
(*) Mivrac-Lerrcer, Sur la représentation d'une branche uniforme d’une Jonction monogène (5° Note) (Acta mathematica, t. XXIX, 1905, p. 1-3).
d’une manière uniforme, tant que x appartient à un domaine fini situé en dehors de la partie de l'axe réel compris entre æ —1I et “+ 0. Soit A (x) la branche de f(x) définie par l'équation
TA CE) > dite = 0 dans le cercle de convergence de la série et par le prolongement analytique de Dee à l'intérieur de l'étoile.
Soit enfin Sn At GIE on pm . “Cr dl,
D’après le théorème de M. Mittag-Leffler,
> Sn Xn 4" (46) PAU) = Vin eur ss lim Ma).
Œ— © V ar AZ © T=—= 0
On peut considérer ce résultat comme la généralisation de la méthode exponentielle de M. Borel où l’on emploie pour fonction sommatrice, au lieu de e“, la fonction entière E( a).
Pour fonction sommatrice, on peut prendre par exemple la fonction entière
(47) Eg(a)=YŸ sl (B > r},
étudiée par M. Lindelôf.
36. Nous allons démontrer en effet qu'une fonction entière E(a) ayant tous ses coefficients positifs et tendant uniformément vers 0 avec : dans l’angle (48) e< 0 on—e, quelque petit que soit &, satisfait toujours à la deuxième condition
(elle satisfait évidemment à la première).
Soit donné en effet un domaine fini A, de x, situé en dehors de la
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partie de l'axe réel compris entre æ =1 et +. On peut toujours tracer un cercle de rayon suffisamment grand, en particulier plus grand que l'unité, pour que le domaine entier soit intérieur à ce cercle.
Entourons d’autre part le segment 1 —+ x d’une bande assez étroite AA'B'B, de façon que le domaine donné soit à l'extérieur de cette bande.
Partageons A en deux parties : l’une A, extérieure à l’angle AOB, l’autre À, intérieure à A’OB.
?ar hypothèse, en choisissant € plus petit que l'angle AO x, d’après
(48), lim E(wæ)—o
d’une manière uniforme, quand x varie dans AÀ,, car avec æ la quanuté wx est aussi intérieure à l'angle AOB. À fortiori
E(wx)
tend uniformément vers o pour © = + dans toute aire finie extérieure à l’angle AOB, en particulier dans le domaine A,.
Envisageons maintenant AÀ,, c’est-à-dire la partie de A qui est située dans l'aire limitée par OA", OB' et par l’arc du cercle A’B.
Le plus grand module de x dans A, est le module de A’ (ou celui de B’), de sorte que dans ce domaine
|x| << OA'= b Li,
D'où il résulte que |[E(wx)| <E(wb),
car les coefficients de E(x) sont positifs.
Ou encore |[E(wx)| E(wb)
pour un x quelconque pris de A.
Appliquons maintenant le théorème de Cesàro, généralisé pour les fonctions entières, aux deux fonctions
et
= 0 On obtient . E(wb) CU) ts Tera RE CAT Deere D'où l’on conclut que Li E(wzx) ME) ;
d’une manière uniforme dans l’aire A'OB’.
En joignant les résultats qui concernent les aires A, et A,, on voit que la fonction entière E(a) remplit bien la condition (45); donc elle peut servir comme fonction sommatrice dans le théorème indiqué de M. Mittag-Leffler.
Par exemple, M. Lindelôf a démontré que la fonction entière (47) tend uniformément vers zéro dans tout angle satisfaisant à la condition (48). Par suite, d’après le raisonnement précédent, cette fonction entière peut être employée vraiment comme fonction sommatrice. Cela nous assure que les conditions exigées par le raisonnement ne sont pas contradictoires et qu'il y à bien des fonctions entières remplissant nos conditions.
57. Cela posé, supposons que +, soit un pôle d'ordre #, situé à l’ori-
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gine d’une demi-droite exclue, de la fonction analytique définie par JC) = dn D n=0
et représentée à l'intérieur de son étoile principale par
Ce]
D S2)CT
f(x) = lim =3——— — lim M(a).
Au — © D a, a" «= n r—0
Par hypothèse, la différence
fitn)=pt [BE
est une fonction holomorphe en x, et son étoile principale contient ce point à son intérieur.
Par suite, si l’on pose
= bo+ bito+...+ b,aæ,
on a Dos (49) Mio = ne", Lu = © A= A 1 —=Q
Calculons maintenant la somme correspondante M,(a) formée au
point æ, pour la fonction
æ \# Lo
On obtient, comme auparavant, D(R+E)(n+k— 1)... (n+nae d' 12=—10 da
É = k! E(a DS a, an Ée.
ñn = 0 ù
[af E(a)]
ESSAT SUR LES SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 71 Effectuons la différentiation; nous aurons des termes Camino où £ prend les valeurs o, 1, ..., k.
Le terme ? — o est plus grand que tous les autres. En effet,
ISA) Ds (R+Hk—i)(n+kK—i—1)...(n + Dans ;ar, n =
c’est-à-dire
at PT CT A) 6 NC) eau nt
= à (2 + k). (2 + SE r\antar, D'autre part ]
af EU) (a) > (n+k)...(n+nassranté, R=0 de sorte que, d’après le théorème de Cesàro,
a+ A)... (nr +i+ na 7” ie dE) En EE) (nn Ei) Un Era. QU
En remarquant encore que c, = 1, nous pouvons donc écrire di an k K(%) 7 E(a)]= af E®(a)[r+e(a)],
ime:(a)=0
58. Écrivons maintenant l'équation (49) d’une manière explicite
limM'(a)=lim[M(a)—B;M;(a) —...—B,M,(a)] = fi(xo),
et remplaçons les sommes M;(a) par leurs valeurs trouvées précédemment
im | Parler Pat ne) Le Cm te Tien
B, «a EU)
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avec
lim na) 10;
Mais le raisonnement précédent nous donne
BrasE na mb Nain (a) B,aE((a) Fi 2e UNE FT 1] “re B,af Et) (a
= LEE [+ n(a)], né ta)—=®, de sorte qu'on peut écrire
k K(X) (50) lim M Ça) — Li + ea) Ji)
et l’on démontre aisément que
ah on (51) re ie Posons enfin EU) (a rs =/i(a)
où les fonctions f,(a) sont déterminées par la fonction sommatrice indépendamment de la fonction f(x), ct divisons les deux membres de l'égalité (50) par a“ f,(a).
D’après (51), le second membre tend vers zéro pour a = +. D'où l’on conclut que
. hits ce 4 TIC) k!
Et c’est la relation générale entre les pôles et les sommes générales de M. Mittag-Leffler. Ces sommes M(a) sont déterminées par les coefficients a, de la série de Taylor qui définit la fonction f(x); de sorte que l'équation (52) nous donne la relation générale entre les pôles situés sur l'étoile (à l’origine des demi-droites exclues) et les cocfficients du dé veloppement taylorien donné d’avance.
Ou bien, M(a), pour a = +, étant la valeur au point x, des foncuons entières F, (x) qui s'approchent indéfiniment de la fonction f(x)
4 1 . e , , à l'étoile, (52) peut s’écrire
Donc la suite
(44) bm Fa(xo), 2e
formée en un pôle, est en rapport direct avec la nature de la singularité envisagée. Elle nous décèle le degré du pôle et permet de déterminer successivement les coefficients B, de la partie principale, donc de caractériser complètement la singularité en question.
Si l’on emploie pour fonction sommatrice la fonction Eg(a) de M. Lindelôf, on peut voir aisément que
Jim fx (4) =);
donc le degré d’infinitude de la suite (44), tout en déterminant celui de la fonction, le dépasse, car en x, la fonction devient infinie d’ordre k.
Remarquons enfin que, comme nous l'avons vu, c’est l’analogie complète du développement de M. Mittag-Leffler avec la somme exponentielle de M. Borel qui a rendu possible la démonstration du théorème (52).
S XII. — De la croissance des fonctions entières.
99. Passons maintenant aux points critiques algébriques d’ordre positif, où par suite le degré d’infinitude de la fonction est un nombre positif quelconque. Dans ces recherches, nous avons besoin de quelques résultats relatifs à la croissance des fonctions entières qui représentent la fonction donnée.
Examinons tout d’abord la fonction exponentielle pour montrer l’idée fondamentale de la méthode employée.
Soit donc donné
TS GE
in!
M. Borel (*) a remarqué que l’ordre de grandeur d’une fonction entière
(1) Borez, Leçons sur les séries à termes positifs, p. 58. D. 10
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à coefficients positifs ne dépend pas également de tous les termes de la série; au contraire, si l'on n'exige pas une évaluation très précise, un ou quelques-uns de ces termes, qui s’éloignent d’ailleurs à l'infini pour a = >, donnent déjà l’ordre de grandeur de la fonction.
Nous allons développer cette idée pour évaluer exactement le degré d'infinitude de certaines fonctions entières à coefficients positifs.
Soit Æ un nombre positif supérieur à 1, et désignons par D la partie
ON [42 entière de L. de sorte que
FN où
on Li.
Je dis que la somme des b premiers termes du développement de e“ divisés par e“ tend vers zéro pour 4 = =.
En effet, pour un & quelconque, les deux plus grands termes de la série envisagée sont ceux dont les indices sont a — 1 et a; par suite,
ACDC ES
Appliquons maintenant la formule de Surling sous sa forme
(53) bl=n(b)(b+:1) 2e—(o+1), où
lin n(b) = Var.
Nous avon:
A(a o SAT a € (b)(b+ 1) 2ete DE 1 2 tOE [44 Et 2 A(a &” 69 (a) 2 € 5 —(S-n+1)+a n(b)(b+i}e ‘4 Cat a< k(b+r).
Regardons maintenant le quotient
kb ke k
FR
eh PE
Pour que ce rapport tende vers zéro, il suffit que
(24 ce qui est évident, étant donné que CR EN EE +
Posons
dont nous savons que OCR:
L’inégalité (54) peut donc s'écrire
eZ
pidier,
lim sup. B(z) —=B (fini).
D'où l’on conclut que, r étant un nombre quelconque,
PT
40. Examinons maintenant les termes du développement e“* dont
les indices sont supérieurs ou égaux à la partie entière de ak.
Je dis que la somme de ces termes divisée par e“ tend aussi vers
ZéTO.
Désignons par b la partie entière de ak de sorte que
AD EN, ls)
Écrivons la somme envisagée sous la forme
et remarquons que ka <b +1,
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c’est-à-dire [44 £ l DE k et a fortiori [41 £ 1 bE"7 k D'où il résulte que a k BEEN
Appliquons de nouveau la formule de Sürling sous la forme (53)
k a B(a) < RE MR n(b)(hb+1) 7e (61 et B ke e (a) _ nn CA Roi î n(b) Ch 1kPe-termtl}re car b—:
a < ET Démontrons que , ett—1) bre mi pour cela, il suffit que ek—1 EL <>
On peut vérifier cette inégalité de la façon suivante
Écrivons-la sous la forme ek—1 Æ KE
et prenons le logarithme des deux membres (56) k—1<klogk.
Il suffit, évidemment, de vérifier cette inégalité plus simple. Au point À — 1, toutes les deux fonctions de k, | Kk—1 et klogk,
prennent la valeur zéro. Dans le point £ —e, la fonction klogk est supérieure (de l’unité) à la fonction # — 1. Donc, si pour 4 > 1, l’iné-
ESSAI SUR LES SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 77 Li ’ | 24 + . A ’ . ’ ’ . ’ 4] galité (56) cessait d’être vérifiée, la dérivée de la fonction Klogk—(k— 1)
devrait avoir une racine supérieure à 1. Mais cette dérivée est Justement log.
Donc on peut poser
avec CEST
Par suite, nous concluons comme auparavant que, r étant un nombre quelconque, è nd iD(G (57) lim A2) —" 9 ==.
Remarquons que l’on peut démontrer de la même manière que le terme maximum, et, par suite, la somme d’un nombre fini de termes divisée par e* tend aussi vers zéro. L'ordre de grandeur de e“ n’est donc déterminé exactement que par un nombre toujours croissant de termes, et nous avons essayé de réduire le nombre des termes importants au strict minimum.
4%. A l’aide de ces considérations, nous allons démontrer le théorème suivant :
Soit donnée la fonction entière
\ n CR DNNÈES
hi où Mio ! lin EE 2 (28) ENT À
étant un nombre réel quelconque. L'ordre de grandeur de la fonction f{a) est déterminé d’une manière très précise par l’équalion
; a (59) lim a
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En effet, d’après la condition (58),
avec lin 20 Par suite, = a! Ÿ at — JE —> a UE fla)=a ANT ei CO 1—0 1—=0 et, d’après le théorème de Cesàro, æ a" dennr— LUN!
AS. line 0 = © a? {CS Ÿ na? = 2 n!
Il suffit donc de déterminer l’ordre de grandeur de la fonction
= Ÿ Ji (a) nr n| n=0 Pour cela, nous allons étendre à cette fonction les résultats acquis tout à l'heure, relatifs à la fonction exponentielle. Regardons, tout d’abord, la somme A'(a) des b premiers termes,
b étant la partie entière de et kZ> 1. Une limite supérieure de ces
termes est L, (ee fps Ê Die
donc A'(a) € bIPIA(a):
par suite encore, d’après (55),
(60) lim Le,
45. Prenons ensuite la somme B'(a) des termes dont les indices sont égaux ou supérieurs à Æa, et soit de nouveau b la partie entière
de ka.
On a a?
Be) = Ti Lo + (b ne 1)?
« « +(b+o2)r b+1 Co?)
DERDEE RE
Soit u. un entier plus grand que |p|, et laissons de côté les 4 u. premiers termes de B'(a). Cela est permis, car nous avons démontré que la somme d’un nombre fini de termes du développement de e“ divisé par e“ tend vers zéro, comme un nombre inférieur à 1 élevé à la puissance à.
Regardons maintenant le (4 + 1)*"* terme de la parenthèse en
remplaçant p par le nombre plus grand 1. Ce terme est
a av(b + ip)" (b+1)...(b+au)...(b+4n)
Etant donné que, pour r > 24,
b+ou+r<(b+r}),
on a nn (bou) (0 sn er) de sorte que se ( (b+4p) _.
(b+ou+i)...(b+4p)
On peut donc écrire
’ at+tt a a B (a\—=Pir(a) = (b+opl (1 Œi B' p ab+tt Kk GERS (b+o2p)l er où Piu(a) lin - == 0:
ts (4 Mais art a?V a!
d’où il résulte, comme auparavant, que
Hu (&) (61) lim =>
[4 b+2p+i É b+ou+i b+op+o +...)
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Il suffit donc, pour envisager l’ordre de grandeur de la fonction
entière ACC n=0 . , . . AR + . ’ de considérer les termes dont les indices sont supérieurs à + et infé-
rieurs à ak, k étant un nombre supérieur à l’unité.
44. On voit ainsi facilement qu’en désignant cette partie du développement par C’(a) et la partie correspondante du développement de e* par C(a), on a pour p > 0
(2) Ge) < C'(a) < (ak)? C(a):
k Donc lim sup. Jfi(a) = lim PU Reel) SE Fe aP'et PER aP et et mnt TE tonte TEE PSC Le OIPAE ee et Ke car En ee I ES (24 PE et
Pour p<o, la limite inférieure devient la limite supérieure et inversement.
Examinons enfin les points limites de la suite
Nous avons trouvé que tous les points limites sont entre 5 et Æ?. Je dis que le seul point limite est l’unité. En effet, soit x, un autre point
limite de la suite ; je prends X assez voisin de 1 pour que
fr <|1—x| et
[AP— il <|i— x, |,
ce qui est toujours possible, étant donné que X peut être aussi voisin de l’unité qu'on veut.
Mais dans ce cas æ, n’est pas entre 5 LA? ; donc x, ne peut pas être
un point limite de la suite envisagée.
On en conclut que
ce qu'il fallait démontrer.
45. Avant d'appliquer ce résultat aux points critiques algébriques situés sur le cercle de convergence et sur le polygone de sommabilité, nous allons démontrer, à l’aide des considérations précédentes, un théorème plus général sur la croissance des fonctions entières.
Soit donnée la fonction entière
OEDXICES
St les deux limites d’indétermination de o(n) sont w, et w,, c'est-à-dire si l’on a, à partir d’un certain indice,
(62) NP ER OUR ) An AE
£ étant aussi petit qu’on veut, on en peul conclure que
el
Appliquons le théorème de Cesàro aux deux fonctions à coefficients positifs
fa=YetmE
P. DIENES.
et
Nous avons lim se) = hr A) — Q ee PE) 7) ip :
D'autre part, d’après le théorème (59),
lim ER
d’où il résulte la première partie du théorème énoncé. La deuxième partie se démontre d’une manière analogue. D’après (62), qui est satisfait pour € quelconque,
nVoTE
lim
Donc, selon le théorème de Cesàro,
à! -a VITE se > n!
IH, = A= © > C a!
OI) — p { ET Lx } et Le) GE > HEC n!
Him e= 1 rer ao et
d’où l’on conclut, comme précédemment, que
L'intervalle d’indétermination du o(n) mesure donc celle de la
fonction.
En particulier, si ©, = ©, = w, ou, en d’autres termes, si o(n) est
A a 2 [Re Sa À ge : . ’ . . .
à croissance réguhère, l'intervalle d’indétermination de la fonction est
nul :
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TN Se a ane ea
On peut donc dire que la croissance de fa) est régulière, et son ordre de grandeur est mesuré par
«© + la croissance de ef,
S XIII. — Des points critiques algébriques situés sur le cercle de convergence et sur le polygone de sommabilité.
46. Passons maintenant à l'étude des points critiques algébriques à l’aide de la méthode de la sommation exponentielle de M. Borel. Soit donnée la fonction analytique
RDC
et soit x, un de ses points singuliers sur le cercle de convergence ou sur le polygone de sommabilité (sommets exclus) dans le voisinage duquel la fonction puisse se mettre sous la forme
où p est un nombre positif quelconque et où l’ordre de f,(æ) au point +, est p,< p. Ce cas est réalisé si x, est un point critique algébrique de la fonction f(x). Supposons, pour plus de simplicité, que Lg — I.
D'après la définition de l’ordre
fix) =faæ) + fs),
où f,(æ) est holomorphe dans le cercle de rayon 1, son ordre sur le cercle étant p = p,+e<p, et où f,(x) est holomorphe au point 1, le polygone de sommabilité de /,(x) contenant ce point à son intérieur.
Tout d’abord, la somme exponentielle S,(a) formée au point 1 pour
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la fonction f,(x) a une limite bien déterminée
(63) lim S;(a) = /3(1).
Formons maintenant la somme exponentielle S,(a) pour la fonction
fa(æ) => b,æ".
=) D'après (4) ! te . log | br | p'—13= lim Re à
d'où l’on conclut que |» | Æ nP1i#€
et que [se l—= 160 + bi+...+ Bb, |< nP+€,
e’ étant arbitraire. Choisissons e’ de façon que
PRE; nous avons
Appliquons maintenant le théorème (59) à la fonction entière
SD le ET n=0
En remarquant que
S2(a) < n=0 al = al et nous obtiendrons (64) lim Fa) 0:
== aP
Occupons-nous enfin de la somme exponentielle S,(a ) formée au
point 1 pour la fonction
G—zx}
On a Niprue cd ! n!
S HN = n—=0 1 ) = a! à D
na—=0
1 (( +1) Val . . . . .
où B°"° sont des coefficients binomiaux, et l’on sait de ces coefficients
que
BAL _ L
RS TL Hip)
En appliquant de nouveau le théorème (59), on obtient
(a) I l 1 En Peel (DE)
Ajoutons encore à cette équation les équations (64) et (63), ce dernier divisé par @&?, et remarquons que
S(a)—=B, Sa) +S,(a)+S;(a).
On a ainsi le théorème
TC Re PEME MTE POP)
C’est la généralisation aux points critiques algébriques et aux singularités beaucoup plus compliquées encore du théorème (39) relatif aux pôles.
On voit dans quelle mesure la méthode de sommation exponentielle de M. Borel permet d'étudier les singularités, et nous insistons tout particulièrement sur la simplicité remarquable des résultats obtenus par cette méthode qui montre à la fois la souplesse et lefficacité de cette sommation. Nous croyons confirmer par cela la remarque de M. Borel (‘) relative à l'importance toujours croissante du rôle de la fonction exponentielle dans la théorie des fonctions analytiques.
47. Le résultat trouvé précédemment se généralise enfin facilement par la méthode de la sommation exponentielle généralisée de
M. Borel.
(*) Vour, par exemple, Borgz, Leçons sur les fonctions entières, 1900, p. 117.
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Soit, en effet, +, un point singulier de la fonction f(x) au voisinage duquel la fonction peut s’écrire
fe)= PE + fit) + fa), F5
k AE où l’ordre de
La) bia”
au point #, est inférieur à p et où x, est un point régulier de la foncüon /,(æ) situé dans l’intérieur du domaine de sommabilité de la somme exponentielle d'ordre r.
La dernière condition peut s’écrire
lim SM (a) = f(x).
A © D'autre part, on a = ar?
7è St (a) —_—_ 0 = a’ > n!
n—=0 avec = b,+ bixo+...+ b;xi et
et
co
ET = (P+1) En > Bb b'
ST(a) — 21
m=e Im n—
ce qui donne immédiatement
: B2+0 ï ln LB LR lp +1) ou encore He BP mate JP?
DU T'(p - 1) on a DRE mo (2) se é rP lim — RES = — a”P bre? T(p +1)
Si l’on remarque encore que
Se (æ) = B,S{(a) + SU/(a) + S£ (a),
on obtient le théorème suivant :
S'O(TNNOOD
h —— 1m rP a'P T(p cie 1)
Les sommes exponentielles généralisées de M. Borel sont donc en relation simple avec les singularités. Elles permettent d’étudier la croissance de la fonction dans des points singuliers d’un genre très étendu. La seule restriction est celle qui concerne la position du point
singulier. Mais, pour montrer dans quelle mesure les restrictions de cette nature sont inévitables, il convient de remarquer que même le développement de M. Mittag-Leffler ne permet pas l’étude des points singuliers situés sur la continuation (et non pas à l’origine) d’une ligne de l’étoile.
Note. — Les méthodes dont nous nous sommes servi dans le troisième Chapitre de ce Mémoire ont été appliquées, avec les modifications nécessaires, par M Valérie Dienes, aux points critiques algébrico-logarithmiques (voir sa Note Sur les points critiques logarithmiques dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, séance du 26 avril 1909). Sans insister sur les théorèmes énoncés par elle dans cette Note, nous allons indiquer un de ses résultats relatif à la croissance des fonctions entières qu’elle utilise dans la démonstration de ses théorèmes généraux.
Soit donnée la fonction entière
nm n!
fta)=Ÿ e(n)
; o(n lim A)
nine —
où p et q sont des nombres réels quelconques, on a
OR AL) ee
2 Hora]|tem On peut remplacer log r par des fonctions beaucoup plus générales sans que le théorème cesse d’être vrai. On voit jusqu’à quel degré de
précision l’ordre de grandeur des coefficients peut déterminer celui de la fonction.
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