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PREMIERE PARTIE
Oà l'on considère les Plans et la Sphère.
KoTIOIfS PBÉLZMIHAIRES , Page I
Un point esc donné sur un plan par ses distances à deux lignes connues de position , ibid*
Diverses manières de représenter un nombre quelconque de points, situés dans l'espace, a
La projection d'an point sur an plan, est le pied.de la perpendiculaire abaissée du point sur le plan , ibiâ*
La projection d'^ne droite sur un plan , est l'intersection de ce plan avec on autre ^i lui est perpendiculaire , et qui passe par la droite propQsée, . 5
Les pians coordonnés ou les plans de projection , sont ceux sur lesquels on projette , et les plans projetans sont ceux qui , par leurs intersections avec les premiers, déterminent les projections des lignes qu'ils contiennent, 6
Gomment une ligne est donnée par tes deux projections , ibid*
Un plan est donné lorsqu'on connaît s«s intersections avec les plans coordonnés, ^
Notation observa dans le conrs de l'ouvrage, et comment on ramène à des constmctions sur un plan , tontes celles qui doivent être faites dans Pcspace. 8
Du Plan et dé la L^fië droite. g
Lorsqu'au plan est perpendiculaire k l'un des plane coordonnés , il ne faut connaître que son intersection avec ce dernier, pour le construire , ibîd,
Uoe droite tracée sur nn des plans coordonnés, est en même temps la projection de toutes les lignes que l'on peut mener dans le plan élevé sur cette droite, perpendiculairement au premier, lo
Détermination des points où une ligne droite située dans l'espace, renconti-e les plans coordonnés, i x
vj TABLE
Remarque. Dans tonte constrnction les plans doivent être regardes comme indéfinis, et une droite peut rencontrer le plan horizontal derrière loplan rerlical , ou le plan vertical au-dessons du plan horizontal, page ii
Problème, Deux plans étant donnes, trouver les projections de leur intersection, 12
Remarques sur les positions particulières que peuvent avoir ces deux plans, à l'c'|;ard <les plans coordonnes, i3
Condiiion diaprés laquelle deux plans sont parallèles , 14
Problème. Trouver les projections de la ligne qui passe par denx points donnes, ibid.
Corollaire /. Autre manière de donner nne droite dans Pçspace , i5
Corollaire',II. Comment on trouve la position d'un point situé sur nne ligne donnée , lorsqu'on connaît sa projection sur un des plans coordonné:» , ibid.
Remarque. Deux droites ne se coupent pas toujours, lorsque leurs projections se coupent sur chacun des plans coordonnés^ il faut, de plus , que les deux intersections des projections soient dans un plan perpendiculaire h la fois aux deux plans coordonnés , 16
Théorème, Lorsque deux lignes sont parallèles dans l'espace, leurs projections sur un même plan , sont parallèles entre elles, ibid.
Remarques. Il est nécessaire que les projections soient parallèles dans deux plans différcns , sans quoi les lignes pourraient n'être pas parallèles , i^
Problème. Mener par un point donné, nne ligne parallèle à une ligne donnée, 18
Proi/èmc. Trouver les projections d'un point, lorsque l'on connaît trois plans sur chacuii desquels il est situé , ibid.
Remarques. Le quarré de la distance d'un point quelconque de l'espace, <H celui où les trois plans coordonnés se rencontrent, est égal à la somme des quarrés des distances du point proposé li chacun de ces plans , 19
Problème. Trouver l'intersection d'un plan cl d'une ligne droite , 20
problème. Connaissant les communes sections d'un plan avec chacnn des plans coordonnés, constrnirc ce plan, c'est-à-dire, trouver pour chaque point du plan horizontal , la hauteur de celui qui lui correspond dans le plan incliné, at
On détermine l'angle que font ces deux plans. 9^%
Remarques. Con.siruction d'un plan incliné, lorsqu'on connaît Tangle qu'il fait avec le plan horizontal, et son intersection avec ce dernier. ibid.
Problème, Mener par un point donné , un plnti parallèle II un plan donné. 33
DES MATIÈRES. ^ij
Théorème. Une Kgnc et un plan sont rëcipro(]peftienl perpendiculaires, lorsque les projections de la ligne , sur le plan horizontal et sur le plan vertical , sont respectivement perpendiculaires aux com-
' munes sections du plan incliné avec ces mêmes plans , pnge a4
Problème. Mener par un point donné , nue ligne perpendiculaire à un plan donné , a5
Problème, Mener par nu point donne', un plan perpendiculaire h une droite donnée , ibid.
Remarque au moyen de laquelle on peu^ résoudre autrement les problèmes ci-dessus , a6
Problème. Faire passer un plan par trois points donnés , ay
Corollaire. Comment on rapporte sur le plan horizontal, le triangle que forment les lignes menées par les trois points donnés, a8
Problème. Deux plans étant donnés, trouver Tangle qu^ils font entre eux, 29
Problème, Un plan étant donné, ainsi qu'une ligne droite située dans ce plan, mener, par cette droite, un second plan qui fasse avec le premier un angle donné , 3o
Problème. Connaissant Tangle que deux lignes font entre elles , et cehii que chacune fait avec une verticale menée par leur point de rencontre, trouver la projection du premier angle, sur le plan horizontal , 3i
Problème, Deux lignes droites étant données sur un plan , par leur
point de rencontre, en mener une troisième qui fasse avec chacun^
d'elles , un augle donne , 3a
Corollaire où Pou construit un des angles dièdres formés par les
plans que déterminent les droites données et cherchées, 33
Remarque, Le problème précédent cessera d'être possible lorsque
' l'un des trois angles donnés sera plus grand que la somme des deux
autres.
On tire du même problème la solution de la question inverse , ibid,
Lemme. Si, par un point quelconque de l'arête d'un angle dièdre , on élève, en dehois de cet angle, une perpendiculaire sur chacune de ses faces, l'angle com.pris entre ces droites seia le supplément de celui qui mesure l'angle dièdre proposé , 34
Théorème. Si , par le sommet d'un angle trièdre et en dehors de ce angle, on mène des droites perpendiculaires à ehacunc de ses faces , les plans qui contiennent ces lignes deux à deux, formeront un nouvel angle trièdre, dans lequel les angles des arêtes seront supplémens des angles des faces du premier, et les angles des arêtes de celui-ci seront suppléraens de ceux des faces du nouvel angle trièdre , 35
Corollaire. Il est possible, par le théorème ci-dessus, de comtmirc
Tiij TABLE
an angle crièdra » lorsqu'on connatl les angles qnc ses faces font entre elles, page 36
Problème, Connaissant dans un angle trièdre, l'angle qne forment deux arêtes , et ceux que la face qui les contient fait avec chacune des deux autres, trouver sur son plan la projection de la troisième arête , ou bien , connuissant les angles que deux pians font avec le plan horizontal, et les lignes suivant Icsquellrs ils le rencontrent, trouver la projection de leur commune section, 87
Problème, Connaissant dans un angle trièdre, denx faces et Pangle qu'elles comprennent , construire le développement de cet angle trièdre , 38
Problème. Les projections d'un point étant connues sur les plans coordonnes, projeter ce point sur d'autres plans donnes , 39
Corollaire!. Comment on rapporte une ligne à un nouveau plan de projection, 4^
Corollaire IL Comment on repasse aux plans coordonnes primitifs, 4^
Problème. Deux plans e'tant donnés, ainsi qu'une ligne droite située dans Tun, mener dans l'autre une ligne qui fasse avec la première on angle donné , ou bhen, connaissant la projection d'un angle donné et la position d'un de ses rôtés, trouver celle de l'autre, ibid.
Problème. Les projections d'une droite étant données dans l'espace, mener un plan qui passe par cette droite, et qui fasse avec le plan horizontal un angle donné, 4^
Corollaire relatif au cas où le plan cherché fait l'angle donnée avec un plan quelconque , 44
Problème, Deux droites qui ne se coupent point , étant données dans l'espace , trouver leur plus courte distance , i&iiL
Théorème, La somme des quarrés des cosinus des angles qu'un plan quelconque fait avec trois antres, perpendiculaires entre eux, est égale au q narré du rayon , 4^
Lemme, L'aire de la projection horizontale d'une figure tracée sur un plan incliné, est h Taire de celte figure cooamc le cosinus de l'angle des deux plans est au rayon , 4?
Corollaire. La somme des quarrés des aires des projections d'une figure plane est égale au quarré de Faire de cette figure , 4^
Remarque, On déduit de la proposition ci-dessus , un théorème sur les tétraèdres rectangulaires , analogue à celui du quarré de l'hypoténuse dans le triangle rectangle, 49
De la Sphère j^ ' 5i
Problème. Trouver la position et la grandeur du cercle qui es i l'intersection d'une sphère et d'an plan donnés;, ihith
DES MATIERES. ix
jUtéorème, Le plan ëlcvë perpentliculaircment tur le milieu de la droite qni joint deax point« d^une sphère, passe par le centre, page 5a
Problème. Trouver le centre et le rayon d'une sphère , lorsqn^on conuatt qoatre points par lesquels elle doit passer, ibid.
Problème» Trouver Pintersection de deux sphères données , 53
Corollaire I, Construction des deux points oii trois sphères qni se coupent deux à deux peuvent se rencontrer h la fois , ou procédé pour trouver les projections d'un point lorsqu'on connaît ses distances h trois autres points donne's , 54
Corollaire II, Construction d'une pyramide triangulaire lorsqu'on en connaît les six arêtes , 55
Problème. Mener un plan qui touche dans un point donné , une sphère donnée , ibid.
Remarque dans laquelle on indique des moyens de simplifier , dans beaucoup de circonstances, les constructions, 5^
Problème. Mener, par une ligne donnée , un plan tangent à une sphère donnée, 58
Problème, Mener un plan qui repose sur trois sphères données, 59
Remarque à la suite de laquelle on détermine le point oîi une ligne
. tangente à deux cercles, rencontre la droite qui joint leurs
centres, 60
Corollaire où l'on fait voir que les points de concours des tangentes communes à trois cercles, combinés deux à deux, sont en igné droite , 61
SECONDE PARTIE
De la O^Mi.RATION D£S SUBÏACES^ 63
Des Surfaces coniques j 64
Des Surfaces cylindriques ^ 66
Des Courbes à double courbure ^ . ^1
Des Surfaces de résolution ^ 70
Des Intersections des Surfaces courbes^ 71
Problème, Construire l'intersection d'un cylindre et d'une sphère, 72 Problèmes Trouver les projections de Tintersection d'une sphère et d'un cane, 74
Problème. Construire l'intersection de deux cônes, 76
Corollaire /, relatif à l'intersection d'un cône et d'un cylindre, 77 Corollaire II, relatif ii l'iuicrsectioa de deux cylindres ^ ibid^
X TABLE
JiemartfU€ relative à la simplification des constructions , el à la
reclierche deTiaterscction de deux cylindres droits, page 78 Problème. Construire l'intersection de deux surfaces de révolution
dont les axes sont dans un même plan , 80
Remarques. Application à la détermination d'un point , i». lorsque
Ton connaît êes distances à trois. droites données , 8a
ao. Lorsqu'on connaît !•• angles que font avec la verticale , les droit<?s
menées de ce point à trois points donnés , 83
3*. Lorsqu'on connaît les angles que font entre eux le» rayons
visuels menés de ce point à trois points donnés , 84
Suite de la génération cUa Surfaces courbes^ ' 85
De la surface engendrée par le mouvement d'une droite horizontale assujettie à passer toujours par deux lignes donpées , ^^
De la surface engendrée par la droite qne déterminent les intersections successives d'un plan passant toujours par une même verticale, avec deux courbes données , 87 Des surfaces gauches , et du coin oonoïde de Wallis , ibid. Des surfaces qui peuvent te développer , 88 Définition de lenr arèle de rebroussement , 91 Surfaces annulaires , 93
Du développement des surfaces j 98
Problème, Développer an cylindre quelconque , ibid.
Corollaire. Développement du cylindre droit, 94 Remarque sur la courbe que forme le filet de vis, sur la vis Sainte
Gilles , et sur les hélices en général , 95
Problème. Construire le développement d'une surface conique
quelconque, 97
Remarque sur une simplification du procédé précédent, 98
Corollaire. Développement de la surface conique droite , 99
Remarque sur les surfaces développables en général , ibid.
Des Plans tangens aux surfaces courbes , 100
Problème. Mener un plan tangent à un cylindife , 101
Corollaires I et IL Comment on mène une tangente à une courbe
à double courbure , loa
Problème. Mener un plan tangent à un cône, io3
Problème. Mener un plan tangent à une surface d^ révolution, par
un point pris sur cette sarface, ibid.
DES MATIERES. xj
Corollaire. On peui construire les normales, ou les perpendiculaires aux surfaces, lorscju'on sait construire les plans tangens,
page io3
Remarque générale sur la nature des contacts des surfaces avec leurs plans tangens , et sur leurs courbures » 104
Essai sur la Perspective , 1 08
De la manière dont Pimage d'un objet est repre'sent^e sur un tableau , ibid.
Problème, Trouver sur un tableau plan, situé d^unc manière quel- • conque, Tapparence ou la perspective d'un point donne', tio Remarques sur la détermination du contour apparent d^ un corps, m Remarque sur la perspective, Pœil étant à une distance infinie, t la Théorème. Si l'on mène par Tœil , une parallèle h une droite située d'une manière quelconque par rapport au tableau , le point où cette parallèle rencontre le tableau, appartient à la perspective de la droite proposée , .1 13
Remarque sur l'application du théorème précédent à la détermination delà perspective d'une droite, ii4 Corollaire I. Les perspectives d'un nopiibre quelconque de parallèles passent tontes par un même point, nommé point accidentel, ibid.
Corollaire II. Les perspectives des lignes parallèles entre elles et au tableau , sont parallèles entre elles , ibid. Corollaire III. Méthode très simple pour mettre en perspective des lignes et des points , 1 1 5 Remarque sur la construction de l'échelle yu/*A/i te, et sur son usage, pour mettre les ol)jets en perspective, ibid* Remarque générale sur la perspective , les ombres et la gnomonique, 117
FIN DE LA TABLB DES MATIERES
« jr A
j^i^is nécessaire pour V intelligence des renvois
aux figures.
iV. B* Pour rendre moins diffuse la nomenclature des renvois aux figures^ on a employé quatre sortes de lettres : des capitales droites , des capitales penchées , des petites romaines et des italiques. Les deux dernières sortes sont toujours aisées à distinguer entre elles; le lecteur prévenu saisira sans peine la différence des capitales droites aux capitales penchées. La destination de chacune de ces espèces de lettres est expliquée dans le n« 8.
ÛES
NOTIONS PRÉLIMINAIRES
Js yais oommenoer par exposer en détail la manière dont on peut représenter , à l'aide de plusieurs plans, les difiérentes parties de l'espace, et en faire connaître les dimensions.
I. La position d'un point sur un plan est donnée toutes les fois qu'on connaît celle de deux lignes qui passent par ce point, puisqu'il ne peut être qu'à leur intersection.
Lorsqu'on a plusieurs points à désigner, le moyen qu'on emploie le plus communément dans les constructions »^t qui paraît le plus commode, consiste à prendre deux lignes, AB, AC, perpendiculaires entre elles, et auxquelles on rapporte tous les points du plan. Le p. point M, par exemple, sera donné de position, si l'on
Compl. de la Géom, 6* édit. z
a oouilMEirT
l^ig- »• connaît sa plus courte' distance à'ia ligne AB et sa plus courte distance h la ligne AC. En effet , si Ton prend AQ égale à la première^ et qu^on mène QM parallèle à AB, le^oint proposé sera sur cette ligne; il sera pareillement sur PM parallèle a AC, et qui enestéloi^ gnée dé la quantité AP| distance du point M ti cette dernière : le point proposé étant commun aux deux lignes QM et PM, sera donc leur intersection M.
De cette manière, on peut rapporter un dessin sur un autre plan, en établissant des directrices telles que AB, AC, et en mesurant les distances des points proposés à ces lignes*, il faudra seulement prendre ces diirectrices en dehors du dessin, ou remarquer de quel côté tombent les points que l'on considère.
2. Lorsqu'on embrasse les trois dimensions , ou qu'on Tcut faire connaître les corps, on suit une méthode ana« logue à la précédente ^ et qui est employée par les architectes eVles constructeurs en général ; c'est celle des plana j profils et élévations j et dont voici l'esprit.
Lorsqu'un point est donné dans l'espace, on peut abaisser de ce point une perpendiculaire sur un plan^ et marquer le point oii le plan est rencontré par cette perpendiculaire : ce dernier sera la projection du pre^ mier, sur le plan dont il s'agit; la longueur de la partie de la perpendiculaire, interceptée entre le point et le plan, sera la hauteur du point donné au-dessus du plan.
Supposons, pour fixer les idées, qu'on rapporte k un plan horizontal tous les points situés dans l'espace audessus de ce plan ; leurs projections se trouveront aux points où un fil-à-plomb, partant de chacun , rencontrerait le plan dont il s'agit; et les longueurs de ces fils donneraient les élévations des points proposés, au-dessus de leurs projections.
DES ÛLhSXSS SE oioMirRiB. 3
Il suffira donc y pour eu designer un quelconque, Bë marquer sa projection sur le plan horizontal /et defairiif connaître à part sa hauteur, soit çn écrivant le nombre^ de mesures linéaires d'une échelle donnée, qu'elle doit contenir, ou en fî:xant une ligne pour la représenter.
Mais si l'on avait beaucoufi j|e points à représenter de cette manière, la multitude des nombres ou des lignée qu'il faudrait écrire pour faire connaître leurs hauteun/ dciviendrait embarrassante; à la vérité, on pourrait ]è^ porter toutes sur une même ligne, qui serait l'échiellcJ des hauteurs. Ce moyen peut être employé quelquefois avec avantage; mais il a l'inconvénient de confondre lés hauteurs des différens points, sans avoir égard h la situation particulière de leurs projections : en voici un ant^é qui est exempt de ce défaut.
3. Si l'on conçoit que par une ligne quelconque du plan horizontal, on ait élevé un plan qui soit perpendi-» culaire à celui-ci , et que de chacun des points proposés, dans l'espace, on mène une perpendiculaire sur ce plan vertical, elle déterminera, par son pied dans ce plan, une deuxième projection du point donné, qui se trouvera placée, au-dessus du plan horizontal, à la içême hauteur que le point donné.
Ainsi, BAC représente le plan horizontal, DAB le Fig. i. plan vertical mené par- la ligne AB; du point M pris dans l'espace, on a abaissé sur le plan horizontal, la perpendiculaire MM', et son pied M^ est la projection horizontale du point donné.
Par Je point 'M, on a mené MM" perpendiculaire sur le plan DAB , et le point M' est la projection verticale de t% même point.
Les deux lignes MM' , MM' sont évidemment dans un même plan, puisqu'elles se coupent; la ligne M'iKf
4 COUnÀMBHT
Fîg- 3* ^'on mènerait dans le plan horizontal , perpendiculaî* rement à la commune section AB de ce plan avec le plan rertical, serait perpendiculaire à ce dernier , elle serait donc parallèle h MM", et ces trois lignes seraient dans un môme plan perpendiculaire à la fois au plan vertical et au plan horizon tal , puiaqu'il serait perpendiculaire à leur commune section {Crêom, ig6, 210). Il est évident que MM" est égale h MM^, et que par conséquent la protection verticale M'' est k la même hauteur au-dessus dn plan horizontal , que le point M.
En opérant semhlablement pour le point P, on aura 9eB deux projections P' et P''; et l'on voit que les projections verticales M", P''^ donneront les hauteurs des points proposés, au-dessus du plan horizontal, tandis que les projections M^ P', sur celui-ci , donneront les distances des points proposés, au plan vertical.
Cette manière de représenter les points situés dans l'espace est connue dans les arts sous le nom 4e méthode des projections.
L'architecte, pour représenter les parties d'un édifice , imagine d'ahord un plan horizontal, sur lequel il rapporte le pied des diverses parties qui composent cet édifice. Le dessin qui résulte de cette opération , s'appelle pkm géomJtral; et il fiait connaître la situation respect tivedes projections des points remarquables de l'édifice proposé, rapportés sur le plan horizontal, par des lignes perpendiculaireti sur ce plan , ou à-^plomb.
Pour achever de déterminer la situation* des points remarquables de son édifice , l'architecte conçoit eifsuite , par une ligne donnée dans le plan géométral , un plan perpendiculaire au premier ; et par conséquent vertical , sur lequel il rapporte les objets, à la hauteur oh ils sont placés au-dessus du plan horizontal. La figure qui en résulte s'appelle coupe ou profil j si elle passe dan^ i^j'in-
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térieur du bâtiment , et éléifation^ii eUç p'en Ait Toir que les parties extérieur^* _ *^ •
Le profil , ainsi que l'élévation , AÔiftient: tes Wut£^rs de cliacan des points qulVy tt'OQrTeat «ontenuski. audessus du plan horisontal représenté par la ligpie de terre, on par son iutérsec^n atecle ]^an Tertieal sur lequel cette figure est construite; elle n'est dbnc^utre chose que l'ensemble des dSffârensYioitats remarquables, rapportés ou projetés sur un jdaA^ertioBlypar desiipies qui sont perpendiculaires à oeplaiijv'' ' •
Quant aux dimensions inclfivé&s^iir le profil et sur lie plan géométral, il est aisé de vdir qu'elles né sâuraieDt y être représentées dans leur longueur naturelle; ti c'est à les déterminer que s'applique la partie de U Géométrie que nous allons traiter.
Nous imaginerons donc que les p6int!< de Pespaoe sont rapportés à deux plans perpendiculaires entre eux^ qu'on peut se représenter par l'un des murs yerticaux d'une dbambre et par son plancher.
4- Gela posé, si l'on conçoit une droite située d'une pj. ^^ manière quelconque dans l'espace, et que de chacun de ses points on abaisse des perpendiculaires sur l'un des deux plans choisis, l'horizontal BAC, par exemple, toutes ces perpendiculaires, telles que MM% étant pa-^ rallëtes, et passant par une même ligne, se trouveront dans un même plan qui sera perpendiculaire au plan horizontal ( G^oiTz. ig4> ^ûg).
L'intersection M'N' contiendra éyidemment les pieds de toutes les perpendiculaires , et sera par conséquent la projection sur le plan horizontal , de la droite proposée MN.
On aura une image sensible de ce qui vient d'être dit, si l'on se représente une verge inflexible placée dans une
.6 COMPILAIENT
Fig. 9. chsMnbrei et de chacun des points de laquelle pendent des fils à-plomb jusqu'à la rencontre du plancber.
Concevons à pressent que de , chacun des points de la droite proposée^ on ait abaissé des perpendiculaires MM''^| sur le plan vertical BAD: elles détermineront un nouveau plan, perpendiculaire à celu^i-ci : Tui;! et l'autre se rencontreront s.u^T£^nt M^N" , projection de la droite proposée sur le plan vertical.
]5. JSfpus noipmerons plam coordonnés ou plané de projection, ceux sur lesquels on projette. Les plans formés par l'ensemble des perpendiculaires abaisiéës de la droite sur chacun, des plans coordonnés , seront dési-* gnés sous le nom de plans projetans*
Il suit de leur génération que tous deux passent par la. ligne, proposée y et par conséquent qu'elle est leur içoinmiine section, .
6. De là découle la manière dont une droite est déterminée, lorsqu'on a ses projections sur les plans coor* donnés. Il faut concevoir deux nouveaux plans élevés chacun perpendiculairement sur l'un de ceux-ci, et
' passant par les projections de la droite proposée \ leur rencontre déterminera cette ligne. En général, de même qu'un point est donné sur un plan lorsqu'on connaît deux droites qui le contiennent, de même aussi une ligne est déterminée dans l'espace lorsqu'on connaît deux plans dans chacun desquels elle se trouve.
Ainsi M'N' étant la projection sur le plan horizontal , **' 4- d'une ligne donnée dans l'espace, et Mï" sa projection sur le plan vertical , si l'on conçoit les plans G'^M'N' Fil/N" perpendiculaires, l'un au plan horizontal, et l'autre au plan vertical , leur rencontre mutuelle STN sera la droite proposée.
Il reste maintenant à donner les moyens de dé
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terminer un plan. On sait que trois points en fixent la positibq /où y ce qui reTÎent au même , que deux droites qui -se coupent déterminent un plan {Géom, 198); nous dirons en conséquence qu'il est donnée toutes les fois que nous connaîtrons ses communes sections ^yec chacun des plans coordonnés^ puisqu'on aura deux droites par chacvne desquelles il doit passer. Le plan E'GF" est donné par ses communes sections GE' et GF"^ Fig. 5. avec les plans coordonnés BAC et DAB.
' Pour se peindre cette situatioli du plan proposé^ on n*a qu'& se représenter une espèce de toit^ placé obliquement an plancher et au mur d'une chambre. '
Nous ramènerons toutes les autres manières de déterminer un plan à la précédente , après que nous aurons établi nos conrentîons, soit pour les figures, soit pour le langage , afin de mettre le lecteur à portée de se peindre exactement dans leurs positions naturelles , les opérations que nous aurons à exécuter.
8. Gomme il e$t important de bien concevoir ces premières notions , j'inyite fe, lecteur à construire luimême en relief y avec des cartons, les premières figuras; et pour que cela lui soit plus facile, je les ai fait graver .en plein.
Lorsqu'on trouvera deux figures au trait pomr le même sujet, l'une sera en perspective, et l'autre exprimera la construction réelle, telle qu'elle doit être exécutée : dans la première , les lignes ou les parties de lignes marquées par des petits points ronds, seront celles qui sont recouvertes par des plans, et qu'on ne saurait voir qu'en supposant ceux-ci transparens.
. Pour aider encore à concevoir la position respective des parties de la figure, tous les points situés sur le plan horizontal sont désignés par des lettres marquées
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d'un accent; celles qui en^ portent deux appartiennent aux points du plan yeiiical; les lettres italiques oii penchées, sont suil la comn^UDe section de ces deux plans ; enfin les points de l'espaças portent des.ltttres non accentii4es^ ^ . >.; -
J'fKcepte de 4:ettei manière d^accentn^ ks quatre lettres A, B, C,>Dy constamment affectées anx lignes qui déterminent les plan» coordonnés ^^ ne pouvant , par cette raison > causer d!emberras.
Dans la figure de oonsUruction» les données et les ré*sultats sont toujours exprimés par des lignes tirées en plein, et celles qu'il. £ai|it mener pour la solution sont seulement ponctuées;, les lettres y sont d^aillei^rs les mêmes que dans. la figure en perspectiye.
Pour la construction , les deux pUns coordonnés n'en font plus qu'un seul; car on suppose toujours que le plan vertical ait tourné autour de sa commune section avec le plan horizontal, jusqu'à ce qu'il soit arrivé dans le prolongement de ce dernier, ainsi qu'on le Toit, Fig. 6. f]g. 6. Dans ce mouvement, tonte ligne perpendiculaire à l'axe AB de rotation , télte que PP* , décrit un plan perpendiculaire à cet axe (^Géom. i^). H suit de là qu'elle vient s'appliquer dans la commune section de ce plan avec le plan horizontal, et par conséquent qu'elle tombe dans le prolongement de VP qui rencontre l'axe AB à angles droits, au point P.
Cette circonstance mérite d'être remarquée; car il en résulte que les deux projections d'un même point doivent se trouver sur une même ligne perpendiculaire à celle qui sépare, dans la figure , le plan horizontal du plan vertical.
Nous désignerons pour la facilité du langage , lorsque les circonstances ne s'y opposeront pas , sous le nom de plan /lorixontalj celui auquel les points de l'espace sont.
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primitivem^it rapportés, «n sorte que tout plan perpendîculaine h celui-ci , sera un plan yerttcal : les avttes seront appelés en général pians inclinh.
Nos deux, plans cciorcUmnés serooit donc ^ Pan horizontal et l'autre vertical : les projections sur le prettiiar seront appelées projections JtortJBonsùaUs ^ et en effets elles se trouveront dans la situation désignée par le mot horùfonial; mais pour abréger, tious^ appellerotis aussi projections verticales cales qui sei^ent situées daiis le plan vertical , quoiqu'elles ne soient pas toujours dirigées verticalement ; car l'expression verticale emporte avec elle l'idée, d'une droite' perpendiculaire au plan horizontal, et le plus souVent, la projection verticale d'une ligne quelconque sera inclinée par rapport à ce plan : mais alors , il faudra seulement entendre que la projection dont on parle est faite sur le plan vertical.
nu PLAN ET DB I4A T4GNS BROITF..
■ Il
9* Un plan est ^nc donné, ainsi qu'on l'a vu plus haut, toutes les fois qu'on a ses deux communes sections avec chacun des plans coordonnés.
Lorsque le plan proposé sera perpendiculaire au plan horizontal , il est clair que sa commune section avec le plan yertical sera perpendiculaire à la ligne AB {Géom. 210); par conséquent le plan désigné par les lignes M''iV, IŒ\ est perpendiculaire au plan horizon* Fig. 7. lai ABC, puisque sa commune section M^iV^avec le plan vertical est perpendiculaire sur AB.
Le plan M"MMf (*) est perpendiculaire sur le plan
{*) La lettre M étant commane aux deox intersections du plan, pioposd avec les plans coordonnes , il est inutile de la re'pëter : ce plan sera donc désigné par M'il/M", et ainsi des antres.
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Fig. 7' Terticaly parce que sa oommane section ayee le plan liorâontal est perpendiculaire à AB.
I o. Puisque \m plans projetans sont perpendiculaires sur les plans coordonnés auxquels ils sont relatifs , il suit de là qu'un plan perpendiculaire à l'un des plans coordonnés peut être regardé comme le plan projetant de toutes les droites qui s'y trouyent placées; ainsi toute ligne située dans le plan M'MMf^ aura pour projection sur le plan yertical la ligne MM" : par la même raison , le plan N^JVTS', perpendiculaire sur le plan horizontal, serait le plan projetant de toutes les lignes qu'il contiendrait, et qui auraient Nl^' pour projection sur le plan horizontal.
II suit de là qu'une même ligne prise sur un des plans coordonnés, peut être la projection d'une infinité de lignes droites^ mais quand on embrasse les deux projections à la fois, elles ne sauraient convenir qu'à une seule droite. En effet, la ligne dont les projections sont M" M et iNTN', ne peut résulter que de la ^mmune section des deux plans projetans M" MM' et N^N'.
1 1 . Les points P" et P' sont ceux oii la ligne proposée rencontre le plan vertical et le plan horizontal; car le point P^, par exemple, étant sur la commune section ilf M'' de l'un des plans projetans avec le plan vertical, et se trouvant aussi dans la commune section lŒ" de l'autre plan projetant avec le même plan vertical , il est à la foi s dans la ligne proposée qui est la commune section des deux plans projetans, et dans le plan vertical. On raisonnerait de même pour le point P', par rapport au plan horizontal.
De là suit la manière de trouver le point oh. une ligne droite rencontre l'un des plans coordqnnés, quand on connaît ses projections. £n eâet, par le point 31 oh la
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projection verticale MM' reacbptre le plan horizontal , Fig. 7. menons la ligne MM', perpendicnlaîre à AB, elle ira couper la projection horizontale iVN' en un point P' , qui s«ra le pointoà la ligne propoeée renoMitre le plan horieontal : on opérerait de môme pour le plan Tertical.
Quoique tes diTerses. parties de cette opération s'exécutent sur plusieurs plans^ elles peuvent s'effectuer sur un seul de la manière suivante.
On concevra que le plan DAB ait tourné autour de ÂBy jusqu'à ce qu'il soit arrivé dans le prolongement dti planBAG; aucune des lignes qu'il contient n'éprouvera de changement dans cette rotation , et l'on pourra exécuter les opérations qui y sont indiquées, comme s'il était relevé. 11 est facile de s'en convaincre en appliquant à la seconde figure les raisonnemens qui ont été £aits sur la première.
la. Remarque. Il pourrait arriver que les projections f>6- 8. MM" et N^" fussent disposées comme on le voit ici; alors la perpendiculaire NT^", élevée sur la ligne AB, ne saurait rencontrer la projection MM" , dans la partie BAD du plan vertical : cela veut dire que la ligne pro-posée P'P^ passe au-dessous du plan horizontal, et va rencontrer le plan vertical dans un point P'', inférieur à la commune section AB.
En général, dans toutes les constructions, il faut regarder les plans comme indéfinis ; et si l'on conçoit que DAB tourne autour de AB , la partie supérieure de ce plan s'appliquera sur l'espace ABE daiis le plan horizontal, et ]« partie inférieure viendra se coucher sur l'espace BAC : il faudra donc considérer la partie antérieure du plan horizontal, et la partie inférieure du plan vertical comme appliquées l'une sur l'autre, et il en sera de même de la
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Fig* ^« partie posjtérieure du plan horizontal, et de la partie supérieure du plan vertical. Cest alors qu'il est utile de distinguer par un caractère particulier , ainsi que je Pai fait y les points qui appartiennent au plan vertical; de ceux qui se trouvent sur le plan horizontal ; avec ce soîn^ on ne craint point de se méprendre. On voit dans l'exemple que fai mis sous les yeux, que le point P^, quoique dans l'espace BAC {%^ figure) , doit être considéré comme appartenant au plan vertical.
Si la ligne j au lieu d'être donnée par ses deux plans projetans, l'était par deux plans quelconques, on en trouverait les projections de la manière suivante, qui fera toujours connaître l'intersection de deux plans. >
PROBLÈME
i3. Deux plana étant donnés j trouver lea projection^ de la ligne qui est leur intersection.
On remarquera que lorsque les communes sections des plans proposés, avec un même plan coordonné, se rencontrent, le point où cela a lieu est commun aux deux plans proposés, et appartient par conséquent à la droite qu'on cherche.' Fîg. g. Soient donc MfMM" et N'JNTN" les deux plans pro« posés; il est clair que le point P^ est celui oii ces deux plans rencontrent à la fois le plan horizontal ABC : c'est donc un des points de la droite cherchée. Le point Q" appartient évidemment à la commune section des deux plans proposés avec le plan vertical; et par conséquent ce sera encore un de ceux de la ligne cherchée : la question est donc réduite k mener une ligne par deux points-, et il est évident que chacune des projections de cette droite doit passer par les projections que les points donnés ont sur le plai^oii elle se trouve. Mais le point P', situé dans le plan horizontal, n'a d'autre projectioii
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qae Ini^mAme ; quant à la projection sur le plan horîzoïr* ^^* 9* tal du point Q'' qui est dans le plan Tertical^ elle se trouTera an point Q déterminé par la perpendiculaire Q' Q abaissée sur AB : menant donc par les points P' et Q une droite, ce sera la projection horizontale de la ligne cherchée.
Si nous rapportons maintenant le point P', sur le plan Tertieal; par la ligne V'P perpendiculaire à ce plan, nous aurons les deux points JP et Q" par lesquels doit passer la projection rerticale de la droite cherchée.
i4* Remarques. Si les intersections NTS' et MMf Fig. lo. des plans proposés ayec un des plans coordonnés, l'horizontal, par exemple, étaient parallèles entre elles, alors les deux plans se couperaient dans une ligne parallèle au plan horizontal , et dont on connaitrait un point, savoir, le point P'. Il est évident que cette ligne serait de plus parallèle à l'une et à l'autre des communes sections -ATN' , MM! , des plans proposés avec le plan horizontal; car si le contraire avait lieu, les deux premiers se rencontreraient dans un même point du troisième, et par conséquent leurs communes sections avec celui-ci ne seraient pas parallèles.
La question est alors ramenée à trouver les projections d'une ligne droite qui passe par un point donné, et qui est parallèle à une autre ligne connue j et nous la résoudrons bientôt.
Il peut arriver encore que les communes sections des Fig. 1 1 . plans proposés ne se rencontrent ni sur l'un des plans coordonnés, ni sur l'autre ; et ce cas se présentera toutes les fois que les plans proposés auront leur intersection / PP parallèle à la ligne AB. Pour trouver alors Tintersection des plaiis proposés , il faudra les rapporter à un troisième, que pour plus de facilité on supposera
l4 OOlfPLiMBMT
FIg. II. perpemliciilàîre aux. deux premiers plans coordonué». Nous ne nooB arrêterons pas h traiter ce cas en particnUer f .parce qu'étant unique , ou peut Fériter dans les ptemières.Qpérations'y et il sera fa^e dij avoir égard Icursqu'on sera âimiliarnsé areeles constructions qui yont suivre.
iS. Enfin il est aisé de voir qu*é les plans proposés geroni parallèles ehire euXj lorsque leurs communes sections avec chacun des plans coordonnés seivnt pa-rallèUs entre elles j sans Vêtre néanmoins à la commune section de ces plans ( Géortu 217 )•
PROBLÈME
16. Trotàfwr les projectionê de la ligne qui p€use par deux points donnés.
rfous at^ons, dans le problème précédent, fait passei:' une ligne par deux points y l'un situé danar le plan ho-^ rizontàly et Patitre dans le plan Tértical; mais si les deux points proposés étaient situés d'une maiifëre quel-* cdtique dans Fespaee , la construction ne serait pas dif-- Fig. 13. férente. Pour avoir les projections de la droite qui passe par ces deux points, il suffirait de mener dansr le plan vertical, une ligne par les deux projections verticales de têà pointa; ce serait la projection rét^ ticale dé la ligne demandée : une opération semblable^ sur le plan horizontal donnerait la projection hofi-^ zontale.
. M% If' sont les projections horizontales des points M > N , pris sur la droite proposée ; et M'V^'^ sànl leurà projections verticales* Si l'on Oonçoitqiie le plan proje^ tant MI9NW, qui renferme la ligne proposée , tourné autout de sa commune section M'N' avec le plan horizontal I et vienne se coucher suf ce dernier, les lignes
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MtA, m^y MNy ne cfaangeroAt point de gràndenir, Fig. 13. et fconsenreront la même sittaiitiôn par rappoti; à M'IT. n suit de là qae l'dn pent trouver la di^ance réelle des deux p6ints proposés, en élerant sur la projection h6<» rîzontaie M'N' , les perpendiculaires M'M , N'N égales à MMT et à ira".
On voit ici l'origine d'une méthode qui est toujours employée pour obtenir les dimensions réelles des parr ties de l'étendue , et qui consiste à rapporter ces parties sur le plan où elles se trouvent naturellement > ou sur un autre parallèle à celui- là.
17. i*' Corollaire, Ce qui précède nous fournira uUe manière de désigner une droite dans l'espace , qui peut être fort utile dans beaucoup de circonstances : c'est de concevoir le plan vertical passant par la droite , et de le faire tourner autour de la projection de cette droite sur le plan horizontal , pour le coucher sur celui-ci ; car on voit que tous les points de la ligne MN sont situés , relativement à ceux de sa projection horizontale' M'N^, comme ils le sont dans l'espacé.
Si l'on voulait avoir l'angle que cette droite forme avec sa projection horizontale, it suffirait de prolonger M^' et MN jusqu'à leur rencontre mutuelle, ou de mener , par un point quelconque de M^M^ une parallèle
àMN.
18. 2^ Corollaire» Nous tirerons encore de là la manière de trouver la position d'un point situé sur une ligne droite donnée dans l'espace , lorsqu'on connaît h pro« jection de ce point sur l'un des plans coordonnés , Tbo*rizontal, par exemple, et les projections de la droite. Soit N' Id projectioti horizontale du point demandé; on abaissera N'iV perpendiculairement sur AB, et élevant ÎŒ" aussi à angle droit sur cette ligne , lé
i6 compiJwiit'
Fi|^ i^ point N' fera la projection verticale da point eherdhé, et NS' en aeva la hauteur aur-deMoa du plan BAC. Dans la oooatraotioa véelle, il suffira de prolonger n^iV juaqu'à la r a n a o # t >a dt pla protection verticale M'M' de la droite proposée. .
19. JRemarque. Lorsque sur le même plan coordonné^ les projections de deox lignes se coupent, il n'en font pas condure que les lignes elles-mêmes se coupent aussi ; car il n'en est pas de Pespace comme d'un plan : dans ce dernier cas , deux lignes qui ne sont pas parallèles se rencontrent toujours; mais dans l'espace elles peuvent se croiser dans leurs directions sans se couper , passant, par esemple,. l'une au-dessous de l'autre, ou l'une à côté de Fautre. .''
Pour détenniner i^il y a intersection ou non , il fkut voir si le point de rencontre des projections Horizon—' Fig. i3 taies, et cdui des projections verticales de chacune des ^ '^* droites, peuvent appartenir à un même ]x>int de l'espace ^ c'est-à-dire si ces deux points sont dans une même ligne perpendiculaire à AB (8) ; c'est ce qui. n'a pas Heu pour les points P* et Q' de la fig. i3 , mais pour P^ et P'^ de la fig. 14. Il suit donc de là que les deux lignes représentées dans le second exemple se trouvent sur un même plan, et qu'il n'en est pas de même du premier exemple.
THÉORÈME
20. Lorsque deux ligneà sont parallèles dans l*es^ pacej leurs projections sur un même plan sont parallèles entre elles»-
Fig. i5. £^ effet, les deux ligne» NM' et QP' étant parallèles par hypothèse, et les deux droites NN' et (^^^ l'étant aussi comme perpendiculaires au plan coordonné AB , les pbMki proyetans M'UN^ et V()(i' seront né-
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cessairement parallèles entre eux (Géo¥n.2iS), et cou- Kjg. laperont par conséquent le plan AB, suivant deux droites M^' et FQ^, parallèles entre éllea. Il est visible que ces droites seront les projections des proposées M^N et P'Q.
Réciproquement 9 lorsque les projections de deux droites sont parallèles sur chacun des deux plans coordonnés, ces deux droites sont^rallèles dans l'espace; car les plans projetans , perpendiculaires au même pjan coordonnéi passant par des projections parallèles sur ce plan, seront nécessairement parallèles entre eux: les plans projetans relatifs à Fun des plans coordonnés couperont donc les plans projetans relatif à l'autre, suivant quatre droites d'abord parallèles deux à deux , comme intersections de deux plans parallèles avec un même plan {Géom, 2i5) , et dont ensuite chacune sera parallèle a deux autres placées dans des plans contigus. Il suit de là que ces droites, parmi lesquelles se trouvent les proposées , seront toutes parallèles entre elles.
2 1 . Bemarques. Il est à propos . d'observer que le parallélisme de deux droites proposées ne saurait avoir lieu , à moins que leurs projections ne soient parallèles dans chaque plan coordonné; car elles pourraient Tétrc sur l'un d'eux seulement , et cela ne prouverait autre chose, sinon que chacune des droites est parallèle au plan projetant de l'autre.
Lorsque deux droites ne sont pas dans un même plan , on ne peut mener par l'une d'elles qu'un seul plan parallèle à l'autre-, et pour le déterminer, il n'y a qu'à imaginer, par un point quelconque de la première , une ligne parallèle à la seconde ; le plan qui passera par cette nouvelle ligue et la première sera celui qu'on cherche {Gèom, ai 8).
Enfin , pour que deux lignes dans l'espace soient pa-
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ralièles entre elles, il faut que chacune d'elles soit parallèle à deux planis qui ne le soient pas entre eux ; et alors une de ces lignes est parallèle à tons leç plans • qu'on peut mener par Paiitrei
PROBLÈME
aa« Mener ^ pcvr un point donné j wiê ligne paraUèie à une Hgnedohnéê,
Il faut y par les projections du point proposé , mener dans chaque plan iooordonné, une ligna parallèle à la phyjection it la droite donnée sûr ôe plan ; on aura aiiisi les projections dé la droite demandée. Fig. i6. P' ef P*' sont les ^projections du point donné; STM' N'^M' celles de la droite donnée: ainsi L'H', L*H' seront celles de la droite cherchée.
PROBLÈME
23. TVouper les projections d*unpoint lorsque Pon connaît trois plans j sur chacun desquels il est situé.
Nous ayons yu qu'un point était donné lorsqu'ou arait sa projection sur le plan horizontal et sur 3e plan vertical i mais un point est aussi donné quand on a trois plans qui le contiennent. Alors , pour en trouTer les projections , on cherche d'abord celles de la commune section de deux quelconques deâ plans proposés ; cette ligne étant coupée par le troisième plan, donnera, dans son intersection, le point demandé.
On parviendra au même résultat , en cherchant Pm* ' tersectîou de l'un des deux premiers plans avec le troisième ; on aura par là une seconde droite qnî sera daAs' le même plan que la première ; il sera facile de trouVer le point de rencontre d&.CQS deux lignes , par ce qui a été dit plus haut (i3). •/
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, IÏ0U9 n'entrerons pas dans le détail de ces diverses on&ratipnsi qui n'ancont point de difficulté, si on les exécute successiTement . comma il a été dit pour cha- . cune d'elles. On peut rendre le travail plus facile y en traçant au crayon toutes les lignes de construction , et ne mettant à î'çncre que les résultats : quand chaque opération partielle est finie , on efface les lignes qm s'y rapportent, et la figure alors n'est pasi compliquée.
' a4« R^Jnarquês, La inaniëi:e la plus simple de faire connaître un point en employant trois plans ^ est de les supposer perpendiculaires entre eux ; et cela revient à donner les distances- du point proposé à trois autres plans parallèles à ceux-ci.
£n. effet, si l'on conçoit trois plana BAC , BAD et Fi<r. in. DÂG, perpendiculaires entre eux , et qu'on sache qu'un point M de l'espace est plàéé à une distance MM' du premier , MM" du second , et MM" du troisième , il siiit de la propriété qu'ont deux plans parallèles d^étre également éloignés Fun de l'autre dans tons leurs points, quç si , aux distances données, 'on mène les plans M^MM", MTVIM', M'MM', respectivement parallèles à chacun des plans BAC, BAD et DAG, le point proposé se trouveira dans leur rencontre mutuelle.
lies plans M"TVÎM% M^MM', M^MM' formant, Avec les plans coordonnés BAC, JBAD, DAG, un parallé* lépïpède rectangle. Si l'on. mène la diagonale AM' dans la &ce horizontale , on aura , comme on sait ,
mais à cause des parallèles , MW est égale à MM'', et AJd l'est à MM" : par conséquent
ÂM'WMSP+Mftp!
La diagonale intérieure AM , menée du point de
Fig. 17. rencontre des. trois planftcoordonaés^ au point proposé, est évidemment rhy;poténuse d'un triangle rectangle AM^M , et par conséquent .
"ÂmWaM' + MM*;
mettant au lieu de AM'^ sa valeur j trouvée plus haut ^ il en résultera
-f-a fl
AM=M]Vr+MM'' + MM*:
ce qui fait voir que le quarrê de la distance d'un point quelconque de t'espace à celui où les trois plans coor" donnés se rencontrentj est égal à la somme des quarrés des distances du point proposé à chacun de ces plans.
Trois plans qui se coupeut forment huit angles triëdres, dans chacun desquels on peut trouver un point semblablement placé; mais en désignant de quel côté de ces plans tombent les distances données , on particularise l'angle triëdre que l'on considère.
Lorsc{u!un point est donné par une ligne et un plan^ cela revient au même que s'il était donné par trois plans ; car U faut employer au lieu de la ligne donnée ses deux plans projetans.
PROBLÈME
a5. Tromper l^ intersection d'un plan et d'une ligne droite.
On cherchera l'intersection de l'un des plans projetans de la droite donnée avec le plan proposé ; la ligne qui en résultera, se trouvant à la fois sur l'un et sur l'autre de ces plans , rencontrera la ligne donnée dans le point où celle-ci coupe le plan proposé.
Fig. x8. Toutes ces opérations peuvent s'exécuter successivement par ce qui a été dit, n** i3 : N"OM' représente le plan doniié; Q(^" et N'M! sont les projections de la
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droite dont on cherche là rencontre avec ce plan : par Fig. 18. conséquent N**NM.' est Punde deà ^ian» projetans^ celui
((ai est perpendiculaire au |ilati''liotSEOiltaii; ^' ®^ ^^ sont deux points de la comtdtine section de ce plan avec le plan donné iN^M est donc la projection de l'intersection de ces plans , sur le plan vertical , et P'' la projection , sur le même plafn , ^à pdint "ée rencontre de la ligne qu'on vient de déterminer et delà ligne proposée, ou, ce qui revieot au mjëiçiey de l'intersection du. plan dpnné avec cette dernière.
Si l'on mène P"P' perpendiculairement a AB, elle déterminera, sur NMfy le point P', projection horizontale du point demandé. .
' PROBLÈME
26. Connaissant' les comn^unes sectioîîs d'un plan avec chacun^ des plans coordonnés, construire ce plan, c^est'à'dire trouver j pour chaque point du plan hori" zontalj la hauteur de celui qui lui correspond dans le plan incliné»
Soit G'GN'' le plan proposé, et M' là projection ho- Fig. 19. rizontale du point cherché*, si,'piir cette projection, on mène JVTiV parallèle à la commune section Q/G du plan proposé et du plan horizontal , et que > sur cette parallèle, on conçoive un plan vertical M'NN'y il rencontrera G'GN", dans une droite MN" parallèle aux droites G' G, M'N {Géàm.j 2o3, 2o4), et'jpar consé^ quent aussi au plan horizontal. Tons ses points seront ' donc à la même hauteur au-dessus de ce plan ; et il suffira de trouver le point 1^'' où elle rencontre le plan coordonné DAB ; ce qui se fera en élevant sur AB , la perpendiculaire A^N" : ce sera la hauteur de tous les points de MN" au-dessus du plan BAC.
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Fig. ig. Si l'on mène N'M'' pftvallUoai AB , et M'M' fNsrpepdiculatre à celte lîgAe, kr|Kiiiit M" sera la iNrojeclion yerticale du point cbérclié^ /
27. Pour ayoir ^'.^1^^, que le plan incliné G' GS" fait aTec l'horizontal iBÀ.G, qf^ imaginera | du point M^dans le plan boridtpntal Qt^du point M qui lui correspond dans le plaxi inctin^i.çlea pfvpendiculaires abaissées sur leur coai9)ui^e section </Q,^*, files formenmt le triangle rectangle M'G'M , dans lequel on connaîtra G'^M' et M'M , et que Toa, pourra p^r conséquent construire : r^ngle M'G'M sera Tanglo dlicirclié. ,
a8. Remarques. Connaissant Fangle M'G'M et la commune section G'^G du plan proposé avec le plan BAC y on pourrait encore construire ainsi le premier : par le point M', pris à volonté sur le plan horizontal ^ on mènerait iVM' parallèle a GG'^ et abaissant la per« pendiculaire M'G', sur GG', 6n ferait l'angle MG'M' égal à Tanglé donné; pai- cette opération^ la hauteur MM' du point M^ au-dessus du plan horizontal, serait déterminée.
2g. Cette manière de donner le plan x^'est pas difiPé» rente de la précédente ; car alors le plan horizontal veste kmémci et lé plan vertical se trouve perpendicnlaire à Ia> commune section du plan horizontal avec le plan incliné : On {ùrend donc, au lieu du plan de pro^ jection BAD , le plan M&M'.
MG' est la distance du point M à la commune section du plan G'GN'' avec le plan horizontal ; et comme elle est prise perpendiculairement à GG', il s*ensuit qu'en faisant tourner le plan proposé autour de cette dernière, pour le rabattre sur le plan horizontal, la droite G^M viendra se coucher sur G'M' (8) : le point M toin-
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bôm aloM ea m. En opàranb 4^. môinc suj; plusieurs Fig. 19. point! ^ m trouverait leur» pôritîw^ re»pectite^ ^aps le plan G'GN" qui les contient, teuy^ .. ■• »
3o. Si , connaissant l'angle MG'M' et la commune section G' C du plan G'GN^'^eeïè j^an liomontal, on voulait' trouver celle du jirfeimîèr aVtec le plan vertical > on y parviendrait ' en mehatit i^àriln poitit quelconque W de làiîgne M'G' perpéhffidtilaïrekG'G; une parallèle à cette dernière; el par lé pbînt iVWi elle rencontre^ rait le plan vertical , on élèvct-aît im" perpendtcrfaire sur AB et égaleà M'M-, par le point «"ainsi trotivé et le point G , on mènerait GN*, qui serait la commune section cherchée ("). . , '
PRQBLÊME. ,
1^1^' Mener^ far un poitit donnée un plan parallèle à un plan donné.
D'après ce qui a été dit, n° iS^ les communes sectiops du plan cherché i^vec, les plans coordonnés doivent être parallèles à celles de ces derniers avec le plan donné : il ne s'agit donc que d'en trouver un point pour pouvoir les mener. Or, si l'on conçoit, par le point proposé , une droite parallèle à la commune section du plan cherché avec le plan horieontal , elle sera tout entière dans le plan cherché , et elle rencontrera le plan vertical dans un point qin sera placé sur la commune section de l'un et de Fautre de ces plans.
('*') 11 est aisé d^eraplpyer cette construction à la recherche de ris • tersection de deux plans qui se coupent dans une ligne parallèle à AB (t;oy. n«» 14 ), car elle otfre le mttytn de traw^ftorter les données sur un plan vertical autre que celui quVn avait choisi d'abord pour l\nD des» plans coordonnés^
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Fîg. 30. Pour &ii*Q. 4vB^Ucatip;i,,4e Ofi qui précède» soit M^MM" le pl^n4wfiP.» P'.e.t P*' les projections du point donné ; on p^ive;:^. P'^ {pajTiatlële à M'Jf; élevant ensïute HE" p^UèJ^,^t ég^le k.Pf\ le point F sera le point de renc9^J,f ç ^H pU^^ T^icVical et de la ligne menée \ par le point donné , parallèlement à M'Jf : il appartiendra donc à la commune action du plan cherché ayec le plai» yertîoaliDABv.et ]ï"vM passant par le point £' et parallèle à M^My sera cette commune section (26).
Par le point. iVl^on .ipèBera.i>rN' parallèle à MM' ; ce sera la cQivvnuiiQx/Bection du plan cherché avec le plan borîso^t^L.
THÉORÈME
32. Une ligne et' un plan sont réciproquement perpendiculaires , lorsque les projections de cette ligne sur le plan horizontal et sur le plan vertical sont respec^ tipement perpendiculaires aux intersections du plan proposé Qpec ces mêmes plan^,
•Ea effet ^ la ligne proposée et sa projection sont dans un même pian qui est perpendiculaire à la fois à celui sur lequel on projçlte et au plan proposé ; donc réciproquement le plan proposé ejt le plan sur lequel on projette sont perpendiculaires au premier ; leur commune i^ction lui sei*4 donc pf^rpendiculaire , ainsi qu'à toutes les^ iigp^i^f qiû pas^n^t p^ son pied , et la projec« lion est \ine de cqs lignes. , ,.
Fig. ai. Ainsi la ligne L'H /étant per.pendiculaire au plan incliné M']V{M% tout plan p^a^nt par cette droite sera perpendiculaire. à. celui-ci; Jie plan projetant VB^t remplira doue c^tte q>i|ditiQi\.j mais, par sa définition, il est perpendiculaire avi plan j^orizontal BAC : donc ce dernier et le plan iiicliné luvserpnt tous les deux perpendiculaires. ljeur,jQ9]i(i,a;iiVie seplion M'M jouira au$si do
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céMé propriété, et elle titeAéirk 'à''à'*jgW droîfe sur Fig. tatffeé^les Itgiiés menées par sôb piéf<f'daiiié'Ié' plan dont oh vient de parler: elle iè^tf'doiic ]|iek*béh^)3!culaire à LT*r, projection Horizontale flè là 'drôWîilH. On raisotinerâît de même pour la jï'rdjffètibii ièHlIcfeile.
33* Mener j par unpwUMnrÙ^mnê^ti^iéperpendi' culairê à un plan donnée -* ' f/ <
Il fauttnener,de chacune ddsprc^tions^ ce point, Fig. 11. des perpendiculaires sur les eoi]tlmuné9 scfetions du plan proposé a?ec les plans coordonnés; et ceaperpendiculaires seront les projections de la ligne cherchée.
1J et L'' étant les projections du point donné , UIÊ! et L'E^ perpendiculaires, l'une^à M'ilf , iVutre a WM, seront les projections de la ligne chercliée; qui passe par le point donné, et est perpendiculaire au plan M^iRf M^.
PROBLÈME
34. Mener, par un point donné ji un plan perpendi^ culaire à' une droite donnée.
D^aprës'ce qui précède, les communes sections du plan cherché, avec chacun des plans cckirdonnés , doivent être perpendiculaires ^lir 1^ 'ptoje<ïtions de la droite donnée : si donc ?ôn; eonçbit un ^Iftm dont les communes sections satisfassent à îcette'oondition , il ne s'agira plus que d'en mener un aiitre oui lui soit parallèle*, et qui passe par le point dbnné. ' ^
Pour effectuer cette cbtistniction , on mènera per- Fig. a3. pendiculairemënt à ^M' et par P', profections de la ligne et du point donnés', la dwité FÇ iqulsera parallèle à fa commune section du plan' cherché avec le plan horizodtal. Si on la regarde comme là' protection sur le plan horizontal d'une ligne qui lui soit parallèle , et qui
26 OOMPUbCBHT
Fig. 33. pasie^pér le ^pùintdaaaé, on conttraîra, comtoe onl'a fait (3i), k réHoontre Q* de œtte demikre «Tac le platt Terlio«l:; etvitoaiit |Mur ce points Q'Jtf' perpeiidioalaire à fiH% <^ «erà k .oommiiiie section du plui dbercliéy areo le pba yertic^l : la ligne AfM^ perpendiculaire k FMf sera sa . commune section ayec le plan horizontal.
Je'ne'n/ai^tèrfti pftftà déterminef» le poinl oh la perpendîcidàfreneiiconCre le plan donné j otteelâ r<e- TÎent à trouver Tintersection d'une ligne et ^nn phta , problème résolu n® aS': ^connaissant ce point , ainsi que celui par lequel a été menée la perpendiculaire , on en trouvera làl'ohgueur par' ce qui a été dit n^ i6.
35. Memarque» Les deux probtëmes précédons peuvent être posé« et ré^Jus d'une manière plus simple , qu'il ^st bpn de connaître*
Dans le premier |OJi il s'agit de mener par un point proposé une ligne perpendiculaire à un plan , ce plan pect éti^e demie par son indiinaison sur le plan horioontal et par la ligne suivant laquelle il le rencontre»
Fig. 34. Ainsi L étant la projection siûr le plan liorizoiital> du point p&r lequel on vent mener une ligne perpendioii^ laire au phn M-MW , il faudra tirer <le ce point «ne perpendiculaire LM à la droite M'ilf ; ce sera la projection horizontale de la ligne cherchée^ qui doit se trouva elle-même dans le plan vertîcaj élevé sur cette projection. En le prenant pouf upi des plans coordonnés, on y construira le point L' placé à une hauteur LL" audessos de saprojection ^ égale à celle qu'on connaît; et menant L^O" perpendiculaire à M" M, ce sera la ligne demandée , et en même temps la plus courte distance du point donné L'' au plan ^'SïW. Suppos^ntf qu'une ligne soitdpnnée par aa projection
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hdrifontdb LM ^ et jMur sairitoatiioii wspcctifeiaeiit à Fig. 3J. catteifMrojeetkiD , dam le |>kn>TeDtiind«ïDAB> et qu'on ▼miU^loî^méner im pl«]itpee{ieiidkiil«i»d, ^ar tm point donné; P' étant la projectiom de ee poinftf sur le plan horizontal i on construira sa projeedbioa verticale Vf et mei^int P^O'' perpendiculaire*4ur ÎÊL''^ dà aura la œmrmune section du plan demandé arec le plan T^tical ; on élèvera ensuite Mtl^ .perpei)diQuUtre à E^, ce sera là coimmune section do o^màwM pla««?ec ]^ ^lan horizontal. ... • » . •
PROBLiËME.
Fairepcuiier un plan par trois pointa donnés
Il faut joindre les trois points par deux lignes droites^ chercher les rencontres dé chscthie d'elles ayec l'un des plàiis eûotdonné^/FhoriAbhtàl;^ {^av exemple ; les deux poipts qu'on trouvera de cette manît^e détermineront la commune 'section du plan proposé avec le plan horizontal. Il ne Testera plus qu'une conditièb à remplir , <^est d'assujettir ce plan à passer par l'un quelconque des poinU donnés y. ainsi qu'on l'a fait nf 3l.
. MT, M', F aont, ^ur le plan horisoi^taly les projec- Fig. a5. tiens des trois points donnés ; M', H^^ F' leurs projections sur ie plan vertical; ainsi les lignes qui joignent ces trois points dans Fespaœ^et 4|ui déleratinent le plan
M*P* H ^^ '®® points ET,
F^^sént leurs rencontres avec le plan horizontal , trouvées par le procédé du n** 1 1 : par' conséquent E'F' est / la commune section du {flan cherché avec le plan horizontal.
Pour trbnvér la commune section HQ^.du plan cher-
CaMPJUfauBIIT
Fig. a5. ché et du p^ai>, vertical, 4>n a prolongé E'F' jusqu'en H^ et Ton a dél^^rwoé le point G" , conformément au n^ 3 1 ^ en menant M' G parallèle à E'F, GG" perpendiculaire à AB et égale à il/M".
37. Oii peut construire le même problème, en imaginant que, par Tun des points donnés et chacun des deux autres, oè ait tnéné déût' plans verticaux , et qu*on les ait ensuite rabattue éur'le'^Tau horizontal, en les faisant tourner autouv de& lignes qui joignent les projection^ horizontales des points par lesquels ils passent ( 1 7).
Fig. aô. On prolot^gera les lignes MN etMP jusqu'à ce qu'elles rencontrent leurs projections sur le plan horizontal, ce qui donnera les points E' et F' de la commune section du plan cherché avec celui -cil
On Toit , par ce qui a été dît n® 27 , qu'en menant G'M' perpendiculaire sur F'E', et construisant le triangle rectangle G'M'M*, dans lequel M^M' est égale à M^M, l'angle M'GTtf' mesurera l'inclinaison du plan cherché, sur le phm horiitontaL
38. Corollaire, Il n'est pas moins clair que F'M et E'M sonlj.les distances da point M de l'espace à chacun des points J^. et. E', oà ces droites rencontrent Iç platt horizontal :,on, cionnait donc les trois côtés du triangle formé parole poiot M et ces derniers, et on le oonstrioirao en le, siipposant «rabattu sur Je plan horizontal, après avoir tourné autour de F'E';..il est représenté dans la , ligure , en F'mE'.
On aura donc aussi l'angle F'mE', formé par les^ deux lignes E'M et F'M, lorsq^'elles se trouvent dans
leur situaf jof^ icéell^ . ^
Il est à prqpps de remarquer qu'en pliant le plan de < la figure, suivant l^s lignes E'W, FM' et E'F', les triangles E'W M,. rM'M et Ç'jjaE' «8 réuniront tous par un
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de leurs angles, au point M ; ils formeront alors un té- Fig. 516. traèdre dont cette figure office le déte}of>)>Mïent.
PROBLÈME.' ,
39. Deux plans étant donnés^ troupêr i^angiê qu*ils font entre eux.
On sait que l'angle de deux plans jse mesure par celui de deux perpendiculaires n^enées dans chacun de ces plans y à un même point de leur commune section.
11 ne s'agit donc que de cqnstruire ces lignes \ or elles déterminent un plan perpenidiculaire à l'intersection des plans proposés : il suit de là qu'après avoir trouvé les projections de cette intersection » comme on l'a vu n® 1 3 , il faudra , par un point pris arbitrairement sur cette ligne , lui mener un plaQ perpendiculaire dont on construira les communes sections avec chacun des plans proposés. Ces deux dernières droites se coupant au point par lequel on a mené le plan peirp^iadicnlaire , il sera facile d'en trouver l'angle, par ce qui a été dit au n° précédent, et cet angle mesurera l'inclinaison des plans donnés.
Tel est le procédé générât -qu'on '"peut suivre pour résorodre là question proposée; il ne dèpeiid que des problèmes déjà résolus : cepénfdaut oti peut diminuer le nombi« des lignes qui entrent daiis la construction , en choisissant convenablement le point par lequel on mènera le plan pcrpcndiculaii'e.
Voici le détail d'une construction qui m'a été communiquée par Monge , et qui est une des plus simples qu'on puisse trouver pour^cé cas.
Supposons que les deux plans donnes soient H'J?F*, Fig. ^7. H'GF^, et que la projection de' leui^ commune section sur le plan horizontal soit là iigne JVF-^ je construis dans le plan vertical passant par cetjfè droite, l'inter-
3o 'COMPLÉMENT '
Fig. 117. section des deux plans dbtiiiés , en élevant FF pcrpendiculairemeart sur Fli' et\^le à FF* ; ensaîte pai* un point Mfy pris k Tolonté sur FIEL' , j'élète un plan perpendiculaire à la ligne FH^ (35) : je trouVe ainsi la droite PM' qui est la coiÉimime'aection de oe plan 4t du plan Tertical FFBf. Mais si l'on fait tourner lepi^tasier lUitour de sacMumans aectmi VW areo I0 jHêM kÀrîao^tal, la ligne fM'.'élaot «perpendicakitre sur MfS^, Tiendra toniier iiéeeasairtteént sur H'M' (9)v et le point P ^ trouvera en P' ; le triangle formé par hê trois poînts Uf P, ^\ ne idian^a dans aucune de ses dfmensions, par ce mbav^mént : il sera donc exalsteoiédt représenté par LT'N'^ et Vatngle en F sera celui des dçur plans donnés. •■''''■
PROBLÈME
4ow Unuplém étafié donné j ainsi qu^une'Ugné droite située- dimé Cf pian ^ mmterpar cette droite im second plan fui:Jaeee' 4wee le premier un angle donnée >
On eonstftiira «pi.plàa perpendiculaire à la lignedon* née y et passant par un point pris à Tolonté sur eette ligne ; on en oh«rcfaera l'intersection àTecle plan dMné^ et il faudra -mener dans>le'plan perpendiculaire mie droite qui fasse > a^teo^cAte intersection^ l'angle donné.
U est facile de rettarneci la solution du problème précédent y pour f^pj^t^er à eelui qui nous occupe maintenant. < '
En efiet, les^ données sont alors ^ i*. le plan "BfJEF", 2®. le plan Tertical WBfF- qiii sef trouve ral)attu sur le plan horiaontal. On censtiniira* UN' et le point P', comme" dan» Ici problkiae précédent, et l'on fera sur W l'angle L'P'N' égal 4 l'angle donné ; par le p^iht' N' ainsi déterminé^ m mènera H^G, ensuite on ttrera G¥" , et l'on aura le plan cherché H'GF".
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PROBLÈME
4i» Connaissant l^ angle que deux lignes Jbnt entre eUes^ ft Celui que chacune fait apec uns veriiçah menée par leur pojLn^ de renaontfè > trouifer. la pntfeetion du premier angU sur le pian horitantoL
Oa peut omùdérer U poûaidef reiùxiottfe. des dxcntes ■ proposées atec la ¥ertimhf comme k sommet d'une pyramide triangulaire dans laqfuelle bn'.connait lès trois angles que sèa lorëtesfontdevx à. deux ;• cette pyramide a d'ailleurs pour base un plan perpendicidaire àVune de ses arêtes y puisqu'die repose sur le plan horizontal: avec ces données , on peut la dérclopper. . .
En effet, si l'on copçoit que la face DAG' tourne au* Fig. stS. tour de ÂD , pour yenir s'appliquer dans le prolonge* ment dé la face DAJS, il çst aisé de voir que dans ce mouvement le point G'^ né sortira pas du plan horizontal, puisque AD est une verticale, et que par conséquent AG' lui est perpendiculaire : DG sera donc de la même grandeur que DG' ; et dans le triangle rectangle DA6 on connaîtra Fangle ADG, qui est celui que Furie des lignes proposées fait avec la verticale AD, et dont la mesure est donnée. Ohdéterminera par con« séquent les deux côtés AG et DGr; et l'on opérera de même sur le triangle DAJEJ. Ensuite, lorsque A G et DG, ÈlM et DJE seront connu9,<m construira le triangle DEG", dans lequel l'angle i^DG' est égal à celui que les droites proposées font entre elles, et le côté DG' est la même chose que DG. Ayant obtenu la Candeur de ^G*, on voit qu'en faisant tourner le triangle i^DG" autour de DJ&, et le triangle ADG autour de AD, les .points G et G'' doivent se réunir k l'angle G' de la pyramide : on aura donc la base de cette pyramide en décrivant le triangle AG'£ sur les trois cAtés AjE*, AG,etJE:G\
Fig. 98. L'angle £A/Cf' sera ia'pi:i)ection demandée de l'angle
Si l'iiA' des an|Jlee-eoin|MrÎ9 entre la yerticale et les Fig.a8^ lignei pityposées^'éfaît «droit, ADG, par eiemple, la ligne DG- ne reDaontranfcf plus AG^ la construction ei^ degana né« peamîftii^effisotver ^ mais il est aiié-de voir qn'oa j • anpplidQraitr.' ta prenant DG a volonté , abaissant GG' perpendienhirement snr AG' ; car on obtîên* drait E6', en<oDntnifsan€ le triangle GG'£, rectangM en G^ dani leifnal .GG'- est donné, et G£ résulte da triangle EDG ) éAm^ se forme comme le triangle EDG'' de laiJigiÉmTeIati?e au premier cas (*).
'••"''' PROBLÈME
42. Deux lignes droites étant données sur un plan^ par leur point de rencontre^ en mener une troisième qu^ fasse j apec clifia^ne d^ elles ^ un angle donné. Fig. 39. Les trois lignes ^ue nous considérons forment un «^
tr jëdre , lorsqp'on If^s lie p^r. les plans qui les contiennent deux & âeu^ ^. et çp neqt )ë développer en faisant tour-; ner deux de se^^faôes msqu'à ce qu'elles tombent sur IcjS prolongement de ta troisiëme.
Soî|Bnt F^'^ E'AH', H'Af les trois angles donnés ; si Ton prpi)4 f^V Jes. côtés AF et Af, des points F et Jf également iloign^. du son^^^t A > il est aisé de voir que ces deux pointa doivent se confondre, lorsque les plans sont réunis dans leur position naturelle ; mais il n'est paa moins évident (8} q«ie W^ perpendiculaires FF et £/*, abaissépa sur les droites A'E'^t' AIT, autour desquelles se fait Je'dén^^Oppementy'd'éeriront des plans perpen»* dicnlaireskHcefriigiies, et qM ces derniers rencontreront ,
{*) Ce problème a son application en Trigonométrie , pour réduire an plan horizontal ,.Ies angles observés siir des plans inclinés; il peut aossi te lé ton dwfc fêt It ^Fiiffoniiniétrie ^phérique. {Tri^, n^ 6a.)
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lepUuBlioriionUlfiiivKntEPeirFtlefP«iiitP«|if>ar^ 99. tiendra par conséquent à la oommona section des plans que Boas oonsidérona, et qui sera la^perllcak élerée par ce point. Cest sur cette ligne q«e doivent ae trou- Ter réunis les points F et f : la droite AF' est done la protection horiaontale de têtèt» supénear«. de l'angle trièdre^kiraque cette arite est dans «a^poëtion natu* relie» Le point A étant celui eà elle *enoontre le plan boriaontal , il snffit, pour la déterminer entièrement, d^ parvenir à connaître la hauteur d'un autre de aes points*, maia nous observerons qi%lM points F et f qui lui ap« partiennent , décrivent ohaouMua cerole dans le développement, et que ces oerclea.swt aitués dans les plans engendrés par FF et ïf. Si donc l'on construit l'un de ces cercles , en supposant son plan rabattu sur le plan horizontal , il détermina*a fat hauteur du point de l'espace où se fait la réunion des points F et f.
En conséquence, sur FF, comme rayon, on a décrit le demi-cerclé FF*, et la perpendicul'aire FF*, qui n'est autre chose que la commuiie section des plans verticaux élevés sur FF et/F, donne la hauteur du point cherché au-dessus du plan horizontal.
Si l'on tire FF*, cette ligne sera là projection de l'arête supérieure de Pangle triëdre , sur le plan vei-tical élevé par la ligne FF' : on aura donc les deux projections de cette arête : elle sera par conséquent déterminée.
43. Corollaire. L'angle F^FF est égal à cdui que les deux plans FA£' et E^AET font entre eux , l(M*8qu'Us sont dans leur situation naturelle; car le plan FFF est perpendiculaire à leur commune section A£', et FF' coïncide avec FF, quand les plans F*FF' et FAE' sont relevés.
44* Memarquê. Le problème préeédent cessera d'être CompUm. de la Géom, 6* édit. 3
34 COMpLélAXtiT
Fig* 99» possible, lorsque l'un des trois angles ^donnés sera plu9 grand que la somme des deux autres j la cohitndidtibn indiquée ci-fdessus fait connaître cette impossibilité , parce qu'il arrive alors que lè point F^ tombe hors du cercle décrit sur FF. * •
On peut se peindre facilement ces éxceiptioiis > en se représentant les deux cônes droits décrits par les abgles E'AF et iTAf , quand .ces angles tournent tespectiTWpent autour de leurs côtés A.Ë! et AWt Le problème n^est possible que lorsque ces cônes se coupent on se touchent ; mais cela n'aui^^pMis lieu si l'un émbrà jrsc l'autre tout entier , ou-«r^ leurs bases ,. trop petites ou trop éloignées l'une dé l'autre , ne se rencontrent pin. i..*' f ♦JWpwf. . i . .
4^. On peut.renyçurser la question, et se proposer de trouver le dévelojppenient de l'angle trièdre formé par les deux, droites AE^ AH^ et par une troisième dont AF' serait I^^ projection horizontale , FF'* la projection verticale ; alors il faudra déterminer les angles FAE' et f AH' : voici comment on y parviendra. On prolongera /^F' indéfiniment, puis on décrira sur FF'' un cercle qui fera trouver le point F et AF. Pour obtenir ensuite Af , on mènera. Ff perpendiculaire sur AH', et l'on achèvera le triangle Afî, en observant que son hypoténuse Af est égale à AF.
On voit donc qu'on a tout ce qu'il faut pour la construction d'un angle trièdre, lorsque l'on connaît une de ses faces , la projection sur cette face , de l'arête qui lui est opposée?, çt la hauteur d'un point de celte arête au-dessus de sa projectioni
46. Lemmb. Si , par un point quelconque de l'arête d'un angle dièdre ^ on élève ^ en dehors de cet angle j une perpendiculaire sur chacune de ses faces , V angle com-
DES ikLàMv.îi^ 6:^ [GiàMèvviiE. 35
pris entre ces droites sera, le supplément de celui gui mesure r angle aièare propçsé,.
£n effet, les droites menées comme on rient de le dire y se trouveront dans le plan perpenoiculaiire Ji la commune section des plans propo|sés -^ et si l'on suppose que AE et AF soient les intersections de ceux-ci arec Fie 3o, le premier, il est aise de voir que les angles EAF et eAf sont supplémens l'un de l'autre j car si des quatre angles droits formés autour du point A, op retranche les deux angles droits fAE et FÂe, il resterales deux ancles EAF et eAf, dont la somme vaudra par conséquent deux droits.
théorème: '
47. Sij par le sompietctun angle trièdre et en dehors de cet angle j on mène des droites perpendiculaires à chacuTie de ses faces j les plans qui coAiiennent ces lignes deux à deux formeront lài liiupel angle trièdre j dans lequel les angles des arêtes sefvht sàpplémens dès angles des faces du prunier j et les angles des arêtes de celui-ci seront supplémens de ceux des faces du nouvel angle trièdre,
' Soit Ae la droite perpendiculaire à la face AFdr ; elle Fig. 3f. le sera par conséquent aux lignes AG et AF , menées par son pied dans c« plan : en raisonnant de même pour Af et Ag , respectivement perpendiculaires aux plans AEG et AEF , on formera le tableau suivant :
Af perpendiculaire sur' AEG, Peit sur Wqî
Ag perpendiculaire sur AEF, Test »nr \^-
Mais on voit que chacune des arêtes du premier angle
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fîg* Si* trièdre se troàti répétée deux fois; oa en conelora
->^ ♦ f Af 1
AE perpenikintaire sur { «t >, l'est au plan A%;
AF perpendicqlaire sur { et V , l'est au plan Aeg,
AG perpendiculaire sur { et > , l'est au plan Aef. ■' I Af J
Or , en vertu du lemme précédent, les lignes Ae et Ag font entre elles un angle supplément de celui <{ui mesure l'inclinaison des plans AFG et AEF , auxquels elles sont respectivement perpendiculaires ; il en sera de même dea lignes AE, AG et des plans Afg» Aef: donc les angles des arêtes de l'un des angles trièdres sont les i^upplémens de ceux des faces de l'autre , et vice versd (*).
48* Corollaire U suit de là 4|u'on peut construire le développement 4'tt«^^Mgle trièdre dans lequel on connaît les angles que ses faces font entre elles \ car , si l'on développe un nngle trièdre dont les arêtes fassent , deux à deux , des angles qui soient les supplémens des angles donnés } on ipoi^m, pir leasMoyens indiqués n^* 4^ et 43» troav^ les ^ngks des faces de ce]ui-*ci , qui y d'après
(*) Ceci inéj^ondaax triangles 8pIi^riqàe88applemeiitaires.(7>f^.5o.) On pcnoc ]^(mvef perlîi que la iomtae des angles dièdres d*un angle trièdre esbtoiijouxs ^ a droits et <, 6 droits; car la somme des trois angles dlàdref 4arprejni<HP angl^t^ièdce^AJout^ie & eelledes angles plans dn second formera toujours 6 droits , tandis que celle dois ^ngles plans du dboxième angle trièdre sera^ 4 ^oi^ et |> o. ( Géom . pi6) ^ il resteraf éblic tonjonrs pins de deux droits, et moins' de six pour 1^ anf^* dîMUff dtf pvdliMiani^e crîèdrt.
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le théorème précédent, seront nesorés* par les Mpplémëns de ceux des arètep de l'angle triMre proposé. Dès qu'on sera paryenu a connAttrftMini<As ces derniers, on pourra développer L'bn^le triëdre auquel ils appartiennent , et trouver la projection de l'une quelconque de ses arêtes sur le plan desl deax àUtfésl'' ' '^
PROBJLÈME.
49* Connaissant dans, un angle ineare, Pangle que forment deux arêtes j et ceux que la face qui les contient fait apec chacune des deux autres j \^ûùverj sur son plan j la projection delà troi^rké ârètè.
La question proposée revient à cèllià^ci : Connaît" sant les angles que deux plan^fi)ût apecle plan horizontal j et les lignes suivant lesquelles *ils le, rencontrent^ trouver la projection de leur commune section.
Soient A£' et Ae^ les coinmunes sections des plans pjg. 3^, proposés, avec le plan horizontal ; G^£T,gVf les angles que chacun des premiers fornie atcxi le troisième \ en tirant , par un point g' pris à Toleiïté s^r e'g', une pa« rallèleà Ae', cette droite ifera (28) la projection d'une ligne horizontale menée dllnê^ 4e plan Aé^f i' la hauteur g'f. =«•.'.
Si l'on eonçoit pareillement! ^ne^ ligne 'horûtontale menée dans le plan A£^F, à la même hauteur , elle renr contrera nécessairement ççUe dont odl vient de parler^ dans un point de la comniune s^tion de3 deux plans proposés *, car elles déterxnjuQent eo^mble un plan parallèle au plan horizontal : .les projections de ces lignes se rencontreront par conséquent dans uA'^oint qui sera la projection de l'un de ceux de la troisième arête.
Or,èn prenant E'K' ^le.a jj'f^^tJoaenantK'F parallèle à £^G% on Irouyera un |KHnti£y*te(qii« «a hauteur G'F au-dessus de sa projection , sera égale à g'f ; et par
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Fig. 3a. conséquent G'CX, parallèle à A£^ sera là projection de la droite horizontale menée dans le. pian AET, à la même bauteur que. la p|:çmière que nous avons construite: O' sera donc la projection d'un point pris sur la commune section despIajDS Ae'f et A£'F^ ou sur la troisième arête. La hauteur du point dont O' est la projection , est donnée par la construction même , puisqu'elle est égale à G'F^ comme celle de tous les points qui répondent au-dessus des droites g'f et G^'F.
PROBLÈME
5o« CortTiaieèantVana un angle trièdre deux faces et Phnsle qu^elles comprennent j construire le développe'' mènitle cet angle trièdre.
Fig. 33. Supposons d'abord qu'on ait rabattu l'une des faces données Â^dans le plan de l'autre A/F; si par un point f, pris à Yolonté sur l'arête commune Af, on élève une perpendiculaîne/f, elfe décrira^ dans le développesâènt; un pl^« perpendiculaire à cette arête. Cest dans ce plan que doit se trouver l'angle qui mesure celui que les faces données font entre elles; faisant donc sarfFy Tangle FT^F* égal à l'angle connu, en prenant /F" égate k-ff, on aura ainsi la' situation du point f à Pégard dé" la ligne /P, lorsqu'il est dans sa position natûinsTIè.^Bfiis il est aise de voir que les trois points^ F" et f^, dêtàthînent'là base de la pyramide formée par l'angle trièdre proposé , et par le plan qu'on a mené perpendiculairemeitt à l'arête A/; de plue , la face qu'on cherche , dëvaiit s'appuyer sur AF, et se réunir avec les triangles À/f et F/T", suivant les lignes Af et FF*, elle ne saurait être que le triangle AFF décrit sur les trois côtés AF, AfelFF/'C*). , .
■ Il <i
■ (*) Ceux de nos lecteurs h qui la Tngonomtîlne sphdrique est familière I reconnaîtront s&ns peine, dans les problèmes prdc«dcns.
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PROBIhÈME.
5i. Les projections d* un point étant connues sur les plans coordonnés j projeter ce. point su^ âr autres plans donnés. •- • ■
. La définition que nous ayons donnée 4es projections, réduit le problème proposé à la x^berche de la rencontre du plan donné, et de la perpedAiculaîre mcBée sur ce plan , par le point qu'on tent projeter de' nouveau ; or il n'y a rien là qu'on ne puisse exécuter à Paide de ce qui précède.
■ Mais ce qui caractérise particulièren^ient la question que nous ayons eu vue, c'est de marquer sur le plan donné le point de rencontre dont on vient de parler y afin qu'en opérant semblablsment sur. plusieurs points de l'espace, on puisse déterminer leurs projections respectives sur ce plan.
Pour cela il faut déterminer la position de cbacune des projections qu'où cberche , par rapport à deux droites prises dans le plan donnée et dont la situation soit connue à l'égard des plans coordonnés, La commune section du plan donné avec le plan boriiontal, et celle qu'il aurait avec un plan vertical perpendiculaire à cette ligne, sont très propres à cet usage : il ne s'agit donc plus que de trouver la distance des projections cbercbées , à cbacune de ces droites. Soient l^'M^" le Fig. 34. )ilan proposé , P^ et P^ les projections du point donné ; celles de la perpendiculaire menée de ce point sur le plan proposé , sont Fp^ sur le plan borizoqtal j et e'^q'' sur le plan vertical perpendiculaire à ilfNV' qu'on sup*
les principales qnestioas de cette Trigonomëtrie, et ce]« leur suffira pour rësouclrc de la même manièie toaies celles qui pourront le présenter.
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Fig. 54* pose ici rabattu snr le plan horizontal après aYoir tpprné autour dé 'N'E' : on aura $['c|^ (35) pour la distance dfi point de rencontre ie la perpendiculaire et. in plan proposé « k Jà droite JS^!
SI maintenant o|i^ conçoi^t ^ue le plan KM'R*' tmime autour de la commune section A/lN'i pour se rabikttre sûr le plan bprizofn tailla ligne N^q'', qui, dans sa P07 sitlon naturelïê^ est perpendiculaire à iXfN^^ Tiendra ae coucher sur Id'Ë' ^ d^()&, il suit que la projection chèr«* chéé sera à une distance de MJSi' égale à "JS'p ; elle se trouTera donc sur pp parallèle à MIH' ; mais cette projection étant danS; le plan yertical élevé sur P'p' > elle sera portée sur cette droite , dans le mouyement supposé f el par conséquent elle tombera en p^
On pourra joindre à la projection qu'on vient de trouver, une autre projection sur le plan vertical passant par IS p , en observant que les hauteurs au-dessus du plan l^'AlM" sont égales aux perpendiculaires , telles que e'^q'' , abaissées de3 points proposés , rapportés dans le plan vertical dont il s'agit , sur N^q''. Or cette droite se trouve couchée sur H'p, lorsqu'on a rabattu le nou-* veau plan de projection sur le plan horizontal : c'est donc par le point p qu'on doit élever pp" perpendiculaire à N'p et égale à e^q".
Les nouveaux plans coordonnés sont le plan 'Î^'M'S'' et un plan perpendiculaire à celui-ci, passant par N'p.
Je me suis un peu étendu sur ce problème , parce qu'il peut entrer comme auxîliiKire dans la solution de beaucoup d'autres.
52. Corollaire /^. En rapportant de cette manière deux points sur le plan propo^ N^J|fN'% on trouvera sur ce plan là {Arojectioni de la droite qu'ils déterr minent
■Xl'?.V:lL-
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' 53. Corollaire IL Réclpr^âèÂien^Vlo^ con- Fig. 34.
nitti^ la position d*an point p>r rapjiort aux nou?eaax jiîàns que nous Tenons de consid^ér^ on pc^urra trouYer ses projections sur les plans coordonnés primitifs.
On prendra N^ %ale i N^,' èVéîeYaat qV égale ^PP^y perpendiculairement sâr M*'^"*,' in Mènera e^F parallèle à iMTV', qui, par sa' reiiéôntre aV^ py, doonera la projection cherchée ôurle'pïiàn horizontal BAC : celle-ci étant rapportée sur le plan vertical DAB, à une hauteur PP", égale à E'è'', déterminera la projection P» sur ce dernier plan.
probl'êiàê: '
54. Deux plans étant donnés , ainsi qu'une ligne droite située dans Vun^ mener dans Vautre une ligne qui fasse apec la première un angle donné.
Il est éyident que poui* que cés'^eux lignes fassent entre elle^un angle, il faut qu'elles se rencontrent : et comme elles sont dans deux plans différens, cela ne peut amyer que dansja commune section de ces plans.
Cela posé, on fera sur le premier plan ABC, qui pcontient la ligne donnée G'^, un angle FG'^ égal à l'angle connu ; on concevra que cet angle tourne autour de G JE, jusqu'à ce que son autre côté, G'F, vienne «appliquer sur le second plan CAD; et comme le sommet G' est déjà danîr éé ' j^lan , il tife s'agît que de trouver encore un point qui soit stir la droitéG'F, prise dans cette p^itioQ. .... , n.j
1 -^ ÏS^*^"^ *" ■ ^^' P* *^ P^*'^> »^ perpendicu. laire ^r, le pomt F, dans le mouvemètft* qu'où vient
d indiquer décrira pn. cercle ^hÎ, rançon, era le plan CAD au pomt cherché. Il St aisé d^ y<,ii;ïqua le plan
Fig. 35. les points de rencontre du cercle avec le plan CAD , doivent être placés sur la droite qui est l'intersection de ce plan a^ec celui qui est engendré par EF% et qui contient Je cercle dont il s'agit. On a donc, dans un seul plan, tout ce qu'il faut pour résoudre la question proposée; car on peut, par le problème précédent , trouver dai^s ce plan sa commune section avec CAD, et décrire 1(B cercle engendré par le point F'.
Supposons donc que le plan décrit par J^' soit rabattu sur le plan horizontal ABC ; sa commune section ElEt" avec le plan vertical étant perpendiculaire à E/*^, tombera sur G'£ , et le point E" sera porté en É : voilà déjà un des points de la commune section du plan "E'EY' avec le plan CAD. Pour en trouver un autre, je cherche la hauteur FF" du point correspondant à F' dans le plan CAD \ car ce point étant placé dans la verticale élevée en F', sera aussi dans le plan 'SI'EF\ Prenant FF' égale à FF'', la droite FE sera la*commune section cherchée du plan CAD avec le plan vertical élevé sur jEF' ; le cercle F'Kk, décrit (fu point E comme centre et d'un rayon jBF', la rencontre en K et k : il ne faut plus que rapporter ces points sur le plan ABC, opéra tion suffisamment indiquée dans la figure.
Le problème a deu]^ solutions; car GT', dans le mou* vement qu'on lui suppose, décrit un cône qui doit en général rencontrer deux fois le plan CAD. Il peut arriver aussi que ce plan ne soit que touché par le cône, et enfin qu'il n'en soit pas même atteint.
Il est à propos de remarquer que l'angle DAB est la projection sur le plan vertical, de l'angle F'G'jE situé dans la position qu'jl doit avoir , et que par conséquept on aurait pu énoncer la question suivante :
Connaissant la projection d*un angle j et la position d*un de ses côtés ^ trouver celle de Vautre»
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PROBLÈME
55. Les projections d^uné etrok^ ^itùèê dans l^ espace étant données j mener un p&M^pivi.pMse par cette droite j et qui fasse avec le plan mgkMial un angle donné.
Soient P'G' et F'G les fKj^ctions de la droite don- Fig. 30. née ; supposons que le plan cherclié soit JH'M'SH', et qu'on ait sa commune section avec le plan horizontal ; il est évident qu'elle doit passer par le point G^^ où la ligne donnée rencontre celui-ci.
Concevons à présent jqu'on ait mené^ par un point P de la ligne donnée ^ un plan perpendiculaire a cette commune section; les lignes P'E', PE', PT, suivant lesquelles ce nouveau plan rencontre l'horizontal, le plan donné et le plan projetant de la droite donnée , forment un triangle rectangle en P' , dans lequel on connaît 1c côté P'P et l'angle PE'P' : il est donc facile de le construire, ce qui déterminera P'E^ Mais , parce que le plan PE'F est perpendiculaire Ji la ligne G'N', le triangle G'E'F sera rectangle en E' ; on y connaît d'ailleurs les côtés G'P' et P'E' : on pourra donc le construire , et trouver le point E^ , ce qui . donnera la commune section G'N^ du plan horizontal avec le plan cherché ; il ne faudra plus qu'assujettir celui-ci à passer par le point P de la ligne donnée, ce qui sera facile (3i).
La seconde figure de cet article a les mêmes lettres . que la première : elle renferme de plus la construction des triangles rectangles eTP'P et G'P'E'; le premier a pour côté P'P égal à PP", et l'angle e'PP' est le complément de l'angle donné. On décrit ensuite sur G'P', comme diamètre , un cercle dans lequel on prend la corde FE' égale à Fe' ; le triangle P'E'G'. construit ainsi , est le même que le triangle FE'G' de la première figure.
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56. Corollaires Si le plan cherché devait faire l'angle donnée non pas avec le plan horizontal , mais ayec un plan queloonqnef; {l'JBjHMH^it projeter la ligne donnée sur ce plan , ainsi' qrf tf^fcl lH tiiit n^ 62 ; et le problënuf reviendrait alors au pvMrfHt Lorsqu'on aurait trouvé la commune section du plHVonné et du plan cherché, on aurait deux droites qui détermineraient ce dernier.
PROBLÈME
57. Deux droites qui ne se coupent points èttxntdon' nées dans V espacé j trouver leur plus courte distance.
Supposons d'abord, que l'une des droites données soit perpendiculaire au plan horizontal , elle 7 sera reprér Fig. 37. sentée dans un seul point M'; et sur le plan vertical , sa projection sera MM!' perpendiculaire à AB.
On mènera M'P' perpendiculaire à P'H', projection de la deuxième droite donnée sur le plan horizcnital, et ce sera la. j^us courte distancé demandée.
En effet, on a vu, n® 16, que la distance de deox points donnés de l'espace , et sa projection sur le plan horizontal, font partie d'un triangle rectangle, dont la première est l'hypoténuse , et la seconde le côté : il suit doncdelà que cèlIe-ci est plus courte que l'autre. Or M'P' éttnt perpendiculaire sur P'H' , est la plu* courte de toutes les projections horizontales des dis-* tances des point) {^s îMir les deux lignes données; et cette projection n'est autre chose que la distance de deux points placés à la méAib iianteur au-dessus du plan horizontal, -dans l'une et Fautre droite : ainsi, d'après ce qui précède^ il 'est évidetit que cette distance eét là plu» courte q^i pûisflte exister entre les lignes données.
On trouvera leé points o& elle a lieu , en cherchant ,^ sur la ligne KH*, îe point correspondant à P' , et en prenant, ÏMu'ia'^i^àîlèibtîèn" verticale de Vautre droite
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donnée , un point M' placé à la même hauteur au-dessus Fîg- 37. du plan horizontal.
Si les droites étaient situées d'une manière quelconque par rapport aux plans coordonnés , on ks projetterait (5a) sur un plan perpendiculaire à l'une d'elles ; et la soli^tion qu'on yient de donner serait alors applicable à ce cas généraL
58. On peut encore tjrouTer la plus courte distance p;». 35. de deux droites M'N' etEF,en menant, par la première, un plan H'G' parallèle à la seconde {Géom. 218)^ puis en abaissant cPun point quelconque de la seconde , une pêrpendlbnlaire £E' sur ce jfiflan ; cette perpendiculaire iest la plus courte distance cherchée y et détermine le plan F£E' qui rencontre la droite M^N' au point P', o& elle s'approche le plus de EF. Voici comment on efiêctue ces opérations.
JBP* ) Fig. 39.
et > sont lesprojections de la première ligne donnée ; £ Jr I
. et scelles d^ la seconde.
E est le point où la première ligne donnée rencontre le plan horizontal ; e^ E'L^, Eh" sont les projections d'ui^e ligne menée par ce poinj(, parall^ement à la seconde ligne donnée , pour déterminer un plan qui soit parallèle lipetfi^ dernière., ,»
On a construit y par le j^qpédé de n** 36, le plan qui passe par la ligne menée, ciT^iessus , et par la première des droites données î ce plaff .içst.Gf.GG'' ^^et comme il est parallèle à la seconde dri^^te, donnée, il jpe s'agit plus que d'abaisser d'un poinf^ quelcpnque de cette dernière , une perpendiculaire sur c^p^fnn : c'^t qe qui a été fait par le point dont les proî^tioi^s son.! O' let O.
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FIg. 3g. On a cherché > ainsi qu'il a été dit n® a5 » la rencontre de cette perpendiculaire avec le plan G'GG* , et Pon a trouYc N' et W pourries projections.
Afin de connaître le point où la plos courte distance a lieu, on a tiré fhv le point N% parallèlement à MO\ projeetiotr horizontale de la seconde droite , une ligne NT' qui e§t évidemment la projection^ sur le plan horizontal ^ de la reo/contre.du plan G'GG", avec un plan qui lui serait perpendiculaire, et qu'on apurait mené par la deuxième droite donnée , puisqu'elle appartient àjine droite parallèle à celle-ci, et qui passe par le pied de la perpaodiculaire abaissée de cette droite sur* le plan dont il. s'agit, ou autrement , c'est la projection de la droite £'F' de la figure 38.
Le point P' où la ligne NT' rencontre la projection horizontale E'P' de la première ligne donnée , est la projection du point P' de la fig. 38, et par conséquent celle du point où la première droite s'approche le plus qu'il est possible de la seconde. La droite élevée par ce dernier, perpendiculairement au plan G' GG", est la plus courte distance demandée; ses projections sont P'K'^ FK^'parallèles à N'O^ N^O ; et l'on trouvera sa longueur par le n® i6.
THÉORÈME
Sg. La êomme des quarris deê cosinus, dès angles qu' un plan quelconque fait açec trois autres perpendiculaires entre euxj est égale au quarré du rayon,
Fig. 4o. Si , par le point M, on imagine un plan BCD , perpendiculaire à la droite AM, les intersections BN', BN'' et CN'*, de ce plan , avec chacun des pUns coordonnés, seront respectivement perpendiculaires aux projections M'A , M*A et M'A de la ligne AM; et les plans projetans AN'M, AW'M , AN*M appartenans à cette droite, détermineront , par leurs intersections avec le plan
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BCD et Î€s plans coordonnés, les angles qnMl forme Fîg. 40. avec chacaii des derniers.
Dans les triangles AM'M , AM^M, AM*M , fet lignes Mlf, MM*, MM* réjprésenteroht les' slotts dfes angles MAM', MAM*', m AM*, en pi^enanl AM pour rayon, ou les cosinns des angles AWM , AW*M ; AW*TW[ , dans les triangles ANT\f , AN*M, AN**M , tous rectangles en M ; d'b^i il suit (24) que la sommé des quarrés - des cosinus des angles que fait an plan quélconqtie arec trois autres perpendiculaires entre eux, est égalé au quarré du rayon. ' 60. LxMME. 'Si fon a une figuré fuelàorupie tracée sur un plan incliné , et qvfon la projette sur le plan horixontalj par des perpendiculaires abaissées de tous les points de son contour sur ce plan , l^aire de la projection sera à ceUe de la figure proposée y comane le cosinus de r angle des deux plans est au rayon.
En efiPet, soit un trapèze MNPQ, dont les côtés MN Fig. 4». et PQ soient perpendiculaires à la commune section AC des plans BAC et DAG ; il est aidé de voir que les longueurs des projections M'N' et P'Q' sont à celles des côtes correspondans MN et PQ , comme le cosinus de l'angle M'G'M est au rayon ; car, MM' et NN' étant parallèles, on a
N'M' : NM :: G'M' : G'M :: cos M'GTVL : rayon.
Les triangles P'H'P et Q'H'Q, sont semblaî)les aux triangles N'G'N et M'G'M ; les parties des premiers seront par conséquent dans les mêmes rapports qne celles des seconds. ' '
De plus, il est clair que le trapèze MNPQ et sa projection M'N'P'Q' sont de la même largeur-, \\s doivent donc être dans le rapport des sommes de leurs côtés parallèles , ou , ce qui revient au même , dans celui de leurs longueurs : on a donc
M'NT'Q'': MNPQ :: cos M'G'M : rayon.
Fi9> 4a. Ce que iioos Tesfffes «MUaMb^trapèMi 68«fieiit à imi triangle quelconque. En eStlyMMtle triaagle ABG«tUiié clans un pliua*<iilimié<«étoiAf4a' oom -lectiea af«ft le
pbo lioriMAIil<é6lt«'41' \i9b¥mk mène AD ç* €B . fmpemKoolftfiM hfdeVIè'lîeiiê ;Jèl <|u*op tive par le point B, la dntfte I)ll*pil¥rii^1e^S^'e6(é A€, il est éTÎdent qve le triangle' AlC- ^tstévàdài^ ta paralléiegfàmme ^ tolal DAGE , cal* il^lAWfirl V^ et l'autre même base et même hauteur ; et cette d^mière figure, ayant ses côtés perw pendiculaires à la oommttiie section G'H' y sera dans le cas du raisonnement qœ nous ayons ûiit pour le tfapèzeMTQPQdelafig. 4i.
Toute figure pouvant être partagée en trapëses et en triangles^ il s'ensuit que la proposition du lemme èrt générale , comme le porte son énoncé.
6i. Corollaire, Il suit du théorème et du lemme pré« cèdent f que si Von projette une figure plane quelconquej êur trêiê plana perpendiculaires entre eux ^ la somme des tfuarris' de^ aires de ses projections est égale au quarrè de Faire de la figure proposée.
Pour démontrer cette vérité, soient S l'aire de la figure proposée , S', S", S^ celles de ^es projections ; en nommant A^ IVngle que le plan qui la contient fait avec le premier des plans coordonnés , A' celui qu'il fait avec le second , A* celui qu'il fait avec le troisième y et R le rajoi\d|^s tahles trigonométriques , on aura
S : S' : ST : S^ :: R : cos A' : cos A" : oos A^
et en prenant les quarrés ,
S* : ff" : *s^ : sr» :: r» : cos A'* : cos a*» : cos a'^- ;
d'où l'on tirera
S* : S^+S'^'+S"' :: R* : cos A'* + cos A^*4- cos A** ;
mais par le théorème cité , les deux derniers termes de
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oelte proportion iontégAux entre ^Mx:,!! en sera donc Fig. 4^. de mÂrne des deax premet».
On ne saurait oonceroir enGéom^llE^ le qoarré d'une aire , puisque cela supposerait qaatm di|i|eDsioos ; mais il faut entendre ici que oetle aire et ees profections sont entre elles dans des rapports de 'lignes teiies, que le qnarré de la première est égjkl k la somiotordes quarrés des trob autres. Il suit de là quO le quarré du nombre d'unités de l'aire de la figure propo^^ est égal à la somme des c[uarrés de chaque nombre d'.unités pareilles contenues dans ses projections.
62. Remarque, On. peut arriver immédiatement h un tbéorëme sur les tétraèdres rectangulaires, qui n'est qu'un cas particulier de la proposition précédente. '
En effet 9 soit A6CD une pyramide t)riangnlaire dont Fig» 43, trois faces soient perpendienlaires entre elles j il suit de cette hypothèse que les triangles DAC, DAB et BAC, qui forment ces faces , sont les projections du triangle hypoténusal BDC : mais à cause que AD est perpendiculaire sur le plan BAC y on a
y } d'oi l'on tire , en qaarrant , DAB =^521^'
AC X AD + AB X AD
DAC + DAB = r , ou
= ^A-C + AB\ ^ -^\ jjg pigj^ y, tyianÇle rectangle
BAC, donnant
ÂC*+ AB*= BÔ,' Compl, de la Géom, 6* édîl. 4
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Fig. 43. il ▼ienl DAC + DAB =. îîîl^JîH.
flmuite, soit mené p«r U H^ne AD, le plan DAE p^pendiculaire i ur BG; il rencontreraB AG et OBC, sur- Tant les droites AE et DE , toutes deux perpendiculaires à BG; et IVm aura par conséquent
BAC«2^>i^ et BGD=2C>iH.
Qnarrant les deux membres de la première de ces équations y et Pajoatant , ainsi préparée, a?ec celle qu'on a ii^k obt^nç f il ^i^odra
5Ic'+ DÂB'-f ro'c. JHi^-Jgy^V^^'
mais, dans le triangle rectangle DAE^ on a
AD*+AÊ*=arMfj
donc
« ■■ ■ « à BC X DE
DAC +DAB4.BAC= jT t .
c'est-à-dire ss BGD | d'après la valeur de BCD trouvée plus bauC
Il scMrait fajEnle de. déduire de ce tbéorëœe^ la proposition générale contenue dans le corollaire précédent.
* Elle a été publiée pour la première fois par Tinseau, dans le tom^.IX des Autans iù^angers ; mais Degua l'a revendiquée dans les Mémoires de 1^ Académie des Sciences, pour 1788 (page 38 1), où il traite sp^ialement des pyramides trian^laires.
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DE LA SPHÈRR.
PROBLÈME
63. ZVmttwr la poàtwn tl la grandeur du eeivlt qui tat tialtntelionii'itiM aphère et tfun plaii donnù.
Il iiiffit pour cela {Géom, a85} d'abaïuer une perpendicalaire du centre <Ie la spfaëra sur la fdlii] coupant ; «t «Tant déterminé la rencontre de cet,te ligne et (lu plan propoiâ, on aura te cAitre du cercle demkniê.
L'opération sera très simple , si l'on prend le plan des ^'E- 4i> projections verticales, DAB , perpendiculaire à la commune section AC du plan proposé et dn plan horiiontai , ce qui est tonioura possible. Alors & et O* étant lei projectiooc du centre de la sphère , si on la suppose coupée par no plan rertical mené paf Ta lijgtie WO' perpendiculaire k AC, ce plan passera par le ctoitre io la tphkre, et contiendra ta perpendicalaire aBaUsfe da ce point mr le plan proposé' DAC ; mais il est paf allèle fia plan Tertical DAB : on peut donc imaginer qu'il vienne s'appliquer sur celnl-eî, sans qu'aucune de* lignes qu'il renferme change de grandeur ni de position par rapport fc la ccmmnne section H'O*, qui tombera alors sur AB. Cela posé , M'E'N* sera le grand cert^ qui résulte de la section <\e l'a tfphère pat le plan vertical dont on vient de parler; la perpendiculaire Of& terminera (35) la projection verticale G' da centre de la section cherchée. On en déduira la projecticm faorÏMMtaile G' ; et rapportant (5i) ce «entre en G, sur le plan DAC, supposé rabattu dans le plan boriaontal, on décrira avec le rayon G'M*, le cercle MN qui lera la commone section de la sphère et du plan proposés (*):
{*) Lb piojcclion de ce (xrcle inr le |>lBn Iioriiontal stnil une
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THÉORÈME
64. Si i'on\jùip>t^tmfpoênt8 d'une sphère peur une droite, ei qu'çniikihviàiûy^lan perpendiculaire sut )é milieu do leûn-dhtipwe^^cmiplbn passera par le centre de la sphère.
En efiS^,::cecp}Aii ll^tssaral^ par tous lei points ^lenient éloigi^/dei^'dùiS) poinb pooposés^ passera tiéoes^ sairiemeaipcpr Jbi.CMtredç Ib sphère qai jouit de cette pro{Nriété. ;> \'* ■v\\-\ » 1 «vi»;?
' 'PROBLÈME
Trouper .Ifi çentfe • 0.i le. rayon d'une sphère , lorS
qu*on connaît h^ position de qj^ine points par lesquels
eUe doit passer^- /-a y. ^ i i >
On joindra j sur .cb^eun: des plans coordonnés, la projection d'un de .cgs^poîntô avec celle des auti*e8> par trois lignes dri^îjtesy qui senont les projections des lignes menées par les points doinBés dans l'espace ; onjél^era sur le miliei;^ 46 chacune d^ des derniëres un plan qui lui soit perpendiculaire : ces trois plans devant csontenir le centre de la sphère ^ il -sera placé à leur intersection quV>n trouvera aiséipent ( a3 ^ 25 }«
Quant au ray<^n)dâ la sphère v il n'est autre que la distance du centre à l'un des. points donnés; et sa construction sera facile > lorsqu'on connaîtra la position de ce centre.
Nous n'entrerons point dans, le détail des opérations
ellipse qui anraic son centM; en G' et son petit axe égal à-TK/iT. Je ne l'ai poin^ construite, parce que le cercle. MN se décrit pk» facilement, et peut tenir lieu de cette projection. On voit que M"N" : MIV :: AM" : AM: c'est-à-dire que le, grand axe est au petit axe , comme le rayon est au cosinus de l'angle forrad par le plan du cercle et le plan horixontçl.
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à exécuter pour résoudre ce proliltme , puisque nous les avons dé)> eipos^diaciine en particulier ; aous placeruoj ici une seconde lolution relative à un cas plus simple que le cas gteéral^ loais auquel celni-rà peut se ramener aisément.
S(Heiit P', Q' et A trois points doiui4s , «itités «ur le Fig. iS. plan horîiontal ; par l'un ^ œs poiats , It,ét par la proicction £ du quatrième, Ë% on mènera la plan vertical DAB; on déterminera le ceatre (Y du cercle qui passe par les trois pointa .P', Q' et A : il est clair que la verticale élevce par ce point passera par le centre de la spbère. attenant ensuite uti plan perpendiculaire sur le milieu H" de la ligne RE' qui joint les deux poiats donnés H et Ë", ce plan coupera, en [O", la projection de la vertioaU élevée par le point O'. Ou aura par ce procédé la projection du centre de la sphère sur le plan vertical ; et , comme on l'a déjii sur le plan horieontal , il aéra facile de trouver le rajron , qui lAst que la distance in centre à l'un des points donnés.
Il est évident que ce procédé Rappliquerait an cas général , en cherchant d'abord le pleil qaî passe par trois quelconques des pointadonnés (*).
PROBLÈME
66. Trouver P intersection de deux sphères dooniesde grandeur et de position.
Il est évident que cçtte intersection est un cerclej Fig. 4*^car si l'on conçoit un plan veitieal ACNN'M' passant par le centre des deux spbëres, il les coupera rcspcqtivemeid dans leurs grands cercles Gl£ èt,Olf ; et si
(') Ce problème le uouie datu In Opéra varia àa Fermai, i la IÈ\s de loa Traiiti de Cnntactibas Spheriçh Epage 74), « il es' [ESolu \ peu pcèa comme cî-deiiiu.
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''S- 4^- Ton inia^îne.ifi^isuU^ que oei ojerdes tournent autouc de la ligne jkfN qui fomX Uur^ centres, oe mouTement engendrera Ie9 dt^W éphhreê k la fois , tandis que les points I et G en proditiroi^t la pomoluiie section, qui , oomme on le Toit, sera un cercle ajànt pour rayon GH , et tfitué dans un plan perpendiculaire à MN.
Cette oossoÉunki' section es» «atièrement déterminée, et peut être aJsément décrite (63); car son rajon est IH , et son plan GO^'K^ perpendiculaire à MN , ren-icontre BAD suivant &&, et BAC suivant Kfi/, perpendiculaire à AN'.
67* Corollaire 7. Si 1^ avait trois sphères, on trouverait de la manière suivante les deux points oh elles se rencontrent toutes è la ibis.
On combinerait ensemble la première et la deuxième pour en trouver Finterseetion , ainsi qu'on Va fait dans le problème précédent ; ensuite on opérerait sembla-' blement sur la première et la troisième* on aurait de cette manière deux plains qui contiendraient les points cherchés; et lorsqu'on aurait construit dans Pun, la droite suivant laquelle ils se rencontrent, il ne s'agirait plus que de déterminer ses intersections avec le cercle qui est la rencontre de l'une des sphères et du plan sur lequel on a construit.
Je laisse au lecteur lè soin d'exécuter les détails de cette solution, ce qu'on peut faire avec plus ou moins d'adresse par les méthodes que j'ai exposées dans le cours de cet ouvrage 'y^ j'indiquerai seulement la route à suivre pqur les cas ou les centres des trois sphères seraient placés sur le plan horizontal. Il est évident qu'on peut ramener tous les autres à celui-là, en changeant convehablement de plans coordonnés.
Fi-, in. Soient donc M', N' et P' les centres de trob sphères
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données ; il est éyidenl que la commune section des deux ^*8* 4: • premières se trottre» dans lè^ilila tèrtioai életé «ftf la ligne G'r {n? pi>écédeÀtypEn'«binA«»fliflt ÂweAriiiIfi la première spbere et cdle ^1^ if>9G»iqietilré'aii ftmi Vf on trcmyera use «eoeiMk^4}(fiicr'^V pir fciqiMlle pMsera 16 pkn Tertioal ooiitefif ittfiii>-e6iniMiiie «MBtioD d« ce» sphères. * ■u..,i:- is; t ■.: ;■
Le point H^ qui repréai^ta .lui pcojecAiw.de la ligne suivant laquelle se ^oijupent .«^ deux pbns t^Hicau » sera aussi la projectioa Hofifontato de» {loiats d'intet*^ section demandés.
Si maintenant on décrit sur g^i', le cafcle qui est la commune section de la première et de la troisième sphère> on trouvera deux pointé H , iqtfî donneront IA'IBl pour la distance de ceux qu'on eb^roha, «u* plan borisoiital; l'un sera placé au-dessus et l'autre âH'^dtat^sou».
Il est aisé de voir que la question résolue ci- dessus revient à trouver les proJéc$Hme d^t^n, pomèj lorêqu^on comurit ses distancêa à irais autres poiiUsqui' soBtdonr nés de position.
68. Corollaire IL Si l'on relève lies triangles 4tï'g', N'FK' et N'MT, en les faisant tourner ajitour de^ignea FM^ P'N' et N'M', les points g', K' et I' se réuniront dans tin seul , et il en résultera une pyramide dont la base sera le triangle M'N'P^^ et les arêtes siéront les rayons des sphères données : nous avons Jonc le moyen de construire une pyramide triang\ilaîre dont on connaît toutes, les arêtes j, et d'en trouver Ta hauteur^ les angles, etc.
PROBLÈME
69. Mener un plan qui touche dans un point donnée . une sphère donnée.
Il suffit pour cela ( Gèom, 294 ) de mener un rayon
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par le point proposé ^(^^ ,deçcwftraire lo plan <|tti €il perpenaiculâire â'I'fxtrèm^de.oe rajon.
Tout ced's'ezéjratés^pf |auqana difficulté; il est baa seulement âè i^marâiui* comment un pmnt peut Atn»! donné sur 1â' inr^cè aune sphëre. Il existe eiitr« k»; deux projections de ce point li^ne dépendance mutneUe qui fait qù6 Ttine ^Unt prise a Tolonté » Faulce s^ensuit nécessaireiïieut. '* «
En effet, bu Toit d'i^^ que la projectiou sur le plan liorîzontal, paf exeoipte^ ne doit pas se trouter liors du cercle qui a pp^r rayon celui de la spKèrey et pour centre la projection du centre de ceHe-ci sur . le plan horizontal } car si Ton imagine un plan passant par le centre de la sphëre et parallèle au plan bori* contai , il la coupera dam un grand cercle , qui étant projeté sur Ib dernier plan , ne changera pas de gran-t deur, puisque l'ensenible des perpendiculaires abaissées pour former sa projection composera un cylindre droit » dont la base est toujours égale aux sections faites par les plans qui lui sont parallèlçjf.
Fîg- 48- Gela posé» ayant pris iç{. point F pour la projection horizontale d'un point de la sphère , on construira aisément la section de celle^i par le plan vertical mené par ce point et le centre , puisque cette section est un grand cercle'; et élevant la perpendiculaire' FPy on trouvera les hauteurs du point proposé , âu*dessus du plan horizontal.
L'inspection dé la figure fait connaître qu'il y a deux points de la sphère qui ont la même projection sur le plan horizontal ; et pour mener les plans tangens aux points P , il suffira de construire par ces deux points un plan perpendiculaire a chacun des rayons MF , ainsi qu'on l'a vu n** 35.
Remarque, Nous avons toujours exécute les
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constrnctknnclsai les pUn^.^QÎ ics'c^iiîieuh^iiL réel le -.Vl g. 48. ment, parce qu'il en i'ésiiïte"iine pJus'eraiiJç facililé poDr se rapréwwlerféUtaela'^iiiSlKiii, en, contenant que cw plans soient rdéir^ oâus j^ sitùulipa ,qu'i]s oui tlaos Tespace. ■ ■■.a j
Cemoyea très comùdd^, souvent mtmc nûcfissaire . poW les démonst rations, nie convient pas toujours à I3 . pratique, dans laquelle il est icupoitant de faire k-pliu petit nombre d'opérations' possilble , surtout lorsque l'on trace en grand , et de choisir ces opérations d'une maniera convenable A là nature Aes injtrunieiis «ju'oa, emploie.
Il faut alors tirer parti des' ligues nicnées cl des plans déjà établis dans la figuri;, ce iju! cïîgc dans Ve^poié. des Bolations qucilques détails de plus, et Justine un pea la prolixité des descriptions ïfpui-ns'.^') données par ceux qui n'ont enTÏgagé celle l.'ianclie de la Gio- ., métrie que du côté de ses applicalioiis aus arts sçu-
Ponr moi , qui me suis propose' de' la rçll'uire à uh, petit nombre de questions élémniltairés cVinéos entre elles , j'ai dd choisir nne marclie tâUi <{>Û!, )a «olùtioa de cliaque problème fût anéê H énoncer, ^t ^^suiTre ; cependant, pour faire contialtrc en quoi' Jiéii vent consister les simpliGcatioRS dont je Tiens de i^rlér, ]c vais montrer comment, avec le plan vertical èi'leplan.lkoriiontal seuls , on peut avoir les projec^ons de .toiis les points d'une sphère.
Il est érident qne le plah vertical P'M'MF peut tire conçu enlevé de sa placé , et transporté sur le plan coordonné DAB , de manière que l'angle droit
(') On appelle épure, en tenue de coupu des picrivï, Li coat-
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l' ig. 4<s. MM'P soit appliqué sar l'angle droit 'M"MX ; alors toutes les conslrudions qft'on suppose sur le premier plan , dont la position cbonge avec celle du point que Ton coDSÎd^e , pourroiït s'exécuter sur le second > d*une manière uniforme pour tous les cas. Ainsi Pon prendra Mp égale à MV, et l'on élèvera pp' perpendiculaire -gai' AB; elle rencontrera le grand cercle de la sphère tracé -sur le plan DAB^ en deux pointé p''' P'^' V^^ donneront les hauteurs des points P de l'espace.
Si l'on rapporte ensuite le point P^ sur le plan DAB, on aura en P", les projections verticales des deux points de la sphère qui répondent au point P' du plan hori-~ xontaL
Pour constrjuire le plan tangent , il ne s'agira plus que de mener nn plan perpendiculaire à l'extrémité du rayon de 1^ sphènc qui passe par le point donné, et dont on a jçs projections.
PROBLÈME
7 1 . Mener par une ligne donnée j un plan tangent à une eplière donnée.
Nous ne nous proposerons pas de mener par un point donné pris hors d'une sphère, un plan qui lui soit tangent , parce que cette question c^t indétermi* née , comme il est aisé de le voir en imaginant que le plan tourne autour du point proposé , ce qu'il peut faire sans cesser pour cela de toucher la sphère : il n'en est pas de même si l'on se donne une ligne droite.
Pour résoudre cette question, il faut mener par le centre de la sphère , un plan perpendiculaire à cette ligne , chercher le point où il la rencontre , et, par ce point, mener une tangente au grand Cercle, qui est l'intersection de la sphère et du plau perpendiculaire à
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la ligoe donnée ; oeUe-ci et la' tangente dont on vient de parler déterminent le plan dkmandé.
La raison de cette oott8t0ttation*eit ailée à apercevoir en imaginant nu plan M^P'F^, aiené par le centre Fig. 4g. de la spliëreet la ligne detiiiéeF^£%ainai que le plan M'V^N perpendiculaire à <totte ligne v car alors il snit du n" 35, que le plan JUI^F' est perpendicalaire au pobt N de la droite M'N , et ^e par conséquent il touche la sphère au point M.
PROBLÈME
7a. Mener un plan qui reposé éisi^' trois chères don-nées dé grandeur et de position. ' '
Je suppose qu'on ait prb ' pour plan de |>ro)ection liorizontale, celui qui passe par tes ^cètttres des trois sphères 9 ce qui est toujours pos^le.
Soit menée une tangente HM , connllrane aux denx Fig. 5o. grands cercles qui sont les intei'sectfons de la première et de la deuxième sphère , avoo le plan horizontal > et dont les centres se trouvent en ¥ et en E *, on concevra ensuite que l'angle HMF et tout ce qu'il contient tourne autour de la ligne MF : les deux circonférences qui ont leur centre sur cette ligne engendreront les deux sphères proposées , continuellement touchées par la droite HM dans les différentes positions qu'elle prendra. L'ensemble de ces positions formera nn cône droit; car les points de contact seront tous Sur les cercles décrits par les points H et K.
On arrivera aux mêmes conséquences pour les sphères dont les centres sont en F et en G , et la ligne OL engendrera pareillement un cône droit qui enveloppera ces deux corps.
Cela posé^ on voit évidemment que les deux cercles décrits par les points O et H ^ placés sur la même
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Fig. 5<i. sphorcy se roncxMitreront dans un point qui appartiendra en même temps aux deux cônes envcloppans, et dont on.tffoav^ni la fnr<^ectton sur le plan horizontal, en meoan^'OR ctfiR respectivement perpendiculaires k FL et, À .SAIy puis^fiie Ces droites représentent les interseotions ^ oe> fdan avec ceux dans lesquels se tro^Te^t 1^$» aaoddê dont il s'agit.
Le point dont R est fa projection horizontale i étant construit > diâcone des lignes tirées de ce point aux sommets L et M des cônes enireloppans , touchera deux des trois sphères , et elles détermineront un plan qui touchera en même temps les trois sphères ; car il touchera d'abord la prenbière , parce que , passant par deux tangentes au point dont R est la projection ^ il sera perpendkBAaîre au rayon tiré à ce points il tou^ chera ensuite les deux autres sphères , parce que les droites. GN et KE , rayons de cdles-ci, étant en situation , lui soM- perpendiculaires y comme parallèles au rayon tiré du centre de la première sphère au point dont R est la projectioc.
Le même plan rencontrera le plan horizontal^ suivant la ligne LM qui joint les sommets des cônes : il ne faudra pltis que l'assujettir à toucher l'une quelconque des trois sphères , ou à passer par le point dont R est la projection horizontale , ce qui est facile.
73* Remarque. La question proposée est donc réduite à trouver les points de concours L et M, des tangentes communes de deux cercles , avec la 'ligne qui joint leurs centres.
Ce problème, qui est du ressort de la Géométrie ordinaire, n'entre pas dans noire sujet ; cependant , comme il ne se trouve pas dans tous les livres élémentaires ^ nous en donnerons une solution dont l'auteur nous
DU iLildUIS DB oioHiTHIE. 6l
vst iaconnu , mais qui est rcmarqaaUe par » sîm- Fig. Sa. plicitc. ■ -'
ânr la distance GF de» ticits. «lentm , «oiriine mmëtre, «i décrit U demi-ciroonfânaiDe FFO^ on décritauss! da point F comme centre, ufrorc de cerds d'un rayon FQ égal à la difiiÉr«noo des rayons des cercles donnés, et par le point P ou aetirc rencontre le premier, on mène le rayon OF qoi détermina snr la circonférence du pins grand des deux cercles doiH nés, le point O par lequel doit être menée lenr tangente commune.
La démonstration de oette constroctioD est très simple. 11 est aisé de Toir que l'angle FPG est droit-, d'oA il suit que OL est parallèle k FG , et s'en trouTe éloi- ' gnée d'une quantité OP qui , par construction , est égale au rayon NG du petit cercle.
74- Corollaire. Si l'on imagine nu troisibnkc oâne qui enveloppe les deux sphères dont les centres sont en E et G, il suit de ce qui vient d'être dît, que ce cane sera formé par toutes les droites qui pourront toucbir à la fois ces deux sphères; il contiendra par conséquent sur sa surface, la ligne qui joint les points de contact de chacune d'elles et du plan construit précédemment. Ce 'cône sera donc touché par le plan dont il s'agit , et cela dans toute l'étendue d'une ligne droite qui passera nécessairement par son sommet , point qui doit aussi se trouver dans le plan qui contient les centres des sphères proposées : il est donc sur la droite LM, intersection de ce plan arec le pbn tangent; f
De là découle naturellement cette conaéqaeac* , que les points de concours des tangentes communes à trois cercles combinés deux à deux , sont placés sur une
63 coMP^£all£^T
fig. 5a no^^e ligne droite; propositioû dont je dois Ja connaissance à Monge (*).
(*) Le iMxntyic rencontre des tangentes commîmes à deux cercles peot aussi se troilvcr entre c«& cercles; par la même raison , on peut mener des plans tangens communs h trois sphères qui ne les touchent pas tontes d'un même câte'. On pourrait demander, par exemple, que Pu ne d'ellrs fftt tonchvc-dant sa partie inférieure, et les deux ftotres dans leur partie supérieure. En combinant ces conditions , on trouverait quelii problème du n^ 72 esi susceptible de huit solutions, mais qui se déduisent toutes de la même constructioBv
DE LA GÉNÉRATION DES SURFACES
Dans (out ce qui préccdc, les points chercliés ont étû déteraiiiiÉs pur des intefsec lions de plans, et les qoestîona ont £té l'egarilées comme résolues dès que l'on a pu assigner la position de ces plans.
Les problèmes d'un genre plus relevé dépendent des surfaces courbes: il est donc à propos, avant de cbercher à les résoudre , de faire connaître ces surfaces.
De mante qu'une ligne courbe tracée sur un plan est une suite de points distingués des autres par une propriété commune, ou, ce qui revient au même, par des rapports entre certaines droites menées de ces points à des lignes ou à des points dounés, de même aussi une surface courbe est 1 ensemble des points de l'espace qui jouissent d'une propriété eommune>on qui donnent lieu i certaines relations entre les distances de ces points à des lignes ou à des plans donnés.
Un point qui se meut, suirant une loi quelconque , mr un plan, décrit une courbe. Une ligne courbe qui se ment dans l'espace, ou qui change à la fois de grandeur et de position suivant une loi déterminée, engendre nue surface courbe, qui n'est autre chose qne l'eu- ■emble des positions successives qu'elle a occupées, ou des formes qu'elles a prises.
}e vais considérer d'abord les surfaces composées de lignes droites.
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DES SURFACES CONIQUES
•^5. Si l'on conçoit qu'une ligne droite qui se meut dans l'csfiace^ soit assujettie à fesser constamment par un point donné > et à suivre le contour d'une courbe donnée de position sur un plan , elle formera une sur* face dont le cône n'est qu'un cas particulier , dans lequel la courbe prise pour diriger le mou'vement de la ligne droite est un cercle. Construire cette surface, c'est assigner la position de ses points relatÎTement a un ]>]an donné ) et ce but est rempli lorsqu'on est paryenu à connaître pour cbaque point du plan horizontal , la hauteur de celui qui lui correspond dans fa surface proposée , ou sa projection sur un plan vertical donné.
Les surfaces de ce genre étant coupées par des plans verticaux assujettis à passer par le sommet, les sections sont des lignes droites. Si y par un point pris sur le plan horizontal , et par le sommet du cône , on mène un plan vertical , sa rencontre avec la courbe donnée fera connaître un point de la ligne droite cherchée , qui doit passer aussi par le sommet du côi|^. Cette ligne se trouvant tout entière sur la surface du cône , donnera la position d'une infinité de points de cette surface.
Les surfaces coniques coupées par des plans parallèles entre eux , donnent pour sections des courbes semblables entre elles.
Les cônes sont aux pyramides ce que les courbes sont aux polygones inscrits et circonscrits.
V\ç. 5i. Soit| par exemple, la courbe H'X' tracée sur le plan horizontal , et supposons que la droite MH' qui doit se mouvoir le long de cette courbe , soit assujettie à passer constamment par le point M ; voici comment on pourra trouver la hauteur PP' du point P de la surface proposée qui répond au point F du plan horizontal.
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Si Ton conçoit un plan vertical qui passe par le point Fig. 5u P' et par le sommet M, ce plan coupera la surface conique suirant une ligne droite sur laquelle se trouvera le point cherché; il n'est dpno plus.quesMpn que de construire ce plan et la ligne^qm'il qcuitient. En joignant le point P' avec le point AI-i projeotiop du sommet du cône, on aura la ligne M'Hf qui sei^-la commune section du plan dont on vient de parHvf avec le plan bori- ^ sontal , ou la projection de la ligne droite menée sur le cône par le point cherché». Il est. clair que. H' sera le point où cette dernière rencontrera la courbe : on aura . donc pour la déterminer deux points H' et M , qui étant rapportés sur le plaa vertical , en iS" et M", donneront sa projection MSâ*'\ rapportant aussi F sur le même plan , en P''^ la hauteur cherchée sera. PP^.
Si la courhe X'H^* était . un . cercle « on aurait le cône désigné dans les élémens, sous le nom de cône oblique; et si le point M' était le ceatre de ce ^i^cle, la surface engendrée serait alors celle du cône droit. Dans tout autre cas,^c'est une surface analogue , et que nous désignerons toujours sous le nom <ie cône, parce que nous attacherons à ce mot l'idée d'une auriaçe composée de lignes droites qui se rencontrent toutes en un seul point.
Une ligne droite étant indéfinie par sa nature, il s'ensuit qu'on peut concevoir la ligne génératrice prolongée autant qu'on le voudra au-dessus du point M; la surface çngendrée par cette portion , sera un cône pareil à celui qui est produit par la portion inférieure au point M , et ils ne constitueront a eux deux qu'une seule et même surface dont, ils seront regardés comme des nappes^ mot analogue à celui de branche dans les courbes.
C'est un principe général de considérer comme appartenant à une même surface toutes, les parties qui
Compl, de la Géom, 6' édit. 5
peuvent être engendrées , soit par le mètùe moaveTnenf^ «oit par la même courbe^ embrassée dans toute retendue qu'elle peut avoir.
DES SURFACES CYLINDRIQUES
76. Le mouvement de la droite génératrice dans les surfaces que nous venons de considérer est déterminé X» par ces deux condîtfons : i^. de passer constamment par un même point > 2?, de suivre le contour d'une même courbe. Ici nous supposons que la droite génératrice reste toujours parallèle à elle-même , dans les différente» positions qu'elle prend en glissant le long de la courbe Fig, 5a. donnée Q'Q'. La surface ainsi engendrée sera analogue à celle du cylindre décrit dans lesËlémens, et serait le cylindre même si la courbe Q'(^ était un cercle.
Voici sur quel principe est fondée la construction de la surface proposée.
Il est clair que si on la coupe par des plans verticaux et parallèles à la ligne génératrice, les sections ne pour* ront être que des lignes droites parallèles à celle-là.
Pour trouver l'ordonnée verticale qui répond à un point quelconque du plan horizontal, il n'y a qu'à mener, par ce point, un plan vertical parallèle à la ligne génératrice , et construire sa commune section avec la surface proposée; ce qui est facile > puisque la ren«7 contre du plan vertical avec la courbe <lonnéc fera connaître un point de la ligne qu'on cherche, qui d'ailleurs doit être parallèle à la ligne génératrice.
Les surfaces cylindriques coupées par des plans parai* lèles entre eux donnent toujours la même 'courbe.
Ces surfaces sont aux prismes ce que les courbes sont aux polygones inscrits ou circonscrits.
Voici les détails du procédé qu'on peut employer pour xonstruire les surfaces cylindriques. Soit Hi' le
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point donné sur le plan horîsontal ; on ai^nera par ce point et parallèlement à H'F^ projection horizontale dé l'une des positions quelconques de la droite génératrice du cylindre , la droite W'Q'j cette ligne rencontrera la courbe proposée dans un point Q' qu'on rapportera «ur le plan vertical, en Q ; alors menant QN' parallèle à P^'H^, protection verticale de la droite génératrice qu'on a choisie pour terme de comparaison , on -• rapportera le point H' en JV, sur le plan Tertical , et iVTî* parallèle à AD^ sera la hauteur demandée C).
Si la ligne génératrice était perpendiculaire au plan de la basé 9 et que la courbe donnée fût un cercle, le cylindre serait celui qu'on désigne dans les Éiémeus sous le nom de cylindre droit.
En général, quelle que soit la courbe Q'Q', elle renferme toutes les projections horizontales des points placés sur la surface du cylindre proposé, lorsque la ligne génératriice est perpendiculaire au plan horizontal sur lequel se trouve cette courbe.
DES COURBES A DOUBLE COURBURE
77. Si l'on conçoit une .suite de points pris sur la surface du cylindre, d'après une loi donnée, Fensemble de ces points formera une courbe, qui le plus souvent ne saurait être comprise tout entière dans un môme plan ; la projection horizontale de cette courbe sera la base du cylindre sur le plan horizontal. Imaginons ensuite que , par chacun des points dont on yient de parler, on abaisse des perpendiculaires sur le p(an verti— cal ; l'ensemble de ces perpendiculaires formera une
{*) n n^est pas nëcessaire qne la ligne dont les projections sont H'P^ et HT^, soit nue des positions de la droite génératrice du cylindre ) il suffit qu'elle loi soit parallèle.
seconde surface cylindrique qui rencontrera la première^ suivant la courbe déterminée par la suite des points proposés ; et les intersections des perpendiculaires arec le plan vertical formeront une courbe qui sera , snr ce plan, ]a base du deuxième cjiindre ^ et par conséquent la projection de toutes les courbes qu'on pourrait tracer sur ce cylindre. Il suitde là qu'elle appartiendra aussi k la courbe suivant laquelle se coupent les deux cylindres qu'on a considérés.
Cette courbe sera déterminée par ses deux projections 'y car elle est donnée par Tintersection de deux surfaces cylindriques perpendiculaires à cbacun des plans coordonnés ; comme une ligne droite est donnée par l'intersection de ses deux plans projetans. Les cylindres remplacent ici ces plans ; mais deux plans quelconques déterminent, par leur rencontre, une ligne droite , et l'intersection de deux surfaces courbes déterminera une ligne courbe dont tous les points pourront ne pas être dans un même plan. De la résulte la division des courbes en courbes planes et en courues à double courbure ; les premières ont tous leurs points situés dans un seul plan : il n'en est pas de même des dernières » qui n'ont jamais qu'un nombre limité de points dans le , même plan.
Pour donner un exemple bien simple de ce genre de courbes, soit un cylindre droit à base circulaire, sur la surface duquel on ait posé la pointe d'un compas, et pendant qiie celle-ci reste fixe, qu'on fasse mouvoir l'autre de manière à repcv^er toujours sur la surface du cylindre; la seconde pointe engendrera évidemment une courbe à double courbure , qui aura tous ses points également éloignés de celui sur lequel tombe la pointe fixe. Cette courbe fera donc partie d'une spbère qui aurait pour rayon l'ouverture de compas donnée; elle.
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sera par conséquent l'intersection du cylînçli'e proposé avec la spliëre.
CSet exemple suffit pour faire voir comment les courbes naissent de L'intersection des surfaces ; c'est pourquoi nous renverrons les prcblëmes qui regardent les courbes nui articles où nous traiterons de l'intersection des surfaces (*).
Il résulte de ce qui précède , une extension des deux genres de surfaces que nous venons de considérer 9 tiavoir , les surfaces coniques et cylindriques: on peut, au lien des courbes planes que nous avons cboisies ]>our diriger le mouvement de la ligne génératrice clans l'un et l'autre cas , prendre des courbes à double courbure.
Cette circonstance n'ajoute aucune difficulté à la construction des surfaces coniqnes et cylindriques ; car la courbe directrice étatit donnée alors par ses deux ])ro)ections , quand on a trouvé le point où le plan vertical mené par le sommet du cône, ou parallèlement à la génératrice du cylindre, rencontre la projection horizontale de cette courbe , on rapporte ce point sur la projection verticale, et l'on trouve un point de la projection verticale de la droite qui appartient au cylindre ou au cône proposé : alors il ne reste plus qu'à mener cette droite suivant les condition^ données dans les articles précédens.
(*") On a donne le nom de courbes k double courbure h ccllea dont tons \és points ne sont pas dans un même plan , parce qa'étant le rcfsallat de riotersection de deax surfaces conrbrs, elles' partagent la ronrbare de Tune et de Pautre. On rend cela sensible en supposant «ne courbe tracée sur nn plan, pC que ce plan Tienne à se gauchir, on qn^il soit roule d''ane manière quelconque : alors la courbe pro« posée prend une nouvelle courbure , qui résulte de celle que les circonsfances, on la volonté, ont donnée au plan.
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DES SURFACES DE RÉVOLUTION
78. La sphère, dont nous nous sommes déjà beaucoup oocQpés , est engendrée par le mouvement d'un demioerde tournant autour de son dîamëtre ; si l'on subs-^ titue au demi-cercle , une courbe quelconque , tournant autour d'une ligne prise dans son plan, les surfaces qui naîtront de là , et que nous ferons connaître sous le nom de surfaces de répolutiorij ont toutes une propriété commune, celle de donner des cercles quand on les coupe par des plans perpendiculaires à l'axe de rotation.
Si l'on remarque en outre que tout plan mené par leur axe, coupe ces surfaces suivant leur courbe génératrice , on aura celles de leurs propriétés caractéristiques qui sont nécessaires à leur construction, laquelle peut s'effectuer ainsi qu'on va le voir.
Nous supposerons d'abord que l'axe de rotation soit perpendiculaire au plan vertical ; il est clair que si l'on imagine un plan parallèle à celui-ci , il coupera la surface proposée suivant un cercle qui aura pour rayon l'ordonnée de la courbe génératrice.
Pour exécuter celte construction , il n'y a qu'à imaginer le corps coupé par un plan horizontal , et passant par l'axe de rotation ; la section qu'on obtiendra sera la courbe génératrice , qui , se trouvant dans un plan parallèle au plan coordonné horizontal, ne changera pas de nature étant projetée sur ce dernier.
Fig. 53. Soit donc K'N' cette courbe j par le point proposé P' on lui mène l'ordonnée M'N' \ c'est le rayon du cercle qui doit contenir le point cherché. Puisque ce cercle est dans le plan vertical N'M'M , passant par le point P', il aura pour projection sur le plan vertical DAB, un cercle de même rayon ^ et dont le centre sera en M%
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)>oîiit de rencontre de Taxe de rotation avec ce plan. pig. t?. Rapportant maintenant le point P' en P, et élevant PV" , on aura le plan vertical P'PP'', qui coupera le cercle proposé en deux points P, dont les projections verticales seront P*.
79. Les surfaces que nous venons de considérer sont déterminées par une seule courbé*, il y en a d'autres pour lesquelles il faut employer deux ou un plus grand nombre de lignés droites ou courbes; mais avant de donner quelques exemples de la génération de ces dernières , nous traiterons des intersectionsdespremiëresentreelies
DES INTERSËCTIOINS DES SURFACES COURBES
80. La méthode la plus naturelle et la plus générale pour construire leis intersections des surfaces courbes, consiste à les imaginer coupées par des plans menés suivant certaines conditions. Lorsqu'on a déterminé les sections faites par un même plan dans chacune des deux surBeices courbes proposées , les points qui sont communs à ces deux courbes font nécessairement partie de l'intersection cherchée, puisqu'ils sont à la fois sur l'une des surfaces courbes et sur l'autre.
Les plans coupans peuvent être menés parallèlement à l'un des plans coordonnés. Supposons que ce soit au plan vertical; il sera facile de construire les courbes suivant lesquelles ils rencontrent les surfaces proposées ; car tous les points de ces courbes auront leurs projections horizontales dans la commune section du plan coupant qui les renferme et du plan horizontal ; <*t comme ces points sont placés sur des surfaces courbes dont la construction est connue , on pourra trouver la hauteur de chacun d'eux au-dessus de sa projection. Le plan coupant étant parallèle au plan vertical, on pourra rapporter sur le second , tout ce que le
72 COlfPLÉHEKT
premier contient , sans que les lignes qui s'y trouvent changent de grandeur ou de positions respectives ;çt par conséquent on aura immédiatement dans la rencontre des sections tracées sur le plan vertical , la projection d'^un point de l'intersection des surfaces proposées.'
En répétant les opérations indiquées, on trouvera autant de points qu'on voudra de cette intersection.
La méthode que nous venons d'exposer peut s'étendre à tontes les surfaces courbes en général , mais on voit qu'elle exigera presque toujours que l'on construise dl3nx courbes pour trouver chaque point des intersections de ces surfaces, et il arrive dans beaucoup de cas qu'en choisissant les plans coupans d'une manière convenable, les sections à construire ne sont que des lignes droites ou des cercles, et par conséquent n'exigent qu'une opération pour trouver tous leurs points. C'est en se rapprochant le plus qu'il est possible de la génération des surfaces dont on cherche la rencontre , qu'on parvient à des constructions simples et faciles ; et l'on en obtiendra de telles , en renonçant quelquefois au système des plans coupans , pour employer des surfaces courbes dont les sections avec chacune des proposées soient aisées à déterminer.
Des exemples particuliers rendront très claires ces notions générales, qui peuvent d'abord paraître compliquées y et montreront comment il faut se conduire dans les cas dont on ne parlera point ici.
PROBLÈME
8i. Construire l^ intersection d'un cylindre et d*une sphhe.
On prendra pour plan des projections horizontales, un plan parallèle à la ligne génératrice du cylindre, et pour plan vertical celui qui est perpendiculaire à cette. ligne.
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Si Pon imagine ensuite que les pians coupans soient parallèles au plan horizontal , ils rencontreront le cylindre dans des lignes droites parallèles à son axe , et la sphère suivant des cercles dont le centre sera projeté au mémo point du plan horizontal que son centre ; les rayons de ces cercles seront faciles à trouyer par ce qui a été dit au n® 63.
Cette construction peut s'exécuter facilement à l'aide des notions qui ont précédé cet article , aussi trouverat-on ici peu de détails ; et cela , parce qu'il me semhie que lorsqu'on a suffisamment indiqué comment il faut mener les plans ou lignes qui résolvent une question, l'ordre, autant que la brièveté , veut qu'on se dispense d'expliquer de nouveau les procédés qui font partie des questions déjà résolues.
Dans les cas dont il s'agit ici , on a mené des droites g''!'', parallèlement à AB, dans le plan vertical ; elles sont Fig. 54. les communes sections de ce plan avec les plans coupans qu'on suppose horizontaux; g^'i'^ est évidemment le rayon du cercle suivant lequel un de ces plans rencontre la sphère dont le centre est projeté en E'' sur le plan vertical, et en E' sur le plan horizontal.
Les points P^, et P"3, où la ligne g^i" rencontre la base du cylindre , sont les projections verticales de deux droites qui se trouvent sur sa surface, et qui sont coupées chacune en deux points par le cercle de la sphère, compris dans le plan horizontal mené par g'^i''.
Par conséquent ^ si ^ du point £' comme centre et d'un rayon égal à g'i", on décrit un cercle, les points p', , P 3> P'i, P's^ où il rencontre les projections des droites dont on vient de parler, appartiennent à l'intersection cherchée de la sphère et du cylindre.
Par le même* procédé > on déterminera autant de points qu'on voudra de cette intersection ; mais ceux
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Fig. 54* <I^'il ^*u^ s'attacher spécialement à trouyer les premiers , sont ses limites. Ainsi, dans l'exemple qui nous occupe, le cylindre pénètre entièrement la sphère , et par conséquent il la rencontre deux fois , savoir , à son entrée et à sa sortie : chaque opération donne à la fois des points de l'une et de l'autre de ces sections, qu'il ne faut pas confondre ensemble, et c'est à quoi l'on parviendra en se représentant la situation respective des deux corps. On verra alors que la plus grande largeur des sections doit se trouver dans le plan coupant mené par l'axe du cylindre ; que les points placés au*dessous de ce plan sont ceux où les sections s'approchent le plus Fune de l'autre , et qu'au contraire les points qui sont au-dessus appartiennent aux branches les plus éloignées.
A l'aide de ces considérations, on sentira aisément que P'i P's P'4 P'» est la projection sur le plan horizontal, de l'entrée du cylindre dans la sphère , et p\ p's p'4 p'ft celle de la sortie: quant à la projection verticale, elle est commune à toutes deux : c'est le cercle qui sert de base au cylindre', sur le plan vertical.
Fig. 55. La figure suivante représente avec les mêmes lettres le cas où le cylindre n'entrerait pas de tout son diamètre dans la sphère. Il est évident que les points L'i et 1/^ donnent alors les limites , et que la section est unique (^}.
PROBLÈME
82. Trout^er les projections de la courbe qui est l*in^ ierscction d'une sphère et d'un cône.
On fera passer les plans coupans par le sommet du cône , et on les supposera perpendiculaires au plan horizontal ; par ce moyen les sections faites dans ce cône
(*) Dans l'an €t Pantre exemple, les seciions ne sont , analjr tîqoe- Bient parlant , ^a'nne même courbe, donnée par nnt seule ^fuation.
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seront des lignes droites faciles à déterminer , et celles de la sphère seront des cercles dont on trouvera le centre et le rayon par le procédé du n" 63.
En voilà assez pour mettre ceux qui sottt familiarisés avec les constructions que nous ayons données, à portée de résoudre le problème proposé ; nous ferons seulement remarquer un procédé analogue à celui du n° 'jo, par lequel on abr^e un peu l'opération.
Soit menée, dans le plan horizontal, la droite S'K.' ^'S- ^^' qui représente la commune section de ce plan et de l'un des plans yerticaiix passant par le sommet du cône , point dont les projections sont en S' et S" ) au lieu de rabattre le dernier plan , en le faisant tourner autour de S'E.^ , qu'on le transporte sur DAB, en couchant la ligne S'ES sur AB, de manière que le point S' tombe en S 'y alors, en prenant Sk.:=S''K!, on pourra mener les droites S'^k, qui seront les sections du cône, par le plan coupant (76). Faisant ensuite mg=:S'G', le. point g sera la position du centre du cercle dans lequel la sphère rencontre le plan coupant ; car il répond audessus de G', à une hauteur égale à celle du centre de cette sphère , qu'on voit projeté>n E' et E" : enfin le rayon de ce cercle est gh , égale à G'H' (63).
Les points p , où le cercle dont on vient de parler coupe les droites S"]l, appartiennent à l'intersection du cône et de la sphère proposée. Ils sont au nombre de quatre; deux se trouvent sur la courbe formée par l'entrée du cône dans la sphère , et deux sur celle qui résulte de sa sortie. On appliquera ici les observations que nous avons faites pour le cas du cylindre.
Les points p sont placés dans le plan coupant; pour avoir leurs projections > il faut prendre S'P' égale api, et le point P' sera la projection sur le plan horizontal : élevant ensuite P'P", perpendiculaire à AB , la projec-
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Fig. 56. lîon yertîcale P* se trourera à la rencontre de cette droite et de p i ; car le point p étant pris dans un plan Yertîcal, est à la même hauteur que sa projection sur tout autre plan Tertical.
Afin de ne pas compliquer la figure , l'opération n'a été exécutée que sur un seul des points p, mais elle aurait lieu de la même manière sur les trois antres.
Quoique la base du cône représenté dans la figure soit un cercle^ comme on n'a employé aucune des propriétés qui la caractérisent y on i^oit que la construction précédente s'étendrait à tout autre cas.
PROBLÈME
^ 83. Construire V intersection de deux cônes.
Nous supposerons, pour plus de simplicité 1 que les côoes proposés aient leurs bases sur un même plan , c'est-à-dire que l'on connaisse la courbe suiyant laquelle chacun d'eux coupe l'un des plans coordonnés , l'hori^ zontal y par exemple : on verra bientôt que la question peut tdAijours être ramenée à cet état.
Cela posé, j'imagine un plan passant par la ligne qui joint les sommets des cônes proposés, et tournant autour de cette ligne; ce plan , dans chacune des positions . où il rencontrera les cônes, les coupera suiyant des y lignes droites, qui seront en général au nombre de quatre, . savoir, deux jiour l'un, et deux pour l'autre*, et comme elles sont toutes dans un même plan , celles qui appar- * tiennent au premier cône rencontreront leurs correspondantes sur le second , dans des points qui feront partie de l'intersection de ces surfaces.
Fig. 57. Soient S' et S", s* et s" les projections des sommets des cônes, l^F' et f'f ' les courbes qui leur servent de base sur le plan horizontal , Ë' le point oh la ligne qui passe par les sommets des cônes proposés rencontre le plan
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borisontal ; il est éYÎdent qoe le plan coupant, dans toutes Fig. ses positions y doit toujours passer par ce point.
Je mène ensuite la droite E'F' à volonté , mais de manière cependant qu'elle rencontre les deux bases des cônes , et je regarde cette ligne comme la commune section du plan coupant et du plan horizontal.
Je construis (76) les projections des lignes tirées des points F' au sommet du premier cône , et des points i' au sommet du second ; ces lignes sont respectivement les projections des génératrices des deux cônes proposés , situées dans le plan mené par la droite qui joint les sommets des cônes et par la droite ET' ; et leurs rencontres , marquées sur chacun des plans coordonnes par les chiffres i , 2> 3, 4» seront des points de Fintersection demandée*
En jetant les yeux sur la deuxième figure , on concevra facilement que l'un des cônes proposés pénètre l'autre , et que des quatre points qu'on trouve par la construction précédente, deux appartiennent à l'entrée f et les deux autres à la sortie du cône pénétrant,
84. Corollaire /'^ S'il s'agissait de trouver l'intersection d'un cône et d'un cylindre, il faudrait imaginer par le sommet du cône, une droite menée parallèlement à la génératrice du cylindre ; alors tous les plans passant par cette ligne couperaient le cylindre et le cône proposés, suivant des droites, et la construction serait la même que dans le cas précédent. ,
85. Corollaire //. Enfin, si l'on demandait l'intersection de deux cylindres, il faudrait les imaginer coupés par des plans parallèles à leurs génératrices; et dans le cas où ces cylindres auraient leurs bases sur le même plan , la construction deviendrait analogue à celle qui et é indiquée ci-dessus pour les cônes.
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En effet I on déterminerait (ai et 36) la ligne soÎTaift laquelle un plan parallèle aux génératrices rencontrerait le plan horizontal (^) , et l'on mènerait ensuite tant de lignes quon voudrait parallèlement à celle-ci. Les points oii elles couperaient les bases des cylindres proposés, seraient placés sur des génératrices prises dans le même plan , et dont on construirait les projections (76) ; leurs rencontres mutuelles détermineraient des points de la section demandée.
86. Remarque. I^ous ne saurions entrer ici dans le détail des procédés qu'on pourrait adopter pour les différens cas particuliers. Cet objet n'a d'ailleurs aucune difficulté ; et quand on s'est habitué au genre de considérations qu'il comporte, on trouve soi-'ménie les simplifications dont les méthodes générales peuvent être susceptibles.
Nous avons supposé que les bases des cônes ou des cylindres proposés étaient sur un même plan ; quoique cela n'arrive pas toujours , on peut l'obtenir facilement, puisqu'il n'est besoin que de prolonger jusqu'à la rencontre du plan horizontal les génératrices, construites comme on l'a vu (76 et 76).
On pourrait même se passer de cette opération préparatoire , en menant effectivement les plans coupans suivant les conditions données, et en déterminant leur rencontre avec les courbes qui servent à diriger les mouvemens des droites génératrices ; mais ce moyen n'est guère commode , surtout quand les courbes dont il s*agit ne sont pas planes.
(^} Pour construire. on plan suiyant ces conditions , il suffit cTinuM* giner par un point quelconque deux lignes respectivement paraU lèlei ik chacune des gffnératrices ; elles dëtenninérônt le plan de* mande (36).
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Voici un cas particulier qui peut être utile : celui de deux cylindres droits.
Nous prendrons pour plan horizontal un plan parallèle à la fois aux deux axes de ces cylindres y et deux plant Terticanx , respectiTcment perpendiculaires à chacun de ces axes.
Gela posé; si l'on conçoit ces cylindres coupés par des plans horizontaux y les sections résultantes seront des droites parallèles aux axes; mais£"F'' étant la rencontre du plan vertical DAB ayec un des plans cou pans, EE^ Fig. 58. et FF^ seront les intersections de ce plan et du premier cylindre, projetées sur le plan horizontal ; on trouvera celles qui leur correspondent dans le second, en menant dans le plan vertical d a h , perpendiculaire à l'axe du second cylindre, fe parallèle à ab, et éloignée de cette ligne d'une quantité égale à la distance de E'T" à AB< Il est clair que f e sera la rencontre du plan coupant avec celui de la base du second cylindre; et par conséquent ee' et/f' seront les lignes cherchées, qui i*encontreront leurs correspondantes i?E', FF', dans le premier , aux points i , a , 3 , 4 9 appartenant à la pro* jection horizontale de la commune section demandée. Quant à la projection verticale , elle se trouve sur le cercle qui sert de base au premier cylindre.
Si l'on demandait la courbe qui serait l'intersection d'un plan quelconque et d'une surface cylindrique ou conique', on pourrait appliquer les méthodes précédentes à oe cas particulier; car un plan appartient également à la famille des surfaces coniq^j^s ou à celle des surfaces cylindriques , puisqu'il peut être engendré par une droite assujettie à glisser le long d'une autre , et à passer constamment par un même point pris hors de cette droite, ou à se mouvoir parallèlement à elle-même. Nons^e nous arrêterons donc point sur ce sujet, qui
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d'ailleurs est susceptible de simplifications particulières très aisées à découvrir , en choisissant convenablement les plans coordonnés.
Nous observerons, en général , que l'intersection d'une surface courbe et d'un plan quelconque peut toujours se construire facilement, puisque , quel que soit le système des plans coupans, leurs rencontres avec le plan proposé seront toujours des lignes droites faciles à déterminer.
PROBLÈME
87. Construire l'intersection de deux surfaces de répolution^ dont les axes sont dans un même plan.
Ce cas particulier, mais cependant assez étendu, mérited'étre traité avec quelque détail, parce qu'il offre l'exemple d'un procédé qu'on peut appliquer souvent avec avantage.
Pour construire les intersections des surfaces, ik>us avons employé jusqu'ici des plans coupans : ce choix esijt en effet le plus simple qu'on puisse faire; mais il est aisé de s'apercevoir que l'esprit de la méthode consiste à couper les deux surfaces proposées par une troisième, parce que les sections qui en résulteront, se trouvant placées sur cette dernière , se rencontreront nécessairement, si les premières ont un point de leur commune section situé dans cette même surface ; et il 3' at des circonstances oii les sections formées par une surface courbe sont plus simples que celles qui résultent d'un plan. Dans le cas actuel , il convient de prendre , au lieu de plans coupans , une suite de sphères ayant toutes leur centre placé à l'intersection des axes des deux surfaces de révolution proposées.
Pour s'en assurer , il faut d'abord observer que deux surfaces de révolution ayant un axe commun, se ren-*
flantrent toujours dans un cercle dont le plan est per^
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pendiculaire à cet axe> et qui a pour rayon la distance du même axe au point où se coupent les courbes génératrices situées dans un même plan. Cela posé y on voit qu'une spliëre dont le centre est au point de rencontre ^es deux axes des surfaces proposées^ pouvant être alternativement considérée comme décrite par la révolution d'un de ses grands cercles autour du premier axe et autour du second , doit couper^ suivant des cercles ; les deux surfaces proposées: voibi l'application de ces remarques.
SE et SF étant les axes, EX et FY les courbes gêné- Fij ratrices, du point S comme centre et d'un rayon pris à volonté, on décrit un cercle MN qui appartient à une spbëre dont le centre est en S, et qu'on peut regarder comme engendrée par la révolution de ce cercle autour de l'axe SE ; le point N , dans oe mouvement , produit un cercle qui ^est la commune section de la spbëre et de la surface qui a pour génératrice EX» Le plan de ce cercle est perpendiculaire à celui de la fjgure et passe par NH. En raisonnant de même, on verra que la surface décrite par FY autour de SF, est coupée par la spbëre dont on vient de parler, suivant un cercle qui a pour rayon GM, et dont le plan est perpendiculaire au plan de la figure : le point P sera donc la projection borizontale d'un point de l'intersection des deux surfaces de révolution proposées.
Le procédé étant répété fera connaître autant, de points qu'on voudra de cette projection : quant à la projection verticale, on la construira par les hauteurs, comme dans le problème du n® 4^, avec lequel celuixÀ a le plus grand rapport. On peut en effet arriver à la solution par le moyen de deux cônes ayant même sommet, et se coupant dans toute leur étendue suivant deux lignes droites , qui rencontrent aussi les surfaces de révolution v et par là on appliquera tout oe
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qui est dit dans le n° cité et dans le suivant, à la qnes^ tion dont il s'agit ici.
88. Remarques. Pour donner quelques applications des problèmes précédens, notts allons énoncer plusieurs questions qu'on pcfùt résoudre par leur moyeh , et sur lesquelles il sera bon de s'exercer.
I*. Supposons que, connaissant les distances d'un point à trois droites données de position, on demande lés projections de ce point ; il est évident qu'en prenant ebacune des lignes données, pour l'axe d'un cylindre droit , dont le rayon serait la distance de cette ligne au point cberdié , cbacun des cylindres ainsi formés doit contenir ce point : il ne peut donc être qu'à leur ititersectîon.
Mais pour trouver la rencontre de trois cylindres, il faut d'abord cbercber les projections de la courbe suivant laquelle se coupent deux quelconques d'entre eux , puis déterminer eÀstiite les rencontres de cette courbe et du troisième, ou, ce qui revient au même, construire les plt>jections de l'intersection de ce dernier avec un de ceux dé)à employés ; on aura ainsi deux courlies qui détermineront, par les points où elles se rencontreroiit, ceux qui soiit communs à la fois aux trois cylindrée proposés.
Ces deux courbes étant données par leurs projections, les points oà celles-ci se rencbntreront seront les projections des points demandés.
Il est héùessaire d'appliquer au cas présekit ce qui a été dit pour les lignés droites (ig).
Toutes lés constrttetiôtts qu'on vient d'indiquer peuvent être exécutées fecilement par ceux qui auront com-» pris ce qui précfède ; ils ne sauraient élte arrêtés que par la lo^ueur de l'opération , capable de rebuter peut-être les personnes qui Okit peu d'habitude dé la règle et du
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compas. Au reste, noas dirons ici, pour ceusL qui connaissent l'analyse, que la question proposée est en général du huitième degré et à trois inconnues ; il n'est donc pas étonnant que le procédé soit compliqué.
Il se présente un cas assez simple, que nous inTitons nos lecteurs à construire d'abord; c'est celui où les trois droites données sont parall^es à un même plan, qu'on choisira alors pour plan horizontal, et la constrnclion sera celle qu'on a donnée plus haut (85).
2®. Supposons qu'un objet D placé eti l'air, un ballon , Fig. 60. par exemple, soit tu à la fois de trois points donnés £, G, F', et qu'on obserye dans chacun, l'angle que fait le rayon visuel mené au point D, avec la verticale; on pourra trouver la hauteur de ce point, et sa projection sur le plan horizontal, de la manière suivante.
On choisira pour plan horizontal le plan P'Qf, qui passe par un des points donnés F^ ; et puisque la situation des points G et E est connue , on aura leurs projections G' et £' sur ce plan.
Gela posé , concevons que l'un des rayons visuels, DE , par exemple, tourne autour de la yerticale E'M qui lui correspond, en faisant constamment avec elle le même ai^le ; il engendrera un cône droit » sur la surface duquel se trouvera nécessairement le point D. £n appliquant ce raisonnement aux deux autx*es points F' et G , on aura trois cônes qui contiendront le point cherché : il sera donc placé à leur intersection.
Ici , comme danjs l'exemple précédent , on cherchera les projections des intersections de l'un des cônes avec chacun des deux autres ; et nous avons donné des méthodes applicables à cette détermination. Mais les cAnes proposés ayant leurs axes perpendiculaires à un même plan , et étant droits , il sera commode de prendre les plans coupans parallèles à celui-ci ; il en résultera ,
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pour les sections de chaque cône^ des cercles dont le rayon sera la perpendiculaire menée par le point de l'axe oji passe le plan coupant^ et terminée à la rencontre du côté ; et les cercles ainsi trouvés seront égaux, à leur projection sur le plan horizontal. Ces détails suffisent pour achever la construction. On s'assure aisément^ par l'anal jsC; que ce problème n'est que du quatrième degré.
Il esl aisé de voir que ce dernier procédé convient également à des surfaces de révolution y dont les axes sont perpendiculaires à un même plan.
3^ Supposons y pour la dernière question , qu'un observateur placé dans un ballon veuille déterminer sa situation ^ en mesurant les angles que font entre eux les rayons visuels menés à trois points dont la position respective est donnée.
Dans ce cas > on connaît les angles £DF'^ GDF et GDE I ainsi que la position respective des trois points Gy'E' et E ; nous supposerons qu'on ait pris pour plan horizontal celui qui est déterminé par les trois points proposés : on a donc alors la base d'une pyramide trian- ^laire> les angles au sommet, et l'on demande la projection de son sommet , sur la base, ainsi que sa hauteur. Fig. Gi. Soit GEF le triangle de la base ; ^imaginons qu'ob ait décrit sur £F, un segment de cercle £KF, capable de l'angle donné EDP {^fig, 60) ; ce segment , en tournant autour de EF> engendrera un corps qui contiendra sur sa surface tous les points de l'espace , tels que , menant de chacun d'eux des lignes aux points £ et F, elles feront un angle ^al à l'angle donné : le point D sera donc sur cette surface. Ce raisonnement étant appliqué à chacun des côtés "GF et GE, fera connaître deux autres surfaces de révolution , engendrées de la même manière , et contenant aussi le point cherché ; ces surfaces auront leurs axes dans' le même plan , et l'on en déterminera les inter-
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sections par le procédé du n® 87. Les points de ren- Fig. 63. contre des projections horizontales de ces intersections détermineront le point H, qui sera la projection du sommet de la pyramide ^ sur le plan de sa base ; et la hauteur sera donnée par la même opération.
Ce problème y mis en analyse , offire des résultats curieux; et les formules données par Lagrange dans les Mémoires de F Académie de Berlin , année 1775, c(miduisent à l'équation d'une manière très simple. Les considérations géométriques qui ont servi à le résoudre^ étant traduites en langage algébrique , mènent à leur tour aux expressions trouvées par cet illustre Géomètre.
Ce problème est en général du huitième degré : on peut cependant , dans sa construction , réduire le nombre des solutions à quatre ; car les corps que l-on emploie j considérés dans toute leur étendue , sont produits par la révolution d'un cercle entier autour de sa corde ^ mais la partie engendrée par un des segmens appartient aux points dont les rayons visuels font des angles qui sont les supplémens de ceux que donne la partie en-r gendrée par l'autre segment.
Ainsi ^ dans la construction ^ on n'emploiera que le segment EKF ; car l'antre sèment £kF appartient à un angle qui est le supplément de F'DE (jlg. 60) (^).
SUITE DE LA GÉNÉRATION DES SURFACES COURBES
89. Nous avons parlé, dans les articles précédens , de la génération et des intersections des surfaces dont la construction dépend d'une seule ligne directrice ^ nous
{*) d'est par la solation de ce problème « que je dois à nn élève de rÉcole de Mëzièret, où Monge professait, que j'ai eu connaissance de la méthode donnée an n^ 87.
Le même problème a été résolu algébriquement par Estève , dans les Mémoires des Savuns étrangers , tome II , page 408 , et pai^ Kramp , dans son Arithmétique universelle , page' {oa.
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allons maintenant passer à celles qui exigent le concours de plusieurs : nous commencerons par les surfaces composées de lignes droites.
Pour déterminer le mouvement d'une droite ^ il faut trois conditions ; car, dire que la ligne droite génératrice est assujettie k passer constamment par un point donné, dans le cas du cône, ou h être parallèle à une même ligne, dans la génération du cylindre, cela équiraut à deux conditions. En e£Pet , un point est donné par ses deux projections *, il en est de même d'une lignes la coexistence de ces données offre donc évidemment deux conditions : la courbe suivant laquelle se meut la lïgae génératrice est la troisième.
Pour offirir quelques exemples d'une surface engendrée par le mouvement d'une ligne droite assujettie à passer par deux lignes données , supposons d'abord que la première de celles-ci soit une droite verticale, et la deuxième une courbe quelconque donnée par ses pro^ Fig. 62. jections. Le mouvement de la ligne génératrice ne sera pas encore entièrement déterminé ; car , ^ient XM et ££' la courbe et la ligne donnée ; tandis que la ligne génératrice EM est fixée par un de ses points sur la courbe XM , elle peut tourner autour de oe point , et parcourir ainsi tou» ceux de la ligne ££'. Il faut donc ajouter une i(iouvelle condition ; et parmi toutes celles que l'on peut choisir, nous supposerons que la ligne £M r^ste constamment horizontale, c'est-à-dire que le point M et le point E soient toujours à la même hauteur.
La construction de cette surface est on ne peut pas plus facile ; car il n'y a qu'à faire passer par la ligne donnée E£' et par le point P, choisi arbitrairement sur le plan horizontal BAC, un plan vertical : l'or4onnée MM' de son intersection avec la courbe XM, sera la ' hauteur du point P au-dessus de sa projection horizontale.
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^. Nous donnerons encore un autre exemple de surfaces analogues : nous concevrons que deux courbes XM, xm soient perpétuellement. coupées par un plan Fig. 63. DF^ assujetti à passer constamment par une ligne Terlicale AD. Si Pou jointe par une droite indéfinie Mm^ les deux points oii ce pUn^ dans chacune de ses positions, rencontre les conrbes proposées, XM et xm , l'ensemble des^ droites ainsi déterminées formera une surface courbe facile à construire par ce qui précède.
Nous ne nous arrêterons pas à détailler l'opération ; nous remarquerons que le cas le plus simple est celui oit les deux lignes courbes XM et xm sont remplacées par deux lignes droites ; et alors la surface proposée est celle qui est çngendrée par le mouvement d'une ligne droite assujettie à glisser le long de trois autres. On voit par là combien cette surface est aisée à construire , en choisissant les plans coordonnés de manière qu'il y en ait un qui soit perpendiculaire à l'une des droites données.
En général, le mouveq^^nt d*une ligne droite sera déterminé toutes le$ fpis que cçtte ligne sera assujettie à glisser le long dâ trois courbes données. Les surfaces dont nous venons de parler ne sont que des cas particuliers de celles qui naîtraient de ce mouvement ; toutes SQnt comprises âious le nom de surfaces gauches : le coin conoîde de Wallis est une de ces surfaces (*).
{*) Voici sa génération : BDE' étant nn qaart de cercle situé Fig« 64» dans un plan yertical et parallèle à la ligne AG , si Ton conçoit qa^un second plan vertical perpendiculaire à cette ligne , se meuve parallèlement à Ini-méme, et qu'on joigne par des droites G'F^ les points oh il rencontre la ligne AC et Parc DE^, dans chacune de ses positions , Tensemble de ces droites sera la surface dont il s'agit.
On voit qVie le corps terminé par cette surface et par les plans DAB , BAC , donne des triangles rectangles tels que FG'F^, lorsqu'on le coupe par des plana perpendiculaires à AC. Il nVst d'ailleurs que
91. Les deux dernières familles des surfaces qaenou^ Tenons de considérer , quoique composées de lignesr droites, différent essentiellement du cône et du cylindre. En effet, ceux-ci peuvent se développer, c'està-dire s'étendre sur un plan , sans déchirure ni duplicature ; car on peut conceroir le cône comme composé de plans infiniment longs et infiniment étroits ; et si Ton imagine que chacun de ces plans tourne autour de sa commune section avec le plan consécutif, comme autour d'une charnière , il pourra être rabattu sur celui-ci. On peut se rendre cette vérité sensible en substituant par la pensée au cône, une pyramide d'un très grand nombre de faces , et l'on verra aisément qu'à quelque point que se multiplient ces faces , la pro^ position ne cessera pas d'avoir lieu : elle conviendra donc au cône qui enveloppe toutes ces pyramides. Un pareil raisonnement s'appliquerait au cylindre , en substituant les prismes aux pyramides ; mais les surfaces dont nous avons parlé n® 8g ne jouissent pas de cette propriété ; car toutes les lignes droites qui les composent doivent se croiser dans leur direction , en passant
Fig. 6a« l'une au-dessus ^e l'autre dans la ligne E£^, sans se ren* cpntrer : or , d'après ce qui précède , pour qu'une surface soit développable , il faut que les lignes droites qui la forment se rencontrent au moins deux à deux. Il en sera de même du genre de surfaces considéré n® 90 , dans tous les cas, excepté ceux où , par la nature
fig. 63. et la position des courbes XM et xm^ elle se réduit ^ un plan ou à un cône.
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considération des corps terminés par des plans. Toutes les surfaces des corps de ce genre peuvent se développer , mais cependant il existe entre eux à cet égard des différences sur lesquelles il convient d'insister.
Quand on considère une pyramide, abstraction faite de sa base , on voit que le développement peut s'en faire sur le plan de l'une de ses faces, et que, par ce moyen, les autres viendront se ranger à la suite de celle-là , sans qu'il y ait entre elles aucun espace vide, aucune solution de continuité. Il en sera de même d'un prisme lorsqu'on fera abstraction de ses bases, et l'on doit toujours le faire ; car les bases d'un prisme ou celles d'une pyramide , ne sont autre cbose que des termes que l'imagination ou le besoin met à des corps indéfinis.
Si maintenant on applique ce raisonnement à un corps d'une autre nature, un icosaèdre ou un dodécaèdre, par exemple , on verra qu'il ne saurait leur convenir, et qu'il y aura des vides entre les diverses parties de leurs développemens.
Mais les prismes et les pyramides ne sont pas les seuls corps dont on puisse développer les surfaces sans solution de continuité ; la notion du développement fait voir qu'il aura lieu toutes les fois que la surface proposée sera formée de plans angulaires indéfinis , joints les uns aux autres par des arêtes aussi indéfinies, quand même ces angles n'auraient pas leur sommet au même point.
Il est aisé de se représenter la figure du corps dont les faces seraient les plans angulaires MRM, , MiR,Ma , Fig. 65. MflRftMs , etc. , réunis deux k deux par un de leurs côtés , et inclinés d'une manière quelconque les uns à l'égard des autres. Il devient une pyramide lorsque tous les sommets des angles R, R[ ,Ra} etc. se confondent, et un prisme s'ils s'éloignent à l'infini ; car alors les arêtes MR; MiR,,MaRA, etc. sont parallèles.
go COMPLEMENT
Fig- 65. 9^* Concevons un plan assujetti à se n^puvoir sui' Tant une certaine loi^ telle, par exemple, que d'être constamment perpendiculaire à une courbe à double courbure donnée XZ ; soient PMN une des positions de ce plan , P|M,N, une seconde position consécutive 9t la première, et qui la rencontre suivant h ligne M|N|; soit encore PaMaN» une troisième position consécutive à la seconde , et dont la rencontre avec cette dernière soit MftNft ', enfin , soit PsMsNs une quatrième position du plan dans laquelle il rencontre la troisième suivant la ligne MsNs; on voit que, de cette manière , on formera un corps à faces planes terminées par des lignes droites y telles que MN, M(N(, M^N^, MsNs, etc.» qui sont deux à deul. dans un même plan , et qui par conséquent se rencontrent. Il est clair que ce corps peut se développer, en faisant tourner chacune de ses faces aur tour de sa commune section avec la face qui la précède, jusqu'à ce qu'elle arrive dans le plan de celle-ci.
Telle est la manière la plus générale dont puisse être conçue i^ne surface développable ; car , quoique nous n'ayons considéré qu'un corps terminé par un nombpre fini de plans , on peut imaginer qu'ils soient multipliés autant qu'on le voudra , sans quç la pjropriété que nous venons d'énoncer oesse d'avoir lieu ; et il en sera de œ passage comme de celv^i du contour des polygones à la circonférence du cercle : la oialtipUcation indéfinie des faces des corps que nous considérons, conduira h, une surface courbe à laquelle conviendront le$ résultat^ que nous venons de trouver.
lie cône et le cylindre s'en déduisent comme cas particuliers,. ainsi qu'on va le voir. lËn effet, il suit de la génération d'une surface développable quelconque, que les droites MN, M^N, , M.Na, etc. , la touchent dans toute leur longueui*, et ^ rencoutrçqt deux k deux
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aux points R , R, , etc. ; la suite de ces points appar- Fig. 65. tient à une courbe qu'on nomme arête de rebroussement de la surface proposée ^ parce que cette surface ne s'étend point daïis Tintérieur de la courbe, nsais forme deux nappes qui se recouvrent , l'une indiquée par la partie pleine des lignes MIN , l'autre par leur partie ponetuée. Si tous les points R, R[, R», etc. se confondaient en un seul, la surâice proposée serait celle d'un cône ; elle deviendrait un cylindre , si tous ces 'points de concours s'éloignaient à l'infini , et que les lignes MN, MjNi , etc. fussent parallèles entre elles. Dans le dernier cas, la courbe XZ, à laquelle le plan générateur doit être perpendiculaire dans toutes ses positions y est une courbe plane. En effet, )e plan gêné* rateur dans chacune de ses positions, se trouvant perpendiculaire k un même plan , celui de la courbe donnée , ses intersections successives seront aussi perpendiculaires à ce plan, et par conséquent parallèles entre elles.
La courbe RRjR» etc. pourrait servir à la génération de la surface proposée ; car celle-ci résulte de Fensemble des tatigentes de cette courbe, et il n'y a pas de surface développable qu'on ne puisse imaginer produite de cette manière.
Quand la courbe RR,Ra etc. est plane , la surface engendrée par toutes ses tangentes n'est autre chose que le plan dans lequel cette courbe est située (*).
94. On obtiendrait dies surfaces analogues aux précédentes et variéesà l'infint,en substituant auxlignesdroites des courbes d'une nature donnée ; et Pou trouverait qu'il
(^) G?68t Monge qui a nommé ceue courbe arête de rebroussement de la surface déweloppable , dans le IXe et le X« volume des Mémoires des Savans Étrangers , où il a traité ce sujet analytiquemenl avec beaucoup d'étendue : nous y renvoyons ceux de nos lecteurs qui voudraient l'approfondir davantage.
faut aussi trois conditions pour déterminer d'une ma* niëre complète le mouvement d'une courbe quelle qu'elle soit ; maisi sans entrer dans ces généralités^ je me bor-* nerai k indiquer la description des surjaces annulaires, Fig. 66. Soit XZ une courlje quelconque y GH un cercle mobile dont le centre M soit toujours sur cette courbe , et dont le plan PQ la coupe perpendiculairement ; ce cercle engendrera une surface dont la partie ombrée de la iîgure peut donner une idée.
Si l'on remplaçait le cercle GH par une autre couitie, il faudrait ajouter une nouvelle condition ; car le plan PQ peut tourner sur le point M ^ sans cesser d'être per-^ pendiculaire à la courl>e XZ. Cette circonstance , qui ne change rien par rapport au cercle G H , ferait varier la surface engendrée par une courbe qui ne serait pas symétrique autour du point M. On pourrait^ par exenà-* pie y assujettir une ligne fixe dans le plan PQ^ à passer constamment par une ligne droite ou courbe > donnée dans l'espace.
Au lieu de supposer le plan PQ perpendiculaire à la courbe XZ , on pourrait le faire mouvoir parallèlement à lui-même; et, si la courbe GH n'était pas un cercle, concevoir qu'une droite fixe dans le plan PQ , demeure constamment parallèle à elle-même.
Le cas le plus simple des surfaces annulaires est celui
« ^. oh. la courbe XZ, située tout entière dans le plan bori-
"^ zontaly est un cercle, et la courbe GH, un autre cercle
Fig. 67. placé dans le plan vertical DÂH% ayant son centre (/
toujours sur la circonférence X'Z', qu'on suppose décrite
du point A comme centre : tel est l'anneau ordinaire.
On voit que cette surface est en même temps du nombre des surfaces de révolution ', car elle est produite par un cercle G'PH' tournant autour d'un axe AD, pris en debors, mais dans son plan.
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Ce serait ici le lieu de traiter des intersections mutuelles des divers genres de surfaces courbes que nous venons de considérer , mais de semblables détails passent les bornes que nous nous sommes prescrites (*).
Nous terminerons par quelques indications sur la ma* niëre de développer les surfaces qui sont susceptibles de cette opération, et sur celle de mener des tangentes aux surfaces courbes en général.
DU DÉVELOPPEMENT DES SURFACES
gS. Lorsqu'on développe une surface, on a pour but de rapporter sur un seul plan , les courbes que l'on a considérées sur cette surface ; par exemple, on développe un cylindre pour y tracer plus commodément un filet de vis. On sent aisément que pour exécuter ce développement , il faut rapporter les courbes proposées S4ir la surface qui les contient > à des données qui ne changent pas de grandeur dans le passage de la surface au plan^ et dont la position respective , dans ce dernier cas, soit facile à déterminer.
PROBLÈME
g6. Soiù un cylindre à développer.
Si l'on coupe ce cylindre par un plan perpendiculaire à sa droite génératrice, comme elle est toujours parallèle à elle-même dans quelque position qu'elle se trouve, il est évident que le cylindre proposé ne sera formé que de lignes perpendiculaires à ce plan. Cela posé , lorsqu'on imaginera que chacune de ces lignes , F(£, , F FsEg, etc. tourne autour de £F pour s'appliquer sur le développement, les arcs FF, , F,Fa, etc. deviendront
(*) J'ai donne dans le premier volume de mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral, la théorie analytique et complète des surfaces courbes et des courbes t double courbure.
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Fig. 68. des lignes droites, et tomberont tons dans le même pro** longement ; car ils sont perpendiculaires à l'axe autour duqnel se fait le mouvement de rotation : le résultat sera donc une ligne droite, sur laquelle les lignes génératrices du cylindre seront toutes perpendiculaires.
Soit maintenant une courbe MM^M^ etc. , tracée sur lé cylindre, suivant une loi quelconque, ou produite par l'intersection de ce corps avec un autre dont la génération soit connue ; puisque le cylindre est donné ainsi que la position de tous les points de cette courbe, par rapport aux plans coordonnés , il sera aisé de construire sur ceux-ci les projections de la section perpendiculaire que nous avons indiquée; et en la supposant divisée en autant de parties qu'on voudra, FF , ,F,Fa , etc., on déterminera les distances MF, M, F,, M^F., etc., des points de la courbe y^roposée à ceux de cette section qui se trouvent sur la même droite génératrice. Ces distances ne changeront pas dans le développement , et on les portera perpendiculairement à la droite qui représente alors la section perpendiculaire, sur chacun des points f, F,, f a , etc. , correspondans aux points F, F(, Fa, etc. : la courbe m mim» etc. sera ce que devient la courbe proposée, lorsqu'on développe le cylindre.
Il faut bien remarquer que , quoique la courbe MMiMa etc. puisse être fermée, son développement, dans beaucoup de cas , sera indéfini : cela tient à ce qu'un plan , en se roulant en cylindre , peut passer sur lui-même autant de fois qu'on voudra, puisqu'il est indéfini par sa nature. C'est ainsi qu'en construisant le développement de l'ellipse qui est la section du cylindre droit par un plan oblique à sa base , on trouve , pour résultat, une courbe indéfinie.
Corollaire, Si le cylindre proposé était droit , sa
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Base tiendrait lieu elle-même de la section perpendiculaire à la génératrice ; et en la supposant étendue en ligne droite, on lui appliquerait tout ce qui a été dit précédemment par rapport à cette section.
Comme On ne peut ayoir la circonférence du cercle que par approximation , il s'ensuit qu'on ne construit le développement du cylindire droit que d'une manière approchée ; et cet inconvénient a lieu en général pour tous lès cylindres dont la section perpendiculaire n'est pas une courbe rectîfiable : mais, dans les arts, on se contente de partager cette courbe en un nombre de parties assez grand pour qu'elles puissent être considérées comme sensiblement rectilignes , et alors ce n'est pas proprement le cylindre proposé qu'on développe , mais un prisme d'un très grand nombre de faces , inscrit dans ce cylindre.
98. Remarque, Il y a une courbe particulière qu'on Fig. trace sur un cylindre, qui ne saurait être passée sous silence, c'est celle qui jouit de la propriété de faire constamment le même angle avec la droite génératrice, dans quelque position que celle-ci se trouve.
II est aisé de voir que cette courbe devient une ligne droite lorsqu'on développe le cylindre ; car alors toutes les positions de la génératrice se trouvant parallèles entre elles sur un même plan, elles ne peuvent être rencontrées sous un angle constant que par une droite.
Lorsque le cylindre est droit, c'est-à-dire qu'il a sa base circulaire et sa génératrice perpendiculaire sur cette base, la courbe dont nous Tenons de parler est alors celle que forme la tranche d'un filet de vis.
Si l'on conçoit une ligne droite assujettie aux trois conditions suivantes : i**. à être toujours' parallèle au plan de la base du cylindre, a°. k passer toujours par son axe, 3®. à suivre le cours de la courbe proposée ;r
Fig; 6g. cette droite engendrera une surface dont le filet de la VIS quarrée présente Fimage , et qu'on voit tout entière dans le dessous des escaliers tournans.
Cette surface est du genre de celles dont on a donné la définition n® 89; et il est facile de la construire , ainsi que de trouyer ses intersections avec un plan ou une autre surface dont la génération soit connue»
Sïy au lieu d'une ligne droite, on faisait mouvoir un cercle de manière qu'il fût toujours dans un plan paS' sant par l'axe du cylindre droit , et que son centre parcourût la courbe que nous avons considérée dans cet article, la surface qui naîtrait de ce mouvement serait celle qu'on emploie , sous le nom devis Saint-Gilles j dans la construction de l'escalier tournant.
On appelle hélices, les courbes formées par l'enveloppement d'une ligne droite sur une surface cylindrique. Ces courbes jouissent de la propriété d'être les plus courtes lignes qu'on puisse mener , sur cette surface y entre deux de leurs ^points \ et il est facile de s'en convaincre en observant que l'étendue de la surface d'un cylindre ne cbangeant pas lorsqu'on le développe , lies distances respectives des points qui la composent ne souffrent ni extension ni contraction \ mais alors la plus courte^distance de deux quelconques de ces points est la droite menée de l'un à l'autre , et cette droite devient une bélice sur le cylindre.
Ce qu'on vient de dire est non-seulement applicable aux cylindres, mais* convient encore aux cônes et aux surfaces développables en général.
Si l'on traqe une ligne droite sur leur développement, et qu'on remette ces surfaces dans leur état primitif, la ligne proposée deviendra une courbe qui jouira de propriétés analogues à celles de l'hélice.
Cette courbe ne sera autre chose que celle qu'on
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formerait en plîan.i un fîl librement sur une surface développable (*).
PROBLÈME
og. Coiutruire le développement d'une surface conique quelconque.
L'idée qu'on se forme du développement d'une pyr;iiQÎde quelconque , abstraction faite de sa base, conduit .naturellement à celle du développement du cône.
Si l'on conçoit une courbe tracée sur la surface de <^e corps , de manière que tous ses points çoient également éloignés du sommet , lorsqu'on développera le cône, la courbe dont il s'agit deviendra un cercle, ou au moins une portion de cercle , dont le rayon sera la distance consente de chacun des points de cette courbe au sojnmet du cône : or^ si l'on imagine une $phëre ayant pour centre le sommet du cônCi elle coupera sa surface suivant une courbe de la nature de celle dont on vient de parler^ et que par conséquent il est facile de construire (82).
Soit FFjF^ etc. cette courbe, et MMiM^ etc. une Fig- 7^« courbe quelconque tracée sur la surface conique proposée , et qu'il ^'agisse de développer ; on y parviendra en déterminant les distances MS, M(S,MaS, etc. du sommet k chacun de ses points, et la longueur des arcs
(*) Pour se faire une idée de cette conrbe, il n*y a qu'à supposer que le fil ait une certaine largeur, comme celle d'un ruban ; aloTS on verra qu'il y a une manière de l'envelopper an tour de 1^ surface proposée, sans le tordre : la ligne suivant laquelle le rnbau touche cette surface, forme prëcisëment la courbe que nous avons en vue.
Nous remarquerons ici que l'on peut de mémo envelopper librement un fil sur une surface courbe quelconque , en le tendant autant qu'il est possible entre ses extrémités ; la courbe quMl de'lcrmine, par son application sur la surface proposée , tpst là fha» courte qn^on puisse mener entre deux quelconques de ses {loints , snr cette mémo surface.
Complém, de la Géom. 6* édit. 7 *
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Fig. 70. FF,, FF», etc. compris , sur la première courbe, entre uue de ces distances prise à Tolouté y telle que MS, pai exemple j et chacune des autres.
Ajant tiré sur un plan une ligne indéfinie sf ^ pour représenter la position de la génératrice du cône à l'origine du déyeloppementy on décrira un cercle du point s comme centre, et d'un rayon sf égal à SF ; ensuite on dierchera de quel uombre de degrés doit être un arc de cercle ffi dont la longueur égalerait celle de l'arc FF,, et ayant fait l'angle fsf, , de ce nombre de degrés, on prendra sur sf, une distance smi = SM/: le point m,, ainsi trouvé, appartiendra au développement qu'on se propose de construire.
100. Remarque, Cette solution demande, comme on Toit , qu'on connaisse la longueur des différentes parties de la courbe qui a tous ses points à égale distance du sommet du cône , ou que du moins on puisse transformer en arcs de cercle 9 ces parties : or ^ c'est ce qu'on ne peut obtenir que par le calcul intégral^ et le plus souvent par approximation seulement , en sorte que le procédé que je viens d'indiquer ne peut éire employé qu'à l'aide de l'analyse. Mais, dans les arts, l'objet qu'on se propose n'étant que d'obtenir une précision suffisante pour les ' itioyens d'exécution dont on peut disposer , on modifie Ijsi méthode précédente de manière qu'elle puisse être pratiquée fort simplement.
On développe alors au lieu du cône une pyramide qui lui est inscrite, et qu'on suppose d'un très grand nombre de faces, en sorte que les arcs FF,, F, Fa, F^Fa, etc. puissent être regardés comme ne différant pas sensiblement de lignes droites, et on les porte successivement en ff, , fifft^fftfs, etc., sur la circonférence du cercle t;r«cé danjt le développement. Le reste de la construction s'achève comme il a été dit précédemment.
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ICI. CorollairÉu Si Ton sapposeque le cône dont on cherche le développement soit droit, c^est"^- dire à base circulaire 9 et qoe son ax% fsade par le centre de cette base, alors la coorbe FFiF» etc. devient nn cercle parallèle k la base do cône; et comme le rayon SF. peut être pris à volonté, il sera pins commode d'employer la base elle-même. On voit que, dans le dételoppement, cette base fait encore partie d'an cercle, mais dont le rayon n'est pas le même que sur le cône : sur celui-ci c'est Fig. 71. 0£ , et sur le plan c'est ES , ou le côté même du cône. . Si les lignes 0£ et ES sont commensurables entre elles, il est aisé d'avoir le développeraent ; car la longueur de la circonférence de la base d« cône et celle de l'aro total du développement étant dans le rapport de ces lignes, la même chose aura lieu pour chacune de leurs parties correspondantes. La construction sera parfaitement rigoureuse si ee rapport est tel, qu'on puisse construire géométriquement l'arc ge ; car alors la question se réduira k prendre sur les ^rcs G£ et ge des parties qui soient entre elles dans le même rapport , et on peut le faire par la simple opération de la bisseclion des angles.
loa. Remarqué. Nons n'entrerons dans aucun détail à l'égard des surfaces développables en général ; la méthode rigoureuse à employer pour leur développement ne saurait être indiquée ici ; et quant aux méthodes d'appro3Limation, elles sont elles* mêmes trop longues et d'un usage trop peu fréquent pour qu'on doive s'y arrêter. Iifous nous contenterons d'observer qu'on peut chercher au lieu du développement de la surface , celui du polyèdre inscrit à cette surface , et formé suivant la même loi.
On déterminera donc les angles MRM, , M[R(Ma , F,g. 65. Mg^RaMs, etc., les longueurs des lignes MR, MiR,,
Fig. G5 MftBay etc^RRi, B.iRft> etc.; et à l'aide de ces doti-' nées 9 on construira /sur un plan, lea triangles MRM| , M,R«lVIa/ etc.^ dans la situaf^on respective où ils se trouvent sur la surface du corps proposé. .
Si l't>n passe des polygones aux. courbes, c'est-à-dire du polyèdre à la surface proposée, toute courbe tracée sur cette surface sera rapportée à l'arète de rebrousse* ment par les tangentes mêmes de cette arête i^).
DES PLANS TANGENS AUX SURFACES COURBES
io3. L'idée qu'on doit avoir du plan tangent à une surface courbe, emporte avec elle la condition que ce plan doit passer par toutes les tangentes qu'on peut mener à la surface proposée, par le point où il la toucbe.
Ou bien encore , si Ton imagine tant de plans qu'on voudra, menés par le point de contact , mais de manière à couper la surface proposée ^ il faut que les sections qui en résultent soient touchées respectivement par les droites qui sont les intersections des plans coupans et du plan tangent.
Deux lignes droites suffisent pour déterminer la position d'un plan ; par conséquent deux, sections quelconques ; faites par le même point dans une surface courbe ^ donnant lieu à deux tangentes qui passent par ce point, celles-ci suffiront pour déterminer le plan tan* gent à la surface proposée.
Nous^ supposerons, pour plus de simplicité dans la méthode générale, que l'on ait coupé la surface proposée
(T) 3 'ai trsife cette matière analytiquement, dans un Mëmoire la à rAcadëmie des Sciences en l'^QOj et j*y ai donne les foroioles d'oii dépend la transformation qu'une courbe qaelconque subit en passant d'an plan sur une surface dëveloppable , et rdciproquemetil : on le 'trouve h la fin du |>remier volume de la seconde e'dition de mon Traité'du Calcul différentiel et du Calcul intégral.
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.par deux plans, le premier lK>rizontal et donnant une section MZ", le second vertical , perpendiculaire au plan Fig. 72. DàB et donnant pour section la courbe MX'.
Il est clair que si l'on sait mener les tangentes aux courbes MZ'' et MX'", on aura deux lignes Mt et MX qui détermineront le plan tangent demandé.
' La question de mener un plan tangent à une surface courbe quelconque , est donc ramenée k la reolierchc des tangentes des courbes planes : c'est tout ce qu'on peut faire^ans employer l'analyse; et nops observerons àe plus qu'il faudrait encore prouver que le plan qui passera par les deux lignes Mt et MT, passera aussi par Ta tangente de toute autre section faite par le point M dans la surface proposée .
On sent assez bien la vérité de cetle proposition ; car^ si elle n'avait pas lieu, il s'ensuivrait qu'on ne pourrait pas mener des plans tan gens à toutes les surfaces en général y mais c'est par l'analyse qu'on la démontrerait complètement.
Voici quelques cas particuliers où la question se modifie et devient beaucoup plus simple.
PROBLÈME
io4* Méfier un plan tangent à un cylindre.
La génération du cylindre est telle , qu'un plan le louobe toujours suivant une ligne droite > qui n'est que la génératrice prise dans l'une de ses positions ; mais ce plan va rencontrer le plan horizontal , suivant une ligne droite PT qui touche la courbe servant de base au j:;.,. ^3, cylindre.
Il suit de là que si l'on mène par le point M, pris sur une surface cylindrique , une droite MP' parallèle à la génératrice AD , et que Ton construise la tangente P'T' au point P' de la courbe qui sert de base au c^-
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Fig. ;3. It&dre, le plan tangent demande sera déterminé par let lignes MF et P"iy : il sera donc facile d'en trouver les communes sections ayec cbacun des plans coordonnés.
io5. Corollaire L Si l'on sait mener des tangentes à la base du cylindre , on pourra, par ce qui précède, en mener aussi à toutes les sections de ce cylindre par un plan quelconque j car il est aisé de voir que les tangentes de ces courbes seront les intersections des plan^ qui les contiennent avec le plan tangent au cylindre.
En général , si une courbe est l'intersection de deux surfaces courbes , et qu'on puisse mener des plans tan--gens à cbacune d'elles , la courbe proposée aura pour tangente l'intersection de deux plans respectivement tangens à ces surfaces courbes, daus le point que l'ou considère.
Corollaire II, Nous avons fait voir comment on pou« vait représenter une courbe dont tous les points ne se trouvaient pas dans un même plan (77) ; il suit de tout ce qui précèote , que pour mener une tangente à une courbe de cette nature, il faut cbercher celles de ses^ deux projections.
En effet, la courbe proposée se trouve d'abord sur un cylindre élevé perpendiculairement sur sa projection horizontales : sa tangente, dans un point quelconque,^ est donc comprise dans Je plan tangent au cylindre dont on vient de parler. Mais ce plan est perpendiculaire aa plan horizontal, et sa commune section avec celui-ci touche la base du cylindre, ou la projection de la courbe proposée, dans un point qui est la projection de celui où il touche la courbe donnée : cette commune sectiou est donc, sur le plan horioontal, la projection de la tangente cherchée.
En raisonnant de même pour le plan vertical, on
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yerra que la tangente menée par le point de la projecr tton verticale qui correspond au point donné, sera la projection verticale demandée.
PROBLÈME
1 06. Mener un plan tangent à un cône»
La solution de ce problème ne diffère de celle du précédent , qu'en ce que la ligne SP' doit être menée Fig. 74. par le sommet S^ au lieu d'être parallèle à la généra** trice, comme dans le cas du cylindre.
PROBLÈME
107. Mener un plan tangent à une surface de ré\/e^ lutionj par un point pria sur cette surface.
Dans ce cas particulier, les sections les plus simples qu'on puisse obtenir sont les cercles perpendiculaires à l'axe de rotation, et la courbe génératrice, qui résulte toujours de la section faite dans le corps par un plan mené par cet axe.
Le plan tangent au point M sera dope déterminé par Fig. 75* les droites Mt et MT, la première tangente au cercle MZ, et la seconde à la courbe génératrice MX.
Si l'on sait mener une tangente à cette dernière, on pourra toujours construire le plan tangent à la surface qu'elle engendre.
108. Corollaire. Lorsqu'on sait mener des plans tangens aux surfaces courbes y on peut mener des droites qui soient perpendiculaires à ces surfaces; car il suffît pour cela qu'elles soient perpendiculaires aux plans tangens , et qu'elles passent par les points de contact. Ces lignes s'appellent les normales des surfaces proposées, nom qu'on a donné aussi aux droites perpendicu^ laires aux courbes planes.
f64 ConBiÀxitiX't
Il ^ a celte différence entre les normales des' courhë^ planes et celles dés surfaces courbes> que les premières se rencontrent toutes ou sont parallèles, au lieu que, pour les dernières, il faut choisir certaines suites de points sur la surface proposée , pour en trouver qui aient cette propriété. £n général elles sont situées dans clés plans diffôrens.
Les courbes à double courbure qui ne sont pas coiU'prises dans un seul plaa déterminé^ ne peuvent pas non plus avoir des normales déterminées; mais* ces lignes sont remplacées par des plans menés perpendiculaire^ ment à leurs tangenteis , par les points de contact , et auxquels oir a donné le nom de plans normaux. On peut construire ces plans toutes les fois qu'on sait me^^ ner des tangentes aux courbes proposées^
109. Remarque générale. Les surfaces courbes peu*^ Vent être divisées en deux classes par rapport à' leurs plans tangens.
Dans l'une 9 le contact du plan tangent et dé la sui5* face prop)Dsée a toujours lieu dans toute l'étendue d'une' ligne droitCé Cette classe comprend' touteis les surfaces développlibIes> et ne comprend qu'elles.
Chacune des surfaces de Tautre classe n'a , en général ^ qu'un seul point de comfnun aviec son pfan tangent. .
Il suit de là que si l'on se proposait de mener des plans tangens aux surfaces courbes par &es points pris hors de ces surfaces y ou de les déterminer par des con«' âitions qui soicfnt étrangères à ces même» surfaces , le nombre des conditions ne saurait être le même pour une des classes de surfaces que pour l'autre.
l'entes les fois que le contact doit se faire dans une ligne droite , il est clair qi^il suffit d'un point ou d'une condition pour achever de déterminer le plan tangent ;
DES àlÀ^VSXB t>B oillMÂTRIC. Io5
ainsi il faat se proposer en générai de mener par mt point donné j un plan tangent à un cylindre, à un cône, ou à une surfece déreloppabte ; mais c'est par deux points ou par une droite donnée i qu'il faut mener un plan tangent à une surface de réyolution engendrée par une courbe. Nous ne ferons qu'indiquer la manière de résoudre ces questions.
Dans le cas du cjUndre^ il est elair que si Pon mène par le point donné une parallèle à la génératrice , elle se trouvera sur le plan cberché, puisqu'il doit toucher la surface proposée dans une ligne parallèle à cette droite; mais la commune section de ce plan atec le plan horizontal doit toucher la base du cylindre : il sera donc déterminé par la droite qu'on rient de mener y et par la tangente tirée du point oii elle rencontre le plan horizontal , à la courbe qui sert de base au cylindre: la question est donc réduite à saToir mener une tangente à cette courbe, par un point extérieur.
On appliquera ce procédé au cône, en menant , par le point donné et le sommet , la première droite dont ^ous ayons parlé.
Pour les aajpfeces déreloppablea en général , on cons* truira leurs intersections avec deux plans quelconques Inenés par le point donné; et si l'on peut mener par ce point les tangentes à ces sections , elles détermineront le plan tangent demandé.
Si la sur£ace courbe proposée n'est pas déreloppable, c'est par une droite qu'il &nt lui mener un plan tangent; et il est évident qu'il ne s'agit que de trouver sur cette surface un point pagr lequel on puisse mener deux tangentes qui passent par la droite donnée : elles détermineront le plan cherché.
Il est aisé de voir que ces droites peuvent être regardées comme faisant partie de deux surfaces formées par
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de^ droites assujetties à toucher la surface proposée > et à passer par la ligne donnée ; et yoici comment on peut construire ces surfaces» On coiiceyra une suite de plans menés suivant une certaine }oi\> tous horizontaux y par exemple ; et par {es points où ils rencontreront la droite donnée, on tirera des tangentes aux sections qu'ils font dans la surface proposée : les projections de tous les points de contact appartiendront à la courhe suivantlaquelle ostte surface est touchée par celle qui résulte de l'ensemble des tangentes dont on vient de parler. On prendra ensuite des plans coupans assujettis à une ^utre loi 9 verticaux et parallèles, par exemple , et l'on cherchera aussi la courbe de contact de la surface proposée et de celle qui résulte de toutes les tangentes menées comme précédemment , par des points de la droite don* née, aux nouvelles sections qu'on obtiendrait. IL est évident que chacun des points où les courbes de contact se rencontrent , est situé s.ur deux droites qui touchent la surface proposée, et qui passent par la ligne donnée : ces droites déterminent donc un des plans tangens demandés.
Si la surface proposée était de révolutmi et hvait son axe vertical, les sections horizontales seraient toutes des cercles, soit en elles-mêmes, soit dans leur projection ; et il serait facile de leur mener des tangentes par le point de la droite donnée^ situé dans le plan qui les produit. Quant aux plans ooupans verticaux, il faudrait les assujettir à. passer par Vaxe, afin de n'avoir pour toutes les sections que la courbe génératrice. Si Fon savait mener des tangenljjes à cette courbe par des points extérieurs, et qu'on projetât les contacts sur des plans coordonnés , on achèverait la soljition comme plus haut.
;iio. La division que nous venons d'établir dans les
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sariaced , relativement aux plans tangens^ a lieu paiement par rapport k lenr eoarbure. On a dû remarquer que le cylindre i par exemple , avait un sens dans leqnel îl était privé de courbilTe , et c^est précisément le long de la droite génératrice. Cette propriété lui est commune avec toutes les surfaces développables; car étant touchées suivant une ligne droite, par un plan, elles n'ont aucune courbure dans le sens de cette ligne.
Il ne faut pas comprendre dans oette observation^ les surfaces décrites dans les n®* 89 et go, qui sont formées de lignes droites à la vérité, mais qui ne sauraient être touchées par un plan dans toute l'étendue de ces droites.
Il est bien vrai qu'en coupant les surfaces dont il s'agit, par un -plan mené par la droite génératrice, la section qu'on obtiendrait n'aurait pas de oourbure : nfiais il ne faut, pas confondre la courbure d'une surface avec celle de ses sections; car il est évident qu'en donnant certaines positions au plan coupant, on peut varier cette courbure par un même point, d'une infinité de manières.
De même que, dans les courbes planes, on mesure la courbure dans chaque point , par celle de. l'arc de cercle qui passe par trois points infiniment proches, et dont le centre se trouve au point de concours de deux normales consécutives, de même aussi, dans les sur£Ekces courbes, il faut chercher le point de concours de deux normales consécutives, et élever par ce point , perpendiculairement à leur plan , une droite , qu'on regarde comme l'axe de rotation d'un petit arc de courbe qui décrit l'élément de la surface ^ mais il faut que dans cet arc se trouvent aussi deux normales consécutives qui se coupent.
Toutes ces recherches , qui sont l'objet de l'analjse la plus délicate et la plus élégante, ne sauraient être traitées complètement par de simples considérations géo-
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métriques. Le» lecteurs trouveront dans. les Mémoire» de l'Académie de Berlin, année 1765, dans ceux deTAca* demie des Sciences de Paris» année 1781 , enfin dans le tome X des Sayans étrangers, tout ce qu'on peut désirer sur cette matière. ( Voyes aussi mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral^ tome I.)
ESSAI SUR LA PERSPECTIVE
III. Tout le monde sait que la lumière se propage en ligne droite, et que les objets ne dei^iennent yisîbles que par les rayons qu'ils nous renvoient. C'est TensemMé «lé ces rayons qui détermine les images des corps.
Ainsi nous apercevons le contour du quadrilatère Fig. 76. ABCD ,' parce que chacun de ses points renvoie un rayon lumineux à notre œil. Il est aisé de voir que l'ensemble de ces rayons est la pyramide formée par les lignes menées des différens points de l'objet à notre ceilC).
Représentons cette pyramide par OABG, le sommet O désignant la position de l'œil. Il est évident que tous les points situés sur les faces adjacentes à ce sommet, se trouvent sur quelqu'une des lignes tirées des difierens. points du contour ABCD : les images des premiers points doivent donc se confondre avec celles des seconds ; et par conséquent si la pyramide était coupée
■ {^) Nons avons suppose Tobjei blanc ou colore, mais non pas noir, car alors on ne le voit que par l'absence des rayons de lumière; ainsi, pour le cas de la figure, il serait vrai de dire que la pyramide est dëtermine'e par l'absence des rayons dans l'espace occupé par les côtés du quadrilatère.
Nous sommes d'ailleurs obligés de faire abstraction des dreonstances physiques de la vue ; mais ceux de nos lecteurs qui en sont instruits sentiront aisément que l'application de la méthode n'en e&i pas moins rigoureuse.
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par un plan ou par une surface quelconque, le contour Fîg* 7^* qui résulterait èfi cette intersection aurait pour l'œil la même forme que le quadrilatère ABGD.
Il n'est donc pas nécessaire de présenter à nos yeux l'objet lui-même, pour que nous éprouvions la sensation qu'il ferait naître en nous par l'organe de la vue ; il suffît (le déterminer un assemblage de rayons disposés respectivement comme le seraient ceux qui iraient des dtférens points de l'objet à notre oeil.
De là Tient la possibilité de représenter les corps sur . un tableau ; car si l'on conçoit que la pyramide formée par l'ensemble des rayons menèi de différens points du corps à notre œil, soit coupée par un plan , il en résultera une image propre h faire naître la sensation* du contour du corps et de la disposition respective de ses di£férentes parties C^).
Il suit de ce qui précède, que la détermination de cette image dépend uniquement de la recbercbe des intersections des lignes menées de l'œil aux divers points remarquables de l'objet , avec le plan ou la surface sur laquelle il doit être représenté.
Les positions respectives de l'œil , du tableau et de . l'objet doivent être déterminées , pour que l'image la. soit. La connaissance de la forme réelle et des dimensions du corps qu'on veut représenter, donnera les projections des points remarquables qui déterminent son contour et la situation des parties qui le composent. Le problème sera donc réduit à trouver , sur le tableau ,
{*) Il est évident qu'on formerait encore une perspective de Tobjct, en supposant que les rayons visuels fussent prolonge au-delà pour aller rencontrer le tahleau placé derrière : Timage serait alors pins grande que Tôbjet. On ponrrait aus^i placer le tableau derrière l'œil, la pyramide étant prolongée au-delà de son sommet : Timage serait jienVersée.
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Pimage de chacun de ce5 points, c'est-à-dire la rencontre d'une ligne droite donnée , avec un plan ou une surface aussi donnée.
Je Tais parcourir les différens cas de cette question , sans néanmoins entrer dans les détails qui sortent des bornes que je me suis prescrites.
PROBLEME
' 112. Trouver sur un tableau pUm^ situé d'une ma"
nière quelconque, Vapparence ou la perspecUi^e dun point donné dans V espace.
On prendra les projections verticales des points pro« posés , sur un plan perpendiculaire à la commune sec* tion du tableau avec le plan horizontal.
Fig. 77. Soient donc T'AT" le Ubleau , O' et O" les projections de l'œil O , P' et F* celles du point P à mettre en perspective ; O'P' et 0"P" seront les projections du rayon TÎsuel OP.
La rencontre p de cette ligne et du tableau déterminera l'apparence cherchée ; mais comme ce point doit être construit sur le tableau , les projections p' et p'' ne suffisent pas ; il faut appliquer ici le procédé du n** 5i ,
' . k l'aide duquel on trouvera les distances Ap et Ap' de ce même point à deux lignes AT" et AT' perpendiculaires entre elles dans le tableau* La seconde , qui est l'intersection du tableau avec le plan horizontal sur lequel les objets reposent , est nommée, en perspectife, ligne de terre.
Il suffit alors d'abaisser p j? perpendiculaire sur AT', pour avoir la distance du point p à la droite AT". Gela est évident en concevant le plan vertical pp/) , parallèle k T"AB ; il est d'ailleurs aise dé voir que Ap' est la distance du point cherché à la ligne de terre AT'.
1 13. Quand le tableau est perpendiculaire sur le plan«
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horizontal , comme ^e mawfue T'At", alors les projec- Fig. 77. tbiisO'P' et O'T" déterminent elles-mêmes, par lear rencontre avec les lignes T'A et t^'A > les distances Aq' et Aq^'i de la perspective q à chacune de ces droites.
114. Nous avons pris pour exemple une pyramide Fig. 7g, dont les quatre angles trièdres ont leurs sommets projetés à l'extrémité des rajons menés des points O' et O"
La construction de la perspective de Pan de ces sommets est désignée par les mêmes lettres que dans la figure 77,
11 5. Dans le cas où le tableau est droit, on simpliGe pig. ^s. beaucoup la construction, en prenant le plan même du tableau pour plan coordonne vertical. L'œil étant supposé derrière le tableau, a sa projection horizontale
en O' ; celle du point proposé est en P', et p est la pers- .pective de ce point.
1 16. Remarques, Si l'objet à représenter est terminé par des lignes droites et par Aos plans , on construira son image en cherchant les perspectives des sommets des angles polyèdres qui le terminent; et il ne sera besoin pour cela que de répéter le procédé qui vient d'être indiqué. Deux points détermineront une ligne droite » et les faces de l'objet proposé seront formées d'un certain nombre de ces lignes.
Quand l'objet est terminé par des surfaces courbes, il ne présente alors aucun point particulier à saisir pour déterminer sa forme *, il faut préalablement trouver son contour apparent.
Le contour apparent n'est autre chose que la courbe qui sépare, sur un corps, la partie qn'on voit de celle qu'on ne voit pas ; et il est évidemment formé par l'ensemble des points dans lesquels le rayon visuel ne fait que toucher la surface du corps. Si l'on conçoit une sur-
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face conique aynnt son sommet placé dansFceil, et qui euTeloppc le corps proposé , en le touchant, la courbe des contacts sera précisément celle du contour apparent.
Si l'on coupe ce cône par des plans menés par l'œil, -suivant une loi établie à volonté , cbacun d'eux formera dans le corps proposé , une section qui sera touchée par deux des droites génératrices du cône. De là résulte une niétbode générale pour construire le contour apparent d'une surface courbe.
On imaginera cette surface coupée par une suite de Fig. 77. plans verticaux , tels que OCyP'P , passant tous par l'œil ; on construira, sur le plan vertical, la projection P"X' de chacune des sections, et l'on mènera du point O*, une tangente OT" à cette courbe. Ayant les projections du rayon visuel, on trouvera, comme dans le problème précédent, la perspective du point P situé sur la limite visible de l'objet proposé, ou sur son contour apparent.
On voit que cette méthode tient de près à celle qu'on a donnée pour trouver les intersections des surfaces courbes : il est donc aisé de prévoir qu'elle peut » comme cette dernière, se réduire à des procédés plus simples pour le cas de certaines surfaces , en rapprochant le système des plans coupans de celui de la génération de ces surfaces ; mais n*ayant pas le dessein d'écrire un Traité complet de perspective, je ne dois pas entrer dans CCS détails.
117. Remarqite, Il y a encore un genre de pers|)ec* tive d'un grand usage. On suppose alors que l'œil est placé à une distance infinie de Tobjet : par là les rayons visuels peuvent être regardés comme parallèles entre eux ; et ayant désigné par une droite quelconque la di*> rection suivant laquelle les corps doivent être vus, îl ne
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s^agîtplas , pour mettre des points en perspective, que de mener par ces points y des lignes parallèles à la ligne donnée j et de troa?er leur rencontre a^ec le tableau.
On voit encore que » dans cette hypothèse , le contour apparent d'un corps est déterminé par des tangentes à sa surface , qui sont parallèles entre elles ^ et dont l'ensemble forme un cjlindre.
Pour déterminer ces tangentes ^ on choisit les plans coupans yerticaux et parallèles à la ligne donnée ; et les tangentes av>x projections yerticales des sections doivent être menées parallèlement à la projection de la ligne donnée qui marque la direction du rayon visuel.
Cette perspective est une espèce de projection qu'on pourrait employer pour résoudre les questions du genre de celles que j'ai traitées dans la première et la seconde partie de cet Ouvrage ; car rien n'oblige à projeter par des perpendiculaires , et dans un grand nombre de cas les solutions deviennent plus simples j lorsqu'on projette par des lignes obliques.
Je vais encore donner quelques propositions qui servent de fondement à une méthode de perspective fort répandue , et qyi s'applique avec beaucoup de facilité aux corps terminés par des plans et des lignes droites.
THÉORÈME
1 18. Si If on mène par Vœilj une paraUèU à une droite située d'une manière quelconque par rapport au tableau^ le point où cette parallèle rencontre le tableau appar^ tient à la perspective de la droite proposée.
£n effet , toutes les lignes menées de l'œil aux différens points de la droite proposée forment un plan qui , par sa rencontre avec le tableau , détermine la perspective de cotte droite ; mais la ligne OO^ étant parallèle Fig. do.
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Fig. 8o: ^ 'a proposée PP', et passant par l'oeil, que )e suppose en 0| est comprise nécessairement dans ce plan : donc le point O' où elle rencontre le tableau T^Â', appartient a la perspective dont il s'agit*
1 19. Remarque. Il est évident d'ailleurs que le point P', oii la droite proposée rencontre elle-même le ta* bleau, fait aussi partie de sa perspective, qui est par conséquent CyP': donc, pour tracer cette perspective, îl sulEt de connaître les points où la proposée|et une ligne qui lui serait menée parallèlement par l'œil, rencontrent le tableau.
lao. Corollaire /. Il suit, du théorème précédent ^ que les perspectives de tant de lignes parallèles entre elles qu'on voudra, se couperont toutes dans un seul point du tableau. Ce point est nommé, dans les Traités de perspective , point accidentel.
£n effet, on ne peut mener par l'œil qu'une seule ligne qui leur soit parallèle à toutes , et leurs perspectives passeront nécessairement par le point où elle rencontre le tableau.
121. Corollaire II» Si les lignes proposées étaient en même temps parallèles au tableau, la droite OO' menée par Tœil ne rencontrerait plus le tableau , et par conséquent les perspectives seraient parallèles entre elles.
On s'^assurera, à priori j de la vérité de cette proposition, par le raisonnement suivant. Les deux droites proposées étant parallèles entre elles, les plans formés par Passemblage des rayons menés de l'œîl aux dîFérens points de ces lignes, et qui contiennent leurs perspectives, ont nécessairement leur intersection parallèle à ces mêmes lignes, et par conséquent au tableau. Les perspectives ne pouvant se rencontrer que dans les points communs à cette intersection et au tableau , se- ; ront'donc parallèles entre elles.
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122* Corollaire IJL De 1& dérWe une mctiiode très simple de mettre ea perspective des lignes et des points.
On al>aisse une perpendiculaire 00' de rœll sur le Fig. 8r. tnbleau ; le point O" oii elle le rencontre s'appelle point de vue. Il suit de ce qui précède , que toutes les perspectires des lignes perpendiculaires au tableau doivent concourir k ce point.
On projettera donc le point proposé P sur le tableau , que nous supposerons Tertical ; le point P'' où tombe cette projection sera celui où la perpendiculaire menée du point proposé sur le tableau, le rencontre*, et la perspectiye de cette droite sera P'O*.
On tirera ensuite '^'M faisant avec AB un angle égal à la moitié d'un droit; ce sera la projection d'une ligne horizontale menée du point P, au tableau, sous cet angle, et sa rencontre avec ce plan aura lieu au point M", placé k une hauteur MW égale à P'P. Mais si l'on prend sur O'D", parallèle à AB , une grandeur O'D" égale & la distance OO^ de l'œil au tableau , il est ai^^é de voir que la ligne OD'' sera parallèle à toutes celles qu'on mènerait horizontalement sous un angle de 0^,5, au tableau, dans le sens de P'Jf ; par conséquent les perspectives de ces lignes doivent toutes se rencontrer au point D% qu'on nomme />o^^ de distance. Ayant tiré M^D", cette droite doit contenir. la perspective du point P ; mais cette perspective doit se trouver aussi sur 0"P'' : elle est donc en R".
123. Remarque. On peut encore pratiquer la perspective au moyen de VéchelU fuyante j qui dispense de tracer le plan géométral et l'élévalion des objets , et dont voici le principe de construction.
On rapporte les objets à trois plans perpendiculaires centre eux^ le premier, horizontal, et passant par la ligne lie terre AB; le second, vertical, perpendiculaire au F ifs;. ^'^
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Fig. 8a. tableau /et passant par le bord BT; le troisième est le tableau lut-mème AT, que je suppose ici droit : un point sera donc donné, si l'on connaît ses distances resp(x>tives k ces trois plans (a4)' ^ distance au tableaU se eomptera sur BG, la distance au plan yertical passant par BC et par BT^ se comptera sur AB; et enfin la distance au plan horizontal , ou la hauteur du point ,< se comptera sur BT. Gela posé , les deux lignes AB et BT étant dans le taUeau , il suffit d'y transporter les.divi- «ions de la troisième BG , ce qui se fait en tirant au point de Tué la ligne BO^, qui sera la perspective de BC, et en 'Vienant au point de distance D" les droites aD'' , iD", ajy, etc. qui coupe)*ont BO'' aux points c, 1,2, 3, etc. correspondans aux parties Pb, bi , 12 , etc. de la ligne BC
- La ligne BC, ainsi divisée, est VèchelU fuyante qui >. marque l'enfoncement apparent des objets dans le ta*
blean ; et si l'on tire par les points de division de cette échelle , des droites parallèles à AB , elles pourront être considérées comme les lignes de terre de divers plans menés parallèlement au tableau , à àe» profondeurs marquées par les divisions correspondantes de l'échelle ; elles contiendront les perspectives des projections horizontales, ou des pieds des objets situés dans ces plans: telle est g2 , par rapport aux points placés à la distance B2 du tableau.
Si Ton prend ensuite sur la droite AB.> que l'on nomme échelle de fronts une partie Be égale à. la distance oit le point proposé est du plan vertical passant par BG et par BT, et <}u'on tire au point de vue la droite eO", la rencontre de celle-^ci avec ga , parallèle à AB , donnera la perspective de la projection horizontale , ou du pied de l'objet proposer
Enfm, si l'on prend sur BT, échelle dfis hauteurs^ la
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partie ef égale à la hauteur du point proposé , et qu'on Fig. 8i. tire fO*', cette dernière droite rencontrera gh , perpendiculaire à g2 , au point fa qui sera la perspective demandée.
On Yoit que ce procédé donne , en opérant immédiatement sur le tableau » la perspectiTc de tous les objels qu'on Tcut y représenter^ dès qu'on a construit VécJielle fuyante.
On peut aussi y lorsque les dimensions du tableau sont assez grandes pour rendre le tracé d'une exécution difficile ; calculer les divisions de l'écKelle fuyante, en considérant les triangles semblables O^cD" et acB , d'où il résulte
aB : Bc :: oiy : o^c,
aB+O^D" : Bc + O^'c :: aB : Bc, aB + O^D" : BO* :: aB : Bc.
Les divisions de cette échelle donnent les distances des droites qui représentent les communes sections des plans perspectifs parallèles à celui du tableau. Les hauteurs hg se calculent aussi par une simple proportion , puisque Ton a ef. : hg :: eO'' : gO'', et que d'ailleurs lei droites eO" et gO^ sont évidemment entre elles oommeies distances BO" et O^a.
Nous remarquerons que l'usage du compas de proportion facilite beaucoup les opérations de la perspective , et qu'il est surtout très commode pour déterminer les hauteurs apparentes.
La proportion aB : Bc :: 0"D'' : O^c , ferait connaître la distance O'D* de l'œil au tableau , si Ton se donnait la droite BO', l'espace aB et sa perspective Bc.
124* Remarque générale. On vient de lire dans ce qui précède, les moyens généraux qu'on peut employer pour mettre en perspective les contours apparens et les points remarquables des objets; mais ces procédés , qui
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composent ia perspectii^e linéaire^ ne suffisent pas pour donner une représentation complète des corps.
Les parties éclairées on les coups de lumière , les ombres et les dégradations de teinte concourent à rendre sensibles les saillies , les enfoncemens et les lointains. Toutes ces circonstances peuvent se déterminer rigoureusement par des méthodes analogues à celles que nous avons données; il ne faut pour cela que décomposer l'énoncé de la question, de manière à pouvoir reconnaître les conditions mathématiques auxquelles on doit satisfaire.
PonrJes ombres , par exemple, si le corps lumineux est réduit à un point , on voit qu'elles sont déterminées par l'espace compris dans une surface conique tangente au corps opaque, et ayant pour sommet le point lumineux.
Par conséquent , déterminer Fombre portée sur quelque surface que ce soit, c'est chercher l'espace que ce cône retranche de la surface dont il s'agit, espacé circonscrit par la courbe qui est l'intersection du cône dont on vient de parler et de la surface proposée.
Nous ne pouvons considérer ici ces objets qui demandent des connaissances étrangères à la Géométrie ; nous les avons indiqués seulement pour faire voir de quelle utilité peut être, dans les arts, l'habitude des considérations de la Géométrie de l'espace C).
(*) C'est jar. des notions de Physique et sur des expériences très dëlicafts , encore pen repamlues, que reposent les théories indiquées ci'^essus, et qui comp^nnent ce que les^rllstcs. appellent la per^ pectivc aérienne ^ le clalt obscur. On 'peut coosnlter à cet égtird t*^oavrage de Lambert , aytmt pour titre : Photometria etc. , 'deux Mémoires du même auteur dans les yolomes de T Académie de Berlin pour 1^68 et 1774 , et la 4* édition de la Géométrie deseriptit^e de Monge, dans laquelle M. Briéson, Tun des plus anclete élèves de rÉcolc Polytechnique et des plus distingués , a rédigétfviee beaucoup
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La Gnomonique , sur laquelle on a écrit des Traités assez volumineux , ne saurait embarrasser^ dans aucun cas, celui qui possède bien cette Géométrie. Dès qu'il a conçu ce que c'est qu'un cadran solaire en général , il peut en tracer un de telle nature qu'il voudra, et sur telle surface que ce soit, pourvu qu'il connaisse la génération de cette surface ; car alors II n'aura besoin que de chercher des intersections de plans et de surfaces donnés.
Montucla, dans son Histoire des Mathématiques j a donné une définition de la Gnomonique, à laquelle les procédés que j'ai exposés précédemment s'appliquent tout de suite-
(( Que l'on ait (dit-il) douze plans se coupant tous à » angles égaux dans une même ligne , et que ces plans, n indéfiniment prolongés , en rencontrent un autre dans » une situation quelconque, il.s'agit de déterminer les » lignes dans lesquelles ils le coupent. »
Les méthodes qu'il donne pour résoudre ce problème sont à la fois très simples et très générales , et l'une d'elles rentre dans les opérations auxquelles seraient conduits ceux de nos lecteurs qui voudraient employer les moyens que nous avons exposés dans la première Partie.
de soin les notions que cet illnstre professeur avait données sar ce sujet à la première Ecole Normale et h l'École Polytechnique.
Ce coup d^œil , jetë par des savans sur Part du peintre , est remarquable surtout parce quMl donne un seos prëcis à des expressions métaphoriques que les Artistes emploient pour désigner des résultats d'observations très fines, mais que les Amateurs répètent sans les comprendre , et qui font d'autant mieux fortune, qu'elles paraissent plus étranges.
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