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INTRODUCTION
Le présent travail m'a été inspiré par une conférence tenue par M. Wald au Séminaire Mathématique dirigé par M. Karl Menger à l’Université de Vienne pendant le Semestre d'Hiver 1934-35. Cette conférence se trouve reproduite dans les Comptes rendus de ce Séminaire, que J'ai cités dans la Bibliographie qui fait suite à mon exposé. M. Wald étudiait, en les reprenant sous une forme un peu abstraite, mais d’une grande rigueur, les théories proposées par M. de Misès pour servir de fondement au Calcul des Probabilités. J’ai, à mon tour, examiné les résultats de M. Wald, et suis arrivé à des conclusions différentes des siennes, du point de vue logique, s'entend. Du point de vue mathématique, "non seulement je reconnais la validité de ses résultats, mais encore je les utilise après les avoir convenablement généralisés et approfondis.
M. Fréchet, qui m'avait d’abord proposé un autre sujet, a bien voulu, sur ma demande, accepter l’étude de la théorie de M. de Misès comme sujet de Thèse; il m’a aidé de nombreuses suggestions, et les conversations que j’aieues avec lui m’ontamené à préciser ma pensée sur quelques points essentiels et délicats. Je le remercie vivement pour l’aide qu'il m’a ainsi apportée.
Je remercie également M. E. Borel, de s’être intéressé à mes recherches, et d’avoir aplani toutes les difficultés matérielles relatives à l'impression. Je dois ajouter que M. E. Borel m'a fourni l’occasion d’exposer mes idées à une séance des Exposés et Discussions sur le Calcul des Probabilités qu'il dirige à l’Institut Henri Poincaré, et que la discussion qui s’en est suivie m’a été d’un grand profit.
J’aiutilisé certains résultats de M. Paul Lévy, qui, à cette occasion, a lu une partie du manuscrit; ses observations m'ont été précieuses.
Je n’ai pas la prétention d’avoir dit le dernier mot sur la délicate question des Collectifs; mais je crois que mon travail pourra rendre service à ceux qui voudront consacrer une étude à la définiion de la probabilité comme limite d’une fréquence.
CHAPITRE I
ÉTUDE DES FRÉQUENCES DES DIFFÉRENTES CONFIGURATIONS QUI SE PRÉSENTENT DANS UNE SUITE FORMÉE DE 0 ET DE 1.
SOMMAIRE. — {. Définition des configurations et des fréquences. — 2. Relations entre les fréquences des différentes configurations. — 3. Degré d'indépendance des différentes fréquences. — 4. Construction d’une suite où les fréquences des configurations de longueur donnée ont des valeurs données. — 5. Construction d’une suite où les fréquences de toutes les configurations ont des valeurs données. — 6. Généralisation : suites dont les termes peuvent prendre k valeurs différentes.
Introduction. — Ce chapitre à pour but d'établir ‘entre les fréquences que l’on observe dans une suite, des relations qui serviront dans les chapitres suivants.
1. Définitions des configurations et des fréquences. — Soit une suite finite de termes égaux à o ou à 1
è ; D al), al), ..., atm (a oo tie TPE re) Nous appellerons cette suite une configuration de longueur m,
et la représenterons, en supprimant les parenthèses et les virgules pour abréger l'écriture, par la notation
(1) (ata?...am).
Nous aurons quelquefois recours à une notation encore plus condensée, empruntée à la numération binaire, en représentant la configuration (1) par la lettre w affectée de deux indices, l'indice supérieur étant égal à m», l'indice inférieur ayant pour valeur
@2) = QN+2AM IE fan 2, + om-l ai.
Nous écrirons dans ces conditions
(3) Ua N ae nr)
Soit maintenant une suite infinie de termes égaux à o ou à 1
Mer
(4) DB GE ee (GP=DOUNT: Li 2000 w
La configuration (a!a?...a”) sera dite figurer dans + au rang & si les m égalités suivantes sont vérifiées
(5) z al = æi, a? = æiti, Re an = gitm—Ai,
Introduisons le nombre y# (où £ est un indice) défini par mi (6) =) CROP RETL n), T1 y ne peut prendre que les valeurs o ou r, et les » égalités (5) sont équivalentes à l'égalité y°— 1.
Dérinirion1.— La répétition r de la configuration (a'a?...a") dans les n premiers rangs de x est le nombre des rangs distincts, inférieurs ou égaux à n—m+1(n2m), où (a'a?...a") figure dans x; c’est aussi le nombre de fois où nous rencontrons (a'a?...a") en lisant les n premiers termes de x.
La fréquence de la configuration (a'a?...a") dans la suite
5 re Vie r Fe des n premiers termes de x est par définition le rapport Ilest
nn — n1+1 éval au nombre > D: vi, où v'est déjfint par (6). Nous repré-
senterons cette fréquence par la notation
RATAATAAN (n 2m).
Quand » augmente indéfiniment [a'a?...a"|} peut tendre vers une limite; dans ce cas nous poserons la définition :
eue
T existe, ce sera
DériniTion 2. — Si le nombre lim|a'a*°a”|
n= par définition la fréquence totale selon l'expression de M. Borel, ou parfois plus brièvement la fréquence de la configuration (a'a?...a") dans la suite x. Nous représenterons cette fréquence par la notation [a'a?...a"ft. C’est évidemment un nombre non négatif au plus égal à 1.
Nous emploierons quelquefois par la suite les notations abrégées [uw ]% et [u}*]” au lieu des notations introduites dans les définitions 1 et 2, u?* ayant le sens indiqué plus haut.
2. Relations entre les fréquences des différentes configurations. — Soient la suite (4), une configuration (a'a?...a") et les deux configurations (a! a?...a"o)et(a!a?...a”1)quis’en déduisent par prolongement d’un terme. Désignons par y", y et y les nombres associés à ces configurations par les égalités (6). Nous avons (52) De — (1 ss | ditm DRAr 7% (x —.| Gi maUEt | L)yÈ et par conséquent y} + y — y. Il en résulte que le nombre
[ata2 ant [at Varof=[atar ‘an?
ne peut être égal qu’à o ou à -+ D’où la proposition suivante : P gal q - prop suivante :
Taéorèue 1. — Si deux des fréquences RCE our MR carole Aee acer existent, la troisième existe aussi, et elles satisfont à la relation (8) Faro antoine roE Ra rcÈeee am], ou, avec la notation abrégée Lust} + [usip= [ut Considérons maintenant les trois configurations
\ (alias. ant), (oater art) Cia ar)
que nous représentons par les notations
m m+1 m+A — nt Use ML SuTEN (tr—1970)e
En désignant par y, y, 17tles nombres associés à ces configu-
rations par (6), nous avons He) TE (tr)
et, par conséquent,
Degré d’indépendance des différentes fréquences. — Soit
une infinité de nombres p#(1< 2"), non négatifs, donnés à l’avance. Posons-nous la question : existe-t-1l une suite x telle que, quels que sotent t et m, on ait l'égalité
(9) loc (OS = 1 D C0 0 ve 0 je
Une première condition nécessaire est évidemment que pl + pi —=1. D'après les théorèmes 1 et 1/, il faut en outre que
nous ayons
(Go) CRETE Tre ER OUEST
Nous verrons (Théorème #4, Remarques I et IT, p. 17), que ces conditions sont suffisantes. Les relations (10) montrent que l’on ne peut pas choisir arbitrairement les #”*; jointes à la relation el + pv] = 1, elles permettent de calculer tous les v;" à partir de ceux d’entre eux qui sont de la forme vs; avec i<C2"?(m—1,2,...,n,...). Nous ne démontrerons pas ce dernier résultat, qui s'établit sans difficulté, et que nous n'utliserons pas par la suite. Si nous ne
considérons que les configurations de longueur au plus égale à m,,
ne i d’après 1 lat rons calculer nous voyons que, d'après les relations (10), nous pouvo
tous les #7", où m<mo à partir des 2”* valeurs #”*, qui sont liées elles-mêmes par 2” relations; d’où le théorème :
Tuéorème 2. — Parmi les fréquences des configurations de longueur au plus égale à mo, il en existe 2"v-1 indépendantes.
La démonstration de ce théorème exigerait que l’on montre que les relations (10), où m—m,—1. sont indépendantes, et que ce sont les seules à lier les +7. Nous l’établirons par une autre voie (voir la Remarque après le Lemme 4, $ 4, Da)
4. Construction d’une suite + où les fréquences des configurations de longueur donnée ont des valeurs données. _— Soit un Système de nombres non négatifs p?(i < 2") satisfaisant à pi + pli
et à la condition (10). Si pour une suite x et une valeur fixe de m nous avons ‘
(Gi) [unir 07 (0,1, 27)
il résulte de (8), (8') et (10) que pour 7 <m les relations (12) [u]r= 0j (TEE TU) sont vérifiées. Portons notre attention sur les nombres VAN OË 7 A
une valeur donnée. Examinons d’abord le cas où ils sont tous diffé-
rents de zéro (1), et introduisons les 2”! nouvelles quantités À; définies par
(13) NE _. (Oo one U—=TO
Le) ù Î | :
nr
En posant à — 2-1, nous voyons que les p} et les À; sont liés par les relations
; poi—= ADR (FF ON ST EMEN) na »17 EE m ? . 22 — | Pin am ep, CORNE co DE) (E) / 241 à \ DRE >», PPT.
æ : nc
(1) Le cas où certains des v}" sont nuls est traité dans la Remarque I de la page 17.
re
Les À; étant ainsi déterminés par (2), considérons le système d'équations linéaires, aux inconnues v;,
[ Do; — À io; (OT 70) \ Po oo oct (a 2700); (2) 24 —1
Ce système admet la solution {e;—+v#}. Supposons qu’il admette une autre solution {v;—w;} avec 20. Quel que soit p, (21) admet alors la solution fo; por +(i—p)w;}. L'ensemble des valeurs de y telles que, pour j — 0, 1, ...,2@œ—1, nous ayons pp# + (1 —1#)#,2 0 est un ensemble fermé, admettant le point m—1 comme point intérieur, puisque les v* sont diflérents de zéro; il existe certainement une valeur de y telle que pour une valeur de 7, on aitpe#+(1—p)w;<o; nous en déduisons donc qu’il existe une valeur y, de p telle que por # + (1—mo)#,20, l’égalité ayant lieu pour une valeur au moins de lPindice 7; soit 7, une de ces valeurs, et soit uj = bo NC — Lo )Wj.
Nous avons u;,— 0. Si Jo est pair, soil Jo— 2%, l’examen de à, montre que Works Uk, Urxa SOnt nuls, puisque les À; sont non nuls. Si Jo 24 +1, nous concluons à la nullité de wo, x, ux,;a. En raisonnant sur #; COMME sur w;, nous montrerons, en opérant de proche en proche, que w,—o. De u;j—0o, nous déduisons la nullité de w;,4. De la nullité de w,;, nous déduisons celle de w;. En
partant de w,=—= 0, nous obtiendrons ainsi le tableau des u; nuls
(420) 21) > Ua LA ; ; Un > U > Ua? 7 Usa 4 LA ” 7
Ugo Ug.Uoaf2 7 Usa2- Ua Uso/n - Usa > Uza/s
Soit œi(0o < j < 2i) l'indice du terme de rang j dans la (+1) ligne de ce tableau. La loi de formation des ° est
: I ; ; ; ii L +1 1 = Ge wŸ ee Ooj+t 9 73 y ee: Le ( D É ES mn).
OU
Supposons démontré pour une valeur £ que :
o Ra © è 1° Quel que soit j, ; = 2° Les 2i nombres w°:(j—1, 2; ..., 2!) sont disuncets.
est divisible par om,
3° Le plus grand des nombres w° est Ch — 27 — SE,
Les propriétés 1°, 2°, 3° sont encore vérifiées pour la valeur £+ 1.
#1 sont distincts
Pour 1°, c’est manifeste. Pour 2° : les nombres &,°",
et les nombres oh! également; le plus grand des nombres CS est oi M1 om—i-t; le plus petit des nombres wf,;' est au moins égal à & — 2" 1; donc les nombres wi"! sont tous distincts. Enfin, 3°, le plus grand des wir! est @: + œ — wir OO nt LE
1°, 2°, 3° étant vérifiées quel que soit :<m, en partüculier, pour i— m, les 2” nombres w°?
est 2%— 1, Ce sont des entiers non négatifs. Ce sont donc les
sont distincts, et le plus grand
entiers de o à 2”*— 1, rangés dans un autre ordre que l’ordre
naturel. Revenons à la signification des w° : nous concluons à la
24 —1 nullité de tous les w;, ce qui est en contradiction avec > Hi: J—=0 D'où le lemme :
Lemue 1. Sy les 2" valeurs positives v}! satisfont aux deux dernières relations du système (È), et si les 2-1 valeurs À; leur sont associées par la première relation du système (È), le système d'équations (È,) aux inconnues v; admet comme unique solution à termes non négatifs la solution
ere LD EU {+
Nous mettons en évidence, dans l'énoncé du lemme 1, les valeurs P#* données; si nous considérons le système (È,) seul, nous voyons qu'une conséquence immédiate du lemme { est le lemme :
N d \ = 4 > se Lemme 2. —— Le système (Z;}), où les À; sont supposés positifs non nuls, admet au plus une solution en +; à termes >o. De
plus, cette solution satisfait à v;Æo(j —=0, 1, ..., 2@—1), ”
La deuxième partie du lemme résulte du fait que #; — 0
Jo entraîne 6,== 0, ce qui entraîne la nullité de tous les +;. La donnée
no —
des }; est donc équivalente à celle des CH . La proposition suivante va nous permettre de faire un pas de ne dans la recherche de la
suite x.
Levme 3. — m étant un nombre fixe, si les valeurs vf} satisfont aux conditions 2%—1 mm It ni = = \ ; = — Pi > 0, DH ofia= va + 6% (TEA), D r7=x, 1—=0 toute suite x telle que, quel que soit i, on ait mr mt lim lue Er (OF 21), n=e (ui Ph É salisfart aux 2" relations HAS ET 4 (o<ÿ < 2), = 9 Démonstration. — Soit une suite x mettant le théorème en
défaut. Il existe alors une valeur de j, soit j,, et une suite de valeurs de n, soit { n,}, telles que lim [8,2 o.
He
Soit xy la suite RE EE ayant pour période la suite finie des ny premiers termes de x. Posons [ un rx put
/ (h) Mr li :
(14) AMEN pe =) En hi — ' [uses JTE 034
La configuration u? figure autant de fois dans les n premiers
termes de x que dans He ny; premiers termes de æ, donc 2 Mlr mi é Lu re Lu Ee
si nous Der les 2nx premiers termes de x. la configuralion uw” * figurera deux fois autant que dans les 7; premiers termes 4 æ et peut-être encore en quelques-uns des rangs ne — Mm+1, nx— m+2,..., ny. D'où l'inégalité
LI
ae A. m Mlx < (15) oLonp[uÿ ]f£— 2nr[uj Jr <m.
hr D'une manière générale, nous aurons
oÉsnalu fe snrfu fr, SC 2) SET re)
d’où, en faisant tendre s vers l'infini,
à nt (16) , OS [us
Tout p} sera donc de la forme
: UT ne + 0022 (17) ie AR Es on nrfuBis + aime
La valeur de p° quand Æ tend vers l'infini dépend de la crois-
mt
sance de nyl us; >:
fe et de nel usa Vue
Considérons d’une manière générale n[u” |;
j Jn:
Si cette qu est bornée supérieurement, la configuration u””
5 ne figure qu'un
nombre fini de fois dans +. Mais 1l résulte des hypothèses faites
mt
que si uw; ne figure qu'un nombre fini de fois, il en est de même
de u,1, et réciproquement. Par ailleurs, notis avons vu au para-
graphe 2 2 que
eh 1 k ET [ut [us — [url =: [un [ui [ur lis Fe
d’où nous déduisons que
(18) laura = nur nu rlmis<s
nt mn
Si donc l’une des configurations uw}, u%,, ne figure dans + qu’un
nombre fini de fois, il en est de même pour l’autre et pour les
configuralions uw? et u}*,. La détermination des indices 7 tels L it” Jl
que u? ne figure qu’un nombre fini de fois est la même que la Re de des nombres o° employés dans la démonstration du
Théorème 3. Nous arrivons à de conclusion que chacune des configurations ui
est manifestement absurde. Donc, | uw], n’est pas borné; comme
c’est une fonction non décroissante de 7, nous avons 4
ne figure qu’un nombre fini de fois dans æ, ce qui
lim n[u} JF =, n—= 2
ce qui, en nous reportant à (17), montre que
Heneene
À partir d’une certaine valeur de X, les pl sont done positifs (non nuls) er finis. Les w? sont la solution, unique, du système (2) aux inconnues P;2 Oo el aux paramètres ui (pu? de À;), tandis que les #”* sont la solution unique du système (2:) avec les paramètres À;. Quand les À; sont positifs, les v;, déter-
minés d’une manière univoque, sont des fonctions continues de À;,
étant mis à la place
puisque le système À, est linéaire ; nous déduisons donc de (19) que
20) ; (9) Due, (20) lin wo —=p;,,
Kk= or, d’après (16),
. fe C THE lim æ; = lim [ Uÿ, ie Ê=90 = +)
nt,
nous avons supposé celte dernière limite différente de v}*: nous sommes amenés à contradiction, ce qui démontre le lemme 3.
Grâce à cette dernière proposition, nous pouvons établir le Théorème suivant
Tnéorème 3. — m élant un nombre fixe, st les valeurs pP(o<j<2") satisfont aux conditions 24—1 Din 0, > Dit, Di Dia PR Hp,
(0< ï OO ON — DNEAN)
on peut construire une sutle x telle que dans cette suite
imlu7lt = 97, ] 7 F Fa FL 100 :
tt Démonstratt — |P SRE NUE i ot suiles £ ration. OSOSS RES construisons 2 suites Poi4a £
Vos ce. Vas. dont les termes sont égaux à o ou à 1 ù fe — 14 17 ; EE \ (21) D D NUE DÉCOMPTE EC
telles que dans ces suites on ait
La construction de telles suites n'offre aucune difficulté.
Les m— 1 premiers termes de x seront arbitrairement choisis; ils
formeront une configuration de longueur m—1, soit la configu- MEANS joe D'une manière générale, les 7 premiers termes de x ayant été
lation w nous prendrons pour æ”* la valeur de y}.
choisis, soient
les termes g-"12gnm+3 gt forment une configuration de longueur m—1, soit uw} !; le nombre de fois que cette configuration figure dans la suite finie x', x?, ..., x", à savoir :
ñn MAÉ
est bien déterminé; soit k, ce nombre. Nous choisirons pour z'*! la valeur de Vi Il reste à montrer que la suite ainsi construite satisfait bien aux conditions demandées.
Ne conservons, parmi les termes de la suite z!', æ?, ..., ær#1, quetlesitermestzttelstque lacontigun tonte rer Rene soit identique à une configuration u”" donnée à l'avance. D’après la loi de formation de æ, les termes conservés sont identiques, quant à la valeur et à l’ordre, aux A premiers termes de la suite y j, avec
j) Mm—A1 1x OUR A En re
Si donc, 2% tend vers l’infini avec n, nous déduisons de la remarque précédente que nous aurons bien (33) ion Tu — Ye.
n= © [ Uoj+i ]n
Si la condition (23) est vérifiée, quel que soit u”! !, par application du théorème #, nous voyons que x satisfait aux condions demandées. Le seul point à démontrer est que, quel que soit
la configuration de longueur m — 1 considérée, on a
(24) lim AV = >,
Si, pour une configuration uw! la quantité A? est bornée, les configurations uw} et u;},, ne figurent dans + qu’un nombre fini de fois. Inversement, si l'une des configurations u}} ou u}?,, ne figure dans æ qu'un nombre fini de fois, il en est de même de l’autre; par application de l'inégalité (18) utilisée dans la démonstration du
lemme 3, nous pouvons ajouter que u}* et ui} ne figurent qu'un
nombre fini de fois. Par un raisonnement identique à celui employé dans la démonstration du lemme 3, nous voyons que supposer un des AŸ borné amène à contradiction. Donc la relation (23) est vraie ponr tous les 2Ÿ, ce qui établit la proposition.
Le théorème 3 va nous permettre d’énoncer uu résultat relauf au système (Ë,) de la page 6. La construction utilisée dans la démonstration du théorème 3 ne fait intervenir que les valeurs y;. Choisissons ces valeurs rationnelles positives ; nous pouvons alors astreindre les suites y; à être périodiques. Construisons la suite x par le procédé indiqué : il est facile de montrer que cette suite x sera elle-même périodique à partir d’un certain rang. Soit, en effet, M le plus petit commun multiple des longueurs des périodes des suiles y; si, en deux endroits de +, soient aux rangs 7, el 7, nous avons
RŸ= hŸ (mod M) (ONE NT r A)
la suite æ à partir du rang n, reproduira la suite x elle-même à partir du rang 2,, à condition queles configurations (4717? , 2) et (x "8 ,,,2x'"#) soient identiques. Considérons l’ensemble d’une configuration de longueur m -— 1 et d’un système de x valeurs AU), deux valeurs 4) n'étant considérées comme distinctes que si elles ne sont pas congruentes (modM). Cet ensemble de & + 1 éléments peut prendre au plus æM% valeurs différentes, à savoir & pour la configuration, M pour chacune des & valeurs L{). Donc, sur un segment de æ contenant plus de &æM% termes, la coïncidence qui entraîne périodicité se présente au moins une fois.
La suite x étant périodique; les fréquences [u”’]" existent toutes. Elles constituent une solution du système (È,) aux paramètres y;. Le système Ë, admet donc une solution telle que 6; 20 pour tout système de valeurs rationnelles positives des À;. Cette solution est unique d’après le lemme 2; elle est manifestement continue en Àg; A4 ++, Ag 1e En tenant compte du lemme 2, nous pouvons donc énoncer le résultat :
Lemue 4. — Le système X, de la page 5 admet, pour tout système de valeurs positives des };, une solution en v; qui satisfait à v;20. Cette solution est unique et satisfait de plus à la condition P; > 0.
Remarque. — I résulte du théorème 3 et du lemme #4 que les fréquences des configurations de longueur m dépendent der paramètres, à savoir les À;.
Nous pouvons maintenant passer à l’étude du cas où les valeurs de toutes les fréquences sont données.
5. Construction d’une suite x, où les fréquences de toutes les
configurations ont des valeurs données. — Soit maintenant un système { v#°} de nombres non négatifs, satisfaisant à 4, + 6, = 1
et aux égalités (10) ($3). m prend toutes les valeurs entières posiuves, et 7 les valeurs entières non négatives inférieures à 2”, Nous allons prouver qu’il existe une suite x telle que
[ut je= 077,
quels que soient m et £ et montrer comment la construire, la construction même établissant cette existence. ;
Soit {e; } une suite de nombres > 0, avec lime; — 0.
Soit une valeur de i; nous pouvons trouver des nombres (v}!, positifs (m<i, j < 2"), tels que
DU (25) wi+æl=t:, |} TRE
SE CS NN oi Dee ot fr) et satisfaisant de plus aux égalités (10).
Posons, en chét, wi ph)" ne M roûro er, Les expressions sont 20; elles satisfont à (10) pour — o etpouru —1, donc pour toute valeur de j} comprise entre o et 1. Les différences | #7 — vons donc trouver une valeur de x >> o telle que (25)soit vérifiée.
v®| sont alors fonctions continues de y; nous pou-
Pour cette valeur de # > 0, tous les O2 sont bien positifs.
D'après le théorème 3, il existe une suite x; telle que
LEA Te. D'où le premier stade de la construction de x
A tout entier {, nous associons une suite x; telle que
(26) MN eee FE CHEN RU 0, ar
Associons à tout entier € un entier p; tel que pour 72 >; on ait
7) Ilulé=elu/lil< (rèms mer j<on).
CPS
Soit N, le plus grand des nombres Lu et Ë » | (1). SoitiS, la
: s SA.
suile formée des N, premiers termes de æ, à la suite desquels nous
écrivons les termes de x,. Nous allons montrer que pour n2N,;, nous avons
(28) [Lu Pa— ol | <e (= or).
S1, en effet, N;<n<N,+p>, nous avons
D) OR AMESRESSERE
en tenant compte de N,2p,, de (26) et de (25), nous obtenons bien (28).
Si maintenant r 2 N, + u2, nous voyons que nu) }= Nilu/Ki+(a—N)lu; ex,
: = a 171$ el par conséquent Lu; : ME A F
et Luihe avec ñn—N,;2u, N;i2p. En tenant compte de (25),
est compris entre les nombres [uÿ];:
nous obtenons encore l’inégalité (28).
Nous allons former maintenant, à parür de S, et +3 une suite S:, d’une manière analogue à celle dont S, a été formée à partir de >, et
Soit y, un nombre tel que »,2 N,, et que pour 22, on ail
PA
Goal = | eu - CR 0 Le 01 1)
S, se confondant avec la suite +, si l’on supprime ses N, preniers termes, nous déduisons de (30) et de (26) que
(31) HEAR TA Cros, 29 m2)
|. La suite S, sera
Soit N, le plus grand des nombres », eu] formée des N; premiers termes de S;, à la suite desquels nous
écrirons æ:. Pour 722 N,, nous aurons
(32) | [up] op] < one (M =T, 2).
(!) Nous représenterons par | z] la valeur approchée à une unité près par excès du nombre 3.
2Gre En effet, pour N,<n<N,+ 143, nous aurons
2 < — N £: 4 Lulu RSS sS (m=r, 2),
IPAN IA
ce qui, tenu compte de N,2»,, et de (31), nous donne (32). Si maintenant 72 N, + p3, nous avons
nu] Nu} [+ (n — N>) PaPAese 0:
où ÿ est un nombre égal à o ou à 1 (est égal à 1 si le N° terme de S, et le premier terme de +, forment une configuration u?; il
+ ar faut pour cela que m—>2). Nous en déduisons que, à = prés,
ms - ù ms mx [uÿ ]f est compris entre [ur et [ur ix, ce qui, tenu compte
de N:2v, n—N;2p3, de (31), de (26) et (27), nous donne encore (32).
D'une manière générale, supposons formée S;, et déterminé N; tel que pour 7 2 N; nous ayons
(33) Fu Si oP| <e; + (RL, 0)
Supposons qu’à partir d’un certain rang, les termes de S; soient ceux de æ;,,. Il existe un nombre »; tel que pour n 2»; on ait
NRA 0 E< (hou FR UN TEE
ner Prenons pour N;,, le plus grand des nombres N;, »;, | ie |.
Si+1 La suite S;,, sera formée des N;,, premiers termes de S;, à la suite desquels nous écrirons x;,+. Nous démontrerions comme plus haut que pour n2N;,, (34) Cup of au +2 (RS RS a)
Si,4 jouit des mêmes propriétés que S;; le procédé de formation de ces suites S; se poursuit donc indéfiniment. Nous prendrons pour æ la suite limite de S; quand # devient infiniment grand, c’est-à-dire la suite obtenue en écrivant à la suite les uns des autres les N, premiers termes de x,, les N, — N, premiers termes.
de æ;, et ainsi de suite. Pour N;<n<N;,,, nous aurons alors
RE A [[uPli— el <a+ CEST, pre Le Det)
2e Vlr ce
ce qui entraine bien, quels que soient m et j,
: mr ,m At 7 RE
Nous pouvons donc énoncer le théorème
Taéorème 4. — Soit le système de nombres gp, positifs ou nuls, satisfaisant aux relations (10), et à 6! + p}. Il existe une
suite x telle que, quels que soient m et j(< 2") on ait
Remarque I. — Si au lieu de donner tous les p# (m1, 2,3,
J <2”*) on se donne seulement ceux qui correspondent à une longueur donnée m,, les relations (10) permettent de calculer les (Ce où m<Zm,. Procédons à la construction indiquée dans la démonstration du théorème 4, en ne tenant pas compte des conditions où interviennent des longueurs de configuration > mu. La construction est encore possible, et se fait exactement de la même manière, ce qui montre que le problème traité page 11 dans le cas où les #”* sont différents de zéro est soluble également si certains des #?* sont nuls.
Remarque 11. — L'existence d’une suite + telle que les configurations s’y présentent avec des fréquences égales à des valeurs données, sous la seule condition que ces valeurs satisfassent aux relations (10) ($ 3), montre que ces relations sont les seules qui existent entre les fréquences des différentes configurations.
Nous terminerons ce paragraphe par l'énoncé d’une proposition qui nous sera utile par la suite.
TuéorÈème 5. — Sr, dans une suite x, m étant un entier donné, les limites
existent et sont finies positives, il en est de même des limites
lim {u}']Z (0 1. con — Tr).
Démonstration. — Posons .. [ui ne lin ns:
n=e [Un Les |; sont des nombres finis et positifs par hypothèse. D’après le lemme 4 (p. 13), le système (Z,) admet, pour les valeurs y; des paramètres, un système unique de solutions, soit
PJ = 0m. 2%), avec PT 20) DE "1 Nous sommes dans les conditions d'application du lemme 3 ($ 4); donc nous avons
, mm |x nr ï Hate = oo en).
6. Généralisation : suites dont les termes peuvent prendre k valeurs différentes.
Soit une suite RELIGE 6 SET See
dont les termes peuvent prendre # valeurs différentes, que nous désignerons par 1,2, ...,k. Les relations (8) et (8') (p. 4) se généralisent facilement. Considérons une configuration (a'a?...a") (ai—1,2,...,k) et sa fréquence dans la suite des 7 premiers termes de x, soit [ a! a?...a"]% cette fréquence. Nous avons alors
mi
k [ata?. are lat arf =0bue jen
et ki
RATER amp— > Rata ant vo onu
Pt
ee
Si les fréquences Lotales des configurations considérées existent, nous aurons donc (en désignant par [a'a?... a]; la limite,
pour » infini, de[a'a?... a”]®)
k k (1) (Pr, [ata...amj} = Ÿ [jai ar... amyr. ù
Bornons-nous, pour simplifier, aux configurations de longueur 1
(qui sont lés termes 1, 2, ..., k eux-mêmes) et de longueur 2 : k k (2) CSS Li} 1=A Ja
Nous allons donner une application simple des considéralions précédentes. Soit une chaîne de Markoff constante à k éléments; supposons que nous soyons dans le cas régulier. Nous avons alors par exemple une suite de variables aléatoires
(3) DC me CS LAURE CSA (ORNE NE)
et un tableau carré |
| pijl de probabilités positives, telles que
pe PriRr-JNeX et) 0, Les pi; satisfont naturellement à k
Si la probabilité p/° que X,— 1 tend vers une limite quand x tend vers l'infini, soit p; cette limite, les limites p; satisfont au système
# k (4) pi= > pipi et Dh GE PE ME SIEEN T1 Î=A1
Dans l’hypothèse où tous les p;; sont positifs, on montre que le vin Pi È ’ q
système (4) aux inconnues p; a une solution unique (Fréchet, 3,
p- 49). Considérons une valeur £ quelconque (1 <i<k), et de la suite
(5) D LA Lo Dr ce
des résultats obtenus en déterminant la suite (3), ne conservons que les termes x, tels que xn_, — &. La suite partielle ainsi obtenue peut être considérée comme une suite de résultats d'épreuves indépendantes; soit
(6) Tnyy ns +.) Zn cette suile. Nous avons
PORN = pe rex 2) 5, À).
OP
Aux x +1 premiers lermes de (5) correspondent les n[1] premiers termes de (6), parmi lesquels les termes égaux à 1,2,...,A figurent respectivement un nombre de fois égal à
(næs)[iil sen Ba)re PR Or mr ele
Si donc limn{[iff—, en appliquant la loi forte des grands
n— ©œ nombres à la suite (6), nous établissons que, presque certainement,
. imetil(ÿ
n= A? nm Lil
=D. (a ir “)
Or, limn{i|; = signifie que dans (5) il y a une infinité de termes égaux à; on montre facilement que dans le cas considéré cela a lieu pourri —1,2,...,k. En cffet, cela a lieu au moins pour une valeur de #, soit { — 19. En tenant compte de (3), on voit alors que toutes les configurations (7,7) sont répétées une infinité de fois, et par conséquent tous les termes 7 1,2, ..., k. Ceci posé nous pouvons donc admettre (7) sans tenir compte de la restriction entre parenthèses.
Revenons aux p;; supposons que l’on n’ait pas (8) Dore
Il existe alors des quantités d; non toutes nulles, telles que l’on puisse trouver des valeurs de » telles que les quantités
(9) Hifi pi à |
soient arbitrairement petites, et par conséquent, em tenant compte de (7), que les quantités
LE — pi pi di) | soient arbitrairement petites. En sommant par rapport aux £, nous obtenons des expressions telles que k k
[1 T2) PiPr —Ù Pij ài|, t—A 14 a
que, par un choix convenable de x, nous pouvons rendre aussi petites que nous voulons, et en tenant compte de (9), nous
or
aurons, avec telle approximation qui nous plaira,
k < Q DS JDD Cpi+ Gi)pij,
DA
ce qui montre que le système p;+ 0; est solution du système (4). Nous sommes en contradiction avec le fait que le système (4) admet une solution unique. Donc (8) a lieu.
Nous concluons donc : dans le cas régulier, la convergence presque certaine dans une chaîne de Markoff est une conséquence arithmétique de la convergence presque certaine dans le cas de Bernoulli.
COLLECTIFS ET SÉLECTIONS
SOMMAIRE.— 1. Définition des collectifs de M. de Misès, — 2. Définition des
collectifs de M. Wald. — 3. Champ des événements probabilisables. — 4. Irrégularité de la suite constituant un collectif. — 5. Composition des sélections. — 6. Construction d’un collectif. — 7. Collectifs indépendants. —
8. Conséquences de la forme de l’irrégularité imposée par les sélections.
1. Définition des collectifs de M. de Misès. — La notion de collectif a été introduite par M. de Misès dans ses recherches sur les fondements du Calcul des Probabilités (de Misès : 1,2, 3). Nous nous reporterons dans ce qui suit à son 7'raité (de Misès, 3), dont voici trois extraits que le lecteur retrouvera aux pages 9, 12 et 14:
L'objet du Calcul des Probabilités est constitué par des événements collectifs ou par des processus de répétition; ces derniers consistent en un très grand nombre d'éléments successifs (observations), dont chacun donne lieu à l'apparition d'un résultat (résultat d’observation) caractérisé par un nombre (ou un groupe de nombres); ces résultats se présentent en «succession trrégulière ». Les observations sont effectuées d'après des règles précises, conduisant à la détermination sans ambiguïté du résultat, ou, éventuellement, au rejet de l’obserpalion.
La notion de «succession irrégulière » est imprécise. Voici comment M. de Misès la définit, à l’aide de la notion de sélection. Considérons le cas simple de l'alternative, c’est-à-dire : supposons que les observations ne puissent donner lieu qu’à l'apparition de deux résultats différents. La suite des résultats peut alors s’éctire sous la forme d’une suite de o et de 1. M. de Misès définit une sélection comme suit :
D'une suite indéfinie d'observations, nous extrayions une suite partielle par « sélection » sinous nous donnons un procédé qui décide de l’appartenance ou de la non-appartenance de la n'% observation (n —1,2,...) à la suite partielle, indépendamment du résultat de cette n observation, en tenant compte au plus de la connaissance des résultats des observations précédentes.
Une fois cette définilion posée, M. de Misès passe à la définition du collectif le plus simple, ou alternative :
Nous désignerons par collectif le plus simple, ou alternative, une suite infinie d'observations de même nature, dont les résultats peuvent à chaque fois être représentés par deux signes, soient « o » et &1», st les conditions suivantes sont
remplies :
PREMIÈRE CONDITION : A4 et n, étant le nombre de celles parmi les n premières observations qui ont fournt les résultats «0 » et «1 » respectivement, les deux limites suivantes existent :
: 70 . Ji lim — =p lin = =
) n=o 1 n=+x nl
Deuxième conpirron : St l’on extrait de la suile totale une suite partielle par «sélection », les limites correspondantes existent dans la suite partielle et gardent les mêmes valeurs :
lim = p, lim += g.
Enfin, voici la définition de la probabilité.
Nous appellerons les valeurs limites p (et q) les probabilités d'apparition du résultat o (et 1) à l’intérieur du collectif considéré.
La théorie de M. de Misès a soulevé de nombreuses objections, que l’on peut ranger en deux catégories principales : les objections de la première catégorie s’attaquant à la contradiction interne de la théorie ; les objections de la deuxième catégorie reprochent à M. de Misès d’exclure de ses considérations les suites d’obser-
or ee
vations telles que la fréquence des résultats présentant une certaine caractéristique n’ait pas de limite, suites qui sont logtquement possibles. Nous n'insisterons pas sur ces dernières objections, qui sont d'ordre philosophique : une théorie non contradictoire ne peut être attaquée que sur le chapitre des vérifications expérimentales, et il est évident que l’on ne peut pas décider expérimentalement si les suites d'observations réelles sont ou non des collectifs. ;
Les objections de la première théorie ont été exprimées d’une manière très complète par M. A. Wald, qui a en même temps proposé une modification aux définitions de M. de Misès rendant sa théorie non contradictoire. Sur le cas simple de l’alternative, nous pouvons montrer en quoi la théorie de M. de Misès prête à la critique.
Étant donné une suite d’entiers croissants {ni}, le procédé, qui, d’une suite |
PNG pe de fr oiou)
extrait la suite partielle
ARR De SAR, 0e
est bien une sélection. Or, si nous considérons toutes les suites { n;} possibles, quelle que soit + contenant une infinité de 1 et une infinité de o, 1l existera une suite {n;} telle que l’on ait
identiquement æ'i=T,
‘et une autre suite { m; } telle que l’on ait identiquement
di — 0.
On en conclut qu’il n'existe aucune suite sausfaisant à la définition du collectif, telle que Pa présentée M. de Misès avec 0 << p<1. Nous ne faisons qu’indiquer ce point Sommairement en renvoyant à l’article de M. Wald; nous passons maintenant à
la définition posée par ce dernier.
2. Définition des collectifs de M. Wald. - Nous considérons dans ce qui suit un ensemble M fini ou infini, dénombrable ou
non, de points m; chacun des points m représente un état d’un certain système. M représente alors l’ensemble des états possibles sous certaines hypothèses: nous l’appellerons espace représentatif.
Si, par exemple, il s’agit d'étudier le phénomène : apparition de pile ou face, l’ensemble M est constitué par deux points, correspondant à pile et face; si l’on considère le phénomène : apparition d’un point donné quand on jette un dé, M est constitué par 6 points correspondant aux 6 cas possibles, si l’on étudie un système dont l’état peut être caractérisé par un nombre réel (ce qui correspond à une variable aléatoire dans la théorie classique), M sera constitué par l’ensemble (ou un sous-ensemble) de l’ensemble des nombres réels.
La suite des résultats d’une suite d'observations portant sur le système considéré sera représentée par une suite de points de M :
(ni) DE = Phi a) à.) Mn
Dans les trois exemples cités ci-dessus, {mi} sera respectivement : une suite de P et F, une suite d’entiers pouvant prendre les valeurs 1 à 6, une suite de nombres réels (distincts ou non).
Un collectif sera une suite { m;} satisfaisant à certaines conditions que nous allons indiquer.
Il faut exprimer sous forme mathématique l'opération de sélection, qui consiste à extraire d’une suite donnée une suite partielle, le sort de chaque terme de la suite donnée (à savoir, être conservé ou rejeté) ne dépendant que des valeurs des termes précédents. Si un individu veut fixer à l'avance, sans savoir quelle est la valeur des termes de la suite qui va lui être présentée, la méthode d’après laquelle il opérera la sélection, il peut recourir au procédé suivant : il inscrira sur un carnet tous les débuts de suite logiquement possibles; s’il s’agit, par exemple, d’une suite ne devant comprendre que des o et des 1, il aura une liste de débuts de suite de la forme suivante :
OR OO MOT TO TI OOOMOOTE OIOS OETS
Nous n'insistons pas sur la manière dont il poursuivra celte liste, elle devra comprendre tous les arrangements avec répétition des termes o et 1. Sous chacun des termes de la liste ainsi dressée, qui correspondent chacun à un début de suite possible, il inscrira,
Mr pe
arbitrairement, mais une fois pour toutes, un signe qui indiquera sa conduite ; il pourra inscrire, par exemple, « oui » où « non » sous chaque terme. « Oui » inscrit sous le terme o10 signifierait : « Si les trois premiers termes de la suite que l’on me présente sont 0, 1, o (dans cet ordre), je conserverai le terme suivant (le quatrième) ». « Non » signifierait qu’on rejette ce terme.
Il est plus commode, pratiquement, d'inscrire 1 et o au lieu de oui et non respectivement; en exprimant le procédé précédent sous une forme mathématique, nous obtenons pour la « fonction de sélection » la définition de M. Wald, qui suit :
Dérinirion 1. — Toule fonction fn (ti; to, ..., {n) qui associe à tout groupe ordonné de n points dans M une valeur numérique égale à o ou à 1 sera dite une fonction de sélection à n variables. Pour n = 0, f, sera une constante.
Dérinirion 2. — Une sélection est une opération qui assocte à toute suite {mi} une suite partielle | m;} par le procédé
suivant :
Soit {fn} — fo; frs fes -.. une suite infinie de fonctions de sélection, f, étant constante, fi, f», ... étant à une, deux, ..…. variables respectivement. Formons la suite
(2) RO CNE og Vi fiat Te: 01) et soit la suite des rangs, dans { yi}, des y; égaux à 1 (3) MSA ee La suite { mi, | sera dite extraite de {mi} par la sélection définie par la suite ff} {.
Norarion. — S7 nous désignons une sélection par une lettre, soit S, nous représenterons la suile, extraite de {m;} par la sélection S, par la notation S {mi}.
Exemple : Supposons que l’on étudie la probabnité d'amener un point donné avec un dé; si, de la suite { m;} des résultats, nous ne gardons que la suite des résultats tels que le résultat précédent
soit , nous opérons une sélection. Dans ce cas,
Ffn(Ma; ME en bn) = Si M 5,
» I SL Mn — D.
La définition que nous venons de donner de la sélection satisfait aux conditions exigées par M. de Misès, puisque la fonction dont la valeur décide de la présence de m; dans {mij} est Jia (Mi, Mo, ..., mia). La définition que M. Wald introduit ensuite est celle de la probabilité d’un sous-ensemble de M; soit L un tel sous-ensemble : la probabilité de L dans une suile } pi} formée de points de M sera égale à la valeur limite pour » infini, si elle existe, de la fréquence parmi les 7 premiers points de {u;}, de ceux qui appartiennent à L; si cette valeur limite n'existe pas, la probabilité äe L dans fu;} ne sera pas définie.
Voici quelle est l'interprétation intuitive de la probabilité d’un sous-ensemble de M : le point courant m dans M définit les différents états possibles du système; donc l’expression « m appartient au sous-ensemble L » signifie : « le système prend un état appartenant à une certaine classe d'états possibles ». Reprenons l'exemple du dé, et considérons, dans M (formé des points 1, 2, 3, 4, >, 6), le sous-ensemble (1, 3, 5). Il correspond à l'événement: «il apparaît un point impair ». L'expression « probabilité d’un sous-ensemble L » doit donc être interprétée comme « probabilité de l'événement : le système prend un état dont le point représentatif est un point de L ».
Sous la première forme modifiée par M. Wald (1), la définition du collectif devient alors :
DériniTion 3. — Sotent :
a. S un système de sélections, contenant la sélection qui laisse toute suite inchangée.
b. un système de sous-ensembles de M.
Avec ces données : une suite { mi} de points de M sera par définition un collectif relativement à S et à # st, quels que soient la sélection S appartenant à &, et l’ensemble L appar-
(1!) La première modification apportée par M. Wald à pour but unique de préciser les définitions de M. de Misès, de manière à rendre leur discussion possible. La deuxième modification (p. 28), a pour but de les rendre non contradictoires.
Encre
tenant à $, la probabilité de L dans Si mi} est définie et égale à une fonction P(L) de L ne dépendant pas deS (').
Si | mi} est untel collectif, P (L) sera, par définition, la probabilité de L dans le collectif Emi
Norarion. — Une suite { m;} qui est un collectif relativement à S et à £ sera quelquefois représentée par une notation du type K(S,£).
Le mérite de M. Wald est d’avoir restreint l’ensemble des sélections qui interviennent dans la définition; plus précisément, il suppose toujours $ dénombrable. Comme d’autres auteurs l'avaient fait avant lui, indépendamment de la notion de collecüf, il a également restreint l’ensemble des ensembles pour lesquels la probabilité est définie. Il faut remarquer d’ailleurs que la théorie de M. de Misès ayant pour but les applications pratiques, la limitation des S et des L pouvait être sous-entendue, puisque seuls peuvent intervenir dans les applications une infinité dénombrable de Set de L; en d’autres termes : on ne procède jamais qu’à une infinité dénombrable de sélections, et l’on ne considère Jamais qu'une infinité dénombrable d'événements. Pour $, nous retrouvons l’hypothèse de M. Wald; pour f, nous allons voir que l'hypothèse de M. Wald est moins restrictive que celle qui consiste à supposer f dénombrable.
Avec celte limitation, la notion de collectif n’est plus contradicdictoire ; en effet, M. Wald a démontré dans son article le théorème suivant :
Hyroraèses : à : M est un ensemble de puissance quelconque.
b: est un corps dénombrable de sous-ensembles de M, contenant M lui-même.
L. est une fonction additive d'ensemble, non négative
définie sur les éléments de K, avec p(M) —1.
d': £est le système des sous-ensèmbles L de M mesur ables par le procédé de Jordan, à l’aide de la fonction pet ‘des éléments de K ; soit p(L) cette mesure.
: S est un système dénombrable de sélections. è
(*) Il faut ajouter que cette condition n’est exigée que si S { m,} est une suite infinie. Si S{m,} est finie, cette dernière suite n’est astreinte à aucune condition.
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Conczusion. — Jl existe une infinité de collectifs K(S, £), tels que la probabilité de L dans chacun d'eux soit a(L).
La notion de collectif est ainsi relativisée, c’est-à-dire : on ne définit pas un collectif d’une manière absolue, mais, au contraire, la définition fait intervenir des données, qui jouent pour ainsi dire le rôle de paraméires ; ces données sont les sélections du système dénombrable S. D’après le théorème que nous venons d’énoncer, cette notion de collectif relativisée est non contradictoire. Nous allons examiner quelle est l’importance des restrictions apportées par M. Wald; elles sont de deux sortes : les premières portent sur le champ de définition de la mesure #(L), ou, pour employer une expression analogue à celle en usage dans la théorie de la mesure, sur le champ des événements probabilisables (Fréchet, 5); les secondes portent sur le système des sélections, c’est-à-dire sur la définition de lérrégularité de la suite constituant le collectif.
3. Champ des événements probabilisables. — Si M est fini, il ne se présente aucune difficulté : on peut prendre pour £ l’ensemble de tous les sous-ensembles de M. Si M est infini, il peut être nécessaire de spécifier l’ensemble £ qui figure dans la définition 3. M. Wald a démontré (Wald, 1, p. 43), que si M est dénombrable, on péut prendre pour £ le système de tous les sousensembles de M, à condition que la somme des probabilités des différents points de M soit égale à 1.
Quant au cas où M n’est pas dénombrable, nous nous bornerons au cas où M est l’ensemble des nombres réels. Il résulte des démonstrations de M. Wald, que si l’on prend pour £ le système de tous les sous-ensembles de M. il n’existe aucun collectif relativement à #, et cela quel que soit S. C’est pourquoi M. Wald se borne aux ensembles mesurables au sens de Jordan (Wald, 1; 1h11 -p40).
Mais celte restriction ne doit pas être considérée comme faite uniquement en vue des applications pratiques. Elle est imposée par la nature de la définition de la probabilité à l’aide d’un collectif. Nous allons montrer qu’il n'est pas nécessaire de supposer que # contient {ous les sous-ensembles de M pour conclure à l’inexistence d’un collectif; nous utiliserons pour cela (p. 32), le théorème
SR
suivant, qui est un peu plus précis qu’un théorème énoncé par
M. Copeland (Copeland [2], p. 339, lignes 2 et 3).
Tuéorèue 1. — Si M est l’ensemble des nombres réels (ou des
points sur un axe) et £ le système des Gs (ensembles de la
forme 110: où {O;} est une suite d’ensembles ouverts |, til T—4
n'existe aucun collectif, relativement à 8, qui ne présente la
particularité suivante : il existe parmi les ensembles consti-
tuant f une infinité dénombrable d’ensembles réduits chacun
à un point, tels que la somme de leurs probabilités dans le
collectif soit égale à 1.
Nous allons essayer de montrer quel est le sens intuitif de cette proposition. Dans le calcul des probabilités classique, si l’on considère une variable aléatoire X telle que, par exemple,
(C2) Pen (o<æ<r),
tout événement de la forme X£eL, où Lest un ensemble mesurable, au sens de Lebesgue, a une probabilité définie. Dans la théorie des collectifs, si je suppose que tout événement X£L, où L est un G:;, a une probabilité définie, je suis obligé de supposer que la fonction de répartition de X est une fonction se réduisant à une Jonction de sauts. (Pour la définition précise d’une telle fonc- Uon, consulter, par exemple, Frécaer, /echerches théoriques modernes sur le Calcul des Probabilités, Prémier Livre, page 271.)
Le résultat de M. Copeland était, avec les mêmes hypothèses que les nôtres, que la fonction de répartition de X ne pouvait être absolument continue. Passons maintenant à la démonstration du théorème 1. ù
Démonstration. — Remarquons tout d’abord qu’un ensemble réduit à un seul point et un ensemble dénombrable sont des Ge
Soit {m;} une suite de points; supposons qu'elle mette le théorème en défaut. Rangeons les points de {m;} en une suite {a;} de points distincts. Si nous désignons par f\"” la fréquence
de a; dans les x premiers termes de { m;} la limite
(2) p;= lim f}"
existe par hypothèse, quel que soit 7, et par ailleurs Dr Lie
= Soit M, l’ensemble des points 4j. Puisque Zp;<1, d’après le résultat de M. Wald, déjà cité (Waïld, 1, p. 45), il n'existe aucun collectif, relativement au système f, de tous les sousensembles de M,, qui attribue à &; la probabilité p;. En parüculier, {m;} n’est pas un tel collectif. En supposant que le système des sélections est réduit à la seule sélection laissant toute suite inchangée, ce que nous pouvons faire puisque le résultat de M. Wald est indépendant des sélections choisies, nous déduirons de ce que { m;} n’est pas un collectif relativement à #, l'existence d’un sous-ensemble À de M, tel que la limite
n (3) Ar . à oa(mi) (oa = fonction caractéristique de A) UE
n'existe pas. Revenons à M : À qui est un G; devrait avoir par hypothèse une probabilité bien définie, c’est-à-dire que la limite (3) devrait exister. Il ÿ a contradiction, ce qui démontre le théorème 1.
Si donc un collectif existe relativement à ©, système des G; (ou, a fortiori, système contenant le système de G;}, il existe un ensemble dénombrable D de points a; figurant chacun dans le collectif avec une fréquence p;, la somme 2, étant égale à 1. Tous les collectifs de même nature que le collectif considéré, c’est-à-dire attribuant aux G; les mêmes probabilités, ne contiendront donc que des points de D et des points dont l’ensemble forme un ensemble de probabilité nulle. En fait, la loi de probabilité ne sera définie que sur D. En dehors de ce cas, nous voyons bien qu’il n’existe pas de collectifs relativement à un systéme contenant les G; dans M. Or, s’il n’était pas gênant de restreindre l’ensemble de tous les sous-ensembles de E, il est gênant de ne pouvoir considérer tous les G;, ou de se limiter au cas exceptionnel où la fonction de la répartition de la probabilité se réduit à une fonction de sauts. Gette exclusion entraîne la conséquence suivante :
Le champ des événements probabilisables dans la théorie du collectif défini par M. Wald est plus restreint que le champ des événements probabilisables dans la théorie classique.
Si, en effet, X est une variable aléatoire qui a une fonction de répartition, la probabilité pour X d’appartenir à un G; est toujours bien définie dans la théorie classique.
4. Irrégularité de la suite constituant un collectif. — Nous ne traiterons dans ce qui suit que le cas de l’alternative (p: 23). Avec les définitions de M. Wald, dans le cas de l'alternative, £ se réduit à quatre éléments (à savoir : le sous-ensemble vide, le sousensemble formé da point o, celui formé du point 1, et celui constitué par les points o et 1. qui coïncide avec M lui-même) et peut être sous-entendu. Nous caractériserons un collectif, dans ce cas simple, par $ et par la fréquence p d’un résultat, soit l’apparilion de 1 si le collectif est une suite de o et de 1 : nous dirons que le collectif ainsi défini est un collectif du type K(S;p), ou plus brièvement : un collectifK(S; p)(!). Nous désignerons quelquefois, dans ce qui suit, par K(S; P) l’ensemble des collectifs de fréquence totale p relativement au système S (dénombrable) de sélections. De sorte que les phrases «x est un collectif K(S; p}» et «x est un élément de l’ensemble K(S; P)» seront équivalentes.
En quoi consiste l’irrégularité imposée par l’intervention de S? Soit la suite, où o et 1 alternent régulièrement
CORTE TRE ET ET OO EEE
, : sas TL La fréquence des 1 dans les 7 premiers termes a pour limite -
quand 7 tend vers l'infini. Considérons la sélection So définie par La
suite | f; }, où les /; sont des constantes, avec de SE +(— #1]. La suite { f;} s'écrit (5) PL Te PE Ce
et, par conséquent, la suite S,a ne contient plus le terme 1. La
suite a n’est pas un collectif K(S; :) si S contient la sélection S, ;
TES TU DR Re A (9 &K(S; p) » joue ainsi le rôle d’une épithète. On dit un collectif K(S; p}
au lieu d’un collectif relativement à 5, de fréquence P, Comme on dirait une fonction I% au lieu de : une fonction dont la puissance « est intégrable.
ou encore : en astreignant une suite à être un collectif d’un type convenablement choisi, nous pouvons lui interdire d'avoir la Jorme trop régulière (4). C’est parce que nous pouvons ainsi astreindre les suites à ne pas présenter certaines régularités que, dans la définition du collectif par M. de Misès, la condition qui fait intervenir les sélections est appelée condition (ou axiome) d’irrégularité (Regellosigkeitsaxiom).
Essayons de préciser cette notion : excluons les suites qui ne contiennent qu’un nombre fini de o, et représentons toute suite
(6) DERNIERE Cat = ON À)
par le point du segment (0. 1) qui a pour abscisse
et que nous appellerons le point x. La correspondance entre le point x et la suite est biunivoque. Dire que x présente une régularité d’un certain type, c’est dire que le point + appartient à un certain ensemble À du segment (0,1). Désignons l’ensemble des points représentant des collectifs relativement à $, où la fréquence de r est p, par la même notation que l’ensemble de ces collectifs eux-mêmes, c’est-à-dire par K(S; p). Dire que nous pouvons astreindre x à ne pas présenter la régularité du type considéré, au moyen d’un système de sélections $, c’est dire que l’ensemble A et l’ensemble K(S; p) n’ont pas de point commun. Le problème de l'étude des collectifs relatifs à $ et de fréquence p se ramène donc à l'étude des ensembles K(S; p). Nous utiliserons dans cette étude un résultat bien connu de la théorie moderne des épreuves répétées, qui est le suivant :
Si l’on procède à une infinité d'épreuves indépendantes, l'épreuve de rang t déterminant une variable aléatoire X; avec Pr = => Pr.{Xi=0}= 9 (hEGMOE SE ON) la probabilité (au sens de la théorie classique modernisée) que la fréquence totale de la valeur 1 dans la suite existe et soit égale à p est égale à un. (voir, par exemple : Fréchet, [2],
Soit maintenant une sélection S,, et soit { Y;} la suite obtenue
Er —
en appliquant S, à {X;}. La suite { Y;} est une suite de variables aléatoires; de même le nombre N, des termes de { Y;} qui correspondent aux 7 premiers termes de {Xi} est une variable aléatoire. Nous avons alors la proposition :
Si l’on à Pr. (limN;— b la fréquence de la valeur 1
dans {Y;}existeet est égale à p, avec une probabilité égale à 1.
Démonstration. — Considérons les N, premiers termes de { Y;}, correspondant aux n premiers de { X; }, et posons
an = Ya Yo+...+ YN,,
Q Pr Nr— an.
Considérons la fonction ! !
(8) ns Pns
Cette fonction est une fonction des n variables aléatoires X,, X:, ..., Xn. Nous la désignerons par sx(X4, X2, ..., Xn). So sl définie par une suite { f;}; supposons que f, — 1; dans ce cas
Nu, Mr, a (X)= 21e
La valeur moyenne de s,(X,) est donc égale à 1
(9) Mia(Xi)}=1.
Si fo— 0, nous avons &i — $, — 0, donc (9) reste vraie. Considérons maintenant
Sn—1 (Xi, X®, F0 Xn_1) et fn, X:, rs Xe):
Si fn(Xr, Xos +, Xn_1) = 0, le terme X, ne figure pas dans { Y;}; donc N,—N,-, et par conséquent
An — An—1; Br = Ba,
(10) Sn(X4, X», 0 Xn) —= SONY, X, ….. Xn-1).
DL fr (is Koss Xn1) 1 Xe heure dans A FE
Nh = Na SE Yx, _ XS
et par conséquent En — ner + À
af ne 7 Ba Nr — Preis Xn,
(11) Xn el Sn—1 "D QUES Nai+2 P ' d À Sn =" Bh1+1 Sn —1 gs 4 ; SEXE — 10!
Nu1+2 q
Soit AT, {sa } la valeur moyenne de s, quand X;,, X:,..., Xn_, sont connues. Nous déduisons de (10)et(11) que, dans tous les cas,
(12) Don { Sn = Sn—1.
Si nous nous reportons à (9), nous déduisons de (12) que la valeur moyenne de s, est égale à 1 quel que soit n. Soit maintenant À un nombre positif quelconque. A la suite de variables aléatoires {s;}, substituons une suite { 0; } ainsi définie :
(13) Sr SIC ETS | On — . *
On—1 SION ee On vérifie sans peine que (14) on | Hd ITR Non = 6y_1 et, par suite, (5) MN — 7.
Sn étant une quantité non négative, nous avons donc, quel que
soit 7, (16) Pr.{on>À}<
ln
La probabilité que nous venons d'écrire est une fonction croissante de », puisque l’événement {o,> À} implique l'événement { Tn +1 = À }.
Considérons l’événement qui se produit si la borne supérieure de oc», quand n varie de 1 à l'infini, est plus grande que À, événement que nous noterons
{ B sup. 5, > À 1.
Si cet événement se produit, il éxiste au moins une valeur de »
bte
à partir de laquelle on a constamment rer }; par conséquent, en tenant compte de (16), nous avons
Br: {B sup. MS _
Nous avons donc, en remarquant que, d’après (13) l’événement {B sup. s,> À} implique l'événement { B sup. +, > 1}: (17) Pre { B sup. sn>à}£s-
Or
Pr.!B SUP. Sa — © | Pre { B sup. sh > À |
ft quel que soit À. Donc nous avons
(18) Pr. ! B sup. 00 l { La quantité s — pq À est donc bornée, sauf dans Xn nt des cas infiniment peu probables. Supposons que An + Bn—>c. Si Xn
nous montrons que SL ne tend pas vers D, Sn n’est pas
An + Br
bornée, nous déduirons de (18) que
a Pr = pie
En modifiant légèrement les notations, nous sommes ramenés à montrer que si, dans l’expression
æ + y tend vers l'infini sans que Y tende vers P; # n'est pas
borné supérieurement.
HARAS d’abord que — ende vers & ;< p, et posons
= À, = — 6, LEV= TT D +Y Z+Y ce Nous pouvons mettre # sous la forme : A" À : < 4 t\T/1—{\) œm(X, y) = (:) ( ) dt= [ erë dt 0 P q 0 avec l er à) E = a Log — — $ Log P q
Par hypothèse, quand x tend vers l'infini, &« tend vers &, et 5
er vers 1—w; donc £({) tend vers la fonction
d &o(é) = w Log - + (1—w) Log e P Nous avons
TD I— T t nf,"
E,(€) est maximum pour { = ®, la valeur du maximum étant
ko)
: 1 ED) = 5 Loge +(1— vw) Log
Considérons l’expression ci-dessus comme une fonction de 5; sa dérivée par rapport à & est
no Log = — Loge D;
E(&) est minimum pour & — p, la valeur du minimum étant o; donc £9(w)>>0 puisque nous avons supposé 5<p. Eo(s) étant => 0, el, & tendant vers w, il existe un nombre positif à, un nombre positif r et un nombre entier n, tel que pour n > nr. on ail E(t) > 0 dans l'intervalle 5 — tr, © ++.
Nous en déduisons que pour 7 => ñ9, nous aurons
DT æ(x, y) > f ent dt > 27 er, TD —T el, par conséquent, si «> #,
lim (Cr, 7) =:
ee
Supposons maintenant que & ne tende pas vers p; 1l existe alors un nombre & différent de p, et une suite { n;} de valeurs de » telles que, si l’on désigne par { a; } la suite des valeurs correspondantes de «, on ait
lim ji —= D.
Nous en déduisons, tenu compte du résultat précédent, que,
lorsque » tend vers l’infint, nous avons borne supérieure æ(x, y) = %.
La proposition que nous venons de démontrer peut s’énoncer ainsi :
Tuéorème 2. — Etant donné un système S, dénombrable, de
Ze
sélections, si l’on procède à une suite de tirages indépendants pouvant donner lieu à l'apparition d’un événement E avec une probabilité (au sens classique) constante et égale à p, il y a une probabilité (au sens classique) égale à 1 pour que le résultat de cette suite de tirages soit un collectif relativement à S, collectif dans lequel la probabilité (au sens de la théorie des collectifs) de l'événement E est égale à p.
Pour éviter les confusions possibles, employons le langage de la mesure : soit p un nombre compris entre o et 1; parlageons le segment (0,1) en deux parties égales, et attribuons la
I I mesure g —1— P au segment (o, ) la mesure p au segment (2, 1):
partageons ces segments eux-mêmes en deux parties égales, et ainsi de suite : si nous partageons en deux parties égales un segment auquel nous avons attribué une mesure p*q$, nous attribuerons à la moitié de gauche la mesure p#q$+!, à la moitié de droite la mesure p*!q$. Nous définissons ainsi une fonction d'ensemble additive, >o, définie sur tous les segments de la forme [k2-—", (k+i)2="]. Il existe alors. une fonction d’ensemble >o, complètement additive, définie sur tous les ensembles boréliens, qui coïncide avec la fonction d’ensemble que nous venons d'introduire sur tous les segments de la forme [ k2—", (k + DER C'est cette dernière fonction d'ensemble que nous appellerons la p-mesure.
Reportons-nous à la représentation des suites par des points du segment (0,1) (p. 33); on montre sans peine que la p-mesure s’interprète comme une probabilité au sens classique modernisé, à savoir : la p-mesure d’un ensemble est la probabilité que la suite des épreuves (de probabilité constante p) fournisse une suite dont le point représentatif appartienne à l’ensemble. Ceci posé nous voyons que le théorème 2 s'exprime sous la forme :
\ Tuéorèue 2. — Quel que soit le système dénombrable S de sélections, la p-mesure de l'ensemble K (8; p) (défini p. 49) est égale à 1. e
L_] Si nous revenons à la question de l’irrégularité, nous voyons que nous pouvons énoncer une condition nécessaire pour qu’une
ER
suite puisse être astreinte à ne pas présenter une particularité donnée :
Taéorèue 3. — Un nombre p étant donné, une condition nécessaire pour que l’on puisse astreiëndre par une condition d’irrégularité fondée sur la notion de sélection, c'est-à-dire par une condition de la forme xeK(S; p), une suite x à ne pas appartenir à un ensemble représenté sur le segment (0,1) par un ensemble À, est que la p-mesure de À soit nulle.
La réciproque de ce théorème se présente naturellement à l'esprit; mais elle est fausse. En effet :
Tuéorème 4. — Soit donnée une valeur p quelconque comprise entre o et 1; on peut lui associer un ensemble G, de p-mesure nulle, jouissant de la propriété suivante :
Quel que soit le système dénombrable $, les ensembles K(S:; p) et G ont au moins un point commun.
Le théorème 4 est une conséquence du théorème suivant :
Tuéorème #. — Étant donné : un système dénombrable S de sélections, un nombre p(o < p <1)et une fonction o(u) > 0 continue, croissante, telle que :
li e(m=o et lim g(4) = +,
mais à part cela, à croissance arbitrairement lente :
il existe un collectif K(S; p) tel que : si l’on considère la fréquence = des 1 dans les p} premiers termes d’une suite infinie extraite du collectif par une sélection du système $, il existe deux nombres positifs à, B (dépendant de la sélection choëste, mais indépendants de 1) tels que l’on ait, quel que soit p :
œ oCH).
JD + un u Montrons d’abord que le théorème 4’ implique le théorème 4. Si nous considérons une suite d'épreuves indépendantes où un événement peut se produire avec une probabilité p, il est bien
connu (voër, par exemple, Lévy [1], p. 258 et suivantes), que,
mes st f, représente la fréquence des succès dans les p premières épreuves, il y a une probabilité égale à 1 pour que, quel que soit le nombre positif ), l'inégalité
(20) Piste
se produise une infinilé de fois. Si nous posons donc, dans l'énoncé du théorème #, p(u) — pe (o ee )» et que nous désignions par G l’ensemble des points æ correspondant aux suites æ pour lesquelles l'inégalité (20) (où nous faisons, par exemple, à = 1)n'alieu qu’un nombre fini de fois, nous constatons que G est de p-mesure 0, el a au moins un point commun avec l'ensemble K(S; p), quel que soit $, ce qui démontre le théorème 4.
Quant au théorème 4, nous le démontrerons en construisant un collectif K(S; p) satisfaisant aux conclusions du théorème. Nous avons besoin pour cette construction de poser quelques définitions préliminaires :
5. Composition des sélections. — Dérinirion 4. — Étant donné deux sélections A, et A», définies par les suites de fonctions {fi} et {fi} respectivement (Déf. 2, p. 42), la sélection À définie par la suite {gi} où
Te et 0 nt di) sera appelée somme des sélections À, et À, et nous écrirons A Ar A e La sélection A est la sélection qui choisit un terme si A, ou A, le
choisissent, et dans ce cas seulement. De la définition précédente, on déduit sans peine la définition de la sélection
A+ Ao+...+ A, et celle de DE \
Dérinirion 5. — À, et À, étant deux sélections définies EE # ; RQ Le par {fl} et {f?} respectivement, la sélection B définie par fei}où
OO; — ! 2 gi= fi Ji
sera appelée produit intérieur de A, et À,, et nous écrirons
B est la sélection qui choisit un terme si A, et À, le choisissent simultanément, et dans ce cas seulement. Les opérations de la somme et du produit intérieur sont commulalives et associatives.
Dérinirion 6. — À, étant une sélection définie par {f}} la sélection C définie par {gi} où
_— 1 Si = 1
sera dite la sélection complémentaire de À, et nous écrirons
Cr A
C est la sélection qui choisit un terme si A, ne le choisit pas, et dans ce cas seulement.
Dérinrrion 7. — À, étant une sélection et a un nombre égal à o ou à 1, nous désignerons par aA, la sélection identique à À, MANN el ASS —)0:
Les opérations introduites par les définitions # à 7 constituent dans leur ensemble ce que nous appellerons la composition des sélections. Nous allons définir encore une opération sur les sélections. |
Dérinirion 8. — À, étant une sélection définie par | f} }et m un entier positif, la sélection E définie par { gi} où
ee si Dr £ m,
: > l gi=0, si fi >m 1=9
sera appelée segment de longueur m de La sélection À, et nous ÉCTrirons
E — AG
La sélection E est celle qui ne choisit un lerme que si ce lerme est choisi par À, et si À, à choisi moins de m termes de rangs
antérieurs.
6. Construction d’un collectif K(S; p). — Passons à la construction d’un collectif qui satisfasse aux conclusions du théorème #4. Soient donc un nombre p, un système $& dénombrable de sélections AÀ,, A:, ..., A,, ... et une fonction o(1) satisfaisant à l'hypothèse. Nous allons définir de nouvelles sélections, les étudier, construire une certaine suile en nous appuyant sur leurs propriétés, démontrer que cette suite est un collectif relativement aux nouvelles sélections, puis que c’est un collectif relativement à &.
1° Composition des sélections A, As, ..., An. — L’équation 24 (HN OU
(21) a Log 2 — Logo(u)
définit une fonction inverse —Ÿ(x); soit { m;} une suite d’entiers
telle que
(22) mix b(i+1) — Yi).
Nous associerons à toute suite finie a'a?...a" deoet de 1 deux sélections Bis... am et Cure.….um par les opérations suivantes :
Be | l; Ca = pe BAT — (1 — Ca) a'A;,.a? A», Carr —
et, d’une manière générale,
( 3) Bata...an—ian= (1 — Ca,)(i — Cia)... (1— Caiat...ar-1)@) A 1.42 A 9...an À ñn Di É (in)
Cotes... = Bts rar e Les sélections B sont les nouvelles sélections annoncées. Les sélections C en sont les segments.
2° Propriétés des sélections B et C. — Soit une suite quel-
conque deoetder «
D ON EI DIE (HE tO ou)
Portons notre attention sur un terme, soit 4”, Il ne peut exister deux sélections distinctes Cum an Et Cu... qui choisissent 2" en même temps. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi, et considérons ces deux sélections. S'il existe un rang £ tel que aiZ ai,
soit, pour fixer les idées, a — 1 etai—o, nous voyons que, d’après la première des relations (23), x" devrait être choisi par Ai, puisqu'il est choisi par Cyan et par 1 — A;, puisqu'il est choisi par Cuwr.….w) Ce qui est contradictoire, d’après la définition 7.
S1 un tel & n’existe pas, les sélections ne sont distinctes que siv<n, soit y > n, et les sélections sont de la forme
C CG At... NT; RÉGION TE EC
Toujours, d’après la première des relations (23), nous voyons qu’un terme choisi par Cu. ne peut l’être par Bis angn+i Ni AJ OTELONE par Ci on 1. D'Oimeonlradiction.
Inversement, tout terme de x est choisit par une des sélections Cu …an. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi, et soit x”! un lerme qui ne soit choisi par aucune de ces sélections. Quel que soit n, x" est choisi par A, ou par 1 — A,; soit a”A, celle de ces deux dernières sélections qui choisit 3”; considérons la suite { a! } et la suite correspondante :
(24) Ca, Catas, nu. Cote ar,
D’après la première des relations (23), x”? n’étant choisi par aucune des GC, est choisi par toutes les sélections Bix an COrrespondant aux sélections de la suite (24). D’après la seconde relation (23), chacune des Cux. une ne choisissant pas æ’”*, devrait choisir m, termes parmi les m premiers termes de +, ce qui conduit à contradiction, puisque deux quelconques de ces sélec-
; GLÉ À 2 uons ne peuvent choisir le même terme et que DA — wo. Nous CRE
venons donc de démontrer que x” cest choisi par une et une seule des sélections de la suite (24), soit Cus.un; remarquons qu'il est choisi par les sélecuüons Bi, Bus, ..., Bas; n'étant pas-choisi par Cu, Css -.., Cu. mous en déduisons que chacune de ces dernières sélections a déjà choisi m,, ms, ..., Mn_, termes dans æ respectivement.
En résumé : Si nous désignons par Cuun.an(Æm) l& suite extraite des m premiers termes de x par la sélection CHE
Tout terme, parmi les m premiers de x, appartient à une UND ln) el une seule:
ep ree
St la suite Css. un (%m) Contient au moins un terme, chacune des suites Cux..ai(Æm)(t Ln) contient exactement m; termes (a'a?...aï étant un segment initial de a'a?...a").
3° Construction d’une certaine suite x. — Nous formerons, à parür des sélections B, C, et du nombre p, une suite x en procédant comme suit :
Nous prendrons x! — 1. D’une manière générale, supposons que l’on ait pu déterminer xz!, x?, ..., æ" de manière que dans toute suite Cuys...xn(Æm) non vide, le nombre de termes égaux à 1 soit égal à la valeur approchée à une unité près par excès du produit par p du nombre de termes contenu dans Cux...a(%m). Quelle que soit la valeur de z”*+!, nous pouvons déterminer à quelle suite Caix..….an (Æm+1) Ce terme appartiendra. Les indices inférieurs de cette suite sont fonctions de xt, x?,..., x". Désignons leur ensemble par (m). Donc, Cm», est celle des sélections Cux.» telle que Cm (Æm+1) contienne 2+1, Si Cin(æn) est vide, æ"+1 ‘est le premier terme de Cim(Zm+1); nous prendrons 2t1—1.SiCim(Æm) contient y termes, dont y égaux à 1, nous avons par hypothèse :
PSY <pu +1.
Nous avons alors
p(u+i)<v <p(u+i)+1 ou P(u+I)Sv+i1< p(u+i) +1.
Nous prendrons 4+1 — 0 dans le premier cas, 2"*+1—1 dans le second cas. Toutes les suites Crus .4n(Œm+1) jouiront alors de la même propriété que les suites Cuiss. un (Æm )-
Le processus de formation de + se poursuit indéfiniment.
4° La suite x est un collectif relativement aux sélections B. — Soit Bus... une quelconque des sélections B; les ai étant ainsi choisis, et restant fixes, ainsi que 7, au cours de ce $ 4°, soit Ba... (Zm) la suite qu’elle déduit de la suite des m premiers termes de +. Les termes d’une suite de la forme Ca ae nt) appartiennent tous à Bus. 4(Œm) et inversement, tout terme de cette dernière suite apparlient à une suite el une seule de cette forme. Soit le nombre de termes de Bi. (Æm), parmi lesquels » égaux à 1; soit s, la plus grande parmi les valeurs de s pour lesquelles il existe une suite Cyu.ares..(Æm) non vide: soît Caras..anpigs...8, (Æm) une de ces suites ; les suites
Caas..….ar(Æm), Cata..….anB(TÆm), +.) Caia..….ar8t...B—1(%m)
die
contiennent respectivement Mn, Mn+1y + Mn+s,_1 lermes; d’où la première relauon
(25) U 2 Mn + Mn ++ Mnks,1e
Doute "suite, Cru aet1(Tm) étant vide, et les suites Cuu.ano. a (Æm) étant au nombre de 2°, nous en déduisons que (26) LS Mn+2Mnyi +. + 220 Mantss
Au cas où s, — 0, les relations (23) et (26) deviennent 20
Au cas 0 , les relat o) ne el < m, respectivement.
Soit r le nombre des suites Cu rares. (Æm) non vides (les a restant fixes, les +/ variant); de la définition des,, nous déduisons
(27) rÉI+2+...+ 250 << 25041, Si ces suites non vides contiennent respectivement fi, Has e., Ur termes, dont VA; Vas... Vr égaux à 1 respectivement, nous avons
( DAS ir — Le,
l HSE SG SE UE Ve =} Par ailleurs, de par la manière dont la suite x a été construite, nous avons (29) PSV <phi+1 (ÿ=1,2,...,r), d’où, en faisant la somme, Go) 7 PH£SY <pH+r<ph+2%%#, Nous aurons alors, d’après (22) et (25), Bu + (nr) > dr + s0), c'est-à-dire, d’après la définition de w, 2 Q[u+d(n)]=e(n+e) Le =9()]
et, en tenant compte de (30), la sélection Bu... restant la même, nous AVODS :
Se e(H+Pe), (31) CE sr
Si donc, lim p — æ, tandis que », donc p, restent fixes; nous
Mm= A
Voyons qu e..
ie
5° La suite x satisfait aux conclusions du théorème #. — Soit À, une quelconque des sélections du système S; désignons par An(%m) la suite extraite par A, de la suite des m premiers termes de x. Les termes de A,(x») appartiennent :
a. soit à des suites Cn c(%m)(s 7); b. soit a dessuitesh 7.
Si A, (x), suite extraite de x par A,, est infinie, nous pourrons négliger les termes du type à, qui sont en nombre fini, soit N. Nous écrirons donc
(32) An— D+ÿ Batu..….an—11,
où D est une sélection choisissant N termes: la sommation est étendue à toutes les valeurs des indices a!, a?, ..., a"! (Définition 4). Soient 5, 4, .…, p les nombres de termes contenus dans D(x,,), et dans les suites de la forme Buus…u-11(Œm) Supposées numérotées de 1 às(s — 271); soient vo, v,, ..., v, les nombres des termes égaux à 1 dans ces suites respectivement. Si A;(%») contient p termes, dont y égaux à 1, nous aurons, en tenant compte de (31),
| U—=Ho+M+...+hs (=)
ll VEN GR Vie IV (o<voS<ww=N);
PHESV<pH +2 Que) [e=d(n)], (=, 2,...,s),
PN£vo+pN<pN+N,
d’où par sommation,
PUHSY+pN <pup+N +unÿ p(ui+ p),
ou encore, puisque 9 est une fonction croissante,
PN °c» aN __su+e) 33 — —S—-—p< — + ———— =] — (33) PS ATEN en : CE V7?
c’est-à-dire que, si lim u — 0, A He £
æ est donc bien un collectif K(S; p). En outre, (19) est vérifiée
LL | eee en faisant dans (33) = NN. Gi B — Borne sup. ven, 0LU<® o(u) Le théorème 4! est bien démontré.
Remarque. — Considérons la fréquence des 1 dans la suite x que nous venons de construire. Tout terme, parmi les #n premiers de +, appartient à une suite Crus .n(Æm). Or, chacune de ces dernières suiles, par construction, contient un nombre de 1 égal à la valeur approchée par excés, à une unité près, du nombre de.ses termes. Il en résulte que la fréquence des 1 parmi les m premiers termes de æ est toujours 2 p : on peut, quels que soient S et p, construire un collectif où la fréquence tende vers sa limite d’une manière unilatérale.
7. Collectifs indépendants. — Soit à définir non plus la probabilité d’un seul événement, mais les probabilités de deux événements ; si nous procédons à une suile infinie d'épreuves, pouvant donner lieu à l'apparition de ces deux événements, soientEetF, nous pouvons représenter les résultats par une suite de groupes de deux termes :
(35) (a, 7) =(x!, 71), (a?, 7°), 4, (at, 77),
æi—1 signifiant que E s’est produit à la z°"*° preuve, z'— 0 représentant non E — yi—1,F—et yi= 0, non F. La suite (x, y), dont les termes sont des points d’un espace formé des quatre points (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), doit être un collectif pour qu’on puisse parler de probabilité au sens de M. de Misès. Considérons maintenant les deux suites
ne LÉ NN ON ES
TEE REX CAEERE
Nous pouvons les considérer comme des collectifs. D’une manière plus précise, et en nous référant aux définitions de M. Wald :
Étant donné deux systèmes dénombrables S\ et S, de sélections applicables à des suites formées de o et de 1, il existe un système dénombrable 'S de sélections applicables à des suites de la forme (35), tel que si(x, x)est un collectif relativement à S, æ et y sont des collectifs relativement à S, et S; respectivement.
RS
Soit, en effet, À une sélection du système S, ; soit A! la sélection, applicable à (x, y), qui choisit (x?, y"), connaissant (x!, y'},..., (ær 1, #1) si À choisit z? connaissant les valeurs z',æ?, ... æ"=1 el dans ce cas seulement. De toute sélection À, de S, nous déduisons une sélection A’; soit $° l’ensemble des A; définissons de même S,, il suffit de choisir $ égal à la somme de S' et de &, pour satisfaire à la proposition ci-dessus énoncée.
Dans la terminologie de M. de Misès, deux collectifs x et y tels que la suite (x, y) soit un collectif sont dits associables (verbindbar) (de Misès, [3], p. 92). Dans la terminologie de M. Wald, cette notion n’a de sens que si l’on se donne S :
Dérinirion 9. — Deux collectifs x et y sont dits associables relativement à un système $ de sélections st la suite (x, >) est un collectif relativement à S EE
La définition (9) a été introduite dans le cas où x et y sont des alternatives, mais s’étend sans peine au cas où les collectifs sont définis d’une manière quelconque. Il suffit de relativiser à un système dénombrable de sélections les définitions de M. de Misès.
Soient maintenant deux collectifs (alternatives) + et y associables relativement à 8; extrayons de x une suite partielle en ne conservant dans + que les termes ri tels Que yie= tr; soi
(37) Pi CAERP ES odtno ne
la suite ainsi obtenue. Si la limite
Le ‘ . <& RE (38) lim — oi n= NN NE n : , ue 1 : Le :
existe el est égale à lim = dx, les collectifs x et y seront dits
n—= 2 Ti
indépendants (de Misès, [3], p.93). La définition de lyndépendance
LA
est symétrique; en effet, dans la suite (35) figurent dy termes
À RU
parmi les m premiers de x, de sorte que la limite (38) péut
(") Gette définition ne figure pas dans les publications de M. Wald.
an 2 S'eCri1re m m mi *: a nt lim œi y : \ yi ne li ] N°! RENE * : I :
ù PIS © — im — FAI Le in = 12 M—= 0 , dd m= x M 7) "J Do DIE J ï J=1 TL = 71
d’où l’on déduit, si les collectifs sont indépendants :
m nt nt NE: se o Se nn = > x) yi— lim Y zi x li > 2 ) ë = x 11m ET NES 0) PR m SE y) RER J Pi P2 1=1 TA JA el, par suile, m à TAN ES ; lim — > xi(i— yi) = paf — pa), m= «© NM ÿ À É 1—1 mt
DA SR Ï
Passons au cas de plus de deux alternatives : soientles » collectifs
(alternatives) FD LANCE DE À 2 m | és Ta = Ti X5 Lo ... : QUE (39) : ae & / Lim D = jo (= ie, SD A Au à | Re PA A EE ( AE au DD En a)
nul
relatifs à 8, So, . .., Sn: La suile (x7, x, ..., x) peut prendre 27 formes différentes, soient m,, ma, .... ma (a — 2"), d’où, en désignant par mi la °° colonne de (39), la suite
(40) mi | Os oo NE ORAN OUI ROUTE) Dérinirion 10. — Soit S un système de sélections relatif à
une suite telle que {mi}; les collectifs x,, æ:, ..., æh seront associables relativement à ‘S si {mi} est un collectif relativement à S. Ils seront indépendants si nous avons de plus
Jr : 1 | . à Him ES hEhsenTne Je JON m=— 2 M dm “ ed (41) { m 1 NW Jim — > (1— xl) th —=(1—pi)p2...Pn, m= 2 NN Ted
l'expression sous le signe À prenant 2" formes différentes, en remplaçant de toutes les manières possibles certains des x} pari sn, bte
Passons maintenant au cas où les collectifs considérés sont en
infinité dénombrable; soient les collectifs x4, æ», .... æn, ... de fréquences p;, Ps pe Dérinirion 11. — Soient S,, 82, ..., S,, ... une suite de
systèmes de sélections, 8; étant relative à un collectif de la forme { m}} où! m} est une suite de i termes égaux à o ou à 1; les collectifs x1, &+, ..., æn, ... seront associables relativement à la suite { S;} si quel que soit n, lesn collectifs 1, ar sont assoctables relativement à S,. [ls seront indépendants si quel que soit n, les n colléchfs teen sont indépendants.
Dans le cas où Pa Pr, = Dr... ous allons voir que l’on peut satisfaire à la définition (11) en imposant des conditions plus restrictives, mais plus commodes. Considérons le tableau infini ||x{|| des termes des collectifs considérés, et écrivons ces termes en les rangeant en une suite unique
À E—=xixiairirixixtrixixt . ..
D'une manière précise, nous aurons
(42) EEE. En à
le terme x} occupant dans E le rang SE Re RC A LC.
correspondance entre £ et le tableau des x/ est biunivoque, ainst que l’on s’en assure facilement. Remarquons que dans £, æit esi à droite de x} et que x4,, est à droite de xl. Étant donné un collecuf +,, il existe une sélection À qui, appliquée à £, donne +, ; de même étant donnée une sélection B appliquée à +,, il existe une sélection B' telle que B'(£) —B(x,) quelle que soit la valeur des æ!. |
Considérons maintenant une sélection du système S;, soit S;, qui choisit certaines colonnes de 7 termes tenu compte des formes des colonnes précédentes : puisque x4°! est à droite des æ},, il existe une sélection qui, appliquée à £, ne conserve dans ë que les terms appartenant à des colonnes conservées par Si, et cela toujours quelle que soit la valeur des termes æ/. Soit S; cette sélection. Si £
te estde fréquence p, nous pouvons astreindre la suite S’(£), à laide d’un nombre fini de sélections, à jouir de la propriété suivante, si elle est un collectif relativement à ces sélections : « si l’on partage S;(£) en tranches de longueur #, toute tranche contenant à fois o et 6 fois 1 intervient avec la fréquence p*qP(a+B =; p + q—1).» Il suffit de considérer la sélection qui choisit les termes de TANgS 1, +1, 221, 3E+1; ...; Si S,(E) est un collectif relativement à cette sélection, les tranches qui commencent par 1 ont la fréquence p. On considère ensuite la sélection qui choisit les termes de rang 2, i+2, 27+ 2, ... précédés d’un 1 : les tranches qui commencent par 11 ont alors la fréquence p?; puis la sélection qui choisit les termes de rang 2, +2, 2140, précédés d’un o : les tranches qui commencent par or ont alors la fréquence gp, et ainsi de suite.
En remarquant que les tranches de z termes dans s;(£€) correspondent à des colonnes de £ termes dans ||x/|}, et en observant qu’une sélection appliquée à S;(£) peut être considérée comme une sélection appliquée à Ë, nous voyons que dans l'hypothèse
ha. ==, 5e) nous pouvons énoncer la proposition :
Quels que soient : les systèmes dénombrables de sélections définissant les collectifs x,; les systèmes dénombrables 5, définissant l’associabilité :
Il'existe un système dénombrable S tel que si£est un collectif
K(S, p),en remontant de £ au tableau || x}|| les suites formant les lignes de ce tableau soient des collectifs satisfaisant aux conditions imposées, pour chaque collectif séparément, pour
l’associabilité, et pour l’indépendance. *
8. Conséquences de la forme de l’irrégularité imposée par les sélections.
Les théorèmes de la théorie classique modernisée concernant les probabilités dénombrables de M. E. Borel ne peuvent être tous démontrés dans la théorie des collectifs telle qu'elle est exposée ci-dessus.
Nous allons le montrer sur un exemple. Considérons le théorème suivant (p. 40).
La probabilité que dans une suite infinie d'épreuves indépendantes de même probabilité p, l'inégalité
ait lieu une infinité de fois est égale à 1 (» — nombre de succès parmi les p premiers épreuves).
Pour démontrer ce théorème dans la théorie des collectifs, il faut former un collectif dont chaque élément soit une suite : nous devons donc considérer une infinité de collectifs indépendants, de même fréquence. Quelles conditions pouvons-nous faire intervenir dans la définition de ces collectifs et de leur indépendance ? Seules des conditions de la nature de celles qui figurent dans la définition 11, du moins en: l’état actuel de la théorie. Or, de telles conditions peuvent être mises sous une forme plus restrictive en astreignant & (p. 50) à être un collectif K(S; p). Remarquons que & contient les sélections qui extraient de £ les collectifs +, eux-mêmes. Reportons-nous maintenant au théorème IV; quel que soit 5, il existera une suite £ telle que dans toute suite +, qui s’en déduit en passant de £ au tableau || x/|| (ce qui peut être considéré, nous l’avons vu, comme le résultat d’une sélection) l’inégalité (43) n'ait lieu qu’un nombre fini de fois. À
A fortiori, quelles que soient les conditions imposées pour l'indépendance, il existera des collectifs indépendants tels que dans chacun d’eux, l'inégalité (43) n’ait lieu qu'un nombre fini de fois.
Par ailleurs, il existe également des collectifs satisfaisant aux conditions d’indépendance données et tels que pour chacun d'eux l'inégalité (43) ait lieu une -infinité de fois. Il suffit pour le voir de remarquer que si l’on détermine les suites æ,, æ», ..., Zn; +. en procédant par tirage au sort, il y à une probabilité égale à 1 pour que les relations d'indépendance soient satisfaites, et que pour chacune : de ces suites (43) ait lieu ‘une infinité de fois.
Nous pouvons donc conclure :
Taéorèue V. — Soient donnés :
1° une valeur P quelconque comprise CILÉRCRO CLS
ue
2° un système R quelconque (mais dénombrable) deconditions d’associabilité et d'indépendance au sens de la définition 11;
3° la propriété P qui consiste pour une suite en ce que l'inégalité (43 ) n’a lieu qu'un nombre fini de fois.
Dans ces conditions, il existe entre autres :
+. une suile de collectifs de fréquence totale p, indépendants relativement aux conditions d'indépendance R., suile de collectifs dans laquelle la fréquence totale de ceux qui présentent la propriété P est égale à 1:
B. une suite de collectifs de fréquence totale p, indépendants relativement aux conditions d'indépendance R, suite de collectifs dans laquelle la fréquence totale de ceux qui présentent la propriété P est égale à o.
On ne peut donc pas songer à démontrer Le théorème classique, envisagé ci-dessus, au moyen de la théorie des collectifs, telle qu’elle à été précisée par M. Wald. Il faut d’ailleurs reconnaître que des théorèmes de cette nature (!) n’ont jamais été envisagés dans la théorie classique avant la théorie des probabilités dénombrables de M. E. Borel, ni, après, par les auteurs qui définissent la probabilité par la fréquence totale, et que si, comme tel semble être le but de ces derniers, ils n’ont en vue que les applications, il n’y à aucun inconvénient à ne pas démontrer ces propositions.
(!) Où intervient le principe d’additivité complète des probabilités.
LES SUITES INDIFFÉRENTES
SOMMAIRE. — |. Suites indifférentes. — 9, Sélections bornées. — 3. Composition des sélections bornées. — 4. Suites de Bernoulli. — 5. Sélections laissant
invariante l’indifférence d’une suite.
Les suites indifférentes ont été introduites. en vue de fournir une représentation d’une suite prise au hasard, par différents auteurs, en particulier : MM. Popper, sous le nom de Nachwirkungsfreie Folgen; Reichenbach, sous le nom de Normale Folgen; Copeland, sous le nom de Admissible Numbers; enfin, elles cons- Utuent un cas particulier des collectifs de de Misès-Wald.
1. Suites indifférentes. — Soit x — x! 2°..." ... une suite formée de o et de 1, représentant les résultats d’une suite d'épreuves indépendantes et faites dans les mêmes conditions, M. Popper ([1}, p.106) considère qu’une suite donnée, telle que +, fournit une représentation satisfaisante d’une suite fournie par le hasard si : :
a. La fréquence des 1 dans x existe (p- 3). Sort p cette fréquence.
b. Quelle que soit la configuration (a' a? .… ae) (pra )"0n extrait de x une suite partielle en ne conservant que les termes qui sont précédés de la configuration (at a? À.. de fréquence des 1 dans cette suite existe et a Imême valeur que
dans x. é
M. Popper appelle de telles suites des suites indi fférentes de tout ordre. Nous dirons simplement des suites tndifférentes.
Avec les notations introduites dans le Chapitre Î nous obtenons la définition :
Dérinirion 1. — Une suite x— {x} (xi— 0 ou 1}, sera dite indifférente si :
a. la fréquence des 1 existe, soit [1] — p; 6. quelle que soit la configuration (a'a?...a"), la relation suivante a lieu ue. crie (1) lim FREE Je = en INC CT AE Nous supposerons essentiellement dans ce qui suit que O<Tp<1. Nous déduisons de la définition 1 que Si enest une suite indifférente où [1[°=—p (nous dirons une suite indifférente de fréquence p), la limite lim [o]? existe et a pour valeur
qg—1— p. D'une manière générale, supposons démontré que :
2 lHimata?...am|r= prqn— Où V—= al+a?+..,.+ am, k D
Nous déduisons de (1) que
lim [aia? Li 17 77/1 get}
et, par suite,
lim [ai ARE AO] DV GE) D Ya QT — pYqrHiv,
n= 0 ce qui montre que (2) est vraie pour m +1. Donc (2) a lieu pour tout m. Réciproquement, si (2) a lieu pour tout m, on en déduit immédiatement (1). La définition suivante est donc équivalente à la définition 1 :
Dérinrrion 2. — Une suite x — {| xi} est dite indifférente de fréquence p si, quelle que soit la configuration (a'a?... a"), nous avons
[ ai AL CALE = INC" (y = GS GS EN LE am), Remarquons :
1” que p’q”" est la probabilité de voir apparaître la configuration (a! a? ... a”) si la probabilité de {æi=— 1 } est égale à p,
et si æ!, x?, ...,xæ" sont des variables aléatoires indépendantes ; 2° que la définition À montre que les suites indifférentes sont un cas particulier des collectifs de de Misès-Wald, puisque ne conserver dans x que les termes précédés d’une certaine configu-
ration, c’est opérer une sélection. Nous allons préciser ce dernier point.
2. Sélections bornées. — Une sélection (p- 14) est définie par une suite {fi} de fonctions, fi étant à & arguments. Nous dirons qu’une sélection est bornée s’il existe un entier n tel que les fonctions f; ne sont fonctions que des valeurs de n termes au plus précédant le terme à choisir. D’une manière plus précise :
DéFiNiTIoN 3. — Une sélection, définie par la suite no est dite bornée et à n arguments s'il existe une fonction CARTES h)àn arguments, ne pouvant prendre que les
valeurs o et 1, telles que, pour i2n, on ait (3) Jia mi. at)=g(rient, gente Hi)
e sorte que f; est indépendante de à et de x Re US d Leg t'indépendante d RS CRARECS DE
Pour Ji, dans une sélection bornée à » arguments, n'est soumise à aucune condition. Nous supposerons fi— 0 pour i< n, ce Qui ne supprime qu’un nombre fini de termes dans la suite obtenue en procédant à la sélection. Les sélections bornées à n arguments sont en nombre fini, à savoir le nombre de fonctions o distinctes, qui est 22". Le système © des sélections bornées est donc dénombrable. Tout collectif K(®; p) est manifestement une suite indifférente. Nous allons montrer que {oute suite indifférente de fréquence P est un collectif K(@; p), et, qui de plus est, qu’en appliquant à une suite indifférente de fréquence p une sélection quelconque du système Œ, on obtient une suite indifférente. *
3. Composition des sélections bornées. -— Nous avons défini (p. 26), étant données deux sélections À el B, la somme, À + B, le produit intérieur À .B, le complémentaire 1 -- A, Nous allons définir une autre opération : le produit extérieur (cette notion à été introduite par M. Wald),
Dérinrrion 4. — Étant données deux sélections À et B, nous appellerons produit extérieur de À par B la sélection C qui de
toute suite x extrait la suite C(x) = B[A(x)] que nous noterons CR; <A:
On voit facilement qu'appliquer à x la sélection À, ce qui donne la suite A(z), puis appliquer à A(x) la sélection B, ce qui donne la suite (B < A) (x), équivaut bien à appliquer une sélection unique à #. Remarquons que le produit extérieur n’est pas commutatif.
Nous allons voir comment, si A et B sont des sélections bornées, on peut exprimer la sélection À >< B.
Soit (a!'a?...a") une configuration quelconque. Désignons par ja!'a?...a"} la sélection qui choisit x* si les termes TR Lo formentlatconieuratonn( alta am)wet
dans ce cas seulement. Considérons maintenant la sélection À < B, et soit z un entier quelconque; parmi les 2" configurations (a! a?... a") possibles, rangeons dans une même catégorie celles qui jouissent de la propriété suivante :
Ce RG Pi 1 0 td, le terme 7 apparent à la suite (A < B)(x).
Appelons (æ'4?...x") les configurations de cette catégorie, et soit Zlatæ?...7t} la somme des sélections associées à ces configurations. Tous les termes de la suite [Z{a'æ?...aæ"}](x) appar-
tiennent à (A >< B)(x), et réciproquement, si æ* est choisi par A >< B, il sera choisi par une des sélections fa! a?...2v-1}. Nous pouvons donc exprimer À x B par la double somme infinie
(4) \ KB = lala... ant.
DAS? Î ñn
Les sélections qui figurent dans le second membre de (4) peuvent ne pas être toutes distinctes. Si en effet nous trouvons dans ce second membre deux termes de la forme
9 4 j l MAC ACC an ET er mi,
+ ml 7 Con RC 7 AN,
tout terme de x choisi par la première sélection Le sera par la
seconde: nous pouvons donc supprimer la première sélection.
ges Opérons dans le second membre de (4) cette suppression de termes superflus, d’une manière méthodique : soit s la longueur minimum des termes figurant dans (4); nous supprimerons tous les termes de longueur s +1 qui peuvent être obtenus en prolongeant à gauche un terme de longueur s figurant dans (4). Nous supprimons ensuite tout terme de longueur s+ 2 qui peut être obtenu en prolongeant à gauche un terme de longueur s ou s+: figurant déjà dans la suite, et ainsi de suite. Cette réduction étant faite, nous obtenons pour À x B une expression
(5) Dr
Par exemple, le développement de {1 } x {o} sera
{1} x{o}= for) + forro! + {orr1o} +...
Les sélections { B! 62... B'"} sont disjointes, en ce sens que les suites {6'6?...f6*}(x) sont disjointes. Considérons les sélections À et B elles-mêmes, qui sont bornées par hypothèse; supposonsles à L et Æ arguments respectivement. La sélection 1 — À n’est pas exactement une sélection bornée, puisqu'elle choisit les X premiers termes de toute suite, et que nous avons supposé qu’une sélection bornée à # arguments ne pouvait choisir des termes qu’à
partir du » +1. Nous appellerons À la sélection qui ne choisit aucun terme de rang <k, et qui, au delà, coïncide avec 1 — À. De même nous définirons B. À et B étant bornées, les sélections
A x B, À xB, À <B sont susceptibles de représentations telles que (5) : nous les noterons
NT — e À x B=S il}, AxXB=Y {a}, (6) e e ns AXBEN io: PR En nt l è Lo | a N {ui}, {si}, {ei}, {ti} représentant des sélections de la forme A eine Considérons la sélection *
l=AXB+AXB+ASR + AE.
La suite l(x) ne contient pas tous les termes de æ mais les
re contient sûrement tous à partir du rang k--2h+1. En eflet, parmi lesk+oh+ti premiers termes, il yena 2h +1 qui appartiennent à la suite (B + B) (x); donc l’une des suites B(æ) ou B(x) en contient au moins À + 1; soit B'(x) cette suite, l’une des suites (A x B') (x) ou (A *< B') (x) contiendra le terme de rang +1 de B'(x), donc un terme de rang <k+2h+1 de æ.
Considérons maintenant le système Œ@ de toutes les sélections bornées, et soit & une suite indifférente. Étant donnée une configu-
ration (p'p?...p°), elle figure dans x avec une fréquence égale au nombre
(7) fete 9 ÿ = p°
Revenons à la formule (6), où A et B sont deux éléments de &. Etant donnée une sélection fui}, où ui—(c'o?...0"), nous lui associons le nombre
(8) RAI EEE Nous allons montrer d’abord que :
(9) D'lel+d Lel+ Sd fm) + Lul=r.
Soit z un enter >> k + 2h +1; considérons les sélections
les sommations étant étendues aux configurations de longueur € n. La sélection
BOB) (A CB)+(A<B)+(A%<EB
choisit dans + tous les termes depuis le rang #+ 2h41 jusqu'au rang 7», peut-être quelques termes de rang <k+2h et enfin des termes de rang > 7. n restant fixe, soit N un entier >> A; COnsidérons les N premiers termes de x. Si nous désignons par r le quotient entier de N par », on voit, en découpant x en tranches
de longueur 7», que la sélection T’ choisit, parmi les N premiers termes de +, des termes en nombre égal au moins à r(n—k—2h). Soit fx la fréquence, parmi les N premiers termes de z, de ceux choisis par [': nous avons
e ï NT re AUS h (11) JN2K Cr Kk—h) =
Mais nous pouvons exprimer directement f, à l’aide des fréquences des configurations (wi), (6;), .... En effet, nous avons
Co) ie D lui lR + D DD [w: Re [&K- 4 > de
Faisons tendre N vers l'infini; il vient, en tenant compte de (11). ; 1
SI Se au NN / DR 0 "'h CON EE NICE
ra
[IIAVA
Par ailleurs la somme (finie) qui figure dans (13) ne peut jamais être > 1, puisque les sélections À < B, AxB,A+xB,A%<B ne choisissent jamais en même temps un même terme. Donc nous avons bien, en faisant tendre x vers l'infini,
(14) DCI ENCIENNITIES C0: F. D.
l choisit tous les termes de x à partir du rang k + 2 k + 1: donc Se Du+ le+ Die il + D [sv H+Ÿ Te PRES
Faisons tendre n vers l'infini; nous déduisons de (14) et (15) que
; : QU > ! nn Sin inter tu
La conclusion des considérations précédentes est la suivante : \ et B étant deux sélections bornées, il existe, une suite QU) (Ur) EUR) PERTE Mr telles que st l’on désigne par | ui} la sélection qui choisit tout terme précédé de
la configuration (u;), on ait à
(CG) AxB=ful+fuls. Piu) +...
La fréquence des termes choisis par A X<B dans une suite
re indifférente x existe et est égale à la somme des fréquences
des termes choisis par | u, PAU ne ur a SNrespectioes ment.
Soit maintenant la suite (A >< B)(x) extraite d’une suite indifférente æ; cherchons si le signe 1 a dans (A >< B)(x) une limite bien définie. La suite partielle extraite de la suite des n premiers termes de x
contient (R—1) D [ul termes, et le nombre 1 y figure
rŸ [ur], fois, en désignant par (w;1) la configuration obtenue u
en ajoutant un 1 à droite de la configuration (w;). Or, nous avons
Ne à NC se (n — 12 lé Où [uio |} + LD [uir]:
i i i Divisons par 7 et faisons tendre n vers l'infini; de (165, du fait que x est indifférente, et que
D [ui] =} [ao] +Ù Lu].
nous déduirons que
lim NS > [ui] UN [ui ].
È è Donc la fréquence des 1 dans (A <B)(x) existe etestégale à p.
Nous voyons ainsi que toute suite indifférente x est un coldectif relativement au système dénombrable des sélections de la forme À = B, où A et B sont deux sélections bornées. Nous en déduirons que :
Toute suite indifférente x de fréquence p est un collectif
CECS pi):
Ltant donnée une sélection bornée À et une suite indifférente æ, la suite A(x) est encore une suite indifférente.
La propriété d’être indifférente reste donc invariante par application d’une sélection bornée.
PF
4. Suites de Bernoulli. — Soit x une suite de o et de 1. Partageons-la en tranches de même longueur, soit en tranches de longueur m. Étant donnée une configuralion (a'a?...a"), nous allons étudier sa fréquence dans la suite des tranches. Pour cela, de la suite
DIV HT, nous déduisons une suite VAI EN (= orouer) de la manière suivante vi I si &'(k—1)+1 — a!, an —1)+2 — a. * amk — ant ; EE s'il existe un 7 (0o<7<m}) avec xl4-1}+)j 2 ai.
De sorte que la fréquence, dans la suite des tranches de longueur m, de la configuration (a'a?...a") sera égale (si elle existe) à la fréquence de 1 dans la suite Y+ Désignons par |a'a?...a"{ cette fréquence.
Si æ& était obtenue par un tirage au sort, avec Pr. {gi —1 = p; la fréquence de (a'a?...a") dans la suite des tranches serait presque certainement égale à p’qg"—(v—Xa;). Nous sommes donc amené à étudier les suites telles que :
(18) Later... ant pm" Ç => Gr à =}
De telles suites, où (18) a lieu pour toutes les configurations et toutes les valeurs de m, seront dites suites de Bernoulli de fréquence p (Reichenbach, p. 302). Nous allons montrer que les notions de suite indifférente et de suite de Bernoulli sont équivalentes. Nous allons établir pour cela un lemme :
Soient donnés une configuration (a'a?...a"), yn nombre e > 0, un entier N > 7m, un nombre DICO ES 1). Considérons la suite de variables aléatoires indépendantes
NES ENS XI oouE Pr{Xi=1}=p.
Soit f; la fréquence de la configuration (a'a?... a") dans la suite
des tranches
Ka X>, .. Km; NO So 7. ce; X (41 (an CCE; X4m [Am <N <(k+i)m]
et Px la probabilité que HN PÉQRET"e.
Nous pouvons considérer chaque tranche de m épreuves comme une épreuve, la probabilité de voir apparaître (a'a?...a") étant p'q"". Donc nous avons
MERE
Soit maintenant (b'b?...b\) une configuration de longueur N.
Partageons-la en tranches de longueur m, et soit AQ le nombre de fois que (a'a?... a") figure dans cette suite finie de tranches
DDR bn; bn+i De ere blé-i)ntt . phm [km<SN <(k+i)ml].
Supprimons les » — 1 premiers termes de b'b?...0b\" et partageons la suite ainsi obtenue en tranches; (a'a?...a") figurera A fois dans
bnrbhntt,. , bèm-i DATE b2ni—1 9 + me ban blantem-1
[AimSN—m+i<(ki+i)ml].
D'une manière générale, supprimons les m1 premiers termes (i<m);(a'a?...a") figurera AŸ fois dans la suite Dame A Date A DETTE blki1)m—i
[kimSN—m+i<(ki+i)m].
Revenons à la suite X,, X,, ..., X, de variables aléatoires. Si nous comptons dans (X, X:...X,) la configuration (a'a?...a”) comme nous venons de le faire dans (b'b?...b\), AQ, AK, ...,
A1 sont des variables aléatoires. Soit PŸ la probabilité suivante i ( | i - | PSP IE P Y — Pre: | AN pq | <e (o£i< m).
Nous aurons encore lim PY = 1.
Nc
mn Soit maintenant o(b!, b2, ..., b\) une fonction à N arguments,
égale à 1 pour toute configuration telle que, pour tout z
mn ()
N NS
— Noir n ee (OSi< m)
et égale à o dans le cas contraire. Si nous considérons les variables aléatoires X ;(7 1,2, ..., N), la probabilité que les m inégalités (19) aient lieu est égale à la valeur moyenne
M} e(X4, X2. .….. Xn)!, d’où NM — 1 (20) ME CX Xe, Xn) 21 Ÿ Gi PY).
Posons
[étér...bN[=peq%e (Le =Ÿ bi).
La relation (20) peut s’écrire
INA à! : » : ' et D (20°) DL6EE. BN}e(r, DR. By21—Ù (1 — PÉ).
d’où le lemme Leume 1. — Soient : une configuration (a'a?... Leur
nombre £ = 0, un entier N => m, une suile indifférente x de fréquence p. Etant donnée une configuration (b'b?... b\) de longueur N, appelons :
[o'6?...B\] la fréquence de (d'b?...8\) dans zx:
AN le nombre de fois que (a'a?... a) figure dans la suite bu... EN partagée en tranches de longueur m autant de Jois qu'il est possible:
A\ le nombre de fois que (a'@?...a") figure dans la suite b'b?...\ partagée en tranches de longueur m autant de fois qu'ilest possible : o(b1b?, .... D) une fonction égafe àoou:
. . ñ PRhy In prenant la valeur 1 si les m tnégalités R'AN— pan | Le ont lieu (v = Xai),
Dans ces conditions nous avons
dim À f616...bvje(8i, 55, BNj=,
nes la sommation étant étendue à toutes les configurations de
longueur N.
Considérons maintenant les n premiers termes de la suite indifférente x, et partageons-la en tranches de m termes. Soit N un nombre entier, nous supposerons m<N < n. €& étant donné, ainsi qu’une configuration («!a?...a"), considérons la suite de configurations
CN fr HN en (rt TA, 77) et La suite de fonctions
DRE nr D OUT, 0, ŒNM)S 0. pri Nat.
Fey Considérons l’une d’elles, et supposons qu’elle soit égale à 1
(rer ee ATEN) =Æ" (o£K<n—N).
D'après [a définition de ©, nous en déduisons que la suite ki AN, 2e ee £ N dE © 22 SEEN + empiète sur au moins = g"Y— €) tranches,
parmi celles en lesquelles on a découpé +, qui sont identiques à (a'a?...a"). Réciproquement, considérons une tranche de longueur mn quelconque; parmi les suites 3“*1, ..., x" il en existe au plus N—m+1 qui empiètent sur elle. D'où lévaluation suivante du nombre K, de tranches de longueur m identiques à (a'a*...a”) dans le partage de la suite des n premiers termes de x
Van 2 CHANSON AN),
(P*q DATE ) Æ=0
1 K 2 —_—— QE) = m(N — mn +1)
Parmi les r premiers termes de >, la configuration (b'b?... 1”) figure »[b'b2...b{]; fois; par ailleurs le nombre de tranches de longueur m est au plus égal à 2; d’où pour la fréquence F, de la tranche a! a? ...a" parmi celles obtenues en découpantx'xæ?...2x" en tranches de longueur m, l'inégalité
Po (pq) DID ERA EN CICOIMOE EEE RON pre Pal L
Faisons tendre », puis N. vers l'infini, nous obtenons, d’après le
ne
lemme 1 lim Fr2p'qn— € x , n= 2 et, e étant arbitraire, (22) 4 lim F2 ppm, n—=
(22) étant vraie quelle que soit la configuration (a'a*...a") considérée, nous en déduisons que |a'a?...a"| existe et est égale à p’g"—". Donc :
LEmme 2. — Toute suite indifférente est une suite de Bernoull.
La réciproque de ce lemme est aisée à démontrer. Supposons en effet que x soit une suite de Bernoulli. Soit une configuration (a'a?...a")et une configuration (b'b?...b\); introduisons la fonction + définie dans le lemme 1. Si o(b1, b?, ..., BV) —5,, Ja configuration (a'a?...a”) figurera dans (b'b?...0\) [au sens primitif introduit dans le premier chapitre, c’est-à-dire sans partager (b'b?...0b\) en tranches | un nombre de fois égal à
ANNEE mA Rte
c’est-à-dire au moins égal à N(p'g"—"— e). Ceci étant posé, partageons la suite x en tranches de longueur N, et considérons la suite des fonctions p(æt, æ?, 2290": 4 CNRS RUN aN), Si nous considérons les x premiers termes de x; ils contiendront # tranches de longueur N [ANSn<(k + 1)N},et la confi-
guration (a!'a?...a") y figurera au moins k—1 :
N(pYqm—— )Ù p(aNiH, ..., æNEH)) fois:
: di—0
d’où la relation
N kE—1
Ï < 2 | (23) [ata?...amf>— Gvgm—e)Y e(aNt, ..., Ni).
Soit |b'b?...b\{? la fréquence de (b1b°...8\) dhns les 4 premières tranches de longueur N. (23) peut alors s’écrire
AN [ata2 ones (pY gt — > POLE EN EE (DIS GE NEA
Faisons tendre n vers l'infini; |b'b?...B\[? a alors pour limite p°q"?(p — Xb}), ce que nous pouvons désigner par[ b'b?... BY],
PTE et nous avons alors
lim{ater...amf2(pvgm—<)Ù [6162 EN]o(6t, Boo) ON)
et, en faisant tendre N vers l'infini, et tenant compte de (20') et
de lim PŸ — 1, puis du fait que & a été arbitrairement choisi = An (24) lim[a'a?...a"]52pvqm, H— n (24) ayant lieu quelle que soit (a'a?...a"), nous en déduisons
que [a'a?...a”]} existe et a pour valeur Dig D eDone Test une suite indifférente.
La conclusion de ce paragraphe est donc la suivante :
Les notions de suite indifférente et de suite de Bernoulli sont équivalentes.
M. Copeland a montré (Copeland, I; p. 550) que les notions de suite de Bernoulli et de nombres admissibles étaient équivalentes ; il y a donc identité entre les nombres admissibles et les suites indifférentes.
5. Sélections laissant invariante l'indifférence d’une suite. — Soit une sélection S:; nous disons qu’elle laisse ineariante l’indifférence d’une suite, si, quelle que soit la suite indifférente x, la suite S(x) est encore une suite indifférente. Remarquons que si S, et 5, sont deux telles sélections, il en est de même pour leur produit extérieur S, < S: (p- 47). Nous avons vu (p. 53) que les sélections bornées laissent invariante l'indifférence. Nous allons signaler une autre classe de sélections jouissant de la même propriété : ce sont les sélections arithmétiquement périodiques, dont voici la définition.
Définition 5. — Une sélection S, définie par une suite de fonctions {fi} est arithmétiquement périodique si, d’une manière générale, f; n'est fonction que de l’entier 1, et s'il existe un entier k (la période) tel que fiix= fi quel que soul 1.
Soit S une telle sélection, de période k. Elle est également de période kk, où k est un entier quelconque. Soit & une suite indifférente de fréquence p; partageons-la en tranches de longueur #. Le nombre de termes de S(x) provenant d’une tranche quelconque
Te de + est un nombre fixe, indépendant de la tranche choisie, soit u cet entier. Si nous partageons S(x) en tranches de longueur w, puisque x est une suite de Bernoulli, nous avons, dans S(x)
V4 ut
RONCÉRPETLOIEETD T0) (= 2 “)
pour toute configuration de longueur u.
De même, pour tout multiple de w, nous aurons, dans S(x),
hu
L 7 (25) iaia?...alu | = p''qhu—v (es ai |
Nous ne sommes pas encore sûr que S(x) soit une suite de Bernoulli; mais si nous examinons la démonstration de la réciproque du lemme 2 (p. 57), nous voyons qu’il n’est pas besoin de considérer toutes les valeurs de N: il suffit de supposer que la relation
im | b162...BN = pe g\—0 RNA ni b'b DN x = pe q (e Dati)
a lieu pour une infinité de valeurs de N. Dans le cas qui nous occupe, d’après (25), nous pouvons reproduire la démonstration de la réciproque du lemme 2 en prenant pour N les valeurs de la forme Au, où À est un entier quelconque. Donc S(z) est une suite indifférente. Par conséquent :
La propriété, pour une suite. d’être indifférente, reste invariante quand on procède soit à une sélection bornée, soit à une sélection arithmétiquement périodique, soit à une série finie de sélections successives des types précédents.
Cette invariance n'a été signalée, à notre connaissance, par aucun des auteurs ayant traité de la notion de suite indifférente à tre principal ou accessoire.
La notion de suite indifférente fournit donc une représentation assez parfaite de l’irrégularité exigée par M. de Misès. Mais, naturellement, les remarques faites dans le chapitre précédent (p: 55) sur les collectifs de de Misès-Wald s'appliquent intégrale-
ment aux suites indifférentes.
—“—> Qq———
CRITÈRES D'IRRÉGULARITÉ FONDÉS SUR LA NOTION DE MARTINGALE
SOMMAIRE. — |. Rappel des conditions d’irrégularité imposées par M. de Misès. — ?. Système de jeu ou martingale. — 3. Expression de l’axiome d’irrégularité de de Misès-Wald à l’aide de la notion de martingale. — 4. Conditions
d’irrégularité fondées sur la notion de martingale.
Nous allons dans ce chapitre proposer une nouvelle manière d'exprimer l’axiome d’irrégularité de M. de Misès, qui reste conforme à son idée générale citée page 22, mais non équivalente à la traduction mathématique qu’il en a donnée.
1. Rappel des propriétés des conditions d’irrégularité proposées par M. de Misès. —— (Considérons uniquement le cas de l’alternative (p. 23). Si nous considérons une suite z où la fréquence des 1 est égale à p(o < p 1), une condition d’irrégularité, selon M. de Misès sera, avec la notation de M. de Wald, de la forme (p- 32)
(A). « æ est un collectif K(S; p) ».
Si & n’est pas dénombrable, on n’est pas sûr qu’une telle condition n’est pas impossible à réaliser. Si l’on prend pour & l’ensemble total de tous les S possibles, comme l’autorisaient les premières définitions de M. de Misès, la condition est impossible. Mais M. de Misès a accepté la modification de M. Wald, qui prend pour $ un système dénombrable. Si & est dénombrable, la portée d’une telle condition est définie par les théorèmes 3 et 4 (p. 39) du Chapitre Il: on peut la résumer mathématiquement en ces mots :
Tout ensemble K(S; p) est de p-mesure égale à 1; mais quel que soit p, il existe au moins un ensemble de p-mesure
LD
nulle tel que, quel que soit $S, il ait un point commun avec
En langage de la théorie classique modernisée, la remarque précédente signifie : quels que soient $ et p, si l’on procède à une suite d'épreuves indépendantes répétées où la probabilité d’un événement est p, on oblüent presque certainement un collectif K(S; p). Mais, il existe, quel que soit p, au moins une propriété de la suite des résultats des épreuves considérées, propriété qui presque certainement n’a pas lieu, qui est possédée quel que soil $ par un au moins des collectifs K(S, D:
Or la seconde partie de cette remarque exprime une propriété que beaucoup considéreront comme un défaut de la notion de collectif. Par exemple, il en résulte que dans un collectif la fréquence n’est pas astreinte à tendre vers sa limite en oscillant, bien que dans la théorie classique la probabilité qu’une telle oscillation ait lieu soit égale à 1. Nous allons rendre plus stricte la définition de l’irrégularité, de manière à éviter cette objection. En termes précis :
Nous allons voir que l’on peut donner des conditions d’irrégularité (plus strictes que celle de M. Wald), formant un système © de conditions C telles que si l’on désigne également par C l’ensemble des points x tels que la suite æ satisfasse à la condilion C (p. 33), on ait la propriété :
(T). Tout ensemble complémentaire d’un ensemble C peut être enfermé dans un ensemble de p-mesure nulle, et tout ensemble de p-mesure nulle peut être enfermé dans un complémentaire d'ensemble C.
Dans le langage de la théorie classique modernisée, la propriété F, relative au système € de conditions C, s'interprète : Quel que soit C appartenant à €, il y a une probabilité égale à 1 pour que C soit satisfaite par une suite d'épreuves indépendantes ; quelle que soit la propriété de suite P que l’on considère, si cette propriété P à une probabilité nulle d’être possédée par une suite d'épreuves indépendantes, il existe dans © une condition C telle que toute suite qui possède la propriété C ne possède pas la pro-: priété P. |
le
Il y a une manière immédiate de résoudre la question, c’est de prendre pour les C tous les ensembles de p-mesure égale à 1, ou même seulement les F; (1) de p-mesure égale à 1. Mais ces conditions d’irrégularité ne présentent plus aucun caractère intuitif. Nous allons voir que l’on peut trouver des conditions équivalentes, plus naturelles, en poussant jusqu’au bout l’idée générale du système de jeu posé par M. de Misès, mais qu’il a rétrécie en la traduisant sous la forme (A) de la page 69, dont nous venons de signaler un inconvénient.
2. Système de jeu ou martingale. — Pour introduire son axiome d’irrégularité, M. de Misès donne l’explication suivante (de Misès,
« Ce deuxième axiome, qui doit exprimer le «caractère aléatoire » des phénomènes considérés, est l’axiome d'irrégularité ou « principe de l’impossibilité de trouver un système de jeu ». Sa position en face du monde réel est la même que celle du principe de l’éimpossibilité du mouvement perpétuel. »
La notion de « système de jeu » est une notion qui a besoin d’être précisée au même titre que celle de sélection; nous procéderons dans le même esprit que M. Wald (p. 26).
Toujours dans le cas de l’alternalive, soit À un joueur qui joue contre un banquier, en étant libre de varier ses mises, avec la convention suivante : si À mise la somme À sur événement {æ"=1}, et que cet événement se produise, il reçoit la somme = ; s’il joue la somme À sur l’événement {z"!— o } el que cet événement se produise, 1l touche la somme ë (g—=1—p}). Supposons que À possède avant le début du jeu, une somme égale à 1. Si après le (n — 1)° coup il possède une somme s,_,, il ne peut que jouer une partie ou la totalité, de cette somme, sur æ" = 0 oux"—1,ou ne pas miser du tout. Sa conduite peut donc être définie par deux lonctions), Gi, m2, 22), uA(x!, 2°,...,2"), nonnégatives, de somme inférieure ou égale à 1. ayant la signification suivante :
(!) Rappelons qu’un F, est un ensemble défini comme somme d’une infinité dénombrable d’ensembles fermés.
Ho Quel que soit n, À joue les sommes
Ân1Sn—1 SUE S—] O0) é.
; q (Ân1 + Hn1S1).
Mn S nr SUR LEO (ur=120)
Sn_1 étant la somme dont il dispose aprés le n° COUP: 57 A7, La sont des fonctions de x!, x?, ..., æ"; pour n — 0, 59, do, Lo sont des constantes, avec s,— 1.
Remarquons que si les fonctions à, et p, sont données, on peut en déduire les fonctions s,. En effet, d’après la signification de À»: pu, et la règle du jeu, nous avons :
Ant = 2 5 S] T't — Pen ee (en). SET RTE ) (1) É n—1 s ù OP - D — Cor ns nt rl Ur 10): SLT 07 (4
ce qui, Joint à $,:—1, détermine la fonction 5, quel que soit n. Explicitons les arguments des fonctions dans (1) : nous obtenons
A Er) Krn re METIER TR DE ) Pp (1 bis) SP RS on NL — La) 1 bis / Sn(Tl, æ?, LIN O1) ni / 9 re STUDIES RTE nn) AE it) Tru. ]:
d’où la relation
(i) Sn NE, à TEL)
D SALE Te TT) GES ACTE ET R OS
Réciproquement, si des fonctions non négatives $, satisfont aux égalités (2), on peut trouver deux suites de fonctions Ân et Un non négatives, de somme 1, satisfaisant à (1 bis). Le système de jeu de À est donc suffisamment défini par la donnée de la suite de fonctions | s,}. Les conditions (2) dépendent de p; pour obtenir des conditions ne dépendant pas de P; posons s:
f n Ne "n\ » N N © & - Co) CA CHIET ES CE DU RU AA EE Te) Ÿ AN UNE à __— = |
Les fonctions 5,. non négatives, satisfont alors à
Gp —= 1, (5) MOT (C ARE PEN me D) one ti 0) 9, (xx T1, 0).
Nous désignerons par z une suite {sh} de telles fonctions, et appellerons martingale le système de jeu correspondant. St le Joueur À adopte la manière de Jouer définie par x, la proposition
« À ne gagne pas indéfiniment »
se traduit par l’inégatité
(5) DISUD SALE ET... La) don.
HE BER EE e (la notation % étant une notation abrégée pour indiquer qu’un nombre est fini).
L’inégalité (5) est une condition imposée à la suite x', x? HE La borne supérieure de s,(z!, x, #2," peut varier d'une suite à l’autre.
3. Élargissement à l’aide de la notion de martingale de l’axiome d’irrégularité au sens de de Misès-Wald. — Il ressort de l’exposé de M. de Misès que la notion de sélection et d’invariance de la fréquence était destinée dans son esprit à exprimer l'impossibilité de gagner indéfiniment à un jeu équitable : « Le fait que l’on ne peut modifier ses chances par un choix systématique des coups [sur lesquels on mise] compte parmi les conceptions les plus essentielles qui sont, à nos yeux, indissolublement liées à la notion de «hasard » et de jeu de hasard ». (de Misès, [3], p.17, in fine). IL y a là une restriction très importante; M. de Misès ne cherche pas à traduire d’une manière lout à fait générale la conduite du joueur qui cherche à modifier ses chances. Il ne parle que d’un choix systématique des coups, et ne cherche pas à exprimer le fait que l’on peut également chercher à modifier ses chances par une répartition systématique des mises. Nous verrons (p. 65) que la restriction faite par M. de Misès l'empêche d'atteindre pleinement, à notre avis du moins, le but qu’il semble s'être proposé en écrivant le passage cité. Nous allons voir ce qu'il en est, du
N — moins en définissant les collectifs comme l’a fait M. Wald (p. 25), pour être sûr de l’existence de ces collectifs.
Soit une suite æ telle que pour & égal à un nombre premier, on ait zt— 1. IL est facile de concevoir que À puisse au jeu décrit plus haut, gagner indéfiniment s’il possède ce renseignement sur la suite x : il n’aura qu’à jouer sur les coups de rang premier, en misant sur 1, et s'abstenir aux autres coups. Mais la question se présente en fait d’une manière beaucoup plus compliquée; il est exigé, par exemple, pour que x soit un collectif, que dans la suite des coups de rangs premiers, la fréquence des 1 ait pour limite p. Supposons que À sache qu'il n’en sera pas ainsi, mais rien de plus; d’une manière précise, soil
(6) ü, Lo, se LES
la suite des nombres premiers et soit f, la fréquence des 1 dans la
suite æ*, x®, ..., &’. Si À sait seulement que
VIS
Go f,< lim f, ou que lim f, Z p, Ÿ = V—= œ
est-il possible qu’il puisse utiliser ce renseignement pour gagner indéfiniment? Ce n’est pas évident a priori; nous verrons qu’il en est bien ainsi (p. 56).
Faisons abstraction des suites ne contenant qu’un nombre fini de 1 (!); une suite s étant donnée ($ 2), et p étant un nombre positif inférieur à 1, nous en déduirons une suite de fonctions s, d’après les légalités (3). Appelons H(c; p) l’ensemble des points du segment (0,1) correspondant à des suites æ (p. 33) satisfaisant à l'inégalité (5). Nous avons alors :
Tuéorèue À. — À tout ensemble G de p-mesure nulle nous pouvons associer une suite s telle que le complémentaire de H(o; p) contienne G.
Démonstration. — Soit F(x) la p-mesure du sçggment (0, x). La p-mesure d’un ensemble M sera alors “(= f a HE): é M
() Pour lesquelles il est aisé de concevoir un système de jeu permettant de gagner indéfiniment.
rie
Soit G un ensemble de p-mesure nulle. Quel que soit x, nous pouvons trouver un ensemble G,, formé de la somme d’une infinité dénombrable de segments ouverts, conténant G, et tel que DEN RE
Soit /,(æ) une fonction nulle en tout point du complémentaire de G», et égale à 2 sur G7; nous aurons alors
(7) © [fa Ce) dEF(æ) = 9-1,
et si nous posons
Le] ODA OC) nous aurons
JC) dE(æ)—1.
Soil Lis. 4n l'intervalle ensemble des points représentant les suites dont les z premiers termes sont x', æ?, ..., x". Considé- Fons lés fonctions, (21, 2°... x") définies par
(Chr (A EE ati) ={h HC2)ICA) 50 = Jdr(æ)
Luisa
Elles sont 20, et 55 —1. Les relations (4) sont manifestement vérifiées, Considérons l’ensemble H(S; p) correspondant (5 désignant la suite {o, }. Soit x, un point de G et soit
( T2 st LG, 5j; ss Zi;
la suite correspondante.
Quel que soit x, il existe un segment ouvert 1, parmi ceux constituant G,, qui contient +,; il existe donc une valeur de 7», soit Mn, telle que le segment [,1»:...,", soit intérieur à 1,; soit pr la p-mesure de [,,,..4",.
Puisque sur le segment I, nous avons f(x) — 2", nous aurons d’après (8)
(9) Omn(L$ LQ -- Co) 2 bo 27.
Soit vle nombre de 1 figurant dans les m, premiers Lermes de ,; d’après la définition de la p-mesure, nous aurons
Ho = où Gr,
me = et par conséquent, d’après (3) et (9),
] Sn — Fo) Ghetr Om, = — one 21, {40 ce qui montre que x, appartient au complémentaire de H(3; p). Le corollaire suivant est immédiat, puisque tout ensemble K(S:; p) est de p-mesure égale à 1.
CoroLLAIRE. — À tout système de sélections S et à tout nombre p nous pouvons associer une suite s telle que l'ensemble
H(o; p) soit intérieur à l’ensemble K(S; p).
Ce corollaire montre en particulier que si À a pour unique renseignement sur la suite æ que ce n’est pas un collectif K(S; p) (S étant un système connu), il peut diriger son jeu de manière à gagner indéfiniment. C’est ce que nous avions annoncé plus thaut (P- 74).
Les conditions d’irrégularité de M. Wald peuvent donc être exprimées au moyen de la notion de système de Jeu ou « martingale ». Mais la réciproque n’est pas vraie; d’après les théorèmes # (p. 39) et 1 (p. 74) il existe des H(o; p) que l’on ne peut enfermer dans aucun K(S; p). En d’autres termes : il existe pour un Joueur des manières de diriger son jeu telles que, quelle que soit la facon de définir un collectif au sens de M. Wald (c’est-à-dire quel que soit le choix du système dénombrable ® {de sélections) on n'est pas sûr, si l’on sait que la ‘suite des résultats sera un collectif, que le joueur ne gagnera pas indéfiniment.
4. Conditions d’irrégularité fondées sur la notion de la martin-
gale. — Soient les conditions d’irrégularité de la forme
« æ appartient à H(o; p) ».
D’après le théorème 1 que nous venons de démontrer, ces condi-
ons satisfont à la deuxième parue de la condition T (p. 70). Quand à la première, elle résulte du théorème :
Taéonème 2. — Quel que soit 5, l’ensemble H(5: p) est de p-mesure égale à 1.
Ce théorème est un cas particulier d’un théorème que nous
démontrerons plus tard (p. 86). Nous ne le démontrons pas ici pour ne pas faire double emploi.
Nous parvenons donc à la conclusion : on peut définir lirrégularité d’une suite d’une manière plus complète, au sens de la condition l de la page 70, qu’en utilisant les sélections, en poussant plus loin les conséquences du « principe de l'impossibilité d’un système de jeu » indiqué par M. de Misès, mais au prix, il faut le reconnaître, d’une complication plus grande des définitions.
En résumé : la condition primitive de M. de Misés, trop stricte, est impossible à réaliser ; la condition de M. Wald, moins stricte, est possible à réaliser, mais il y a certaines propriétés, de probabilité nulle au sens classique modernisé, que lon ne peut exclure, quelle que soit la forme donnée à la condition de M. Wald.
La condition d’irrégularité par la martingale échappe à cet inconvénient de la condition de M. Wald (qu’elle contient d’ailleurs comme cas particulier). Nous citons pour mémoire la condiuon d’irrégularité imaginée par les auteurs de la théorie des suites indifférentes ; c’est un cas particulier de la condition de M. Wald, et elle est entachée du même défaut que cette dernière.
Mais la condition d’irrégularité par la martingale est relative; elle suppose un choix préalable des propriétés (de probabilité nulle) à exclure. Si, dans un certain sens, elle résout la question de lirrégularité plus complètement que la condition de M. Wald, elle ne parvient pas à donner un modèle arithmétique d’une suite présentant cous les caractères d’une suite prise au hasard; ce dernier problème est considéré par nous comme insoluble, et nous nous soumettons sur ce point à l’opinton de nombreux mathématiciens, parmi lesquels MM. E. Borel, Fréchet, P. Lévy.
Par ailleurs, quelle que soit la manière dont on définit Pirrégularité, tous les inconvénients de la définition de la probabilité par la fréquence subsistent. Nous allons maintenant montrer qu'indépendamment du rôle qu’elle peut jouer dans la discussion de la théorie du collectif, la notion de martingale peut être uulisée, en restant dans le cadre de la théorie classique modernisée, pour simplifier les démonstrations de théorèmes connus ou même pour obtenir des résultats nouveaux. Ceci fera l’objet du chapitre
suivant.
APPLICATIONS DFE LA NOTION DE MARTINGALE
SOMMAIRE. — Première section : Jeu discontinu. {. Conditions d’équitabilité. — 2. Théorème de la ruine des joueurs. — 3. Etude du comportement de Ja fréquence dans le cas de Bernoulli.
Deuxième section : Jeu continu. — {. Jeu continu équitable. — 2. Formule de la ruine des Joueurs. — 3. Remarque sur les probabilités conditionnelles. — 4. Cas de Chapmann-Kolmogoroff. — 5. Borne supérieure stochastique. — 6. Recherche de fonctions limites. — 7. Cas d’une fonction à accroissements indépendants obéissant à une lui de Gauss. — 8. Plus grande valeur.
Les fondements de toutes les sciences resteront toujours controversés. Quoi qu’on pense de l'utilité des martingales pour élucider, comme nous avons tenté de le faire, les difficultés d’une définition de l’irrégularité, nous nous proposons de montrer ici que cette notion peut également servir des buts mathématiques précis. Nous allons dans ce chapitre passer en revue un certain nombre de questions classiques; nous ‘'associerons à chaque problème un :jeu équitable hypothétique, et nous étudierons l’espérance mathématique correspondante. Nos considérations reviennent au fond à traiter dans les cas étudiés, le problème de la ruine des joueurs, mais d’un point de vue nouveau : la probabilité de ruiné ne sera pas évaluée pour elle-même, mais pour sérvir à établir certaines propositions sur la limitation des écarts.
JEU DISCONTINU
1. Conditions d’équitabilité. — Soit une suite de variables aléa-
toires RS XX EE (— © << X L+ ©).
Quel que soit x, on suppose connue la loi de probabilité de X,, X», ..., Xh, c’est-à-dire la fonction
(1) PAT En) APT: XI Bt) Ke Ba on nee Emi
Nous avons évidemment quel que soit 7 :
(2) D Re n) ne (AA ee co Du, +),
puisque les x, ne peuvent prendre que des valeurs finies.
Considérons le jeu suivant : un joueur À mise une somme égale à 1, contre la promesse de recevoir la somme s,(X,) après la détermination de X,, ou s,(X;, X;,) après la détermination de X, et X,, ou ...,ou sx(X,, X:, ..., Xh) après la détermination de X1, Xo, ..., Xh 1 et X», ou ..., étant entendu que À est libre d'interrompre le jeu quand il lui plaît, c’est-à-dire de toucher après un coup quelconque, la somme convenue et en garder la possession définitive. À quelles conditions un tel jeu est-il équitable ?
La réponse intuitive à celte question est la suivante : après chaque coup, lespérance mathématique du joueur, relative aux coups qui vont suivre, est égale à la valeur de la somme qu’il possède à linstant considéré, et cela indépendamment de la conduite qu’il se propose de tenir, en s'inspirant par exemple des résultats de coups déjà joués. Nous allons traduire cette condition en termes mathématiques.
Par définition, les fonctions s,(æ1), S5(%1, æ+), ... Sont essentiellement non négatives. Nous ajoutons la fonction constante So 1 pour unifier les notations.
s,(æ,) est évidemment soumise à
(3) IÉCELNOER
Pour s:, la question se complique un peu; faisons une hypothèse sur la conduite de A après le premier coup : supposons que A décide de continuer le jeu si X, prend une valeur appartenant à un ensemble E, de l’axe des x et de s'arrêter si X, appartient au complémentaire E.. L’espérance mathématique de À est alors, au début de la partie en supposant qu’il s'arrête après le deuxième
me Ëg COUP :
(4) fs) dFi(z) + f suce Pie CE)
nl C
Cette espérance doit être égale à 1, quel que soit E,. Si E, est constitué par l’ensemble des valeurs de x supérieures ou égales à une valeur donnée +, nous aurons
(21) 2 Mi) 8 etes 2) de) En
Considérons le deuxième terme du premier membre de (5). C’est la valeur moyenne de la fonction 6» (X, X2) égale à s,(X4, X2) pour X,>2retàopourX,<r. Supposons que celte valeur moyenne existe quel que soit Tr; nous pouvons alors l’évaluer d’une autre manière, en utilisant la notion de probabilité conditionnelle introduite par M. P. Lévy (P. Lévy, [1], p. 68). Supposons que l’on sache que SX, <xi+h; quelle est la probabilité que X:< 4%? La probabilité que a <X,<z th et que X,<
est égale à F>(æi+ h, z2) — Fo(æi, de).
En désignant par © la probabilité cherchée, nous devrons avoir. par application du principe des probabilités composées.
[Fi(æi == h) == F; (æ)]® = Fo(æi == h. >) Ed Riz Go), d’où ss: EF: (21 + hi. FN Fs(x1. To) Fiæi+ h) — Fi(x:) LL
TD
S1 l’on sait que X,— x, et que l’on cherche la probabilité que X,<C »,. on est amené à chercher la limite du rapport ci-dessus pour L — o. Cette limite peut ne pas être définie pour toutes les valeurs de x, et æ,, d’où une certaine indécision dans la définition de la probabilité cherchée. Nous adopterons une définition équivalente, appelons avec M. P. Lévy, fonction de répartition conditionnelle de X, quand X, est connu, la fonction D,(X,, ms); solution de l'équation intégrale e
(6) RO eee 1É Del; æe) dEi(t).
LE
AMIE Cette fonction n’est définie pour chaque valeur de z, qu’à un ensemble, de valeurs de X,, sur lequel Ja, — 0, près. La valeur
moyenne de 9, (X;, X:) quand X, est connu est alors, par définition, la variable aléatoire
() Ix, { 62) = f(x, G)dE(X: 2).
Fa:
On démontre alors, par application du théorème de Fubini (P. Lévy, [1], p. 72) que la valeur moyenne IN { o, } de &:(X4, X2) a pour expression
M! 62} = 2R | OMx, {02} |,
ce qui nous permet d'écrire, au lieu de (5),
(8) 44 51 dF; + | sdb; an arr.
LOT a2 SAC 4 Pour T = — « nous obtenons MM{o,(X,, X2)} —1. En tenant
compte de cette dernière égalité, (8) devient
s(æ)d Fa) = | [ sa, 2) dia; | 41 1).
js T Ve y So(T1, TL: HA T TL:
Le
Ce qui exige que l’on ait, sauf peut-être sur un ensemble sur
lequel [ar — 0, l'égalité
(9) S1(æ1) a S2(æ1, Ze) d'Pr(d1; Li), La que nous écrivons plus simplement (10) s (21) = M, { sa(a1, Xe) À.
Si de même ®,(X,, X:, ..., Xn_15 Œn) est la fonction de répartition conditionnelle de X, quand on connaît D Ces 2e
c’est-à-dire une solution de l’équation (HD ER (ri, Get œn)
I …. Par, Las ve, Én4; ©n) dFn-1(l, 2, +, n—1),
a LT 2 tn —4 En—i
el que nous considérions la valeur moyenne conditionnelle
Re.
Le CN EN X»), c’est-à-dire la variable aléatoire
DO Sn | = f Sn (Xi, Xo, Jdes PET Zn) dP;(X1, …. Xn 1; Zn), L47
nous devons avoir
(12) LERERRE ETC T2, ..., Tn—1; Xh) j = Gr To, ..., Tn1).
Inversement, supposons (12) vérifiée pour toutes les valeurs de n. Soit l’espace E à une infinité de coordonnées DAY BTE DE La manière dont A arrêtera le jeu (en supposant qu’elle ne dépend pas d'éléments aléatoires) sera caractérisée par une suite d’ensembles disjoints BF, LE... dans E, ayant la signification suivante : E,, d’une manière générale, a une fonction caractéristique ne dépendant que de +,, æ», .…., æn: si le Point Xe appartient à E,, A se retire du jeu après le nième coup. L’espérance mathématique est donc représentée par la série
k (3) = jose fadt+. + (aa.
E, VE, VE
Soit S, la somme des n premiers termes de cette série. En tenant (ë :
compte de (12) et en transformant le niè"° terme d’après la formule
générale (P. Lévy, [1], p. n3)
ME RCX, Y)}= M {Mxo(x, Y)},
où Y — X, et où X estune variable aléatoire représentant l’ensemble SE 7 « des variables X,, X,. .. ., Xn_, nous trouvons
n — SILEMSENRREE Sn—1 dF »1, FE, Brie.
d’où, par itération de ce procédé, À
Sn= f SR AE Ce E{})
Nous devons supposer, pour que l'espérance mathématique de A soit déterminée que BREL Aer. du moins que la probabilité que la partie s’arrête soit égale à 1. Dans ces
conditions nous avons
Le jeu est bien équitable, quels que soient les E,, E;, …., E,, .… Dans ces conditions nous poserons la définition suivante :
DÉtinirion 1. — SortiX,, X,, .., X,, . une suite de variables aléatoires, telle que les probabilités
DOTE, NO Ep an 00 on ua (nr =1, 2, 3, ...)
soient bien définies et que les X; ne puissent prendre que des valeurs finies.
Sort une suite de fonctions ss, MU) Sa iTs) cUeATon négatives telles que |
So — 1,
Der CRAN TR. 5) Sd Le Lot)
où NMX{Y} représente d'une manière générale la valeur moyenne conditionnelle de la variable Y quand on connaît la position du point aléatoire X, au sens indiqué par M. P. Lévy.
Dans ces conditions, nous dirons que la suite { s, } définit une martingale ou un jeu équitable.
2. Théorème de la ruine des joueurs. — Le problème de la ruine des joueurs est le suivant : Soient deux joueurs À et B disposant respectivement des sommes à et b. Ils jouent à un Jeu équitable, on demande la probabilité que l’un d’eux, soit À, se ruine, c’est-àdire perde la somme qu’il possédait au débutetles gains qu'il aurait pu réaliser. Soient p,, p, et q les probabilités que A se ruine, que B se ruine, et que la partie se termine sans que ni À ni B se ruinent (si la partie peut être indéfiniment prolongée, q sera justement la probabilité que la partie se prolonge indéfiniment). Si À se ruine, B touchera la somme a; le jeu étant équitable, nous aurons, en écrivant que son espérance mathématique est égale à sa mise initiale
b= pi(a+b)+b (b'20),
le terme b' correspondant à l'éventualité de probabilité g. Nous
avons donc «a a + b
et, de même, P°<
En particulier, si les conditions du jeu sont telles que g—0),
nous aurons
a+b PEER
Le raisonnement que nous venons de faire n’entre pas dans les détails du jeu auquel se vrent A et B. Dans les traités classiques, tels que celui de J. Bertrand, on fait des hypothèses plus précises; On suppose par exemple que la partie est une succession de coups semblables, avec des enjeux égaux, et l’on démontre les formules ci-dessus. Si, comme c’est généralement le cas, g — 0, et si l’on suppose de plus que B représente le public, c’est-à-dire si l’on suppose que D est pratiquement infini, on obtient la‘ conclusion p, — 0 : À est certain de se ruiner.
Supposons maintenant que À possède une somme égale à l’unité. et qu'il veuille jouer jusqu’à ce qu’il soit en possession d’une somme À > 1. On peut supposer qu’il joue contre B qui possède la somme À — 1. La probabilité que A arrive à ses fins est P2. Elle in À
Les raisonnements ‘classiques portent sur des cas particuliers, et le raisonnement général que nous avons présenté peut paraître sommaire. Nous allons exprimer et démontrer d’une manière plus précise, dans le cas du jeu discontinu décrit dans le paragraphe précédent, le résultat énoncé en dernier lieu, ce qui nous donne :
est au plus égale à
THéorèmEe 1. — Soit {sn} une suite définissant une martingale et À un nombre > 1. Nous avons l’inégalité
(15) Pr.{B. sup. s(X1, Xa,.…., Xn) 2 le : ,
La démonstration est immédiate. Considérons l'expression (13), et faisons E, — E; nous déduisons de la ‘démonstration qui suit que, quel que soit n,
(16) IR fer (X4, Ka Se Xh)} = 1.
Considérons maintenant la suite de fonctions CUT ILE En) non négatives, ainsi définies
5 CAP De En LT) = Sr (di, Tr) eric) SA
On(%1, Ze, tn) n) = On4(21, Len) si Cn—1 (ti, .…. Tr) be
Il suffit de se reporter à la définition (1) pour voir que la suite {0} définit une martingale. Donc, d’après (16) Mis; }—1 et, puisque ©, 20
Pr.{ on2 À } <
le
En reprenant le raisonnement utilisé pour démontrer l’inégalité (17) de la page 36, on obtient sans peine la démonstralion du théorème 1.
3. Étude du comportement de la fréquence dans le cas de Bernoulli. — Supposons que les variables X; soientindépendantes et que
(18) BTE =D Pr X—0)=0 (pa ge:) Les conditions (14) deviennent alors
Si (4) | Sn1(T1, Dre One)
= Pisa (A1 Po, Œn il) 4 Sn) see En 1 O0)
elles sont identiques aux conditions (3) et (4) du Chapitre IV. On a, quel que soit À, Pr.!B. SUD Sr — œæ | < Pr. | B: sup. sa2À 1 < d’où
Pr. (B. SUP. Sn — œ | 0:
ce qui fournit la démonstration du théorème 2, p. 76.
Nous allons essayer de trouver une forme commode pour s,. Cherchons si nous pouvons mettre s, sous la forme d’une fonction de deux variables x et y égales aux répétitions de r et o dans la suite X4, Xo, ..., Xn, c’est-à-dire sous la forme
rn = 8 (RP) AVEC — > Xi, Y=n— 2%.
UE
Les conditions (14) deviennent G4) s(0, 0) =1, S(æ, Y)=ps(r+1, y)+gs(z, y +1) (520) et, en posant (x, y)— pq s(x, y), (19) CE Po, ) Eee Ma)
Les relations (19) permettent de calculer (x, y) à parür de la suite des valeurs
s(0, d7) =; (0 Oo 0) En effet, nous tirons de (19) S(T+1,Y)=—[s(x, y +1) — (x, y)] = AG(T M),
en désignant par Af(x, y) d’une manière générale, la différence première f(x, y +1)— f(x, y). De proche en proche, nous obtenons donc
S(Z, Y)=—Aoc(x— 7, 1).
CET, M) No(r >. a),
s,Y)== Ac Y),
s( 1, ») RE X Av et, par conséquent,
(20) 5(2, y) =(—1)rAzv,.
Inversement, si une suite > de nombres positifs ou nuls est telle que », —1 et que les expressions (— 1)* A7», soient toutes positives ou nulles, en posant
SC 2) = (ape gra,
on satisfait aux conditions (14').
Le problème dépend donc de la suite arbitraire {ur | assujettie à ce’ que toutes les expressions (20) soient >o. M. de Finetti, en poursuivant un but différent (de Fimetti, [1], p. 28-37) est arrivé à la même condition (20): il a trouvé la solution générale qui est de la forme
| (21) s(x, n=f té = t) dF(F); A0)
Pr vies F(£) étant une fonction non décroissante, telle que F(o)—o, F(1)= 1. D'où la forme générale de s(x, y)
(22) S(x, y) = pq [ te(1— 49 dF(+b), ce qui nous donne d’après (15) il \
(23) Ps B. sup. psg [ tr(1— 4) dF(4)2À ES
Un+Y=a,2 one DA
Nous allons utiliser l’inégalité (23) pour démontrer une proposition qui constitue une partie d’un théorème, dû à M. Kolmogoroff, et cité (sans démonstration) par M. P. Lévy ([1], p. 266).
Soit x la répélition d’un événement dans n épreuves indépendantes de probabilité constante p; on se propose d'étudier la probabilité que l'inégalité
(24) izx— np|>ç(n)V2npg,
où o(n) est une fonction = 0 de l’entier n, ait lieu pour une infinité de valeurs de n. st l’on procède à une suite infinie d'épreuves.
Le résultat de M. Kolmogoroff est le suivant : en supposant que o(n) est la suite des valeurs prises par une fonction croëssante @(8), de la variable continue ft, pour les valeurs entières de 0, la condition nécessaire ét suffisante pour que la probabrlité d’une infinité de réalisations de (24) soit nulle est que l'intégrale
fe e%* GE e ()
soit convergente pour 0 = + «.
Les valeurs de o(t) pour les valeurs entières de t intervenant seules, on peut aussi considérer la série de terme général
I r + g(n)e-#=. Cette série est convergente par exemple pour
o(n)=(1+e) Log Logn (e> 0).
Faisons les hypothèses suivantes :
1° @(n)est une fonction croissante de n.
PL A I
2° La série de terme général — p(n)e ## est convergente.
p(r) étant croissante, la limite lim o(n) existe. Nous allons n— © £ voir qu’elle est infinie : si en effet elle était finie, la série considérée aurait, pour les grandes valeurs de n, ses termes comparables à ceux de > — il ÿaurait contradiction.
Par ailleurs, la fonction we" est une fonction décroissante de w pour u > 3 donc le terme général de la série considérée
décroît, quand n augmente, à partir d’une certaine valeur, finie,
de ». Nous en déduisons que si l’on interpole la fonction o(n),
définie pour les valeurs entières de la variable, par une fonc-
tion 9(@) croissante de la variable continue 8, la convergence de : : “ + dû ue
la série entraîne celle de l'intégrale f pe? -- (et réciproque- 1 “
ment).
Puisque 9 e-* décroît pour les grandes valeurs de 4, nous avons
(25) if
(A p eŸ? = > ?(@) e—2%(0) Log 05 — os
où p est un nombre indépendant de 9,. Nous en déduisons que pour toutes les valeurs de 8 supérieures à une certaine valeur finie, nous avons
(26) 2(8) > V Log Logf.
Si en eflet (26) n'avait pas lieu pour une suite de valeurs de 8 tendant vers l'infini, nous déduirions de (25) que l'intégrale diverge.
Remarquons que si l’on prend (nr) —=(1+e)yLog Logn, les conditions de l’énoncé sont satisfaites. De plus, pour cette fonction o(n) particulière, l’expression ne? est une fonction croissante à partir d’une certaine valeur de u, et infiniment grande avec 7. Nous ajouterons, pour une raison de commodité, aux hypothèses 1° et 2° l’hypothèse supplémentaire, qui, nous venons de le voir, n’est pas contradictoire avec les hypothèses déjà faites :
3° La fontion Vn Ces born suffisamment grand, une fonction croissante de n. tnfiniment grande avec n.
La proposition que nous allons démontrer est la suivante :
SE les hypothèses 1°, 2°, 3° sont réalisées, la probabilité que l'inégalité (24) ait lieu pour une tnfinité de valeurs de n est nulle.
Les hypothèses 1°, 2°, 3° étant faites sur o(n), nous allons chercher à interpoler o(r) au moyen d’une fonction o(@), de la variable continue 4, positive, croissante et telle que ve eP*%8) soit croissante pour 0 suffisamment grand. Considérons l’intervalle (n, n+1) pour 4, et soit w(0) une fonction de 4 continue et dérivable. Nous avons
d }; à INC du VO E— —<|1—4u0—— |.
dV ral in % |
Considérons l’équation différentielle
GATE dé {up Sur toute courbe intégrale, V8 e7 est une constante; donc, d’après
l’hypothèse 3°, si nous désignons par w,(8) l'intégrale définie par la condition u,(n)— o(n), nous aurons
(27) Var+ie-tinh) € nr e-plrrt),
Considérons maintenant l’équation diflérentielle
du k
— = — k = const.) 716 ui (== const
et soit u4 l'intégrale telle que wx(n) —œ(n). u, est une constante, donc
(28) Vr+i e-uëlrH) > /n + 1 er),
En comparant (27) et (28) el en observant que siux(n) = @(n). ux(n +1) est une fonction continue de k, nous voyons qu'il existe une valeur de k comprise entre oet1 telle que
Vr rein) Vin Er e-plrH.
Par ailleurs à | TS Ces
Pt, =UL = —}}# .
T 6 eT Uk à 7 e: )>0o
La fonction w(8) déterminée par le procédé ci-dessus réalise l'interpolation cherchée. En opérant de même pour toute valeur de n, nous obtiendrons une fonction w(9) croissante telle que 2 e- #0) soit croissante pour les valeurs de 0 suffisamment grandes,
5“ AG : y 5 telle que f pe? TG Soit finie, et coïncidant avec la fonction o(n) gi
donnée pour 0 entier. Dans chaque intervalle de la forme (n, n +1), nous avons, nous l’avons vu,
sa Éneéhn — d& 406
: : ; 9 Or, si nous considérons la fonction mL nous avons
d I [A | < TI | I | = — - ———— | — — |.
dé 5 YBLd4 20 20Y6L2%
Pour 0 suffisamment grand, =. est donc une fonction décrois-
sante. On voit facilement qu'elle tend vers zéro quand 8 tend vers l'infini.
Considérons maintenant la fonction de 4 définie par
(29) 2(0) = 8p + ?(6) V26pgq et posons oz (0) a(8) = Le
Il existe une valeur de 8, soit 4,, telle que, pour 0 >> 85, «(8) soit une fonction décroissante de 4, comprise entre p'et 1. De plus, nous avons
(30) lima(t)=p, lim V8La(8) — p] = «.
Supposons que nous ayons déterminé une fonction s(z, Yÿ)
définie par une expression de la forme (22), où æet y sont >o (entiers ou non), et telle que :
(31) S(t+h, y —h)>s(x, y) (k== 6), (32) im sCe(0), 0— 3(8)] = o.
Soit E, l’événement qui à lieu s’il existe une suite infinie de
EROPTE
valeurs de n, soit { n;}, telle qu’en désignant par | x; } la suite des répétitions correspondantes, on ait, pour tout ,
Li— np > (ru) V2r:pg.
E, implique que pour tout à S(æi, Yi)2S[2 (mi), ni— z(n:)] (Yi= ni — ti)
d'après (31). Si donc E, se réalise, nous aurons, en désignant par « la répétition w correspondani à x
B. sup
MSC) (y =n—x) =, din * É
et, par conséquent, d’après (23), la probabilité de E, sera nulle. On traiterait de même l’événement E, correspondant aux inégalités
Li— rip L— (ri) V2ripg.
Notre méthode de démonstration se ramène donc à la recherche d’une fonction s(x, y) satisfaisant à (31) et (32).
Nous prendrons pour s(x, y) une fonction de la forme
(33) s(æ. PE pq | (a — tp (0) dt,
f(t) étant une fonction non négative, telle que ES p CIE P
Un calcul simple montre que (31) est vérifiée. Passons à (32), et posons
Astreignons f (4) à être décroissante; nous aurons alors # Û 3 w(0)2 pe q5 fe) f (1— 4)—3 dt (2= 5) P Posons
E(t) = a Logt+(1— a) Log(i—{)— «x Logp —(1—2)Logg;
nous aurons
(0)2,f(2) [286 dt.
Quand 9, «> p et 6 >. Nous avons au second membre une forme indéterminée ; nous allons lever l’indétermination en développant £ par la formule de Taylor
É—o, (et), a ECE) = E(a) + Re Ge. (a) RE rE PL (B),
où 6 est une valeur comprise entre & et t. On constate que E"(£) <o; on en déduit que dans l'intervalle p Lt < x
sD24(e) 2e ro + Er) A
ou encore, en explicitant
£ EC#)Za Log + (1— à) Log
avec
ne fa) [5 D),
Quand « varie de p à 1, l’accolade a, en valeur absolue, une borne supérieure bien déterminée, qui ne dépend que de p et g; il existe donc une constante # telle que
InlSA(a— +) <k(a—p}), d’où
3 æ . RER LR ee d), 2 NE 0 See an ({— a}2.
Opérons de même pour
| RS à
(2) = a Log = + (1— à) Log De r"(x) > o, nous déduisons
(a)25(p) + (ap) + Cp) + AE cp) + CPI ep), à
d’où, en explicitant
(a— p}° Ta 2 NN) ——— (a)2(1+ mm) 3Pa
TS
avec
mu Gp) (5) = Hp).
Nous obtenons en définitive pour £(4) pre —P} Eu) 2e E(E)2[1+ ia —p)] . A ER re AA
où k et k, sont des constantes. Donc, ,œ æ(0)2/(a) [et de p
Faisons le changement de variable Re DAS), V6 1+ kA(a— p)?
nous obtenons
1+4i(4—p)] tive , : —_u?
#(0)2 /(a VERS LR
= / ED + Vars.
avec
uand 0 tend vers l'infini, « tend vers l tend vers l'infini P; ;
2 5 ren Oo ; 5. 0 et ®’(æ—p), qui est comparable à FL tend vers zéro (ainsi
qu’on s’en assure facilement en tenant compte de ce que V8 CHE tend vers l'infini), Pour assurer limw(0) — «, il suffira d'assurer Ô— »
la condition
(36) dim (1) © RE =
Considérons le système
(35) Ait)= Be, &—p+o9(6) ET.
Il existe une valeur de 6, soit 0,, telle que pour 965, les seconds membres soient des fonctions respectivement croissante
et décroissante de 9, et que
LEP + e(00)(/ 284.
Le système (35) définit, par élimination de 9. la fonction CA) dE > P )
positive, décroissante, définie dans l'intervalle (DAS) ANoUS
avons, identiquement,
Posons
ee vo°
Évaluons maintenant l'intégrale
dl fie) dt,
pour savoir si elle converge, bien que lim f(&) =; D,
Considérons un intervalle (P +E, to) pour t, et soient w et bo les valeurs de 0 associées par (35) aux extrémités de cetintervalle. Prenons 4 pour nouvelle variable d'intégration, nous aurons
l o (&) 0 ‘ AD dt=— V5pg | e de 4/23 f ser %, PERS Ÿ ® (Lo) CRT
ce qui montre que l'intégrale de f\(t) est bien convergente dans Le cas présent. fi(t) n’est défini que dans l'intervalle CDN pour #<t<1, nous poserons par exemple
fi(a) ep = 7.
FN
—+ a (to).
En Ji (to) [l Puisque Ji fit) dt a une valeur finie, on peut donc trouver p \ une fonction f (t) décroissante, positive, telle que
= ir Ja6) = 6 (à ® J ro ar, nm = (:) |
(!) En procédant à un changement de variable linéaire, cela revient à dire :
Cette fonction satisfait à (31); la proposition que nous avons en vue est démontrée.
JEU CONTINU
Au lieu d’une suite discrète { X;} de variables aléatoires, considérons une suite continue {X4}, où # est un nombre réel que nous supposons 20. Il revient au même de considérer l’espace E, des fonctions réelles d’une variable £; nous dirons, au lieu de la suite {X, } la fonction X(#) = X, ou le point X de E,. Une fonction de répartition sera alors une fonction 20, additive au sens complet, définie sur certains sous-ensembles de E, (Kolmogoroff, [11). Soit P(L) cette fonction, nous supposons naturellement P(E,) = 1.
À. Jeu continu équitable. — Généralisons les définitions de la page 83. Au lieu de la suite { s;} de fonctions s,(X4, Xo, ..., Xn), nous aurons une suite {S.} continue (r20) de fonctionnelles S-(X), c’est-à-dire de fonctions du point dans E, telles que
(a) SUR),
(ce) Sr(X) ne dépend que des valeurs prises par X(t) pour t£z;
(d) La valeur moyenne de Sr,::,(X) (> 0), quand on sait que X(4)= Xo(t) pour 1 est égale à S:,(Xs).
étant donnée une fonction f({) croissante positive telle que
foscat=s, imftt=e,
on peut trouver une fonction F(#), satisfaisant aux mêmes conditions, et telle HU | a que lim ae = +. Il suffit pour cela de prendre par exemple
= f (t) p F=70/| 1 ju du |
robes
Les conditions (c) et (d) ont besoin d’être précisées dans le cas continu. La condition (c) peut se mettre sous la forme
(c') Soit El) {l'ensemble des points X\W) de Eo correspondant à des fonctions nulles sur l'intervalle fermé (0,7). Alors, quels que soient +, X, X(°) nous devons avoir
SX) SX EX),
La condition (d) fait intervenir la notion de valeur moyenne conditionnelle, que nous rattacherons à" celle de probabilité conditionnelle telle qu’elle a été définie par Doob [Doob, [1], p. 123]; cette dernière notion est la généralisation pour un espace fonctionnel, de la notion de probabilité conditionnelle (due à M. P. Lévy), que nous avons déjà utilisée (p. 71).
Soit M, un ensemble dans E,, tel que sa fonction caractéristique soit une fonction de X ne tenant compte que des valeurs de X(#) pour é£t; en d’autres termes, si X est un point de M., il en est de même de tous les points X + X{7), Considérons la probabilité pour X d’appartenir à M. et à un ensemble À, c’est-à-dire la quantité
() P(A.Mc).
La {probabilité conditionnelle d’appartenir à À si X appartient à M: sera, si P (M-) > o, (2) P(A/Mz) = P(A.Mi) : P(M).
La probabilité conditionnelle d’appartenir à A si X (= X(t)
pour ££r sera, par définition, une fonction PIAUXS) de l'ens semble À et du point X, satisfaisant, quel que soit M,, à
(3) PAM) = f PrA(X) dP, M-
la variable d'intégration étant X. Nous ulilisons la notion d’intégrale au sens de M. Fréchet (Fréchet, [1]). L'existence de P-A(X:) résulte d’une démonstration de M. Nikodym (Nikodym,
Etant donnée une fonction de point J(X); sa valeur moyenne conditionnelle, sachant que X(t)—X, (t) pour t<x sera par
rs
définition
(4) Max {FX} = [00 € Pr ACX), Es
la variable d’intégration étant X, considérée comme point de A dans dP;A(X;,). La condition (d) devient alors
(5) Sr, (Ko) = Me{ Sriir,(X) |.
S:(X) représente alors la somme que le joueur A, qui a misé une somme égale à l’unité, recevra s’il arrête le jeu à « l'instant » + et si le hasard a fourni la fonction X(+).
2. Formule de la ruine des joueurs. — On pourraitse demander s’il est légitime de généraliser l’inégalité (15) du paragraphe 2 de la première section de ce chapitre [par l’inégalité
(6) Pr.{B, sup. S(X)2A)S >
que nous appellerons formule de la ruine des joueurs dans le cas du jeu continu. Cette formule n’est pas toujours vraie, même si les conditions (a)-(d) sont vérifiées.
Considérons une fonction aléatoire X(£) à accroissements indépendants. La variable aléatoire X(4+ 0) — X(1)(0= 0) admet alors une fonction de répartition indépendante des valeurs prises par X(4) pour les abscisses <£. Soit dans E, la fonction additive P qui définit la loi de probabilité de X(4). Considérons les abscisses to et to +0, une ordonnée y, -et soit A, l’ensemble défini dans Es par l'inégalité :
(1) one CR).
Soit F(y, to, 0) la fonction de répartition de X(4 +0) — X(4); soit M, un sous-ensemble de E, tel que la fonction caractéristique de M, ne dépende que des valeurs de X(#t) pour 4<tç. Si X(to+0)—X(t,) ne dépend pas des valeurs de X(+t) pour 4<t6.
nous devons avoir (2) P(M,.Ay) = P(M:) 1EN(g los 8).
Réciproquement, si entre P(M,,A,) et P(M,) quels que
Re soient 5, M,, 0, y existe une relation de la forme (2), X sera dite à accroissements successifs indépendants, et (2) nous donnera la loi de répartition de X(t45+0)— X(t).
Considérons maintenant la fonction aléatoire X, (t) définie comme suit : soit dans E, l’ensemble E, des points représentant des courbes X,(+#) telles que
X1(4) ne peut prendre que les valeurs o ou 1;
X1(€)=1 a une racine et une seule, comprise entre o et 1.
Associons à tout point X, de E, l’abscisse de la racine de X (Et) —71, soit P(X;) la fonction de Xitainsi définies Défaissons la fonction additive P dans E, par
Er) 1, P(E4) = w (o£u<1),
où E, est le sous-ensemble de E formé par les points X, tels que 0(X) < u. Considérons la fonction F(y, 4, 9) telle que
F(y, 4 8)=1, pour y>o; FGr, 1, 0)—0, pour ASIN
L’équation (2) est vérifiée, quels que soient M, et y. Nous
devons donc considérer X(4) comme une fonction aléatoire à accroissements aléatoires indépendants, telle que
(3) Pr. {Xi(é) = Xi(é+0)}=1. Soit maintenant la fonction s(t, x), de la forme
Sachant que X(t)—%, nous avons, pour valeur moyenne conditionnelle de s[ £ + @, X (4 + 0)], d'après (3), la valeur s(4, æ). Donc les conditions (a), (b), (c): (d), (p.95) sont vérifiées. Nous devrions avoir, d’après (6) (p.95); PIE B. sup. s[é, Xi(4)]< } < 23 or, nous avons manifestemenl
Er { B. sup. s[£, Xi(#)] = 2 ÿ=1.
La formule (6) est mise en défaut.
3. Remarque sur les probabilités conditionnelles. — L'exemple traité dans le paragraphe précédent est extrêmement simple, et permet de mettre en évidence une singularité intéressante. En définissant l'indépendance des accroissements successifs par (2), nous sommes arrivés à la conclusion qu'ils étaient indépendants dans l’exemple choisi. Or, on est tenté de dire : deux accroissements successifs de X,(0) ne peuvent pas être considérés comme indépendants, puisque, si nous savons que Nr nous sommes sûr que X,(t+0)—o, ce qui semble contredire l’affirmation : «si X,(£) est connu, la probabilité conditionnelle que X,(1+80)—X,{t) est égale à 1 ».
Cette objection est intéressante, mais n’est pas fondée si l’on se place dans l’axiomatique de Kolmogoroff. En effet, la seule définiüon admise jusqu'ici, à notre connaissance du moins, pour la probabilité conditionnelle, est une définition indirecte : la probabilité que l’événement E se produise si la variable aléatoire Y a la valeur y est une fonction F(y) telle que l’on ait, si
G(y)= Pr {Y<y}, 23 —0 Pr.)EeY<y) = | F(y)dG(y).
Si l’on connaît
D) = IP : HÉCIN Er Ÿ
et G(y), F est définie par une équation intégrale
On peut donc modifier arbitrairement F (y) sur un ensemble de valeurs de y sur lequel faG (y )= 0. En particulier, soit y, une
valeur de continuité de G(Yy); considérons l'événement E, ainsi défini (Si Y < Fo; E, est identique à E;
SN = Es se produit certainement:
et la fonction F,(y) égale à F(>) pour y Yo, à 0 pour y — Yo.
Nous avons alors
sa Fo(y)d6(n = f ‘F(N 46),
Pr CNE Ph Pre EC 7:
et de même
Donc F,(y) peut être considéré comme probabilité conditionnelle de E, quand Ÿ — y, bien que pour Ÿ — y, Fo(Y0) = 0, et que { YŸ — yo} implique logiquement E,.
En revenant à X,(£), nous voyons donc qu’en définissant l’indépendance par (2), nous pouvons considérer cette fonction comme étant à accroissements indépendants presque cerlainement nuls, en considérant deux variables comme indépendantes lorsque la fonction de répartilion conditionnelle de l’une d’entre elles, au sens indiqué plus haut (p. 80), estindépendante de la valeur prise par l’autre; c’est-à-dire, avec les notations de la page 91 : X, et X, sont indépendantes lorsque ®,(X,; z,) ne dépend pas de X,, ou encore lorsqu’on peut poser
P:(X1; da) = p(æe).
M. Paul Lévy est d’avis de distinguer entre l'indépendance ci-dessus, qu’il propose d’appeler indépendance presque certaine, et l'indépendance proprement dite, définie directement (P. Lévy, [1], p. 3).
Notre discussion se place uniquement sur le terrain de M. Kolmogoroff; la conclusion peut être différente en suivant le point de vue de M. Paul Lévy.
Les remarques précédentes montrent qu’il est impossible, étant
donnée une fonction aléatoire à accroissements indépendants, de démontrer qu’elle est presque certainement continue, si l’on ne se donne rien d’autre que la loi de répartition des accroissements. Considérons en effet X,(#), la fonction aléatoire définie dans le paragraphe précédent, et soit X(t) une fonction aléatoire quelconque à accroissements indépendants. Supposons X,({) indépendante de X(£) : la fonction aléatoire X(4) + X, (4) sera à accroissements indépendants, et ses accroissements suivront la même loi que ceux de X(4); mais X(4) + X,(4) est presque certainement discontinue puisque X,(#) admet un point de discontinuité.
Le seul résultat que l’on puisse, sans hypothèse supplémentaire, établir sur la continuité de X(4) est qu'elle est équivalente stochastiquement (p. 92) à une fonction continue. C’est ce qu’établit en particulier M. Paul Lévy pour les courbes aléatoires à accroissements indépendants suivant la loi de Gauss ( P. Lévy, [A], p. 172).
Nous allons abandonner ces questions de principe, et appliquer la formule de la ruine des joueurs à des cas plus concrets.
4. Cas de Chapmann-Kolmogoroff. [S.(X) ne dépendant que de X(T)]. — Nous allons généraliser l'étude du cas de Bernoulli (p- 87), en nous plaçant dans les hypothèses suivantes :
I. S;(X) ne dépend que de X(r). En d’autres termes, il existe une fonction s(t,æ) telle que
(7) ST(X) = s[*7, X(+)].
IT. X(&)—X(t4),(t: > 11) ne dépend pas des valeurs de X(#) pour t <£,. De sorte que nous avons une relation de la forme (8) PR X(E) IR) EX (Cri, To, 1, to) (A <ee)
La fonction F satisfait alors à l’équation de Chapmann- Kolmogoroff (Hostinsky, [1], p. 59).
Le=+o
F(x:;, , la, la) = (ze; T3, lo, t3) dF(x1, To, li, Lo) (9) =»
(th Lt Lt3)
et les conditions (a), (b), (c), (d), imposées à S.(X), se traduisent pour s(t, æ) par les conditions
(a”) HO =
(8) s(tæ)>20 (e20):
(co (vérifiée d’elle-même );
(a) (ti, &o) = fie, æ) de F(Zo, &, ste) (tit),
et enfin la formule de la ruine des joueurs devient
(10) Pr. {B. sup.s[t, X(t)]2X1}S 5e
ÿ. Borne supérieure stochastique. — Même dans le cas du paragraphe précédent, l’inégalité (10), nous l’avons vu, peut être mise en défaut (p. 98). Nous allons la remplacer par une inégalité moins stricte, et faire une hypothèse supplémentaire. X étant déterminée, la fonction de t
peut être considérée comme obtenue à parur de X(£) par une transformation Y(#) —T{[X(#)]. Nous supposerons que la foncuon aléatoire Y(£) — T[X(#)] est une fonction stochastiquement
continue (Slutsky, [1]), c’est-à-dire que, quels que soient t, E=0,n =0;iléxiste Tr —o'tel que pour |’ —{|<T,on ait
(12) Pr. HRCES ONE ES Dans ces conditions, soit {ti} une suite dénombrable partout dense sur l’axe des t; la variable aléatoire LB Sup-Y(t;)
est une variable aléatoire dont la fonction de répartition, si elle existe, est indépendante de la suite dense que l’on a choisie. En
effet, soit Y(#) la fonction de t :
Y (4) = Tim Y(#;).
Gt
I quel que soit {. Si
| 1 = donc nous considérons une autre suite { 4! } et la variable Z/ cor-
Slutsky a montré que P } Y(4)— Y(t) respondante, nous aurons Pre { Z'= B. sup. Y(+) = jt,
et par conséquent Pr. 2.
IAA
UNS OC X
Les fonctions 51 (Xi), S2(X°), Sc SEX)
satisfont aux conditions (p. 83) du jeu discontinu, relativement aux variables aléatoires X,, X,, ..., X,. Nous avons donc
d’où nous déduisons immédiatement l’inégalité (13). La formule de la ruine des joueurs devient donc vraie dans le cas de Chapmann-Kolmogoroff, en introduisant la notion de borne supérieure stochastique et l'hypothèse de Slutsky, et s'écrit
(14) Pr.) B.sup.sss[é, X(4)]2 à}
LA
6. Recherche de fonctions limites. — Poursuivant toujours l’analogie avec le problème traité dans le cas de Bernoulli, soit o(t) une fonction non aléatoire. Supposons que nous ayons trouvé une fonction s(£, æ) satisfaisant aux conditions (a), (b'), (c'), (d'), et telle que, en outre
SCA TES CE, ri), pour, % > €),
QD) | lim ste, e(0)]= 2.
to)
Nous ne supposons pas que Y(#)-—s[/, X(t)]est stochastiquement continue. Soit maintenant {{;} une suite dénombrable partout dense; soit {, une valeur de #, désignons par À la borne
inférieure de s[ti, g(ti)] pour l; 2 to: S0ientif, 1024000 6, les n premiers termes de {{;} quissont >#; supposons-les rangés par ordre de grandeur croissante. Si nous posons
X1 = X(G), X:— X(62), ….) Xn— X (0% )k:
= te (T1) S(01, di), Satr) —5(02, æ2)
nous vérifierons facilement que cette suite 55, 51: :.., $n définit un jeu écuitable discontinu (p. 83). Donc, nous avons
Pr.{,B.sup. s[6, X(b:)]2 È = n 0
RU PERS et, en faisant tendre » vers l'infini,
(16) PE: B. SM CUENEES
Reportons-nous aux conditions (15). Nous déduirons de (16) que Pire À X(&)<op(ti) pour #:2t j 21—
Où que, si nous désignons par T la borne supérieure des valeurs de t; pour lesquelles X(4) > o(ti), nous avons
Test presque certainement fini. o(t) sera alors appelée une fonction limite supérieure stochastique de X(t).
T. Cas où X(1+ 0) — X(4) est une variable obéissant à la loi de Gauss. —— Quand la fonction HAS TE >) est de la forme Pia =, a), la fonction X(4) est dite une intégrale à éléments aléatoires indépendants ou fonction aléatoire à accroissements indépendants (P. Lévy). Si la fonction X(4) aléatoireæst de plus continue (avec probabilité égale à 1) F(xa 2, 3, l) est une fonction de répartition suivant la Loi de Gauss, que l’on peut mettre, en faisant au besoin un changement de variables pour é, sous
lmformeF (z3—:x,, 6, — 7, ), avec
8 Des VE (8) oise 1 du.
TP
Réciproquement, si Pr la) à la forme ci-dessus indiquée, la courbe aléatoire X(£) est équivalente stochastiquement à une fonction continue, c’est-à-dire qu'il existe une fonction aléatoire Y(£), idéterminée par la même épreuve qui détermine X(t), continue, telle que, quel que soit £,
CE NON En
Les résultats que nous venons de rappeler sont dus à M. Paul Lévy (P. Lévy, [1], p. 158-193) et montrent l’importance de la place tenue, parmi les intégrales à éléments aléatoires indépendants, par celles où F(æ;— x, #4, ta) est la fonction de répartition d’une loi de Gauss.
Cherchons à déterminer une fonction limite stochastique (p: 104) par le procédé du paragraphe 5 quand F a la forme (18). La fonction s(#, æ) doit satisfaire à l'équation
en
(19) s(é, æ) = fru+tzæne 20 dy,
qui exprime la condition (dj) (p. 101).
Nous allons essayer de trouver une solution de celte équation en raisonnant par analogie avec ce qui a été obtenu pour le cas de Bernoulli discontinu. Nous rappelons que nous avions trouvé
s(æ, ) pq f eG— 0 art:
æ étant la répétition de l’événement de! probabilité p. s(x, y) est le quotient de deux quantités, que nous pouvons écrire
PRET ANT bi , æ+y!
Un 3 tx(1 — th dF(&), AE
en mettant en évidence que la seconde est la probabilité d'obtenir les répétitions x et y, tandis que la première est la valeur moyenne
d’une probabilité du même genre. Ceci nous conduit à essayer, pour l’équation (19), une solution de la forme
, a (æ— à 12 re
(20) s(t, æ)— 4 DEC)
V2rt
I 2 (LT
= Fr € # 4 AAA AO =] 25ŒF(X) (0=>0)
La fonction sous le signe f étant non négative, nous pouvons interverüir l’ordre des intégrations, ce qui montre que (19) est vérifiée. Il reste à satisfaire à (15), et en particulier, en rempla-
çant, pour une raison de commodité, o(4) par o(t) VE à
(21) lim s{t, o(4) 26] =.
Prenons pour F(À) une fonction dérivable, soit FO, et choisissons f nulle pour À<0o, décroissante pour À =—>0. Nous aurons alors
CS ae FA + 2 HR à FC) À =1,
et la première des conditions (15) est vérifiée. Passons à (21). Nous avons, pour + = 0,
ae eat :
(a2 fe "Sytazy() |
— 2, Ti GE [ —u?
2e a M Ca,
Or, il est bien connu qu’on peut trouver une constante telle
que pour «a > 0 ui entdu < Kere,
d’où pour s(#, æ) l’inégalité
a) / FE) 4/2 (E).
Le raisonnement se poursuit à partir de cet instant comme dans le cas de Bernoulli (p. 90). Si la fonction croissante o(é)
: : dt 7 rend convergente l’intégrale for et si Wée-?{t), est pour {
suffisamment grand, une fonction croissante, on peut trouver f (À) telle que
Por ee
lim s[ é, o(é) vo — ©,
le
Donc : toute fonction o(t) croissante, rendant convergente Da sa0 = : :
l'intégrale [gee et telle que Vie soit croissante pour t
suffisamment grand, est une fonction limite stochastique , XCUE SMESE (p- 104) pour la courbe aléatoire G), où XX Lt) est une courbe V2c
aléatoire dont la loi de probabilité est définie par (18).
Nous démontrons ainsi en ne faisant appel qu’à des considérations élémentaires de probabilité un théorème dû à Petrowsky; la démonstration de ce dernier utilise la théorie de l’équation de la
chaleur (Petrowsky, [1],
8. Plus grande valeur. — Dans certaines études on s'intéresse particulièrement aux plus grandes valeurs prises par une suite de variables aléatoires. Nous ne traiterons qu’un cas schématique, et chercherons à trouver une fonction limite inférieure de la plus grande; ce sera un résultat nouveau.
Soient RS CHRIS 0
des variables aléatoires indépendantes, ayant toules même fonction de répartition. Considérons la suite des maxima de la suite { X;}. C’est une suite de variables enchaînées
où Var Lex, Xi
Soit F;(y) la fonction F;(y) = Pr. l NOT j»
connaissant Ÿ,, Yo, ..., Yi_4. Si nous supposons que
Pr Xe = No ret),
nous aurons j 5% pour y > Yi; (1) F7)
(Ecy pour y < Y;-4.
Remplaçons la suite discrète { Y;} par une suite continue, c’est-à-dire par une fonction aléatoire Y(4), telle que pour t
entier, on ait | SAONE UE
Remarquons que F;(3) ne dépend que de Ÿ;_,; si nous calculons la fonction de répartition de Y; connaissant Y;_} seul, nous obtenons une fonction nulle pour yY<Yi x et égale à y* pour Y > Yi. Nous sommes donc amené, pour Y(#), à faire l’hypothèse, compatible avec la précédente :
Pr VE H0) Sy Y() = = (70) MI),
avec û our U ; (2) HEC u, = 17 PRE 0, pour y < u.
Avec les notations de la page 88, nous avons ait Our To > T1:
P(z1, Te, li, u)=| F è P L 0, pour æo < æ1.
L’équation (9) est vérifiée, ainsi que l’on s’en assure par simple substitution. Cherchons une solution de l'équation (d') (p-. 1071),
qui s’écrit ici à
SC »0)= | S(t2, Y) dy F(y, Yo; t— 4) (rt) Ou, en posant ti — #, {2 — 3 —0, Yo—=Y, y — u, et en explicitänt :
(3) s(t, Y}=pÎs(t+ 8, y) +8 (l s(t+ 6, u)u0—1 du. ve
s(t, y) doit être >o; de plus, nous devons avoir SO JET, ce qui donne
(4) a (Es, Pr,
Supposons s dérivable, et différentions (3) par rapport à y; il
vient (5) dy s(t, J)= y» d,s(t+8, y).
Nous en déduisons que sis satisfait à une équation aux dérivées partielles, cette dernière sera de la forme S dy = y tp(y), ce qui nous amène à chercher pour s une fonction de la forme
(6) Ur) — p(u)u-t du.
% Nous prendrons p(w)2 0 pour être sûr que s2 0; on vérifie sans peine que la solution (6) satisfait bien à (3); quant à (4), nous en
birons
se DIEM ©
Cherchons maintenant une fonction o(t) telle que l’on ait Y(#)2œ(6),
à partir d’une valeur de £ presque certainement finie. Remarquons que s(t, y) définie par (6) est une fonction décroissante de y. En raisonnant comme au paragraphe B (p. 102), nous verrons que si nous pouvons déterminer s(£, y) telle que la fonction s[{, o(+)] tende vers l'infini avec t, il sera démontré que, si nous nous donnons une suite partout dense {t;}, la borne supérieure des valeurs de t; pour lesquelles (7) n’a pas lieu est presque certainement finie. Remarquons que nous n’avons besoin ici que de considérer les valeurs entières de t; donc le résultat précédent sera
satisfaisant (*).
(:) Par ailleurs, si o(#) est croissante, comme Y(£) est non décroissante, Y(£,) 2 o(é,) pour #,> #, implique Y(£) > w(t) pour t > ts.
Nous sommes donc ramenés, © étant donné, à chercher p20,
tel que f p du —=1, et que lims[é, g(t)|— ©, s étant définie leo, par (6).
Pour trouver à quelle condition doit satisfaire ® pour que p puisse être ainsi définie, nous allons raisonner d’abord d’une manière peu rigoureuse; nous démontrerons ensuite rigoureusement la proposition à laquelle nous serons amenés. Si £ est grand, ut décroît très rapidement; nous poserons
(8) s(#, nero ta DE |
Faisons y — o(t) dans le second membre, nous obtenons une fonction f(t)
PO E ETC OI
ot—1 T
Supposons o continue croissante, variant deo à 1 quand { varie de o à w, et soit £ — (0) la fonction inverse de o(t). Posons
JLée)I= Ce), d'où f(é)=YLe(r)].
Il faut que lim 4 9(0)] =
lim D(D) = 0.
Donnons-nous alors une fonction croissante Y(v), telle que Y(9)—œ quand o->1, et déterminons po. Nous tirons de (9)
MOIOT ES
Xe è
To
es
Si nous posons £ — {(®) dans le second membre, p(?) est déterminé, et nous avons
LiCp)—1]b(e)rrt,
1 — pélp}1
e” Il faut que f p du —1. © variant de o à 1, intégrons le second
membre de (11), par rapport à o. Négligeons le facteur , qui
mn Cr
croît lentement quand 6 ->1. Il vient de =pide [é=t(e)].
Supposons que le coefficient de de soit une fonction croissante de , et intégrons par parties entre o et 1, en posant
D =NOR = © 1— oi
Il vient (t—1)9/? do + pti Loge 24 1 — pi"
du —
d’où, en supposant o! monotone,
fe de sera sûrement convergente si lim ot 1 et si l’intégrale
T—\œ I "E IEACE dt converge. Remarquons que cette dernière condition entraîne la première, puisqu'elle implique que lim 4! — o, si g' est PES
une fonction monotone à partir d’une certaine valeur de #.
Nous obtenons ainsi, par un raisonnement intuitif, mais peu
rigoureux, la proposition suivante, que nous démontrerons plus loin :
Soit o(t) une fonction croissante continue, ainsi que la . . . I # fonction to!', telle que o! soit monotone et que [ 4 log: dt soit - ‘ convergente. Soit Y(t) la fonction aléatoire définie par (2) (p: 108); l'inégalité Y Z>o(t) aura lieu constamment à partir d'une valeur de t presque certainement finte.
Démonstration. — Supposons que lim o(t) == 1, et 9(0)— 0,
ce qui ne restreint pas la généralité de l'hypothèse; soit £(o) la fonction inverse de la fonction o(#), et considérons la fonction
C’est une fonction croissante, puisque ot est une fonction croissante de {; considérons l'intégrale
5 p1(p) do
et faisons-y le changement de variable o — (+). Elle devient
à SA — +1 IE = = vo to % dt 5h ? os d+ f ?
ue : : É 1 La première intégrale est convergente puisque f qi bog > dt
converge. La seconde converge évidemment. Donc f'p. do a une
valeur finie. Nous pouvons prendre p(u) croissante telle que
[et du =, RO)
u—1 pi(u)
Si nous considérons maintenant ST) = f u—tp(u) du, “à
nous aurons, puisque p(w) est croissante,
s(é, Y)> e(y) 1 ut du — DE - | (+)
sé, 9()]> 2) moe us D(I— pitt)
et, quand {— 0, ; S[é, p(t)] +; en effet, on déduit de la convergence de fe Log: que la fonction
(supposée monotone) o! a pour limite o quand # ne Nous pouvons considérer, au lieu |! d’une inégalité de la forme Y >, une inégalité de la forme
ce qui nous donnera, en posant 9 -— AE une condition suffi-
sante pour que Ÿ(/) soit une fonction limite supérieure stochas- : 7 I I d tique de £{(1— Y). Dans f log - dt, log - est comparable à _ eto!
à eŸ, ce qui donne pour 4 la condition :
el Da ee _y, dt + L intégrale [ de e doit être convergente.
? x LA 4 A , * , ’ D'une manière plus précise, évaluons le rapport des éléments différentiels, il a pour logarithme :
I \ Log (y e—Ÿ :) — Log (' Log =
= Log® — DL — Logt — 1 Log (: — à — Log Log
ul ( I — DE VE L3 . on 12 \ = + + 2 + ONE RS SE DOTE x ot 31 ) : > UP 5 A ns Si nous supposons que lim = = lim ? — 0, les éléments diffé- TOUR T0
rentiels sont équivalents pour les grandes valeurs de £. Comme nous cherchons à prendre pour 4 une fonction qui croisse le plus
1 BE d2 () lentement possible, les conditions FF 0, ; >0 ne sont pas
génantes. On voit sans peine que Ÿ doit croître plus rapidement que LogLog£ et peut croître plus lentement que Logt. Il faut naturellement s'assurer que les conditions secondaires imposées à © sont vérifiées (monotonie de 2 et s!, croissance de #9).
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