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PRÉFACE
C'est à la suite de recherches sur les surfaces du second degré que nous avons commencé le travail que nous publions aujourd'hui. La théorie géométrique de ces surfaces, que nous élaborons depuis six ans, et que nous espérons produire un jour, nonseulement trouve son point de départ dans celle des sections coniques, mais encore l'invoque à chaque pas; cependant, celle-ci nous ayant manqué une fois contre notre attente, nous avons été conduit, pour essayer de remédier à ce défaut, à aborder le sujet traité dans cet Ouvrage.
Malheureusement les auteurs étrangers sont trop négligés en France, et l'on s'attache peu à y répandre leurs travaux à l'égal des nôtres. Que ce soit là notre excuse, si nous nous sommes aperçu seulement quand nous étions au bout de notre tache que quelques-uns de nos résultats, absolument incoimus en France, étaient depuis longtemps connus à l'étranger : nous
\lll PRÉFACK.
avons cité les auteurs. C'est grâce aux communications obligeantes de M. Cremona, professeur si apprécié (lu public savant, que nous en avons eu connaissance : c est lui qui nous a mis en relation avec M. Smith, professeur deGéométrie à l'Université d'Oxford, et nous nous plaisons ici à les remercier tous les deux du bienveillant intérêt dont nous avons été l'objet de leur part.
ET TANGENTIELS
THÉORIE DE L'INVOLUTION PLANE
1 . Nous dirons que des points conjugués trois à trois sont en insolation plane lorsqu'ils sont les sommets de triangles conjugués à une même conique. Si, au lieu de considérer les sommets de ces triangles, nous en consitlérous les côtés, également conjugués trois à trois, nous dirons encore que ces droites sont en involulion plane. Suivant que la coni(|ue qui détermine ainsi l'involulion sera un cercle, une ellipse,... nous dirons que l'involution est circulaire, elliptif/iie
Ces définitions admises, nous allons étudier les proj)riétés de l'involution plane et ses analogies avec l'involution linéaire. Nous étudierons plus spécialement le cas où l'involution est circulaire, qui est celui où ces analogies sont le plus remarquables.
2. Nous ne discuterons pas les différents cas particuliers qui peuvent se présenter dans la position du triangle^
ils résultent de la théorie des sections coniques; ndiis les énoncerons seuli-nient :
i" Lin sommet pent être à l'indni ; alors les den\ auti-es sont snr nn diamètre, et le di\isent liarmoniquemenl :
2° Un coté peut être à l'inlini; alurs le sommet opposé est le centre de la courbe et les deux autres cotés en sont deux diamètres conjugués;
S*' Un sommet peut être sur la courLe ; alors un second sommet se confond avec lui sur la tangente en ce point, et le troisième est un point quelconque de cette droite, paiexemple le point de contact; de sorte que la conique peut être considérée comme le lieu des points douJjles ou des points triples de l'involution. JNous l'appellerons, pour cette raison, la cu/iK/iir ln'j>le de l' iii\'oliilion.
Lorsque deux sommets du triangle sont confondus sur la conique, deux côtés sont aussi confondus et sont la tangente en ce point, le troisième est la polaire du troisième sommet qui est sur la tangente. Si ce point est aussi le point de contact, on voit que la tangente forme à elle seule les trois côtés. De sorte qne, lorsque des droites sont en involution plane, la conique triple est également l'enveloppe des droites doubles ou des droites triples de l'involution.
Deux coniques ayant généralement un triangle conjugué commun et un seul, il en résulte que deux involutions planes ont généralement un triangle commun. Les cas d'exceptions sont celui où les deux coniques triples ont un point de contact, alors deux côtés du triangle conjugué commun se confondent avec la tangente en ce point; cl celui où elles sont doublement tangentes, alors il y a une infinité de triangles conjugués connnuns, constitués par la corde de contact et par deux droites conjuguées passant par le pôle de cette droite : comme cas particulier de ce dernier, les coniques peuvent être concentriques et avoir les mêmes directions asymptotiques.
Enfin une involution plane est évidemment projcctive ;
THÉORIE DE LINVOLUTION PLA.NE
car une conique et un triangle conjugué ont pour perspective une conique et un triangle conjugué.
3. Nous avons ainsi retrouvé les propriétés anaiogu<'s à toutes les propriétés (l(\scripti\ es de l'involution linéaire, centre, points doubles, segment commun à deux iuvolutions, projectivité; il ne manque que celle qui est relative au sommet de l'involution, d'où l'on voit tous les segments sous un angle droit. Nous allons rencontrer la propriété analogue dans l'involution plane circulaire ^ mais, de même que dans l'involution linéaire les points doubles doi\ent être imaginaires pour que le sommet soit réel, il faudra ici que le cercle triple soit imaginaire.
On sait en elïet que, si du point de l'cncontre des hauteurs d'un triangle comme centre, on décrit un cercle dont le carré du rayon soit égal au produit des deux segments de chaque hauteur comptés à partir de ce point, produit constant pour chaque hauteur et positif ou négatif suivant que le point de rencontre des hauteurs est extérieur ou intérieur au triangle, on sait que le triangle est conjugué par rapport à ce cercle.
Nous donnerons à la racine carrée de ce produit le nom de puissance du triangle; suivant lun ou l'autre cas, al-^ gébriquement parlant, elle sera réelle ou imaginaire; mais il nous arrivera souvent, dans le second cas, de lui restituer son caractère de longueur géométrique, et de ne pas tenir compte des signes des segments. Quoi qu'il en soit, ou peut énoncer le théorème suivant :
Théorîîme. — Tous les triangles qui ont même j'oiitl (Je rencontre des Itauteurs et même puissance algébrique jormeni une involulion plane dont la conujue triple est un cercle réel ou imaginaire, suivant que le point de rencontre des hauteurs est extérieur ou intérieur à ces triangles. Il a ce poitit pour centre et la puissance algébrique pour raj on.
J) ailleurs il est facile de faire voir que, lorsqu'un
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trièdre trirectangle est coupé par un plan suivant un triangle, le sommet se projette à rintéri(;ur du triangle suivant il! j)oint de rencontre des hauteurs, et la longueur di* la projetante est égale à la puissance géométrique du triangle, il en résulte (jue, si l'on considère une involution plane circulaire imaginaire, et qu'au centre de l'involution on élève à son plan une perpendiculaire égale à la puissance géométrique de tous les triangles de l'involution, de l'extrémité de cette perpendiculaire on verra tous ces triangl(;s sous un angle trièdre trireclangle.
4. C'est ce système de triangles, conjugués à un même cercl(î, que M. Poudra a considéré le premier sous le nom Hl involution i)lane (*), et il a dit que sa pex'peclive était aussi une involution plane, dans le sens qu'il attachait à ce mot, ce qui parait faux, puisque le cercle imaginaire par rapport auquel ils sont tous conjugués a pour perspective une ellipsi; imaginaire, et que tous ces triangles ne peuvent être à la Ibis conjugués par rapjiort à un cercle (>t par rapport à une ellipse. Voici prohaljlement la cause de son erreur: si l'on prend le sommet de l'involution pourpoint de vue, tous les trièdres, étant trirectangles, se projetteront sur un plan quelconque suivant des triangles ayant même point de rencontre des hauteurs et même puissance, pai' conséquent suivant une involution plane circulaire imaginaire; c'est (ju'alors le vùnc (jui projette le cercle imaginaire, étant coupé par un [)lan(pielconque suivant un cercle, sera une sphère réduite à son centre, ce qu'on vérihe d'ailh'urs en \oyant que le centre du cercle d'intersection de ce cône avec un plan quelconque est le pied de la perpc;ndicul aire p abaissée du point lixe sur ce pi an , et que son rayon, qui est égal, pour une sphère de rayon R, à y/R" — /,>-, est ici égal à y/ — /^^
(') Nouvelles Annales de Mathématiques , 2" série, l. III, p. /|()S. — CuASLES, Rapport sur les progrès de la Géométrie, p. 3o8; 1870.
THKOKIE DE L INVOLUTION PLANE. D
5. 11 est encore une propriété de l'involution Hn('aire, relative au sommet de rin\olution, qui trouve son analogue dans l'involution plane. Dans la première, en eil'et, tous les cercles décrits sur les segments comme diamètres ont jnème axe radical. Dans la seconde, si l'on circonscrit un cercle à un triangle quelconque de l'involution, les sphères ayant ces cercles pour grands cercles ont même axe radical, et cela quelle que soit la conique triple.
C'est ce cjui résulte en eiï'et d'un théorème connu, savoir : La puissance du centrée d' une conique par rapport à un cercle circonscrit à un triangle conjugué est égale à la somme des carrés des demi-axes (*).
Si la conique est réelle, son centre est toujours extérieur à un triangle conjugué, et les sphères ne se couperont pas, de même que, dazis l'involution linéaire à points doubles réels, les cercles correspondants ne se coupent pas. Mais, si la conique est une ellipse imaginaire, les sphères se couperont en deux points symétriques par rapport au plan de linvolution, se projetant suivant son centre réel, et la longueur de la projetante sera \Ja'^-i- //-, « ^/ — i et ^ \J — i étant les demi-axes de l'ellipse. Néanmoins, dans le cas où (7 = è = R, ces points ainsi déterminés ditïèrent complètement du sommet précédemment déterminé (3), puisque leur projetante est R ya et que celle du sommet est égale àR.
G. JNous allons traiter maintenant les dilïéreuts problèmes que l'on peut se proposer sur l'involution plane.
Si la conique triple est donnée, l'involution sera déterminée et l'on pourra consti'uire un triangle quelconque de l'involution facilement. Sinon, l'involution sera déterminée toutes les foiscjue l'on connaîtra cinq éléments de la conique
(') Faci'.e, Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XIX, p. 23.|- — M. P. Scrrct donne é(;alement uno démonstration géométrique de ce théorème [Géométrie de direction, j). 217).
triple, par cxcinplt;, si riiivolution doit être circulaire et (ju On en connaisse un tiiaiii;le. Si rinvolulion doit être (juclcouque, deux triangles la détermineront, mais leurs six sommets devront être sur une même conique, comme on le sait ( ' ).
PuoBLJiMK. — Construire la conique triple d' une involulion (iéterminée par deux triangles.
On peut dans ce cas-là se proposer de construire la coni(jue triple. Soient AHC, A'B'C [Jig. i), les deux trian-
Fig. ..
gles donnés. Le point a est évidemment le pôle de la droite AA'; donc les points a et |3 sont conjugués par rapport à la conique cherchée; elle passe donc par les points doubles de l'involution linéaire, déterminée sur la droite BC par les deux segmenîs BC, a^. Le problème est donc ramené au problème analogue de l'involution linéaire, et l'on pourrait d'ailleurs facilement en construire le centre, carie triangle Aafi étant conjugué par rapport à la conique, le centre radical des cercles circonscrits aux triangles ABC, A'B'C, Aa|3 est précisément le centre de la conique, d'après le théorème énoncé plus haut, et la longueur de la tangente menée de ce point à ces cercles est égale à \ja^ -t- b' . Ou bien encore d'après cette propriété : Etant donnés deux points et leurs polaires, si par chacun de ces points on mène une parallèle à la polaire de l'autre, la droite (jui
(') Chasles, Traité des Sections coniques, p. i.'iO.
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passe par leur point de rencontre et celui des droites données passe aussi par le centre de la courbe (^).
Si plusieurs triangles conjugués ont un côté commun, leurs sommets forment sur ce coté une involution linéaire dont les points doiU^les sont ceux où il rencontre la conique; d'ailleurs, dans ce cas, les cercles circonscrits ont même axe radical. 11 en résulte ce théorème :
Théorème, — Si l' on consl/uit une série de ccicles (ijant même axe radical, lequel passe par le centre d'une conique, et tels que la puissance algébrique de ce centre par rapport à l' un quelconque d'entre eux soit égale à \ja^ -{- b^, la polaire d'un de leurs points communs par rapport à la. co/iique déte/niinera sur ces cercles une im'olulion linéaire dont les points doubles sont les points d' intersectioji de cette droite as^'ec la conique.
7. Problème. — Construire un triangle d' une ijiuolution plane déterminée par deux triangles.
On peut y arriver sans construire la conique triple : car, soient abc, a'b'c' {Jig. 2) les deux triangles donnés 5 il est
Fiff. 2.
facile, au moyen de ces deux triangles, d'en déterminer deux autres réciproquement conjugués par rapport à la conique cherchée, c'est-à-dire tels que la polaire d'un sommet
(') P. Serret, Géométrie de direction, p. i85.
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(le l'un d'eux soit le côté homologue de l'autre 5 par exemple, les triangles aj3y, a'jS'y', comme il est aisé de le véi ilier dans la jfignie; et, d'après un théorème connu, ces triangles sont hoiuologiques. Soient donc a, un sommet du triangle cherché, jS', et 7', les points d'intersection du côté opposé avec a.' y' et a'j3'; par le même théorème les triangles «ijSy et a'/3', y', seront homologiques, ce qui permettra de déterminer un point de la droite |3', y',, polaire du point «], par rapport l\ la conique triple. Il suilira de joindre ajy, qui rencontre a!-/ en ^, a, (3 qui rencontre a'jS'en y, la droite pq rencontrera ^j-/ au point /•, qui est un point de la droite cherchée; on pourrait de même en déterminer un second, au moyen du triangle aja|3 et de son iiomologique; on aura ainsi le côté opposé au sommet tx.^ choisi arbitrairement.
Sur ce côté, les deux autres sommets ne sont pas déterminés, ils forment une involution linéaire que l'on pourra déterminer au moyen de la construction suivante, tout à fait analogue à celle de l'involution linéaire.
On construira immédiatement, comme plus haut ,6), un troisième triangle A a|3 de l'involution 5 les sphères ayant pour grands cercles les cercles circonscrits à ces triangles auront même axe radical (5), et toutes les sphères de leur série qui passeront par le sommet choisi «j couperont le plan de l'involution suivant une série de cercles ayant même axe radical et déterminant sur la droite précédemment construite l'involution linéaire cherchée, dont deux points conjugués quelconques seront les deux autres sommets du triangle. Dans le plan, la construction se ramènera à la suivante : on décrira le ccixle orthogonal commun aux trois cercles circonscrits, et tous les cercles passant par le point a, et orthogonaux à ce dernier donneront chacun sur la polaire du point aj deux points répondant à la question.
CHAPITllE II. DES SYSTEMES PONCTUELS.
8. La théorie de l'involution plane, très-féconde eu eilemènie, le sera surtout par une autre théorie à laquelle elle va nous conduire, celle des coniques en involution. Mais, avant de l'aborder, il est nécessaire d'étudier certaines propriétés de ces courbes.
D'une façon générale, on appelle sjstème de coni- (jues (^) l'ensemble de plusieurs coniques satisfaisant à des conditions communes et définies dans chaque cas suivant la nature du système. Il y a les systèmes ponctuels et les systèmes tangeritiels. JXous allons nous occuper d'abord des premiers. D'ailleurs, toutes les fois que nous ne désignerons pas la nature du système, c'est qu'il s'agira d'un système ponctuel.
DU SYSTÎiME PONCTUEL DU PUEMIEU ORDRE, OU FAISCEAU POKCTUKL.
£f/n/i(ion générale en coordonnées ordinaires : /C + pC = o.
9. On entend, par sjstème ponctuel du premier ordre, ou simplement par faisceau poncluel, l'ensemble des coniques qui ont quatre j)oints communs. La propriété caractéristique d'un faisceau résulte du tliéorème de De-
(') Smith, Proceedings of the London mathematical Society, n° 1 i, p. go.
sargues-Sturm, d'après lequel ces courbes sont coupées par une même droite suivant un système de points en involution linéaire. Ces courbes ont donc sur une droite (juelcoufjue un système de deux point coiijui^ués communs, (|ui sont les points doubles de l'involution linéaire correspondante. Ces courbes satisfaisant à quatre conditions, on peut se demander si, réciproquement, toutes les coniques qui ont quatre couples de points conjugués communs ont quatre points communs, et par suite une infinité de cou])les de points conjugués communs. C'est en effet ce qui a lieu (' ) : car, si nous considérons deux coniques C et C parmi celles qui admettent les quatre couples donnés, nous voyons d'abord que toutes les coniques du faisceau [C.C] (*) les admettront également. De plus il n'y en aura pas d'autre^ car, s'il y en avait une C", toutes les coniques des faisceaux en nombre infini déterminés par la conique C" et cliacune des coniques du faisceau [C.C], coniques dont l'indétermination est d'un ordre supérieur au premier, admettraient également les quatre couples donnés, ce qui ne saurait avoir lieu, à moins que ces quatre couples ne soient pas distincts, c'est-à-dire que trois d'entre eux n'entraînent le quatrième, (•as sur lequel nous reviendrons (19).
10. De quatre couples de points conjugués, on peut donc en conclure une infinité, qui, en somme, ne forment que quatre couples distincts. Nous verrons également (19) comment on peut en déduire une infinité au moyen de trois couples distincts. Enonçons enfin le théorème suivant, (jui indique le cas où trois couples ne sont pas distincts et comment on peut déduire l'un des deux autres :
Théouème. — Lorsqu une conique divise hornionique-
(') On trouve une autre démonstration de cette propriété par M. de Jonquicres {Nouvelles jinnales de Mathématiques, t. XIV, p. l^^Ç)).
(') Le faisceau fCC] sij;iiili(' le faisceau dcCorminé par les courbes C et C. La conique P[C.C'] siguifio la conique du faisceau [C.C] qui passe par le point P.
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ment les deux diagonales d'un quadrilatère, elle divise aussi Iiarnionit/uenient la droite </ui joint les points de concours des côtés opposés (').
Eu d'autres termes, de deux eouples PiQ, et P2Q2 résidte uu troisième eouple fourni par le point d'intersection des droites Pj Qs et P, Qi et celui des droites Pi P. et
1 1 , Toutes les coniques qui passent par trois points pouvant être considérées comme ayant trois couples de points conjugués communs respectivement sur chacun des trois côtés du triangle des trois points, il en résulte que toutes les coniques qui passent par trois points et qui ont un système de points conjugués communs peuvent être considérées comme ayant quatre couples de points conjugués communs, et par suite passent par un quatrième point. 11 est facile à déterminer : car soient «, ^, c les trois points donnés [fîg- 3)
Fig. 3.
<'l P, Q les points conjugués communs^ le système des coniques considérées formant un faisceau, il suffit, pour avoir le quatrième point r/, de trouver celles d'entre elles qui se réduisent à deux droites; or, si la droite ac coupe en j3 la droite PQ et qu'on détermine le point (3' conjugué de /3 par rapport aux points P et Q, il est évident que le système des droites ac, &j3' répond à la question 5 on aura de même les
(*) Hesse, De curi'/s et super/îciebus secuiidi ordinis {Journal de C relie, l. XX, p. 3oi; i8',o).
systèmes ab^ cy' et bc^ «a', et les trois droites aa', b^\ cy' passeront par un même point cl^ qui est le quatrième point cherché. On retrouve donc ainsi les théorèmes suivants.
Théouème. — Etant donnés un triangle et une invuLution linéaire, les trois droites q ai joignent un sommet du triangle au point de l'involution conjugué de celui par où. passe le côté opposé concourent en un même point.
Théorïome. — Ce point est commun à toutes les coniques circonscrites au triangle et conjuguées par rapport aux points doubles de l'iiwolution.
Corollaire. — Si les points P et Q sont les points circulaires de l'inlini, la conique devient une hyperbole é([uilatère, le point d devient le point de rencontre des hauteurs du triangle ahc et les énoncés deviennent :
Théorème. — Les trois hauteurs d' un triangle se coupent en un même point.
TiiÉORÎîME. — Toutes les hyperboles éc/uilatères circonscrites à un triangle passent par le point de rencontre des hauteurs.
12. Problème. — Construire une conique, connaissant quatre points et un sj sième de points conjugués.
1° Si les quatre points sont donnés par l'intersection de deux coniques C et C, la droite sur laquelle se ti'ouvent les deux points conjugués coupera la conique cherchée suivant les deux points conjugués communs à deux involutions linéaires, dont l'une est déterminée sur la droite par toutes les courbes du faisceau [C.C], et dont l'autre a pour points doubles les points conjugués donnés^ dans ce cas, la construction est quadratique;
:>y Si les quatre points sont donnés directement, au moyen des deux points conjugués et de trois quelconques des quatre points donnés, on construira un cinquième point de la conique (il)", ici, elle est linéaire (').
(') M. de Jonquièies résout le même prot)lèmo (Nouvelles annales de
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Problème. — CoJïSti'uire une conique, connaissant trois points et deux couples de points conjugués.
Au moyen des irois points donnés et de chaque couple de points conjugués, on constrnira successivement un quatrième et un cin(piième point de la conique (H )• La construction est linéaire.
13. Deux points pouvant être déterminés par la condition d'être conjugués dans deux involutions données, il en résulte que toutes les coniques qui passent par deux points peuvent être regardées comme ayant deux couples de points conjugués communs sur la droite qui joint ces deux points-, donc, toutes les coniques qui passent par deux points et qui ont deux couples de points conjugués communs peuvent être regardées comme ayant quatre couples de points conjugués communs et conséquemment ont deux autres points communs (9). On peut facilement les obtenir par une construction quadratique; car si l'on se donne un troisième point C d'une de ces courbes sur la droite où se trouve l'un des couples de points conjugués, on en conclura un (|uatrième point D sur cette droite, et l'on pourra en consti'uire un cinquième point au moyen de ces deux points, des deux points donnés A et B et du second couple (11). En changeant le point C sur la droite CD, ou construira de la même façon une conique qui coupera la première en A et B, et aux deux points cherchés. On peut donc dircî qu(î :
TnÉonicME. — Toutes les coniques qui ont deux points communs et deux couples de points conjugués communs passent par deux autres points fixes (*).
Mathématiques, t. XIV, p. ((h')) chuis K- second cas, où les quati'c points sont donnés directement, en construisant le faisceau déterminé par ces quatre points, ce qui rentre dans le premier cas. Il substitue ainsi une solution quadratique à une solution linéaire.
(') M. de Joiiquières démontre également cette propriété {Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XIV, p. 438).
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\A. Problème. — Construire une conique, connaissant deux points et trois couples de points conjugués.
Pour ct'la, on consiruira d'abord, ainsi qu'il vient d'être dit, deux des coniques passant parles deux points donnés, et admettant deux des couples donnés. Elles détermineront un faisceau dans lequel ou construira la conique qui admet le troisième couple (IS); la construction est quadratique (*}.
15. Toujours par la même raison, toutes les coniques qui passent par un point et qui ont trois couples de points conjugués communs, ont trois autres points communs. Leur détermination est évidemment un problème cubique et on peut le résoudre par l'intersection de deux coniques dont on connaît un point. 11 suflira, pour cela, de construiredeux de ces coniques, par exemple celle qui passe par le point d'intersection de deux des droites qui renferment les couples donnés-, il en résultera deux points, ce qui Icra quatre; enfin le troisième couple et trois de ces points en fourniront un cinquième (H). On en construira de même une seconde \ ces deux courbes auront un point commun A connu, les trois autres seront les trois points cherchés.
16. Problème. — Construire une conique connaisscint un point et quatre couples de points conjugués.
11 sulfira de construire deux coniques passant par le point donné et admettant trois des couples donnés, en s'en donnant un second point qui soit à l'intersection des droites qui renferment deux des couples donnés \ on en connaîtra cinq points, comme nous venons de le voir (15), au moyen du troisième couple. Ces courbes détermineront un faisceau dans le(piel on obtiendra quadratiquement la conique qui admet le quatrième couple (12\
Problème. — Construire une co/iiqur connaissant cinq couples de points conjugués.
(*) Ce problème est également résolu {Nouvelles Annales de Blathéiiuitiques, t. XIV, p. 436).
On construira une conique admettant quatre des couples donnés, en s'en donnant un point à l'intersection des droites qui renferment deux des couples donnés. Il en résultera deux autres points, puis un quatrième au moyen du troisième couple (IJ), et un cinquième au moyen du quatrième couple ( H ) ^ on construira de même une secondes conique qui admette ces quatre couples; ces deux courbes détermineront un faisceau dans lequel on obtiendra quadiatiqucment la conique qui admet le cinquième couple
Pour faire voir combien cette solution est simple, soient Pi Q,,..., P5Q5 les cinq couples donnés; si l'on considère la conique C qui admet les quatre premiers, et qui passe par le point A d'intersection des droites PiQi et P^Qa? elle passe par les points Aj et A2, conjugués de A par rapport à Pi Qi et à P2Q2; ces trois points et le couple P3Q3 en donnent un quatrième A3 (H), le couple P4Q4 un cinquième. On a donc immédiatement cinq points de cette conique, de même pour la seconde; on clierchera leurs points d intersection par la droite PgQg, et on en conclura immédiatement ceux de cette droite et de la conique cherchée. On connaîtra alors deux points de cette coui^be et nn faisceau auquel elle appartient.
17. Nous appellerons condition ponctuelle toute condition telle que quatre quelconques d'entre elles déterminent un faisceau ponctuel, c'est-à-dire toutes les coniques qui ont quatre points communs.
Nous voyons donc que, un point, un couple de points conjugués sont des conditions j)onctuelles, et nous avons résolu, au moyen de la règle et du compas, tous les problèmes dans lesquels on peut se proposer de construire utu; conique connaissant cinq de ces conditions. Nous verrons
(') On trouve une auln' si)Iution de ce problème par M. de Jonquières (^Nouvelles armâtes de Matlicmatiques, t. XIV, j>. /|38).
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plus loin ((j9) qu'il en existe d'autres, et en particulier quelle est la condition ponctuelh; la plus générale.
Mais il peut se faire que ces conditions, au lieu dèlrc; données directement, le soient parla connaissance d'un certain nombre de coniques, satisfaisant à plusieurs d'entre elles; dans ce cas, la solution des problèmes précédents est dillérente et également simple. Pour y arriver, nous allons étudier les propriétés des systèmes de coniques, que l'on peut définir par trois, quatre ou cincj de ces courbes-, ces propriétés nous seront d'une; utilité analogue à celles du tbéorème de Desargues, <pii pi'rmet de construire une conique déterminéi' par cintj points, dont quatre sont connus implicitement, comme étant communs à deux coniques déterminées. Toutefois, avant d'abandonner l'étude du faisceau, nous remarquerons :
1° Que, tous les cercles ayant deux points communs à l'infini, l'ensemble des cci'cles (jui ont deux points communs à distance finie constitue un cas particulii'r du faisceau ;
2" Qu'en général aucun cercle ne; fait partie d'un faisceau donné; ce cas particulier peut se présenter, mais, s'il y en a deux, toutes les courbes du faisceau sont des cercles;
3" Qu'en général un faisceau admet une liyperbole équilatère, et qvu;, s'il y en a deux, toutes les courbes du faisceau sont des hyperboles équilatères, parce (pi'une paleille courbe admet pour couple de j)oints con|Ugués les points circulaires de l'inlini.
ne SYSTÎiATE PONCTUEL T)V SECOND ORDIIK , OD TIÉSEAU PONCTUEL.
Equation génrralc en coordonnées ordinaires :
)X + y.C'-+-vC" = o.
18. Ktant données trois coniques, C', (/, C", on sait qu(; si l'on fait passer par un point P trois autres coni(]ues pas-
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saut respectivement par les points d intersection de ces coniques prises deux à deux, ces trois nouvelles courbes ont trois autres points communs, et appartiennent ainsi à un même faisceau ('). L'ensemble de toutes les coniques que l'on peut ainsi construire, au nioyxMi des trois coniques d(jnnces, en faisant varier le point P d'une façon quelconque dans le plan, constitue un sjslci/ic /)o/utacl du second ordie^ ou, plus simplement, un réseau ponctuel. On voit (|ue toutes les courbes d'un réseau satisfont à trois conditions; car, si l'on s'en donne un point, on obtient un faisceau dout toutes les courbes appartiennent évidemment au réseau, et dans lequel on peut encore déterminer une conique par un point. Nous allons faire voir : i° que toutes les coniques qui admettent trois couples de points conjui^ués communs forment un réseau; 2" réciproquement, que toutes les coniques d'un réseau admettent une infinité dv couples de points conjugués communs, mais non distincts, et déterminés lorsqu'on en connait trois.
Soient, en effet, PiQi, PaQa^ *"t- P3Q3 les trois couples donnés, ou pourra construire une conique répondant à la question, en s'en donnant un point A sur la droite PiQj, d'où l'on conclura un point B sur cette droite, un point A' sur P2Q27 qiii donnera un point B', et l'on sait d'ailleurs construire la conique C, passant par les points A, B, A', IV. et conjuguée au couple P3Q3 (lî2) ; on pourra construire de la même façon deux autres coniques C et C" admettant également les trois premier couples, et l'on pourra toujours faire en sorte que ces trois coniques n'appartiennent ])as à un faisceau; il suflira de prendie les deux points arhitraiies qui définissent la conique C" ailleurs que sur une conique du faisceau [C.C]. Cela posé, il est évident (pie si l'on construit une conique quelconque du réseau [C . C. C"], elle atlmcttra les mêmes trois couples de j»oints conjugués ; car,
C) CiiASLts, Traité dfs Sections coniques, p. y^G.
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soit P un point ilc ccltt- conique; clic appartiendra, d'après la délinitioii du réseau, au faisceau [P[C1.C'], P[C'.Cy']j et adnielti'a. par conséquent, les uièuies couples de points conjugués que les coniques P[C.C'] et P[C/.C"], lesquelles admettent toutes deux les trois couples donnés. D'ailleurs, si une conique étrangère au réseau admettait aussi les trois couples donnés, toutes les coniques des faisceaux en nombi'c inlini déterminés par cette courbe et chacune des coniques du réseau [C.C'.C"], coniques dont l'indétermination est d'un ordre supérieur au second, admettraient également ii's trois couples donnés, ce qui nv saurait avoir lieu, à moins que ces trois couples ne constituent pas trois conditions distinctes, cas sur lequel nous reviendrons (27). Donc :
THÉoi\i:MK. — 'Joutes les coniques qui admetteril t/ois couples dislincls de points conjugues cotjutiuns fornicnl un réseau.
19. Considérons maintenant toutes les coniques d un réseau, et cherchons à quelle condition doit satislaire luie droite ])Our les couper suivant une involulion linéaire, c'est-à-dire pour renfermer deux couples de ])oints conjugués à toutes les coniques du rési^au. On peut n'en considérer que trois, C, C, C"; pour qu'une droite les coupe suivant six points en involution, il suffit évidemment qu'elhî coupe la conique C suivant deux jîoints situés sur une conique du faisceau [C'.C"], ce qui n'assujettit cette droite qu'à une condition, et prouve qu'il en existe une inlinité. L'indc'lcrniination de ces droites est du preniier ordre; elles envehjppiiul donc une certaine courbe qu'il est facih' de construire par tangentes, lorsqu'on en connait trois. ainsi que les couples situés sur elles. C'est en efïct ce qui doit avoir lieu : puisque les courbes d'un rés(>au satisfont à trois conditions, il faut (pie tous les couples de points conjugués communs K-sullent de trois d'entre eux, et c'est ce qui ^a n<nis donnei' en même temps le moyen de sa\()ir lorscjue quatre couples de points conjugués ne sont pas dis-
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tlucts. Prenons un point P sur la conique C : la conique du faisceau [C. C"] qui passe par ce point la coupe en trois autres points A, B, C*, les droites PA, PH, PC répondent évidemment à la question, on pourra donc, de chaque point du plan, mener trois tangentes à la courbe considérée, lesquelles sont les trois droites qui joignent ce point aux trois autres points par où passent aussi toutes les coniques du réseau [C .C'.C"], qui passent par le premier. Cette courbe est donc de la troisième classe, et c'est la courbe générale de cette classe, puisqu'elle est déiînie par la connaissance de trois tangentes et de deux points particuliers sur cliacune d'elles, ce qui fait l)ien les neuf conditions nécessaires pour la déterminer, ^lous désignerons désormais cette courbe sous le nom de Cajleyenne (') du réseau.
Pour examiner les choses de plus près, nous allons supposer connus les trois couples de points conjugués communs, et nous verrons qu'en effet il est facile de déterminer liuéairenuuit une infinité d'autres couples de points ('gaiement conjugués par rapport à toutes les coniques conjuguées aux trois premiers. Soient PiQi, P2Q21 P3Q3 l^'s trois couples donnés (P/. /), situés respectivement siu' les côtés d'un triangle ABC. Puisque de chaque point du plan on peut mener trois tangentes à la Cajleyenne, on peut se se proposer de chercher la troisième tangente issue du point A. Elle est fai-ile à déterminer ; car toutes les coniques du réseau qui passent par le point A passeront aussi par les points Ag et A3, conjugués harmoniques de A par rappoit aux couples P9Q2 ^'t PsQs- Etai'.t de plus conjuguées
(') Du nom do l'auteur qui en a démontré analyliquement les proprié lés [Caylev, a Mcinoir on curves of the thrid order {Philosopliical Traniaclions, partie II; London, 1857, p. /|ij-/|^(i)]. Nous ne faisons que nous conformer à une dénomination déjà adoptée (Cremona, Introduzione ad nna teoria geometrica délie ctirve plane ; Bologne, 1862). Dans cet ouvrage, M. Crcmona démontre géométriquement les propriétés de la Cayleyenne d'un réseau ponctuol, comme conséquences de théorèmes généraux sur les courbes.
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par rapport au couple PjQi, elles passeront par un quatrième point que l'on ])eut construire (H). il suHit pour cela de chercher les trois points «j, Bj, Cj, conjugués harmoniques par rapport au couple PiQi des points a, lî, C, où les côtés du triangle AA, A3 rencontrent la droite PiQii les trois droites Ay-i, AjBj, et A3C, passeront par un même point a qui est le jîoiiit cherché, et la troisième tangente, issue du point A, est la droite Ka c[ui est la même que Acr,; on délei^miucrait de même les tangentes B|3i et Cyj, ainsi que les points h et r, analogues de «, situés respectivement sur CCS deux tangentes, et la figure montre bien que les trois tangentes issues du point A sont les trois droites qui joignent ce point aux points «, A,, A3 par où passent toutes les coniques du réseau qui passent par le point A.
On voit aussi qu'il sulîit, pour conslniire cette troisième tangente, de joindre les conjugués harmoniques du sommet considéré sur les deux côtés du triangle dont il est l'intersection, de prendre le point d'intersection de la droite ainsi obtenue avec le troisième côté, et de joindre le sommet choisi au point conjugué harmonique de ce point sur ce troisième côté.
^ous a\ons ainsi six tangent(\s de la courbe, iuais il est facile d'en trouver six autres sur la figure. Ya\ eilêt les tangentes issucîs d'un point P étant les trois droites qui joignent ce point aux trois autres sommets du faisceau défini dans le réseau par le point P, il en résulte que, dans chacun des faisceaux dont l'ensemble constitue le réseau, les trois systèmes de deux (boites qui sont des coniques de ce faisceau sont six tangeiilcs de hi Cavleyennc; en un mot, que tous les systènu's de; ch-ux droites, qui sont des coniques du réseau que nous étudions, sont des tangentes de cette courbe, qui de son côté en est l'enveloppe; d'où ce théorème :
TrfÉORÈMK. — Les dix-Jndt cordes communes à trois cotii(/iies (/ue/co/u/iies, prises deux à deux, sont tangentes à une mante cou/be de la troisième classe.
A cliacuno dos tangentes de la Gaylcyenne en correspond donc nne seconde, qui forme avec elle une conique du réseau, et ce système de deux droites est couséqucmment conjugué par rapport à tous les couples situés respectivement sur chaque tangente, c'est-à-dire que l'on peut énoncer sur cette courbe le théorème suivant :
Théorème. — Si Ivn piciid sur chdijue tangente à hi Cayleyenne le point conjugué luirnionique, par rapport aux deux points conjugués situés sur elle, du point oîi elle est rencontrée par une tangente fixe, tous ces points sont en ligne droite sur une secoiide tangctite, formant avec la prennèrc une conique du réseau.
Par couséc|uent, pour construire la tangente qui résulte ainsi d'une tangente connue, il suffit de joindre les points conjugués harmoniques des points où elle rencontre deux autres tangentes également connues 5 d'où l'on conclut que la droite Bi A, forme avec la droite AB une conique du réseau et est tangente à la courhe ; de même pour les droites B3C2 et Cl As avec les droites BC et CA. Il est également facile de voir que les trois tangentes précédemment déterminées Aa,, B/3, et Cyi ont respectivement pour tangentes correspondantes les droites A, A3, Bi B3 et Ci Ca- JNous avons ainsi douze tangentes de la courbe, accouplées par deux,, et on pourrait en construire, par le même procédé, une infinité d'autres. La courbe est donc bien déterminée par les trois tangentes données, et, pour construire sur chacune d'elles les deux points conjugués, il suffit de construire les points doubles de l'involution linéaire déterminée sur cette droite par tous les systèmes des deux droites formant coniques du réseau.
Le théorème énoncé plus haut est l'expression des dépendances qui existent entre toutes les tangentes de la courbe remarquable qui nous occupe. C'est lui qui permet de reconnaître si quatre couples de points conjugués donnés sont distincts (10); il faut pour cela que l'une des droites
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sur lesquelles ils sont situés rencontre les trois autres eu trois points tels, que si l'on prend respectivement leurs conjugués iiarinoiiiques sur la (Iroitt; correspondante, ces trois nou\eau\ points ne soient pas en ligne droite. Dans le cas contraii'c, ces quatre C(juples de points conjugués ne sont pas distincts, et déteriniiicnt nue courbe delà troisième classe du genre de la précédente^ par suite, les coniques correspondantes forment un réseau au lieu d'un faisceau.
De ce qui précède, résulte une démonstration géométrique du théorème de Hesse (10). En effet on voii d'ahord que, quel que soit le couple Pj Qj, la droite AoAj est tangente à la Cayleyenne; reste à faire voir que les points conjugués situés sur elle sont les soinnicls opposés du (piadrilatère Pg Qg P3 Q3, dont elle est la diagtjnale. En elfet les couples de points AA3, J^Hs appartiennent à l'iuvolution dont les points doubles sont P3 et Q3; de mèmi; AA.2. CCg à celle dont les points doubles sont Pg et Qj \ les droites P, Q2 et P3 Q3 se coupent en un point A qui se correspond à lui-même dans les deux involutions; donc rune de ces involulions est la perspective de l'autre, et le poiul de -wir est le point a coninuin aux droites A2A3, Clî, C'>2 IÎ3 ; donc les droites P2P3 et Q2Q3, qui projettent les points doubles, se coupent en a sur A^ A3. INIais nous verrons (97) que le point a fait partie du lieu des couples de points conjugués, comme étant le sommet d'un couple [BC, 1^303]^ l'autre, étant son conjugué harmonique par rapport à A, et A3, où la droite A, A3 rencontre le couple [A^Hj, A3 H], est l'autn* extrémité de la diagonale.
20. Il existe également des dépendances entre tous les couples de points conjugués situés sur les tangentes de la Cayleyenne, abstraction faittî d(î ces droites, sur lesquelles ils sont répartis par couples. On sait en elfet qiu", lorsque deux points sont conjugués par rapport à un cercle, le cercle ayant poui- diamètre le segment de (hoite foi iné par ces deux points coupe le premier orthogonalement. Or il
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existe toujours un cercle parmi les coniques du réseau , puisque leur indétei-uiination est du second ordre, et u>i seul, parce qu'il est déterminé par cinq conditions ponctuelles (17^^ il en résulte que les cercles ayant pour diamètri's les segments de droites formés par tons les conples de points conjugués coupent ortliogonalement le cercle du réseau, el, par suite, ont même centre radical. Ce cercle est donc immédiatement déterminé ^ c'est le cercle ortliogonal à trois cercles donnés. Si les quatre cercles résultant de quatre couples de points avaient même centre radical, cela prouverait ou que les quatre couples ne sont pas distincts, ou qu'ils déterminent un faiscean dont une conique est un cercle, ce qui n'a généralement pas lieu (17\
2J . Enfin, une hyperbole équilatère étant conjuguée par rapport aux points circulaires de l'infini, il en résulte que toutes les hyperboles équilatères d'un réseau ont quatre couples de points conjugués communs, et, par suite, qnati-e points communs (9). D'où ce théorème :
Théouï-ime. — Si par les points d' intersectioji de irais iO/ii(/ucs prises deux à deux, on fait passer trois hyperholes équilatères, ces trois courbes ont (juatre points contniuns.
8i cependant les milieux des trois couples de points conjugués, qni peuvent définir un réseau, étaient en ligne droite, ce qui prouverait que la droite de l'infini est tangente à la Cayleyenne du réseau; si de plus les points conjugués situés sur cette droite étaient les points circulaires de l'infini, ces deux points formeraient avec les trois premiers couples vui système de quali'e cou])lt;s non distincts (19), c'(;st-à-dire que Ifuiles les courbes du réseau seraient des hyperboles équilatères. II sullit pour cela qu'il v ait dans h,' réseau trois hypeiboles équilatères qui n'aient pas quatre points communs.
Si les deux points conjugués sni- la diuile de linlini ne sont pas les points circulaires de linfini, mais deux points
(jiu'Ironques, le cercle du réseau, passant Ibrcéineut par les points cir('ulaires de l'inlini, passera aussi par leurs points conjugués liariiiouicpies par raj)porl à ces deux points, c'est-à-dire (pi il secoiuposeia de la droite à l'iniini et d'une aulre droite à distance Unie, celle qui joint les milieux des couples des points conjugués. C'est ce qui arrive- aussi dans le premier cas considéré; mais cela ne donne lieu à aucune dilliculté : car ces deux droites, pouvant être consitlérées comme perpendiculaires, constituent aussi bien une hyperbole équilatère qu'un cercle.
Enfin, si ces deux points sont dans deux directions ])erpendiculaires, c'est-à-dire conjugués par rapport aux points circulaires de l'iidini, tous les cercles, ayant même axe radical , qui coupent orlliogonalement deux des trois cercles ayant pour diamètres les segments déterminés par les trois couples de points conjugués font partie du réseau, et ces trois cercles ont eux-inènu;s nièuie axe radical.
22. PuoBi.iiMK. — Construii'c dans un réseau le faisceau délerniiné par un point.
Jl suffit de construire deux des ti-ois coniques passant par ce point et les points d'intersection des trois coniques qui définissent le réseau, prises deux à deux (1<S).
PROBLÈME. — Coiislruiie dans un réseau le faisceau délerniiné j)ar un syslenie de deux points conjugués.
Il suffit de fairtî passer par les points d'intersection des trois coniques qui définissent le réseau, prises deux à deux, deux coniques admettant ce système de points conjugués (12). Jl est évident qu'elles admettront également les îi-ois couples de points conjugués du réseau, et conséqueniment auront quatre points communs.
23. Ces deux problèmes couiluisenl. sans j)lus de détails, à la solution des trois suivants :
Construire une co/iit/ue d'un réseau connaissa/it :
1° Deu.v poi/its;
2° Lhi point et un système de points conjugués :
3° Deux systèn/es de points conjugués.
La solution du premier Je ces trois |)ro])lènics ne si-rait pas applicable au cas où les deux points seraient imaginaires. Mais s'ils sont imaginaires conjugués, on pourra remplacer leur connaissance par deux couples réels de points conjugués par rapport à ces deux points. Ainsi, pour construire le cercle d'un réseau défini par trois coniques, il suffira de se donner deux couples de points conjugués à l'infini dans des directions rectangulaires, ce qui donnera lieu au troisième des problèmes précédents. Toutes ces constructions sont quadratiques.
24. Cns particuliers du reseau. — Toutes les coniques qui ont deux couples de points conjugués communs et qui passent par un point fixe peuvent être considérées comme ayant trois couples de points conjugués communs, le troisième couple étant pris sur une droite quelconque passant par le point fixe, et l'involution linéaire correspondante ayant ses points doubles confondus.
Il en résulte que ce système de courbes constitue un cas particulier du réseau ; parmi les trois tangentes issues d'un point quelconque du pian à la Cayleyenne, se trouve évidemment la droite qui joint ce point au point fixe 5 cette courbe se compose donc de ce point et d'une conique, puisque de chaque point du plan on peut mener deux tangentes à la seconde partie de la courbe. 11 est facile, d'ailleurs de trouver cinq tangentes de cette conique. Jl y a d'abord les deux droites qui renferment les deux couples donnés Pi Qi et P2(^2; J<^ plus, si l'on applique la construction donnée plus baut de la troisième tangente issue d'un point donné (19), on voit que, pour avoir la seconde tangente menée à ('ctte conique par un point (jueleonque M {fig- 4) de l'une de ces droites, il suffit de prendre le point M', conjugué harmonique du point IM par rapport au couple Pi(^i, situé sur cette droite, de le joindre au point fixe A par une dioite qui rencontre la droite PjQî en un point R, dont on prcn-
(Ira le conjugué iiariuoiiique R'par rapport au couple 1*2 Qs, enliu de joindre MR'. Si l'on applique eettc conshiuliou au |)oiiil iîo, t^onjugué harnionicpic du poiut d iiiferseeliou des
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deux droites données par rapport au couple P2Q27 on voit que, quel que soit le point A, elle fournit la droite l>i Hj qui joint le point Bj au point Bj, conjugué harmonique du point B par rapport au couple P, Qj, laquelle n'est autre (pie la diagonal(^ Cl) du quadrilatère PiQiP2Q2-( f^^ tl^ii t'st uiu' consé(pi('nc(; dii-i^cU- du llicorème de liesse (10). CelUî droite est donc tangente à la conique. ])e plus il résulte de cette construction que les tangentes issues du point A rencontrent chacune des droites PiQ,,P2Q2, en deux points conjugués harmoniques par rapport au couple situé sur chacune d'elles 5 c'est-à-dire que ce sont les rayons doubles du faisceau m iuvolution linéaire, dont deux couples de rayons c(jnjugués sont AP, , AQi et AP2, AQ,. Cette conique est donc parfaitement définie, et les coiq)l('s de points conjugués situés s;u" chaque tangente s'ohtlcndront l'acilement, puisque les droites AB, B, B, constilueuL une coni(]uc du réseau, ainsi que ABj, BBj et ABo, BBj.
Aijisi, à clia(pi(' droite passant par le point A, correspond une tangente à la conicpie, formant avec elle conique du
réseau ; de plus le rapport anharmonique de quatre des premières est égal à celui des points d'interseetioii des quatre tangentes correspondantes avec une cinquième tangente quelconque; car, si l'on prend pour cette tangente la droite PiQj, les quatre premières la coupent en ([uatre points et les quatre tangentes correspondantes en quatre autres qui sont respectivement leurs conjugués harmoniques par rapport au couple PtQi, et ces deux systèmes de quatre points ont même rapport auliarmouique. Donc :
Théorème. — Etant données deux involutions linéaires sur deux droites dif^jérentes et un point, si une droite tourne autour du point , la droite qui joint les points conjui^ués de ceux ou elle rencontre cluujue involution enveloppe une conique que l'on sait construire, et le rapport anharmonique de quatre droites passant par le point fixe est égal à celui des quatre points d' intersection des quatre tangentes correspondantes a\'ec une ci/iquiènie tangente quelconque.
On peut encore dire : Si une conique est tangente aux trois diagonales d' un quadrilatère et aux. raj ons doubles du faisceau en involulion linéaire, dont deux couples de rayons conjugués sont les droites qui joignent un point fixe aux sommets opposés du quadrilatère, à chaque droite passant par le point fixe correspond ime tangente de la conique, qui avec elle coupe harnioinquement les trois diagonales, et le rapjjort anharmonique, etc.
Le cercle du réseau sera le cercle passant par le point A et coupant ortliogonalement les deux cercles ay.uit pour diamètres PiQj et Pa^^ai il se réduira à une droite quand la conique sera une parabole, ou quand le point A sera à 1 inlini, avr,'cles mêmes restrictions que dans le cas général. Eniin le théorème général énoncé plus haut (19) devient:
Ihéorème. — Etant données trois coniques quelcoTiques ajdiit un jxji/il co/n/nu/i, elles ont deux à deux dixhuit coi-des communes, dont neuf passent par le point
covinnin ; les neuf dutres sont tangentes à une rneine conique.
25. Un second cas particulier dn réseau est celui où toutes les coniques qui le constituent ont deux points communs A et B. La Cayleyenne se compose donc d'abord de ces deux points; car toute droite passant par l'un d'eux coupe le réseau suivant une involution linéaire, dont les points doubles sont confondus. J)eux des trois tangentcîs issues d'un point quelconque P sont donc les deux droites PA et PB; d'où il suit Cjue le reste de la courl»; est une courbe telle, que d'un point quelconque du plan on ne peut lui mener qu'une tangente, c'est-à-dire également un point; reste à déterminer ce point. Nous allons faire voir que c'est le point Q commun aux trois cordes communes, ne passant pas par les deux points A et B des trois coniques considérées deux à deux qui déterminent le réseau. Soient en ell'et C, C, C" ces trois coniqu(;s; considérées deux à deux, elles ont neuf systèmes de deux cordes communes qui forment coniques du réseau (19), et qui sont tangentes à la courbe cbercbée ; donc celles de ces cordes qui ne passent pas par les deux points A et B passent par le troisième point cberclié, lequel est conséquemment le point Q; ce qui prouve ce que nous avions avancé, et pourrait au besoin servir de démonstration au tbéorème relatif à ces cordes communes. Jl (,'n résulte qu'une droite quelconque passant })ar ce point coupe toutes les courbes du réseau suivant une involution linéaire, à points doubles distincts cette fois, et dans laquelle le point Q et le point d'intersection de cette droite avec la droite AB sont conjugués; car ce senties points d'intersection de la droite avec la conique du réseau formée de la droite AB et d'une droite arbitraire passant par le point Q.
Le réseau peut être défini par trois coniques ou par les deux points A et B et un système de points conjugués 1)D, ; dans le premier cas, on en conclura facilement le système
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DDi, si l'on coiinail les deux points A et B, au moyen dune droite queleonque passant j)ar le point Q^ et, dans le seeond, on construira le point Q, conjugué harmonique jjar rappoit à D et Dj du point d'intersection des droites AB, DD] . Le cercle du réseau sera, dans tous les cas, le; cercle qui passe par les points A et B, et qui coupe ortliogonalcmcnt le cercle déc! it sur DDj comme diamètre, et pourra du reste toujours se réduire à une droite ou n'être pas seul de son espèce (21).
Toutes les hyperboles ('quilatères du réseau ont, outre les points A et B, deux autres points communs S et S', situés sur la perpendiculaire abaissée du point Q sur la droite AB, puisque l'ensemble de ces deux droites en constitue une. On peut les construire facilement.
En elîet, puisque ces courbes appartiennent au réseau, ils font d'abord partie d'une involution linéaire dont deux couples de points conjugués sont les points Q, R {fi^- 5),
Fig. 5.
et les points P, P' où la droite QR rencontre le cercle du réseau^ déplus, devant former avec les points A et B les trois sommets et le point de rencontre des hauteurs d'un triangle, ils sont conjugués par rapport au cercle décrit sui- AB comme diamètre; ils sont donc les extrémités Au segment connnun à d(;ux involutions linéaires déterminées, il suffira, pour les obtenir, de faire passer un cercle quelconque par les points Q et R, et par ses points d'iutersec-
3o chai'itui: m.
tion avec Je cercle du roseau, uu cercle qui coupe orlliogonaleiuent le cercle avant Ali pour diamètre.
On peut encore les obtenir, moins siniplenunt, c'est vrai, par un autre raisonnement tpii donne lieu à quchpies conséquences. Cherchons à construire le point d'int(;rsection des droites AS, BS' et celui des droites AS', BS; d'abord ils sont sur le cercle avant ABpour diamètre, pnistpic S' est \c point de rencontre des hauteurs du triaui^Ie AHS, de plus ces deux couples de droites lorinaiit coniques du réseau rencontrent la droite DDi en deux cou])les de points conjugués à D et à Dj. Si donc l'on joint le point A aux points de l'involution linéaire dont les points doubles sont D et Di et le point B à leurs conjugués, on aura deux faisceaux homographiques, dont le lieu des points d'intersection des rayons homologues est une conique sur laquelle se trouvent les deux points cherchés. Elle passe par les points A et B; on peut donc consliuire sa seconde corde commune avec le cercle décrit sur AO comme diamètre. Mais elle passe aussi parles points D ctDi, et cela, quelle que soit la droite DDj passant par le point Q-^ donc le lieu des points doubles des involutions linéaires déterminées dans le réseau par toutes les droites passant par le point Q est une conique qui passe par les points A et B.
Si trois coniques du réseau sont des hypi'rbolc-s équilatères, il en est de même des autres^ et, comme elles ont une corde commune Ali, elles ont aussi deux à deux une autre corde commune; perpendiculaire à AB, et le point Q est alors à l'infini dans celte direction; c'est-à-dire que :
Théorîcme. — Lorsque trois hyperboles étjiiilatères ont deux /foiuts communs, toute droite perpendiculaire à In corde connnune les coupe sui\'ant si.r points en in\'idutioii.
iXous verrons plus loin (107) que le lieu des points doubles est alors le (cercle décrit sur AB comme diamètre.
Si les points A et B sont les points circulaires de l'intini,
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le rés<MU l'st l'ensemble des eereles qui coupent ortliogonalenient un même cercle; la eoni(jue, lieu des points doubles, est leur cercle orlhoyonal commun^ ce cercle est aussi le lieu des points de contact des tangentes issues du point Q aux cei-cles du réseau; d'où ion peut conclure que, dans le cas général, par continuité, la conique lieu des points doubles est aussi le lieu des ])oints de contact des tangentes issues du point Q à toutes les courbes du réseau.
26. II reste enfin le cas le plus simple, où toutes les courbes du réseau ont trois ])oints communs, et où la Cayleyenne se compose de ces trois points.
nu SYSTÈME PONCTUEL DU TEOISIÈME Olinr.E.
Equation ç^cnéralc en coordonnées ordinaires :
27. Considérons quatre coniques quelconques C, C, C", C"; cliacun des deux réseaux [CCC] et [C'.C".C'"] donne lieu à une Cayleyenne; ces deux courbes, étant de la troisiènn' classe, admettent neuf" tangentes communes, qui rencontreront les coniques de cbacun des deux réseaux suivant une involution linéaire (19). Parmi ces neuf tangentes, il y en a six qui sont les cordes communes aux coniques C et C", qui font partie des deux réseaux (19), et pour lesquelles les involutions suivant lesquelles elles coupent chaque réseau ne coïncident pas, puisqu'elles n'ont qu'un segment commun, celni qui est déterminé par les deux points communs aux coniques C et C"-, pour les trois autres, les deux involutions coïncident, car elles ont deux segments communs, déterminés sur chacune d'elles par les coniques C et (S/' . Il y a donc trois droites qui rencontrent quatre coniques quelcon(|ues suivant huit points en inv(dution5 en un mot, ces (juatre couibes admettent trois couples de points conjugués; mais ils ne sont pas distincts, et l'un d'eux résulte des deux autres, comme l'exprinu; le théorème de liesse {\0).
Ces trois couples n'étant pas distincts, les cercles ayant pour diamètres les segments qu'ils interceptent doivent avoir même axe radical; ce qui résulte également d'un théorème connu sur le quadrilatère complet.
Nous allons étudier l'ensemble des coniques qui admettent ces trois couples non distincts et qui satisfont ainsi à deux conditions : c'est le sj sterne ponctuel du troisictne ord/e. Comme on le voit, il peut être défini : soit par deux couples, alors on peut en construire liiu-ai renient une courbe; quelconque 5 soit par quatre de ses courbes, alors la détermination des deux couples est un problème du troisième degré. Dans tous les cas, on peut énoncer le théorème suivant :
Théorîcme. — Jetant doiiuées quatre coniques quelconques, on peut les coi?ihiner trois à trois de quatre manie/ es. On obtient ainsi (juatre réseaux et quatre Ca') lejennes. Ces (juatre courbes ont trois tangentes conununes qui coujient les quat/e co/iiques suivant une inwolution linéaire.
28. Cherchons maintenant à construire une courbe quelconque d'un pareil système, défini par quatre de ses courbes. Si nous nous en donnons un point, ou un couple de points conjugués, les courbes correspondantes, admettant trois couples distincts, formeront un réseau (18). D'ailleurs trois de ces courbes sont évidemment les trois courbes qui admettent le couple donné et qui passent respectivement par l'intersection des coniques C et C, C et C", C" et C'"*, nous pourrons donc ainsi construire autant àv. courbes du système que nous le voudrons, et nous arrivons en même temps au théorème suivant :
Théorème. — Etant données quatre coniques quelconques, les six coniques (jui passent par l intersection de ces quatre courbes combinées deux à deux, et qui admettent un couple donné de points conjugués, ou qui passent par un point donné, appartiennent à un même réseau.
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29. Un couple quelconque de points conjugués déterminant dans un système du troisième ordre un réseau dont la Cayleyenne est tangente aux trois droites sitr lesquelles se trouvent les trois couples de points conjugués du système du troisième ordre, il en résulte, en vertu des propriétés de cette courbe (19), que cette quatrième droite quelconque, qui renferme le couple, rencontrera les trois premières en trois points dont les conjugués harmoniques sur chacune d'elles sont en ligne droite 5 c'est une démonstration de ce théorème connu :
Théorème. — Si l'on coupe par une droite quelconque le triangle dont les côtés sont les diagonales d'un quadrilatère complet, les trois points situés sur chaque côté et /cspectii'enient conjugués harmoniques par rapport aux extrémités de la diagonale du point d' intersection de ce côté avec la droite sont en ligne droite.
30. Les courbes d'un système du troisième ordre étant assujetties à deux conditions, il y aura dans le système une infinité de cercles ayant même axe radical. Ils formeront un faisceau orthogonal aux deux cercles ayant pour diamètres les segments déterminés par les couples de points conjugués.
11 y aura aussi un réseau d'hyperboles équilatères, déterminé par trois quelconques des six hyperboles équilatères qui passent par les points d'intersection des quatre coniques données prises deux à deux (28).
31 . Comme cas particulier du système du troisième ordre, on pourra avoir à considérer toutes les coniques qui passent par un point donné et qui admettent un couple donné. Soient alors C, C, C", C" les quatre courbes qui déterminent le système: les deux réseaux (C, C, C") et (C, C'C") donnent lieu chacun à une Cayleyenne, composée du point fixe et d'une conique (24). Ces deux courbes admettent neuf tangentes communes qui sont les quatre tangentes communes aux deux coniques S et S', les quatre
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tangentes iu<'iu''<'s à tes courhes du |)i»inl lixe et une (li'<Mt»' quek'onquo passant par le poi)U ii\c. Mais nous savons ([uc sur CCS neuf tangentes communes, il va les six cordes communes aux coniques C et C", qui ne coupent pas les courbes du système suivant une involution. Sur ces six cordes, trois ne passent pas par le point tixeet sont conséqueminent tangentes communes à Z et S'; les trois tangentes communes qui coupent les courbes du svstème suivant une involution sont donc la quatrième tangente commune ù S et à L', poui' la<[uelle liiivolulion ne présente rien de particuliei-. et deux droites (jnelconques passant par le point fixe, pour lesquelles l'involution a ses points douilles confondus. Ou peut concevoir ce cas comme une limite du précédent, en supposant que le point P, se confonde avec le point Qj, le couple P, (^1 ne changeant ])as, alors le point P3 vient se confondre au même point avec le point Q^- l^a tangente commune à E et à S' serait alors P, Qi, et le point commun serait Q^.
On peut concevoir eu outre que le point P, vienne se confondre avec le point Q,, ce qui donne lieu au cas le plus simple, celui où le système du troisième ordre se compose de toutes les coniques qui ont deux points communs.
32. Citons encore le cas où deux sommets du quadrilatèi-e PiQi^^sQsi ^fiS- ^^' sommets n'appartenant pas an même
Fip. 6.
roupie, viendraient à se (^onloiidic, par exemple, Pj et P. Alors le point A se confondrait en ce ])oint aver le point Q$.
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et Pj l'taiit à la t'ois conjugiu' de P3, de Qi et de Qj, il en résulte que la droilc QiQ? serait la polaire de ce point; le système se composerait donc de toutes les courbes pour lesquelles ou connaît la polaire d'un point.
33. Problème. — Construire la droite, qui forme a\>ec une droite donnée conique d' un système du troisième ordre.
Il suffira, pour cela, de chercher les points d'intersections yV et B de la droite donnée avec une conique du système, et de construire les deux autres points par où passent toutes les coniques du système qui passent par les points A et B (1 3) ^ la droite qui joint ces deux points est la droite cherchée. Ce problème exige la détermination par points de trois coniques; car si A et B sont les points d'intersection de la droite donnée avec la conique C", il faudra construire les coniques A (C, C), A (C, C"), qui forment avec C" un réseau, dans lequel le faisceau dont deux coniques sont C" et B [A(C, C'),A(C',C")] détermine les deux points cliercliés que l'on peut construire quadratiquement, puisque l'on connaît déjà A et B.
Si le système est déterminé par le quadrilatère Pj Q, Pj Q2 , la droite cherchée sera celle qui joint les points conjugués harmoniques sur chaque diagonale et par rapport à ses extrémités de son point d'intersection avec la droite donnée. La construction est alors linéaire.
nu SYSTÈME PONCTUEL DU QUATRIÈME ORDRE.
Equation générale en coordonnées ordinaires :
).C + ^G -f- vC"-f- pC"'-+- (7C""= o.
34. Si enfin l'on considère cinq coniques quelconques C, C, C", C", C"", cette fois, il n'arrivera pas généralement qu'il existe une droite qui les coupe suivant dix points en involution ; il faudrait pour cela que l'un des trois couples du svstènir de troisième ordre [C,C',C",C'"] coïncidât avec
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l'un des trois couples du système [C',C",C'",C""]. Néanmoins, ces cinq courbes satisfont à une condition commune, qui nous apparaîtra plus tard explicitement (119\ et dont nous allons implicitement faire voir l'existence. Supposons, en eHVt, que l'on se donne un couple de points conjugues, PjQ,, ou un point, et que l'on construise les quatre coniques qui admettent ce couple ou passent pai" ce point, et qui passent respectivement par rinlerseclion des coniques [C,C'], [C,C"], [C",C'], [C'",C'"]. On peut combiner ces cinq coniques deux à deux de six autres manières, et construire six autres coniques analogues^ considérons, parmi elles, la conique qui admet le même couple et passe par l'intersection des coniques C et C"; elle appartient au svstème (lu troisième ordre, déterminé par les quatre })remières. En ellet, les trois coniques P, O, [C,C'], P,Q, [C',C"] et PjQ, [C",C], ayant en commun le couple PiQi, et les trois couples communs aux coniques C,C', C" appartiennent à un même faisceau (10) ; par suite, les quatre coniques P.Q.[C,C'], P,QaC',C"], P,Q,[C",C], P,Q.[C",C'"] appartiennent à un môme réseau-, enfin, les cinq coniques en question appartiennent à un même système du troisième ordre, et de même les cinq autres. On donne le nom di' système du cjuatrièine ordre à rensemble des coniques (jue l'on peut ainsi construire de cette façon, au moyen des cinq premières; elles sont assujetties à une condition, puisque celles d'entre elles qui admettent un couple de points conjugués en admettent un autre distinct du premier, et nous énoncerons le théorème suivant :
THÉORÈME. — Si l'on coinhûie deux à deux, de dix manières différentes, cinq conir/ues quelconques, et que r on construise les dix coniques qui /tassent par les points d' intersection de deux d'entre elles et admettent un même couple de points conjugués, ces dix courbes appartiennent à un même système du troisième ordre.
Parmi les courbes de ce système, il v aura n\\ sys
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ù'nic (lu lioisièiiie ordre J' hyperboles écjuilalères, dont <Hialr<' ( oiiihi's sei-oiit les tjualre hyperboles équilatèrtîs ijni passent par les points d'intersection des coniques :C,C'], [C',C"], [C",C"] et [C",C""]; et un réseau de cercles que l'on pourra construire en se donnant deux <i)U[)Ie.s de points conjugués situés à l'infini, dans des dire(Mions per|)endiculaires ; soient Pj Qi et PjQ, ces deux (ouples déteruiinant ainsi implicitement les points circulaires de riniini, il sullira de construire d'abord les quatre coniques P.QjC,C], P.Q,[C',C"], P,Q.[C",C"] cl Pi(^i [C"',C""] ; trois des coniques qui admettent le couple PaQî, t;t qui passent par les points d'intersection de ces ((uatre courbes prises deux à deux, seront des cercles, puis- <ju'i'lles seront à la fois conjuguées aux deux couples PiQi <:t P2Q2,et appartiendront au système du cjuatrième ordre, puisqu'elles appartiennent au système du troisième ordre, <léterminé par les quatre coniques précédentes (28), lequel lait lui-même partie du système du quatrième ordre (34).
On résoudrait de la même façon tous les problèmes relatifs à ce système, tt dans lesquels il s'agirait de construire <les coniques au moyen de points ou de couples de points conjugués,
36. PROBLiiME. — Cotistruire im sjstètne de deux droites formant, conique d'un, système du quatrième ordre.
On pourra d'abord se donner une des deux droites et un point de l'autre droite, puisque cette conique est déjà assujettie à deux conditions qui sont de faire partie du système vX d'être un système de deux droites. Soient A et B les points d'intersection de la droite donnée et d'une conique (jui'lconquc du système; toutes les coniques du système qui passent par ces deux points forment un réseau à deux points <()mmuns, que l'on pourra déterminer par trois de ses courbes (35), et dans lequel on pourra construire le point O f2o\ puisque l'on connait les deux points A et B. J^a di'oitc qui joindi'a le point donné à ce point (^ lornieja.
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avec la droite donnée, une conique qui iera partie du réseau (2o), et, conséquemment, du système du quatiièine ordre. On peut même dire qu'une droite quelcoiujue passant par le point Q forme avec la droite donnée conique du réseau (25).
Ce point Q serait donc le même, quels que soient les deux points A et B sur la droite donnée; nous en verrons la raison géométrique (119).
La recherche de ce point exige la détermination par points de cinq coniques, car, si A et B sont les points d'intersection de la droite donnée avec la conique C"'', il faudra construire les coniques A[C.C'], A[C'.C"] et A[C".C"], qui, avec C'"', détermineront un système du troisième ordre, dans lequel les coniques B[A(C.C'^ . A (C'.C")] et B[A(C'.C"). A(C".C")] détermineront avec C"" le réseau cherché. Dans ce dernier, on pourra trouver h; point (^, puisqu'on connaît les points A et B.
37. Ici se termine ce que nous avons à dire sur les systèmes ponctuels 5 l'on peut, comme nous l'avions annoncé, remarquer que leur étude, outre qu'elle était nécessaire pour les applications que nous en ferons, nous a permis de résoudre des problèmes, consistant à construire une conique dont on connaît cinq éléments, points ou couples de points conjugués, problèmes que nous avions déjà résolus lorsque ces éléments sont donnés directement, nous a permis de les résoudre dans le cas beaucoup plus génc-ral où ils sont donnés implicitement, par exemple, quatre points par l'intersection de deux coniques dont on connaît les éléments, trois ou deux couples par trois ou quatre coniques auxquels ils sont communs et également déterminées, ^lous reviendrons sur ces systèmes à propos d(.' la condition ponctuelle la plus générale.
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/:i/i/a(io/i ^rriéralc en coordonnccx taiigcnticUcA: ).C + aC'= O.
38. ]\ous allons passer inaintenaiit à 1 eluclc; des svsloiiics laiii;oiiticls; nous v retrouverons toutes les propriétés corr'elati\es des précédentes, par voie de dualité, ce (jui nous pernu'ttra d abréger un peu.
Ln s}stènie tangentiel du pronier ordre, ou jdiscean larii^eiiLiel est l'enseuible des coniques tangentes à (juatre droites. D'après le théorème corrélatif de celui de Desargues- Sturni, les tangentes menées à ces courbes d'un même poiiil (|uelcon(pie forment un laisceau eu in\o]ulioii, dont, par suite, les ravous doubles sont un svstème de droites ionjuguées communes à toutes ces coniques^ et l'on verrait, par un raisoiiuemcnt analogue à c<>lui (pie nous a\()ns fait poiu" le faisceau ponctuel (9), (pu-, réciproquement, toutes les coni(pu\s (|ui admettent quatre couples distincts de droites conjuguées ont quatre tangentes communes. Trois «ouples distincts en enlrainent également une infinité, ainsi que nous le verrons plus loin ; enfin, deux couples en entraînent un troisième, ainsi (jue cela résulte du théorème sui\arit :
THÉoi'.i.AiE. — Si les deux couples de côtes opposes d un (Quadrilatère sont conjugues par rapport à une
4o (H AI' nui; m.
coniifiw, les diagoruila sont cnissi conjuguées pur rapport à cette courbe ( ' ) .
Il résulte de la réciproque ])récédeute
1° Que toutes les coniques qui ont trois tangentes communes et un système de droites conjuguées cornm.unes ont une quatrième tangente commune.
Soient abc le triangle des trois tangentes, et P, Q les deux droites conjuguées : on obtiendra la quatrième tangente en joignant un sommet c du triangle au point d d'intersection de P et Q, prenant la conjuguée iiarmonique de cd. par rapport à P, Q, et son point d'intersection e avec le côté ab ; on déterminera ainsi trois points e, y, g^ qui seront en ligne droite sur la tangente clierchée^ d'où ce théorème :
THÉORÎLME. — Etant donnés un triangle et un faisceau en inwolution linéaire, les trois points situés respectivem.ent à V intersection de chaque côté du triangle et du rayon de V involution conjugué de celui qui passe par le sommet opposé, sont en ligne droite.
40. Corollaire. — Si les droites P et Q sont les asymptotes d'un cercle, le premier énoncé devient le suivant:
Toutes les coniques qui sont tangentes à trois droites^ et qui sont vues d' un point dojiné sous wi angle droit, admettent une quatrième tangente commune.
On sait que le lieu des points d'où l'on voit sous un angle droit une conique donnée est un cercle concentrique à la courbe, et dont le carré du rayon est égal à la sonune des carrés de ses demi-axes (^). Comme nous aurons souvent ce cercle à considérer, nous lui donnerons le nom de cercle orthoptique de laconique (de op6os^ di'oit, et OTTTCj^/at, je vois). Les cercles ortlioptiques des deux coniques qui
(') Hesse, De ctirt'is et supei ficiebus sccundi ordinis {Jourtial de C relief t. XX, p. 3oi; i8',o).
(') Voici une démonstration pconietrique, trcs-siinpie, de cette prorictc : supposons, par exemple, que la courbe soit une ellipse, et sort M un
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déliiiisseiit un i'aisceau tangeiitiel se couperont donc en deux points, d'où les couples de tangentes issues à ces deux courbes seront rectangulaires, et comme les tangentes issues de chacun de ces points à toutes les courbes du faisceau sont en involution, il en résulte que tous les autres couples sont également rectangulaires. La réciproque du théorème précédent est donc aussi vraie, et peut s'énoncer ainsi :
Il existe deux points [réels ou imaginaires) d'oii l'on voit, sous un angle droit, toutes les coniques tangentes à quatre droites données.
jNous leur donnerons le nom de soîuniets oi'tlioptiques du faisceau.
point d'où on la voit sous un angle droit {Jîg. 7) ; soient AB la corde de
Fig. 7.
contact, O le centre et a', b' les demi-diamètres conjugués parallèles à OM et à AB; on a
OM = OIh-IM = ^-i-IM; OM
mais l'angle M étant droit,
IM = lA = — Va" — 01 {Sections coniques, p. iJ.'i),
ou, en remplaçant OI par prr;' ■>
IM
Kempla<;ant IM par cette valeur, et simplitiatil, il reste
OM' ==a" -t-/!'"^'i' -»- ft'. r.. q. y. 0,
/[1 CHAI ITI'.h III.
Nous icv iiMuli'oiis plus loin (87) >iir telle piDjU'ii-ti- rein.ir(|iial)I(' el sur ses eonscqueuces ( ' ).
Les trois tliai^ouales du (juatlrilalèie des quatre tani^cutes pouvant être regardées connue des coniques du laisceau. nous retombons ainsi sur ce théorème connu :
Les cercles ayant pour diamètres les trois diagonales d'un quadrilatère complet ont ?nème axe radical.
41 . 2" Que toutes les coniques qui ont deux tangentes communes et deux couples de droites conjuguées comrinines admettent deux autres Lnngenies communes .
Pour les construire, on se donnera une troisième tangente passant parle point d'intersection des deux droites formant un des couples donnés (^), on en conclura une quatrième tangente passant j)ar le même point, et l'on pourra en construire une cinquième tangente au moyen de trois de ces quatre tangentes et du second couple (39). En changeant la troisième tangente, on construira de la mènu' façon une seconde conique, qui aura avec la première les deux tangentes communes données et les deux tangentes communes cherchées.
i2. 3^ Que toutes les coniques qui o/it une iangcnlr commune et trois couples de droites conjuguées co/ninunes admettent trois autres tangentes communes.
On ne peut les construire linéairement; mais on peut
(' ) ]N'ous avons publié ce Ihéorénie dans los Comptes rendus de la Sociàtc philomnthitfuc (journal l' Institut, 20 décembre i8()j), croyant l'avoir remarque le i)reniier. Depuis, nous l'avons rencontré dans un ouvrage de Plucker intitulé : yinalitisch-ifeoinetrisclie Entwickliinifen, t. Il, p. igS ; i83i. Plucker l'a démontré analytiquement, ainsi que M. P. Serrct (Géométrie de direction, p. ii3; 1869). Nous ne croyons pas qu'il on existe tic démonstration plus simple que celle qui le déduit imniediatement du Théorème corrélatif de celui de Dosargues-Sturm.
IVous avions d'abord adopté l'expression orthogone {I/>id.\ [J^oir aussi Htipport sur les progrès de lu (7f''<v«fV/7V"( ('.iiasi.es, p. i~o; i87o\]î\ous l'avons remplacée par l'expression orthoptiqiic, qui nous a |iaru plus convenable.
(') Pour plus de sini|)licite, nous appellerons ce ]>oiiit le uinmiet du «ponple.
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(•uustruiie deux de ces coniques eii s en donnanl une laugenle passant par les sommets de deux des trois couples donnés. Elles auront la tangente commune doum'-e et les trois tangentes coiuniuues cherchées.
4-3. Problème. — Construire une conùjue, connaissant quatre tangentes et un couple de droites conjuguées.
1° Si les quatre tangentes sont données directement, au moyen des deux droites conjuguées et de trois quelconques d'entre elles, on pourra construire une cinquième tangente de la conique (39) ;
2° Si ce sont les tangentes communes à deux coniques déterminées, on connaîtra les tangentes issues du point d'intersection des droites conjuguées à la courbe cherchée^ elles seront les rayons conjugués communs à deux faisceaux en involution linéaire.
44. Problème. — Construire une coniijue, connaissant trois tangentes et deux couples de droites conjuguées.
Au moyen des trois tangentes données et de chaque couple de droites conjuguées, on construira successivement une quatrième et une cinquième tangente de la conique (39).
43. Problèime. — Construire une conique, connaissant deux tangentes et trois couples de droites conjuguées.
On construira deux des coniques qui admettent ces deux tangentes et deux des couples donnés, en s'en donnant une troisième tangente (44) ; elles détermineront un faisceau tangentiel dans lequel on construira la conique qui admet le troisième couple (43).
46. Problème. — Construire une conique, connaissant une tangente et quatre couples de droites conjuguées.
11 suffira de construire une conique admettant la tangente donnée et trois coujdes donnés, en s en donnant une seconde tangente, que l'on lèra passer, pour plus de siinplitité, par les sommets de deux couples. Il en résultera une tangente dans chacun d'eux ; on connaîtra donc elfectivement quatre tangentes et un couph* de droites conjuguées
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tic la ri)iM(jiU' aiixiliaitc ; oti en (.DiKsltuiia de luèiiu' uiu' seconde, (les deux combes détermineront un laisceau laiigeiiliel, dans lequel ou consliuira la conique (jui admet le quatrième couple (^3).
47. PiioBLiiME. — Construire une cunù/ue, connaissttnt cinq couples de droites conjuguées.
On construira deux coniques admettant quatre des couples donnés, en s'en donnant arbitrairement une tangente passant par le sommet de deux des couples^ elles détermineront un faisceau tangenticd dans lequel on construira la ionique qui admet 1(î ciuquiène couple, solution aussi simple que sa corrélative.
48. Ainsi se trouvent résolus tous les problèmes dans lesquels on peut se proposer de construire une conitpie déterminée par cinq conditions tangentielles telles que tangentes ou couples de droites conjuguées, données directement, en entendant par condition tangentielle touticondition telle, que quatre d'entre elles déterminent toutes les coniques qui ont quatre tangentes communes. Nous verrons plus loin quelle est la plus générale ; quoi qu'il en soil, counne cas particulier des précédent(;s, nous pouvons indiquer dès à présent : i° un point du cercle ortlioptiquc, car les droites qui joignent ce point aux points circulaires de l'infini forment un couple de droites conjuguées^ il en résulte que le centre et la somme des carrés des axes équivalent à trois conditions tangentielles; a" un foyer, (jui «'■(piîvaut à deux conditions tangentielles, car les droites <pai joignent ce point aux points circulaires de 1 inlini sont tangentes à la courbe; 3" un sommet ortlioptiquc (40) d'un laisceau tangentiel équivaut à deux conditions tangentielles; 4° 1» condition d'être une parabole équivaut à une condition tangentielle, puisque c'est dire que la droite de I infini est tangente à la coinbe, d'où il résulte (|u un lais- <'cau tangenlielu'admel eu gc-ui-ral (pi une parabole, et (pie .s il en admet deux, luulcs les courbes du laisceau sont i\c>
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[)aral>(»l('s. En nu mot, toutes les paraboles lani^eutos à trois tlroites lornicnt un faisceau tangenliel.
L'étude des systèmes tangentiels d'ordre plus élevé que le premier, c'est-à-dire des coniques satisfaisant à une, deux, ou trois conditions tangentielles va nous permettre de résoudre les mêmes problèmes que précédemment, dans le cas où les conditions données le sont par la connaissance d'un (;ertain nombre de coniques qui satisfont à plusieurs d'entre elles.
m SYSTEME TAKGEKTIEL DU SECONU OIUIIÎE OT' RÉSEAU TAKGEKTIEL.
Equation gc/n'-rale en coordonnées tangentielles : aC -^ aC'-l- vC"=o.
49. La définition du réseau tangentiel dérive du théorème d'après lequel les trois coniques tangentes à une droite donnée et admettant respectivement les mêmes tani;entes communes que trois coniques fixes, j^rises deux à deux, admettent trois autres tangentes communes et constituent un faisceau tangentiel. On obtiendra donc un faisceau quelconque du réseau défini par trois coniques en s'<m donnant arbitrairement une tangente.
30. Théotvîîme. — Toutes les coniques qui admettent, trois couples distincts de droites conjuguées communes, for/fient un réseau tangentiel.
Ce théorème se démontrerait par un raisonnement tout à fait analogue à celui qui concerne le réseau ])Onctuel (18).
Réciproquement :
Théorème. — Toutes les co/iiques d'un réseau tangenliel admettent une infitiité de couples de droites conjuguées communes, dont trois sont distincts.
51. Le lieu du point d'intersection de deux droites conjuguées de ce groupe est une couibe du troisième degré, qui peiil ètir (It-diiie par tiois de ses points et deux (h(»ites
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pai'ticulii'ri's passant |)ar cliarun tl\'u\. C est la liessieiuu' (lu réseau (*). Les trois points d intersection d'une droite quelconque avec cette courbe sont les points d intersection de cette droite avec les trois autres droites du plan qui sont tangentes à toutes les courbes du réseau tangentes à la première.
Pour obtenir le troisième point d'intersection de la coiu'be et de la droite qui joint les sommets de deux des couples donnés, il suffira de construire les conjuguées liarmoniques de cette droite par rapport aux deux couples dont elle joint les sommets, de joindre leur point d'intersection avec le sommet du troisième couple donné, et de construire la conjuguée barmonique de cette droite par rapport au troisième couple; elle passera par le point cberclié.
La courbe étant définie comme nous l'avons dit, on en aurait donc autant de points qu'on voudrait, et l'on verrait qu'ils se groupent deux par deux, et que ces groupes de deux points sont les coniques du réseau qui sont réduites à deux points. D'où l'on conclut que :
Les dix-huit ombilics communs à trois coniques quelconques prises deux à deux sont sur une même courhe du tioisième deqré.
11 en résulte en outre que cbacun de ces systèmes de deux points est conjugué ])ar rapport à cbacun des couples de di^oites conjuguées dont la courbe est le lieu des sommets, d'où ce tbéorème :
Théorème. — Si l'on joint chaque point 'variahle de In courbe à un point Jixe pris sur elle, et qu'on construise la
(') C'est en effet Hesse qui a démontré le premier que toute courlic du troisième degré peut être considérée, de trois manières différentes, comme le lieu des couples de points conjugués communs d'un réseau ponctuel {Journal de Crelle, t. XXXVI, p. i/|3), ou, ce qui revient au même, ainsi que nous le verrons plus loin, comme le lieu des sommets des couples de droites conjuguées communes d'un réseau tangenliel. Il l'a démontré analytiquemcnl, et en a déduit géométriqueinent un (-erliiin nombre de projiriétés de ces courbes.
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coiijui^iK'c luiintonique de celte (Iroite par rapport au couple correspondant à ce point variahle, toutes ces droites passent par un second point de la courbe, formant avec le jjietnier co/iit/ue du reseau.
J) Où 1 011 coiitlul (jue, lorsque quatre couples de droites ronjuguées ne sont pas distincts, si Ion construit les trois droites qui joig,nent le sommet de l'un d'eux à celui des trois autres, et leurs conjuguées harmoniques dans chacun de ces trois couples, ces trois dernières droites passent par un même point.
^Nous reviendrons plus loin sur cette courbe, qui jouit de propriétés si remarquables, et son étude, comparée à celle de la Cayleyenne d'vui réseau ponctuel , achèvera de nous faire connaître ses curieuses propriétés.
52. La condition pour une conique d'être vue d'un point donné sous un angle droit étant une condition tangentielle, il en résulte le théorème suivant :
Théorème. — Les trois coniques vues d'un point donné sous un angle droit et qui admettent les mêmes tangentes conmiunes que trois coniques données, prises deux à deux, ont quatre tangentes conmmnes.
Si cependant les trois coniques qui définissent un réseau étaient vues d'un même point sous un angle droit, cela prouverait que les droites qui joignent ce point aux points circulaires de 1 infini forment, avec les trois couples qui peuvent aussi déterminer le réseau, un système de quatre couples non distincts, c'est-à-dire que toutes les coniques du réseau sont aussi vues du point donné sous un angle droit. Il suffit pour cela qu'il y ait dans le réseau trois courbes jouissant de cette propriété et n'admettant pas quatre tangentes commun»:s.
53. La condition d'avoir pour foyer un point donné étant une double condition tangentielle, il en résulte qu'il y aura toujours dans le réseau une conique ayant un poini donné pour fovcr; si ce point est sur la Hcssif^niic, et (pis-
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U\s droites conjuguées qui passent par ce point ne st)ienl pas conjuguées harmoniques par lapport aux droites A et H qui le joignent aux points circulaires de 1 intini, c'est-à-dire perpendiculaires, le point fera partie de la conique dont il est le foyer, puisqu'elle est tangente aux droites A et B et à leurs conjuguées harmoniques par rapport au couple de droites (]ui se coupent en ce point; cette conique sera donc réduite à deux points, et l'on aura le second point au moyen du théorème énoncé précédemment (51). Si au contraire h'S deux droites conjuguées sont perpendiculaires, la condition d'avoir pour loyer le point considéré cessera d'être double, (ît il y aura une infniité de courbes du réseau qui y satisferont-, de plus, elles formeront un faisceau, c'està-dire qu'outre le foyer commun, elles auront deux autres tangentes communes.
54. La condition d'être une parabole étant une condition tangentielle, on en conclut les théorèmes suivants :
Théorème. — Les trois paraboles qui admettent les mêmes tangentes communes que trois coniques données, prises deux à deux, ont trois tangentes communes à distance Jînie (•).
Théorème. — Toutes les paraboles d'un réseau tangentiel ont trois tangentes communes, à distance finie.
Et si trois courbes du réseau sont des paraboles qui n'aient pas trois tangentes communes, toutes les courbes du réseau sont des paraboles.
55. Problème. — Construire, dans un réseau tangentiel. le faisceau déterminé par une droite.
\\ suffit de construire deux des trois coniques tangentes à celte droite et admettant les mêmes tangentes communes (jue les trois coniques, ])ris('s deux à deux, qui déterminent h' réseau (49).
l^iîoBLÈME. — Construire, dans un reseau tangentiel,
(') r.TiAsi.r.s, Traité (tes Sections coniques, p. 289.
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le faisceau dôterttiinc par un ,?> stètne de deux droites conjuguées.
11 suflit de construire deux des trois coniques conjuguées à ces deux droites et admettant les mêmes tangentes communes que les trois coniques, prises deux à deux, qui déterminent le réseau (43). Elles admettront les trois couples de droites conjuguées du réseau, outre le couple donné, et conséquemment auront quatre tangentes communes (38).
De la solution des problèmes précédents, on conclut celle des suivants :
Construire une conique d' un réseau tangentiel, connaissant :
I ° Deux tangentes,
2° Une tangente et un couple de droites conjuguées,
3" Deux couples de droites conjuguées, problèmes déjà traités , dans le cas où les trois couples de droites conjuguées du faisceau sont donnés directement (45,46,47).
Si les deux tangentes données sont imaginaires, la solution du premier de ces problèmes n'est pas applicable \ si elles sont imaginaires conjuguées, on pourra remplacer leur connaissance par celle de deux couples de droites réelles conjuguées par rapport à elles, et l'on tombera alors sur le troisième problème. Ainsi, pour construire la conique d'un réseau qui a pour foyer un point donné, on tracera par ce point deux couples de droites rectangulaires, on construira deux des coniques du réseau admettant l'un des couples ; elles détermineront un faisceau dans lequel la conique qui admet le second couple aura le point donné pour foyer, tandis qu'on n'aurait pas pu construire deux des coniques du réseau tangentes à la droite qui joint le point donné à 1 un des points circulaires de l'infini.
56. Cas particuliers du réseau. — Toutes les coniques qui ont deux couples de droites conjuguées communes et
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qui sont laugcntcs à une droite fixe peuvent être considérées comme conjuguées par rapport à deux droites qui se confondent avec la tangente commune, et forment conséquemmeut un réseau. La Hessienne du réseau se compose de cette droite et d'une conique dont il est facile de trouver cinq points, savoir : les deux points A et H où se coupent les deux droites de chacun des deux couples donnés, le point d'intersection des conjuguées harmoniques de la droite Alî dans chacun des couples, et enfin les points doubles de l'involution linéaire dont deux couples de points conjugués sont les points d'intersection de la tangente commune avec les deux couples de droites conjuguées. Cette conique est donc déterminée, et les couples de droites conjuguées se coupant en chaque point de la courbe s'obtiendront facilement, puisque à chaque point de la tangente commune correspond un point de la conique, formant avec lui conique du réseau 5 on n'aura donc qu'à mener par chaque point de la conique deux droites conjuguées par rapport à deux de ces couples de points. De plus, le rapport anharmonique de quatre points de la tangente commune est égal à celui des droites qui joignent un cinquième point quelconque de la conique aux quatre points correspondants. Donc :
Théorème. — Si une conique passe par les trois points de rencontre des côtes opposes d' un (/uadrilatère et par les points doubles d'une involution linéaire dont deux couples de points conjugués sont les points d' intersection d'une droite fixe avec les côtés opposés du quadrilatère, à chaque point de la conique correspond un point de la droite fixe, formant avec lui un couple de points conjugués par rapport aux trois couples de côtés opposés, et le rapport anharmonique de quatre points de la droite fixe est égal à celui des droites qui joignent un cinquième point qiLelcon(jue de la conique aux quatre points correspondants.
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Enfin, le tliéorèmc général énoncé plus haut (5P devient :
Théorème. — Etant dounccs trois co/ii(/ues (/iie/co/K/ucs ayant une tangente coninnine, elles ont, deux à deux. dix-Iiuit onihilics communs, dont neuf sont situés sur la tangente commune; les neuf autres sont sur une même conique.
Si la tangente comniune est la droite de l'infini, le théorème devient :
Les neuf ombilics communs, situés à distance finie, de trois paraboles quelconques , prises deux à deux, sont sur une même conique.
57. Si toutes les coniques du réseau ont deux tangentes communes, on a un second cas particulier de ce système. La Hessienne se réduit alors à trois droites qui sont les deux tangentes communes, et la droite Q, lieu des ombilics des coniques du réseau prises deux à deux, ombilics qui ne sont pas sur les tangentes communes. Les tangentes issues d'un point quelconque de cette droite à toutes les courbes du réseau forment un faisceau en involution linéaire, dont deux rayons conjugués .sont cette droite et celle qui joint le point considéré au point d'intersection des deux tangentes communes. L'enveloppe des rayons doubles, qui est aussi celle des couples de droites conjuguées, est une conique tangente aux deux droites données, dans laquelle le point d'intersection de ces deux droites a pour polaire la droite Q, et enfin qui est aussi l'enveloppe des tangentes à toutes les coniques du réseau en leurs points d'intersection avec la droite Q. Nous passons rapidement sur ces propriétés, dont nous avons démontré les corrélatives (2o).
58. Si les deux tangentes communes sont les droites qui joignent un point F du j)lan aux points circulaires de l'infini, le réseau est l'ensemble des coniques qui ont un foyer commun F et qui ont un même système de droites conjuguées. C'est le réseau coirélalif du réseau ponctuel coni-
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posé de l'cnseinhle des cercles qui coupent orthof^onalement un même cercle. Or nous avons fait voir qu'à des cercles se coupant ortliogonalement correspondent par voie de dualité des coniques confocales telles que, les cercles ayant leurs grands axes pour diamètres res])ectifs, se coupent ortliogonalement ('). De là résulte, comme il est facile de s'en rendre compte, que, si le réseau qui nous occupe est défini par trois de ses coniques, ayant pour foyer le point F, on décrira les trois cercles ayant leurs grands axes pour diamètres et leur cercle orthogonal commun, et l'on obtiendra une conique quelconque du réseau, en décrivant un cercle quelconque coupant ce dernier ortliogonalement, joignant son centre O au point F, et prenant le diamètre OF du cercle pour grand axe de la conique, O pour centre et F [)Our loyer. En outre, la conique enveloppe des couples de droites conjuguées sera la conique <^oncentrique au cercle orthogonal commun, et s'en déduisant de la même façon.
59. La propriété relative au c(M'cle ayant pour diamètre le grand axe d'une conique, pourra souvent être utile dans la solution des problèmes résolus plus haut (45), dans le cas où deux des conditions données seront un foyer. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de construii'e une conique ayant un point F pour foyer, et conjuguée à trois couples de droites-, le problème corrélatif consiste à construire un cercle conjugué à trois couples de points : c'est le cercle orthogonal aux trois cercles ayant pour diamètres les segments formés par ces couples de points. A l'un de ces cercles correspond, par ^oie de dualité, la conique ayant pour foyer le point F, pour diri'ctrice la polaire de <e point par rappoil à lun des couples de droites, et tangente à ces deux droites; le cercle, ayant pour diamètre son Ijrand axe, est immédiatement connu, puis([ue deux de ses
(') Nom'rllf^ À mutiez t/r Mathcmtitiifucs, 2'' sc'rio, t. V, p. i/|.S.
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points sont les pieds des perpendiculaires abaissées du point F sur ces deux droites, et que la directrice connue est aussi, par rapport à lui, la polaire du point F. On en tire donc la solution suivante. On construira trois cercles, ainsi qu'il suit, au moyen de chacun des trois couples; du point F on ajjaissera une perpendiculaire sur chaque droite du couple; le cercle passera par les pieds des deux perpendiculaires, et la polaire du point F sera la même par rapport au cercle que par rapport au couple de droites. On construira ensuite le centre radical de ces trois cercles, et la conique cherchée aura ce point pour centre, le point F pour foyer, et sera doublement tangente, suivant le diamètre OF, au cercle orthogonal aux trois premiers.
DL SYSTÈME TAMGEîiTIEL DX. TROISIÈME ORDRE.
Equation gérirrale en coordonnées tangentielles :
> C -+- u-C + V C" -}- pC" = o.
60. Le système tangentiel du troisième ordre peut se définir par quatre coniques C.C'.C'.C'" n'appartenant pas à un même réseau. Aux deux réseaux [C.C'.C"], [C'.C".C'"] correspondent deux Hessiennnes qui ont neuf points communs, de chacun desquels on peut mener, aux courbes de chaque réseau, des tangentes formant une involution (51). Parmi ces neuf points communs, il y en a six qui sont les ombilics communs aux deux coniques C'etCqui font partie des deux réseaux. Les tangentes issues de l'un de ces six points aux courbes des deux réseaux forment deux involutions qui n'ont que deux rayons conjugués communs, savoir les deux tangentes communes menées par ce point aux deux coniques C et C", et qui, par conséquent, ne coïncident pas nécessairement, tandis (|ij(' ])our les trois autres points, les deux involutions conuident, puisqu'elles ont deux couples de rayons conjugués communs, qui sont les taji^
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gentcs menées aux conicjues C <'t C". D'où ce théorème: Théorème. — Il y a trois points d'oîi l'on peut mener à quatre coniques quelconques Iiuit tangentes en involution. En un mot, CCS courbes adnieUcnt trois couples de droites conjuguées, mais l'un d'eux résulte des deux autres, conformément au théorème énoncé ])lus haut (38), et ces trois points sont les points de rencontre des côtés opposés d'un quadrilatère et le point de rencontre des diagonales.
61. 11 est inutile d'insister sur la construction d'une courbe quelconque du système ; on pourra s'en donner soit trois tangentes, soit deux tangentes et un couple de droites conjuguées, soit une tangente et deux couples, soit trois couples. Elle donm; lieu aux théorèmes suivants, dont le second est connu.
Théorème. — Les six coniques qui admettent les mêmes tangentes communes que quatre coniques quelconques, combinées deux à deux et qui admettent un îJiéme couple de droites conjuguées, ou sont tangentes à une même droite, appartiennent à un même réseau.
Théorème. — Si l'on joint un point quelconque aux points de rencontre des côtés opposés et des diagonales d'un quadrilatère complet, les conjuguées harmoniques de cliacune de ces droites, par rapport au couple de côtés opposés correspondant, passent par un même point.
62. 11 y aura dans le réseau une infinité de courbes ayant pour foyer un point donné; elles formeront faisceau, c'est-à-dire qu'en outre elles auront deux tangentes communes. Les cercles ayant leurs grands axes pour diamètres auront même axe radical, et formeront un système orthogonal aux trois cercles ayant même axe radical, et déduits, comme nous l'avons expliqué plus haut (S9), des trois couples de droites conjuguées à toutes les courbes du système.
Toutes les courbes du système, vues d'un point donné sons un angle droit, formeront un réseau déterminé par trois (juelcoïKjues des six ironiques satisfaisant à cette cou-
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clition, et admettant les mêmes tangentes communes que les quatre coniques données prises deux à deux.
Toutes les paraboles du système formeront un réseau, et si quatre courbes du système sont des paraboles, toutes les autres seront aussi des paraboles.
63. Ce système donne lieu également à des cas particuliers. Toutes les courbes du système étant en elîet conjuguées par rapport à trois couples de droites qui sont les couples de côtés opposés et les diagonales d'un quadrilatère, on peut concevoir que la droite AB {fig' 8) vienne
Fig. 8.
se confondre avec la droite CD, auquel cas les diagonales se confondent avec la même droite, et l'on a l'ensemble des coniques tangentes à une droite et conjuguées au couple Fx\C, FBD. Si, dans la même hypothèse, les droites du dernier couple viennent à se confondre, on a toutes les coniques tangentes à deux droites.
Enfin, si les deux droites qui se confondent sont des côtés du quadrilatère n'appartenant pas au même couple, la droite qui en résulte étant à la fois conjuguée par rapport à deux autres est la polaire de leur point d'intersection, et l'on a l'ensemble des coniques par rapport auxquelles une droite a pour pôle un point donné. L'on voit donc que, dansée cas particulier, le système peut être considéré soit comme ponctuel, soit comme; tangentiel 1^32;.
La recherche du point (|ui forme avec un point donné conique du système, est analogue à la corrélative (33).
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DU SYSTÈME TANGENTIEL Dl QUATRIEME ORDRE.
Équation générale en coordonnées tangentiellcs :
>C + aC -f- vC" + oC" + (tC"" = o.
64. Le système du quatrième ordre sera déterminé par cinq coniques n'appartenant pas à un même système du troisième ordre. La construction d'une courbe quelconque du système résidte du théorème suivant, à la démonstration duquel nous ne nous arrêterons pas :
Théorème. — Les dix coniques qui admettent les nic/nes tangentes communes que cinq coniques quelconques prises deux à deux et qui admettent un même couple de droites conjuguées ou qui sont tangentes à une même droite, appai'tiennent à un même système tangcntiel du troisième ordre.
Toutes les courbes de ce système, comme celles du système ponctuel correspondant (34) satisfont à une condition commune, dont nous trouverons plus loin (93) l'expression géométrique.
On construirait deux points formant conique tlu système par une construction analogue à la corrélative (36).
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES CONIQUES EN INVOLUTION. CAS PARTICULIERS
65. Théobème. — Le carré de la puissance du centre d' une conique par rapport au cercle conjugué à un triangle circonscrit est égal à la somme des carrés de ses demi-axes.
Nous aurons à nous servir de cette proposition, qui n'est autre que le théorème de Steiner un peu modifié, sur le lieu des centres des coniques inscrites à un triangle et dont la somme des carrés des axes est constante : c'est pourquoi nous avons cru bon d'en donner la démonstration suivante :
Soit ABC ( fig. 9 ) un triangle circonscrit à une conique;
Fig. 9-
coupons-le par une (pialrièiiic; tangente ([uelconqiie uhc:, \y.w rapport au cercle coningue an triangle MîC, A est II' p»'»le (je lîC, donc les points A et a sont deux pointe-
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conjugués, de même 15 cl /», C cl c ; [)ar suilc, les cercles ayant pour diamètres les segmenls Art, Bè, Cr, coupent orlliogonalemcnt le cercle conjugué au triangle ABC (20). Mais ces trois segments sont les diagonales du (juadrilalère des quatre tangentes considérées, les cercles dont ils sont les diamètres ont donc même axe radical f^O), et les deu^^oints communs à ces cercles sont aussi communs au cercle ortlioptique de la conique considérée, qui est inscrite dans ce quadrilatère (-40). Il s'ensuit que tous les cercles qui coupent orthogonalement les trois premiers, jouissent de la même; propriété par rapport à ce dernier; donc le cercle conjugué au triangle ABC coupe orthogonalement le cercle ortlioptique de la conique considérée, ce qui n'est qu'une autre manière d'énoncer la proposition.
Réciproquement : Si un cercle C coupe orthogonalement le cercle ortlioptique d'une conique, on peut circonscrire à la conique une injinité de triangles conj ugués au cercle.
Car si l'on imagine un quelconque des triangles circonscrits à la conique qui ont pour point de rencontre des hauteurs le centre du cercle C, le cercle conjugué à ce triangle <;oupera orthogonalement le cercle orthoplique de la conique, mais, puisqu'il est conjugué au triangle, il est conc(;ntrique avec le cercle C (3) •, d'ailleurs, ces deux cercles ont un cercle orthogonal commun, donc ils coïncident.
CONIQUE HAUMOMQUEMEKT inscrite ou CIRCONSCniTE A UNE AUTRE CONIQUE.
06. On sait que lorsque six points sont les sommets de deux triangles conjugués à une même conique C, ils sont eux-mêmes situés sur une conique C ('). Il existe alors une certaine dépendance entre les coniques C et C d'après
C) CliASLES, Traité des Sections coniques, p. i^o.
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liUjiu'lli' on pcul inscrire dans la conique C une inlinilé tic triangles conjugués à la conique C : on peut encore l'exprimer en disant que la polaire d'un point A' de la conique C par rapport à la conique C coupe ces deux courbes en quatre points IV, C, B, C qui sont en proportion harmonique, de telle sorte que le triangle A'B'C' inscrit dans la <oni([ue C est conjugué par rapport à la conique C. L'on dit alors que la conique C est liarmoniquement circonscrite à la conique C ( ' ) : corrélativement, une conique est liarmoniquement inscrite à une autre conique, lorsqu'elle est inscrite dans une infinité de triangles conjugués à la seconde, ou encore lorsque les tangentes issues aux deux courbes du pôle, par rapport à la seconde, d'une tangente (juelconque de la première sont en rapport harmonique. Cela posé, nous allons démontrer le théorème suivant :
Théorème. — Lorsqu une conique C est harnioniqueuient circonscrite à une conique C, la conique C est liarmoniquement inscrite à d (^).
Considérons en eiïet deux cercles O et O' de rayons R et R', et supposons que le cercle O' soit liarmoniquement circonscrit au cercle O. Il résulte du théorème de M. Faure (5) que la puissance du centre du cercle O par rapport au cercle O'est égale à R y'a. D'autre part, nous avons vu que lorsqu'un cercle coupe orthogonalement le cercle orthoptique d une conique, la conique est liarmoniquement inscrite à ce cercle (63). Si l'on applique cette proposition au cercle O' qui coupe orthogonalement le cercle orthoplique du cercle O, il en résulte que le cercle O est liarmoniquement inscrit au cercle O'. La proposition étant démontrée pour deux cercles, s'étend au moyen de la perspective à deux coni([ues quelconques. jNous dirons alors que les deux coni(pies sont co/iju^uees rik-ij/roques.
' ' ) Smitii, Procccdiiii^s of thc Luiulon inutliciiuitual Society, ii" l.'|, p. 85. y'') Sai.mon, Sections coniques^ \i. 3'i6, et Chemona, Inlroduzionc, clc.^
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CoROLLAïUE. — ._SV un cciile Cl une h) i>erhole équilatère sont conjugues léciproques, celle des deux courbes qui est harmoniq uement cii'conscrile à l'autre passe par le centre de la seconde.
Car la droite de riiifiiii ((iiipe ces deux courbes suivant <[ualre points en proportion harmonique.
67. Théorème. — Lorsque deux coniques (^ et C" sont luirnioniqueinent circonscrites à une même conique C, il en est de même de toutes les cojiiques d u faisceau ponctuel [CC].
Car si l'on prend la polaire d'un des points communs aux coniques C et C" par rapport à la conique C, elle coupera ces deux coniques suivant deux segments d'une involution linéaire dont les points doubles sont ses points d'intersection avec la conique C, puisque chacun de ces segments doit former avec ces deux points un rapport harmonique (66). Mais il en sera de même pour toutes les coniques du faisceau ponctuel [C.C], car toutes les cordes déterminées dans ces courbes par cette droite sont des segments de cette involution 5 on peut donc choisir sur l'une (piclconque de ces courbes un point, qui est un de leurs [)()ints communs, dont la polaire par rapport à la conique C coupe; elle et la conique G suivant quatre points en rapport iiarmonique ; donc Tune quelconcjue de ces courbes est harraoniquement circonscrite à la conique C.
68. De là résulte immédiatement le théorème général suivant :
TnÉORiiME. — Lorsque les n coniques nécessaires à la détermination d'un système ponctuel d'ordre n — i sont harmoniquement circonscrites à une même conique C, toutes les coniques du sjstème jouissent de la même propriété.
On démontrerait d'un façon analogue le théorème corrélatif, savoir :
Théorîîme. — Lnrs<iuc les 11 co/iiqucs iu'ccss(iir('s à la
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detei'minatioTi d'un système tangentiel d'ordre ii — i sont harnioniq uement inscrites à une même conique, toutes les coniques du système jouissent de la même propriété.
69. De CCS théorèmes résultent de curieuses propriétés d'involution. Le second des quatre tliéorèmes précédents peut en eiîet être considéré comme une généralisation du théorème de Desargues, qu'il sufiit d'énoncer ainsi pour s'en apercevoir : lorsque deux coniques sont conjuguées à deux points, toutes les coniques du faisceau ponctuel quelles déterminent sont également conjuguées à ces deux points, tout en remarquant qu'une conique conjuguée à deux points peut être regardée comme harmoniquement circonscrite à la conique réduite à ces deux points, laquelle d'après le premier théorème (66) est de son côté harmoniquement inscrite à toutes les coniques du faisceau.
La réciproque se démontrerait absolument comme celle du théorème de Desargues (9), et peut s'énoncer ainsi :
Théouèime. — Toutes les coniques harmoniquement circonscrites à quatre coniques données forment un faisceau ponctuel.
D'où il résulte :
I** Que parmi les coniques harmoniquement inscrites à deux coniques données il n'y en a que quatre de dictinctes, de même que parmi les couples de points conjugués communs (9).
2° Que la condition d'être harmoniquement circonscrite à une conique donnée est une condition ponctuelle, et c'est la plus générale que nous ayons rencontrée, car les cas que nous avons traités sont ceux où la conique donnée se réduit à un point ou à deux points.
Corrélativement, la condition d'èlrt; harmoniquement inscrite à une conique donnée est une condition tangentielle, ])ar suite toutes les coniques harmo)iiquement inscrites à deux coniques données et dont nous venons de voir (pic ([ualrc sculenieul sont distinctes, lormcul un sys-
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tèmt! langcntifl du troisiôiuo oiilre, résultais ronipaliblcs puisqu'il faut quatre courbes pour déterniiuer ce système. J) une façon générale, en supposant qu'une eouifjue représenle un svstèiiu' d'ordre zéro, on ])eut énoncei- le théorème suivant :
Théouème. — Si deux systèmes de co7ii(/ues sont tels que chacune des courbes du premier soit luirmoniquement circonscrite à toutes celles du second, chacune de ces dernières est harmoniquement inscrite à toutes celles du preuner. Le premier système est ponctuel, le second est tangentiel et la somme de leurs ordres est égale à quatre (').
70. Suivant l'expression de M. Smith, ces coniques forment dt'ux systèmes contravariants. jNous dirons de plus que les coniques d'un même système, étant conjuguées réciproques (66) d'un certain nombre de coniques fixes, sont en involutioji. De sorte que nous avons à étudier les dépendances qui existent entre deux systèmes contravariants, dans les cinq cas fournis par le théorème précédent, et signalés par M. Smith :
i*' Une conique, formant systèjne ponctuel d'ordre zéro, harmoniquement circonscrite à toutes les courbes d'un système tangentiel du quatrième ordre.
2° Un faisceau ponctuel, contravariant d'un système tangentiel du troisième ordre.
3° Deux réseaux contravariants, l'un ponctuel, l'autre tangentiel.
4° Un système ponctuel du troisième ordre contravariant d'un faisceau tangentiel.
(' ) Au moment de faire paraître ce travail, nous avons appris, par l'obligeance de M. Cremona, que cet important théorème, ainsi que les précédents (67), (68), étaient déjà énoncés par M. Smith. On some i^cometric/il constructions {Proceedings, n" i/|). C'est en eflot h lui qu'ils apparliennont, ■et c'est après avoir lu cet intéressant article que nous avons adopté les déïiomin.ntions do cet auteur.
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5° Un système ponctuel du fjuatrième ordre dont toutes les courbes sont liarnioniquement circonscrites à une même conique, laquelle forme système tangentiel d'ordre zéro, et de son côté est liarmoniquement inscrite à cinq coniques données.
Ces cinq cas constituent l'ensemble de la théorie des coniqiu^s en involution, à laquelle conduit celle de l'involution plane, et qui est la généralisation des propriétés des segments en involution linéaire.
On voit que l'étude des différents systèmes avait sa place marquée devant elle, et qu'elle en constitue un cas particulier.
71 . Avant de passer en revue les différents cas que nous venons d'exposer, nous étudierons plus spécialement celui où l'involution est circulaire, c'est-à-dire où les courbes liarmoniquement inscrites ou circonscrites sont des cercles. Ainsi arriverons-nous plus facilement à trouver les relations qui existent entre les éléments au moyen desquels on peut déterminer deux faisceaux contravariants.
CAS PARTICULIER OU LA CONIQUE HARMOJVIQUEMENT INSCRITE EST UN CERCLE
72. On peut toujours inscrire dans une conique une infinité de triangles ayant pour point de rencontre des hauteurs un point donné P^ si l'on considère l'un d'eux, la conique est harmoniquement circonscrite au cercle avant pour centre le point P et pour rayon la puissance du triangle (3), puisque le triangle est conjugué à ce cercle. Si l'on en considère un second, sa puissance sera la même, car si elle différait de la première, la conique serait harmoniquement circonscrite à uni; infinité de cercles concentriques au premier, ce qui est impossibh% le point P étant (jueh(>ii<|iir. On peut donc dire (jue :
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iHÉoRkME. — Tous les triangles inscrits dans une coriit/ue et ayani /)(>ur point de rencontre des hauteurs un point donné, ont même puissance.
Tous ces triaiii^los forment une involution plane circulaire; si le cercle triple est imaginaire, et si par son centre on élève sur le plan de l'involution une perpendiculaire égale à la puissance géométrique, de l'extrémité de cette perpendiculaire on verra sous un angle trièdre trirectangle tous les triangles de l'involution, conjugués au cercle et inscrits dans la conique (3). C'est pourquoi nous donnerons le nom de jndssance orthopticj ue de première espèce par rapport à la conique à cette longueur qui est fixe pour chaque point du plan, et qui est la puissance commune de tous les triangles inscrits dans la conique et dont ce point est le point de rencontre des hauteurs.
73. Du théorème précédent, on conclut immédiatement le suivant :
Théorème. — Si l'on peut mettre sur un cône du secojid degré les arêtes d'un trièdre trirectangle , on peut en nietlre une injinité.
Car si l'on coupe le tout ])ar un plan, ce trièdre est coupé suivant un triangle inscrit dans la conique d'intersection et ayant pour point de rencontre des hauteurs la projection sur le plan sécant du sommet du cône. Tous les triangles <]ui satisfont aux mêmes conditions , ayant même puissance (72), sont vus du sommet du cône sous un angle trièdre trirectangle. Nous dirons alors que le cône est équilatère de première espèce ( ' ) .
(') Nous avons déjà propose cette ilénoiniiiatioii (.louriial l'Itutiiiit, 20 déconibre lS6:); Coniptrx rcndtis de la Socirtt' iihUuittdthitjui'').
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DE L.\ PUISSANCE ORTHOPTIQl E DE PREMIERE ESPECE Dl N POINT PAU RAPPOUT A UNE CONIQUE.
li. Si un li'iaiii;l(' APjC {fii^- lo) csl insciil dans un
cercle, el si le point 1 est le point de rencontre des hauteurs, on a
d'ailleui-s la puissance ortlioptique p de ce point est égale à y/IA.lF; la longueur / de la tangente issue de ce point est égale à y'IA.lJJ ou à yJlAx 2 IF, d'où l'on conclut que l = p \Ji. Donc :
Théorème. — La puissance orthoptùjue d' an point par rapport à un cercle s'obtient en divisant par y 2 la longueur de la tangente issue de ce point (*).
Elle est nulle pour les points du cercle, imaginaire pour les points intérieurs. Dans ce dernier cas, sa longueur géométrique est égale à l'ordonnée de la sphère dont le cerch; serait un grand cercle, divisée par sji.^ et de l'extrémité de cette ordonnée ainsi réduite, on voit sous un angle trièdre trirectangle les triangles de linvolution correspondante (72).
(') Aussi, lorsqu'il s'ajjiia de la |)uissaiic(! orlliopti<|uc d'un ]j()iiil ]>;u rapport à un fcrclc, n'onictirons -nous jamais lo mol nnltojidfiur.
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75. riiÉORKMF.. — L(i i>iiis\(iiic(i ()/ l/t(>i>liifii<' il un point par rapport à une co/iit/ue est égale à la racine carrée du produit des segments comptés à partir du point sur une perpendiculaire à une asymptote Jusqu'aux points d'intersection de cette droite a\'ec la courbe.
Soil p {Jig- 1 i) la puissanrc d'un point M, on a
p^ = MA.\m;
car si C est le point à l'infini sur l'asymptote, on voit cpie le triangle ABC, inscrit dans la courije a pour point de rencontre des hauteurs un point qui'lconqne de la droite Alî. Si M est ce point, la puissance du triani;le est égale à y/ M A. M h.
il en résulte que, dans tous les cas, cette puissance est nidle si ]v. point est sur la courbe. Si la courbe est dans l'angle obtus des asymptotes, les deux segments sont comptés dans le même sens pour un point situé à l'intérieur de la courbe, et la puissance est réelle; imaginaire dans le cas contiaiic. Si la courbe est dans l'aiigle aigu, comme sur la (ignre, c'est le contraire (pii a lieu.
Si la couibe est une parabole dont les asymptotes (pioiipie à linlini ont une direction déterminée, le théorème devient :
La puissance orthoptiijue d un point par rapport à une parabole est égale à la racine mirrc du produit des seg-
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nienls comptes à partir du point sur une perpendiculaire à l'axe, jusqu'aux j>oints d' intersection de cette droite ai'ec la courbe.
Oa a [fiff- 13
MA. MB;
d'où l'on conclut ([uc la puissance est réelle pour les points situés à l'extérieur de la courbe, imaginaire dans le cas contraire. Pour les points situés à l'intérieur de la courbe, il est visible que la puissance géométrique est égale à l'ordonnée d(; la surface engendrée par la révolution àv. la parabole autour de son axe.
Enfin dans le cas de l'ellipse le tbéorème subsiste toujours par continuité, bien que n'ayant plus de représentation graphique. La courbe sépare donc toujours les points du plan dont la puissance est réelle de ceux pour lesquels elle est imaginaire, et il est facile de voir par des cas particuliers qu'elle est imaginaire pour les points intérieurs, réelle pour les points extérieurs, qm;, par exemple, la puis-
sance du centre est éirale à
sjn'
gV-
(*) L'analyse fait voir que
f{x, j) = \x' -h -iKjLj -+- C7- -h 2 Dx -t- -î Ej -H F = o «kaiit l'équation df la courbe, la puissance du point (s<,«/3') est égale a.
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Si la courbe est une hypeiljole éfjuilalèn', le lliéorème fait voir que la puissance d'un jtoiiit est infinie si le point n'est pas sur la courbe, indéterminée dans le cas contraire. Elle est égale à l'ordonnée d'un cylindre droit ayant la courbe pour base, ce qu'on peut encore traduire en disant qu'il est impossible d'inscrire dans une hyperbole écjuilatère un triangle dont le point de rencontre des hauteurs ne soit pas sur la courbe, ce qui est conforme au théorème connu ( H ) .
76. Théorème. — Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d' un point S sur les cordes d' une coniijue <vues de ce point sous un angle droit est un cercle. La puissance orthopticjue du point S par rapport à la conique est égale à la longueur de la tangente menée du point S à ce cercle.
Pour démontrer cette proposition, considérons un angle droit dont le sommet soit en S et abaissons du point S des perpendiculaires sur les cjuatre cotés du quadrilatère complet ABCD, A, B, C, D étant cjuatre points pris deux par
Fig. .3.
deux sur les côtés de l'angle. Soient a, b, c, d les pieds de ces perpendiculaires. Nous allons faire voir que ces quatre points sont sur. un même cercle. On a, en ellet [fig- i3).
thc z= o/''' — yi\h(i -H iî/^rj.
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Or les quadrilatères ihscriptibles ASab^ BSèc donnent
Aba = AS a et BZ»c = 13Sc, donc
/ /^ r^^\ /XI
f =: 2'''' [ I '''" — aS c\ = 1 ''' ~h(lSc.
On a, de même dans les quadrilatères inscriptiblesCSc^, J)S ad
Cdc ou Cda -h ndc = a'''" — CSc
et
Ajoutant
Uda ou D de -+- adc = 2''' — DSa.
C da -t- D ^c H- 2 adc
ou
d'où
(2) adc =z i'''^ — aSc.
Comparant les égalités (i) et (2), on voit que les angles opposés du quadrilatère abcd sont supplémentaires, et par conséquent il est inscriptible.
Si l'on considère toutes les coniques qui passent par les quatre points A, B, C, D, deux de ces coniques sont les couples de droites AD, BC et AB, CD. Les puissances orthoptiques du point S par rapport à ces deux couples de droites sont respectivement \JSa.Sf et \jSb.Sg (75). Or il est facile de faire voir que les points /^ et g sont situés sur le cercle circonscrit au quadrilatère abcd^ car on a
ofc = CS/-+- SC/i
yo rnwiTin: iv.
or
parce que ces deux angles ont leurs côtés perpendiculaires -, donc
afc = CSf-+- BSc =^ i'"^ — aSc.
L'angle afc est donc aussi supplémentaire de l'angle abc en vertu de l'égalité (i) et le point ^ est sur le cercle^ de même pour le point g.
Il en résulte que deux coniques du faisceau ponctuel x\BCD sont harmoniquement circonscrites au cercle ayant pour centre le point S et orthogonal au cercle abcd, puisque, par le fait même qu'un point a une certaine puissance par rapport à une conique, la conique est harmoniquement circonscrite au cercle ayant pour centre ce point et pour rayon celte puissance (72).
Par suite, toutes les coniques du faisceau sont aussi harmoniquement circonscrites à ce cercle (67), c'est-à-dire que le produit sJSa.Sf^ ou hien la longueur de la tangente menée du point S au cercle abcd est aussi la puissance du points par rapport à toutes les coniques du faisceau.
En outre, la polaire du point S^ qui est la même par rapport à toutes les coniques du faisceau puisque le point S est un sommet de leur triangle conjugué commun SIF, sera aussi la même par rapport au cercle abcd_, puisque deux des cordes communes à ce cercle et à la conique AIC, par exemple, passent par le point S : ce sera la droite IF.
Pour une conique quelconque du faisceau, les cordes communes à celte courbe et au cercle abcd^ cordes passant par le point S, seraient les perpendiculaires abaissées du point S sur les asymptotes d(î la courbe, car chacun des points d'inlerseclion de l'une de ces perpendiculaires avec la conique est un point du lieu, ce qui fait voir encore que la puissance du point S par rapport à la conique, qui peut se
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iiiosuror sur l'une de ces perpendiculaires (75), est égale à la longueur de la tangente menée du point S au cercle abcd.
Supposons Miainlenant que l'on ait uni; conique iixe et que les points A, B, C, 13 soient les points d'intersection des côtés de l'angle S avec la conique pour une position de cet angle tournant autour du point S. Pour chaque position de l'angle, le cercle correspondant sera un cercle par rapport auquel le point S a une puissance et une polaire données, savoir : la puissance orthoptique et la polaire du point S par rapport à la conique fixe, c'est-à-dire que le cercle ne variera pas et cjue pour toutes les positions de l'angle S, le lieu des points «, ^, c, d sera un cercle coupant orthogonalenient le cercle décrit du point S comme centre avec un rayon égal à la puissance du point S par rapport à la conique, c. q. f. d.
De plus, l'axe radical de ces deux cercles, qui est la polaire du point S par rapport au cercle abcd^ sera aussi sa polaire par rapport k la conique, et le cercle abcd aura avec la conique deux cordes communes passant par le point S cl respectivement perpendiculaires sur ses asymptotes.
Si une conique est donnée par cinq points, il suflira [)oui' construire ce cercle de faire passer par le point S les côtés indéfinis d'ini angle droit ^ on en cherchera les points d intersection avec la conique par l'une des méthodes connues, et l'on abaissera sur les quatre cordes ainsi obtenues des perpendiculaires, dont les pieds seront sur le cercle cherché et le détermineront amplement (').
77. La puissance orthoptique d'un point par rapport à une conique étant ainsi parlailement définie par plusieurs propriétés du cercle harmoniquemeuL inscrit correspondant dont ce point est le centre, et sa puissance le rayon, étudions la puissance d'un point par rapport à loules les
(') Ce cercle n'est pas toujours réel, et il est l'acile do voir fine lorsque le point S est sur le cercle orthoptique de la conique, il se réduit ù un point.
^3 rini'nT.E iv.
(•oni(|U('s d'un laisct'au pomtiK!!. Si l'on coiisulrrc di'iix coiirhes de ce faisceau, un point d<jnné aura généralement des puissances diiférentes par rapport à elles, et l'on peut «lierclier le lieu des points d'égale puissance cpii sera alors la même pour toutes les coniques du faisceau (67). Ce lieu est une courLe qui passe par les quatre points d'intersection des deux premières, puisque ces points ont par rapport aux
qui est le pied de la perpendiculaire abaissée du point S {fif;. l'i) sur la polaire de ce point. Par suite, il sera réel lorsque le point S sera dans l'une des deux régions du plan dont le cercle orthoplique est la limite et ima|^;inaire dans l'autre. Si la conique est une ellipse, il sera réel pt)ur tous
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les points intérieurs au cercle orthoptique. Si c'est une hyperbole, juuir tous les points extérieurs. Si c'est une parabole, pour tous les points situés du même coté de la directrice que la courbe. Il en résulte que, le cercle orthoplique étant imaginaire lorsque l'aiiglc des asynijilotes est plus grand qu'un angle droit, il sera toujours réel dans ce cas. La construction cpie nous en avons donnée est toujours applicable quand il est réel. S'il est imaginaire, il est facile d'en construire le centre, lequel est toujours réel, et de trouver la valeur géométrique du rayon. En ell'et, supposons (pie la courbe soit une hyperbole et abaissons du point donné S des perpendiculaires sur les asymptotes OA, OB de la courbe; elles déterminent dans la courbe et dans le cercle deux cordes communes (76) dont les points milieux G et H sont les mômes que ceux des cordes AB, CD déterminées dans les asymptotes; si par ces points on mène des perpendiculaires ii ces cordes, on aura le centre I du cercle en leur point d'intersection, qui est évidemment le milieu de la droite BD : d'où il résulte (jue BD est parallèle au diamètre conjugué de la droite qui joint le rentre t) de la courbe au centre I du cercle; mais le point () est le point de rencontre des liauteurs du triangle SIU), clnru' SO est perpendiculaire sur Bl) ; de sorte que si par le ixiinl O on
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lieux couujucs une puissance nulle, et il ne saurait être autre que l'IiYperLole équilatère qui passe par ces quatre points, car le cercle qui a pour centre un point du lieu, et pour rayon la puissance correspondante, étant liarinoniquenicnt circonscrit à toutes les courbes du faisceau, et par t'onsé(juent à cette hyperbole équilatère, a nécessairement son centre sur cette courbe (06).
mène une perpendiculaire à OS, le diamètre CQnjufjiié 01 de celte perpendiculaire passera par le centre du cercle ; dans le cas de la parabole, ce point sera toujours sur l'axe. D'ailleurs, il est aussi sur la perpendiculaire abaissée du point S sur la polaire de ce point (76); il est donc déterminé. Quant au rayon, il est clair que, pour une même conique et lorsque le l>oint S varie, il est proportionnel à la longueur de la tangente menée de ce point au cercle orthoptiquc, puisqu'il est nul en même temps qu'elle. Or il est facile de trouver la proportion, car si la courbe est par exemple une ellipse et qu'on prenne le point S au centre, le rayon du cercle cor-
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rcspondant est égal à OP i^fg. tj), la puissance géométrique du point O par rapport au cercle orthoptique est BC = ^«^ H- 6^; ce rapport constant
OP . , , . uh est donc goometri((ucnient -— ;, arithmetiquemcnt — ^ —\ par suite, pour
iin point ([uelconque S situé en dehors du cercle orthoptique, le rayon
imaginaire sera égal à I -r^ — y/ — i, /étant la longueur de la tangente
menée de ce point au cercle orthoptique. Pour une hyperbole et pour un point iiitéiieur il ce cercle, le rayon serait / —, —\J — i, / étant l'ordonnée de la sphère dont ce cercle serait un grand cercle. Pour la parabole, le rayon est égal à \ ipd, d étant la distance du point à la directrice.
I»emar<iuons enlin ipie, si le point S est sur la courbe, le cercle correspondant est tangent .a la courbe en ce point et a pour diamètre le segment de la normale compris entre ce point et le point lixe par où passent toutes les cordes de la courbe vues du point S sous un angle droit. Si, dans le même cas, la courbe est une hyperbole ctjuilalèrc, il se réduit à la tangente ii la • ouriio en ce point.
ii\i'iTi\i: IV
On peut dom- ilirc que :
Théorème. — Le lieu des points d ci^ale puissance par rapport à deux courbes d' un faisceau ponctuel est l hyperbole équilatcre du faisceau. Elle est aussi la même par rapport à toutes les courbes du faisceau.
Chacun des points de l'hyperbole équilalère est donc le centre d'un cercle liarnionicjuenient inscrit à toutes les courbes du faisceau, et il n'y en a pas ailleurs. Ce sont, du reste, les cercles du système tangentiel du troisième ordre contravariant du faisceau considéré (70); on peut donc énoncer le théorème autrement, et dire :
TnÉonÈME. — Le lieu des centres des cercles d' un système tangentiçl du troisième ordre est l'hyperbole équilatère harmoniquement circonscrite à quatre d' entre eux .
78. Assujettir une conique à avoir par rapport à un point donné une certaine puissance, c'est dire qu'elle est harmoniquement circonscrite au cercle dont ce point est le centre et dont le rayon est la puissance donnée.
La puissance d'un point équivaut donc à une condition ponctuelle (69) ; toutes les coniques qui ont par rapport à (|uatre points donnés di;s puissances données forment donc un faisceau ponctuel et ont quatre points communs (17). C'est ce qui résulte également de ce que nous venons de voir, car toutes ces courbes devront se couper sur riiyperbole équilatère qui passe par les (pialre points (77).
On aurait donc à déterminer les n points communs aux coniques passant par 4 — " points donnés et par rapport au\(pielles on connaît les puissances de n points. JNous n'insisterons pas sur ces problèmes (|ui sont analogues à ceux qiu^ nous avons déjà résolus (il, 13, 15) à propos des couples de points conjugués communs. Pour // = i , nous résoudrons d'ailleurs le problème général, dans h* cas où la conique harmoniqueinenl ins(rile est quelconque (113).
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79. Théorème. — Lorst/uuric coni(/iic vaiic en passant par (/uatrc points Jixes, le cercle lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point donné suj- les cordes de la conique vues de ce point sous un angle droit varie en passant par deux points Jixes.
Car si M est l'un des points d'intersection de deux de ces cercles, la perpendiculaire à SM menée par le point M interceptera dans les deux coniques correspondantes des cordes vues du point donné sous un angle droit \ donc ce point sera le sommet de l 'involution déterminée sur cette droite par le faisceau de coniques considéré ; donc toutes les autres cordes sei'ont aussi vues du point M sous un angle droit, c. q. f. d.
Si deux coniques sont données chacune par cinq points, on construira le cercle correspondant à chacune d'elles (76), et l'on aura ainsi leur axe radical. D'ailleurs cet axe radical <'st le cercle qui correspond à l'hyperbole équilatère du l'aisceau, car si par le point donné on mène deux parallèles à ses asymptotes, la corde intci'ceptée est tout entière à l'infini, et par suite le pied de la perpendicidaire : le rayon du cercle devieut alors infini.
En général, l'axe radical ne passera pas par le point donné \ pour cela, il faudrait qu'il eût même puissance par rapport à tous les cercles et par suite (76) même puissance ortlio])tique par rapport à toutes les coniques du faisceau; c'est-à-dire qu'il devra être sur l'hyperbole équilatère du faisceau (77), qui sera ainsi le lieu des points tels que l'axe radical résultant de chacun d'eux passe par le point dont il résulte. De plus, l'axe radical sera la tangente à l'hyperbole équilatère au point considéré, puisque le point est sur cette courbe (76).
80. Passons maintenant au réseau ponctuel. Nous avons vu (21 ) que les trois hyperboles équilatères qui passent par les points communs à trois coniques données prises deux à deux ont quatre points communs ; ces quatre
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points auront par conséquent (77) niùmc puissance par rapport à toutes les courbes du réseau ponctuel défini par ces trois coniques, et l'on peut dire :
Théorème. — Il y a quatre points qui ont mente puissance par rapport à toutes les coniques d' un réseau ponctuel. Ce sont les sommets d' un triangle et le j/oint de rencontre des luiuteurs.
Aussi ne sont-ils pas distincts, car s'ils Tétaient, les conicjues formeraient faisceau ponctuel (78). La puissance de l'un d'eux peut aussi se déduire de celle des trois autres, car ils sont les centres des cercles cjui appartiennent au réseau tangentiel contravariant du réseau considéré, et si l'on connaît trois de ces cercles, on connait le centre du (|uatricnie, et l'on sait qu'il appartient au réseau tangentiel défini par les trois premiers ; il est donc déterminé, et nous verrons plus loin le moyen d'en déterminer le rayon (99). On peut aussi énoncer comme il suit le tliéorème précédent :
Théouème. — // existe dans un réseau tangentiel (paître cercles, dont les centres sont les sommets du faisceau ponctuel d' hyperboles équilateres appartenant au réseau ponctuel contravariant du réseau considéré.
Et l'on voit qu'un réseau ponctuel p(;ut aussi être considéré comme l'ensemble des coniques par rapport auxquelles trois points donnés ont des puissances données.
81. Théorème. — Pour chaque conique d'un réseau ponctuel, le cercle lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point jixe sur les cordes de la conique vues de ce point sous un angle droit varie en coupant orthogonalement un cercle fixe.
Tous les cercles analogues ont même centre radical : en clî'ct, le réseau se compose d'une in(init<' de faisceaux, dans cliacun desquels tous les cercles analogues, corres- [)ondant au point donné S, ont même axe radical (79)^ si floue C, C, C" sont les trois coniques qui déterminent le
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réseau, les axes radicaux résultant des trois faisceaux formés par ces courbes considérées dt'ux à deux ont un point commun C, centre radical des cercles correspondant aux trois coniques C, C, C". Ce point sera aussi commun à tous les autres axes radicaux ; car si nous considérons dans le réseau le faisceau déterminé par un point quelconque P, c'est-à-dire par les points communs aux trois coniques P [C, C], P [C, C"] et P [C", C] (18), les cercles correspondants aux deux premières passent respectivement par les points communs aux cercles correspondants aux coniques G, C et aux coniques C, C"; donc leur axe radical, qui est celui du faisceau déterminé par le point P, passe aussi par le point C.
Si le point S est un des points couununs aux livperljoles équilatères du réseau, il sera lui-même le centre radical commun, et dans chaque faisceau l'axe radical correspondant sera la tangente à l'hyperbole équilatère de ce faisceau (79).
82. Problème. — Déterniijwr parmi toutes les coiii- (jues d' un faisceau jwnctuel, celle par rapport à lai^uelle un point donne a une puissance donnée.
Le faisceau étant déterminé par deux coniques dont on connaît cinq points, on construira l'axe radical des ceixles correspondants, au moyen des cercles correspondants aux deux coniques. Cela posé, si les points A et B communs à tous ces cercles sont réels, il suffira, pour avoii' le cercle correspondant à la conique cherchée, de trouver sur la di'oite des centres un point C tel, que la longuevu- CA soit égale à la puissance du point C par rapport au cercle ayant pour centre le point S donné et pour rayon la puissance donnée, problème élémentaire : le cercle décrit du point C comme centre av(;c CA pour rayon sera le cercle cherché. Dans tous les cas, que les points A et H soient ou ne soient pas réels, on obtiendra le centre du cercle cherclié en décrivant un cercle quelconque coupant ortliogo-
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nalemcnl tous tcux du faisceau [A, lî] et prenant le point d'intersection de la droite des centres avec son axe radical avec le cercle S. Puisque le cercle cherché coupe ce dernier orthogonalenient, il est déterminé. Soit alors P un point quelconque de ce cercle, la perpendiculaire élevée sur SP au point P coupera la conique cherchée suivant deux points vus du point S sous un angle droit, et suivant deux points conjugués de l'involution déterminée sur cette droite par ses points d'intersection avec les deux coniqu<'s données ; tes deux points sont donc déterminés, car les deux involulions dont ils form(;nt le segment commun ne coïncideraient que si le point P coïncidait avec l'un des points A et B.
Il est facile de voir que si le point S était sur rhvperhohéquilatère du faisceau, la puissance donnée n'aurait pas d'influence.
83. Problème. — Construire, la coniffue d'un réseau ponctuel [)ar rapport à laquelle deux points donnés ont des puissances données.
Les conditions données étant ponctuelles, il suffira de construire le faisc(!au déterminé dans le réseau par deux des trois coniques par rapport auxquelles un des points donnés a la puissance donnée et passant par les points d'intersection des trois coniques données prises deux à deux, et de eônsti^uire dans ce faisceau la conique par rapport à laquelle le second point donni'; a la puissance donnée (82).
84. On pourrait ainsi multiplier à l'infini les problèmes, suivant que les conditions données sont des points, des couples de points conjugués, ou des puissances, donnés directement ou [)ar les systèmes de; courbes qui y satisfont. Les solutions seraient analogues à celles que nous connaissons dé|à, et ne seraient paS plus simj)Ies(]ue celles <|ue nous donnerons dans le cas général où la conique hai'moni(juement inscrite est (juelconque. iNous a\ons
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voulu indiquer le premier des deux problèmes préctklents, parce que le problème général de la construction d'une conique harmoniquement circonscrite à cinq coniques données se ramène toujours finalement, comme nous le verrons, à celle de la conique d'un certain faisceau ponctuel (|ui est harmoniquement circonscrite à une des cinq conifjues données. Or, si l'unes d'elles est un cercle, le problème pourra alors se ramener au premier des deux problèmes précédents, plus simple que le problème général, dans le cas où les deux cercles dont il exige la détermination sont réels.
Il n'existe pas, en général, de point par rapport auquel toutes les coniques d'un système ponctuel du troisième ordre aient la même puissance. Cela tient à ce que toutes ces courbes sont harmoniquement circonscrites à deux coniques données, et, par suite, à toutes celles du faisceau tangentiel qui en résulte, lequel est contravariant du système considéré (70). Or il n'y a pas, en général, de cercle dans un pareil système.
. CAS ou LA CONIQUE HARMONIQUEMENT CIRCONSCRITE EST UN CERCLE.
85. On peut toujours circonscrire à une conique une infinité de triangles ayant pour point de rencontre des hauteurs un point donné P ; nous avons vu que le cercle conjugué à l'un quelconque de ces triangles coupe orthogonalemeut le cercle orthoptique de la conique (65); tous ces triangles ayant même point de rencontre des hauteurs, tous les cercles conjugués sont concentriques, et comme ils coupent orlhogonalement un même cercle, il faut (ju'ils coùicident ; d'où il suit (|ue tous les triangles ont iiièmr jouissance. Donc :
I'ukoiîème. — J\)ns Ifs liitiiii^lcs circoii.sci ils à une
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cofn'(/ii(! f't aj a/it jïDiir point de icmontrc des /uiutcii/s un point donné ont nicnie j)uissance.
Tous CCS triangles forment une involution plane circulaire. — Si le cercle triple est imaginaire, ce qui arrivera lorsque le point P sera à l'intérieur du cercle orthoptique, quelle que soit la nature de la courbe, et si, par son centre, on élève sur le plan de l'involution une perpendiculaire égale à leur puissance géométrique, de l'extrémité de cette perpendiculaire on verra sous un angle trièdre trirectangle tous les triangles de l'involution conjugués au cercle et circonscrits à la conique (3). C'est pourquoi, nous donnerons le nom de puissance o/thopti(/ue de seconde espèce à cette longueur qui est fixe pour chaque point du })lan et qui est la puissance commune de tous les triangles circonscrits à la conique et dont ce point est le point de rencontre des hauteurs.
11 en résulte connue plus haut (73) que :
Si l'on peut clixonscriie à un cane du second degré les faces d'un angle trièdre trirectangle, on peut lui en circonscrire une infinité.
Nous dirons alors que le cône est éijuilatère de seconde espèce.
DE LA PUISSAKCE ORTHOPTIQLE DE SECO]\DE ESPixE d'l\\ POIKT PAU IIAPPORT A UNE CONIQUE.
86. Ce qui précède la délinit suflisamment : elle est égale à la longueur de la tangente! menée du point considéré au cercle orthoptique. Elle est donc réelle poin* tous les points extérieurs à ce cercle, nulle pour les points du cercle et imaginaire pour les points intérieurs. Dans ce dernier cas, sa longueur géométrique est égale à l'ordonnée .de la sphère dont le cercle orthoptique serait un grand cercle (85 \ et de tous les points de ci-ltc sphère on voit
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Ja conique sous un conc (''(|uilalèrc de seconde espèce ^8o\ Aussi donnerons-nous à cette sphère le nom de sphcre orthppliqiie de la conique, et dirons-nous :
L(i splù'tr nitlioptique d'iino conif/ue est le lieu des points de l espace doit l'on voit la courbe sous un cône équilatère de seconde espèce.
Si la courbe est une parabole, le cercle ortlioptique devient une droite, la directrice, et la splière orthoptique se réduit à un plan, qui est le plan perpendiculaire au plan de la courbe et dont la trace est la directrice.
D'où il suit que lorsqu'un triangle est circonscrit à une parabole, la directrice passe par le point de rencontre des hauteurs, puisqu'elle doit couper orthogonalement le cercle conjugué au triangle.
87. iVous avons vu (40) cpie les cercles orthoptiques de toutes les coniques d'un faisceau tangentiel ont deux points communs, d'où l'on voit conséquemment sous un angle droit toutes les courbes du faisceau. Par suite, les sphères orthoptiques auront un cercle commun, perpendiculaire au plan du faisceau, et ce théorème peut s'énoncer ainsi :
Théohîîme. — // existe un cercle, situé dans un plan perjyendiculaire au plan du faisceau, et de tous les points duquel on voit sous uji cône équilatère de seconde espèce toutes les co/iiques d' un faisceau tangentiel.
rSous aurons à en faire usage dans les applications de cette théorie aux surfaces du second degré, et nous lui donnerons le nom de cercle orthoptique du faisceau.
De la définition de la puissance orthoptique (86), il résulte qu'un point quel concpie de l'axe radical commun aux cercles orthoptiques du faisceau a la même puissance par rapport à toutes les coniques du faisceau, réelle pour les points situés eti dehois des deux points communs, imaginaire pour les autres, et égale alors à l'ordonnée correspondante du cercle orthoptique, ce qu'on peut énoncer <'omnie il suit :
TnÉonÈME. — IjC lieu des fioints il'c^alc puissance <>/l/io/>ti(/n(' (la seconde espèce par i appojt à deux coniifues est l' axe radical de leurs cercles orlhoptiques. Tous les points de cette droite ont aussi même puissance par rapport à toutes les courbes du faisceau tatigentiel déterminé par les deux premières.
Si de cliaquc point de cette droite, ou décrit un cercle avec la puissance commune pour rayon, ce cercle sera harmoniquement circonscrit à toutes les courbes du faisceau, puisque celles-ci lui sont liannoniquemcnt inscrites (06), de sorte (jue l'on peut dire aussi ^^70': :
Le lieu des centres des cercles d' un s]stème ponctuel du troisième ordie (qui est le système contravariant du l'aisceau considéré) est une droite.
Tous ces cercles, étant orthogonaux à une série de cercles avant même axe radical, ont eux-mêmes même axe radi- « al, qui est la droite des centres des premiers, ce qui n'est pas étonnant, la condition d'être un cercle étant une condition ponctuelle double (17), et, par suite, les cercles d'un système ponctuel du troisième ordre devant donner lieu à un faisceau ponctuel.
Les cercles orthoptiques ayant même axe radical, toutes les coniques du faisceau, qui leur sont respectivement concentriques, ont leur centre sur la droite des centres des cercles, ce qui démontre le théorème de Newton, savoir :
Le lieu des centres des conicjues tangentes à quatre droites est une droite.
Si le faisceau est donné par les quatre tangentes communes, on aura immédiatement cette droite, qui est la droite qui joint les milieux des diagonales, et l'axe radical des cercles orthoptiques sera celui des cercles ayant pour diamètres respectifs les trois diagonales (40). Cet axe radical, étant le cercle ortliopli(jue qui se réduit à une droite, est é\ idt'iument la dii-ectrice de la parabole du laisceau, et passe consétpieiumcol pai- les points de r<'n<'onlf(' des li.iu-
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U'urs des quatre triangles formés par les quatre tangentes considérées tiois à trois (86y, ce qui donne une nouvelle manière de le déterminer et conduit au théorème suivant :
Les cjiiaîie points de rencontre des hauteurs des triangles formés par quatre droites considérées trois à trois sont en ligne droite ('}.
Ces quatre triangles donnent lieu à quatre cercles circonscrits, lesquels ont un point commun, savoir le foyer de la parabole tangente aux quatre droites, puisque le cercle circonscrit à un triangle circonscrit à une parabole passe par le foyer. Il s'ensuit que les quatre points symétriques du point commun à ces quatre cercles par rapport aux quatre tangentes sont en ligne droite sur l'axe radical des cercles ortlioptiques.
Lorsqu'une conique est inscrite dans un triangle, la puissance du centre de la conique par rapport au cercle conjugué au triangle est égale à la soram.e des carrés des demi-axes f65). Une conséquence immédiate ce cette propriété est le théorème de Steiner, savoir :
Le lieu des centres des coniques inscrites dans un triajigle et dont la somme des carrés des axes est constante est un cercle concentrique au cercle conjugué au triaîigle et dont le rajon est \p^ ■+- K*, p étant la puissance du triangle, et K* la soînme des carrés des demiaxes.
Pour K = o :
Le lieu des centres des hj'perboles équilatères inscrites dans un triangle est le cercle conjugué au triangle.
Par conséquent, un faisceau tangentiel étant déterminé par les quatre tangentes communes, les quatre cercles conjugués aux triangles formés par ces quatre di^oitcs considérées trois à trois auront deux points communs sur la
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(Iicnlf dis cciilus, Icscjucls siruul les (ciitri-s des clt'ux hyperboles ('(jiiilatèrcs du faisceau. Puisque ces quatre cercles font partie de la série des cercles orthogonaux aux cercles orlhoptiques i65), leurs deux points communs sont les points conjugués communs aux seconds, points situés sur la droite des centres de ces derniers.
S'ils sont réels, les points communs aux cercles orthoptiques seront imaginaires et réciproquenu-nt : et, en cllél, c'est qu'alors les deux hyperboles équilatères sont réelles, et elles ne peuvent être vues sous un angle droit que de leurs centres respectifs. Dans le même cas, le segment d<' la droite des centres compris entre ces deux points correspond aux hyperboles du faisceau dans lesquelles l'angle des asymptotes qui eompiend la courbe est plus ouvert ([u'un angle droit.
88. Considérons maintenant un réseau langentiel ; on peut voir de plusieurs façons que les cercles orthoplicpu-s de toutes les courbes du réseau ont même centre radical. On pourrait d'abord faire un raisonnement analogue à ((•lui que nous avons déjà fait pour une autre série de cercles (8i). Indépendamment de cela, dans le réseau ponctuel contra variant du réseau considéré (70), il existe un cercle et un seul (20), et toutes les courbes du réseau tangentiel lui sont harmoniquement inscrites; conséquemment, il coupe orthogonalement tous leurs cercles orthoptiques (65) qui ont dès lors même centre radical. Enfin, l'on peut dire encore que toutes les paraboles du réseau langentiel ayant trois tangentes communes (54), leurs directrices auront un point conmiun (86), point de rencontre des hauteurs du triangle des trois tangentes, qui aura dès lors même puissance orthopticpie par rapj)ort à toutes les courbes du réseau (87), puisque dans chaque faisceau du réseau, la directrice de la parabole correspondante est le lieu des points d'égale puissance. On peul donc dire que :
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TiiÉoiŒ.ME. — // ) a un point, qui a tnënw puissnnca f}(ir rappoit à toutes les conitfues cV un réseau tamjçentiel, ou que :
Théorème. — Le centre du cercle du réseau ponctuel co7itravariant d'un réseau tam^e/itiel est le point de rencontre des hauteurs du triangle des trois tangentes coinrnunes à toutes les paraboles de ce dernier.
Si l'on cousidt'i'(; les splières orthopliqiics au lieu, des cereles ortiioptiques^ il est évident qu'elles auront même axe radical, par conséquent :
TiiÉoiîÈME. — // existe dans l'espace deux points, réels ou imaginaires, doit loti voit sous un cône équilatère de seconde espèce toutes les coniques d'un réseau
tamre/itiel.
Nous aurons à considérer ces deux points dans les ap[>licalions aux surfaces de second degré, et nous les appelleions sonunets ortlioptiques du réseau (*).
Puisqu'il existe un cercle qui est harmoniquement ciri»»nscrit à toutes les courbes du réseau, le centre d'une quelconque de ces courbes a pour puissance par rapport à ce cercle la somme des carrés des demi-axes de la courbe (65), c'est-à-dire que le théorème de Steiner, relatif à touli-s les coniqui'S inscrites dans un trianyle, peut s'appiiipui- a toutes les courbes d'un réseau tangentiel, et l'on [)eut dire :
TnÉouiiviK. — Le lieu des centres des coniques d'un réseau tangentiel et dont la sonnne des carrés des axes est
(') Ce thcorciiie et celui qui est relalil' au cer<-lc ortlioptiqiie d'uu faisceau taii{;enliel (87), ne sont que des cas particuliers de lliéorèines plus ijéiiéraux, relatil's aux surfaces du second dej;ré tangentes à sept et à huit plans, (juc nous avons publics dans les Comptes rendus de la Société pfiiloinatliique de Paris {]0\\rnA\ l'Institut, 'io décembre iSf);")), et ([ue M. I*. Serrcl n'a pas dédaif;né de s'approprier, nial(jré nos justes réclamations (^»t"ométrie de direction, p. i-n et rj5; i8G(j). — Voir également le liiij'port sur les progrès de la Géométrie ( CuASi-Es, p. i'O; i.87('V
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cunstantc csL un cercle concentrif/ne au cercle harinorn- (juement circonscrit à toutes ces courbes, et dont le rayon
est \jp^ -f- K^, p et uni le rayon de ce dcrnic r cercle et K* la somme des carrés des denn-axes ( ' ) .
Eu particulier, pour K = o :
Théorème. — Le lieu des centres des In perholes écfuilatères d'un réseau ta/i^e/itiel est le cercle du réseau ponctuel contravariant .
Ce cercle est par conséquent conceuliique avec le cercle conjugué au triangle des trois tangentes communes aux paraboles du réseau, mais il ne coïncidera pas généralement avec lui, conune on pourrait le croire en remarquant que ce triangle, étant circonscrit à une infinité de coniques du réseau, la puissance de son point de rencontre des hauteurs par rapport à ces coniques doit èlre précisément la puissance du triangle (85). Ce raisonnement tombe de luimême si l'on réfléchit que la puissance orthoptique de seconde espèce d'un point pai' rapport à une parabole est infinie si le point est ailleurs que sur la directrice, indéterminée dans le cas contraire. C'est la même chose qui arrive pour la puissance orthoptique de première espèce d'un point par rapport à une hyperbole équilatère selon qu'il est ou qu'il n'est pas sur celte courbe, aussi n'arrivet-il pas généralement que l'un des points communs aux hyperboles équilatères d'un réseau ponctuel ail pour puissance commune par rapport à toutes les coniques du réseau la puissance du triangle des trois autres dont il est le point de rencontre des hauteurs.
89. PnoBLÎiME. — Construire une conique d' un faisceau tangentiel, connaissant la puissance d' un point.
On construira les cercles orthoptiques des deux coniques
(') M. P. Serret a énoncé, dans sa (iéométrie de direction, p. i5ô, 1869, cette généralisation du théorème de Stciner.
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([ui Jolermiiu'iil le laisicau, cl l(; corclc oilhopliinic de la roni(|ii(' (•lici'clu'f sera celui qui a menu; a\o radical (|uc les deux prcMiici-s ( iO) cl qui coujx- à angle droit le cercle avaul pour cenlre le poinl donne cl la puissance donnée [)Our rayon. Ce cercle une lois délerniiné, d'un poinl du cercle on mènera des tangentes aux coniques données, les- (pu'Iles détermineront un faisceau en involulion linéaire dont les rayons conjugués rectangulaires seront tangents à la conique cherchée.
90. Problème. — CoJislruirc la conique d' un réseau langenticl, par rapport à lacjuelle deux points donnés ont des puissances données.
On ne peut pas se donner par rapport à une conique les puissances de seconde espèce de quatre points, car trois d'entre elles déterminent le cercle orlhoptique, et les puissances de tous les autres points du plan en résultent. Néanmoins, la puissance d'un point est une condilion tangenlielle, car si l'on se donne trois de ces conditions, et une tangente, cette tangente donne lieu à un rectangle inscrit dans le cercle orlhoptique qui est déterminé par lc;s trois premières conditions, et circonscrit à la com^be cherchée. Toutes les courbes satisfaisant aux conditions données forment donc faisceau tangentiel, ce qui est le caractère de la condilion langcntielle (48). Pour résoudre le problème cherché, il suffira donc de construire deux des trois coniques admettant les mêmes langenles cpu' trois des coniipies du réseau donné, considérées deux à deux, et par ra])[)orl auxcjuelles l'un des points donnés ait la puissance donnée. Elles (h'teiinineront un laisceau dans le(piel la c(jnique cherihée aura par rapport au second poinl la puissance donnée (89).
91. jNous avons vu ( iO) (jue la condilion langcntielle la plus générale donne lieu à beaucoup de cas paiticulieis. On pourrait d"a|)rès cela varier à 1 infini la nature des pro-
(HAI'ITIIK I\
blêmes iclatits à ce sujet, et clita-clier la solution particulière correspondante à chaque cas. Toutes ces solutions rentreront dans la solution i;énéral(' du problcnie qui consiste à construire la conique liarmoniquement inscrite à cinq coniques données.
KXAMKA DES CiAQ CAS UAAS LES<^»tELS, ETC. 8y
EXAMEN DES CINQ CAS DANS LESQUELS DEUX SYSTÈMES PEUVENT ÊTRE CONTRA VARL\NTS.
92. Nous avons vu (70) comme conséquence d'un théorème général, que l'on peut considérer de cinq manières distinctes deux systèmes d'espèces différentes , tels que toutes les coniques du système ponctuel sont harmoniquement circonscrites à celles du système tangentiel, et réciproquement, celles du second s^^stème sont liarmoniquement inscrites à toutes celles du premier : a et n étant les ordres des deux systèmes, on a «•+-«' =45 il suffit pour obtenir chacun des cas de faire varier n ou /i' de o à 4- Jusqu'à présent, nous n'avons étudié que les cas particidiers où les coniques harmoniquement circonscrites ou inscrites sont un système de deux points ou de deux droites, ou bien des cercles ; nous allons maintenant aborder le cas général.
PiiEMiEH CAS. — Une coiii(jiw hannonufiniuienl circonscrite à toutes les courbes d' un système tangentiel du ijuatrihne ordre.
9t{. Dans ce cas, la conique doit être considérée comme formant système ponctuel d'ordre zéro, et nous disons que toutes les coniques du système tangentiel sont en involution (70), parce qu'il suffit qu'une conique soit inscrite dans l'un queIcon(|uc des trianghîs de l'imolution ])lane
go (HAl'lTRF \ .
doiil la loiiùjiic iloiincc,' rst la (•(iiii(jiic liipU; pour (ju Clic lasse pallie du systèiuc. Ce syslènK- présente d'ailleui's des analogies iVappanles avec le svslènie des sei;nients conjugués à un segment lixe, c'est-à-dire l'orniant une involution linéaire ; car c'est l'ensemble des coniques harmoniquement inscrites à une conique fixe. De plus, si cette conique est un (>(>rcle, il coupe orthogonalement les cercles ortlioptiques de toutes les courbes du système tangentiel ^85), de même que dans l'involution linéaire, le cercle avant pour diamètre le segment des points doubles, coupe ortliogonalement les cercles ayant pour diamètres tous les autres segments : dans le même cas, le centre du cercle a même puissance de seconde espèce par rap2)ort aux courbes du système (85), propriété analogue à celle du centre de l'involution linéaire-, enfin, si c'est un cercle imaginaire, il v a deux points d'où l'on voit toutes les courbes du système sous un cône équilatère de seconde espèce (85), propriété analogue à celle des deux sonnnets de l'involution linéaire. Dans l'involution linéaire, on peut construire un segment quelconque lorsqu'on en connaît deux ; ici nous pourrons construire une conique quelconque, lorsque nous en connaîtrons cinq ; c'est ce que nous a appris l'étude du système tangentiel du quatrième ordre (64). Enfin la construction de la conique triple revient à rechercher la conique harmoniquement circonscrite à cinq coniques données, problème dont nous donnerons la solution ultérieurement (H8). La condition géométrique à laquelle satisfont toutes les coniques d'un système tangentiel du quatrième ordre, et dont nous avons prouvé implicitement l'existence (64), est donc d'être harmoniquement inscrites à une (îonique donnée; et connue il n'arrive pas générah'ment que cette conique soit un système de deux droites, nous n'avions pas découvert cette condition à uu moment où nous n'examinions (jue le cas où les (ondilious tangentielles étaient des couples de droites conjuguées, ou.
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ce qui revient au même, des coniques harmoniquemcnt circonscrites réduites à deux droites. De même, un système de deux points conjugués à une conique peut être regardé comme conique harmoniquemcnt inscrite réduite à deux points. Ces deux remarques sont fondamentales dans cette théorie. Si, par exemph', on veut construire une conique du système qui nous occupe réduite à deux points, il suiïira de prendre deux points conjugués à la conique triple^ et si les deux points comcident, il suffira de prendre un point de cette courbe ( * ) . Un cercle du système s'obtiendra en prenant arbitrairement le centre et pour rayon la puissance de premièix' espèce du point choisi par rapport à la conique triple ; réciproquement, tous les cercles ainsi construits avec une même conicjue font partie d'un système tangentiel du quatrième ordre.
94. Des remarques également importantes, et sur lesquelles il n'est pas inutile d'insister, sont les suivantes :
1° Une parabole harmoniquemcnt inscrite à une conique admet ses asymptotes pour couple de droites conjuguées.
2^ Lorsqu'une hyperbole équilatère et un cercle sont conjugués réciproques , celle des deux courbes qui est harmoniquemcnt circonscrite passe par le centre de l'autre.
3° Corrélativement, lorsqu'un fover d'une conique est sur le cercle orthoptique d'une autre et que ces deux coniques sont conjuguées réciproques, celle des deux qui est harmoniquemcnt inscrite est tangente à la polaire de ce point par rapport à l'autre.
II en résulte que toutes ]cs paraboles d'un système tangentiel du quatrième ordre, lesquelles forment un svstème
(') C'est ce que M. Smith démontre analyliquement [Proceeelings, p. 91}, après avoir également fait les remarques géométriques d'où nous déduisons cette propriété ( p. 8(), art. 3 ).
iii\i'nî;i- \
langt'iilic'l du linisic'iue ortlic, admciltt-iil jkuu (oiiidr de droites conjuguées les asymptotes de la coiii(|U(' ii i[)lc.
Si, parmi les courbes du système, on considère celles (jui ont pour foyer un point donné, elles forment un réseau tangenliel, puisqu'elles satisfont à trois conditions tangentielles; mais si le foyer est sur le cercle ortlioptique de la conique triple, en vertu de la troisième remarque, ce léseau est particulier, car toutes les courbes ont une tangente commune, sa^oir la polaire du point considéré par rapport à la conique triple.
Si l'on considère toutes les courbes du système qui sont \ ues d'un point donné sous un angle droit, elles forment un système du troisième ordre.
Si ce point est un foyer de la conique triple, en vertu de la même remarque, ce système est particulii'r,car toutes ses courbes ont une tangente commune, qui est la directrice correspondante.
Nous avons vu que si la conique triple est un cercli;, \c système est particulier, et la condition à laqiu'lle satisfont ses courbes est la puissance de seconde csj)èce d'un point 5 tous lt!S cercles ortlioptiqnes ont même centre radical, ce qui n'a lieu généralement que pour un réseau langentiel. En particulier, cette puissance peut être nulle ^ ces cercles ont alors un point commun. En vertu de la seconde remarque, le cercle est dans tous les cas le lieu des centres des hyperboles équilatères du système.
Si c'est une hyperbole équiiatèi-e. lui point quelconque ne p(!Ut plus être pris pour ceiiti'e d'un cercle du svslème, [)uis(pi'<)n ne peut pas inscrire dans l'hyperbole un triangle dont elle ne renferme pas le point de rencontre des lianti'urs, et, en vertu de la même remarcjne, le lien de leurs centres est l'hyperbole équilatère elle-même : le centre; étant choisi, le rayon est alors indéterminé.
Si elle est réduite à deux droites confondues, les combes du système auront luic tangente coinminu".
IXVMKTS mes CIAQ CVS DANS LESQlKl.s, lie. ij.^
DiTXiÈMK CAS. — [J/i j'aisccdu ponctuel {•onticn-inidiil (1 un s)sli^nic tungeniicl du lioisiènH^ ordre.
95. Dans ce cas, les trois couj)k's de droites c-oiijiigiu'cs aux courbes du second système (60) sont précisément les trois cou[)]es f'onnatit coniques du premier (93), de telle sorte que la reelierclie des trois couples de droites conjui^uées à (pialre coniques données n'est autre que la recherche des points communs à deux autres coniques hai-niojîiquement circonscrites aux premières : elle n'est pas possible linéairement (*).
Si c'est le système ponctuel qui est donne-, on eu conclura le second en construisant quatre coniques cjuelconques harnionifpxement inscrites à deux coniques du premier ; par exemple, quatre systèmes de deux points, en coupant par quatre droites quelconques les deux coniques données; si c'est le s(>eond, le premier sera détenuiué par deux coniques quelconques harmoniquement circonscrites à quatre coniques du second : nous résoudrons ces problèmes plus loin .
Une droite quelconque coup(î les courbes du premier faisceau suivant des points en involution linéaire, ce qui prouve qu'il y a sur une droite quelconque deux points réels ou imaginaires formant conique du second. Si la droite passe par l'un des points communs aux courbes du premier, les deux points conjugués communs à ces courbes, situés sur elles, se confondent. 11 y a donc quatre points, réels ou imaginaires, qui forment individuellement conique (lu second systènie; ce sont les quatre points coninuins aux trois couples de droites conjuguées (^).
L'hyperbole équilatère du faisceau ponctuel esl le lieu
^ SsilTH, PrnrrriIinsfV, p. ()t.
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des centiTS des rtMxlcs du si'cond , lesquels satisfont ;t quatre conditions, mais ne forment pas système, ear la condition d'être un cercle est une condition ponctuelle double (17;.
Toutes les paraboles du second système Ibrment un réseau dont deux conditions déterminantes sont deux couples de droites con|U£;uées, savoir les asymptotes de deux des coniques du premier, et la troisième une tangente commune à l'infini (94).
96. S'il y a un cercle dans le faisceau ponctuel, une des conditions déterminantes du second système est la puissance d'un point. Ce cercle est alors le lieu des centres des hj^erboles équilatères de ce système (94-). S'il y en a deux, c'est-à-dire si c'est un faisceau ponctuel de cercles, les deux conditions sont les puissances de deux points; les cercles orthoptiques du second système ont par suite même axe radical, et le lieu des centres des coniques de ce système est une droite. A chaque centre correspond une infinité de coniques ayant toutes même cercle ortlioptique; les centres des hyperboles équilatères sont les deux points communs aux cercles du faisceau ponctuel .
Si le faisceau ponctuel est un faisceau d'iiypirbolcs équilatères, un cei'cle du second ne peut avoir son centre qu'en un de leurs points communs (94), et ce centre étant choisi, le rayon du ceixle demeure indéterminé ; cela arrive lorsque les trois couples de droites conjuguées sont rectangulaires.
Le faisceau ponctuel peut se composer de toutes les courbes formées par une droite fixe et une droite variable passant par un point fixe. Les courbes du second sont alors conjuguées à deux cou])les ^de droites dans lesquelles une même droite fait partie des deux couples; il faut alors nécessairement que le point fixe soit pai- rapport à elles le pôle de la di-oile fixe.
Il peut se faire (juc d<'ux des droites formant conifjue du
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taisix'au poiuUiol coiiuiclrnt, (!l que celui-ci se compose de toutes les coniques tangentes à deux droites données en des points donnés. Les courbes du second système sont alors tangentes à cette droite qui détermine les points de contact (les courbi's du premier. Si celle droite unique, foriiianl couple de droites conjuguées, est parallèle à l'une des bisseclriccs de l'autre couple, auquel cas il y a un cercle dans le faisceau ponctuel, les deux conditions déterminant le second système sont alors une tangente et la puissance il'uu point (95). Si les droites SA, SB (Jig- i6) joiguent le |ti)ini S aux ])oints circulaires tle l'inlini, les courbes du
lig. i(i. FifT. 17. Fig. iS.
faisceau ponctuel ont le point S pour foyer et la droite AB pour directrice correspondante; celles du second système sont tangentes à la droite AB { fig. 17) et yues du ])oint S sous un angle droit.
S'il arrive également que deux autres droites coïncident, les courbes du second système admettent alors deux tangentes communes [fig- 18) et les courbes du premier sont tous les couples de rayons conjugués du faisceau en involution linéaire dont les deux droites restantes sont les rayons doubles. Ces deux droites peuvent joindre un point donné aux points circulaires de l'infini, alors les courbes du second système ont pour foyer un point donné, et celles du premier sont tous les couples de droites rectangulaires issues de ce point.
Si l'une des tangenles comiiumes est à riiidni. i>n a iiis svslème de paial)f)les.
g6 cini'iTi;:. v.
TnoISIÈ^^F. c\s. — l fi rrspaii j>i)itctiinl contrnrdrinnf d un rc-seau tani^riitwl .
97. Ce cas est le plus svinélricjue et donne lieu dans chaque système à des propriétés corrélatives, puisque les deux systèmes sont du même ordre. La Caylcyenne du réseau ponctuel est l'enveloppe; des droites sur lesquelles se trouvent dcmx points conjugués communs h toutes les courbes du réseau (19), et ces deux points forment une coniciue liarmoniqnement inscrite à toutes ces courbes (93\ par conséquent le lieu de ces points conjugués est le lieu des coniques du réseau tangentiel contravariant réduites à deux points, cest-à-dire précisément la Hessienne de ce second réseau ; 5i\ Ainsi l'on peut énoncer ce théorème :
Théorèmk. — Lorsque deux réseaux sont, contravariants, la Cnjleyenne du réseau ponctuel est l'enveloppe des coniques du réseau réduites à deux droites, et la. Hessienne du réseau tangentiel est le lieu des coniques du réseau réduites à deux points. La seconde courbe peut aussi être considérée comme le lieu des couples de points conjugués coniniuns à toutes les coniques du premier réseau, et la. première comme V enveloppe des couples de droites conjuguées conimunes à toutes les coniques du second.
98. Soient P et P' {fig. 19) deux points conjugués de la Hessienne : de même que sur chaque tangente de la Caylc\enne il y a deux points conjugués aux coniques du premier réseau, de chaque point de la Hessienne partent deux (li'oites conjuguées à celles de second. Soient V ah^ V'cd^ et Pm^, PZ>c/les deux couples issus des points P et P': d'après le théorème de liesse (10), si ces deux couples se coupent eu a, />, e, <V, les droites ad, hc seront aussi deux tangentes eoniuguées de la Caylcyenne, et leur point d'intersection Q seia par suite sur la Hessienne. Si l'on applique la règh'
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donnée (50) pour déterminer le point Q' eonjugué de Q, l'on voit qu'il faut joindre QP', Iraeer sa conjuguée liarmoniqiu' par rapport au couple P', de même pour le coupl(> P, ee qui donne le troisième point d'intersection de la
ViV.- '9-
droite PP' et de la Hessicnne. De plus, si l'on ]oinl le point P à deux points conjugués quelconques R et R', les droites PR, PR' sont conjuguées harmoniques par rapport aux droites P«c, P^^ {^^)- S' ^^' point R' s'approche indétiniment sur la courbe du point P' conjugué de P, le point R s'approche indéfiniment du point P, et la droite PR, tangente alors en P à la llessienne, est la conjuguée harmonique de PP' par rapport au couple P^c, Vhd-^ c'est-à-dire la droite PQ. De même la tangente en P' est la droite P'Q. Ce tjui permet d'énoncer les théorèmes suivants :
Théouème. — Les tangentes à la Hessienne en deux points conjugués se coupent en un point de la courbe, qui est le conjugué du troisième point d' intersection (wec la courbe de la droite qui joint les deux points considérés (' ).
(') Hesse, Uber Ciirvcn drittcn Orc/nuiiq [Crellc's Journal, t. XXXVI) cl Cremona, Introdiizione, etc., p. io8. C'est au moyen de ce tliéorèmo tjiie Hesse démontre que toute courbe du troisième degré peut être considérée de trois façons dillercntes comme la Hessienne d'un réseau, car d'un jioinl de la courbe on peut lui mener <|uatr(' taii(;entes, dont les i>oints de contact peuvent être ciinibin<''s deux ii di'u\ de trois manières difterentes pour
CfS CIlAl'iriiF V.
Corrélalivciiii'iit ;
Théorème. — Les ftoints de co/iUul de deux ta/i^e/ilc.s conjuguées de la Cny leye/i/ie sont situés sur une troisième tangente, qui est la conjuguée de la troisième tangente que l' on peut mener à la courbe j)ar le point de rencontre des deux tangentes considérées.
TfiÉonÈME. — La tangente en un point de la Ilessienne est la droite conjuguée Itarnionique par rapj)ort aux deux droites conjuguées qui se coupent en ce point de celle qui joint le point considéré à son conjugué.
Corrt'Ialivemcnt :
1 iiÉORÈME. — I^e point de contact d une tangente de la- Caylejenne est conjugué liarnwnique par rapport aux deu.r points conjugués situés sur elle, de celui oit elle re/ico/itre sa conjuguée ( ' ) .
Si nous considérons une lan2;cuU' ([uclconque PP' de la Cayleyennc, il résulte d'un théorcino précédent (97) que deux de ses points d'intersection avec la llessienne sont les points P et P' situés sur elle, conjugués communs à toutes les courbes du réseau ponctuel. Le troisième point d'intersection est évidemment le point où elle rencontre la seconde tangente de la Cavleyenne, qui forme avec elle conique du réseau ponctuel et qui est sa conjuguée, puisque la liessicnne est le lieu des centres des systèmes de deux droites formant coniques du premier réseau (51), ce qui [)i-ouve que la droite conjuguée de PP' la coupe au point Q' conjugué de Q. Donc :
Théorème. — Les trois points d'intersection d' une tan-
former un coujilo de points conju[;iu's, liMiuel pont aloi's servir à (loteiininrr Ions les autres si la courbe est décrite. Si elle ne l'est pas, nous avons donné le moyen de la décrire, étant connus trois couples ( 19). Enfin l'on voit par là que si la courbe est déterminée par neuf points, la ncliorclie de leurs conjiifjués sera un iiroblènio du troisième dcj^ré et ne scia ]ias île nature il eu siniiilifior la ( onstnietioii.
(') C\\LF.\, A iVi-inoir ii/i («/l'tA iif tlif tliird oritei , p. !\>.'i.
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gentc à la Cnyleyenne nwec la Hessienne sont les points conj usines conununs au premier réseau situés sur elle, et le point où. elle rencontie sa ronjui^uée.
(Corrélativement :
Théorème. — Les trois tangentes à la C'ajlej enne issues d'un point de la Hessienne sont les droites conjuguées communes au second réseau qui se coupent en ce point, et la droite qui joint ce point à son conjugué (*).
Ces deux théorèmes complètent les deux précédents et font voir que sur chaque tangente à la Cayleyenne il y a quatre points en proportion harmonique, les deux points <onjugués, le troisième point d'intersection avec la Hessienne et le point de contact. De même pour les quatre droites corrélatives issues de chaque point de la Hessienne.
Il est facile de construire autrement le point de contact d'une tangente de la Cayleyenne, et d'une façon plus commode si les deux points conjugués situés sur elle sont imaginaires. Considérons en elï'et la droite PP' qui joint le point P à son conjugué P' ; cette tangente rencontre sa conjuguée en un certain point Q', et ces deux droites formant conique du réseau ponctuel doivent couper la tangente Vbd en deux points conjugués harmoniques par rapport aux deux points conjugués situés sur elle (19) 5 l'un de ces points étant le point P, l'autre sera le conjugué harmonique de P par rapport à ces deux points, c'est-à-dire le point de contact. Donc :
Théorème. — On peut obtenir le point de co/itact d'une tangente Vbd. de la Cayleyenne en cherchant le point P où elle rencontre sa conjuguée, et joignant ce point à son conjugué P' par une droite PP' dont la conjuguée rencontre la tangente considérée au point de contact.
C^ Cr.EMONA, tntrndiizionc. etc., p. loi).
t M MMIIU:
Cori'i'lativi'mcul :
Tiif.onkMr.. — (hi fx'iil ohuiiu- la IdHi^cnic en uti jH)ini V (le la Jlessicmir en joignant ce jtoiiil à son coriinmié V par une droite i/iii rencontre sa conjuguée en un certain point iV dont le conjugué est sur la tangente cherchée.
Ce procédé sert lorsque les deux droilcs <()ii|iii:n(''('s issues du jiolnl P soûl iiuai;iuaires.
99. Si lou eoustruit les poiuts P' cl i^' eou|iii;iu''S de (K'ux poiuts (louu(''S P el O de la Hessieune. ou oUlieiulra lui quadrilatère dout les deux autres sonuuets 11 et 11' apparlieudrout égaleiueul à la llcssieuue d'après le théorème de liesse, uiaisl'uu d'eiix est sur la droite VQ qui |()int les lieux poiuls douui'S. L ou peiU doue dire que :
Théorïîmf,. — Si trois points de la Hessienne sont en ligne droite, leurs points conjugués forment un triangle dont les trois côtés passent respectis'enwnt par ces trois j)oints ('V
CorrélaU\ emeul :
Théorème. — Si trois tangentes de la Co) leyenne passent par un même point, leurs conjuguées forment un triangle dont les sommets sont situés respect i\'ement surces //'o/.v droites.
Eiiliu il est évideul (uu* si lou considère uu laiseeau ijueleouque laisaut jiartie du réseau ponctuel, les six eortles couuuuui\s aux coni(pu>s du ("aisceau seroul taui^eutes à la Caylevcuue, et les sonuuets dn triaui;le conjuyué commun seront sur la Hessienne. ])e même, si l'on considère un faisceau du réseau langentiel, les six ond)ilics communs aux coniques du faisceau seront sur la Hessienne cl les cotés du triaui;le conjugué comnnin seront tangents à la Cavleyeuue.
Les détails qui piécèdc^U suiiiseul pour iaire l'épure el
(') IIkssr, Ul>er Curver (triltcii Ord/iiinif, ci Cr.EMoNA, Intioiliizionc. etc., p. 109.
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construire les doux courbes lorscju'on eu eouuail ies eli'iuents, qui sont au nombre de ueul", points de l'une, ou (angentes de l'autre, ou éléments mêlés, car l'uiu" tles courbes entraine l'autre. Par exemple, trois couples de points conjugués, déterminant le réseau ponctuel, Iburnissenl si\ points de la Hessienne c't trois tangentes de la Cayleyenne. Trois couples de droites conjuguées, déterminant le réseau tauirentiel, fournissent immédiatement six tangentes de la Cayleyenne et trois points de la Hessienne (M. Ces trois couples de droites forment trois coniques du réseau ponctuel, qui se trouve par là même déterminé. Mais on peut varier les données d'une infinité de manières, et nous verrons tout à l'heure quelles sont celles que nous avons trouvé le plus commode de choisir pour l'exi'cution de l'épure (P/. //).
Si, par exemple, l'on se donne le quadrilatère des quatre tangentes communes aux courbes d'un faisceau du réseau tangentiel, les extrémités d'une même diagonale seront sur ia Hessienne^ on en connaît donc six points, mais tpii non forment que quatre distincts (10); de même, on connaît trois tangentes de la Cavlevenne, dont l'une résulte des deux autres, et qui sont les diagonales du quadrilatère ; on se donne donc en tout six conditions. De même pour \c cpiadrilatère des quatre points communs aux courbes d'un laisceau du réseau ponctuel.
(' ) On [loiit se demander comment il se l'ait qu'il ne l'aille que neuf conditions pour déterminer l'un des systèmes et l'autre qui en résulte, puisqu'iî {'aut trois coniques pour déterminer l'un d'eux. Mais il l'aut remarquer <i«e chacune de ces courbes est soumise à une indétermination du second ordre, ce qui réduit à trois le nombre des conditions qui la déterminent isolément. Kn général, un système d'ordre n est déterminé par n-\- i coniques vlont rindéterminalion est d'ordre ii ; il faudra donc, pour la conuiiissancc coini)léle du système 3 ( « ~t- i) — « (« -t- 0 ou (5 — ii) (« -+- i) conditions. Omme vérilication, pour ii ■— o ou n -.^ !\ on doit trouver 5; pour n ~^ i ou n r— j on doit tiouvei' le même nombre; enlin, pour 7*1^2 on doit liouver () ; c'est en elVet ce qui a lieu.
CHAPITIlE V
100. Si l'on coupe la Hessienne par une druile quelconque, on obtient le théorème suivant :
Théorème. — Il existe sur une droite quelconque trois points tels que chacun d'eux est un des points doubles de l' im'ulution linéaire déterminée par une certaine droite passant par ce point dans toutes les coniques d'un réseau ponctuel.
Ou encore :
Tels que de chacun d'eux on peut mener à toutes les coniques d'un réseau tangentiel des tangentes formant un faisceau en im^olution linéaire.
Corrélativement :
Théorème. — Par un point quelconque du plan passent trois droites, telles que chacune d'elles est un des rayons doubles du faisceau en involution linéaire obtenu en menant par un certain point de cette droite des tangentes à toutes les coniques d'un réseau tangentiel.
Ou encore :
2'elles que chacune d' elles coupe, suiva/it une involution linéaire, toutes les coniques d' un réseau ponctuel.
Si, flans le premier énoncé, l'on suppose la droite à l'inlini, il devient :
Théorème. — Il j a trois droites qui déterminent dans toutes les coniques d'un réseau ponctuel des cordes ayant même point milieu. Ce sojit les directions asymptotiques de la Hessienne, et les couples de tangentes parallèles à l' une de ces directions, menées aux courbes du réseau tangentiel, forment un faisceau en i/wolutio/i linéaire.
Les trois points d'intersection d'une droite quelconc|ue avec la Hessienne sont les points où elle rencontre les trois autres tangentes communes à toutes les courbes du réseau tangentiel, cpii sont tangentes à la droite considérée. Par suite :
Théorème. — Les directions asjmptoliques de la Ilessienne sont données par les trois tangentes communes aux paraboles du réseau tangentiel.
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Les asyniptok's l'Ilos-mcnics se clotcrniiiicroul pur \r pn»- <étl(' £;éneral ipii duiuio la taiigenlo <ni un point (piclcon- (pic (98).
101. Li*s donnôos cpii prccisenl le plus nellcnu-nl l;t lorinr d une courbe sont en général ses directions asyniplotiques, et comme ici leur détermination linéaire n'est pas pt)ssible lorsque l'on se donne, par exemple, trois couples di' points ou trois couples de droites conjugués, nous nous sommes donne, pour exécuter l'épure (P/. //) (*), le triaui;le des trois tangentes communes aux paraboles du réseau tangentiel, triangle qui forme avec la droite de l'inlini le <juadriiatère des tangentes communes aux courbes d'un l'aisceau du réseau et équivaut conséquemment à six conditions (99). Les six points de la Hessienne sont les trois sommets du triangle et les trois points situés à l'infini sur chaque côté, et les trois tangentes de la Cayleyenne sont les trois parallèles menées respectivement par chaque sommet au côté opposé. Pour compléter les neuf conditions nécessaires, nous nous sommes donné en outre un couple de points conjugués, ce qui fait deux points et une tangente. Le reste de l'épure s'en déduit facilement : le cercle du réseau ponctuel, par exemple, est le cercle qui a pour centre le point de rencontre des hauteurs du triangle des tangentes communes aux paraboles du réseau tangentiel (88), et qui coupe orthogonalement le cercle ayant pour diamètre le segment formé par le couple donné (20). De même, pour tous les éléments (pie 1 on peut construire par la règle et le compas.
(' ) Léijeiide de la planche II :
AR, BC, CA, Tangentes comimiiii.'s aux |)aral)oloï. du roheaii. A^, H^., C^, Points de contait des deux courbes. A,, K-, C,, Points d'inilexion de la Hessienne. A,. H, , C, , Points de rehioussenienl de la Cayleyenne /^ Anyle do deux dioites conjuguées.
Segment lin nie par deux poinls t:(>nju!;ués
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402. 11 nous reste à parler de eertaiiis points ou tangentes singuliers de nos deux courbes. jNous avons vu (98) eonimcnt r)n trouve le point de contact d'une tangente à la Cayleyenne. Il s'ensuit que les deux courbes sont nécessairement tangentes, car la tangente à la Cayleyenne en un de leurs points communs AI coupe la Hessienne en deux autres points A et B. Si ce sont les deux points conjugués situés sur cette tangente, le point de contact M étant conjugué harmonique du troisième point d'intersection INI par rapport au couple AB, il faut que le point M coïncide avec l'un des points A et B, c'est-à-dire que la droite considérée soit tangente à la Hessienne au point M. Si les deux points conjugués communs situés sur la tangente considérée sont M et A, il faut que le point de contact M soit conjugué harmonique de B par rapport au couple MA, c'est-à-dire que M coïncide avec B, ce qui conduit au même résultat et fait voir qu'un point de contact des deux courb(;s est tel que la droite qui le joint à son conjugvié, laquelle est la tangente commune, rencontre sa conjuguée précisément en ce point. Corrélativement, il ne jjcut pas y avoir de tangente commune aux deux courbes pour laquelle les points de contact soient difïérents, et une tangente commune est telle que son point d'intersection avec sa conjuguée étant joint à son conjugué donne précisément la droite considérée;.
La Cayleyenne étant du sixième degré, les deux courbes doivent avoir dix-huit points d'intersection, et conséquemmcnt neuf points de contact, mais nous allons voir qu'il y en a toujours six qui sont imaginaires.
De même, en eifet, que la Hessienne a neuf points d'inflexion dont six sont toujours imaginaires et les trois autres en ligne droite, la Cayleyeinu; a neuf points de rebroussejucnl dont six sont toujours imaginaires, elles trois autres tangentes de rebi'oussemenl ont un point connnun. Considérons alors un point de rebroussement réel M {Ji^- 20) et
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la laiigonto on ce point; celle droite rencontre la Hcssienne en trois points dont deux A et lî sont conjugués et l'autre C est celui où elle leuconlre sa conjuguée (98V
Fig. K).
Mais le caractère du point de rebroussenient est cpie, si la tangente en ce point roule inliuiment peu sur la courbe, le point de coJitact reste toujours le même, et elle demeure tangente de rebroussenient. Mais alors le point C vient en C, et la conjuguée de la tangente de rebroussenient est la droite CC, c'est-à-dire la tangente en C h la Hessienne ; mais cette droite étant conjuguée de la tangente de rebroussement est aussi tangente à la Cayleyenne, c'est donc une tangente commune, et le point de contact commun est en C. Ainsi, ta un point de rebroussenient correspond un point de contact, et la droite qui les joint est la tangente de rebroussenient correspondante, il y a donc toujours six points de contact imaginaires. Corrélativement, chaque tangente commune passe par un point d'inllexion de la Hessienne, qui est le conjugué du point de contact, et sa conjuguée, ([u'elle rencontre au point de contact, est la tangente de rebroussenient correspondante. De telle sorte qu'un point (le contact des deux courbes est toujours le point de contact avec la Hessienne d une langcnle menée à telle courbe [)ar
to6 CHAIMTUK V.
le point d'inflexion coiiespondant, ou encore un des points d'interseelion avee la Cayleyenne de la tangente de rebroussement correspoiidante. On peut résuniei «es propriétés par le théorème suivant :
Théoup:.me. — La JJessienne et la Cayleyenne de deux réseaux conlravarianls ont tieuf points de contact dont six sont toujouis iinai^inaires. Les points d'inflexion, de contact et de rehroussenient se correspondent . (ne tani^entc de rebroussement passe par le point de contact correspondant, là elle rencontre sa conjuguée (fui est la tangente commune, lacpielle passe par le point d' inflexion correspondant, (jui est le conjugué du point de contact ( ' ) .
Fie- il.
103. Soient A,, lî,, C, [Jig- -^i) l^^s points tl'inllexion (pii sont en ligne droite, A^., B^., C^. les points de contact, et Ar, B,.') ^r h'S points de rebroussement. L'on voit ainsi fjue la droite A,.Ac est tangente de rebroussement, et la
(') M. Crcmona démontre également <iuo la Hessienno et la Cayleyenne sont tangentes entre elles aux neuf jioints conjugués des points d'indexiun de la Ilessienne {Introduzione, etc., p. i iG). 11 traite très-eleganimont toute cette théorie en considérant la Hessienne comme le lieu des centres des couples de droites formant conique polaire d'une courbe du troisième degré qu'il apj)eile la courbe fondamentale et la Cayleyenne comme l'enveloppe des droites qui joignent deux points conjugués de la Hessienne; le reseau ponctuel intervient alors comme l'ensemble des coniques iiolaircs de la couibe fondamentale : ainsi, il ne fait pas intervenir de réseau tangentiel. Toutefois, nous croyons, avec M. Smith {Proccediiigs, n" 14, \u y.'i), ((ue les relations qui existent entre deux réseaux contravarianls offrent le nuiyin le plus naturel d'expliquer les propriétés remarquables dont jouis- .^ent ces deux courbes, l'une par lapport à l'autre.
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droite A^A, tangente commune. Les trois points d'inflexion sont les trois points où la droite qui les joint rencontre li\s trois droites qui sont tangentes à toutes les coniques du réseau tangentiel admettant aussi la première pour tangente commune (51 \ Cherchons ces trois droites : elles Ibrment avec la droite d'inflexion un quadrilatère complet, dans lequel le sommet opposé à l'un des points d'inflexion est le conjugué de ce point (99 j ; donc les trois autres sommets du quadrilatère complet sont A^., B^, Ce (102), ce qui t'ait voir que non-seulement la tangente commune au point de contact A,, passe par le jx)int d'inflexion A,-, mais encore la droite BcC^ qui joint les deux autres points de contact réels. 11 V a donc trois couples particuliers de droites issus de chaque point d'inflexion : i° les deux droites conjuguées issues de ce point comme de tout point de la Ilessienne; 2*^ la droite d'inflexion A,B,C, et la droite qui joint les points de contact qui ne correspondent pas au point d'inflexion considéré. Ces deux droites sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux premières, puisqu'elles ne sont pas tangentes à une seule conique du réseau tangentiel, mais à toutes celles d'un faisceau ; 3° la tangente commune au point de contact correspondant et la tangente d'inflexion à la Hessienne qui sont aussi conjuguées harmoniques par rapport au premier couple, puisque la tangente commune joint le point d'inflexion à son conjugué (98). Enfin la droite d'inflexion et les côtés du triangle des trois points de contact forment les quatre tangentes communes d'un faisceau du réseau tangentiel.
Corrélativement, il y a sur chaque tangente de rehroussement trois couples particuliers de points, qui sont : i° les deux points conjugués situés sur cette tangente comme sur toutes les tangentes de la Cayleyenne; 2° le point de rencontre des tangentes de rebroussement et le point d iiiU'rsectiondes deux tangentes communes qui ne corresponthiil pas à la tangente de rehroussement -, ces deux points sont
io8 (iivrirnK V,
conjugues hai'in()ni(|ui's par rapport aux ilcux [H'cniicis ; 3" le point de contact correspondant et le point de lebroussement qui sont aussi conjugués liaiinonicjues par rapport au premier couple (98\ Enfin le point de rencontre des tangc'ntes de rebroussement et les trois points de contact sont les sonnnets d'un faisceau du réseau ponctuel. L'examen de l'épure achèvera de rendre claires et précises ces remarcjuables propriétés .
10-4. Le cercle du réseau ponctuel est le cercle orthogonal commun aux cercles orlhoptiques de toutes les courbes du réseau tangentiel (88) ^ ce qui est évident d'ailleurs puisqu'il coupe orthogonalement les cercles ayant pour diamètres les segments dont les extrémités sont les <'ouples de points conjugués communs aux cour!)es du prctnier réseau, c est-à-clire les cercles orthopticjucs des conitpies du second réduites à deux points. Celte piopriété \ a nous fournir une coiistrucliou simple de la conicjuo con- |uguée à cinq couples de droites, laquelh* pourra remplacer au besoin la construction déjà simple donnée plus haut (47), parce qu'elle n'exige la construction d'aucune conique auxiliaire,
105. Problème. — Construire la conique conjuguée à cinq couples de droites.
Soient PiQi, PaQavi PbQs-' ^^^ c\ni\ couples donnés, et Si, Ssv'î Ss7 leurs sommets (41). Considérons les trois premiers, par exemple : ils donnent lii'u à nn ivseau tangentiel et sur chacune des six droites Pj, Qj, P.2,Qî, P3,Q3, il Y ^ deux points formant coniques du réseau (97): soient a et b les deux points situés sur V^ : nous savons aussi que Sjrt et Ss^ sont conjuguées harmoniques par rapport au couple P..Q5, et S;, cz, S3 /> par rapport au couj)le Pjija. Donc les points n et h sont les points doubles de rin\ohition linéaire déterminée; par ces deux couples sur la (h'oite l\ et peuvent se construire facilement : de même pour chacune des cinq autres droites. Les cercles ayant jiour (lia-
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aïolrt's les six segments tels cpie ah auront mènic centre radical, centre du cercle du réseau ponctuel contravariant <lu réseau tanpentiel défini par les trois couples considérés, ce qui dop.ne lieu à ce théorème de géométrie élémentaire.
TnÉoniiME. — Etant donnes trois couples de droites, chacune des six droites donne lieu à une involution linéaire, par ses points d'intersection ai>ec les deux couples dont elle ne fait pas partie. Les six cercles ayant pour diamètres les seg/nents formés par les points doubles de ces six involutions ont même centre radical.
Et ce cjui permet de construire au moyen de trois de ces cercles leur cercle orthogonal commun, qui est le cercle du réseau ponctuel et, par suite, harnioniquement circonscrit à la conique cherchée, laquelle fait partie du second.
Si l'on agit de même pour trois autres couples , pai' exemple P-2Q21 PsQs? P4Q41 on aura un second cercle, et ainsi de suite en les combinant trois à trois, de toutes les manières possibles dont le nombre est égal à dix. Ces dix cercles, comme le premier, sont harmoniquemeut circonscrits à la conique chercliée ; ils ont donc même centre radical, et leur cercle orthogonal commun, c]ui sera déterminé par trois d'entre eux, sera le cercle orthoptique de la conique cherchée (86). On peut donc ainsi compléter h» théorème précédent :
rHÉoniiME. — Les dix cercles obtenus de celte nmnière en combinant trois à trois cinq couples f/uelco/u/ues ont aussi même centime radical.
Enfin on pourra construire facilement les quatre tangentes de la conique, (|ui résultent du fait qu'elle appartient au faisceau tangcntiel déterminé par h; cercle orthoptique et un des cinq couples donnés. Si l'on considère en ellet le cercle tangent aux deux droites P, et Q,, et coupant orthogonaleuient le ( ercle or.thoptique (|u'ou a construit. Cl' cercle est h;irii)(»ni(|ncm('Ml cii'consci'it a la coulcjui' i 85),
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par ronséquout la conique est 1 enveloppe îles dfoites telles que, de leur pôle par rapport à ce cercle, on pi'ut mener à elle et à ce cercle des tangentes en proportion harmonique (66). Mais puisque le cercle est tangent à P, et à Qj, qui sont conjuguées à la conique, cette proportion a lieu pour les tangentes issues à ces deux courbes du point Si d'intersection de Pj et de Q, ; donc la polaire du point S, par rapport à ce cercle est tangente à la conicpie.
106. Analysons le problème, et soient tracés les deux droites P, et Qi [fii^- 22) et le cercle orthoptique ; soient
Fif'. ?.'2.
S] A la bissectrice de l'angle P, Sj Qi égal à 2 a: et AB la perpendiculaire abaissée du point O sur celte bissectrice; soit O' le centre cherché sur Sj A-, on devra avoir
SiO'sin^a=-.00' — R=-rOA-i-(S,0'— SjA)'^— R-;
OA — R- est le carré t.^ de la tangente menée du jioint A au cercle O. On aura alors
S,0'cos=y — 2 S, O'. S, A 4- S, A -h ^' = 0,
d'où l'on tire pour S,0' deux valeurs, symétriques par rapport au point A', où la perpendiculaire élevée sur Si H au point H coupe la bissectrice, et faciles à construire. Ces valeurs sont réelles si l'on a AB>^. Mais remanpions (pu> <•(' (pie nous cherchons, c'est la ])olaire du poiut Si par
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rap]MML à ce conlo, l.Kjiu'llc sera pcrpondirulairo à S, A' cl .1 une dislance du point Si vs^alv à SiO'cos^a.
On jx'ut t(Mit de suite tirer de la relation précédente les valeurs de SiO'eos^flr. elh^s sont symétriques par rapport au
point A et égales à Sj A ± y Si A sin'^a — f^cos'a.
On aura ainsi les tangentes à la conique perpendiculaires à la bissectrice Si A; les deux autres tangentes du laisceau tangentiel déterminé par le cercle ortlioptique O et le couple Pi Qi seront les tangentes perpendiculaires à l'autre bissectrice; elles forment lui rectangle circonscrit à la courbe et inscrit consécjuemment clans le cercle O, de sorte que les deux premières donneront immédiatement les deux autres, si elles rencontrent le cercle. Elles seront imaginaires, s'il n'y a pas de tangentes à la courbe perpendiculaires à cette bissectrice, et la construction ne sera plus applicable; mais nous avons cinc| couples et par suite dix bissectrices; par suite, le cas où il n'y aurait de tangentes parallèles à aucune de ces dix droites peut être considéré comme très-particulier.
Cette solution, dont l'exposition a été longue, est néanmoins excessivement simple eu égard à la difliculté inliérente à la nature du problème ; on s'en assurera en faisant I épure.
Tous les problèmes déjà traités et où la conique est assujettie à cinq conditions tangentielles données directement peuvent alors être considérés comme des cas particuliers du précédent.
107. Revenons à nos deux réseaux contravariants. Nous avons Ml que le cercle du premier coupe orthogonalement les cercles ayant pour diamètres les segments formés parles coniques du si'cond réduites à deux points. Corrélativement, il y a une conique; du second ayant pour foyer uu point donné, et le cercle ayant son grand axe pour diamètre coupe ortliogonalenu'Ul tous les cercles déduits du
[)()iiit doiinô et îles conuiucs du proniior réduites à deux droites ainsi que nous 1 avons expliqué (59).
?>ous avons vu aussi (ju'il y a quatre e(;reles dans le second (80) dont les centres sont les quatre points communs aux hyperboles équilatères du premier ; ce sont les sommets d'un triangle et le point de rencontre des hauteurs ; ils sont harmoniquement inscrits à un même cercle qui est le cercle du premier réseau; donc ce dernier coupe orthogonalemcnt leurs cercles orthoptiques (66) qui sont les quatre cercles res])ectivenient concentricjues et dont les rayons respectifs sont ceux des premiers multipliés par y'2 : ce qui donne le moyen de déduire le rayon d'un de ces quatre cercles de ceux des trois autres. 11 suffira de décrire les cercles respectivement concentriques aux trois autres avec des rayons égaux aux premi(;rs juultipliés par Y'r?, et leur cercle orthogonal commun. Le cercle orthoptique du cercle cherché devra couper ce dernier orthogonalement. Cette remarque nous sera particulièrement utile dans l'application aux surfaces du second degré.
Corrélativement, il v a dans le premier réseau quatre coniques dont un point donné est le foyer, et les polaires du point donné par rapport à chacune d'elles, c'est-à-dire les directrices correspondantes, sont les quatre tangentes d'un faisceau tangentiel, dont le point donné e^t un sommet orthoptique (40). Enonçons le théorème :
Théorè:mk. — // } a quatre coniques conjuguées à trois couples de points et ayant pour foyer un point F ; les quatre directrices correspondantes forment un quadrilatère dont le point F est un sommet orthoptique.
Le cercle du premier réseau est le lieu des centres des hyperboles équilatères du second; coriélativement, la conique du second, qui a pour loyer un point donné, est l'enveloppe des polaires de ce [)oint par rapport aux courbes (lu |)ri'ini(r ([ui sont vues de ce point sous un angle dioit .
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108. Telles sont les remarquables propriélés de ces deux svslèmes de couiques; uous allons terminer leur exposé en faisant voir les analogies que cliacun d'eux présente, eu ellét, isolément (70) avec le système des segments formant une proportion harmonique sur une droite avec nu segnumt fixe, c'est-à-dire avec l'involution linéaire.
Les propriétés de l'involution linéaire sont en eiïbt les suivantes :
1 " Les segments formés par deux points conjugués quelionques sont en proportion harmonique avec le segment lixe des deux points doubles^
2° Les cercles décrits sur ces segments comme diamètres coupent ortliogonalement le cercle ayant pour diamètre le segment des points doubles ;
3" Le produit des distances du milieu de ce segment aux extrémités de tous les autres est constant^
4" Si les points doubles sont imaginaires, il y a deux points d'où l'on voit sous un angle droit tous les segments dont les extrémités sont deux points conjugués.
Considérons d'abord les courbes du réseau ponctuel :
1° Toutes les courbes du réseau sont harmoniquement circonscrites à trois coniques fixes, coniques triples des involutions planes dont peuvent faire partie les triangles inscrits dans les premières. Ces trois coniques en entraînent une infinité d'autres, formant réseau tangentiel, parmi lesquelles il y a quatre cercles-,
2" Un de ces cjuatre cercles, quelconque, coupe ortliogonalement les cercles, lieux des pieds des perpendiculaires abaissées de son centre sur les cordes de chaque conique vues de ce point sous un angle droit (76};
3" La puissance de première espèce d'un quelconque de ces quatre centres par rapport h toutes les coniques du réseau est constante -,
4" A chacun de ces cercles, s'il est imaginaire, coi'res'
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pondent deux points (qu'on obtient en élevant de part ai d'autre du plan et au centre du cercle une perpendiculaire égale à la longueur géométrique de son rayon), d'où l'on voit toutes les courbes du réseau sous un cône équilalère de première espèce (73) (*).
Les courbes du réseau tangentiel donnent lieu aux mêmes analogies :
i** Toutes les courbes du réseau sont harmoniquement inscrites à trois coniques fixes, conicjues triples des involutions planes dont peuvent faire partie les triangles circonscrits aux premières. Ces trois coniques en entraînent une infinité d'autres, formant réseau ponctuel, parmi lesquelles il y a un cercle ;
2° Ce cercle coupe orthogonalement les cercles ortlioptiques de toutes les courbes du réseau.
3" La puissance de seconde espèce de son centre par rapport à toutes les courbes du réseau est constante ^
4° S'il est imaginaire, il y a deux points de l'espace d'où l'on voit toutes les courbes du réseau sous un cône équilatère de seconde espèce (88).
109. Nous allons examiner maintenant les cas particuliers auxquels peut donner lieu ce système de courbes en involution.
(') Nous avons omis d'énoncer le théorème analogue relatif au faisceau ponctuel. Il est clair qu'alois il a lieu pour tous les points de l'iiypeibole équilatcre du faisceau et peut s'énoncer ainsi :
Si, d'un point, l'on voit sons un cône équilatère de première espèce deux coniques d'un faisceau ponctuel, il en est de même de toutes les autres. (Comptes rendus de la Société Philonialhi(jue, journal l'Institut, 20 décembre iS6f).)
Nous aurons à revenir sur celte propriété remarquable, à propos du système de surfaces du second degré ayant huit points communs; car, si l'on considère qu'un pareil système est coupé par un plan suivant un faisceau ponctuel de coniques, on voit qu'elle est complètement analogue au théorème de Desargues-Sturm relatif aux cordes interceptées par une droite dans les conitiues <l'uii faisceau ponctuel.
EXAMEN DES CINQ CAS DANS LESQUELS, ETC. 1 I
S'il arrive que les courbes du premier réseau aient un point commun P, nous avons vu qu'alors la Cayleyenne se réduit à ce point et à une conique déterminée par tangentes (24). Ce point a évidemment même puissance de première espèce par rapport aux coniques du réseau et cette puissance est nulle.
On peut donc dire qu'alors un des quatre cercles du second réseau se réduit à son centre (80). Une droite quelconque MP passant par le point a alors pour conjuguée une certaine tangente MQ de la conique (24) et ses trois points d'intersection avec la Hessienne sont le point M où elle rencontre sa conjuguée et les deux points conjugués situés sur elle (98), c'est-à-dire deux poiuts confondus en P : il s'ensuit que la Hessienne a un point double en ce point, et il est facile de déterminer les tangentes aux deux branches de la courbe -, car, pour que la droite MP soit tangente en ce point, il faut que le point M se confonde avec le point P, c'est-à-dire que la conjuguée de MP soit une des tangentes issues du point P à la conique (102), cette conjuguée est alors l'autre tangente. Les deux tangentes à la Hessienne au point P sont par conséquent les tangentes menées de ce point à la conique qui, avec le point P, constitue la Cayleyenne.
Corrélativement, si les courbes du second réseau ont une tangente commune, la Hessienne se réduit à cette droite et à une conique déterminée par points (56). Cette droite étant tangente à toutes les courbes du réseau peut être regardée comme une conique réduite à deux droites confondues, harmoniquement circonscrite à ces courbes. Jl existe donc alors dans le premier réseau une conique réduite à deux droites confondues, ce qui n'a pas lieu généralentent. On verrait facilement, par un raisonnement analogue au précédent, que la tangente commune est tangente à deux i)ranches de la ('aylevenne cl fjue les deux points de con-
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tact sont ses points d'inlcrsoction avec la loniijuc (jui ckhstitiic avec elle la Mcssii-niic 'PI. III).
Si la tangente Cdniiiiinu; est à 1 infini, le second réseau ne nnilermc que des paraboles- la Hessienne se compose d'une conique unique à distance finie, et la Cayleyenne a deux branches paraboliques dans l(;s directions des asymptotes de cette conique : le premier réseau est l'ensemble des courbes ayant respectivement les mêmes asymptotes que toutes celles d'un faisceau ponctuel. Pour <|ue l(;s deux points de contact sur la droite de l'infini soient les points circulaires de l'infini, il faut en outre que les deux cou])lcs donnés soient rectangulaires (06) 5 li' premier réseau est alors l'ensemble des hyperboles équilatères ayant les mêmes asymptotes que toutes colles d'un faisceau ponctuel d'hyperboles équilatèr(îs -, la Hessienne est un cercle et la Cayleyenne est doublement tangente à la droite de l'infini aux points circulaires : c'est riiypocycloide à trois rebroussemcnts engendré par un point d'un cercle qui rouh; dans un autre de rayon triple (' ) .
i 10. Si les courbes du premier réseau ont deux points coiuuiuns A et B, la Cayleyenne se compose de ces deux points et d'un troisième point Q (25\ D'ailleurs, la droiti' AB et une droite quelconque passant sur le poinL Q forment une conique du premier réseau; c'est donc \\\\ couple de droites conjuguées aux courbes du second (93\ ce (|ui ne saurait avoir lieu, quelle que soit la droite menée par le point Q, à moins que ce point ne soit par rap[)ort à elles le pôle de la droite AB. Le second réseau est donc l'ensemble des courbes par rapport auxquelles on connaît le pôle (^ d'une droite A B et un couple de di'oites conjuguées, car le premier ré.^eau renferme au?si comnuî c()U])le de droites
( ' ) Cremona , Sur l 'hjpocycloïde à trois rebroiissements ( Journal de
C relie- liorchardt, t. I.XIV, |>. \o\).
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vieux droiU'S passant rcspcclivcmcnt par les points A et 13 et conjuguées au couple de points qui, avec les points A et 15 tlétermiue ce système. De sorte qu'étant donnés le point Q et la droite AB ainsi qu'un couple de droites conjuguées pour déterminer le second, les deux points communs aux courbes du premier sont les points d'intersection de la dioite A13 avec les deux droites du couple. La llessienne se compose alors de la droite AB sur laquelle il Y a inie infinité de couples de points conjugués communs aux courJies du premier réseau, et d'une conique, lieu des couples de points conjugués relatifs aux droites issues du point Q. Cette conique est aussi le lieu des points de contact des tangentes issues du point Q aux courbes du premier réseau, et le point Q est par rapport à elle le pôle de la droite AB (25).
Si les points A et B sont les points circulaires de l'infini, le premier l'éseau est l'ensemble des cercles c|ui coupent ortliogonalenient un même cercle, lequel forme alors avec la droite de l'infini la liessienne, car il est le lieu des couples de points conjugués relatifs aux droites issues du centre radical commun. Ce cercle est aussi le cercle ayant pour diamètre le segment formé par l'un quelconque des couples de points conjugués, donc le cercle oitlioptique d'une quelconque des courbes du second réseau coïncide avec lui, et ce réseau est l'ensemljle des courbes par rapport auxquelles on connaît les puissances de seconde espèce de trois points, ce qui détermine le cercle ortlioptique (85). Réciproquement, nous savons qu'en eilet lorsque c(; cercle est déterminé, tous les cercles qui le coupent orthogonalement sont liarmoniquement circonscrits à la conique.
(.orré]ati\enient , si les courbes du second réseau ont ticux tangentes communes, la Hessienne se compose de ces deux tangent<;s et d'une iioisième droite!) (57). D'ailleurs le point d'intersection des deux tangentes et un point quel-
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conque situé sur la droile D forment une conique du réseau : c'est donc un couple de points conjugués aux coniques du premier, ce qui ne saurait avoir lieu, quel que soit le point pris sur la droite D, à moins que cette droite ne soit par rapport à elles la polaire du point d'intersection des deux tangentes communes. Le premier réseau est donc l'ensemble des courbes par rapport auxquelles on connaît la polaire d'un point et un couple de points conjugués. La Cayleyenne se compose alors du point d'intersection des deux tangentes et d'une conique, enveloppe des couples de droites conjuguées relatifs aux points de la droite D. Cette conique est aussi l'enveloppe des tangentes aux courbes du second réseau en leurs points d'intersection avec la droite D (57) et le point d'intersection des deux tangentes communes est par rapport à elles le pôle de la droite D.
Si les deux tangentes communes sont les droites qui joignent un point F aux points circulaires de l'infini, le second réseau est l'ensemble des coniques ayant pour foyer le point F et conjuguées à un couple de droites. La droite D subsiste toujours, et par corrélation, la conique 2, qui avec le point F forme la Cayleyenne, a également ce point pour foyer, et de plus la droite D pour directrice correspontlante. Eu outre, le cercle C ayant son grand axe pour diamètre coupe ortliogonalement les cercles analogues de toutes les coniques du réseau (58). Les tangentes issues à la conique S d'un point quelconque de la droite D sont une conique du premier réseau réduite à deux droites, et c'est ce (jui distingue ce cas du pi'écédent (109), où la Cayleyenne se réduisait aussi à une conique et à un point, car ;i!()rs sur deux droites formant conique du premier réseau, une passait par le point fixe et l'autre était tangente à la conique. Si l'on mèncî encore des tangentes à la conicpie S d'un second point de la tiroile 1), on obtiendra une secondi; <Hiii(pie (1(1 pi'cmicr réseau réduite à deux droites, la(]ucllc.
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par son intersection avec la première, donnera qnatrc points A, B, C, I), extrémités des cordes communes à un faisceau de coniques du premier réseau; or il résulte des propriétés focales que ces cordes sont vues du point F sous un angle droit; le cercle C est donc le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point F sur les cordes des courbes du premier réseau, coixies vues du point F sous un angle droit. Ce réseau est donc alors l'ensemble des courbes par rapport auxquelles on connaît le cercle analogue correspondant au point F, ce qui revient à donner la polaire d'un point et sa puissance de première espèce (76).
111. La droite de l'inlini n'est généralement pas tangente à la Cayleyenne. 8i cela arrive, les courbes du réseau ponctuel sont respectivement homotliétiques aux courbes d'un faisceau ponctuel, et alors les milieux des trois segments formés par les trois couples de points conjugués sont en ligne droite (21)-, la conjuguée de la droite de l'infini, qui forme avec elle conique du réseau ponctuel, sera précisément celle qui joint les milieux des segments. Cette conique est aussi le cercle du réseau, car la droite qui joint les milieux des segments coupe à angle droit les cercles ayant ces segments pour diamètres. Comme elle doit aussi couper à angle droit les cercles ortlioptiques de toutes les coniques du second réseau, il en résulte qu'alors ces cercles et par suite les coniques correspondantes ont leurs centres sur une même droite : ce qu'on pouvait énoncer immédiatement en remarquant que cette droite, formant avec la droite de l'infini conique du premier réseau, forme avec elle un couple de droites conjuguées aux coniques du second; donc celle de ces droites qui l'cste à distance finie passe par le centre de l'une quelconque de ces courbes. Des parallèles aux asymptotes de toutes les courbes du premier réseau formeront un faisceau en invohitiou linéaire, dont les rayons doubles indiqueront la direction
CHAPlTRi;
des points conjugués communs situés à l'infini. Ces Jeux directions et la droite, lieu des centres, seront consécjuemment les directions asyniptotiques de la Hessienne (98). La Cayleyennc aura une branche parabolique dans la direction conjuguée harmonique de la troisième par rapport aux deux premières. Les hyperboles é([nilatères du premier réseau auront deux de leurs points communs à l'infini dans les directions des deux rayons conjugués rectangulaires du faisceau en involution linéaire formé par les asymptotes des courbes de ce réseau. 11 y aura donc deux des cercles du second tout entiers à l'infini puisqu'ils n'ont pas leurs centres sur la droite des centres, et les deux autres points communs aux hyperboles équilatères du premier réseau, qui sont les centres des deux autres cercles du second, seront sur la droite des centres.
i 12. Si les deux points conjugués communs aux courbes du premier réseau, situés à l'infini, sont les points circulaires de l'infini, toutes ces courbes sont des hyperboles équilatères. Quant au second, il peut être regardé comme défini par les points circulaires de l'infini, qui sont une conique du réseau réduite à deux points, et par deux coniques quelconques. Un couple quelconque de droites formant conique du premier est rectangulaire, et comme il est conjugué aux deux dernières coniques qui déterminent le second réseau, il faut nécessairement que son sommet soit foyei- d'uniconique du faisceau tangentiel défini par ces di'ux courbes, car les couples de tangentes issues de ce point aux courbes de ce fai.'^ceau, étant conjugués par rapport aux deux droites rectangulaires, il y a un de-ces couples formé par les droites (|ui joignent ce point aux points circulaires de l'infini. La I lessicmie, lieu d(>s sommets de ces couples, ne dilVère donc jias dans (-e cas (hi lien des loyers des conrbes du faisceau laiigeiilici défini pai- les deux dernières conicpies (|ui délerniinenl le second réseau. On lelomlx- ainsi par ce (|iii \nc
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( l'di- sur toutes les propriétés connues de la courbe, lieu (les fbvers des coniques tangentes à (juatre droites [PL IT). D'abord elle passe par les points circulaires de l'infini, qui sont deux points conjugués, ainsi que par les six sommets du quadrilatère des quatre tangentes, puisque deux sommets opposés sont deux points conjugués ; elle passe aussi par les pieds des hauteurs du triangle des diagonales, puisqu'une diagonale et la hauteur correspondante forment deux droites conjuguées (*), L'asymptote réelle est parallèle à la droite des centres (') (H'I), et, si l'on se sert pour la déterminer du procédé général qvii donne la tangente à la Hessienne (99), on voit aisément qu'elle passe par le point symétrique par rapport h la droite des centres du foyer ip de la parabole tangente aux quatre droites (^). Car si l'on considère le point situé à l'infini, sur la droite des centres, ce point est sur la Hessienne, et les deux droites conjuguées issues de ce point sont la droite de l'infini sur laquelle les deux points conjugués sont les points circulaires de l'infini et la droite des centres (Hl). D'ailleurs la droite qui joint ce point à son conjugué est la parallèle à la droite des centres menée par le foyer de la parabole inscrite, car nous allons voir que deux points conjugués sont les deux foyers d'une même courbe tangente aux quatre droites, et la droite considérée joint le foyer de la parabole situé à l'infini au foyer tp situé à distance finie. L'asymptote sera donc (99) la conjuguée harmonique de la dernière droite par rapport au\ di'ux premières, c'est-àdire la symétrique de la dernière par rapport à la droite des centres. De plus, il est évident que de chaque point de la courbe on voit les diagonales du quadrilatère des tangentes
(') FAfRE.
(') CllEMONA.
(•^ P. Serhet, Oromè trie de direction, p. njS,
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sous des angles ayant les mômes bissectrices (*), puisque les droites issues d'un point de la Hessienne à deux points conjugués sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites conjuguées issues de ce point (5i). Ici ces dernières seront donc leurs bissectrices, puis(ju'elles sont rectangulaires. On peut généraliser ce résultat, et dire :
Théorème. — De chaque point de la courbe lieu des foyers des coniques tangentes à quatre droites, on voit les deux foyers d'une de ces courbes, sous un angle variable, mais dont les bissectrices restent les mêmes.
W résulte en cllet de ce qui précède que les droites qui joignent un point M de la Hessienne à deux points conjugués ont pour bissectrices fixes les droites conjuguées issues de ce point : il ne reste plus qu'à démontrer que les deux foyers d'une même courbe sont deux points conjugués; soient en elFet F et F' ces deux points, l'angle des droites MF et MF' admet les mômes bissectrices que l'angle des tangentes issues du point M à la courbe dont ils sont les loyers ("); or, la courbe considérée étant tangente aux quatre droites, ces deux tangentes sont conjuguées liarmoniaues par rapport aux droites conjuguées issues du point M, c'est-à-dire que ces dernières sont leurs bissectrices; donc, pour conclure le point F du point F', on joindra MF, on mènera la symétrique de cette droite par rapport aux droites conjuguées issues du point M ; un autre point M' donnera de môme une autre droite lieu du point F', lequel sera ainsi déterminé par la construction identique à c(îlle qui donne le conjugué du point F (51). Nous avons exécuté l'épure [PL If^) et nous avons également représenté la Cayleyenne qui est l'enveloppe des bissectrices fixes.
(*) Seuhet, Géométrie fie direction, p. i()S. (') CiiASîF.s, Sections coniques, p. \C)'>.
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Ou pourra ainsi énoncor sur la courbe lieu des foyers des coniques tanj^eutes à quatre droites toutes les propriétés relatives aux deux courbes qui nous occupent en remplaçant la Cayleyenne par l'enveloppe des bissectrices lixes , deux points conjugués par deux foyers d'une même conique, et deux droites conjuguées par deux bissectrices correspondantes .
Si le quadrilatère des quatre tangentes est circonscriptible à un même cercle, il y aura une des courbes du second faisceau dont les fovers seront confondus, ou deux points conjugués confondus. On tombe donc dans un cas particulier de celui où toutes les courbes du premier réseau ont un point commun (109), celui où elles sont en outi'e des hyperboles équilatères : le point commun résultant des deux points conjugués confondus sera le centre du cercle inscrit. On peut donc dire que :
Théorème. — Lorsqu un quadrilatère est circonscriptihle à un cercle, la courbe fin troisième degré, lieu des foyers des coniques inscrites dans le quadrilatère a un point double au centre du cercle. Les tangentes en ce point sont rectangulaires et sont les bissectrices Jix es correspondant à ce point.
Car ce sont deux droites conjuguées (24) . La Cayleyenne se réduit à ce point par où passe une bissectrice de chaque couple et à une conique définie (24) enveloppe de l'autre bissectrice.
Si le cjuadrilatère est formé des quatre tangentes communes à deux cercles, les extrémités de chaque diagonale formant couple de points conjugués , on voit facilement en joignant un de ces six points à deux points conjugués que les bissectrices fixes ont deux points commims ([ui sont les points où la droite des centres coupi; le cercle C qui passe par les extrémités des deux diagonales perpendiculaires à celle droile. Les hypeiboles éijuilalères (jui coiisliluenl le
pfcinicr faisceau ont donc deux points communs, (jni doivent être les centres des cercles du second (O^)^ et en elî'et les centres de ces deux cercles sont les points où le cercle C coupe la droite des centres. Le lieu des sommets des couples est évidemment le cercle (], puisque ces coupl(,'s sont reclani^ulaires et la droite des centres complète la liessienne, lieu des foyers, (^uant à la Cayleyenne, elle se réduit aux deux points communs aux courbes du premier réseau, et au point situé à l'intini dans une direction perpendiculaire à la droite qui les joint (2o).
113. Eniin si les deux points conjugués situés à l'inlini sont dans deux directions rectangulaires, tous les cercles ayant même axe radical, qui admettent deux des trois couples qui déterminent le premier réseau, admettant aussi ce couple situé à l'infini, font partie de ce réseau, et comme ils doivent couper ortliogonalement tous les cercles ayant [)Our diamètres les segments formés par les couples de points conjugués, il en résulte que ce fait se présentera lorsque les cercles ayant pour diamètres les trois segments auront, non-seulement leurs centres en ligne droite comme précédemment, mais encore même axe radical. Les cercles orllioptiques du réseau tangentiel auront donc même axe radical, et l'on peut dire qu'à un réseau ponctuel dans le- (picl il y a deux cercles correspond un réseau tangentiel, dans lequel deux conditions déterminantes sont les puissances de deux points, ce qui n'a pas lieu généralement, puisqu'un seul point a même puissance par rapport aux courbes du réseau (88). En général, on connaît dans le second rés(Niu les puissances d'autant de points qu'il y a de cercles distincts dans le premier (110).
114. Ç,orré]ati\cmeut, si, parmi les points de la Hes-r sienne, il y en a un tel que les deux droites conjuguées issues de ce point aillent aux points circulaires de I infini, toutes les courbes du second réseau seront vues de ce point
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sous un angle droit. Et en cHcl, ces deux droites, qui i'orment eonique du j^rcmier réseau, constituent un cercle de rayon nul : les ccicles orlhopliques du second, qui le coupent ortliogonalenient, auront donc un point coniniun. Ce cas se présentera donc lorsqu'un des quatre cercles du premier réseau aura son rayon nul.
Il V a sur la Hessienne trois points pour lesquels les droites conjuguées sont rectangulaires, puisqu'il y a trois couples rectangulaires formant hyperbole équilatère du premier réseau^ il y aura dans le second réseau une inlinité de coniques ayant pour loyer l'un de ces points, ce qui n'a pas lieu pour tout autre point du plan (59). Ces coniques auront deux tangentes communes et formeront faisceau du réseau tangentiel, ce qui tient à ce que les trois cercles déduits de ce point et des trois couples de droites conjuguées qui déterminent le réseau, comme nous l'avons vu plusliaut (o9), ont même axe radical.
ilo. Le dei-nier cas qu'il reste à examiner est celui où les courbes du premier réseau ont trois points communs. 11 est évident qu'alors toutes les coniques conjuguées au triangle des trois points appartiennent au second réseau, car les premières leur sont harmoniquement circonscrites, et comme c'est une condition triple , il n'y en a pas d'autre.
Corrélativement, si les courbes du second ont trois tangentes communes, toutes les courbes du premier sont conjuguées au triangle de ces trois droites. L'ensemble des coniques conjuguées à un triangle peut donc être considéré soit comme un réseau ponctuel, soit comme un réseau tangentiel ^ il est facile de voir qu'en eifet l'on peut choisir soit trois couples de points, soit trois couples de droites tels que toutes h;s coniques qui leur sont conjuguées soient (•on|uguées à un triangle donné.
HG. Nous i('sum(^rons celle discussion )).ir le labh-au sui\anl :
(llAI'lTUr, V.
Conditions dctcrminant le réseau ponctuel.
Cas gcnéral. — Tfois couples quelconques de points conjufjués, ou les puissances de n points {nn^i) et 3 — n couples, ou trois coniques dont une peut être un cercle et deux des hyperboles équilatères.
Cas particuliers. — Un point et deux couples.
Une des trois coniques est réduite à une droite.
Cette droite est à rinfiiii.
Deux points et un couple.
La polaire d'un point et un couple.
Un couple est à l'infini.
Les trois coniques sont des hyperboles équilatères.
Deux des coniques sont des cercles.
Les trois coniques sont des cercles.
La puissance et la polaire d'un point.
Trois points.
Un triangle conjugué.
Conditions déterminant te réseau tangentiel.
Cas général,— r Trois couples quelconques de droites conjuguées, ou l:i puissance d'un point et deux couples, ou trois coniques dont deux peuvent être des paraboles.
Une des trois coniques est un cercle de rayon nul.
Une tangente et deux couples.
Les trois coniques sont dos paraboles.
Le pôle d'une droite et un couple.
Deux tangentes et un couple.
Les trois coniques ont leurs centres en ligne droite.
Les trois couples sont rectangulaires.
Les puissances de deux points et un couple.
Les puissances de trois points.
Les trois coniques ont un foyer commun.
Un triangle conjugué.
Trois tangentes.
Quatrième cas. — Un système ponctuel du troisième ordre et un faisceau tangentiel contravariants.
117. Les coui'hcs du faisceau tangentiel ont alors «juatre langenles communes, et les tiois cou[)les de points lormant coniques de ce faisceau sont précisément les trois couples de points conjugués aux courbes du premier (27).
Si c'est le faisceau tangentiel cjui est donné, on en conclura le système ponctuel en construisant quatre coniques t]uelcon(fues liarmouifjucnicuL circonscrites à deux conicjues du iaisceau ; si c'est le système ponctuel, le faisceau sera déterminé par deux coni(pies quelconques liarmoniqueiiuMil inscrites à (pialre coniques du système ponc Uiel ;
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nous donnerons ultérieurement la solution de ces problèmes.
D un point (|uelcouque ou peut mener aux courbes du faisceau tangentiel des tangentes formant un faisceau en involution linéaire, ce qui prouve que par un point quelconque passent deux droites réelles ou imaginaires formant conique du système ponctuel. Si le point est sur Func des tangentes communes aux courbes du faisceau, les deux droites conjuguées communes à ces courbes passant par ce point se confondent; il y s donc quatre droites, réelles ou imaginaires, qui forment individuellement conique du système ponctuel : ce sont les côtés du quadrilatère résultant des trois couples de points conjugués i^27).
Tous les cercles du système ponctuel satisfont à quatre conditions ponctuelles et ont même axe radical : d'ailleurs ils doivent passer par les centres des deux hyperboles équilatères du faisceau ^94, 2") ; ils forment donc la série orthogonale aux cercles orthoptiques du faisceau (87).
La conique du faisceau qui est vue d'un point donné sous un angle droit est l'enveloppe des polaires du point par rapport aux courbes du système ponctuel qui ont ce point pour foyer (94, 3°).
il8. S'il y a un cercle dans le faisceau, une des conditions déterminantes du système ponctuel est la puissance d'un point. Toutes les hyperboles équilatères de ce système , qui forment réseau ponctuel , ont alors un point commun qui est le centre de ce cercle (94, 2°). S'il y eu a deux, c'est-à-dire si les quatre tangentes communes aux courbes du faisceau sont les tangentes communes à deux cercles, les deux conditions déterminantes du système ponctuel sont les puissances de deux points et toutes les hyperboles équilatères de ce système forment un réseau ponctuel à deux points communs (25) et dans lequel conséqueminent \v point (^ (;st à l'inlini dans bi direction perpendiculaire ;'i bi droite des centres des deux cercles.
1 2>S CHAPlTUr. V.
On ik; peut pas supposer que les liypcrholes équilatères du système taugentiel aient trois points eoniniuns, ear elles en auraient un quatrième et lormi'raient faisceau ^ or elles loriuenl réseau. Mais il j)eut arriver (jue toutes les courbes du svstènu' soient des hyperboles écpiilatères ; alors deux coupli's de points ccMijugués communs de ce svstènu^ ou, ce qui revient au même, deux sommets ojiposés du quadrilatère des tangentes communes aux courbes du faisceau sont les points circulaires de l'inllni^ c'est-à-dire que ces dernières sont homofocales, et les foyers communs sont les deux autres points réels, conjugués conununs aux courbes du système ponctuel.
Jl n'y a géiu'raii'ment dans le premier système qu'un faisceau de cercles, lesquels déterminent les puissances de deux points par rajiport aux courbes du second dont les cercles ortlioptiques ont, en eilèt, même axe radical; s'il y en a trois et le réseau résultant , le cercle orthoptique d'une couibe quelconque du second système est déterminé, et l'on connaît de plus un couple de droites conjuguées. Nous avons appris (lOo) à déterminer \cs quatre tangentes résultantes; elles forment un quadrilatère rectangle, et réciproquement toutes les coniques inscrites dans un rectangle sont harmoniquenient inscrites à trois cercles distincts. S'il y a quatre cercles dans le premier système, il y a tous les cercles du plan, lesquels satisfont en ellèt à deux conditions ; le second se compose alors de tous les couples de points situés à l'infini dans des directions rectangulaires.
Si dans un des couples de points formant coniques du faisceau taugentiel, les deux points coïncident, ce dernier se compose de toul(!s les conif[ues tangentes à deux droites données en des points donnés. C'est ce qui arrive lorsque les courbes du premier système ont un point commun, car il forme un eoiqde de points conjugués confondus. Si cela a lieu également pour un autre couple; de points, les courbes <lii |)t('mlcr svstème son! tontes celb's cpii |)ass('nt [)ai' dcii\
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points donnés, et celles du second sont tous les couples de points conjugués de l'involution linéaire dont ces deux points sont les points doubles.
Si un même point fait partie de deux des couples de points conjugués aux courbes du système ponctuel, ce système se compose des courbes par rapport auxquelles ce point a pour polaire la droite qui joint ses conjugués dans les deux couples et le faisceau tangentiel de tous les couples de points formés par celui-là et un point quelconque de la droite précédente.
Enfin, si toutes les courbes du faisceau tangentiel sont les paraboles inscrites dans un triangle, celles du premier sont toutes celles sur lesquelles deux droites données interceptent respectivement des cordes ayant mêmes points milieux. Tous les cercles de ce dernier sont alors les cercles concentriques ayant pour centre commun le point de rencontre des hauteurs du triangle circonscrit aux paraboles.
Cinquième cas. — Un système ponctuel du quatrièrne ordre dont toutes les courbes sont hannoniq ueinent circonscrites à une même conique formant système tangentiel d'ordre zéro.
119. Si c'est le premier système qui est donné, la conique liarmoniquement inscrite en résultera ainsi que nous le verrons plus loin (125); si c'est cette dernière, on construira facilement cinq coniques quelconques qui lui soient liarmoniquement circonscrites et déterminent le premier système (34).
Ce système renferme une infinité de couples de droites qui sont tous les couples de droites conjuguées à la conique triple, quatre hyperboles équilatères distinctes et le système ponctuel du troisième ordre résultant, et trois cercles distincts ainsi que le réseau ponctuel résultant.
l3o CHA1MTHK V.
Par suite, ces liypcrholcs ne peuvent avoir (|u'uu [)t»int commun, c'est ce (|ui ai rive loisque la conique triple est un cercle; elles passent toutes par le centre (94, a^). Si elles en avaient deux, elles formeraient réseau, ce qui est impossible. Dans le cas où la conique triple est un cercle, la condition déterminante du premier système est la puissance d'un point. S'il y a cincj hyperboles équilatères, il en est de même de toutes les autres courbes du systènu^, et la conique triple est formée par les deux points circulaires de l'infini.
S'il y a qualie cercles, il y a tous les cercles du plan et une cinquième conique quelconque, et la conique triple est encori' un couple de points qui sont les points doubles i\c l'involution linéaire déterminée sur la droite de l'infini par tous les cercles du plan et la cinquième conique. D'ailleurs il ne peut pas y avoir plus de quatre cercles distincts, puisque tous les cercles du plan ont deux points communs.
Si la conique triple est une hyperbole équilatère, tous les cercles du système qui ont en i^énéral même centre radical ont un point commun, centre de l'hyperbole (9i, 2"), ce qui eu est un cas particulier.
JNous avons vu (36) que l'on peut construire deux droites formant conique du système sans la notion de la conique triple en s'en donnant trois points A, B, C, d'où il résulte un quatrième point Q, et dans cette construction le point Q est le Mièine quels que soient A et B sur la droite AB, par(M' qu'il est le pôh^ de cette droite par rapport à la conique triple.
La condition à laquelle satisfont toutes les courbes du faisceau est donc d'être harmoniqucment circonscrites à une conique fixe (30).
120. Nous croyons maintenant qu'il sei'a toujours possible, au moyen des détails qui précèilent, de déterminer le système lonliav ariani d un svsième doniK' ; il ne nous ii-sle
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plus qu'à doJiucr les solutious de quelques prohlènies, (|ui eonipléleront la ihéorie des coniques en involulion.
Remarquons d'abord que toutes les coniques qui passent par trois points et qui sont liarmoniquement circonscrites à une conique donnée, satisfaisant à quatre conditions poncluelles, passent par un quatrième point qu'il est facile de déterminer, car un des trois systèmes de deux droites formant conique du faisceau ponctuel cherché se compose de la droite qui joint deux des points donnés et de celle qui joint le troisième point au pôle par rapport à la conique donnée de la droite précédente. Les trois systèmes de deux droites ainsi obtenus passent par le point cherché, et l'on retombe en même temps sur ce théorème connu :
Lors(/ue deux triangles sont réciproquenienl conjugués f}(ir /apport à une conit/ue, ils sont hovio logiques.
121. PaoBLiiMES. — Construire la conique passant par quatre points et harnioniq uenient circonscrite à une conique donnée Q. *
i" Si les quatre points sont donnés direct(;ment, la polaire de l'un d'eux par rapport à la conique donnée coupera la coni(|ue cherchée suivant les points conjugués communs à deux involutions linéaires, dont l'une a pour points doubles les points d'intersection de cette droite et de la coni- (|ue donnée (06) et l'autre est déterminée par deux quelconques des courbes qui passent par les quatre points donnés.
x^ Si les quatre points sont communs à deux coniques déterminées, on coupera ces deux courbes par une droite quelconque sur laquelle elles donneront un couple de points conjugués à la conique cherchée. Ces di'ux points forment une conique harnioni(juement inscrite à la coiiicpic iherchée (93); il en est de même de \ix conicpie C (00):, donc il en sera de même de toutes les coniques du faisceau tangentiel qu'elles délermiucnt (08) et en particulier des
l32 CHAl'lTUE V.
couples de sommets opposés du quadrilatère obtenu eu menant des deux points des tangentes à la conique C. La droite qui contient l'un de ces couples coupera consé(|uemment la conique cherchée en deux points connus, puisque ce sont les points conjugués commmis à deux involutions linéaires dont l'une a pour points doubles ces deux sommets opposés et l'autre s'obtient au moyen des deux coniques déterminant les quatre points.
122. Construire la conique passant par trois points et harnioîiiquenient circonscrite à deux coniques données.
Au moyen des trois points donnés et de chacune des coniques, on déterminera successivement un quatrième, puis un cinquième point de la conique cherchée (120) (').
123. Construire la conique passant par deux points et harmoniquement circonscrite à trois coniques données.
On cherchera les polaires de l'un des points par rapport à chacune des trois coniques ; l'une de ces droites coupera la conique cherchée et la conique correspondante suivant quatre points en proportion harmonique (66) ^ on aura donc ainsi trois couples de points conjugués et l'on retombera sur un problème précédent (14).
124. Construire la conique passant par un point et harmoniquement circonscrite à quatre coniques données .
On cherchera les polaires du point par rapport aux quatre coniques, ce qui ramènera le problème à un problème précédent (16).
125. Construire la conique harmoniquement circonscrite à cinq coniques données.
On construira deux coniques harmoniquement circonscrites à quatre des coniques données en s'en donnant
(' ) M. Smith A résolu n; probk'nic ilo l;i mémo façon et a donné pour les trois suivants des solutions difl'érentes { f'roccec/inij^s, p. 87).
EXAMEN DES CINQ CAS DANS LESQUELS, ETC. l33
arbitrairement un point (124) ^ elles détermineront un faisceau ponctuel dans lequel on construira la conique harmoniquement circonscrite à la cinquième (121).
Une autre solution consistera à chercher cinq couples de points formant conique du système tangentiel défini par les cinq coniques données (64)5 ^^^ seront conjugués à laconique cherchée et l'on sera ramené à un problème précédent (16) (105).
Nous n'insisterons pas sur les problèmes corrélatifs dont les solutions seraient entièrement analogues.
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