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AVANT-PROPOS
he cours de ses travaux sur la génétique des populations, M. Sewall WRIGHT a défini et _ étudié le niveau d'adaptation (« adaptive value ») d'une population, concernant un caractère € primaire » déterminé (°) ; il a d'autre part traité le problème de l’évolution mendélienne dans l'hypothèse où les croisements ont lieu au hasard ({ random mating ») et où la sélection est à fonction du niveau d’ adaptation ‘1e
Nous : nous proposons ici d'étudier l'évolution d'une population mendélienne non panmictique, mais où la loi d’ ‘union des individus dénend elle-même du niveau d'adaptation de
ceux-ci.
. Nous ER connues les notions de gènes, loci, facteurs mendéliens, ainsi que les
lois de Mendel. Nous comparerons fréquemment nos conclusions aux résultats établis par.
M. MALÉCOT ‘dans ses travaux sur la théorie mathématique de l'hérédité, notamment dans e l'hypothèse du random mating.
- Dans É première partie, nous {aborderons le problème d’un point 4 vue déterministe, en # supposant, la population très nombreuse.
Après avoir, au ho premier, défini la loi d'union adoptée et établi ses propriétés générales, nous traiterons aux chapitres II et [II de l'évolution d'une population lorsque le caractère primaire ne dépend que d’un facteur, en essayant de dégager le rôle joué par le degré de dominance de l’un des gènes allèles, puis nous verrons comment les résultats obtenus sont modifiés si lo on admet l'existence de mutations.
his €
D Sewall Wricur, « The Are of variance and correlations between relatives with respect to deviations ‘from an optimum », Journal of Genetics, vol. XXX, 1935, p. 243 à 256.
(2) 1d., « Rouen) in RAAeRoR : in approximate ce », Journal of Genetics, vol. XXX, 1935, p. 257 à 266. |
Re
Dans les chapitres IV et V nous établirons les valeurs asymptotiques des probabilités d'association des gènes lorsque le caractère primaire dépend de plusieurs facteurs et nous en
déduirons les valeurs des corrélations usuelles dans une population en équilibre.
Enfin, au chapitre VI, nous comparerons notre hypothèse de loi d'union sélective à
l'hypothèse de M. Sewall WRIGHT.
Dans une deuxième partie, nous reprendrons la question d'un At de vue stochastique à ‘en étudiant l'effet de la loi d'union | considérée sur l’ évolution d’une population d’ ‘effectif limité
constant.
Nous établirons au chapitre premier l'équation qui détermine la loi de probabilité de la
fréquence des gènes à un instant donné, en supposant que le caractère primaire ne dépend que
d'un facteur. Nous montrerons l'existence d’une loi de probabilité asymptotique et nous
indiquerons sa forme. + \
Aux chapitres II et IIT nous déterminerons la loi Te en faisant de hypothèses sur le niveau d'adaptation de la population.
Enfin, nous verrons au chapitre V comment Es ue St transformés par 6 présence
soit d’un certain degré de dominance, soit d'un 1 phénomène de mutations.
[+ * nl nl À
Je tiens à exprimer ici ma reconnaissance à M. G. DarMoïs qui, après m'avoir montré l'intérêt qu'offre ce domaine de recherches, n’a cessé de m encourager dans mon travail ; je
désire témoigner ma très vive gratitude à à M. G. MALÉCOT, qui m'a constamment dirigé dans
mon étude et dont les conseils m'ont été si précieux ; j'adresse mes sincères remerciements 3
à M. E. BorEL qui a présenté à l’ Académie des Sciences les principaux résultats (1 ), à M. PérÈs
qui a bien voulu présider le ; jury, et à M. FoRTET qui a accepté de se joindre à à MM. Pérès, à
G. LES et G. MALÉCOT pour constituer le jury.
(1) CR. Ac. Sc. Paris : 23], p. 1029 et 1210 ; 233, p. 1259 et 1356 : 235, p..863.
DÉFINITION D'UNE LOI D'UNION SÉLECTIVE
Considérons une population très nombreuse. Soit H un caractère mesurable. Désignons par ï; la fréquence des individus de la population chez lesquels ce caractère a la valeur centrée y; : la Plguence des couples formés d’ un individu de valeur. ya et d'un individu de valeur y: serait dr le cas du random mating 71 . Fa.
Nous nous proposons d'étudier une population ca laanelle la fréquence de tels couples: + AE > °
# (D) 1e RATS # | de te . Ta (1 + ny + ay)
ue étant un à aient constant petit.
- Remarquons que la somme des oichecs déroule bles est rénales à | ; en effet : es (| + uyi + ny) = EimiËiT a POÉALATE be PNEU = À. Ein = Lim — l ; à DEUSTE + LoToyo A)
ÿ1 et ÿa étant les valeurs centrées du caractère H.
_ Considérons alors ae catégories quelconques d'individus de la population ; désignons les | fréquences totales Res des individus de chacune de ces cAtdones par :
Les valeurs moyennes du caractère H sont dans chaque catégorie :
Fr. re NÉS PERS ? + , : xt?
# de ‘ SRE | PU D __ È Ty cent Da Tee Toÿ3 ; Fæ Fée : y —
+ De à EE & : | Z'r; , y DE
ARS 4 REA
2 r'r’’ + un°r'y" + ur _ y
et l’on voit finalement que la fréquence des accouplements entre deux catégories quelconques
d'individus est donnée par l'expression :
(2) mm (| + ay + ay)
Nous représenterons l'expression précédente (2) par le produit symbolique :
Ce produit symbolique, évidemment commutatif, est également distributif ; en effet, supposons que la catégorie £”” soit la somme de deux catégories Z”” et ZW ; on peut écrire :
rx” D r'”? + xrlV : r'”? DE DRE : rIV Le ElVr,
my = Era = Eros + EUNrÿs
et comme on a :
LEE
,,? Mn 2 Tot2
” rV
Er;ye
99 99 LEEDS >] y = n°°ÿ" + rlVylV
donc :
r° < T° = r'r” ne u (r'r"y” ne Try) _. (r’” a rIV) + pr’ (reg rVylV) ee 7 (n° ri) Ty! Se Rte (I Æ uy' Æ uy'”) de IN (I se ay LE uylV)
he pe k 1°? nu 7 k xlV
Remarquons d'autre part que la loi d'union adoptée est sélective ; en effet, la fréquence
d’accouplement entre un individu de valeur déterminée y: et un individu quelconque de la population (x — | ; y” — 0) est :
Ji (| FR TA)
Elle n'est pas égale à : comme cela se produirait s’il n'y avait pas de sélection : tous les individus n'ont donc pas la même probabilité de trouver des conjoints.
Supposons maintenant que nous classions les individus de la population suivant les trois phases d'un facteur déterminé. Désignons par À et a les deux états possibles des gènes correspondants. Soit P, 2Q, R les fréquences respectives des trois génotypes AA, Aa, aa
dans une génération déterminée, I, J, K les valeurs moyennes centrées du caractère H dans ces trois catégories. On a les relations :
D. x = PE 2QT+RK= 0; PH Q+R=1
Posons d'autre part :
p=PHQ;. 4=Q+R FT
p et q représentent les fréquences des gènes A et a.
nant l'une les homozygotes AA et la moitié des hétérozygotes, l’autre les homozygotes aa et la moitié des hétérozygotes. T'etS ont pour expressions :
PPPEQI SL OR GT+S=0.
p ne moi
Nous représenterons par des lettres accentuées P', Q', R’… les quantités analogues 5 concernant la génération suivante. D
* Si nous supposons que tous les couples ont la même fécondité, la fréquence P” est égale à la ‘somme des produits des fréquences des accouplements par la probabilité qu'a chaque enfant
| on Q' et R°. Nous avons donc : ue \
DU Re PeP+ 12Pe 20 + I22QaP + 1420420 _et a deux formules analogues For à «
< 1Q-12P20 4 1220.P4PLR + RAP + 1220-20 + 1220 R + 12R»20 ne. 7 n. R'=R%+ R+I22Q«RFI2Rx2Q+142Q%20
| Ÿ D' ‘où en tenant t compte des } propriétés du ee AS TRS
4 | (P-P+P+2P+0+0:0-P+Q: P+Q=pxp 42Q=2Q+R+2PxQ+2PxR +20 x Q= 2(P + Q)» Q+R=2p+ a : D De 0 0 CRAOER Ta
Or, T et s sont précisément les ue moyennes centrées du caractère H dans les deux catégories de fréquences respectives P+Q=—p et Q +R = q; nous obtenons donc, en F7 _explicitant les produits symboliques, les expressions suivantes : ;
bre pH 2uT).
Ne 2Q = 2pq{l + #T + uS) HS R'= (+2 us)
Enfin, soit T'-et S les valeurs moyennes centrées du caractère H dans deux catégories conte-
_ résultant de cet accouplèment d'être un homozygote AA. Il en est de même en ce qui concerne
50 de
On en déduit immédiatement les expressions de p° et q':
lp =P+Q=p( +nT) MED
@ | d=Q+R= all #45)
en tenant compte des relations p + q = | et pT se te 0:
La vaiation Ap de la fréquence p du gène À d'une génération à la suivante ést t'dene: :
Die | Gp=n—p=wT
TNT U
Nous supposerons désormais le coefficient 4 nent petit pour quel on puisse négliger | son carré. Les relations (4) donnent alors : | p?= pt (1 + 2 4T) + 0 (w) oo 2 pq — 2pq(l + 4 T + 4S) + 0 (#) RP t qi O2 08) ROUE AT CRE a
D'où, en tenant compte des relations (3) :
p'=P HU), en
2pf=20 F0) ee dt R +06) | USE
Avec l’approximation adoptée, on voit que la loi de Hardy est vérifiée :
(6) nd
#% & £ £ | \ £ 5 # < Population à à sexes séparés. — Nous avons supposé dans ce ‘qui ee que aute individus É
présente indifféremment les deux sexes : les résultats trouvés s ‘étendent au cas où iles individus sont à sexes séparés.
Nous supposerons que les caractères envisagés ne sont pas liés au sexe, Nous seront de. l'indice antérieur | les quantités qui sé rapportent aux mâles, de l'indice antérieur 2 celles qui.
sont relatives aux femelles. Les quantités sans indice concernent l'ensemble de la population | sans considération de sexe. 4
Considérons alors la loi d'union de la forme :
1T % 27 (1 + u 1ÿ + ri 2U) L de k ' ù put _ Îé rs ‘
où iy et. aÿ sont les moyennes centrées du caractère H, ces moyennes étant rapportées à la Rene générale du caractère pour chacun des sexes, c’est-à-dire que l’on a : 7
Dir y = E or og — 0
à One ee Fe définir comme le a le Die bn 17 + 27° et établir qu'il est distributif. So
D'autre part, on a les relations :
Pl Æ 2 1Q,J 35 1RiK Æ 0 ; LE 2 :Q Need : Di ne HS) —"0 1% :
et Le Fous analogues pour la population femelle. On en déduit, en classant alors les mâles 54 et les femelles. suivant leur génotype, les formules semblables aux formules (3) : PRE
6) ; ER (1 y te 1): 20 — TE s ba (1 +; ee . ou he 19 + 42T)
Jin 2 APE GAP
et finalement :
à 7 - Apr 12 bp (+ &1T) + (LE RD] RE R . .
ah: Sue =. à CA dE ne seu +4 D} ZA + u25)] À si .
: et sont, _par conséquent, Îés mêmes Ponts l are mâle et k population on a, à 1 Fe partir de la deuxième génération : : ; , FRE
" 4 PCe - tee : ae d FRS
rs = pp; À EU A HÉSS EE e 5e RS ere
o 1. retrouve les expressions 6) et (6). Ma er See { NS : Nous s |supposerons donc dans Ja suite de cette Préoièle : partie Apopuiaten nombreuse), a
: population à à sexes réunis. | JA X : k <
AT
DE 2 Pt
| D | “ie 4 En écrivant M (S) et M (H) les moyennes dé (S) et de H, les valeurs centrées de H sont U : e : | Pr, UE sh / | ? # =— [(S:) RES Op — M (H) d ï
3 Le cofficient 2 qui PRractérnse l'union sélective est > 0 car nous supposons que l ol
rs
D R r CHAPITRE IL
ÉVOLUTION D'UNE POPULATION NOMBREUSE ROLE DE LA DOMINANCE
. (Le caractère primaire ne dépendant que d’un facteur)
Nous supposerons dans ce chapitre et dans le suivant que le caractère primaire (S) ne Ê es que d' un facteur. mn.
& Classons encore les des en les trois génotypes AA, Age aa ce soit 2 æ, ( 1 + d),0, valeurs du caractère (S) correspondant à chaque génotype : le coefficient d caractérise le ne degré de SHpianee du pète À. OR ai: pe s an
‘données par le tableau suivant :
nn vd
0 HE uno lrerva or)
ral = —2a%p [2p + (1 + d'a] +440p(1 + d) — © |
: | © Les valeurs centrées du caractère H sont alors % . ne MH): J=—E(+9—0F—M(H; K=—0—M(H)
et nous pouvons “éleilér Ta
FES Ÿ SR
T= + QD à + a C0 fe ( rene,
LA
: Rs er REP ERCCTE (+ dr — 20)
SEE le des caractères primaire et secondaire suivant le génotype de l'individu sont
L’équation (I - 5) donne alors :
Ap = upT = uap (| — p) p [— 4 d0 — 44 +20(] + d}] 42 (| + d)O — «(1 AE A)
Nous conviendrons de poser :
h = Ofa —1 (3) 8 = 1/2 —h/(d — 2 dh— |) k = — 2 nat (d — 2 dh— 1)
L'expression de Ap devient alors, si l’on suppose h 5 (d? — 1)/2 d :
(4) Ap = kp (p — D@— P)
C'est là l’expression de la variation de la probabilité du gène A, et donc de sa fréquence puisque la population est très nombreuse, lorsqu'on passe d'une génération à la suivante. * * *
Proposons-nous maintenant d'étudier la composition asymptotique de la population. Nous distinguerons plusieurs cas suivant les valeurs des paramètres h, $, k. Nous supposerons dans _ cette discussion 0 < d < 1, nous réservant de traiter ensuite le cas de l'absence de dominance (d — 0) et celui de la dominance complète (d — 1).
Les valeurs stationnaires possibles de p sont : br 0: en p=P 1% cas: k < 0.
Ce cas se produit si d — 2 dh — 1 > 0, c’est-à-dire si :
Ap est alors du signe de p — f. Or, dans le cas envisagé, B est toujours supérieur à 1. En effet, l'inégalité $ > 1 s'écrit :
2h<1+2dh— € puisque d° — 2 dh — | est > 0. D'où :
DU De dora
et :
Or, cette inégalité est une conséquence de (5), car :
(d — 1)/2 d <(1 + d)/2 puisque d < 1.
? Y > oe
us TE
valle (0 bo) ne dans cette ‘intervalle une valeur Ar sue m
Par < . = ( me
mA Er DE Le nt montre encore que p Hd vers 1e ent, m étan t le plus peHt des deux.
de
ne ER Se 4
RDS ce qui prouve que dans ce cas <
te Rs 4 Cr É Li La ‘ S
To b) 8> 1, c'est-à-dire 1/2— Ad —2dh—1)>1 ARS OÙ : ; | ; TN Re TR CN D D oo à
inégalité qui entraîne l'inégalité (6) et qui “exprime que le génotype AA est le mieux adapté.
La variation Ap est alors > 0. En posant q — J TP, on obtient : Ag=— Ap = —k(I Mende De ka (= GE + 8)
Or, (1 — 8) est < 0. Nous sommes ramenés au cas précédent en remplaçant p par q et B'par (1 — £). Donc q tend vers 0 plus rapidement que (1 — m)" quand n augmente indéfiniment, m étant le plus petit des deux nombres > 0 : — À (1 — 8) et kpo (B — po).
Il y a donc fixation asymptotique du gène À.
| @— DR <h<@+ D ci - | . È .
inégalités qui entraînent (6) et expriment que l hétérozyeote Aa est le mieux adapté des trois
c'est-à-dire :
génotypes.
Or Ap = À (p — 8). Nous pouvons donc écrire :
Le —= kp ee > 0
L'expression précédente dans l'intervalle (bo, 8) a une valeur minimum a positive m | [égale soit À à Rpo (1 — fo), soit à kB (1 — E)]. et Le ERA Posons : PRE Pn — 8 — Zn ; i £ On a, quel que soit n : ; | È Gr em
d'où : LR PR EN EME
De
LA een) | 2 <= m)) 22 LE — = ( me E Zo ë .
ce qui montre que z tend vers 0 plus rapidement que (| — m)" lorsque n augmente ba
Donc p a pour limite 8. La population tend vers un équilibre asymptotique dans lequel les deux génes coexistent.
Le
De de Or CL
d) Cas limite 8 — 0,
c'est-à-dire :
D lA=@—-02
4 Les génotypes Aa et aa sont alors équidistants de O. 160 L'expression de la variation Ap devient :
+ Ap = kp° (p — 1)
. avec: | k=—2u&@(d—1)>0
Donc Apest constamment < 0 ; la fréquence p tend vers 0 : il y a fixation asymptotique du gène a. |
: e) Cas limite 8 = 1, as \ R c'est-à-dire : Ne
= pates k Le (4 + 1)":
: Les génotypes AA et Aa sont alors équidistants de O E
L'expression de la variation Ap devient :
ns Ap = kp(p — 1}
Dons | Eu (+ D>0
“Donc Ap est constamment > 0; la fréquence p tend vers | : il y a fixation asymptotique du HET RENe - |
DJ ças: k e @ = - Dia
De ce cas, les formules (3) ne peuvent être considérées, car le paramètre B n'existe pas. Le calcul de la variation Ap conduit au résultat suivant : À d
Ap = BpT = — 2 hp (p — |)
Le
en remplaçant dans l'expression (2) de T la valeur optimum O par :
RSS A+ D —2 É. ee arr
Re Ap est donc < 0 quel que soit p. La fréquence p tend vers 0, et il y a fixation asymptotique du gêne a.
SU DAT
Cette discussion montre, en résumé, qu’il y a fixation du gène À (ou du gène a) lorsque le génotype le mieux adapté est l’homozygote AA (ou aa) ; et qu'il y a équilibre asymptotique avec coexistence des deux gènes, si le génotype hétérozygote Aa est le mieux adapté.
Cas où il n’y a pas de dominance : d — 0.
Les formules (2) et (3) ete :
h= Oje—1 (3) B= h+1/2= OJ« — 1/2 R=—= 2x
On a donc toujours À > 0 ; Ap a le signe de (B — p). La discussion précédente (2° cas, à > 0)
donne alors les résultats suivants :
Si O< «/2, il y a fixation asymptotique du gène a:
Si O> 3 0/2, il y a fixation asymptotique du gène À ;
Si a/2 <O <3 x/2, il y a un équilibre asÿmptotique avec coexistence des deux allèles, la fréquence limite du gène À étant O/« — 1/2,
Rapidité d'évolution de la population.
Afin de préciser davantage la rapidité avec laquelle la population atteint son état d'équilibre, remarquons que Ap est la différence première de p, fonction du temps, lorsqu’ on prend comme unité de temps la durée d’une génération ; l'intégration de cette différence première se ramène sensiblement à l'intégration de :
dpt À = ko (p— 1) p—f) c'est-à-dire à la quadrature :
ne à Pop (p — 1) (p — 6)
ce qui donne :
1x p ] l—D 1e l p —$ (7) k=—L—+ Ste E Pope ET pe PO D M 6
Nous distinguerons plusieurs cas suivant la valeur asymptotique de la fréquence p : 1 kR<0e@B>Ilouk> 0etB <0: p tend vers 0.
L'expression (7) montre alors que :
ds OÙ :
É PRE Bb EM fo om iTé ne ) ae On a donc, lorque { augmente indéfiniment :
et
en posant :
| 8 Lg C= pe | (1 — ps BE) È sn AE Comme Gk est < 0, p décroît et tend asymptotiquement vers 0 comme la fonction exponentielle décroissante :
Ekt e 2 k>0eB> 1: p tend vers I.
L'expression (7) montre alors que :
ESP rip pre L (I Ykt——©L—+—-L Rep F B Po fé be. B ou :
(ES re)
] TT Po Po
PET ES On a donc, lorsque { augmente indéfiniment :
aa
en posant :
1—8. P Cr (I Ds po) £ 2] Pot ip + 9) Comme (1 — £) k est < 0, (1 — p) décroît et tend asymptotiquement vers 0 comme la fonction
exponentielle décroissante :
(LS Rt
3 kR> Oet0<B <1: bp tend vers L.
L'expression (7) donne alors :
DER no. P L = 66 — D ki— (6 Ph ns ne .
po — B
OÙ
5 BE—DE ERA en
On a donc, lorsque t augmente indéfiniment :
B(B— 1) kt [P—B| 2 Ce
en posant :
Sn A CA
Comme kB (8 — 1) est < 0, | p — B | décroît et tend asymptotiquement vers 0 comme la fonction exponentielle décroissante :
B(B— 1) kt
e 49 Cas limite 6 — 0: p tend vers 0. (AA et aa sont équidistants de O.) Nous avons vu que l'expression de Ab est alors :
Ap = kp°?(p — 1)
> pe Lx (ED
s Meet dd Ur.
| pi" Po Po 1 — po
pRt = 1 — pipe — pLp + pLpo + pL (I — p) —pL (1 —p)
>: “quantité qui tend vers | lorsque p tend vers 0. Donc, lorsque { augmente indéfiniment, on a :
D à (Mau us
: Asymptotiquement, la loi de décroissance de p est t harmonique : p est ere proportionnel
au | nombre des générations.
- . * Cas s limite 6 li sp 1e vers (AA et Aa sont téquidistants de 0)
L expression de Ap est alors : | | ee A = hp (1) 4 Done de Ï de à de : :
Ce te Ag= . noie CE
_ Nous sommes ramenés au cas précédent : lorsque { augmente indéfiniment, on a :
. [a=i=osiie) où &= 2m + D
6 Ca parties h = A — “D 2d: L tend vers 0.
Nous avons vu que l'expression de . est alors :
p — EUR es 1)
ce qui conduit à la quadrature :
D Dee. — 2 ht — 2 on
On en déduit :
p Zuéht 1)
fonction exponentielle décroissante puisque À est < 0.
Etude particulière du cas de la dominance complete : d = 1.
Nous supposerons tout d’abord h = 0, c'est-à-dire que les deux phénotypes ne sont pas équidistants de l’optimum ©. Les formules (3) deviennent alors :
et l'expression de la variation Ap est :
Ap = kp (p — 1}?
Ap a donc le signe de k, c’est-à-dire de h.
En remplaçant l'intégration de la différence première par une quadrature, on obtient :
fe a
OU
] ] 1 —}p (10) a È : lp 2h pe une Var
1° Sih > 0, c'est-à-dire O > «, ce qui signifie que le phénotype À est le mieux adapté :
Ap est > 0 ; p augmente constamment et tend vers I lorsque { augmente indéfiniment : il y a fixation asymptotique du gène À.
La relation (10) s'écrit :
kt(1—p)}=1 A (1— p) L(1 0 Ep) L (1 — po) +(1 —b) Lp — (I — p) Lpe
Le deuxième membre tend vers 1 lorsque p tend vers 1. Donc, si { augmente indéfiniment,
on a :
ETAT
La disparition du gène a s'effectue asymptotiquement suivant une loi de décroissance harmonique.
20 Si h < 0, c'est-à-dire O < x, ce qui signifie que le phénotype a est le mieux adapté : Ap est < 0 ; p diminue constamment et tend vers 0 lorsque { augmente indéfiniment : il y a fixation asymptotique du gène a.
La relation (10) peut s’écrire :
p | l | —p Po ë bref Po Î— po ou :
RAA PAS p kt 1 —hp | — ho | —p — = € ‘ e Po 1—hp
Donc, lorsque p tend vers 0, c'est-à-dire lorsque { augmente indéfiniment, on a :
Rt PT Ce en posant :
Po I is Po CS | — Po Comme k est < 0, p tend alors vers 0 asymptotiquement comme la fonction exponentielle décroissante : | kt e
Cas particulier : h — 0, c'est-à-dire : O = «.
Les deux phénotypes sont équidistants de l'optimum.
L'expression (2) de T donne alors :
Il en résulte d’après (1-5) :
- Il n'y a plus dé sélection.
La variation Ap de la fréquence du gène : À d une génération à Ja. suivante est constamment nulle : la population est en équilibre.
Mais cet équilibre est instable : une variation cle de h, c'est-à-dire de op O, entraînerait en effet la fixation asymptotique de l'un des gènes, comme nous venons de L établir. à
Les éléments qui interviennent dans la détermination de la position de l’optimum O sont multiples et notre intention n’est pas de les analyser ici ; mais parmi eux figure l'état du milieu
environnant, Une modification dans ce milieu peut donc entraîner LE variation de ©.
Si, initialement, la population est en équilibre, les deux gènes A et a coexistant, celui-ci œ
est alors érpeue
Si Ja variation de O est faible, ou si, de façon pue précise, . nouvel optimum est tel que h ‘.
reste compris dans l'intervalle ;
(de 12: GEprr “ È
c'est-à-dire que le sénotyne hétérozygote Aa reste Ex mieux adapté, la population évoluera vers: un nouvel état d'équilibre où les deux allèles coexisteront encore.
" i (ie
‘Maïs, si la variation de O est telle que À devienne extérieur à cet intervalle, elle peut entraîner É la disparition de l’un des allèles. DR D a Le AGIT ARE GE
Ce phénoniène peut se produire me du he d'une Sophia nombrelise ol S ment en équilibre, en un lieu où les conditions de milieu sont différentes. ; Ps À
On peut même envisager le cas limite d'un caractère primaire à déni complète et d'une population en équilibre instable d=1;h=0).S deux fractions importantes de cette Le population sont transplantées dans des TE eine très. Voisins, elles pourront évoluer respec- is tivement vers la fixation de deux allèles différents, si les variations de l'optimum dues aux déplacements sont de sens contraires | A Ka re Le NAN
Rôle de la dominance du caractère primaire. re dt ur
Popoonse -nous maintenant d’ bee. à l’aide des résultats. que nous venons d sable #8 le rôle que joue la dominance du caractère primaire dans l’évolution de la population eten …
_ particulier son influence sur la répartition asymptotique des gènes et sur IE vitesse d’ évolution de la population. . Le Se + pe.
Remarquons tout d’abord que, d’après T étude précédente, les deux gènes allèles coexistent re dans l’état d'équilibre sil'ona: ER RÉ. |
(— 12 <h 21 ED
c'est-à-dire si l’ optimum O est compris dans l'intervalle : Mb AUS _ . se
(1 + 4)/2; 6 +22 Ars M
L'amplitude de cet intervalle est indépendante de d et est égale à x. Seule la valeur médiane de l'intervalle est déplacée, du fait de la dominance, d’ une quantité proportionnelle à d, vers. la valeur du caractère correspondant au gène dominant.
4 Dans le cas de la dominance complète, la remarque précédente ne semble pas justifiée ; 3 néanmoins, on peut considérer ce cas comme un cas limite ; en effet, si O est alors compris dans - l'intervalle (4 ; 2 «), la population tend vers un équilibre asymptotique, mais la fréquence
limite du gène À, fréquence qui, comme nous le verrons ultérieurement, est fonction du taux » de dominance d, est précisément égale : à | lorsque d — |. Ceci explique que, dans le cas de la Rae complète, il y ait toujours disparition asymptotique de l’un des gènes, excepté pour la valeur « de O, pour laquelle la population est en équilibre instable.
_ Effet de la dominance sur les valeurs asymptotiques des fréquences des genes :
4 .… Nous supposerons fixée la position O O de l'optimum et nous désignerons par Î la limite vers
laquelle tend p lorsque { augmente indéfiniment. Etudions comment varie cette limite en fonction a
du taux de dominance d du caractère primaire.
La discussion précédente nous a montré que”? :;
Den | 54 "0, Ÿ-=
1 = pe a («SI rte ST one: EZ=:T TR | Si .d>2h +1 ona: 1—0 US 2h—1<d<2h+1- ona: Se
- Comme 0< d< JE ceci nous conduit à distinguer plusieurs cas suivant les valeurs de h, c'està-dire suivant la position de Le
3 he rie w O= ot
Be On a, quel que soit d: d= L h + 1, done il ya toujours fon asymptotique du gène a.
D 2 h< 00 HAE © Rue
+ A PERS PACE Si:0< A2zhèt FPE 8; pe Sa re re Si d>2kh+ on à br
. = Considérons la fonction 5 de d : sa dérivée est :
Pons, db h I)
Cette de est < 0.
Be est par conséquent une e fonction décroissante de d dans l’ intervalle (0 : 2h + D).
Nous voyons ‘que le rôle de la dominance est de diminuer la fréquence asymptotique du gène À, et même, si le taux de dominance est assez élevé (d2> 2 h + 1), d'entraîner la fixation
du gène a.
Le tableau suivant résume ces résultats :
I Fixation
(l h + — 0 du gène a | ci
30 Cas particulier h — 0 ou O — x: (homozygotes équidistants de O).
La fréquence limite 1 est égale à 5 = 1/2 quel que soit le taux de dominance (excepté si dE):
Donc, si l'optimum © est équidistant des valeurs du caractère primaire correspondant aux deux homozygotes AA et aa, la fréquence asymptotique des gènes est indépendante du taux de dominance.
Nous avons vu d'ailleurs que dans le cas de la dominance complète la population est alors en état d'équilibre instable.
4 O0 <h< 1/2 ou «x <O< 3 «]2:
On a alors, quel que soit d: 2h—1<d<2h+i.
Donc :
Il y a équilibre asymptotique avec coexistence des deux allèles, quel que soit d, excepté pour les deux cas limites : d — | et 0
her A2 Mais l'expression (11) montre que la fonction 5 de d présente dans l'intervalle (0 : 1) un minimum pour
La dominance a donc pour effet de diminuer la fréquence asymptotique du gène À, si le
taux de dominance est faible (d < 2 h), cette diminution étant maximum pour d — h, valeur pour laquelle la fréquence limite est :
h (12 He RES ) Sn mr
et au contraire d'augmenter la fréquence asymptotique de À, si le taux de dominance est assez
élevé (d > 2 h), cette augmentation allant jusqu’à la fixation du gène À si la dominance est complète.
es 23 es
Remarquons que pour la valeur d — 2 h, la fréquence limite du gène À est la même que s 3l
En re avait pas de dominance : on a alors :
‘3e RAT rrince l= 12 +4
Le tableau suivant résume ces résultats :
D RES el
= k4 SES 7 | 7 | D. É RE «> | h | D! DU Sn 4 |
50 J/2<h< 1 ou 3 «]2 <O <2s:
Si le taux de dominance est faible (d< LED, il y a fixation asymptotique du gène À,
Si le taux de dominance est assez élevé (d > 2 h — 1), il y a équilibre asymptotique entre les deux allèles, la fréquence limite du gène A dint LE B. Or, l'expression (11) montre que _ la fonction & de d présente encore un minimum pour d — h, ce minimum ayant la valeur (12). : D'où le tableau suivant :
d o SE AA
ED Le | | Fixation RCE I h (l du gène À | 37 + CLR I
AE per | |
Ch lou0>2+
7 : On. a, quel que soit d: d&2 Et S Il ya donc toujours fixation asymptotique du gène re
non les onbés qui représentent pour chaque valeur de d les variations de l< en : fonction de h. Elles se FRpRaene de deux demi-droites :
Ut dl : l=0 2 Dh> (+d2; 1=1
Ô raccordées par un arc d'hyperbole équilatère :
Un <= +dn
ÉNDATES
excepté dans les deux cas particuliers suivants : à) d — 0: La courbe de raccordement est le segment de droite : “s 12 12 his 2 UD ERE NA OISE D) 4 1 à La courbe se compose des deux demi-drotes + TA ReDo ed Ce h= 0, Le
raccordées par le segment (0, 1) de l'axe des ordonnées. ‘
XABz : d-:0
XA'B'z : d}0
XOHZ: d:1
À A! RES APS UE : dite dt: à 12: # 2 2
Si l'on considère l’ensemble de ces courbes, on constate que tous les arcs d'hyperboles passent par le point I (nee — 0 ; 1— 1/2) et on peut déduire de leur examen Îles résultats que nous avons établis dans la discussion précédente. | RM
En particulier, traçons sur le même graphique les courbes Ra à re = , es à une valeur déterminée d < 0 du coefficient de dominance. E’arc d’ ‘hyperbole de cette * dernière courbe coupe le segment de droite AB de la courbe ie = ( aux points : “ y AR
ï 1 ne
LA : La » 4 k x
L(—0 1— Je. eu 16-2142
Le simple examen de ce graphique montre alors que 1. PRE: re te fa asymptotique du gène dominant si l'optimum O est inférieur à à la valeur médiane « du caractère
(h < 0), ou s’il lui est supérieur et en diffère de plus de od/2 (> AE Lies
Au contraire, si l'optimum est supérieur à la valeur médiane mais. en diffère sen a <O<e+ «d/2), la dominance augmente la fréquence APIQUe du : Le dominant, |
AS PER
caractère ne présentait pas de dominance. Pour que les évolutions soient comparables, il faut que la fréquence asymptotique / du gène À soit la même dans les deux cas, ce qui ne se produit
que dans les quatre hypothèses suivantes que nous examinerons successivement :
19 h < — 1/2 : fixation asymptotique du gène a : { — 0;
29 h> (d + 1)/2 : fixation asymptotique du gène À : [ — | ; fee 0 ent |:
Toutes les autres hypothèses que l’on pourrait faire sur la valeur de h conduiraient à des valeurs différentes de / pour d — 0 et pour d >< 0, et n'ont pas à être envisagées.
19 h <— 1/2; fixation du gène a:
Nous avons établi page 15, que p tend asymptotiquement vers 0 comme l’exponentielle
Bkt e Désignons par et ko les valeurs correspondant à l'absence de dominance. On a : ko = 2 ne? ; Bo = h+ 1/2 d'où :
Bo Ro — 2 uho? + au?
Or :
Bk = na? (1 +2 dh — d°) +2 who?
Donc finalement :
- ER — Goko + ua (2h — d)
expression qui montre que D est une fonction décroissante de d ; en effet, sa dérivée : (GR) = 2 na? (h — d) - est dans le cas actuel négative quel que soit d. La dominance Mo donc la rapidité asymptotique de fixation du gene a : & Tes 0
: à LE
20 h > (d + 1)/2; fixation du gène À :
Nous avons établi page 16 que (| — p) tend asymptotiquement vers 0 comme l’exponentielle :
PB ORE
vit 1 fe
Ge
Or, on a : | (I — fo) ko = pa? — 2 ua?
(—B)Rk = no? (] +2dh—d)—2n%h.
et finalement :
| (—DRk=(—Bo)k ua CRD |
expression qui montre que la fonction (1 — (5) k de d est croissante puisque sa dérivée : 2 ua? (h — d) est constamment positive dans le cas considéré.
Donc la dominance retarde la fixation du gène À.
Nous avons établi page 16 que | p — 3 | tend vers 0 comme l’exponentielle :
B(B— 1) kt e a l . ee RE Donc ici, | p — 3 tend asymptotiquement vers 0 comme l’exponentielle : ht .
a Or :
R= 2 ue (1 — d) = h (—d)<k :
ce qui montre que la dominance retarde asymptotiquement l’évolution de la population.
Ph dE (dE D/2: ë
te,
Les résultats établis page 16 montrent encore que | p—l| tend vers 0 comme la fonction exponentielle :
CD . as
Or on a:
Eu
Donc, la rapidité asymptotique d'évolution de la population est la même que s “il n y a pas de dominance.
See : CHAPITRE Ill
_ INFLUENCE DES MUTATIONS SUR L'EVOLUTION
Nous avons, dans les chapitres précédents, envisagé l'évolution d'une population soumise
- PAS . , e. . x . . * - à une loi d'union sélective dans l'hypothèse où il n’y a pas de mutation entre gènes allèles. Supposons maintenant que, par suite de mutations, une fraction u des gènes a soient, à la RS » Re. À FES . : . AR .
_ naissance, transformés en genes À, et que inversement une fraction v des gènes À soient mutés - en gènes a. Nous considérerons les coefficients u, v, #, suffisamment petits pour que l’on puisse
_ négliger 0 (w'), 0 (uv), 0 (au).
Si p est la proportion des gènes À dans la génération F, p° leur fréquence dans la génération
suivante F”, et si l'on désigne par po’ la fréquence qu’auraient les gènes À dans F” s’il n’y avait _ pas de mutation, on a d’après ce qui précède :
ap (l + 4T) ; 1 — po = q'= qi +4)
: donc comme : Ts à D (r—n(=p+( man (sv 9 Eu és g = (1— pe) (1 — 2) + po = (1— pr) (1 —u— 0) +0
Et SCD er RU DE VAL de avec l’approximation adoptée, ces quantités s’écrivent :
; = pAF EE uv) Eu É. se : = g (+28; 0 —u) +0
On. en Mégane pere, ZOSR (er fréquences des trois génotypes dans la génération F”, et par Ps’, 2 a , Ro° les fréquences qu'ils auraient si la génération F se reproduisait sans
j mutation, on. a:
es | Ph * P; 20 = 2p x q: Ro —q+xq.
+ | -6nU 0 +26-00—0u+çr0r LS 0 = 2 (px q) (1 —u) (1 —0) + 2(p+ p) (1 — 0) 0 + 2 (gx q)(1 — u)u +2(px q)uv 1e LD Gin 7érat-0vrt. p) v?
RTE
ou, avec l’approximation convenue :
| P= p2(1 +2uT — 20) +2 pqu 20 =2pq(1 +uT +uS—u— 0) +2p'v +2qu R'= (1 +24S —2u) + 2 pq Or, d’après (1) :
p=p?(1 +2uT—2u—20) +2pu ; 2p'q = 2pq(l +uT+uS—2u—2v) +2po +2qu cr g= q°(1 +2uS—2u—20) + 2qv
La comparaison des deux groupes d'expressions établies donne immédiatement :
= p”? 2Q=2pq R'=
La loi de Hardy est encore vérifiée.
On peut donc encore prendre pour T l'expression établie au chapitre II (1-2 et 2”) puisque l'on a :
Fab 0D) EHESS
Etudions tout d'abord le cas où le caractère primaire est sans dominance.
On obtient alors :
Ap=us pu tv) +4 (lp) pe Q 0/2 p 1)
ou encore en utilisant les notations (11-3°) :
(3) Ap = kp (p — 1) (p— 6) + u —p(u + v)
On trouve pour expression de Ap un polynôme du 3° degré, résultat analogue à celui que donne M. MaLEcoT dans le cas d’une population panmictique soumise à une certaine sélection (1)
Pour étudier l'évolution de notre population, nous emploierons la méthode utilisée Dares
M. MAzecor.
L'équation (3) peut s’écrire :
M RE NE En 5 (0) R (B Dre LA
(1) cf. G. Marco : « Les Mathématiques de l'Hérédité », p. 39.
Lee," cs Considérons la courbe {C) d’équation :
(C) FE eau | p -
et la déoiée (D) d'équation :
(D) y: = R(B — bp) et faisons varier p de 0 à |.
Remarquons que y: — 0 pour p —
D'autre part, À étant positif (k — 2 «?u), le coefficient angulaire de la droite (D) est négatif : donc (D) coupe toujours la courbe (C) en un point et un seul, soit E, d’abcisse L.
On a d’après (4) :
Ap
— — = y — y Up}
Donc Ap a le signe de (y> — y1). Or :
Si p < l, y — yi est > (.
Sp > ya — y1 est < 0.
Il en résulte que Ap a le signe de :
: a Uo )
et donc que | p — L | décroit lorsqu'on passe d'une génération à la suivante.
Montrons que cette différence tend vers 0 lorsque Fe indéfiniment, c'està-dire que la population tend vers un état d'équilibre stable où la fréquence des gènes À est l, et cherchons avec quelle rapidité s'établit cet état d'équilibre. 3 | à
Nous affecterons de l'indice i les quantités qui se rapportent à la génération de Mate i.
Le polynôme f (p) — Ap est divisible par (! — p) ; comme il n’a qu'une racine comprise
entre 0 et |, le polynôme du deuxième degré
n'a pas de racine comprise entre 0 et |, est toujours > 0 din cet intervalle et présente dans l'intervalle (po ; {) une valeur minimum positive m. Posons alors :
Fe
zi = pi — d'où: “Api= hihi pi = 2 —2 On a :’ ie ZT Zi+i CE ÿ des HE Donc : | se si z>0 on a zi+1 < (1 — m) z:
si Zi < 0 ona. Zi > (| ro. Zi.
Supposons que zi1 et z; soient de même signe, hypothèse que l’on er légitimer de la façon suivante : on a : Ru |
EE
Donc on peut en première approximation écrire si p est voisin de | :
et EE : | Mt be ë HP 1—D(—9) H14 =D or DE +2=00 +00 on déduit de (65): RES et se TE | Ap; = mn . 0() où |ahl<| 2. Ë ; je .
ce qui aile bien que z;+1 et z; sont dé même signe. | Se SON On a alors dans tous les cas :
lan <(1—m) [zx] # L Ke es <S d'où : Ù | | RTE Tan One Les me SAT <le 10m
ce qui montre que | z, | tend vers 0 plus rapidement que l'exponentielle (| — my".
La population présente donc toujours un état d’ Far asymptotique stable avec coexistence des deux gènes allèles.
pete Remarquons que l'égalité (5) donne une valeur approximative de m :
Ne EC,
ve et que, d'autre part, 1l résulte du Rpao te que la fréquence asymptotique du gène À satisfait
aux inégalités -
B<1l<uj(u +v) ou uf(u +v) <1<$
| ce qui signifie que cette fréquence est intermédiaire entre celle qu’aurait le gène A s’il n’y
3 avait pas de sélection (u/u + v) et celle qu'il aurait s'il n’y avait pas de mutation (5, 0, ou I,
_ suivant la position de 5 par rapport à 0 et 1).
_ Cas où le caractère primaire présente un taux de dominance d.
= + % nn EAN A de Re :
= L'expression (2) s'écrit encore sous la forme (3), mais les quantités k et 5 ont alors les valeurs
(1-3) établies page 10. En particulier, le coefficient À n'est plus toujours > 0 ;ilen résulte que … Ja droite Or peut couper la courbe (C) en plus d’un point. :
Lorsqu'il nya qu'un seul point d’intersection, le raisonnement que nous venons de faire en le cas de non-dominance du caractère primaire est encore valable, et la population tend vers un état d'équilibre stable dans lequel le gène À a la fréquence [ abscisse du point
di intersection de SOS et de (D).
must S'il y a trois points d'intersection E1, E», Es d’abscisses respectives :
Ap ayant le signe de y» — yr, l'examen de la figure montre que, en désignant par po la
fréquence initiale du gène À :
Si po < L, Ap a le signe de 1 — po.
Si po > b, Ap a le signe de l; — po.
Il en résulte que E: et Es correspondent à des états d'équilibre stables et E> à un état d'équilibre instable. à Si, par exemple, po < L, en désignant par m le minimum de la quantité positive Ap li TEEN M
dans l'intervalle (po, 1}, on verrait, comme précédemment que. | l; — p | tend vers 0 lorsque le nombre n des générations augmente indéfiniment, plus rapidement que (| — m).
Et de même, si po > b, | ls — p | tend vers 0 plus rapidement que (1 — m)", m désignant alors le minimum de la quantité positive
dans tél (po à ls).
RS
I est intéressant de déterminer dans quelles hypothèses la population peut présenter ces trois états d'équilibre asymptotiques, c’est-à-dire à quelles conditions doivent satisfaire les coefficients DR B, pour que la droite (D) coupe la courbe (C) en trois points.
ns tout . abord que ceci n'est possible que si le coefficient sneblaRe de (D) est
. at Fe —Rk>O0 soit : k <0
or, la LUN que nous avons faite au chapitre précédent (II, page 10), nous a outre
— . net
ie 6 du point P où la droite (D) coupe l'axe des abscisses est donc supérieure à |.
D’ un bon P, il est possible de mener des droites qui coupent (C) en trois points, s'il existe
des tangentes à à la courbe (C) i issues de P. Il faut pour cela que £ soit inférieur à la valeur
maximum de l'abscisse à l’origine des tangentes à (C), valeur maximum qui, lorsqu'elle est
supérieure à |, n'est autre que l'abscisse à l'origine de la tangente d'inflexion (L) de (C).
Be | Cherchons donc l’abscisse du point M où la tangente d’inflexion (L) coupe l'axe des abscisses. “4 _ Les expressions des dérivées première et seconde de y: :
D ira D a en De ci Le = ue p° (1— p} por de calculer l'abscisse Xi du point d inflexion : à :
F7 L | | he: =
= DEN ee ; É ; | . wo ie 4 et le coefficient angulaire de la tangente d en © 2 ré à 2 1 < Re Le @/ se v1/#}5 À = (ulo)'/° LG +=
ES
ce qui exige, puisque À est > 0: B<2 et l'on obtient finalement :
si
(6) u>v po avec | 1<B<2 |
\ me Ze :
La condition (6) étant réalisée, désignons par 4: et # les coefficients angularres des tangentes menées de P à la courbe (C}). La droite (D) coupe (C) en trois points si l’on a : É
(Ar ee h<—R< | | | à : 7%
En résumé, donc, si l'ensemble des conditions (6) et (7) est réalisé, la population a trois équilibres asymptotiques possibles ; dans tous les autres cas, il y a un équilibre asymptotique parfaitement défini, qui ne dépend pas de la fréquence ne Po. |
Examinons ce que signifient, qualitativement, les conditions (6) et (7). Les inégalités @. exigent évidemment que k soit < 0, donc (cf. IT, page 10) : sta
h< = 124 dois O<«@+D2
ce qui exprime que le GERS le mieux adapté est ] Le récessif QA >. Si l’on remarque que, lorsque croît de 1 à 2, la quantité : ee : LT SEE
CEA
croît de 8 à + ©, on voit que la condition (6) Pt que les coefficients de mutation u dt D.
- sont très différents l’un de l’autre, et que le gène dominant, c’est-à-dire le moins bien adapté, + est très favorisé par rapport à son allèle récessif par les mutations. Es
Par ailleurs, si u est grand par rapport à v, l'abscisse X; du point d’ inflexion est voisine
de 1 0e on a toujours : NT mé Re EAST
Re F se
RES lorsque la population présénte trois équilibres asymptotiques possibles, l'un due ” correspond à un état voisin de la fixation du génotype AA, c ‘est-à-dire du génotype le plus mal adapté.
Cas particulier de la dominance complete :
On a alors: B = "1, d'où 2
(8) | = u— p(u + 0) + kb (| — p)}° À LES sis : o
avec :
RE T, R = 4 ph
… La condition (6) s'écrit dans ce cas :
ne ee
soit de sis tie dépend de la fréquence initiale pu.
- Supposons u < 8 v ; l'équilibre asymptotique est alors parfaitement défini quel que soit po.
en
2) Soit >< 0. — L'examen du graphique montre que la fréquence asymptotique du gène À,
re abscisse L du point E di intersection de la droite (D) et de la courbe (©) est telle que :
pe he dr si k>0, soit: O> x s l<uf(u +v) ss R<O,.sot: O<c
Cas particulier :k = 0, c'est-à-dire : O = «.
ane :T = 0 et l'expression (8) de Ap Aou :
pu —p(u +)
Her D àp = (a +0) Gp)
La population est en équilibre si p — r, et Ap a le signe de (r — p), donc :
D NT ë ; FPE, Ap est > 0
ESA 7 AVE A Ab est < 0
Il en résulte que l'équilibre est stable. Pour voir comment la population tend vers cet étatd'équilibre, assimilons l'équation aux différences finies (9) à l'équation différentielle :
dp
ne (Use On obtient :
ie RU en a, uv r — hp u +U * — Po AIG ESS en posant :
La différence | r — p | tend donc vers 0 comme l'exponentielle décroissante :
tr)
Remarque. — Nous avions été amenés, au chapitre II, à considérer le cas particulier h = 0,
et nous avions montré que Jorsque le caractère primaire est à dominance complète, la population
est alors constamment en état d'équilibre instable, une variation très petite quelconque de
l'optimum pouvant entraîner une évolution dans un sens ou dans l’autre et finalement la dis-
parition de l’un des allèles.
FE Mes
L'étude présente montre au contraire que, s’il y a des mutations, la population évolue vers un état d'équilibre parfaitement défini (tout au moins si u < 8 v), stable, même dans le
cas h = 0,
Toutefois, supposons les coefficients u et à très petits : la courbe (C) est alors voisine du contour y OPY, en désignant par P le point (1, 0) et par PY la parallèle à l’axe des ordonnées.
Pour À = 0, l'équilibre correspond au point K d’abscisse r où (C) coupe l’axe des abscisses
S1 l'optimum © subit une légère variation, le coefficient angulaire (— k) de la droite (D) cesse d'être nul ; l'équilibre correspond alors à un point E qui, par suite de l’aplatissement de la courbe (C) peut être très éloigné du point K.
En particulier, deux variations faibles de l’optimum à partir de la valeur O — x (k = 0), mais de sens contraires, conduisent à des positions d'équilibre très différentes ; pour l’une, FE, la fréquence limite l’est voisine de 1 ; pour l'autre, E”, elle est voisine de (.
RE CHAPITRE IV
__ PASSAGE D'UNE GENÉRATION A LA SUIVANTE VALEURS ASYMPOTIQUES DES PROBABILITÉS D'ASSOCIATION DES GÈNES
; Nous supposerons dans ce hante et dans le suivant que le caractère primaire dépend de plusieurs facteurs. Soit n le nombre de ceux-ci ; les individus peuvent alors présenter . 3" génotypes différents. | es
: © Nous ferons l’ je. que les contributions des différents facteurs au caractère primaire sont additives, c'est-à-dire que le caractère primaire ne présente pas le phénomène d’epistacy.
= Nous établirons les formules utiles dans le cas où n — 3 (27 génotypes), is résultats obtenus étant facilement généralisés au cas où n est quelconque, c
Notations. — Nous désignerons par :
(H), (H), (H”) les différents facteurs.
H, H', H” les contributions de différents facto tss au caractère primaire.
Ê k % PORT ET: k : ’,j, k” les valeurs des aléatoires H, H”, He cote panda aux trois
_ génotypes relaufs à chaque facteur (AA, Aa, aa ; AA, Aa’, aa’ ; AA", Aa”, a” a”).
GA A": À',a:A A",a” Fe états allèles possibles des gènes onde aux différents
| facteurs.
des génotypes relatifs aux trois phases possibles de chaque facteur considéré isolément.
GI, (21), (311), A2). … les fréquences des génotypes AAA'A'A'"'A"”, AaA'A AA" _ aaÂ A'A'A", AAA'a'A'"'A", etc.
(I 11), (311), (131), (331)... les fréquences d'association des gènes : À, A’, A” : a, A’, A”; A, dy A MU dy efcE..
(HD, DD (111), les fréquences d'association des gènes et des génotypes Kg RSA ASE NPA TG CABANE. AAA" AA.
PS
F C'EUER 1 Re : 5 ; x : la valeur centrée du caractère primaire.
|! y : la valeur centrée du caractère secondaire.
_ V: la variance du caractère primaire. :
x111, y111,. les moyennes de x et y pour les individus présentant le génotype
AAA AA 4e re hu UN
: P 2 Q, R:P° 2 0: RSR: s =, R” Fu fréquences dans la population en équilibre,
x111, Yi11, X311, Y311,.. les moyennes de x et de y pour une catégorie d'individus dont la fréquence représente la fréquence d'association des différents gènes. Par exemple, xi1n est la moyenne de x pour une catégorie comprenant les homozygotes AAA'A' AA”, la moitié des individus de génotypes : AAA'A'A'a"” ; AAA’a' AA" et AaA'A'A"”A" : le quart des individus de génotypes AAA'a'A''a”, AaA’A'A'a et
AaÂ'a AA’ : et le huitième des individus de génotypes AaA'a A a ”’,etc.,
117 NA GPA en K':1”, J’, K°” : les valeurs moyennes de x dans une se en te lorsqu'on ne les individus en trois catégories suivant les phases du premier facteur, du deuxième ou du troisième, indépendamment les uns des autres.
Le symbole 0 dans ls notations précédentes signifie que le facteur onde peut avoir une phase quelconque. Par exemple (130) est la probabilité d association des gènes A et a;
(201) est la probabilité ‘du génotype AaA”A”. à
Nous poserons de plus dans la population en équilibre :
p—(100); g—(300); p—(010); 4 —(030); p”— (001); q” = (00) F= m0; = x0:. = x0: LP = 080: = m0: = 1068!
Fe yr00 2 2 S = ys60 3 | T° = goros SU god TE po NS one
Enfin, au cours du premier paragraphe du présent chapitre, nous désignerons par F et F’ deux générations successives, les probabilités d'association des gènes et des génotypes seront représentées dans F par les symboles non accentués (111), (111)... et dans F” par les symboles
accentués (111), (1/11).
Passage d'une génération à la suivante :
Classons dans une génération (F) les individus suivant leur génotype en 27 catégories La fréquence du génotype AAA’A'A"A"” par exemple dans la génération suivante F° est,
d’après les propriétés de distributivité et de commutativité du produit symbolique, donnée par le développement du carré Ho de la quantité : < | #e
QD + (122 + (2D/2 + (21D)2 + (122)/4 + (212)/4 E (22/4 + 2 ;
c'est-à-dire le carré symbolique de (111) fréquence dodo d gènes À, À, A AA F. Donc, en désignant par y111 la moyenne définie par :
OT) gun = yzar (UD) + yr12 (112)/2 + yr91 (1202 + fi (21)/2 + y122 (122)/4 + y212 (212)/4 + y201 (221)/4 + yooo (22208 KA
on a :
QU) = (NN) + (D) = (11 (1 + 2 kyin1)
AY
_et on obtiendrait de même les expressions analogues :
etc.
* Cherchons alors les Op d'association des gènes dans la génération F’. On a :
y = D au: er +GN) , (2) 07 (22 se F d'où :. : “ES te CH) = CH) x CH) + (HD & (113) + (HD) « (130) + (ID) x GI) + QU) x (133)/2 + (130) x (113)/2 + (HT) « (313)/2 + GID) # (11392 + (I) + (30/2 + (130 + G11)/2 (UD) + (333)/4 + (113) x (30/4 + (131)-« (313)/4 + (133) x (311)/4
- En tenant compte des relations :
(HO) = (1) + (3): (39=(3)+(139; (G10) = GI) + G13) (330) = (331) + (333): (100) — (110) + (1303; (300) = (310) + (330) | et (100) + (300) — (000) = 1
- on obtient finalement :
«io * (001) + (101)-x (010) + (OT) x (100) 4 (111) æ (000)
D | ay
__ Remarquons que le dernier produit (111) x (000) qui représente la probabilité pour que
- dans un couple pris au hasard l’un des conjoints provienne de la catégorie d'individus de
à fréquence (111), n'est pas égal à (111), par suite de la loi d'union adoptée : c'est par là que les
4 . résultats obtenus diffèrent de ceux que M. MaL£cor a établis dans le cas du random mating _et dans un cas d’homogamie. (!)
On établirait de la même maquere l'expression :
o | ay-
D CE. 1e MaLécor : « Théorie mathématique de l'hérédité mendélienne généralisée». Thèse, Paris 1939, p. 27.
e 2 RS 2
LAS Nous avons alors :
CHOSE ECS
_ (10) x (000) + (re, x (010) + (010) x (100) + (10) : * (000)
et finalement :
SES F ' PAU On établirait de même l'expression analogue :
os | (130) — ; |
Enfin :
__ (130) + (000) + (110) # (000) + (100). * (030) de (100) * 10 he
et:
He © | (00) = (100) « (000) |
_ La proportion de chaque gène varie donc au cours des générations, contrairement à ce qui se produit dans le cas du random mating ou dans le cas d'homogamie étudié par M. MALÉCOT. à Les équations (1), (2), (3) donnent la variation d’une génération à la suivante des fréquences des gènes et de leurs fréquences d'association, à condition de pouvoir expliciter les produits symboliques, c’est-à-dire de connaître pour chaque génération les quantités U100, YI1Osee qui
représentent les valeurs moyennes du caractère secondaire lorsque Les. en GéupaRR un ou plusieurs loci sont déterminés.
LR à %X % z
Population en équilibre. - Valeurs asymptotiques des probabilités d association des gènes. !
Mon ea derctons conme un fait expérimental que la AT tend vers un ne d équi bre, c'est-à-dire que les valeurs moyennes 4100» Y110,.…. Ont des limites stables.
Supposons donc la Dépulation en équilibre et étudions alors les probabilités ee, différents
gènes ainsi que leurs probabilités d'essociation. me »
L'équation (3) donne :
(100) — (100) x (000) — (100) (1 + zy100)
SU re ou encore avec les notations adoptées :
j ME : US * ce qui exige, avec l’approximation convenu :
De même, l'équation (2) qui s'écrit :
(110) = (110) (1 + ay110) + (100) (010) (1 + wyo10 + 4y100) k,
donne, à l'équilibre, en tenant compte de (4) :
(110) — (HO) (1 _ + pp
— et finalement :
6) (110) = pp° (1 + ay110) + 0 (x?) Enfin, l'équation (1) qui s'écrit :
4 (111) = (110) (001) (1 + ayr10 + #yoo1) + (101) (010) (1 + #yio1 + “yo10) + (011) (100) (1 + wyor1 + eyr00) + (I) (1 + uyr11)
. donne, à l'équilibre, en tenant compte de (4) et (5) : 4 (111) = pp'p°” [CE + ayuo) + (1 + agro) + (1 + ayou)? + (D) ( + ayrn)]
et l’on trouve finalement en négligeant 0 (4?) :
: (6) | (TH) = pp'p" [1 + . (2 yrio + 2 yior + 2 your + yuu)] : |
Les relations établies pages 40 et 41 nous permettent alors de calculer les fréquences hmites … d'association des phases des différents facteurs, Par exemple :
(112) = (11)? (1 + 2 ayru)
- d’où :
| 4 (7) (D = ppp"? [1 + ee (yi10 + gro + yo + Zyin)]
De même, pour deux facteurs, on a, par exemple :
(110) = (110)? (1 + 2 uyr10)
Dr Se
OÙ
(8) | | (110) = p°p'? (1 + 4 uy110)
Enfin, si l'on considère les phases d’un seul facteur, on a, par exemple :
(100) = (100)? (1 + 2 uy100)
ou :
Nous retrouvons évidemment, dans le cas de la population en équilibre, la loi de Hardy qui, comme nous l'avons démontré page 6, est vérifiée à chaque génération.
Les expressions (7), (8) et (9) nous montrent que, bien que la loi de Hardy soit vérifiée comme dans le cas du random mating, les probabilités d'association entre les phases des différents facteurs ne sont pas celles que l'on obtient dans ce cas : 1 facteurs ne sont pas asymptotiquement indépendants. ee * LA ESS ART A
Nous avons établi des formules donnant les fréquences d'association des He ste facteurs, mais celles-ci contiennent les quantités U111; Y110s.. . Pour trouver une valeur approchée de ces fréquences, nous allons maintenant déterminer les parties. principales de ces valeurs
moyennes du caractère secondaire.
Remarque. — La condition que nous avons imposée à x et à y de désigner les valeurs centrées des caractères primaire et secondaire nous conduirait, si la population n'était pas en équilibre, à modifier d’une génération à l’autre l’origine des échelles de mesure de ces. caractères, et en particulier la valeur de l’optimum © varierait, de ce fait, à chaque génération. C est pour cette raison que nous n'avons pas adopté au cours des chapitres précédents où nous avons ‘étudié une population en évolution, les notations utilisées dans le présent chapitre.
Les valeurs à, j, k; à, j', k°;... des contributions des différents facteurs (H), (HD... caractère primaire, peuvent fie être mesurées à partir d’ origines arbitraires. a
que la moyenne M (x) soit nulle. Nous choisirons donc pour mesurer H Es : des origines telles que l’on ait :
1 E ; AS d . $ ALES
M (H) = Pi +2Qj+Rk= 0; NEC ol : nes etc... 5 FER :
où encore avec l'approximation adoptée : | Ru ; | FE + _.
L< pi + 2 pqj + qhk = 0 I à 5 FRS ait DE 2P ar rqh e=0 FE FE
etc...
On a bien alors :
M (9 = 2 M(H) = 0 puisque par hypothèse :
x 2 fl
nc) Exprimons pour un individu la valeur y du caractère secondaire en fonction de la valeur x 3 du caractère primaire ; on a par définition : Po Sue (CO) ME 0)] + ï | Road One O1 MG).-2 0 Mo: 0
Et finalement :
BAD. y=—x +20x+V
_ Cette formule montre que les contributions de chaque facteur au caractère secondaire ne
+ sont pas additives : le phénomène d’epistacy apparaît en ce qui concerne le caractère secondaire bien que nous ayons supposé son absence pour le caractère primaire.
__ Posons alors :
Mioo (x°) = Vi00 ; Mio (x) = Vino: etc.
__ Jes expressions des moyennes de y sont :
= x À F Lo, Fr
M nr ge 2 Ox100 RME Mio, yo = 2 Oxuo + V— Viio. ya = 2 Oxui + V — Vin ;
é etc.
A 1È0 ET Ovesse Vi Von: Vide
Rangeons les individus de la population suivant les trois phases du facteur (H): moyennes de x dans chaque catégorie sont égales à la somme des moyennes dans ces es
des contributions des différents House On a donc :
a 1 AUUN 2020; + (30 k | (OP) à + (102) j" + (103) RG ae as oO) ae (100)
PRSGtE, 2
| ce qui s'écrit en tenant compte des relations (8) et (10) : Ne rerh LOS !
(110) — (110) + (210)/2 etc...
Ab
on peut écrire :
(100) x100 — (700) i + C00);2 + (110) à +(1 2); + (1 30)k + (101) +(102)j" +(1094" et les relations (10) montrent encore que la somme de tous les termes, sauf les deux premiers,
est de l'ordre de # ; on a donc : |
(100) x100 — Pi + Qÿ + 0 (x)
et finalement :
x00= & = (Pi + Qj}/p + 0 (u) = pi + gi +0 (Kw)
(2 x300 = 7 = (Qj + Ride ++ 0 (0) = pi + ak + O (4)
On écrit de FE même manière :
(110) 10 = (110) à + (210) 12 + GoE + (120) 12 + (HD) à + ai +24 a : et toujours d'après (10), (D et: RO EE .
. (HO) ao = (Pi + Qÿ) + p (Pr + Qÿ) + 0 (1) ;
ou d'après (5) F
2110 = pi + gi + pi + qi +0). $ .
. et finalement : | | Se A Fa Dee. ao +6" +06) | Ne . On rire de même les expressions analogues. 2 :
| Pour calculer Le parties Re de Y, Vaoo etc…., remarquons que la variance v s "écrit : MR MEME HR + HI EM) | donc : j (6) | V= 2 Pil +2 Oj] + REK = nn : ne en posant: ue ee nie o — Pil + 2 QjJ + REK ” Cor.
(16) … | vd =PiT Æ2QÿT +<R'EK |: à Ê / etc. anne, : TE k, r ; Re Ne soit, d'après (13) : | :
gén | = PE +20 + RE + 0()= PI +20 + RK +00) | : etc... RS NN eo
Re On a de même :
Vioo = 2 Mioo (Hx) — M100 (Hx) + Z'M100 (H'x)
. la somme X’ étant étendue à tous les facteurs autres que (H). D'où :
pVi00 = Pil + Qj] + (110) 'x120 + (120) j'x120 + (130) £’x130 + (101) i’x101 + (102) j''x102 + (103) k”’x103 Or :
(110) x110 — (110) x110 + (210) x210/2 | etc...
Che:
| (11) à + (112) jÿ” + (113) k”
X110 = i +i etc...
donc, en tenant compte de (10), (7) et (8) :
aug it +04) (17) x210 = j +i +0(u)
etc...
et par conséquent :
(HO) 110 = PP’ ( + à) + QP'(G + à) +0) (18) (120) 4120 = 2 PQ (t-+ 5) + 2 QO° (+ 7) + 0 ()
EtC
On peut donc écrire :
pVi0o = Pil + Oj] + (Pi + 0j) > (Pi +207 +R'k) | POS Pi 2 QE RP Or)
ou Halnent d'après (10) et (9) :
NVi0o = pr + qgÿ® + Z'o + 0 (u)
etc.
On a alors :
V — Vioo = 0 — pi — qj +0 (x) :
DL EE en
et l'expression (12) de yion devient :
Y100 = 20€ + 0 — (pi° + qi) + 0 (u)
ce qui conduit, puisqu’à l'équilibre y100 — T — 0 (x), à la relation :
(20) pi + =20€ +0 +0(u)
Calculons de la même façon V110,... afin de pouvoir exprimer les quantités Y110- : Viio = 2 Mo (Hx) = Mio (Hx) + Mio (ai » + 2° Muo net x)
Ménes eo étendue à tous les facteurs sauf () et (H'), ie se réduit ce à Muo @r 2
s’il n’y a que trois facteurs).
‘D'où : ae CRE à .
… (TO) Vino = OO) re CAD 2 LE (10 Fr EN TE er
SEC) er + (12) ae + (HS) & us] ASE
CD er (LD eur ID se 12 FC = (111) xu11 + A2) xo1l2 + (2H) xen1f2 + 2 zoo
: Chacun des termes de bis somme Étant dans l'expression (21) est de Nes :
&" [GLD) x3 + (120) x121/2 + (2) xo11/2 + (221) xel4] | : + 3° [(12) x11e + (122) x199/2 + (272) x212/2 n (222) x229/4] +R” [(113) X113 + (22 x123/2 + (213) x213/2 + 0 x223/4] Or :
SEAT NU (UD) à + (1112) j” + UE k” ee | | (0) ; NAS etc. RAS
ne qui se réduisent à x111 — i Lg TE ie ECS ci n ya que trois facteurs).
Et, d’après (10), (D) et les ee analogues, on a :
LU SAT
x =i ET + m + 0 (u)
| à EC.
On peut alors écrire chacun des termes de la somme X”’ de (21) de la façon suivante :
Pi [PP'G+i — REPOS) ROP GET RÉIEQ0 GET ET)]
4 > +20"j" RP PROG ER) OP CCE YEQCG EE +7]
+ R°&" [PP' (Ca en à 7) HPQ' (+ +R") + QP'( +5 +k)+QQ'G +5 +k)I+0()
_ ce qui d'après (10) se réduit à :
et dans (21) la somme ©” devient :
PE +207" + RE) (P + Q) (P' + QD + O(1) = pp” + 0) pp 2" 0" +0 (u) = pp" (V — 0 — v') + 0 (x) Les égalités (18) red part :
GO) ixno = [PP G +5) + PQ'GC +) +0 () -Q10) jxn0/2 = IQP° G + à) + QQ'G +5) + 0 (#) (110) Sxrro = EPP (G + à) + QP°G +] +0 (x)
E- (Oum? PQ (+7 +QQG+I +0)
-L’équation cs devient donc :
: à (HO) Viio = P + Q) (Pr? + O7) + (P° + QD + QD + 2 Pi + GET +0)
+ pp (V— 0 — v') + 0(x)
4 d'où en tenant compte de (5) et (14) :
@P) | Vaio pi + gf + pi taf +26 €" +V—0—0 +0)
£ A heon (I 2) de y110 s'écrit alors d'après (15) et (21°):
yno = 20 HE) +0 +0 268 — (où + a) — (it + a) +00
3 et la relation (20), réalisée lorsque la population est en équilibre, nous conduit à à l'expression
E simple :
; Un: . 2 Lane 26r 0 |
. et Rétro (5) et (8) dent sl
#5 DE sr a 24864000 tue ITA
MT ie
On établirait de même les probabilités d'association des autres gènes deux à deux :
| ra CAP 2 (130) = pq! (1—246 77) +0(?)
(310) = gp (1—2u 767) +0(x°) (330) = qq (1—2u 77) + O(u?) (101) = pp” (1—248 67) +0(w) (103) = pq” (1—2u 6 77) +O(?)
EC
ainsi que les probabilités d'association des phases homozygotes des facteurs deux à deux :
(130) = pq? (1—8u% 77) +O(u:) (310) = q°p? (1—8u 76") +0(u) (330) = g°q° (1—8uSS7) +0(u°) (101) = pp? (1 —8u EE") +0(u) (103) = pq? (1—8u ES) +O0(u°)
etc...
Pour calculer les probabilités d'association deux à deux des phases des facteurs, lorsqu'une au moins de celles-ci est hétérozygote, remarquons que l’on a :
(120) — (100) — (110) —(130) et (220) = (200) — (210) — (230) donc : | (120) = p? — p'p”? (1 ice) vel —BuF LS) +0(x) = lp gt +8 (p28" + 97 F1 +0) Or, si l’on tient compte de :
Spies geo ve pPE + F'—=0
on à :
PE + = pe + (1 FE pe LS)
et on obtient finalement :
(25) (120) = 2pip'a [1 —4u& ("+ F)] +0 (w) :
ainsi que les expressions analogues :
(210) = 2 pap'° Hd + DE] +0() (320) = 2 pq [| —4u SET + S")] +0 (w’) - | (230) = 2pqg”° HR re 1 +00 (2002 2 par [1 44e +7)" +0 (x).
4 ARS | n D HER 1 RTL BICÉS re eV !
x On a de même :
+ (220) = 29 2 pgp° U—4ne (E + 991 2 pag U—4uS'(E+S)]
à =2»9 pa 406 +76" + )pal +0()
a on. un .
_@. | (220) = 4pqp'a' ee DE % AN +0) 1 ainsi que les & Ho analogues :
Ë Ge . [en ne DE" +770
| O22=4p0p"9" 120 (EE PNEUE NI +0)
MAL à * *% D, ;
re,
Si nous caractérisons les oMMEdites d'association entre gènes ou entre phases des différents
a Te suit
Éhaone par les coefficients f de Fisher, c 'est-à-dire si nous posons :
“unÉ = PP’ (I + e(P2)=="2 PO (I + 3x | té PR’ (l Le
See" done. Re en Ra A
ETC
Il est remarquable que l'expression des coefficients de Fisher concernant les phases
rs de deux facteurs soit la même que celle qu'a adoptée M. Fisher et qu'a établie k M MALÉcoT dans le cas d’homogamie qu'ils ont envisagé (*). Par contre, les expressions des | coefficients concernant les phases hétérozygotes des facteurs sont totalement différentes.
a) ct G: Marécor: Thèse, Paris 1939, p. 6 et 78. x c pe e : ; ST LAN 4
La méthode que nous avons utilisée pour établir les probabilités d'association des gènes et
des phases deux à deux, permet de calculer les probabilités d'association trois à trois. On a en effet d’après (12) :
yhii 2 Oui MeV Of: :
(D) x = 2 [QD à + (21D 521
la somme Y étant étendue aux trois facteurs (H), (H°) et (H”).
D'où: Y sue Rd 12 2) (22. C1) | (22) CD, (22.
CD) = 2 IGD + 2 5 2 }i + > 2 4 : . 4 8 a ct dleore (7) et (10) : Ds nt CH) = 9 (HE pa) ("2 png” pop en TIGE = pp} (Pi Qi) = pp p° (EE +E +8 +04... FER et : | 2 j | | =ELCILE A (28) XLIL — ca Er 4 - (x) | :
G etc... TN | ere même en écrivant :
Vin = 2 Min (x) et en nous bornant au cas de trois facteurs : Vu = Mu (Ex) + Min (Hx) + Mi (H°x) d'où : | & ie LR (FD Mir = 5 (1) ar À > CID ponl2 0 ON QU) za = QU) eux + (2) xro1/2 + (12) x2122 + (122) xop4
(211) xo11 — (211) xo11 + (221) x001/2 + (212) x219/2 + (222) Re ce qui donne, en tenant compte de (22), (6) et (7) : QT) Vin = > [PPP” G+é LÉ) + POP” G+i +e)i + PPO"G+r pi ù
+ PQQ", GET Prdi + QPP"G + +) EE QOP'G +7 +) + QPQ" (5 +8 47)5 +000" GLS; +5) il + 0 (p)
ter
% soit : | » CH) Var = x} Pi + Où) [°° (PE + Qÿ) + p° (PE 4-Q"5")] + p'9° (Pé + Qj À + 0 (e)
ss
4 et:
Nat Me ME EE) + he gl +06
# Si l'on tient compte alors de la relation (20) réalisée lorsque la population est en équilibre, on trouve finalement :
_@) F Vu V+2EE +EE"+E EC") HL0E + +0)+0()
- En remplaçant x111 et Vu par leurs expressions (28) et (29), on trouve :
en + ae | nn 26e +6 +) +00)
i ie d'après (6) et (23) :
CD TEEN ECS
. et l'on établirait de même les autres fréquences d'association des gènes trois à trois :
vs
GID= pr H=2u (SE SE" + EE) +0(“)
Gi) | G31)= 909 24 (7 + FETES NN] +0) + (313) = qpp° [Il — 24 (ZE +" + CSN +0 () É etc. L
D’ après (7), (23) et (30) on obtient :
G (ID = pip pre li EE LEE ET) 100)
et l’on Stbhirait de Ève les autres fréquences d'association entre phases as des
facteurs trois à trois :
Es GI) = gp" Su (E2 RE PÉPLETE STE (A) (333) = gg"? [1 —B8u( SES SUESISTN + 0) | GI) = afp %g"2 [1 — 84 (ZE + PSE SN +06)
etc.
0 Les fréquences don entre une phase hétérozygote et deux phases homozygotes _sont obtenues à à DA . (24) et (32) par la relation :
1e CUIR PT EU
SARA (112) = p'p” is ISF E pl 84 CET LA +TEN a NBA GE LES" RESON
ce qui donne toutes réductions faites :
69 | GI =2ppp"a" BA ZE — 4 EC + EVE + PU TOE) P
et l'on obtiendrait de même les expressions analogues :
G1D = 2 gpp"e" [Bu PE —4u(S LEE" + FI +0) | (121) =2pthans [lb a ui (ELEC NESS FN GE 0 (a) (213) = 2 pp (Bu 7" au +7)E + A) +009.
CtC:
LÉ te d'association entre une phase homorygot et deux phases hétérorygotes sont alors obtenues à partir de (25) et (33) par la relation : 0
2 = (120) — (12) = Le ‘ d’où : TRUE
(122) = 2 pèy'a [I — 414 AT a HE +7 (E +67 M2 [8e 7" sie FES “HER
ce qui donne toutes Fe duétions faites, en tenant compte de !
lat = 2pia; pe tee ES ne nr. ve. +7 64 (122) = 4 p°p'q'p a” 124 LE (E mA in he a +FYE" ip 1) : a
et l'on obtiendrait de même les expressions analogues : | "NES 2 D ;
(CENT PTE CCC Ce +7ye +7) +
(212) — 4 pqp°p"q" | 1 —2n LEEIZLE" +77) +E+NE" 2) | Ere mo.
G29=4mme "bergerie ne + el
etc.
Lente Enfin la probabilité d'association des trois phases hétérozygotes est obtenue à partir de (26) et (34) par la relation :
(222) = (220) — (220) — (223) | d'où :
(229 = 4 pgb'à l=2,EIPNELIS)
IEP EL P LEA UELDNE LE) | slip erriéinie+he+snl
ce qui donne toutes réductions faites :
(222) — 8 ppp q 4 (TIMES ESNENEPNHEUESIE+ FN)
Les formules (32), (33), (34), (35) permettent d'écrire immédiatement les coefficients fix de Fisher pour les probabilités d'association des phases des facteurs trois à trois :
fun —“Eutee IFR '+C"E)
fus = —B8u(EE +ES"+<S"C)
fuo= —d4u PEET HE +<E)(E" +]
frs = Au DES LE LS)E" +]
Him 2h DEEE EEE PIECE PIE" +9] fa9o = —2u PSE +HS HE" <HSND+HE +<SNE" +SF7”)]
cdeiie MR AE e Los NES. à RQ dir ef Ven er, »
fans = — 24 (EH) ETES) HET EME" +7") + era) me
è CHAPITRE V
CORRELATIONS RELATIVES AU CARACTÈRE PRIMAIRE DANS UNE POPULATION EN EQUILIBRE
…_ Notations. — Nous conserverons dans ce chapitre où nous supposons encore la population en équilibre, les notations du chapitre précédent. Mais nous supposerons de plus que la
contribution H du facteur (H) au caractère primaire se décompose en deux parties :
: __ — L'une, que nous appellerons ( contribution génétique » G, est la somme de deux aléatoires
du deuxième ordre A et #1 correspondant respectivement aux contributions additives des _ deux gènes caractérisant le facteur (H) :
__ — L'autre, est un résidu d qui traduit l’effet de dominance.
Nous poserons donc :
| CT Lo HeC id 7 curipa
d'OÙ 2°: 4 | | ; |
Ke ARS S US GE Sd
" et finalement : ATESE
- 2 x=2+D en posant : |
z=>ÈG et Das"
- Nous conviendrons de désigner les quantités relatives à G par les mêmes lettres que les. quantités analogues relatives à H, mais affectées de l'indice o. Si l’on représente alors par t et s
les valeurs que peuvent prendre les aléatoires 7 et .W”1, l'aléatoire du troisième ordre G peut
- prendre les trois valeurs :
auxquelles correspondent pour l'aléatoire du troisième ordre d les trois valeurs que nous
désignerons par :
M = i — Lo; n—=J]—)Jo; r—=k—kho
À < e . | ï 0 : . . a . Détermination du rôle de la dominance. - Ajustements par moindres carrés.
. Premier mode d'ajustement. — Considérons séparément chaque facteur et déterminons pour nc la contribution génétique G de telle sorte que M (d°) soit minimum : on obtient en
- annulant les dérivées partielles par rapport à s-et { de l’ An
| M@)=PG—i) +20G—j) +R —kY
ca
les deux conditions :
UE = 0 QG—s—) +R(k—25s)=0
soit, avec l’approximation adoptée :
bras pio + gjo
(D pi + qk = pjo + qko
conditions évidemment identiques à celles que l’on a dans le cas du random mating (:), puisqu ce sont des conséquences de la loi de Hardy.
Et, en tenant compte de la relation 2 jo — io + ko, le den (1) admet la 2% solution
Lip ne g’k — p'i PNR REP NS RE
(2) io 3 À
Deuxième mode d'ajustement. — Considérons l’ensemble des facteurs déterminant le caractère primaire et déterminons la contribution génétique de chacun des facteurs de telle sort que la quantité M (D?) soit minimum. Or on a :
M(D)= (11. )(Gi+i +... —24—2"—...) AO EE LR DR te ROULE CPR RS
+2 )GET +. 2 Es —,.} + (221...) (GG +i +. —t—-s—r—5s — ...} +21...) R+ÿ +. —2s—r —s —1..} A DC
et, en annulant les dérivées partielles de M (D°) par raDpOTt àt,às,à t, à s’.. on obtient pou chaque facteur deux équations ; par exemple :
1 0M(D' Tr É ôt #2: .) (xz11 — 2111) + (211 .) (xo11 — 2211)
+ 2 (121 e ) (x 191 SET Z121) + (221 . ) (x221 FE 2221)
ce qui s'écrit :
(1) Cf. G. Marécor, Thèse, Paris 1939, p. 45, (2)
ALP: Vs
ou enfin :
KI SPP
rw) | (100) Grroo — za) = 0 |
Les équations qui définissent l'ajustement sont donc :
| PI + QJ = Plo + Qjo QJ + RK = QJo + RKo
(3) | PE + QT = Pl + Q'Jo' | QT +RK' = Oo + R'Ko etc...
En additionnant membre à membre ces équations deux à deux, on trouve les relations :
| PI + 2 QJ + RK — Plo + 2 QJo + RKo— 0 (4) PL +20 +RK = PL +20 +RK° — 0
etc.
- ou encore en tenant compte de la loi de Hardy :
p°lo + 2 pqJo = g°Ko = 0 | (4) plo + 2pq Jo + q°Ko—0 |
etc. |
Or, en remplaçant Lo, Jo, Ko... par leurs expressions (cf. p. 45) :
D be PE f)n 20 (Ed pe RUE DE]
ete
où les coefficients f sont les coefficients de Fisher d'association des phases des facteurs deux > à deux, et où la somme X est étendue à tous les facteurs sauf (H), et en remarquant que :
PP° (1 + f11) + 2 QP’ (1 + f21) + RP' (1 + fz1) = P° = p°
élE.
- les équations (4’) donnent la relation :
6) | He PE Gb) = 0 |
ou encore en tenant compte de jo — (io + ko)/2 :
6”) : | 5 Gi + gko) = o|
Equivalence des deux ajustements. — Remarquons que le ti @ du système (1) vérifie les relations (5) et (5’) conséquences du système (3). Mantrons que cette solution vérifie avec
l'approximation adoptée les équations (3).
En comparant les expressions de I, J, K et de Lo, Jo, Ko, on a :
P(I—1Io) = Pm+>[(Dm + 2 n + 13) r| 2Q(J— Jo) = 2Qn+2 [2m +(22n (Dr
etc...
La première équation G) s'écrit alors :
(6) | Pm + Qn +3 (CES +02 ET J=0
__ en posant comme d'habitude :
(D = UD + GDP2 Ent :
ou, en bien les expressions ([V- 25) établies au chapitre précédent et en “tenant compte
de : pE + 7 = O, ; (LI) = pp°? (1 — 4 A0) (13) = pq? (1—A4ue 7).
(2) = 2ppa [Il UE AE AE l équation (6) s'écrit :
pm + pqn d pE ! prnshpanse CL — .
bem + pa (ET +7 ee rt.
Or, d'après (5) et (EV-1 0) on a :
5 (p°m 2 2 pqn + q%r) = pm + 2 pan + q°r + © (p°m F 2 p'qn + gr) = a
et finalement, en tenant compte de p#" + q 7” — 0, la première équation G + devient
(6’) Latest nes (b"(m' =) +y ED à
La deuxième équation (3”) s'écrirait de même :
ED Lame pm 2am tar +475 ne mn) +4 fe ne l
BE TR TR RE Et TO PT ES 4
Mais les solutions (2) du système (1) satisfont aux relations suivantes que l’on déduit immédiatement de (1) :
pmrqn= 0%: | pr qr= 0: pm + 2 pan + gr = 0 Va : nn) Fa Ge 0) pe
à — Élles vérifient donc les équations (6°) et (6 ) ; ce sont par conséquent aussi des solutions du £. système (3°).
Nous voyons qu'avec l’approximation convenue, les deux modes d'ajustement ont la même … solution (2) : ils sont équivalents, et nous pourrons simultanément utiliser les conséquences _ que l’on peut déduire de l’un ou de l'autre.
3 Thterprétation des deux modes d'ajustement. — Les équations (1) qui définissent le premier ajustement signifient que lorsque l’un des gènes concernant le facteur (H) est déterminé
1e ou .7 1 fixé à la valeur t ou s), on à :
. Nous Fe. cette propriété la propriété (A).
De même les équations LE ) qui définissent le deuxième ajustement eniient que si un gène é- _de l'un quelconque des facteurs est déterminé, on a à
MG = M IG + 91 MG) + MU + 2N (GS
M CE M x d) + M (874 “je — ( d’après la propriété (A) ;
Éo - . Le eo FM.
… Proposons-nous de calculer les variances partielles M (G2) et M (d°) sachant que l’on a :
RU M (HE) = pt + 2 paf + q'k° Ë La variance de la contribution génétique G s'écrit :
MAG) = ptit + 2 paie + d'kot ou, en lenant ÉÉbhibte EU jo — (io + Lo) 2 :
M re = 0 is +) lo? A + q (q + D Ro?
et en donnant à to ét ko les valeurs (2) on trouve finalement :
(2) M (G?) = (p*i — q°k)°/2 pq
On a de même :
M (d°) = p°m° + 2 qpn° + g°r° Or on déduit immédiatement de (2) :
Üm—=i— (pi — qk)/p = (pi + ak) alp | r — k — (gb — p'i)/q = (pi + qk) p/a n = — (pm + q°r)/2 pq = — (pi + qk)
d'où, toutes réductions faites :
(10) | M () = (oi + qk)°
Nous obtenons évidemment les mêmes résultats que dans le cas du random mating, puisque les valeurs (2) des contributions génétiques sont les mêmes et puisque la loi de Hardy est
vérifiée.
. Variance totale : V i M (x).
On a : Ps
M @°) = MI + D}]= M (2) + M (D +2 M (2D
Or il résulte de la propriété (B) que :
M (D) = MZ D) + M (Z,D) + M(Z7D) + M(ZF D) + ... = 0.
puisque chacun des termes de la somme-figurant au deuxième membre est nul. Donc :
Calcul de la variance génétique totale : Vo — M (2°).
Nous pouvons prévoir que la variance génétique Vo sera différente de celle que l’on a dans le cas du random mating, car, le mode d'union adopté introduisant une liaison entre les différents facteurs, on a :
Nous remarquons que l'on peut écrire la variance génétique totale :
M (e°) = M [2 (x — D)] = M (25) — M (2D) = M (zx)
RAT ee donc :
M (2°) = © M (Gx) = 5 (p'ol + 2 pgjo] + q°koK)
, et en tenant compte de jo = (io + ho)/2 :
M (2°) — © [pio(pl + q]) + gko(p] + qK)]
. ou, d’après (3°) :
| M (2°) = © [pio(plo + qJo) + qgko (pJo + qKo)]
et finalement :
| («2 Ni 2 en posant : Vo = pol? + 2 pqjolo + q°RoKo
Remarquons que l’on a :
vo = pio (pl + q]) + gko(p] + gK) = pi + gko 7”
ou :
(13) Vo—= pé (io — ko)
Or, les expressions de [o, Jo, Ko données page 59 permettent d'écrire :
p'lo + pqJo = p'io + pgjo + £° ICI) à + (13) ko’] Ré Car : À PP’ (1 + fin io + 2PQ (1 + fr2)jo + PR' (1 + f13) ko = (1D io + (12) jo + (13) ho = (11) + (12) io /2 + (12) ko /2 + (13) ko’ = (11) io” + (13) ko’ | et de même :
QP’ (1 + for) io + 2 QQ' (1 + f22) jo + QR (1 +23) ko —= (2P) io /2 + (23) ko /2 . En remplaçant alors les fréquences d'association (11) et (13) par leurs expressions (IV-24) établies au chapitre précédent, on obtient :
p°lo + pq]o = po + pqjo + ©’ [pp (1 —24F 67") io + pq A —20F 7") Ro ] = pro + haie + PS (ps + d'he) — 27 S PET 4 FR) Ou encore, en tenant compte de : p & + q7” — 0, et en remarquant que d’après (5°) on a : Z (p'io’ + g'ko’) = — (pio + qko) on peut écrire :
p'lo + pqJo = p'io + pajo + 2 np*% * (io — ko) — p (pio + gko) — 2 kp% Ep (io — ko)
PAR On établirait de même : | pqJo + Ko — pajo + g'ko ++ 2 ug% 7? (Ro — io) — q (pio + gko) — 2 1 75q7" (ko —id) ou, en tenant compte de p# = — g : | ni o+ ‘Re = pqjo + ko — 2 Hp ? (o A ko) oi ue + qko) + 24pE se fe ht et si l'on écrit l'équation (13) :
do = PE io — PE Ro = PF to À a F'ko = Gi + pqJo) io + Gale HE d'Ke) ko een on obtient : | vo — po? 2 pajo®+ g'ko’+ 2 #6? (io— ko) — (pi + dk) — 2 mé Go— ko) pe éd
ce qui donne Éoslment d’ après (13) :
(14) vo = M (C5) E 2 uv — 2 6500 — (pio + gko}
as, comme . après “ pio + rie =, lexpresion d de la variance génétique totale < est :
(D) 7 < Va = M (G3) + 2 500 — 2 à cu
ER particulier, si l’on suppose que le nombre n des fepeuts Fo le hate primaire est assez grand, et que les effets de chaque facteur sont comparables, vo est de l’ordre de Von, ! 200? de l'ordre de Vo’/n, donc Yv0° est négligeable devant Goo} — = Vo® ‘On a “alors le valeur ne suivante de là variance génétique totale : k |
Pl ee Un:
(15) 2 de Vo = 5M (©. Mer à _ |
… Calcul de V = M (x).
La variance ‘totale V peut s’écrire :
he M us — 2M (Hx) — E (p° ï +2 pq} & eo
donc : ë | (16) . NE So | SA . a a LE % % en posant j D — pal a) pail dd 8K Da É
_ Comme ss a par hypothèse :
2 pq} = — (p°l + q°K)
v peut s'écrire :
HEAR À
Fi 654 &. Or, les expressions de Ï et K :
4 1= its PO +fni +20 + fai +R + fn) ke]
CK=R+S [PH fn +20 (1 + foi +R'( +f:3 #1 viennent si l’on tient compte des relations :
Pi +207 +R'k = 0
Wet
à PP'(I +) +2PQ'( 4/1) ÉPR'(L fr) —P
à qui une = | |
4 © Pfi1 +20 fre + R'f18 = 0
F | : AA ES etc.
: PE Res Ru Op à PE K=k+E PE he RU Tel
ou, en donnant : aux coefficients f les valeurs (IV-27) :
“$ ns BEST SET [° é HD Lg (GR) : K=k—-8u/>pe" [p (à ae tr SRE,
8 Or, en tenant compte de 2 jo = io + bo, le système (1) donne : « : < D
à D pG—D+aG— = px) + a Ge k) = Go —H)2
de je Fes SES PE" (io” PE bo')/2 | K=R—8u7> pe" (io — ko)]2
22 396 (io ko? = Sno/2 = Vo
DpE (ie — ko)2 = (Vo— V2
_ et finalement :
[= i—-4pé (Vo — vo)
P | Re ka (ee)
| Rempaçons dans (167) Let K par les valeurs (18) : É + Ge) + dk ED — 40 (Vo — 0) be CDR PAG EN
RU pe ce qui s'écrit en tenant compte de (17) et des relations :
pibgtk==2pi et +470 0 = pa + 2 pgj® + q°k° — 2 n (Vo — vo) PF (io — ko)
et enfin d'après (13) :
(19) | | NT) Vo oc D nb
La variance totale V — Xv a alors comme expression :
(20) | V = M (x) — SM (H2) — 2 nVot + 2 n5v0! |
Ici encore, si l'on suppose le nombre n des facteurs dont dépend le caractère primaire assez grand, le terme 2200? est négligeable et l'on a la valeur approchée suivante de la variance totale :
(20’) | V = 5M (H?) — 2 aVo? |
Calcul de M (D?) :
Il résulte de (11) et des expressions (15) et (20) des variances Vo et V que l’on a : M (D?) = >M (H?) — >M (G°?)
et donc d’après (7) : ;
Remarque. — Les résultats que nous venons d'établir pour les variances totales diffèrent de ceux que l'on aurait obtenus dans le cas du random mating, mais ils sont en tous points analogues à ceux qu'a trouvés M. MALÉCOT dans le cas d’homogamie qu'il a étudié (2).
Corrélation entre conjoints :
r . . > | Nous désignérons par des lettres surlignées H, x, z... les aléatoires relatives au conjoint de l'individu considéré.
On a :
M (9) = M [IH +H' +4" + ..,) H + +H° + = 25M (HH) + 5M (HH
(1) Cf. G. MaLécor, Thèse, Paris, 1939, p. 84 et suivantes.
PRES . | Nous DEN donc amenés à caleujer M (HH') et M (HH). Or :
M (HP ) = pipi (+ yr0 + ayor) + 2 pap' jt (1 ay20 + yo) + q°p°? ki (1 + my30 + yo) ñ. + ppaiÿ (| + 4y10 Hyoz) + 4 papa ÿ (1 + ay20 + uyo2) + 2 gp'q'kj (1 + yo + Hy02) D pair (+ ayz0 + uyos) + 2 pag ik" (1 + wyzo + uyos) + g°q°kk' (1 + my30 + Lyos)
f Dia | : MH) = (où + 2 pa + qi) (pi + 2 p'aÿ + ak) So A . (pi + 2 pai + q°k) (p'%'yor + 2 p'a'j'yoz + q''k'yos) | apr 2h) s q°k") (p'iyzo + 2 pqjyzo + q°kys0) EOn a donc, par suite des relations : pi + 2 pqj + q°k = 0:
M (HH
n. On écrit de même :
: M (HH) = p#à (I 4 ay100) + 2 paÿ (| n Uy100 + An) Æ p'q"ik (L + y100 + Hysoo) . É + 2 p'aÿ (| + uy100 + Hy200) + 4 p°q°j? (1 + 2 uy200) 0 pq°ik (1 + uy200 + Hÿ300) | + prqäk (1 +2 Ly100 + #y300) + 2 pq°ik (1 + Hÿ200 + uy300) + q'k?(1 + 2 uy300)
More. e
MH) — oi + 2 pa + 9) + 2 a (pti + 2 pai + 4°%) (b*igron + 2 'paiyeoo + g'kusoo)
SERRE È. ER ME DER. M (HH
On a par conséquent :
7 MES He
| “je Cnelhioient de RE entre époux est nul : le mode d'union n adopté ne présente pas le caractère d'homogamie.
Re — On déduit des ie (1) les égalités :
BA pe 22m re —0
- Ur raisonnement absoliment analogue au cout montrerait donc que les aléatoires z et z sont indépendantes : les expressions de M (GG) et de M (GG) en fonction des contributions
génétiques à êo, jo, me donnent en effet : ee
| M(GG)=0 he M (GC) = 0
- Re = 0 | :
et par conséquent :
Fr eee
Corrélation Pére - Fils :
Nous désignerons par les lettres affectées de l'indice | : x1, zx, H:... les aléatoires relatives au fils.
Si l’on suppose fixées les constitutions génétiques des deux parents, M. MALÉCOT a montré (:) que la valeur moyenne de la contribution génétique du facteur (H) chez l'enfant est donnée en fonction des contributions génétiques G et G du même facteur chez les parents, par l'expression:
d'où :
(23) M) = (+272 Or, on a :
C4) | M (ce) = M2) + MGD) |
Nous sommes donc amenés à calculer M (1) et M (xD). Calcul de M (xz)) :
Si l'on remarque que, lorsque x est fixé, on a d'après (23) : M (xz:1) = «M (21) = xz/2 + xM(2)/2 on peut écrire d'une façon générale :
Or le deuxième terme M (xz)/2 est nul puisque le coefficient de corrélation entre conjoints est nul ; par ailleurs, on a :
et M (zD) = 0 d’après la propriété (B). Donc finalement :
(5) | M) = Vo? |
Remarque. — Un raisonnement analogue montrerait que : (25°) | M (zz:) En Vo/2 |
(1) CF. G. MaLécor, Thèse, Paris, 1939, p. 32 et 88,
unie D Calcul de M&D:):
- On a :
D M (xD) — M (xd) =. S HiU30M Gd) = M (Hd) + M (Hdi) -- M (H"d) + … : pur à G à rer MD) = M (Hd! ): +5M (Ha)
4 Ce M (Hd) et M (Hd'.).
La probabilité pour que H = à et que d — m (c'est-à-dire que H; = à) est :
+ (100) x (100) + (100) x (200)/2 — (100) x (100) — p° + p | De même, la probabilité pour que H —iet que d, = n (* est-à-dire que H; = j) est : (100) x (300) + (100) x tan — (100) * (300) — = p° * q
la probabilité pour que H = j et que d; — n (c’ baie. que H: = ) est :
(200) x (100)/2 + (200) x (300)/2 + (200) x (200)/2 — (200) + (000)/2 — pq x (000)
-_ en désignant toujours par 7 + (000) la probabilité d'union d’un individu de probabilité x avec un individu quelconque de la population.
Et ainsi de suite... Nous pouvons établir le tableau suivant qui donne les probabilités Ed association des différentes valeurs possibles des aléatoires H et di
TABLEAU I
ñn
A EN 0 pq x (000). |
dx p
À De même, la probabilité pour que H = i et d’; — m° (c'est-à-dire que H”; — à) est : QD x O1) +G2 « ODI2 + QD x (022 + (2) « (024 = (D « p° & : La probabilité pour que H — j cat dp— À (c'est-à-dire que H’: — j’) est :
= (23) xp" +(2) « q NÉE
— 70 — ER | Et ainsi de suite. Nous pouvons dresser le tableau II suivant, qui tee les ne, |
d'association des différentes valeurs possibles des aléatoires H et ds
TABLEAU II
A1) 4.8 036»! UD 2) ee Cv FCD+r és (31) + g° + (33) « p°
Le tableau [ donne immédiatement : =.
MH _ (pi + pgj) + (pm + qn) + Gn Le . # Gr + : RE ne
ce qui s'écrit, en Adonsant les produits symboliques et en remarquant que les équations Uk ;
s'écrivent : : à 3 ss : ee l
on Dan Dee bn + ar = 0) D.
M (Hdi) = w [(p% + paj) omT + qnS) + (bai + q°k) gel + qS)] +0 Ch 2
et finalement, puisque : cu | Sa De ne < È … EL 0 (à); 2e LS = 0 |
on a : RERE is | S LPS Se
ep CES II donne de la même façon UE . :
M(Hd') = [40 à + (21)j + GD I à (pm! + qn) + (BE + C3; +6: 6% +ar 4
ce qui s'écrit en AÉRSICHANE que :
ani + (D à + GD Ep (pt + 2pgi +4 +0 = LUE se
__et en tenant compte de : Fr Fe HET 2 > : = pi CE qui (0) etc. 5 Re EG nn.
! M(Hd)) = 0) Le A
Si l’on remarque enfin que chacun des termes qui figure diode développement de M ŒHa) ou de M (Hd';) est de l’ordre de Vo/n, n étant le nombre de facteurs, et donc que le coefficient à
de #° dans M (Ha) et de #° dans M (Hd' :) est de l'ordre de Vo/n, on voit que LR re 174 HSM Ne Ou) et: SHa, = No 2 OO _et finalement : | es = e. = 2 M (xD) = Vo . [O (4?) + 0 (nuë)] : <
Mot
Donc, les équations (24) et (25) donnent, avec l’approximation que nous avons adoptée :
@ | M) = Vo2
ne
Le coefficient de corrélation père-fils a alors pour expression :
3 pare avec L cas du random mating :
4 L'expression trouvée (27) pour le coefficient de ton père-fils est, en fonction de la variance totale V et de la variance génétique Vo, la même que celle qu'a établie M. MALÉCOT
ins le cas du random mating (1). Mais les expressions de ces variances en fonction des variances | partielles M (H?) et M (G?) ne sont pas les mêmes.
Or, nous avons vu que les valeurs des aléatoires H et G sont identiques (avec l’approximation
< à celles que l’on aurait dans le cas du random mating : il est donc possible de comparer _ dans une population en équilibre, le coefficient de corrélation père-fils à à celui que l’on obtiendrait | ; dans la même population soumise au random mating.
Désignons par d0? le je de dominance (« dominance ratio ») :
Me # > nn > M(G) °. sM(H)
si l'on désigne par s£o le coefficient de ARR ES père-fils dans le cas du random mating,
on a:
Po d0?/2 Posons d'autre part :
4 = 3M(G); s=3M(H); d'où: . dot = 1/01
Les expressions (15°) et (20°) deviennent :
Vo = 72 — 2 pVo?
V — 52 — 2 aVo’ (1) Cf. G. Mazécor, Thèse, Paris, 1939, p. 51. |
LENS
Et le coefficient de corrélation & s'écrit : Gs
Go 22 1/2 fret + 2 ot (re — set]
Ïl apparaît que 9 est toujours inférieur ou égal à po, l'égalité correspondant au cas oùiln y a pas
de dominance. ds Donc, un effet de la loi d'union ere adoptée est de réduire’ le coefficient de corrélation
père-fils s’il y a dominance.
Précisons davantage. L'équation (27°) s'écrit en tenant compte de Vo = 5° de 0 (a) : Dr en Ur D QU Li ni
et, comme :
L ne r— 52— (260 — |) So.
On obtient : Fe | pe
p=poll + 4e @ go — 1) #1] | dt et finalement : à FA | . Li 4 (28) pleo = 8 Hpotôt — 4 post + À
Le rapport ? .e o qui est maximum et à à He lorsque £o = 1/2 (absence de dominance). présente (pour une valeur donnée de 5) un minimum lorsque
da ae ; FEAR OS En résumé donc, pour une population donnée en ot le coefficient corrélation père-fils diffère, s’il y a dominance, de celui que l’on aurait dans le cas du random mating :
il est diminué ; et cette diminution est plus Pie lorsque le coefficient est voisin de L [42 on a alors sensiblement : M EU ee
Da
7° ; F fl à
\ es 4 x Corrélation entre frêres : É UE <
Nous ie par des lettres affectées des indices 1 et 2 les ee A aux deu frères, les lettres sans indice représentant les aléatoires analogues relatives aux parents.
dE MALÉCOT a montré () que, si l’on fixe les constitutions génétiques des parents, on a :
M(HH)= MH) «t MHH) — (M HE
(1) Cf. G. MaLécorT, Thèse, Paris, 1939, p. 92. F7 KL |
É non.
Ïl en résulte que la table d'association des phases du facteur (H) chez l’un des frères et du facteur (H”) chez l’autre frère est la même que la table d'association des phases de ces deux facteurs chez un même individu. D'autre part, pour calculer la moyenne M (H:H), il suffit de classer les parents suivant leurs génotypes et d'écrire les fréquences des enfants de génotype donné i ISSus des différentes catégories de couples : ces fréquences sont données dans le tableau III
TABLEAU II
1%; Enfants | ; | Parents é
père AA
mère
_ 1/2 p° * 2 pq
1/2 p° + 2 pq
un p° * g° 0 3 |: 1/22 pq x p° 1/2 2 pq + p° D: 1142pq + 2pq | 12299 x 2pa | [42 pq x 2pq
= 1/22pq « q°
1/22 pq « CE
ER ph
1/2 q° « 2 pq
M H;x) + M (HiHL) + > ’M ie 2)
et, d’ après la remarque que nous avons faite :
ee.
MH) = M (HUHD + MH)
5 ; ou encore :
D Fr,
Mix) UE + M x) — MH) # à
MEN EU , en posant :
2 MŒHD—MŒHH) |
DÉS, 7 Die
on obtient :
(31) MG) — M (Hix) = M Gn) — 54
Calcul de g:
Le tableau III permet, en raison de la remarque faite au début de ce paragraphe, d'écri l'expression de la moyenne M (H:Hb) : :
M (HH:) = (p° # p°) à + (p° x 2 pq) ( + 5)14 + (p° x 9°) ÿ° + (2 pq » p°) G + 4 + (2 pq x 2.pa) G +25 + R}/I6 + (2 pq » a°) G + A4 + (a? » PJ + NS x 2 pa) G + k)°/4 Le a + q°) k° ï On a de même Pre de M (H:°) :
M (Ha) = (p° x p) à + (p° & 2 pq) (+ 5/2 + (pt # qi + 0 .pg & PJ +2 EC ra 2h) 27 TRIA + (2 pq + q°) (7° + R9/2 + (q? + p°) 7° + œ + 2 pq) (? + e mA Ca Et De d'où l’on déduit :
8 = (pq # p) (Gi — 5} + (pq x 9 G—k) — (pq + pa) (G— 252 R} 4 ue et en remarquant que : e x a È Fe FE pq * p — p°q (1 + uy290) + 0 (u°) + y100 = T = 0 to pq * q = pq* (1 2 4y200) + 0 (u?) car y300 — == S = == 0 (a) et: TETE T0 pq x pq = pq (1 + 2 uy206) Pet on obtient :
= pr ipE D + ap AE . 1 + agaro [PO +aG— D — Abe 2 _. 00.
Introduisons alors les résidus de dominance m, n, r, et posons : 10 — jo — jo — ko — € i—j=e+m—n
Sp Et comme la condition d'ajustement (1) donne : pm + qn = 0 (u°) ; pn + qr = 0 (n°)
_on peut poser, avec l'approximation adoptée :
Mo à
D os re Le: | m—n = qC n—r—=—pC
| et en écrivant :
i—j=.e +; j—k=e—pC; i—2j+k=C
_ l'expression trouvée pour g devient :
Vo " J paC (33) | EST CE ee + 4y200 (e? + jai ee) |
Or e et C sont de l’ordre de grandeur des contributions de chaque facteur ; si le nombre n de ceux-ci est assez grand, le coefficient de # dans (33) est de l’ordre de 1 /n°. On a donc dans ce cas :
Be:
3 C: € S | 8 = pq (et + ÈS) + 0 (un) |
ee
et on obtient pour £g l'expression approchée :
3 paC:
pq )
69 = ve | Sex pq(e + 2
- Pour interpréter cette. expression, rerhar dons avec M. MALÉcoT, que les CoMmEUOnS génétiques sont proportionnelles à à e (:) ; en effet, les relations :
| er + qko = 0 (aienes de (2)]
entraînent :
5) - HR io = 2 qe ; jo = (q—ple; RCA
© (1) Cf. G. Macon, Thèse, Paris, 1939, p. 94.
On a donc :
M (G:) = p'io? + 2 pqjo? + q’ko° = 2 pqe* On a de même d’après (32°) :
M (d?) es p°m? + ? pqn? + q°r° —— p°q°C?
et l'équation (34) devient :
L'éauation (31) donne alors :
M (xixe) = M (x:°) — > M (G?)/2 — 3 x M (d°)/4
ce qui s'écrit finalement d’après (15°) et (21) :
(36) M (xx) = V — Vo/2 — Vo — 3 M (D°/4 + 0 (x?)
On en déduit, en tenant compte de M (D°) — V — Vs, la valeur du coefficient de corrélation
entre frères :
9 = M (xx)/V = 1 — Vof2 V — aVSN —3 (V —Vo)/4N
ou, en posant :
d = Vo/V
67) pren Ve
Remarque. — L'expression (37) peut encore s’écrire en posant :
a rs p = 5 (1 + A)/2 + (1 —:5)/4
Il est curieux de constater que cette expression ést identique à celle qui a été établie par M. MALÉcOT et prévue par M. Fisher dans le cas d'homogamie qu'ils ont étudié (1). Mais la quantité À ne représente plus ici le coefficient de corrélation entre z et z, puisque nous avons vu que ce dernier est nul. Re
(1) Cf. G. Maïécor, Thèse, Paris, 1939, p. 95.
NE
Comparaison avec le random mating :
Contrairement à ce que nous avons trouvé pour la corrélation père-fils, le coefficient + n'a * _ pas la même expression en fonction des variances V et Vo que dans le cas du random mating. < Lo trouve en effet dans ce cas :
go = (1 + d)/4 = 80/2 E (1 — 39)/4
En particulier, si nous considérons le cas où il n'y a pas de dominance, nous avons vu que les . coefficients de corrélation père-fils 9 et Po sont les mêmes ; les coefficients de corrélation entre frèes + et ?o sont au contraire différents ; leurs valeurs sont :
= (1 —2 xV)/2
__ Le mode d'union sélective adopté entraîne donc une diminution du coefficient de À _ corrélation entre frères.
Remarque. — Il est possible d'établir directement l'expression (38) du coefficient de corré- - lation entre frères dans le cas où il n'y a pas de dominance.
_ En effet, si on fixe la constitution génétique des parents, les constitutions, des batahts deviennent stochastiquement indépendantes et on a :
a Guix) — [M GE trs)
Si l’on désigne par 7 et r les Here des ren dans lesquelles se trouvent les parents _ et si l'on envisage tous les cas SU on a.
M ES = Eger (1 + ay + ay) (x + x)*/4
L M Go M (x°)/4 + M (&:)/4 + M (xx)/2 + M (x°y)/4 + M (x°y)/4 + 4M (xxy)/2 + M (xxy)/2 + 4 M (y) 4 + 4 M (x°y)/4
Or, puisque il n’y a pas de corrélation entre conjoints :
MG = MG) = MG) — M Gi) = M y) — 0 et il vient Aalent :
Max) = M (902 + M (x)2
4 soit en remplaçant y par son expression (IV-11) en fonction de x :
; : Fe y=—x +20: +V M (xax:) = V/2 — [M(x‘) — 2 OM (x°) — V?] #2
DTA EE
Les contributions des différents facteurs étant, selon notre hypothèse, petites et les facter très nombreux, l'effectif de la population n'étant d'autre part pas limité, on peut suppos que la loi de répartition de x est sensiblement gaussienne, et on a alors :
M9 =13,V: ; NG)=0 d'où :
M (x1x:) — V (I —2 uV)/2
et l’on retrouve bien l'expression (38) de ©.
CHAPITRE VI
FECONDITÉ ET SURVIVANCE DIFFÉRENTIELLES UNION PANMICTIQUE APRÈS SELECTION
Fécondité différentielle :
- Considérons une population soumise au (random mating », mais dont les couples n’ont pas
ous la même fécondité. La fréquence des couples formés de deux individus pris respectivement lans une catégorie de fréquence x et une catégorie de fréquence x est :
LE à
— Supposons alors de façon plus précise que la fréquence des enfants issus de tels couples lans la génération suivante soit :
De mr (l + ag + ag)
Fe F*, F £ ! , \ L = DE MAT J et y représentant la valeur centrée d’un caractère H dans les catégories considérées.
_ On voit. que la répartition des enfants, et donc des gènes et des génotypes dans chaque génération, est la même que si la population était soumise à la loi d'union sélective que nous ivons considérée j jusqu'alors, les couples ayant tous la même fécondité.
Survivance différentielle :
3 Considérons une population panmictique ; mais supposons que les enfants n'ont pas tous 4 même probabilité d'atteindre l’âge adulte. De façon plus précise, supposons que, si l'on Aésigne par ro la fréquence des individus d'un type donné dans la génération naïssante, ces ndividus aient dans la génération adulte la fréquence :
Dr. à R = ro (1 + wo)
L étant la sa centrée d’un caractère cn pour le type d’ NOUS considéré, dans la génération naissante. | Remarquons que l’on a :
SR = So]
SO
D'autre part, si au lieu de considérer des individus identiques, on envisage un ensembl
d'individus de fréquence totale :
on à :
D UT (I = Hyo) D VE D UE"oyo = To ( Le Ayo’)
en désignant par yo’ la valeur moyenne centrée du caractère dans la catégorie naissant
considérée. Ÿ Puisqu'on a supposé les croisements panmictiques, la probabilité pour que les conjoint
d’un couple proviennent respectivement de deux catégories déterminées de fréquences r et
est:
mn 2 ail eme. = + ago + ago) + 0 (u*)
_ Donc, avec l’ do aban adoptée, tout se passe au point de vue de cénérioie nas sa comme si les enfants avaient tous même probabilité de survivance, la population étant soumis à la loi d'union . tive que nous avons envisagée jusqu ICI.
Population panmictique soumise simultanément à une fécondité et une survivance différentielle :
Supposons une population panmictique soumise d’une part à une loi de fécondité différen _tielle du type (D). de Fe ”, et d'autre part à une loi de survivance différentielle du type (2 de coefficient #”’. ô N. Fe
Avec les on précédentes, la fréquence dans la iron naissante, des enfants issu de couples dont les conjoints sont respectivement des individus dont le type a por fréquence r et T, est :
OR — mo: Mol ue + dat #°uo Hu) EDGE SH OMETSE
en désignant par O (u°) l'ensemble des termes négligeables 0 (4’?), 0 (a, O(u'x”
Or, si H est la valeur du caractère pour un individu, les valeurs centrées de ce Les pour le même individu dans la génération naissante et dans la génération adulte sont :
vo H=-SRH, ge Ho vil d’où : | | NÉS y — yo = SroH — 27H = 2x H — 3x0 (1 + w°”°go) H = 0 Ch} È
Donc la fréquence des enfants issus des ie considérés est, avec l'approximatio adoptée : 3
Ca
o [1 + (a + w°) yo + (w° + x”) go
bre
Pour la génération naissante, tout se passe donc comme si la population ne présentait ni _ fécondité différentielle, ni survivance différentielle, mais était soumise à la loi d'union sélective è _considérée j jusqu'alors, de coefficient :
A ess | = p + y"
Remarque. — Les résultats que nous avons établis pour l’évolution d’une population soumise … à une loi d'union sélective sont encore valables dans les hypothèses d'une population
là panmictique soumise à une loi de fécondité différentielle ou à une loi de survivance différentielle _ des types indiqués, à condition de considérer les générations naissantes.
En ce qui concerne les corrélations entre apparentés, seule la corrélation entre frères dans _une génération naissante d’une population en équilibre a encore la forme établie. Les corrélations
| |père-fils ne sont évidemment plus les mêmes puisque les populations adultes n’ont pas la même composition.
4 nn dise en l'hypothèse de M. Sewall Wright () : L
- Proposons-nous de comparer la loi de survivance différentielle (ou encore d’union _ panmictique après sélection) définie par (2) avec la loi de sélection considérée par M. S. WRicur.
Rappelons tout d’abord pour cela, avec des notations analogues à celles qu'il a utilisées, les hypothèses faites par M. S. WRIGHT. .
Le caractère primaire D: supposé sans dominance, est la somme des contributions «; des _ gènes À; ; sa moyenne est :
M (5) = M = 2 xp; Le caractère ohne H et d'adaptation) relatif à S est la somme + une partie _ génétique, somme des contributions génétiques y1 des différents gènes Ai (les contributions
des : ue a; pouvant être considérées comme rue et des résidus de Ho d; corres-
en posant : | À G = y; : Dix: E = Xe;
La valeur moyenne du caractère secondaire H est :
: G) MH) = H = — [2 5wpig: + (M — O}]
| (1) Sewal WricaT, « The aise of variance and correlations between relatives with respect to deviations' from an optimum », J. of Genetics, vol. XXX, 1935, p. 243-256. - H., « Evolution in populations in approximate equilibrium », J. of Genetics, vol. XXX, 1935, p. 257-266.
Roi
Les résidus de dominance 5; sont calculés au moyen d’un ajustement par moindres carrés, chaque quantité 5? — M (H — G}° relative à un seul facteur étant rendue minimum. Les
valeurs trouvées vérifient :
M (D) = 0 En remarquant que l'on a :
ù M (G) à Yi Ô Pi
M.S. WriGuT calcule les contributions génétiques Yi, en supposant que l'on a :
ce qui entraîne :
M (H) = M(G) ‘et donc :
‘H | op = 2
L'expression (3) donne alors :
vi — [x (l —2p;) + 2(M=ON
La variation du niveau d'adaptation H de l’ensemble de la population est alors ;
“à oH NÉ EST ne. A.
> 0 p Pi 22 ÿ{pi
Remarquons d'ailleurs que l'hypothèse (4) est justifiée; en ter comme |’ indique M.S. Wricur, le calcul direct des résidus d’ epistacy par des relations telles que : = su
PA AAA TA AAA, ee O4 2H) RSS
permet de vérifier (4). 0
Ces résultats établis, M. S. WRIGHT écrit : « In the general case the selective nie must be proportional to the momentary net effect of gene replacement on adaptive value », et pose (1) :
6) Api — SYipiqi
ce qui conduit à :
AH = 2 s5v/piq
(1) Cf. S. WRIGHT, op. cit., p. 258, équation (4).
pi +
Reprenons alors notre hypothèse (2) de loi d'union panmictique après sélection.
La loi de Hardy étant vérifiée pour les générations naissantes, les valeurs de 8i établies par MS. WRIGHT sont encore valables et on a encore M (D) —
#., On a de même l'expression (3).
: Toutefois, par suite de la liaison introduite entre les facteurs par notre loi de sélection (on a par exemple (11) = pipi + 0 (x) et non plus (11) — p°p?), les valeurs calculées par M WRIGHT pour les An d'epistacy ne vérifient pas la condition (4) et on a :
par conséquent :
et donc : FE À n=—«als(—29) +2(M—0)] +0) | On déduit alors de (3):
| AH 5 ap = 3 2 ya + x 0 (4) A
ou encore, avec l’approximation adoptée, comme Ap — 0 (4), on a :
4H= 52 Yiâp; + 0 (7)
On obtient, pour l'expression de la variation de niveau d'adaptation, la même expression que M. WRIGHT. Pour comparer les hypothèses faites, 1l faut donc comparer les expressions de Api
ons par P, 2Q; R: 1e fréquences des génotypes AA, Aa, aa de la génération
< adulte, par p: et qi les fréquences des gènes dans la génération adulte précédente, c’est-à-dire
À aussi, puisqu'il y a random mating, dans la même génération naissante. On a d’après (2) :
EP 5 Pi = pi (1 + uya a) 4 vue 2Q = 2'pia (1 + Aya) À + L | R; ES g; (I ie HE)
; où y ra est la valeur moyenne centrée de H pour la catégorie de génotype A;A; dans la
| génération naissante, etc.
Ona:
= | Api=P, +Q:—p
Tire
Or (6) s'écrit encore :
Pilpi — Qipigi = (YA.A. UN) (7) Qilpigi — Rilai = 4 (A Ua) P,+2Q+R=lIÎ
Calculons les différences figurant aux deuxièmes membres des deux premières équations (7) :
A a NAS se
ÀA;a;
A;A; Je A;a; 4 re ns Aa; % FA Le A;a;
en désignant par € AA» les valeurs moyennes des résidus d’epistacy correspondant à tous 1 1 les couples formés par un facteur autre que i et le facteur i sous sa phase AA, etc.
Ces résidus d’epistacy étant ceux qui ont été calculés par M.S. WRIGHT, on a par exemple :
fe, pipi (— 8 sioiqgs) + 2 pipig; — 4 œxigi (1 — 2 pi}] + piai (Bxmpiqr)
. + 0 (x) Pi
fA;A;
la somme étant étendue à toutes les valeurs de j autres que i. Le calcul montre immédiatement. que cette expression se réduit à 0 (u).
D'autre part, les résultats établis par M. WRIGHT donnent :
Aie AA Re CE et de même :
Aa +. RU AE o ue = 2 dpi d'où finalement :
PAGE HA NS k — Z'oïqi + O(u) .
Bha Pin CAR ap ON
Le système (7) donne alors :
Pi pl + 2 aq (vi — «g)] +0 (u°) Qi = pig: Lu [2 pig — y: (pi — q)] + 0 (u?) Ri= g [1 — 2 up; (pin? + Y)li+ 0 (x?)
pi + Ap; = P;, + Q; = pi (1 + uYig;) + 0 (u°)
FAT LAC
et finalement :
(8) Ap; = nyipigi + 0 (u°)
L'expression (8) est précisément, avec notre approximation, celle que M. S. WRIGHT a prise pour hypothèse (5). |
En résumé donc, l'hypothèse de sélection adoptée par M. S. WRIGHT, conduit, avec l’approximation que nous avons admise, au point de vue de l’évolution, aux mêmes résultats que notre loi d'union sélective.
Remarque. — Dans le cas où le caractère primaire ne dépend que d’un seul facteur, nous avons vu (I[-2) que :
Ap = upT = upq [2 0 — «(1 +2p)] Or on a immédiatement :
pqy = pq [— a (1 — 2 p) — 2 a(2ap — O)] = pq [2 «O — & (1 +2p)]
On vérifie bien :
pT — ypq
EXISTENCE ET FORME DE LA LOI ASYMPTOTIQUE
Fée é 7 ’
__ Dans cette ete partie de notre étude, nous supposerons que la population soumise à : 4 loi d'union sélective précédemment définie est limitée et que son effectif reste constant au cours des générations. Nous désignerons par N le nombre d'individus de chaque génération.
ë | Enfin, la ‘population considérée sera monoique, l'autofécondation étant possible mais ni plus
ni moins probable que la fécondation croisée.
Pour ne pas alourdir es _notations, nous re Anar par des lettres non ‘accentuées ce qui concer ne la n° génération Fe et par des lettres accentuées CE qui se LPPRÈE
à SE génération suivante LAS
Du fait de la limitation. de ’ Fan ls fiéinences p,qa, P,20, R Le gènes et des génotypes sont des aléatoires, en chaînes simples de Markoff. Remarquons tout d'abord que, contrairement
à ce qui a lieu dans le cas du random mating, la loi de probabilité de la fréquence p’ ne dépend pas seulément de la fréquence p, mais aussi des fréquences des genobbes P'2O.R C est ainsi par exemple que la valeur moyenne de p° est :
ee | \ | P+uT
ne quantité T dépendant des fréquences LE RenotRes. dans ls {génération F. L sera Le
ST: ae
Pour cela nous nous proposons de déterminer la fonction caractéristique F (x, y, t) de cette
loi à la date f ; nous avons par définition :
(1) Fe 3 0 = MGP TE) .
Si nous désignons par AF, Ap, AP les variations de F, p, P correspondant à l'intervalle
de temps Af, on a évidemment :
F : A Etape M le A} ty APT ee URSS P, M [ar vue . M Lee ua}
M: représentant la moyenne conditionnée, c’est-à-dire lorsque les fréquences p et P ont une
valeur déterminée ; et finalement :
DER TFAr = Mer UP
M. [1 + Gp + AP) + (Ap + gaP} 2 + |
Posons alors :
M. (Ap) = Ai (p, P, à) At; : M. (AP) — Ai (p, P, à) At M. [()*] — Bi (p, P, D At; M. [GAP)*] = B& (p, P, ?) At : M. (Ap . AP) = B5; (p, P, à) Af | M: [Q@p)°] = Co (p, P, 1) At; M. [(Ap)° . AP] = Cp, P, D At; ete.
L’équation (2) donne :
P : £ aF= Me À M [Gp + yaP) + (rap + y) + 1
d'où :
(3) APE A . M he * [ Aox Sp Aoiÿ 22 (Box? + 2 Bixy 2e Bo:y°)/2 ne .…. ] |
Convenons alors de poser de façon symbolique : Ml Gp. +P] 2,0 rc Ôx Ôy
(1) P et p variant entre 0 et |, i (xp + yP).
(2) Cf. M. S. BARTLETT, « Some Evolutionary Stochastic Processes » vol. XI, n° 2, 1949, p. 220. :
Et G. MaLÉcorT, Les processus stochastiques et la méthode des fonctions (Publications de l'Institut de Statistique, Paris, vol. I, fasc. fII, 1952).
il ne se pose pas de question de convergence, et il est inutile de prendre l'exposant Journal of the Royal Statistical Society;
génératrices ou caractéristiques, p, 7
Le do
’est-à-dire que l’on a en particulier :
ÔF dE x MG. NA Mie ere TE
de Ox0y
dF d?F à?
— M(p° . peepu MP. PT EE Mer. PE Ph
L'équation (3) s'écrit alors :
ÔF dr “0 à Cr. == xA Ge Ôy” à) F re yAoi Ge Lp F … [2 Bo e ôy' 1) F co) ; + Bb Go DF+ BEC Ôy! DFE
Le problème revient donc à calculer les moyennes conditionnées A, B?...
Remarquons que si l’on prend comme intervalle de temps Af une génération, on a : M. (AP) = M. (P° —P) = M. (P) —P et de même : :
M. (ap) = M. (p°) —p Les résultats ble dons le première partie (pages 5 et 6) permettent d'écrire : M.(p)= pb +uT) et M.(P) = p + p=p°(1l +2uT) Donc : | | M. (A9) = 4pT ; M. (AP) = p° (1 +247) — Si l'on convient de prendre comme unité de temps la génération, on a donc : A0 = #pT et o1 — p? (l +2a1)—
ou, plus généralement :
CN SENTE Aat = [Be 2 AT) PI
' , . . à ! vou 2 , Si nous considérons maintenant les variances conditionnées, nous pouvons évidemmen écrire :
si(Ap)—=5(p) et. s2(AP) = s4(P°) si l'on prend pour intervalle de temps Af une génération, car on a alors : Ap=p —p et AP —P’—P, pet P étant déterminés.
Or, si l'on suppose que les N individus qui composent la génération F,:1 sont choisis at hasard parmi tous les enfants qui auraient pu être issus de la génération F,, c'est-à-dire qui n’y a pas d'autre sélection que celle due à l’union sélective, le nombre des individus de génotype AA dans F,+1 a une variance donnée par la formule de Bernouilli ;
M: P) EM PTE
La variance conditionnée de la fréquence P” est donc :
s2 (P') = M. (P') [ — M. (P)J/N FE aie Cette variance est égale à la variance conditionnée de AP correspondant à à A— |. Plus généralement, on a : | É Ne ne :
oc? (AP) = M. P) [ EUR M. P] Af/N “ ire É ë OÙ : € à 9 ne Dé 5 : se, PER
3 (AP) = p° (1 +247) [pt (1 + 24T)) UN
= FLE
Or: | HR rie (AP) = M (GP}I = IMGPDÉ 2 SS
ou : # VE E F Pier Fe TS A ".
M [GP)1=2 62 (AP) 4 A (Aÿr 27 Ce 0
Si l’on considère comme négligeables les termes Ù (At)? on a ù = Sa ce + . & BôsAt — _ (AP) É
HoNe suffisamment grand pour que 0 GN) soit nésligeuble comme 0 Ge) on finalement : & TS M 4 BosAt = p° (1 — p°) AN | Res _ - Le DE On a de même pour A=1Ï: ‘ HER : Ne A AR OR Rs :
M. (40) — ie —Q= px (—n)—Q= p(1—p)(1 +8 += _Q
fe et : £ à EE.
s(2Q) = Hs M. er LEASNE CONS
db à d'où :
52 (Q°) = M. (Q) [I — Me (2 )/2N = p (1 — pb) [I —2p (1 —p)]/2N +0 (u/N),
Cette variance est égale à la variance conditionnée de AQ correspondant à Af — 1 : plus géné ralement on a :
58 (AQ) = p (1 —p) [ —Zp (1 — »)] A1/2 N
et :
M. (40) = (1 —p) (1 +4S +uT) — QI At
et par conséquent :
M. [(AQYT = 5 (0) + [M. (A0)F = p(l—p) NH —2p (1 —p)} A/ZN + 0 (A) + 0 (&/N)
De même pour At = |, le moment centré conditionné de (AP . AQ) a pour expression : pe (AP. A20Q)= be (P.2Q)=—M.(P) . M. (2 Q/N
On a donc d’une façon plus générale :
ge (AP : AQ)= — M. (P) . M. (Q) . AN = —p? . p(1 — p) AN +0 (4/N) Or : |
u, (AP . AQ) = M. (4P . AQ) — M. (4P) . M. (AO)
Donc :
M. (AP . AQ)= — p° (1 — p) AHN + 0 (Ai)° + 0 (u/N)
Finalement :
M. [(a)?] = M. [@P + AQ)] = M. [@P}] + M. [(AQ)°] + 2 M. (AP . AQ) = A. }pt(1—p}N +p(1—p) I —2p(1—p)]/2N —2p° (1 — p)/N | + 0 (Aë)? + 0 (u/N)
Et avec l’approximation adoptée, on trouve, toutes réductions faites :
(8) : Bat — M. (ap) = p (1 — p) A1/2 N
Calculons enfin B°; :
M. (Ap . AP) = M. [(AP}° + 4P . AQ] = M. [(4P}°] + M. (4P . A0) = A. p°(—#)N—p° (1 —p)/N]
. d'où finalement :
(9) | BiAt — p° (1 — p) AIN |
Les autres termes figurant dans l'équation (5) sont par rapport à 1/N d'ordre au moins égal à 2. Pour pouvoir écrire l'équation (5) il nous suffit donc, avec l’approximation convenue, de connaître l'expression de la quantité T, qui intervient dans les formules (6), en fonction
de p et de P.
Or, en désignant par HAA ; HAS les valeurs du caractère secondaire relatives aux différents génotypes, I, J, K représentant toujours les valeurs centrées de ce même caractère,
on a :
pT =PI+QJ=PH,, +QH, —p : M (H) Le = PHi4 + 0H,» (PHAA +20H + RH)
et enfin : : É | (10) pr = Hi HP (EU 2) pAÜ+P—2p) |
Reprenons l'hypothèse faite dans la première partie, chapitres [[ et IT, d’un caractère primaire dépendant d'un seul gène que nous supposerons sans dominance. On a alors, en utilisant
les mêmes notations que dans les chapitres indiqués : Hay =—@a— O0 +(G—0)"=4020—32) H > = RES RE (C —- O}° + She 02 È 0 ) or Ne ; É. ë d'où : | AE D ee à HT: PUO—39 +PC O4. 2e 220) RS
Finalement, les expressions (6) s’écrivent :
oo PU 230200 on CO
FD ee An pt —P + 2uep RGO 9 NE AS Go)
En substituant aux quantités A6, A6, Ba. les ne. (11), D. (8) et o. FR l'équation (5), on obtient l’équation suivante ‘ FRE EPST CIRE
ëF ôF dF 0 res DE re à "220 dax | |
F _ôF | ES
(12) Hi 2 +2 |00- 39 + +C0— pe _—. —200— | ; Ôx® 4 JF
@F F a OP dF à us
Ge D AN CEE un —(E ON +.
équation aux dérivées partielles linéaires du quatrième ordre.
_ Remarquons que si l’on donne à y la valeur 0, la fonction F (x, 0, t) n'est autre quela fonction - caractéristique à l'instant { de la seule variable aléatoire p (°). L'équation (12) devient pour
M | “ “200 ne a peus mu js
Mais, si l'on tient compte du fait que la fonction F (x, y, n) est une fhetib caractéristique, on peut exprimer simplement les dérivées partielles :
É. 4 (0 D PR 0.0 D y . : dxdy
en fonction des dérivées partielles relatives à la seule variable x.
En effet, on a :
RULES Me. ue og! | dy | Ô | Et = M». > + Fu, donc : Res e Mb . ) Ôx 0x | de même maniere on trouve :
_F (x,0, 9) px GE (x, 0,1). Six CF (01): , px ao Me): EHPAD M (pPe” ); PRRRER M (p°e )
REA x AS : | _Proposons-nous de calculer M(P . =: ) ; supposons connue la génération F,, désignons _ toujours par M. les moyennes conditionnées lorsque p et P sont connues et désignons de plus
- par M. la moyenne conditionnée lorsque en outre p’ est donnée. On a pour la génération
Fi
ss (D) En posant x = LX, on obtient la « fonction génératrice » M (XP) de p.
ON
Or cette moyenne conditionnée M.. (P') peut s'exprimer en utilisant le schéma suivant : |
Les N individus de la génération F,+1 sont choisis au hasard parmi tous les enfants possibles issus de la génération F, ; l’ensemble de ces enfants présente les - -génotypes AA, Aa, aa, avec les probabilités respectives :
p°(1 +2uT); 2 pq (1 + #T +uS); a (+27)
Classons ces enfants en trois groupes suivant leur génotype. D'abe part, répartisons les individus de F,+1 en deux catégories, la première contenant les homozygotes AA et la moitié des hétérozygotes, la deuxième contenant les homozygotes aa et la moitié des hétérozygotes. La fréquence des individus de la première catégorie est p’. Parmi ceux-ci, la probabilité pour qu'un individu pris au hasard soit un homozygote AA, c 'est-à-dire provienne du premier groupe des enfants possibles de F, est : :
p (1 2uT) +28) HD: ee
PU 2H) FAT +2) pU UD CS
La moyenne conditionnée M: (P’) est donc : | : ÉNT à 0: MAP) = PA RE T S On en déduit : te ne <e FE L a.
MP) 25. M. 2) 200) à
et par conséquent : As | RO ‘à
Or,ona: Se É L RER M[@+ape@ TX] Mer Paper 0
ge MP MIT +289 +2 (8p)02 +. 1 + PM [AP 2 xAPAp + x22P (Ap}9/2 +
D Re) ee
MP”) +0 () HO GUN
St,
Ce D RER LT à
et d'autre part :
ai:
M. M. Hp 1
— M É pe PxM, (08) ne rPM, ( en] | be :
| = Mn? ML + xAp + (Ap)9/2 +. ] + pe ML [ap + x (ap) +. 1. .
54 05 d'où, d’après (14) :
M (Pe°*) = M (pe) + 0 (4) + 0 (I/N)
On a donc entre les dérivées partielles de F (x, 0, ?) la relation :
dF(x,0,#) dF (x,0,5
(15) Fe + O (a) + 0 (HN)
On a de même É
“4 | Ô?F (x x (5) = mg + O(N)
Er lient en nn simplement par F (x, t) la fonction caractéristique de la seule variable aléatoire p, cette fonction satisfait à |” équation aux dérivées partielles suivante, déduite de l sir (13) en négligeant, suivant r approximation adoptée, () 4e 0 (1/N°), 0 (u/N) : -
dE e
ES Ro 1 +0 +70 20070 +. ua
Ôt
squation linéaire du troisième = à que nous désignerons dÉRRVENt par { épuation (E) » et qui peut s'écrire : :
ÔF oF oF | se, are FE cs RE =D LRO — 9 rar + 4N1— QE Sa) . 2 xou
— Remarquons tout d’abord que pour {— 0, c’est-à-dire pour la population initiale, p est léterminée et égalé à po, donc la fonction caractéristique F (x, £) doit satisfaire à la condition :
D AE
Par ailleurs Re . | L |
b 1 NT A 2e
Dec: Mb p°) e ]=M | p) p'e | dF _F
2 on eos |=Mfi-Jx"]
On en déduit puisque p?< p< | :
FGF _ÔôF _ôF dx? dx Üx Ôx?
Gr
et donc, si x > 0, les inégalités suivantes :
dF © À dE FR), oi (17) (a a) ren + ANI< ECG 3) 1U0 )xou +x°/4N]
ou les inégalités contraires si x < 0.
| dF :
Ces inégalités montrent que —— est nulle ou a un signe constant pour toute valew
Ôt déterminée xo de x extérieure à l'intervalle : [4 N (x — 2 O) ou ; 4NGzx—20)xl]
car les deux membres extrêmes sont alors nuls ou de même signe. Il en résulte que pour une telle valeur xo, la fonction de t : F(xo, t) est monotone et bornée (on a en effet | < F< eXo, où les inégalités contraires suivant le signe de xo) et par conséquent tend vers une limite finie ® (xo quand { augmente indéfiniment.
Mais ce raisonnement ne suffit pas pour que nous puissions affirmer l'existence d’une lo: limite de probabilité dont la fonction caractéristique serait + (x) : il nous faut encore démontrer que F (x, f) d'une part a encore une limite finie lorsque :
AN(G—20)ou<x<4N(3 « — 20) ax
et d'autre part tend uniformément vers sa limite + (x).
Soit X une valeur de x supérieure à 4 N (3 « — 2 ©) «y ; nous venons de voir que F (X, #) ÔE (X, ?) Ôt | a pour limite 0 lorsque { augmente indéfiniment ; les deux membres extrêmes de (1 7) étant alors tous deux de même signe ou nuls, ceci n’est possible que s1 l’un des deux membres au moins a pour limite Ü, ce qui exige que la fonction de t :
a lorsque f augmente indéfiniment la limite finie 9 (X). Donc la dérivée partielle
ÔF(X. D 0?F(X,) Êx Ôx?
tende vers 0 lorsque { augmente indéfiniment.
Or, pour une valeur donnée de f, la fonction de x
OF (x, D OF( Ôx . Ox?
est positive ou nulle et non décroissante, car on a :
0<M| (pp |<M| (1 —9)pe*" | si EE
OF (x, t) FD) Ôx Ôx? dF mente indéfiniment, pour x < X. Donc, d’après (17), De tend vers 0 pour toute valeur de x.
Ïl en résulte que la fonction tend uniformément vers O0 lorsque { aug-
Les inégalités (17) montrent d'autre part que l’on a toujours au moins l’une des deux inégalités suivantes :
EG: —) |GO— 2 x + aN
| ÔF dF + Lo 15 x
(18) <É— —) | 20— 2e) 208 ut N
Considérons alors un intervalle quelconque dont X (que nous supposerons > 0) soit la borne supérieure, et désignons par M Je plus grand des maxima absolus des deux fonctions
> de x :
QO—s x + MAN] « |2O—3 9x4 + AN
dans cet intervalle ; on a d’après (18) :
dF ÔF ÔF (CENT (1?) RE G =) . i 0F ane pour toute valeur x de l'intervalle ; ce qui prouve que TE converge uniformément vers O dans
l'intervalle considéré puisque le deuxième membre de (20) converge uniformément vers 0 pour _ toute valeur de x inférieure à X.
Montrons alors que dans cet intervalle la fonction F (x, f} converge uniformément vers une limite + (x) lorsque { augmente indéfiniment.
Ro LÉ REE
Pour cela, il suffit de montrer que l’on peut déterminer T tel que pour { > T on ait, quel
que-soit x dans l'intervalle considéré :
OO
ÔF (x, t) (20) Je <e ART
Or, on a d’après ce qui précède :
ÈF (X, à _ÔF (X, ? or
EL OF DD 6.0] y | LR : os
et d’après (17) puisque X est supposé > 0 :
FX ®F (X, D _ÔF (K, Sr el Ôx | dx? F Ôt . CU 2 Xau EN
Donc :
Le | co F9, fl 0 | 1 0€,
Or :
Die "or ÔF (X, ?) TS << A RC f ÔF(X, 2 LEARN SRE JE dar eco-rous : AR de
et cette quantité dat vers 0 lorsque { augmente {indéfiniment il suffi pour éaieet la . condition (20) de prendre pour T une valeur telle que : MES
2@—F RD |< 203 un ee
ce qui est toujours possible.
En résumé donc, avec l’approximation adoptée, la fonction caractéristique F (x, i) converge uniformément vers une limite + (x) dans tout intervalle fini. Cette limite + (x) est donc la fonction caractéristique de la loi limite de probabilité de la fréquence p.
ER
Eu de la loi limite.
F -ô’F ù RU ; Si les de —— et — tendent uniformément vers des limites respectives +1 (x)
Ôx x?
-° Pa G), on a A nel :
es
Ya de dy; Ge d' (x) HOET et QT
“4 | 0F i ; | En effet, Supposons par exemple que —— tende uniformément vers 1 (x) ; soit X donné > 0,
on peut déterminer T; tel que pour 0 < x < X et #> T; on ait :
Es @] & = ta TOP Let de Vice
ee K—-
# et ne € étant des nombres > 0 arbitrairement petits.
EOn peut Laure part déterminer TS de telle sorte que pour 0 <x<Xet {> T2 on ait:
| FO) + O | < «5 et |FG—e() | < «5
4 2 Hi Den, or 1 le on a :
bo | RG FOTO UF += fuoase
LA
Ge — flo Go dx
ÔF : À Montrons donc que la dérivée “5. “converge uniformément vers une fonction 9: (x) x ù
lorsqué { augmente indéfiniment.
En dérivant (E) par rapport à x on obtient :
OF Or
à Fr | eo 2) eu + X|+ ere
ot (E:) dE [Re oer-2e |-QE-h2n
En tenant compte de :
@F CA REA 0F For ÔF'':0E És be dei 00 Re
ona six est > 0:
OROFITOR OF, Rd nu 0 une
EEE Ou] + an + CO rt (7)
DOS OR 20€ oF ei
EG Le x +G0— D | +65 EE zu |
et les inégalités contraires si x est < (.
Pour x — X, assez grand et > 0, les deuxièmes membres des inégalités (17’) sont tous
0] ÔF : :
deux > 0; ——(——) est alors > 0; donc —-, fonction de { non décroissante et bornée Ôt Ôx oX
(on a en effet 0 < 5X = eX) tend vers une limite w; (X).
D'autre part, les inégalités (17°) montrent que l’on a quel que soit x au moins l’une des inégalités suivantes :
à .oF, | ÔF a . d | a GS Ge a] [aN CO D +2 + GO —3 à) xou — 2au Îl 62 ù ÔdF F ÔF. dF x x | ôt Se ee | 1N CO + +00 — 9 veu 2 a |
Soit alors un intervalle quelconque de borne supérieure X et soit M; le plus grand des maxima absolus dans cet intervalle des deux fonctions de + :
[x2N +20 — 0) où | + | x/4N + (20 —3 à) xaù — 2 y | & |x2N+CO— + x AN +0 © à) rap — 2 a |
tre
ni suffit de montrer que l'on peut déterminer T de tele sorte que, pour { > T, on ait quel que it x dans l'intervalle considéré:
ee
r, d’après (19°) on a
2 pre
dt [dx Ôx oX ox?
se Go “ Ft t) | = Ex Œ&, de M,
Mais, X étant > 0 assez grand, les inégalités (17) page 9% BETDeteRe d'écrire :
dF (X. »_&F(X,) D _ M hd | ôX ne à © XAN + (20 —3 0) Xe
On a par conséquent :
le ÊT s
“ÿ d ÔF (X. à . Mid ET, TAË lee fo ro
et il sufitr pour tele (20’ ) de prendre Fons T une eus telle que pour { > T on ait :
a —3 a) Xeu + XY4N
re qui et toujours le
: | dE On peut ‘démontrer d'une façon analogue que la dérivée — converge uniformément vers
re une fonction limite En effet, dérivons Œ): par ae à F on obtient : a or | dF | Fe pue = ENT GES fun +02] LS . cr eo mL AN GO à an 4 ne] QE 2 2 vu
En tenant compte de :
SF. F àF F DRE UT Li ee dx Ôx Ôx® Ôx*
on a, si x est > O0, les inégalités suivantes :
dE
Ô re > a FOPN+G 7 [nie are] PE LES a : BA N + (20 — x) xt — 6 au] Ôt Crete SAN + Ge 2 0 se ne Se
(YA N + (2 0 — «) aan — 4
où les inégalités contraires si x est < 0, | Pour x = X > 0 assez grand, les deux deuxièmes membres de (1 7' à sont > f e
dF (X, &t) L ox
(X, t), non décroissante et bornée (0< —
e y; tend vers une Bit
te ox?
la fonction
finie lorsque { augmente indéfiniment. NE M D ER
Les inégalités (17°) montrent que l'on a quel que soit x au moins l’une des inégalités :
ù dF “ere 2 [UN + fu +022] + AN +602]
(18 8”) | s | eu — 6 a | |]
Fr SRG [rennes
Considérons alors un intervalle Atos de borne supérieure égale à X. On a, en désignant par M, le plus grand des maxima absolus, dans cet intervalle, des deux fonctions :
+|raN+e0—a]
ns
IN + |2N+ 20924 | +] MAN + CO Dame l et ENTUNTRO SI AN ee
l inégalité :
La Go |< te dF
Ôt Ùx°
On en déduit par un raisonnement identique à celui ÔF (x, t)
RE A ae fonttion a converge uniformément vers sa fonction limite.
D 4 EE, CT Te que nous venons de faire pour la fonction
Nous pouvons maintenant prévoir la forme de la loi limite de probabilité de la fréquence p. En effet, nous avons vu que la fonction
end uniformément vers 0 lorsque { augmente none ; il résulte par ailleurs de ce qui
pr:
Ôx FE 2 de F Ge, 1) doit donc vérifier l'équation :
ont respectivement pour limites — et —. La limite + (x)
dx dx?
précède que Le dérivées —
a. LÉ À -1 dx dx? LÉ
4 > “Hobf ue Le
où a et b sont des constantes à der er.
… Remarquons tout d'abord que, pour 2 0, l'équation (E) done
dF | ct ne la fonction F (x, ?) est hanaure et :
D sO=FOO—I d'où e SR ab l:
La fonction + (x) s'écrit donc :
LÉO … lea -D+t
C'est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire qui ne peut prendre que les valeurs | (avec la probabilité a) et O (avec la probabilité | — ie La population tend donc asymptotiquement vers l’ homogénéité. .
__ La détermination, sous certaines hypothèses complémentaires, de la valeur de a ainsi que de la rapidité avec laquelle cette homogénéité est atteinte fera l'objet des chapitres suivants.
D. ChwyTtEnu
ÉVOLUTION D'UNE POPULATION LIMITÉE MAL ADAPTÉE
| &F éF- or PF ®F &Fl.
| à DTA ox dt =Dx4N— CES Lu
| | E= —8No02
) a 4 ON
kr Jos
_Z est une solution de (3) qui s'annule pour x = 0 et x — £. C'est donc une série de Sturr
hr 4
La solution stationnaire de l'équation (3) qui satisfait aux conditions (5) a pour expressior
poë Q | 8) — bte DH
Posons :
GhD—s@=2GD
Daff
Liouville de la forme :
ZGD= Shi 4 i=| | PE
chaque produit f;h; vérifiant (3) et fi étant nulle pour x — 0 et — :£; les constantes ki éta
déterminées par la condition (4). re Ù
Les fonctions f et h satisfont à l'équation : fs
ste D — HAN =—
s'étant une constante.
D'où :
hi (t Heat et :
(@) | HI) — 9 LAN + sf, = 0 |
les constantes s; étant les valeurs propres relatives à l'intervalle (0, £) de l'équation différe: cielle (7). Et on a finalement : Lee VS ES SC
__ po fe 0 HIS ke 1e
Il est nécessaire de préciser ce résultat avant d'utiliser (8) pour de recherche d' une meilleu approximation de la fonction F (x, t) et de son expression asymptotique.
Détermination des valeurs propres si et des fonctions f; :
Transformons l'équation (7) en prenant comme nouvelle inconnue
* ] Let
On a immédiatement :
el u
XX la XR—-I) — 4 Nsf = 0
ous sommes donc amenés (en changeant de notations) à chercher les solutions de l'équation différentielle ë
P x (e— D y — EG — 1) v° — 4 Noy =
qui s ’annulent pour x = Üetx — 1,età RE les valeyrs propres s.
Or, l'équation (9) peut s écrire :
LS | kg" + x. AG) +y.B (=
AGDE; Are
A (x) et B (x) étant holomorphes de le domaine de l’origine, l'équation (9) est du type de Fuchs et a deux intégrales régulières distinctes dans le domaine de l’origine.
. En posant :
on obtient, après substitution dans (10), en annulant le coefficient de x’, l'équation déterminante :
4 Elle a deux racines | et 0 : comme celles-ci diffèrent d’un nombre entier, les deux intégrales considérées sont de la forme : |
m=x.v0 ge = x . () [CLogx + x x]
les fonctions (x) et x (x) étant holomorphes dans le domaine de l'origine et ne s’annulant pas
pour x — 0. Il’ en résulte que y: ne s'annule pas pour x — 0 et donc que l'intégrale générale sys + Ayo ne peut s’annuler pour x — 0 que si À 10;
Les intégrales cherchées sont donc de la forme
PS
y — Àyi Précisons par suite cette intégrale y.
Posons :
yi = x (uoE uix Æ wesh su + mx + 33... ) d’où :
Vaio Uore 2x + nu LUE ie us PO UE EX mL S ol den te
En substituant ces valeurs -dans (9) et en annulant le coefficient de x”, on obtient la relation de récurrence :
(11) ni+laz Nil +9—A4Ns] uns — 6 (n — Dur
qui permet de calculer tous les coefficients u; à partir des deux premiers wo et u1. Or on peut prendre arbitrairement : :
et-le coefficient 1 s'obtient immédiatement en annulant le coefficient de x après substitutior dans (9) des expressions de y1, y1° et ya” : on trouve :
a = (Ë — 4 Ns)/2
Calculons alors une valeur approchée de 4, en tenant compte de ce que Ë est petit pat hypothèse. Posons :
Un — À; Re B,Ë Se 0 (£?)
On déduit immédiatement de (1i) :
nn +) A = nin—1)—4Ns] A,
OÙ
(12) A+ en (n % 1) —4Ns
ce qui montre que À°x" est le terme général de la série hypergéométrique de somme :
GA (B, y, 2, x)
en posant :
(13) nn + 1) — 4 Ns — Cp tp
De même la relation (11) donne :
(14) nn + 1)B = [nr —1)—4 ns] Bi + nAs-1 —(n — 1) A2 |
Or on peut écrire :
Re + Ge — be) à 4 0 € Mais on déduit de (14) : Ç | BR. _nmTD—AN Be, | der nel An=1 n(n +1) An n+1l A, ‘n(n+1) d'où, en tenant compte de (12) : : £ B, A,B;-1 Î À, 2 n— |
A: A = RL A nr Cl) et finalement :
Un = 4 ne nfn—1l} | Hi nn +) "În+l nn+D{n—2)n—1)—4N;s]
ce qui donne, toutes réductions faites :
D nt) — A4Ns] bee AN et + 4 Ns)
Un—] nn +1) [(n — 1'(A—2) —4Ns] ou encore :
(15) Untl In(n +1) —4Ns] Lo en LS ER 2 A AE
Un (Ga +1) +2) mn—1) —4Ns]
Le rapport w,+1 /u, est de la forme P (n) (n + 1) Q (n)
Lt 2 MAMA », * lies Pr 2 EN icé } F2 LT che Ds dar. fi v = 4 Se je Te 4 SR CT An DR CESR POS PRE DT 1e ST ETES “ ATV Ÿ
CPS A LE ae DE MD
où P (n) et Q (n) sont respectivement des polynômes da quatrième et ie troisième : der
série de terme général u,x" est donc, avec l'eppronnetes adoptée, une. série h y e
du quatrième ordre. 5 DIR AU AuTNTERr Pour obtenir (toujours avec la même Ne l expression de ü » cherchons des v ‘approchées des racines du numérateur et du dénominateur de G5). Rs É
Remarquons tout d’abord que n(n— 1) — 4 Ns et nn 4 D — | TRADECANEENE opposées ; 1l résulte donc de (13) que le dénominateur
+ ei L
eo SR
# ; ; ; Le rs ns LE feat--dire de - ae Be ste g. Ÿ: ne ces racines cs par, sr
À : ACT. . = ‘: PAST ANS EUR | On a, en tenant compte de : R ve Hess FE D=aNee 0
qe | et en a négigent 0 (GI et LO &9:
Ee LCR NE
16 + 36 . 4° Dan + +96 +. an
a re :
CE LUEUR F 5 s d = LIRE EE + Ne HE _ l’expression approchée : ke SARA SERRE ASSET Ne RE
NY FE L
c'est-à-dire, en remarquant quest IR
E ! RE Q ! Un+1 1 , En résumé, on trouve pour les racines du numérateur de les valeurs approchées suivante
Un
_, G+D6 "2(2B8—)D (16) EN avec :
ete LE DY ne ra (2e) Bet y étant racines de: n—n—4Ns—0.
On que ge l'on a immédiatement les Re 5 (17). | | B + " L a TA By = — 4 NS ; € + c —#À
: aus alors l'expression de Un :
ÉOCE D CE ra Cr- ocre). Crete) d 2 G+e)(G+e EDG re ab en). Es ba D Pit. FDA. Et) PCT +DEr+n— D
ce qui S écrit:
sG+ 0. A aa Gne 1) uk | 2. (A — n.2 GED
: (+R + 0) en posant &
at. _n—1| He n—|
LAPS
Ju, en tenant Eu de (17) .
= “ ; ue PRÉC 9 LE Ke DS Le D UD + > LUG+D—WE+i— 1] RTE O7 Rs i=0
soit :
KE = e [Gr +n— 1) y —DI+ s D/G + n—1) 1/6 — D] = ep + sh + en 0 + sl")
Un calcul très simple montre à partir des relations (17) que l'on a :
e/8 + e'}y = 2 et
EGP) MER U . (n + 2 Ns)/(nt PR SN
et on obtient l'expression suivante de u, :
RON
n — 4 ) re)
ARR (18) = À l+EG +
À,x" étant, comme nous l'avons vu page 109, le terme général de la série hypergéométrique
de Gauss de somme CG (6, ML)
On a donc :
ne = A,x° (1 + E/2) + Ar (n + 2 Ns)/(n° — n — 4 Nos) Considérons la série de terme général :
ZnX° = (— 2/5) .: AuxË (n + 2 Ns)/(n° — n — 4 Nos)
on a :
AO Î D'autre part :
Zn+l _ Anti n+1+2Ns nm —n—4N;s Fe.
NN
On a donc :
_ CN FDONs E2)..(Ns En (DB E D). (Ban) y+n—t 2 12.7, 2.3... (n + 1) .2Ns(2Ns + 1) (2 Ns +2)..(2Ns+n— 1)
OÙ
2 2NS bn
(19) que, NS Va Ve (EE 7/2 Ns)
en désignant par V,x" le terme général de la série hypergéométrique de Gauss qui a pour somme:
MERE 2, x) on déduit donc de (18) et (19) :
20) unx = À,x° (1 + E2) — V,x'E)2 — nV,x'é/4 Ns
Remarquons alors que
nV,x°
- n'est. autre que le produit par x du terme général de la série dérivée de la série de somme
CRC ET, 2: x). Or on a :
d ab Glen Dati tlc+lx (0 X C d’où, en tenant compte de (17) :
ÿ LGBT 29 —2N GE 730
- Désignons alors par. W,x” le terme général de la série de somme :
(CAMERA) On a : ar — VE 4 Ns = — 2 Nsx . Wiux lt. (— EJ4 Ns) = Wi_1x"e/2
et l'expression (20) devient finalement :
(21) unx" = A,x° (1 + E/2) — V2 + W_1x'E 2
(1) Cf. E. Goursar, Propriétés générales de l'équation d'Euler et de Gauss, Paris, 1936, Hermann éd., p. 7.
Le
et l'intégrale y: cherchée est, avec l'approximation adoptée :
@| PE G2 »+5G & m2 »—
EN £ RATE
L (17: Pr « En un A n Î e =
| où “. et Y sont de racines de:
On a pour x - = :
72 Th { aus FR
fe *.. SEE M 4 : * k LE : à Fa: ve
Six nous 5 supposons qu'a aucune e des quantité
ce qui montre, « en raison de la relation + ra 1
en LE Die
et donc :
; UMR ET Y) À, 0 1 ] == Ï € :
Or, par suite des égalités :
B+y= |; r (p + 1) = pr (e) ; r (D =1
TU) S
£ sa | LOT E Del ÉCART DOI EN EYE)
(rG—N=r(t+2=6r (9 “La condition y, (1) = 0 s'écrirait alors :
| | Lt @ r (= 0:
c'est-à-dire, en raison de l'égalité : 1/7 (o) (1 — p) = sinprir :
sinfr in
- ce qui exigerait que É soit un nombre entier, contrairement aux hypothèses faites sur les nombres Bet y. (En effet, si l’un des nombres B ou Y est entier, les deux le sont, et l’un des deux est< 0.)
. L'hypothèse que B et y ne sont pas entiers conduisant à une contradiction, il est nécessaire que les racines de A
ses 0 AN 0
soient entières, et donc que s ait pour valeurs :
s— k—DAN
k étant entier. On péut d’ailleurs se borner à donner à k les valeurs entières positives, car les deux valeurs de À :
É: R= ko> 0 et k = 1 — ko< 0
donnent à s la même valeur. Etudions alors ce que devient y: :
do. £ = 1; s — (.
n L'équation (9) s’écrit alors :
se D EH) 0
d'où :
y = me” Ÿ +p
la seule solution qui s’annule pour x — 0 et x — 1 est la solution triviale y; = 0.
DUR = 225$ =N2N
Onaalors 6.2; G (2, — 1, 2, x) et (2, — 1, 3, x) sont des polynômes du premier degré et Œ(— 2, 1, 2, x) est un polynôme du deuxième degré (°).
On calcule facilement l'expression de y: à l’aide de (22) ; on trouve : mx ll topo + 0 (€?) 2 2 à
F re Fe : : Res expression qu'il est d’ailleurs aisé de retrouver directement avec l’approximation convenue en calculant les coefficients Un à partir de la relation de récurrence (6) : on trouve effectivement que pour n> 3 on a :
un = 0 (E?)
39 Cas général : k = p > 2; s = p(p — 1)/4 N.
On a alors : B5=p; Y=1—p<0.
A (p, 1—p, 2, x) et (p, | —p, 3, x) sont des polynômes de degré p— 1; Œ(p — 1, —p, 2, x) est un polynôme de degré p (1).
Il en résulte d’après (22) que y: est de la forme : WA P (x)
où P (x) est un polynôme de degré p : on calcule aisément le coefficient du terme de degré p de ce polynôme : il est égal à :
opel D? DHL
En résumé donc, les valeurs propres si de l'équation (9) relatives à l'intervalle (0, 1) sont : si —i(i+1)/4N (i entier > 0) l'intégrale correspondant à la valeur propre s; étant, avec l'approximation adoptée, de la forme :
y = xPin (x)
(1) Polynômes de Jacobi.
Pi+1 (x) étant un polynôme de degré i + 1.
, . f; . . : DIS a Ces résultats sont évidemment conservés si l’on revient aux notations primitives en remplaçant x par x/Ë, et y par f;, l'intervalle considéré étant alors (0, ©).
En particulier, les valeurs propres s; étant positives, la fonction # Fr Sit Z (x, D — Ehie fi (x) tend vers 0 lorsque { augmente indéfiniment, comme l'exponentielle : — 1/2 N e
car la plus petite valeur propre est :
Nous précisons ainsi la rapidité avec laquelle la fonction G (x, t) tend vers sa limite g (x).
(oe) Détermination des k:; et étude de la série Z. (x, ?) — D be. “ (x).
= On peut écrire l'équation (9) sous forme réduite en posant : £ Ex é—I dh * Le
h= — Fe d'où HI -
e — | | es
et :
y (x) = T (h) On obtient :
D: RES Ï 2 (23) Ÿ AP an a Co à Bae ro
Pre2êx y (I Tune x)
Or on a :
Nous sommes donc amenés à chercher des intégrales de (23) non nulles, et nulles pour
h= let h = 0.
Peel à Le a
On sait (*) que la suite de telles intégrales est orthogonale relativement à la fonction :
& | bre 2 | H (D = 4N(e— 1) | HP
et à l'intervalle (0, 1) et est complète relativement à cet intervalle. C'est-à-dire que l’on a :
4 LI ] rés ’ : en 1 Se A "A * (24) Re HT:T;dh = 0 | Ne CP ae
et qué, d'autre part, si Y (é) est une fonction continue dans (0, 1) la condition : fr
| à 2 ; fe | À RE k [ YTidt = 0 Pr ve
entraîne, si elle est réalisée quel que soit 1, la nullité de Y (f) en tout point de (0, 1).
Ces remarques permetient de cles les nombres ki. En effet, par suite de la condition initiale :
Ge DE
on doit avoir :
(25) Z (0 = G(,0 409 = So ee -
ou, en stenant compte des changements de variables et. que nous avons faits LE puis se
Ge > ki T: (4) —
- (1) se E. PicarD, Quelques problèmes aux limites de la théorie des équations différentielles, rss Gauthier-Villar : éd., p. 36 et 67.
S1 l'on pose :
on obtient à partir de (25°), en tenant compte de (24) et de (26) :
LS UNE 0 *e
où Z (h, 0) représente l'expression (25'). Et, en revenant à la variable x qui figure dans (9)
et (22) :
joe | GE ; Poë _
Fan he fe ptet ho, 0 Ê : M;
sie (1 — x) e — |
Mi étant donné par :
Î PNERE | oi M: — “ na sen ue dx rl
Les intégrales (27) et (26”) ont toujours un sens, les polynômes y; étant tous divisibles par x (1 — x).
Les quantités À; étant ainsi déterminées, on sait (1) que la série Z | k;T; (h) | est uniformément convergente dans l'intervalle (0, 1), que la série X A;T; a pour somme Z (h, 0) et enfin que la série Z A;Tie “it, umiformément convergente par rapport à h (0 < h< 1) et t (t> 0) est dérivable par rapport à {et admet une dérivée seconde par rapport à h.
En revenant à la variable x on a donc :
(28) se a >. — ske Sig (x)
- (1) Cf. E. Prcarp, op. cit., p. 79 et suivantes,
et:
(29) = SE De SR hie (x) ; er de 2 + m (x)
pour 0 < x/£<1l et 1>0.
Afin d'obtenir une meilleure approximation, tenons compte des termes négligés jusqu'alors dans l'équation (1) en substituant dans ces termes, à la fonction F, la fonction approchée CD
que nous venons de déterminer. L'équation (1) devient :
F_oF àF | IG PC. Le pe.
co | T-GDe—paan | a) | OX dx VOL el
Et comme d'aprés (6) :
GG 15 2 7 ‘GC. PC a, 2.
ee et —————
Ôx sa CPP ANTE 0x? 0x? OX EE OX sa dx
on obtient en tenant compte de (29) :
_ 29r àF F sn LUN set %T :
(31) 5) — œux _. à C LU RE 2U NN sl |
d'où, en tenant compte de la condition initiale F (x, 0). AS
Ci er à + f'&- DE Danse D |
en posant :
(33) S (D = vis RE CET
* Or, on a d’après (7) :
sa taf: N AE AN TNT"
fi — fi = — A4 Nsif/x (x — E) en dérivant :
PE INR) LAN Cr D +
: L'intégrale (33) s'écrit donc :
_ 6) | San
SSL se (2 x € U PA Lh+2f 2h
Onaty p. 118):
5 pre 2 ponte Le — cp — |]
74 et en dérivant :
3 si 2 +] { Eos
6) | R (x) = (I L 2p0)ePX —3 a'é » a —1—2 Paie (e”— DE x
= Donc pour t — ( l'expression entre crochets du deuxièmè membre de (33°) est égale à :
en ayant posé :
x ; 5 Tr et l'équation (32) s'écrit :
| té | Der œ ÔF Ô?F | ro +1 PRG + . Ge) GO xAN dt 5e z D PTEEE 0 X X G6)
_ AN RS ONE
Proposons-nous de trouver la limite © (x) de F (x, 1) lorsque { augmente indéfiniment,
Nous avons vu (p. 103) qu’elle est de la forme (D =a(e —1) +1
et d’autre part pour { augmentant indéfiniment, (36) devient :
co | au ÔF- ®F Sn) sen HER “ro CE AE TAN a Lo 0 X X |
Pour déterminer + (x), c'est-à-dire le. coefficient a, il suffit de connaître la valeur de + (x) pour une valeur particulière de x différente de 0. Or, si l’on remarque que pour x — Ë l'intégrale qui figure dans l'expression précédente de + (x) est nulle, on peut écrire, à condition que cette.
intégrale soit continue pour x — Ë :
4 NcuR (x)
(37) He + limite LASTE
Montrons donc la continuité pour x = £ de l'intégrale
OP EE
‘Supposons par exemple £ > 0. Dans l'intervalle (0, #), la quantité (x — À) est < 0.
Les inégalités (17) établies au chapitre 1 (p. 96), s’écrivent, si l'on tient compte de l'expression (2) de £ :
OF Ô?F Sa GE ge EE VAN} De GE ss) & EAN N Les quantités x — £ — 12 Nu et x — £ — 4 No°u sont < 0, quelles que soient les hypothèses
faites sur £, rte x est suffisamment n. de £. Donc :
dF 4N OF Ô0F _ôF 4N ee Sn Ôt x (x —E— 12 Na) Of, dx dr + (x — € — 4 Non)
ou enfin, puisque x (x — À) est < 0 :
ÔF x —Ë 0F dF x — Ë Ôt ri ANe Gr 0 ne RAS Ôt SR INSEE
et donc :
e £ rer | | En x — Ë 5. S AE ve x—Ë£—ANuu Ôt Re ve x—t—12Nou : Ôt e
ou encore :
es 12 Nou
OF GO: TS -<TO< Le FEOI 2
Les deux membres extrêmes étant des fonctions continues de x qui tendent vers 0 lorsque x tend
… vers £, Ï (x) tend bien vers 0 lorsque x tend vers £.
Le raisonnement précédent s'applique évidemment encore au cas où À est < 0 : il suffit d'inverser le sens des inégalités.
? (Ë) a donc bien l'expression limite (37). Pour la calculer, posons : EE PAC d'où :
As 2 € £ ANaule REX 34 Nue) TE TS Fee OS RES ess
La ie NT EP SE Re {
Ou :
ANR + 3 = 4 Nue | — 2(1e + VE — je) PE (1 pos E pts*/2)
s HZ (Ie VE — 8/6) de (1 + € + D) = à +]
OR) LP po Out ha + 0()
ce qui donne toutes réductions faites :
4 Naëu RE + +) = 4Naën [2 a'e (LE — 1) + pod (1 + po — 2/2) 1 + O(e)
et finalement :
(8) D DANeu [Zae (LE 1) poë "(1 + pa 22/0) | |
Or, on a d’après (35) : | = po + (po — [) poË/2 + po(po — 1) (2 po — 1) £7/12 + 0 (7)
d’où tous calculs faits :
p() = 1 + poË + poË?/2 + po°E/6 + 4 NotuËpo (po — 1) (2 po + 5)/6 + 0 CG)
égalité qui permet de calculer a. On a en effet :
OZ a —D+ 1 = aë (1 + 6/2 + 816) +1 +0) et donc :
a (1 + 8/2 + #16) = po + p0°E/2 + p0'E°16 + 4 Naupo (po — D & po + “56 +0 en ou : | | 44 a = po [1 —(1 — po) £/2 + 4 Nu°u se 1) (po + 5)16 + É @ po” =. pé = Die | +0() ;
Si on suppose que le produit uN est petit resort que l'on puisse ue O (?) par À rapport à 0 (Nuc°?), on obtient finalement en remplaçant Ë pa son expression @), la valeur De
suivante pour a : >
G@9 | a=po+2Nerpoll—pe) [20 —(2p0 +5) 2/3 140 (x) +0 (Nu) |
Remarquons que si l’on pose :
CR re ee
et si l'on tient compte du développement :
Poe
— po— po(l — po) 1/2 + 0 (n°) |
Le
l'expression (39) donne, avec l’approximation adoptée :
bu ET
Ceci montre que la fonction F Le t) a même limite + (x) lorsque { augmente dé rnment que
“a solution de l’équation :
ÔF ÔF Ô?F Ôx qe Gr) À 5e)
_ qui satisfait à la même condition initiale.
Cette équation (42) est analogue à l'équation (3) et sa solution approchée s’obtiendrait
comme nous l'avons vu.
Comparaison avec le random mating :
M. MALÉcOT a montré (:) que dans une population limitée, la panmixie aboutit nécessaire-
ment à l’homogénéité. Nous venons de voir qu'il en est de même si la population est soumise "ER ru de à AA: | ï ë ai
* à notre loi d'union sélective. Mais, alors que dans le cas du random mating la probabilité de ES . fixation du gène À est égale à à po, elle est 1c1 égale à a. |
L expression de a montre immédiatement que l'on a :
LS s Rp a dE a > po
si n i est < 0. Or na le sent a — O puisque par hypothèse O est (en valeur absolue) grand pére rapport à &. ;
- Donc l’union HPrÉ favorise la fixation du gène À si l’optimum O est > 0, c'est-à-dire .
ESS Fhomozygote AA est 1 moins mal adapté des trois génotypes. Elle favorise au contraire la
fixation du gène récessif a si l’homozygote aa est le moins mal adapté (O < 0).
(1) Cf. G. MaLécor, Les mathématiques de l'hérédité, p. 30, Paris. 1948, Masson éd.
AA
e © es
EVOLUTION D'UNE POPULATION LIMITÉE RELATIVEMENT BIEN ADAPTÉE
Si la population est bien adaptée, l’optimum © est de l'ordre de grandeur de ©, contribution du gène À au caractère primaire ; O est donc petit.
L'équation (E) s'écrit alors :
dE Or
ÔdF a Ôx ï Ôx? ds
ÔF Ô?F dF =] ET M Ox Üx°
ok 0F HAN 2 Ou (D) ain | dx 0x?
Le deuxième et le troisième termes du deuxième membre sont petits par rapport au prémier. |
. Nous prendrons comme première approximation de la fonction F (x, f) la fonction G (x, t)
définie par :
satisfaisant à la condition initiale :
(3) GG DT = don 6)
La forme de l'équation (2) montre que pour x — 0 on a :
GED pes Ôx
»G va Ôt - OxÔt
* Il en résulte que l’on a :
(4) | dG (0, 2G (0,0) _ .
dx _ Ôx
de
L'équation (2) admet des solutions stationnaires S (x) données par :
ds _4s dx dx?
soit :
2 AS S (x) = ae” + b et TE qe dx
En particulier la solution stationnaire qui satisfait aux conditions (4) est :
5}: ne pese
Posons alors :
ee
rl Ge, t) est une solution de (2). qui est nulle, ainsi que pour x 0. Soit : j. à
Ox
2e D=Sk Gh C
| 7 = chaque produit fih: Han o et f s nAlnE ainsi que sa® déve pour x = (x
f et h doivent alors satisfaire à Mrs 2 Wk : GES MAN=—s Ro
d'où finalement : arte ne Le a sé =? Fe
(6) GG D = pole 1) +145 Re
Ji étant solution de l'équation différentielle :
() 5 | x” CF) AN ) ue = - ke à :
les constantes ki et s; devant être telles que la condition initiale G3) soit satisfaite ainsi que les a conditions : re"
DE
: Remarque. — L'équation (2) est celle que l’on dre dans le cas du random mating A (x = 0). La fonction G (x, t) est donc la fonction caractéristique de la fréquence p du gène À dans une population panmictique sans sélection.
Détermination des fonction fi (x) :
L'équation (7) est du type de Fuchs. En posant :
: TT ee fer + ax ire ae LES
on obtient, après substitution dans (7), en annulant le coefficient de x", l'équation déterminante.
Bo 6) AN 20
Le
C'est précisément l'équation dont les racines sont les nombres f et ÿ qui sont intervenus L:
D ; au chapitre précédent (cf. équation (13) p. 109).
de. * Or, le cas que nous étudions ici doit être considéré comme le cas limite Bots £ — () du cas
5 2; RE au chapitre II : il ne peut en être ainsi que si les solutions trouvées alors ne cessent
EU pas. d'exister, c'est-à-dire si la constante s; qui figure dans l'équation (7) est égale à une valeur .
EC
- 4 propre de l'équation (EI-7, p. 106) du chapitre précédent, ces valeurs propres étant, comme nous l'avons vu, indépendantes de £. er Fe K 7 4 On doit donc avoir ici également : Fa | LENS s=i(+DAN . (GI | 5e
_et l'équation (9) a les racines entières :
ee. pt se
RS
be la HITS de ces racines est entière (2 — y = 2 i + 1) l'équation (7) admet : les deux solutiôns : * |
E to. Hd eo ÿ | ; D loire Cao. _
À avec L Ÿ (0) Lee O et x (0) EN La solution générale :
ï S re 4 ee Cigi +- Cy2
ne peut être nulle pour x — 0 que si l’on a : C: — 0. Si l’on remarque que la dérivée :
= LEE ET 1) x (x)
est nulle pour x — 0, les conditions (8) et (8) sont satisfaites pour y: et on a :
(10) es A Ne CR
d'où Art
eu Lu re a A ER EE à
EX
AE Lin AR :
et, en annulant le coefficient de x après substitution des expressions précédentes dans (7) À »
on. obtient la récurrence :
Hatier DÉPRTANCIE gr EN ou encore :
ü, 4 Are Lu i+n+l u. CEnE DC HN T2) = ANS:
ce qui s'écrit finalement en tenant compte des valeurs de s; et de f :
nr n+i+l REED
(1) a. G+Dh+2i12 G+)G@+29
Ce qui montre que la fonction f (x) est égale à :
(12) Oz lotion
(a, b, x) représentant la somme de la série de Kummer de terme général :
a(arr 1)(@ #2)... (at n—1) ñ RE Ge Dao E DE?) Gta =D:
La fonction G (x, t) s'écrit donc :
(13) G (x, ?) = poe” + | pot She FOUAN Lee P(i+1,2i+2, x)
expression qui montre que si { augmente indéfiniment, G (x, {) a pour limite g (x) : on retrouve ainsi le fait que, s'il n'y a pas de sélection (cas du random mating), la population tend vers l'homogénéité, la probabilité de survivance du gène À étant po ; la vitesse de disparition de l’un des gènes étant caractérisée par la rapidité de décroissance de la fonction exponentielle :
UN
Calcul des k;. — Etude de la série :
D Nuit 20
La condition initiale (3) donne :
ZOO he | po
Nous nous proposons de calculer les quantités À; de telle sorte que la série considérée soit convergente et admette pour somme Z (x, 0) pour t — 0.
En développant Z (x, 0) en série entière, on obtient :
FAC 0) = (po? — po) x?/21 + (po° — po) x°/3! SAS a pe (po! — po) x'n! FRA
Considérons la série de terme général :
En désignant toujours par uixi le terme général de la série de Kummer (+ 1,2 i + 2, x), la somme des coefficients des termes de degré n (en nombre fini) dans la série Ÿ Ui est :
Dons,
Et
Nous définirons les #; par la condition que cette somme soit it égale au coefficient fs x dans
le développement de Z (x, 0). On a donc :
(14) | RON tee
Ces relations permettent de calculer de proche en proche les quantités ki. On a en effet :
PO ERP LE Fa de a (LEE = ee
_ puisque, quel que soit i on a : ui, — Î.
Le calcul donne immédiatement :
Ri= —po(l —po)/2 Re Po (1 50 (1 — 2 po)/12 ke = pol me Li ne
etc.
Or, remarquons que si j est différent de 0 on a :
OR D D
0 < es DÉTOHONESS Diiicns . —
SMTGIFDU+). Gi+i+D. eue
Comme d'autre part on * quel que soit Po : ne | pese ">
Ga dédiut de (14) linéealie: |
Aile n+ll!
5) || tels. the
Tee ini
En faisant la somme membre à membre des n premières inégalités (l 5) Gone ne ne
n n ..n—Î sv | > Hl< Diisiite Les D lit+ nr el LE ER At
et donc a fortiori :
ki
n > er]
<'e2 + (e—1)/2 S fa i=|
et finalement :
2 Lt | < 2(—2)G—9
Le)
ce qui montre que la série > ki est absolument convergente.
Or on a :
ee] 00 LZGHL2i4+291<1+ Du lal<s+s D la:
ou :
Andorre drel lp
On peut écrire par conséquent :
S Iul- > lRefil< S Ihr SGH 2i+2,1x1)
“B. D ialsl
Cette dernière série est convergente au moins pour | x | < l.Ilen . que la série de terme
général U: est absolument convergente au moins dans l’ Hole [x | < Remarquons d’ailleurs que la série est uniformément convergente dans cet intervalle puisque
la série :
eidthr: Salt
l’est.
Mr ET UE
La convergence de la série :
Sika lt G+12i+21x)
montre que la série double :
est absolument convergente ; on peut donc, sans changer sa somme, grouper ses termes dans. un ordre arbitraire ; en particulier, en posant :
CE on Lo rh €
on peut la mettre sous la forme :
où À, d’après (14) n’est autre que le coefficient de x” dans le développement de Z (x, 0). La série 2 U; a donc bien pour somme Z (x, 0), au moins dans l'intervalle | x | < 1. On peut voir directement que la série ? Ü; peut être dérivée terme à terme. Posons en effet :
au dx
NE WE avec :
itl dFG+I,2i+2,x dx
W: = kix
Il suffit de montrer que les deux séries ? Vi et z Wi sont uniformément convergentes.
Or, d’après ce qui précède, on a :
SV < 2klGEDIxl SGHI,25402, xD < (1 +el*lp .2@+Dlkllxl La série Y Vi est donc uniformément convergente au moins pour | x | < |, puisque |
(+eltl}2s(G+DIkI xl l’est : (i +1) ee est en effet le terme général de la série dérivée de la série entière Y pre
convergente pour | x | < 1.
Considérons de même = W;. On a :
dEG+I2i+29. i+l GG +2, 2i+3,x)
de ASE, - Or, en posant :
PGHLZIF2D= Tu xl et GGH22iH3,9= 0, x}
on a immédiatément :
D à Cr F2 (HIS D 2542 ;%0
lu; Giti+DGED 2itir2.
pl
On peut donc écrire :
22e lee 2 (42,2143, |xD<2»lklal SGH 262 1x)
cette dernière série étant uniformément convergente, la série X W; l’est également.
: " ee dU On verrait de manière analogue que la série
dx
; AE : nes est dérivable terme à terme, et ainsi
de suite.
La série de terme général :
fr, NAN ENS Er Ceipsss
est majorée par la série > | U; |. Il en résulte que la série :
EI MAN EE Sont ZGD= S ke a AE AE CG+I,2i+2,x) est également convergente uniformément par rapport à x et dérivable par rapport à x au moins
pour | x | < 1. On a par conséquent :
CNRS é SH HADIENSE ; = po + > ke f(x)
Ne _ Se tt DRE
co ic” — à (i 4N,,, _ EME " ne + > Le iG+Dt#} f
PE
Il nous reste enfin à
montrer que la série Z (x, t), qui est évidemment uniformément convergente par rapport à { ({ > 0), est dérivable terme à terme par rapport à {
Il suffit pour cela de démontrer la convergence uniforme (pour | x | < 1) de la série de terme général :
UP NET SCT 2er)
Or, on a d’après ce qui précède
Sr 4
ee SG+LZi+201< D ele zen, 2i+2,»)|
Het 5 Du el
Or, cette dernière série est uniformément convergente au moins pour Ixl Arte] He Deer
, puisque est le terme général de la dérivée seconde de la série entière X kix! es convergente au moins pour |x|< I
On a donc finalement :
: 0G (x, i (6) en 0 Fes
Pour obtenir une meilleure approximation de la fonction F (x, t), nous tiendrons compte
des termes jusqu'alors apliéés de l'équation (1) en substituant à la fonction F, ET ces termes correctifs, la fonction G (x, i) que nous venons de déterminer.
On obtient :
of DE _ è de G 0G G ,oG #G AN D ee +20]
d'où en tenant compte de (16) et (16”) et de la condition initiale :
Ë L Cher ÔF Ne F »?
EG Eee + F G Fa) 4N dt
t + (2 Ouù — ou) x e She s (f' —f;") dt
et en dérivant par rapport à x :
6 i t er FF » dF OF x ur L Grant L Gr 2NS
t + (2 Oou — x) Ve She (fi —f") dt
Ë FICOw Ted] fe She GR —f") di | 0
t ; — 2 «°ux se 5 kie Re CH rte) dt
PNEU (0, Ô) EN (ag (2 Ou — ou) e Z kie a [" (0) ee () Ji F0
Ôx É — 2 «y h She M [f (0) —f"" (0) ] dt
On a donc pour x = 0 :
ou encore :
(18) : Gosse
en posant :
é t t Es G (19) |L(x, 1) = (2 On — ax) she roro [| she (ff di
É à € se sit FARMER) 1 Ra NT 0 fan (Rd ne VE PRESS
Si Si
et:
sn tor-ra ste GR EG) 0 /
S1 Si
Or d’après (3) et (6) :
(20) Shi Pr Doe ee fu .
et on a en dérivant :
(21) E kif: = Hot er FE
D'autre part, on déduit de l'équation (7):
(°° — fs = 4 Nf/x° et en dérivant :
Ms = ANS Je — 2 Nfjxs
et donc d’après (20) et (21) :
: ki CG — fr) (po
Si
— po” + po — 1) 4 N/x°
ets
RG A) | (pur
Si
— poë + po — 1) 2 N/xt — (po) — pue”) 4 NJx°
Supposons que { augmente indéfiniment, l’expression (19) tend, en vertu de ce qui précède, vers la limite :
L (x, 00) = — (2 Ouu — ax) (PT = poe* + po — 1) 4 NJx°
(22) — 2 au (PT pot + po — 1) 2 Njx°
+ 2\œu (ete — pue) 4N/x°
Cette expression permet de déterminer la limite © (x) de la fonction F (x, ?) lorsque { augmente indéfiniment ; on a en effet d’après (18), en supposant que les trois intégrales :
CF ®F ToE &F QE EF d? à? x? 2 x à EF y?
D 2 NT . Ge aan; Je Gr ait
sont continues et tendent donc vers 0 lorsque x tend vers 0 :
9) — fo + limite I (x, ©) | dx x —0
Montrons donc la continuité de ces trois intégrales pour x = 0.
En supposant, par exemple, x > 0 (sinon il suffirait d’inverser les inégalités), les inégalités (17) établies au chapitre I (p. 96) s’écrivent :
OH. dE 2 SE 0F Re — 3 à) x rl < Fan ar nieee MÉET 00e
®F vx?
7 1202 ru + À]
Ô 0? k ere ; Or on a vu que DE. — LE est une fonction > Ü non-décroissante de x. Soit donc X > 0
Ôx Ôx?
AT Ne assez grand pour que | (2 O — 3 à) Xou + IN ] soit > 0 ; on a alors pour x < X:
ÔF 0*F x 6F(X De) A0 Sn Xe QUE Ôt -
LATE
ou :
AE EL M D nt dx AN à ! ANGO—3 +) Xen + X? }
FF x ie [EX < on < ER a ep Ve GNT INCO-39Xu EX J © e
Dole =) | ANGO—30) Xe +X'.
Cette dernière expression est une fonction continue de x qui tend vers 0 PE x tend vers 0. On démontrerait par un raisonnement analogue la continuité pour x = 0 de la deuxième intégrale ; “enfin la continuité de la première intégrale résulte de eee de la troisième si lon. É
remarque que l'on a : =
__dF x?
NT
NOÉ ERA
La dérivée — a done. Bien ee limite (23). Or, en développant l'expression (22) :
suivant les puissances de x, on trouve : RTE MRC
JG 2 = 2 Nasa (1 99 (20 @me+ 9251400
e de (0)
po + 2 Nan (1 — 1) [20— e po + _ «3 PER
dx
l / ; < ee. S _ Cette égalité permet de déterminer o (x), puisque nous connaissons la free de cette expression ; 14 onaen effet : PS
pb} a) PES PR RS
d’où d’après (24) : à ÿ (25) a = po +2 Notpo (1 — po) (2 or See 2 Nous retrouvons la même fonction ? (x) qu'au chapitre mécadent (0 100 me
FAIR
2 TÉgreien avec le random mating :
+ & après 5) la différence a — po entre la probabilité de fixation asymptotique du gène A cet la même probabilité dans le cas du random mating, a le signe de la quantité :
@. os e= 20 —(2 po + 5) a/3
FSid'on remarque HR l’on a US :
5 4/6 < (2 po + 5) 4/6 € 7 a/6 FE
on voit que le signe de e ne dépend pas de po si : D NA 4
Do 546 io 0746
Ce qui se e traduit qualitativement en ant que, si l’un des deux génotypes homozygotes AA ou aa est nettement mieux adapté que l'autre, l'union sélective favorise sa fixation asymptotique quelle Lo soit | la composition initiale de la population. 4 2
| re contre, si nt est tel que :
FRE ER SC £ 5 6 SO
ce qui i signifie tent. que le génotype Rtéroseate Aa est nettement mieux adapté que les génotypes homozygotes, le sens de l'influence de l'union Soleue sun la fixation asymptotique du gène À dépend de la fréquence po, c’est-à-dire de la composition initiale de la population.
Reaee ne se EE us le cas d une RepulaueA pet soumise à une
CHAPITRE IV
DOMINANCE — MUTATIONS Remarque sur la dominance :
Nous avons supposé (chap. I, p. 92) que le caractère primaire était sans dominance.
Les calculs et les raisonnements sont identiques à ceux que nous avons faits, si l’on suppose Lu ! L . CE _ que ce caractère présente un certain degré de dominance caractérisé par le coefficient d tel que:
dE dE] On trouve en effet, avec les notations déjà utilisées : H LS) = 02: PRE LE LR 2 à SRE EP:
AA ( æ 0}: ; À La (1 + d) OR H D'où l'expression analogue à celle que nous avons établie au chapitre premier (p. 92, éq. 10)
PO (=D 7/20 duel Fr(+dI20--(r a] | Pa D Ph doi das 2:41 2 UD I der 201)
ce qui conduit pour déterminer la fonction caractéristique F (x, ?) de la loi de probabilité de la fréquence du gène À à une équation aux dérivées partielles du troisième ordre, semblable à l'équation (E) (chap. I, p. 95), qui s’écrit toutes réductions faites :
F oF | se ee, en). = ou — Hs Sant 9 120 (1 + d)] “HAN |:
DR NS ut nepo A | 20e Ôx? Ôx°
Cette équation (E') peut être étudiée comme nous avons étudié l'équation (E). Nous nous contenterons de signaler la particularité suivante qui ne se produit pas lorsqu'il n'y a pas de dominance :
L'équation (E') n’est plus du troisième ordre si l'on a :
2 O1 +12 (1 de = 0
n'a rien d'étonnant : si les deux PRENDRE, sont ‘également adapté (0 = > il ny a ph. d'union sélective. # é POP ë- AS
DR ALIAS
Sue
ou encore :
(1) Ole TRS NE
(Ce cas est à rapprocher du cas particulier À — (d? — 1)/2 d étudié dans la première partie, chap. II, p. 17.)
(E) s'écrit alors : 5 | Er Le ; dF OF O0 À | (2) / ji Are TD DEN en posant : TC ae ins . : | ; e (ir nm eneEx xs | EZ=A4Now(l — dd.
L’équation parabolique (2) est du type que nous avons rie au chapitre Il (équation Gr p. 108).
sl. que, d’après (1), ce cas n’est possible que : si
c 'est-à-dire : si le génotype homozygote non est le sé ral adapté dé trois génotypes.. De Ê * 4 à k Signalons enfin que s’il y a dominance complète = _ 1 les relations (D et (3) donnent simultanément : - À FRS x CPR NAN EEE LASER CR de O = « "et. E= 0 me S > |
L’équation (E’) s'écrit alors :
(Ce dernier cas est à PRET a du cas s particulier h= 0; envisagé 6 dans la première paitie,
te Se ARS ed
Polars des mutations : ce ARS He es Te +
Nous avons supposé, de ce qui dé à qu 2e ny Sur pas 4 mutations. Faisons æ maintenant l'hypothèse que, péngans l'intervalle de temps At une proportion uAt des gènes a à
Cie
soient mutés en gènes À et qu’ une RIPpOTHeR vAt des gènes A soient mutés en gènes « a. Les É
s établies à au Cho premier (: 89) sont nhdifiées et on obtient, en ont ve 0 (u°), 0 CO), 0 (uv)... et en tenant compte du résultat de la première partie
HT
: Ê (ap) = apT + à — (u + à) p.
mis * }
5.) MAP) = p° (1 247 Dur 20) + 2m me ee es a sl + L aT F4 = Z a +2 ci mr.
FE LP
RE CAL UE ET 2e 2 0 mb
RE À Er Je
les «chapitres précédents p pour w étudier r équation Œ) F | n us
nts de ka]
insi entre 1 moments, la rat on n de récurrence #7
+ GODIN +00 30 Ms +ant | a .
Là 46e
Cette récurrence (à moins de faire des hypothèses arbitraires sur les valeurs respectives des coefficients w, v, #) ne permet pas, même pour la loi asymptotique (dM/dt — 0), de calculer les moments : en effet, l'équation obtenue pour i — | contient encore troissmoments inconnus
S M, M: et Ma.
Il semble dans ce cas plus commode de rechercher directement la loi de probabilité asymptotique, qui existe et doit, d’après le théorème de Markoff, être Imdépendante de la fréquence initiale po : le passage d’une fréquence p quelconque à une autre fréqueñice p’ quel-
conque est en effet maintenant possible à chaque génération (même pour p — 0 ou p = |) du fait des mutations.
Désignons donc par J (», ?) dp la loi de probabilité de la fréquence p à l'instant t. Appliquons à l'équation (E””) la méthode indiquée par M. MaLécor (:) basée sur les propriétés de la transformation de Laplace.
F (x; ?) est la transformée de Laplace de J (, f). On a :
F (x, à = PJ (pb, 1) dp pas
d'où :
GE
: pe] (pb, 0) dp 0x 0
ce qui montre que est la transformée de Laplace de la fonction p'].
FE De même :
à l Er Do px ÔJ (p, à) dt E “pat ci id nee ÔJ ce qui montre que e est la transformée de Laplace de Er En posant :
ÔT (p, t Éis,D= Ji RES 0 É
(1) Cf. G. MaLécor, Les mathématiques de l'hérédité (op. cit., p. 47-48).
et en remarquant que par suite de :
Ô p Y (p, à) — ra F J (pb, ?) dp
Y (p, t) est nul pour p = Üet pour p — |, on a, en intégrant par parties :
I | ÔF (x, 0) ÔY De cf ie ve dp = — Ve xeP*Y (p, t) dp 0 0
1 ÔF ce qui montre que — Fan est la transformée de Laplace de Ÿ (p, #).
Ôt
On en déduit enfin :
I | I 0F à ô 5'# Je ps (p, î) dp — ER Fe Er EC ue px 4. ne Fe f px à 0 Re a
ce qui montre que le produit par x de la transformée de Laplace d’une fonction de p est l’opposée _de la transformée de Laplace de la dérivée de cette fonction par rappoït à p.
Ces propriétés étant rappelées, écrivons l'égalité des fonctions dont les deux mémbres de (E”) sont respectivement les transformées de Laplace. On obtient :
of | = = ivoe]-ienle-se ro trtns He
] ao NT
équation analogue à celle qu'a donnée M. MALÉcoT (°) dans le cas de la sélection ordinaire, et que nous aurions pu évidemment établir directement par la même méthode que lui, en utilisant l'expression de Ap que nous avons donnée dans la première partie (chap. II, équation 3, p. 28).
La loi de probabilité asymptotique est alors la loi stationnaire qui vérifie (3). En la Fe
par j (p) on a :
@ |iG)lu— pu +0) + pli —p) a (20 —%)—2p21|— = _
(1) Cf. G. Marécor, Les mathématiques de l'hérédité (op. cit., équation (4), p. 48).
STE
ou finalement :
— — | 4Na LRO D A Én LS EN ë Hp (æ ®) pe)
où C est une constante définie par la condition :
[io dt s | 0 j
Cette loi est analogue à celle qu'a due M. S. WRIGHT dans le cas de la sélection ordinaire
et qu'a établie M. Marécor (1). RER HRDORS L'interprétation de cette loi et sa discussion sont bien connues ; rappelons ADD que:
Si 4 Nu et 4 No sont > 1, c’est-à-dire si les phénomènes de mutation pour un effectif donné, sont relativement importants, j (b) est nulle pour p — F0 ét p — . et est représentée par une
courbe en cloche.
S1 4 Nu et 4 No sont < 1, c “est-à-dire si les coelhiceu te de on sont relativement faibles, pe
È J (p) est infinie pour p — 0 et p = 1,et est représentée. par une courbe en U.
La méthode indiquée par M. MaLécor (?) pour suivre au cours de générations L évolution de la loi J (p, t) définie par 6). peut évidemment s ‘appliquer i ICI ; ; elle : montre que F écart :
RS
entre cd loi de probabilité intégrale et se 1e asymptotique de” probabilité éd tend : vers do avec une rapidité qui est de l DATE de grandeur de la vitesse de décroissance de É exponentielle : LES n
Sn : Da Ê RUE,
s1 étant la plus petite valeur propre de l'équation différentielle :
Er LA
ppt, [1—2» ce ANT TI NN Put php -paGgr eme + - 0.
avec les conditions : ë À H(O= 0: 0) 00 NN PMR
(1) Cf. G.5MaLéÉcor, Les mathématiques de l'hérédité, sans (6. p. 48. Ne Fox (2) Cf. Id., (op. cit., p. 51 à 54). | FN RD ESS
Ne [de
M. MALÉCOT a montré que, dans le cas où la courbe représentative de la fonction j (p) est une courbe en cloche présentant une seule dominante l, et que la distribution reste, au cours
des générations suffisamment concentrée autour de l:, M. (Ap) est en première approximation donnée par la fonction linéaire :
kR(p—1) (cf. première partie, chap. III, p. 30)
R=fO si Map) = f()
et on a :
ER
L'équation précédente devient alors une équation de Gauss et la plus petite valeur propre relative à l'intervalle (0, 1) est :
sa = —Rk = u + 0 — 6 na? + 2 al (20 + o) — no (2 O — °)
ERRATA é _ page 7, line 7: lire : P+20+ R= ie :
ne ligne 1 0 : ane (3) lire A ve à ; o. de p = po +HiT ui) ; 20° — pag (l +uiT +8) + pal + S+uiT) 2
: L 11) ne 5 | @i + Q) Lo PE + QD + p° (PE + QT) + pp" (PE + QD} +00)
" page 60 ae 6 : re ” | $ + : 2 Q q- = ne = 2 or +» [C2 m° + CE j a -@Dr 1
page a té 1 6: lire -
NE si l'on désigne | par co le coefficient de corrélation père-fils di Jp cas cé random natis
Eu A ne ones:
Re © er (Ap} = 62 (p), "ét. 10? (AP) = sx (P) page 14 one: lire Y sont les racines ct RP HR LS M ide Re ie se 140 Dernière ligne: : lire ; a _ 151 | Bilogrephée + : lire _ 2e Ne TR | | % DS * re l Institut de ee de l Université de Pari 1952, vol. L, fasc. HD. RE - 2e
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