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CHAPITRE PREMIER Les Notions de nombre et de grandeur
Il nous est assez facile de nous représenter dans quel ordre ces notions de nombre et de grandeur se sont formées peu à ^eu dans l'esprit de Vhomme.
D'abord l'homme compara des groupes d'objets différents, par exemple, un groupe de cailloux et un groupe d'arbres; suppo* sons ces groupes tels qu'il y ait un caillou correspondant à chaque arbre, ces groupes différents donnent alors l'idée d'une pluralité commune; ce sont ces diverses pluralités classées et nommées qui devinrent la suite des nombres entiers.
Puis l'homme voulut évaluer, en marchant, le chemin parcouru, il compta alors le nombre de pas faits par lui : c'est ainsi qu'il commença à mesurer les longueurs ; son observation devenant plus précise, il s'aperçut ensuite qu'en général un nombre exact de pas n'épuisait pas complètement une longueur et qu'il restait un résidu inférieur à un pas. Pour mesurer ce résidu on le compara alors à une fraction du pas ; le nombre fractionnaire est né de là.
L'étude de la géométrie fit faire un pas de plus dans cette voie: on remarqua que, lorsqu'on voulait mesurer, par exemple, la longueur de la diagonale d'un carré, le côté étant pris pour unité, aucun nombre fractionnaire, quelque petite que fût la subdivision de l'unité, n'arrivait à donner exactement cette mesure; pour répondre à ce cas, o^i créa le nombre irrationnel qui s'intercala dans la série des nombres fractionnaires. De même la comparaison de la longueur de la circonférence à son rayon conduisit au nombre transcendant. Ces diverses séries numériques complétées successivement, depuis la série des nombres fractionnaires, nous ont donné ce qu'on a appelé les divers ordres du continu mathématique ; du reste tous les lecteurs que cette question intéresse ont lu sur ce sujet le très intéressant article de M. H. Poincaré : « Le continu mathématique ^ » .
Ainsi, en s'en tenant à l'ordre simplement historique, c'est d'abord ridée du nombre entier qui fut dégagée et fixée ; puis c'est la mesure des grandeurs qui conduisit aux nombres fractionnaires, irrationnels et transcendants et par eux au continu mathématique. Mais il n'en résulte nullement que cet ordre soit le meilleur lorsqu'on se place au point de vue rigoureux de la méthode déductive que s'imposent les mathématiciens. M. Poincaré, se plaçant à ce point de vue, dit que la notion du continu mathématique n'est pas tout simplement tirée de l'expérience et il oppose le continu mathématique, pure création de l'esprit, au continu physique qui relève de l'observation.
Cela est très juste, étant bien entendu, comme du reste M. Poincaré le remarque lui-même, que, celte notion du continu mathématique, c'est l'expérience qui nous a fourni l'occasion de la créer. Et, en effet, philosophiquement, le continu mathématique est absolument différent du continu physique; mais, matériellement, les diff'érences entre les deux continus sont tellement petites qu'elles échappent à nos méthodes d'observation; c'est donc le continu physique, observé d'une façon forcément imprécise, qui nous a conduits au continu mathématique; plus tard, les deux continus se sont séparés dans noire esprit ; mais, ce qui est fon*
Revue de métaphysique et de morale (janvier
(lamentai, l'idée du continu mathématique n'a nullement éié atteinte dans cette séparation : je veux dire par là que cette idée, éprouvée à cette pierre de touche du raisonnement mathématique, n'a donné lieu à aucune contradiction.
Prenons un exemple : voici un mètre métallique ; c'est là un contihu physique et nous avons cette impression que ce mètre peut être subdivisé autant qu'on le voudra, chaque subdivision pouvant à son tour être subdivisée elle-même, et, cela indéfiniment; or, c'est précisément cette observation inexacte, mais approchée du continu physique, qui nous donne le continu mathématique.
Mais la science plus avancée a dû reviser l'ordre de son développement historique et c'est ainsi que dans ces dernières années les mathématiciens ont essayé de dégager l'idée de nombre (entier, fractionnaire, etc.) de l'idée de grandeur; cette recherche a abouti et l'on est arrivé ainsi à constituer la science complète du nombre ou analyse en prenant le nombre entier comme point de départ et en le généralisant par des définitions successives, sans faire aucun emprunt à la notion des grandeurs géométriques ou autres. Parmi les auteurs qui ont traité cette question je citerai en particulier, avec M. Poincaré, M. Kronecker, de Berlin; dans cette méthode, les nombres fractionnaires, irrationnels et transcendants^ et aussi les nombres algébriques et imaginaires se déduisent par de pures définitions des nombres entiers. On trouvera un exposé complet de ces diverses théories dans un ouvrage que je suis heureux de citer ici : UInfini mathématique, dé M. L. Gouturat, parce que les lecteurs y verront condensés tous les renseignements relatifs à cette question, avec l'indication consciencieuse des sources et des auteurs.
Enfin M. J. Tannery dans son ouvrage : Introductioti à la théorie des foiicliom d'une variable, nous a montré tout ce qu'on pouvait mettre de rigueur dans cette étude de l'analyse pure et y a rattaché les diverses fonctions, trigonom étriqués, exponentielles, etc., qu'on a l'habitude de définir à l'aide de considérations géo-. métriques.
On a donc ainsi une analyse rigoureusement déduite, formant, par elle-même et à elle seule, un tout logique, sans aucun emprunt fait à des notions autres que celle du nombre.
Malgré cela, plusieurs raalhémaliciens éprouvent pour celle conception une certaine répugnance, estimant que l'ordre historique, qui fait intervenir l'idée de grandeur dans la généralisation de l'idée de nombre, est seul rationnel.
Je vais indiquer rapidement les raisons pour lesquelles, après toute réflexion faite, je trouve préférable la constitution préalable, en mathématiques, d'une analyse pure.
D'abord on objecte aux partisans de cette idée qu'il est absolument artificiel de généraliser l'idée du nombre sans appuyer cette généralisation sur l'idée même de grandeur, laquelle, historiquement, a été l'origine et la raison d'être du nombre fractionnaire par exemple, puisque ce nombre fractionnaire a précisément été créé pour exprimer des états de la grandeur, états que ne pouvaient exprimer les nombres entiers. Or, j'avoue que pour mon compte le reproche d'être artificiel dans une théorie me touche très peu : 'en mathématiques les artifices sont d'un emploi courant et se justifient suffisamment par les résultats auxquels ils conduisent.
Et puis, enfin, cette science du nombre pur est-elle donc si artificielle qu'on veut bien le dire ? Examinons la question à propos de la définition du nombre fractionnaire ; on veut définir la fonc-
tion de deux variables - où :v et v sont des nombres entiers. Que
fait-on? On part du cas où - exprime le quotient exact (/de deux
nombres, x étant divisible par y, el on se dit : comment peut-on
définir cette fonction - de façon à lui donner un sens généralisé
quand x n'est pas divisible à y? Qu'y a-t-il d'artificiel dans cette façon de poser la question? Est-ce que, à chaque instant, en analyse, on n'est pas amené, une fonction étant définie pour certaines valeurs de la variable, à étendre la définition pour toutes les valeurs de cette variable ? Dès lors n'est-il pas tout simple de
traiter de la même façon la fonction — = q définie d'abord comme
quotient exact du nombre entiers? supposé divisible parle nombre entier y. Maintenant, comment se f *it cette générahsation ? Gomme
toutes les généralisations du même genre lorsqu'on veut étendre le sens d'une fonction.
Prenons d'abord - = a et — = «' dans le cas où x et x sont
respectivement divisibles par y ély \ la fonction est alors connue et définie; elle exprime une division et elle jouit des propriétés suivantes qui toutes se démontrent :
L'égalité ç= q équivaut à l'égalité xy ^=^x y.
L'addition q-^q équivaut à l'expression
La multiplication qxq équivaut à l'expression
yy
xxx'
yxy
Ce sont là, je le répète, des formules démontrables. Il s'agit de passer de là au cas où x n'est plus divisible par y ; je dirai alors, par définition, que les expressions ci-dessus x y''=xy,
y y' 'yxy
r signifient l'égalité, l'addition et la multipli-
cation pour - et — quotients non entiers.
Or l'analyse est pleine de généralisations de ce genre, jamais elles ne se font autrement.
De même pour le nombre algébrique ; là encore il s'agit de définir la fonction â:; — y, connue et étudiée quand x est plus grand que y, dans le cas où x devient plus petit que y. On suit absolu-
ment la même marche que précédemment pour la fonction —
Voilà les raisons, selon moi très solides, pour lesquelles celte objection d'une théorie accusée d'être artificielle ne m'arrête pas du tout.
J'ajouterai que cette théorie a, à mon avis, le très grand avantage de conduire à une définition absolument rigoureuse du continu numérique, ce qui est très important.
Voyons enfin ce qu'opposent à cette théorie les géomètres qui prennent l'idée de grandeur pour en faire la base de la généralisation du nombre.
Cette théorie, M. Couturat nous l'a exposée dans l'ouvrage que j'ai déjà cité, T/Infini mathématique.
On y présente la notion de la grandeur indépendamment de la notion du nombre ; cela exige des développements très étendus et très complexes; mais, ce que j'objecte surtout à cette méthode, c'est qu'elle ne nous conduit à l'idée complète de la grandeur que par une foule d'axiomes, depuis l'axiome de l'addition jusqu'aux axiomes de la divisibilité et de la continuité ; et, finalement, malgré tous ces axiomes, on reconnaît qu'il reste encore dans cette notion de la grandeur quelque chose d'indéfinissable.
Ainsi, en résumé, on peut, par une marche très simple et à l'aide de définitions successives, sans aucun axiome, tirer directement de la notion des nombres entiers toute la théorie des nombres fractionnaires, irrationnels et transcendants et aboutir à une définition rigoureuse du continu numérique.
Au contraire quand, pour arriver au même résultat, on veut passer par l'intermédiaire de la notion de grandeur, le problème se complique beaucoup et ne se résout qu'à l'aide de plusieurs axiomes importants, inutiles dans la théorie du nombre pur.
La première méthode, outre qu'elle est plus simple, est donc encore, en même temps, seule d'une rigueur parfaite; mais elle appelle un complément. La seconde méthode nous donne en effet, à la fois, la théorie des grandeurs et des nombres : il s'agit donc maintenant de voir comment la première méthode permet de déduire de la théorie du nombre pur une théorie satisfaisante des grandeurs, cela, bien entendu, sans l'introduction d'aucun axiome. C'est celte théorie des grandeurs que je vais exposer ici en examinant successivement les diverses grandeurs de la géométrie et de la mécanique.
Je précise donc que, dans la suite de cette étude, je considère comme acquise toute la science du nombre pur avec la notion du continu numérique telle que l'ont définie M. Poincaré et M. J. Tannery ainsi que plusieurs géomètres de Técole de Berlin, comme M. Kronecker.
CHAPITRE II
Les Grandeurs géométriques.
§1®'. — Le contimt géométrique.
Il faut d'abord que je réponde à une objection qu'on ne manquerait pas de me faire. Si, avant toute géométrie, je considère comme établie la science du nombre, c'est évidemment pour m'appuyer sur cetle science et pour introduire le nombre dans l'étude de la géométrie ; c'est en effet mon intention.
Mais c'est une opinion assez courante chez les mathématiciens que la géométrie doit être établie indépendamment de l'arithmétique : ce sont les géomètres modernes, dit-on, qui ont introduit le nombre en géométrie, mais Euclide s'était bien gardé de commettre cette erreur. Or, ce sont là des affirmations absolument inexactes. En ce qui me concerne, j'ai essayé de me passer du nombre en géométrie et je n'ai pu y arriver; si d'autres croient la chose possible qu'ils nous la donnent, celte géométrie, pure de la notion du nombre. Mais Euclide? Euclide fait absolument comme les modernes, et s'appuie sur la notion du nombre dans une foule de démonstrations de sa géométrie. Exemple :
Soient quatre segments de droite a et a\ b et b' proportionnels, ce qui, à l'aide des signes aujourd'hui employés, s'exprime
par la formule t-=t7. Voici comment Euclide défininit cette proportionnalité : multiplions d'une part a et 6 par un même nombre entier quelconque m, puis d'autre part, a' et b* par un second nombre entier quelconques; on a évidemment entre m a et n a l'une des trois relations suivantes :
m a = n a' ou ma>>n a ou m a<Cn a" expressions oxxma Qina sont des segments de droite et où les
signes d'égalité et d'inégalité s'entendent au sens purement géométrique.
Il y a proportionnalité, dit Euclide, lorsque chacune des trois relations ci-dessus entraîne Tune des trois autres relations :
mb = nb' ou m b^nb' oa mb<inb\
Cette déûnition est donc, en raison de l'introduction de nombres entiers quelconques m et n. d'origine essentiellement arithmétique.
On trouve également le nombre dans la démonstration du théorème : € Dans un cercle , les arcs sont proportionnels aux angles au centre. » Euclide considère en effet dans cette démonstration un angle au centre a contenu un certain nombre de fois dans un autre angle a' puis un arc a (correspondant à l'angle a) contenu le même nombre de fois dans un autre arc a' (correspondant à l'angle a').
C'est donc un point bien établi qu'Euclide, dans sa géométrie, suppose le nombre connu, et je le répète, en ce qui me concerne, je ne vois pas la possibilité de se passer du nombre en géométrie.
Je vais montrer maintenant combien il est facile, par de simples définitions et sans aucun axiome, de déduire de la série continue du nombre les propriétés fondamentales des grandeurs géométriques.
La définition d'une figure géométrique peut comporter une certaine indétermination en vertu de laquelle cette figure est susceptible d'une infinité d'états ; par exemple, un segment de droite porté sur une droite à partir d'une origine fixe et dont le point terminal est quelconque sur cette droite; de même un angle ayant un côté fixe et un côté quelconque; un cercle de rayon quelconque, etc.
Dans une quelconque de ces figures, chaque état se distingue de tous les autres par ce fait que deux états ou si l'on veut deux exemplaires d'un même état se reconnaissent à l'aide du principe de l'égalité géométrique que nous admettons ici et qui consiste, comme on le sait, dans la possibilité de superposer deux figures.
D'autre part, dans ces figures, les divers états peuvent se sérier d'une certaine façon : ainsi soit le segment variable OM, on
peut toujours classer les divers états de M de telle façon que si le point M est compris entre les points et mm' M' le segment OM précède le segment OM'. ° • — ^
De même pour la circonférence de rayon OM on peut classer ses divers états dans le même ordre que les états du segment OM.
Ceci dit, voici comment je définis le continu géométrique à l'aide du continu numérique.
Soient deux états E et E' d'une figure à forme variable, comme celles dont je viens de parler ; les divers étals de celte figure étant sériés, je prends un état quelconque e intermédiaire entre Ë et E'; je dis que la figure considérée est à variation continue entre les deux états E et E' lorsqu'on établit, soit par définition, soit par démonstration, une correspondance univoque entre chaque état intermédiaire e et un terme de la série continue des nombres. Ainsi E et E' correspondant respectivement aux nombres p et q, par exemple, e correspondra à un nombre compris entre p et q, et réciproquement un nombre quelconque compris entre p et 9 caractérisera un état compris entre E et E'. En un mot la correspondance est univoque.
C'est en cela que consiste le continu géométrique. Cette définition qui introduit le nombre en géométrie a une importance capitale sur laquelle je reviendrai \
Mais je vais d'abord montrer qu'il suffit de mettre le continu géométrique dans la définition de la ligne droite seulement. Convenons, pour simplifier le langage, d'exprimer par l'expression ligne droite continue, que le segment
M est à variation continue. Dès lors X — « ' — x'
je compléterai simplement la définition
ordinaire de la ligne droite en disant : c La ligne droite est une ligne continue telle que deux points la déterminent. »
Cette définition suffit pour introduire le continu numérique dans toute la géométrie.
Prenons en effet un angle variable AOB découpant sur une droite fixe un segment variable AB: à chaque position du point B correspond un angle AOB ; il y a donc une correspondance uni-
1. On peut, bien entendu, envisager aussi, dans la figure géométrique, une série d'états imaginaires correspondant à la série des nombres imaginaires.
voque entre l'angle AOB et le segment AB; par conséquent, la correspondance univoque qui existe entre A B et le nombre variable n existe aussi entre ce nombre n et l'angle AOB; donc cet
angle est aussi une figure à variation continue.
On démontre de même, en rattachant l'arc variable d'un cercle donné à l'angle au centre qui intercepte cet arc, que l'arc est, comme l'angle, une figure à variation continue.
En résumé le continu géométrique une fois défini dans la ligne droite se démontre pour toutes les autres figures.
Ici je ferai une remarque qui montrera bien qu'au fond la méthode que j'indique ne fait que revêtir de définitions précises des notions que les auteurs ont l'habitude d'introduire inconsciemment dans la géométrie. A chaque instant, en efTet, les géomètres parlent du milieu d'une droite, de la bissectrice d'un angle ; or, on ne pourrait pas être certain de l'existence de ce point milieu ni de cette bissectrice si la ligne droite, par exemple, n'était
pas continue. Dans une ligne discontinue A B
' il n'y a pas nécessairement un point milieu. Je dirai même plus : voici deux segments de droite dont les extrémités coïncident deux à deux ; on admet alors que les deux segments coïncident point par point dans toute leur étendue, mais cela peut n'avoir pas lieu si la ligne droite n'est pas continue, car il peut arriver que les pleins et les vides des deux segments ne se correspondent pas : dès lors si l'on n'est pas assuré que deux segments qui ont mêmes extrémités coïncident entièrement point par point, on se trouve arrêté dès la première démonstration de la géométrie.
Donc, puisqu'on est de toute façon obligé d'introduire dans la droite la notion du continu géométrique, n'est-il pas plus rationnel, plus rigoureux de le faire dès le début et explicitement, en donnant tout de suite une définition complète de cette ligne, c'est-à-dire une définition qui comprenne et énonce cette propriété du continu ?
Maintenant, je reviens sur ce point que, pour définir le continu géométrique dans la ligne droite, ce qui suffit pour toute la géo-
métrie, je m'appuie sur le continu numérique. Gela est capital au point de vue où je me suis placé ; la géométrie tout entière est, en effet, subordonnée ainsi à la notion du nombre et du continu numérique. Il est bien évident que les formes pures de la géométrie ne sont plus les formes des corps qu'étudie la physique. Aujourd'hui la science admet volontiers que lescoips sont composés de molécules séparées les unes des autres et d'ailleurs en vibration: évidemment la forme purement géométrique est autre chose que cela et cette différence, M. Poincaré nous l'a nettement signalée en opposant le continu mathématique au continu physique. Mais le continu géométrique n'est qu'une simple transposition du continu numérique dans la notion de la forme ; donc, en résumé, c'est le continu numérique, c'est le nombre qui caractérise la forme géométrique et la distingue de la forme physique. La géométrie, c'est la science de la forme arithmétisée, si l'on veut me passer cette expression ; et c'est parce que la géométrie est une application de l'analyse, qu'elle comporte l'emploi du raisonnement mathématique et que toutes les propriétés des figures peuvent se traduire en formules et donner lieu à ce qu'on a appelé la géométrie analytique : j'ajoute que suivant les questions géométriques qu'on étudie on peut se borner à introduire en géométrie le nombre arithmétique, ou, au Contraire, avoir avantage à introduire dans la forme le nombre algébrique ou le nombre imaginaire.
Une petite modification dans le langage usuel fera du reste mieux ressortir le lien qui rattache la forme continue au nombre. Prenons la série continue du nombre et appelons chacun de ses termes un état du nombre continu. On voit ainsi que les états successifs de ce que j'ai appelé une forme à variation continue correspondent un à un aux états successifs du nombre et comme finalement les signes concrets par lesquels on convient de figurer les nombres (chiffres arabes, chiffres romains, numération parlée, etc*..) sont absolument arbitraires, il est bien évident que les états successifs de cette forme à variation continue sont une écriture particulière du nombre continu.
Ainsi le segment de droite variable, sous ses diverses formes, n'est qu'une façon spéciale d'écrire la série du nombre continu.
§ 2, — Définition des grandeurs géométriques.
Soit, dans une figure à variation continue, e un état quelconque auquel correspond le nombre x, ce que je traduirai par l'expression e^. Prenons une équation x = f (y) exprimant une relation univoque entre x eiy; il est évident que la correspondance univoque qui existe entre e et ^ en entraine une seconde du même genre entre e et y. Donc quand il existe une correspondance univoque entre une forme et un nombre, il en existe une infinité. Il y a donc là une indétermination qui permet d'imposer à cette correspondance des conditions supplémentaires.
Ceci dit, je considère le segment de droite; on peut réunir deux segments bout à bout sur une même droite et formei*^insi par leur ensemble un troisième segment.
De même pour deux arcs de cercle de même rayon.
De même aussi deux angles ayant leur sommet commun et juxtaposés par un côté forment un troisième angle.
Si donc on considère l'une de ces trois figures, lesquelles sont à variation continue, elle jouit de la propriété suivante :
Deux états quelconques de cette figure peuvent toujours être groupés d'une façon déterminée et donner ainsi par leur ensemble un troisième état de la même figure.
C'est en cela que consiste la propriété fondamentale du groupement, laquelle caractérise seulement un certain nombre de figures géométriques.
Je vais maintenant étudier spécialement les figures géométriques à variation continue qui jouissent de cette propriété du groupement.
Soit e^ l'état qu'on oblient par le groupement des deux états e eie , p,q eXr étant, bien entendu, les nombres qui correspondent à ces trois états. Ainsi que je l'ai dit, cette correspondance entre les nombres et les états est indéterminée, de sorte qu'on peut imposer aux nombres de remplir certaines conditions. Dans le cas actuel j'imposerai aux nombres p, q eir la relation r=^p + q qui exprime que, dans le groupement considéré, le nombre de rélat fourni par le groupement est la somme des nombres des
deux premiers étals. Mais cette relation ne fait pas encore disparaître complètement l'indétermination, et en effet si la relation r=p + 9 est satisfaite pour une correspondance, elle l'est aussi pour toutes les autres correspondances qu'on obtient en modifiant proportionnellement à eux-mêmes tous les nombres. Mais l'indétermination cesse lorsque, en même temps qu'on s'impose cette relation, on se donne un état déterminé et le nombre correspondant. Selon l'usage je me donne l'état qui correspond au nombre 1 , soit ^1, que j'appellerai l'étal unitaire. Dès lors, chaque état a un nombre bien déterminé et un seul, et inversement. Dans ce système, le nombre d'un état quelconque est ce qu'on appelle sa mesure par rapport à l'état unitaire.
Soit une série d'étals e^ e e. e^y et l'état unitaire e^. Remplaçons la correspondance numérique a, p, y, 5 et 1 par une autre correspondance où e^ deviendra l'état unitaire : les deux séries numériques se correspondront donc comme suit :
et 4 P' y' 8' «•
J'ai montré que pour répondre à la relation r =p H- ç ces deux correspondances devaient avoir leurs termes respectivement proportionnels: on aura donc -;r = ê =-,=...=- et par suite
P' = -, Y == -, etc.. ce qui exprime celte propriété fondamentaie que lorsqu'on prend l'état e^ pour nouvel état unitaire, la mesure de l'état e^ devient, av^c l'état unitaire e^., P' = -, c'est-àdire la mesure primitive ^ divisée par le nombre fixe a.
C'est la règle relative au changement de l'état unitaire.
Je rappelle à nouveau que la formule de l'addition r =p + ç est absolument indépendante du choix de l'état unitaire.
Ceci dit, je prendrai, et c'est là une définition, les signes de l'addition numérique pour exprimer le groupement des états et j'écrirai e^ = e +e équivalent à r=p + q. Le mot addition, pour les étals, remplacera donc simplement le mot groupement. J'écrirai de même e = e^ — e pour p = r — q. Je dirai, toujours
par définition, que le produit d'un état par le nombre n est le produit par n de la mesure de cet état, ne =e^ : toutes les opérations dont je viens de parler jusqu'ici donnent comme résultat un nouvel état ; au contraire, quand je définis le rapport des deux
états -^ le rapport numérique -, le résultat de l'opération est un
nombre.
Ajoutons plusieurs états e^ + 6? + e^ +... = e^, s élant la somme a + p +... ; soit n le nombre des étals ajoutés ; si tous ces états sont égaux, on a a == p = y =... et « =?i a, d'où n ^^ = e, = Cna ; c'est la formule précédente où n est un nombre entier ; e»» est ainsi la somme de n états égaux à e^.
Je n'insiste pas davantage sur ces diverses formules dont les conséquences sont pour ainsi dire évidentes; c'est ainsi qu'on a, par exemple, c» H- a^ = e^ + e^ parce qu'on aa + P=P + a.
Mais, pour éviter tout malentendu, je tiens à bien préciser le sens de la formule a» = e« correspondant à a = a : il faut bien remarquer que cette formule ne définit nullement l'égalité géométrique de deux états, car cette égalité est admise antérieurement à toute celte théorie, sert de base à la définition du continu géométrique et nous permet seule de différencier par des nombres différents des états différents de la figure variable. La formule ea==e« emprunte donc simplement le signe = à l'arithmétique pour exprimer (et non définir) l'égalité géométrique de deux états d'une même figure.
On a évidemment reconnu, dans ce qui précède, les propriétés d'un certain nombre de grandeurs géométriques, et ce que j'ai appelé les divers états d'une figure a variation continue jouissant ' de la propriété du groupement ne diffère pas de ce qu'on appelle habituellement des grandeurs de même espèce.
Mais en géométrie le mot grandeur a un sens plus général ; il peut y avoir en effet des grandeurs dans des figures variables qui ne possèdent pas la propriété du groupement : je me bornerai à citer la grandeur désignée sous le nom de longueur d'un arc de courbe. Si l'on prend sur une ellipse, par exemple, deux arcs, en général on ne peut les réunir^ sans les déformer, de façon à obtenir un troisième arc de cette même ellipse. Mais on sait qu'on
peul toujours comparer un arc d'ellipse à un segment de droite ; on dit alors, et c'est là une définition, que la longueur du segment de droite est la longueur de Tare. Je n'ai du reste rien à dire de nouveau sur cette question connue.
§ 3. — Les aires et les volumes.
Les aires et les volumes sont des grandeurs qui demandent une mention spéciale en raison des particularités qu'elles présentent. Prenons d'abord les aires. Nous avons tous le sentiment de ce qu'est une aire comprise dans un contour fermé : mais ici, pour être rigoureux, je dois donner une définition exacte; voici les deux propriétés caractéristiques que je prendrai comme définition.
1* Quand deux contours fermés sont égaux, c'est-à-dire superposables, ils enferment des aires égales.
^ Quand deux contours complètement extérieurs l'un à l'autre sont groupés ou juxtaposés de façon à avoir une partie de contour commune^ le nouveau contour fermé qu'on obtient en supprimant cette partie commune enferme une aire égale à la somme des aires des deux premiers contours.
Celte seconde propriété, qui est la propriété caractéristique du groupement, range l'aire parmi les grandeurs étudiées précédemment. Cependant je note cette difiérence que le mode de groupement de deux contours est possible d'une infinité de façons, tandis que, pour les segments de droite, les angles, etc., il n'y a qu'un mode de groupement. De cette indétermination dans le groupement des aires résulte la proposition suivante :
Deux contours fermés qui sont des groupements différents de contours égaux ont même aire, cette aire étant la somme de celles des contours partiels deux à deux égaux dans les deux contours totaux. Ces contours totaux forment ce qu'on appelle des figures équivalentes.
Considérons un contour A M BN qui, à la limite, se réduit à la ligne AMB; adjoignons à ce contour un contour ABC DE d'aire S, si s est Taire du con-
tour AMBN et S' Taire du contour tolal ANBCDE, on a S' = S + s. Mais à la limite, quand le contour AMBN se réduit à la ligne A MB, les deux contours ANBDAetAMBDA deviennent deux figures égales et par conséquent de même aire : on a donc, dans ce cas, S' = S ce qui exige 5 = 0. Ainsi une aire s'annule quand son contour se réduit à une ligne et à plus forte raison à un point.
Ces principes posés, la théorie des aires s'établit à la façon ordinaire. Ainsi deux rectangles ayant un côté commun a et deux bases différentes 6 =pP et 6'=p'p sont le premier un groupen>ent de p rectangles de côtés a et p et le second dep' do ces mêmes rectangles. Si A, A' et a sont les aires des deux premiers rectangles et du rectangle partiel de côtés a et p, on a
k = poL et A' = «'a: d'où ^=^ = ï^. Ces aires des deux ^ ^ ' k p b
rectangles sont donc dans le rapport des deux côtés 6 et 6'.
De là on déduit que les aires de deux rectangles quelconques sont dans le rapport des produits de leurs côtés.
On passe du rectangle au parallélogramme et du parallélogramme au triangle. Je n'insiste pas sur ces démonstrations connues.
La théorie des volumes repose sur des définitions tout à fait analogues.
l"" Deux polyèdres égaux, c'est-à-dire superposables, ont même volume.
2*" Un groupement de deux polyèdres juxtaposés, complètement extérieurs l'un à l'autre, a pour volume la somme des volumes de ces deux polyèdres.
Ces deux propriétés réunies contiennent la définition complète des volumes.
On en déduit immédiatement la conséquence suivante :
Si deux polyèdres sont des groupements différents de polyèdres partiels deux à deux égaux, ils ont même volume.
Après quoi la théorie des volumes s'établit à la façon ordinaire.
Maintenant que nous avons passé en revue les diverses grandeurs de la géométrie, faut-il essayer d'en déduire une définition générale de ces grandeurs ? Je ne le crois pas et je préfère con-
dure en montrant qu'au contraire il y a dans ces diverses grandeurs trois types bien distincts qui ne peuvent se ramener à une définition unique.
Ces trois types de grandeur ont en commun la propriété fondamentale du continu géométrique.
Le premier type, segment de^drôîte, angle, arc de cercle et arc d'hélice, jouit seul de cette propriété que deux grandeurs de même espèce donnent, par un groupement qui est unique, une troisième grandeur de même espèce, dite somme des deux premières.
. Le. $econd type, aires et volumes, jouit également de la propriété du groupement, avec cette différence importante que lé groupement de deux aires ou de deu^ volumes peut se faire d'une infinité de façons, la somme restant Id même. , ..Qnfia dans le troisième type, arc de courbe^ la propriété du groujpeBiieat n'a jplus de sens.
Voilà donc toutes les grandeurs géométriques classées en trois 'typed-parfiiiteinem défiais.
CHAPITRE m
Les Grandeurs en Mécanique.
§ 1". — Origine de la notion de durée.
Je vais reprendre ici, sous une forme un peu différente, des idées que j'ai développées plus longuement dans un de mes ouvrages antérieurs : Étude critique sur la mécanique, dontrédition est d'ailleurs actuellement épuisée.
Avant de définir la grandeur qu'on appelle la durée, je voudrais d'abord me débarrasser de toutes les erreurs qui obscurcissent celte nolion.
Pour quelques géomètres la durée mesurable est une simple intuition, laquelle nous révèle d'emblée ce que sont deux temps égaux. Mais comme tout le monde n'a pas cette intuition, il faut évidemment chercher autre chose. C'est en se plaçant à ce point de vue qu'on a été amené à définir deux durées égales ; voici cette définilion : lorsque deux phénomènes de mouvement se produisent à des époques différentes, mais dans des conditions rigoureusement identiques, on dit qu'ils sont de même durée.
Or c'est là une véritable pétition de principe ; dans ces deux mouvements, en effet, il y a forcément des vitesses lesquelles font partie des conditions dont on parle et qui doivent être identiques ; or, ces deux vitesses étant des fonctions de la durée, comment peut-on les juger identiques avant de savoir mesurer la durée ? Voilà le cercle vicieux.
Citons un exemple : soit un récipient qu'on remplit d'eau et qu'on laisse ensuite se vider de lui-même par un orifice pratiqué à sa base ; on reproduit plusieurs fois cette expérience ; a-t-elle toujours la même durée? Or, une des circonstances de ce mouve ment est la vitesse de la rotation de la terre ; si cette vitesse de rotation varie, elle constitue, dans la reproduction de ce phéno-
— Simone, une circonslance qui ne reste plus identique à elle-mêoie. Mais supposer cette vitesse de rotation constante, c'est supposer qu'on sait mesurer le temps.
Celte définition de la mesure du temps est donc sans valeur. J'indiquerai plus loin comment on peut arriver à cette définition d'une façon rigoureuse. Mais voyons d'abord comment l'homme est arrivé pratiquement, en dehors de toute intuition et de toute notion mécanique, à faire choix d'une horloge.
D'abord l'homme s'est préoccupé de couper le temps en tranches, je ne dis pas en tranches égales, mais simplement en tranches; or les faits les plus commodes pour sectionner ainsi la durée sont évidemment les mouvements périodiques, chaque période s'ofTrant naturellement à l'esprit comme une partie du temps. Mais, toujours au point de vue pratique de son existence, les deux périodes les plus importantes dans l'univers pour l'homme sont le jour et l'année ; dans tout cela il n'y a pas, remarquons-le bien, Tonibre d'un i^isonnement quelconque ; l'homme qui mange le jour et qui dort la nuit, inconsciemment, est amené à attacher à cette période du jour complet une importance considérable. Plus tard, il observera les saisons qui alternent et en raison de leur rôle dans les travaux de la culture, il notera cette période d'une année au bout de laquelle les saisons se reproduisent. Voilà donc le temps évalué en années et Tannée en jours, avec cette particu-
larilé, expliquée d'ailleurs par la science, que toules les années comprennent le môme nombre de jours. Enfin, le jour corres-
pondant à une révolution apparente de la sphère céleste ou, ce qui revient à peu près au même, à une révolution du soleil autour de la terre, l'idée la plus simple pour diviser le jour était de le diviser proportionnellement à cette révolution. Telle est rhorloge qui fut adoptée par l'homme; et, je le répète, dans ce choix, ce sont des considérations terre à terre, des préoccupalions d'existence matérielle qui ont guidé l'homme : dans tout cela, aucune idée scientifique ou métaphysique, mais un simple point de vue utilitaire qui imposait en quelque sorte le choix auquel on fut amené.
Ce point établi, il est bien évident que la question de la durée mesurable reste, au point de vue scientifique, entièrement à ré-
:^udre : je vais donc faborder en consM^ranl comme nulle et non avenue la solution d'ordre simplement pratique dont je viens d'indiquer l'origine, ' /
§ 2. ^ Définition de la durée.
Le temps nous apparaît d'abord comme i»n ordre d'après le^ quel se classent les faits ou les phénomènes : ainsi deux faits sont simultanés ou bien l'un est antérieur à Tautre. Lorsqu'il s'agit du mouvement des corps dans l'univers, «es corps ont, à un moment donné, des positions simultanées ; à un antre moment ils auront encore des positions simultanées entre elles mais postérieures ani premières. ' '
Considérons deux états successifs du temps e et e', c'est-à-dire deux moment's correspondant à deux simultanéités successives, j'admettrai d'abord qu'il y a une correspondance univôqne entré chacun de ces états et chacun des termes de la série du nombre èoritinu ; j'indique par les expressions a^ et e^, que x et à>* sont les deux nombres qui correspondent aux deux états e^ et 0^,, étant bien entendu que si l'état c^, est postérieur à l'état «^ on ia x^x.-
Par cette définition j'introduis le continu numérique dans la notion du temps et je crée ainsi le continu mécanique comme j'ai créé le continu géométrique.
" Prenons maintenant un corps quelconque eii mouvement, la terre par exemple : ce corps se déplace autour du soleil et tourné en même temps sûr lui-même; réduisons-le par la pensée à un point ; ce point en tournant autour du soleil a une position correspondant à chaque état e^ du temps, et par suite à chaque valeur de x; il y a donc une correspondance univoque entre cette position variabledu point et le nombre x; il en résulte que l'ensemble de ces positions jouit de fe propriété du continu; on en conclut que le lieu de ces positions est une courbe géométn^e ; c'est ce qu'on appelle la ti'ajéctoire. .1
De même et pour la même raison l'angle dont la- terre tourte autour de son arc est bien Tangle défini en géométrie et jouit de a propriété du continu. ,
En résumé, la durée étant envisagée comme un objet continu, tous les objets 'variables avec elle jouissent également de la propriété du continu* C'est grâce à cette introduction du continu numérique, que la mécanique devient une application des ma^ thématiques pures, c'est-à-dire de l'analyse.
Pour la mêifae raison, les formes qu'on rencontre en mécanique, trajectoires, angles de rotation, jouissant aussi de la propriété du continu, relèvient de la géométrie.
Revenons maintenant à l'expression d'un état du temps ej la correspondance univoque que j'ai supposée entre cet état et le nombre .x en entraîne une inflnité d'autres; il suffit, en effet, de remplacer, dans e^, x par y, en supposant entre x eiy une relation univoque 5? =/" (y), pour avoir une autre correspondance e , ^y désignant le même état du temps que e^. Cette correspondance univoque est donc au fond indéterminée. Toutefois je considérerai comme n'étant pas différentes deux correspondances univo-
ques exprimées par e^ et e^ oxjl le rapport - reste constant.
J'appellerai d'une façon générale, horloge, un instrument dont l'aiguille tournera sur un cadran d'un angle proportionnel au nombre x de la correspondance e^; la correspondance e me fournira donc une seconde horloge et, d'après ce qui précède, deux horloges donnant simultanément des angles proportionnels, ce
qui correspond au cas de - constant, ne seront pas considérées
comme distinctes.
Ainsi que je l'ai montré plus haut, nos aïeux, en dehors de toute idée scientifique, ont cherché simplement l'horloge la plus commode eu égard à leurs conditions d^exislence.
Ici, me plaçant au seul point de vue scientifique, je vais chercher l'horloge la plus commode pour écrire le plus simplement possible les formules qui exprimeront les lois du mouvement des corps dans l'univers.
Il est donc bien entendu que, dans cette méthode, toutes les horloges sont également légitimes ; mais il peut y en avoir une plus simple et plus commode que les autres; c'est celle-là que je choisirai pour mesurer la durée.
Cherchons donc si celte horloge plus commode existe et quelle elle est.
Il suffit, à cet effet, d'enregistrer les mouvements des corps dans l'univers et de les traduire en formules aussi simples que possible.
Je remarque d'abord que toutes les planètes et leurs satellites sont animées d'un mouvement de rotation sur eux-mêmes : or les angles simultanément décrits dans toutes ces rotations sont toujours proportionnels : voilà une loi très importante. Soit a l'angle variable d'une de ces rotations; soit d'autre part 6 l'angle décrit simultanément par l'aiguille d'une horloge: si cette horloge est
choisie de telle façon que l'on ait 7- = constant, on aura aussi, p,
y, 8, etc.. étant les angles de rotation de tous les autres corps,
planètes ou satellites, ^= constant ï= constant, etc.
Il en résulte que cette horloge particulière que je désignerai, dans la suite, par la lettre H me permet d'exprimer par une simple formule'du premier degré, a = A 6, la loi fondamentale dont je viens de parler : dans cette formule, k est, bien entendu, un coefficient ayant une valeur particulière pour chaque corps.
Voici maintenant une seconde loi aussi importante.
Traçons le rayon vecteur qui joint une planète au soleil, ou un satellite à sa planète : ce rayon vecteur décrit une aire ; or, l'observation nous montre que toutes ces aires simultanément décrites sont proportionnelles entre elles, et de plus proportionnelles aux angles de rotation dont il vient d'être question : donc, avec la même horloge H, cette loi des aires s'exprime par la formule du premier degré (j=\Q, a étant l'une de ces aires et X un coefficient ayant une valeur particulière pour chaque planète ou chaque satelUte.
Voilà donc deux lois fondamentales qui, avec cette horloge H, s'expriment par des formules très simples.
Poursuivons cet examen : dans cette méthode, la vitesse et l'accélération se définissent à la façon habituelle ; mais pour chaque position d'un point mobile la vitesse et l'accélération dépendent de l'horloge choisie. La vitesse, toujours dirigée suivant la tan-
gente à la trajectoire, garde sa direction mais change de grandeur quand on change d'horloge.
Au contraire, on voit aisément, en traçant la figure d'après laquelle on définit l'accélération par la considération de deux vitesses infiniment voisines, que le changement de l'horloge modifie à la fois la grandeur et la direction de l'accélération.
Je rappelle encore ici que deux horloges à marche proportionnelle ne doivent pas être considérées comme distinctes.
Ainsi le choix de l'horloge inQue sur la direction de l'accéléra' ion.
Ceci dit, je prends le mouvement d'une planète autour du soleil et je note l'accélération de ce mouvement prise avec l'horloge H, précédemment définie; or cette accélération de la planète est toujours dirigée vers le soleil ; je viens de montrer qu'une autre horloge modifierait cette direction. Donc c'est seulement cette horloge H qui donne pour les planètes des accélérations dirigées vers le soleil.
Voilà donc une loi fondamentale qui s'énonce très simplement avec cette horloge H \
Enfin je citerai encore la loi suivante dont celle qui précède n'est qu'un cas particulier.
Lorsque deux corps sont en présence, il y a mouvement et les accélérations de ces deux corps sont toujours dirigées suivant la droite qui les joint, les accélérations étant prises avec Fhorioge H.
Il est clair qu'avec une autre horloge cette loi sur la direction des accélérations cesse d'être vraie ou, pour mieux dire, s'exprime autrement.
Ce qui précède suffit pour montrer l'intérêt particulier que présente cette horloge H ; il n'en résulte pas que le choix de cette horloge s'impose, mais ce choix comporte de grands avantages pour exprimer d'une façon simple les bis dont je viens de parler.
Ainsi que je l'ai dit, cette horloge est telle que sa marche est propoitionnelle à l'angle de rotation de Tune quelconque des planètes; on peut donc, en particulier, prendre l'horloge H qui
1 . Cette loi est d'ailleurs une conséquence de la loi précédente sur les aires. On démontre, en effet, que si Taire par rapport à un point est proportionnelle an temps, Pâccélération évaluée sur la même horloge passe toujours par ce point fixe 0,
— remarque avec son aiguillé l'angle de la rotation terrestre.. C'est cette horloge qai nous servira, par définition, à mesurer la dorée, cela, je le répète, uniquement parce que l'horloge en question est commode.
Maintenant, comm»t se fait*il qu'on soit ainsi ramené préeisément à l'horloge adoptée par nos aieûx pour des raisons si différentes de celles que je viens d'exposer? Cette explication est fournie par un théorème qu'on démontre en mécanique. Supposons qu'il existe dans l'univers une horloge telle que, pour deux corps en présence, elle donne toujours deux accélérations, dirigées suivant la droite qui les joint, et de rapport constant; on démontre alors, comme conséquence de cette loi, qu'un corps, comme la terre on une planète, tourne sur lui-même d'un angle proportionnel à la mardie de cette horloge \
C'est grâce à ce théorème que l'angle de la rotation terrestre nous a précisément donné cette horloge.
En résumé, le temps se trouve ainsi défini comme grandeur, mais non de la même façon que les grandeurs géométriques; En réalité, la durée mesurable est une variable, choisie parmi toutes les variables qui se présentent dans l'étude des mouvements parce qu'elle se prête plus particulièrement à l'expression simple des lois du mouvement.
§ S. — Définition de la masse et de la force.
Ce qui précède me conduit directement à la définition de la masse ; je reprends une loi déjà énoncée :
Quand deux points de matière sont en présence ils se mettent en mouvement et leurs accélérations, évaluées à rhorioge H, sont dirigées en sens inverse suivant la droite qui les joint.
Je rappelle renoncé de ce théorème
Lorsqu'on corps est soumis à un système de forces admettant une résultante unique et que cette résultante passé constamment par le centre de gravité 6 de ce corps, C6]ui*ci tonme à chaque instant autour d'un axe de rotation passant par G et Taxe et la vitesse de cette rotation varient pour chaque position du corps. Toutefois, lorsque cet axe est, à Torigine, un des axes de rellipsoïde d'inertie du corps, la rotation continue à s'effectuer autour de cet axe qui reste ainsi de direction fixe ; de plus, la vitesse de la rotation est constante.
Celte loi se complète comme suit :
Chaque point de matière a un coefficient liumérique fixe, appelé masse, tel que les deux accélérations dont je viens de parler sont toujours dans le rapport inverse des masses.
Ainsi, soient M et M' les deux points, m et j, m'eif, leurs masses et leurs acbélérations : j et/ sont dirigées en sens inverse suivant la droite M M' et Fon a de plus mj==m' /.
Il convient de remarquer que, dans cette expression, / et / supposent qu'on a choisi l'horloge H ; mais l'existence des coeflScients numériques appelés masses ne dépend en rien de ce choix particulier; le changement de l'horloge n'est en effet pas autre chose qu'un chiangeraierit de variable dans l'expression mj == mf ; or, une nouvelle variable modifierait la forme de cette expression; mais les constantes m et m' figureraient encore dans l'équation nouvelle où elles seraient simplement engagées d'une autre ftiçon. ' ' ^
~ La masse est donc une constante indépendante de la mesuré du temps.
La masse jouit de cette propriété qiie, si l'on réunit deux portions de matière, la masse de l'ensemble est la somme des masses des deux portions: c'est la propriété du groupement, comme pour certaines grandeurs géométriques.
La masse étant ainsi définie, la définition delà force s'en dé* duit immédiatement.
La force a la direction et le sens de l'accélération et est égale au produit de cotte accélération par la masse.
Avec l'introduction de cette notion de la force, la loi fondamentale mj=^m'j' dont j'ai parié plus haut s'énonce plus simplement.
Deux points de matière en présence échangent entre eux deux forces égales et contraires dirigées suivant la droite qui les joint.
On voit que la force, comme l'accélération qui en est un des facteurs, est liée au choix de l'horloge H.
" En résumé, je suis arrivé, dans celte rapide élude, à définir successivement toutes les grandeurs qu'on rencontre en géométrie et eii mécanique, en les rattachant toutes à la série continue du nombre, ce qui était mon but.
§ 4. — Les repères en mécanique.
Mais pour ne pas laisser d'obscurité dans Tesprit du lecteur au sujet de cette question des grandeurs dans la mécanique, je dois dire deux mots de la question des repères. Les repères sont, comme on le sait, un ensemble de points de forme quelconque mais fixe, auxquels on rapporte les diverses positions des points en mouvement. On peut toujours réduire les repères à un système de trois axes de coordonnées; le mouvement se déCnit alors comme suit :
Un point est en mouvement par l'apport à ces axes quand ses coordonnées varient. C'est ce qu'on appelle le mouvement relatif, le seul qu'on connaisse et qu'on étudie en mécanique.
Je précise maintenant tout ce que j'ai dit dans les paragraphes 2 et 3 du présent chapitre, en spécifiant que toutes les lois formulées supposent les mouvements rapportés à des axes de coordonnées solidaires du système des étoiles fixes ; en un mot, ce sont ces étoiles fixes qui forment repères.
C'est là un point important, carie changement de repère donne lieu à des vitesses et accélérations partielles qui se composent avec les vitesses et accélérations primitives et en changent ainsi la direction et la valeur. Ainsi, dans la loi suivante :
L'accélération de la terre dans son mouvement autour du soleil passe constamment par le soleil.
On suppose à la fois le temps mesuré sur l'horloge H et les repères pris dans le système des étoiles fixes, une autre horloge ou d'autres repères changeant la direction de cette accélération.
Cette question du mouvement relatif me paraît, à moi, aussi claire que possible; néanmoins, bien des mathématiciens sont encore hantés de cette idée du mouvement absolu ou du moins ont beaucoup de peine à s'en détacher complètement^
L'idée de mouvement est inséparable de l'idée de repère. On dit : un point se meut par rapport à des axes de coordonnées, il a une vitesse, une accélération, etc. ; on fait abstraction de ces axes, il n'y a pas de raisons pour que le mouvement ne continue pas avec sa même vitesse, etc.
Au fond cela n*a aucun sens : voici un corps symétrique ayant une droite et une gauche; on supprime la gauche, que reste-t-il? La droite, répondra presque tout le monde. En somme, il ne reste qu'un corps dissymétrique dans lequel l'idée de droite et de gauche cesse d'avoir un sens.
Mais, pour bien éclaircir ce point et répondre à une objection qui m'a été faite, je vais examiner un exemple particulier.
Rapportée au système des étoiles fixes comme repères, la terre est animée d'un mouvement de rotation sur elle-même autour d'un axe de direction fixe par rapport aux étoiles, axe qui passe par les pôles de la terre ; enfin celle-ci a la forme d'un ellipsoïde de révolution aplati au pôle et renflé à Téquateur ; or, la théorie établit que c'est précisément la forme que prend une sphère liquide tournant autour d'un axe, sous la double influence de la pesanteur et de la force centrifuge développée par la rotation. Ainsi, toute molécule de la suiface est soumise à ces deux forces partielles, l'une constante, la pesanteur, et l'autre variable du pôle à l'équateur ; il en résulte une forme définitive telle qu'en chaque point de la surface la résultante de ces deux forces partielles est toujours normale à cette surface.
Or, disent les partisans du mouvement absolu, supprimez par la pensée les étoiles fixes qui servent de repères, rien n'est changé dans les conditions du mouvement; il n'y à aucune raison pour que la terre s'arrête, ni pour qu'elle change de forme en la supposant liquide ; et comme cette forme résulte de la pesanteur et de la force centrifuge, cela implique que celte force centrifuge persiste et par suite aussi la rotation qui en est la cause.
Voilà l'objection; je vais montrer qu'elle repose sur un sophisme : prenons donc la terre liquide et faisons abstraction des étoiles fixes qui ont servi de repères ; il est parfaitement exact que la terre conserve sa forme d'ellipsoïde aplati aux pôles et renflé à l'équateur ; cela implique évidemment que chaque molécule à la surface continue à être soumise à une force totale normale à cette surface.
Sous ce rapport il n'y a rien de changé ; mais ce qui est capital c'est que la décomposition de cette force normale en deux forces partielles (pesanteur et force centrifuge) n'est nullement néces-
saire ; en réalité, si, faute de ces repères, nous n'avions pas observé ce mouvemenl de la rotation de la terre, nous aurions pris telle quelle cette force normale sans éprouver le besoin de la dé«composer en deux autres ; j'ajoute d'ailleurs que cette décpmposition de la force totale est un problème indéterminé et qu'on peut faire cette décomposition d'une infinité de manières ; néanmoins, la force normale étant connue, on peut toujours faire celle décomposition en se donnant des conditions supplémentaires:.. Or voici en particulier comment cette décomposition peut être &fte. Les expériences de Plateau sur la rotation des liquides ont montré qu'une sphère liquide en tournant sur elle-même avec une vitesse convenable prend cette forme ellipsoïdale qu'a la terre.
Ou peut alors se poser le problème suivant : en faisant passer mi axe par les deux pôles de la terre, quelle vitesse de rotation devrait avoir la terre supposée liquide, pour prendre la forme résultant des expériences de Plateau? Cette vitesse trouvée, un second problème se pose: décomposer la force normale en deux composantes dont Tune soit la force cenirifuge résultant de la ror talion dont le premier problème a déterrûiné l'axe ei la vitesse^
La décomposition dans ces conditions est bien déterminée ei nous ramène aux deux composantes pariielle^, pesanteur et fCM*ce centrifuge.
Mais, en somme, en nous posant le problème de déterminer une rotation en rapport avec la forme de la terre et la vitesisede cette rotation, nous ne faisons que rechercher les repères osième^ de cette rotation. Et, en effet, la vitesse de la irotation ooniLue>, nous en déduisons l'angle de cette rotation, c'est-^ànlire l'wgle^ variable avec le temps, que fait un méridien de la terre avec une position initiale de ce même méridien; mais celte position initiale n'est pas autre chose que le système de repères par rapport auquel cette rotation s'effectue; nous sommes donc ainsi ramené purement et simplement à ces repères que nous avions cru sup? primer, car j'ai à peine besoin d'ajouter que les repères ainsi re^ trouvés ne diffèrent pas du système des étoiles fiies.
Je crois cet exemple suffisatnmént concluant et considère comme bien acquis qu'au point de vue de la mécaiiiquè un mouvement n'a de sens que par rapporl à desxepèreç. .
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