Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les problèmes de
Gabriel Lamé
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
AVERTISSEMENT
Kjet Ouvrage était projeté depuis long-temps et devait être plus considérable; mais diverses circon* stances m'ont forcé de le mettre au jour avant de l'avoir complété; l'ordre et la justesse des idéea doivent s'y ressentir de cette précipitation, et cette seule considération m'eût empêché de le publier, s'il ne m'avait paru contenir quelques théories nouvelles.
L'expression analytique 4^ la conmiunauté d'in<^ tersection des lieux géométriques ; la détermination complète des courbes et surfoces du second degré par la Géométrie descriptive, lorsqu^on donne un ocHubre sufiisant de leurs points; la théorie des courbes et sur&ces représentées par les équations
sont les parties de cet Ouvrage qui me paraissent mériter le plus d'attention.
Quantaux réflexions qu'il contient^ j'avoue qu'elles m'ont été suggérées pour la plupart, par les problèmes que j'y ai fait entrer, tandis qu'au contraire des réflexions g^énérales auraient dô me conduire
au choix des exemples. Il aurait fallu du temps et beaucoup de talent pour taire disparaître complètement Tapparence de cette iayersiou, et je ne possédais ni Tun ni Tautre.
Au reste, j'abandonne celte Ëdble production à la sage critique des professeurs j j'espère qu'ils y trouveront quelques principes généraux pour la solution des problèmes y et que, dans mon ouvrage^ jusqu'aux fautes qu'ils si^aleront, tout pourra contribuer à Tayancement de leurs élèves»
Le problème auquel on descend^ est souvent un cas
particulier du proposé ^ 1 4
A 1 . Problèmes qui conduisent à construire une figure sem« blable à la proposée • 2 S
19. Méthode inverse. —Sa définition, — Inscrire dans un quadrilatère donné , un quadrilatère semblable à un autre aussi donné ^ 16
i3« Liaison que Ton peut établir entre les deux figures de la méthode inverse. — Construire un cercle assujéti i passer par deux points donnés , et i couper une droite sous un segment capable d'angle connu , 18
i4« Avantage de la Géométrie. —-Etant donnés les quatre
côtés d'un quadrilatère inscrit, le coustruirey pag. 19
i5. Lieux géométriques. -— Leur recherche par la Géométrie simple^ ao
|6« Plusieurs exemples. <— Le lieu géométrique du point dont les dbtances à deux points £xes seraient dans un rapport constant» est une circonférence de cercle , aS
Algèbre. — • »Sa marche dans la solution des problèmes
de Géométrie, n4
1 8. Notation. — - Ses avantages , ^6
19. Placement des données par rapport aux axes, uj ao« Moyen d'exprimer en Analyse la communauté d'inter^
section des lieux géométriques, ibid»
ai. Cas particuliers. -— G>nditîons pour que trois droites passent par un même points 3i
«- Conditions pour que trou sections coniques se coupent suivant les mêmes points, 5a
—•Relation exprimant que les points d'intersection de deux sections coniques sont sur une même circonférence de cercle, 3S
mm Si plusieurs sections comiques ont quatre points communs f dans quelque direction qu^on leur mène des diamètres parallèles^ les conjugués de ces diamètres con-» courront en un même points 34
mmm Condidons pour que trois plans ee coupent suivant une même droite « . ibid»
— Conditions pour que trois surfaces du second ordre se coupent suivant une même courbe, 3S
^^ Leurs plans diamétraux conjugués i des diamètres parallèles « se coupent suivant une même droite « ibid.
— Relationi ezpriiuant qua la commune section de deux sorfaces du second degré est située sur un sphère^ pag. 36
-*- Condition pour que quatre plans concourent en un même points ibid,
-*-» Gmditions pour que quatre surfaces du second ordre aient les mêmes points d'intenection^ 3j
•^ Leurs plans diamétraux conjugués à des diamètres parallèles cx)ncourent tons en un même points ibid.
«» Relations exprimant que les huit points d'intersection de trois surfaces du second ordre sont sur une sphère^ 38
<-<- SchoUe. <«-Le théorème de la page 35 a lieu pour trois surfaces assu jéties à passer par huit points quelconques , ibid.
— Deux sections coniques de même nature dont les axes sont proportionnels en grandeur» parallèles en direction , ne peuyent ayoir plus de deux points communs» S^
•«- Relation exprimant que deux seetions coniques ont un double contact. «-*» Moyen de trourer la position des axes d*une section conique» 4^
-f- Propositions analogues pour les surfaces du second ordre» 4^
aa. Moyen d'exprimer la nature particulière de certains lieux géométriques* — Relations exprimant qu'une surface du second ordre est un cylindre» un cône ou l'ensemble de deux plane » 4^
— Relations exprimant qu'une surfine du second ordre est de révolution » 4^
a3t Théorie des transTemdes présentée d'une nouvelle manière au moyen des calculs précédens. -*• Théorèmes
connus sur les sections coniques et hs surfaces du second ordre, pag. 44
94- Détermination des courbes et surfaces par 1a 'Géométrie descriptive. — Par quatre points feiîre passer une parabole. — Détermination de tous ses élémens , Bi
— Par cinq points faire passer une section conique. — Détermination de sa nature et de ses élémens » 53
«— Par cinq points sur un plan et trois dans Tespace^ faire passer un cône du second degré, 5j
— - Inscrire dans Une section conique un triangle dont les côtés soient assujétis à passer par trois points donnés y b8
— Par cinq points «ur un plan et quatre dans l'espace faire passer une surface du second ordre. -— Détermination de sa nature et de ses élémens, &a
— Par quatre points sur un plan et cinq points dans Tespace faire passer une surface du second ordre , 67
«— Par neuf points quelcontiques faire passer une surface du second ordre, 68
a5. But de l'étude des propriétés des lieux géométriques , 63
aS. Résolution graphique des équations finales. — Résoudre par l'intersection de deux courbes ou de trois surfaces du second ordre , les équations des huit premiers degrés , 70
ùj. Toute équation du quatrième degré peut être ramenée à la résolution d*une équation du troisième. — Exprimer qn*une section conique est ren$emble de deux lignes droites, 71
âS. Moyen de ramener là résolution graphique des équations dés cinquième 1 sixième , septième et huitième
degré A U récherche des points d'intersection de trois cônes > pag. 7a
99. Lecture géométrique des résultats de VA)g«bre« — ^Les problèmes de la page 58 dans le cas particulier» da cercle , yS
3o. Transformation des coordonnées* — - Son usage — Trouver le lieu géométrique du point d'intersection de deux droites tangentes à une courbe du second degré et par* pendiculaires entre elles, 77
•^ Deux problèmes analogues pour les surfaces du m* cond ordre ^ 80
3i. S3mnétrie« — Construire un triangle équilatéral qui ait ses sommets sur trois circonférences concentriques de rayons donnés > 8t
3fl. Méthodes indirectes. — Trouver un point tel ^ que la somme de ses distances à trois points donnés soit un minimum, 84
Symétrie des équations relativement aux coordon
nées et aux quantités qui ont une certaine liaison avec elles. — Théorème sur les courbes et sur* faces qui ont pour équations x* t a* +J^ : i*=: i
étaf^ia* +y* : i* -f *• : «**'= i, 104
— Connaissant deux tangentes i une pMSbole» lui en mener une autre par un point doniiév 109
*• Inscrire une ellipse dans un parallélogramme , 110
— Mener une tangente commune à denx ellipses concentriques, pag. iii
— La déyeloppée de Fellipse est un cas particulier des courbes que nous considérons, son expesant
«=;-• lia
-— Par un point donné mener nne normale à l'ellipse, ii5
•^ Inscrire un ellipsoïde dans nn octaèdre sjrmétrique donné, 118
«— Mener nn plan tangent commun i trois ellipsoïdes concentriques , i a i
•— Etant donnés trois points d'une surface du second ordre et la direction de trois diamètres eon)ugttés , déterminer géomêtriqmment la longueur de ces dia-mètres 9 iâ5
EXAMEN
DES
EMPLOYÉES POUR BÉSOUDBE
LES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE
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INTRODUCTION
t* O'est en partie dans k vue de perfisctioimer les problèmesde Géométrie^ (jae les uiathéniaticiensont en* richi l'Analyse des calculs qai composent aqjourd'hui les sciences exactes. Pour pouvoir âioncer analy tiquement les raj^rts qui existent entre les angles et les côtés d'une figure géométrique, on a inventé la Trigonométrie. Pour énoncer algébriquement les positions respectives d'un point particulier ^ de tous ceux d'une ligne, d'une surface; un Français, l'immortet Descartes^ a jeté les fondemens de l'application de FAlgâire à la Géométrie. Dans la vue d'exprimer le contact des lieux géométriques, de rechercher les propriétés d'une courbe en étudiaitf celles de sa tangente, Leibnitz a inventé le Calcul différentiel. Pour revenir des propriétés des tangentes aux courbes , à celles des courba elles-mêmes |
le GJctti mfinitésimals^est^nricld duC^culint^ral. Pour isoler la multiplicité des solutions d'un problème i La^^ange a &it paraître la théorie générale des Equa-* lions. Pour traduire en Géométrieltô résultats de l'Analyse^ M Monge s'est immortalisé en inventant la Géométrie descriptive ; el c'est encore pour mettre la der* nière main à cette grande oeuvre des Mathématiques , que le même auteur nous a donné son Analyse appli* quée.
2. Qu'on ne conteste donc plus aux mathématiciens le désir d'être utiles, puisque leurs principales décour vertes ont été fiâtes dans l'intention d'étendre les ap-* pKcations des sdeices exactes. M'estrce pas pour enn ployer le Calcul infinitésimal à la démonstration des mouvemens célestes, que Ne^Tvton dispute k Leibnits rhcmneur de l'avoir inventé? N'est-ce pas dans les mêmes vues, que MM. Laplace, Legendre, Poisson ^ et tant d'autres, complètent cette riche partie del'Ana* lyse? N'est-ce pas à l'idée de perfectionner l'Architec* ture, la Mécanique pratique, la Peinture et plusieurs autres arts, que nous devons en grandepartie la découverte de la Géométrie descriptive?
3. Dans l'enseignement des sciences abstraites, la mi^lleure méthode à prendre ne serait-elle pas de suivre lamarche del'iavention? Aprèsavoirdémontré lesthéo* rèmes, les rapports principaux qui existent entre les nombres, entre les lignes, les surfiices, les solides de la science de l'étendue, on devrait s'étendre sur Fapplication des r^es, des principes démontrés à la solution des problèmes, s'attacher à fidbre remarquer l'insuffi-* fiance de çeavCoiuiaissauces premières, la nécessité d'èa
créer d'autres; F Algèln^e, soit pour généraliser l'Aritlimétique, soit pour écrire les relations dictées par la Géométrie y viendrait ainsi à sa place. Pour exprimer la coexistence des angles et des côtés des figures rectili-* gnea , on ferait sentir l'utilité d'inventer une iTrigono^ métrie qui fît entrer dans l'Analyse des longueurs ou àe$ rapports de longueur au lieu d'angles , afin de ne point détruire l'homogénéité du calcul. Lorsqu'en pour* suivant l'étude de l'application de l'Algèbre simple à la CTeométrie^ on serait arrivé à considérer des lieux géo« métriques, aies chercher lorsqu'ils sont inconnus, on imaginerait alors l'appUcation del'Analyseà laGéomé^ trie de Descartes, qui basée sur les découvertes préoé* dentés , donnerait un plus vaste champ aux idées mathématiques , à la solution complète des problèmes de Géométrie. Enfin, après avoir considéré les sections coniques, les surfiices du second ordre, la discussion des lieux géométriques de degrés supérieurs exigerait un moyen général d'étudier les affections d'une courbe en un de ses pmnts particuliers , par celle de toute H-» gne osculatrice en ce point, plus simple à considérer que la proposée; c'est ainsi que l'étude du Calcul infinitésimal viendrait tout naturellement terminer cella de l'Analyse mathématique en général.
On ne ferait pliis aux sciences abstraites le reproche quelquefois fondé de considérer des choses toujours nouvelles, sans &ire apercevoir ni le but vers lequel elles conduisent, ni la liaison naturelle de leurs parties.
Cette coordination des diverses branches des Mathé** matiques en ferait mieux concevoir toute la richesse ^
toute I^pQrtantt. Les nombéux pit^lémed quVm devrait proposer soit poiir exercer les connaissances acquises, soit pour fidre sentir la nécessité d'en aoqoé*rsr de nouvelles, auraient encore l'immense avantage d'habituer le mathématicien à surmonter les difficultés de son ért^ à inventer les moyens de l'enrichir, et c'est peut-être a la manière de présenter les découvertes passées , que la postérité devrait ^en voir augmenter le nombre.
4. L'enseignement des Mathématiques devrait être uniforme dans toutes ses parties, et 't'^ ce quiu'a lieu que jusqu'à un certain point. Les élémens et les hautes Mathématiques scmt présentés d'une manière bien différente. Dans les élémens je comprends l'Aritlx* métique, la Géométrie, l'Algèbre et l'apphcationde ces deux dernières parties. Quant a la Geometne descriptive, le Calcul infinitésimal, l'Analyse appliquée, elles constituent les Mâithériiitiques transcendantes. Chet» cune de ces deux branches distinctes a donc sa Géométrie, son calcul, et l'application de ces parties princi* pales. Dans la première on voit souvent la Synthèse préférée; cette méthode énigmatlque semble entièrement bannie de la seconde. Elle constituait la méthode des anciens j les modernes ont adopté l'analyse comme le plus sàr moyen d'augmenter leurs nombreuses découvei*tes. Les propositions de la Géométrie proprement dite se succèdent Sans aucun but évident d'utilité; la Géométrie descriptive au contraire a été inventée et conduite par la pratique. L'Analyse de Descartes, telle qu'elle est enseignée , ofire les propriétés des lignes les plus Amples , sans presque donner l'occasion de les uti-*
lîser, tandis que l'Analyse de Monge ne volt que problèmes à résoudre et donne le moyen de trouver les lieux géométriques , plutôt que celui de les discu* ter.
Four remédier à cette dissemblance qui est toute à favantage des découvertes récentes, ne pourraiton pas -présenter, avec les élémens, certains emplois de leurs théorèmes, qui pussent diminuer la sécheresse de leur étude? Ne pourraitron pas compléter l'application de rAlgêbre à la Géométrie, par tme foule de redierdies curieuses qui conduiraient naturellement à cette discnissîcm des lieux géométriques, dans laqudle on a &it ^lièrement consister cette partiie des Mathématiques?
On pourrait , en commençant par Fétude de la ligne droite , Brîre voit* les constructions auxquelles peuvent "doxaier lieu la position req^ective de deux lignes sur un même plan, leur angle, leur parallélisme , leur perpendieularité; conddérer des longueurs déterminées, lès partager en parties qui aient entre elles des rappwts doniiés; combinant ensuitelaligne droite avec le cercle, étudier leurs contacts^, €n construire de particuliers , fiiire remarquer dans les segmens capables Fimmense Avantage des lieux géométriques ; passant à l'ensemble de plusieurs lignes , construire xm triangle quand on a des données sufiisantes, fiiire entrer successivement parmi ces données les hauteurs, les côtés, les angles j les lignes qui opèrent leurs faisections, les sommes, les différences , les produits, les rapports de ces difi^rens élémens de la figure proposée; présenter des cas particuliers dq la circonscription , de Pinscription des figures rectilignes. et circulaires ; en proposant des
lieux géométriques conduire à la discussion des lignes , du second degré ; étudier les intersections , les contacts de ces nouvelles courbes y capables de jeter le plus grand jour sur leur théorie ; enfin ne rien négliger dans toutes ces applications pour &ire remarquer l'accord constant de l'Algèbre avec la Géométrie , accord qui permet de confier au calcul le soin de découvrir de nouveaux théorèmes.
Il faudrait principalement s'attacher à donner quel* ques méthodes générales pour la solution d'un pro« blême, suivant la manière de l'aborder, de la conduire au résultat, et de traduire cette dernière partie dans le langage de l'énoncé. C'est sans doute ce qu'il y aurait de plus difficile ; la multiplicité des moyens dont la Géométrie > dont l'Algèbre même peuv ent se servir pour arriver au but proposé, la variété des questions, tout contribuerait a éloigner les méthodes générales j mais <m pourrait, il me semble, classer les problèmes suivant les ressemblances plus ou moins grandes de leurs moyens de solution, et l'on parviendrait peut^tre, si-« non à une méthode unique, du moins à un composé fini de moyens différens, que l'on pourrait regarder comme généraux valeurs nombreuses applics^tions.
Tel esfle but que je me propose dans le cours de cet Ouvrage. Je commencerai par récapituler les moyens de la Géométrie simple pour résoudre les problèmes ; je lui associerai ensuite le calcul. Je rendrai les principes que je présenterai plus clairs^ plus fi^ppans^ par quelques exemples ; si les solutions que j'oJ&e ne sont pas les plus simples, les plus él^ntes, elles fourniront à mes lecteurs au moins un énoncé à travailler, et je
(7) m'applaudirai en fiisant mal, d^ayoir procure i d*au«^ ires Foccasion de bien &ire.
Analyse et Synthàêe.
5. UÂrithmétique est uiie des sciences abstraites où Fon suit mieux la marche analytique; les règles, les opérations , se démontrent à mesure qu'on en a besoin, et Ton y voit toujours le biit proposé. Dans la Géométrie au contraii*e on se dirige sans s'en apercevoir vers un but caché; on démontre des propositions dont on peut avoir besoin dans la suite, mais dont on ne voit nulle application immédiate. Ce n'est pas ainsi que les premiers géomètres ont été conduits vers leurs décoor vertes; une analyse pure fut toujours ie guide des inventeurs. La similitude de position de deux lignes pa** rallèles par rapport à tme sécante fit sans doute naître cette théorie fondamentale de la science de l'étendue , dont on a déduit tant de théorèmes sur les angles , sur les sm£ices, sur les solides. Mais c'est peutrétrc au peu de rigueur de l'Analyse en démontrant les découvertes primitives que nous devons l'invention de la Synthèse. On craignait de laisser subsister des doutes sur les premiers principes des sciences exactes, et l'on, a mieux aimé essayer de- détruii'e ces doutes nuisibles par la Synthèse cpiede laisser entrevoir par l'Analyse les traces des vérités qu'on voulait démontrer rigoureusement.
11 existerait cependant un moyen de suivre partout là rigueur mathématique sans s'éloigner de la route supposée des inventeurs; ce serait de conduire an principe qu'oQ veut &ire connaître par des raiaonnemens fondés. sur< quelques axiomes, et partiqfit ensuite du
(8 théorème obtenu, démontrer son existence , st gêné* ràlité par une méthode tout-à-Mt synthétique; les vérités seraient ainsi doublement prouvées , et les pro» blêmes complètement résolus, puisqu'on y répondrait en donnant et la rech^t^he de la solution et sa vérifica^ tion.
Quoi qu'il en soit, cette méthode doit toujours être suivie dans la manière de présenter la solution d'un problème. L'Analyse éclaire ainsi la Synthèse; la Syn^ thèse, de son côté, éclaircit les passages que l'Analyse n'a pour ainsi dire qu'effleurés.
6. La manière d'étudier les sciences abstraites sous le point de vue de leurs applications , consiste à récapituler les moyens qu'elles fournissent pour la solution d'un proUème , pour la réponse à une question proposée. Elles doivent donc nonnseulement démontrer les rapports des quantités qu^elles conâdèrent , mais encore appr^idre à déterminer certaines de ces quantités inconnues, lorsqu'on donne les relations qui les lient à d'autres quantités de même espèce. La Géométrie s'attache plus particuhèrement à la première partie, l'Algèbre s'occupe principalement dç la sec<mde.
Voilà pourquoi la difficulté de résoudre un problème par l'Algèbre, consiste seulement dans la manière de traduire l'énoncé dans son propre langage, ou, pour parler algébriquement, dans la mise en équation des données et des inconnues de la question proposée.
Yoilà d'où vient aussi que la solution d'un problème de Géométrie sans autre secours que la considération de ses figures, est souvent si pénible à trouver. Cest que la science de l'étendue donne bien des propositions,
des théorèmes qui expriment les rapports des âémens d^une f^ure qudooiMpiey mais n'enseigné point directement à isoler les grandeurs inconnues ^ à les déterminer parle moyen des données, que FAlgèbre an contraire commençant son ouvrage où la O^métrie semble avmr terminé le sien, part des équations primitives et au moyen de transformations générales, conduit à des équations finales qu'elle présente à la Géométrie pour traduire la solution, et la démontrant synthétiquemeni, prouver Fexactitude du résultat obtenu.
La recherche d'un problème de Géométrie est en général ccnnposée de trois parties : la mise en équations, la résolution des équations , et la vérification de la solu* tion. La Géométrie s'occupe de la première et de la dernière de ces parties, l'Algèbre se charge exclusivement de la seconde.
7. Une solution est dite présentée synthétiquement, lorsqu'énoncée d'abord on enprouvel'exactitude, soitpar une méthode inverse de celle qu'à suivie l'Analyse pont la trouver, soit enfin parla démonstration àl'absurde.
n peut arriver qu'en énonçant géométriquement les relations qui existent entre les données et les inconnues d'un problème, la solution s'en déduise immédiatement; mais bien qu'elle ait été trouvée sans l'intervention de l'Algèbre, la maiche qu'on a suivie pour y arriver n%n est pas moins analytique.
L'habitudedenevoir queSynthèse dans la Géométrie, a fait penser <pie tout proUème résolu par la Géométrie simple l'était synthétiquement; mais il est constant qu'un problème quel qu'il soit , ne peut être trouvé que par une méthode analytique. C'est toujours le raison-
nement qui conduit à la découTerte, et non pas la découverte qui conduit au raisonnement.
Pour prouver synthétiquement une proposition , on rénonce d'abord^ et si l'on en déduit une vérité déjà connue, il n'est pliis permis de douter du principe d'où l'on est parti j pn acquerrait la même c^titude , si partant de résultats absolument contraires au prc^psé, on était eonduit dans tous les cas à des conséquences évidemment absurdes. Mais de ce que la Syntbése suppose la chose existanteetla démontreensuite, ilne&utpas conclure, comme on le &it quelquefois^ qu'une solution est* synthétique lorsque pour la trouver on a d'abord supposé son existence. Pour être en droit de lui donner ce nom , il faut énoncer entièrement la naanière de la construire, ou ce qui revient au même, la valeur de Un-* connue du problème; il faut de plus la démontrer im-* médiatement*
Proposons nous , par exemple , dé trouver le coté du décagone r^ulier inscrit dans iuic»t;le donné. Le problème sera résolu analy tîquement si , supposant d'abord connu le triangle ABC (%. i)^ qui a- son sommet au centre du cercle donné , et pour base le côté AB cher*ché, j'en- déduis que chacun des angles à la base étant, double de celui du soounet ; la ligne BM qui partagerait l'un de ces angles en deux parties égales ^ diviserait le rayon opposé en deux segmens, dont l'un GM. serait le côté cherché; que ces deux segmens étant proportionnels aux deux côtés du triangje adjacens à l'angle divisé, la }igne qui opère cette bisection partage le rayon en moyenneet extrême raison , et quepar canséquentiecèté inconnu est la plus grande de ces deo)^ parties* La solxir
tioii dn métae problème sera au contraire présentée synthétiquement si , énonçant d'abord que le côté in-ccHonu y ou la base AB du triangle ABC , est la plus gran de des deux parties qui composent le raycm AG divisé en moyenne et extrême raison, j'en condua que la ligne qui joindrait le point M de cette division avec le sommet B opposé au rayon AG, partage Pangle B en deux parties ^ales, et que par conséquent dans le triangle îsoscèle ABC , les angles à la base sont doubles de celui du sommet.
On voitdone que dans la recherche analytique d'un problème de Géométrie, on suppose ordinairement la figure construite, mais qiie Ton ne donne point dilee^ tement Fénoncé delà solution. Cette simple auppositiiw correspond à celle del'Analyse algébrique, qui consiste à combiner Hnconnué comme si sa valeur était déterminée. En un mot, dans l'Analyse on part de cette hypothèse , que la construction existe , pour hk trouver , tandis que dans la Synthèse on donne la construction , on la prouve ensuite, et son existence est pleinement démontrée.
Marche à suipre dans la recherche de la sohfthné
S. U seroit impossible de donner une méthode géné^ raie, pour trouver complètement par une analyse pu* rement géométrique, la solution d'un problème de Géométiie qud quHl soit. La nature de la question, lea diverses circonstances qui peuvent exister entre les données, influent trop sur les résultats, pour ne paa &ire varier le moyen d'y aniver. Cependant il existe des principes à suivre qui sans être généraux, ofirent
l îa )
peu d^exceptiotis, des périodes qui sont commîmes à In recherche d'mi grand nombre de problèmes, et qui doivent par conséquent être conduites de la même manière; c'est de la récapitulation de ces diiTérens* détails dont nous allons maintenant noms occuper.
Il &ut ioujom^s comxnencer par eonçevoir, ou tracer Véspèce de figure que l'on cherclie à construire rigoureusement; de la considération de ses élémens , on déduit des relations entre les inconnues et les données, relations qui peuvent déterminer les premières par des constructions supposées prouvées en elles-mêmes. Tel est le problèmeprécédent sur le côté dudécagone régulier inscrit ; nous avons conclu de certaines relationsentre les angles du polygone d^oandé , que son côté serait trouvé si l'on savait divisa: unç ligne. en moyenne et extrême raison. Si donc on suppose cette question résolue, le problème proposé le sera ^alement.^
9* C'est presque toujours en &isant dépendre la solution d'un problème de celle d'un autre plus simple, cette seconde d'une troisième , et ainsi de suite, que Fon parvient à une question dont la réponse est évidente. On.rédùit ainsi la proposée aune plus simple expression, et l'on pourrait comparer cette marche méthodique à. celle que l'Algèbre emploie pour résoudre une équation à une seule inconnue, où par des traiiisformations suc~ cessives, elle parvient à isoler l'inconnue. La seule différence, c'est que l'Algèbre donne les moyens généraux de diminuer ainsi la difficulté du problème, que la Géométrie va souvent au hasard pour en trouver de très particuliers , et qu'il arrive quelquefois qu'elle complique l'énoncé au lieu de le simplifier.
Pour &ire sentir les difierens clegi*es par lesquels on descend^un problème assez compliqué , à une question dont la réponse est évidente, nous nous proposerons la problème suivant.
Problème. Dans le triangle ABC (fig. a), mener une droite DE telle, que lee deux segmens non adjacens entre euxVI& et £G et la ligne IXEteoient dane des rap* ports donnés.
Soit DE la ligne demandée, soit menée par le point D, DF parallèle à AG; par le point G, GF parallèles DE} par les points B, F la droite BF jusqu'à la rencontra de AG en G; on aura
AG:AB::DF:BD:;EG:BD
Ce rapport étant donné| ileslaisé daconstraiiacipnori le triangle ABG| etla problème proposé semblera dé^ pendre de la question suivante :
Le triangle ABC étant donnée et un point G sur la base AG, meneruneligneïHF parallèle d la base, telle, qu'en joignant FG onait DF : FC ;: m : n^ ou dans un rapport donné.
Maintenant si par le point ù on conçoit GX parallèle à FG jusqu'à la rencontre de BG en X, on aura
GX: FC::BG: bf::ga :fd, tfoù GX:GA;:FCiFD::ED:EC.
Ce denier rapport étant connu , la solution cberchée dépendra de nouveau de celle de ce 3* problème ;
Trouper sur la ligne BG un point X tel, que GX soitdGA dans le rapport de deux lignes'p etq.
Enfin cette dernière question est facile à résoudre lors* qu'on sait construire une 4* proportionnelle à 3 lignes données.
En effet , on construira une 4^ proportionnelle aux lignes Çy GA^ et jp; du point G comme centre avec celte ligne pour rayon , on décrira un arc de cercle qui coupera la ligné BG en deux points X et X' satis&isant au S^problème; joignant GX ^ menant CF parallèle à cette droite, FD à AG^lea'problèmeserarésolu; enfin menant DE parallèle à GF, le problème propose le sera pareille^ ment Puisqu'il existe deux points X satisfiasant au 3* problème , il existe aussi deux manières de répondre k la question primitive. De ces deux solutions ^ la première DE sera comprise dans l'angle BAG, la seconde D^Ë' dans son opposé par le sommet. D'après cette con-* struction les li^es DE^ DB, EG sont dans les rapports donnés ainsi que les lignes D'E^, D'B, E'G, comme il serait d'ailleurs aisé de le démontrer synthétiquement*
Le problème général de la détermination des sur&ces du second ordre par la Géométrie descriptive^ nous donnera par la suite im exemple encore plus frappant du principe que nous venons d'énoncer.
10. Il arrive assez souvent que le problème auqud on descend, n'est qu'un cas particulier du problème à résoudre. On sait par exemple que pour trouver le centre d'ifii cercle tangent à trois autres dont les centres seraient c, c\ c"y et les rayons R, R', R'', il suffit de cberçher le centre d'un cercle passant par le point o^ et tangent à deux autres ayant pour centres c et c'y et pour rayons (Rd=R'')(R'dbR"); nouy eau problème qui n'est qu'un cas particulier du premier, puisque le point c" peut être considéré comme un cercle de rayon nuL lïous pouvons en donner un autre exemple dans la so» lution suivante.
PsOBiicME. Élant donnés les deux côtés adfacens à T angle A du triangle ABC (fig. Z)yetla ligne AD dont la direction partage cet angle en deux parties égales t construire ce triangle.
Soit ABC le triabgle demandé ; si Ton conçoit par le point D, DF perpendiculaire sur AD jusqu'à la rën» contre de AB en F; par le point G une parallèle CE à €%tt;e ligne^^ on aura A£= AG, par conséquent BE=3 AB~AG; et comme on a deplusEF:FB:iDG:BD :: AC : AB, le point F est aisé à déterminer d priori t cette ligne AF étant connue, pour trouver l'angle A et par suite le triangle ABG , il suffit de résoudre ce nouveau problème, cas particulier du proposé :
Pkoblèbib. Étant donnés le côté J^ d^un triangle isoscèle FAF' et la perpendiculaire AD du sommet sur la base, construire ce triangle.
D'après cela, l'angle 7 A sera déterminé en construisant im triangle rectangle dont AF serait l'hypoténuse^ AD un des côtés , Tsuigle total s'ensuivra , et le problème proposé sera résolu. La Synthèse donnerait aisément là vérification de cette solution.
II. U y a des problèmes de Géométrie où l'on est analytiquement conduit à construire une figure semblable à celle que l'on cherche , et dont les élémens sont pris parmi les données. Par exemple , si connaissant les troishauteorsd'un triangle, on proposait deleconstruire^ on pourrait être ainsi conduit à la construction.
Soient A, h\Ji' les trois hauteurs ya^a\ cl^ les trois côtés inconnus : les rectangles aA, çlJil^ ci^K\ reprasen** tant chacun le double de la surfiice du triangle demandé, sont égaux entre eux. On en déduit les proportions
ala' llh' l hy ala^'llA^' \ h; on peut donc constroire un triangle semblable au proposé, si h^ est dans cette
figure le côte homologue ka^heit-p seront les horno^
logues de a' et de a*'. G>nnais8ant ainsi les angles du
triangle demandé , le reste de la solution n'offre plus de
difficulté.
Méthode inverse.
ia« Il ne &ut pas confondre ce cas particuHei* a?ec cette méthode connue sous le nom àUnperêê, qui con* siste à renverser Ténoncé, à prendre pour données les inconnues, et réciproquement. En résolvant ce nouveau problème, on construit une figure semblable à celle que Ton dierohe ; si Ton connaît ensuite une seule ligne de cette dernière, il sera fiicile de la construire elle-même
C'est sur-tout quand il s'agit d'inscrire dans un poly*> gone donné une figure semblable à une autre aussi don* née, que l'on préfère la méthode inverse à la méthode directe. La circonscripticoi des figures semblables ayant l'avantage d'oflSrir par les segmens capables, des tieux géométriques, des sommets du polygone à construire.
S'il s'agit, par exemple, d'inscrire un quadrilatère dont on connaît les angles et le rapport des côtés dans un autre quadrilatère donné, on pourra renverser l'é« nonce et se proposer de circonscrire à un quadrilatère donné, un autre quadrilatère aemUable à une figure aussi donnée.
Svq^posons qu'il fiiille cii'conscrire à ABCD (fig. 4) un polygone a'b'c^it semblable à abcd. Le sommet a' devra se trouver sur le segment capable de l'angle a , construit sur l'un des côtés du quadrilatère ABCD sur
( 17 ) le côte AB par exemple , et si de plus Pangle V=ib doit correspondre au côté AD, on pourra construire sur le^i côtés DA, AB, BG, des segmens capables des angles b o , c du second polygone , sur lesquelles circonférences devront se trouver les sommets inconnus du polygone cherché. Si Ton pouvait déterminer de nouveaux lieux géométriques de ces mêmes points, le problème serait résolu* Or soient b\ c\ a\ les points satisfaisant à la question; la droite a'^' passera par le point A, la ligne
A'C par le point B, de plus on doit avoir -7-7= -^i»
Soit A' le second point d'intersection des deux, cercles AD6^, ABa', tous les triangles qui auraient leur sommet en A', et pour base une double corde teUe que a'Ab' seront semblables, puisque leurs angles en a! et V auraient tous pour mesure la moitié des mêmes arcs AA^;
le rapport -r^ que nous représenterons par ^ pourra donc être r^rdé comme connu; par la même raison , le rapp<»l —r» ss - sera &cile à déterminer; on en déduira ^^ ss- * " * f > ^^^ ^^ ^^^ partage Tare A'B' en
deux parties égales au point M, et que Ton conçoive a'M , cette ligne partagera l'angle ^'a'Af en deux par-< ties égales^ et par conséquent la base A'fi' en deux par*^ ties A'N et B'N, proportionnelles aux deux côtés A'a\ h'a'y ce rapport étant connu , il sera &cile de trouver d priori le point N , par suite la ligne MNa^, nouveau lieu géométriquedu point a^; joignant a'Bc', a'Ab'j 6^D, c'Qy le problème sera résolu. L'iaverse s'en déduirait aisé-* ment. Ce problème est susceptible de huit solutions^
( i8 ) 4leux pour lesquelles Fangle a ooiresponâ au coté AB^ et deux pour chacun des autres côtés du quadrilatère ABGD.
On résoudrait encore par Tinverse ^t de la même manière , la question suivante.
Problème. Quaùv droites étant données sur um même plan, mener unetransuersale telle, que les trois parties interceptées soient dans des rapports donnés.
i3. Dans l'exemple précédent, le rapport des deux âgures semblables exigées par la méthode inverse, est absolument indéterminé ; mais on peut lier quelquefois ces deux parties, de manière à &ire disparaître cette indétermination ; la construction n'en est que plus élégante , et il n'existe plus, pour ainsi dire , xieai d'indirect dans Fanalyse de la question proposée. Soit proposé de construire un cercle assujéti à passer par deux points donnés , et a couper une droite sous un segment capable d'angle connu. .
Si M et M sont les deux points doimés (fig. 5), AB la ligne donnée, que MNAB ^t le cercle qui satis&it à la question; on pourra construire sur MPi un sèment ca* paUe de l'angle connu ; et si l'on conçoit prolixigées les lignes BN, AM jusqu'àlarencontre de ce lieu géométrique en A' et B', il sera aisé de prouver que les quadrilatères MNAB, MNA'B^ sont semblables, et les lignes AB, A'B' parallèles. Soit C le centre du cercle inconnu , C celui du cerde MNA'; ils se trouveront tous les deux sur la perpendiculaire élevée sur le milieu de MN, laquelle droite viendra couper la ligne ABen im point P, aitué dans la figure MNA , de la même manière que le point P' d'ijL\tersecti<m de CP' perpendiculaire sur AB
(«9) et de MN, Test dans la figure semblable MMA^ Otj les points P, F' sont faciles à déterminer; le point AMe la figure A'B^ri ^ homologue au point M de la figure MN A y sera connu , en faisant l'angle C'P'A' 25= QPM. Connaissant le point A', la ligne A'fi' parallèle à AB, et les droites J^NLAy A^B achèveront la solution.
Avantage de la Géométrie*
1 4- S'il n'est aucune marche tracée pour la recherche
de la solution d'un problème^ par la simple considéra*^
tion des figures y cette inicertitude est peut-être une des
grandes richesses de la Géométrie. Il arrive souvent en
efict, qu'en suivant une certaine route pour aller à la
découverte, on rebcontrela solution d'un problème
différent du proposé y qu'on n'eût sans doute pas trouvé
aussi facilement, s'ilse fiiSlt agi dele résoudre directement.
Qui doitH)n donc le plus admirer, ou du calcul qui
commence ses travaux avec confiance, et finit presque
toujours par répondre à la question , ou de la Géométrie
qui paît sans rien promettre, et revient quelquefois
c^rir avec la solution du problème,, celle de plusieurs
autres qu'on ne lui demandait pas, et qu'elle a recueilli
sur son passage?
Dans ja proposition précédente, la similitude des deux quadrilatères ABMN , A'BOMN et le parallélisme des Ugnes AB et A'B', fournissent un moyen très simple de construireun quadrilatère inscriptible dans un cercle lors(|u'on en connaît les quatre côtés.
Soient les quatre côtés ]MA==sa, AB;b£^ BNso; M]X=::d D'après les considérations précédentes, on
pour les quatre côtés du trapèze A&A'B^, à la oonsttlie* tion duquel se réduit le problème proposée. On peut trouver directement ces quatre lignes en fonction des données, par une construction très simple; il suffit de former un quadrilatère quelconque y avec les quatre Ion** gueurs données , sur le côté d comme homologue au côté bj constiTiire un quadrilatère semblable; les lignes
a ïjCrydr seront les homologues de a, c, d^ pour
trouver le trapèze ABA'B', soit conçue B'Q parallèle à A'B, AQ sera la différence AB~ A'B', AB' le côté a
-+- r-, B'Q le côté c -|- •^., on pourra donc construire
â priori le triangle AB'Q , par suite le trapèze , et enfin le quadrilatère inscrit proposé.
On déduira aisément de la solution précédente ^ la démonstration de ce théorème.
Théorème. Dans tout quadrilatère inscrit , les dia^ gonales sont entre elles comme les sommes des rec^ tangles, des côtés qui aboutissent à leurs extrémités.
En effet, les triangles A]\B', A'MB sont semblables et donnent les proportions A]M : MB :: AB^ : BA' ;: a
jLieux géométriques.
1 5. Les questions de Géométrie se réduisent presque toujours à la recherche d'un ou de plusieurs points. Un point est ordinairement déterminé par l'intersection de deu\ lieux géométriques , sm* lesquels il jouit de deux propriétés différentes et réunies. Ce n'est guère que lorsque ces lieux géométriques peuvent se réduire à la ligne
droite ou au cercle, qu'il est possible d'employer une analyse purement géométrique , pour déterminer le point demandé, attendu que les constructions synthétiques ne sont regardées comme rigoureuses^ qu'avec l'emploi de la règle et du compas. Or, comme les pro* priétés de tous les points d'un lieu géométrique , sont les seules qui puissent donner lieu à son emploi, et que les propriétés de la ligne droite et du cercle sont très limitées, on conçoit aussi une limite pour la quantité de problèmes de Géométrie qu'on pourrait résoudre avec la ligne droite et le cercle , du moins dans ce qui concerne la détermination d'un ou de plusieurs points j il est même beaucoup de ces problèmes que l'on pourrait attribuer à la Géométrie piu'e, parce que leur construction ne suppose que la con oaissance de ses premiers élémens, et qui n'en ont pas moins été déduits de l'Analyse algébrique. U est vrai que la Géométrie conduit aux mêmes résultats ; mais dans ce cas, son analyse participe un peu des propriétés pour ainsi dire enigmatiques delà synthèse ; c'est le grand défautde la Géométrie quand elle veut concourir avec l'Algèbre.
i6. En un mot, parmi les lieux géométriques, il n'est guère que la ligne droite et le cercle, considéré surtout comme segment capable, dont on puisse attribuer la découverte à la Géométrie. C'est en étudiant leurs applications à la solution des problèmes , sur-tout à la construction des triangles, qu'on a dût remarquer Fimmense avantage des lieux géométriques , et c'est sans doute cette remarque qui a donné naissance aux re* cherches faites sur les sections coniques, et enfin à cette analyse sublime de Descartes, où d'une popriété çom-
miine à tons les points d'une courbe , on déduit son expression analytique.
Pour donner cep^idant un exemple de la découverte d'un lieu géométrique, par la seule considération des données , soit proposée la question suivante :
PROBLÈmE. Trouver le lieu géométrique décrit par un anneau pesant M (fig. 6) mobile sur unecorele QMC de longueur constante ly dont une extrémité C est fixe, et Vautre Q assujétie à descendre suivant une verti" cale AV.
La direction verticale d^une force imprimée à l'anneau mobile , doit diviser en deux parties ^ales l'angle QMG, fwmé par les deux Qordons partiels QM , MG ; c'est-'à-^dire que si on prolonge la ligne CMQ^ jusqu'à la rencontre en Q' de la verticale AV, le triangle QMQ' sera isoscèle ; on aura donçQM saQ'M et CXJ^= QM -4- ÇM 3= /; le lieu géométrique demandé est donc la droite CQ' hypoténuse du triangle rectangle ACQ', &cile à coJQLStruire^.puisquq AC çt GQ^=:isont connus.
U arrive souvent qu'en étudiant les propriétés d'une figiffe, les cas particuliers d'un théorème, on découvre comme par hasard un Ueu géométrique ; la méthode qui l'a ainsi déterminé est toujours analytique , puisque le raisonnement seul y conduit. Par exemple , en étudiant les propriétés des tangentes communes à deux cercles, on pourra conclure la réponse à la question suivante :
Problème. Etant donné un point et un cercle, trou* per le lieu géométrique du point qui partagerait en deux parties j dans un rapport constant, la ligne menée du point donné, à Vun quelconque des points de la çir^ conférence.
Quoi qu'3 en soit , coniœe il ne fiiit pas toujours s'at* tendre à ees découvertes du hasard, lorsqu'à]^ lieu géo^ métrique est proposé, il vaut mieux leohercher d'abord par Fï^plication dé TAlgèbre à la Géométrie; et s'il participe de la ligne droite ou du œrde, en pourra ensuite interrogar la Synthèse pour vérifier la solution. Toute propriété du cercle ou de la ligne droite , trouvée par l'Analyse algébrique, et mise au nomlMre des propositions géométriques, soit par la Synthèse, soit par toute autre méthode purement géométrique, doit reculer les bornes de la science de l'étendue, dans la solution des problèmes, puisqu'elle lui fournit de nour veaux lieux gé(»nétriques, ou pour ainsi dire de noù* Telles coordonnées pour déterminer les points inconnus. Si on voulait conserver à la Géométrie l'h<mneur apparent de la découverte , il faudrait laisser entrevoir kiroute qu'elle eût pu suivre pour y arriver; mais cette nouvelle méthode: analytique serait peut*-étre aussi loin de la route naturdfe de l'inventeur, que la Synthèse même.
Par exemple^ l'Algèbre seule à dà trouver que le lieu géométrique du point dont les distances à deux points donnés, seraient dans un rapport constant, est une cir-*conférence de cerde; la. Géométrie pure n'a &it que le prouver ; et si l'on voulait forcer son analyse à donner le même résultat , elle conserverait toujours une certaine apparence énigmatique, qui dévoilerait son impuissance.
On pourrait en effet aborder ainsi qu'U stiit, la reohwche de ce lieu géométrique : soit M (fig. 7) , un de$ points du lieu géométrique , AetB les points donnés tels que l'on ait AMl MB IZalC rapport donné ; la ligne MN qpi opère kbisection de l'angle M, passe constaltnment
(a4) pArle pointTÏ , qaipartage ABen deiixsegmens AN elBN^ proportionnels auxlignesa et Ç. Si l'on conçoit Nl^ pdralr lèle à BM, ISQ à AM, le parallélogramme MPNQ sera un losange; la diagonale PQ sera donc perpendiculaire sur le milieu deMN; si donc O est son point de rencontre avec AB , on aura ON=sOM; d'ailleurs le parallélisme des lignes AP et NQ, QB et PN donne ON:OB :: PN ; QB :: AN: BN; la ligne ON ou OM ne dépend donc que des segmens constans AN et BN , elle est donc constante. Le lieu géométrique demandé est donc vax cercle Êicile à déterminer. On pourrait sur AN et BN construire des triangles équilatéraux ; la Hgne qui join^ drait leurs sommets irait passer par le centré O du cercle cherché, dont ON est le rayon.
Si l'on proposait 9 étant donnés quatre points A , B^ C, D en ligne droite, de trouver hors de cette ligne unt point X tel, que les lignes AB^ BG, CD, y soient vues sous un même angle, la recherche du lieu géométrique précédent donnerait pour la construction de ce problème, l'intersection de deux cercles*
Algèbre^
1 7. Concluons cependant que , lorsqull s*âgit de déterminer un Ueu géométrique, la position d'une certaine ligne, d'une certaine surface, par rappoipt à d'autres lignes, d'autres surfeces données^ on doit préférer l'ap? plication de l'Algèbre à la Géométrie. Cette méthode consiste principalement à mettre les problèmes en équation, c'est-à-dire, à l'énoncer algébriquement. Il faut ensuitemanier leséquations, les données primitives, deÊi* çon à obtenir des résultatsprompts et satis&isans, but que
l'on n'atteint pas aisànent. Cependant la marche sftreet méthodique de cette analyse, la aymétrie , la variété des éliminations ) conduisent à des équations finales où la réponse à 1a question se trouve écrite. Ainsi parvenu au résultat algébrique, il reste à le traduire dans le langage de l'énoncé proposé; ^est la le terme, le fini de l'ouvrage } mais souvent l'écueil du Mathématicien, un obstacle que la solidité du raisonnement peut seule sur^ monter*
Il ne &ut pas croire cependant , que cette partie soit toujourslapierredetoudKe de la sagacité mathématique. n est des résultats extrêmement simples , des problèmes dont rAnalyse semble se joiier, et poiu* lesquels elle ne croit pas nécessaire d'avoir des secrets; c'est snr^tout quand la Géométrie simple peut répondre d'eUe^éme a la question, que l'Analyse est si docile ; cette dernière est en efiet le guide du Géomètre ; et quand il s'avise de marcher sans elle vers un but quelconque , elle semble lui prouver, par sa simplicité, qu'il serait arrivé plus vite s'il eût suivi ses conseils.
U fiiut étudier l'énoncé d'un problème de Géométrie, avant de l'exprimer en Analyse; commencer par écrire les données , par les mettre en équation. S'agit-il d'un point? deux conditions, deux coordonnées suffisent pour le déterminer sur un plan ; il en faut trois lorsqu'il est situé d'une manière quelconquedans l'espace. S'agitil d'un lieu géométrique continu ? il sera exprimé par une ou deux équations entre trois variables. Si c'est une ligne plane, il suffit d'une seule équation qui établisse une relation entre les deux coordonnées de chacun de ses points. C'est ainsi que l'Algèbre traduit un énoncé géo*
mélrique dans son propre langage, pour fe présenter^ pour le trayailler ensuite à sa manière.
Viennent ensuite des éliminations, dès transformations, dont Fulilité n'est point incertaine ; il ne Êiut jamais perdre de vue le résultat désiré, chercher constamment le plus court chemin pour y arriver. I«a Gréométrie,lorsqu'elleestseule employéeà la recherche d*unc solution, dévie souvent de sa route, pour aller à la découverte; la bonne Analyse au contraire, connaît l'endroit où elle doit frappa:, et s*y dirige sans détours.
Après avoir tracé lesdifférentes périodes de la solùti<m des problèmes par FAlgébre, je vais les parcourir ayec plus de détails , et chercher à lever les difficultés, à résoudre les cas particuliers qui pourraient se présenter.
Notation.
i8. IHms le calcul , il faut toujours choisir ks notations les pliis avantageuses ; soit pour aider la mémoire,, soit pour abréger les éliminations^ Autant il serait ridi*^ cule de &ire consister dans de simples conventions , la majeure partie des Mathématiques , autant il serait eiiLagéré dé les en bannir entièrement. Elles détruisent quelquefois Faridité du calcul, et l'on pourrait dire que la notation est à l'Analyse, cç que l'arrangement. «t le choix des mots est à la clarté du style. Avec sqr secours, les calculs les plus longs deviennent une somme de transformations semblables , et il ne &ut plus pour achever le tout, que la patience de répéter la partie principale. C'est avec de pareilles inventions que l'Analyse algébrique 2 si.péniUe dans son origine^ est parvenue
( ^7 ) au point de donner des leçoii9 de shnplicité à la Géo^ métrie même.
19. Quand les données d'un problème peuvent être placées par rapport aux axes coordonnés^. de manière à simplifier les équations , sans en trouI>ler la symétrie ^ U&ut toujours en profiter; mais si cette simplification de position anéantit cette même symétrie > en détruisant les quantités qui pourraient la iaire apercevoir, elle n'est plus, qu'apparente , et il vaut mieux placer les axes coordonnés d'une manière arbitraire. Si l'équation fi-« nale est plus longue , la similitude de ses termes , non sjeulement donne le moyen de la retenir plus facilement quand l'importance de son usage l'exige, mais encore procure l'immense avantage de pouvoir y lire plus faci* lement la réponse à la question proposée. C'est xsne pbrase longue sans affectation , qu'on doit préférer aune plus coiirte , mais souvent moins intelligible.
Expression analytique de la communauté d^ntersee^
tion des lieux géométriques^. ^
m U mise en équation d'un problème de Géométrie ne se réduit pas toujours à la récapitulation des données.^ souvent il existe des relations à exprimer, des équations de condition à obtenir, avant d'aborder la recherche de la solution. On ne surmonte pas toujours avec une ^ale &ciUté ces obstacles préliminaires ; sou^ ventla longueur et le nombre des éliminations à effectuer, pour exprimer une partie d'un énoncé, le fait rejeter entièrement j et il arrive en cela , comme dans beaucoup d'autres circonstances, qu'un abord peu flatteur iail mal soupçonner du reste.
Une de ses difficultés premières , est d^exprîmer qu^un point ordinairement donné par l'intersection de deux lignes;^ se trouve en même temps sur un troisième lieu géométrique; qu'une ligne toujours déterminée par Fensemble de deux sur&ces, leur est commune avec une troisième.
J'essayerai de lever cette difficulté, en m'appuyant sur ce prindpe évident ; que si Ton combine les équations de deux lieux géométriques d'une manière quelconque, l'équation résultante exprime un troisièn^e lieu géométrique, sur lequel se trouve l'intersection des deux premiers. De ce que cette combinaison peut se &ire d'une infinité de manières, je concliu*ai que si l'intersection de deux courbes, de deux sur&ces, doit se trouver sur une troisième courbe, une troisième surface donnée, il doit exister une équation combinée de celles des deux premières courbes, des deux premières sur&ces, qui exprimera la dernière courbe, la dernière sur&ce donnée. Tout se réduit donc, dans tout les cas, à trouver de quelle manière doit s'effectuer cette combinaison.
Je supposerai d'abord que lés trois lieux géométriques soient du même degrés D, je désignerai par E=o, E'=o, E''==2 leurs équations. Si ou multiplie respectivement les deux premières par deux indéterminées m et m', et qu'on lès ajoute ensuite, l'équation /^lE ^m/E' s=: o , résultante de cette combinaison , sera du même degré que les équations proposées, et pourra représenter, vu l'indétermination du rapport -7» tout lieu
géométriqpae du d^é D^ passant par les intersections des lignes ou sur&ces , représentées par les équations
{ ^9 ) E=o, E'ssro. Mais puisque le lieu géométrique du degré D, dont l'équation est E''s=:o, doit aussi passer par ces mêmes intersections, il doit aussi pouvoir être représenté par Féquation mE + m%' = o ; on peut donc disposa et du rapport et de Tuine des deux indéterminées m et m^, pour identifier les polynômes mE -f- m'ISl et Ef'; ce qui conduira en général à autant de relations entre m, m% et les coefficiens des équations proposées y que l'équation du d^ré D entre deux ou trois variables ^ peut admettre de coefficiens. Si on éUmine ensuite les indéterminées m et m! y on aura les relations définitives qui doivent exister entre les coefficiens des équations proposées , pour exprimer analy tiquement la commu* nauté d'intersection des lieux géométriques qu'elles représentent.
Il est aisé de voir que dans le cas de trois lignes du degré D, situées sur un même plan, on parvient à [^(D-+- 1) (D+aj— 2] équations de condition, et que pour exprimer que trois sur&ces du même ordre ont même ligne d'intersection , il fiiut [77^(0+ 1) (D -f- a) (D-f^3)— -a] relations entre les constantes qui les de** terminent analytiquement.
Si l'on voulait exprimer que quatre surfaces du d^ré D, ont mêmes points d'intersection , en supposant que leurs équations fiissent E=o, E'=o, E''=o, E'"=o^ on démontrerait par des raisonnemens semblables aux précédens , qu'il doit y avoir identité entre les polynômes mE4-m'E'H-m''Ë" et E%m, m'y m" étant indéterminées. L'élimination de ces trois constantes entre les équations qu'exigerait cette identité conduirait à [î^(DH-i)(D4-3)(D+3)— 3] relations entre les
( 3o ) eoefRciens des quatre équations propo&ées , lesquelles devront être satisÊûtes, pour qu'il y ait communauté d'intersection entre les quatre sur&ces qu^elles représentent.
Le principe d-dessus énoncé, n'exige pas , pour être appliqué, que les lieux géométriques proposés soient du même degré. On peut encore exprimer les rencontres communes de lieux; géométriques de ËimUles différentes. Par exemple, lorsque deux sections coniques doivent ftvoir leurs points d'intersections sur une seule ligne droite, on peut cherdher la combinaison de leurs deux équations, qui pourrait être identifiée à une équation représeutant la ligne droite j l'élimination de l'élément indéterminé de cette combinaison, conduira à des relations analytiques, entre les constantes qui déterminait la forme et la position respective des deux courbes ; cénditioxis qui existeront nécessairement, toutes les fois que deux courbes du second degré devront avoir leurs points communs situés sur une même ligne droite. On peut effectuer cette combinaison, soit en faisant des*cendre le degré de l'équation combinée à celui de la ligne; droite^^ par la nullité des quarrés et rectangles des coordonnées*^ soit eniaisant^u contraire monter le degré de l'équation de la ligne droite, par uiie composition nulle de dqux &cteurs égaux aussi nuls par eux-^mêmes. Ces di^entes manières de combiner les équations proposées^ pour exprimer les conditions demandées, conr> duisentà des résultats diffîrens, ce qu'on explique aisé^ ment en résolvant la question sous ces deux points de vue*
at. Tel est le moyœ d'élimination que l'on peut
employer , potir exprimer analy tiquement la t6nùùù*^ nauté cf intersections de j^usieurs lieux géométriijaes, £n traitant ce sujet, mon principal but est de ÊcUiter la traduction analytique de divers éoioncés; si je ne réusais pas complètement, je crois dumoins cpeles pro^ positions suivantes, qui en dérivent aisément, peuvent conduire à la solution d^un grand nombre de problèmes curieux jet que dWprincipequin'estrienenlui-m^e^ jedéduisdescorollaires dont l'utilitan'est pas incertaine*
Problème h Trouver les condiUonanêcessaires pour ^ue trois droites passent par un mime point.
Solution. Soient les équations des traisdit)ites^ ainsi qu'il suit :
dx+Vy^c'r=.ol (0;
l'élimination de jtetj^ entreelles, donnera sm>IeKiiampi pour la condition dierchée , l'équation
Mais on peut parvenir au même résultat, par un pro* cédé un peu différent qui, à la vérité'^ n'a dans le cas présent aucun avantage marqué sur celui4à, mais qui nous sera fort utile pour les autres recherches auxqudles nous aurons ensuite à nous livrer.
En prenant la somme des produits des deux première» éc|uations (x) par deux multiplicateivs indéterminéi m , m^ il viendra
équation qui,^à^ause de l'indétermination des multiplia œteui'S m , m\ est propre à représenter toutes IesdroitG|
qui passent par rintersection des deux premières droites (i).
Si donc on veut <jue ces droites se coupent en un même point, il devra être possible de disposer des indéterminées m et m'y de manière à &ire coïncider la troi^ sième équation (i) avec Féquation (3). Cela donnera
am -j- ciw! =; a', bm -J- b'm! =s 6*, ct» + c'mf'ss c" (4) ; et, en éliminant m et mf entre ces trois équations, on retombera de nouveau sur Féquation (û).
Problème IL Trouver les conditions nécessaires pour que trois lignes du second ordre se coupent suiifant les mêmes points.
Solution. Soient les équations des lignes dont il s'agit ainsi qu'il suit :
Soit prise la somme des produits des deux premières équations, par deux multiplicateurs indéterminés m et m* ; on aura ainsi
Idm+dni) x+ a (em 4- ^ni') y + (fin +fm') = (a) , équation qui, dans sa généralité, représente toutes les lignes du second ordre qui passent par les intersections des deux premières lignes (i).
Remarquons, avant d'aller plus loin , que cette équa-^ tion pourrait fort bien, en général, appartenir à une parabole; mais de deux manières seulement, puisque la condition ( 6m -f" f>^^' )* = {'^'^ + «''w' ) {cm •+• c W )
détcrraine le rapport —, , et ne lui assigne uniquement
apc^ + ^l^'^ + ^* + a^^ + a«y -f-/'=o
que deux yaleors. Remarquons encore qae cette équation ne saurait généralement appartenir à un cercle. U &udrait en effet , pour cela y qu'on eût en même temps^
équation d'où Fon tire
et par suite
Telle estdcme la condition nécessaire et suffisante, pour qu'un cercle puisse passer par les intersections de nos deux courbes.
Bfais cette même équation (2) pourra représenter une infinité d'ellipses et d'hyperboles; et si l'on reut en. particulier, qu'elle représente la troisième courbe (i) on, ce qui revient au mémei si l'on veut que les trois courbes (i)aientles mêmes intersections, il fiiudra qu'on ait à k ibis,
«m -J- aW = a^, bm + i W = b\ cm+c'm^s=s c" \ .-.
L'élimination de m et m! entre ces six équations, conduira à quatre autres qui exprimeront les conditions cherchées.
Les équations
sont (Problème I) celles qui exprimeraient que les trois droites
concourent en im même point. Mais on sait d'ailleurs
que cliacune de ces dernières équations est celle do. diamètre de chaque courbe, qui coupe eu deux parties égales les cordes parallieles à i'axe des j?; et puisque la direction de cet axe est quelconque > on en peut con*clure le théorème suivant :
Théorème. Si plusieurs sections coniques ont quatrû points communs^ dans quelque direction qifon leur mène des diamètres parallèles^ les conjugués de ces diamètres concourront en un même poinU
Problème IIL Trouver les conditions nécessaires pour que trois plans se coupent suivant une même droite^
Solution. En supposant que les équations soient
on parviendra aux conditions cherchées , en exprimant que la somme des produits des deux premières équations, par deux multiplicateurs m, m', est la même que la troisième^ on obtiendra ainsi les quatre équations
cm + a vfi = a!\ bm -f- 1 /n =::: b ,
entre lesquelles il Ëiudra éliminer m et m! y ce qui donnera deux conditions.
Deux quelconques des trois premières équations (2) jointes à la quatrième , prouvent que les traces de nos trois plans sur un des plans coordonnés, c'est-à-^ire, sur un plan quelconque , doivent concourir en un même point j ce qui est d^ailleurs évident.
Problème IY. Trouver les conditions nécessaires
pour que trois surfaces du second ordre se coupent suivant une même courbe.
Solution. En supposant ^ pour les équations des sur^ Êices dont il s'agit y
et exprimant que la dernière est la somme des produits des deux autres par deux multiplicateurs indéterminés m^ m! y on olitiendra les dix équations
iim+a^m^=:2a!', fm +f^m^r=:f bm -4- Vm! ac: é*, gm '{-^w! = g"i cm + c'm! =3 c% hm + Vni — A'V (a) ^
entre lesquelles éliminant m et ni^ on obtiendra les conditions cherchées ^ lesquelles conséquemment seront au nombre de huit.
La première, la quatrième et la cinquième équation de la première colonne, jointes à la deuxième de la se- Gonde^ prouvent quelestroisplansdontles équations sont
se coupent suivant une même droite ; mais ces plans sont les conjugués des diamètres de nos trois surfaces parais lèlesà Taxe des x, c'est-à-dire à une droite quelconque; on a donc le théorème suivant.
Thêokème. Lorsque plusieurs surfaces du second ordre se coupent suivant une même courbe, les plans diamétraux conjugués à des diamètres parallèles de ces surfaces, se coupent tous suivant une même droite^
S la troisième équation (i) représentait une sphàre> il &udrait qu'on eût à la fois
dm -^^m'^ssem -f- è'j»' 5=^ '+'f^Tn^ = o ^
entre lesquelles éliminant —7, il viendrait
II — & g— c d __ f
conditions au nombre de quatre , qui expiiment que la commune section des deux premières surfaces (i) est sur une sphère.
PnoBLÈBOB V. Trouver la condition nécessaire pour que quatre plans concourent en un même point.
Solution, En supposant que les équations de ces quatre plans soient
«•«+ h'y+ c'z^ ir= o f ^*^' «•«+ Vy'^ c*a+ if*=s o j
on pourrait d'abord parrenîr à la condition cherchée, en éliminant x^y^z entre ces quatre équations; mais on y parviendra également en expiimant que la somme des produits des trois premières , par trois multiplicateurs indéterminés m , ni^ rri^ est la même que la qua« trième; cela donne les quatre équations
bm+bW^b''m'z=2b^, dm + drm'+d''m'=:drS^^^' entre lesquelles éliminant m, m\ ni\ on parviendra également à la condition cherchée.
Pro:blème YI. T7X}uver les conditions nécessaires pour que quatre surfaces du second ordre aient les mêmes points d^ intersection.
^37) Solution. En supposant pour faces dont il s'agit ,
il faudra e&primer que là quatrième est la somme des produits des trois autres par les multiplicateurs indé-* terminés 77») m'y m^y ce qui donnera les dix équations
am + t^m' + cft»' = n*, fm +fwf +fm'' =/•,
|An+dW+dW==:A Am+feV + *''»*=*•.
entre lesqueUes éliminant m, m', m^ on parviendra aux conditions cherchées , lesquelles seront conséquemment au nombre de sept.
Ji^s première ) quatrième et cinquième équations de la première colonne , jointes à la seconde de la deuxième, prouvent (Problème V) que les quatre plans dont les équations sont
</ jc Hh rfy + e'« -f- g' =2 o ,
conc*onrent en un même point * mais ces plans sont les plans diamétraux conjugués aux diamètres qui, dans nos sur&ces, se trouvent parallèles à l'axe des x^ c'està-dire à une droite quelconque ; on a donc le tliéorème
que voici,
THÉoateE. lj>r$que dès surfaces du second ordre -passent toutes par les mêmes points d* intersection ^
leurs plans diamétraux conjugués à des diamètres parallèles, concourent tous en un même point.
Si la <piafcnème des équations (i) appartenait a une sphère, il &udrait qu'on eût cm 4- t^rn' '^c^m''=zbm + Vm' + b'w!^'= cm 4- c'm' + c'm%
ce qui donnerait en élimitiant—,—, les trois conditions
dey''^dfe'-hfdt''^isdr + efd''~f^d'=o,
qui expriment que les huit points d^interseclionde trois surfaces dusecond ordre, se trouvent situés sur une même spLère.
Scholie. PuÎJsque la condition de passer par la même couii)e établit huit relations entre les coefScîens des équations de troi^ sur&ces ^ que là condition de passer par les mêmespoints n'i^ établit que sept entre les coefiiciens des équations de quatre autres siir&ces du second ordre; on peut en conclure que les huit points dHntersection de trois sur&qes ne sont pas. placés d'une manière arbitraire, que le huitième dépend des sept premiers, et enfin que trois sur&ces qui seraient aàsujéties à passeï parhuitpoints quelconques, doiventavoirmémq courbe d^înter section. Le thé(n:énie du problème lY a donc lieu pour trois sur&ces assujéties à passer par huit points quelconques.
PftOBïifeBiE VÏI* Exprimergue deux sections caniçues ont leurs points d'intersection situés sur tme fnéme ligne droite.
Solution, Le» deux sections coniques seront en gé^
( 39 ) nér&I représentées par les deux équfttions
tcmte combinaison de ces deux équations qui n'en augmenterait pas le degré sera de la forme
(a) (flm + i/m') a:* -f- ^ (*m + b'mT) xy + (cm + c'^')y^ 4. s (jdm-^-dfmf) X +û(em + eW) y+{fm"^fm)'=sio\
die représentera un lieu géométrique des points d'interseètîon des courbes ( i ) ; mais si tous ces points doivent ^ trouver sur une même ligne droite^ il feut que l'équation (2) puisse se réduire au premier degré, par la dis-^ parition àsB termes en ^, ^9 J^? ce qui donne
(3) am •+• dm* 'Si bm -f- b'm =€m + (ftdtsz o ,
OU bien encore, se déecmiposer en deux facteurs égaux en rc,^, ce qui exige que l'on ait les équations de condition
1(am + dm") (cm + c'm') = (bm + lfm')% (am + afm') (fm+fm") = (dm^d^fny, (cm + c'mO (fm +fm') = (em 4- eW)».
Dans le premier cas^ Félîmination du rapport -7 entre
les équations (3) conduit à deux relations ^ ss ^=77
entre les trois premiers coeificiens des équations des sections coniques proposées; elles indiquent qu'elles doivent être de même nature et semblables; leurs axes principaux étant de plus parallèles entre euxii Mais cea conditions ne déterminent nullement la distancerespeotive des centres ou des axes de ces courbes , en sorte que cette manière de résoudre la question démontre ce théorème.
Deux sections coniques 4e même nature, dont les
axes sont proportionnels en grandeur, parallèles en direction y n'ont et ne peuvent avoir que deux points communs.
Dans le second cas au contraire^ l^élimination du
rapport —7 conduirait à des relations eutrelescoefïicieos
des équations (i) exprimant que les sections coniques qu'elles représentent ont un double contact* Eji effet l'équation (a) peut d'abord être coiisidérée comme Ven^^ semble de deux lignes droites, qui finissent par se confondre en une seule quand le premier membre dei'équation qui les représente devient un quarré parÊtît. Tant que ces 1 ignés sont différentes , elles joignent deux à deux lesquatre points communs aux deux sections coniques, et l'on concevra aisément d'après cela , que ces courbes doivent avoir un double contact quand les dreites se confondent en une seule; cette réunion ne pouvant avoir lieu sans que les quatre pcmUs d'intersection se confondent aussi deux à deux*
Cette dernière manière d'envisager la question, four* lût une méthode pour trouver la position des axes prinr cipaux d'une section conique En effet, si l'une des sec* lions coniques proposées est un cercle de rayon E, dont le centre ait pour coordonnées a,é^^ on pounsi éliminer
entre les équations de condition (4) > le rapport -^etle
rayon R, la çlemière équation en a , ff, représentera le ï\eïi géœnétrique des centres de tous les cercles qui pourraient avoir un dçuble contact avec la section co-* nique donnée, et ce lieu géométrique est, comme on le sait d'ailleurs, l'ensemble des deux axes principaux. On résoudrait deux problèmes analogues aux précé*
dens, en chercbant les conditions nécessaires pour quo deux 8urfiice9 du second ordre se coupent suivant une com be plane. Si l'on exprime que la combinaison des éc|aationsde ces deux sur&ces doit se réduireà une équa^ tion du premier degré , parla disparition des termes d*an degrésupérieur, on démontrera cetliéorème, que, Deux rar&ces du second ordre de même naturey dont lesaxes seraient proportionnels en grandeur , parallèles en di« rection, quelle que soit d'ailleurs la distance respective de ces mêmes axes, ne peuvent se couper que suivant une courbe plane. Si au contraire on veut que la cornbinabon du second degré des équations proposées, se réduise à Fensemble de deux plans confondus, on aura des relations analytiques exprimant que les deux surfaces sont tangentes suivant une courbe plane, ou plus généralement tangentes entre elles.
2a. Cette manière de combiner les équations peut encore servir à exprimer la nature particulière de certains lieux géométriques. C'est une partie d'un éconcé qui exige souvent de longues recherches.
PnoBLÈxE I. Exprimer qyfune surface du second vrdre est cylindrique.
Soit l'équation de cette surface
aCy 4- aC» + D =s o
les coordonnées du centre seront données par les équar fions
i.^=B'j:+A>+B*+C'-o^ (a) i.^=Br;r+By + A'»+C''=o
(40 elles représentent trois plans diamétraux de la surface j si elle est cylindrique, ils doivent se couper suivant l'axe ; l'une quelconque de ces équations doit donc être une conséquence des deux autres. Si donc on multiplie la première par m, la deuxième par m! et qu'on les ajoute, on pourra disposer des indéterminées m et m' pour que cette somme soit identique avec la troisième. Si donc on élimine m et m' entre les quatre équations ,
Am + Vm' = B", 3"m + A' m' = B , B'm. 4- Bmf = A", Cm + Cm' = C ,
on aura deux relations pour Fexpression demandée. . .
(AA' ~ B*») C + (fi'B" — AB ) C -f. (BB" — A'B') C = o, (A'A" — B» ) C + ( B'B — A"B")C' + (B'B — A'B') C* =:. o.
Problème II» Expriiner qu^Une surface du second ordre est conique.
Dans ce cas, lé centre est situé sur la surface, et il &ut que l'équation L ss= o , et les écpiation» (a) aient lieu en même temps^ la première peut se mettre sous la forme
X (Ax + B'^J' +B'24. C)4-j^(B''x'-+- A> + B« +C') 4-z(B'x+By+A"6+C0 4- Oc+Cy+ifz+D—o,
et en vertu des trois autres , se réduit à
de sorte que poc^r achever la solution , il suffit d'exprimer que les quatre plans (a) et (b) se coupent en un même point.
Problème m. Expnmer qi^ Une surface du secùfid degré est Vensernble de deux plans.
Dans ce cas , d^ quatre équations (a)et(b) , deux quelconques doivent être une conséquence des deux autres; ce qui donne quatre relatÎ0¥is«
Si les plans sont parallèles, deux quelconques des équations (a) sont des consécpieDkces die la troisième j on a B'B*=5AB, BB*=2A'B', BB'=iA"B% BC=B'C's=B'(r.
Problème IV. Exprimer qu'une surface du second ordre est de révolution.
Soit toujours Lsso, l'équation dé la surftce; soient Uyb^Cy les coordonnées du centre ; Téquation de la çur&ce poun^a se mettre sous la forme
(0 A(a?— a)*+A'(;^-.iV+A''(a-cy+aBO— &)(*--.c)
+flB'(x--^)(2>--<r)4.aB''(^ï>^)^~*)+l>'==o-
Si la sur&ce est de révolution, il &ut que la sphère qui aurait pour équation
(2) (x^a)*+(jf^i)* + («-0'==R% la coupe suivant deux cercles, dont les plans seront perpendiculaires à Taxe de révolutipn^ et situés à ^ale distance du centre. Soient
les équations de l'axe ; celle des deux plans perpéiKÎi- .culuircs seront de la forme
(^ — c) 4- ^ (^— «) + "Cy*^*) == •-• et leur ensemble sera représenté par l'équation
(3) mXx-^ay+n\y'^by+ (a~c)» + a/i(y— -i) («— c)
I^es ifois lieux» géométriques (x), (13), (3) doivent donc avoir même intersection j il Ê^ut donc qu'en multipliant la première par l'indéterminée P, la seconde par Q.et les ajoutant, le résultat puisseèlreidcxitifié avec la troi-
sîème; ce qui conduira aux équations
BP = /i, irPzsï II», B'P = mit;
la première mdique la relation qui doit exista entre R et ce ; et comme le résultat doit être indépendant de ces quantités, il suffira de considérer les six dernières; si donc on élimine P. Q, m, n, le résultat se composera de deux équations qui constitueront l'expression de* mandée
BB" (A" — A ) = B' (B*— B"0, B'B ' (A" — A') = B (B'* — B
Ce résultat étanlindépendant des coordonnéesducentr^ a encore lieu pour exprimer qu'un paraLoloïde est de révolution.
TJiéorie den Transversales.
s3. Dans toutes les applications précédentes nous avons nommé ligne du second degré , tout lieu géométrique indiqué par une équation à deux coordonnées x ^ly élevées seulement aux deux premières puissances, et sur&ces du second ordre , toute sur&ce qu'une équation du deuxième degré à trois variables pourrait représenter. U suit de là, que l'ensemble de deux lignes droites est compris dans la première dénomination, que l'ensemble de deux plans est une sur&ce du second ordre. C'est peut-^e pour ces réunions de lieux géométriques du premier degré , que l'Analyse a le plus besoin des tbéorèmes que nous venom de démontrer. Les problèmes les plus utiles qu'on puisse lui pi-oposer^ r^ardent souvent la ligne droite et le plan ;
elle ne doit àont ]>as n^liger tout ce qu'elle peut ap» prendre sur la transformation de leurs équations.
En général , quand ou doit considérer les intersections d^tm ensemble de deux lignes droites avec des lieux gécmiétriques du second degré, il est plus simple d'exprimer cet ensemble par une même équation ; on dinû** nue par ce. moyen le nombre des éliminations; souvent même cette conformité du degré des équations à combiner peut seule conduire à un résultat prompt et satiâ&isant} on dirait que l'Analyse se plaît à mettre en rapport des lieux géométriques d'une même classe ^ et qu'elle montre a u contraire de la répugnance à rap-» procber des classes différentes.
Pour donner unepreuvefirappante de l'utilité de cette remarque, nous ferons voir avec quelle &cilité FAnalyse peut démontrer les principes de la théorie des transversales.
Problèmk. Siparunpointfixepriêsurleplanâ^une section conique donnée, on mène deux sécantes à cette courbe, que Von joigne par des droites les extrémités réciproques des cordes résultantes, quel sera le lieu géométrique de V intersection de ces nouvelles sécantes? La ligne du second degré donnée peut , dans tous les cas, être représentée par l'équation
Soit ce, C les coordonnées du point M donné, ft\ C
celles du point M' dont on cherche le lieu géométrique j;
l'ensemble des deux premières sécantes aura ime équa*
tion de la forme
(a) (y-.C)»4 3A(ar-4)(jr-.C) + B(x~#y=.o;
tes deux autres seront représentées par une autre équa-
ne y
tion analogue,
(3) Cy-C^r+aÀ^(x-ctO(y-.C) + B'(x-iO*«o.
Les lignes (i), (2), (3), devant avoir mêmes points d^intersection , on devra avoir entre les cœfixciens des équations qui les représentent, et les constantes arbitraires m et m'y les six relations
mff+mT+mA*+ m'AV s=: o , 7nJB*-f-m'BV4-mAC+m'A'ff' :=r ^, mC*4^V«4-fl7nAiiC4.am'AVC4^iiB#«+m'BV»== o.
Si Ton substitue A' et B' en fonction de A et B dans les trois dernières, elles deviendront
7iiC-f- m'? «4- «A («—*') c=o,
+ mB(« + «')(«—•') 4- p»'» =0;
l'élimination de A et B entre ces trois équations con* duità
(i» + m')flr + (p*'— ç)(- + 0)— P«'*=o;
considérant que (m -f- m') £=: i en vertii de la première des équations (4)9 on aura
(5) fl?' + p-' = ç(«+*'); on en déduit que le lieu géométrique demandé est ime ligne droite. Si le point donné tf , € , est extérieur à la courbe (i), la droite (5) joint les points de contact des deux tangentes menées par ce point à la section conique. Cette réponse à la question proposée fournit un moyen de mener des tangentes à une section conique donnée par un point extérieur, sans autre usage que celui de la règle. Par le point donné M (fig. 8) , on ntè^ nera deux sécantes ouelconciues MAB, MA'B^ on ioin*
Aa AÀ', BB'; A$' et A'B, le point d'intetscfction des deia premières droites , celui des deux deruières devant être situés Sus la ligne qui joint les points de contact^ cette ligne est déterminée y et son intersection avec la courbe donnée détetininera aussi les points de contact ^ et par suite les tangentes.
Si la section conique était Tensenible de deux lignes droites, la nouvelle droite que Pon obtiendrait pour le lieu géoniétrique y irait nécessairement passer par l'in*» tersection des deux premières. On peut déduire de cette remarque une solution graphique de ce problème. Par un point donné, mener une droite qui aiUe passer par le point de concoms de deux autres droites données qu'on ne saurait prolonger.
L'im des points M , M' pouvant être supposé situé à l'infini, on peut regarder comme démontrées les deux propositions suivantes, dont la première nous sera très utile pa f la suite.
Teqsorème. Si Pon Joint deux à deux les extrémités réciproques de deux cordes parallèles dPune section conique, les points à^intersection de ces nouvelles sé^ cantes seront situés sur le diamètre qui divise ces cordes en deux parties égales.
Théokème. Si les deux ligneshcy b^c'(fig. 9), sontpa^ rallèles à la base BG du triangle ABG^ les droiteshc' ^ hd se couperont sur la ligne qui joint le sommet A et le milieu de la base du triangle.
La réponse à la question précédente pourrait se déduire de la solution du problème suivant , analogue,
PaoBLÈME. Deux cônes du second degré et une surface du mém^ ordre j ayant une intersection communes
( 48 ) 61 le êommet de Pun des cônes reste fixe, que la trop- 6ièms surface soit aussi constante déforme etde po* sition, quel sera le lieu géométrique du sommet du second cône?
Les équations des troSà surfiices seront, en représen** tant par a;', y'^ z\ ar*', y, «*', les coordonnées des sommets des deux cônes ^
(0 (x--xy+«0'-y)^+*(*-^T + ac(x-.«^)(^— y)
+ 2cf(x-a0(«-O+a€^(y-y )(*-*') = O, {3) ^x* -f- qy^ + /j&* 2= a^x -f» aïy.
Chi expximcm ({ue ces trois sur&ces se coupent suivant une même ligue , au moyeu de dix relations entre les cùéSSLCieasa^byCjQ\c.^e^yb\c\ etc.,/1,7, r, Sj i^ et deux indéterminées m et m'y si l'on âimine entre ces dix équations neuf des ^ coeffidens a , & , c, etc., a\ h\c' ...\ le résultat sera indépendant du dernier et des constantes m et 77»', et Téquation finale
(4) pa^x*+^y + r»V=*(x'+x^)+^(j'4.y);
indiq[ue que le sommet ^y^y x'' est constamment situé sur un même plan. Lorsque le sommet fixe (x', y\ z') est extérieur à la surface (3) , ce plan est celui de contact avec la sur&ce (3) du cône de tangence qui aurait sou sommet au point (x^, y y z'). En efiet, si Ton désignait par x'y y y z' les coordonnées courantes; par oi\y\ z*' celles d'un point de la surfiice (3)^ son pkn tangent en ce point aurait pour équation y Féquation (4) ; si au contraire x'^y^ z' sont constans, poiu* exprimer que le plan tangent doit passer par un point fixci cette équa^
(49) lion exprime le plan sur lequel se troure&t tous les points de contact «"^ y^\ J\
L'un des cônes pouvant se réduire à FensemLIe de deux plans, on peut regarder comme démontré que :
Si un cône du deuxième d^é ayant son sommet en un point m, coupe une sur&ce du même ordre suivant deuxcourbes planes, les plans de ces deux courbes et celui de contact du cône de taiigence, à la sur&ce donnée ^ ayant son sommet au point m , se couperont tous trois suivant une même ligne droite.
D'ailleurs ou sait que si le sommet d'un cône tangent à une sur&ce du second ordre, se meut sur une ligne droite donnée, le plan de la courbe de contact passera toujours par la droite qui joint les points de contact des plans tangens à la sur&ce menés par la dix)ite donnée. î)n peut donc encore r^arder comme démontré par la solution précédente, i*. que si le sommet (:i;',j^', z') du cône (i) se ineut sur une droite donnée , le sommet («", y\ z") du cône (a) se mouvra sur une seconde droite , laquelle passera par les points de contact des plans tangens à la surfitoe (3) menés par la première droite.
3*. Que si l'intersection d'un cône du second d^ré^ et d'une surface du même ordre se compose de deux courbes planes, que les plans de ces courbes passent par une droite donnée, le sommet du cône sera situé sur la droite qui joint les points de contact avec la surface des plans tangensmenés par la ligne fixe. Enfin , dans ce dernier cas, si parla droite qui joint ces points de contact, on conçoit un plan quelconque, qui couperait la sur&ce suivant une section conique, le cône suivant
deux arêtes 9 les plans sécans et tangens suivant des lignes droites passant par un même point, on pourra conclure aisément la solution du problème analogue ^ relatif aux courbes du second d^é qui est résolu direo tement ci-dessus.
Toutes les fois qu'il s'agit de résoudre deux problèmes analogues y Fun dans L'espace y l'autre sur le plan , il vaut mieux commencer par résoudre celui de l'espace ; souvent on en déduit rigoureusement la solution demandée sur le plan, tandis qu'en résolvant d'abord la question la plus simple, on ne ferait que deviner l'autre par analogie* U y a même quelquefois de l'avantage à traiter d'abord le problème de l'espace analogue à un pro* blême proposé seulement sur le plan ; par exemple , on ignorerait beaucoup de solutions élégantes du problème du cercle tangent à trois autres , si leurs inventeurs ne les avaient été chercher dans les sphères. 11 est vrai qu'en généralisant ainsi un problème, on peut le rendre plus compliqué ; mais aussi cette généralité donne-t-^lle une solution plus applicable à tous les cas particuliers de l'énoncé. C'est , pour ainsi dire , une question d'A rithmétique résolue par l'Algâ>re, pour obtenir ime &rmule où se trouve écrite la réponse à toutes les questiens semblables.
Détermination des courhee et surfaces par la Géome^
trie descriptipe.
:tJ^. En appliquant aux lignes et sur&ces du second degré, le moyen d'élimination que nous avons indiqué, nous avons déduit de la simple considération de quelqueséquations, la démonstration de plusieurs théorèmes
qui peuvent servir à la solution complète des problèmes suivans.
Problème I. Fêtant donnés quatre pointa sur un
plan, déterminer graphiquementtousleséUmens d'une parabole assujétie à passer par ces quatre points.
Soient A , B , C , D (fig. i o) les qoatre points donnés ; les droites AfiM, CDM peuvent être considérées dans leur ensemble comme une section conique , ayant avec la parabole à déterminer quatre points co^mmuns ; il en sera de même des droites AM), BNG D'après le tbéo^ rème du Problème IJ (page 82), les diamètres conju-* gués à un système quelconque de cordes parallèles^ appartenant à ces deux réunions de lignes droites, et à la parabole demandée , devront se couper en un même point. H suit de là, que si l'on pouvait déterminer la direction des cordés , pour lesquelles les trois diamètres conjugués sont parallèles, la direction de ces diamètres aérait celle du grand axe de la courbe chercbée«
Soit donc proposé de mener par le point B une droite BX, coupant AD en X, DC en Y, telle qu'il y ait parallélisme entre les lignes qui joignent les sommets M et I^, avec les milieux respectif des cordes BY, BX. Supposons le problème résolu; Considérons le parallélogramme BI^Q, les lignes P(Q, BX en seront les dia^ gonales, par conséquent, l'angleGBG^DNCet la ^dite BX partage en deux parties ^ales la corde RjN et toutes celles qui lui seraient parallèles* On devra donc avoir PEi=PP, E et F étant les points de rencontre de MP, parallèles àNQ, avec les deux côtés de l'angle GBG; la figure BFYE sera donc un parallélogramme. On aura alors les proportions
ey:fc:;my:MC, eg:fy:;mg:my.
(50 maîsEY=BFetEY:FC::EG:FY;onadonc
bf:fc:;my;mc, bf:fc::mg:my;
ces deux nouvelles proportions multipliées Tune pat l'autre 9 donnent
MF*:Pc^:5ïG:MC;
on pourra donc à priori déterminer le point P, et par suite la direction MP qui doit-4tre celle du grand a^^ ou de tout autre diamètre delà parabole cherchée. Le point F pouvant être situé sur BG ou sur son prolongement y on voit <{u'il existera deux directions MP^ et par suite deux paraboles assujéties à passer par les quatre points donnés \ c'est un résultat que le calcul nous avait offert dans une autre circonstance. {Problème II, pag. Ztk).
Ayant ainsi déterminé la direction des diamètres de la parabole I proposons-nous de mener une tangente à cette courbe, en un des points donnés , par le point D^ par exemple* Cette tangente doit-être parallèle aux cordes que le diamètre DE (fig. i k) divise en deux par-» ties ^ales« Si d'un point qudconque de ce diamètre ^ on pouvaitmenei deux tangentes àla parabole , la drbitft qui joindrait leurs points de contact serait conjuguée à ce (Ëamètre ^ par conséquent parallèle à la tangente au point D. Or, si l'on prolonge BA jusqu'à la rencontre de DE en F, il sera aisé de déterminer la position de la ligne de contact des tangentes menées par ce point. En efiet, la ligne FBA est une sécante ainsi que la ligne FDE, pour laquelle un des points d'intersection avec la courbe est situé à ]i'infini ; si donc on joint deux à deux les intersections réciproques de ces deux sécantes avec la section conique cherchée par les droites AMD et BM
parallèles a DE , et encore par les droites D^ et NA aussi parallâes à DE^ les points M et N d'intersection de ces noirrelles sécantes j devant être situés sur la ligne de contact des tangentes , à la parabole menée par le point F^ elle sèrsi déterminée par cette construction | ainsi que la tangente au point D qui doit lui être paral<» lèle»
D'après ceh^ il sera aisé de trouver la position du ibyer, le grand axe, et le sommet de la parabole cherchée. En ^et, la tangenteen un point D étant construite^ pour trouver celle en tout autre point , au point B, par exemple, il suffit d'observer que ces deux tangentes doivent se couper en unmémepointK(fig. 1:3) , intuésur ledistmètreconjugnéàlacordeBD. Les lignes menées des point de contact au foyer sont autant inclinées sur les tangentes que les diamètres; si donc on les construit au moyen de cette propriété, leur point d'intersection sem le foyer F, et donnera un des pointa du grand axe dont on connaît la direction. Pour trouver la position du sommet, on prolongera le diamètre GB deBNs=:BF; la droite I^, perpendiculaire au grand axe, sera la di^ rectrice, et le milieu SdeFL le sommet de la parabole.
Problème II. Déterminer graphiquement tous les élémens d^une section conique assujétie d passer par cinq points donnés sur un plan.
Soient A,B, G, D,^E (6g. i3) les cinq points donnés^ les lignes AB| GD peuvent être considérées dans leur en^ semble comme ime section conique , ainsi que les droites AC, BD;cesdeuxHeuxgéométriquesdudeuxièmedegi*é ayant quatre points A, B,.G, D communs avec la courbe cherchée^ les trois diamètres conjugués aux systèmes
de cordes parallèlesàDE, secouperontenunmêmepoîiit P, qu'il est aisé de construire, puisque Ton peut déterminer les deux diamètres conjugués correspoodans aux deux lieux géométriques du deuxième degré (AB , CD) et (AC, BD) : la droite qui joindrait ce point Pet le milieu Q de la droite DE sera donc le diamètre conjugué appartenant à la section conique demandée. Par une construction entièrement semblable, on construirait la direction d'un autre diamètre de cette même courbe conjugué à la corde A£. L'intersection de ces deux diamètres sera le centre de la section conique cherchée^ S^ils étaient parallèles , la courbe du second d^ré qui pas^rait par les cinq points donnés serait une parabole^ dont on déterminerait les autres élémens comme dans le problème précédent.
Si le centre n'est pas situé à l'infini, la courbe sera, une ellipse ou ime hyperbole; son centre O et trois de ces points A , B , C (fig. x 4) suffiront pour la déterminer entièrement^ Pour y parvenir, nous nous proposerons d'abord de trouver la position de deux de ses diamètres conjugués. Soit prolongée la ligne AO de ODs;; AO; D sera la seconde extrémité du diamètre AOD« Si d'im point fixe pri^ sur ce diamètre on suppose menées deux, décantes à la courbe , qu'on joigne deux à deiix les ex'-^ trémités réciproques des cordes qu'elles déterminent; ces nouvelles sécantes se couperont sur une droite con-* pguée au diamètre AD (pag^ 4^). Si donc on prend pour point fixe > le pcôntMderencontrede BG avecDA^ et pour sécantes ces mêmes droites , le point P d'inter^
section des droites ABv^>^^l^P^^^Qd'ùitei*^c^îoQ de AC et DB détermineront la direction PQ du diamètre
OE conjugue à AD. Une parallèle BR à OE assignera la nature de la section ccmique; si eUe vient rencontrer le diamètre AO entre A et D , la courbe demandée sera tme ellipse, et une hyperbole dans le cas contraire*
Si la section conique doit être une ellipse , on pourra déterminer lalongueur dudiamètre conjuguéà AO , connaissant AD, la direction OE(fig. i5) etlepoint Bseule* ment. En effet, soit AO=:m, £0==7z=Ie demi*diamètre inconnu; on observera que dans l'ellipse proposée rapportée à ces deux diamètres , et dans celle qui aurait pour axesrectangulaires ADs=:2m, etHOILs: a/^ des ordon* nées d'égales grandeurs correspondent aux mêmes abscisses. Sidonc onélève PQ=PBperpendiculaireà AD^ tl suffira de trouver le demi-axe n d'ime elHpse dont le second demi-axe OAcsm serait donné, et dont on connaîtrait de plus un point Q. Pour cela on décrira du rayon A un cercle concentrique a la courbe proposée ,
leqael viendra couper PQ en un point R, tel <pe^
PR
fera égal à p^. Pour construire 0E:= n quatrième proportionnelle à m, 1^, PR, soit pris OS ss m ; la droite SR viendra couper OA prolongée en un point Y, et YB devra passer par le point £.
G)nnaissant ainsi les grandeurs et les directions de deux diamètres conjugués de l'ellipse proposée, on peut déterminer les deux axes principaux de cette section conique. En effist, la tangente TAT' (fig. i6) parallèle à OE, doit couper les deux directions OT, OT' <le ces axes en des points T et T/, tels que l'on ait AT X AT^
S3= OE s=: 71* (ce qu'il est fiicilede vérifier par l'Analyse); H donc au point A on élève AFsOE perpendiculaire
à la tangente AT, il suffira pour déterminer les points Tetl', de construire un cercle qui passerait par les points F et O, et qui aurait son centre sur la tangente, ïl ' étant le diamètre de ce cercle d'après cette construction, AT X AT'= AF'=:DE* et Tangle TOT' sera droit. Enfin, pour trouver la longueur des axes de l'ellipse, sur 01', comme diamètre , on décrira un cercle qui rencontra AP, parallèle à OT, en u^ point Q, de sorte que T'Q sera tangent au cercle de réy on OQ qui aurait son centre en 0} il sera aisé , d'après cela , de démontrer que OQest le demi-axe A dont OT' serait la direction ; le second demi-axe B sera ensuite donné par la
proportion r= =s-r-, et tous les élémens de l'ellipse
font connus.
Si la section conique doit être une hyperbole, on pourra se proposer de déterminer les asymptotes de la courbe. Soit AO (fig. 1 7)undemi-diamètre , AT la direction de son conjugué j AT sera la tangente au point A, et si Tet T'sont les deux points de rencontre avec les deux asymptotes, on devra avoir AT= AT', Soit B un autre point de la courbe , C le point milieu de la corde AB ; si A', B' sont les points d'intersection de cette sécante avec les asymptotes, on devra encore avoir B'C = A'C, Supposons menée TS parallèle à AB ; elle coupera OC en mi point Ftel,queFTs=:FSa=:AA',puisqucTA=?=T'A et A'Css= B'C. Soit encore D le point d'intersection de AT et CO^ les lignes AT, AD seront parallèles ainsi que A^O et AF, ce qui donnera les proportions
CA: CA'::rD:CF, CA: CA';:CP:co,
(57) qtii multipliées Funepar l'autre ^ donnent enfin
ca:ca*::cd:co;
on pourra donc aisément déterminer le point A^ e^ par «uite les asymptotes. Opérant la bisection des angles qu'elles font entre elles, on aura la direction des axes principaux de l'ii^rperbole. Si Ton suppose ce lieu géo* métrique rapporté a ses deux asymptotes comme axes coordonnés , le produit des coordonnées correspondantes a un point quelconque, doit être égal au quarré de la demi-distance du centre à Fan des foyers ; on pourra donc aisément déterminer cette distance entière. Con-* naissant ainsi les fcyers, la distance du centre au pied de la perpendicidaire abaissée d'un des foyers sur une asymptote, sera la longueur du demi-grand axe de l'hyperbole , et les éltmens de cette courbe seront tous déterminés.
Problème UL Déterminer le sommet d'un cône dont on donne huit points, suçoir, cinq sur un plan, et trois dans Vespace.
Soient A, B, C, D, E les cinq points situés sur un même plan , F, G , H les trois autres ; les cinq premiers déterminent ime section du cône proposé (fig. 18), dont il est &cile de déterminer le centre et par suite tousles ëlémens. Soit S le sommet demandé j les droites SF,SG, SH étant des génératrices du cône, viendront rencontrer en F', G', H' la courbe ABCDE. Les trois côtés du triangle inscrit FG'H' rencontreront les cÀtés correspondans du triangle FGH, en des points M, N, P situés sur la commune intersection des plans ABC, FGH: comme ces points sont Êiciles à déterminer à priori, la
(59) détemiinnt'u»! du triaDgle FG'H' ne dépendra que dé la solution de ce prohlème.
Inscrîredam unesectionconigue donnée untriangle éont les côtés soient assujétis à passer ptir trois points donné» sur unaméme droite.
Ce problème étant toujours susceptible de deux solutions, on pourra par la construction que nous Indiquerons plus bas, déterminer deux triangles F'G'H', F'G"H", dont les côtés passeroot par les trois points M, N,P, et de là les sommets S de deux cônes passant par les buit points donnés..
Hemarguei Un de ces c6nes est dét^miné par son eonunet S et sa base ABCIffi. Avec ces données on peut aisànent construire son plan diamétral conjugué à un système de cordes parallèles donné. Soit par exemple SL la direction de ces cca-des ; on mènera par cette ligne deux {dans quelconques ; cbacun d'eux coupera le cône suivant l'ensemble de deux droites, ligne du second degré dont il est facile de déterminer le diamètre conjugué à la direction SLj on aura ainsi deux diamètres conjugués à cette direction; le pkn qui les contiendra sera le plan diamétral demandé.
Revenons maintenant à la solution du problème dé Géométrie plane que nouin'avons £iit qu'indiquer. Afin de ne rien emprunter d'aucune théorie étrangère , j'exposerai ici une construction de ce problème, déduite . d'une analyse qui semble devoir au premier abord conduire à des résultats craupliquéa, mais qui se simplifie nngnlièronent.
Supposais que la section conique proposée soit une
dlîpse, son éqiuitioxi sera de la forme
Soient a, €, a\ C\ J\ Ç\ les coordonnées des pointa M, N , P j x\ y celles du point G' inconnu^ liées par la relation
les droites MG'^ MG' auront pour équations
(y-y) (^ — ')- (^-^ (y -C^ =ô; leur ensemble pourra être représenté par Téquation
(3) (j.~y)^(x'-.a)(y-«0~(*~^)Cy-y')
lies coordonnées de tout point d'intersection des deux lieux géométriques (i) et (3) devront satisfidbre à ces deux équations , et à toute combinée de ces mêmes équations. Les équations (i) et (2} donnant par leur soustraction
et par la substitution de ce rapport dans l'équation (3)
liCS lieux géométriques (3) et (4) passent tous deux par les points F'^ H^ Si l'on ajoute ces deux équations après avoir divisé la première par a*6*, on aura, toute réduction feite, en vertu des équations (i) et (3),
G^est l'éqaation d'ime ligne droite qui devant passer par les points F', H', n'est autre que F^'. Si cette di oite devait être parallèle à MTf , c'est'«Klire si le point P était litué à l'infini but cette (droite , réquatlon ^5) mise sous la forme 7n-H-nv=î_pdevrait donner -^^-7'+'--=t^ ou bien en substituant les valeurs de nt et de n ,
«l' tfy' «V 1^/
(6) jr-^= W'—^'
c*est en x^^ y', l'équation d^une droîteqni, par son intersection aTecl'ellipse proposée, donnera le point G'; on peut aisément k construire d'après les considératioDS suivantes..
Les droites T, T' qui joignent les pointb de contact des tangentes à la courbe (i) menées par lès points M^ K, ont pour équutions
mx ^_ "'* y '• _
ent-pt q les peipendiculaires abaissées du poiut G'^ n celles abaissées des points M, N sur ces droites
it T'; l'équation (6) se réduira à -^ = - ^ilsulfitdonc, ir construire la droite (6), de mener lUELparall^e à NK à T' et de joindre K avec le point I d'intersectiou T et T'. Cette construction s'mple devient indépennte de la nature de Ift courbe proposée ^ elle a donc
Mea lorsque celte courbe est une liyperl>ôle ou une pa« rabole.
Si le point P est placé d'une manière quelconque par rapport aux points M, N^ l'équation (5) devra être sa^f tis&ite en j fidsant x^ssa^^yssC^ l'équation résul«» tante en x^^y, sera celle d'une ligne droite qui, par sua lutersection avec l'ellipse proposée, donnera fe point 6^; on pouna aicore la construire par des considérationi analogues aux précédentes.
Soient en effet T, T', V les droites de contact des {loints M , N , P j p , //, p^ les perpendiculaires abaissées du point G' sur ces trois droites ; A et B'ceiles abaisséies de N et P sur T, A' et B' deM et P sur V^ l'équation en x',^ deviendra
(5) p-'lf+^f-
Soient encore m , m\ m!' les trois côtés du triangle formé
par les droites T, T% T'^ soit -— sa sur&ce; on doit a^v^oir
si on éBmine p^^ entre (6) et (5), on aura entre p et p' la relation
elle représente eapeip^ une droite que l'on peut con* struire aisément dans l'angle des deux droites T et T'.
Lorsque le point P est sur MN, on sait que les droites T, T^, T"^ passent par un même point ï; on a dono /t = o, in=so, m'sso, m^'=o; mais les rapports
^,^, sont finis et égaux àj^^^i ^, en représentant par
M, M', M?, les longueurs des trois côtés d^un triangle dont les directions seraient parallèles à T, T', T' j d^s ce cas l'équation (7) se réduit à
et la droite G'G'^ passe aussi par le point I. La construo* tion des équations (7) et (8) devenant indépendante de la nature de la section conique proposée ^ sera la même poiir l'ellipse, la parabole et Fhyperbole.
Problème lY. Déterminer le centré et par suite trois diamètres conjugués d^une surface assujétie à passer par cinq points sur un plan, et quatre points dans Vespace.
Soient A, B, C, D , E les cinq points situiés sur un même plan, F, G, H, K les quatre autres; on déterminera par le problème précédent les deux cônes passant par lès huit premiers poiats. En vertu du Scholie du Problème VI j pag. 38, les plans diamétraux de ces deux cônes et de la sm^face, conjugués à un système quelconquede cordes parallèles, secoupentsuiyant une ^nêmé droite. Soit doue L la droite d'intersection des plans diamétraux des cônes conjugués à la direction FK; le plan qui la contiendra , ainsi que le point milieu de FK , passera par le centre de la surface demandée. Si Ton construit de la même manière les plans diamétraux de cette sur&ce conjugués aux directions GK et HK; on aura trois plans dont le point d'intersection sera le centre O de la sur&ce demandée.
Pour déterminer con^lètemeut la sur&ce proposée ^ nous considérerons successivement les différentes natives de la courbe ABCDE.
t^. SI cette cotirbe est une ellipse (Cg. 19), soitCV son centre ^ 00' est la direction du diamètre conjugué au plan ABC ; le plan OOT <iétermine une section MNF de la sur&ce aisée à construire, puisque l'on connaît deuxdecespointsM, F, lecentreOet les directions 00', MN de deux de ses diamètres conjugués ; cette section MNF est une ellipse ou ime hyperbole. Si c'est une elUpse , la surfiice proposée est un ellipscû'de dont on peut construire le système de trois diamètres conjugués. Soient à cet effet , PQ y MIS' les longueurs des diamètres de la section MNF, dont 00', MN sont les direclicms; soit sur le plan ABC, SO'R le diamètre conjugué de MOINT, PQ et S'O'R' les diamètres conjugués de la $ec-^ tion PSQ &cile à déterminer ; les trois diamètres PQ, WJU'y S'R' seront conjugués entre eux. Si la section MNF est une hyperbole (fîg. 30) , la sur&ce proposée est un hyperboloïde; cet hyperbolotde n'a qu'une nappe si les points M et N sont sur deux branches différentes de l'hyperbole MNF, il y en a deux au contraire lorsque ces points sont smr une même Inwiche de la courbe ; quoi qu'il en soit , on pourra construire les asymptotes ON^, OM^' de la courbe MNF qui viendront couper le. plan ABC en M'' et N''; la courbe menée par ces deux points semblable et concentrique à ABC appartiendra au cône asymptotiqae de la surfiice ayant son sommet au centre O , lequel sera complètement déterminé par cette construction.
3^ Si la courbe ABCDE est une hyperbole (fig. ai) dont O'S, O'S' sont les asymptotes^ la sur&ce proposée ne peut-être qu'un hyperboloïde; les parallèles OT et OT' à 0^5 et O^S' sont des généritrtçes de son cône
Qsymptotiqne. SI parla droite OT l'une d'elle et le point F on &it passer uu plan , il coupera la courbe ABC en un poîntunique M ; la section MOF est luie hyperbole dont OT est une asymptote. Soit Tle point de rencontre de MF et de OT; on prendra sur MF, MR=TF, et RO sera la seconde asymptote de Fhyperbole MOF : cette nouvelle génératrice du cône asymptotique viendra rencontrer le plan ABC en un point Y; selon qu'il sera à l'extérieur ou à l'intérieur de la courbe ABC , Hiy perboloïde n'aura qu'une seule nappe ou en aura deux ; dans tous les cas, la courbe menée par ce point Y semr* blable et concentrique à l'hyperbole ABC, pourra être considérée comme la base du cône asymptotique dont O est le sommet.
3*. Enfin, si la courbe ABCDE est une parabole , la 8ur&ce proposée est un hyperboloïde ; une parallèle OT aux diamètres de la courbe ABC est une génératrice du cône asymptotique de la surfitce. Le plan OTF coupe la parabole ABC en un point M , cette section est une hyperbole dontOT est une asymptote; on peut done déterminer le cène asymptotique comme dans le cas précédent.
I^s trois plans qui, par leur intersection déterminent le centre O de la surface demandée, peuvent être tels^ que l'un cpielconqne d'entre eux soit parallèle à l'intersection des deux autref^. Dans ce cas , le centre est situé à l'infini sur cette droite qui est un diamètre , et la sur* face est un paraboloide.
I*. Si la courbe ABCDE est une ellipse, le paraboloïde est elliptique. Soit O' (fig. 22) le centre de ABC, O'O un des diamètres de la sur&ce j le plan O'OF cou*
pera la e<mrl>e ABC en deux points M , N ^ cette section MDKF est une parabole aisée à construire , connaissant trois de ces points M, N, F et la direction O'O de ses diamètres; soient PO, RO'S les diamètres des courbes MINF et ABC conjugnés à BfN ; la section PUS sera une autre parabole de la surface conjuguée à la Courbe MjNP et au plan ABC.
a"*. Si la courbe ABCDE est une hyperbole , la surface doit être un paraboloïde hyperbolique. Soit toujours (V le centre de ABC (lig. 2 3) , O'O là direction dCvS diamètres de la surface; par la ligne FO parallèle à O'O, on peut toujours &ire passer un plan qui coupe Fhyperbole en deux pmnts M et M situés sur une même branche, la section résultante M]NF est une parabole dont on peut fiicilem^it déterminer les élémens. Soit RO' le diamètre de ABCconjuguéà MHS, leplan RO'Ocoupera les courbes ABC, BIPfF en des points R, S et F; la section RSP sera ec<x)re une parabole facile à construire. Soit Q le point où elle coupe CVO; si Ton fliit descendre en ce point Q comme homologue à Pla parabole MPNF, son plan sera» le conjugué des deux autres ABC , RSP.
3*. Enfin si la courbe ABCDE est une parabole, son Qjce doit être nécessairement parallèle à la direction FO des diamètres du paraboloïde. Si donc on mène un plan par deux des points donnés F et G, et par la ligue FQ, il coupera la courbe ABC en un point M, la section MFG sera une parabole Êicile à construire. Par un troi« sième point H on mènera un plan qui coupera la para* bole ABC en deux points L et N , la parabole MFG en deux autres P et Q; çt soiyant que la section HLINTQ
âem <m tme eUipêe ou une hyperbole, ou adieverai la oonstructiou comme dans un des cas précédens.
Les plans qui par leur intersection déterminent le entre O, peuvent se couper suivant une même droite, alors la sur&ce est un cylindre dont cette droite est Faxe ; dansoe cas, la courbe ABLDEdoit necessairemair avoir im centre, et peut être considérée comme la direc* trice du cylindre*
Enfin si ces plans sont parallèles, k smrfiice ne peut étrequ'un cyfindre parabolique. Alors la courbe ABGDE ne peut être qu'une parabole dont l'axe est paralli^e aux plans diamétraux de la sur&ce. On aura la génératrice de ce cylindre, en menant par le point K un plan parallèle aux plans diamétraux; il- viendra couper la courbe ABC en un point M,MK. sera la génératrice
Dans tous les cas , les âémens de la sur&ce que nous avons déterminés suffiront pour construire son plan 4iamétral conjugué à une direction donnée.
x^ Quand la sur&ce est un ellipsoïde, on connaît trois de ses diamètres conjugués PQ, WjU'y ÎCS^ (fig« 19). Soit XOY le diamètre dont on demande le plan dia-* métrai conjugué. La section M'OX a pour diamètres conjugui^ M'O et OT, intersection des plans R'OPj M^OX-; dlle est donc connue entièrement ; on peut y construire un premier diamètre OV conjugué à Oî ; par une construction entièrement semblable, on aura. OU autre diamètre conjugué à OX situé dans la section R'OX ; le plan TOU sera le plan diamétral demandé*
a^. Quand h, sur&ce est un byperboloîde, on conniât tcm cône asymptotique, lequel a le même plan diamé'*
(67> faml oonjugoié à la direction donnée qae la suriace de* mandée; alors la remarque du proLlème précédent donne le moyen de construire ce plan diamébral.
3^. Quand la sur&ce est un paraboloïde^ on connaît en un point S deux paraboles conjuguées , et une section ABCDE parallèle au plan tangent de la sur&ce au point S, et dont le centre est sur le diamètre SO de la surface. Soit SX la direction donnée, on mènera un plan paral«ièle à OSX qui coupera la courbe ABGDÈ en deux points M et rï, et l'une des paraboles conjuguées en un point P , on déterminera le diamètre de la section MNP conjugué à la directionSX. On répétera ensuite la même construction pour un autre plan toujours parallèle à OSX* L'ensemble des deux diamètres conjugués a SX ainsi obtenu, déterminera le plan diamétral demandé.
4*. Quand la sur&ce sera un cjlindre, on fera deux sections dans la surface parallèles à la génératrice et à la direction donnée ; chacune de ces sections sera l'en-^ semble de deux droites parallèles j leurs deux diamètres détermineront le plan diamétral demandé. Si le cylindre n'est pas parabolique , une seule section suffit y tout plan diamétral devant passer par l'axe.
Problème Y. Déterminer le centre et par suite trois diamètres conjugués d'une surface du second ordre assujétie à passer par quatre points sur un plan et cinq dans Vespace.
Soient A, B, G, D les quatre points qui sontsur un même plan; E^ F, 6, H^ K les dnq autres. Soient £', E" deux points quelconques du plan A, B, G, D; par les neuf points A, B, G, D^ ^\^y ^9 H, K, on fera passer une sur&ce (Problème IV)^ une autre par les
(68) neuf autres A, B^G, D, t!^j F, G, H, K. On détenrn^ ctera les phns diamétraux de ces deux surfaces conjugués à la direction EF. Soit L leur droite d'intersection 5 le plan qui , k contenant, passera par le nûËeu de EF, sera un plan diamétral appartenant à la surface demandée. On construira de la métne manière les plans diamétraux de cette suHàee conjugués aux cordes £G, EH; on aura alors trois plans dont l'intersection sera le centre O de la surfece. Le plan ABCD coupera cette surface suivant une courbe dont le centre O' sera l'intersection de ce plan et du diamètre 00' conjugué à cette section ; Im droite OO' est l'intersection de deux plans diamétraux conjugués à deux diamètres parallèles au plan ABGD, plans qu'il est &cilede construire au moyen des surfaces auxiliaires. Le centre O' étant connu , la section ABCD s'en déduira aisément. On achèvera ensuite la solution comme dans le Problème IV.
Problème VI. Déterminerle centre et par suite trois diamètres conjugués d*une surface du second ordre assufétie d passer par neuf points donnés éPunemanièï^ quelconque dans P espace.
Soient A, B,C,D,E, F, G, H, K les neuf points donnés. Soient encore D', D" deux points quelconques du plan ABC. On fera passer une suriàce par les neuf points A^ B) Gj D\ £, F, G, H, K, une autre par les neuf points A, B, G^ D", E, F, G , H^ K. Attmojren de ces deux surfaces auxiliaires, on construira les plans diamétraux de la surface proposée conjugués aux oordea DE;^ DF, DG; leur intersection donnera le centre O de la sur&ce demandée. Le plan ABC coupera cette sur^ &ce vivant une courbe dont le centre O' se construira
comme dans leproblème précédent ; ce centre (Y et trois points A , B, C, suffiront poar déterminer complètement cette section f le reste de la solution se fera alors comme dans le Problème IV.
Telle est la question la plus générale que Ton puisse pn^pesersurks surfaces du second ordre. La Géométrie n^ &it usage que de la ligne droite et du cercle; et cela devait-être ainsi , puisque la solution algébrique dé«* pend delà résolution de neu^équations du premier degré i neuf inconnues»
:35. Il est à remarquer que, dans le problème dont nous venons de nous occuper, il n'est peut-être aucune des propriétés des lignes et sur&ces du second degré que nous n'ayons énoncée ; aussi n'est-ce pas ime solu** tion totalement géométrique, puisqu'elle s'appuie sur des propositions que l'Analyse seuleapu&ire connaître.
Ne pourrait-on pas conclure de là y qu'tin des principaux buts de l'étude des propriétés des lieux géqmé* triques 9 est d'acquérir assez de con naissances sur les courbes et sùr&ces pour pouvoir les construire , ou du moins les déterminer complètement par la Géométrie | lorsque l'on en donne un nombre sufUsant de points»
Résolution graphique des équations finales.
36. Uuautre but non moins important de l'élude des propriétés des courbes et sur&ces, c'est la construction des racines des équations. Une équation à une seule inconnue peut être considérée comme le résultat de Télimination ^uiie ou de deux variables, entre des équations représentant des lignes ou des sur&ces.
Par exemple; si Fon &it le quarré «* de l'inconnue ,
^I an rectangle j9^, dans une équation du troisième ou du quatrième d^ré, elle sera du second degré en » et j^; et puisque Félimination dejr entre cette équation et x^^=py conduirait à Téquation proposée, si Poix construit les deux sections coniques représentées par les équations entre lesquelles se ferait cette élimination^ les abscisses de leurs points d'iatersectipn seront les racines de l'équation proposée.
Pareillement) si Voa&dt »^'=s:py^jr*^^aeqs dans une équation du cinquième, sixième, septième ou huitième degré , on aura trois équations du deuxième degré entre trois variables; et puisque rélimination de j^ et de j( entre ces trois équations conduirait a Féquation proposée en «, en construisant les points d'intersection des trois sur&ces du second ordre qu'elles représentent, leurs abscisses seront les racines de l'équation proposée^ Pour pouvoir résoudre ainsi graphiquement l'équation générale du huitième degré , d est nécessaire de &ire disparaître son deuxième terme; car x^ ne pourrait de» venir du second degré en aç^ y y x , par la supposition de »'=/jy et de^^ssegx, Ptireillement pour que cette substitution puisse réussn* à transformer l'équation gé<nérale du septième d^ré, en une autre équation du second degré à crois variables, il faut aussi fiire dispa-^ raître son second terme et la multiplier par x.
^']. Toute équation du quatiième degré peut être ramenée à la résolution d'une équation du troisième ; c'est ce que le calcul démontre de plusieurs manières. Cette tran^ormation algébrique correspond au changement d'une des sections coniques qui construisent Véquation en un ensemble de deux lignes droites. En
(71) eflfef , si Ton coiiâ>uie les équationB ies deux sections
coniques par voie d'addition, après avoir multiplié la
première par une indéterminée m, la seconde par m\
l'équation résultante sera de la ferme
+ a (md-hm'if) x +a(me + m'e)y +a(m/+m'/)=o,
et représentera en général une nouvelle seetion conique passant par les points que l'on se propose dte Gonstruire; si L'on e:iiprinie que ce nouveau lieu géométriqile est l'ensemble de deux lignes droites, on aura une équation*
de condition du troisième degré en —7 élémentdela combinaison. Lorsque ce rapport sera connu y les deux lignes droites donneront par leurs intersections avec une des sections coniques primitives, les quatre points dont les abscisses sont les racines de l'équation proposée.
Nous verrons par Ëi suite un exemple de ce diange* ment , en nous proposant de mener une normale à Tel*lî|>8e par un point extérieur.
On peut trouver immédiatement la relation qui doit fier les coefficiens d'une équation du second degré à dieux variables, pour qu'dlle représente l'ensemble dé deux lignes droites, en observant qu'alors le centre du lieu géométrique est un de ses points; c'est-a-dire qœ les trois équations
jU+By + DTSio, &c+Cjf + Ei?:;o,
doivent avoir lieu en même temps. La première peut se mettre sous k forme
(70 et se réduit, en vertu des deux autres, & Dx + E^ -f- F = o ;
en sorte que réquation de condition demandée , sera te résultat de rélinimaliondewetde^entre trois équations du premier degré. Par rapport aux coefticieus, cette relalion sera du troisième d^-é.
28. Pareillement pour exprimer qu'une sur&ce du second ordre est an cône, il suflit d'exprimer que le centre est sur la surlàce, c'est~À-dire que les quatre équations
Aje* + \'y + A V 4- oByz + siB'xz + ah'ay -f aC«+ 9C'y + aC» H- D = o ,
Ax 4- ^y + B'a -t-C ï= o^
B"jr + Xy 4- Bs + C=: o,.
B'jc + hj 4- A'» +€•= o, ont lieu en même temps j et commela première se réduit
Cx 4 C;y 4- C'a 4- D = o^ ertn des trois autres, pour trouver la condition dedée , il sulHra d*é)iminer les \ ariables x,yyX, entra re équations du premier dc^é. L'équation resul- : sera du quatrième de^ré par rapport aux coelli-
donc on combine par l'addition les équations de L swlàces du second ordre, aprèii les avoir multi" (S par les indéterminées^, m', i'étpiatioa résultante celle d'une troisième suriace , passant par la courbe :ersection des deux premières; et le rapport —7 dé-
Ira de la résolution d'une équation du quatiième é,'si l'on veut que cette troisième surËice soit une ice conique.
La Géométrie descriptiTe donne nn moyen fiicîfe de construii^ par points , les projections de la courbe d'intersection de deux cônes, et par suite^ celles des points^ d^intersection de trois surfaces coniques. La résolution graphique des équations des huit premiers degrés sera donc complètement résolue^ si l'on peut ramener ta recho'che des points d'intersection de trois sur&ces do second ordre, à ceUe des points d'intersection de trois cônes. Or, c'est ce que la remarque précédente rend possible, au moyen d'équations du quatrième degré.
sg^ Après avoir exprimé analytiquement les conditions qui peuvent exister entre les dcmnées d'un problème, des raisonnemens justes indiquent toujours quelles sont les éliminations à efiectuer, les quantités à obtenir ; et comme les méthodes données par TAIg^re ne sont jamais incertaines quaind il s'agit d^effectuer des élimina* tiens, nous pouvons dire que c'est h partie la moins embarrassante dans la recherche d/une sohitioxl. Elle est Tintermédiaire entre deux po'mts plus épineux pour le mathématicien , savoir, la mise en équation et la lecture géométrique des réniltats de l'Analyse.
Les équations finales expriment des relations entre les données et les inconnues. Pour parvenirà les démê^ 1er, il y a des fecleurs communs àrétabHr, des tenues qtu ont disparu à ajouter, des expressions géométriques à reconnaître. Souvent même les transformations qu'elle £iit subir aux équations , ne peuvent se prouver que par une sorte de Synthèse. U fiiut partir de l'équation transformée pour démontrer son identité avec la primitive. C'est par de semblables moyens, tpe l'Algèbre indique quelquefins l'endrmt sur lequel on doit interroger la
(74) Géométrie, pour obtenir une solution déduite de la seule considération de ses théorèmes. Pour en donner un exemple , proposons-nous de traiter par FappUcation de l'Algèbre à la Géométrie le problème suivant*.
Problème. Trouver sur une circonférence donnée un point X ((ig. 2^) tel^ qu^ en joignant ce point à deux autres A ^< B donnés, les lignes AX , BX coupent la circonférence en deux points C^C^ situés sur une pa^^ rallèle à AB».
Dans le problème de la page 5& nous avons résolu cette question d'une manière plus générale ^ puîsqu'au lieu du cercle, nous avons considéré l'ellipse; nous sommes arrivé à une équation finale qui^ dans le cas particulier du cercle , se réduit à
a^Cy ai! y C sont les coordonnées des points A et B» Cette équation indique une ligne droite à construire pour un nouveau lieu géométrique du point demandei dont les coordonnées sont x'^y'.
On peut déduire de cette équation une solution syn^ thétique du problème. £n effet, si l'on suppose AX=^^y BXsssc^, que l'on désigne par ^ et ^ les longueurs des tangentes au cercle donné , menées par les points A et By on aura
•• + C* — R^srl*, V*rf-C^»— R* = <'»
et par suite
yC+xV = i(R» + /*+C» — J'»> La substitution de ces différentes valeurs dans Téqua
tion (6) y dorni^^a
fl^=L^, d'où f^^jr eu ^«j-
Le rapport des longueurs AX, BX est ainsi détenwné; d'ailleurs une proposition géométrique connue, donne un cercle fecile à construire, pour le lieu géométrique
AX de tous les points X, tels que le rapport ^ soit constant. Le point demandé sera donc donné par l'interaection de deux cercles.
Des considérations purement géométriques conduitrient au même résultat que l'analyse précédente , car oiia,soit d'aprèslanaturedes données, soit d'après celle de l'énoncé,
AXxAC=:f, BXXBC=?(r>,
AG :B(7::aX:BX,
d'où l'on déduit aisément
AX AC_g_AX*
BX*»C «'• BX
d'où enfin p = j^-
L'Analyse algébrique indique ici à la Géométrie la solution la plus^recte de la questionproposée. On pourrait en rffet trouver d'autres moyens de construction, enisiisant remarquer l'identité du point demandé avec celui de contact d'un cercle tangent au cercle donné,
5 assaut par les points A et B. Mais cette transformation e l'énoncé ne donnerait qu'une solution indirecte. Le plus souvent, l'étude des équations finales ne fait qu'indiquer le moyen de simplifier la construction des lignes dont les intersections doivent donner le point
(7«) demande» Cest ordinairement par des considératioDS
géométriqnes, que l'on vient à bout de oette simplification* On peut donner un exemple de cette siinplifieation , sans s'écarter de k question précédente-Supposons en effet qu'il £àiUe que la droite CG^, au lieu d'être pa<« i-allêle à AB, aille passer par un troisième point D^ Dans ce cas, nous résoudrons ce nouveau problème : Inscrire dans un eercte donné un triangle dont hs côtés soient assujétis a passer chacun pa^ un point donné. Ce nW qtj^mi cas particulier du problème de h page 58 y et cependant on ne peut arriver qu'à sîm* plifier de même k construction de l'équa^tion finale;.
Les opérationsquel'on fiiit subir aux équations finales^ pour simplifier la construction des lieux géométriques^ ne les laissent pas toujours téb qu'ils se présentent. Très souvent au contraire^ une certaine eombinaison des différentes parties du résultat, donne une neuvdUe ligne plus facile à construire que les primitives. C'est ainsi qu'en traitant par l'Analyse algébriqueleproblème de mener une tangente à un cercle donné par un point extérieur, on obtient d'abord outre celle de la circon-férence donnée , l'équation d'une ligne droite autre lieu géométrique des points de contact ; combinant ensuite cette nouvelle équation avec celle du cercle donné , on parvient à trouver un autre cercle facile à déterminer de grandeur et de position, sur lequel doivent aussi se ttoùvet les mêmes points de tangence. .
Transformations des coordonnées^
3o. Si les constructions à effectuer, malgré toutes les recherdies que l'on pourrait faire pour Jw abréger^
étaient encore Iwp compliquées, on pourrait placer les données par rapport aux axes coordonnés, de manière a &ire di^raitre le plus grand nombre de lignes rekh tives à leur position arbitraire. Mais alors la construction n'a Ueu que d'après ces seuls axes principaux j il est vrai qu'ils ont souvent des positions tellement liéesà la figure proposée, qu'uneconstmction par les ordonnées et lesabscisscs, peutquelquefois se démontrer Sjrnthétiquement.
La position la plus avantageuse n'est pas toujours évidente. On ne sait pas toujours quelles lignes il faut supposer nulles cni égales en grandeur, queUes directions doivent être perpendiculaires , parallèles aux asLCS coor-* donnés, ni même quel doit être l'angle de ces axes. U Ëiut alors chercher par la transformation des coordon» nées dont les fi)rmules contiennent des indéterminées, €{ue1]es sont les valeurs de ces constantes aiâ>itraires qui correspondent au but proposé.
Le changement du système des axes est d'une grande utiUté pour dévoiler les secrets de PAnalyse. La disons^ $îon complète des lieux géométriques , la détermination de certains points particuliers, la démonstration de l'identité de certaines lignes, enfin beaucoup de recherches précieuses, ne sauraient s'effectuer sans le secours de la transformation des coordonnées ; il est même des problèmes qui semblent ne pouvoir être résolus analytiquement que par son emploi. Tel est celui qui suit.
Problème. Trouuer h lieu géométrique du point d'intersection da deux droites tangentes d une courbe du second degré y et perpendiculaires entre elles.
Je suppose d'abord que la courbe ait un centre; son équation^ rapportée àdeux axes rectangulaires, sera de
(7B) U forme
Soient a et & les coordonnées du point I dlntersectîon des deux tangentes que je désignerai par T et T'; X , Y les cosinus des angles que forme la droite T avec les axes AX et AY; X\ Y' les cosinus de ceux que la deuxième tangente T' forme avec les mêmes axes j x\y les coordonnées variables par rapport aux tangentes IT, IT' rectangulaires considérées comme axes ; toutes ces quan^. tités seront liées entre elles par les relations
*r=Xj/ + Y>+a\ jfa=Ya/4-ry+* (a)^ X* + X'*=i. ¥•+¥'*=« 1, XY + XTr=Q (5).
Si l'on élimine s et y entre les équations (a) et (i), l'équation résultante
-f- fty(maX'+»iY')+ôj/(maX+ji*Y)+(ma*+iiA»— i) r=o,
escrime la courbe rapportée aux axes TI, Tl, Puisque cette courbe doit être tangente aux nouveaux axes, il &ut qu'en &isant dans son équation ^ s=: o , ces valeurs de 9^ correspondantes soient ^ales, ce qui donnera i'équation de condition
iim(*»X* + û*Y* — aaiXY) = mX* + ttY»; il &ut aussi qu'en y faisant x'sso, les deux valeurs de y soient ^ales y ce qui donne ime nouvelle équatioa de condition symétrique de la précédente
mn ( i*X'* + a^Y'* — aoiXTT ) s^mX'* + »Y'* j
en ajoutant ces deux équations ^ l'équation résultante se réduit, en vertu des relations (3), à
cette dernière résout le problème. On j voit que le lieu
géométrique demaiidé est un cercle concentrique à la courbe donnée par Féquation (i). Si cette courbe est
une ellipse, les quantités ~-, - seront positives et égales
A% B% A et B étant ses demi-axes, en sorte que le rayon du cercle sera l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont A et B seraient les côtés. Si Féquation (i) représentidt un cerde , le cercle (4) aurait pour rayon la diagonale du quarré du rayon donné , ce dont il est aisé de s'assurer à priori par la Géométrie simple. On irerra aisément que si l'équation (i) représentait une
liyperbole, une des quantités —, - étant négative, 8ui«
vaut que l'angle des asymptotes dans lequel se trouve la courbe, sera plus petit , ^al ou plus grand qu'un droit^ le lieu géométrique sera un cercle, se réduira à un point, ou n'existera pas.
Si l'on répétait les mêmes calculs , en supposant quela courbe donnée fut ime parabole, on trouverait sa directrice pour le lieu géométrique demandé; d'ailleurs, en <:onsidérant la parabole comme une ellipse dont les
axes A et B sont infinis, et le rapport -r fini et égala j9^
on prouve aisément que le cercle (4) se réduit à une ligne droite, c'est-à-dire à un cercle de rayon infini, ou dont la courbure est nulle. En efiet , l'équation du cercle rapportée au sommet de l'ellipse est
^ donntp'^^assio lorsque T=o, -j =p. Ainiu on
peut conclure généralement que si k Heu géométrique
demandé existe , c^est nn cercle concentrîqae à la courbe du second degré donnée.
Par des calculs identiques aux précédons^ on peut résoudre les deux problèmes suivans.
Troui^erle lieu géométrique de F intersection de trois plans rectangulaires tangens à une surface du second degrés
Troui^er le lieu géométrique de l'intersection com^ mune de trois droites rectangulaires tangentes d une surface du second degré.
Si Ton suppose que la surface soit représentée par réquation
mx* -f- »y* + P** = if
ces lieux géométriques seront
m ' n p pour le premier ;
\n p/ \fn • p/ \m n/ mn pn pnC
pour le second. En sorte que si la sur&ce du second degré était un eUipsoïde aux axes 2A, aB, sC^ les lieux géométriques lui seraient concentriques; le premier re*
présenterait une sphère de rayon \/A**|^B*-+*C* et le second l'ellipsoïde qui aurait pour axes
V^-+Bq:c- V»*+ân:ô' V^'+lé^-
L'ellipsoïde donné pourrait se réduire à une sphère de rayon R ; alors les deux Ueux géométriques seraient deux q)hères concentriques entre elles et la proposée, l'une
de rayon R \/Z. l'autre de rayon R V»»
Symétrie.
3i* U &ut remarquer dans la aolution précédente^ que k symétrie de quatre équations enti-e les quatre Aneommes X , Y, X^ Y', « suffi pour les éliminer toutes » et obtenir une équation finale indépendante de ces inconnues.
En générad, la ^rmétrie entre les données d'un pro» blême abrège, diminue^ les travaux du calculateur} on ne saurait rejeter un principe qui fournit des moyens d'élimination si rapides, qui simplifie les immenses ter sultats de PAlgâ>re, et sert à les démontrer, à les énoifrcer de la manière la plus élégante.
Uarrive quelquefois qu'un problème misen équation^ établit une symétrie réelle entre les données et les iorconnues. Cette symétrie remarquée, étudiée avec soin ^ met la solution demandée sous la puissance du calcul , pour ainsi dire au moment où il s'y attend le moins.
Pour donner un exemple de cesheureusesrencontres, je me propose de résoudre le problème suivant par la Trigonométrie.
PaoBLÈME. Oonatruire un triangle équilatiml qui ait ses sommets sur trois circonférences concentriques^ de rayon donnés.
Seit ABC (fig. ^5) le triuigle demandé, x son câté^ O le centre commun des trois cercles donnés, OA sâsa, OBssA, OCisse leurs rayons. L'un des angles ^ux du triangle équilatéral, l'angle BAC par exemple, est
égal à la somme (Hi à la différence des deux angles CAO^ BAO, dont les cosinus sont
cosCAO:== ^'^'^~ -. coiBAO=a^'*"'^'T^f
on a donc l'éq[aation
arcicoss-— ^ : — jxarcfcos:^: — 2— i±:= = o»
\ aox / \ aoa? / 3
Cette équation est symétrique en a et x. On déduit de cette remarque , que si les trois ciitxmférences concen-* triques avaient pour rayons h^c^x^a serait le côté du triangle équilatéral demandé ; 3i donc on inscrit entre les deux circonféi*ences de rayon 5 et c, une droite MTf s=sa, que l'on construise sur cette ligne un triangle équilatéral MP^P, la ligne inconnue x sera égale à la distance QP du sommet isolé de ce triangle équilatéral eu centre commun des cercles donnés. Il est aisé de voir qu'il y a deux solutions, c'est-à-dire, que Finconnue x est susceptible de deux valeurs. Deux constructions, semblables auraient encore été indiquées si l'on avait considéré l'un des angles ABC, BGA^ et comme les trois triangles MNO de ces trois constructions ont les côtés égaux , on en déduit la proposition suivante.
TiiEORiiBfE. Si sur les trois côtés d^un triangle ABC (fig. a6)j on construit des triangles équilatéraux ABM^ ACN, BCn?, les lignes AP, BN, CM seront égales.
Et eu efiët , par un raisonnement semblable à celui dont on fait usage dans la proposition du quarré de l'bypotéixuse , on prouverait que les triangles ABN, ACM sont ^aux ainsi que les triangles ABP, MBC, que par conséquent BN= AP=CM.
11 est d'ailleurs très aisé de voir que ces droites se coupent en un même point. En effet, si oous considérons la droite AP, elle coupe en un point O le cercle CPB , partage FarcCPB, et par suite l'angle BOC=| d'angle droit en deux parties égales; d'où il suit que BOA
s=C0A=3=j, (fie les lignes CO, B() opèrent pareillement la bisection des angles AOB, AOG, qu'elles passent donc par les points M et N milieux des arca AMB, ANB appartenans aux cercles AOB, AOG. Les droites AP, BN, CM se coupent donc en un même point O. D'après cela, il est aisé de résoudre le problème fluiyant«
PaoBLÈME. Trouver sur le plan d'un triangle un point d^où ses trois côtés soient vus sous un même angle.
C'est ainsi que la Synthèse en démontrant un théorème que l'Analyse à trouvé , en fait une proposition isolée^ d'où peuvent encore découler plusieurs autres {Propositions.
Méthodes în^rectes.
3a« Une des preuves les plus incontestables de la richesse 9 de la généralité delà (iéométrie , c'est sans contredit le secours qu'elle tire des sciences qui lui doivent sinon leur naissance, du moins leur accroissement et leur clarté; car si la science de l'étendue prête ses figures aux autres sciences exactes et naturelles qui les considèrent à leur manière, soit avec la rigueur des démonstrations, soit avec l'incertain de l'expérience, elle peut souvent déduire de ces nouvelles considérations qu'on lui croit absolument étrangères, des principes à démontrer, quielqueibis même les points de départ des plus belles tliéorics.
La Mécanique est sans doute la science qui promet le plus de découvertes a la Géométrie; la Statique em^ prunte souvent sa synthèse, ses principaux théorèmes^
(84) et hà donne en échange , soit one noavelle démonstration d'un prlodipe déjà oonun, soit h aolntion d*un pro* blême dont elle a traduit Fénoncé dans son propre langage. C'est ainsi qne^ la rechercbe du centre de gravité d'un triangle y prouve que les lignes <pii joignent iea sommets et les mîHeox des c6tés c^pposés, se coupent toutes trois en un même point. Quelquefois la iscienoe de l'équilibre se fiiit un jeu des problèmes les plus diffif* elles de la Géométrie^ et va quelquefois de pair avec les calculs les plus élevés de l'Analyse algébrique.
Les maxima etmùuma des distances ou des sommes de distances, sont souvent l'écueil de la Géométrie « de l'Algèbre même; et beaucoup de problèmes sur les extrêmes grandeurs resteraient sans solution , si le calcul infinitésimal ne s'en était occupé. Un des grands avan-tages delà Statique dans ces sortes de questions , si toute* fois elle peut les^tmduire, c'est defiiire ecmnaitreles relations que les conditions entre les longueurs établissent entte leurs directions respectives, car il n'est pas d'équilibre qui ne s<Ht dû autant à la direction des forces ^ qu'aux rapports de leurs intensités. G»nme cette trans* formation des lignes aux angles est souvent très difficile à trouver par la Géométrie simple, il n'est pas étonnant qu^élIe se présente alors inférieure à laStatique , comma on peut le voii* dans la solution suivante.
Pboblèhb. Trouper un point tel, que la somme des distancée de ce poifft à trois points donnés soit un. minimum.
Si l'on suppose trois anneaux fixés aux points A, B^ C (fig« 37) , et un quatrième attaché au point extrémité d'unetcorde f laquelle passeia suecessivement par
JSeft «nnoiia: fixe B , A » par Fannean mobile O , et enfio , ï>ar le quatrième fecé en G; il est évident qu'une force quelconque qui tirerait le cordon suivant Od, sera en équilibre avec la résistance des anneaux fixes, lorsque la sonune des cordons partiels sera un minimum; le point demandé est donc la position de l'anneau mobile Oy lorsque réq^libre à lieu* Mais les cordcms partiels AO, BO, CX> doivent être tendus paiement; Tanneau O est donc tiré suivant ces trms directions par des forces ^ales j si donc l'équilibre à lieu entre ces forces, il fiiut que la direction de l'une quelconque d'entre elles divise l'angk des deux autres en deux partie égales , ou ce qui wvient au même, que les angles ACfi, AOC, BOC soient ^ux entre eux et aux quatre tiers de l'angle droit« Le point demandé sera donc Fintersection de deux^segmens capables de | d'angle droit, construits sur deux des côtés du triangle AfiC. Le dernier problème du chapitre précédent donne encore un moyen de dé-* terminer le^ point O.
U pomrrait arriver que l'un des angles du triante, Tangie A par exemple, fijt plus grand que | d'angle droit, alors V construction ne serait plus possible. Mais il aisé de voir que le point demandé serait le sommet A lui-même. En effet, si l'on conçoit que ce point soit toujours situé .^ur la ligne AO, le point O intérieur au triangle ABC satisfiera toujours au problème, même si le point A se confondait avec lui, c'est-^-dire si l'angle A était égal à ^ d'angle droit; à plus forte raison ce point Asera-t'il encore la solution du problème, lors* ^e l'angle A sera plus grand que f d'angle droit.
Far une supposition entièrement semblable , on prou*
verait que le point qui jouit de la propriété de donner un minimum pour la somme de ses distances y à autant de points fixes que Von voudra, est celui autour duquel seraient en équilibre autant de forces égales dont les directions serait assujéties à passer chacune par un des points donnés. On peut exprimer analytiquement que l'équilibre a lieu relativement à ces mêmes directions, car on doit avoir en désignant par X , Y, Z les angles que forme l'une d'entre elles avec trois axes rectangulaires quelconques, parX', Y', Z'ies mêmes angles pour xme seconde direction , et ainsi de suite
(i) cos X -f- eos X' + cos X* + etc. = o , CCS Y + cos Y' +COS Y" +. . • == o , 008 Z -f- cos Z' -f- cos Z* +• . . = o*
Si les points donnés sont situés dans un même plan , l'équilibre sera entièrement exprimé par les deux premières équations. Si de plus les points se réduisent à trois, on aura cosX-f- cosX' = -— cosX*, cosY-f- cos Y' = -— cosY^.
Ajoutant les carrés de ces équations et observant que
co«*X + cos'Y = i , co$»X'-f cos*Y'= 1,
cos*X'+ cos'Y'' = 1 , et ços X cos X' +• co» Y co§ Y* =co8 V,
V étant l'angle fonné par les directions OA et OB, on trouvera acos V •+• i as oj l'angle V est donc effectivement égal à I d'un droit.
Si les pcnnts sont au nombre de quatre, toujours dans \m même plan , les é<{uations
cos X + cos X' =: -— (cos X" •+• cos X*) , «08 Y + cos Y' = — (cos Y'' + cos Y*},
dont on déduit en ajoutant leurs quarrés
cos Xcos X'+ coa Y cos Y'=c ces X" cos X* + co« Z*co8 Z*,
indiqueront pour le point demandé y le point d'intersection des diagonales du quadrilatère.
Le Gdcul infinitésimal donne aussi les équations (i)« En effet, siAjCyy^ a!^ Cy y\ etc. ^ sont les coordonnées des points donnés ^ x^y^z celles du point cherche , la somme des distances sera
et devra être un minimum. La diflerentiation succès^ sive par rapport aux trois variables , donne des équations identiques avec les équations (i) trouvées précédemment.
33. INous avons à peu pressasse en revue tous les moyens que le géomètre peut employer dans la solution des problèmes. U est vrai que nous n'avons fidt qu'effleurer plusieurs d'entre eux , pour nous attacher aux principaux; peut-être même ceux que nous avons néghgés, ont ils une marche plus difiicile à suivre que les autres. Mais le degré d attention que Ton doit apporter à un sujet quelconque doit toujours être proportionné à son degré d'utilité.
Nous aurions peut-être dû approfondir un peu plus cette méthode mixte ^ où des considérations purement géométriques fournissent des équations étrangères à l'Analyse deDescartes, La recherche de ces sortes d'équations ofire les mêmes difficultés que la Géométrie simple; et si leur résolution ne dépend que de l'Algèbre , elle entre souvent pour la moindre partie dans la solution des problèmes. On peut d'ailleurs appliquera la fois à
(8«) cette méthode mixte, les principes que noiifl avons énoncés en traitant séparément des méthodes simples qu*elle renferme.
Je ne ferai que citer pour exemple la théorie de la cristallisation si élégamment traitée par son auteur» De simples considérations géométriques Pont conduit à ses calculs, et cette méthode o&e ici ce grand avantage^ qu'en ne perdant pas, pour ain^ dire, la Géométrie de vue , il est pins JÈicile d'interpréter à ton profit les résultats de l'Algèbre.
34. Ce n'est pas que cette théorie ne puisse se calccH 1er par abscisses et ordonnées; cette manière d'aborder la question ofire même de son côté de grands avantagea* Mais peut-être serait elle insufiisante ai l'on cherchait à connaître les rapports des longnelirs, plutôt que les angles des cristaux. Peut-être aussi ce nouveau calcul cxîgeraît-il des œnnaissances mathématiques un pea plus grandes, du minéralogiste qui voudrait étudier €ette théorie ^ et que pour wmédier à cet inconvénient'les méthodes les plus élémentaires sont toujours préférables.
Cependant , pour prouver que l'Analyse de Descartes n'est pas incapble de traiterime des plus belles applicationa du calcul à la Géométrie , Je vais indiquer la marche que Fonpourrait }M:endre. Si je réussis à donner une analyse simple et facilement apphcable, je m'applaudirai d'avoir fiiit rentrer sous le domaine d'un calcul qui doit être général, un sujet <{ui sembkit le fiiir Et si, malgré mes tentatives, ce calcul se trouve cornpUqué, on ne pourra du moins rien conclure contre la généralité de son application.
Préliminaires.
Les axes cjoe nous considérons seront oUi<]ms; nouii défigneron4 par «, Cyy les angles YAZ^ XAZ, XAY. L'équatioii du plan sera toujooi-s mise sous la £>iino
Ht n p lea quantités m, n, jp que fapp^erai les paramètres du pkn , r^résenteront alors les distances de Forîgine des coordonnées auK points où le plan vient rencontrer les axes des a^ desy et des z
Dans ce système d'axes ^ la distance d'un point dont les cocHdonnées sont XyjTfick l'on§[ine, est exprimée par la formule
I>^=sar^4">^+i^*'4*9>scMi*4*9X2eo«C*^aayco6>;
et pour avoir la distance entre deux pointa dont les coordonnées soient x^y^ z pour le premier, a/, y y J pour le second , il suffit d'y dianger *,y, z en («—*'),
Cette formule peut se démcmtrer ainsi qu'il suit* Supposons par le point M (fig. 28), MP parallèle à
AZ^ PQ À A Y et menons APÀ'« Le triangle APM
donnera
D«s=ss« 4. ApV a«* AP cos MPA'.
Iklais le triangle APQ donne
AP = ap» +,y* + *^ ^^ V> et la projection de AP sur AZ étant égale à la somme des projections de AQ et de QP, on a APcosMPA'
j^S « COS € -f-J^ COS fll.
Substituant ces deux valeurs dans D% la formule pré ^sédemment énoncée sera démontrée.
La fioimule qui donne le cosinus de l'angle que forme les deux droites , dont les équations sont or = az , y^ssib% pour la première, et x^s^a'z^yz^iVz pour la seconde , est alors
Pour la démontrer, soit pris sur la première droite un point M aux coordonnées x^y^z^ et dont la distance à l'origine soit Tunité; soit également pris sur la seconde droite un point M' aux coordonnées x\ y\ 2', tel que AM'=s AM = i. Le triangle MAM' donnera cos V
= 5; • Substituant la valeur de MM' en fonction
de :»,^, 2, *'; y, z\ et observant que*AM="ÂM'= i^ on aura
cosV===[2z'4.a:x'+jyXxy+yx)co8y4-(j^^'4-yx)co5-
Si dans les équations qui expriment que AM==i, AM'*=:i , et dans cette valeur de cos Von lait x^=:az^ y=^bzy a/s=a'r',y=:6V, ces équations ne contiendront plus que z et z^j et si Ton élimine ces deux quantités, le résultat sera la formule à démontrer.
Pour trouver l'équation d'une droite perpendiculaire à un plan , il suffit d'exprimer que la droite est i>eii)endiculaire aux traces de ce plan.
Soit (i) x = az,y =6z, les équations inconnues de la perpendiculaire , et
celle du plan donné; sa trace sur le plan des^z a pour
(91 ) équations a: =: o, j^ = ~ - z-^n» On exprimerd qu'elle est perpendiculaire a la droite (i)> en exprimant que eus V est nul y lorsqu'on y fait a':=:o, ô^sas— --, ce qui donne entre a et & une première équation de condition ^-.--.-cos^j-f-ar-cosff— -cosyj -f" ^ f ""Cos»— — j=o.
C)n peut en déduire l'équation exprimant que la droite (i) est perpendiculaire aune autre trace du plan, en j changeant les lettres b^€eln^ en a^ <x, //i, et réciproquement;, d'où
(— — -cosf }+6( — cosit— -cosy j+c( — cosff— -)=o, m p / ' \m p / • \/n p/
Ces deux équations donneront les valeurs de a et 6 ^ et les équations de la perpendiculaire au plan seront connues.
Pour calculer les équations d'une perpendiculaire à i'un des plans coordonnés , par exemple y au plan des scy^ il suffira de faire dans les relations précédentes
— s=o,-c=o, ce qui les réduira à 1» ^ n 7 1
a cos y -f- i + co5 1« = o ^ a 4" ^ C06 y -+- cos C =±: o ,
cos a — coâ ff cos y
d'où J=-
8 in* y
_^ cos f — cos a cos y
sin*y
Si €L:=:Çzssyy ces valeurs se réduisent encore à
r^^^ cos «
1 + cos «I
Nous rappellerons que l'angle de deux plans est le
f90 m£me que cdim formé par deox perpendicalaires à ees'
plans, et que celui d'une droite et dW plan, est le oomplément de l'angle de cette droite et de la perpendiculaire au plan*
Du paralléUpipide.
Supposons d'abord que la &Tme primitive soit un pa*rallélipipède quelconque dont les arêtes soient A, B, G, et les an^es i^> C, y. Prenons les axes parallèles aux «rétes. Les huit angles s(^e& formés par ces axes cor* respondent aux huit angles^olidès du cristal. De sorte que si l'on veut considéier un décroîssement sur un de ces angles, il suffira de considérer la &ce qui en résulterait sur Fangle à l'origine qui lui correspond. Nous supposerons toujours les plana dedécroissemejis menés par cette origine parallèiemeat à leur direction i suppcMsition qui nous est permise , puisque nous ne voulons calculer que les angles de ces diâerens plans.
Voyons maintenant comment nous ferons pour trour ver l'équation de ces plans. Considérons l'un desk angles solides du cristal, par exemple» celui qui correspond à l'angle de l'origine dans lequd les coordonnées soiExt po<^ sitives. Le décroissement sera le pltis général possible , s'il a lieu par une soustraction de m fois Taréte A siii«
vaut AX, de/3 fcHsl'aréteBsuivantl'aïie AY, etàtpîois^ l'arête G suivant Taxe AZ, les trois nombres m,/^,jp étant différens; d'où il suit que les paramétres de la fiice résultante de ce décroissement, seront prc^rtionnels à mA, nR, pC. L'équation d'un plan qui kd s&niX parallèle, mené par l'origine sera donc
(93 ) Si le décroîâsement avait liea rar im antre angle
solide du cristal primitif, il faudrait pareillement considérer l'angle à l'origine qui lui correspond. Pour com;prendre tous les décroissemens dans une seule équation , U auffit d'indiquer que les paramètres sont susceptibles de dianger de signes, ce qui donnera
Si le décroissement est du gem*e que M. Hauy à nommé intermédiaire, les nombres m^ ny p sont tous différens ^ s'il a lieu sur un angle sans être intermédiaire , deux de ces nombres sont %aux; enfin, si le décroissement a lieu sur une arête, un des nombres m, n, /i est infini , et l'équation du décroissement est de l'une quelr conques des fi>rmes suivantes
mA nB '
L*axe da cristal est ordinairement supposé parallèle à IHine des arêtes; quelquefois il joint deux sommets
aigus, et ses équations sont alow delà forme X=^^=\^
L'angle qu'une fiice de décroissement fitit avec l'axe, est complément de celui que &it cet axe avec une per^ pendiculaire à la fiice. L'angle de deux &ces est le même que Fangle &rmé par deux perpendiculaires à ]em*s plans. Les fi>rmules préliminaires donneront le moyen de calculer ces angles s'il en est besoin. Enfin, si l'on veut calculer les angles plans d'un cristal, on cherchera
(94) les angles formés par les droites ^intersections de la &ce que l'on considère et des &ces adjacentes.
Cette méthode a cela d'avantageux que l'on peut trouver immédiatement l'angle que &it telle face d'un cristal secondaire, avec telle face d'un autre cristal, pourvu que l'on connaisse les déa^oissemens qui font naître ces deux fiices.
Applications.
Si le cristal primitif est un parallélipipède rectangle, les cosinus des angles tt^ Q^y sont nuls. Les formules préliminaires se simplifient singulièrement, aussi le calcul des angles est-il beaucoup plus simple.
Si le parallébpipède est un cube^ on a de plus As B EsC, et l'équation d'un décroissement quelconque est de la forme
m n p la valeur de cosinus Y est
les équations d'une perpendiculaire au plan
m n p sont «=£.«, yss^jLi
Proposons-nous de calculer Fangle de Foctaèdre ré^ gulier, cristal secondaire provenant d'un décroissement d'une rangée en largeur et d'une en hauteur sur les angles du cube. H suffira de fidrepsssmss/ssss ijles
(95) éqaatious de deux &ces adjaceates seront
Si a et bj dans la valeur de cos Y, appartiennent à la perpendiculaire au premier de ces plans, leur valeur sera -f~ i . Si a' et 5' appartiennent à la perpendiculaire > au second leur valeur sera — • i , en sorte que cos V=^ .
Pour calculer l'angle plan on observera que la lace
est adjacente aux deux £ices
son intersection avec la première a pour équations
son intersection avec la seconde
Si donc on fait dans cos V," a = — i, 6 s=:o, a' = o , i'= — I , on aura cos V = j , d'où V = --g— j et en effet,
chaque fiice de Foctaèdre est un triangle équilatéral.
Le dodécaèdre rhomboïdal provient d'un décroissement d'une rangée en largeur, et d'une en hauteur sur les arêtes du cube. Les équations de ses faces seront
et il y aura deux angles à considérer, celui que font \e% &ces
et celui que font celles représentées par les équations
(96) Les équations des perpendiculaires aux deux premiers
plans donnait a ses I , fisso^ o^ r^ i, £'=09 d^où
cosY ssOy V= ICO*.
Les équations des perpendiculaires aux deux antres plans donnent a=:i, 6=0, a'sszOf b'ssi^ d'où cosV=i,V2a66*f.
Quant à l'angle du rhombe, on observera qnela &ce it<— j^çsoest ad)aomte aux deux autres jC'-f-xissso, jr-~xtsso; sou intersection avec la première a pour équations x^z:s»Oyy-^zsssOy son intersection avec la seconde jp— •r=so,^— z=o. Donc, en supposant a s=— I, Jsss— I, a'=s i^^ssi, on aura pour cosY^-j» On pouvait prévoir ces résultats en observant que le dodécaèdre peut provenir d'une troncature tangente à tous les angles de l'octaèdre.
Le dodécaèdre pentagonal de la Minéralogie , provient d*un décroissemait d'une rangée en laigeur et de deux en hauteur sur les arêtes du cube. Ses &ces auront pour équation
«±•2^ = 0, x±.*sso, ydb-cao.
a fl ' -^ a
Les anglesibrmés par leurs plans sont de trois espèces* Le premier^ formé parles fiices s 4**^3550, z — ^zszo^ donne cos Ys=~*|* Le second, formé par les &ces r+^=so, *4-|=o^a pour cosinus f; et enfin, le
troisième, formé parles fiice8«pf--sso,jr-—-s5::o, a pour cosinus j.
Les angles du pentagone sont pareillement de trois espèces. Le premier est formé par les intersections du
plan ap — -s=ao, el des deux autres zdti-=o lesa a ' "
quelles ont pour équations «=iz,^=s2Zj «=r^« J'= — 2r; faisantdoncass 1,6=3, a'sssi 6'=: — a^
on aura pour te connus de cet angle co» V= '-. I^
deuxième est fonné par les droites d'intersection du plan «-—- =r o , et des deux autres « —2! -~ o ^-,,j..^__Q
lesquelles ont pour équations 4^=3 «,^a8S3jr, «=si« .r==—ia ; les hypothèses a=:a' s=|, ô=sa, i'==-li^ donnent cosVaa— ^. Enfin, le troisième est formé
par les intersections du plan.A'-laBo, avecles autres plans « -^ 1= o, jr-f- ^=0; ces intersections ontpour
ëquations*=o , j^= i «, *= i e, j,a=-_ia ^ et le CO8 V devient — ~, en y supposant «te^, a'as|, a'sss*.
Les plans du dodécaèdre pentagonal et ceux de Toctaédre donnent par leur ensemble l'icosaèdre. On parviendra aisément à caltuler les angles de cç solide, puisque l'on connaît les équations de toutes ses feces; je me dispenserai de les chercher, et de calculer pareUlement les élémens du trapézoèdre solide qui peut dériver du cube par un pointement à trois faces sur les angles. Mon but n'est pas de donner la théorie complète de la Cristalljçraphie, mais seulement de laisser entrevoircomment on pourrait la développer au moyen des calculs précédeos.
Si leparalléJipipède est du genre de ceux que M. Hauy a nommés rhomboïdes, ona *=C=).,etAs=sBs=:C.
L'équation générale des décroissemens est
( 9» ) la formnle qui donne Tangle de deux droites donne
Les jéquations dVne perpendiculaire ^u plan
_^ m n » ii»cos«e
sont *îa= . T g
p m 11 p cos ^
'1 1 1 . i P m n pcosei
Xàcs tixÀieàtiires dor les sommets auront pour équation
U.^Z jL ^ssos celles dtd ont lieu sur les anciles laté« m ^ n p ^ ^ o
raux^ront représentées par les trois équations
— — «ri. -(-- -SbO^
^4«ml -^ -s»o.
L'axe du rhomboïde a pour équations xsasf =a2«. Pour queles troncatures latérales lui soient parallèles, il faut que leurs équations soient satisfaites par les hypothèses
xz==:yt=sZy c'est-à-dire qu'il faut que Pon ait — = -
«4-r - . Si le déci^iisement qui donne lieu a cette trou-^
P cature sur l'anglati'eA pas int^teédiair^, on doit avoir
n=^Pi le cristal secondant sera un prisme hexaèdre
(99) régulier si n c:^ $m > car alors ces faces seront parallèles
à l'axie. Si le décroisscment a lieu sur les arêtes, - =st o.
Il faut alors que mz:sn pour qu« le cristal secoudaire soit encoi^ un prisme hexaèdre.
En général I les troncatures latérales conduisent à des dodécaèdres; et les troncatures sur les arêtes du sommet à d^ rh<mibotdes. l4es formules préliminaires donneront le moyen de calculer tous les angles de ces solides.
Par exemple, les trois &ces d'mi rhomboïde secon*
daîre peuvent être représentées par les écpjiations ^
•+• ~ î=: o, ^ 4* ^^=^0^ ^ -f- ?a550. Les équations de la droite d'intersection des deux premiers plans sont «s=5 — — j:;,j^sss—jcj celles de l'intersection du pre«
mier et du troisième sont pareillement pcssz^^ z.
yssz^ z. Si donc l'on fait as:; i 6»= --, a';;=— ;♦
mm
y = ~ — danscos V, onauraPangleplan du rhomboïde. Dans lecas particulier ou ms:n, on a aos*^ i, 6=: i,
a'=i,&'=5— 'I etcosV=s=~^^.(c=!CoseO-
Le parallélipipède peut être encore tel, que sa base repose sur les arêtes; alors deux des angles ^^C^y seulement sont égaux. Il peut être oblique à base rectangle^ ou droit a base oblique. Enfin , sa base peut être un rhombe : ces cas particuliers produiront de grandes sim-> plifications dans les formules générales. Il est extrême*
( lOO )
meut rare qae le parallélipipède soit parlaitemâcit irrégulier.
De Voctaèdre, du tétraèdre, du prisme hexaèdre.
Si l'on T^t seulement placer l'octaèdre le plus symétriquement posâîble, on peut prendre pour axes coor' donnés ses trois axes de figure. Soient i^A, ^B, :2C leurs longueurs; les équations des&ces de ce polyèdre seront
ai sa base était un rectangle, fl vaudrait mieux prendre les axes coordonnés qui doivent être situés dans son plan , parallèles aux côtés de ce rectangle. Les équations des fiices seraient alors de la forme
Le tétraèdre a toutes ses Êices parallèles à celles dixm octaèdre ; il peut donc être placé de la même manière que lui, par rapport aux axes coordonnés ; c'est-à-dire, que ces axes peuvent joindre deux à deux les milieux de deux arêtes opposées et non adjacentes. Si l'octaèdre et le tétraèdre sont r^uliers , le système d'axes sera rectangulaire; si Toctaèdre est symétrique et le tétraèdre ihréguliclt, le système sera oblique.
Les axes seront ainsi placés de la manière la plus symétrique par rapport aux corps que nous considérons. Mais comme M. Haûy est parvenu à feire dépendre le calcul des décroissemens sur Foctaèdre et le tétraèdre, de celui des décroissethens sur le parallélipipède , il vaut mieux prendre alors pour l'angle solide à l'origine un des Angles solides du tétraèdre* Dans ce cas, les plans
( lOI )
passant par cette origme paraUèiement aux faces de Poetaèdre, seront représentés par les équations Ar=:o>
^=o,£5s=o., -r-+-^+^=<>î-ArB,C étant les trois
arêtes du tétraèdre contigaes au sommet que l'on considère.
Quant au prisme hexaèdre et au prisme triangulaire ^ la réunion de deux prismes triatigulaires forme aussi un parallélipipede , ce qui ramène encore le calcul des dé* croisscmens sur ces nouveaux corps ^ à la théorie du paraUélipipède que nous avons décrite précédemment»
Je me dispenserai de développer comment M. Haûy est parvenu à mesurer les angles des cristaux secondaires de la nature , et à déterminer les nombres relatift aux décroissemens. 11 me suffira d'ohserver que sa méthode est applicable à toute formule générale qui don-^ nerait les angles d'une forme secondaire quelconque ^ et que de telles formules peuvœt s'obtenir au moyen des calculs précédens.
35* Un des grands caractères de la généralité d'un calcul, c'est la facilité avec laquelle on peut l'appliquer a des questions totalement différentes. Les formules qui nous ont servi dans la théorie précédente, peuvent être utiles dans toutesles questions sur les surfaces qui exigeraient que les axes dissent obliques. Pour prouver en quelque sorte cette assertion , )erapprocherai de l'application précédente de cesmémes formules ^ une autre application non moins utile , mais sur un sujet bien différent.
La détermination de l'inclinaison des couches miné-raies par le sondage , dépend de la solution de ce pix>blême : Déterminer t angle apec Vhorizon et un plan
dont on cannait trois points, question qui jpeut se traiter de la manière fiiûvànte.
Soient A, B^ G (Hg. 3o) les projections horizontales des points donnés ou les ouvertures de trois trous de sonde 3 je désignerai par y, g'^ g" les côtés BC, AC, AB du triangle ABC, par y Tangle BAC, pr /?, />', p" les ordonnées verUcafès des points donnes^ ou les profoudeùrs des trous de sondé A, B , C. On peut prendre pour axes coordonnés les droites AB, AC, AP, car comme ce système d^axes n'annule aucune des quantités /y^^/;', p^'j 9« 9^ ç'\ ^ formule finale né laissera pas que d'étrê symétiique, par rapport aux élemens oui déterminent la position des points donnés.
L'équation du plan PP'P" sem de la forme ~ -+- ?
-] — =51. Pour résoudre le problème » il suAit de calculer
l'angle que formé la perpendiculaîris à ce plan avec la droite AP. Si nous désignons par a et h les constantes qui déterminent les équations de cette perpendicidaire^ les formules préliminaires donneront pour le cosinus, et par suite pour la tangente de cet angle ^
cogyra-- ^ ■ ^ tangV==Vfl*-^^7+3aîco8r;
les mêmes formules donnent encore pour déternfiiner a , i&, les équations
a4"icoQY-=^^;
si donc on en déduit les valeurs de ces constantes et qu'on les substitue dans tang V, on trouvera , toute
hSâuction feite^
il ne s^àgit plus que de calculer . , ^ _ _
Les traces du plan sur ceux des 9Z et des yt devant passer par les points P^^ V^\ on doit avoir
D'ailleurs le triangle ABC donne
lia substitution de ces valeurs dans tang Y bondui t à
ott ce c{ui reTtent au même,
lia symétiie de cette formule la rend d'un usage &cile pour la prati<]ue.
Dans le cas particulier on p'^^p'' elle se réduit à
tang V s= ^^f'/Jf^ i si l'on désigne par h le perpendiculaire abaissée de A surBC^ona deuxsurCÂBGss^A, d»où taug V = e:jÊ^, ce qu'U est «isé de vériEer par la Géométrie.
[ io4 )
On peut toujours ramener le problème a ce cas pap^ ticulier, encherchautsurla ligne PP^dontles équationa
«ont a:=;o,'2--|- =1, le point dont Pordonnée verli-
c&le serait ^ale à j?'; or on a pour déterminer sa coor«
donnée^, l'équation *^«f-^ = i , ce qui donne, en y
substituant - trouvé précédemment ,
Si donc on voulait déterminer la direction de la couche, ou ce qui est la même chose une horizontale parallèle au plan , il suffirait de prendre sur AC une
longueur ADss: ^f \^J^. i la droite BD serait la direction demandée. La distance perpendiculaire P entre deux couches parallèles, est facile i calculer d'après cela, lorsque Ton connaît leur distance D sur la verti-^ cale; la simple considération du triangle rectai^le dont D est lîiypoténuse et P l'un d^ côtés conduit à P==DcosV.
36. Les calculs précédent sont fondés sur la forme dont nous nous sommes servi pour Féquation du plam Cette forme établit une e^)èce de symétrie entre les coordonnées 9%^j Xy ea les rapprochant séparément des quantités qui ont avec chacune d^ellea un rapport plus immédiat qu'avec les deux autres. Le plan n'est pas le seul lieu géométrique dont jl'équaUon puisse posséder cette symétrie. Les lignes et surfaces comprises
dans les équations — -{-via= i ^*^ "^ *+• 7:: + •!= ^
( ïo5 ) )oiiissexit de la même propriété. Cette symétrie rend mémeleur étude très &cile^ et la discassiou suivante en sera la preuve.
Théorème sur les courbes et êUffaces gui ont pour
équations
La courbe — •4-'î!-s3=i rencontre les axes en des
points distans de Forigine de a et de b.
L'équation de la tangente à cette courbe au point x\ y peut se mettre sous la forme
sf X v' V
les p<4nts où cette tangente vient rencontrer les axes^
aont distans de l'origine de ^^_; et de-^jj^^jces
quantités seront moindres ou plus grandes que a^by sm* vaut que l'exposant « sera plus p^tit que l'unité ou la surpassera. D'où il suit que la courbe est convexe du côté des ai^es lorsque. A<^iy et concave pour tf > i. Oa s'assurera aisément que dans le premier cas les axes ^ont des tangentes à la courbe^ que dans le second ce sont des normales.
liCS seules constantes a et 5 sulfisent pour déterminer cette courbe ; nous les désignerons soùs la dénomination commune de paramètres. Gek posé, on peut déduire de ce qui précède que les paramètres de la tangente au
(io6) point :t\y\ de la courbesont entre eux dans le rapport
Parmi les courbes que nous discutons , on distingue 1*. Lorsque ak i^ la ligne droite -^+'| = x«
a\ Loi^ue «sa a, Pellipse -^ 4"*^ =5s i* 3*. Lorsque «=:-— i, Hyperbole rapportée à deux parallèles a ses asymptotes - H — ^==3 1 •
4*. Lorsque «ass*^^ la parabole rapportée à deux de ses tangentes ^ 4^*31 âss i.
5*. Enfin, lorsque it:p=7> la développée de rellipae
Potar que Forîguie des coordonnées soit le centre de la courbe , il fiiut que a soit pair^ les exemples (2*X (5^) sont dan& ce cas; la coOrbe est alors symétrique par rapport aux deux axes coordonnés Lorsque Pexposaut À est impair, Torigine descoordonnees n'e$t pasle centare de la cQfurbe , cette courbe n*est pas symétrique par rapport aux ans, et même lorsque a est plus petit ^le Tunité, la courbe ne sort pas de Pangle des coordMinées poàtlTes, ex. (i*) (4*).
L'exposant « seul caractérise l'espèce de combe que Pon considère; et pour cela, je désignerai par couilie «^ courbe C, cdles dont lesexposans seraient a cl C
Iraa^ons que Ton donne pour paramètres à courbe «t les coordonnées d'un point^ que nom
( «97 ) merons directeur^ seolement assujéti k se trouver sur une autre courbe C in?ftriable, que j'appellerai courbe directrice. L'ensemble de toutes les courbes a ainsi dirigées, sera enveloppé par une courbe y du genre que nous considérons, et il y a cela de particulier, qu'une courbe y est réciproquement Venveloppe de toutes les courbes ^ qui auraient leurs points directeurs sur une courbe «. Ce théorème que nous allons démontrer, et dont nous déduirons nombre de conséquences , est ana« logue à un autre théorème sur les surfaces, que nous démontrerons aussi par la suite.
Soient m etn les paramètres variables de la courbé génératrice a j elle aura pour équation dans une position particulière
ml* h*
Soient a et & les paramètres constans de la directrice €y elle aura pour équation
Si Pou élimine f$ entre ces deux écpiationa, on n^aura plus qu'un seul paramètre variable dans l'équation des génératrices, et il sera facile ensuite d^en trouver l'enveloppe. Or, ces deux équations peuvent se mettre sous k forme
•^^=1 ;• ry— « ^l
n* m* 4* tt^
si l'on élève la première à la puissance C, la deuxième à la puissance a , et qu'pn les multiplie ensuite l'une par l'autre, n se trouvera éliminé, et les génératrices auront poui équation
( ïo8 )
OB en déduira Fé^juation de l'enveloppe, en la différent ciant par rapport à m, ce qui donne
on (a) ^ s= — , OTraar*"*'^^*"^^;
éliminant m entre les écjuations ( i) et (n) y on en déduit successivement
telle est Féquation de Fenveloppe y; elle est du genre des courbes que nous discutons, et il existe entre les exposans de la directrice, de l'enveloppée et de l'enve-' loppe, la relation
G>mme cette équation est symétrique en « et ^, la réciprocité que nous avions annoncée s'en déduit aisé-^ ment.
Dans toute cette discussion , Fangle formé par les axes peut être arbitraire j nous profiterons de cette généralité clans les exrafiples, pour en déduire des principes plus étendus. U est bon de remarquer que toutes les fois que
ei (ir) •^--i?- + --;f*==ï;
( I09 11013S con^dérons la courbe 1 coxame k développée de l'ellipse^ nous sous-entendons que les axes sont rectangulaires.
Si a=:i, f 5=1, on a^sssi. Donc si par un point D (fig. ^îq) pris sur le côté BÇ d'un triangle ABC , on mène DM, DN parallèles à AB, AG, la diagonale MN du parailélogranune AD sera tangente à la parabole CDB inscrite dans l'angle BAC, et dont B et G seraient les points de contact avec AB et AC. Cette parabole est unique, puisque quatre points déterminent une parabole, et que deux contacts équivailent à quatre points*
On peut déduire de cette propriété un moyen géométrique de mener à une parabole dont on connaît seulement les deux tai^ntes en deux points détermitiés, une autre tangente assujétie à passer par un point donné sur son plan.
La soiatlon du problème se réduit à trouver sur BC (fig. 29) le point D , pour lequel la diagonale MM passera par le point P, Concevons MN prolongée jusqu'à la rencontre de BG en L, meuons par le point P les lignes PE et PF, parallèles aux côtés AB, AG du triangle ABC. Le parallélisme des lignes MB, PË, MD, et celui des trois autres MD, PF, NC, donnent les proportions
LB:LD::LMiLN::LD:LC::LE:LF,
d'où LB— LE:LD— LÉ::LE— .LDÎLF— LC, et BE.CF=:=DE.t>F.
11 suffit donc de partager la ligne ËF en deux parties dont le rectangle »oit égal à BE.CF.
Le problème aura deux blutions, une seule ou sera impossible suivant que BE« GF sera plus petit , ^al ou
plus grand que ^EF ; c^est qu'alors le point sera dehoi^s , dessus ou au dedans de la parabole.
Sî h point P n^élaîf pas dans l'angle BAG, le point D se troinr^niit sur le prolongemeut de EF^ il suffirait alors de construire deux lignes DE, DF de différence donnéeET dimt lerecf angle serait BE.CF; dans ce cas, il y aurait toujours deus solutiDns.
On peut d'ailleurs déterminer aisément la droite qui joint les points de contact des tangentes menées par le point P a la parabole. A cet effet, on construirsi les points directeurs des tangentes primitives, relatirement à ces nouvelles tangentes considérées comme axes; la droite qui les joindra devra contenir leurs points de contact avec la courbe. On pourrait ainsi construire la parabole par points.
2*. Pour Assaut , €^si2 , la rdiatâon - = i -f-Tj donne
On en déduit aisément la solution de ce problème indéterminé : Inscrire une ellipse dans un parallékhgramme donné. On peut se donner en outre ou bien le rapport des diamètres, ou bien un cercle à la surftce duquel celle de Tellipse proposée devrait être équiva*- Jente.Pour le premier cas, ilsuffitde menerpar Forigine une droite telle, que $es coordonnées soient dans le rap^ port donnéj son intersection avec Tellipse directrice, sera le point directeur derellipsedemandée. Pourrésoudre le second, désignons par B. le rayon du cercle donné, par aa^ abj les diagonales du parallélogramme, par J^ l'angle qu'elles forment entre elles, par x 9 v lesdemi'-diamètres de Fellipse cherchée j on aura pour les déterminer les deux équations
0) 2i+iï=^^ ^^7ïn^^
Si Von ajouta les équations (i) et (a), lea inconime» àe^ VTont encore ^atis&ire à réquMinn resuJtante
les ]^hits directeurs inotmnu& serùai donc donnéd par lintersection de l'ellipse ( i ) et de la droite (3). Le ra pport deir paramètres de cette droite est toujours celui des a xes aétb'^ elle est àunù eottstamment parallèle à un des côtés du rhombe. Si l'on màie à l'ellipse circonscrite uiie tangente parallèle àcette droite , le |K)int de contact détarminera l'eUipsé inscrite dont la sur&ce est un maximum. Pour Cett^ courbe, les différentielles des équations (i) et (a) doivent avoir lieu eu même temps^ on doit donc ayoir
^ y c^ b^ au*
Fellipse wiaTtimum inscrite est donc semblable à Tellipse circonscrite.
Les deux problèmes précédens peuvent servir dans la construction d une voûte elliptique, lorsque l'espace qui doit la contenir est terminé par une base rectangulaire ou plus géoéralement parallélogramtque.
On déduit encore de ce second exemple un moyen de mener une tangente commune à deujr ellipses concentriques rapportées à deux axes quelconques passant par leur centre commun ; elles ont pour équations
Si on lesretrancheFune de Vautra , Féquatîon résultante
(iiO
(A — A')x* + (B — ir)jçy4.(C — <y)y = o, sera celle de deux droites passant par le centre et par les points d'intersection des ellipses proposées^ U est aisé de conclure de là que ces quatre points d'intersec* tion sont les quatre sonunets d^un parallélogramme , et qu'en menant par le centre deux diamètres parallèles à ses côtés , ils seront conjugués entre eux pour l'une et Fautre eUipse.
Prenons pour axes ces deux nouyeaux diamètres. Les tangentes communes demandées forment é\'idemment un parallélogramme à lafois circonscrit aux deuxellipses. On. peut déterminer aisément Pellipse qui lui est eflemême circonscrite, et qui a ses diagonales inconnues pour diamètres conjugués y car on connaît deux de ses points y savoir, les directeurs des ellipses proposées. Cette considération ramène la solution de ce problème à celui-ci: Faire passer par deux points donnés une ellipse dont on connaît le centre et les directions de deux diamètres conjugués. On trouvera dans le problème de la page 53 tous les élémens nécessaires pour achever la présente solution.
3\ Poura=:t5^=2,ona=2,ff=i, on aj^ssf.
La courbe lest , comme nous l'avons indiqué, la développée de Fellipse; on peut le démontrer de la manière suivante.
Soit(i)-^-f-^=ïj réquation d*une ellipse rapportée à son centre et à ses axes ; l'équation en «y de la normale au point x , y sera
(ii3) Pour avoir une équation qui appartienne au point de rencontre de cette normale, et de son infiniment voisine, îl/suffit de différencier (a) par rapport à x et à y y ce qui donne
L^éiimination àBps^y entre (i), (a) et (3) conduira à l'équation en s^y de la développée. Si l'on pode •
La substitution de ces valeurs dans les équations (i) et (3), donne les deux équations
/T;^ AVy . By« _ '^^^ (A* — K^'^CB»— K*)'~*^'
entre lesquelles l'élimination de K doit conduire à Féqua* tion de la développée. Or, si F(«,y, R)=: o représente
la première, t^sssq représentera la seconde j donc la
développée de l'eUipse proposée est Fenveloppe d'mie série d'autres eUipses qui lui sont concentriques, dont les aies a, b sont liés entre eux par l'équation résultante de l'élimination de K* entre (6) ass A — • ^,
K* £=:B — -g-, et qui est
a b (7) Si + T^—^^
la suite des points directeurs de ces ellipses est donc une ligne droite, leur enveloppe d'après l'exemple dont nous nous occupons, est donc la courbe |, et cette dei>
C ii4 )
nière courbe est identique avec le développée de Vei^ lipse.
Il suit de ce troisième exemple y que si l'on construit
l'ellipse dont les axes sont -t^- — B , A — v » et qui a leA
mêmes sommets que la développée, tousses points seront directeurs des tangent es à la développée ^ lesquelles socit normales k l'ellipse proposée.
<Jn peut s'appuyer sur cette propriété pour menef une normale à l'ellipse par un point P donné.
Si le point P était sur la développée, il y aurait une des normales qui lui serait tangente en ce point. Oh constiniira cette droite en observant que ses paramètres
sont entre eux dans le rapport W -tt-, et que par conséquent son point directeur est celui de Fellipse circon-» sente, dont les ordonnées sont dans le même rapports
Si le point P était sur un des axes, sur celui des x\^v exemple, il déterminerait l'abscisse des points de Fellip^ directrice, directeurs des normales demandées.
En général y ces points sont donnés par les intersec--' tions de rellipse directrice, et du lieu géométrique den points directeurs de toutes les droites passant par lé point P. Cette dernière courbe est une hyperbole qui passe par l'origine, et dont les asymptotes sont les pa*^ rallèles aux axes menées par le point donné. En effet ^ soient m et n ses coordonnées, se y y les paramétrai d'une droite quelconque menée par ce point; ou devril avoir
(8) ^ + ;=.î et comme » et jr déterminent le point directeur de cettéi
^it>ite, réqufttion (8) en est le lieu géométrique : en la discutant on reconnaîtra aisément ce que nous avions imnoncé.
Sous le rapport de la Géométrie, on pourra décrire par points cette hyperbole ^ ptiisque l'on connaît ses asymptotes et l'un de ses points; ses intersections avec l'ellipse directrice compléteront la solution* D'après la forme de la développée à laquelle on vait mener une tangente par le point donné y s'il est intérieur, il y aura quatre solutions, deux seulement lorsqu'ilsei^a extérieur | enfin I l'hyperbole aura avec l'eUipse directrice deux points communs , et un contact lorsque le point donné sera situé sur la développée même.
Sous le rapport de l'analyse , l'élimination de l'une des coordoimées, j^ par exemple, entre l'équation (8) et celle de Pellipse cUrectrice, que je mettrai sous la forme
(9) ""» '+'fe ^^^ > conduira à une éqiiation du quatrième
degré en x , qui aura ses quatre racines réelles et inégales ^ réelles et deux ^ales, ou enfin , deux réelles et deux
imaginaires, suivant que l'on aura -1 -H -7— i, néga-
tif , liul ou positif* On peut réduii'e la diflficalté à la résolution d'une équation du troisième degré de la manière suirante : mettons les deux équations (8) et (9) 3003 h forme
ûxy anx a m y ao ak ab
z étant une indéterminée quelconque, si on les ajouté^
réquation résultante sera celle d'un Heu géoniétrÎ€[ue du second degré, passantparlesintersections des courbes (8) et (9). On peut disposer de Findétenninée z , pour que cette nouvelle équation
représente l'ensemble de deux lignes droites. Cette condition exige que z soit une des racines de l'équation
fàmn
Si donc on peut résoudre cette dernière équation du troisième degré, qui manque déjà de second terme, une quelconque des valeurs de z substituée dans l'équation (10), la rendra décomposaMe en deux facteurs du premier ordre, qui, combinés successivement avec l'équation (9) , donneront les coordonnées des quatre points cbercbés.
On pourrait encore se proposer dans Fexemple pré-' sent, d'inscrire dans la courbe |,tuie ellipse dont le rapport des diamètres fiiit donné, ou dont la surfitce fût équivalente à un cercle de rayon R. Le premier de ces prc^lèmes se résout en menant par l'origine une ligne telle que ses coordonnées soient dans le rapport donné; son intersection avec la droite directrice sera le point directeur de l'ellipse demandée. Pour résoudre le second problème, soient x^jr les diamètres de l'ellipse chercliée , <r l'angle formé par les axes ; on devra avoir
xys=z^-j^. Le point directeur de l'ellipse sera donc
donné par l'intersection de la droite directrice et d'une hyperbole , qui aurait pour asymptotes les axes coor^
donnés. Il y anra en général àeva. Solutions; si elles se réduisent à une seule ^ c'est que la sur&ce de l'ellipse inscrite est une extrême grandeur; diors l'hyperbole étant tangente à la directrice, ne pourrait l'être qu'au point milieu de cette droite; il sera donc le point direc^ teur de l'ellipse inserite dont la sur&ce est k plus grande, et qui, dans ce cas, est semUaLle à l'elKpse circonscrite
On résoudrait absolument de la même manière ces deux autres problème : Inscrire âafis la courbe f un parallilogramme, ou dans ta dépehppée de Vellipse^ un losange qui ait ses sommets sur les axes, dont les diagonales soient dans un rapport donné, ou tien dùni la surface soit éqmwilente à celte d^un carré donné K\ On verrait que> dans ce dernier cas, leproblèmeadmet deux solutions ; que le parallélc^ramme inscrit dont la sur&ce est un maximum, a pour point directeur celui de contact d'une tangente à l'ellipse directrice, parais lèle au côté du pandlébgramme cirooinsorit, auquel celui que Vont Teut.inscrire sera semblable.
La discussion des surfiices représentées par les équa*» lions
se fera de la même manière que cdle des courbes pre« cédentes. Les seules constantes a, 6, c et l'exposant ce suffisent pour déterminer la sur&ee. L'exposant a en spécifie l'espèce, et les paramètresa, fi, c la particularisent en elle-même. Je désignerai dorénavant par sur&ce a, l'espèce de sur&ce dont l'exposant est «•
Imaginons, comme dans la discussion précédente, que les coordonnées d'un point que j'appellerai i2fn^cfeiir
servent de paramètres à une sur&ce a , el qae ce point soit seulement assujéti à se trouver sur une autre sur&ce € que Rappellerai aussi surface directrice; l'ensemble de toutes les sur&ces a sera enveloppé par luie autre sur&oe y qui sera du nombre de celles que nous, discutons; et il y aura cela de particulier, que la sur&ce (y) pourrait être encore l'enveloppe de toutes les sur&ces C qui auraient pour directrice une sur&ce «. Ce théorème peut se démontrer de la manière suivante.
Désignons par m, n, jp les paramètres dWe snr&ee génératrice et , para, b^ t ceux de la sur&ce directrice C« On devra avoir
Félittiioation d'un des paramètres yaiidble$, dtf/y par exemple ) doutie
on obtioidra Fenveliippe de tontes les snr&ces et , en différenciant sitccessivetnent l'équation (i) par rapport à m et Aj et éliminant ces deux paramètres au moyen des écpations difl^entielles
\ m- «.-y i* \ o? ^} I»*' rfles donnent -^ =s^ -^ » 7> =s^ ; on eii déduit succès^
( "9 ) Jivement
mr nr
et enfin on a^ pour l'équation de Fenreloppe^
fl*-Ff 4*^-c ^-4*c
elle est comprise dans réq[uation générale^ son exposant > est lié aux exposans «t, C par k relation
cette éqtiafion étant symétrique en a et C, la récipro-* cité ({oe nous avons annoncée en est une conséquence.
SiFonfiiit /xsssa^^ssa, on trouve >aci.
Lora donc que la génératrice est un dlipsoide ainsi que la directrice , l'enveloppe a pour équation
et comprend les huit plans qui passent par trois des six sommets de la directrice, en sorte que cette enveloppe est un octaèdre symétrique.
On peut se proposer d'inscrire dana wi tel octaèdre un ellipsoïde quelconque. Le problème est alors iudé^ terminé , il suffit de prendre pour axes les trois diago^ nales de ce poljrèdfe, de concevoir un dlipsôïde qui aurait ces mêmes diagonales im^ ^by 2c pour diamètres conjugués; un quelconque de ses points pourra servir
de directeur à Ff Uipsoïde inscrit demandé. Si Von. voulait que les paramètres de cette sur&ce fussent dans des rapports donnés y il suffirait de chercher l'intersection de Fellipsoïde directrice avec un diamètre dont les coordonnées seraient dans les rapports demandés ; c'est un problème de Géométrie descriptive assez simple ; de plus , l'Analyse donnerait aisément les coordonnés de ce point d'intersection.
Supposons que les diagonales du polyèdre soient rectangulaires ; on pourra demander que Fellipsoïde inscrit ait une soKdité donnée, par exemple celle d'une i^faère de rayon R. Détôgnonspar Xjyy % les axes de la surfiice inconnue; on devra avoir
(i) ;ry» = R'.
et tous les points d'intersection de cette sur&ce et de FeQipsœde, pourront servir de directeurs à Fellipsoïde demandé. Le problàfne est donc encore indéterminé ; mais si l'on exige qu'en outre la section horizontale de cet eUipsoïde ait une sur&ce donnée, par exemple celle d'un cercle de rayon R', on devra avoir (a) xy =z=R'% et le point d'intersection de ces deux sur&ces et de Fellipsoïde directrice
sera le directeur de la sur&ce demandée* Le demi-axe
R* vertical sera xs=çn ^^ ^^ àpsn demi^^uies horizcmtaux
les coordonnées dupointd^tersectiondes deux courbes
Nous avons ramené précédemment la recherche de cette intersection à construire celle d'une ligne droite et d'une ellipse. U y a donc deux solutions; mais les sur&ces correspondantes ont le même axe vertical.
Sila solidité de Tellipseinscritedoitétre laplus grande possible, il &udra que Ton ait d'après les équations (i) et(3)
^ij. or* d!r , V» dy . z* dz a" X o* y <r %
Multipliant la première de ces différentielles par ^ et les retranchant, il faudra que l'équation
soitsatisfeite, quelquesoitle ^9 ce qui €xi§^ ^ Pon
^it (8) - =:^ = -. L'ellipsoïde inscrit mebximum doit
donc être semblable au circonscrit. Les équations (5) et (6) sont les différentielles des équations (i) et (3) j en les combinant ensemble, on exprime que les deux sur&ces sont tangentes; les relations (8) transforment les équa* lions (5) et (6) en
c'est l'équatiijn différentielle du plan tangent 11 est parallèle à l'une des faces de l'octaèdre, ce qui donne ua moyen fedle de trouver par la Géométrie descriptive,
k joint db^eeteur de l'ellipsoïde inscrit, Tnommzi/i» ea sofi^té.
On peut pareilîeme»t déàiire de cet exemple la sol»-
IM
lion de ce problème : Mener un plan tangent commun à trois ellipsoïdes concentriques. Diaprés un théorème conDUy trois sur&ces du second degré concentriques ont toujours un système de plans diamétraoji conjugués communs. Prenons ces plan><^ pour les coordonnés, les trois ellipsoïdes auront pour équations
JC* V* »•
les plans tangens demandés forment évidemment un octaèdre dont les &ce8 sont parallèles deux à deux, et dont les six sommets sont sur les trois axes. L'ellipsoïde circonscrit qui a les diagonales de ce polyèdre pour diamètres conjugués, est celui qui passerait par les points directeurs des dlipsoïdes donnés. Soient A, B, G les trois paramètres inconnus de cette sur&cej on devra WtAr pour les déterminer les trois équations
é/* C* pJ*
on en déduira facilement x* S* c' ^^ fonction de «^ f , y^ àL\ etc.; substituant ensuite ces valeurs dans
on aura Féquation des plans tangens demandés»
Ce dernier problème n'est qu'un cas particulier de celui-ci : JBùant donnés les directions de trois diamitre^ conjugués et trois poinU d' une surface du second ordre^ la déterminer. Même daas ce cas général, il peut se résoudre par la Géométrie descriptive ^ au moyen des divers théorèmes démontrés plus haut. Je vais indicpier cette solution. Je crois qu'un peu de réflejiion iuppléeni aux figures qui seraient trop compliquées pour être placées dans cet ouvrage.
Soient OX . O Y5OZ les directions des trois diamètres conjugués 9 A y B^ C les trois points donnés. Soient pareUlement A', B', CJ, A", B'', C, A'", B'", C"^ les p^>iuU syméti-tques de A , B , C , dans les angles soHdes formés par les plans XOY, XOZ^ YOZ , qui ont TaxeOX pour arête commune.
Au moyen de ces données proposons-nous de con^ siruire le plan diamétral de la surface demandée, con** jugué à la direction AB'^ Ce plan devant passer par le centre O, el par te miCeu de AB'^, il suffit de trouver un autre de ses points. Or, les deux plans parallèles BB'B^B'^ CCOC% rensemWe des deux plans BB'CC'^ '^WCG^, et Fensemblc des deux autres BB"CC", B^B^'^CC^', peuvent être considérés comme trois surfeces du second degré , ayant huit points communs avec la surfitce proposée; leurs plans diamétraux conjugués à la direction AB'' se couperont en un point par lequel devra passer le plan diamétral de la sur&ce proposée, conjugué à la même direction (page 37, théorème) lequel sera dès-lors complètement déterminé*
Cela posé, les courbes ABC, A^B'C de la surface proposée 1 sont situées sur un cylindre dont Taxe parai-
lUe à la directkmOY, contient les centresdé ces mêmes com'bes. Ce cylindre , la sorfiice proposée et Tensemble des deux plans ABC, A'B'C^ ayant mêmes intersections, leurs plans diamétraux conjugués à une direction quel^ con^e , se couperont suivant une même droite (page 35 , théorème). On construira les plans diamétraux de la aur&ce et de l'ensemble des deux plans conjugués à AB''j le plan mené par leur intersection parallèlement à OY^ aéra un des diamétraux du cylindre. Par ime construc* tion semblaUe, on déterminera le plan diamétral de ce même cylindre conjugué à AC". Ûinterseclion de ces deux pbns sera l'axe du cylindre, et doxmera le centre de la courbe ABC. Cette courbe sera donc complètement déterminée.
Maintenant, potu* trouver en longueur un des trois diamètres de la sur&ce, il suffit de mener, suivant OX par exemple, un plan quicoupera k courbe ABC en deux points M et 19; ces points suffiront pour construire la section Êdte par ce plan dans la surface, et par suite la longueur de Taxe OX.
Les problèmes précédens sur l'inscription d'un ellipsoïde dans l'octaèdre, peuvent être utiles dans la con* struction des voûtes ellipti(]ttes, lorsque les dimensions du toit sont données.
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