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AVERTISSEMENT
l^ET Ouvrage était projeté depuis long-temps et devait être plus coosidérable;. mais diverses circonstances m'ont forcé de le m.ettre au jour avant de ravoir complété; l'ordre et la justesse des idées doivent s'y ressentir de cette précipitation, et cette seule considératk)n m'eût empêché de îe publier, s'il ne m'avait para contenir quelques théories nouvelles.
L'expression analytique de la communauté d'intersection des lieux géométriques; la détermination complète des courbes et surfaces du second degré par la Géométrie descriptive, lorsqu'on donne un nombre suffisant de leurs points; la théorie des courbes et surfaces représentées par les équations ^- : a^'^j'^ : è'^^ 1, et x^ : a*-}-^' : ^''-H ^* : c*=i, sont les parties de cet Ouvrage qui me paraissent mériter le plus d'attention.
Quantaus réflexions qu'il contient, j'avoue qu'elles m'ont été suggérées pour la plupart, par les problèmes que j'y ai fait entrer, tandis qu'au contraire des réfiexions générales auraient dû me conduire
au choix des exciuples. Il aurait fallu du temps beaucoup de talent poui^ iajre disparaître compièt. ment l'apparence de cette inversion, et je ne poi: sédais ni l'un ni l'autre.
Au reste, j'abandonne celte faible production la sage critique des professeurs j j'espère qu'ils trouveront quelques principes généraux pour I solution des problèmes, et que, dans mon ouvrage jusqu'aux fautes qu'ils signaleront, tout pourra con îribuer à r'dvancement de leurs élèves»
Distinction de l'Analyse et de la Synthèse , o
S. Marche à sui^Te dans la recherche d'une solution par
la Géométrie simple, 9. On fait dépendre la solution demandée d'une autre plus simple, celle-ci d'une troisième pkus simple encore , et ainsi de suite , lo. Le problème auquel on descend, est souvent un cai
particulier du propesé , , /
1 1 - Problèmes qui conduiseni à construire une figure semblable à la proposée , g la. Méthode inverse. —Sa définition. — Inscrire dans un quadrilatère donne , un quadrilatère semblable à un autre aussi donné , g i3. Liaison que l'on peut établir entre les deux Ggures de la méthode inverse. —Construire un cercle a^sujéti à passer par deux points donnés, et à couper «ne droite sous uu segment capable d'angle connu , 1 ^
la
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côtés d'un quadrilatère inscrit j îe construire, J^^^^- 19
i5. Lieux géométriques. — Leur recherche par îa Géométrie simple . 20
\6. Plusieurs exemples. — Le lieu géométrique du point •dent les distances à deux points fixes seraient dans un rapport constant, est une circonférence de cercle , a3
Placement des données par rapport aux axe? , uy
flo. Moyen d'exprimer en Analyse la communauté d'intersection des lieux géométriques , ibid» 2!. Cas particuliers. — -Conditions pour que trois droites
passent par «n même point, 3i
— - Conditions pour que trois sections coniques se coupent suivant les mêmes points, oa
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EXAMEN
DES
EMPLOYÉES POUR RÉSOL'DPE
INTRODUCTION
I. vj'est en partie dans la vue de perfectionner les problèmesde Géomélrie, que les mathématiciens ont enrichi l'Analyse des calculs qui composent aujourd'hui les sciences exactes. Pour pouvoir énoncer analytiquement les rapports qui existent entre les angles et les côtés d'ime figure géométrique, on a inventé la Trigonométrie. Pour énoncer algébriquement les positions respectives d'un point paiticidier, de tous ceux d'une ligne, d'une surface; un Français, l'immortel Descartes, a jeté les fondemens de l'application de l'Algèbre à la Géométrie, Dans la vue d'exprimer le contact des lieux géométriques, de rechercher les propriétés d'une couibe en étudiant celles de sa tangente, Leibnitz a inventé le Calcul diiié'entiel. Pour revenir des propriétés des tangentes aux courbes , à celles des courbes elles-mêmes ,
le Calcul infinitésimal s'est enrichi du Calcul intégral. Pour isoler la multiplicité des solutions d'un problème, Lagrange a fait paraître la théorie générale des Equations. Pour traduire en Géométrie les résultats de l'Analyse, M. Monge s'est immortalisé en inventant la Géométrie descriptive; et c'est encore pour mettre la dernière main à cette grande œuvre des Mathématiques, que le même auteur nous a donné son Analyse appliquée.
2. Qu'on ne conteste donc plus aux mathématiciens le désir d'être utiles, puisque leurs principales découvertes ont été &ites dans l'intention d'étendre les appHcations des sciences exactes. N'est-ce ps pour employer le Calcul infinitésimal à la démonstration des mouvemens célestes , que Newton dispute à Leibnitz rhonneur de l'avoir inventé? N'est-ce pas dans les mêmes vues, que MIM. Lapîace, Legendre, Poisson, et tant d'autres, complètent cette riche partie de l'Analyse? N'est-ce pas à l'idée de perfectionner FArchitecture, la Mécanique pratique, la Peinture et plusieurs autres arts, que nous devons en grande partie la découverte de la Géométrie descriptive?
3. Dans l'enseignement des sciences abstraites, la meiUeure méthode à prendre ne serait-elle pas de suivre la marche del'invention? Aprèsavoir démontré lesthéorèmes, les rapports principaux qui existent entre les nombres, entre les lignes, les sur&ces, les solides de la science de l'étendue, on devrait s'étendre sur l'application des règles, des principes démontrés à la solution des problèmes, s'attacher à faire remarquer l'insuffisance de ces connaissances premières, la nécessité d'en
(3) créer d'autres; l'Algèbre, soit pour généraliser l'Aritlimétique, soit pour écrire les relations dictées par la Géométrie, viendrait ainsi à sa place. Pour exprimer la coexistence des angles et des côtés des figures reclilignes , on ferait sentir l'utilité d'inventer une Trigonométrie qui fit enlrer dans l'Analyse des longueurs ou des rapports de longueur au lieu d'angles, afin de ne point détruire l'homogénéité du calcul. Lorsqu'en poursuivant l'étude de l'application de l'Algèbre simple à la Géométrie, on serait arrivé à considérer des lieux géométriques, aies chercher lorsqu'ils sont inconnus, on imaginerait alors l'appUcation de l'Analyse à la Géométrie de Descartes , qui basée sur les découvertes précédentes , donnerait un plus vaste champ aux idées mathématiques , à la solution complète des problèmes de Géométrie. Enfin, après avoir considéré les sections coniques, les surfaces du second ordre, la discussion des lieux géométriques de degrés supérieurs exigerait un moyen général d'étudier les affections d'une courbe en un de ses points particuliers , par celle de toute ligne osculatrice en ce point, plus simple à considérer que la proposée ; c'est ainsi que l'étude du Calcul infinitésimal viendiait tout natureilement terminer celle de l'Analyse mathématique en général.
On ne ferait plus aux sciences abstraites le reproche quehiuefois fondé de considérer des choses toujours nouvelles, sans faire apercevoir ni le but vers lequel elles condmsent , ni la haison natuielle de leurs parties.
Cette coordination des diverses branches des Mathématiques en ferait mieux concevoir toute la richesse ,
toute î'importanefe. Les noml>enx problème::! qu'on devrai! proposer soit poui" exercer les connaissasicea acquises, soit pour faire secitir la nécessité d'en acf|uérir de Bouvelies, auraient eacorc Fimmense avantage d'iiabituer le rriathéinaticien à sminonter les diUicultes de soB art, à inventer les moyeas àe Vennchiv, et c'est peut-être à ïa manière de présenter les découvertes passées, que ia postérité devrait d'en voir augjQAenler le nombre.
4. L'enseignement des Mathématiques de\Tail être miiforme dans toutes ses parties, et c'est ce qui n'a iieu que jusqu a \m certain point. Les élémeiis tt les hautes Mathématiques sont présentés d'une manière hien différente. Dans les élémens je comprends l'Arithmétique, la Géométrie, l'Algèbre et l'appLcationde ces deux dernières parties. Quant à la Géométrie descriptive, le Calcul infinitésimal, l'Analyse appliquée, eUe* constituent les Mathéri tiques transcendantes. Chacune de ces deux brandies distinctes a donc sa Géométrie, son calcul, et rappîicalion de ces parties principales. Dans la première on voit souvent la Synthèse préférée* cette méthode énigmatique semble entièrement bannie de la seconde. Elle constituait la méthode des anciens; ]es modernes ont adopté l'analyse comme le pliîs siir moyen d'augmenter leurs nombreuses découvertes. Les propositions de la Géoraétrie proprement dite se succèdent sans aucim but évident d'utilité; ia Géométrie descriptive au contraire a été inventée et conduite par la pratique. L'Analyse de Descartes, telle f^u'elle est enseignée , offre les propriétés des lignes les plus simples , sans presque donner l'occasion de les uti-
îîser, tandis qiie FAnalyse de Monge ne voit que problèmes à résoudre et dorme le moven de trouver les lieux gécmélriques , plutôt <jue celui de les discuter.
Pour remédier à cette dissemblance qui est tcite à l'avantage des découvertes récentes, ne pourrait-on pas présenter avec les élémens, certains emplois de leurs théorèmes, qui pussent diminuer k sécheresse de leur étude? Ne pourrait-on pas com.pléter lappiication de l'Algèbre à la Géométrie, par une foide de recherches curieuses qiii conduiraient naturellement à cette dL»cassion des lieux géométriques, dans laquelle on a lait entièrement consister cette partie des Mathématiques?
On pourrait , en commençant par l'étude de la hgne droite, faire voir les constructions auxquelles peuvent donner lieu la position respective de deux hgnes sur im même plan, leur angle, leur parallélisme , leur perpendiculanté; considérer des longueurs déterminées, les partager en parties qui aient entre elles des rapports donnés j combinant ensuite la ligne droite avec le cercle, étudier leurs contacts, en construire de particuliers, faire remarquer dans les segmens capables l'immense »vaJît?jge des lieuî géométri.jaesj passant à l'ensemble de plusieurs lignes , construire un triangle quand on a des données sufiisantes, faire entrer successivement parmi ces données les hauteurs, les côtés, les angles, les lignes qui opèrent leurs bisections, les sommes, les différences , les produits , \e^ rapports de ces diffé' rens élémens de 1« figui'e proposée; présenter àes cas particuliei^s de; la circonsci iption , de l'inscription des figures rectili^nes et circulaires j en pixiposaat des
( 6 ) lieux géométriques conduire à la discussion des lignes du second degré ; étudier les intersections , les contacts de ces nouvelles courbes , capables de jeter le plus grand jour sur leur théorie ; enfin ne rien négliger dans toutes ces applications pour faire remarquer l'accord constant de l'Algèbre avec la Géométrie, accord qui permet de coiiiier au calcul le soin de découvrir de nouveaux tliéorèmes.
Il faudrait principalement s'attacher à donner quelques méthodes générales pour la solution d'un problème , suivant la manière de l'aborder, de la conduire au résultat, et de traduire cette dernière partie dans le langage de l'énoncé. C'est sans doute ce qu'il y aurait de plus difficile: la multiplicité des moyens dont la Géométrie , dont l'Algèbre même peuvent se servir pour arriver au but proposé, la variété des questions, tout contribuerait à éloigner les méthodes générales j mais on pourrait, il me semble, classer les problèmes suivant les resijemblances plus ou moins grandes de leurs moyens de solution, et l'on parviendrait peut-être, si-« non à une méthode unique, du moins à un composé fini de moyens différens, que l'on pourrait regarder comme généraux vu leurs nombreuses apphcations.
Tel est le but que je me propose dans le cours de cet Ouvrage. Je commencerai par récapituler les moyens de la Géométrie simple pour résoudre les problèmes; je lui associerai ensuite le calcul. Je rendrai les principes que je présenterai plus clairs , plus frappans , par quelques exemples ; si les solutions que j'offi'e ne sont pas les plus simples, les p]us élégantes, elles fourniront à mes lecteurs au moins im énoncé à travailler, et je
m'applaudirai en faisant mal, d'avou' procuré à d'autres l'occasion de bien faire.
Analyse et Synthèse.
5. L'Arithmétique est une des sciences abstraites où Ton suit mieux la marche analytique ; les règles , les opérations, se démontrent à mesure qu'on en a besoin, et l'on y voit toujours le but proposé. Dans la Géométrie au contraire on se dirige sans s'en apercevoir vers un but caché; on démontre des propositions dont on peut avoir besoin dans la suite, mais dont on ne voit nulle apphcation immédiate. Ce n'est pas ainsi que les premiers géomètres ont été conduits vers leurs découvertes; une analyse pure fut toujoms le guide des inventeurs. La similitude de position de deux lignes parallèles par rapport à une sécante fit sans doute naître cette théorie fondamentale de la science de l'étendue , dont on a déduit tant de théorèmes sur les angles, sur les surfaces, sur les sohdes. Mais c'est peut-être au peu de rigueur de l'Analyse en démontrant les découvertes primitives que nous devons l'invention de la Synthèse. On craignait de laisser subsister des doutes sur les premiers principes des sciences exactes , et l'on, a mieux aimé essayer de détruire ces doutes nuisibles par la Synthèse que de laisser entrevoir parl'Analyse les traces des vérités qu'on voulait démontrer rigoureusement.
11 existerait cependant un moyen de suivre partout la rigueur mathématique sans s'éloigner de la route supposée des inventeurs; ce serait de conduire au principe qu'on veut faire connaître par des raisonnemens fondés sur quelques axiomes, et partant ensuite du
(8 théorème obtenu, démontrer son existence, sa généralité par une méthode toiit-à-fait synthétique; les vérités seraient ainsi doiiblemect prouvées, et les problèmes complètement résolus , puisqu'on y répondrait en domiant et la recherche de la solution et sa vérification.
Quoi qu'il en soit, cette méthode doit toujours être suivie dans la manière de présenter la solution d'ua problème. L'Analyse éclaire ainsi ia Synthèse; la Synthèse, de son côté, éclaircit les passages que l'Analyse n'a pour ainsi dire qu'effleurés.
6. La manière d'étudier les sciences abstraites sons le point de vue de leurs applications, consiste à récapituler les moyens qu'elles fournissent pour ia solution d'un problème , pour la réponse à une question proposée. Elles doivent donc non-seulement démontrer les rapports des quantités qu'elles considèrent , mais encore apprendre à déterminer certaines de ces quantités inconnues, lorsqu'on donne les relations qui les lient à d'autres quantités de même espèce. La Géométrie s'attache plus particulièrement à la première partie, l'Algèbre s'occupe principalement de la seconde.
Voilà pourquoi la difficulté de résoudre un problème par l'Algèbre, consiste seulement dans la maaière de tradune 1 énoncé dans son propre langage, ou, pour parler algébriquement, dans la mise en équation des données et des inconnues de ia question proposée.
Voilà d'où vient aussi que la solution d'un problème de Géométrie sans autre secours que k considération de ses figures, est souvent si pénible à trouver. C'est que la science de l'étendue donne bien des propositions,
(9) des théorèmes qui expriment les rapports des élémens d\me figure quelconque, mais n'enseigne point directement à isoler les grandeurs inconnues, à les déterminerprle moyen des données, que l'Algèbre au contraire commençant son ouvrage où la Géométrie semble avoir terminé le sien , part des équations primitives et au moyen de transformations générales, conduit à des équations finales qu'elle présente à la Géométrie pour traduire la solution, et la démontrant synlhétiquement, prouver l'exactitude du résultat obtenu.
La recherche d'un problème de Géométrie est en général composée de trois parties : la mise en équations, la résolution des équations , et la vérification de la solution. La Géométrie s'occupe de la première et de la dernière de ces parties, l'Algèbre se charge exclusivement de la seconde.
Une solution est dite présentée synthétiquement
lorsqu'énoncéed'abordonenprouverexactitude,scitpar ime méthode inveise de celle qu'à suivie l'Analyse pour la trouver, soit enfin parla démonstration àl'absurde.
Il peut arriver qu'en énonçant géométriquement les relations qui existent entre les données et les inconnues d'un problème, la solution s'en déduise immédiatement; mais bien qu'elle ait été trouvée sans l'intervention de l'Algèbre, la maiche qu'on a suivie pour y arriver n'en est pas moins analytique.
L'habitude de ne voir que Synthèse dans la Géométrie, a fait penser que tout problème résolu par la Géométrie Simple l'était synthéticjiîement; mais il est constant qu'un problème quoiqu'il soit , ne peut être trouve que par une jnéthode analytique. C'est toujours le raison-
nement qui conduit à la découverte, et non pas la découverle qui conduit au raisonnement.
Pour prouver synthxétiquement une proposition, on l'énonce d'abord, et si l'on en déduit une vérité déjà connue, il n'est pUis permis de douter du principe d'où l'on est parti ; on acquerrait la même certitude , si partan t de résultats absolument contraires au proposé, on éta^t conduit dans tous les casa des conséquences évidemment absurdes. Mais de ce que la Synthèse suppose la chose existanteetla démontre ensuite, ilnefautpas conclure, comme on le fait quelquefois, qu'une solution est synthétique lorsque pour la trouver on a d'abord supposé son existence. Pour être en droit de lui donner ce nom, il faut énoncer entièrement la manière delà construire, ouceqvu revient au même, la valeur de l'inconnue du problème; il faut de plus k démontrer im-^
médiatement- ^ ,
Proposons nous , par exemple, de trouver le cote du décagone réguUer inscrit dans nn cercle donné. Le problème sera résolu analy tiquement si , supposant d'abord connu le triangle ABC (fig. i\ qui a son sommet au centre du cercle donné, et pour base le côte AB cherché, j'en déduis que chacun des angles à la base étant, douhle de cehii du sommet. , ia hgne BM qui partagerait l'un de ces angles en deux parties égales, diviserait le rayon opposé en deiLX segmens, dont l'un CM serait le côté cherché; que ces deux segmens étant proportionnels aux deux côtés du triangle adjacens k Fangle divisé, la ligne qui opère cette bisection partage le rayon en moyenne et extrême raison , et que par conséquent i e cote inconnu est la plus grande de ces deux parties. La soiu-
lion du même problème sera au contraire présentée synthétiquement si , énonçant d^abord que le côté Inconnu , ou la base AB du triangle ABC , est la plus grande des deux parties qui comj>osent le rayon AC divisé en moyenne et extrême raison , j'en conclus que la ligue qui joindrait le point M de cette division avec Je sommet B opposé au rayon AC, partage Pangle B en deux parties égales, et que par conséquent dans le triangle isoscèle ABC , les angles à la baie sont doubles de celui du sommet.
On voit donc que dans la recherche analytique d'un problème de Géométrie, on sup|K)se ordinairement la figure construite, mais que Ton ne donne point directement renoncé delà solution. Ceile simple supposition correspond à celle de l'Analyse algébrique, qui consisteà combiner l'inconnue comme si sa valeur était déter^ minée. Enuumot, dans l'Analyse on part de cette hypothèse , que la construction existe, pour la trouver, tandis que dans la Synthèse on donne la construction , on la piouve ensuite, et son existence est pleinement démontrée.
Marche à suivre dans Ta recherche de la solution.
S. 11 seroii impossible de donner une méthode générale, pour trouver complètement par une analyse purement géométrique , la solution d'un problème de Géométrie quel qu'il soit. La nature de la question, les diverses circonstances qui peuvent exister entre les données, influent trop sur les résultats, pour ne pas faire varier le moyen d'y arriver. Cependant il existe des principes à suivre qui saos être généraux , offi'ent
[Xi)
peu d'exceptions, des périodes qui sont communes à h recherche d'un grand nombre de problèmes, et qui doivent par conséquent être conduites de !a même manière j c'est de la récapitulation de ces difTérens détaiia dont nous allons maintenant nous occuper.
Il faut lou jouis commencer par concevoir, ou tracer l'espèce de figure que l'on cherche à eonstriure rigoureusement j de îa considération de ses élémous, on déduit des relations entre les inconnues et les données, relations qui peuvent déterminer les premières par des constructions supposées prouvées en elles-mêmes. Tel est le probl ème précéden t sur le côté du décagone régulier inscrit; nous avons conclu de certaines relations entre les angles du polygone demandé, que son côté serait trouvé si l'on savait diviser une ligne en moyenne et extrêmeraison. Si donc on suppose cette question résolue, le problème proposé le sera également.
9. C'est presque toujours en faisant dépendre la solution d'un problèm.e de celle d'im autre plus simple, cette seconde d'une troisième, et ainsi de suite, que l'on parvient à une question dont la réponse est é\ idente. On réduit ainsi la propesée à une plus simple expression, et Ton pourrsît comparer cette marche méthodique à celle que FAlgèbre emploie pour résoudre une équation à une seule inconnue , où par des transformations successives, elle parvient à isoler l'inconnue. La seule différence, c'est que l'Algèbre doime les moyens généraux de diminuer ainsi la difficulté du problème, que la Géométrie va souvent au hasard pour en trouver de très particuhers , et qu'il arrive quelquefois qu'elle coirtplique renoncé au heu de le sirapîitier.
Pour Élire senUr les difTércns degies par lesquels on descend à^xm problème assez compliqué , à une question clonl la réponse est év idéale, nous nous proposerons ie problème suivant.
Problême. Z)tz«? le triangle ABC (fig. 2), mener une droite DE islle, qns les deux segmens imn adjacens entre eux D3 et ECI et la ligne DE soient dans des rap* ports donnés.
Soit DE la ligne rJemaîidée, soit menée par le point D, DF parallèle à AC; par le point G, GF parallèle à DE; paries points B, Fia droite BF jusqu'à la rencontre de AG en G j on aura
AG : AB::DF : bd::ec : bd.
Ce rapport étant donné , il est aisé de construire d priori le triangle ABGj et le problème proposé semblera dépendre de la question suivante :
Le triangle ABG étant donné, et un point C sur la baseAGf mener une ligneDT parallèle d la base, telle, qu'en Joignant FC on ait DF : FC .*: m : n, ou dans un rapport donné.
Maintenant si par le point G on conçoit GX parallèle à FC jusqu'à la rencontre de BC en X, on aui-a
GX:FC::BG:BF::GA:FD, d'où gx:ga::fc.:fd::£D:ec.
Ce dernier rapport éî^nt connu, la solution cherchée dépendra de nouveau de celle de ce 3« problème
Trouver sur la ligne BC un point X tel, que GX soit à GA dans le rapport de deux lignes p et q.
Enfin cette dernière question est facile à résoudre lorsqu'on sait construire une 4* proportionnelle à 3 lignes
uonnees.
En effet , on construira une 4* proportionnelle aux lignes a, GA, etp; du point G connue centre avec cette Uene pour rayon , on décrira un arc de cercle qui coupera la ligne BC en deux points X et X' satisfaisant au 3« problème 5 joignant GX. , menant CF parallèle à cette droite, FD à AC,le 2« problème sera résolu j enfm menant DE parallèle à CF, le problème proposé le sera pareillement. Puisqu'il existe deux points X satisfaisant au 3e problème , il existe aussi deux manières de répondre à la question primitive. De ces deux solutions, la première DE sera comprise dans l'angle BAC, la seconde D'E' dans son opposé par le sommet. D'après cette construction les lignes DE, DB, EC sont dans les rapports donnés ainsi que les lignes D'E', D'B, E'C, comme U serait d'ailleurs aisé de le démontrer synthétiquement.
Le problème général de la détermination des surfaces du second ordre par la Géométrie descriptive, nous donnera par la suite un exemple encore plus frappant du principe que nous venons d'énoncer.
lo. Il arrive assez souvent que le problème auquel on descend, n'est qu'un cas particulier du problème à résoudj-e. On sait par exemple que pour trouver le centre d'iin cercle tangent à trois autres dont les centres seraient c, c', c", et les rayons R, Pv', R", il suffit de cherclier le centre d'un cercle passant par le point c" et tangent à deux autres ayant pour centres c et c', et pour rayons (R =fc R") (R' =i= R") ; nouveau problème qui n'est qu'un cas particulier du premier, puisque le point c"peut être considéré comme un cercle de rayon nul î^oiis pouvons en donner un autre exemple dans k solution suivante.
Problème. Éfant donnas les deux côtés aâjacens à î'angh A du triangle AEC (fig. 3), et la ligne AD dont la direction partage cet angle en deux parties égales t construire ce triangle.
Soit ABC le triafagle demandé ; si l'on conçoit par le point D, DF perpendiculaire sur AD jusqu'à la rencoQtre de AB en Fj par le point C une parallèle CE à cette ligne, on aura AE = AG, par conséquent BE=s AB— AC; et comme on a de plus EF : FB :: DC : BD :: AC : AB, le point F est aisé à déterminer d priori: cette ligne A F étant connue , pour trouver l'angie A et par suite le triangle ABC , il suffit de résoudre ce nou- \eau problème, cas particulier du proposé :
Problème. Étant donnés le côté AF d*un triangle isoscèle FAF' et la perpendiculaire AD du sommet sur la base, construire ce triangle.
D'après cala, l'angle 7 A sera déterminé en construisant un triangle rectangle dont AF serait l'hypoténuse, AD un des côtés , l'angle total s'ensuivra , et le problème proposé sera résolu. La Synthèse donnerait aisément la vérification de cette solution.
II. Il y a des problèmes de Géométrie où l'on est analytiquement conduit à construire une figure semblable à celle que l'on cherche, et dont les élémens sont pris parmi les données. Par exemple, si connaissant les trois hauteurs d'un triangle, ou proposait de le construire, on pourrait être ainsi conduit à la construction.
Soient h, h! yW les trois liauteiirs ; « , a', a' les trois côtés inconnus : les rectangles ah^ a'h'^ a"?î', représentant chacun le double de la surfece du triangle demandé, .*iont égaux entre eux. On en déduit les proporlions
( i6 } a' a^ Il h' '. h ^ a\ a^' Il h^' l h; ou peut donc construire \m triangle semblable au proposé, si h' est dans celte
ligure le côté homologue à a , A et -p seront les homologues de a et de a^. Connaissant ainsi les angles du triangle demandé , le reste de ia solution n'olïre plus de
dillicidté.
Méthode inverse,
12. Il ne faut pas confondre ce cas particulier avec cette méthode connue sous le nom à^ inverse, qui cou* siste à renverser l'énoncé, à prendre pour données les inconnues, et réciproquement. En résolvant ce nouveau problème, on construit une ligure semblable à celle que Ton cherche j si l'on connaît ensuite une seule ligne de cette dernière, il sera facile de la construire elle-même
C'est sur-tout quand il s'agit d'inscrire dans un polygone donné une figure semblable à ime autre aussi donnée, que l'on préfère la méthode inverse à la méthode directe. La circousci iption des figures semblables ayant l'avantage d'oflrir par les segmens capables, des lieux géométri(|ues , des sommets du polygone à constiuire,
S'il s'agit , par exemple , d'inscrire un quadrilatère dont on connaît les angles et le rapport des cotés dans un autre quadrilatère donné, on pourra renverser l'énoncé et se proposer de circonscrire à un quadiilatère donné, un autre quadrilatère semblable à une figure aussi donnée.
Supposons qu'il faiUe circonscrire à ABCD (fig. 4) un polygone a'b'c'd! send^lable à ahcd. Le sommet a! devra se trouver sur le segment capable de l'angle a , construit sui' l'un des côtés du quadrilatère ABCD sur
(17) le côté AB par oxpmple , et si de p]us Tangle b' = b(hut correspoudre au côté AD, on pourra constr ujie sur ks côtés DA, AB, BC, des segmens capables des angles b o, c du second polygone, sur lesrpiejles circonférences devront se trouver les sommets inconnus du polygone cherché. Si l'on pouvait déterminer de nouveaux Jieux géométrifpies de ces mêmes points, le problème serait résolu. Or soient />', c', a\ les points satisfaisant à la question- la droite a'^' passera par le pomt A, laJiçîne
A'C pr le point B, de plus on doit avoir ^=:°*=?.
(l'c ac b*
Soit A' le second point d'intersection des deux cercles AD^', ABa'j tous les triangles qui auraient leur sommet en A', et pour base une double corde telle que a'Abf seront semblables, puisque leurs angles en a' et b' auraient tous pour mesure la moitié des mêmes arcs AA'-
le rapport -^^7 que nous représenterons par- pourra
donc être regardé comme coimu; parla même raison,
le rapport -^7 = - sera facile à déterminer; on en dé-
^^^^^ â'ir ~ fl • P • I'' ^^^^ *^ ^^^" partage Tare A'B' en deux parties égales au point M, et que Ton conçoive a'M, cette ligne partagera l'angle B'a'A' en deux parties égales, et par conséquent la base A'B' en deux parlies A'N et B'N, proportionnelles aux deux côtés A^a', Wa'j ce rapport étant connu, il sera lacile de trouver d priori le point N, par suite la ligne MNa', nouveau lieu géométrique du point a-, joignant a'Bc', aX.b\ 6'D, t'C, le problème sera résolu. L'inv erse s'en déduirait aisément. Ce problème est susceptible de huit solutions,
( i8 ) d<?ux pour lesquelles l'augle a correspond au côté AB , et deiix pour chacun des autres côtés du quadrilatère ABGD.
On résoudrait eucore par Finverse et de la même manière , la question suivante.
Problème. Quatre droites étant données sur un même plan, mener une transversale telles que ie.s trois un rues interceptées soient dans des rapports donnés.
i3. Dans l'exemple précédent, le rapport des deux figures semblaljles exigées parla méthode inverse, est absolument indéterminé ; mais or. peut lier quelquefois ces deux parties, de manière à faire disparaître cette indétermination ; la construction n'en est que pins élégante , et il n'existe plus, pour ainsi diie , rien d'indirect dans l'analyse de la question proposée. Soit proposé de construii'e un cercle assujéti à passer par deux points donnés, et à couper une droite sous un segment capable d'angle connu.
Si ^1 et N sont les deux points donnés (fig. 5), AB la ligne donnée , que MNAB soit le cercle (jui satisfait à la question; on pourra construire sur MI^ wïx segment capai)ie de l'angle cxmaw^Ql û l'on conçoit prolongées les lignes BN, Ai\î ius<:ju'ala rencontre de ce lieu géométriqoe en A' et B', il sera aisé de prouver que les quadrilatères MiNAB, &L^'A'B• sont semi>lables, et les lignes AB, A'B' parallèles. Soit C le centre du cercle inconnu^ C {;elui du cercle iMl^A'; Us se trouveront tous les deu.^ sur la perpendiculaire élevée sih le milieu de MN, kqueile droite viendra couper la ligne AB en un point P, situé dans la figure ^vINA, de la même manière que le point?' d'iutersection de CP' perpendiculaire sur AB
( ^9) €t de MN, Test dans la figure semblaLle KMA'. Or, les points P, P' sont faciles à déterminer; le point A' de la figure A'B'iN , homologue au point M de la figure MIN' A , sera connu, en faisant l'angle C'P'A'=CPM. Connaissant le point A', la ligne A'B' parallèle à AB, et les droAtes B'MA, A'JNB achèveront la solution. Avantage de la Géométrie,
14. S'il n'est aucune marche tracée pour la recherche de îa solution à\m problème, par la simple considération des figwes, cette mcertilude est peut-être une des grandes richesses de la Géométrie. 11 arrive souvent eu effet, qu'en suivant une certaine route pour alln, à la découverte, on rencontre la solution d'un problème difTérent du proposé, (ju'on n'eût sans doute pas trouvé aussi facilement , s'il se fut agi de le résoudre directement. Qui doit-on donc le plus admirer, ou du calaii <Tui commence ses travaux avec confiance, et finit presque toujours par répondi^e à la question, ou de la Géométrie qui part sans rien pîx)mettre, et revient quelquefois offrir avec la solution du problème , celle de plusieurs autres qu'on ne lui demandait pas, et qu'elle a recueilli sur son passage?
Dans la proposition précédente, la similitude des deux quadrilatères ABi\ÎPJ, A'B'MN et le parallélisme des lignes AB et A'B', fournissent un moyen très simple de construire un qimdjilalère inscriptible dans un cercle lorsqu'on en connaît les quatre côtés.
Soient les quatre côtés MA = a, AJB=:5, BN=c, MIN =: d. D'après les considérations précédentes , ou
iiuraAB=:^,AB'=rt4-'^'^,A'B'=^\A'B=:c4-^
"pour les quatre côtés du trapèze ABA'B', à la construction duquel se réduit le problème proposée. On peut Irouver directement ces c[uatre lignes en fonction des données, par une construction très simple; il snffit de i'onner un quadrilatère quelconque, avec les quatre longueurs donné/3S , sur le côté d comme liomologuc au côté è, construire un quadrilatère sembiaWe ■ les lignes
a L) ^xj^l seront les homologues de a, c, d; pour
trouver le trapèze ABA'B', soit conçue B'Q parallèle à A'B, AQ sera la différence AB — A'B', AB' le côté a
-|- V , B'Q le côté c + ^ , on pourra donc construire
à priori le triangle AB'Q^ par smtele trapèze, et enfin le quadrilatère inscrit proposé.
On déduira aisément de la solution précédente, la démonstratic»n de ce théorème.
TiiÉOBÈME. Dans tout quadrilatère inscrit, les diagonales sont entre elles comme les sommes des rectangles y des cétés qui aboutissent à leurs extrémités.
En effet , les triangles AJNB', A' MB sont semblables €t donnent les proportions AJN : JMB :: AB' : BA'::a
"^ ■r^\C'\-~r-llah-^cdlcb'^ ad,
jLieux géométriques.
î 5. Les questions de Géométrie se réduisent pi'esque toujours à ia recherche d'un ou de plusieurs points. Un point est ordinairement déterminé par l'intersection de deux lieux géométriques, sur iestpjels il jouit de deux propriétés différentes et réunies. Ce n'est guère fpie lorsque ces lieux géométriques ])euveat se réduire à la ligne
droite on an cercle, qn'il est possible d'employer ime analyse purement géomt'tri({iie , pour déterminer le point demandé, attendu que les constructions syntliétiques ne sont regardées comme rigoureuses, qu'avec l'emploi de la règle et du compas. Or, comme les propriétés de tous les points d'un lieu géométrique, sont les seides qui puissent donner lieu à son emploi, et que les propriétés de la ligne droite et du cercle sont très limitées, on conçoit aussi une limite pour la quantité de problèmes de Géométrie qu'on pourrait résoudre avec la ligne droite et le cercle , du moius dans ce qui concerne la détermination d'un ou de plusieurs points; il est même beaucoup de ces problèmes que l'on pourrait attribuer à la Géométrie pure, parce que leur construction ne suppose que la connaissance de ses premiers élémens, et qui n'en ont pas moins été déduits de rAnalyse algébrique. 11 est vrai que la Géométrie conduitauxmèmes résultais : mais dans ce cas, son analyse participe un peu des propriétés pour ainsi dire enigmatiques delà syntbèse; c'est le grand défaut de la Géométrie quand elle veut concourir avec l'Algèbre.
i6. En un mot, parmi les lieux géométriques, il n'est guère que la ligne droite et le cercle, cojisidéré surtout comme segment capable, dont on puisse attribuer la découverte à la Géométrie. C'est en étudiant leurs applications à la solution des problèmes, sur-tout à la construction des triangles, qu'on a dii remarquer l'immense avantage des lieux géométriques , et c'est sans doute cette remarque qui a donné naissance aux recbercbes faites sur les sections coniques, et enfin à cette analyse sublime de Descartes, où d'une propriété corn-
mime à tous les points d'une courbe, on déduit son expression analytique.
Pour donner cependant un exemple de la découverte d'un lieu gétunétrique, par la seule considération des données, soit proposée la question suivante :
Problème. Trouver le lieu géométrique décrit par un anneau pesant M (fig. 6) mobile sur une corde QMG de longueur consUinte 1 , dont une extrémité C est fixe , et l'autre Q assujétie à descendre suipant ufie verticale A\ .
La direction verticale d'une force iaipriméeà l'anneau mobile, doit diviser en deux parties égales l'angle QMG, formé par les deux cordons partiels QM , MC ; c'est-à-dire que si on prolonge la ligne CMQ' jusqu'à la rencontre en Q' de la verticale AV, le triangle QMQ' sera isoscèle ; on aura doncQM =:Q'M et CQ'= QM -f CM = /; le lieu géoraétricpie demandé est donc la droite CQ' hvpoténuse du triangle rectangle ACQ', facile à construire, puisque AC et GQ'= / sont connus.
11 arrive souvent qu'en étudiant les propriétés d'une figure, les cas particuliers d'un théorème, on découvre comme par hasard un lieu géométrique ; la méthode qui l'a ainsi déterminé est toujours analytique , puisque le raisonnement seul y conduit. Par exemple, en étudiant les propriétés des tangentes commîmes à deux cercles, on pourra conclure la réponse à la question suivante :
Problème. Etant donné un point et un cercle, trouver le lieu géométî'ique du point qui partagerait en deux parties s dans un rapport constant ^ la ligne menée du point donné;, à Vun quelconque des points de la circonférence
Qaoi qu'il en soil , comme il ne faut ])as toujours s'attenche à ces découverte\s dubasaid , lorsqu'un lieu géométrique est proposé, il vaut mieux le. chercher d'abor<t par l'application de FAlgèbre à la Géométrie; et s'il participe de la ligne droite ou du cercle, on pourra ensuite interroger la Synthèse pour vérifier la solution.
Toute propriété du cercle ou de la ligne droite, trouvée par l'Analyse algébrique, et înise au nombre dts propositions géométriques, soit par la Synthèse, soit par toute autre méthode purement géométrique, doit reculer les bornes de la science de l'étendue, dans la solution des probièmefi, puiscpi'elle lui fournit de nouveaux lieux géométriques, ou pour ainsi dire de nouvelles coordonnées pour déterminer les points inconnus. Si on voulait conserver à la Géométrie l'honneur apparent de la découverte , il faudrait laisser en trevoir la route qu'elle eût pu suivre pour y arriver: mais cette nou\ elle méthode analytique serait peut-être aussi loin de la route naturelle de l'inventeur, que la Synthèse même.
Par exemple, l'Algèbre seule à du trouver que le lieu géométrique du point dont les distances à deux points donnés, seraient dans un rapport constant, est une circonférence de cercle; la Géométrie pure n'a feit que le prouver ; et si Ton voulait forcer son analyse à donner le même résultat , elle consen'erait toujours une certaine apparence éniginatique, qui dévoilerai t son impuissance.
On pourrait en effet aborder ainsi qu'il suit, la recherche de ce lieu géométrique : soit M (fig. 7), un des points du lieu géométrique, AetB les points donnés tels que l'on ait AM:MB :: a: ^ rapport donné; la ligne MN qm opère labisection de l'angle M, passe constamment
parle pointN , f{ui partage ABen deux segmens Ai^ elBN, proportionnels aux lignes et et Q. Si l'on conçoit ^P parallèle a BM, jNQ à AM, le parallélogramme MP]NQ sera lui losange; la diagonale FQ sera donc perpendiculaire sur ie milieu de JVIN; si donc O est son point de rencontre avec AB , on aura ON =nOM ; d'ailleurs le parallélisme des lignes AP et INQ, QB et PN donne ON:OB : : PIN : QB : : AN : BN ; la ligne ON ou OM ne dépend donc que des segmens constans AN et BN , elle est donc constante. Le lien géométrique demandé est donc un cercle facile à déterminer. On ponn^ait sur AN et BN construire des triangles équilatérau^x ; la ligne qui join-» drait leurs sommets irait passer par le ceTitrc O du cercle cherché, dont ON est le rayon.
Si l'on proposait, étant donnés quatre points A, B, C, 1) tin ligne droite, de trouver hors de cette ligne un point X tel, que les lignes AB, BC, CD, y soient vues sous un même ande, la recherche du lieu oéométriouo précédent donnerai! pour la construction de ce problème, l'intersection de deux cercles*
Algèbre,
i j, Concluor.s cependant que , iorsf[u'il s^agit de déterminer un lieu géométrique, la position d'mie certaine ligne, d'une certaine surface, par rapport à d'autres ligues, d'autres surfaces données, on doit préférer Tapphcation de l'Algèbre à la Géométrie. Cette méthode consiste principalement à mettre les probîèrjies en équation, c'est-à-dire, à l'énoncer aloéhvif|uement. 11 faut easuitemanierleséquations, les données primitives, de façon à obtenir des résidtats prompts et satisfaisans, butque
l'on n'atteint pas aisément. Cependant la marche siVeel méthodique de cette analyse, la symétrie, la variété des éliminations, conduisent à des équations finales où la réponse à la question se trouve écrite. Ainsi parvenu au résultat algébrique, il reste à le traduire dans le langage de l'énoncé proposé; c'est là le terme, le fini de l'ouvrage; mais souvent l'écueil du Mathématicien, un obstacle que la solidité du raisonnement peut seule surmonter.
Il ne faut pas croire cependant, que cette partie soit toujoiursla pierre de touche de la sagacité mathématique. 11 est des résultats extrêmement simples , des problèmes dont l'Analyse semble se jouer, et pour lesquels elle ne croit pas nécessaire d'avoir des secrets; c'est sur-tout qiiaiid la Géométrie simple peut répondre d'elle-même à la question, que l'Analyse est si docile; cette dernière est en effet le guide du Géomètre ; et cpiand il s'avise de marcher sans elle vers im but quelconque, elle semble lui prouver, par sa simplicité, qu'il serait arrivé plus vite s'il eût suivi ses conseils.
11 faut étudier renoncé d un problème de Géométrie , avant de l'exprimer erji Analyse; commencer par éciire les données , par les mettre en équation. S'agit-il d'un point? deux conditions, deux coordonnées suffisent pour le déterminer sur un plan ; il en faut trois lorsqu'il est situé d'une manière quelconque dans l'espace. S'agitji d'un lieu géométrique continu? il sera exprimé par une ou deux équations entre trois variables. Si c'est ime ligne plane , il suflit d'une seule écpiation qui établisse une relation entre les deux coordonnées dechacim de ses points. C'est ainsi que l'Algèbre traduit un énoncé géo-
métrique dans son propre langage , pour le présenter, pour ie travailler ensuite à sa manière.
Viennent ensuite des éliminations, des transformations, dont Futilité n'est point incertaine; il ne faut jamais perdre de \ue le résultat désiré, chercher constamment le plus court chemin pour y arriver. La Géométrie, lorsqu'elle est seule employée à la recherche d\mG solution, dévie souvent de sa route, pour alkr à la découverte; la bonne Analyse au contraire, connaît l'endroit où elle doit frapper, et s'y dirige sans détours.
Après avoir tracé les différent es périodes de la solution des problèmes par l'Algèbre, je vais les parcourir avec plus de détails, et chercher à lever les diilicultés, à résoudre les cas particuliers qui pourraient se présenter.
Notation.
iS. Dans le calcul, il faut toujours choisir îcs notations les plus avantageuses ; soit pom* aider la mémoire, soit pour abréger les éliminations. Autant il serait ridicule de faire consister dans de simples conventions, la majeure partie des Mathématiques, autant il serait exagéré de les en bannir entièrement. Elles détruisent quelquefois l'aridité du calcul, et l'on pourrait dire que la notation est à l'Analyse, ce que Van-angement et le choix des mots est à la clarté du style. Avec son sec4)urs, 5es <ialculs les plus longs deviennent une somme de transformations semiilables , et il ne faut plus pour achever le tout, que la patience de répéter la partie principale. C'est avec de pareilles inventions que l'Analyse aluébxiqucj si pénible dans son origine, est parvenue
(27) au point de donner des leçons de simplicité à la Géométrie même.
19. Quand les données d'ttn problème peuvent être placées par rapport aux axes coordonnés , de manière à simplifier les équations , sans en troubler la symétiie, il faut toujours eii profiter ; mais si cette simplification de position anéantit cette mêrae symétrie , en détruisant les quantités qui pouiTaient la faire apercevoir, elle n'est plus qu'apparente , et il vaut mieux placer les axes coordonnés d'une manière arbitraire. Si l'équation finale est plus longue, la similitude de ses termes, non seulement donne îe moyen de la retenir plus fiicilement quand l'importance de son usage l'cT^ige, mais encore procure l'immense avantage de pouvoir y lii^e plus facilement la réponse à la question proposée. C'est une phrase longue sans affectation , qu'on doit préférer à une plus courte , mais souvent moins intelligible.
Expression analytique de la communauté d*^intar&ection des lieux géométriques.
30. La mise en équation d'un problème de Géométrie ne se réduit pas toujours à la récapitidation des données^ souvent il existe des relations à exprimer, des équations de condition à obtenir, avant d'aborder la r^cbercbe de la solution. On ne surmonte pas toujours avec ime égale facilité ces obslacles préliminaires ; souvent la longueur et le nombre des éliminati on s à efiéctuer, pour exprimer une partie d'un énoncé, le fait rejeter entièrement^ et il arrive en cela, conmie dans beaucoup d'autres circonstances, qu'un abord peu flatteur faU mal soupçonner du reste.
Une de ses cliiTicuÎTés premières , est d'exprimer quVm point ordinairement donné par l'intersection de deux lignes, se trouve en même temps sur mi troisième lieu géométrique; qu'une ligne toujours déterminée par \ ensemble de deux surfaces, leur est commune avec ime troisième.
J'essayerai de lever cette difficulté, en m^appuyant sur ce principe évident ; que si l'on combine les équations de deux ]ieux géométriques d'une manière quelconque, l'équation résultante exprime un troisième lieu géométrique, sur lequel se trouve l'intersection des deux premiers. De ce que cette combinaison peut se faire d'une infinité de manières, je conclurai que si l'intersection de deux courbes , de deux surfaces , doit se trouver sur vme troisième courbe, une troisième surface donnée, il doit exister une équation comJjinée de celles des deux premières courbes, des deux premières surfaces, qui exprimera la dernière courbe, la dernière surface donnée. Tout se réduit donc, dans tout les cas, à trouver de quelle manière doit s'effectuer cette combinaison.
Je supposer?! d^abord que les trois lieux géométriques soient du même dej>rés D, je désignerai par £=0, E' = o, E"=o leurs équations. Si on multiplie respeclivement les deux premières par deux indéterminées m et 7n\ et qu'on les ajoute ensuite, l'équation mE -j-w/E' = o, résidtante de celte combinaison , sera du même degré que les équations proposées, et pourra représenter, vu l'indétermination du rapport --7, tout lieu
géométrique du degré D, passant par les intersections des lignes ou surfaces, représentées par les équations
( =9 ) F.==o, E'=o. Mais puisque le lieu géométrique du degré D, dont l'équation est E''=o, doit aussi passer par ces mêmes intersections, il doit aussi pouvoir être représenté par l'équation mE -f- tu'E' m o ; on peut donc disposer et du rapport et de l'une des deux indéterminées m et m', pour identifier les polynômes ttiE -f- m'Ef et E"; ce qui conduira en général à autant de relations entre m, m\ et les coefliciens des équations proposées, que l'équation du degré D entre deux ou trois variables, peut admettre de coelliciens. Si on élimine ensuite les indéterminées m et m', on aura les relations définitives qui doivent exister entre les coelïïciens des équations proposées , pour exprimer analy tiquement la communauté d'int«rsection des lieux géométriques qu'elles représentent.
11 est aisé de voir que dans le cas de trois lignes du degré D, situées sur un même plan, on parvient à [7(D-{-i)(D4-2} — 2] écpialions de condition , et que pour exprimer que trois surfaces du même ordre ont même ligne d'intersection , il faut [rri (D-f- 1) (I^ -f- ^) (D-f-3)— 2] relations entre les constantes qui les déterminent analy tiquement.
Si l'on voulait exprimer que quatre surfaces du degré D, ont mêmes points d'intersection , en supposant que leurs équations fussent E = o , E' = o , E"= o , E"'= o ^ on démontrerait par des raisoanemens semblables aux prérédens , qu'il doit y avoir identité entre les polynômes mE-f-m'E'-f-w"£" et E%m, m\m!' ét^nt indéterminées. L élimination de ces trois constantes entre les équations qu'exigerait cette identité conduirait à [rh ( D -4- 1 ) (ï> -i- 2) (î^ 4- 2) — 2] relations entre les
(3o) coeffîcieos des quatre équations proposées, îesquelies devront être satisfaites , pour qu'il y ait commvmauté d'iiitersection entre les quatre surfaces qu'elles représentent.
Le principe ci-dessus énoncé, n'exige pas, pour être appliqué, que les lieux géométriques proposés soient du même degré. On peut encore exprimer les rencontres communes de lieux géométriques de Familles diiiérerites. Par exemple, lorsque deux sections coniques doivent avoir leurs point3 d'intersections sur mie seule ligne dioiîe, on peut chercher la combinaison de leurs deux écpjationjs , qui poiurait être identifiée à une équation représentant la îigiie droite; l'élimination de l'élément indéterminé de cette condjinaisoU; conduii'aàdes relations analytiques, entre les constantes qui déterminent ia forme et la position respective des deux courbes j conditions qui existeront nécessairement, toutes les fois que deux courbes du setrond degié devront avoir leurs points conununs situés sur une même ligne droite. On peut effectuer cette combinaison, soit en i'aisant desceadre le degré de l'équation combinée à celui de la ligne droite, par la nullité des quarrés et rectangles des coordormées: soit en faisant au contraire monter le de^ré de l'éffîiation de la ligne droite , par tine composition nulle de deux facteurs égaux aussi nuls par eux-mêmes. Ces diÔérentci^ manières de combiner les équations proposées, pour exprimer les conditions demandées, condoJsentà des résultais différens, ce qu'on exphque aisément en résolvant ia question sous ces deux points de vue.
Tel est le moyen d'élimination que Ton peut
(3. ) employer , pour «exprimer analy tiquemt nt la commù' nauté d'intersections de plusieurs lieux géométriques. En traitant ce sujet, mon principal but est de faciliter la traduction analytique de divers énoncés; si je m? réussis pas complètement, je crois dumoins que les propositions suivantes, qiù en dérivent aisément, peuvent conduire à las()lutioD d'im grand nombre de problèmes curieux ;€t que d'un principequin'est rien enlui-même, je déduis des corollaires dont i'utiiitén'est pas incertaine.
Problème 1, Trouver les conditionsTiéce&saires pour çue trois droites passent par un même poifU
Solution. Soient les équations des trois droites, ainsi qu'il suit :
C X -f- è^ -f- C t=:OJ
dx-^h'y + c'z=^o\ (0; a.".x+b''y-4-cz=c)
Féllminationdsieetj' entre elles, donnera sur-îe'<;iiamp, pour la condition chei-chée , l'équation
o&'c'—* ce' à'' -f* ca'b" —- bac'' "f- £n?'a'*— cà'a*' =o (a)»
Maison peut parvenir au môme résultat, par un procédé Oïl peu différent qui, a la vérité^ r/a dans le cas présent aucun avantage marqué sur celui-là, laais qiii nous sera fort utile pour les autres recherches auxcruelies noîjs aurons ensuite à nous livrer.
Eu prenant la somme des proiiuits des Aen^ premières équations (i) par deux multiplicateurs iiidétemmiea /?j 5 m', il viendra
(am -f- a' m') r 4- (hm 4- b'mf)y -f- {cm -f cmf) = o (^ ,
équation qui. à cause de Fin détermina tien desmïiltipîi' cateurs 772 j m^ est propre à représi^ater toutes les droites
qui passent par l'intersection des deux premières droites (i).
Si donc on veut que ces droites se coupent en un même point, il devTa être possible de disposer des indéterminées m et w', de manière à faire coïncider la troisième équation (i) avec l'équation (3). Cela donnera
am + c'm' = a", hm -\- h' m =î: h\ cm -+■ dm' = c" (4) ; et, en éliminant m et m^ entre ces trois équations, on retombera de nou\ eau sur l'équation (2).
Problème 11, 'Trouver les conditions nécessaires pour que trois; lignes du second ordre se coupent suivant les mêmes points.
Solution. Soient les équations des lignes dont il s'agit ainsi qu'il suit :
car* 4" s^ry 4- ty* -f- zdjc -f aey -f-^" =0 )
c V+ iib'xy+ cY-^ zd^x-^ ae"y-i-f= o j Soit prise la somme des produits des deux premières équations, par deux multiplicateurs indéterminés m et m' ; on aura ainsi
(am + a'm')x*-f-a(èm4-èW)xy-f (cm-j-c'm')y -f- a (^dm 'i-d'm')x+2 {em -f- e'm') y + {fm -\-fm') = 0 ( a) ,
équation qui, dans sa généralité, représente toutes les îigiies du second ordre qui passent par les intersections des deux premières lignes (i).
Remarquons, avant d'aller plus loin, que cette équation pourrait fort bien, en général, appartenir à une parabole; mais de deux manières seulement, puisrpie la condition ( bm -f- b'm'Y = {am -h a' m' ) {cm + c'm' )
déierraine le rapport —, et ne lui assigne uniquement
(33) que deux valeurs. Eemanfuons encore que cette équa-^ tioD ne saurait généralement appartenir k un cercle 11 faudrait en eifet , pour cela , qn'on eut en même temps ,
équation d'où Fou tire
et par suite
Telle est donc la condilion néce:^aire et suffisante pour qn'im cercle puisse passer par les intersections de nos deux coarbes.
^ Mais cette même équation (2) pourra représenter une infmite d'ellipses et d'hyperboles; et si l'on veut en particulier, qu'elle représente la troisième courbe (1) ou, ce qui revient au même, si Ton veut que les trois courbes ( Oaientles mêmes intersections, il faudra qu'on ait a la fois , ^
L'élimination de m et m' entre ces six équations conduira a quatre autres qui exprimeront les conditions cherchées.
Les équations
am + cW^a", bm^bW=:b\ dm + dW==d%
sont (Problème I) celles qui exprimeraient que les trois droites
a'x-irb'y-ird'^o,
concourent en un même point. Mais on sait d'ailleurs
que cliacune de ces dernières équations est celle du diamètre de chac^ue combe, qui coupe en deux parties égales ies cordes parallèles à Taxe des x, et puisque la direction de cet axe est quelconque, on en peut conclure le théorème suivant :
Théorème. Si plusieurs sections coniques ont quatre points communs, dans quelque direction qu'on leur mène des diamètres parallèles, les conjugués de ces diamètres concourront en un même point.
Problème III. Trouver les conditions nécessaires pour que trois plans se coupent suivant une même
droite.
Solution. En supposant que les équations soient
ax -^hy -^ cz •\- â ■=: o\ a'x-^-b'^f-^-c'z-ird' — oS (i),
on parviendra aux conditions cherchées , en exprimant que la somme des produits des deux premières équations, par deux multiplicateurs m, m', est lamêmeque la troisième; on obtiendra ainsi les quatre équations
am -f- ani= a", bm -f b'mf r= b", C.71 -h cW = c', dnt'j->rm':=zd" (2),
entre lesquelles il iaudra élimioer m et m'j ce qui donnera deux conditions.
Deux quelcorjques des trois premières équations (2) jointes à la quatrième, prouvent que les traces de nos trois plans sur on des plans coordonnés, c'est-à-dire, sur un plan qiieicoiique , doivent concourir en lui même point; ce qui est d'ailleurs évident.
PîiOSLÈME iY. Trouver les conditions nécessaires
pour que trois surfaces du second ordre se coupent suivant une même courbe.
Solution. Eïi supposant, pou ries équations des surfaces dont il s'agit ,
et exprimant que la dernière est ia somme des produits des deux autres par deux multiplicateurs indéterminés m, m\ on obtiendra les dix équations
am 4. a' m' = a\ fm -hfm' =:f \ bm 4. b'ni 2= b\ gm +gni ~ g" j cm -f. c'to' = c\ hm -f- h'm' = lA (2) ^ dm 4- d'm' = tf, Am 4. k'm' = A"! eni 4 e'm' -■= e\ Im 4 l'm' = /" j entre lesquelles éliminant m et w', on obtiendra les conditions chercbées, lesquelles coaséquemment seront au nombre de liuit.
La première, la quatrième et la cinquième équation de la première colonne, jointes à la deuxième de la seconde, prouv ent que les trois plans dont les équations sont
or 4<fy 4^^ 4ê' =0) a'x-{-d'y-^e'z'\-g=o\ (3), a*x4 fi'3/4 e"z 4g-''=: o)
se coupent suivant une même droite ; mais ces plans sont les conjugués des diamètres de nos trois surfaces parallèles à l'axe des X, c'est-à-dire à une droite quelconque • on a donc le théorème suivant.
Théorème. Lorsque plusieurs surfaces du second ordre se coupent suivant une même courbe, les plans diamétraux conjugués d des diamètres parallèles de ces surfaces, se coupent tous suivant une même droite,
Si la troisième 6im^\on (i) représentait une sphère, il faudrait qu'on eût à la fois
arr^^ a' m' ^ hm 4- h'm' = cm + c^m^ __
entre les^qnelles élinimanl ^, il viendrait
concluons aa .,.umi.re de quulre, cpii expriment que la commune section des deiix premières surfaces (ij est
surtme sphère.
Problème Y. Trouver la condition nécessaire pour Gue quatre plans concourent en un même point. ' Solution. En supposant que les é({uations de ce^ quatre plans soient
<ix 4- hy ^c% + dr=0\
a"x4.ry4-c"z+d"=or ^'
c'x-^ h^y^ c"a+ rf"= o j on pourrait d'aLord parvenir à la condition cherchée, en éliminant x, y, z entre ces quatre équations; mais on V parviendra également en exprimant rpiela somme des'produits des trois premières, par trois multiphealeurs indéterminés m , m', /n ', est la même que la quatrième; cela donne les quatre équations am -f a'ml + a" m!' - a", cm, -f c'm' + ^^"'"" == ^-l]^ 1 (a),
entre lesquelles éhminant m, m', m", on parviendia é^çalement à la coi'dition cherchée.
Problème YI. Trouver les conditions nécessaires pour que quatre surfaces du second ordre aient les mêmes points d^ intersection.
( 37 ) Soîaiion. En supposant pour les équations des surfaces dont, il s'agit ,
^ ax^ -f- hy -f. es» -f. lâlcy + lexz -f rî/>-r + i^jr -f- i^y + 2A2 + / =»,
il faudra e^priîiicr que la quatrième est la somme des produits des trois autres par les multiplicateurs iiuietermi/iés/7î, m', m", ce qui donnera les dii équations
ram + a'm'+ a^'m" = a'", fm -f/'m' +f'm' —f\
\ bîn 'i-h'm'+ ^m" = b"\ gm 4. g'rrJ -{-^"m" — c"',
(a) Jcm 4. c'm' + c"m" =:= c'", ^nt -f h'm' -f- h'^m'—h"',
I dm -f «i'/ri' 4- rtJW = d", km-^ A'm' 4- /^''/n" = A''',
l ent 4 e'm' 4. «"ni" = e'", Im 4. /'m' 4 /"m* = t" ,
entre lesquelles éliminant /;2, m', m", on parviendra aux conditions cjiercliées, lesquelles sei ont conséqueinment au nomîjre de sept.
Les première, quatrième et cinquième équations de la première colonne , jointes à la seconde de la (':euxième, prouvent (Pjvhîème V) que les quatre plans dont les équations sont
or 4- c?y 4 cz 4* /? = o , c'x4-cry4- e'54-^' = o, a''a:4fZ'-v4e"2.+ff ^=0,
conclurent en im même point • mais ces plans sont les plans diamétraux conjugués aux diamèfres qiu, dans nos sm-faces, se trouvent parallèles à l'axe des Xy c'està-dire à une droite quelconque ; on a donc le tiiéorème que voici.
Théorème. Lorsque des surfaces du. second ordre passent toutes par les mêmes points d'intersection ,
(38) leurs plans diamétraux conjugués â des diamètres parallèles , concourent tous en un même point.
Si la quatrième des équations (i) appartenait à ime sphère, il faudrait qu'on eût
a-n 4- a' m' -f- a'm"= bm -{• h'm' -f h" m" — cm + c'm' -f c'm", dm 4- J'm'-f d'm'=^em + z'm'-Jf e"m"—fm ^fm!.-\-fm'= o ,
jn m
ce mii donnerait en élirninant — , -^, les trois condii mm'
tiens
(a— c)C^e'— e'f/")-f-(û'--r)(^*e-cV)+(a"— c-'')C^e'— erf')=o, • rfe'/' — dfe" -h/d'e" - e</" + efd" ~féd" =o ,
qui expriment que Icsluiit points d'intersection de trois surfaces du second ordrOj se trouvent situés sur une même spl.ère.
Scholie. Puisque la condition de passer par la même courbe établit huit relations entre les cocfliciens des équations de trois siu-faces, que la condition de passer par lys nièmes points n'en établit que sept entre les coeiîiciens des équations de quatre autres surfaces du second ordre; on peut en conclure que les huit points d'intersection de trois surfaces ne sont pas placés d'une manière arbitraire, que le huitième dépend des sept premiers, et enfin que trois surfaces qui seraient a-^sujélies à passer par huit points quelconques, doivent a voir même courbe d'intersection. Le théorème du problème IV a donc lieu pour trois surfaces assujéties à passer par huit points quelconques.
FnoBLÈME Vîî Expr^mf^rque deux sections conîgues ont leurs points d'îjiter section situés sur une même ligne droite.
Solmtcn. Le:* deux sections coniques seront en gé-
( 59 ) néraJ représentées par les deux équations
(ax'^ -f- ^bxy -f- cy"^ + ^dx -f- 2<|y -f-^ r= o ,
toute coml)inaison de ces deux équations qui n'en augmenterait pas le degré sera de la forme
(a) (am -|- a' ni) .r* -f 2 (bm -f b'm') xy -f- (cm -f c'm')jy* -|- a (dtn-^d^m') x-^a («m + e'm') y -f- (/m -|- /"'m') 3=0;
elle représentera un lieu géométrique des poiiils d'intersection des courbes ( i ) ; mais si tous ces points doiv ent se trouver siu- une même ligne droite, il faut que l'équation (2) puisse se réduire au premier degré, pai- l<i disparition des termes en rc*, xy,y*, ce qui donne
(3) am-if a'm' •=^bTn-{- b'm'=:2eTn'\-c'm'=iO y
ou bien encore, se décomposer en deux facteuis égaux en of , j', ce cjui exige que l'on ait les équations de condition
({ciTu -h aW) (cm + c'm) = (brn -f- b'rnf)*,
(4) Uam-i-a'm') (/m-h/'m') = (c^m-f <fm')% [(cm -|- c'm') (/m -{■fm') = {em -f- e'm')'.
Dans le premier cas, l'élimination du rapport —7 entre
Trt
les équations (3) conduit à deux relâtioi\s -7 = - = y?
entre les trois premiers cocfficiens des équations des sections coniques proposées; elles indiquent qu'elles doivent être de même nature et semblables,- leurs axes principaux étant de plus parallèles entre eux. Mais ces conditions ne déterminent nullement la distanceres2>eclivedes centres ou des axes de ces courbes, en sorte que cette manière de résoudie la question démontre ce théorème.
Deux secùons coniques de même natore, dont les
axes sont proportionnels en grandeur, parallèles en direction , n'ont et ne peuvent avoir c|ue deux ]>oints convnums.
Dans le second cas au eonlraire^ V'éliiriinstion du
rapport ~, conduirait à des relations entre les coeiliciens
des équations (ï) exprimant que les sections coniques qu'elle» représentent ont un double contact. Eii effet l'équation (2) peut d'abord être coii sidérée comme i'ensenibls de deux lignes droites, qui finissent par se confondre eu une seule qi'and le premier membre de l'équation qui les représente devient un qiiarrë parlait. Tant que ces lignes sont diitérentes . elles ioignent deux à deux îesquatre points eoïiiînuBs aux deux sections coniques, et l'on, concevra aisément d'après cela, que ces courbes doivent avoir un double contac;t quand les dreites s« confondent en une seide; cette réunion ne pouvant avoir lieu sans que les quatre poims d'intersection se coidondenl aussi deux à deux.
Celte dernière manière d'envisager la (raeslioa, fouînit une méthode pour trouver \a position des axes principaux d'une vSection conique En effet, si l'une des seclions coniques proposé 3s est un cercle de ravon R, dont îe centre ait pour coordonnées a,o , on pourra éliminer
entre les équations de condition (4), le rapport —7 et le
rayon E. la dernière équation en <* ; ^;, représentera le lieu géornétiique de.s centres de tous les cei-cles qui pourraient avoii un doivble contact avec la section comqut» donnée, et ce lieu géométrique est, comme on le sait d'ailleurs, l'ensemble des deux axes principaux. On résoudî'ait deux problèmes analogues aux précé-
tiens, en cheieliant les conditions nécessaires pour qiTO deux surfaces du second ordre se coupent suivant une coMibe plane. Si l'on exprime que la combinaisoQ des cqvialionsde ces deux surfaces doit se réduireà une équalion du premier degîé,parla disparition des termt^s d'un degré supérieur , on démon trsira ce théorème , que , Deux surfaces du second ordre de nxéme nature, dont lesaxeî seraient proportionnels en grandeur, parallèles en direction, quelle que soit d'ailleurs la distance respective de ces mêmes axes, ne peuvent se couper que vSuivaot une courbe plane. Si au contraire on veut que la combinaison du second degré des équations proposées, se réduise à rensend)le de deux plans conlbndus , on aura des relations analytiques exprimant que les deux surfaces sont tangentes suivant une courbe plane, ou plus généraiement tangentes entre elles.
23, Cette manière de combiner les équations peat erux»re servir à exprimer la nature particidière de certâUiS lieux géométriques. C'est une partie d'un éconcé qui exige souvent de lon^ies rfcherc'nes.
PpOBLrirE I. Exprimer qu'une surface du second ordre est cylindrique.
Soit l'équation de cette surface
î. =: Ax^-^' Ay '\- A"a» -f- zVyz 4- aB'xa -f flC"a;y -^ aC.c -f- ûG'j -f- aCz-Jh D == Oi les coordonnées du centre seront données par les équc^r
tKJUS
dL dL
i. ~ ~ Ax 4- B'v + B'a + C = 0 tk dx < -'
^ dy -r j ^ >K ^
l . ^^B'a 4- Bv + A''z. -fC-;:zr G \
elles représentent trois plans diamétraux de la surface ; si elle est cylindricpie , ils doivent se couper suivant Taxe j l'une quelconque de ces équations doit donc êtie une conséquence des djeux autres. Si doac on nrîultiplie la première par m, la deuxième par m' et qu'on les ajoute, on pourra disposer des indéteiminées m et m' pour que cette somme soit identique avec la troisième. Si donc on élimine m et m' entre les quatre équations
Am 4- 6"^' = B', B"m + A'm = B , B'm + Bm' = A", Cm + Cm = C" ,
on aura deux relations pour l'expression demandée- . .
(AA' — B"') C"-f (B'B" — AB ) C -h (BB" — A'B') G" = o, (A'A' — B^ ) C -f- ( B'B — A'B")C' -f- (B"B — A'B') C" ~: o.
Problème II. Exprimer qu'une surface du second ordre est conique.
Dans ce cas, lé centre est situé sur la surlàce, et il feut que l'équation L = o, et les équation& (a) aient lieu en même temps- la premièie peut se mettre sous la forme
X (Ax + B"j +B'b 4- C) -fjv (B"a:-f- A'^ 4- Bz -}- C") + z(B'j:-f-Bj/4-A"6H-C") -f- Ca--f C>-f C''z+D = o,
et en vertu des trois autres , se réduit à
(b) Cx + C'y 4- C"z 4- D rrr o; de sorte que pour achever la solution , il suffit d'exprimer q>ae les quatre plans (a) et (b) se coupent en un même point.
Problème III. Exprimer qiiune surface du second degré est Vensemble de deux plans.
Dans ce cas . des quatre équations (a) et (b) , deux quelconques doivent être une conséquence des deux autres; ce qui donne quatre relations.
( 43 ) Si les plans sont parallèles, deux quelconques dea équations (a) sont des conséquences de la troisième j on a B'B"=AB, BB^r^A'B', BB'r=A"B", BC = B'C' = B"Cr.
Problème ÏY. Exprimer qu'une surfacs du second ordre est de réuohttion.
Soit toujours L = 05 l'équation de la surface; soient a,b,c, les coordomiées du centre ; l'équation de la surface pourra se mettre sous la forme
(i) A (x— a)^4- A'(j— Z,)='4- A"(z— c)"'-f gB(v — ^) (z—c) -f 2B' (j;_a)(z— h:)-4-2B"(x— ^) {y—b) "|-iy=o.
Si la surface est de révolution, il faut que la sphère qui âujait pour équation
la coupe suivant deux cercles, dont les plans seront perpendiculaires à l'axe de révolution, et situés à égale distance du centre. Soient
les équations de l'axe; ceUe des deux plans perpendiculaires seront de îa forme
(s — c) + m (jc — c) 4- « (^ — i) = «-, (z — c) -f- m (x — • a) -f- " (^ -~ ^) = — '**
et leur ensemble sera représenté par Péquation
(3) 7n%x — a)*4.n=( j— hy -f (^ — c)" •+- 2n(y— J) (z— r^ -f- 2m(x — a)(2.— c) -f-2mn(a>— g)(^. — B) = «'
Les trois îieuxgéométriqiîes(i), (2), (3) doivent donc «voii'même intersection; il faut donc qu'en multipliant la première par l'indéterminée P, îa seconde par Q et les ajoutant, le résultat puisseètre identifié avec îa troi-
( 44 y sième^ ce qui conduira aux équations
QR" = PD' 4» «*, AF 4- Q = 771% A'P + Q = «% A"P -f Q = 1 ,
BPz=:rt, R'P = 77Î, B'P = ni?7;
îa pr esûière indique la relation qui doit exisier entre R et a j et corume ie lesullat doit être indépendant de ces quantités, il suifira de coiisidérer les sbc dernières j si donc on élimine P. Q, ttz-, «, ie résultat se composera de deux équations qui constitueront l'expression de*
mandée
BB"- (A" ~ A ) — B' ( F/ — B - ), B'B" (A' — A'; =r. B (13'^ — B'"0.
Ce résidiatétantiiidépendant des coordor.iiéesdu centre, a encore lieu pour exprimer qu'un paraboloïde est de révolution.
Tliéorie den Transversales.
23< Dans toutes les applications précédentes nous avons nommé ligne du second degré , tout jieu géométrique indiqué par une cquadon à deux coordonnées x et y élevées seulement aux deux premières puissances, et surfaces du second ordre , toute surface qu'une équation du deuxième degré à trois variables pourrait représenter. H suit de là, que l'ensemble de deux lignes droites est compris dans la première dénomination, que l'ensemble de deux plans est une surface dusecond f rdre. C'est peut-être pour ces réunions de lieux géométriques du premier degré , que l'Analyse a le plus besoin des théorèmes que nous venons de démonher. Les proljiémes les plus utile? qu'on puisse lui proposer, regardent souvent la bgne droite et le plan 3
elle ne doit donc pas négliger tont ce qu'eile peut apprendre sur la transformation de leurs équations.
En génénd , quand on doit considérer les intersections d'un ensemble de deux lignes droites avec des lieux géométriques du second degré, il est plus simple d'exprimer cet ensemble par une même équation ; on diminue par ce moyen le nombre des éliminations; souvent même cette conformité du degré des équations à combiner peut seule conduire à un résultat prom[>l et satisfaisant; on dirait que l'Analyse se plîut à mettre en rapport des lieux géométricpies d'une même classe, et qu'eile montre au contraire de la répugnance à rapprocher des classes différentes.
Pour donner miepreuve frappante de Futilité de celle remai'que, nous ferons voir avec quelle facilité l'Analy-'e peut démontrer les principes de la théorie des transversales.
Problème. Si par un point fixe pris sur le plan d'une section co?iique donnée, on mène deux sécantes d cette oourbef que Von joigne par des droites les extrémités réciproques des cordes résultantes, quel sera le lieu géométrique de V intersection de ces nouvelles sécantes?
La ligne du second degré donnée peiil , dans tous les cas, être représentée par l'équation
Soit a, é^les coordoimées du point M donné, ol\ C celles du point M' dont on cherche le lieu géométrique j rensemble des deux premières sécantes aura une équation de la forme
(a) (y — ?)M 2A(x--4)(^-.ff)4-B(r~«)"=:o; les deux autres seront représentées par une autre équa-
tlon analogue, (3) (^ _ ^y + zX' C:r — Ci') (y — r) -f B' (£™-«0* = o.
Les lignes (1)5 (2), (3), devant avoir mêmes points d'intersection, on devra avoir entre les cc«iïiciens des équations qui les représentent, et les constantes arbitraires m et m\ les six relations
/ m^m = 1 > TïiA-hm'A* = o , mB-^mfB' = p j,
Si l'on snLstitue À' et B' en fonction de A et B dans les trois dernières, elles deviendront
^Sa ^ ^'^^ 4. mA(« 4- ctO (S -. S') -j- (^ 4- ^)(* - « )
réliminatioîi de À et B entre ces trois équations con» duit à
considéraBt c-ae (:-r^ + ?7^') = i en vertii de la première des équations (4) ? on aura
(5) g^'4.p«»'--^c?(*-f «t')î on en dédoit qaie le lieu géométrique demandé est une ligne droite. Si le point donné £r, fe^ est extérieur à la courbe (0> ^a droite (5) joint les points de contact des deux tangentes menées par ce point à la section conique. Celte réponse à la question proposée fournit uu moyen de mener des tangentes à une section conique donnée par un point ex-térietir, sans autre u^age que celui de la règle. Par le point donné M (fig. 8) , on niè- 3iera deux sécantes quelconques MAB, MA'B'3 on join-
(47) dra AA', BB'3 AB' et A'B, le point d'intersection des denx premières droites, celui des deux dernières devant être situés sur ia ligne qai joint les points de contact, cette ligne est déterminée, et son intersection avec la courbe donnée déterroinera aussi les points de contact, et par suite les tangentes.
Si la section conique était Tensemble de deux lignes droites, la nouvelle droite que Fon obtiendrait pour le lieu géométri({ue , irait nécessairement passer par l'intersection des deux premières. On peut déduire de cette remarque une solution gi-aphique de ce problème. Par un point donné, mener une droite qui aille passer par le poinl de concours de deux, autres droites données qu'on ne saurait prolonger.
L'un des points M, M' pouvant être supposé situé à l'infini, on peut regarder comme démontrées les deux propositions suivantes, dont la première nous sera très utile par la suite.
Théorè3îe. Si l^ on Joint deux d deux les extrémités réciproques de deux cordes parallèhs d^une section conique f les points d'intersection de ces noupeltes sécantes seront situés sur le diamètre oui divise ces cordes en d^ux parties égales.
Théorème. Si les deux ligneshc, b'c'(fig. 9), soniparaïîèles à ht basa BG du triangle ABC^ les droiteshc' ^ hc' se couperont sur la ligne gui Joint le sommet A et le milieu de lu base du triangle.
hdi réponse h la qiiestion précédente pourrait se déduire de la solution du problème suivant , analogue,
PaoBLÈME. Deux cônes du second degré et une sur-^ face du même ordre ^ ayant une intersection commune ^
si le sommet de l'un des cônes reste fixe, que la troi- ^ièifie surface soit aussi constante déforme et de position, quel sera le lieu géométri<jue du sommet du second cône ?
Les équations des troià surfaces seront, en représentant par x\ y\ z\ x'j y*', z*\ les t-oonlonnées des sommets des deux cènes ,
(s) (X— x')'^-f o'Cy— y)*+i'(2— -iiTH-a«^'(^-<c') (.y-y') (3) px' -f- qy'' -i- ^■2'* -— ^^ -h 2(}'.
Chi exprimera que ces trois surfaces se coupent Sïdvanl une même ligne , au moyeu de dix ndations entre les f.\)ciliciens «, Z\ c, etc., a', b\ c\ etc. , p, g , r, «, i, et deux indéterminées m et m', si l'on élimine entre ces dix équations neuf des dix coefficiens a, b, c, etc., a' y 6', c' ... ; le résultat sera indépendant du dernier ei des constantes m et m', et l'équation iinale
(4) pjfx" + qy'f -i- rz'z" == s (x 4" ^" ) -f * (y -H /. ) .
indique que le sommet «"^jk"? 2" ^sl constamment situé sur un même pian. Lorsque le somme! fixe (x', y\ z') est extérieur à la surface (3) , ce plan est celui de contact avec la sut face (3) du cône de tangence qui aurait sou sommet au point {x\ y\ %'). En effet, si l'on désignait par x\ y\ 2' les coordonnées courantes; par x\y\ z" celles d'un point de la surface (3), son plan tangent en ce point aurait pour équation, l'éipiation (4); si au contraire a;', y\ z' sont constans, pour exprimer que le plan tangent doit passer par im point tixe, cette équa-
(49) Hon exprime îe plan sur hr^^d se trouvant tous les points de contact .r', j'", £".
L'un des cônes pouvai;t se réduire à l'ensemLIe de deux pians, on peut regarder comme démontré que :
Si un cône du deuxième degré ayant son sommet ea un point m, coupe nue surflîce di/îiiéme ordre suivant
deux courbespîaues, les plansdecesdeuscourbesetcelui de contact du cône de taiigence, à la surface donnée, ayant son sommet au point m, se couperont tou^ trois' suivant une même ligne d; oile.
D'ailleurs on sait tpie si le sommet d\in cône tancent à une surface du second ordre, se meut sur une itne droite donnée, le plan de la courbe da coiiiact pas^e^a toujours par la droite qui jomt les points de contact des plans langens à la surface menés par la di'oite donnée. Ou peut donc encore regarder comme démontré parla solution précédente, i\ que si le sommet ix',y, z') du cône (i) se meut sur une droite donnée, le sommet (»",/', z") du cône (3) se mouvra sur une seconde droile, laquelle passera par les points de contact des plans tangens à la surface (3) menés par la première di'oite.
2'. Que si l'intersection d'im cône du second deoré, et d'une surface du même ordre se compose de deux courbes planes, que les plans de ces courbes passent par une droite donnée, le sonunet du cône sera situé sur la droite qui joint les points de contact avec la surface des planstangensm.enés par la bgne fixe. Enfin , dans ce dernier cas, si parla droite qui joint ces points de contact, on conçoit un plan quelconque, qid couperait la siuface suivant une section coni>jue, le cône suivant
( 5o ) âevx arête?, les plans sécans et tangens smvant des lignes droites passant par i.in même point, on pouna condare aisémeat Ja solution du probiéme analogue, relaùf aux courbes du second degré qui est résolu diiecteriieril ci-dessus.
Toutes les fois qu'il s'agit de résoudre deux problèmes analogues, l'un dans l'espace j IVatre sur le pian, ilvatit mieux commencer par réi»<:>udre celui de l'espace ; sou- %enlon en déduit ria;oureusement la solution demaiidéc sur le plan, tandis quen résolvant d'abord la question la pluij siîïtple, on ne ferait qr.ie deviner l'autre par anaiogie, 11 y a même quekpjeîbis de l'avantage à trailer d'abord le problènie de l'espace a^iaîogue à ^xtx problème proposé seulement am- le plax\; par exemple, on ignorerait beaucoup de solutions éiégantes du problème du cercle tangent à Ixois autres, si leurs iiivenletjra ne les avaient été chercjier dans les sphères. îl est yrai qu'en généralisant ainsi uii problème, oapeut le rendre plus compliqué; mais aussi cette généî-alité donn.e-t-eîie une soiulioR phiB appiicîilfle à toiAS les cas pardculiei^s de l'en once. C'est . pour ainsi dire , une question (FA rithûiétique résolue par l'Algèbre; pom* obtenir xme foruiMle. où se trouve écrite 'a répjnse à toutes les unes,tioiiS semblables,
Détermlruition des courbes et surfaczsparla Gécine-^
trie descripiipe.
24- Eîi appliqua Ql aux lignes et surfaces du second degré, le moyen d'ébmination que nous avons indiqué, nous avons déduit de la simple considération de queiqueséquations, la démonstration de plusieurs théorèmes
qm peuvent servir à la solution comi,lk« des probièmcs
rKOBLÈME I. .fjlant donnés quatre points sur u^ V^n.determmer graphiquement tous les éUmms d'une Varahole assujét^e âpas.erpar ces quatre points.
) T". 'J^A?'""^^' ^"'^^"^ quatre pomudonnés; es droites ABM , CÎ3M peuvent élre considérée, dans eur emembie comn.e ^^,, section conique, aj.u,t avec h pamLole a dt'termmer quatre points communs • il or. sera de même des droites AJND, BINC. D'après le théo reme du Problème //(page 3.), les dian>ètres œnju^ gués a un système quelconque de cordes parallèles, upparteiiant à ces deux réunions de lignes droites et à ia parabole demandée, devront se couper en un même pomi:. a smt de la, que si Ton pouvait déterminer la direction des cordes, pour lesquelles les trois diamètre.. coDjuirués sont parallèles, k drrection de ces diamètr^^s serait celle dugxaud axe de la combe clierché^.
Soit donc proposé de mener par le point B une droite BX, coupant AD en X, DC en Y, telle qu'il y ait paraneiisme entre les lignes qui joignent les sommets M €tiN, avec les milieux respectif des cordes BY, BX. Supposons le problème résolu. Considérons îe parailé^ îogramme BI^IXQ, les lignes NQ, BX en seront les diagonales, par conséquent, l'angle GBC=DNG et la droite BX partage en deiLx parties égales la corde RN el; toutes celles qui lui seraient parallèles. On devra donc avoir Pë = PF, E et F étant les points de rencontre de MP, parallèles à NQ, avec les deux côtés de l'angle CBGj la figure BFYE sera donc un parallélogramme. On aura alors les proportions
£Y:FcnMy:Mc, eg:fy::mg :my.
mais EY=BF et. EY : FC : : EG : FY:, on s donc BF :FC :: my : mc, bf : rc :: mq : my;
ces deux nouveiles proportions miutipiiées Vune pat i'autreydcnneiit
i)ii pourra donc à priori déterminer le poiul F, et par suite Ja direction MP qui doit-être celle du grand axe ou d«i tout autre diamètre de la parabole cliercliée. Le point F pouvant être situé sur BC ou sur son prolongement y on voit qu'il existera deux directions MP. et par suite d.^'ux paraboles assujéties à passer par les quatre points donnés • c'est un résultat que le calcul noios avait oîFert dans une autre circonstance, {problème IIj pag. 3^).
Ayant ainsi déterminé la direction des diamètres de la parabole j prcposons-nous de mener xine tangente à cette courbe, en un des points donnés, par le point D, par exemple. Cette tangente doit-être parallèle aux cordes que le diamètre DE (Gg. 1 1) divise en deux parties égales. Si d'un point quelconque de ce diamètre, on pouvait menei deux tangentes à la parabole, la droite qui joirdrait leur.^ points de contact serait conjuguée à ce diamètre, par conséquent parallèle à la tangente au point D. Or, si l'on prolonge BA jusqu'à la rencontra de DE en F, il sera aisé de déterminer la position de ia ligne de contact des tangentes menées par ce point* En effet, la ligne FBA est une sécante ainsi que la ligne FDE,pour laquelle un des points d'intersection avec la courbe est situé à i'in&ii -. si donc or joint deux u deux les intersections réciproques de ces deux sécantes avec la section conique cbercbée par les droites AMD et BM
(53) parallèles a DE , et encore f»ar les droites DBN et N 4 âU8si parallèles à DE, les points M et N d'mteisect^ion de ces aouTelles sécantes , devan l être situés sur la ligue de rontact des tangentes, à la paraLole menée par le I>omt F, elle sera détermmée par celte construction , ainsi que la tan^eii^e au point D qui doit lui être parallèle.
D'après cela, il sera aisé de trouver la position du foyer, le grand ajie, et le sommet de la parabole cherchée. En effet, la tangente en mi point D étant construite, pour trouver celle en tout autre point, au point B, par exemple, il sulTîl d'observer que ces deux tangentes doivent se couper en uîiïnémepointK(fig. ï2),situésur îe diamètre cou j ugué à la corde BD. Les lignes menées des point de contact au foyer sont autant inclinées sur les tangentes que les diamètres • si donc on les construit au moyen de cette propriété, leiir point d'intersection sera ie foyer F, et donnera un des points du grand axe dont on connaît îa direction. Pour trouver k position du somuict, on polongera ie diamètre GBdeBN==;BF îa droite KL, perpendiculaire au grand axe, sera la directrice, et ie R^iiicu SdeFL îe somnjet de la parabole.
Problè>3e il Déterminer graphiquement tous les éléinens d'une section conique assujétie d passer par cinq points donnés sur un plan.
Soient A, B, C, D,E(%, î3} les eingpoints donnés; les lignes AB, CD peuvent être considérées dans leui- ensemble comme mie section conique, ainsi que Jes droites AC, BD- cesdeux lieux géométriv|uesdudeu\ièinedegio a) aoî, quatre points A, B,.C, D communs a vecîa courbe cherchée j les trois diamètres conjugués aux systèmes
de cortiesparalîèiesàDE, se couperont en un même polat P, qu'ii est aisé de construire , puisque Fon peut déterininer les deux diamètres conjugués correspondans aiix deux lieux géométriques du deuxième degré (AB, CD) et (AC , BD) : ia droite qui joindrait ce poiot Pet le milieu Q de la di'oiie DE sera donc le diamètre couiiigué apparlenant à îa secfioïi conique demandée. Par mie consrruclion entièrement seîrdjlabJe, on construirait la direction d'un autre diauiètre de cette même comba coniugué à ia corde AE. L'intersection de ces deux diamètres sera le centre de la section conique cherchée. S'ils étaient parallèles, la courbe du second degré qui passerait par les cinq points donnés serait une parabole, dont on déterminerait les autres démens comme dans le problème précédent.
Si le centre n'est pas situé à l'infini , la courbe sera wne elUpse ou une hyperbole; sou centre O et trois de ces points A , B , C (fîg. 1 4) suffiront pour la déterminer entièreraent. Pour y parvenir^ nous noiLs proposerons d'abord de trouver ia position de deux de ses diamètres conjugués. Soifc prolongée la ligne AO de OD=;AO; D sera la seconde extrémité du diamètre AOD. Si d'un point fixe pris sur ce diamètre on suppose menées deux sécantes à la courbe , qu'on joigne deux à deux les extrémités réciproques des cordes qu'elles déterminent; ces nouvelles sécantes se couperont sur une droite conjuguée au diamètre AD (pag. 46). Si donc on prend pour point fixe, le pointM de rencontre de BC avecDA, et pour sécantes ces mêmes droites, le point P d'intersection des droites AB , CD , et le point Q d'intersection de ACetDB détermineront la direction PQdu diamètre
(55) CE conjugué à AD. Vue parallèle BR à OE assignera la nature de la section conique; si eUe vient rencontrer le diamètre AO entre A et D , h courbe demandée sera une ellipse, et «ne hj-perbole dans le cas contraire.
Si k section conique doit être une ellipse , on pourra détermmer lalongueur du diamètre conjugi^éà AO , connaissantAD, la direction OE (%. i5) etlepointBseideinent- Enellët, soit Ai'):=:m, m=.n=le demi-diamètre inconnu; on observera que dans l'ellipse proposée rapportée à ces deux diamètres , et dans celle qui aurait pour axesrectangidaires AD=2m, elH0Kz=:2n, des ordonnées d'égales gi-andeurs correspondent aux mêmes abscisses. Si donc on élève PQ =:: PB perpendiculaire à AD , il suffira de trouver le demi-axe n d'une ellipse dont le second demi-axe OA:=:m serait donné, et dont on connaîtrait de plus uji point Q, Pour cela on décrira du rayon A im cercle concentrique à la courbe proposée,
lequel viendi^a couper PQ en un point R, tel que -
PR
fera égal à ^. Pour construire 0E= 72 quatrième proportionnelle à 772 , PQ, PÎT, soil pris OS = m ; la droite SR viendra couper OA prolongée en im point Y, et YB devra passer par le point E.
Connaissant ainsi les grandeurs et les directions de deux diamètres conjugués de l'ellipse proposée, on peut déterminer les deux axes principaux de cette section conique. En effet, la tangente TAT' (fig. 16) parallèle à OE, doit couper les deux directions OT, OT' de ces axes_en des points T et V, tels que l'on ait Aï x AT' == OE = 72' (ce qu'il est facdede vérifierpar l'Analyse); 51 donc au point A on élève AF= OE perpendiculaire
à la tangente AT, il suffira pour déterminer les points Tetl', de construire un cercle qiii passerait par les points F et O, et qui aurait son centre sur la tangente. Tl ' étant le diamètre de ce cercle d'après celte construction, AT X AT'=Ir' =DÊ', et l'angle TOT' seia droit. Enfin, ])Our trou\er la longueur des axes de l'ellipse, sur 01', comme diamètre, on décrira um cercle qui rencontry AP, paraîKlc ii OT, en un point Q, de sorte que T'Q sera laugent an cercle de rayon OQqvâ anrail son centre en O j il sera aisé, d'après cela, de démontrer que OQest le demi-axe A dont Ol ' serait la direction ; le second tiend-axe B sera ensuite donne par la
proportion = =-, et tous les élémens de l'ellipse se-
ront connus.
Si la section conique doit être une hyperbole, on pourra se proposer de déterminer les asyniplotes de la courbe. Soit AO(fig. 17) un demi-diamètre, ATla direotiondeson conjugué j AT seralatangeitteaupoinl A. et si Tet T'sont les deux points de rencontre avec les dunx. asymptotes, on devra avoir AT=: Al'. Soit B un autre point de la courbe , C le point milieu de la corde AI> ; si A', B' sont les points d'intersection de cette sécante a\ ec ïes asymptotes, on devra encore avoir B C =: A C Supposons menée TS parallèle à AB^ elle coupera OG en un point Ftei,qiieFT=FS=sAA',puis(pKTAc=:T'A et A'C==B'C. Soit encore D le point d'intersection de AT et COj les lignes A 'F, AD seront parallèles ainsi que A'O et AF, ce qui donnera Iss proportions
CA: CA' :: ro: cf, CA : CA' :: CF : co.
qui raullJpHées l'une par l'autre, donuenl enfin
cÂ': cl':: CD : co-,
on pourra donc aisément dclermiuer le point A' ef par suite les asymptotes. Opérant la biseclion des angles qu'elles font entre elles, on aum la direction des oxes principaux de l'hyperbole. Si Ton suppose ce lieu géométrique rapporté à ses deux asymptotes comme axes coordonnés, le produit des coordonnées correspondantes à un point quelconque, doit être égal au quarré de la demi-distance du centre à Pun des foyers; on pourra donc aisément déterminer celte distance entière. Connaissant ainsi les ftyers, la distance du cenire au pied delà perpendiculaire abaissée d'un des foyers sur une asymptote, sera la longueur du demi-grand axe del'hyperboie, et les éltjnens de cette courbe seront tous déternâoés,
pROBLÈ^îE lii. Déterminer le sommet d*un cône dont 071 donne huit points ^ savoir ^ cinq sur un plan, et trois diins r espace.
Soient A, B, C, D, E les cinq points situes sur un même plan, F, G, M les trois nutres;les cinq premiers déterminent une section du cône proposé (flg. 18), dont il est facile de déterminer le centre et par suite iousles élémens. Soit S le sommet demandé; les droites SF,SG, SH étant des génératrices an cône, viendront rei/ contrer en F', G', l\' la courbe ABCDE. Les trois côtés du triangle inscrit F'G'H' rencoutreront les côtés corrcspondans ù\\ triangle FGH, en des points M, JN, P situés sur la commune intersection des plans ABC, FGH: conime ces points sont faciles à déterminer â priori^ la
(58 ) détermination du triacgîe F'G'H' Ke dépendra c^e de !a solution de ce problème.
Inscrire dans une .section conique donnée unîrlangîe dont les côtés soient assuiétis d passer par trois points donnés sur une même droite.
Ce problème étant toujours susceptible de deux solutions , on pourra par la eonslriici ion c[ae nous Indiquerons plus bas, déterminer deux triaiigles F'G'H', F'C'li", dont les côtés passeront par les trois points M j N, P5 et de Jà les sommets S de deux cônes passaxit par les huit points donnés..
Remarque, Un de ces cônes est déterminé par son sommet S et sa base ABCDE. Avec ces données on peut aisément construire son plan diamétral conjugué à un système de cordes parallèles donné. Soit par exeutple SLla direction de ces cordes ; on mènera par cette ligne deux plans quelconques 5 cbacun d'eux coupera le cône suivant Fenserabie de deux droites , ligne du second degré dont il est lâtcile de déterminer le diamètre conjugué à la direction SL; on aura ainsi deux diamètres conjugués à cette direction; le pian qui les contiendra sera le plan diamétral demandé.
Revenons maintenant à la solution du problème de Géométnc plane que nous n'avons fait qu'indiquer. Alin de ne rien emprunter d'aucune théorie étrangère , j'exposerai ici ime construction de ce problème , déduite d'ime analyse qui send)le devoir au premiei- abord conduire à des résultats compliqués, mais qui se simplifie singuhèrement.
Supposons que la section conique proposée soit une
( Se, ) eJJîpse, son équation sera de la forme
a* o SoieDi a, b , fô', ê', a", ^''^ les coordonnées des poinln M, IN , P- x'j y celles du point C inconnu, liées par la relation
les droites MG', NG' auront pour é<:piations
leur ensemLle pourra être représenté par iVquo.lion
(3) (y ^yy fV— «) (^'_ „') _ ( ,. „ ^/^ ( y _y-^
X [(ce' - «) (y - co -;- (x' - a') (y --.-)] -/- à- - x')*
Les coordonnées de tout point d 'interseci ion des deux. lieux géometricines (i) et (3) devront satisfaire à ces deux équations , et à toute combinée de ces mêmes équations. Les équations (j) et {9,) donnant par leur soustraction
et par la substitution de ce rapport dans l'équation (3)
^ (JL-f-y)'. fjy' - > ) i.r' - ^)\ * -
Les lieux géométriques (3) et (4) passent tous deux par les points F', H'. Si l'on ajoute ces deux équations après avoii- divisé la première para'è*, on aura, toute réduction faite, en vertu des équations (i) et (2),
~V a- T/\ a-' èV V a^ t>'^ A a' àV'
C'est Féqtiation d'une Jigne dïX)iie qui devant passer par les points F', H', n'est autre queF'H'. Si cette dioite devait être paralièle à MN, c'est-à-dire si îe point Pétait situé à i'mnni sur cette droite, l'équation ;^5) nnse sous
ia (orme m - -4- tïS- = p devrait donner j-jr — =^oî
eu Lien en subslituant ies valeurs de jn et de 7? ,
c'est en 5c^ y\ l'équation d'aune droite qi-û, par son inter* section avec l'ellipse proposée, donnera le point G'; on peut aisément la construire d'après les considérations suivantes.
Les droite? T, T' qui joignent les points à.c contact des tangentes à la courhe (î) n;enées par les points M, r^, ont pouj équations
Soient p, q fe- peipf^ndiculaires abaissées an point G', r/7,, n celles al>aissées des points M., N bijt ces droites
T et T'j l'équatioa (6) se réduira h~=^~; iîsuîfitdonc,
pour construire k droite (6) , de mener MK parallèle à T, xiJL à T' et de joindre K av «c îe point I d'interscctioti de T etT'. Cette construction s'mple devient indépen^ dautede la nature de la ccuibe proposée j elle a donc
lieu lorsque celte coml)e est mie îiyperboîe ou une pa* raboie.
Si îe point P est j)lacé <l'une manière quelconque par rapport aux points M, N, l'équation (5) devra être satisfaite en y faisant x:=tt",yszzC''-^ Féquation résultante en x'^y\ sera r.elle d'une ligne droite quijparsun lutersection avec l'ellipse proposée, donnera le point G'^ on pouna encoie la construire par des considéraiioiiS analogues avix précédentes.
Soient t?ï} effet T^ T', T' les droites de coniact des points M j ]N , P, Pjp'-, /?" les perpendiculaires abaissées du point G' sur ces trois droite^) j A ut B celles abaissées de N et P sur T, A' et B' de M et P sur T'^ l'équation en x',y deviendra
Soient encore m , m\ m" les trois côtés du triangle forme
par les droites T, T', T'j soit — sa siu-facej on doit avoir
si on élimine p" entre (ô) et (r)') , on aura entre p el p' la relation
elle représente en p et p* une droite que l'on peut construire aisément dans l'angle des deux droites T et T'.
Lorsque le point P est sur MN, on sait que les droites T, T', T'* passent par un même point 1; on a dona A = Oj m^:^o, m'=o, m''=o; mais les rapports
—7?. -17, sont tiinîs et e^aux a :^, ^, en représenta ni par
M, M', M", les longueurs des trois côtés J*im fnangîe dont les directions terfiierit parallèles à Tj ï', T'^ j daiiâ ce cas l'équation (7) se réduiV. à
et la droite G'C passe aussi par le poiinl L La conslruction des équations (7) et (8) devenant indépendante de la natnie de la section conique proposée, sera la même poiH l'ellipse, la parabole et î'iiyperhole.
Problème YV. Déterminer le centre etpar suite trois diamètres conjugués d'wie surface assujétie apaiser par cinq points sur un plan, et quatre points dans l'espace .
Soient A, B, C, D. E les cincf points situés siir un Tiième plan, F, G, H, K les quatre autres ; on détenuinera par le problème précédent les deux cônes passant par les huit premiers points. En vertu du Scholie du Problème Vî^ pyg. 38 ^ les plans diamétraux de ces deux cônes et de la surface, conjugués à im système quelconque de cordes parallèles, se coupent sîiivant une 'nênie droite. Soit donc L la droite d intersection des plans diamétraux des cônes conjugués à ia directioïiFK; îe njaa qui la contiendra , î^insi que le point milieu de FK , passera par le centre de la surface demandée. Si l'on construit de la mênrie manière les plans diamétraux de cette surface conjugués aiix directions GK et HK, on aura trois plans dont le point d'intersection sera le centre O de la surface demandée.
Pour déterminer complètement la surface proposée, nous considérerons inccessivement les différentes natures de la courbe ABCDE.
î°. Si cette courbe est une ellipse (d^. 19), soit (y son centre, 00' est la direction du diamètre conjugué au pian ARC- le plan OO'F détermine une section MNF de la surface aisée à construire, puisque Ton connaît deux de ces points M, F, iecentreOelles directions 00', JVIN de deiLx de ses diamètres < on juf^fués ; cette section MiNF est une ellipse ou luie Jiyperijole. Si c'est une eiiipse, îa surface proposée est un ellipsoïde dont ou peutcoDslruire îe système de trois diamètres conjugués. Soient à cet efièt , PQ , M'IN' jes longueurs des daamètres de la section MJNF, dont 00', 'MJS sont les directions; soit sur le plan ABC , SO'R Je diamètre conjugué de MO'N, PQ et SO'R'' les diamètres conjugués delà section PSQ facile à détermii)er; les trois diamètres PQ^ M'iN'. S'R' seront conjugués entre eux. Si la section MNF eiitune InperLoîe (%. 20), la surface proposée est uii h jperboioïde; cet hyperboloïde n'a qu'une nappe si les points M et N sont sur deux branches différentes de i'byperboie Rîî^F, il y en a deux au contraire lors«|ue ces poir,t^ sont sur m-e même branche de la courbe • ■mîoifp'il en mii 5 on pOLirra construire les asymptotes OK', OAf • de la courbe MNF qui viendiont conoer le plan ABC eu M'" et N"; k courbe menée par ces deux points semblable et concentrique à ABC appartiendi-a au cône asymptotiqae de la surface ayant son sommet au centre O, lequel sera complètement déterminé par cette construction.
2'. Si la courbe AJBCDE est «ne hyperbole (fig. 21) dont O'S, O'S' sont les asymptotes, la surface proposée ne peut-être qu'un hyperboloïde ; les parallèles OTet OT' à O'S et OS' sont des génératrice-^ de ôon cônt?
feSVDiptotiqne. Si parla droite OT l'une d'elle et le point F on iait passer un plan, il coupera la courbe ABC en lin pointunique M; la section MOF est une hyperbole dont OT estyne asympiole. Soit Tîe point dereucontre de MF et de OT^ on prendra sur MF, SIR ^TF, et RO sera la seconde asvnjptote de rhvperboîe MOF : celte nouvelle génératrice du cône asympiotique viendra rencontrer le plan ABC en uu point V; selon qu'il sera à j'extérienr ou à l'intérieur de la courbe ABC , l'iiy perboloïde n'aura qu'une seule nappe ou en aura deux ; dans tous les cas, la courbe menée par ce point \ semblable et concentrique à l'hyperbole ABC, pourra être considérée ccinme la base du cgiiq asymptotiqne dont O est le sommet.
3'. Enfin, si la courbe ABCDE est une parabole, la surface proposée est un hyperboloïde ; une parallèle OT aux diamètres de la courbe ABC est luie génératrice du cône asymptolicpje de la surface. Le plan OTF coupe la parabole ABC en un point M , cette section est une liyperboîe dontOT est une asymptote; on peut donc déterminer le cône asymptotique comme dans le cas précédent.
Les trois plans qui. par leur intersection déterminent le centre O de la surface demandée, peuvent être tels, qiie l'un rruelconqne d'entre eux soit parallèle à l'intersection des deux autres. Dans ce cas , le centre est situé à l'infini sur cette droite qui est un diamètre, et la surface est ïin paraboloïde.
1°. Si la courbe ABCDE est une ellipse, le paraboloïde est elliptique. Scit O' (fig. 22) le centr-e de ABC, O'O un des diamètres de la suiface^ le plan O'OF cou*
(65 ) pcra îa tourbe ABC en deux points M, N; cette section MINF est une parabole aisée à construire, connaissant trois de ces points M, N, F et la direction 00 de ses diamètres: soient PO, RO'S les diamùti-es des coarhes JVÎ.M' et APC conjugués à M?< ; la seclion PRS sera une auti-e parabole de la surface conjuguée à la Courbe >E\F et au pian ABC.
2°. Si la courbe ABCDE est une hyperl>olc , la surface doit être un parabt)loïde hyperbolique. Soit toujours O' le cenîrede ABC (iig. 23; , O^O la direction des diamètres» de la surface; par la ligne FO parallèle à O'O, on peut toujours fidre p&.,ser uo plan ijui coupe l'hyperbole eu deux pœnts M et N situés sur une même branche, la section résultante iWENF est une parabole dont on peut lâcilenient déterminer les élérneos.SoitiiO'le diiunùtre de ABCconjuguéà .MN, leplan RO'Oconpera lescourbes ABC, MTsF en des points ft, S et F: la section ilSP sera encore une pai^bole facile à construire. Soit Q h point où elle coupe O'O; si l'on feit descendre en ce point Q comme liomoiogue à Pia parabole ?,ÎPNF, son plan sen^ le conjugué des deux autres ABC, RSP.
3V Enfin si la courbe ABCDE est ujie paralxJe, son ase doit être nécessairement parallèle à la direction FO des dianièires du paraboîoïde. Si donc oniTiène un pl^n par deux des poiiits df)tinés F et G, et par lali.«ne FO il coupera la courbe ABC en un point M, la^scchon MFG sera une parabole facile à construire. Par un troisième point H on mènera un plan qui coupera la parabole ABC en deux points L etN, la parabole MFG eu deux autres P et Q; çt suivant que la section KLjNPQ
y 66) sera ou nne eïKpse ou iine hyperbole , on achèvera îa construction comme dans un des cas précédens.
Les plans qui par krir intersection déterminent le centre O, peuvent se couper suivant une même droite, alors la surface est un cylindre dont cette droite est Taxe ; dans ce cas, la courbe ABCDEdoit nécessairement avoir un centre , et peut être considérée comme la directrice du cylindre.
Enfin si ces plans sont parallèles , la surface ne peut être qu'un cylindre parabolique. Alors la courbe ABCDE ne peut être qu'une parabole dont l'axe est parallèle aux plans diamétraux de la surface. On aura la génératrice de ce cylindre, en menant par le point K un, plan parallèle aux plans diamétraux; il- viendra couper la courbe ABC en un point M, IVIK sera la génératrice demandée.
Dans tous les cas , les élémens de la surface que nous avons déterminés suOiront pour construire son plan 4iamétral conjugué à une direction donnée.
I *. Quand la surfece est un ellipsoïde, on connaît trois de ses diamètres conjugués PQ, M'N', R'S^ (fig. 19). Soit XOY le diamètre dont on demande le plan diamétral conjugué. La section M'OX a pour diamètres conjugués M'O et OT, intersection des plans R'OP, M'OX. ; elle est donc connue entièrement ; on peut y construire un premier diamètre OV conjugué à OX : par une construction entièrement semblable , on aura OU autre diamètre conjugué à OX situé dans la section R'OX ; le pian YOU sera le plan diamétral demandé.
2". Quand la surface est un hyperboloïde on connaît son cône asymptotique , lequel a le même plan diamé-
( ^7 ) Irai conjugué à la direcUon donnée que la surface demandée; alors la remarque du proLlème précédent donne le moyen de construire ce plan diamétral.
3*. Quand la surface est un paraholoïde, on connaît en un point S deux paraboles conjuguées , et une section ABCDE parallèle au plan tangent de Ja surface au point S, et dont le centre est sur le diamètre SO de la surface. Soit SX la direction donnée, on mènera un plan parallèle à OSX qui coupera la courbe ABCDE en deux points M et ]N , et l'une des paraboles conjuguées en un point P , on déterminera le diamètre de la section MNP conjugué à la direction SX. On répétera ensuite la même construction pour un autre plan toujours parallèle à OSX, L'ensemble des deux diamètres conjugués à SX ainsi obtenu, déterminera le plan diamétral demandé.
4*. Quand la surface sera un cybndre, on fera deu.v sections dans la surface parallèles à la génératrice et à la direction donnée; cbacune de ces sections sera l'ensemble de deux droites parallèles ; leurs deux diamètres détermineront leplan diamétral demandé. Si le cylindre n'est pas parabolique , une seule section suflit , tout plau diamétral devant passer par l'axe.
Problème V. Déterminer le centre et par suite trois diamètres conjugués d'une surface du second ordre assujétie à passer par quatre points sur un plan et cinq dans Vespace.
Soient A , B , C, D les quatre points qin sont sur un même plan; E, F, G, H, K les cinq autre?. Soient £', E" deux points quelconques du pian A , B , C , D ; par les neuf points A, Bj C, D, E'', F, G, H, K, on fera passer une surface (Problème IV)» une autre par les
(66) neuf autres A . B , C , D , F/", F, G , ÎI , K, On déterminera les plans diarnéti^ux de ces deux sur fa ces coii jiï^ués à la direction EF. Soit L leur droite d'intersection ; le plan qui , la contenant. , pa>»8era par le milieu de EF, sera liii plan diamétral appartenant à la surface demandée. On construira de k même manière les pkn s diaîiiéîraux de cette surface conjugiiés aiw cordes EG , EH: on aura alors trois plans dont llntersectîon sera le centre O de la smface. t<e pl^ir: AP»CD coupera cette surface sidvant une courbe dont le ceiitre O' sera Tin tei section de ce plan et an diamètre 00' conjugué à cette section : la droite OO est Fmtei*section de de\i?v pians diamétraux conjugués à deux diamètres parallèles au plan ABGD, plans qu'il est fèicile de construire au moyen des surfaces auxiliaires. Le centre 0' étant connu , la section ABCD s'en déduira aisément. On achèvera ensuite la solution comme dans le Problème ïf^.
Problè^îe \I. Déterminer le centre et par suite troh diamètres conjugfiés d'une surface du second ordre eissujéiie d passer par 7ie nf points donnés d'une mo" nière quelconque dans V espace.
Soient A, B, C. D, E, F, G, H, K hs neuf points donnée. Soient encore D', D'' deu.t points quclconf^es du plan ABC On fera |)asser uine swriàt^e par les neuf points A, B^ G; D'. E, F, G, H, K, ime autre par les îieul' points A, B, C, D", E, F, G, H, K, Au moyen de ces deux surfaces auxiliaires, on construira les plans diamétraux de la surface proposée conjugués aux cordes DE, DFj DG: leur intiersection donnera le centre O de la smface demandée. Le plan ABC cou})era cette sur*face suivant une courbe dont le centre 0' se consUwa
comme dans le problème précédent; recentre O'^ et trois points A, B,C, suffiront pour déterminer complètement cette section; le reste de la solution se fera iilors comme dans le Problème If^.
Telle est la question la plus générale que l'on puisse proposer sur les surfaces du second ordre. La Géométine n^^ lait usage tpie de la ligne droite et du cercle; et cela devait-ctre ainsi, puisque la solution algébrique dépend delà résolution de neuf équations du premier degré à neuf inconnues.
aS. 11 est à remarquer que, dans le problème dont nous venons de nous occuper, il n'est peut-être aucune des propriétés des lignes et surfaces du second degré que nous n*ayons énoncée ; aussi n'est-ce pas une solution totalement géométrique, puisqu'elle s'apjjuie sar des propositionîv que l'Analyse seulea pu faire connaître.
Ne pourrait-on pas conclure de li, (ju'un des principaux buts de l'étude des propriétés des lieux gé^métiitpies, est d'acquérir as^ez de connaissances sur les courbes et surfaces pour pouvoir les construire, ou du moins les déterminer complètement par la Gtorriétne, lorsoue l'on en domie un nombre siiilbiant de pouits.
Résolution graphique fJes ùqaations finales.
26. tJuautî'ebut non moins important de l'étude des propriétés des courbes et surfiices, c'est la construction des racines des é(p»ations. Une équation à une sejJe inconnue peut être considérée conmie le résultat de féliminatiou d'une ou de deux variables, entre des équations représentant des lignes ou des surfaces.
Fur exemple^ si Ton tait le qiiarré .v* ue Tinconnue,
égal au rectangle -py^ dans une équation du troisième ou du quatrième degré , 'elle sera du second degré en x eX.y\ et puisque rélimination de^ entre cette équation et :c"=/i'K conduirait à l'équation proposée, si l'on, construit les deux sections coniques représentées par les équations entre lesquelles se ferait cette élimination, les abscisses de leurs points d'intersection seront les racines de l'équation proposée
Pareillement, si l'on fait a;*=p/,j^*=y2 dans une équation du cinquième, sixième, septième ou huitième degré, on aura trois équations du deuxième degî-é entre tiois vajiables; et puisque l'élimination de j^ et de 5 entre ces trois équations conduirait à l'équation propo- £:ée en «, en construisant les points d'intersection des trois surfaces du second ordre qu'elles représentent, leurs abscisses seront les racines de l'équation proposée. Pour pouvoir résoudre ainsi graphiquement l'équation générale du huitième degré , d esi nécessaire de faire disparaître son deuxième terme j car x' ne pourrait devenir du second degré en a:, ^, z, par la supposition de x*=j>y et de^* = çz. Pareillement pour que cette sul)stitution puisse réussir à transformer l'équation générale du septième degré, en une autre équation du second degré à crois variables, il faut aussi faire disparaître son second terme et la multiplier par x.
37. Toute équation du quatrième degré peut être ramenée à la résolution dune équation du troisième; c'est ce que le calcul démontre de plusieurs manières. Cette transformation algébrique correspond au changement d'une des sections coniques qui construisent l'équaiion en un ensemble de deux lignes droites. En
( 70 effet, si Ton combine les équations fe deux sections coniques par voie d'addition , après avoir multiplié Ja première par une indéterminée m, la seconde par m', l'équation résultante sera de la forme
(ma -f m'a') x* + (mA -f- m'5') y'-K 2 (mc + m'c) xy -f- 2 (md-i- md) X 4-2 (me -f- m'e)y -|- 2(m/-f m'/') = o,
et représentera en général une nouvelle section conique passant par les points que l'on se propose de construire; si l'on exprime que ce nouveau lieu géométrique est l'ensemble de deux lignes droites, on aura une équation
de condition du troisième degré en —, élément delà com-
binaison. Lorsque ce rapport sera connu .. les deux lignes droites donneront par leurs intersections avec une des sections coniques primitives, les quatre points dont les abscisses sont les racines de l'équation proposée.
Nous verrons par là suite un exemple de ce cbangeinent , en nous proposant de mener une normale à l'ellipse par im point extérieur.
On peut trouver immédiatement la relation qui doit Her les coefficiens d'une équation du second degré à deux variables, pour qu'elle représente Pensemble de deux lignes droites, en observant qu'alors le centre du lieu géométrique est un de ses points; c'est-à-dire que les trois équations
Ax*' -f aBxy -f- Çy' -1- ^^^ + ^^y -f F = o ,
£j; 4-Cj + E ç=o, doivent avoir lieu en même temps. La première peut se mettre sous la forme
( 7= ) et se réduit, en \ei'tu des deux autres, à
Dx -|-^ E y -4* F = o ;
en sorte que l'équation de condition demandée, sera le résultat d e l'élimina lion de a; et de^- entre hx)is équations du premier degré. Par rapport aux ccefticieus, cette relation sera du troisiènte degié.
28. Pareillement pour ej^primer qu'une sutface du second ordre est un cône, il sufiit d'exprimer que le centre est sur la surface, c'est-à-dire que les quatre équations
Ax" -f Xy -t- AV + zBy-, -f aB'xz -}- zL^xy -f ûC»-f aC'y
-f- zC/'z -f- D r= c ,
Ax -\- h'y -f. B'z + C =0 ,,
B"x-4- A'y -h Bz-i-Cz=r.o,
ont lieu en même temps j et comniela première se réduit
Cx -f C'y -f Cs -h D = o ,
en vertu des h ois autres, pour trouver la condition de» mandée, d suilira d'éJinùner les variables -r, v, jç, entre quatre équations du prenuer déféré. L'équation résultante sera du quauième degié par rapport aiuc ccelficiens.
Si donc on combine par î'addilion les équations de deux surfaces du second ordie, après les avoir multipliées par les i n détenu icées/zi, m\ l'équation résultante 5era celle d'une troisième surliice, passant par la courbe
d'intersection des deux premières j et îe rnpport —7 dépendra de la résolution d'une équation du quatrième degré, si l'on veut que celte troisième surface &Oit une surface conique.
La Géométrie descriptive donne un moyen facile de construiie par points, les projections de la courbe d'intersection de deiui eones , et par suite, celles des j)oints d'intersection de trois surfaces coniques. La résolution graphique des équations des liuit premiers degrés sera donc complèlemtnt résolue, si Von peut ramener la recherche des points d'intersection de trois surfaces du second ordj-e, à celle des points d*intcr5;ect ion de trois cùncs. Or, c'est ce que la remarque précédente vend possible, au liioytn d't^quations du quatrième degré.
2g. Après avoir e:^primé analyticpement îe« conditionsqui peuvent exister entrelesdonnéesd'un problème, des raisonnemens justes indiquent toujours quelles sont les éliminations à eflectuer, les quantiu'*s à obtenir; et comme les méthodes données par TAlgèbre ne sont jamais incertaines quand il s'agit d'effectuer des éliminations, nous pouvons dire qae c'est la partie la moins embarrassante dans la recherche d'une sohaiion. Elle est Tinte rmédiaire entre deux points plus épineux pora^ le mathématicien 5 savoir, la mise en équation et la lecture géométrique des résultats de VAnalyse.
Les équations fmaies e^nriiiient des relations entre les données et les incoimues. Pour parvenir à les démêler, il y a des tactcirs communs àré'lahlir, des termes qtii ont disparu à ajouter, des e.spressions géométriques à reconnaître. Souvent même les transformations qu'elle fait subir au_x équations , ne peuvent se prouver que par ime sorte de Synthèse. Ufaut partir de l'équation transformée pour démontrer son identité avec la primitive. C'est par de semblables moyens, que l'Algèbre indiq^ie quelquefois l'enchoit sur lequel on doit interroger la
(74) Géométrie, pour obtenir une solution déduite de fa seule considération de ses théorèmes. Pour en donner un exemple, proposons-nous de traiter par l'application de FAlgèbre à la Gé<imétrie le problème suivant.
Problème. Trouver sur une circonférence donnée Un point X (fig. 24) tel^ qu'enjoignant ce point à deux autres A et B donnas, les lignes AX^ BX coupent la circonférence en deux points Cj C^ situés sur une parallèle à AQ^
Dans le problème de la page 5S nous avons résolu cette question dune manière plus générale, puisqu'au lieu du cercle, nous avons considéré l'eUipse; nous sommes amvé à une équation fmale qui, dans le cas particulier du cercle, se réduit à
ût, ^, a^, C sont les coordonnées des points A et B. Cette écpiation indique une ligne droite à construire pour im nouveau lieu géométrique du point demandé, dont les coordonnées sont x' .y .
On peut déduire de cette équation une solution synthétique du problème. En effet, si l'on suppose AX=^, BX^cT, que l'on désigne par ^ et ^ les longueurs des tangentes au cercle donné, menées par les points A et B, on aura
«» 4- C" __ Rî = f«^ «'» -f- r* — R» = t"
et par suite
y, -f. x';i = i (R* 4. a» + Ç» — rf' ), y'S -f x'x = i ( R» 4. -t'» -j- C'» — d%
La substitution de ces différentes valeiirs dans l'éqna
( 75 ) lion (6) , Jormera
t<^—d' t'^—d"^ ^, , d tF d i = 7- — , d ou - -^s: -r ou -f, =: -;.
Le l'apport des longueurs AX, BX est ainsi déterminé; d'ailleurs une proposition géométrique connue, donne un cercle facile à construire, pour le lieu géométrique
de tous les points X, tels que le rapport g^" ^^^^ constant. Le point demandé sera donc donné par l'intersection de deux cercles.
Des considérations purement géométriques conduil'aient au même résviltat que l'analyse précédente , car ona, soit d'après la nature des données, soitd'après celle de l'énoncé,
AC :BC':: AX:BX
d'où l'on déduit aisément
AX AC_ f*__AX*
d» \ r t AX
OU eniin p = ^ .
I^' Analyse algébrique indique ici à la Géométrie la solution la plusdirecte de la question proposée. Onpourrait en eliet trouver d'autres moyens de construction, en taisant remarquer l'identité du point demandé avec celui de contact d'un cercle tangent au cercle donné, passant par les points A et B. Mais cette transformation de l'énoncé ne donnerait qu'une solution indirecte.
Le plus souvent , l'étude des équations finales ne fait qu'indiquer le moyen de simplifier la construction des lignes dont les intersections doivent donner le point
demandé. C/est ordiiiairemeîit. par des considérations géométriques j que Fon vient à bout de cette simplification. On peut donner un exemple de cette siiupiifieation, sans s'écarter delà question prérédenie. Supposons en efî'et ou'il faille que la droite CC, au lieu d'être parallèle à AB, aille passer par un troisième point D. Dans ce eas, nous résoudrons ce nouveau problème; Inscrira dans un cercle donné un triangh dont les côtés soient a&sujétis d passer chacun par un point donné. Ce n'est qu'uji cas particulier du problème de la page 58, et cependant on ne j:»eut arriver qu'à simplifier de même la construction de l'équation finale.
Les opérations que l'on fait subir aux équations filiales, pour simplifier la consfraotion des lieux géométriques, ne les laissent pas toujours tels qu'ils se présentent. Très souvent au coDtraire, une certaine combinaison des différentes parties du résultat, donne une nouvelle ligne plus facile à construire que les primitives. C'est ainsi qu'en traitant parFAnaly se algébrique le problème de mener une tangente à un cercle donné par un point extérieur, on obtient d'abord outre celle de la circonférence donnée , Féqnation d'iuie ligne droite autre lieu géométrique des points de contact; combinant ensuite cette nouvelle équation avec celle du cercle donné , on parvient à trous er un autre cercle facile à déterminer de grandeur et, de position, sur lequel doivent aussi se Iroitver le^ mêmes pomts de tangence.
Transformations des coordonnées.
3o. Si les constructions à effectuer, maloré toutes les rccherciies que l'on pounait làire pour Jes abré^sr,
( 77 '^ étaient encore trop compliquées, on pounait placer les données par rapport aux. axes coordonnés, de manière à faire disparaître le plus grand noniLre de lignes relatives à leur position arbitraire. Mais alors la constractioa n'a lieu que d'après ces seuls axes principaux; il est vrai qu'ils ont souvent des position s tellement liéesà lafigure proposée, qu'une construction par les ordonnées et lesabscissciî , peutquslqiietbis se démon tfeu' s^nothétiquement.
La position la plus avantageuse n'est pas toujours évidente. On ne 5;ait pas toujours (pieiles lignes iJ faut supposer nulles ou égaies en grandeur, quelles directions doivent être perpendiculaires; parallèles aux axes coordonnés, ni mêtne quel doit être l'angle de ces axes. 11 faut alors chercher par la transformation des coordonnées dont les formules contiennent des indéterminées, <juelles sont les valeurs de ces constantes arbitraires qui coiTespoudent au but propose.
Le changement du système des axes est d'une grande uùlitépour dé^oilerles secrets de l'Analyse. La discus- <lou complète des lieux géométriques , la détermination de certains points particuliers, la démonstration, de l'identité de certaines lignes , enfin beaucoup de recherches précieiiRes, ne sauraient s'effectuer sans le secours de la transformation des coordonnées; il est m.ême des problèmes qui semblent ne pouvoir être résolus analytiquem^eut que par son emploi. Tel est celui qui suit.
Problème. Trouver le lieu géométrique du. point d'intersection de deux droites tangentes d une courbe du second degré , et perpendiculaires entre elles.
Je suppose d'abord que la courbe ait un centre ; son équation, rapportée à deux axes rectangulaires, sera de
(78) la forme
(i) 771X* + ny» = i;
Soient aeib les coordonnées du point I d'intersection des deux tangentes que je désignerai par T et T'; X, Y les cosinus des angles que forme la droite T avec les axes AX et A Y; X', Y' les cosinus de ceux que la deuxième tangente T' forme avec les mêmes axes- x'^y' les coordonnées variables par rapport aux tangentes IT, IT' recta ngidaires considérées comme axes ; toutes ces quan^ tités seront liées entre elles par les relations
x^Xx' + y'^ + a', ^==:Yx'-4-Yy-f-* (a), X' + X"=i. Y«-f-Y'*==i, XY-fXY' = o (3).
Si l'on élimme x et y entre les équations (2) et (i),
l'équation résultante
y'{mX'''\' »Y») + X ^CmX" -f nY') -f aa^^'(mX'» -f- nY'} -f. 2y(maX'-|-7tèY')-}-ûx'(maX-f n^'Y)+(ma'-f-w3*-.i) — o,
exprime la courbe rapportée aux axes TI, T'I. Puisque cette courbe doit être tangente aux nouveaux axes, il faut qu'en faisant dans son équation j'' =: o , ces valeurs de x' correspondantes soient égaies, ce qui donnera l'équation de condition
mn ( b'X^ -f- a*Y» — • aabXY) = mX* + nY* ; il (ànt aussi qu'en y faisant x'^=o, les deux valeurs de y' soient égales, ce qui donne une nouvelle équation de condition symétrique de la précédente
mn ( b*X'* -4- c»Y'« — aaiX Y^ ) =:mX'» + nT^; en ajoutant ces deux équations . l'équation résultante se réduit, en vertu des relations (3), à
cette dernière résout le problème. On y voit que îe lieu
( 79 ) géométrique demandé est ud cercle concenlriffue à î?i courbe donnée par l'équation (i). Si cette courbe est
une ellipse, les quantités —, - seront positives et égales
à A', B», A et B étant ses demi-axes , en sorte que le rayon du cercle sera l'bypoténuse d'un triangle rectangle dont A et B seraient les côtés. Si l'équation (i) représentait im cercle , le cercle (4) aurait pour rayon la diagonale du quarré du rayon donné, ce dont il est aisé de s'assurer d priori par la Géométrie simple. On l^erra aisément que si l'équation (i) représentait une
liyperbole, une àes quantités ~, - étant négative, sui-
vant que l'angle des asymptotes dans lequel se trouve la courbe, sera plus petit , égal ou plus grand cpi'im droit, le lieu géométrique sera un cercle, se réduiia à un point, ou n'existera pas.
Si l'on répétait les mêmes calculs, en supposant quela courbe donnée fîit une parabole, on trouverait sa directrice pour le lieu géométrique demandé; d'ailleurs, en considérant la parabole comme une ellipse dont les
axes A et B sont infinis, et le rapport — fini et égal à j?,
on prouve aisément que le cercle (4) se réduit à une ligne droite, c'est-à-dire à un cercle de rayon infini, ou dont la courbure est nulle. En efifet, l'équation du cercle rapportée au sommet de l'ellipse est
et donne/>4-3û = o lorsque -^ = o, - =/?. Ainsi on peut conclure généralement que si le lieu géométrique
( So )
demandé existe, c'est un cercle concentrique à la courbe du second degré donnée.
Par des calculs identiques auxprécédens , on peut résoudre les deux problèmes sid\ ans.
Trouver le lieu géomctrique de l'intersection de trois pUtTi s rectangulaires tangens â une surface du second degré.
Trouver le lieu géométrique de l'intersection corn-* jnune de trois droites rectangulaires tangentes à une surface du second degré.
Si l'on suppose que la surface soit représentée par i équation
ces lieux géométriques seront
pour le premier ;
\îi p/ ' \m p/ \m nj mn pn pm
pour le second. En sorte que si la surface du second degré était un ellipsoïde aux axes 2A, liB, 2C, les lieux géométrique-i lui seraient concentriques; le premier représenterait une sphère de ravon V A'**+-B*-t-C* et le second Feiiipsoïde qid aurait pour axes
L'ellipsoïde donné poun'ait se réduire à une splière de ra von R ; alors les (ieux lieux géométriques seraient deux sphères con cent riqîies entre elles et la proposée ^ l'une
de ravon R V 3; l'îii^^trc de rayon R V|.
(8. ) Symétrie.
3i. Il feut remarquer dans la solution précédente, (pie la symétrie de quatre équations entre les quatre mconnues X , Y, X', Y', a suffi pour les éliminer toutes, et obtenir une é({uation finale indépendante de ces inconnues.
En général, la symétrie entre les données d*un problème abrège, diminue, les travaux du calculateur j on ne saurait rejeter un principe qui fournit des moyens d'élimination si rapides, qui simplifie les immenses résultats de l'Algèbre, et seit à les démontrer, à les énoncer de la manière la plus élégante.
Ilarrive quelquefois qu'un problème misen équation, établit une symétrie réelle entre les données et les inconnues. Cette symétrie remarquée, étudiée avec soin , met la solution demandée sous la puissance du calcul ^ pour ainsi dire au moment où il s'y attend le moins.
Pour donner un exemple de ces heureuses rencontres, je me propose de résoudie le problème suivant par la Trigonométrie.
Problème. Construira un triangle équilatéral gui ait ses sommets sur trois circonférences concentriques de rayon donnés.
Soit ABC (fig. a5) le triangle demandé, x son côté, O le centre commun des trois cercles donnés, OA =« , OB=:ô, OC:=c leurs rayons. L'un des angles égaux du triangle équilatéral, l'angle BAC par exemple, est égal à la somme ou à la différence des deux angles CAO, BAO, dont les cosinus sont
e„,CA0 = 2l±^^i. co. BAO = '• + "•-»
aox a^ •
(82 ) on a donc réquation
arc ( cos = — ] 3: arc f cos= ) ir:= = o,
\ s.ax J \ aux J 3
Cette équation est symétrique en a et x. On déduit de cette remarque , que si les trois circonféreûces concentriques avaient pour rayons b,c, x, a serait le côté du triangle équilatéraî demandé; si donc on inscrit entre les deux circonférences de rayon b et c, ime droite ÎVI]N = a, que l'on construise sur cette ligne un triangle équilatéraî MINP, la ligne inconnue x sera égale à la distance OP du sommet isolé de ce triangle équilatéraî au centre commun des cercles donnés. Il est aisé de voir qu'il y a deux solutions, c'est-à-dire, que l'inconnue x est susceptible de deux, valeurs. Deux constructions sem- Llables auraient encore été indiquées si l'on avait considéré l'un des angles ABC, BGA.; et comme les trois triangles IVINO de ces trois constructions ont les cotés égaux, on en déduit la proposition suivante.
Théorème Si sur les trois côtés d'un triangle ABC (fig. 2Cy),oncG7istruit des triangles éqnilatéraux ABM^ ACIN, BCP, les lignes AP, BN, CM serc-nt égales.
Et en eôét , par un raisonnement semblable à celui dont on fait usage dans la proposition du quan^é de l'iiypolenuse, on prouverait que les triangles ABN, ACM sont égaux ainsi que les triangles ABP, MBC, que par consécpieîit BP^' = AP=CM.
Il est d'ailleuj's très aisé de voir que ces droites se coupent en un même point. En effet, si nous considérons la droite AP, elle coupe en un point O le cercle CPB, partage l'arc CPB, et par suite l'angle BOC=:| d'angle droit en deux parties égales- d'où il suit que BOA
(85 ) =COA ={, que les Hgnes CO, BO opèrent pareiUement la bisection des angles AOB , AOG, qu'elles passent donc par les points M et N milieux' des arcs AMB, AjNB appartenans aux cercles AOB, AOC J es droites AP, BN, CM se coapeatdoncen un mémepoi^nt
i U. U après cela, il est aisé de résoudre le problème
I suivant,
Problè^. Trouver sur le plan d'un triangle un point d'où ses trois cotés soient vus sous un même angle.
C'est aiusi que la Synthèse en démontrant un théorème que l'Analyse à trouvé, en fait une proposition asolee, d ou peuvent encore découler plusieurs autres propositions.
Méthodes indirectes.
32. Une des preuves les plus incontestables de la richesse , de la généraHté de la Géométrie , c'est sans contredit le secours qu'elle tire des sciences qui lui doivent sinon leur naissance, du moins leur accroissement et îeurclarté- carsila science del'étendue prête ses figures aux autres sciences exactes et naturelles qui les considèrent à leur manière, soit avec la rigueur des démonstrations, soit avec l'incertain de l'expérience, elle peut souvent déduire de ces nouvelles considérations qu'on lui croit absolument étrangères, des principes à démontrer, quelquefois même les points de départ des ■ plus belles théories.
' La Mécanique est sans doute la science qui promet le plus de découvertes à la Géométrie; la Statique emprunte souvent sa synthèse, ses principaux théorèmes,
et hii donne en échange, soit une nouvelle démonstration d'un principe déjà connu, vSoit la solution d'un problème dont elle a traduit Ténoncé dans son propre langage. C'est ainsi qufr la recherche du centre de gravité d'un triangle , prouve que les lignes qui joignent le* sommets et les miheox des côtés opposés, se coupent toutes trois en un. même point. Quelquefois la j^cience de l'équilibre se fa it un jeu des problèmes les plus difficiles de la Géométrie, et va quelquefois de pair avec les calculs les plus élevés de l'Analyse ajgébricjue-
Les maxima etminima des distances ou des sommes de distances, sont sauvent l'écueil de la Géométrie» de l'Algèbre même; et beaucoup de problèmes sur les extrêmes grandeurs resteraient sans solution , si le calcul infinitésimal ne s'en était occupé. Un des grands avantages de la Statique dans ces sortes de questions , si toutefois elle peut les traduire, c'est défaire connaître les relations que les conditions entre les longueurs établissent entre leurs directions respectives, car il n'est pas d'équilibre qui ne soit du autant à la direction des forees » qu'aux rapports de leurs intensités. Comme cette transformation des lignes aux angles est souvent très difficile à trouver parla Géométrie simple, il n'est pas étonnant qu'elle se présente alors inférieure à la Statique, comme on peut le voir dans la solution suivante.
Problème. Trouver un point tel, que la somme des distances de ce point à trois points donnés soit un minimiim.
Si l'on suppose trois anneaux fixés aux points A, B, C (fig. 27) , et un quatrième attaché au point O extrémité d'une corde , laquelle passera successivement par
(85) ies anneaux fixe B, A , par l'anneau mobile O, et enfin, par le quatrième fixé en C • il est évident qu'une force quelconque qui tirerait le cordon suivant CM, sera en équilibre avec la résistance des anneaux fixes, lorsque la somme des cordons partieb sera un minimum; le point demandé est donc la position de l'anneau mobile O, lorsque l'équilibre à lieu. IVlais les cordons partiels AO, BO, CO doivent être tendus également; l'anneau
0 est donc tiré suivant ces trois directions par des forces égales; si donc l'équilibre à Heu enti-e ces forces, il faut qve U du-ection de l'une quelconque d'entre elles divise
1 angle des deux autres en deux parties égales , ou ce cpii revient au même, qvie les angles ACB, AOC, BOC soient égaux entre eux et aux quatre tiers de l'angle «Iroit.^Le point demandé sera donc l'intersection de deux'segmens capables de >- d'angle droit, construits sur deux deà côtés du tr langîe ABC, Le dernier problème du ebapitre précédent donne encore un moyen de déterminer le pomt O.
ïl pourrait arriver que Tun des angles du triangle, Tangie A par exemple, ftU plus grand que | d'angle droit, alors K construction ne serait plus possii>le. Mais il aisé de voir que le point demandé serait ie sommet A lui-même. En effet, si l'on conçoit que ce point soit toujours situé .nir la ligne AO, le point O intérieur au triangle ABC satisfera toujours au problème, même si le point A se confondait avec lui, c'est-à-dire si l'angle A était égal à f d'angle droit: à plus forte raison ce point Asera-t-il encore la solution du problème, lorsque l'angle A sera plus grand que f d'angle droit.
Par une supposition entièrement semblable, on prou-
( S6 ) verait que le point qui jouil de la propriété de donner un minimum pour la somme de ses distances, à autant de points fixes que l'on voudra, est celui autour duquel seraient en équilibi'e autant de forces égales dont les directions serait, assujéties à passer chacune par un des points donnés. On peut exprimer analytiqueraent que l'équilibre a lieu relativement à tes mêmes directions, car on doit a\ oir en désignant par X, Y, Z les angles que forme l'une d'entre elles avec trois axes rectangulaires quelconques., par XV Y', Z'ies mêmes angles pour une seconde direction , et ainsi de suite
(i) cos X 4- cos X' -4- cos X* -{- etc. = 0 , cos Y -f- cos Y' -f- C03 Y" -i". . . = o , coa Z -f- cos Z' -f- cos z* -f- . . . =0.
Si les points donnés sont situés dans uu même plan, l'équilibre sera enîièrement exprimé par les deux premières équations. Si de plus les points se réduisent à trois, on aura
cos X -f- CCS X' = — cos X*, cos Y -f- cos Y' = — cos Y".
Ajoutant les carrés de ces équations et observant que cos*X -j- cos*Y = 1 ,
COS»X'-f C03»Y'= 1 ,
coa^X''+ cos'Y" == 1 , et cos X cos X' -f- cos Y cos Y' = cos Y,
Y étani: l'angle formé par les directions OA et OB, on trouvera 2cos V «4* i = o; l'angle V est donc effectivement égal à f d'un droit.
Si les points sont au nombre de quatre, toujours daas un même plan, les équations
coa X -f- CCS X' = — (cos X" •+- cos X*) , CCS Y 4- cos Y' = — ( cos Y" -f cos Y"} ,
{ 87 ) dont on déduit en ajoutant leurs quarrés
cos Xcos X'-h cos Y C03 y'= cos X" cos X- + cos Z'cos Z'",
indiqueront pour le point demandé, le point d'intersection des diagonales du quadrilatère.
Le Calcul infinitésimal donne aussi les équations (i). En effet, si a , ^ , ;^,, a', ^', y, etc. , sont les coordonnées des points donnés, x, y, z celles du point cherche, la somme des distances sera
et devra être un minimum. La différent la t ion successive par rapport aux trois variables, donne des équations identiques avec les équalions (i) trouvées précédemment.
33. Nous avons à peu près passé en revue tous les moyens que le géomètre peut employer dau^ la solution des problèmes. Il est vrai que nous n avons lait qu'effleurer plusieurs d'entre eux , pour nous attacher aux principaux 5 peut-être même ceux que nous avons négligés, ont Us une marche plus difficile à suivre que les autres. Mais le degré d attention que Ion doit apporter à un sujet quelconque doit toujours être proportionné à son degré d'utilité.
Nous aurions peut-être dû approfondir un peu plus cette méthode mixte, où des considérations purement géométriques fournissent des équations étrangères à l'Analyse deDescartes. La recherche de ces sortes d'équations officies mêmes difficultés que la Géométrie simple; et SI leur résolution ne dépend que de l'Algèbre, elh entre souvent pour la moindre partie dans la solution des problèmes. On peut d'ailleurs appliquer à la fois à
(88) cette méthode mixte, les principe? qne nous avons énoncés en traitant séparément des méthodes simples qu'elle renferme.
Je ne ferai que citer pour exemple la théorie de la cristallisation si élégamment traitée par son auteur. De simples considérations géométriques Tont conduit à ses calculs, et cette méthode ofire ici ce grand avantage, qu'en ne perdant pas, pour ainsi dire, la Géométrie de vue , il est phis facile d'interpréter à son profit les résultats de l'Algèbre.
34. Ce n'est pas que cette théorie ne puisse se calcu- Icj' par abscisses et ordoxmées ; cette manière d'aborder îa question côre même de son côté de grands avantages. Mais peut-être serait elle ia&uÛisante si l'on chercliait à connaître les rapports des longueurs, plutôt que les angles des cristaux Peut-être aussi ce nouveau calcul e3.igerait-il des connaissances mathématiques un peu plus grandes, du minéralogiste qui voudrait étudier cette théorie, et que peur reniédier à cet inconvénient les méthodes les plus élémentaires sont toujours préférables.
Cependant , pour prouver que l'Analyse de Descartes n'est pas incapable de traiter une des plus belles applicatioric: du calcul à la Géométrie ^ je vais indiquer la marche que l'on pourrait prendre. Si je réussis à donner une analyse simple et facilement apphoabie, je m'applaudirai d'avoir jfeit rentrer sous le domaine d'un calcul qui doit être général, im sujet qui semblait le fiiir Et si, malgré mes tentatives, ce calcid se trouve compliqué, on ne poun-a du moins rien conclure contre î» généralité de son application.
(89) Préliminaires.
Les axes que nous considérons serout obliques; nous désignerons par a, ^, > les angles YAZ, XAZ, XAY. L'équation du plan sera toujoui s mise sous la fomie
les quantités m, », p que j'appeilerai les paramètres du plan, représenteront alors les djistances de l'origine des coordonnées auA points où, le plan vient rencontrer les axes des x, desj^ et des z
Dans ce système d'aies, la distança d'im point dont les coordonnées sont x, y^z à rorigine , est exprimée par la formule
D* = x*-4"V*-t-i*-t- <ï>zcos-4-2rzcoâ»-|-axy cos>; et pom* avoir la distance entre deux points dont les coordonnées soient x. y, z pour le premier, x', y, x' pour le second; ii suûiLd'y changer x^y, z en [x — x'\
Cette formule peut se démontrer ainsi qu'il suit.
Supposons par le point M (fig. 28), MJP parallèle à AZ, Kî à A Y et menons APA'. Le triangle APM donnera
r>» —*• 4- apV 2& . Ip cos mpa'.
Mais le triangle APQ donne
AP = a:* -f- y* -f a^' cos y > et la projection de AP sur AZ étant égale à la somme des projections de AQ et de QP, on a AP cos MPA' y= X cos ^ -\-y cos a.
Substituant ces deux valeiu-s dans D% la formule préoédemment énoncée sera démontrée.
(90) La foraiiile qui donne le cosinus de Fangîe que forme les deux droites, dont les équations sont 5? = az, v = bz pour la première , et x:=sa'z 5 j' = è'z pour la seconde , est alors
-, i-ha*' -hbC-h (ni'-f-rt'/j) cos v + (i -f- h') ces «-f- (a -f- a') cas C tos V s^ . . .- — . .
y i-i- a» -i- b* -h'^ab cos y-i-ia cos C-h 2ècosaV^i + a'»-f- i/* -f-etc.
Pour la démontrer, soit pris sur la première droite im point M aux coordonnées x,y,z, et dont la distance à i'orig^ine soit l'unité j soit également pris sur la seconde droite un point M' aux coordonnées x', y\ z , tel que AM' = AM = i . Le triangle MAM' donnera cos V
2 — MM' c? 1 • 1 1 1 *
= . substituant la valeur de JVJM' en fonction
àest.y.z, x' , y' , z\ et observant queÂ^Ï=:ÂM'= i, on aura
cos Y= \_z2!-\-xx' -\-yy -f- {xy' ^y x) cos y -f- {yzl-^-y'z) cos a
-j- {xz! -f- xz) cos«.
Si dans l^s équations qui expriment que AM == i , AM'' = i , et dans cette valeur de cos Von lait x=az, y:=hz^ x'z=.az',y'^=^b'z', ces équations ne contiendront plus que z et z'-, et si l'on élimine ces deux quantités , le résultat sera la formule à démontrer.
Pour trouver Téquation d'une droite perpendiculaire à im plan , il suffit d'exprimer que la droite est perj>endiculaire aux traces de ce plan.
Soit (i) x = az^y:=zbzy les équations inconnues de la perpendiculaire, et
celle du plan donné; sa trace sur le plan desj/z a pour
équations xz=:o,y:=^ z-^n. On exprimera (jp.i'ene
est perpendiculaire à la droite (i),en exprimant que
cos V est nul , lorsqu'on y fait a' = o , 6' =— • - , ce qui
donne entre a et ^ une première équation de condition
( - — - cos« ) 4-a(- C06ta cosy ) -f- b f -cos« l = o.
On peut en déduire l'équation exprimant que la droite (i) est pejpendiculaire aune autre trace du plan, en y changeant les lettres b,C et n., en a^ oL^rn, et réciproquement, d'où
( COsC )-f-^f — COS«f cosy ) -f-ûf -COsC J::=0.
\m p y \Tn p / ' \m p/
Ces deux expiations donneront les valeurs de a et ù y et les équations de la perpendiculaire au plan seront connues.
Pour calculer les équations d'une perpendiculaire à l'un des plans coordonnés, par exemple, au plan des xy^ il suffira de fane dans les relations précédentes
— = o, - = o, ce qui les réduira à
d'où bz=
a cos y + ^ + coi « = o , a-^b coj y -f- cos Ç z±T c ,
cos a. — cos te cos y
sm-'y
cos C cos * cos y
sin^y
Si a=:^ = ^, ces valeurs se réduisent encore à
1^ cos «
J -f- cos et
JSous rappellerons que l'angle de deux plans est le
f 9=» ) même que celui formé par deux perpendiculaires à ces plans, et que celui d'une droite et d'un plan, est le complément de Fangle de cette droite et de la perpendiculaire au plan„
Du paraîïélipipède.
Supposons d'abord que la forme primitive soit un paraîïélipipède quelconque dont les arêtes soient A, B, C, et les angles &, ^, ^. Prenons les axes parallèles aux arêtes. Les huit angles solides formés par ces axes correspondent aux huit angles -Solides du cristal. De sorte que si Ton veut considéier un décroissement sur un de ces angles , il suffira de considérer la fùce qui en résulterait sur l'angle à l'origine qui îui correspond. ÎNous supposerons toujoijif s ies plans de décroissemens menés par cette origine parallèlemeat à leur direction ; supposition qui nous est permise, pmsque nous ne voulons calculer que les angles de ces différens plans.
Voyons maintenait comment nous feroos pour trou- Ter l'équation de ces plans. Considérons l'un des angles solides du cristal, par exemple, celui qui correspond à l'angle de l'origine dans lequel les coordonnées sont positives. Le décroissement sera le plus générai possible j s'il a lieu par une ioustraction de m fois î'ar été A suivant AX , de 7i fois Taréte B suivant î'ajte A Y, et àep fois Taréte C suivant l'axe AZ, les trois nond^res m,n,p étant différens; d'où il suit que les paramètres delà iàce résultante de ce décroissement, seront proportionnels à niA, nB, ^?C. L'équation d'un plan qui lui serait parallèle, mené par l'origine sera donc
(93) Si le décroissement avait lieu sur un autre aogle solide du cristal primitif, il faudrait pareillement considérer l'angle à l'origine qui lui correspond. Pour comprendre tous les décroL«isemens dans une seule équation, il sufiit d'indi(juer que les paramètres sont susceptibles de cl^anger de signes , ce qui donnera
mA nB pC Si 1p décroissemeot est du genre que M. Haiiy à nommé intermédiaire, les nombres m, riy p sont tous diliérens ; s'il a lieu sur un angle sans être intermédiaire , deux de ces nombres sont égaux ; enfin , si le décroissement a lieu sur vme arête, un des nombres tw , n^p est infini , et l'équation du décroissement est de l'une quelconques des formes suivantes
mA
mA
nB
L'axe du cristal est ordinairement supposé parallèle à l'une des arête» j quelquefois il joint deux sommets
aigus j et ses équations sont alors de la forme -^-=5 =^'
L'angle qu'une Êice de décroissement fait avec l'axe, est complément de celui que fait cet axe avec une perpendiculaire à la &ce. L'angle de deux faces est le même que l'angle formé par deux perpendiculaires à iems plans. Les formules préliminaires dormeront le moyen de calculer ces angles s'il en est besoin. Enfin, si l'on •veut calculer les angles plans d'im cristal, on cherchera
( 94 ) les angles formés par les droites , intersections delà face que l'on considère et des faces adjacentes.
Cette méthode a cela d'avantageux que l'on peut troiwer immédiatement l'angle que fait telle face d'un cristal secondaire, avec telle face d'un autre cristal, pourvu que l'on connaisse les décroissemens qui font naître ces deux faces.
Applications.
Si le cristal primitif est un parallélipipède rectangle, les cosinus des angles a , C, ^ sont nuls. Les formides préliminaires se simplifient singulièrement, aussi le calcul des angles est-il beaucoup plus simple.
Si le parallélipipède est un cube, on a de plus A= B =C, et l'écfuation d'un décroissement quelconque est de la forme
la valeur de cosinus Y est
cos V s=-
V^i + a^ H- è V 1 + a'* + ^'** les éc[uations d'une perpendiculaire au plan
sont x= — z, v=^e.
Proposons-nous de calculer l'angle de l'octaèdre régulier, cristal secondaire provenant d'un décroissement d'une rangée en largeur et d'une en hauteur sur les angles du cube. Il suiHra de fairep=:/n=/z=3 13 les
(95 1 équations de deux, laces adjaceutes seront
Si a et 6, dans la valeur de ces V, appartiennent à la perpendiculaire au premier de ces pians, leur valeur sera + i . Si a' et b' appartiennent à la perpendiculaire, au second leur valeur sera — i, en sorte (jue cos V=^ .
Pour calculer l'angle plan on observera que la l'ace
est adjacente aux deux faces
ar--^-î-a = o, — jc-f-^ -f- î = o; son intersection avec la première a pour équations
son intersection avec la seconde
Si donc on fait dans cos V, a = — i , bt=.o^ a' = o b'=-- I, on aura cosy = ^, d'où V = ~;eteneflet, chaque face de l'octaèdre est un triangle équilatéral.
Le dodécaèdre rhomboïdal provient d'un décroissemeut d'une rangée en largeur, et d'une en hauteur sur les arêtes du cube. Les équations Je ses faces seront
x±.y = o, x±iz=zo, y:izz=zo,
et il y aura deux angles à considérer, celui que font les faces
a;-f-2 = Oj X — a = o,
et celui que font celles représentées par les équations
(96) Les équations des perpendiculaires aux deux premiers plans donnent a =1, b = o, a'=:— i, 6'=o, d*où cosY=o, V= loo*.
Les équations des perpendiculaires aux deux autres plans donnent a= i , 6=0, a' =o, b'=- 1 , d'où cosV = -i-, V = 66'f.
Quant à Tangle du rhombe, on observera que la Êice ar— j'ssso est adjacente aux deux autres «-4" 2 = 0, je — jsc=oj son intersection avec la première a pour équations .r'-|-«=*o,j'-j-z=o, son intersection avec la seconde a?— r = o,j^ — z=o. Donc, en supposant a=— i,6=— i,a'= i,6'=:i, on aura pour cosV,|. On pouvait prévoir ces résultats en observant que le dodécaèdre peut provenir d'une troncature tangente à tous les angles de l'octaèdre.
Le dodécaèdre pentagonalde la Minéralogie, provient d'un décroissemfflit d'une rangée en largeur et de deux en hauteur sur les arêtes du cube. Ses faces auront pour équation
_i_y -i_* _i- ar
zi:-i = o, x±:-=o, y±:-=o.
Les angles formés par leurs plans sont de trois espèces. Le premier, formé par les fîices z -f- - = o,z — -^-szso^ donne cosV = — f. Le second, formé par les Ëices z-f- i-=co, flp-|--=o, a pour cosinus |j et enfin, le
troisième, formé par les faces x-f--=o,5p— -=o,a pour cosinus j.
Les angles du pentagone sont pareillement de trois espèces. Le premier est formé par les intersections du
(97 ) plan T — -==0, el des deux autres jz=t:-^ = o, k.s-
queJlcs ont pour équalions x=^z,y.=:2z, xz=:~ z j/=: — 2Z) faisant donc «==î, 5 =-2, «'=^=^,0'= — 2.
on aura pour îe cosinus de cet au^le ces >'=:= l._ L»
deuxième est formé par les droites d'iiAtersection du plan X — ^ = o j et Aqs deux autres :; - — -- = o , v-f-^^—Q
lesquelles ont pour équations *= | s , j-'= 2z .r y = — ; 5: ; les hypothèses a = a' = | ^ ^î =; 2 , ^':::= donnent cosY== — ^. Enfin, îe troisième est il.rrné
par les ijitersectlons du pian x — |=o, avec les autres
plans ,r -f- ~ = o , jK -4- ^ =:: o : ces intersections ontpour
équationsx=o,r=ir,.T=ic,jK=— is,etlecosV devienl — --'-_-^, e« y supposant ht=z^, «'==:-!•. ^,'^1.
Les plans du dodécaèdre penîagonal et ceux de l'octaèdre donnent par leur ensemble l'icosaèdre. On parviendra aisément à calculer les angles de ce solide, puisque l'on connait les équations de toutes ses laces: je me dispenserai de les c}jercîier, et de calcider pareillement les élémens du trapézoèdre solide qui peut dériver du cube par un poinîement à trois faces sur les angles. Mon but n'est pas de donner îa théorie coni- })îète de la Cristallographie, mais seulement de laisser entrevoir comment onpourrait la développer au moven des calcids précédens.
SileparaliélipipèdeestdugenredeceuxqueM.Hauv a nommés rhomboïdes . on a a = ^ ==: ^^ et A =B= C, L'équation générale des décrois^emens est
(9») la formnie cpi donne Fangle de deux droites donue
co^V
Les ,éqijat ions d'iaïc perpendiculaire au plau
m n p rn cos et
sont î^ = "inrjrï — zt" ""'
p 771 n p cos cf.
n m p nco^a
p m n p cos a
Les troncatures sur ies sommets auront pour équation
Si^Z -L -=:o: celles qui ont lieu s\.\r les angles laté-
vaux seront représentées par les trois équations
TU rt- p
L'axe du rhomboïde a pour équations jr=r^=sr. Pour que les troncature;? latérales lui soient parallèles, il faut Gue leiws équations soient satisfaites par les hypothèses
a;=::=r = ^j c'est-à-dire qu'il faut que l'on ait — = - -+r - Si le décroissement qui donne lieu à cette tron-*
cature sur l'angle n'est pas intermédiaire, on doit avoir «=:r)j le cristal secondaire sera un prisme hexaèdre
(99) régulier si «=:- 2m, car alors ces faces seront parallèles
a l'axe. Si le décroisscmeut a lieu sur les arêtes, - = o.
11 faut alors que m = »pour qi»e le cristal secondaire soit encore un prisme hexaèdre.
En général, les troncatures latérales conduisent à des dodécaèdres; et les troncatures sur les arêtes du sommet à des rhomboïdes. Les formules préliminaires donneront le moyen de calculer tous les angles de ces solides.
Par exemple, les trois faces d'un rhomboïde secondaire peuvent être représentées par les équations —
-•J — = o, — -| — = 0, {■' - =0. Les éqnations de
la droite d'intersection des deux premiers plans sont 3e=: — — Zjj'sr:— 2; celles de l'intersection du pie -
mier et du troisième sont pareillement x:=:—z,
V = z. vSi donc 1 on lait a =: , 6=-ri a =-^»
5' = danscos Y.onaural'artgleplan du rhomboïde.
Dans le cas particulier ou m=;«,ona a=— î,^=ï, o'=i,Z>'= — \ etcosV=;r ,rc = cos6t).
Le parallél ipipède peut être encore tel, que sa base repose sur les arêtes; alors deux des angles a, ^, ^ seulement sont égaux. Il peut être oblique àbase rectangle^ ou droit à base obhqiie. Eniin, sa base peut être un rhombe : ces cas particuliers produiront degrand<'S simplifications dans les tbrmules générales. H est extrèmt-
( xoo ) ment rare que ie paraîléîipipède soit parfaitement î régulier.
De V octaèdre y du tétraèdre , du prhnie hexaèdre
Si l'on veut stuJenient placer l'octaèdre le plus symétriffiiemerit possible, on peut prendre pour axes coordonnés ses trois axes de /igme. Soient 2A, 2B, 2C leurs longueurs; les équations des faces de ce polyèdre seront
■ f __ *T" 'al. T "^-~" 2 •
si sa base était un rectangle, il vaudrait mieux prendre les axes coordonnés qui doivent être silués dans son plan , parallèles aux côtés de ce rectangle. Les équations des faces seraient alors de la forme
Le tétraèdre a toutes ses faces parallèles à celles d'un octaèdre; il peut donc être placé de la même manière que lui, par rapport aux axes coordonnés; c'est-à-dire, que ces axes peuvent joindre deux à deux les milieux de deux arêtes opposées et non adjacentes. Si l'octaèdre et le tétraèdre sont réguliers , le système d'axes sera rectangulaire ; si l'octaèdre est symétrique et le tétraèdre ilrégulier, le système sera oblique.
Les axes seront ainsi placés de la manière la plus symétrique par rapport aux corps que nous considérons. Mais comme M. Haûy est parvenu à faire dépendre le calcul des décruissemens sur l'octaèdre et le tétraèttre, de celui des décroissemens siu- le paraîléîipipède , il vaut mieux prendre alors pour Fangle solide à l'origine un des angles solides du tétraèdre. Dans ce cas, les plans
{ lOI ^
passant par cette origine parall'èlement aux faces de l'oc taèdrCj seront représentés par les équalions a: = o,
j' = o,£ = o, ----}-^-f"?^=^'j-A^>I^> C étant les trois
arêtes du tétraèdre contiguës au sommet que l'on considère.
Quant au prisme hexaèdre et au prisme triangulaire , la réunion de deux prismes trbDguIaires forme aussi un parallélipipède , ce qui ramène encore le calcul des déci-oisscmens sur ces nouveaux corps, à la théorie du parallélipipède que nous avons décrite précédemment.
Je me dispenserai de développer comment M. Haiiy est parvenu à mesurer les anales des cristaux secondaires de la nature, et à déterminer les nombres relatifs aux décroissemens. 11 me suilira d'observer que sa méthode est applicable à toute Ibnnule générale qui donnerait les angles d'une forme secondaire cpielconfpie , et que de telles formules peuvent s'obtenir au moyeu des calculs précédens.
35. Un des grands caractères de la généralité d'un calcul, c'est la facilité avec laquelle on peut l'appliquer à des questions totalement ditierentes. Les formides qui nous ont servi dans la théorie précédente , peuvent être utiles dans toutes les questions sur les surfaces qui exigeraient que les axes dissent obliques. Pour prouver en quelque sorte cette assertion , je rapprocherai de l'application précédente de ces mêmes formules, une autre application non moins Utile, mais sur un sujet bien différent.
La détermination de l'inclinaison des couches minérales par le sondage, dépend de la solution de ce problème : i)<r'ter/7î2/z^r /'««^/c apec V horizon cV un plan
dont or? connaît trois potnls , questiofi qui peut se traiter delà rnani<ïre suivante.
Soiriil A, B, C (fig. 3o) les projections horizontales des points donnés ou 'es ouverlmes de trois trous de sonde; je désignerai par ^, «y', q" les cotes BC, AC, AB du triangle ABC, par y Tangle BAC, par p, p' •, p" les ordonnées verticales des poiiils donnes, ou les profondeurs des Irons de sonde A, B , C. On peut prendre pour axes coordonnés les droites AB, AC, AP, car comme ce système d'axes n'annule aucune des quantités j9,j7^, ^", ç, q\ q\ la formule finale ne laissera pas que d'être symerrique, par rapport aux élémens nui déterminent la position des points donnes.
L'équation du plan Pp'p^' sera de la forme — -f-- + - = i . Pour résoudre le problème , il sufht de calculer p *
l'angle que forme la perpendiculaire à ce plan a\^ec la droite AP. Si nous désignons par a et ft les con^tant^^fi qui déterminent les équations de celte perpendictdaire, les formules préliminaires donneront pour le cosinus^ el par suite pour la tangente de cet angle »
y i-f-^^-f-^^+saècosy les mêmes formules donnent encore pour déterminer a. by 'es équations
ti cos y -^ è C=r ^ ,
a-f-^cosy..^ — :
TU
si donc on en déduit îcs valeurs de ces constantes et qu'on les substitue dans tang Y, on trouvera , toute
( .03 ) réduclion faite^
tang V
/l \ 1 2 COS y
—P y TZTcôs^T »
ii ne s'agit plus que de calculer —, -, et cos y en fonction de p, /?',/, q,q',c{'\
l.cs (races du plan sur ceux des :cz et des yz devant passer par les points P', P", on doit avoir
d ou — =:: ^ f- . - = ' 7-,
tn pq n pq
D'ailleurs le triangle ABC donne
cos y = ' — —-y-i — ^.
La substitution de ces valeurs dans tang V fconduit à
ou ce ([ui revient au même,
targ Y = r.arï: ABC
La symétrie de cette formule la rend d'un usage facile pour la pratique.
Dans le cas particulier oiip'==p" elle se réduit à
tang Vrn:^ >^ ^rj ^^ ^'^^^ désigne par h la perpendi-
cidaire abaissée de A surBC, on a deux surf. ABC= çh,
d'où tang y = ^ , - , ce qu'il est aisé de vériiier par la
Géométrie.
( îo4 )
Od peut toujours ramener le problème à ce cas par-^ ticuliei', eoclierchantsurla iigne PP"clontles équations
sont a;:=o j ~-f- = i, le point dont Tordonnée verticale serait égale à jp'; or on a pour dé! erminer sa coor-
Il p subëtitiiant - troiwé précédemment,
donnée v?l'éqiiation--f-~ = i , ce qid donne , en y
Si donc on voulait déternikier la direction de la couche, ou ce qui est la même chose ujie horizontale parallèle au plan , il suffirait de prendre sur AC une
longueur AD = ~-f^ — —' la droite BD serait la direc-
tion demandée. La distance perpendicalatre P entre deux couches parallèles, est facile à calculer d'après cela, lorsque, l'on connaît leur distance D sur la verticale; la simple considération du triangle rectangle dont D est l'hypoténuse et P lun des côtés conduit à P = DcosV. '
36. Les calculs précédons sont fondés sur la forme dont nous nous sommes servi pour l'écpiation du plan. Cette forme établit une espèce de symétrie entre les coordonnées ar, y, z, en les rapprochant séparément des quantités qui ont avec chacune d'elles un rapport plus immédiat qu'avec les deux autres. I^e plan n'est pas le seul lieu géométrique dont l'équation puisse posséder cette symétrie. Les lignes et surfaces comprises
dans les équations |-r- = i et — 4-'; — i =f
( io5 ) jouissent de la même propriété. Cette symétrie rem) mémeleur élude très facile, et la discuasion suivante en sera la preuve.
Théorème sur les courbes et surfaces qui ont pour
équations
La combe — -f''<-=i rencontre les axes en des a* b'^
points distans de l'origine de a et de b.
L'équation de la tangente à cette courLe au point x,
y peut se mettre sous îa forme
les points où cette tang-ente vient rencontrer les axes,
sont distans de Torifiine de —^ — et de ——•ces
quantités seront moindres ou plus grandes quea, è, suivant que l'exposant a sera plu s petit que Tmiité ou la surpassera. D'où il suit que la courbe est convexe du côté des axes lorsque rt<i, et concave pour a> i. On 3'assurera aisément que dans le premier cas les axes sont des tangentes à la courbe, que dans le second ce sont des normales.
Les seules constantes aeib suffisent pour déterminer cette courbe; nous les désignerons sous la dénomination commime de paramètres. Cela posé, on peut déduire de ce qui précède que les paramètres de la tangente au
( io6 ) point j*',y, de îa courbesont entre eux dans le rapport
de a
Parmi les courbes que nous discutons, ou distingue i". Lorsque a=: i, la ligne droiîe - -4--? = i.
2°. Lorsque <£= 2, Tellipse -^ -|--{^ = i.
3". Lorsque ct==— - i, J'hjpprboie rapportée à deux
parallèles a ses asymptotes - -f-- = j.
4°. Lorsque fit=:-î, la parabole rapportée à deux de
jpâ y»
ses (angenles — -f- t = i-
S*'. Enfin, lorsque «5=f , la développée de l'ellipse
fl3 è'3
Pour que l'origine des coordonnées soit le centre de îa combe, il faut que a. soit pair, les exemples (2*), (5*) sont dans ce cas; la coUrbe est alors symétrique par rapport aux deux axes coordonnés Lorsque l'exposant a c^t impair, l'origine descoordonneesn'e=5tpasle centre de la courbe , cette courbe n'est pas symétrique par rapport aux axes, et même lorsque a est plus petit que l'unité, la courbe ne sort pas de l'angle des coordonnées positives, ex. (^i") (4*).
L'exposant a seul caractérise Tespèce de courbe que Ton considère; et pour cela, je désignerai par combe cty courbe Cj celles dont les exposans seraient a. et C
Imaginons que l'on donne pour paramètres à une courbe a, les coordonnées (Tun point, que nous nom*
( I07 ) merons directeur^ seulement assiijéti à se trouver sur une aulre courbe Q invaiiable, que j'appellRrai courbe directrice. L'eiiieinble de toutes ies courbes a ainsi dirigées, sera enveloppé par une courbe y du genre que nous considérons, elll 3 a cela de partinilier, qu'une courbe y est récipioquement l'enveloppe de toutes les courbes ê' qui auraient leurs points directeurs sur une courbe a. Ce tbéorème que nous allons démontrer, et dont nous déduii-ons nombre de conséquences, est analogue à un autre théorème sur les surfaces, que nous démontrerons aussi par la suite.
Soient m et 72 les paramètres variables de la courbe génératrice a ; elle aura pour équation dans une position particulière
Soient a et 5 les paramètres coïistans de la directrice €", elle aura pour équation
Si l'on élimine n entre ces deux équations, on n'aura plus qu'un seul paramètre variable dans l'équation des génératrices, et il sera facile ensuite d'en trouver l'enveloppe. Or, ces deiLX équations peuvent se mettre sous la l'orme
b^ ~ oF
si l'on élève la première à la puissance ^, la deuxième à lu puissance * , el qu'on les multiplie ensuite l'une par l'autre, n se tromera éliminé, el les génératrices amont poui équation
( io8 )
on en déduira l'équation de l'eriA eioppe, en la différenciant par rapport à 771, ce qui donne
on (2) ^ =~-, /7.:=X*+"^ a^~+'^î
éliminant m entreles équations {i)Gi (2) , on en déduit successivement
ei Cv) ■>-^+''
teJJe est l'équation de J'enveloppe y; eUe est du genre des courbes que nous discutons, et il existe entre les exposans de la directrice, de l'enveloppée et de l'enveloppe , la relation
Comme cette équation est symétrique en et et ^, la réciprocité que Jious avions annoncée s'en déduit aisément.
Dans toute cette discussion , l'angle formé par les axes peut être arbitrai! e • nous profiterons de cette généralité Clans les exemples, pour en déduire des principes plus étendus. 11 est bon de remarquer que toutes les fois que
( I09 nous considérons la courbe 1 comme la développée de l'ellipse, nous sous-enlendons que les axes sont rectangulaires.
Si a = I , ^ = I , on a ^ = 1 . Donc si par un point D (lig. ig) pris sur le côté BC d'uii tiiangle ABC , on mène DM, DN parallèles à AB, AC, la diagonaleiMNdu parallélogramme AD sera tanacnt*^ ^i la parabole CDB inscrite dans l'angle BAC, et dont B et G seraient les points de contact avec AB et AC. Celte parabole est imiijue, puisque quatre points déterminent une parabole, et que deux contacts équivalent à quatre points.
On peut déduire de cette propriété un moyen géométrique de mener à une parabole dont on connaît seulement les deux tangentes en deux points déterminés, une autre tangente assujétie à passer par un point donné sur son plan.
La Solution du problème se réduit à trouver .sur BC (fig. 39) le point D , pour lequel la diagonale MîN passera parle point P. Concevons MJS prolongée jusqu'à la rencontre df^ BC en L, menons par le point P les lignes PE etPF, parallèles aux côtés AB, AC du triangle ABC. Le parallélisme des lignes MB, PE, ÎSD, et celui des trois autres Ml), PE, NC, donnent les proportions
LB:Ln::LM:L?s::LD: LC::LE:LF, d'où lb~le:ld— LF::LE— ld:lf— -LC,
et BE.CF = DE.DF.
Il suffit donc de partager la ligne EF en deux parties
dont le rectiin»le hoit égal à BE.CF.
Le problème aUra deux solutions, une seule ou sera impossible suivant que BE.CF sera plus petit, égal ou plus gi^and que ^ EF ; c'est qu'alors le point sera dehors , dessus ou au dedans delà parabole.
Si le point P n'était pas dans Fangie BAC, le point D se trouverait i^uv le prolongement de EFj il suilirait aiors de construire Jeux lignes DE, DF de difféience donnée £F dont ie rectangle serait BE.iJ»F: dans ce cas, 11 V aurait toujours deuj^ solufioas.
On peut d'ailleurs déterminer aisément la droite qui joint les points deconiucl des tangentes menées par le poin» P à la parabole. A cet efïét, on constniini les points directeurs des tangentes piimitives, relativement à ces nouvelles iangentes considérées comme axes; la droite qui les joindra devra contenir Jeur^ points de contact avec la courbe. On pourrait ainsi construire la parabole par points.
2*. Pour fit = 2 , ^= 2 . îa relation - = - -f- ? donne
On en déduit aisément la solution de ce problème indétermuié : Inscrire une ellipse dans un parallélogramme donné. On peut se donner en outre ou bien le rapport des diamètres, ou bien un cercle à la surface duque] ceUe de l'ellipse proposée devrait être équivalente. Pour le premier cas , il suffit de mener par l'origine une droite telle, que ses coordoimées soient dans le rapport donné; son intersection avec l'ellipse directrice, sera le point directeur derellipsedemandée. Povirrésoudie le second , désignons pa? R le rayon du cercle donné, par 3a, ib, )es diagonal es du parallélogramme, par cT l'angle qu'elles forment entre elles , pfir :ç ,^ les demi-diamètres de l'ellipse cherchée j on aura pour les déterminer les
deux équations
( ru ) d'où (a) £f^ =
cib ab sin Jt*
Si l'on ajoute les équations (i) et (a), les inconnucb devront encore satisfaire à l'équation lésnllanle
(3) ^-f-y^rbi/^i^a. '^.C; a ' b V ^ nbùnn*
les points directeurs inconnus seront donc donnés par rintersection de l'empse(i ) et de la droite (3). Le rappo.t des paramètres de celte droite est toujours celui des axes a et b- e]Je est donc constamment parallèle à un des cotés du rhombe. Si l'on mène à l'ellipse circonscrde une tangente parallèle à cette droite, le point de contact déterminera l'ellipse insente dont la surface est un maximum. Pour cette courbe, les différentielles des équations (i) et f 2) doivent avoir lieu en même temps j on doit donc avoir
^^y* -.-'f'^ = 0. dou ^^=p
Fellipse maximimi mscrite est donc semLlaLle à l'ellipse circonscrite.
Les deux problèmes précédens peuvent servir dans Ja construction d une voûte elliptique, lorsque l'espace qui doit la contenir est termmé par une base rectanoulaire ou plus {généralement parallelogranùque.
On déduit encore de ce second exemple un moyen de mener une langenle communs à deux ellipses concentriques raj)portée^ à deux axes quelconques passant par leur centre commun; elles ont pour équations
Si on les retranche l'une del'autre, l'équation résultante
(A — A') x^ 4- (B — BO a;y 4- (C ~ C) ^ — o , sera ceîlc de deux droites passant par le centre et par les points d'intersection des ellipses proposées. 11 est aisé de conclure de là que ces quatre points d'intersection sont tes qiiaire sommets d'un parailélogi-amme, et qu'en meriaut par le centre deux diamètres parallèles h ses cotés, ils seront conjugués entre eux pour l'une et l'autre ellipse.
Prenons pour axes ces deux nouveaux diamètres. Les tansenîes conimunes demandées forment évidemment un paralîéiogi'amme à la fois circonscrit aux deuxellipses. On peut déterminer aisément Tellipse rpii lui est ellemême circonscrite, et qui a ses diagonales inconnues pour diamètres conjugués , car on connaît deux de ses points , savoir , les directeurs des ellipses proposées. Cette considération ramène la solution de ce problème à celui-ci: Faire passer par deux points doimés une ellipse dont on connaît le centre et les directions de deux diamètres conjugués. On trouvera dans leproblèmi^ de la page 53 tous les élémens nécessaires pour achever la présente solution.
3". Pour a=ï, ^=2, oua = 2. ^=i, on a^=f.
La courbe I est , comme nous l'avons indiqué, la développée de l'eilipsej on peut le démontrer de la manière suivante.
Soit (i) -^--4-^=1, l'équation d'iuie ellipse rap-
portée à son centre et à ses axes ; l'équation en x'y' de la normale au point x .. y sera
(ii3) Pour avoir une éqiialiori qui appartienne au point de rencontre de cette normale, et de son infiniment voisine, il stiffit de diirérencier (q) par rapport à a; et à y^ ce qui donne
L'élimination à%x,y entre (i), (2) et (3) conduira à l'équation en x'j^ de la développée. Si l'on pose
Afi— -)=:K%onendédmrav=:-?^, ^=A"fl
La siilistitution de ces valeurs dans les équations (i)et (3), donne les deux équations
AV'' B^^' __
entre lesquelles l'élimination de R doit conduire à l'équation de la développée. Or, si F(ar, j', K) = o représente
la première, ^=0 représentera la seconde: donc la
développée de l'ellipse proposée est l'enveloppe d'une série d'autres ellipses qui lui sont concentri({ues , dont les axes a, 6 sont liés entre eux par l'équation résultante de l'élimination de R' entre (6) a = A ~,
è = B — "kT j ^t qui est
la suite des points directeurs de ces ellipses est donc une ligne droite, leur enveloppe d'après l'exemple dont nous nous occupons, est donc la courbe J, et cette der-
nière courbe eut ideiilique avec la développée de l'ellipse,
il suit de ce troisième exemple , que si l'on conslriiit
Veilipse cioiil Jes axes .^ont -k- — - B, A — -, el, quiK les
mémessomntels que la développée, tousses points seroot directeurs des tangeniesala développée, lesquelles sont nonnales à 1 f»'lipse proposée.
<)n peut s'appuyer sur cette propriété pour mener une normale à l'eilipse par un point P donné.
Si le point P ét'Hil sur la développée, ii y aurj^it une des Dormales qui lui serait taiiepnte en ce point. On (•oiistruji'd cette droite eu observaiit que ses paran^ètres
nQTit entre eux dans le rapport \/ -pr-y et que par conséquent sou point directeur est celui derellipse circonserite, dont les ordonnées sont, dans le même rapport.
Si le oomt P était sur un des axes, sur celui des x par exeuïple , ii d et erminerai t ) abscisse des points de 1 ellipse directrice, directeurs des normales demaiidées.
En général, ces points sont donnes par les inteisections de Tellipsc directrice, et du lieu géométrivjue des pomis directeurs de toutes les droites passant par le point P. Cette dernière courbe est une hyperbole qui passe par l'origine, et dont les asymptotes sont les parallèles aux axes menées parle point donné. En effet, soient 771 et rt ses coordonnées, .t, y les paramètres d'une droite quelconque menée pcr ce point; on devra avoir
et comme x et j' délermmentie point directeur de cette.
( ^ï-> ; droite, l'équation (-S) en est le lieu géométrique : cri la discutant on reconnaîtra aisément ce que nous avions annoncé.
Sous le rapport de la Géométrie, on pourra décrire par points cette hyperbole, puisque l'on connaît ses asymptotes et l'un de ses points; ses intersections avec l'ellipse directrice compléteront la solution. D'après k forme de la développée a laquelle on veut mener une tangente par le point donné, s'il est inléru:ur. il y aura quatre solutions, deux seulement lorsqu'il sera uxtérieurj enfin, l'hyperbole aura avec l'ellipse directrice deux points commuiis, el un contact lorsque le point dominé sera situé sur la développée même.
Sous le rapport de l'analyse, l'éh raina lion de l'une des coordonnées, y par exemple, entre l'équatioii (8; et celle de l'eljipse directrice, que je mettrai sous la tonne
(9) ~ ~f"'r. -^^i j conduira à ime équation du quatrième
degré en .T, qui aura ses quatre racîjies réelles et inégales ^ réelles et deux ^ales, on enfin, deux réelles et deux
imaginaires, suivant que l'on aura --^ 4- -t~~ i? néga-
tif, nul ou positif. On peut réduire la difficulté à la résoiation d'une éq'uation du troisième degré delà manière suivante : mettons les deux équations (S) et (9) sous U
forme
' SX* , 2 y*
2xy nnx a>ny ^ c£» ab ah
z étant une indétermuiée queloontpie, si on les ajoute,
( no ) réqiiation résultante sera celle d'un lieu géométrique cl u second degi'é , passan t par les in \ ersections des courbes (8) et (9). On peut disposer de Findélerminée z, pour que cette nouvelle équation
^ -^ a^ ^ ô» ^ ab ah ab
représente Fensemble de deux lignes droites. Cette condition exige que z soit une des racines de l'équation
ab
Si donc on peut résoudre cette dernière équation du troisième degré y qui manque déjà de second îenne, une quelconque des \aleurs àez substituée dan.-- rétfuation (10), la rendra décoraposabîe en deux fadeurs du premier ordre, qui, combinés successivement avec l'équation (9)5 donneront les coordonnées des quatre points chercbés.
On pourrait encore se proposer dans l'exemple présent, d'inscrire dans la courbe |, ime ellipse dont le rapport des diamètres fiit donné, ou dont la surface fiit équivalente à un cercle de rayon R. Le premier de ces problèmes se résout en menant par l'origine une ligne telle que ses coordonnées soient dans îe rapport donné; son intersection avec la droite directrice sera le point iiirecteurde Fellipse demandée. Pour résoudre le second prol)lème5 soient x^j les diamètres de i'eilipsc cliercb-ée , J' l'angle formé par les axes; on devra avoir
xy := -. — j. Le point directeur de l'ellipse sera donc
donné par l'iritersection de la droite directrice et d'une byperboîe , qui aurait pour asymptotes les axes coot-
( 117 ) donnés. 11 y atira en général deux Solutions; si elles se réduisent à une seule, c'est que la surface de l'ellipse inscrite est lUie extrême grandeur; alors l'hyperbole étant tangente à la directrice, ne pourrait l'être qu'au point milieu de cette droite; il sera donc le point directeur de l'ellipse inscrite dont la surface est la plus grande, et qui, dans ce cas, est semblable à l'ellipse circonscrite
On résoudrait absolument de la même manière ces deux autres problèmes ; Inscrire dans la courbe ^ un parallélogramme, ou dans la développée de l'ellipse, un losange gui ait ses sommets sur les axes, dont les diagonales soient dans un rapport donné, ou bien dont la surface soit équivalente à celle d'un carré donné R*. On verrait que, dans ce dernier cas, leproblèraeadmet deux solutions ; que le parallélogramme inscrit dont la surface est un maximum, a pour point directeur celui de conlact d'ime tangente à l'ellipse dii*ectrice, parallèle au côté du parallélogramme circonscrit, aucpel celui que l'on veut inscrire sera semblable.
La discussion des surfaces représentées par les équations
a* b* c* se fera de la même manière que celle des courbes précédentes. Les seules constantes a , 6, c et Texposant a suffisent pour déterminer la surface. L'exposant a, en spécifie l'espèce, et les paramètresa, h, c la particularisent en elle-même. Je désignerai dorénavant par surface a, l'espèce de surface dont l'exposant est a.
Imaginons , comme dans la discussion précédente, que les coordonnées d'un point que j'appellerai directeur
( Iï« )
servent de paramètres à ime surface ex, e\ que ce point soit seulement assujéll à se trouver siu- une autre surface C que j'appellerai aussi surface directrice ; Fcnsemble de toutes les suriaces cl sera enveioppé par une autre surface y qui sera du nombre de celles que nous discutons j et il y aura cela de parlicnlier; que la svu'face (y) pourrait Atre encore l'enveloppe de toutes les surfaces Q qui auraient pour directrice une surface a. Ce tliéorème peut se démontrer de la manière suivante.
Désignons par m, 72 , p les paramètres d'ime surfece génératrice a. , par a, b^ c ceux de la surface directrice ©. On devra avoir
l'élimination d'un des paramètres variables, de p par exemple, donne
on obtiendra l'enveloppe de toutes les surfaces a , en différenciant successivement l'équation (i) par rapport à m et « , et éliminant ces deux paramètres au moyen des équations dittérontj elles
ni*
elles donnent "7- = — , -7, = — : on en déduit succès-
sivement
c«-hC-
et enfin on a, pour Féquation deFeriyeîoppe,
elle est comprise dans l'équation généralcj son exposant y est lié aux exposans a, , C par la relation
cette équation étant symétrique en a et ^, la réciprocité que nous avons annoncée en est une conséquence.
Si l'on fait « =: a , ^ =: 2 , on trouve ^^ = i .
Lors donc que la génératrice est un ellipsoïde ainsi que la directrice, l'enveloppe a pour équation
abc' et comprend les huit plans qui passent par trois des six sommets de la directrice , en sorte que cette enveloppe est un octaèdre symétrique.
On peut se proposer d'inscrire dans un tel octaèdre un ellipsoïde quelconque. Le problème est alors indéterminé, il suffit de prendre pour axes les trois diagonales de ce polyèdre, de concevoir un ellipsoïde qui aurait ces mêmes diagonales aa, :2b, 2c pour diamètres conjugués; un quelconque de ses points pourra servir
de directeur à Fellipsoïde insent demandé. Si l'on voulait que les paramètres de cette surface fussent dans des rapports donnés, il suffirait de cbercher l'intersection de l'ellipsoïde directrice avec un diamètre dont les coordonnées seraient dans les rapports demandés ; c'est xm problème de Géométrie descriptive assez simple ; de plus , l'Analyse donnerait aisément les coordonnés de €8 point d'intersection
Supposons que les diagonales du polyèdre soient rectangulaires 5 on pourra demander que l'ellipsoïde inscrit ait une solidité donnée, par exemple celle d'une sphère de rayon R. Désignons par a:, j^, z les axes de la surface inconnue j on devra avoir
(l) xyz.:=K\
et tous les points d'intersection de cette surface et de l*eUipsoïde, pourront servir de directeurs à l'ellipsoïde demandé. Le problème est donc encore indéterminé j mais si l'on exige qu'en outre la section horizontale de cet ellipsoïde ait une surfece donnée , par exemple celle d'un cercle de rayon R', on devra avoir (2) xyz=K'*y et le point d'intersection de ces deux surfaces et de Telîipsoïde directrice
sera le directeur de la surface demandée. Le demi-axe
vertical sera z==-^ et les deux demi-axes horizontaux
les coordonnées dupointd*intersection des deux courbes ... ^ Y*
xy = R".
Nous avons ramené précédemment la recherche de cette
intersection à construire celle d'une ligne droite et d'une
ellipse. 11 y a donc deux solutions ; mais les surfaces
correspondantes ont le même axe vertical.
Sila solidité de l'ellipse inscrite doit être la plus grande
possible, il faudra que l'on ait d'après les équations (i)
et (3}
-p. dx dy . dz
a* Midti[)liant la première de ces différentielles par — et
les relrancliant, il faudra que l'équation
Boit satisfaite, quelquesoitle -i^, ce qui exige que l'on
ait (8) - =•? = - . L'ellipsoïde inscrit maximum doit
donc être semblable au circonscrit. Les équations (5) et (6) sont les différentielles des équations (i)et(3)jen les combinant ensemble, on exprime que les deux surfaces sont tangentes -, les relations (8) transforment les équations (5) et (6) en
, - dx . dy . dz
(3> T + T + T = ° = c'est l'équation diflcrciitielie du plan tangent. 11 est parallèle à l'ujie des faces de l'octaèdre, ce qui donne im raojen Êicile de trouver par la Géométrie descriptive, le point directeur de l'ellipsoïde inscrit, maximum en solidité.
On peut pareillement déduiie de cet exemple la solu-
tion de ce probième : 3Tener un plan tancent commun fi trois ellipsoïdes concentriques. D'après un théorème connu, trois surfaces du second degré concentriques ont toujours un système de plans dianiélraux conjugués communs. Prenons ces plan.^ pour les coordoniies, les trois ellipsoïdes auronl pour équations
les plans tangens demandés forment évidemment un octaèdre dout les faces sont parallèles deux à deux, et dont les six sommets sont sur les trois axes. L'ellipsoïde circonscrit qui a les diagonales de ce polyèdre pour diamètres conjugués, est celui qui passerait par les points directeurs des ellipsoïdes donnés. Soieiit A, B, C les trois paramètres inconnus de cette surface; on devra aroir pour les déterminer les trois équations
^i 1~ B» Tr ^a = V»
on en déduira facilement -r» g» f ? en fonction de a, ^, ^/j ct\ etc.; substituant ensuite ces valeurs dans
on aura l'ccpiation des plan^ tangens demandés.
( 1^3 ) Ce dernier problème n'est qu'un cas particulier de celiii-ci : Etant donnés les directions de trois diamètres conjugués et trois poitUh d^ une surface du secoîid ordre , la détcnniner. Isïè.me danii ce cas général, il peut se résoiîche par Ja Géométrie descriptive, au moyen des diviTS tliéorèmes démontrés plus liaut. Je vais indifjuer Cette solution. Je crois qu'un peu de rétlexion ouppléeta aux figures quj seraient trop compiiquées pour être placées dans cet ouvrage.
Soient O.X , O Y,OZ les direclionsdes trois diamètres conjugués, A , B^ C les trois points donnés. Soient pareillemenl A', J3', (/, A", B'', C', A'", B'", C" les points symétriques de A , B . C , dans les angles solides formés par les plans XOY, XOZ^ YOZ , qui ont Taxe ÔX pour aréle comnriune.
Au moyen de ces données proposons-nous de construire le pian diamétral de la suriâce demandée, conjugué à la direction AB''. Ce phn devant passer par le C'en [ 1-e O, et par le milieu de AB", il siiiTil de trouver lUi autre de ses points. Or, les deux plans paniUéles BB'B"B'", CC'C'C"', l'ensemble des deux pians BBCC, B''B"C"C'^. et l'ensemble des àeux autres BB"CC", B B'"C'C'", peuv ent être considérés comnie trois surfaces du second iie^^é^ ayant huit points communs avec la surface fToposée; leurs plans diamétraux conjugués à la direction AB" se couperont en un point par lequel devra passer le plan diamétral de la surface proposée, coniugué à la même diiection (page 87, théorème) lequel sera dès-lors complètement déterminé.
Cela posé, les courbes ABC, A'B'C de la surface proposée , sont situées sur un cylindre dont Taxe parai-
ifcle à la direction 0 Y, contient les centres de ces mêmes courbes. Ce cylindre , la surface proposée et Fensemble des deux plans ABC , A'WO ayant mêmes intersections , leurs plans diamétraux conjugués à une direction quelconque , se couperont suivant uiiemérne droite (page 35 , théorème). On construira les pians diamétraux de la surface et de l'ensemble des deux plans conjugués à AB"; le plan mené par leur nitersection parallèlement à OY, sera un des diamétraux du cylindre. Par une construction semblable, on déterminera fs plan diamétral de ce même cylindre conjugué à AC". L'interscclian de ces deux plans sera l'axe du. cylindre, et donnera le centre de la courbe ABC. Cette courbe sera donc complètement déterminée.
Maintenant, pour trouver en longaeur un des trois diaiiiètres de la surface, il sufiit de mener, suivant OX par exemple, ud plan qui coupera ia courbe ABC en deux points M et N; ces points suffiront pour construire la section faite par ce plan dans la sm'face, et par suite la longueur de l'axe OX.
Les problèmes précédens sur l'iriscription d'im ellipsoïde dans l'octaèdie, peuvent être utiles dans la construction des voûtes elliptiques, lorsque les dimensions du toit sont données.
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