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PHYSIQIE MAÏHEMATIQIE.
MÉMOIRE
Résultantes que l'on peut former, soit avec les cosinus dés angles compris entre deitœ systèmes d'axes, soif avec les coordonnées de deux ou trois points.
Les l'ésuhantes dont il s agit se présentent d'elles-mêmes, comme on >iHt, dans la solution d'un grand nombre de problèmes. D'ailleurs, celles qui sont lormées avec les coordonnées de deux ou trois points peuvent être immédiatement déduites de celles qui renferment les cosinus des angles compris entre deux systèmes d'axes. Ajoutons que I on facilite la détermination de ces deux espèces de résultantes, en introduisant dans le calcul des quantités propres à indiquer le sens de certains mouvements de rotation, ainsi que i< l'expliquerai tout à l'heure.
§ 1"'. — Des moui'cmrnis <Ie rotation di/ccts et rètros^radcs.
Considérons d'abord , dans un plan donné , diverses longueuis
dont chacune sera mesurée dans une certaine direction , à partir d une certaine origine O, et supposons que cette origine soit la même pour toutes
ces loiifjueurs. Si un rayon mobile, coinpté encore à paitir du point O. tourne autour de ce point dans le plan donné, il offrira ce que nous appellerons un mouvement de rotatiori de /■ en s , on un mouvement de rotation de j
en /■, selon qu'il passera, en décrivant l'angle {i\s), de la direction rà la direction i', on de la direction s h\a direction r. Pour distinguer plus facilement, dans le discours et dans les formules, ces deux mouvements l'un de
l'autre, nous tracerons, dans le plan de l'angle (/', y), deux axes coordonnés des X et y qui passeront par l'origine O; et, en nommant x, y deux longueurs mesurées à partir de cette origine sur les demi-axes des x et Y positives , nous appellerons mouvement de rotation direct celui qui s'effectuera dans le même sens que le mouvement de rotation de x en v, et mouvement rétrograde, celui qui s'effectuera en sens contraire. Déplus, nous représenterons, dans ce Mémoire, par la simple notation
une quantité qui, ayant pour valeur numérique l'unité, sera positive ou négative, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou rétrograde; en sorte qu'on aura, dans le premier cas,
(r, s) = I, dans le second cas ,
Cela posé , les deux notations
représenteront, dans nos formules, deux quantités affectées de signes contraires, mais équivalentes, au signe près, à l'unité ; en sorte qu on aura
Ajoutons que , si l'on nomme
dss longueurs mesurées à partir de l'origine O, dans des directions opposées
à celles des longueurs
on aura évidemment
Si les axes coordonnés sont rectangulaires, alors, les deux directions x, y étant perpendiculaires entre elles, une troisième direction r formera toujours, avec les deux premières, deux angles
dont chacun offrira un cosinus égal, abstraction faite du signe, au sinus de l'autre ; et, par suite,
cos(/-, x), cos(r,y), auront pour valeurs numériques les quantités positives
sin(^r,y), sin(/-, x).
D'ailleurs, cos(/-, x) sera positif ou négatif, suivant que langle (r, x) sera aigu ou obtus. Or, dans le premier cas, /• et x étant situés d un même côté par rap|)ort à l'axe de j', le mouvement de rotation de /' eu y sera droit, comme le mouvement de rotation de x en y; et, par conséquent, on aura
Daus le second cas, au contraire, r et y étant situés de deux côtés opposé.par rapport à l'axe des j-, le mouvement de rotation de /• en y sera rétrograde , puisqu'il s'effectuera en sens inverse du mouvement de x et y , on aura donc
Donc, dans tous les cas, le signe de ces (r, x) sera précisément le >igue d(
(/■, y). On prouvera, de môme, l'identité du signe de cos (r, y) et du signe de (x, r). Donc, pour obtenir des produits égaux aux cosinus
cos(/',x), cos(^,y), il suffira de multiplier leurs valeurs numériques
sin(/-, y), siu(/,x).
(8) par les hicteiirs
en soilc ([non aura
(4) " cos (r, x) = (r, y) siii ^/•, y) , cos (r, y) = (x , r) sin (x, /■).
.Supposons, niaintenanl , rpie les longueurs •
toujours mesurées à partir du point O, soient diri{;ées d'une manière quciconque dans l'espace. I^e mouvement de rotation d'un rayon mobile qui ,
en décrivant l'angle (/^j^), passera de r eus, pourra être de deux espèces différentes, non-seulement en lui-même, mais encore par rapport à la direction d'une longueur t mesurée à partir du point O en deliois du plan ^/•, s). En effet , ce mouvement pourra s'effectuer ou de gauche à droite, ou de droite à gauche, par rapport à la direction /, c'est-à-dire par rapport à un sjjectateur qui, ayant les pieds posés sur le plan (/', s'), serait appuyé contre le demi-axe, sur lequel se mesure la longueur t. Mais il importe d'observer que si le rayon mobile parcourt l'une après l'autre les trois laces de l'angle solide qui a pour arêtes /■, s f\. t , en tournant toujours dans le même sens autour du point O, de manière, par exemple, à décrire suc-
cessivemeiU les trois angles plans (r..ç), {s,t)^ ('l'j» 'fs trois mouvements de rotation de /• en s autoiu- de / , de 5 en t autour de r, et de t en r autour de i, seront tous les trois de même espèce, c'est-à-dire qu'ils s'effecliierouf tous les trois de gauche a droite, ou tous les trois de droite à gauche, autour des directions /', .y, t. Afin de pouvoir reconnaître plus aisément, dans le discoiu's et dans le calcul, la nature des mouvements dont il s'agit, nous tracerons dans l'espace trois axes coordonnés des x , j,z qui passeront par l'origine O; et en nommant
trois longueurs mesurées à partir de celte origine sur les demi-axes des ,r , j' et ; positives, nous appellerons direct ou rétrograde le mouvement de rotation de /' eu s autour de la direction t , suivant que ce mouvement sera ou ne sera pas de l'espèce des trois mouvements de rotation de x et \- au- !oui- de z, de y en z autour de x, et de z en x autour de y. De plus, nous représenterons, dans ce Mémoire, par la simple notation
. 9 ) une quantité qui, ;ivaut poiii' valeur numérique l'unité, sera positive ou néyati\e, suivant que le mouvement de rotation de /tu s >era direct ou rétrograde : en sorte qu'on aura , dans le premier cas .
dans le second cas
Cela posé . les six notations
fr, s. r, . ;j, t, r). y(, i\ s), [r, t, s), .^s, r, t). (/, ,ç, r)
représente! ont toujours, dans nos calculs, des quantités équivalentes, au signe près, à 1 uuité, et liées entre elles jiar la iorniult
Ajoutons f|ue, si Ion nomme
des longueurs mesurée* à |)artir de loi-igineO, dans des directions opposées à celles de» longueurs
ou aura évidemment
et. par suite,
^7) {r,s,f) = — [r'.s. t'\ = '/•', i-', t') = — (/•'. i\ /') = etc.
Nous avons, dans ce qui précède, supposé que les diverses longueur-
se mesuraient tontes a partir dune même origine. Pour plus de généralité, nous étendrons lusage des notations ci-dessus indiquées, au cas même oii les diverses longueurs seraient comptées à partir d'origines diverses, et alors nous attribuerons aux notations
Lz. d An. et de l'k. nvth., T. I\ . ;57^ livr.) 2
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(es valeurs quelles auraient, si les lonjjueurs
étaient liaiisporlées parallèlement à elles-mêmes , de manière à ofhir, pom urij'jiiie eomnmne, un point nniqnc. Enfin, lorsqu'en supposant les lon- ;;uours r, i- , t m es niées à partir d'origines diverses, nous nientionneroiis le
plan de l'anjjle (/■, j), ou bien encore l'angle solide construit avec les arèles I ., i, ^, on devra toujours, par ces paroles, entendre, dans le premier cas, le plan de l'angle compris entre deux longueurs mesurées à partir d'une nièuie origine, dans des directions parallèles à celles de /' et de i; et, dans le second cas, l'angle solide qui aurait pour arêtes trois longueurs mesurées ci partir d'une même origine, dans des directions parallèles à celles de /•, s et /.
Ou peut, avec la plus grande facilité, déduire des équations (4), jointes au ()^ théorème de la page Si i du 3^ volume, les formules connues qui servent à déterminer le cosinus ou le sinus de la somme ou de la différence jle tieiix ai'cs. En effet, soient ^
deux longueurs uirsiuées dans un même plan , à partir d'une certaine orij;ine O , et
deux autres longueurs mesurées, à partir de la même origine, sur deux axes lies x et j^ perpendiculaires entre eux. f^e 6" théorème de la pafje 3ii du 'f volume donnera
(8) cos (/•, .ï) = cosf/-. x) cos(,y, x) -H cos(r, y) eoii5,yV
iVîais , eu é{;ard à la seconde des formules (4), on aura
cos(r,y)= (x,/')sni(/-, X), cos(.ç,y) = (x,.y) sin(,y, xj. Donc on tirera, de la fornnde (8),
()) cos (/•,i-) = cos'/-,xj cosi\y,x) -f- (x,/'j(x,,s)sin (/■, x) sirif.f, x).
^^oncevons uKiintenanl qur I Du posi; , pour abrépei-,
fc, x) = tl , (s, X) =: h.
Si l(\s longueurs r, s sont situér-s d'un même côté de l'axe des .r, ou nuia é\ idéminent
zn [a — />, , cos [i .s ; = cos [a — //; ,
et, j)ar suite, la toruiule (9 donnera ( I o) cos [a — f'j ^= cos a cos /' -^ si n a si u ^.
Si. au contraiie. les deux longueurs r. s sont simées de deux eolc^ ilitféreut< de l'axe des .r. on aura
r. i) =z a -^ h ou 'r. i = 2- — {a + /> , cos (?, ,s) = cos (a -^ //,
et, par suite, la tormule (ç)) donnera
1 1 ? cos (n -i- h) = cos n cos h — siu ^ sui i> .
Dailleins, les formules fio), (i i), ainsi établies pour le cas où eliaeun des angles a. h est positif et inférieur à -, coutinueroul évidemment de sidisisler, si l'on y fait croître ou déci'uiti'e charnu de ces angles d'un multiple rpu iconquede ~. Elles subsisteront donc poiu' des valeurs quelconques, positives ou négatives, de a et de b. Ajoutons que, si, dans les formules (loj, (11), Ion remplace a par - — rt, on en tirera immédiatmu ni
; 1 2) sin [a -(- /)) = sin a cos h ~ siu !> cos n ,
1 3; sin [Cl — h; = sin a cos b — sm b cos k.
.Avant de terminer ce paragraphe, nous allons indiquer «ncoïc uijc notation qui sera employée dans le cours de ce Mémoire, conjointement avec celles que nous venons d'établir, et qui d'ailleurs est, à peu près, celle dont Lagrange a fait usage, dans le tome II de la Mécanique analjtitiiie (art. [^'6 page 61). Afin de rendre les formules plus concises et plus faciles a retenu', nous désignerons généralement pai-
la surface du parallélogramme que 1 on peut construire sur les deux cotés }\s^ d'un angle plan ir. ,î , réduits l'un et 1 autre à l'unité, et par
( lO
la surface du paiallélipipéde que l'on peut construire sur les trois arêtes /•, s, l, (l'un angle solide, réduites elles-mêmes à l'unité. D'ailleurs, on obtiendra sans peine les valeurs de "?
eu o[)érant comme il suit: • i*^
8i , après avoir construit le parallélogramme dont les côtés sont /■ et i^, on prend /■ pour base de ce parallélogramme , la bailleur sera représentée par le produit
s sin (/•, s).
Donc l'aire du parallélogramme sera proportionnelle, pour une valeur déterminée de l'angle (r, .f), au produit r.y, et représentée par l'expression
ro sin (r, s).
Si, dans celte expression , l'on réduit cliacune des longueurs /■, i à I unité, l'aire dont il s aeit deviendra
('4) [/■, i] = sm (/•, .?).
Concevons maintenant qu'après avoir construit le parallélipipède dont les arêtes i\s,t se coupent au point (), on élevé, par ce point, des perpendiculaires aux plans des trois angles
et nommons
dois lougueuis mesurées sur ces trois perpendiculaires, !a première du même côlé que l'arête /• par rapport au plan de l'angle (5-, /), la seconde du même côté que l'arêle s par rapj)ort au plan de l'angle [t, r), la troisième
du mèiiie côlé que l'arête t par rapport au plan de l'angle {r,s). Si l'on prend pour base de ce parallélipipède le parallélogramme qui a pour côtés r et s . et pour aire le produit
rs<ui{r,sj,
ia hauteur correspondante à cette base sera évideunuetit
/ cos [CT).
( '3) Donc le volume du parallélipipède sera, pour des valeurs déterminées des
angles (r, s), [t, T), proportionnel au produit rst^ et ce volume sera exprimé par le produit
rst sin (/■, s) cos (^, T).
Enfin, si Ion réduit chacune des longueurs rsl à I unité, le volume ti'ouvé deviendra
(r5) [/■, j, f] = sin (r, s) cosi/, T).
Ou obtiendra de même, en éciiangeant les arêtes /•, s , t entre elles, deux autres valeurs de \i',s, t\ qui seront, avec la précédente, données par la formule
(i6) [i\s, t\ =: sin (r, /) cos (/',/?) = sin {t , v) cos(^, S) = sin (/■, i)cos (/, 7'),
c'est-à-dire, en d'autres termes, par l'équation (G) de la page 3ao du 3' volume.
FiOrsqu'on introduit dans le calcul les deux expressions
l'aire du parallélogramme qui a pour côtés /■ et s, se trouve représentée par le produit
et pareillement le volume du parallélipipède qui a pour arêtes les longueurs r,s,t, se trouve représenté par le produit
(18) rs([i\s.f].
Ajoutons que les aires du triangle et du parallélogrannne, ([ui otit poui côtés r et s , étant entre elles dans le rapport de i à 2 , l'aire du triangle sera repiéscntée par le produit
('9) l'-^lr.i]-
Pareillement les volumes du tétraèdre et du parallélipipède qui ont poiu arêtes r, s et t, étant enlrc eux dans le rapport de i à 6, le volume du tétraèdre sera représente' par le produit
(•io) ~r.st[r,s,t].
En finissant, nous indiqnerous un moyen très-simple de résoiulre une question qu'il ne sera pas inutile de traiter ici, et nous rechercherons ce que devient Taire exprimée |)ar la notation [r,i], quand cette aire est projelik'
sur un nouveau pian par exemple, sur le plan de ranf>le (/^t'j- Supposons (jue , les longueurs
étant tontes mesurées à partir de l'origine <J, on nomme
les projections absolues et orthogonales des longueurs
sur le pinn de l'angle [n , c) ; et soit i l'angle aigu compris entre les plans Af\
deux angles (r, s), (ii, v) , ou ce qu'on appelle l'inclinaison de l'un de ces plans
sur l'autre. Si l'on projette sur le plan de l'angle (ri,i') le parallélogramme qui a pour côtés r et s , l'aire de la projection sera
pc sin ip .:).
Mais, d'autre part, on aura évidemment
p = r cos (r, /S. j , $ = icos(i,çi;
donc I aire de la projection pourra être représentée généralement par le produit
.21) /'i- cos (/■, p) cos(5',ç)sin (p,ç).
En réduisant, dans ce produit , r et ^ à l'unité, on obtiendra la projection de
l'aire [i\s] sur le plan de l'angle («,e). Cette dernière projection sera donc exprimée par le produit
(aa) ' cos (/■, p) cos(i', ç)sin (^, çj.
Ce n'est pas tout. L'aire du parallélogramme qui a [)our côtés r et s éfani représentée par le produit r^^
is sin (/-, s) ,
il suffira de diviser la projection de cette aire par cette aire même, ou, eu
( i5 ] (l.iiities termes, par le produit {ii^, pour obtenir le rappori
'li) «'* /> p/ cos ^1, ;;Sin [0 , :}
sin '>, s)
et I on obtiendra encoie évidemment le même rapport si ron réduit à moitié lairc dont il sayit et sa projection, en leur substituant Taire du triangle qui n pour côtés i\ s, et !a projection de l'aire de ce triangle. D'ailleurs, rien ncmpèche d'attribuer aux côtés i\s des longueurs telles, que le troisième
rôté du triangle devienne parallèle au plan de langle (;/, v) , par conséquent
à la droite suivant laquelle se coupent les plans des deux angles (/■, s], [k, i'): tt si, en supposant cette condition remplie, on prend pour base du triangle
ce troisième côte, il se projettera en toute grandeur sur le plan de l'angle;'», i'), pour y devenir la base du triangle projeté. Alors, le triangle et sa projection ottrant des bases égales, leurs aires seront entre elles dans le rapport des hauteurs correspondantes, et comme ces hauteurs seront mesurées sur des droites perpendiculaires aux deux bases, par conséquent à la droite
d'intersection des plans des deux angles (r, s), {u, f), le rapport de la seconde hauteur à la première sera précisément le cosinus de l'inclinaison de-deux plans, c'est-à-dire de l'angle >.. Donc le rapport (aSj sera précisément égal à cos i , et l'on aura, par suite,
(24) '-'OS (/•, f>) cos {.i , :) sin (o, Çj :^ sin [i\ s] cos t.
En vei'tii de la lormuli; '-2:]^ la pi'ojection de l'aire [r, s] sur le pian de
I augie («,1" pourra être re|)résentée non-seulement par l'expression i>'2 . mais encore par le produit
(2 5) sin (/', i) cos ! .
ou, ce cjui revient au même, par le produit
^26) [/•, .s] cos t.
Il y a plus : en suLstituant le produit (26) au produit (22) dans I expi «ss:on (21), on obtiendra la suivante :
(47) n [/■,.yjcosj.
( «6 ) (jiii devra , coiniiie rexprcssion (21), re|iréàenter la projection de I aire
(;'est-à-dire de laire du triangle dont les côtés sont /et s. On se trouve ainsi ramené par un calcul très-simple à c£tte proposition connue, que rairc d un Iriaiigle tracé dans un plan est à sa projection sur un autre plan, dans le rapport de Vunité au cosinus de l'angle aigu compris entre les deux plans. La formule (a/j) coïncide évidcnnncnt avec l'équation (8) de la Note insérée à la page i3i du ?/ volume. Mais on doit observer que, dans cette Note, l'équation dont i! s'agit, au lieu d'être démontrée directement, avait été iléduite de la pi'oposition même que nous venons de ra[)peler.
§ II. — Sur les résultantes formées ai'ec les cosinus des angles ronipris entre deux sjstèi/it s
d'nxes.
(Jousidérons dans un plan ou dans l'espace deux systèmes d'axes rectangulaires ou obliques, cliaque système étant composé de deux ou trois axes seulement. Supposons cliacun de ces axes indéfiniment prolongé dans une direction déterminée, qui sei'a celle d'une certaine longueur portée à partii d'une certaine origine O, sur l'axe dont il s'agit. Enfin, nommons
r, s ou r,s,t
les longueurs ainsi mesurées, à partir d'une même origine, ou à partir d origines diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui composent le premier système, et
« , «' ou M , »', w ' , , ,,
les longueurs mesurées, à partir d'une même origine, on à partir d'origine^ diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui composent le second système. Les angles compris entre les axes du premier système et les axes du second système auront pour cosinus, si chaque système est composé de deux axes seulement, les quatre quantités comprises dans ce tableau :
j cos (/■, u) , cos (/', p) ,
{ cos (.y, m), cos(i', c); et, dans le cas contraire, c'est-à-dire dans le cas ou chaque système serait
composé de trois axes, les neuf quantités
l cos(r, «), cos(r, i'), cos r, u»),
C^i ' cois,nj, co6[s,i'), CCS I .y, XV;,
\ cos t,u), cos(/,t'), cos^^, îv).
D'ailleurs, ou pourra tornier une résultante à deux dimensions av( c les quatre termes du tableau (0, cf uoe résultante à trois dimensions avec les neuf termes du tableau (21. Poui' abréger, nous dési,r;nerons ces deux r(''sultantes à 1 aide des notations
[r, s; u, v], [r,s, t. h, t-, tv],
dont chacune offrira, comme on le voit, deux systèmes de quantités séparées les unes des autres, non-seulement par des virgules, mais aussi par le signe ; interposé entre les deux systèmes. Il est vrai qu'au premier aboi'd on peut être tenté de trouvci- ces notations tiop semblables à celles que nous avons adoptées dans le premier paragraphe; mais on verra, dans le § III, que cette similitude, loin d'être un inconvénient, est mi avantage très-réel, et que les expressions
se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans les expressions plus générales
F^es notations que nous venons de proposer étant admises, on aura pénéralement
(3) [r,s; u,v] = cos (r, u) cos {s, v) — cos (r, v) ces (*, u) ,
et
cos(r, M)cos(.y, f)cosi7,îi'i — cos(r, «)cos(i', ivi cos(/. v)
^cos^A-, t^: cosf5, tv) cosfi, ;/) — cosfr, v\cos{s, Micos/.iv)
h cosrr,w)cosi',y, «/)cosi7, v) — cos(r, îi>^ cos.i-, t'ieos^/, u).
Dailleurs, les deux résultantes
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définies par les équations '3) et r4), jouissent de propriétés qu il e^t utile de bien connaître, et que nous allons successivemeut énoncei-.
Obsci-von> d'abord qii en vertu des formules (i) et (4), chacune des résultantes
[r.s: u, i'], [/■, s, t; /<, w, tv]
ne sera pas altérée, si l'on échange entre eux les deux systèmes d axes, par conséquent les deux systèmes de lonfjueurs
r, 5 et M, i', . , -
ou ...
r, s, t et u, V, w.
Mais chacune de ces résultantes changera de signe, sans changer de valeur numérique, si l'on échange entre elles deux longueurs mesurées sur deux axes appartenant au même système. On aura, pai- exemple,
(5) \s,r; u,v\z^ — \i\s; u, v], et
(6) [s, r, t; u, i>,w] = — [r, s, t; ii , t-, w]. Observons encore que chacune des résultantes
[r, .s ; u, v\, [r, s ,t: ii. v. iv]
changera toujours désigne, sans changer de valeur numérique . ((uand on v
I l'iiiplari'ra 1 nm^ quelconque des diiections
[)ar la direction opposée. En effet, supposons que Ion Nuh->tiiiie. pai' exemple, à la longueur /■ une longueur r', mesurée, comme la longueur /■, a partir de l'origine O, mais dans une direction opposée à celle de /■. Alors, dans les seconds membres des formules '3) et (4) , les angles
(r,u}, {r,v), 'i;u>] se trouveront renq)lacés par leurs suppléments
et puisque deux angles, dont l'un est supplément de l'autre, offrent, avec le même sinus, deux cosinus égaux, aux signes prés, mais affectés de signes?
l >9 contraires, il est clair que la substitution de r' à /■ aura pour etïet unique de changer le sigae de chaque terme dans les valeurs des résullantes
[r. S] ii.v]. [r. s, f : u, t'. '\v\
(!)n aura doue , par suite.
ij) [r',s-, u,v] = — [r. s: u,v\,
et
(8) [r', s. t ; /i, i', iv] = — [/■, 4'. t\ u. f, u'j.
Hemarquons encore que les angles dont les cosinus entrent couinie tactturs dans la composition des divers ternies des deux résuhautes
ue \arieront pas si 1 on transporte parallèlement à lui-même chacun des axes <ur lesquels se mesurent les longueurs
r,!,. t . u. (', IV
Eu conséquence, on peut énoncer j;i proposition suivante Théorème. Si les longueurs
;ont mesurées, a partir d origines diverses, sur divers axes indéfiniment prolongés dans certaines directions, on n'altérei'a [loiut les valeurs des résultantes
en transportant les axes dont il s agit, parallelenieut a eux-mêmes, sans changer leurs directions, de manière à donner pour origine commune aux diverses longueurs un point unique.
Eu égard à ce théorème, nous supposerons, dans les §«ï 111 et IV. les di-
verses longueurs
r, s, i , u , t'. VI',
toutes mesurées à partir d'une seule origine O, qui sera le souHii.r commun des angles plans compris entre elles, et des angles solides dont ie^ arêtes ( oincideront avec trois de ces mêmes longueurs.
Nous venons de rappeler quelques-unes des propriétés des deux résultantes
Une autre niopriélé remai-quable de ces inêines résultantes, cest que la
première ne sera point altérée si chacun des angles (/,*) , [ti,^) vient a tourner autour du point O, sans changer de valeur, dans le plan qui le renferme, et que pareillement la seconde ne sera point altérée si chacun des angles solides consIruiN avec les arêtes r, s, t o\\ », i', w, tourne autour du point O, sans se déformer. Mais, pour établir plus aisément cette propriété, il convient d'examiner successivemeni le cas particulier dans lequel un des deux systèmes d'axes
.'•, s et u^ i',
ou
A-, s, t et w, (', IV,
se compose d'axes perpendiculaires entre eux; puis le cas général où les axes de chaque système comprennent entre eux des angles quelconques. C est ce que nous ferons dans les deux paragraphes suivants.
§ III. — Détcnninatinn de In rijsultnntc construite avec les cosinus des angles que des ares queleonqurs forment avec d'autres axes perpendiridaires entre eux.
Considérons d'abord, dans un plan donné, deux axes indéfiniment prolongés à pai'lir d'un cerlnin point O dans deux directions déterminées.
Soient
deux longueurs mesurées dans ces deux directions à partir de l'origne O; et
sn|)posons, dans le plan de l'angle (/■, i^), la position d'un point quelconque 1 apportée à deux axes rectangulaires desa:, j-, qui passent eux-mêmes par l'origine O. Enfin nommons
deux longueurs mesurées, à partir de cette origine, sur les axes des x, j, indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. IjCS cosinus des quatre angles
que formeront les deux côtés de l'angle [i\s) avec les deux côtés de l'angle
<lroit (x,y), et, par suite, la résultante
( I ) [r, s; X , y) = cos (r, x) cos (^ , y — cos r, y) cos {s , x )
construite avec ces cosinus, pourront être évidemment exprimés à l'aide des sinus et cosinus des seuls angles
Si , pour pins de commodité, on couîmence par supposer les longueurs r. s. situées l'une et l'autre du côté desj^ positives, c'est-à-dire , en d'autres termes, du même côté que y, par rapport à l'axe des x, alors chacun des an{;ies
étant aigu offrira un cosinus positif; et, comme la valeur numérique de ce cosinus sera le sinus de l'angle formé par la longueur r ou s avec une direction perpendiculaire à y, on aura
cos (r, y) = sin (r, x), cos {s, y) = sin {s , x). Donc alors la formule (i) donnera
[r, s; X , y] ^ cos (r, x) sin (^ , x) — sin (r, x) cos [s, x), ou , ce qui revient au même , eu égard à la formule (i i) du § ^^
[r, ^;x,y] =siu[^i,x. - (r, x)].
Mais alors aussi . la différence
égale, au signe près, à langle (r, s), sera positive ou négative, avec sou sinus, suivant que le mouvement de lotation de r en s sera direct ou rétrograde. Donc la dernière des formules obtenues pourra s'écrire comme il suit :
(2) [r, j; x , y] = (/•, s) sin (r, s).
D'ailleurs l'équation '2 , ainsi établie pour le cas où les longueurs r, s seraient toutes deux situées du côté des j- positives , continuera de subsister, en vertu de la formule (7) du § II, jointe à la formule (2) du § l", si l'on substitue à l'une des directions r, s la direction opposée /' ou s', située du côté des^' négatives , et , par suite encore , si l'on substitue en même temps r' à r et s' k s.
Donc la formule (2) subsistera pour deux longueurs dont chacune pourra être située, comme l'on voudra, ou du côté des j- positives, ou du côte
des^ négatives. D'autre part, la quantité positive sin (r, .y) représente précisément ce que devient la surface du parallélogramme con^^truit sur les côtés
/', s de l'angle (r, s), dans le cas où ces côtés sont tous deux égaux à l'unité,
et l'expression
se réduit à -)- r ou à — i , suivant que le mouvement de rotation de r en s est direct ou rétrograde, c'est-à-dire dirigé dans le sens du mouvement de rotation de / en s, ou dans le sens opposé. Cela posé, la formule (2) entraiuera évidemment la proposition suivante :
i'^'' Théorème. Etant donnés dans un plan, un angle droit (x, y), et un angle
aigu , droit ou obtus (r, s), qui ont pour sommet commun le point O; si l'on détermme les quatre cosinus des autres angles
('''^), (''>yu
que formeront les côtés r, s de l'angle (r, s) avec les côtés x , y de l'angle droit (x, y), la résultante -
construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, suivant que les mouvements de rotation de ren s , et de x en y, s'effectueront dans le même sens ou eu seus contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique
le sinus de l'angle {r, s) , ou, ce qui revient au même, l'aire du parallélogramme que l'on peut construire sur les côtés r, s réduits 1 un et l'autre à l'unité. ' .
Corollaire. I^a valeur numérique de la résultante
étant indépendante non-seulement de la position qu'occupent, dans le plan donné, les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les deux longueurs X, y, mais encore du sens dans lequel s'effectue le mouvement de rotation de X en y, il est naturel de représenter cette valeur numérique par la sunple notation
que I ou déduit de l'expression
eu y effaçant les deux lettres x, y, employées pour indiquer deux directions dont il u est plus nécessaire de faire une mention expresse. Alors 1 équation (2) se trouve remplacée par les deux formules
(4) [/■, i] = sui (/-,/],
dont la seconde reproduit précisément Pune des notations admises dan>- Ir § I".
Supposons maintenant que, le sommet O de langle {i\s} étant toujours pris pour origine des coordonnées, on rapporte la position d'un point quelconque de Tespace à trois axes rectangulaires des jt, _/, z, dont les deux
premiers pourront être situés en dehors du plan de langle i/-, 5 ; et nommons
trois longueurs mesurées, à partir de l'origine 0,sur les trois axes des x; y. z, indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Si l'on détermine les cosinus des quatre angles
('•, x), ('■, ys
(■Sx), i.y,y), ■
que formeront les côtés de l'angle (/•, s) avec les côtés de l'angle droit x , y), on pourra toujours construire avec ces cosinus une résultante
[/', 5; x, y] = cos '^r, x) cos(.f , y) — cos [r, y) cos (s, x). Si d'ailleurs, après avoir projeté les longueurs
/-, s >iiir le plan des Jc, j-, on nomme
deux longueurs nouvelles mesurées, à partir du point O, dans les direction.mêmes des deux projections ou dans les directions opposées, on aura encore
[p, ;; ^^y\= cos(f;,x)cos(s,y) - cos(p, y)cos(;,y).
Mais , en veitii d'un théorème connu et relatif aux plans qui se coupent à angles droits [voir le 7* théorème de la page 3i i du 3* volume], on pourra, aux deux équations qui précèdent , joindre les formules
cos (r, x) eos(r, v) / ^ v cos(^,x) cos(s,y
, "^ , cos(^,xj cos(i,yi , '^ s
/N - 7^-cos{r,p), ' Is = — ^==cos(j,ç),
cos(p, x) cos(p, y) cos(ç,x) cos (ç , y)
puisque les plans projetants , c'est-à-dire les plans des deux angles
seront tous deux perpendiculaires au plan de l'angle (x, y). Donc les deux équations dont il s'agit, combinées entre elles par voie de division, donnelont
et Ion aura, en conséquence,
(5) [r, s; X, y] = [p, ç; x , y] cos (;•, f^) cos(j, ;).
Enfin, les directions p, ç étant comprises dans le plan de l'angle (x, y), on tirera de la formule (2) . • -
[jS,ç;x,y] = (p,ç)sin(p,ç),
et, par suite, la formule (5) donnera
(6) [r, .ç; X , y] = {p, ç) sin (p, ç) cos (r, p) cos(i, ç). Rien nempéche de supposer que les deux lettres
représentent en grandeur et en direction les projections absolues des longueurs
sur le plan des x,j. Si, pour plus de commodité, on adopte cette supposition . les deux cosinus
cos(r,p), cos(^,ç)
seront tous deux positifs, et pour qu'ils représentent les projections absolues p , ç des longueurs /■, s sur le plan des j: , j , il suffira que chacune de ces longueurs se réduise à l'unité. Alors, le parallélogramme construit sur
ces deux projections p,ç oftVira une aire évideiunient exprimée par le produit
si!i (p,ç) eos (r,p) ces (/•,;),
puisque ce parallélogramme aura pour cotés
cos [r,p), cos{s,g), et ])our hauteur le produit
cos {s,:)&\u[p.ç) ,
(piaud CD prendra pour base le premier côté cos(r,ji).
Quant au facteur p, ç), il se réduira ou à +i, ou à — i, suivant que le mouvement de rotation de p en ç sera direct ou rétrograde, c'est-à-dire dirigé dans le sens du mouvement de rotation de x ou y, ou daus le senr^ opposé. D'ailleurs, p et ç étant, par hypothèse, les projections absolues de r et de s sur le plan des x, j- perpendiculaire à l'axe des z, il est clair que les mouvements de rotation de |0 eu g et de r en j s'eltectueront dans le même sens autour du demi-axe des z positives, c'est-à-dire autour de la direction z. Donc, si l'on adopte les définitions et notations proposées dan^ le § I'^"', le mouvement de rotation de p en ç sera direct ou rétrograde dans le plan des x , y, suivant que le mouvement de rotation de /' en s autour de 1 direction z sera Uii-même direct ou rétrograde dans l'espace, et l'on aur
donc l'équation (6) pourra être présentée sous la forme
f8) [r,s; \,y] = (r,i,z)sin((5,ç)cos(r,/3)cos(j-,;),
et Ion pourra énoncer la proposition suivante;
p.*^ Théorème. Etant donnés, dans l'espace, un angle droit ;^y) et un
angle aigu, droit ou obtus (/', ^), qui ont pour sommet commun le point O, si l'on détermine les cosinus des quatre angles
(jue formeront les côtés de l'angle {i\s) avec les côtés de l'angle droit i^x, y î,
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( 26) la résuUanfe , >
construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative , suivant que les mouvements de rotation de r en j et de x en y autour d'une direction z perpendiculaire au plan de l'angle (x , y) , s'effectueront dans le même sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique l'aire du
parallélogramme que l'on peut construire, dans le plan de l'angle (x,y), sur les projections des côtés r,s, réduits l'un et l'autre à l'unité. On peut remarquer d'ailleurs que ce parallélogramme est la projection de celui que Ton pourrait construire dans l'espace sur les côtés en question.
» Concevons maintenant que, le même point O étant tout à la fois le
sommet de l'angle {r,s) et de l'angle droit (x,y), on nomme
trois longueurs mesurées à partir du point O, la première sur la droite d in-
tersection des plans des deux angles (x, y) , (/•,*), et les deux dernières sur des perpendiculaires menées à cette droite dans les deux plans dont il s agit. Supposons d'ailleurs , pour plus de commodité, chacune de ces perpendiculaires dirigée dans un sens tel, que les deux mouvements de rotation di-
X en y et de / en m soient de même espèce dans le plan de l'angle (x,y), ei que les deux mouvements de rotation de r en ,y et de / en « soient de même
espèce dans le plan d*; langle (r, s). On pourra faire tourner l'angle droit (x, y'
dans le plan qui le renferme , de manière à l'appliquer sur l'angle droit (Z, m, , et à faire coïncider les deux directions
ia première avec la direction /, la seconde avec la direction m. Cela posé, on conclura du 2^ théorème, que la valeur générale de l'expression
ne diffère pas de la valenr particulière qu'acquiert cette expression quand on y remplace x par / , et y par m. On aura donc généralement
\r,s; x,y] = {i\s\ /,/mJ, ,
( ^7 ) ou , ce qui revient au même,
[r, i; X, y] = cos (r, l)cos{s, m) — co.s(r, //?) cos(j,/).
Mais, d'autre part, le plan qui renfermera les deux directions m, n, dont chacune est perpendiculaire à la direction Z, sera lui-même perpendiculaire à /, et, par suite, à tout plan qui contiendra /, par conséquent au plan de
l'angle (r,s), ou, en d'autres termes, au plan des deux angles h\n),(s, li'. Donc le théorème relatif aux plans qui se coupent à angles droits, le 7'' théorème de la page 3i i du 3*^ volume, donnera
cos (r, m) = cos (r, fi) cos (pi , n) , cos is , m) =^ cos is, n ; cos (/n , «).
En substituant ces valeius de cos(r, m), coiis,n) dans l'équation précédent^'
[r,s; X, y] = cos (r, t)cos{s, m'* — cos(r, m cos(j, /),
et en ayant égard à la formule
[r, s; l, n] = cos (r, /) cos (^, /i 1 — cos (r, «) cos (^, /),
on trouvera
[r, J ; X , y] = [r,s; l, n] cos (m , « ).
Enfin , puisque 1 angle droit (/, «) sera renfermé dans le plan de l'angle ^r, s) , et que, dans ce plan, les deux mouvements de rotation de r en i' et de / en ?i auront, par hypothèse, la même direction, le i'^'' théorème donnei'a simplement •
[r,s; l,n\ = sin (/-, s):
et. par suite, la valeur générale de la résultante [r,s, x, y] pourra être réduite à
(9) [r, s;\, yj = sin ;/•, s) cos [m , n).
Donc, puisque sin (r, j) représente l'aire [r\s] du losange que l'on peut construire sur les côtés /■, s réduits chacun à l'unité , on aura encore , dans l'hypothèse admise,
(10) [r,i;x,y] = [r,^]cos(/«, «j.
Il est bon d'observer que 1 angle (/«,«, compris entre des droites ///, /;
( ^8} menées, (lnn,^ h's plans des deux angles . : ,
pcri>eiidicu!airenient à la tominunc intersection / de ces deux plans, esi éfjal on à l'angle aigu qui inesuie rinclinaison dn second plan sur le premier, OU an supplément de cet angle aigu. Donc le cosinus de l'angle {m,n) doit être égal, an signe près, au cosinus de l'inclinaison mutuelle des deux plans dont il s'agit; et l'on peut énoncer encore la proposition suivante :
.. 3^ Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le a" théorème, la résultante
aura encore pour valenr numérique le produit du sinus de l'angle (/-,.?) par
le cosinus de l'inclinaison mutuelle des plans des deux angles (r, s) et (x , y). D'ailleurs, comme on Fa déjà remarcpié, le premier facteur de ce produit est précisément l'aire du parallélogramme que l'on peut construire sur les deux côtés r, s réduits l'un et l'autre à l'unité.
Corollaire. Si, eu supposant que l'angle droit (x,y) et l'angle |(/-, i^) ont pour sommet le même point O, on nomme Z'une longueur mesurée, à partir
de ce point, sur une perpendiculaire au plan de l'angle (r, s), l'angle (7^, zi, compris entre deux droites T, z respectivement perpendiculaires aux plans
des deux angles (x, y), {r,s), sera évidemment ega! ou a I uiclmaison nuituelle de ces deux plans, ou au supplément de cette inclinaison; et, par suite, les cosinus des deux angles
{^in,n), {T,-/}/
offriront la même valeur numérique. Si d'ailleurs on suppose les directions T
et z situées d'un même côté par rapport au plan de l'angle (/', j), les mouvements de rotation de r en s autour de la direction z, et de r en jt autour de la direction !]Ç s'effectueront dans le même sens; et l'on aura en conséquence
Donc alors la l'ésultante
qui est, en vertu de la formule (8), une quantité affectée du signe de (/•, s, z) , sera aussi une quantité affectée du signe de (r, .? , T); et ce signe sera encore,
OU égard à réquation (g), le signe de cosiin, n . On auia donc, dans I liypoihèse admise,
II) cos (/7z, /z) = (r, ^, 7^) cos Z", z).
Ajoiilons que cette dernière formule continuera évidemment de subsister, si
à la (Hreclion T'en substitue la direction opposée, puisque alors l'angle ( 7^,/. étant remplacé par sou supplément, les deux facteurs du produit
{r,s, r)cos(r,'%.)
changeront de signe. La formule (iij se trouvant ainsi établie pour idules cas, l'équation (9) donnera généralement
(i 2) [/■, j ; X , v] =: 1^/', s, T) sin (r, s) cos { T. /.'■,
ou, ce qui revient au même,
''i3) [r,s; X , y] = {r,s, T)\r, s] cos 7'. z\
Si maintenant on échange entre elles les trois directions x, \ , /, eu observant que les trois mouvements de rotation de x en y autour de z, de v en z autour de x,etdez enx autour dey, sont tous trois de même espèce, on obtiendra, au lieu de l'équation (12), deux équations du même genre, qui seront comprises , avec elle , dans la seule formule
: 1 4) 7C- = -tH = ■ 7^ = ['\ ^■^) sm ' /•, .V 1 .
cos ( T, X; ros ( T, y) cos ( T, z)
Considérons, à présent, outre les axes rectangulaires àe> .1, j", z. sur lesquels on suppose portées à partir de l'origine O les trois longueurs x , \ , /. , trois autres axes rectangulaires ou obliques, indéfiniment prolongés à partit du point O, dans des directions déterminées; rt nommons
trois longueurs qui , ayant le point O pour origine, se mesurent dans ces trois directions. F.es cosinus des neuf angles plan-;
(Cx), (Cy), (/;z)
( 3o ) (]iu' fonneiont les directions /', s, t avec les directions x, y, z, seront les cléments de calcul qui enfleront dans la composition des trois résultantes à deux dimensions :
( [r,s; y, z] =: cos(/-, y) cos [s, z) — cos(r, z) ces {s, y), ( 1 5) s [r, i- ; z , x] = cos (r, z) cos {s, x) — cos (r, x) cos (i', z1 , ' [i\s; X , yj = cos (rfx) cos {s^V - cos (r, y) cos [s, x) , et de la résultante à trois dimensions
[r,s, t; x,y, z] = cos (/•, x) cos [s, y) cos (^, z) — cos (r, x) cos (^, z) cos [t , yj ,
cos (r, y) cos (i'j z) cos («, x) — cos (r, y) cos [s, x) cos (t , z) , ' cos (r, z) cos (j, x) cos (<, y) — cos (r, z) cos (^, y) cos {t.n,. Or, en vertu des formules (i5) et (i6), on aura évidemment
[r,s; y,z]cos(^x) + [/■,,?; z, x] cos(^,y) + [r,5; x, y]cos(i,z).
D'ailleurs, si Ton nomme T une longueur mesurée, à partir du point O,
>ur une perpendiculaire au plan de l'angle (r, s) , les valeurs des expressions
pourront être déduites de la formule (i 4) , et de cette formule combinée avec l'équation (i 7) , on tirera la suivante :
T/V r^^: Z?r TTT. -K- = (' > ^^ T) sm (r, s).
cos(^, x)cos(r, x) + cos(f, y)cos(7', y)4-cos(f,z)cos(7', z) Donc, en observant que, dans cette dernière, le dénominateur du premier membre est précisément égal à cos {t,T), on trouvera -^
[r,s,t; x,y, z] f^ ^ 'rs ■ /^ \
7s = (r, S, T) sm {r,s),
cos{t, T)
et, par suite,
(18) [r, j, Z ; x , y, z] = (r, s, T) sin (r, s) cos {t ^T).
Si, pour plus de commodité, on suppose que la longueur /"soit située du
( 3. ) même côté que la longueur t par rapport au plan de i'angie (r,^), Ils deu\ mouvements de rotation de r eu s autour de t , et de r eu J autour de 7 . s'effectueront dans le même sens; en sorte qu'on aura
Alors aussi , dans l'équation (i8) réduite à la formule
(19) [r,s,t; x,y, z] = iV, ^,0 sin (r,.v)cos(/, r),
le facteur cos{t, T) sera positif, puisque 1 angle ^/ , 7') seraai;;u, et, par suite, le produit
sin(r,j) cos [t, T""'
représentera la valeur du parallélipipède que l'on peut construire sur learètes r, s, t, supposées toutes réduites à l'unité [vo/r le§ I"]. Quant au facteur
il se réduira ou à + i, ou à — i, suivant que le mouvement de rotation de / eu s autour de t, étant direct ou rétrograde , sera ou ne sera pas de l'espèce du mouvement de rotation de x en y autour de z. Donc la formule (10' entraînera la proposition suivante :
4^ Théorème. Etant donné dans l'espace un angle solide dont les arêtes x. y, z , mesurées à partir du point fixe O , sont perpcudiculaires entre elles , et un autre angle solide dont les arêtes r, s, t se coupent, au même point O, sous des angles quelconques, si l'on détermine les cosinus des neuf angles
(M), (Cy), (-Cz),
que formeront les arêtes r, i^, t avec les arêtes x, y, z, la résultante
construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que le> mouvements de rotation de x en y autour de z, et de /■ en s autour de /, s effectueront dans le même sens ou en sens contraire; et cette résultante aura
pour valeur numérique le volume du parallélipipède, que l'on peut i on- ^Iniire sur les arêtes r, s, t réduites chacune à l'unilé. Corollaire. I^a valeur numérique de la lésultaute
(jtant indépendante non-seulement de la position qu'occupent, dans l'espace; les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les trois longueurs
mais encore du sens dans lequel s'effectue le mouvement de rotation de x en y autour de z, il est naturel de représenter cette valeur numérique parla simple notation
que l'on déduit de l'expression
en y effaçant les trois lettres x,y, z, employées pour indiquer trois directions dont il n'est plus nécessaire de faire une mention expresse. Alors l'équation (19) se trouve remplacée par le système des deux formules
{■xo) \r,s,t;\,^^,z\={r.,s,t)[r,s,t],
(ai) [r,s, t] = ûn{r,s)cof.{t,T),
dont la seconde reproduit précisément l'une des notations admises dans le § 1"' . Ajoutons que , si l'on nomme
trois longueurs respectivement mesurées sur des perpendiculaires aux plans (les trois angles
à partir du point commun aux trois arêtes
et situées, par rapport à ces plans, des mêmes côtés que ces trois arêtes, on pourra joindre à Féquation (ai) deux autres équations qui seront comprises, avec elle, dans la seule formule
(22) [r, s,t] = sin [f^t ) eos {i^R) = sin (V') cos [s^S) = sin (/O) cos (^ T) \voir le § l*"^].
En terminant ce parap,i'aphe, nous remarquerons qu'eu vertu des théorèmes r. 9. et 3, la valeur de la lésultante
dépend uniquement de l'auf^le ('', j), de I inclinaison du plan de cet anjjle sur le plan de x, j% et du sens dans lequel s'effectue, dans chacun de ces plans, le mouvement de rotation de /' en s ou de \ en y. Pareillement, il suit du théorème 4) que la valeur de la résultante
\i\s, t; x,y, zj
dépend uniquement de la forme de l'angle solide qui a pour arêtes x, y, /, et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvements de rotation de r en y autour de /, et de x en y autour de z. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
/)'■ Théorème. I^es longueurs
étant mesurées , à partir d une même origine O , les trois premières dans des directions quelconques, les trois dernières sur des axes perpendiculaires entre eux, on n'altérera point la valeur de la résultante
en faisant toururr autour du point O chacun des angles
\';^/^ vx,y)'
supposé d'ailleurs invariable, dans le plan qui le renferme, ni la valeur de la résultante
en faisant tourner autour du point O, sans les déformer, les deux angles solides qui ont pour arêtes, dune part, les longueurs r, s, t; et, d'autre part , les longueurs x , y, z.
Les résultats auxquels nous sommes parvenus dans ce paragraphe étaient déjà connus. Mais les formules à l'aide desquelles on les exprimait, n'offraient pas toute la précision que 1 on pouvait désirer, puisqu elles renfermaient des doubles signes dont la détermination dépendait de certaines conditions qu'il était nécessaire de mentionner dans le discours, et d'énoncer
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( 34 ) à part. L'adoption des signes
propres à indiquer le sens des mouvements de rotation , et Tintrodiiction de ces signes dans les formules font disparaître rinconvénient que nous venons de signaler. Nous allons voir maintenant avec quelle facilité l'usage de ces mêmes signes permet d'établir des formules générales, qui déterminent complètement les valeurs des résultantes analogues à celles dont nous venons de nous occuper, mais relatives à deux .systèmes quelconques d'axes rectangulaires ou obliques.
& IV. nétrrniinntion de la résultante construite aoer les cosinus des angles i/iie des axes
donnés forment avec d' autres axes rectangulaires ou oblirjues.
Considérons deux systèmes d'axes rectangulaires ou obliques, indéfiniment prolongés , à partir d une même origine O , dans des directions déterminées sur lesquelles se mesurent, à partir du point O, pour le premier système, les longueurs
7', s ou /•, s, t ,
et, pour le second système, les longueurs
Si Ion suppose chaque système composé de deux axes seulemeut, les
longueurs
y. s ou //, t',
mesurées sur les directions de ces deux axes, comprendront entre elles un angle plan
{i\s) ou (//,i'J;
et les cosinus des quatre angles
[s, II], (.?,('),
que formeront les directions r, s avec les directions «, i', seront les facteurs qui entreront dans la composition des divers termes de la résultante
( I ) [/•, s; ^^ , l'J = cos (r, û) cos (/•, v) — cos (/■, v) cos [s. li).
( 35) < )i- la valeur de cette résultante pourra être présentée sous une forme trrssimple, si les deux angles
étant renfermés dans un même plan, l'une des directions r\s est perpendiculaire à l'une des directions ii, v, en sorte qu'on ait, par exemple ,
En effet, supposons ces conditions remplies; alors on tiouvera
COS (/■, t') =: O ,
et, par suite, la formule (i) donnera
[/', s; u, r] =; cos (r, li) cos (i', (
Or, la direction v étant perpendiculaire à la direction /•, on pourra , dans les formules (4) du § P"', remplacer non-seulement r par s ou par u , mais encore X et y par r et v; et, par suite, en considérant comme direct le mouvement de rotation de r en f, on aura
cos [u , / ; = (u , v) sin {11 , c) , cos (i, i') = ( /', s) sin (/•, s). Donc la valeur trouvée de [r, v; «, p] pourra être réduite à
(2) [/•, s; n , i'] = {r, s) (u, v) sin (r, i) sin {u , t').
Observons d'ailleurs que la formule (2) continuera évidemment de subsister, si l'on considère comme direct, non plus le mouvement de rotation de /• en i', mais le mouvement de rotation de t' en r; car, pour passer d un cas à lautre, il suffira de changer le signe de chacun des facteurs, ce qui n'altérera pas leur produit. Ajoutons qu'en vertu de la formule (5) du § il, jointe à la formule (1) du § 1"% l'équation (2) subsistera encore, si l'on y échange séparément ou simultanément r avec s et u avec f. Elle subsistera donc, non-seulement quand r sera perpendiculaire à v», mais encore toutes les fois que l'une des directions r, s sera perpendiculaire à Tune des directions u,v. Il y a plus, on peut affirmer que la formule (2) subsiste généralement, quelles que soient dans le plan donné, c'est-à-dire dans le plan
{ 36) des deux angles {r,s), {u, l'i, les directions des longueurs
C'est effectivement ce que l'on démontrera sans peine, en opérant comnif il suit.
Rapportons la position d'un point quelconque , dans le plan donné , à deux axes rectangulaires des x et ^, qui passent par l'origine commune O lies quati'c longueurs /■, s, u, i>; et nommons
deux autres longueurs mesurées, à partir du point O, sur ces deux axes indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives. Chacun des quatre cosinus renfermés dans le tableau
cos [r,u), cos(/-, t^), eus (s, u), cos [s, v>) sera déterminé par une équation de la forme
(3) cos(/', ii; = cos(^;', x)cos(«,x) + cus(r, y)cos(^H, y);
et, en conséquence, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il suffira d'ajouter entre eux les deux termes renfermés dans une même ligne horizontale du tableau
COS (/•, x) , cos (/', y) ,
cos (.V, AJ , cos (s, y) ,
après les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants de l'une des lignes horizontales du tableau
cos(«,x), cos (m, y),
cos(y, x), cos(t', y). ; „ _ i
Cela posé, eu ayant égard au théorème général sur les produits des lésultanlcs [voir le a^ volume, page 167], et eu appliquant ce théorème aux quatre éffiiaîions semblables entre elles, qui seront de la forme de l'équation (3), on trouvera
(37 ) Or, à laide de réquatioii :.(), ",ii'^ 'on petit aussi présenter sous la tcunie
[/■, .<; Il, <•]
on étendra facilement la formule (2)3 tous les cas possibles. En ettet, on pourra d'abord, en particularisant les directions net t', tirer de l'équation (5) la valeur de [/', s;x, y]. Si , pour fixer les idées, on suppose v perpendiculaire à r, et a à j-, on tirera de la formule (2), déjà démontrée dans le cas où r est perpendiculaire à t',
[r.s: II, ('] = (/•, Si (u, v) sin (/', s) sia u,\'\:
et, eu égard aux conditions
(■^ ' y) = 2 • sm (x , y , = 1 , (x , y) = I . (j!i trouvera de mémo, puisque u est supposé perpendiculaire à y,
]//, c; x,y| = {/i,K>)sin{u,v); puis, en substituant les valeurs ici tiouvéesdes deux résidtantes
[/•, s; u, i'\, \/i, *'; X, yj , dans le second nombre de la formule ( |) . ou obtiendra l'équation [6) \i\ s: X , vj = (/• s) sin (r, s] ,
que l'on pourrait, au reste, comme on l'a vu daus !e § III, établii' directement. Enfin, si l'on substitue daus le second membre de l'équation (/|), la valeur précédente de \r, s; x, v], et la valeur semblable de [n. i^; x, yj, (pii seront encore tlonnées pai' la foi'mule
\u,i>; X , y] = [u , x) siu (u , v. ,
quelle c[ue soit la direction attribuée à u, on sera immédiatement ramené à l'équation (-2), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient, dans le plan donné , les directions des quatre longueurs
Il est bon d'observer que le produit
renfermé dans le second membre de la formule (2), se réduit simplement a _}_ I ou à — I, selon que les mouvements de rotation de /• en s et de u en v s'effectuent dans le même sens ou en sens contraire. Quant aux facteurs
sin(/-, .S'), siu(;^,i'),
ils représentent précisément les aires de deux parallélogrammes que l'on peut
construire sur les côtés des deUx angles plans {r, s) , {u,i>), en supposant
chacun de ces côtés réduit à l'unité.
Cela posé, la formule (iS) entraînera évidemment la proposition suivante : i" Théorème. Étant donnés, dans un plan, deux angles
{r,s), {n,u), si Ton détermine les quatre cosinus des autres angles
{S, u) , [s , v) que formeront entre eux les côtés des deux angles donnés , la résultante
[i\s; II, v\,
construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, selon que les mouvements de rotation de r en s et de u en v s'elfectueront datis le même sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique le produit des sinus des deux angles donnés, ou, ce qui revient au même, le produit des aires des deux parallt'logrammes que Ton peut construire sur les côtés de ces deux angles , eu supposant ces côtés réduits à l'unité.
Corollaire. Si, comme nous l'avons déjà fait dans le § III, ou désigne par
Taire du parallélogramme qui a pour côtés les longueurs r, s réduites à lunité, on aura
[r, s ] = sin (/■, s), [u , v] = sin (n , v) ,
et la formule (2) pourra s'écrire comme il suit :
(39) Supposous maintenant que les deux angles
avant pour sommet commun le point O, cessent détre situés dans un même plan; puis, en prenant le point O pour origine des coordonnées, rapportons la position d'un point quelconque de l'espace à trois axes rectangulaires des Jc,j', z, dont les deux premiers soient renfermés dans le plan de l'auglc (m, V,; et nommons
trois longueurs mesurées à partir de l'origine O, sur ces trois axes iudétiuiment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Chacune des direc-
tiens H, V élant comprise dans le plan de l'angle droit !x,y), la formule (3)
et celles qu'on en déduit eu remplaçant séparément ou simultanément /' par .*
et u par f, continueront encore de subsister |î^o;V le théorème 6 de la page 3 1 1
du 3* volume), et entraîneront encore avec elles l'équaîion (4), en sorte qu'on
aura
De plus, l'angle u, i-; étant compris dans le plan de l'angle droit (x, y), 'a formule (6) donnera
[//, i'; X. y] = [u,v)sin{u, <-).
D'ailleurs, si l'on adopte les définitions et notations proposées dans le § V''', le mouvement de rotation de u eu c sera direct ou rétrograde dans le plan des j:, y, suivant que le mouvement de rotation de u en v autour de la direction z sera direct ou rétrogiade dans 1 espace. On aura donc
el, par suite, la valeur trouvée de la résultante [«, i'; x, y] pourra être présentée sous la forme
(8) ['i,i'; X, y] = {n, f, y.) sin (m, <').
Enfin si, pour plus de commodité, on suppose la direction y, c'est-à-dire la direction du dcnii-axe des j positives, fixée de telle sorte que le mouvement de rotation de x en y s'effectue dans le sens du mouvement de rotation de n en c, alors l'expression («, c) ou [u , v, z) étant réduite à luuité, on aura
simpleiiienl
(9) [u, c; x,y] = sm{u, v).
Quant à la valeur de la résultante [r,s; x,y], elle pourra être déduite de l'une quelconque des formules (8) et (y) du § 111. En effet, soient
les projections absolue^ des longueurs r\ s sui' le plan des deux angles («, c),
(x, y). Soient encor(>
trois longueurs mesurées à partir du point O, la première sur la droite d'in-
tersection des deux angles {r,s), («,('); la seconde sui' une perpendicu-
laire menée à cette droite, dans le plan des deux angles {u,i>), v'^,yl, et dirigée dans un sens tel, que le mouvement de rotation de / en m soit de l'espèce du mouvement de rotation de x en y; la troisième sur ime per-
pendicuiaire menée à la droite /, dans le plan de l'angle [i\ s), et dirigée dans un sens tel, que le mouvement de rotation de / en n soit de l'espèce du mouvement de rotation de /en ti. Enfin, soit 7^ une longueur mesurée, à
partir du point O, sur une perpendiculaire au plan de l'angle 0',^)- Ou aura, en vertu de la formule (8) du § III,
(10) [',i'; X, y] = (r, ^, s) sin i'p, ç)cos(/', j5)cos (i',;);
puis, en supposant que, dans le plan des jc, j', les mouvements de rotation de X en y et de u eu f sont de même espèce , on aura encore, en vertu de la formule (9) du paragraphe cité,
(11) [/■, s; X , y] = sin 1 /', s) cos [m ,n).
Cela posé, si Ion substitue dans l'équation (4), avec la valeur de [u, v; x, y] tirée de la formule (8), la valeur de [r,s\ x,y] tirée de la formule (10), ou, avec la valeur de [n, v; x, y] tirée de la formule (9), la valeur de (r, s\ X, y) tirée de la formule (i i), on obtiendra l'une des équations
{ 1 2 f [c, s; // , i'] = (/', S, z) (/{ , u, z) sin {u , i>' ^'" ^p, ç) cos (/■, p ' cos (s, ;) ,
( 1 3'1 [r, .9 ; 1/ .v] = sin (/■. s) sin '// , v) cos [m , «) .
Il est bon d'observer que, si l'on désigne, comme plus haut, par la notation [r,j] l'aire du parallélogramme que l'on peut construire sur les côtés r,s réduits l'un et l'autre à l'unité, la formule (i3) donnera
(i4) [r,s; u,v] =: [r,s][u,v]cos(m,n^.
Ajoutons que, dans la formule (12), le produit
sin (p, ç) cos (r, p) cos (i, ç)
représentera précisément la projection de la surface [r, s] sur le plan de la surface [m, v]. Cela posé, les propositions qui se déduiront de la formule (12), puis de la formule fi3) ou (i4)î et qui seront analogues aux théorèmes 2 et 3 du § III . pourront évidemment s'énoncer dans les termes suivants : 2" Théorème. Étant donnés , dans l'espace, deux angles
si l'on détermine les quatre cosinus des autres angles
{s,u), {s,^), que formeront entre eux les côtés des deux angles donnés, la résultante
construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative suivant que les mouvements de rotation de r en s, et de n en v, autour d'une droite perpendi-
culaire au plan de l'un des angles (r, .y , {u,v), s'effectueront dans le même sens ou en sens contraires. De plus , si dans les plans des deux angles
on construit deux parallélogrammes qui aient pour côtés les longueurs / et s , ou u et v, réduites chacune à 1 unité, la résultante [r, s ; m, i'] aura pour valeur numérique le produit de laire du premier parallélogramme par la projection de l'aire du second sur le plan du premier.
y Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le it" théorème, la résultante [r, s; u, v] aura encore pour valeur numérique le produit quou
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obtient en multipliant les aires
des deux parallélogianimes ci-dessus mentionnés, par le cosinus de l'angle aigu que les plans de ces deux parallélogrammes forment entre eux.
Il ne sera pas inutile d'indiquer une forme digne de remarque, sous laquelle on peut présenter la formule (i4)- Concevons que des deux angles
ayant pour sommet commun le point O , on élève, à partir de ce point, deux perpendiculaires aux plans de ces deux angles, et nommons
•leux longueurs mesurées sur les directions de ces perpendiculaires, dans des sens déterminés. En considérant comme direct le mouvement de rotation de X en y autour de la direction z , on aura [voir la formule (8) du § III ]
cos {iriyti) = (7', s, T) cos ( T", z).
I) autre part, si les mouvements de rotation de x en y et de u eu v autour de la direction z sont dirigés dans le même sens, comme le suppose la formule (i4)i 011 aura encore
[u,v,z) = (x,y,z) = I, et , par suite ,
cos [m , n) = (/', s,T)[u, c, z) cos (^ T, z).
Enfin, les directions z et tétant toutes deux, par hypothèse, perpendiculaires au plan de l'angle [u, i>) ou (x,y), coïncideront ou seront opposées lune à l'autre; et, par suite, le produit
(« , V, z) cos ( T, z)
ne pourra être altéré par la substitution de JV ix z , puisque cette substitution, si elle modifie les deux fonctions
{u,v,z), cos(7', z).
(43) aura pour effet unique de changer le sip,ne de chacun d'eux. On aura donc
{u. P, 2) cos ( T\z) = {u,v, W) cos ( T^W ) , et la valeur trouvée de cos {m,?i) pourra s'écrire comme il .suit :
(i 5) - cos {m,n) = {r, s,T)[u,v, PF) cos ( t'^TV).
Or, eu égard à cette dernière formule, léquation (i4) donnera
(16) [r,s; u,^] = [r,s,T){u,v,W)[r,s\[u,i>]coi[T^W).
Ajoutons que chacune des formules (12), (i3), (i4),(i6) comprend évidemment, comme cas particulier, la formule (7).
Si, à partir du sommet de l'angle (/-,.?) on mesurait, dans une direction quelconque, une longueur t, alors, en faisant coïncider u avec i\ et v avec t , on tirerait de la formule (i3)
(17) ['■> ■^i /•,<]= sin (r,f) sin (r, i) cos(/«,n),
et comme on aurait
(/■, r) = o, cos (/•,/') =1, par conséquent,
[r,s; r, t] = cos[s,t) — cos (r,f) cos(r,f), la formule (i 5) donnerait
( 1 8) cos {s, t) — cos (r, s) cos (/■, ^ = sin (r, s) sin (r, t) cos [m , n).
Mais alors aussi, m,n étant deux longueurs mesurées perpendiculairemenr
à r, dans les plans des deux angles {r,t), {r,s), la première du côté de t, la
seconde du côté des, l'angle plan (r, .f) serait la mesure de l'angle dièdie adjacent à l'arête r, dans l'angle solide qui aurait pour arêtes /•, s, t. Donc, en nommant a, b,c les trois angles plans
{s,t), iCr), {rCs),
et a, ê, 7 les angles dièdres opposés à ces angles plans dans l'angle solide
dont il s'agit, on verrait l'équation (i8) se réduire à la formule ces a — cos b cos c = sia è sin c cos a ,
que l'on peut considérer comme l'équation fondamentale de la trigonométrie sphérique. Ainsi, cette équation fondamentale se trouve comprise, comme cas particulier, dans la formule (i3).
Considérons à présent, dans l'espace , deux systèmes d'axes dont chacun se compose de trois axes indéfiniment prolongés, à partir d'un certain point O, dans des directions déterminées. Les longueurs
/•, s, t ou u, \>, w,
mesurées, à partir du point O, dans ces mêmes directions, poiurout étie regardées comme les trois arêtes d'un angle solide, et les cosinus des neuf angles plans
{r.u), {r,v), {i\w), (s,u), {s,v), (s,w), (Cu), (M'), (Civ)
que formeront les directions r, s, t avec les directions u , i>, w, seront les facteurs qui entreront dans la composition des divers termes de la résultante
[r,s, t; u, t-, îv] =
cos [r, u) cos {s, v) cos {t,w) — cos {r, u) coi {s,w) cos {t,i>) +■ cos[r,u) cos (^,îv) cos {t,u) — cos (r, f) cos (s, u) cos {t,w) -h cos (/-,«') cos (.9, u) cos(f, c.) — cos(r,w) cos (.y, c) cos (tj'^i).
Or cette résultante pourra être présentée sous une forme très-simple, si l'une des directions u, f, w est perpendiculaire à deux des directions r,s,t, en sorte qu'on ait, par exemple,
En effet, supposons ces conditions remplies; alors on aura
cos {r,w) = o, cos [s, (p) = o ,
(45) et, par suite, l'équation (19) donnera
(20) [r, s,t; ii,v, w] — [r,s; m , i>] cos (< , w) ;
puis, en désifjnant par
deux lonf;iieurs mesurées, à partir du point O, sur des perpendiculaires tiu\ plans des deux angles
on tirera de la formule (20), jointe à réquation (16),
(21) [r, j, < ; M, t', îv] = (r, j, T){ii, v, w) sin (r, s) sin (« , v) cos [t , \v) co%{T,fV).
D'ailleurs, la direction w étant, par hypothèse, perpendiculaire, ainsi que T, aux directions r et s^ se confondra ou avec la direction T, ou avec la direction opposée à T.
Donc, si 4ans le produit
cos (<, w) cos ( 7', fV )
on échange entre elles les deux lettres w et Z", cet échange laissera intacte la valeur de ce produit, dont les deux facteurs ne pourront subir d'autr» modification qu'un changement de signe opéré simultanément dans l'un et dans l'autre. On a donc
cos (/ , w) cos { T^W )= cos (t^T) cos {w^W ) , et , par suiie, la formule (21) pourra s'écrire comme il suit ;
( 22) [/', ^, f ; M , t', w\ — (r, s, T) (u, v, ^ )sin(r, j)sin(« , v) cosit, T) cos ■ w, PF ).
Supposons maintenant, pour plus de commodité, la longueur 7' située.
par rapport au plan de l'angle {r,s), du même côté que la longueur /, et la
longueur/!?^ située, par rapport au plan de l'angle {u,v), du même côté que la longueur w. Alors non-seulement on aura
mais de plus, en désignant, comme on Ta déjà fait, par [r,s, t] la valeur du
( 46 ) parallélipipède qui aurait pour arêtes les longueurs r\,s,t réduites chacune à l'unité, on aura, en vertu de la formule (21) du § HT ,
\i\s, t] = sin {r,s) cos {t, T), [^^, i', w] = sin(M, v) cos {v, FF).
Donc la formule (au) donnera
(23)' [r,s,t; u,v,iv] = {r,s,t){u,i>,w)[r,s,t][u,i>,w\.
On doit observer qu'en vertu de la formule (5) du § I", jointe à la formule (6) du § II, l'équation (aS) ne sera point altérée, si l'on y échange séparément ou simultanément, d'une part, /■ avec s ou t, d'autre part, w avec u OH ('. Donc l'équation (aS) se vérifiera, non-seulement quand tv sera perpendiculaire à r et j, mais encore quand l'ime quelconque des trois directions
u, (', w sera perpendiculaire à deux quelconques des trois directions
Il V a plus : on peut affirmer qu'elle subsistera généralement, quelles que
soient les directions
C'est, du moins, ce que l'on démontrera sans peine, en opérant comme il
suit.
Rapportons la position d'un point quelconque, dans l'espace, à trois axes rectangulaires des x, j., z qui passent par l'origine commune O des six longueurs
et nommons
trois autres longueurs mesurées, à partir du point O, sur ces trois axes indéfiniiuent prolongés du côté des coordonnées positives. Chacun des neuf cosinus renfermés dans le tableau
cos (r, u) , cos (r, v) , cos [r, w).
cos [s, h) , cos [s, v'j , cos (.y, w) ,
cos [t , u) , cos (^ , (') , cos (< , iv) ,
(47 ) sera déterminé par une équation de la forme
(24) cos{r^u) = cos(/', x)cos(i^,x) + cos(r,y) cos(M,y) + cos(r,z)cos(*, z);
et, conséquemment, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il suffira d'ajouter entre eux les trois termes renfermés dans une même ligne horizontale du tableau
cos (r, x) , cos (/•, y) , ces ( r, z) ,
cos (.y, \) , cos {s, y) , cos {s, z) ,
cos(<,x), cos(i,y), cos(<,z),
après les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants de l'une des lignes horizontales du tableau
cos (m , x) , cos [u , y) , cos (« , z) ,
cos(f, x), cos(t', y), cos(i', z),
cos(H',x), cos(iv,y), cos(i.v, z).
Cela pose, en ayant égard au théorème général sur les produits des résultantes [î^oi'r le deuxième volume, page 167), et en appliquant ce théorème aux neuf équations semblables entre elles qui seront de la forme de lécjuation (24) , ou trouvera
(a5) [r,-'!,t, u,v,w] = [r\s,ii x, y, z] [m, i', îv; x,y, z|.
Or, a l'aide de l'équation (aS), que l'on peut aussi présenter sous la forme
(ab) , [r, ,v, t; x , y , zj = ^ ' ' ' — '-^—\ ,
on étendra facilement la formule (aS) à tous les cas possibles, lin effet, on pourra d'abord, en particularisant les directions /i, i', tv, tirer de l'équation (26) la valeur de [r,s, t; x, y, z]. Si, pour fixer les idées, ou suppose la direction tv perpendiculaire aux deux directions r, s, et la direction v perpendiculaire aux deux directions x, y, ou tirera de la formule (23), déjà
(48 ) démontrée dans le cas où w est perpendiculaire kretàs,
[/■, s,t; u, (', w] = (r, s, t) (m, c, w) [i\ s,t\ [m, v, w\; et. eu égard aux conditions
(x, y, z) = I, [x,y, z] = r, on trouvera de même , puisque c est supposé perpendiculaire à x et à y, ~
[u,v,w; X , y, z] = [u, f, w) [ii , v, w] ; |)uis, en substituant les valeurs ici trouvées de
[r,s,t; u,v,w\, [u,v,w\ x,y, z] dans le second membre de la fonuule (26) , on obtiendra l'équation (27) [r, s,t; X , y, z] = (r, s, t) [r, s, t] ,
que 1 on pourrait, au reste, comme on l'a vu dans le § IIl, établir directement. Enfin, si l'on substitue, dans le second membre de l'équation (25), la valeur précédente de [r,s, t; x,y, z], et la valeur semblable de[M,i',w; x, y,z], qui sera encore donnée par la formule
quelle que soit la direction attribuée à v, on sera immédiatement ramené à l'équation (28), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient les directions
r,s,t; u, V, IV.
Tl est bon d'observer que le produit
renfermé dans le second membre de la formule (23), se réduit à + 1 ou a — i, selon que les mouvemenis de rotation de r en s autour de <, et de u en v autour de w, s'effectuent dans le même sens ou en sens contraires. Quant aux facteui-s , .
['-, s, t][u, K>., IV],
ils représentent précisément les valeurs des deux parallélipipèdes que l'on
(49) peut construire, d'une part, sur les trois arêtes
r, s, t; d autre part, sur les trois arêtes -
U, i-, IV, >0
en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité.
Cela posé, la formule (aS) entraînera évidemment la proposition suivante: 4^ Théorème. Étant donnés dans l'espace deux angles solides qui offrent
le même sommet O, et qui ont pour arêtes, le premier les longueurs
r, s, t, le second les longueurs
si l'on détermine les cosinus des neuf angles
que formeront les arêtes avec les arêtes la résultante
[r,s, t; u, i', tvj,
construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que les mouvements de rotation de r en J autour de t, et de u en v autour de tv, s'effectueront dans le même sens ou en sens contraires ; et cette résultante aura pour valeur numéi'ique le produit des valeurs des deux parallélipipèdes que l'on peut former, duue part, sur les arêtes r, s, t ; d autre part , «.ur les arêtes u, v, w, en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité. Si les arêtes
M, P, IV
du second angle solide se réduisent à des longueurs
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mesurées sur des perpendiculaires aux trois faces du premier, c'est-à-dire, en d'autres termes, sur des perpendiculaires aux plans des trois angles
les cosinus des neuf angles formés par les arêtes du premier angle solide avec les arêtes du second seront les divers termes du tableau
cos (r, /î) , o , o ,
o, cos [s, S), o,
o, o, cos(^, T);
et , par suite , la résultante
sera réduite à sou premier terme
cos (/•, R) cos {s, S) cos [t , T).
Donc alors la formule (aS) donnera
(28) cos{ry)cos{s^S),cos{ty) = ir,s,t){R,S,T)[r,s,t][R,S,T]. Si, pour plus de commodité, on suppose les trois longueurs
R, S, T dirigées de manière à former, avec les longueurs correspondantes
'■' •^' ^' trois angles aigus
(r,"/?), [sCS), {t?T),
ou , en d'autres termes, si les longueurs
se mesurent à partir de l'origine commune des longueurs
la première du même côté que r par rapport au plan de l'angle (s^t), in
( 5i ) seconde du même côté que s par rapport au plan de I anjjlc (<,/), la troisième du même côté que t par rapport au plan de l'anfjle (r,s.. alors.
étant deux cjuantités de même signe, on aura
et l'équation '28), réduite à la forme
(39) cos{r,R)co%{s,S)co?,[t,T)—[t\s,t\[R,S,T\
coïncidera précisément avec la formiile(i 7) de la pageSaSdu troisième volume. En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu'en vertu des théorèmes I, 2 et 3, la valeur de la résultante
dépend uniquement des deu.x angles (r, j, (m, p , de Tinclinaisou mutuelle de leurs plans, et du sens suivant lequel s'effectue, dans chacun de ces plans, le mouvement de rotation de r en j , ou de u en v. Pareillement , il suit du 4' théorème, que la valeur de la résultante
fr, .y, l; h, v,w]
dépend uniquement des formes des deux angles solides qui out pour arêtes, d'une part, les trois longueurs r, s, i, d'autre part, les trois longueurs u, v, w , et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvements de rotation de / en s autour de t, et de u en c autour de w. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
5* Théorème. Les longueurs
y, s., t; H, (', IV
étant mesurées à partir d'une même origine O , dans des directions quelconques, on n'altérera point la valeur de la résultante
[r,s; M, ('I en faisant tourner autour du point O chacun des angles
supposé d'ailleurs invariable dans le plan qui le renferme, ni la valeur de la
résultante
[r,s, f; u, f, iv],
en faisant tourner autour du point O, sans les déformer, les deux angles solides qui ont ponr arêtes, d'une part, les longueurs r s, t, et, d'autre part, les longueurs «, \>, iv.
§ V. — Sur Irs résultantes formées ni'cr les coordonnées rectangulaires ou obliques de deux ou
trois points.
Supposons la position d'un point quelconque {' rapportée dans l'espace à trois axes coordonnés des x , j,z; et nonimon!^
trois longueurs mesurées, à partir de l'origine O des coordonnées , sur ces demiaxes , indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Soit , d'ailleurs, r la distance de l'origine au point P, dont les coordonnées sont x, jy, z. Si ces coordonnées se rapportent à des axes rectangulaires, elles seront précisément les projections algébriques et orthogonales du rayon r sur les directions x, y, z. Elles seront donc liées à /■ \yoir le troisième volume, page i44] P''!' 'es formules
X ^= r cos (r, x) , y ^= r cos (v, y ) , z = /• cos (r, z).
Soient maintenant
trois rayons vecteurs menés de l'origine O à trois points divers P, P', P "; et, pour mieux leconnaître les coordomiées de chacun de ( es points, désignonsles à l'aide de la lettre /•, ou s, o\it , placée connue indice au bas de la lettre x , 7^, ou z, en sorte quear,.,^'^, -,. désignent spécialement les trois coordonnées de l'extrémité du layon r. Les extrémités des trois rayons
auront pour coordonnées les neuf quantités
i >^ri ^rl 2,.,
. ■^ i- J' i r ^'ti
53 ) respectivenioot équivalentes aux neuf produits
r cos (r, x) , /' cos (/•, v) , '' cos (r, z) ;
(a) ( ■$■ cos (j, X;, i' cos (y, y) , s cos (.î, z ;
icos(f,x), /^cos(«,y), fcos(f,z).
D ailleurs, ces produits se réduiront aux cosinus
cos(/', x), cos(r, y), eus'/', z), " *
(3^ < cos : i, X ) , cos [i\ y) , cos {s,z),
cos v , x) , cos (/ , y I , cos (/ , z) ,
si les longueurs
se réduisent toutes à l'unité. Donc alors la résultante à deux dimensions
(4) ^r Js — X,J,
formée avec celles des coordonnées de P et de P', ijui se mesurent sur les axes des x et j, et la résultante à trois dimensions
[5) x,.y%Zi — .XrjcZ, -+- Xsj,z, — x^y,z, -+- x,y,.z, — x, js^r-,
formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P', P", se réduiront aux deux résultantes f|ue , dans les paragraphes précédents, nous axons i>— présentées par les notations
Mais, si du cas particulier où Ion suppose les trois longu<,ins /, s, t réduites à l'unité, ou veut revenir au cas général où ces longueurs offrent des valeurs quelconques, il suffira de substituer le tableau ; 3 au tableau i-ï); il >uffira donc de faire varier chaque terme de la losultante ^4) ou (5), et, par conséquent, cette résultante elle-même, dans un rapport équivalent lu produit rs ou rst. On aura donc, dans le cas général,
(6 jc^j^- jcs Jr = rs \r, s: \,\],
et
^ =rst[r,s,t; x,y,z].
( 54 ) Il ne reste plus qu'à substituer, dans ces dernières formules, les valeurs de \r,s; x,y| et de [r,s,t; x,y, z] obtenues dans le § III.
Supposons d'abord les deux points P, P' situés dans le plan des x,j. Alors, de 1 ef|ualion (6), jointe à la formule (3) du § III, on tirera
(8 ' x,.js - x,jr = {r, s) rs [r, s].
D'ailleurs, comme on l'a vu §1), le produit
rs [r, s]
leprésente précisément laire du parallélogramme qui a pour côtés les rayons vecteurs /•, s. Donc la formule (S) entraînera le théorème suivant :
i""' T'héorème. Les positions des divers points d'un plan étant rapportées à deux axes rectaiif^ulaires de x et j. si l'on désigne par r, s les rayons vecteurs menés de l'origine O des coordonnées à deux points quelconques d un plan , et par
les quatre coordonnées de ces deux points, la résultante
X , , jf ^ X ^ y^ 1
formée avec ces quatre coordonnées, sera positive on négative, suivant que le mouvement de rotation de r en a sera direct ou rétrograde, et cette résultante aura pour valeur numérique l'aire du parallélogramme construit sur les rayons vecteui's /■, s.
Supposons maintenant les points P, P' situés hors du plan des x , j. Alors, eu désignant par p, ; les projections absolues des longueurs r,s sur le plan des X , y^ on aura
p =z r cos {r, p), ç = s cos (s, q) ,
et l'on tirera de i'éqnation (6) , jointe à la formule (6) du § III,
Xr Js — ^sj, = [p,Ç rs COS [r, p) cos [s, g) sin {p, ç) ;
par coiséquent ,
(9) ^'J'' ~ ^sJr = (p:?)p;s>"(f»;)-
De plus, comme en désignant toujours par z une longueur mesurée a partir
de l'oiifjine suile demi-axe des z positives, supposé perpendiculaire au pian des jc , y, on aura [voir la formule (7) du § III]
1 équation (g) pourra s'écrire connue il suit :
(10) a?^j, — X, j,. = (r, ^,z) pç sin (&,ç). D'ailleurs, en nommant
trois longueurs mesurées à partir de l'origine O, la première sur la droite d'iutersectiim du plan OPP' et du plan des x ^ j\ les deux dernières sur des perpendiculaires élevées à ces mêmes tiroites dansées mêmes plans, et, en supposant ces perpendiculaires dirigées chacune dans un sens tel que le mouvement de rotation de / en m soit de l'espèce du mouvement de rotation de X en y, et le mouvement de relation de / en m de l'espèce du mouvement de rotation de/ en «, on tirera de l'équation (6j, jointe à la formule (10) du §111,
(11) X, j, — X, j,. = rs [/•, s] cos (w, ri).
Enfin, si l'on nomme
une longueur mesunu": à partir de l'origine O sui' une (xrpendiculaire au plan de Taugle (/, j), on aura, en vertu de 1 équation (i 1) du § III,
cos (in,/i) =: (/', s, T ) cos ( Z", z) ;
et , par suite, la formule (11) pourra s'écrire comme il suit :
(ra) Xr J\ — X , j, — (r, s, T ] rs [r, s] cos f 7\ z).
Or les formules (loj et (12) entraîneront évidemment les propositions suivantes :
2^ Théorème. La position d'un point dans l'espace étant rappoitée a liois axes rectangulaires des x , j-, z, si l'on désigne par
'•, •*■ les rayons vecteurs menés de l'origine O des coordonnées à deux point>-
( 56 ) quelconques P, P', et par
^' r 1 yri ^ s; y s
celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes des x pl T', la résultante
formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que le mouvement de rotation de r en s autour du demi-axe des z positives sera direct ou rétrograde; et cette résultant!^ aura pour valeur numérique l'aire du parallélogiamme construit dans le plan des x ,j sur les projections des rayons veeleurs /• et j.
3"" Théorème. I>es mêmes choses étant posées que dans le 2' théorème , la résultante
aura encore pour valeur numérique le produit que l'on obtient en multipliant l'aire du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs r,^, par le
cosinus de i angle aigu qui mesure linclinaison du plan de l'angle (r, s) sur le plan des x\ j.
Nota. Les valeurs numériques que les 2*^ et S*" théorèmes assignent à la valeur numérique de la résultante x^Js — ^sjr devant être égales entre elles, il suit de ces lliéorèmes que l'inclinaison mutuelle du plan de langle (;•, ^) et du plan des j:, j, offre un cosinus équivalent au rapport qui existe entre les aires des deux parallélogrammes, ou même des deux trianp;les, dont les côtés sont, d'une part, les deux rayons veeleurs r, j, et, d'autie part, les projections p, ç de ces rayons sur le plan des x, y. On se trouve ainsi ramené de nouveau à la proposition énoncée vers la fin du § I.
Passons maintenant à l'équation (7). On tirera de cette équation, jointe à la formule (20) du § III,
j Xrfs^t — ^r.riZ-s^-r,J,Z, — X,J,Z,-^X,jrr"s-''^,rs^,
^'^^ \ ={r,s,t)rst[r,s,t].
D'ailleurs, comme ou l'a vu dans le § I, le produit
rst [/■, j, t\
représente précisément le volume du parallélipipède qui a pour côtés r,s,t. Donc la formule (i3) entraîne la proposition suivante :
( ^7) 4* Théorème. La position d'un point dans l'espace étant rapportée à trois axes rectangulaires des a:, ^, z, si l'on désigne par
les rayons vecteurs menés do l'origine des coordonnées à trois points quelconques P, F', P", et par
''^rt J'ri Z^; ^ s 1 Js 1 ^s >
les neuf coordonnées de ces trois points , la résultante
•^'r y i ^1 — ^r J r ^s ~^ ^ s Xt ^r ~~ ^ s J^r ^' t "+" '^f JKr ^ s — •^1^1 ^'s »
torniée avec ces coordonnées, sera positive ou négative suivant que le mouvement de rotation de r en s autoui' de t sera direct ou rétrograde, et cette résultante aura pour valeur numérique l'aire du parallélipipéde construit sur les rayons vecteurs /•, s, t.
I>es divers lésultats que nous venons dobtenir étaient déjà connus. Mais l'adoption de signes propres à indiquer le sens des mouvements de rotation, et l'introduction de ces signes dans le calcul , ont donné aux formules une clarté, une précision nouvelles, et fait disparaître les doubles signes dont la détermination dépendait de certaines conditions que Ion était obligé de mentionner dans le discours et d'énoncer à part.
Concevons , à présent, que les axes coordonnés des x, y, z, cessant d'être rectangulaires, se coupent sous des angles quelconques, et nommons
trois longueurs mesurées à partir de l'origine O des coordonnées, sur trois droites respectivement perpendiculaires aux trois plans des j, z, des z, a: et des X , y. Alors les coordonnées x , ^, z d'un point quelconque P se trouveront liées au rayon vecteur /•, mené de l'origine à ce point [voirXn troisième volume, page i43J, par les formules
. ,., cos(r, X) cos(r,Y) cosIr.Z)
cos(x,X) cos(y, Y) cos(z, Z)
Si d'ailleurs on représente, comme nous l'avons fait ci-dessus, par
El. dAn. cl de Pk. -nain., T. IV. (38« livr.) °
( 58 ) trois rayons vecteurs menés de lorigine O à trois points divers P, P', P" ; et si , pour mieux reconnaître les coordonnées de ces points , on les désigne encore à l'aide de la lettre r, ou s, ou t, placée comme indice au bas de la lettre jc, ou ^, ou z, les extrémités des trois rayons
auront toujours pour coordonnées les neuf quantités
Mais ces neuf quantités , au lieu d'être respectivement équivalentes aux termes du tableau (2), se trouveront représentées par les neuf produits
^cos(r, X) cos(r, Y) cos^r, Z)
cos{x,X) cos(y, Y) cos(z, Z)
, t-s I cos(i,X) cos(^,Y) cos^i, Z) \}^) \ ^ — TT. — •' ■* —F. — ' •^■
cos(x,X) cos(y, Y) cos(z,Z)
cos(?, X) cos(^Y) ,cos(t, Z)
cos(x,X)' cos(y,Y) cos(z,Z)
Cela posé, cherchons d abord la valeur de la résultante
•^ r Js -^ s Jrt
composée avec les quatre quantités
ou, ce qui revient au même, avec les quatre termes du tableau
^ cos(/-, X) ^ cos(r, X}
(,r,) ) cos(x,X) cos(y?Y)
^ cosjs, X) cos{s. Y)
* ^ ' ^ Ai
cos(x,X) cos(y, Y)
( 59) Chacun des deux produits
que renferme cette résultante, proviendra de la multiplication de deux termes pris à la fois dans les deux colonnes horizontales et dans les deux colonnes verticales du tableau (i6) ou (17). Mais, d'une part, deux termes situés dans une même colonne horizontale du tableau (17) offrent un facteur commun, savoir, le facteur r pour la |)remière colonne horizontale, le facteur s pour la seconde; et, d'antre part, deux termes situés dans une même colonne verticale
du tableau (17) offrent un diviseur commun, savoir, le diviseur cos(x,X)
pour la première colonne verticale, et le diviseur cos(y. Y) pour la seconde. Donc les valeurs qu'on obtiendra pour les deux produits
en substituant le tableau (17) au tableau (16), auront pour facteur commun le
produit ri, pour diviseur commun le produit cos(x,X) cos (y, Y) ; et, pour obtenir la valeur de la résultante
il suffira de multiplier la résultante formée avec les quatre termes du tableau
j cos(r'rX), cos(/Cy), ( cos(j,X), cos(i. Y),
c'est-à-dire l'expression par le rapport
on aura donc
/s /si
cos(x,X) cos (y, Y)
(19) XrJ,-x,yr= — -^^-^:^— ^^[/-.j; X, Y].
cos(x,X) cos (y, T)
Pareillement, pour obtenir la valeur de la résultante
XrJ.Z; — Xrjt'^s + X.J.Z, — X,J,Zi + JT, J^Z, — X, J, Z^ ,
( 6o ) il suffira de multiplier la résultante formée avec les divers termes du tableau
cos(/-,X), cos(r, Y), cos(r,Z); cos(j, X), cos(5-, Y), cos(j,Z);
cos(f,X), cos(«,Y), cos{t,L),
c'est-à-dire l'expression
[r,s,t; X,Y,Z] par le rapport
cos(x,X)cos(y, Y)cos(z,Z)
on aura donc encore
/ JCr Js Zi — Xr J, 2, + X, JT , Z, — X^ J, Z, H- X, J, Z,—X,J, Z,
(^') = 7, 'As ^[r,.,^; X,Y,Z].
\ cos(x,X)cos (y, Y) cos (z, Z)
Ce n'est pas tout. Comme X sera perpendiculaire à y et z, Y à z et x, Z à x et y, les cosinus des neuf angles
(x?X), (x?Y), (z7zj,
iy?X), (y?Y), (yrZ),
(z7x), (z"Y), (z?Z) s'évanouiront tous, à l'exception de
cos(x,X), cos(y, Y), (:os(z,Z).
Donc, par suite, chacune des résultantes
[x,y; X,Y], [x,y,z; X,Y,Z] se réduira simplement à son premier terme, en sorte qu'on aura
[ X , y ; X , Y ] := cos ( x , X ) eus ( y, Y ) ,
[x, y, z; X, Y, Z] = cos (x, X) cos (y, Y) cos (z,Z) , et les formules (19), (21) pourront s'écrire comme il suif :
122) XrJ, "^^ J'- — [x,y; X,Y]'''^'
rst.
Il ne reste plus qu'à substituer, dans ces dernières formules, les valeurs des résultantes comprises daus les seconds membres.
Or supposons, en premier lieu, les deux jioints P, P' situés dans le plan àeix^jr. Alors l'équation (^; du § IV, jointe à la formule (x, y: = i, donnera
[r,s; X,Y] = (r,^)(X,Y)[r,5][X,Y], [x,y; X,Y]= ;X, Y) [x,y] [X, YJ.
On aura donc
Donc alors l'équation (aa) donnera
et l'on pourra énoncer le tbéorème suivant :
5* Théorème. Les positions des divers points dun plan étant rapportées a deux axes rectangulaires ou obliques des .r et j-, si l'on désigne par x et y deux longueurs mesurées, à partir de l'origine O des coordonnées , sur l•e^ axes prolongés du côté des coordonnées positives, par
les rayons vecteurs menés de la même origine à deux points P, P' du plan donné , et par
les quatre coordonnées de ces deux points, la résidldiite
formée avec ces quatre coordonnées, sera positive uu négative suivani que le mouvement de rotation de r et s sera direct ou rétrograde , et cette résultante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entie l'aiie du parallélogramme construit sur les côtés r, s, et l'aire ilu losange que Ion peut construire sur les côtés .\ , y, réduits l'un et l'autre à lunité.
Supposons, maintenant , les points P, P' situés hors des plans des x, y. Alors, en nommant Z'une longueur mesurée, à partir de l'origine O, sur
une perpendiculaire au plan de l'angle (r, j), et remplaçant ^^, c, ^parX,Y,z dans l'équation (rô) du § IV, on tirera de cette équation
[r,s; X, Y] = (r, s, T) (X, Y, z) [r. s] [X, Y] cos ( T%) ;
puis, en remplaçant r,s. T par x, v, Z, on trouvera
[x, y; X, Y] = (x, y, Z) (X, Y, z) [x, y] [X, Y] cos(Z,'"z).
On aura donc, par suite,
[r,s; X,Y] _ {r,s, T) [r, s] coi{T%) [x,yjX,Y] (x,y,Z)[x,y]^„^(2-)'
et l'équation (22) donnera
(x,y, Z) [x,yj f.Q^(^2.,z)
Si, pour plus de commodité, on suppose la longueur Z mesurée du même côté que la longueur z, c'est-à-dire du côté des z positives, le cosinus de
1 angle (Z, z) offrira une valeur positive, égale au sinus de l'inclinaison de Taxe des z sur le plan des x , j^; et, comme on aura
(x,y,Z) = (x,y,z) = i, on trouvera simplement
(26) X,Js-^sJr={r,S,T)j^'^^ '^'-
L'^-yJ cos(Z,z)
Enfin , si la longueur T est mesurée elle-même du côté des z positives , langle ( T, z) sera l'angle aigu qui mesurera l'inclinaison du plan de l'angle (r,s) sur le plan des x, j-; et, comme alors on aura
la formule (26) pourra être réduite à 1 équation , s ' , s, rs \r, x] cos { T, z]
l^-yj cos(Z, z) de laquelle on déduira immédiatement la proposition suivante :
6^ Théorème. La position d un point dans l'espace étant rapportée à trois axes rectangulaires ou obliques des x, y\ z-, si l'on désigne par x, y, z trois longueurs mesurées à partir de l'origine O des coordonnées, sur ces axes, indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives, puis par
les ravons vecteurs menés delà même origine à deux points quelconques P, P\ et par
celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes des a: et j-, la résultante
tormée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que le mouvement de rotation de r en ^ autour de la direction z sera direct ou rétrograde; et cette résultante aura pour valeur numérique le produit de deux facteurs respectivement égaux , le premier au rapport qui existe entre laire du parallélogramme construit sur les côtés /', s, et Taire du losange que l'on peut construire sur les côtés x, y, réduits à l'unité; le second au rapport qui existe entre le cosinus de l'inclinaison du plan de l'angle {/\s) sur le plan des jc , j-, et le sinus de Tinclinaison de l'axe des / sur le même plan.
Considérons, enfin, trois points P, P', F" situés dans l'espace, aux extrémités des rayons vecteurs r, s, i , et supposons la position de chaque point rapportée à trois axes rectangulaires ou obliques des x, j-, z. La résultante, formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P', P ", sera déterminée par la formule (-23). D'ailleurs, l'équation (a3) du § IV, jointe à la formule (X, y, z)=: I, donnera
[r,s,t; X,Y,Z] = (/-,j, «)(X, Y, Z) [r, s, i][X,Y, Zj [x,y,z; X, Y, Z] = (X, Y, Z) [x,y,z] [X, Y, Zj.
On aura donc
Donc l'équation f^3) donnera
/ Q\ , , rstlrjSft] ^20j .r, j,2, — .r, j,c, -(- j,/,z, — x, 7, 3,+ a:, j, 3, — x, y , z, =(/,.<.,() j- -,
i" ' y» '-1 et l'on pourra énoncer le théorème suivant :
(64) 7" Théorème. La position d'uu point dans lespace étant l'apportée à trois axes rectangulaires ou obliques des x, ^, z, si l'on désigne par
trois longueurs mesurées, à partir de lorijoine O des coordonnées, sur ces trois axes indéfiniment prolonp,és du côte des x,j\ z positives, puis par
les rayons vecteurs menés de l'origine à trois points quelconques, et par
•^ r ^ Xr ■ ^ r ) ^il J's-, ^s:
les neuf coordonnées de ces trois points, la résultante
^ r y s -Zf — ^ r Xt Zj -(- X s Jt ^r — ^ s Xr ^- 1 + •^t Xr ^s — ^tj s'^r >
formée avec ces neuf coordonnées, sera positive ou négative suivant que le jnouvenient de rotation de r et s autour de t sera direct ou rétrograde ; et cette résultante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre le volume du parallélipipède construit sur les arêtes r, ^, <, et le volume du parallélipipèdeque Ion peui construire sur les arét( s x . y, z, réduites chacune à l'unité.
11 est iion d observer que les théorèmes 5, 6 et 7, relatifs à des coordonnées obliques, peuvent être immédiatement déduits des théorèmes 1, 2, 3, 4i relatifs à des coordonnées rectangulaires. En effet, les trois équations qui servent à transformer des coordonnées obliques en coordonnées rectangulaires, étant du premier degré, il suit du théorème sur les produits de résultantes, déjà inentionué, que la résultante formée avec les coordonnées de trois points choisis arbitrairement dans l'espace obtiendra successivement deux valeurs qui seront entre elles dans un rapport constant, c'est-àdire indépendant des positions i!e ces mêmes points, si, l'origine des coordonnées restant immobile, on rapporte la position d'un point quelconque, d'abord à des coordonnées rectangulaires, puis à des coordonnées obliques. Ajoutons que ce principe ne cessera pas d'être exact, si, en faisant abstraction des coordonnées parallèles à l'un des axes, par exemple à l'axe des z, on considère la résultante formée , non plus avec les neuf coordonnées de trois
points choisis arbitrairement dans l'espace, mais avec les quatre coordonnées de deux points, pourvu qu'en passant des coordonnées obliques aux coordonnées rectangulaires, on ne déplace pas l'axe des z. En effet, il suit de la formule (i3), de la page i44 du troisième volume, que dans le cas où Ion passe d'un premier système de coordonnées rectilignes à un second système, sans déplacer l'un des axes, les coordonnées mesurées parallèlement aux deux autres axes entrent seules dans deux des équations linéaires à laide desquelles la transformation s'effectue ; et 1 on peut appliquer séparément aux quatre coordonnées que ces deux équations servent à transformei-, le théorème sur les produits de résultantes. Gela posé , le rapport
^^^ - lr,s)rs[r,s] '
qui, en vertu de la formule (8), se réduit à l'unité, pour deux points situés dans le plan des coordonnées x et j-, quand ces coordonnées sont rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais devra obtenir une valeur constante , c est-à-dire une valeur indépendante des directions attribuées dans le plan donné aux l'ayons vecteurs /• et s, si les coordonnées deviennent obliques. Or, si l'on fait coïncider en direction r et s avec des longueurs x et y, mesurées à partir de 1 origine sur les demi-axes des x et j- positives, on aura
^r = '■, Jr = O, ^s = O, Js = S,
Donc alors le rapport (29) se trouvera réduit à
et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'écjuation générale
Vr^ — ■^. Jr __ I__
{r,s)rs[r,s] [x,y]'
qui s'accorde, comme on devait s'y attendre, avec la formule (24)-
Pareillement , si , les directions /•, s n'étant plus renfermées dans le plan des X, j, on nomme
E^ ÙAn D! ,U- l'nn -rnt//.. T. VI. (58=liïr.) 9
trois loDgueurs mesurées , à partir de Torigine , la première sur un axe des z , perpendiculaire ou même oblique au plan des x^ y\ les deux dernières
sur des perpendiculaires an plan des x, y et au plan de l'angle (', -v), le rapport
{r,s, T)rs[r,s\coi{T, z)
qui, en vertu de la formule (12), se réduisait à l'unité, quand les coordonnées étaient rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais devra obtenir une valeur constante , c'est-à-dire une valeur indépendante des directions attribuées aux rayons vecteurs /• et s. Or, si Ton fait coïncider, en direction , r et 5 avec les longueurs x, y mesurées, à partir de l'origine, sur les deux axes des X ei y positives , on pourra supposer que T coïncide lui-même avec Z , et l'on aura
^r = r-, Jr = o,
•^ r y s '^ s Xr — ' •^ 1
(,-, s,T) = (r, .V, Z) , [/', .J = (X, y) , ( T^z) = ( Z?z). Donc alors le rapport (29) se trouvera réduit à
(r.sZ)[x,y]cos(Z, z)
et le principe énoncé fournira, |)our des coordonnées obliques, l'équation générale
(r, s, T) rs [r, s] cos ( T, z) [r, s,Z)[\ , y] cos ( Z , z 1
qui s'accorde, comme on devait s'y attendre, avec la formule (aS). Ajoutons que la formule (Sa) comprend évidemment , comme cas particulier, la formule (3o).
Enfin , le rapport
,~o\ J^rXsZ, — Xry,z,-i-a:sj,Zr — .r,j-,z, -H.r, r, z, — ^,y,Zr
qui , en vertu de la formule (i3) , se réduit à l'unité, quand les coordonnée s sont rectangulaires , pourra différer de l'unilé , mais devra encore obtenir une valeur constante, c est-à-dire indépendante des directions r, s, t, si
les coordonnées deviennent obliques. Or, si l'on fait coïncider en direction r, j, t avec des longueurs x, y, z , mesurées à partir de l'origine , sur les demi-axes des x , jr^z positives, on aura
^r = r, jr,= O, Zr = o.
^s = O, jr, = s, z, = O,
^rjr.z, — XrjrtZ,-\- x,y\Zr — x,j,Zt + XijrZ, — x,x,Zr^ rst, {r,s,t) = (x,y, z) = I, [r,s,t]z= [x.y, z];
donc alors le rapport (33) se trouvera réduit à
et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équation générale
^ ' {r,s,t')rst[r,s,t] ~ [x,y, z]'
qui coïncide, comme on devait s y attendre, avec la formule (28).
§ VI. — Des conditions suus lesquelles les résultantes considérées dans lis paragraphes
précédents s'évanouissent.
Les résultantes dont nous avons déterminé les valeurs dans les paragraphes précédents s évanouissent sous certaines conditions, quil est bon de connaître, et que nous allons un instant examiner.
Considérons d'abord la résultante
{ I ) [r, .j ; w . f J = cos (r, u) cos {s, v) — cos (r, p-) cos (s, u) ,
dont les deux termes ont pour facteurs les cosinus de quatre angles, que les directions r, s forment avec les directions u, v. Si les deux angles
sont renfermés dans le même plan , ou dans des plans parallèles ; alors , en vertu de la formule (2) du § IV, jointe au théorème énoncé dans le § II. on aura
(2) [r, s; u,v\=: (r, s) (m , v) sin [r, s) siu {u,v),
(68) et, par suite, la résultante [r,s; u, v\ aura pour valeur numérique le produit
(3) sin (_/•,*), sia(M,y).
Si, au contraire, les plans des deux angles
cessent de coïncider ou d'être parallèles entre eux ; alors , en nommant i l'inclinaison mutuelle de ces deux plans, ou conclura de la formule (i3) du § IV, jointe au théorème du § II, que la résultante [r, s; u ,k>\ a pour valeur numérique le produit
(4) sin (r, s) sin (m , v) cos i .
En conséquence, pour faire évanouir la résultante \i\s\ u. l'J et vérifier la condition
il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro lun des deux facteurs
sin(r,j), sin(M,ç'),
quand les deux angles (r, j) , {u,v) seront compris dans le même plan; et, dans le cas contraire, lun des trois facteurs
sin (r, s) , sin [u, v) , cos i . D'ailleurs, l'équation
(6) sin {r,s) = o,
de laquelle on tire
(/', ,ir) = o ou 77 ,
exprime que les directions 7-, s se mesurent sur une même droite, ou du moins sur des droites parallèles; et l'équation
(y) cos i = o ,
de laquelle on tire
( 69 ) exprime que les plans des Heiix angles
sont perpendiculaires entre eux. Enfin, en vertu de 1 équation (i i, la condition (5) pourra être présentée sous l'une quelconque des deux formes
(8) cos (r, u) cos [s, t^) — cos (/■, c) cos [s, u) ^ o,
cos (/■,«) cos {s, II)
COS {r, !■ ] cos (s, V )
tJeia posé, ou pourra évidemment énoncer la proposition suivante:
i*"^ Théorème. Les longueurs 7^, v étant mesurées sur des droites distinctes et non parallèles , pour que deux autres longueurs /', i- se mesiu'ent, ou sur la même droite, ou sur des droites parallèles, ou du moins forment entre elles un angle(/', 5) dont le plan soit perpendiculaire an plan de l'angle (/i, i^), il est nécessaire et il suffit que les quatre cosinus
cos {r, u) , cos (/■, ('), cos (s, u) , cos(^, i^)
i-eprésentent les <[uatre termes d'une proportion jjéométrique, de manière à vérifier la formule ( 9).
Corollaire. Comme on vient de le voir, la iormule (9), reniai(piable par son élégance et sa simplicité, se déduit immédiatement de l'équation (2), dans le cas particulier on les directions r, s sont renfermées dans le plan
de l'angle [u, v). Ajoutons que, de ce cas particulier on peut aisément passer au cas général on les directions /', .v sont situées hors de ce plan, à l'aide des considérations suivantes.
Soient , dans le cas général ,
les projections absolues de r et de s sur le plan de l'angle {11, v). l'our que les directions /', s se mesurent sur une même droite mi sur des droites [larallèles, ou du moins forment entre elles un angle (/', j) dont le plan soit perpendiculaire au plan de l'angle («i, v) , il sera nécessaire et il suffira, évidemment , que les projections /^ , ç se mesurent sur la même droite et sur des droites parallèles; par conséquent, il sera nécessaire et il suffira rpie \'nn ail
, V cos ( p, «) cos \ ; , «)
('o) — -hs- = ât-
cos(p, p) cos(;, i-)
( 70) Mais , d'autre part, le plan qui renfermera les trois angles
étant perpendiculaire au plan de l'an^çle (r, p), le théorème 7 de la page 3i i du troisième volume donnera
cos (r. II] cos ( '■, I') ,, ^,
^A ^ — -TT = cos[r,p),
COs(p,«) COs(p, I')
par conséquent ,
cos ( r, u) cos ( p , u)
cos ( /■, «') cos ( p , «"}
et l'on trouvera, pareillement,
cos ( s, u) cos ( 5 , u)
cos(^, v] cos (ç, I')
Or il est clair qu en vertu de ces dernières formules, l'équation (10) coïncidera précisément avec l'équation (9).
Considérons maintenant la résultante
= COS (r, u) cos [s, i>) cos {t,w) — cos (/■, u) cos {s, iv) cos (< , i>)
(il) \ /\ /\ /\ ^ /\ /\ /s
■ cos (r, p) cos (^, wjcosf^, u) — cos (r, yi cos [s, u) cos (<,tv)
cos (r, W') cos ('j', ?<) cos (< , f ) — cos (r, w) cos (.y, i>) cos (< , ?; } ,
dont les six termes ont pour facteurs les cosinus des neuf angles que les directions r, s, t forment avec les directions u, i>,w. En vertu de la formulé (aS) du § IV, jointe au théorème énoncé dans le § II , on aura
[/•, s, t; IL, (>, îv] = (r, s,t)(u,v, w) [r, j, t\ \u, v, w\ ;
et , par suite , la résultante [r, s, t; u, i',w] aura pour valeur numérique le produit
des volumes des deux parallélipipèdes, que l'on peut construire , d'une part, sur les arêtes r,s^t, d'autre part, sur les arêtes u, f , h' , en supposant ces arêtes réduites chacune à l'unité, et mesurées, à partir d'une même origine, dans des directions parallèles à celles qui leur étaient assignées. En conséquence, pour faire évanouir la résultante [r,s, t: n, t», w] et vérifier la
( 7' ) condition
il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro l'uu des deux volumes
D'ailleurs, l'équation
qu'on obtient en égalant à zéro le volume [r, 5, t], est précisément la condition nécessaire et suffisante pour que des longueurs, mesurées à partir d'un même point dans des directions parallèles à celles de r, s, t, soient renfermées dans un plan unique, ou, en d'autres ternies, pour que les trois directions r^ s, t soient parallèles à un même plan. Cela posé, on pourra évidemment énoncer la proposition suivante :
2*^ Théorème. liCS longueurs 11, i\ îv étant mesurées sui' des droites non pai'allèles à un même plan, pour que les directions de trois autres longueurs r,s, t soient, ou comprises ilans un même plan , ou du moins parallèles à un même plan, il est nécessaire et il suffit que la résultante des cosinus des neuf angles que les directions /■, s, t forment avec les directions u, V, w, s'évanouisse, ou, en d autres termes, que l'on ait
i CGSO', m)cosi;'5', \>^ COSf<,lVi — cos (/•, u) cos(j,tv) COS J ^, l') v'4j \ -I- cos(r, i' ) cosfi', tt') COS ^,iv) — cos (r. t»; eus [s, u) cos [t., w
\ ■+- cos(r, w) cos[^, u) cos(ï, u) — cos(/-, iv) cos [s, i' ; cos (f , u) =0.
Corollaire. On pourrait, avec la plus {;raiule facilité, arriver encore a la formule (14)5 f" raisonnant comme il suit.
Rapportons les positions des divers points de l'espace à trois axes des x. j, z menés par un point quelconque O, et, en attribuant aux demi-axes des x, j, positives des directions parallèles à celles cic u , i', iv, nommons
les coordonnées dune luuguem- 1 finie, mais différente de zéro, et mesurée sur une droite quelconque à partir du point O. La formule (t3)de la page i43 du troisième volume donnera
i cos(/', X.) z= X COS (r,u) ■+- xj cos (r, (')-(-» cos ^r, w).
( 73 ) Donc, si l'angle {r,v) se réduit à un droit, on aura simplement
i- cos (/-,«) + -If cos (/■, v) + - cos (r, w) = o.
J1 ailleurs, pour que les directions r, j, t soient parallèles à un plan unique, il est nécessaire et il suffit qu'elles forment trois angles droits
avec u-ae direction -o perpendiculaire à ce plan ; par conséquent , il est nécessaire et il suffit qu'elles vérifient trois équations de la forme
1 A cos (r, n) + -i) cos (r, i>)
( .V. cos (s,u) -+- |( cos [S, v)
z cos (/', ^v) = o ,
(i 5) ( ce- cos (s,u) -+- |( cos (.y, i>) -h ~ cos (*, tv) = o,
y .X cos (t , ;<) + t| cos {t ,i>) -h ~ cos (i, w) = o.
Enfin , lorsque la longueur ■<-, comme nous le supposons ici, diffère de zéro, les trois coordonnées
de l'extrémité de cette longueur, mesurées sur trois axes non parallèles à un même plan, ne peuvent s'évanouir à la fois ; et alors les trois équations (i5) ne peuvent subsister simultanément que dans le cas où les cosimis par lesquels y sont représentés les coefficients de x ,y, z, vérifient la formule (i 4)-
Clicrclious maintenant les conditions sous lesquelles s'évanouissent les résultantes que l'on peut construire avec les coordonnées de deux ou trois points, dont les positions sont rapportées à des axes rectangulaires ou obliques des X ^ j^ z.
Représentons par les trois lettres
les rayons vecteurs menés de l'origine à trois points donnés, et désignons, à l'aide de ces mêmes lettres, placées comme indices au bas A& x ^ y et r, les coordonnées de ces trois points. Enfin, soient
trois longueurs, mesurées à partir de l'origine, sur les ilemi-axes des x ^ y\ z positives, et T une autre longueur mesurée sur une perpendiculaire au plan
(73) de l'angle {r,s). Les formules (a6) et (28) du § V donneront
, ^x / /TIN '■■^['■i -s] cos (T,z)
l^'J] cos(Z,z) et
{ > 7; -i^rjj z, — -f, r ' 2, + ^,r, Zr — .i\=r' z, + .v,Xr z, — ^Tj/j z^ = ( r, s, t ) -— r- •
Cela posé, lequation de condition
(18) Xry, — X,Jr^O
pourra être réduite à
(19) rs [r, s\ ces [T^i) = o.
Donc, pour qu'elle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira que l'un des facteurs
/•, .s, \r,s\, cos(Z',z)
s évanouisse. D ailleurs, réduire à zéro lun des rayons vecteuis r, s^ c'est supposer que l'un des points donnés coïncide avec l'origine. Quant à la condition
que l'on peut encore écrire comme il suit ,
sin (r, s) = o,
elle exprime que les longueurs /•, s se mesurent sur une même droite. Enfin . la condition
cos ( T, z) = o
e.xprime que la direction T, perpendiculaire au plan de l'angle (r,i), est aussi perpendiculaire à Taxe des z, ou, en d'antres termes, que le plan>de
l'angle (r, s) passe par l'axe des z.
Quant à l'équation de condition
(20) o-^j.z, — a:,. j,z., -HO- .,/,=, — x,jr-f + ^tjr^s — -^t/j-, =0, elle pourra être réduite, en vertu de la formule (17), à
(21) rst [r, s, t]=z o.
i".!. u/ln <;. d, i'/iri. .«ûjft., T IV. (;j9« livr.) . lO
Donc, pour quelle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira que l'un des facteurs
se réduise à zéro; pai' conséquent , il sera nécessaire et il suffira que l'un des points donnés coïncide avec l'origine , ou que le volume du parallélipipéde construit sur trois arêtes parallèles à r, s, t s'évanouisse, c'est-à-dire, en d'autres termes, que les trois arêtes r, s, t deviennent parallèles à un même pian.
Eu égard aux reuiarcpies quou vient de faire, on pourra évidemment énoncer les propositions suivantes :
3" Théorème. \,a jjosition d'un point étant rapportée à trois axes des x , j-, z qui se coupent sous des angles quelconques, pour que deux points séparés de l'origine, l'un par la distance i\ l'autre par la distance a-, soient renfermés dans un plan qui passe par l'origine, il est nécessaire et il suffit que les coordonnées
^ SI y i
de ces deux points, mesurées sur les axes des j: et y\ vérifient la condition
(22) X,J, — X.Jr — O.
4* Théorèint. La position d'un point étant rapportée à trois axes Ae'ix ,j. z qui se coupent sous des angles quelconques, pour que trois points séparés de l'origine par les distances
/•, s ut t
soient renfermés dans un plan qui passe par l'origine, il est nécessaire et il suffit que les coordonnées
X f , y i, z i de ces mêmes points vérifient la condition
(23; Xrjs^^t — X,J', Z, -f- X,f,Z, - XsJrZ, + X.J.Z^ - X,J,Zr = O.
On pourrait encore, avec la plus grande facilité, établir les théorèmes 3 et 4, en raisonnant comme il suit.
Soient toujours
trois longueurs mesurées, à partir de l'origine, sur les demi-axes des coordonnées positives, et t ime autre longueur mesurée, à partir de la même origine, dans une direction quelconque. Si Ion représente par .r,^, 2 les coordonnées d'un point situé dans le plan mené par cette origine perpendiculairement à i , la première des équations (i 5) subsistera, quand on y remplacera «, i>, w par X, y, z; /■ par f , et v , ,, , c par .r, j, z. On aura donc
(9.4) X cos (i , x) + jy cos (' , y ) -(- z cos (i-, z) =^ o.
Ajoutons que la formule (24) , c est-à-dire l'équation du pian mené par 1 origine perpendiculairement à >t, se réduira simplement à
(îS) X cos(v, x) H- y cos (t, y) = o ,
si ce plan passe par l'axe des z, puisque alors, i étant perpendiculaire à z, oti aura
(v, z) = -■> COS ft, z) = o.
Cela posé, pour que les deux points séparés de l'origine par les distances / et s soient renfermés dans un plan qui passe par l'axe des z, il sera nécessaire et il suffira que leurs coordonnées
mesurées sur les axes des x et j^ vérifient deux équations semblables à l'équation (aS), c'est-à-dire deux équations de la forme
x,- cos (. , x) -H j,- cos (>. , y ) = o , (26)
( X, cosu, x,i -t- j-j cos(v,y i = o.
Pareillement, pour que les trois points séparés de l'origine par les distances r, s, t soient renfermés dans un même plan qui passe par l'origine , il sera nécessaire et il suffira que leurs coordonnées
X r -i Jr 1 ^r t
•^ 1 1 jt 1 "t >
( 76) vérifient trois équations semblables à l'équation (24), c'est-à-dire trois équations de la forme
X, cos (v, x) -f- y,. 00s (v, y ; -1- z^ cos (i , z) = o ,
l^7J \ jr^cos(>-,x) + J's cos(v,y) + Sj cos(t, z) =0,
JC; cos (i,x) + j', cos (Y, y) + Z[ cos (<, z) = o.
Or les trois angles
ne pouvant être droits tous les trois, lorsque les coordonnées x, y, z se mesurent, coniine ou doit le supposer, sur trois axes non compris dans un même plan, les cosinus de ces trois angles ne peuveut s'évanouir à la lois; et, par suite, le système des formules (27) entraîne la condition (20).
§ VII . — Sur lus relations qui existent entre tes coefficients des variables dans les deux espèces d'équations à l'aide desquelles on passe d'un premier système de coordonnées rectilignes à un second, et réciproquement.
Parmi les problèmes dont la solution introduit dans le calcul des résultantes formées avec les coordonnées de deux ou trois points, on doit remarquer une question d'ailleurs facile à résoudre , celle dont l'objet est d'établir les relations qui existent entre les coefficients renfermés dans les deux espèces d équations à l'aide desquelles on passe d'un premier système de cooi'données rectilignes à un secontl , et réciproquement. Occupons-nous un moment de cette question et des formules qui s'y rajjportent.
D'après ce qui a été dit dans un précédent Mémoire [voir le S*" volume) , si l'on nomme
.r, y, z les coordonnées rectilignes d un point quelconque P, relatives à trois axes rectangulaires ou obliques, menés par une certaine origine O ;
x, y, z trois longueurs mesiuées, àpartirdecetteorigine, surlesaxesdesjT, y, z indéfiniment prolongé^; du côté des coonlonnées positives;
X, Y, Z trois longueurs mesurées, à partir de la même origine, sur les axes conjugués, c'est-à-dire sur trois nouveaux axes respectivement perpendicnlaires aux plans des y, z , des z , ;»: et des x, y;
( 77 ') et si l'on représente par
ce que deviennent
quanii au système des axes tiounés on substitue un nouveau système d'axes, ! orifrioe restant la même , on aura
/ X, := (ÏX -+- bj -i- CZ,
' z, = a"x+ f'"j-^ c"z, les valeurs des coefficients
étant fournies par les équations
cos(x,X,) r cos(y, X,j cos(z,X,) a = ^^^-^ f> = ;;^-» c = 7^.
COS IX,, X,) cos(x,,X,) cos(x,, X,)
/„■ / ^,, _ cos:^, Y,) L, _ ^-os^y» Y,) ■ ,_ C"S(2, Y,)
COS
COS
COS
cos(y,,Y,j COS (y,, Y,} cos y,, Y,}
cosix, Z,) ,„_ cos(y, Z,) cos(z, Z,)_ (7 = -R — ' " — X — ' c = -z- — .
cos(z,, Z,j cos^z,, z,) cos(/.,, z,
et, réciproquement,
cos ( /. , z )
= Ax, + /^'>',
= ex - b'y,
les valeurs des coefficients
, yy, /^', Z^",
étant fournies par les équations
/ ^^cos(x,Jx;^ l cos(x,X)
„ cos(x„Y;, ^' — /s
cos (y, Y!
/ « _ ''•os(y,rx^ cos^x, X;
^, _ cos(y„Y) cos (y, Y )
„ cos{z„X) \ cos(x,X)
^,_ cos(z„Y) cosfy.'^Y)
cos ( z , z ) ^„ _ cos(z„ z)
cos(z, Z)
( 78 ) D'ailleurs, la nature de ces divers coefficients est facile à reconnaître; et, d'abord, en vertu des formules (i), les coefficients renfermés dans une même lifne verticale du tableau
représentent évidemment ce que deviennent les coordonnées
du point P, quand on a réduit l'une des trois variables
à l'unité, et les deux autres à zéro, c'est-à-dire, en d'autres termes, quand on fait comcider le point P avec Textrémité de Tune des longueurs
réduites à l'unité. Pareillement, en vertu des formules (3), les ternies renfermés dans une même ligne verticale du tableau
représentent ce que deviennent les coordonnées
du point P, quand on fait comcider ce point avec l'extrémité de l'une des longueurs
réduites à 1 unité. x\insi, les divers coefficients renfermés dans les équations (i) et (3) se réduisent aux projections algébriques que l'on obtient quand on projette les longueurs x, y, z réduites à l'unité, sur les directions x/, y, , z, , a l'aide de plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z, ou les longueurs x,, y,, z, réduites à l'unité, sur les directions x, y, z, à l'aide de plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z. Cette seule remarque fournit un moyen simple de retrouver aisément et de reproduire à volonté l'une
^ 79 ) quelconque des toimules (2) ou (4). En effet, si l'on désigne par
trois longueurs, dont chacune se mesure dans une direction déterminée, la projection algébrique de rsuri', effectuée k l'aide de plans perpendiculaires à t, sera [voir le S*" volume, page r4o)
cos ( r, t] r
cos s, f)
Donc, si la longueur/- se réduit à l'unité, sa projection algébrique sera leprésentée par le rapport
cos [r, t) cos (s, t)
Gela posé, le coefficient a, par exemple, n'étant autre chose que la projection algébrique de x sur x, , effectuée à l'aide de plans perpendiculaires à X et correspondante à la valeiu' 1 de x, on aura nécessairement
cos; X, X.) « = ^^^
COS;X„X
et Ion pourra, de la même manière, en s appuyant sur la lemarque cidessus énoncée, reproduire isoléminit chacune îles formules comprises dans le système des équations (2) ou (4).
D'autre part, chacune des fornudes (3) doit nécessairement conicider avec l'une de celles que l'on peut obtenir en éliminant deux des coordonnées Jc, j, z entre les formules (1); et, réciproquement, chacune des formules (i) doit comcider avec l'une de celles que l'on obtient en éliminant deux des coordonnées x, , j^, 2, entre les formules (3). Il y a plus ; cette coïncidence doit avoir lieu, quelles c^ue soient les valeurs attribuées aux variables x , j, 2 ou x^ , j\, z, ; ce qui exige que les coefficients de x, r, z soient les mêmes dans les valeurs de x,, j\ , z^ que donnent les formules i et dans celles que l'on tirerait des formules (3). Donc les neuf coefficients
peuvent être exprimés en fonction des coefficients
et, réciproquement, chacun de ceux-ci [)ent être exprimé en fonction des
( 8o ) neuf autres. En effectuant le calcul, et posant, pour abréger, (7) A- = ab'c" — ab"c' + a'b"c — a'hc" + a"hc' — a"b'c ,
(8) K = AB'C"— AB"C'+ J'B'C - A' BC" + A"BC' - A'B'C, on trouve {voir le 1^ volume, page 172)
et
h' c" — b" c' -, h" c — bc" .„ bc' — - h' c
fl pf
_ - - - , B C—BC a = Tz ; a = ;; — -^ a =
A"B—AB' ^ = —K '■ = ^— ' '^ = K
Mais, en vertu des remarques précédemment faites, la valeur de k donnée par la formule (7) est précisément la résultante des coordonnées des trois points I , m , n qui coïncident avec les extrémités des longueurs x, y, z, dans le cas où l'on suppose ces longueurs réduites à lunité, et où l'on rapporte la position d'un point quelconque aux axes coordonnés de x^, j\, s. Pai-eillement , la vaJeur de K donnée par la formule (8) est précisément la résultante des coordonnées des trois points L, M, N qui coïncident avec les extrémités des longueurs x, , y, , z, , dans le cas où l'on suppose ces longueurs réduites à l'unité, et ou l'on rapporte la position d'un point quelconque aux axes coordonnés des x, j, z. Enfin, si dans chaque résultante on fait entrer, non plus les neuf coordonnées de trois points mesurées sur trois axes différents , mais les quatre coordonnées de deux de ces points mesurées sui' deux de ces axes, alors, à la place de chacune des résultantes
k et K,
ou pourra obtenir neuf résultantes diverses, qui seront précisément les numérateurs des fractions comprises dans les formules (9) ou (10). Donc chacune des formules (9), (10), qui servent à exprimer les coefficients
( 8i ) en fonction des coefficients
et réciproquement, a pour second membre le rapport entre deux résultantes à lieux et à trois directions, construites avec les coordonnées de deux ou trois points. Ajoutons que la valeur de cbacnne de ces résultantes pourra être aisément déduite des formules établies dans le § V. Ainsi, par exemple, eu vertu de la formule (28) du § V, la résultante K des coordonnées des points L, M, N , mesurées sur les axes des ce, j-, z, offrira une valeur numérique déterminée par l'équation ~ ,
le mouvemeut de rotation de x eu y autour de z étant considéré comme direct , en sorte qu'on ait
Alors, aussi, en vertu de la formule (26) du § V, la résultante
des coordoimées des points L , M , mesurées sur les axes des x et j^, offrira une valeur déterminée par l'équation
(/a) J'B" - AB' = ^i^^ ^-P^ ços(z?Z^j_
Or les formules (i 1), (121, et autres semblables, fourniront évidemment un moyen facile de vérifier les équations (10). S'a;;ii-il, par exemple, de vérifier la dernière de ces équations? On commencera par observer qu en vertu
des formules (i4) et (i5) du § i , on a, en supposant aifjus les angles (z, Z) , [x,y, z] = [x, y] cosrz,Z), " ' ,
et, par suite, ilans tous les cas possibles,
1-''/ >"'■''! = (^t^t-"' yJt-^oKz.Z) = (x,y,Z)[x, y]cos(z,'^Z),
Ex.dAn. el de Phys. math.,T.\\ . iVJ' \\\x:'i ■ II
Donc la formule (i i) pourra s écrire comme il suit :
/, o\ E' _ (x„y„Z,) [x„y,] cos(z„Z,)
Gela posé, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie de division , les équations (la) et (i3), pour obtenir la formule
A'B"—A"B' _ cos(zfz,) •
K cos(z,,Z,)
ou , ce qui revient au même, eu égard à la dernière des équations (lo), la formule
qui couicide précisément avec la dernière des équations i^io). On pourrait, de la même manière, à l'aide des formules établies dans le § V, vérifier chacune (les équations (9) ou (10). Enfin, on pourrait encore vérifier ces mêmes équations, après y avoir substitué les valeurs des divers coefficients tirées des formules (2) et (4) , à l'aide des formules générales que nous avons établies dans le § IV. •
Il est bon d'observer que le système des équations (9) peut être remplacé pai' la seule formule
b"r — bc"
c" a — ca"
a"b — ab"
bc' — b'c
ca' —c'a
ab' — a'b "~^
et le système des équations (lo) par la seule formule
BC — BC CA' - C'A "~ AB' — A'B ~ K
Ajoutons que les formules (9) et (10), ou ( 1/4) et(i5), peuvent aussi être remplacées par un système de neuf équations qui soient linéaires par rapport
aux coefficients renfermés dans les formules (i), comme par rapport aux coefficients renfermés clans les formules ( 3). Entrons, à ce sujet, dans quelques explications.
Si l'on fait coïncider successivement le point P, dont les coordonnées sont ,r, y. z, avec les extrémités 1, m, n des trois longueurs
réduites à l'unité , on obtiendra trois systèmes de valeurs de x ^ j", z, dont chacune comprendra les trois coefficients renfermés dans une même colonne verticale du tableau (5); et à ces trois systèmes de valeurs de x^j", z , correspondront trois systèmes de valeurs de jc\, j^^ z,, dont chacun offrira deux valeurs nulles et une valeur égale à i. Cela posé, des équations ;3i. appliquées aux coordonnées des trois points 1, m, n, on déduira évidemment les neuf formules
^ Ja^J'a'^J"a"=i. Jb + A'b'-¥A"h"=o, Ac +A'c' +A"c" =^o, (i6) \Ba-\-B'a'-^B'a"=o, Bb -^B'b'+B"h"= i, Bc +B'c'-\~B"c"=^o, + C'fl'+ C"à = o, Cb + C'b'~ C"b"= 6, ' Ce -^ C'c'^ C"c"=^ i .
' Ca
Si, au contraire, on fait coïncider successivement le point P avec les extrémités L, M, N des trois longueurs
réduites à l'unité, on déduira successivement des équations (i) les neuf formules . ,
, Aa -hBb -^Cc ■=\, A'a -^B'b -\-Oc =o. A" a -^B'b +C"c =o, (17) ■ Aal^Bb'-^Cc'^o, A'a' ^B'b' ^C'c' ^u A' a' ^B"b'-^C'c' =0,
Aa'+Bb"-i- Cc"=o, A'a"-^B'b"^C'c'=o. A"n"^ B"b.^r Ce"
On pourrait, avec la plus grande facilité, déduire des équations 16) ou Cl 7) les formules (9) et (10). Veut-on, par exemple, déduire des équationsfT7)les équations (9;, ou, ce qui revient au même, la formule (14)? Il suffira de prendre pour inconnues les coefficients renfermés dans le tableau (^6), et de déterminer simultanément les trois coefficients compris dans une même colonne verticale de ce tableau. Ainsi, en particulier, les équations (17) donneront
Aa+Bb-^Ce—^\, Aa'+ Bb' -+- Ce' = o , Aa"-¥ Bb"+ Ce"= o ,
( 84 ) et l'on tirera de colle-ci, en faisant d'abord abstraction de la première,
ABC
puis, ensuite,
Aa + Bb + Ce I
On prouvera, de même, en partant des équations (17), que chacune des
fractions comprises dans la formule (t4) se réduit à -; et généralement on
pourra, du système des équations (16) ou (17), déduire à volonté, ou Ja formule (14); o" '^ formule (i5). Bailleurs, pour effectuer cette déduction, il suffira de s'appuyer, comme on vient de le faire, d'une part sur la formule à laquelle on parvient quand on élimine une seule inconnue entre deux équations linéaires qui renferment trois variables, sans aucun terme constant, et, d'autre part, sur ce principe, que la valeur commune de plusieurs fractions égales ne diffère pas du résultat qu'on obtient, quand, après avoir transformé chaque fraction eu multipliant ses deux termes par xm même facteur, on divise la somme des numérateurs par la somme des dénominateurs. Ce qu on vient de dire prouve encore que le système des équations (17) est équivalent au système des équations (16). Chacun de ces systèmes peut certainement être remplacé par l'autre, puisqu'il est démontré que chacun d'eux peut être remplacé à volonté ou par la formule (i/j)? ou par la formule (i5).
Si l'on voulait, non plus tirerdes équations! 16) ou (17) les formules (i/j)? (i5), ou, ce qui revient au même, les équations (9) et (10), mais effectuer l'opération inverse, et revenir des équations (9), (10) aux équations (16) et (17), il suffirait évidemment de combiner par voie d'addition les formules (9) et f roi, après avoir multiplié les deux membres de chacune d'elles par un facteur convenablement choisi.
Obsei'vons encore que, si Ion applique le théorème sur les produits de résultantes au système des équalions (16), ou au système des équations (17), on en tirera, eu égard aux formules (7), (8),
(i8j • kK = i.
On arriverait aussi à la même conclusion, eu partant de l'équation (i i). En effet , cette équation , qui suppose que l'on considère comme direct le
mouvement de rotation de x en y autour de z , et que 1 ou a en conséquence ( X, y, z) = I. peut être, pour plus de généralité, présentée sous la forme
et s'étend, sous cette dernière forme, au cas même où, la jjosition d'un ijuint (|uelconque étant rapportée an:^ axes des j:,j", z, on considérerait comme direct, non plus le mouvement de x en v autour de z, mais i(; mouvement de x^ en y, autour de z,. D'ailleurs, en échangeant erUre eux les deux systèmes d'axes, on obtiendra évidemment, à la place de la formule (19), la suivante :
(20) '. ;^.^ (x.y.z) _XiLLyi^
et il est clair que des formules (19) , (20) on peut immédiatement déduire l'équation (18).
Si les deux systèmes d axes coordonnés présentent chacun trois axes perpendiculaires l'un à l'autre , on aura
[ X , y, z I = I , [x, , y, , z, j = 1 , et, par suite, les formules (19) , (20) donneront
ou, ce qui revient au même,
Donc, alors, chacune des résultantes A , K se réduira simplenn^it a I unité, si les mouvements de rotation de x en y autour de z, et de x^ en y^ aiUouide z, , sont de même espèce, et à — 1 , dans le cas contraire. Alors aussi les diverses formules établies dans ce paragraphe se confondront avec les formules connues qui se rapportent à la transformation des coordonnées vvvtangulaires, et qui ont été rappelées dans un précédent Mémoire [voir le 1'' volume, page 273 ].
Nous renverrons à un autre Mémoire la recherche des lois suivant lesquelles les neuf coefficients renfermés dans les équations (i) et (3) dépendent de la forme des deux angles solides qui ont pour arêtes, d'une
part X, y, z, d'autre part x,, y,, z, , et de trois constantes propres à déterminer la position de 1 un de ces angles solides par rapport à l'autre.
Observons, en finissant, que les formules (i6), (17), (18) peuvent être étendues au cas général où, à la place des équations (i) et (3), on considérerait deux équations de la même forme , mais relatives à deux systèmes de variables, dont le nombre serait le même dans les deux systèmes, et d ailleurs aussi grand que l'on voudrait. Effectivement, les formules (22) de la page 176 du 2^ volume , qui se rapportent à deux systèmes d'équations semblables aux équations (i) et (3), se trouvent remplacées par d'autres formules dii même penre , quand on échange entre eux les coefficients qui occupent les mêmes places dans les deux systèmes d'équations; et, par conséquent, on peut , dans le cas général , obtenir deux systèmes de formules analogues aux fornmles(i6) et (17). Ajoutons que la formule (18) se trouve comprise. < omme cas particulier, dans la formule (24) de la page citée.
SUBSTITUÉE A LA THÉORIE DES IMAGINAIRES
Prélir» iriei irts .
Les géomètres, surtout ceux (|ui s'efforcent de contribuer aux progrès des sciences mathématiques, ont été quelquefois accusés de parler une langue qui n'a pas toujours Tavautage de pouvoir être facilement comprise, et de fonder des théories sur des principes qui manquent de clarté. Si une théorie pouvait encourir ce re[)roche, c'était assurément la théorie des imaginaires, telle qu'elle était généralement enseignée dans les Traités d'algèbre. C'est pour ce motif qu'elle avait spécialement fixé mon atteutioti dans l'ouvrage que j'ai publié, en 1821, sous le titre àJnaljse algébriiiue, et qui avait précisément poui' but de donner aux méthodes toute la rigueur que l'on exige en géométrie, de manière à ne jamais recouiir aux raison.s tirées de la généralité de l'Algèbre. Pour remédiei' à l'incouvénieut sipnalé , j'avais considéré les équations imaginaires comme des formules symboliques, c'est-à-dire comme des formules qui, prises à la lettre et interprétées d'après les conventions généralement établies, sont inexactes ou n'ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire des résultats exacts en modifiant et altérant, selon des règles fixes , ou ces formules, ou les symboles qu'elles renferment. Cela posé, il n'y avait plus nulle nécessité de se mettre l'esprit à la torture pour chercher à découvrir ce que pouvait représenter le sipne symbolique \ — i, auquel les géomètres allemands sid)Stituent la lettre/. Ce signe ou cette lettre était, si je puis ainsi m'exprimer, un outil, un instrument de calcul dont l'inlrodnclion dans les formules permettait d'arriver
plus rapidement à la solution très-réelle des questions que l'on avait posées. Mais il est évident que les théories algébriques deviendraient beaucoup plus claires encore, et beaucoup plus faciles à saisii', qu'elles pourraient être mises à la portée de toutes les intelligences, si l'on parvenait à se débarrasser complètement des expressions imaginaires, en réduisant la lettre z à n'être plus qu'une quantité réelle. Quoiqu une telle réduction parût invraisemblable et même impossible au premier abord, j'ai néanmoins essayé de résoudre ce singulier problème, et, après quelques tentatives, j'ai été assez heureux pour réyssir. Le principe sur lequel je m'appuie semble d'autant plus digne d'attention, qu'il peut être appliqué même à la théorie des nombres, dans laquelle il conduit k des résultats qui méritent d'être remarqués. Entrons maintenant dans quelques détails.
§ I'"'. — Sur les équivalences arithmétiques et algébriques.
Lorsque deux nombres entiers /, /« , étant divisés par un troisième n , fournissent le même l'este, ils sont dits congrus ou équivalents , suivant le module ou diviseur n. Pour indiquer cette circonstance, on peut écrire, avec M. Gauss,
(ij l^m (mod. ni.
Pareillement, si (p{^), yi{^) représentent deux polynômes en a?, ou, en d'autres termes, deux fonctions entières de j:, qui, étant divisées algébriquement par une troisième 7s(x), fournissent le même resie, on peut dire que ces polynômes sont équivalents entre eux, suivant le module ou diviseur ty (.r), et indiquer cette circonstance, comme l'a fait M. Kummer, en écrivant
(a) <^{3c)~x{x) [mod. s7(j;)J.
On doit donc distinguer deux espèces d'équivalences , qui pourront être appelées, les unes arithmétiques, les autres algébriques, une équivalence arithmétique étant relie qui indiquera l'égalité des restes de deux divisions arithmétiqr.es; tandis qu'une équivalence algébrique indiquera l'égalité des restes de deux divisious algébriques , le diviseur arithmétique ou algébrique demeurant le même dans les deux divisions successivement effectuées.
Pour introduire cette distincfion dans les formules, et faire en sorte que les équivalences algébriques ne puissent être confondues ni avec les équivalences ai'ithméliques, ni avec les équations proprement dites, j'aurai recours à un nouveau signe; et quand il s'agira d'exprimer une équi-
( S9) valence algébrique , alors, dans le signe qui s'applique aux équations, c està-dire dans le signe =: formé de deux traits rectilignes superposés, je remplacerai le trait supérieur, uon plus par deux traits rectilignes distincts, comme on le fait dans le cas où l'on veut exprimer une équivalence, mais par un crochet trapézoïdal, ou bien encore par un trait recourbé on arc de cei-cle, en réservant toutefois ce l'ernier signe, ainsi que je rexpli<|uerai dans le § II, pour le cas spécial où le polynôme ct (x) se i-éduit à un binôme de la forme x^-hi. De plus, pour éviter toute méprise, et attendu que le mot module a reçu dans la langue analytique un grand nombre d'acceptions diverses, je donnerai la préférence au mot diviseur, quand il s'agira de nommer le polynôme par lequel on doit effectivement diviser les deux membres d'une équivalence algébrique. Par suite, quand j'écrirai le polynôme entre parenthèses à la suite d'une équivalence, je le ferai précéder, non plus des trois lettres initiales mod., mais des trois lettres initiales div. Cela posé, la formule
(3) © {x) ^rri /_ [x) [div. 57 (x)]
exprimera que les deux polynômes çi ix) , y^ [x) sont équivalents entre eux , suivant le diviseur zô{X;, ou, en d'autres termes, que les deux polynômes, divisés algébriquemennt par zô (x), fournissent le même reste. Cette équivalence pourra donc toujours être remplacée par une équation de la forme
(4) (f {x) = i[x) + uv; [x] ,
u désignant une fonction entière de x.
Il est aisé de voir que des équivalences algébriques, quand elles sont toutes relatives au même diviseur, peuvent être, aussi bien que des équivalences arithmétiques, combinées entre elles par voie d'addition, de soustraction et de multiplication. Ainsi , par exemple , si , en prenant ro [x] pour diviseur algébrique , on désigne par
diverses fonctions entières de .r, les formules
(5) ç [x) i=f X (■^) ■■ ?. .^) -^ X. \^) . ?2 (-ï-, :r^ /.2 f^r) , . . . ■ entraîneront les suivantes :
^6) 9 (Jc) -i- û, (x) + (p, (j:) + . , . i=i ;^ [x) ■+- /_, ix) + X, (x) -t- . . . , (7) Ç'W?.l*')?2(-a^).-.^^X(^)/., (x)x2(j:)
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Effectivement, les formules (5), présentées sous la forme d équations véritables , deviendront
u, u,,U2, ... étant des fonctions entières de x. Or des formules (8), combinées entre elles par voie d'addition et de multiplication , ou tirera
(9) f l-^) + ?, (^) + 'f î ix-) + ... = y^ (.x) + X. i^-) -+■ X 2 (■»■' + • ■ • + U w (.x) , et
(10) f{x)(p,{jr)(p,(x). . . = /.Gr)x,(a')/2(.^) • • •+ Vw(.r), U, V étant des fonctions entières de .x déterminées par les formules
t! = w -t- i^, + ?fj + . . . ,
y = un,U2. . . [w(.r)]"-'
+ [") "2 ■ • / (r) + if «2 . . . X, (,a:) 4- « w, . . . / 2 (.r) + . . . |S[ra {x)]"'' -+- etc. . .
■^ "x< (■*■)/ 2 (-3^) • • . + M,x(.-î-^X^(-3"V • •+ «2Xi-^)X. v-^')
Or, la fonction entière rs{œ) étant prise pour module, les équations (9), (10) peuvent être présentées sous les formes [6) et (7). Ajoutons que si, dans la iormule (7), on suppose les fonctions cp {x), 9, {x), 92 (•^) égales entre elles , on aura, en désignant par m le nombre de ces fonctions,
(11) [9{^)]"'^[xi^)]"'-
De la formule (1 1) comparée à la formule (3) , il résulte que, sans altérer une équivalence algébrique , on peut élever ses deux membres à la m'''""' puissance , quel que soit le nombre entier m.
Lorsqu'on a fait passer dans le premier membre d'une équivalence algébrique tous les termes que renfermait cette équation, elle se réduit à la forme
(•2) f (\z) ::::^ o [div. w(.r)],
f (a:) étant une fonction entière de x. Supposons maintenant que, la fonc-
( 91 ) tion ct(xi étant du degré m, on nomme
le reste de la division algébrique de f ^r) par 3t(x). ï/équivalencc (12) pourra être présentée sous la lorme
Or, comme l'équation (i3) devra subsister, quel que soit jt, on en tirera, en
posant a: ^ o,
Vo = o.
On aura donc encore
t, j: -+-... + Ci^^x" '^ + c„_, a"'' = o; puis, en divisant par x ,
Cette dernière équation devant elle-même subsister, quel que soit Jc, on en
tirera
et, en continuant de la sorte, on finira par reconnaître que la formule (i3) entraîne avec elle n équations distinctes, savoir,
(i4 ) Co = o , f, = o , . . . , t„_2 = o , f„_, = o.
Donc, lorsque le diviseur 7s[x) est une fonction entière du degré n. une équivalence relative à ce diviseur entraîne avec elle n équations , qu on obtient en divisant le premier membre par zs [x), après avoir fait passer tous les termes dans ce premier membre, et en égalant ensuite à zéro les coefficients des diverses puissances de x comprises dans le reste de la division effectuée.
Pour montrer une application très-simple des principes que nous venons d'établir, considérons en particulier le cas où le diviseur sr {x) se réduit au binôme x" — i. Comme ce binôme divisera la différence
quel que soit d ailleurs le nombre entier m, on aura généralement
(i5) x'""—i^=co (div. x" — i),
( 9^ ) ou , ce qui revient au même ,
puis, en multipliant les deux membres de la formule ( i6) par jc', on en tirera, pour des valeurs entières quelconques de l et de m ,
Si, dans cette dernière formule, on attribue successivement à / les valeurs
I, 2, 3,. ... H — I, on en tirera
le diviseur étant toujours le binôme x" — i. Soit maintenant
(19) ï {jc) ::= Oo -{- a, a: -h a^Jc'^ -h ■ . . -i- a„ac" -^ a„+,jc"*' -h ... + a^,,^'^"-^ ■■■
une fonction entière quelconque de .x. Gomme, en vertu de la formule (1 7) , on aura généralement
'hnn^l x"-"^' ^=1 a,„„^ix' (div. X" - i);
l'équation (1 g) donnera
i{x) ^=:^ fito + a„ + flo,, 4- . . . N
1,20) ' ^{a.n-^an+^+ a.,n+i-^ ■ ■ .)x'^ (div. .r" — i).
(a„_, + ao„_, -^ . . .)x'-
Cette dernière formule fait connaître immédiatement la fonction entière de x du degré « — ;, qui représente le reste de la division algébrique de {(x) par le binôme x" — i. On peut d'ailleurs étendre la formule (20) au cas où, le second membre de l'équation (19) étant composé d'un nombre infini de termes, la fonction f(x) serait, en vertu de cette équation même, la somme d'une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de la variable x.
(93 ) ConsidéroDs encore le cas où le diviseur se réduirait au binôme x" -h i. Comme ce binôme divisera la différence
jc'"" — (— i)'",
quel que soit d'ailleurs le nombre entier m, on aura généralement, pour des valeurs impaires de m ,
(21) a:'"" + 1^0 (div. x" + 1), ou, ce qui revient au même,
(22) j:'""^^^ — I, et, par suite,
(23) ym«+/. . — x',
l étant un nombre entier quelconque. On trouvera, au contraire, pour des valeurs paires de m, . .
(24) x"'" - I Irr: o (div. x" -t- i) , ou , ce qui revient au même ,
et, par suite,
Cela posé, il est clair qu'en prenant pour diviseur le binôme or" + 1, on déduira de l'équation (19), jointe aux équivalences 1 23) et (26) , non plus la formule (20), mais la suivante :
-+■ [a, — «„+, + aj„.^, - . . .}X I
(27) -h (an — rt„+2 — a^„,.., —.. . x^ , (div. x" -+- i).
H- (fl„_, — rtj„_, -+-. . .)x"~*
Cette dernière équivalence fait immédiatement connaître la fonction entière de X du degré n — i, qui représente le reste de la division algébrique de fix) par le binôme x" + 1.
§ II. — Substitution des équivalences algébriques aux équations imaginaires.
Dans la ihéorie des équivalences algébriques substituée à la théorie des imaginaires, la lettre /cessera de représenter le signe symbolique \ — i, que nous répudierons complètement , et que nous pouvons abandonner sans regret , puisqu'on ne saurait dire ce que signifie ce prétendu signe , ni quel sens on doit lui attribuer. Au contraire , nous représenterons par la lettre i une quantité réelle, mais indéterminée; et, en substituant le signe '^^ — " au signe =r , nous transformerons ce qu'on appelait une équation imaginaire en une équivalence algébrique, relative à la variable i et au diviseur ;'■' ^ i . D'ailleurs, ce diviseur restant le même dans toutes les formules, on pourra se dispenser de l'écrire. Il suffira d'admettre, comme nous le ferons effectivement, que le signe -^ — ' indique toujours une équivalence algébrique relative au diviseur i^ -h i. Cela posé, on passera sans peine des équations qui renferment une variable réelle aux équivalences qui devront remplacer les équations imaginaires. Et d abord, comme le binôme
divisera généralement la différence
quel que soit le nombre entier m, on en conclura
ou, ce qui revient au même ,
(2) yam ■-_^>_ i)"'.
puis, en multipliant par / les deux nombres de la formule (i6). on trouvera encore
Par suite, si fon remplace successivement le nombre entier m par le nombre pair 2/71, et par le nombre impair iin -»- i, on tirera des formules(2)
et (3),
Eu égard à ces diverses formules, si Ion nomme f (i) une fonction entière
(95) de / déterminée par l'équation
(5) f(/) = ^/„ + a,/ -H C/,/- -t- rtj/' + «„/^ + flj/on aura encore
Observons, au reste, qu'on pouvait déduire inîmédiatemcnt les e(|uivalences (4) et (6) des formules (aS), (a6), (27) du premier parajjraphe , eu remplaçant dans ces formules le nombre 71. par le nombre 2 , et la lettre x par la lettre /. Observons, de plus, que la formule (6) peut être étendue au cas où, le second membre de réquation (6) étant composé d'un nombre infini de termes, la fonction f(/) serait, en vertu de cette équation même, la somme d'une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable i.
Si la fonction f {/) est le produit de deux facteurs linéaires
il sera facile de la développer suivant les puissances ascendantes de/. On aura . t-n effet,
(7) ■• {a + ëi){y + &i)=7.y-i-{a& + §y)i + ë<}i';
et, de même que l'équation (5) entraîne l'étpii valence (6), de mètuf l'étiuation (7) eutraîuera la formule
(8) (a + ê /■) (7 -I- c? /) ::=r «7 - Se? + [</J + gy ) /.
Si, dans l'équivalence (7), ou réduit le binôme 7 + ai à la foiuic a — g/, l'Ile dounei'a
Ajoutons que, si dans la formule (8), ou ehan^je K' si);ne de la variable /, on trouvera
(10) (a - 0/) (7 - ai) j=^ ay - gt? -4- [aà + g7) /.
Enfin, si Ion combine entre elles, par voie de multiplication, Ifs ((imvalences (8) et ( lO;, on en conclura, eu égard à la luruuile (9),
(il) (a=' + g = }i^7= + c?-):^ (7.7- gc?)^ + (a(j^ + g7)^
D'ailleurs, les deux membres de la formule (11) étant indépeudauls de /,
(96) coïncident avec les restes qu'on obtient , en les divisant algébriquement par /^ + I. Donc le signe ^- — ' , employé pour indiquer l'égalité des restes, pourra être remplacé, dans la formule l'i i) , par le signe =, et cette formule pourra être réduite à l'équation
(12) [a' -f- ê^j (7^ + c?=) = (ay - §ây ^- [(/.â ^ §7 )^
qui, lorsqu'on attribue des valeurs entières aux quantités «,0,7, â, fournit, comme Ion sait, la proposition suivante ;
Si l'on multiplie l'un par l'autre deux nombres entiers dont chacun soit la somme de deux carrés, le produit sera encore une somme de deux carrés.
On vient de voir que, dans la formule (i i) , on peut remplacer le signe '^ — ■' par le signe =. En général, comme dans toute équivalence relative an diviseur i^ -^ 1, le sigue •" — - indique l'égalité des restes qu'on obtient en divisant deux fonctions entières de /par /^-f- i, il est clair que si les deux membres de l'équivalence se réduisent à des jonctions linéaires de i, on pourra remplacer encore le signe ^ — ^ par le signe = , et réduire ainsi l'équivalence proposée à U7ie équation véritable.
Considérons maintenant lune quelconque des équivalences algébriques qui se rapportent au diviseur /^ -t- i. Si, après avoir fait passer tous les termes dans le premier membre, et réduit ainsi l'équivalence proposée à la forme
on nomme Cg-h c,i le reste de la division algébrique dr ( (i) par /^-i-i, l'équivalence (i3), transformée en une équation véritable, poinra s écrire comme il suit :
{ï^) Co-h c,i = o.
D'ailleurs, l'équation i4) devant subsistei-, quel que soit i , ou en tirera d abord , en attribuant à i une valeur nulle ,
De plus, de la formule (i 4), jointe à la formule (i5), on tire, quel que soit /,
et , par conséquent ,
( 97 ) L'équivalence (i 3), substituée à une équation imaginaire quelconque, entraînera donc toujours avec elle deux équations réelles (i5) et (i6), que Ion obtiendra en égalant à zéro la partie constante et le coefficient de /, dan^ le reste de la division f (/) par /^ + i. Les deux équations réelles dont il s'agit sont précisément celles que l'on considérait comme [)ouvant être symboliquement représentées par l'équation imaginaire à laquelle nous avons substitué l'équivalence (i3).
^ m. — Usage des équivalences algébriques dans la trigonométrie et dans l'analyse des
sections angulaires.
Si, dans la formule (8) du paragraphe précédent, on remplace les binômes
par des binômes de la forme
cosjc-i- isinx, iioi j + /sinj-, '.
elle donnera ,
(cos X -I- jsin j:) (cos J' -i- iûa j) ^ — - coso? coi j — sin j: sin y
-+- < (sinx cos T' H- sinj- cosar, ou, ce qui revient au même,
( i) (cosa: -+- isin j:) {cosj -a- i sin jr) ^ — - cos(x +^) 4- /sin [x -i- j).
On peut donc énoncer la proposition suivante :
I*'' Théorème. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le diviseur P -\- \, au produit d un binôme de la forme
cos X + i sin x
par le binôme semblable dans lequel celui-ci se transforme quand on remplace X par j-, il suffit de remplacer, dans le premier binôme , l'arc x par la somme x -h y.
Corollaire. Si, après avoir obtenu la formule (lo), on multiplie les deux membres de cette formule par un troisième binôme de la forme
cos z -^ /sin z,
alors, en ayant égard au théorème énoncé, on trouvera
(cos X -)- ii'xnx) (cos J -+■ i sin j) (cos z -\- i sin z) — ■' cos (jT -H j M- :;') H- /sin [x -\- j + z).
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( 98 ) Il y a plus; en opérant plusieurs fois de semblables multiplications, on déduira évidemment du i^"" théorème la proposition suivante :
i'' Théorème. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le diviseur P -h i, au produit du binôme
cos JC ^- / siu X'
pai' les binômes semblables dans lesquels celui-ci se transforme quand on remplace r par y ou parz, . . . , il suffit de remplacer dans le binôme proposé l'arc jc par la somme
jc -\- j -h z + . . . .
Corollaire. Si, dans le ■2" théorème, on suppose les arcs Jc, j, z, . . . tous égaux entre eux , alors , en désignant par n le nombre de ces arcs , on verra leur somme se réduire au produit tijc , et l'on obtiendra la proposition suivante:
3* Théorème. Si l'on divise la n'""'' puissance du binôme cos x -+- îsin ,f |)ar /- + I, le resle de la division sera cosnx -+- isinnx-.
Tel esl , dans la théorie des équivalences algébriques , l'énoncé du théorème fie Moivre. Ajoutons qu'en vertu des conventions adoptées, ce théorème sera exprime analytiquemenl par la formule
(2) (cos X + / sin j:' )" '- — " cos tix -h / siu nx.
Voyons maintenant quelle est l'équivalence algébrique qui doit être substituée à la lelation découverte par Euler, entre les sinus et cosinus et les exponentielles imaginaires.
On prouve aisément que l'exponentielle e'* peut toujours être développée en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de.r, à l'aide de la formule
en vertu de laquelle e-^ peut être considérée comme une fonction entière de JT, composée d'un nombre infini de termes.
D'ailleurs, si, dans la formule (3), on remplace x par /.r, on en tirera
Cela posé, la formule (6) du paragraphe pi-écédent donnera
Mais
. d'autre part
, on établit aisément les équations
i COS X = I H ^-, —
Houe la formule (5) donnera simplement
(7 p'^ "::=::: cosx -h i iin jc ,
et 1 ou pourra énoncer la proposition suivante :
4* Théorème. Si Texponentielle e'^, développée suivant le,-, puissauces ascendantes de i, et considérée, dès lors, comme une fonction entière de z, est divisée algébriquement par le binôme i^ + i, le reste de la division sera précisément le binôme
cos jc -i- / sin jc.
Tel est. dans la théorie des équivalences algébriques, l'énoncé du théorème d'Euler, qui, dailleurs, se trouve implicitement renfermé dans la formule (7). Il importe d'observer que la transformation des formules de Moivre et d'Euler en équivalences algébriques n'empêche point de tirer de ces formules toutes celles qu'on eu déduit ordinairement. Ainsi , par exemple , veut-on tirer de la formule (2) les valeurs de cos njc et de sin nx exprimées en fonctions entières de sin a: et de cosx' Il suffira d observer qu'en vertu des formules (5), (6) du § II, l'équation
(a^bi)" = a"^fia"-'bi-i- "'"~ ' a"-^ Z> -/-+-.. .
entramera léquivalence
et, queu égard à cette dernière, dans laquelle on peut remplacera et /> par cos j: et sin x. la formule (2) donnera
i COS nx -hi sianJf:::=::icos X ^ -cos - jr sm- .:«•
i * • / » < ri'n-i)[n
f -\- 1 [n co% X sm X ^^
( «oo j
(Jr, les deux membres de l'équivalence (9) étant des facteurs linéaires de i, coïncideront avec les restes de leur division par i^ -\- i . Donc le signe •- — ■ , employé pour indiquer l'égalité des deux restes, pourra être remplacé, dans la formule (9) , par le signe = , et l'on aura encore
cos/îx + I sm nx^^ coi," x cos""- jrsui"' x + . . .
\ + i [n cos"~' X sui X ^ — — -^ ■
Ajoutons que, l'équalion (10) devant subsister pour une valeur quelconque de /, et, par conséquent, pour ?' = o, les parties indépendantes de /dans les deux membres devront être séparément égales entre elles. Donc l'équation (10) entraînera les deux équations distinctes
COS//J: =: cos X i ■' cos""'' a: sm- a? +
SUI nx = 7icos"~' x%\nx ^^ -^ ^cos"~' jcsin^ j:
§ IV. — Sur les modules et tes arguments des binômes de la forme a-{-èi.
On s'assure aisément que tout binôme de la forme
a + Si peut encore être présenté sous cette autre forme
r(cost ■+■ isin^), / étant une quantité positive. En effet, pour que les deux expressions
a + ë/, r{cost + isin<)
représentent une seule et même quantité, quelle que soit d ailleurs la valeur attribuée à i; ou, en d'autres termes, pour que / restant indéterminé, on ait toujours
( 1 ) a + ê / = r (cos t + isiat), il suffit que r et t satisfassent aux deux équations
(2) a = rcos/, ê = rsin/. - ■ Or on peut y satisfaire en posant .
( loi ) et prenant ensuite pour t 1 un quelconque des arcs dont !e sinus et le cosinus sont déterminés par les formules
(4) cos t = ■> sin ^ = - 5
qui peuvent être vérifiées simultanémeut, puisqu'on en tire, eu éyard a la formule (3) ,
(5) cos^/ + sin- < = 1 .
La valeur positive de r, fournie par l'équation (^3), est ce que nous appellerons le module du binôme a -4- ê/. L'arc t, déterminé par les formules (4), sera Vargument du même binôme. D'ailleurs le module r, correspondant à des valeurs données de a, ê, offrira évidemment une valeur unique déterminée par l'équation (3), tandis que l'argument t, déterminé par le système des équations (4), offrira une infinité de valeurs représentées par les divers termes d'une progression arithmétique dont la raison sera la circonférence 2t: correspondante au rayon i .
Si le module du binôme a + §/ se réduit à zéro , l'équation
(6) r=o, que Ton pourra présenter sous la toruie
a- H- c- = G , entraînera nécessairement les deux suivantes :
et l'on arriverait encore aux mêmes conclusions, en partant soit des équations (2), soit de la formule (1,1. Ainsi, pour que, dans un binôme de la forme a.-h Si , les deux parties s'évanouissent, ou, en d'autres termes, pour que ce binôme s'évanouisse, quel que soit/, il suffit que le module /se réduise à zéro.
Si, au lieu d un seul binôme a-t-oi, on considère deux binômes de la même forme , savoir :
a -t- ê/ et y + â'i ,
et si Ion nomme r, r' les modules de ces deux binômes, en sorte qu'on ait
la somme des deux binômes , savoir :
aura pour module l;i quantité ■ j
[(a -H S)' + : y^â\^]^- = [r^ -H r'- -+- aia! -^ vc?)]^,
tandis que leur différence
aura pour module In quantité
Mais, d autre part, en remplaçant 0" par — 0" dans la formule ^i 1) du § II on en tirera
^_a- 4- c I // — 0- i ^ i^ay -t- Sa \' -i- {y.o — cy)-, et 1 on en conclura ^
ou , ce qui revient au même ,
(«7 -H So*^' < /'■■' r'-.
Donc , par suite , la valeur numérique de la somme
sera inférieure au produit ta ', et les modules des deux binômes
a -H 7 -1- (o -f- c?V- a — 7 — (o — (?;:; seront tous deux compris entre la limite inférieure
[r2 _ 2/v'-h r'^Y'= — {'- '•') et la limite supérieure
f ;■* -1- arr' -^ r'-] = /• + r'.
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : i*""" Théorème. La somme de deux binômes de la forme
est, ainsi que leur différence, un nouveau binôme de la même foime , qui
offre un module compris entre la somme et la différence de leurs modules.
Si l'on ajoute successivement les uns aux autres plusieurs binômes de la
( io3)
forme a + ê/, alors on déduira immédiatement du i'^'^ théorème la proposition suivante :
2"= Théorème. La somme de plusieurs binômes de la forme a -\- èl offre un module inférieur à la somme de leurs modules. Si d'ailleurs, parmi les binômes donnés, il en existe un dont le module /' soit supérieur à la somme .s lies modules de tous les autres, la somme de tous les binômes offrira uu module supérieur à la différence r — s.
Pour abréger, nous appellerons module et argument d'une lonctiou entière de i le module et l'argument du reste que l'on obtient quand on divise cette fonction par /^ + i. Cela posé, toute fonction entière de i offrira toujours un module unique et une infinité d'arguments représentés par les divers termes d'une progression arithmétique , dont la raison sera la circonférence an. D'ailleurs, les i'^^' et 2*^ théorèmes entraîneront évidemment les propositions suivantes :
3" Théorème. La somme de deux fonctions entières de / offre, ainsi que leur différence, uu module compris entre la somme et la différence des modules de ces deux fonctions.
4" Théorème, lia somme de plusieurs fonctions entières de / ollre un module inférieur à la somme de leurs modules. Si d'ailleurs, parmi le» fonctions données, il en existe une dont le module r soit supérieur à la somme .r des modules de toutes les autres, la somme de toutes les fonctions offrira un module supérieur à la difféience r — s.
Si l'on multiplie l'un par lautre deux binômes de la forme
a + §/, y -h ai , on aura, comme on la vu dans le Jî il , noii-seulement
(8) •^a. -+■ §i) (7 + ai) ir:: aê — 7c? + {aâ + S7) /,
mais encoi'e
(.9) [a- + §' '^ (7' ^ r-) = (ag - 7(j)= -f- [rA + §7) ^
Si, d'ailleurs, on nomme , // ' les modules des deux binômes
et V le module du produit de ces binômes, la formule (9) [loiirra s'écrire comme il suit :
et l'on en tirera
Donc Le produit du module des deux binômes de lajonne a + îi est égal au module de leur produit.
Au reste, cette dernière proposition, et plusiein-s autres qui s'en déduisent, peuvent encore être facilement démontrées de la manière suivante :
En vertu de la formule (7) du paragraphe précédent, on aura
(j2) co?,t + iûnt^:=^e" ;
et en conséquence, l'équation (1) entraînera toujours avec elle l'équivalence
(,3) a -1- îi'^=::re",
dans laquelle r désigne le module et t l'argument du binôme a + ê/. Ce binôme pouvant d'ailleurs être le reste qu'on obtient quand on divise pai' /■^ + I une fonction entière quelconque de /, la formule (i3) entraînera évidemment la proposition suivante :
S^ Théorème. Lorsqu'on prend pour diviseur algébrique le binôme /^-(- 1 , une fonction entière quelconque de / est équivalente au produit de son module r par l'exponentielle népérienne e", dans laquelle t désigne l'argument de cette fonction.
Comme, étant données plusieurs expressions de la forme
le produit de ces expressions sera
rr'r" . .
tandis que la n!*""" puissance de la première sera
rr'r" . g '('-'-''-'-'"■*-■••)
le 5^ théorème entraînera encore évidemment les propositions suivantes :
& Théorème. Le produit de plusieurs fonctions entières de l'indéterminée «a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la somme de leurs arguments.
7* Théorème. I^a «"""^ puissance d'une fonction entière de i a pour module la n'^"'" puissance du module de cette fonction , et pour argument le produit du nombre n par l'argument de la même fonction.
Gomme le module d'une quantité a indépendante de la variable / se réduit à ia valeur numérique a de cette même quantité, le 5* théorème comprend évidemment la proposition suivante :
8* Théorème. Le produit d'une fonction entière de l'iudéteruiinée / par une quantité a indépendante de / a pour module le produit du module de la tonctiou par la valeur numérique a de la quantité a.
Observons encore que de la formule (i3jj on tire non-seulement lequivalence
(i4) (a + gr/':=rr^/-"e"",
qui s'accorde avec le •j'^ théorème, mais encore, eu égard k la formule i 12), l'équivalence
(i5) (a + êi)" ^=:: r" 'cos nt -+- i sin nt),
à laquelle on parviendrait aussi en élevant à la n"^""' puissance chaque membre de la formule (i), et en ayant égard à la formule fa) du paragraphe précédent.
Supposons maintenant que l'on pose, pour abréger,
Soient d'ailleurs, comme ci-dessus, r le module et t l'argumeni du binôme
a H- Si;
r et /■"
■«eront les modules respectifs des quantités
jc et x", qui vérifieront les formules
(17) X i:r=:re",
Soit encore {(x) une fonction entière de x, du degré //, en sorte qu'on ait
(19) i{x) — aoX" -h a,x"-* -h. . .-h a„^,x ^ n„. Enfin, désignons par
1 "/ï— ) î **rt
les valeurs numériques des coefficients '
£x. d'An, et de Ph-: s. m„th., T. IV. (40« liTr.; ^4
( io6 ) lies divers tenues de la tonction f (x) déterminée par l'équation (i4) auront pour modules respectifs les quantités positives
(20) aoT", a,r"-',..., a„^,i; a„ ,
qui sont respectivement égales aux produits du facteur r" par les divers termes de la suite
D'autre part , la fonction
étant divisée par le binôme /^ 4- 1, fournira un reste de la forme
P + Q/, que l'on pourra réduire à la forme
R(cosT + isinT), en nommant R le module de la fonction, déterminé par la formule
(22) h = ^/P^TW,
et T l'argument de la même fonction, déterminé par le système des deux formules
(23) cosT = |, sinT = |-
Observons maintenant que, pour de très-grandes valeurs de r, les termes de la suite (21) étant tous très-petits, à lexception du premier, celui-ci surpassera, si r est suffisamment grand, la somme de tous les autres. Alors aussi le produit de a^ par r", ou le premier terme de la suite (20)^ surpassera évidemment la somme des autres termes de la même suite, puisque cette seconde somme sera équivalente au produit de la première par /•". Cela posé, on conclura immédiatement du 4" théorème que le module R de la fonction
i{x] = f(a + Si)
est non-seulement inférieur à la somme
aof" + a, r"-' -+-... -1- a„_, r + a,, ,
mais encore supérieur, pour des valeurs de /• suffisamment grandes, à la différence
ao'-" - la, r«-' +...-;- a„_, r ^ a„) ;
en sorte qu'on a, pour de très-grandes valeurs de /'.
W' R>/-''(ao-^-^-...-^ -;:)•
Or, le second membre de la formule (24 ) étant le produit du facteur r" par la différence
qui S appioche indéfiniment , pour des valeurs croissantes de n, de la limite «„, on peut affirmer que, le module /■ venant à croître, le module R deviendra infiniment grand , en même temps que r". On peut donc énoncer la proposition suivante :
9" Théorème. Supposons que, pour abréger, on désigne par la seule lettre x le binôme a -f 0/, dans lequel i désigne une variable indéterminée. Soit d'ailleurs f[x) une fonction entière de x composée d un nombre fini de termes. Si l'on fait croître indéfiniment le module r de la variable x, le module R de la fonction f (.r : deviendra infiniment grami . pour des valeurs infiniment grandes de /.
§ y ■ — Sur la siibstilutioii des ruiiiirs des éijiti valences algébriques auj- racines imaginaires
des équations.
Soil, comme dans le paragraphe précédent, Ux) une font tioji entière du degré n , en sorte qu'on ait
f [x) = a„x" -f- rt, x"^* -f- . . . -r- a„_, X ■+- a„ ,
les coefficients «„, a, , . . . , a„ étiuit des quantités réelles. Les valeurs réelles de X qui satisferont à l'équation
sont ce quoi) appelle les racines réelles de cette équation. D'ailleurs le nombre de ces racines sera quelquefois égal, souvent inférieur au degré n de léquation; et même, si ce degré est un nombre pair, toutes les racines
( io8 ) réelles pourront disparaître à la fois. Mais si , en posant
{i) X = a + Si,
on remplace dans la formule (i) le signe = par le signe i=^, cette formule, réduite à l'équivalence
aura toujours des racines^ c'est-à-dire qu'elle pourra toujours être vérifiée par des valeurs de jc de la forme a. -+- Si. En d'autres termes, on pourra toujours trouver des systèmes de valeurs réelles des quantités a et 6, pour lesquels se vérifie la condition
Il y a plus; le nombre des racines de l'équivalence (3) sera toujours égal à // , et l'on peut énoncer les propositions suivantes:
i" Théorème. Quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux coefficients
léquivalence (3) a toujours n racines, et n'en saurait avoir un plus grand nombre.
2* Théorème. Si l'on désigne par .r, , Xî , . . . , a:„ les n racines de l'équivalence (3), le polynôme ( {x) sera équivalent au produit des facteurs linéaires
en sorte qu'on aura
(5) f (x) :i==: (x — .r,) {jc — x^ ) . . . {x - x„).
3* Théorème. Lorsque, dans une équivalence du degré n, le coefficient «„ du premier terme est réduit à l'unité, les coefficients a,, a^, a^, . . . , a„ du deu.xième , du troisième, du quatrième, . . . , du dernier terme, étant pris alternativement avec le signe — et avec le signe + , sont respectivement égaux à la somme des racines, ou aux sommes des produits qu'on obtient en multipliant ces racines deux à deux, trois à trois, etc., ou enfin au produit de toutes les racines.
On pourra aisément démontrer ces diverses propositions, et même les étendre au cas où chacun des coefficients compris dans la fonction entière f (x) serait remplacé par un binôme de la forme a -J- §/, si l'on part des
principes établis dans le paragraphe précédent, surtout dans le § IV, et si l'on suit d'ailleurs la marche que j'ai adoptée, dans le IV*^ volume des Exercices de Mathématiques, en démontrant les pro[)ositions correspondantes de la théorie des équations. Pour que les démonstraiions données alors deviennent applicables aux propositions nouvelles, il n'y a presque autre eho-e à faire que de remplacer le sifjne = par le signe '^-^ , et. les mots équations, égal, etc., par les mots équivalence , équivalent, etc.
On voit maintenant quelle idée on doit se former de ce qu'on appelait les racines imaginaires des équations. Dans la nouvelle théorie, elles deviennent des racines réelles d'équivalences algébriques. Ainsi, par exemple, cette proposition que Xéquatioii binôme
ce* -\- i — o
a pour racines les quatre expressions imaginaires comprises dans la Jormule
i étant une racine carrée de — i, devra s'énoncer dans les termes suivants:
L'équivalence
a pour racines réelles les quatre quantités comprises dans la Jormule
En d'autres termes, si l'on prend pour x l'une quelconque des quantités comprises dans la formule
x'' -t- I sera divisible algébriquement par /' + i .
I.orsque,dans une racine x = a -\- §/ de l'équivalence Ci), le coefficient o se réduit à zéro, cette équivalence, réduite à la forme
entraîne évidemment l'équation
par conséquent l'équation
On peut donc énoncer la proposition suivante :
( IIO ]
4* Théorème. Parmi les racines de l'équivalence (3), celles qui sont indépendantes de / sont en même temps des racines réelles de 1 équation (i).
Il est bon d'observer que le binôme z^ -+- i ne variera pas si l'on change / en _ /. Cela posé, si, les coefficîfents rto, rt,,. . ., rt„ étant indépendants de /", on satisfait à l'équivalence (3) par une racine x de la forme
il est clair qu'on y satisfera encore par une racine x de la forme
puisque, pour déduire cetle seconde racine de la première, il suffit de changer i en — /• Donc, si en adoptant le langage généralement admis , on appelle co7ijuguées deux e.xpressions de la forme
on pourra énoncer la proposition suivante :
S^ Théorème. Lorsque dans la fonction f (x-) les coefficients sont trèsindépendants de /, celles des racines de l'équivalence (3) qui ne deviennent pas indépendantes de i sont en nombre pair, et ces mêmes racines, prises deux à deux, sont conjuguées l'une à l'autre.
Du ^^ théorème on peut immédiatement déduire la proposition connue, i^ui s'énonce dans les termes suivants :
6*" Théorème. Si dans la fonction entière f [x] les coefficients sont tous uidépendants de i, cette fonction sera décomposable en facteurs réels du premier et du second degré.
Lorsque la fonction ((x) cesse d'être algébrique et devient transcendante, jps racines de l'équivalence (3), c'est-à-dire les valeurs de x, de la forme y — g/, qui vérifient cette équivalence, représenlent encore ce qu'on appelait les racines réelles ou imaginaires de l'équation (3), savoir : les racines réelles quand ces valeurs deviennent indépendantes de /, et les racines imajTJnaires dans le cas contraire. Alors au.-si tes théorèmes qui se rapportaient aux racines des équations transcendantes, se transforment en théorèmes relatifs aux racines des équivalences transcendantes, et les démonstrations que l'on donne des premiers s'appliquent ordinairement aux autres, moyennant la substitution du signe r^^i aux signe = , et des mots équivalence, équivalent, etc., aux mots équation, égal, etc.
MÉMOIRE
PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES
Les progressions sont les premières séries qui aient fixé l attention des géomètres. Il ne pouvait en être autrement. Diverses suites, dont la lonsidération se présentait naturellement à leur esprit, telles que la suite des nombres entiers, la suite des nombres paii's, la suite des nombres niq)airs, offraient cela de commun, que les divers termes de chacune d'elles étaient équidifférents entre eux; et Ion se trouvait ainsi conduit à remarquer le.s progressions par dijjërence, autrement appelées progressons arithmétit/nes. De plus, en divisant algébriquement deux binômes l'un par l'autre , ou même en divisant un monôme par un binôme, on voyait naître \a progression par (juotient, autrement appelée progression géométrique, <\[n offj'e le premier exemple d'une série ordonnée suivant les puissances entières d'une méuie quantité.
En réalité, une progression arithmétique ii'est autre chose qu uih; série simple dont le terme général se réduit à une fonction linéaire du nombre (pii exprime le rang de ce terme.
Pareillement, une pi agression géométrique n'est autre chose (|u'ime série simple, dans laquelle le terme général se trouve représenté par une exponentielle dont l'exposant se réduit à une fonction linéaire du rang de ce même ternie.
Il en résulte qu'une progression géométrique est une série simple dont le terme général a poui- logarithme le terme général d'une progression arithmétique.
Il y a plus; de même qu'en géométrie on distingue des paraboles de
divers ordres, de même il semble convenable de distinguer en analyse des progressions de divers ordres. En adoptant cette idée, on devra naturellement appeler progression arithmétique de l'ordre m une série simple dont le terme général sera une fonction du rang de ce terme, entière et du degré m.
Pareillement, il paraît naturel d'appeler progression géométrique de l'ordre m une série simple, dans laquelle le ternie général se trouve représenté par une exponentielle dont Texposant est une fonction du rang de ce terme, entière et du degré m.
Cela posé, le terme général d'une progression géométrique de Tordre m aura toujours pour logarithme le terme général d'une progression arithmétique du même ordre.
Les définitions précédentes étant admises, les progressions arithmétique et géométrique du premier ordre seront précisément celles que 1 on avait déjà examinées d'une manière spéciale, celles-là même dont les diverses propriétés, exposées dans tous les Traités d'Algèbre, sont parfaitement conluies de tous ceux qui cultivent les sciences mathématiques.
Ajoutons que les progressions arithmétiques des divers ordres , quand on les suppose formées d'un nombre fini de termes , offrent des suites que les géomètres ont souvent considérées, et que Ton apprend à sommer dans le calcul aux différences finies. Telle est, en particulier, la suite des carrés des nombres entiers; telle est encore la suite des cubes, ou, plus généralement, la suite des puissances entières et semblables de ces mêmes nombres.
Mais, entre les diverses progressions, celles qui, en raison des propriétés dont elles jouissent, méritent surtout d'être remarquées, sont les progressions géométriques des ordres supérieurs au premier. Celles-ci paraissent tout à fait propres à devenir l'objet d'une nouvelle branche d'analyse dont on peut apprécier l'importance en souf^eanl que la théorie des progressions géométriques du second ordre fournit immédiatement les belles propriétés des fonctions elliptiques, si bien développées par M. Jacobi.
§ P''. — Considérations générales.
Une progression arithmétique n'est autre chose qu'une série simple, dans laquelle le terme général ?<„, correspondant à l'indice n, se réduit à une fonction linéaire de cet indice, en sorte qn on ait , pour tonte valeur entière,
( ii3 )
positivr, nulle ou négative de n,
{ I ) ii„ = n -^ hn,
a et h désignant deux constantes déterminées.
Pareillement, une progression géométrique n'est autre chose qu une série simple, dans laquelle le ternie général u„, correspondant à l'indice n, se trouve représenté par une exponentielle dont l'exposant se réduit à une fonction linéaire de cet indice, en sorte qu on ait. pour tonte valeur entière, positive, nulle ou négative de n,
\, n, b désignant trois constantes déterminées. Il est d'ailleurs importaru d'observer que, sans diminuer la généralité de la valeur de ii„ fournie pailéquation (2), on peut toujours y supposer la constante A réduite à une quantité positive, par exemple, à la base
des logarithmes népériens.
En étendant et généralisant ces définitions, ou devra généralement appeler progression arithmétique de l'ordre m une série simple dont le terme général u„ sera une fonction de I indice n , entière et du degré m.
Pareillement , il paraît naturel d'appeler progression géométrique de l'ordre m une série simple dans laquelle le terme général u„ se trouve représenté par une exponentielle dont l'exposant se réduit à une fonction de findice «, entière et du degré /«.
Ces définitions étant admises, le terme général u„ d'une progression arithmétique de l'ordre m, exprimé en fonction de I indice n, sera de la forme
3) u„ = Ug -h ttt n -\- a2n^ -^ ■ . ■ -i~ a„ji'",
<7(,, fl,, «2, . . . , «m étant des coefficients constants, c'est-à-dire mdépeudants de n.
Au contraire, le terme général d'une progression géométrique de l'ordre m sera de la forme
et, par conséquent, il aura pour logarithme le ternie général d'une progiession arithmétique de l'ordre m.
Ex. d.in et de l'h malh., T. tV. (W^ livr.) l5
Si, pour abréger, on pose
OC Q - — - il. •. X ^ — A. ^ . . . ^ OC ff — i\
Téquation (4) donnera
Donc le terme général d'une progression géométrique de 1 ordre m peut être considéré comme équivalent au pioduit de m bases divei'ses
ryt /v* "V» 'V'
respectivement élevées à des puissances dont les exposants
1 , rt, n-, . . . , n'"
forment une progression géométrique du premier ordre, dont la raison est précisément le nombre n.
Si au coefficient Xo on substitue la lettre A:, et aux bases jr,,.r2,X3,...,Xm_,,x,„ les lettres x, y^ z-^...^k>^ w, alors on obtiendra , pour le tei'me général u„ d'une progression géométrique de l'ordre /n, une expression de la forme
(6) u„ = kjc y z . ..V IV ,
et le terme particulier correspondant à l'indice n ^ o sera
Donc, si Ion nomme k le terme spécial qui, dans une progression géométrique, correspond à l'indice zéro, le terme général correspondant à l'indice n sera, dans une progression géome'trique du premier ordre, de la forme
kx";
dans une progression géométrique du deuxième ordre , de la forme
dans une progression géométrique du troisième ordre, de la foime
etc.
En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progression arithmétique ou géométrique peut être prolongée indéfiniment ou dans un
( "5 ) seul sens, ou ea deux sens opposés. S. u„ .eprésente le terme général d'une telle profîress.on , celle-ci , indéfiniment prolongée dans un seul sens, à partir (lu terme «„, sera réduite à Ja série
ou à la série
r.a même progression , indéfiniment prolongée dans les denx sens, sera ■ • ''-,. «_,, Uo, u,, n.,
i II. - Sur tes r„odules et sur les condUions de convergence des progressions géométriques
des divers ordres.
Considérons dabord une progression géométrique de l'ordre m, dans laquelle le terme générah^,,, correspondant à l'indice .., soit de la forme
A désignant une quantité réelle et positive, et ,. une quantité entière positive, nulle ou négative. Si l'on suppose cette progression prolongée indéfi- ..unent dans un seul sens , à p.rtir du terme .„ = , , .,1e .se trouvera réduite on H la série
ou a la série
Dans le premier cas, le module de la progression .sera la limite vers laquelle convergera , pour des valeurs croissantes du nombre n , la quantité
Kf^A"-'.
Dans le second cas, au contraire, le module de la progression sera la limite ^lantiT "'"'^'"■'' «^'"^ '" ^^'"'^-^ '^'•^'^-"'- ^- --bre ., la
Knfin, s. Ion suppose la progression prolongée indéfiniment dans les deux
iD.
( ii6 sens , on obtiendra la série
dont les deux modules se confondront, l'iiu avec le module de la série (i), l'autre avec le module de la série (2). D'ailleurs ces deux modules, c'est-à-dire les limites des deux expressions
An"""' A (-<;'"«'"-'
se réduiront évidemment, 1° si l'on suppose m = i, aux deux quantités
A et A-';
2" si l'on suppose m impair, mais différent de l'unité , aux deux quantités
3" si l'on suppose >n pair, à la seule quantité
Ajoutons que l'on aura encore, i" en supposant A < i,
A*'=o, A~'-<'=roc;
2" en supposant A > i,
Il est maintenant facile de reconnaître dans quels cas les séries (1), (2), (3) seront convergentes. En effet, une série quelconque, indéfiniment prolon{{ée dans un seul sens, est convergente ou divergente suivant que son module est inférieur ou supérieur à l'unité. De plus, quand la série se proJonge indéfiniment en deux sens opposés, il faut substituer au module dont il s agit le plus grand des deux modules, et l'on peut affirmer que la série est alors convergente ou divergente, suivant que le plus grand de ses deux modules est inférieur ou supérieur à l'unité.
Cela posé, on déduira évidemment des remarques faites ci-dessus les propositions suivantes :
1" Théorème. Soient A une quantité positive, et m un nombre impair quelconque. La progression géométrique
dont le module est A ou A*, sera convergente ou divergente, suivant que
II
la hase A sera inférieure ou supérieure à l'uuité. Au contraire, la propression f'éométrique
dont le module est A~' ou A~=°, sera convergente ou diverpente, suivant que la base A sera supérieure ou inférieure à l'unité. Quant à la progression
A-3"' 4-2" A-l , V AS" Al""
qui comprend tous les termes renfermés dans les deux premières, et se confond avec la série (3) , elle ne sera jamais convergente, attendu que ses deux modules, étant inverses l'un de l'autre, ne pourront devenir simulianément inférieurs à l'unité.
Si m désigne un nombre pair, on aura non plus
Al-")" A-n"
il ^ ,
mais
' Ai'-")""^ An"
Donc alors la série (a) ne sera plus distincte de la série (i), et la série (3 1 , réduite à la forme
A a" Aï"" A , 42"' AS""
offrira deux modules égaux entre eux. Cela posé, on pourra évidennnent énoncer la proposition suivante :
2" Théorème. Soient A une quantité positive et m un nombre pair quelconque. La progression géométrique, qui offrira pour terme général A"", étant prolongée indéfiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens opposés, sera toujours convergente si l'on a
et toujours divergente si l'on a
Considérons maintenant une progression géométrique, et de l'ordre /«, <|ui ait pour terme général la valeur de u„ déterminée par I équation
(4) u„= Ax"7"'z"\ . V^^'tv"",
le nombre des variables
( iiS ;
étant précisément égal à m. Soient, d'ailleins,
les modules de ces mêmes variables , et k le module du coefficient h. Si 1 on nomme u„ le moiiule de m„, ou trouvera
5 u„ = kx«y"z« . . . v""''^' w"".
DU, ce qui revient au même,
la valeuj- de N étant
D autre part, la progression géométrique que Ion considère étant prolongée indéfiniment, ou dans un senl sens, ou en deux sens opposés, offrira un ou deux modules représentés chacun par l'une des limites vers lesquelles convergeront, pour des valeurs croissantes de «, les deux expressions
Mais, pour des valeurs croissantes de /«, la valeur de N déterminée par la formule (^7), et celle qu'on déduirait de la même formule en y remplaçant n par — «, convergent généralement vers la limite w. Donc, eu égard à la formule (6) , les limites des expressions
seront généralement les mêmes que celles des expressions
En partant de cette remarque , et raisonnant comme dans le cas où le terme général de la progression géométrique se réduisait à
ou établira immédiatement les deux propositions suivantes :
3* Théorème. Soit m un nombre impair quelconque. La progression géométrique et de l'ordre m , qui a pour terme général la valeur de u,, déter-
V '«9 ) minée par réquation
H„ = kx"j"'- z"' . . . l^"'""' w"",
étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira })énéralenient deii\ modules inverses l'un de l'autre, et sera par conséquent divergente, à moins que le module w de la variable w ne se réduise à l'unité. La même progression, prolongée indéfiniment dans un seul sens à partii' du fei-nie
A-.xV-=^
et
rédi
uile ainsi
l'une
des séries
kx)z.
IHV,
kx-j*z'
(g) k, kx^' fz~' ...vw', kx~- y* z~''..a>^"' iv"-'". kx~^j
sera convergente , si le module du dernier des facteurs qui renferme le second terme reste inférieur à l'unité. En conséquence, \\ étant toujoin-s le module de la variable w, la série (8) sera convergente si Ion a
w < I, et la série (9), si Ton a
ou, ce qui levient au même,
Au contraire, la série (8) sera divergente si l'on a
^v > I, et la série (q) , si l'on a
4" Théorème. Soit ?n im nombre pair quelcontjue. I>a progression géométrique et de l'ordre w, qui a pour terme général
u„ =z kx"j"- z"' . . . i'""'' w""",
étant prolongée indéfiniment dans les deu.\ sens, offrira deux modules égaux et sera convergente ou divergente, suivant cpie le module w de la xariahie w sera inférieur ou supérieur à l'unité.
Les 3^ 614*^ théorèmes supposent que le module w de la variable (v diffère de l'unité. Si ce même module se réduisait précisément à l'unité, alors, [)our savoir si la série dont u„ représente le terme général est convergente ou
divcij'entc , il iaudiait recourir à la considération des modules
des aiiiies variable», ou pluiôt à la considération du premier d'entre ces modules (jui ne se réduirait pas à l'unité En suivant cette marche , on établirait généralement la proposition suivante :
5*" Théorème. Soit m un nombre entier quelconque, et nommons
les modules des variables
Ei'.fin, supposons que la progression géométrique, et de l'ordre m, qui a pour terme général
H„ = kx"f"'z''\ . .v"'°~'w""\
soit prolongée indéfiniment dans les deux sens. Cette progression sci a convergente si , parmi les modules
le premier de ceux qui ne se réduisent pas à l'unité reste inférieur à 1 unité et correspond à une variable dont l'exposant dans la formule (5) soit une puissance paire de /i. Tja même progression sera divergente si l'une de ces deux conditions n'est pas remplie.
Le 5*^ théorème eutraine inimédiateuient la proposition suivante :
6^ Théorème. Soit m un nombre impair et supérieiu' à l'unité. La progression géomélrique et d ordre impair, qui aura pour terme général
ka'y'z"'. . ^""'^'w""',
étant indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera convergente si la dernière des variables
offre un module w = i, et l'avant-dernière c un module v inférieur à l'unité. Il suit des 4* et 5^ théorèmes cpie, parmi les progressions géométriques, celle du premier ordre est la seule qui, prolongée indéfiniment dans les deux sens, ne puisse jamais être convergente
1 2 r ) § III. — Propriétés remarquables des progressions géométriques des divers ordres.
Désignons par m un nombre entier quelconque , et considérons une pro- .;}ression géométrique de l'ordre /«, dont le terme général ?/„ soit déterminé par la formule
. i) //„ = ka.-"r"'' z"' • """"' '"""•
On aura
îi„ = k. Hf = kxyz. . .t'H', etc.,
^•2) — = x" r' z" . .1'" iv" ,
IJ„^, X'>-^'j("^'fz'"'*
II, xyz. . .vw
puis (jn tirera de l;i dernière (''(juation
les nouvelles variables X, F, Z,. . ., /^, tétant liées aux variables x, /, z,... par les formules
■ X = xjr'-z». ..t/''-'iv'",
i"//! — I m — 'i m ni — i'.
(m— r (m— 2) m— 3) m (m— i ^in—-i
dans lesquelles les variables Jr, J", z, ■•, v,\v se trouvent élevées à des puissances dont les exposants se confondent successivement avec les nombres figurés des divers ordres. Cela posé, on conclura des équations (2) et (3), qu'il suffit de remplacer les variables jr, j-, z, — c, tr par les variables X. Y. Z,..., ^, TV pour transformer le rapport
l-'xdAn Ci d, Pari ■nnth.T IV 40' livr.) '"
en une fonction nouvelle équivalente au rapport
Considérons spécialement le cas où la progression géométrique est convergente. Alors, de l'observation que nous venons de faire on déduira facilement les deux théorèmes dont je joins ici les énoncés.
1*"' Théorème. Supposons que la série, ou plutôt la progression géométrique
(5) .. «_3, M_2, «-,, Uo, II,, «21 "3,-'-,
dont le terme général u„ est déterminé par la formule (i), reste convergente, tandis qu'on la prolonge indéfiniment dans les deuN sens, et soit
(6) s — iix, j, z,. .., i>, w)
la somme de cette même progression , eu sorte qu'on ait
(7) {(x, y, z,. . . , t-, n>) — . . . U_3 -+- U_., -H M_, + llg -H », + «., -4- i<3 -h . . . .
Soient encore X, K,Z,,. ., F, ff^ de nouvelles variables liées aux vaiiables j:,^, z,..., f, îv par les formules (4). La fonction f [x, j', z, . .,v, w) .se trouvera reproduite par la substitution des variables nouvelles X, Y, Z,..., /^, Pf^ aux variables x, j, z,...,v, w et par l'adjonction du facteur
— = XJZ . . .VIV
au résultat de cette substitution ; et par conséquent la fon(;tion {{x,jy, z,..., v',iv; vérifiera l'équation linéaire
(8) f {x, f,z,..., ç', iv) = x}z . . . l'iv f [X, f , Z, . . . , F, ÎV).
1^ Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le i*' théorème, la factorielle P (') déterminée par 1 équation
sera encore une fonction Aq x , j,z,. . .,%\ w, qui se trouvera reproduite par la substitution des variables X, V, Z,..., f^, TV m\\ variables X, j^ z-v; ^iW.
{*) Je suppose ici que, pour abréger, on désigne sous le nom de factoriellcs des produits composés d'un nombre fini ou infini de facteurs.
et par 1 adjouctioii du facteur
— = XYZ . . . VW
au résultat de cette substitution. Donc, si, pour plus de commodité, on désigne par
la valeur de P que foui'uit réquatioii (3), la fonction F [x, j. z,..., i-, w) aura la propriété de vérifier I équation liîiéaire
'11) F :x,j. z, ...,.', w) = xjz . . . Piv F (X r,z,...,F,fr).
§ tV. — ?K)Ui'elU's formules rr/ntites aux progressians géomttriijucs des divers ordres, et aux fonctions qui se reproduisent par substitution.
Aux foiniules {générales établies dans le p.ua;>raplje précédent , ou peut en joindre quelques autres, qui méritent encore dêtre remarquées; celles-ci se déduisent immédiatement de plusieurs nouveaux théorèmes relatifs aux fonctions qui se reproduisent par substitution. Ces nouveaux théorèmes peuvent s'énoncer comme il suit:
\" Théorème. Concevons que lindice n représente, an sijjue près, un nombre entier. Soit, de plus,
une fonction de lindice n et des variables .r, f , z. . . . . Enfin . supposons que les diverses valeurs de ?<„, savoii ,
i) . . .i<_3, «_2, n_,. «f,, «,, «2; "Sî
forment une série convergente piolongée indéfiniment dans les deux sens. Si, eu substituant aux variables x. }\ z,... d'autres variables X, F, Z..... qui soient des fonctions connues et déterminées des premières, on tr.in^forme généralement u„ en «„^,, alors la somme
de la série (i)sera ime fonction de .r, y. z, . . . qui se trouvera reproduite par la substitution dont il s agit.
Dc'nionstra/ion. En effet, désignons, pour plus de commodité, par
f (x,^, z. . . ,) 1.1 somme s de la série (i). On aura noii-senlement
la somme qu'indique le signe 1 s'étendant à toutes les valeurs entières positives, nulle et néjjatives de n, mais encore, en vertu de l'hypothèse admise ,
et comme, évidemment, lu„+, ne diffère pns de 2?/„, on trouvera définitivement
(3) Ha:,j,^z,...) = f{X,r,Z,...).
2^ Théorème. I^es mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, la factorielle P déterminée par l'équation
sera encore une fonction de jc, y, z, . . . qui se trouvera reproduite par la substitution des variables X, F, Z, . . . aux variables x, y^z,....
Démonstration. En effet, représentons, pour plus de commodité, par F {x, j-, z, . . .) la factorielle P. L'équation (4) donnera
¥ [x, y, z,. ..) = .. .[i -)-«_2')(i + "-«)(' + "o)(i +«.)(! -+■ «O- • • ; puis on en conclura, eu remplaçant x,j,z,... par X, K, Z, . . .,
et, p;ii' suite,
Supposons maintenant que les deux modules de la série (i), prolonjjée indéfiniment dans les deux sens, soient, l'un inférieur, l'autre supérieur à l'unité; de sorte ipie, la série (i) étant divergente, les deux séries
Wq, Wj , Mo, ^^3 , . • ■ -,
III
soient 1 une et l'autre convergentes. Alors, à la place du ■;■' théorème, on ohtiendra évidemment la proposition suivante :
3"" Théorème. Supposons que la série (i), qui a pour terme générai ;/„ , étant prolongée in léfinimeiit dans les deux sens, les deux modules de cette série qui correspondent, l'un à des valeurs positives, l'autre à des valeurs négatives de 1 indice «, soient, le premier inférieur, le second supérieur a l'unité. Si , en substituant aux variables .r, j", r,... d'autres variables X, V, Z,... qui soient des fonctions connues des premières, on transforme généralement u,„ en ?/„_,, alors lafactorielle P déterminée par l'équation
(6) P = . , ( ! + „'_ ) (|n-^)(i -h Mo): '-(-".)'■ -^tu).. .
sera une fonction de x,j,z,. . . qui se trouvera reproduite par la substitution des variables X, V, Z, . . . aux variables x,j,z,... et par ladjonction du facteur Uq au résultat de cette substitution même.
Démonstration. En effet, représentons, pour plus de commodité, pai
F(x,j-, z, . . .) la factorielle P. L'équation (6i donnera
F.r,J,Z, . .)z=. .. j^l-H-l-j (^I-u_Lj ;, + „^|,I -hw,)(i -^u. ...,
puis on en tirera , en remplaçant x, f, z, . . . par X, V,Z,. . .^ et par suite
(7) »-' O^' . i", z, ...)=- "0 F ix, y, Z,...).
Considérons maintenant une progression géométrique, et de l'ordre /«, dont le terme général u„, correspondant à l'indice n, soit déterminé par une équation de la forme
(8) u„ = xf" z"' . . . »/'"■" ' tv"".
On tirera de cette équation
Un^^^xvz"'.. r"'"-'W
les valeurs des variables
étant liées à celles des variables
par les formules
A' = xjz . .
.vw.
F =xy-z-
...(''"-' tv'",
{m—l){m—'2 iii[in—i)
Z = arjr'z' .
..V ^ tv ■'
etc.,
V — vw"\
Cela posé, on déduira évidemment des i", 2^ et S*" théorèmes les propositions suivantes :
4* Théorème. Supposons que la jMOgfession géométrique et de 1 ordre ;n, qui a pour terme général
U„=:XJ"Z"-.. .V""'"w"'",
reste convergente, dans le cas ou elle est indéfiniment prolongée dans les deux sens; et soit
la somme de cette progression géométrique. Alors, en nommant X, V, Z,... des variables nouvelles liées aux variables x,j',z,... par les formules ( 10 , on aura
(11) f(^,j,z,. ..,c,îv)n= f(X,F,z,...,/^% rn.
5* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent , si l'on représente par
F {x, j, z,..., i-, (v) la factorielle
. . .(I -I- M-î) (l -+- «_,) (j -1- Uo) (l ■+• M,) (l -f- «s). . .,
on aura encore
(12) F{x,j,z,..., i', TV) = F (X, r, z, . . . , r, W).
6* Théorème. Supposons que, la progression géométrique et de l'ordre w, qui a pour terme général
étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de cette progression, qui correspondent, Tun à des valeurs positives, l'antre à des valeurs négatives de n, soient, le premier inférieur, le second su|)érieur a lunité. Alors, en nommant X, V, Z,... des variables nouvelles liées aux variables x,j, z,.,. par les formules lo), et en désignant [)ar F {x, y, z,. . ., t», w) la factorielh;
( 1 -f- ,7-) ( ' -" ,7-) (■ ^ "0; (i -+- ".,) (i ^ "2). ■ .ou trouvera
F i .r , j-, 2, . . . , V, iv) = Mo F (X\ F, Z, . , . , F\ fV ;.
Dans le cas particulier où les progressions que l'on considère sont du second ordre, les divers théorèmes que nous venons d'énoncer, joints aux propositions fondamentales du calcul des résidus, fournissent le moyen d etablir un grand nombre de formules dignes de remarque, et relatives aii\ fonctions elliptiques. Si l'on suppose, au contraire, qu'il s agisse de progressions géométriques d'un ordre supérieur au second, alors, à la place de> formules qui se rapportent à la théorie des fonctions elliptiques, on obtiendra des formules plus générales que je développerai dans d'autres Mémoires.
MÉMOIRE
CHANGEMENT DES VARIABLES DANS LES LNTÉGRALES
§ I". — Considérations générales.
Considérons d'abord une intégrale simple ou de la forme
( f ) i, ^ l ùdx,
t étant une variable réelle et 12 une fonction réelle de x, qui demeure continue entre les limites x = x', x = x" . Supposons d ailleurs que dans cette intégrale on veuille substituer à la variable x une nouvelle variable x liée à X par une certaine équation
et soient x', x" les deux valeurs de x correspondantes aux valeurs x' . x de X. On aura, en regardant x comme fonction de x,
dx = \)y xd\:
puis on en conclura n) /" ildx— I' illhxdx,
pourvu ((ue, en vertu de l'équation (2), chacune des variables x, x reste fonction continue de l'autre , du moins entre les limites de l'intégration , c'est-à-dire pourvu qu'entre ces limites les deux quantités a:, x varient simultanément par degrés insensibles, et que, pour des valeurs croissantes de lune, l'autre soit toujours croissante ou décroissante. On aura donc, sous
cette condition ,
et alors, pour bubstituer, clans l'intégrale proposée S, la variable x à la variable ar, il suffira, i° de remplacer dx par r/x, en multipliant la fonction sous le signe/ par le facteur T)^x, 2° de substituer aux limites données de la variable x les limites correspondantes de la nouvelle variable x.
Si la condition énoncée n'était pas remplie, il deviendrait nécessaire, avant d'effectuer le changement de variable, de décomposer l'intégrale doimée § en plusieurs parties, pour chacune desquelles cette condition se vérifierait. Alors 1 intégrale s? relative à la variable x, se trouverait remplacée, non plus par une seule, mais par plusieurs intégrales relatives à la nouvelle variable x, et serait équivalente à la somme de ces dernières intégrales.
Il importe d'observer que, dans le second membre de la formule (3; ou (4)> X est considérée comme une fonction de x complètement déterminée en vertu de l'équation (2 . Si, pour chaque valeur réelle de x, léquation (2) fournissait plusieurs valeurs réelles de x, on devrait se borner à considérer une seule de ces dernières.
La substitution de x à j: ne pourrait plus avoir lieu si à une valeur de x comprise entre les limites x', x" ne correspondait pas toujours, en vertu de léquation (2), au moins une valeur réelle de x.
Observons encore que, si l'on suppose x' < x", le facteur D^x sera, dans la formule (3) on (4), une quantité affectée du même signe que la différence x" — x'. Donc, si l'on désigna para la plus jjctite et par b la plus grande des deux quantités x', x", si d'ailleurs on nomme 0 la valeur numérique de DsX, en sorte c|u'on ait
(5) e^s\D.xy,
on trouvera
OD.jrr/x = / HQdx,
et l'équation (4) pourra être remplacée par celle-ci :
(6) s^f'nedx.
Ex. dAn. cl de l'hjs. maih., T IV. (40« iivr.l
Considérons maintenant une intégrale multiple de la forme
(n) ^ = \ i ' \ . . . i " i \ Çhdwdvdu. . . dzdjdx,
n étant une fonction réelle et continue desn variables réelles j", y^z,...,ii^v^w, et les limites de chaque inléf^ratiou pouvant dépendre des variables auxquelles se rapportent les intégrations suivantes. Alors, les limites x\ oc" étant des quantités constantes, les limites j', j" pourront être fonctions de x, les limites z', z" fonctions de x , y,... les limites iv', w" fonctions de j:^, jr, z,..., a, V. D'ailleurs, l'intégrale S demeurant la même, au signe près, quand on échange entre elles les deux limites assignées à une même variable , par exemple x' et x", ou j' et j" ,... , ou enfin w' et tv", on pourra se borner a considérer le cas où x' serait inférieur à x'\ j' à j'\ z' à z",..., w' à w"; et il est clair que, dans ce cas, S pourra être regardée comme une somme d'éléments infiniment petits correspondants aux divers systèmes de valeurs de X, J', :,■■■, qni vérifieront simultanément les conditions
,g ^ X > x', J > y', z> z',..., u> II', c > V', w > ly', I .r < x\ 7 < j", z < z ", . . . , M < u'\ i- < v", w < w".
Si les variables jt, j, z,... se réduisent à une seule, ou à deux, ou à trois,..., et représentent des coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre nature, alors les divers systèmes des valeurs de x, j\ z,..., pour lesquels les conditions (8) seront vérifiées, correspondront à des points situés sur une certaine ligue ou sur une certaine surface, ou renfermés dans un certain volume, par conséquent à des points compris dans un certain lieu géornétriijuej et l'intégrale s sera complètement déterminée quand on connaîtra ce lieu géométrique avec la fonction Q.. Si le nombre des variables x, j\ z,..., u.v.w devient supérieur à 3, les divers systèmes des valeurs de x, j, z,..., «, w, IV, pour lesquels se vérifieront les conditions (8), n'appartiendront plus à un lieu géométrique, mais à ce que nous appellerons un //e« analjtique. et l'intégrale s sera encore une intégrale multiple complètement déterminée , quand on connaîtra ce lieu analytic|ue avec la fonction il. Cela posé , on reconnaîtra sans peine qu'à l'intégrale ^ on peut substituer une intégrale ou une somme d'intégrales de même foime, mais dans lesquelles Tordre des intégrations ne serait plus le même, pourvu que l'on remplace les conditions (8) par d'autres conditions du même genre, mais de nature telle, que les divers systèmes de valeurs x, y, z...., w, s',u', correspondants aux divers
éléments des intégrales nouvelles, se réduisent aux divers systèmes de valeuis de X. j^ z,.--, ", i', "', propres à vérifier les conditions (8), c'est-à-diie, en d'autres termes, pourvu que les lieux analytiques correspondants aux nouvelles intégrales, étant réunis les uns aux autres, reproduisent ensemble le lieu analytique correspondant à l'intégrale S. En joignant à ce principe les règles ci-dessus rappelées et relatives au changement de variable dans les intégrales simples, on pourra changer aussi les variables que renferme une intégrale multiple. Ou pourra, par exemple, dans l'intégrale S, substituer aux variables x, j-, s...., h, c, \v des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w, liées aux premières pai- un système d équations données
Knirons à ce sujet dans quelques détails.
.1 ob.serve d'abord que les valeurs de x^ j^ z,..., «, i^ H', tirées des équations (9) , devront être réduites à des fonctions réelles continues et déterminées de X, y, z,..., u, v, w, du moins entre les limites indiquée^ par les lieux analytiques correspondants aux intégrales nouvelles. Si, pour chaque système de valeurs réelles tie x, y, z,..., u, v, w ^ les équations (9) fournissaient plusieurs svstèmes de valeurs réelles de jt, j^ ",..., 11 , v, tv, on devrait se borner à considérer un seul de ces derniers systèmes.
La substitution des vaiûables x, y, z,..., u , v, w aux variables x , )\ z,..-, u^v^w ne pourrait plus avoir lieu si , à un système de valeurs de x, j\ z,..., Il, »', w, comprises entre les limites des intégrations, ne coirespondait pas toujours, en vertu des formules (9), au moins un système de valeurs réelles de x, y, z,..., u , v, w.
DaiHeurs, la substitution des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w aux variables anciennes x, y, z,..., ?;, i', îv, sera une opération complexe, décomposablc en plusieurs autres, dans chacune desquelles une seule des variables nouvelles sera substituée à l'une des anciennes; et puisqu'on peut toujours, sans altérei' la fonction sous le signe /, intervertir l'ordre des intégrations relatives a des variables données, on pourra supposer, dans chaque opération particulière, (jue la variable ancienne à laquelle on substitue une variable nouvelle est précisément celle à laquelle se rapporte la première intégration. Donc chaque opération particulière se réduira toujours a utt changement de variable dans une intégrale simple, c'est-à-dire à une opération en vertu de laquelle la fonction sous le signe / «e trouvera multipliée par un certain facteur. Ajoutons que ce facteur sera tonjoin-s positif si dans chaque
( i3a ) intégrale nouvelle, aussi bien que dans l'intégrale S, l'intégration relative à chaque variable s effectue entre deux limites, dont la seconde surpasse la première.
Cela. posé, concevons qu'en opérant, comme on vient de ledire,sui 1 intégrale §, on substitue successivement la variable nouvelle w à la variable (v, puis la variable nouvelle v à la variable v, puis la variable nouvelle u à la variable u,..., puis enfin la variable nouvelle x à la variable jr. Lorsque dans l'intégrale S, relative aux variables x, j-, r- ,..., u,i>, iv, on substituera \v à w, on devra laisser invariables jt, j, z,.... D'ailleurs, considérant x, y, :■,..., u,v, M^ comme de* fonctions déterminées de x, y, z,..., u, v, w, on a
généralement
Ij = Dk /f/x 4- Dy j-<yy -f- . . . + D,jd\ -+- DkJ d\\ ,
di> = Dx i'dx + Dy vdy -)-...+ Dvt'^v -i- h„vdw, div = DjU^r/x + l^ywdj-h . . . + D,tvr/v 4- D„u'(Y\v.
Donc, si Ion se borne à faire varier tv avec x, y, z,..., u , v, w , en laissant
X , y, X. ,.-., u, i', îv invariables, on trouvera
o = D^xdx -+- Dy xdy -h . . . -{- Dvxdv + DwXfAv, o = Bxjdx + Hy jdy + . . . + Dyjdv + Dy/jdw,
o = Ds vdx + Dy udy -t- . . . + Dv vdv -+- Dw i>d\y , dw = Dswdx -+- Dy ivf/y + . . . + D^wdv + Dy,xvd\\',
et Ion en conclura
Donc le facteur positif par lequel on devra multipliei' la fonction sous le signe /, quand on substituei'a w à w et ^vv à dn\ ne sera autre chose que la valeur numérique du rapport
S(±DxxD,j. ..Dvi'D„,«')
S(±D,a;Dyj-.. .Dv<')
D'autre part , lorsqu'aprés avoir substitué w à w, on voudra substituer encore v à V et dv à dv^ en considérant v comme la variable à laquelle se rap-
porterait la première intégration, on devra se borner à taire varier v avec N. y, z,..., Il, V, eu laissant invariables x, j', z-,..., u et w. Donc alors le rapport de dv à dv sera déterminé par les équations
o = Dx X ds. -h Dj ,x dy -h . . , + Dy X d\ , o =z Ds J<fx + Dy j-rfy + . . . + Uv Jf/v ,
<) = D, f«r/x + Dy «r/y +...-!- !)> ?< ^v , dv — D^ l'rt'x -f- Dy vds — . . . + \)y vd\ .
desquelles on tirera
, , , Si±DsJ:D, ) . . .Du« Dvi) ,
('•) ''"= S(±D.xD,v...D„») '''■
Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous le signe/, quand on substituera v à c, ne sera autre chose que la valeur numélique du rapport
.S(±:D.xDy/...D,.H) En continuant ainsi , et désignant par
les valeurs numériques des résultantes
S(=tDtJ:-Dy r-DvC'D„w:, S( ±Dxa:Dy)...Dv »'),..., S( iDx.r Dy j), D^x,
on conclura définitivement que si, dans l'intégrale s, on substitue successivement w à tv, puis V à w-,..., puis y à j', puis eufin x à x, les facteurs positifs par lesquels la fonction sous le signe / devra être successivement multipliée se réduiront aux rapports
fi' ©("-î'
0'' &"' qC-o'
Donc le facteur 0 équivalent au produit de tous ces rapports sera le facteur positif par lequel la fonction sous le signe / se trouvera définitivement nndtipliée, quand on aura substitué aux anciennes variables x, j,z,...,ji, v, w les variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w; et l'on peut énoncer la proposition suivante :
( i34 ) i*^ Théorème. Concevons qne, dans l'intégrale multiple
^, = I (' j ... j j I ùdwdvdu. . .dzdjdx;
J x' Jy' J s' J II' t/f' J w'
il désigne unr fonction réelle de Ji variaîjles réelles x, j, z,... , u, i>, w, prises cliacune entre deux limites dont la seconde surpasse la première ; les deux limites de chaque variable pouvant d'ailleurs dépendre des variables auxquelles se rapportent les intégrations non encore effectuées. Si aux variables x, J, z,.. , II, V, îv on veut substituer n variables nouvelles x, y, z ,..., u , V, w, dont les premières soient des fonctions déterminées, on devra , en remplaçant dans l'intégrale proposée dx , dj\, dz,..., du, dv, dw par d\, dy, dz,..., c?u, r/v, d\v, multiplier la fonction sous le signe / par la valeur numérique 0 de la résultante
{ r 2 ) S ( rt Ds a? Dy 7- DjZ . . . D„ u Dv v D„ w) ,
tormèe avec les diveis ternies du tableau
Ds.x, DjX, DiX,... D„.r,
,7,... D„.jr,
i'i3) \ D,:, Dv2, D,z, ... D„-s,
\ D.r, DyJ, D.j ( D,:, Dvz, D,z,
DxM', DjW, Dztv, ... Dv
puis égaler l'intégrale proposée a une intégrale ou à une somme d'intégrales de la forme
(i 4 j f I f . . . f f f ÙQ d\y dv du... dz dy dx ,
en choisissant les limites des intégrations de telle sorte que chaque variable croisse quand elle passe de la première limite à la seconde, et que les lieux analytiques correspondants aux intégrales nouvelles reproduisent le lieu analytique correspondant a l'intégrale donnée. On peut encore exprimer cette dernière condition en disant que les divers systèmes de valeurs de .r, r, z ,. ., it, t', TV correspondants aux divers éléments des nouvelles intégrales, doivent se réduire précisément aux divers systèmes pour lesquels se vérifient les conditions 81.
Le théorème précédent comprend les règles établies par les géomètres , spécialement par Lagrauge et par M. Jacobi pour le changement des variables dans les intégrales multiples.
Lorsque les vaiiables anciennes JC , r, :;,.•••■ "i *'; '^ s'exprime ni eu toutlion des \anables nouvelles x , y, z,..., u, v, w, de telle sorte que de celles-ci la dernière seulement entre dansiv, les deux dernières seulement dans 4^, les îi-ûis dernières seulement dans u, etc., alors les formules (lo), i i ) , etc. . se réduisent évidemment aux suivantes:
(hv = Dw Vf (iw , (h' = Uv i'd\ , . . . , djc ^= D^ .r dx ,
et, en conséquence, le facteur 0, par lequel on doit multiplier la fonction sous le signe J, quand on substitue les nouvelles variables aux anciennes, se réduit à la valeur numérique du produit
(i 5 ) - D, X Dv r Y), z . . Du u D> i' D,v (v.
On arriverait à la même conclusion en observant que, dans l'bypolbèse admise , le tableau ; i3) se réduit au suivant :
' D^x, DyX, DzX,..., n„:i*.
y o, Dyj^-, D,j,. . ., D„ 7,
I <^ 1 " ' ^' Dz z , . . . , Dw r ,
> o, o, o, ..., DwïV,
et la résultante
au seul tej'me
S(rt D.xDvjD.;,. . .n„^^D>i■D„.l^)
1), jrDyj- DzZ. . .nu"Dvi'D„vv.
Ajoutons que la même résultante se réduirait encore à ce îeruie unique, si tableau (i3) se réduisait au suivant ;
Dï JT , o , o , . . . , o ,
.17) \ D,z, DvZ, D.--, ...
DsTv, DyW, Djtv,..., Dwiv;
c est-à-dire, si des anciennes variables, expiimées en fonction des nouvelles, la première jc renfermait x seulement, tandis que x et y seules entreraient
dans 7"; x, y et z seules dans z, etc. On peut donc énoncer encore ia proposilion suivante :
2* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le i^'' théorème, si d'ailleurs les valeurs de x ^j\ '■■>■••■: "^ '') t^'> exprimées en fonction des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w, renferment seulement, la première, la variable x; la deuxième, les deux variables x, y ; la troisième, les trois variables X, v, z; elc; alors le facteur positif 0, par lequel on devra multiplier la fonction sous le signe /, quand on substituera les nouvelles variables aux anciennes, se réduira simplement à la valeur numérique du produit
Dx jjDjJtDzZ. . .DiiMDvt" Dwîv.
Remarquons encore que, dans le cas particulier où les variables a\j, z,..., u, (', H' sont liées par des équations linéaiies aux variables nouvelles X, V, z,..., u, V, w, le facteur 0 se réduit évidemment à une quantité constante.
Remarquons enfiu que les principes ci-dessus exposés entraînent la proposition suivante :
3*^ Théorème. Si la fonction placée sous le signe f, dans une intégrale multiple relative aux variables JC , j., 2,..., u, i', iv, doit être multipliée par le facteur 0 quand on substitue au système jc, j-, z,..., u, f, tv un autre système x, y, z,..., u, v, w, et par 0' quand on substitue au second système
X, y, z,..., u, V, w un troisième système ,v- u, ;C,-i u. v, u'. cette même
fonction devra être multipliée par le produit 00' quand on passera directement du premier système .r, j-, z,..., u , v, w an troisième svstème
D'ailleurs ce théorème, ainsi que les précédeuls, continuci-ait évidemment de subsister, si plusieurs variables appartenaient à la fois aux divers systèmes que l'on considère.
§ II. — Applications diverses dex principes exposés dans le premier paragraphe.
Pour montrer une application des principes établis dans le § 1", supposons que, Q. étant une fonction réelle de n variables réelles a:, 7-, r, ...,«, t;, w, et ;• une autre variable, réelle et positive, liée aux premières par la formule
(i) Ji- -i- y- H- ;:^ -f- ... -I- M- -4- v- + w- = r-.
( «37 ) on Rtende Pintégrale
(2) S= f I' C. .. f C Cùdwfivcfu. . dzdjdx
a tous les systèmes des valeurs de oc, j, z, . . ., u, v, w pour lesquels /■ demeure compris entre les limites
Si l'on pose
(4) a: = a,r, y — a^i\ z = a^r, . . . ,u= ry,„_.^r, v = a„_,r, w = (/.„i\
les nouvelles variables
devront , eu égard à l'équation (i), véiifier la condition
(5) aj 4- a| -1- . . . -f- a,r = I, à laquelle ou satisfera en prenant
i a, = cosC|, ao =sinç;, cosço,..., «„_, = sinqp, sin<j;j...cosç„_aC0S(p„_,,
( a„ — sinç, suiç;o...sinç)„ .3 smç;„_,.
Si d'ailleurs on assujettit les angles o, ,92,..., 9„_2 à demeurer compris entre les limites o, ;:, et Tanjile 9„_, à demeurer compris entre les limites — r: , 4-7:; alors a tout système de valeurs de «f , J', z,..., u, ^>, w, pour lequel se vérifiera la condition (i), correspondra toujours un système unique de valeurs de a, , a,,..., a„, pour lequel se vérifiera la condition (5); et, par suite, si aux variables x, J-, z,. . ., h, v, \i> on substitue les variables /•, ç, , 92 , ■ • • , ç„_i , on aura , en vertu du i " théorème du § l"'',
0 désignant un facteur positif que l'on déterminera sans peine en opérant comme il suit.
Comme en laissant invariables .r, j, z,..., m , t», on tire de la formule (i),
wdw =: vdi\ par conséquent,
,. dr
OtV = —5
il est clair c(ue, si Ton substitue r à w et dv à dw. ou devra, dans l'inté-
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( ,38 ) fjrale S , multiplier la fonction placée sous le si^^ne / par la valeur nuitiérique du rapport — . Si l'on substitue ensuite a, à j: , «3 à j', . . . , a„_, à t', on devra évidemment, en vertu des formules (4), remplacer
fljc , dy^ . . ., dv par
rdut, ri^Kj,..., rda„^t;
et, en conséqueiicp, remplace)' le produit
dxdy . . . dv par le produit
/•"^' r/a, da.^ . . . dc/.„_^ .
Donc, si aux variables x, ^, z, ..., u, y, iv oi) siibslitue les variables r, a,, «2, . . ., a„_, , on devra, dans Tinlégrale S, multiplier la fonction ii par la valeur numérique du rapport
D'autre part , si , dans une intégrale multiple , relative aux variables a,, «2,..., a„_, , on substitue à celles-ci les angles (f,, (f^-, ■ ■ ■-, Çn-t liés avec elles par les équations (6 ) , on devra , en vertu du 1" théorème du § I", multiplier la fonction sous le signe f par la valeur numérique du produit
Dp, a, Dj^.aj . . . Dy„_,a„_, ,
qui peut être réduit à la forme
la valeur de 0 étaut positive et déterminée par l'équation
(8) 9 = sin"~* (f, sin"-' ©2 . . . sin' (fi„_^ sin^„_2.
Cela posé, on conclura du 3''théorènie[§ I], qu'en substituant aux variables x, j-,z,.. ., u, v,w les variables r, y, , «pj, • . • , (p„-, , on doit, avec M. .lacobi , multiplier la fonction sous le signe / par le facteur
Donc la formule (a) pourra être réduite. à
( -39 ) Coucevoas maintenant que les ?i variables ce, j, z,..., u,i>, w, soient liées à n autres variables x , y, z, . . . , u , v, w par des équations linéaires de la forme
/■ .T = rtx -H ^i, y + rtj z + . . . + a„_, w, ' s
(i i) •:' z = rx -h f, y -T- Cj z -4- . . . + c„_, w, %
w = /^x -i- A, y + ^a z + . . . -H k„_, w. Pour que Ion ait identiquement
(12) :c--+- j=+ r.--+- ... -h«--f- 1»^+ tV^ = x=-K y'-h z^ +... + u^'-h v^-h w^ il suffira que les coefficients
a, b,c,. . . h; «,,/>,, c-,, .../?, ; ... «„_,, ^„_,, c„_,, . . . h„,,, vérifient les conditions
a''-\-b'-\-...-hh' = i, aa,-i-bb, -\-...->rhh, =0, ...a a„_,-hb b„_,-i-...-i- h /i„_,=o «?-!- *; + ■•■+ Aî = i,. .(7,a„_,-(-é,è„_,4-...+/,,/,,_, = o,
Bailleurs, si aux conditions (i3) on joint la formule (24) du Mémoire sur les sommes alternées connues sous le nom de résultantes [tome II, page 176J, on en conclura
0^ = 1, ei , par suite ,
0 désignant la valeur numérique de la somme
S{± ah^c, ...h„_,);
et, eu égard aux formules [1 1), cette ilernière somme ne diitérera pas de la
suivante :
S (±Dsa:Djj. . D^tvj.
Enfin, la formule (la) , jointe à l'équation (i; , donnera
Cela posé, il résulte du théorème i*^"^ du § I, que si les conditions (i3) sont remplies, on pourra, dans la formule (2), substituer immédiatement aux
variables x, j^, z, ... , m, f, iv les variables nouvelles x, y, z, ..., ii, v, w liées ^ux premières par les formules (i i), en sorte qu'on aura
(i6) Cf. . . C ÇQ.dwdv...djdx= Cf. . . Ç Co.dw d\- . . .dydx,-
les intégrations étant étendues à tous les systèmes de valeurs île x, y,--, v, w ou de X, y,. •» V, w ponr lesquels la variable positive r, liée avec les premières par la formule (i) ou (i5 ), demeure comprise entre les limites r', r".
Il importe d'observer que des formules (i i)*jointes aux équations (i3), on tire immédiatement
•s. = ax -^ hj -\- cz + + hw,
y = rt, .r -+- i, j- -t- 6-, z + + h^ w,
(17) ( z = a.^x + />„ j + C'a r. + + Aotv,
Remarquons encore que l'on peut satisfaire d'une infini(é de manières aux conditions (i3), par des valeurs réelles des coefficients
a, b,. . .,h; a,, h,, ... , fi,; «„_,, /;„_, , . . . , h,
En effet, après avoir choisi des valeurs réelles de a, b, c , . . . , h propres à vérifier la formule
on pourra satisfaire, par des valeurs réelles de a, , b,, c,, . . . , h,, aux deux conditions
(19) an, 4- bb, -\- ce, + . . .-h hh, = 0, aj + Z»'J + cj + . . . + A^ = 1 , qui se réduiront simplement à
aa, -h bb, = o, a'I -h b'I =^ i,
si les coefficieiUs a,, b,, c,,. ■ ., h, sont tous supposés nuls à l'exception des deux premiers, et qui donneront alors
Il y a plus : à la première des équations (19) ou pourra juiudre n — i équations de même forme, c'est-à-dire n — i équations en vertu desquelles n — i
fonctions linéaires et homogènes de a,, b,,c,,. . ., arbitrairement choisies, se réduiront à zéro; et de ces n — i équations nouvelles, réunies à la première des équations (19), on en tirera une autre de la forme
A, B, C,. . ., H étant des quantités connues; puis de l'équation (20); jointe à la seconde des formules (19), on conclura
lies valeurs de ni, b,, Ct.. . . , h, étant ainsi déterminées, un prouvera, par des raisonnements semblables, que l'on peut encore satisfaire, par des valeurs réelles de «o , ^o, Cj , . . ., Zfj, aux trois éiiuations
Îflflj -+- hhr, -(-.,.-(- hh^ = o , a, a., + h , h..^ -h . . . -h h , h^ ^= u . a'I -^ b'I -h . . . -h Ii'l -= i,
dont les deux jjremieres peuvent être jointes à ri — 2 équations tie même forme, arbitraiiement choisies; et, en c<intinnant de la sorte, on finira par obtenir, pour les coefficients
des valeurs réelles qui seront propres à vérifier les formules (i3), quand ou les joindra aux valeurs rcelle^ et nrbitrairement choisies des coefficients a, b, c, . . . ., k.
Concevons à présent qu > 11 attribuant aux coetficients a, b, c, . . ., h I un quelconque des systèmes de valeurs réelles pour lesquels se vérifie la condition {18], on réduise Q h une fonction réelle et continue du polynôme
ax -~ bj -r es -I- ... -h hw,
en sort(! (jue celte fonction étant désignée à l'aide ie la lettre caractéristique f, on ait
ii = ï{ax -+- bj ^ cz -i- . . . -h hw).
L'équation ' 16) donnera
(aS) / /... i i\ax+bj + ...+ hw)dw ...djdx= j i .. i ((\)dw ...dy dx.
Si d'ailleurs, dans chaque membre de la foriuule (23), ou substitue aux variables x, j-, z, . . . , tv, ou x, y, z , . . . , w, la variable / liée avec elles
par lequation (i) ou (i5), et îles angles auxiliaires 9,, ©j,..., f„_, liés encore à ces mêmes variables par des équations semblables aux formules (4) et (6), chaque membre prendra la forme de l'intégrale multiple que présente l'équation (10); et en posant, pour abréger,
(a4) w =^ aa, -+- ba.2 -f- . . . + f>(/.„,
on trouvera
la valeur de 6 étant toujours celle que détermine la formule (8); puis, eu différeutiaut les deux membres par rapport à / ', et posant après la différentiation /" =: i, on aura simplement
\ r }•■■(" r s H'-^)drp, dfj. . .da^n-1 ^?«-,
D'ailleurs si, en désignant par w, n des nombres entiers quelconques, et par (f un angle variable, on pose
a = cos (p , on aura généralement
r sin'"-' 9 cos"-' cpdf=j a"- ( 1 - a^ ) ^ da = ^V_^'V' ■■
puis on en conclura
et, par suite, eu égard à la formule (8), ou trouvera
jl^£ " jJ^^'^^'" '^^""' ^"^"'^ ^ J"-'\
sin""* 0/,
■^"^' i{a\da.
( .43 ) Donc la formule (26 ) pourra être réduite à
!/ "^ /".../'/'■ 9 f M d<f, d(p^ . .. ri(p„_^ d(p„_,
On ne doit pas oublici- que, dans la formule (24)5 n,b,c , . . .,h dési{;nent des coefficients arl)itraires assujettis seulement à vérifier la condition
rt- + A' + c- + . . . + /i= = I . Si, en nommant A" une quantité réelle quelconque, on remplaçait a, A, 6',..., // par -,-,-, et f(a) par f(Aa), alors, a la place de la formule (27) on obtiendrait la suivante :
/ I r . . . j ' ' 6['{w) ^/f, df^... d<p„_i r/ç)„_,
la valeur de w étant toujours déterminée par la formule 1 24), eta,b,c , ...^h étant des coefficients arbitraires, mais liés au coefficient k par la formule
(29) a- -\-b--\- c"^-^ . . .+ lî^ — k-.
FiOrsque, dans la formule (28), on pose n = ^), alors en écrivant ip, / au lieu de ç,, ©2, <'t îc,ê, ■/ au lieu de a,, êo,"/.,, on trouve simplement
(30) / " / sin 9 f (aa + /^o -f- C7 ) d(fdy = a?: / f{ka)da,
les variables auxiliaires a, S, 7 étant liées aux angles f, y par les formules
(3i) a = cosç, ê := sin ç eos^, -y = sin qj sin /,
et les coefficients arbitraires a,h, c étant liés au coefficient A- par l'équation
La formule (3o) reproduit le théorème à l'aide duquel M. Poisson a intégré l'équation du mouvement des fluides élastiques. Si, dans la formule (28) on prend
a?)'^ i[ka)dr,..
m étant un nombre pair quelconque, l'intégrale que renferme le second membre sera réduite au produit de A'" par la suivante :
et ia tormuie (28) donnera
(33) J J .../ j 9w'"r/ç,4„...r/o„_,rfy„., = 2 77 -^ _^___A'
Mais, d'autre part, en supposant n impair, on aura
r , n— I rn-^n- 2
£ devant être réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par la caractéristiiiue D,. Cela posé, on tirera de la formule (33)
Cette dernière formule subsistant, quel que soit le nombre pair m, continuera de subsister, si l'on y remplace A''" par une fonction paire f(A') développable suivant les puissances ascendantes de A-, pourvu que l'on remplace
en même temps, dans le second membre, (w Vt)'" par f(w v't)- On aura donc encore, en supposant n impair, et i{k) développable suivant les puissances ascendantes de A",
(35) f (A) =-4^0 7" r r.-- f^ f^i~^Ôi'[u\t)d(p,d!p^...dfn_,cl'^_,,
pourvu que , les valeurs de oo, A étant déterminées par les formules
A^ = rt^ -4- è^ -t- c- -t- . . . -I- /^=, w = n a, -I- /? «2 -+- c «3 -f- . . . -t- /2 a„ ,
et les variables a, , a^ , . . • ■ a„ étant liées aux angles ®, , ç),, . . ., (p„_, par les équations (6), on pose i = i,. après les différentiations indiquées par la lettre caractéristique D,.
MÉMOIRE
LES VVLELRS MOYENÎSES DES FONCTIONS
DUNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES
Considérons d'abord une fonction fï d'une seule variable jc , et supposons que cette fonction reste continue entre deux valeurs données de la variable. Si, après avoir interposé entre ces deux valeurs d'autres valeurs équidistantes, dont le nombre représenté par n — i soit très-considérable, on cherche les diverses valeurs de la fonction i> correspondantes aux n — i valeurs données de la variable x , la moyenne arithmétique entre ces valeurs de O se transformera, quand le nombre n devicndia infini, en ce que nous nommerons la valeur mojerme àe\aioucùoi\ û, et cette valeur moyenne sera le rapport des ùcu^ intéf[rales définies relatives à x, dans lesquelles les fonctions sous le sif^ne /seront ii et l'unité. Pour plus de commodité, je désignerai cette valeur moyenne de û à l'aide de la lettre caractéristique M , et je placerai au-dessous et au-dessus du signe M , les limites de la variable, suivant l'usage adopté pour les intégrales définies.
Concevons maintenant que û représente une fonction de plusieurs variables X, X-,---i qui reste continue pour les systèmes de valeurs de x,jr,... oomi)rises entre certaines limites, f.e rapport entre les deux intégrales définies qui, étant relatives à jr , j-, . . ,, et prises entre les limites données, renfermeront sous le sijjne / la fonction il et l'unité, sera la limite vers latjuelle convergera la moyenne arithmétique entre les valeurs de O qui correspon Iront à des éléments égaux de la seconde intégrale. Pour cette raison, le rapport dont il .s'agit sera nommé Xa. valeur moyenne de la fonction U. et je désignerai encore cette valeur moyenne à l'aide de la lettre
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( '46 ) cai-actéristiqueM, en indiquant au-dessous et au-dessus du signe M les limites
des diverses intéfi[rations.
Concevons, maiutenant, que les intégfations doivent être étendues a tous les systèmes de valeurs des variables x , /, z , . . . , qui réduisent une certame tonetion r de ces mêmes variables à une quantité comprise entre deux limites données a b. On pourra rechercher ce que devient la valeur moyenne de la fonction 0 dans le cas particulier où les deux limites a,bse réduisent a nn.- seule. Dans ce cas, qui mérite detre remarqué, nous pourrons nous borner à indiquer au-dessus du signe M la limite a de la fonction r, en ayant soin, d'ailleurs, d'écrire au-dessous du même signe les diverses variables .r. f, z, . - , auxquelles se rapportent les intégrations.
Comme nous le montrerons plus tard , la considération des valeurs moyennes des fonctions d'une ou de plusieurs variables peut être utilement employée dans la solution de plusieurs problèmes d'analyse, spécialement dans l'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles.
ANALYSE
Supposons que l'on fasse varier or, j, z, . . . , entre les limites
j„ , j, pouvant être des fonctions de .r , et «„ , z, des fonctions de x, 7, etc. .Soit d'ailleurs Û une fonction de x, ou de .r , j, etc. , qui reste continue entre les limites dont il s';'git. La valeur moyenne de ù entre ces limites sera
^ = ^0 / dx
ou
J""' l ' adydx
x = x„,r=J^. I I dy dx
etc.
Cela posé, on établira facilement la proposition suivante :
>, \" Théorème. Soit û une fonction réelle de n variables réelles .r , j,
2^ Si à celles-ci on substitue n autres variables réelles x, y, z,. . . qui
soient liées aux premières par n équations linéaires, il considérée comme
( '47 ) fonction île x, jr, z, . . . on de x, y, z,. . ., conservera dans les deux cas la même valeur moyenne, pourvu que les limites assignées au second svsteme de variables correspondent an\ limites assignées an premier système.
Démonstration. En eflet, qu.uid on iranstormera chaque intéfjrale relative aux variables .t,_y,z.. . . , eu substituant à celles-ci les variables x, }\z, . . , la fouctiou sur l<" signe / seia multipliée, comme l'on sait, j)ar le facteur
0 = Si ~ D^ JT Dy j- IJ, z . . .)■
Si, d ailleurs, les variables x . j^. z, . . . sont liées [lar des équations linéaiies aux variables x , y. z , . . . , le l'acteur 0 se réduira simplement à une constante. Donc alors ce facteur pourra ètie placé en dchois des signes d'intégration, |)uis effacé comme facteur commun des deux termes du rapport qui représentera la \ dleur de Li.
'■ Soit maintenant /• = i[x , j', z,. . . . une nouvelle tonction , réelle aussi bien que Si, et supposons que l'on cherche la moyenne entre les valeurs de Q, correspondantes à toutes les valeurs de x , j', z,. . pour lesquelles la fonction /■ demeure comprise entre deux limites doimées a, h. Désignons d ailleurs à l'aide de la notation
M ii
ce que devient cette moyenne quand la différence h — a s'évanouit. On aiwa, en vertu du théorème précédent, et en supposant toujours j", r, z,... liées à X. y, /. . . ■ par des équations iinéaire>,
^i) -'m 12= ' ^\ Si.
Supposons, pour fixer les idées, cjue la variable /■, étant positive, suit liée aux n variables r,^', r,. . . par une équation de la forme
Si Ion nomme A la mo\ eune entre les diverses valeurs de il correspondantes aux divers systèmes de valeurs dex,^, r, . . ., pour lesouels /• demeure comprise entre les limites positives a, b, ou aura
fj'.f-'l-dx<lx '
f i48 ) les intégrations s'étendant à tous ces systèmes. Si d'ailleurs on pose, comme dans le Mémoire précédent,
les variables a, , a,, a,, . • ., a„, liées aux « variables x, J, z,. . . par les formules (4), devront, eu égard à l'équation (2), vérifier la condition
(5) aî + a^+ ... +«' = '•
D'ailleurs, pour satisfaire à cette condition, il suffit de prendre
^ jc/., = cos(p„ a, = sin<p,cos<p„..., a„_, = sintp, sin?,...sin(p„_,cos?„_,, ^^^1 a„ = siny, sin9,...sin9„_2sinœ„_,
Il Y a plus, si l'on assujettit les angles 9., ?.,..., 9,,-. à demeurer compris entre les limites o, ::, et l'angle y«_, à demeurer compris entre les limites _ TT 7:; alors, pour chnque système do valeurs de a, . a.^ ,... , a„ propres a vérifier la condition (5), on obtiendra toujours un système unique de valeurs de 9, , (?3 ,..., ?„-,. Cela posé, si l'on fait, pour abréger, In) B — sin"-^ ç, sin"-' 92 ■ • -sin" (p„-3 sin <p„_2 ,
et si, en opérant comme dans le Mémoire précédent, on substitue, dans les deux intégrales que renferme la formule (3), les variables 9,, 9,,...^ 9«-2, 9«-4, '■ anx n variables x, j, z, . , -, on trouvera
Concevons maintenant que, dans l'équation (8), on pose h = a; alors le second membre de cette équation se présentera sous la forme °; et pour obtenir sa véritable valeur, il suffira de remplacer le rapport des deux intégrales qu'il renferme par le rapport de leurs dérivées relatives à h, puis de poser, dans ce dernier rapport, 6 = a ; et comme la valeur de A ainsi obtenue sera précisément la valeur moyenne de ii, désignée par la notation
( «49 ) iioiis devons conclure que l'on aura
TT «/ O ».■ O
U autre part, comme en désignant par m un nombre entier quelconque, on a généralement
(lo) P sin-"-' ç ,'/«p = ■
on trouvera, k^w egartl a l équation (7),
donc la foruuile 9) pourra être réduite à
Considérons maintenant, d'une manière spéciale, le ia> où l'on a
Dans ce chs la fonction de .t,j\, z,. .., désignée par 12. se rédmi poui y=:i, en veitu des formules (4), à une fonction des variables
a, , ao , . . . , a„ ;
et, en substituant cette dernière fonction à la première, on réduit la moyenne
'm Q, a la forme
û étant une variable nouvelle liée aux variables a, , «j,. . , a„ par l'équation (i3) p^^ol\ + v.\-^ ..a^
Donc, en cunsidéraiil Ù comme une fonction des n variables a,. «2,- . . , a„, et supposant p lié à celles-ci par l'équation (i3), on aura
(i4) ^m' 0.=-^ r ç^ ... r Bi-ido,d(f^...d(f„^^d^„_„
V.,, a, a» - •/— TT «/o Jo
pourvu que, dans le second membre de la formule (i4)i on regarde a,, aa , . . . , a„ , ô comme des fonctions de 9, , y, i • • • ^ <Pn-i déterminées par les formules (6) et (7).
Concevons, à présent, que u,, u.^.. . .., u„ étant des coefficients réels, on pose
(i 5) oj = n, a, + i/o «2 + . . . + M„ a„.
Soit, daiileius, k une quantité positive liée aux coefficients m,, u^,. . ., u„ par la formule
(16) k'^ = u\ + ul^ . . .^ ul;
et nommons F (/r) une fonction paire de A", développable suivant les puissances ascendantes de A^. En vertu de la formule (35) du précédent Mémoire, on aura, pour des valeurs impaires de «,
( , 7 ; F ik) = — i-^ U, ' P £ -" £ ■' ' ^ ^'^ V"'^ '^?' • ■ • '''f'-' '^?""' '
pourvu que Ion pose j = i, après les différentiations indiquées par la caractérisli(|ue D,. Donc, eu égard à la formule (1 4), on aura encore
(iH' F(A)=-^ M D~[t^~F(wv/j)J-
Concevons maintenant que F(A) désigne une fonction de k, paire ou impaire, mais développable suivant les puissances ascendantes de k. Alors I expression
"m' F(Aa)=:: - f' ¥(ka)da.
représentera une fonction paire de A, développable suivant les puissances ascendantes de A^; et à la formule (18) ou devra substituer celle qu'on en
déduit quand on remplace dans le premier membre F[k) par M F (A- a), et, dans le second membre, 1 expression
par l'expression
(19) D.'^j^î^ jl|^F(c.av£)J,
ou, ce qui revient au même, par la suivante :
(ao)
I F {wa\i)d(/.
dans laquelle on devra toujours réduire i à lUnité, après les diftérentiatious indiquées par la caractéristique D,. D^tilleurs, si l'on remplace F(A) par k'". m étant un nombre pair quelconque, l'expression (ao), réduite à
- D, ^ 1 j ^ / (wa yi )'" (ic
sera équivalente au produit
-t-rt — 2 m -\-5 m-\-Z
OU, ce qui revient au même, à 1 expression
On aura donc, pour des valeurs paires de 771,
wv'O'j-
iD. ^ [. ^ jr'(Mav7r^/«j-^D, ^ [, ' (Mvirj,
i>u, ce qui revient au même,
Kii é{}ard à cette dernière formule, dans laquelle le facteur — se réduira simplement à - pour t =^1, on tirera de Féquation (18), quand on y remola-
cera FiA) par M F(Aa), en supposant F {k) développable suivant les puissances ascendantes de A,
_ - _ n — Sfn— Q "1
(21) 'm F{kff.) = ^—- 'm D~^ L'~^ F(« V7)J-
!/.= — ! ar ( - ) "'> «>>•••«■•
En résumé, on peut énoncer les deux propositions suivantes :
2" Théorème. Soient a,, aj,- ■ • , a„ , n variables réelles; soit encore
w = u, a, -h ii^ao -h . . . + w„ a„
une fonction linéaire de ces variables, les coefficients u,, u^ ,■■.-, u„ élan! réels , et posons
p = y aj + a.] -h . . . + rt^ , A- = \/u; + «2 + . . . -t- M,^ •
Soit enfin F (A) une fonction paire de A, développable suivant les puissances ascendantes de A^. On aura, pour des valeurs impaires de n,
' F(wv'Oj'
pourvu qu'après avoir effectué les différentiations indiquées par la caractéristique D, on réduise le paramètre i à l'unité. On aura d'ailleurs, comme l'on sait.
rfî)
y Théorème;. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, si l'on nomme F (A;) une fonction développable suivant les puissances ascendantes de A, on aura
m' F(Aa) = -^— - 'm' h^^~[i ' F(«v''7)J,
«=-' arl - 1 '-'.' "-'.<
pourvu qu'après L^s différentiations indiquées [)ar la caractéristique D, on réduise i à l'unité.
L'EMPLOI DES THÉORÈMES
relatifs aux valeurs moyennes des fonctions dans l'intégration des équations différentielles et aux dérivées partielles.
Supposons d'abord rinconnue zs déterminée en fonction du temps t par une équation différentielle de la forme
(i) D,- ïT = A"-cj,
k étant une quantité constante. Si I on nomme zsq, 37, les valeurs de zs ei \)cV! correspondantes à une valeur nulle de /, 1 intégrale générale de 1 équation ' l'j sera
^kl _i p^kt pki ^ — lit
5T = TSn -t- ; 7S , ,
OU. ce qui revient au même,
\;i) . 37 = D, M te>-''^TS^,-^ M ie^'-'w,.
Si d'ailleurs la quantité h''- est la somme des carrés de plusieurs autres quantités /<,. u^, ■■, u„, en sorte qu'on ait
3^ k^ = u-, -h ul-h...-hu-^,
ou pourra, dans la formule 2), remplacer l'exponentielle f*'" par une aulre dans laquelle l'exposant soit réduit à une fonction linéaire de m,. Mj, .., "„. Eu effet, supposons d'abord que n soit un nombre impair. Alors, en désignant par , .
a,, aj,..., a„
Lx. d .\n. 4-1 de l'hjs. math.. T. W. (41' livr.) ^^
; t5/i ) ^ n variables auxiliaires , et posant
(^4J w = i/,a, + «aaa +...4- M„a„, p^ ^^ a\ + a\ +...-h a^,
on tirera de I équation (2), combinée avec la formule (2 i)da précédent Mémoire,
ar
! devant être réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par la caractéristique D, . Si « était pair, ou, ce qui revient au mên\e, si, n étant impair, k'- était de la forme
\^} k'^ = u\ -h ul-\-...-h «,?_,,
il suffirait, pour revenir au cas précédent, de joindre à la formule (Si l'équation
eu vertu de laquelle la valeur de m serait réduite à
(8) w = ll^a^ + U^Cf.^ +...+ ;<„_,«„_,.
Concevons maintenant que, x, j, z, . . . étant de nouvelles variables indépendantes. A" se transforme en une fonction de D^, D^., D^,... entière et du second degré, représentée par F(D^, D^,D_,...). f /équation (i), ou, en d'autres termes, la formule
(9) D?trr = F(D,,D,,D„..,)t^,
sera une équation aux dérivées partielles, linéaire et du second ordre, qui déterminera l'inconnue ît considérée comme fonction àex,j\ z,..., t, quandon connaîtra les valeurs initiales de ct et D,w. Soient zso[x, j. z ...] , 3T, (x,j', :,...) ces valeurs initiales. L'intégrale générale de l'équation (i) ou (9) sera représentée par la formule symbolique
(10) OT = D, M te'"'-^7Za{x,jr,z,..:j^ M ««"-■'■ 3t, x,j) , 2,...),
analogue à l'équation (2). Soient d'ailleurs
u = Dj., V = D^., u' = D......
( .55 ) Oîi au l'a
(i 11 k" — Y [il, i', (t^,.--)- • -
et, si n désigne le nombre des variables x, j', 2, . . . , la valeur de k^ déterminée par l'équation (i i) pourra être p,énéralement réduite à la forme
(ra) k^ -- z/^ -f- ^2 H-... + ul^ . *
;^,, ri-i,..., u„ élaiit îles lonctions linéaires de ii, »', tv,..., en sorte qu'on aura
\ fi„ — a„u -H h„v -+- f„iv +...+ /„,
n, , b,, c, . ••,/,; a.2, h.2-, c^,.--, I^'t'-i ^ni b„, c „,..., l„ étant des coefficients cpii seront tous réels si la fonction F(x,^, z,.-) est du nombre de celles qui restent positives pour des valeurs quelconques de jc, y, z,.--- Admettons cette dernière hypothèse. Alors, pour déduire de la formule (5) l'iiitégraie générale de l'équation ( 1 1 , il suffira de remplacer dans cette formule ts„ et Uy par STp (jT, V, Z,...) et cr, (j:", j-, z,... ). D'autre part, en vertu des formules (i3) jointes à la première des é(juations (4), on aura
I i4j w ^ ai' -I- êi' + ytv -^...-^ '/ .
les valeurs de a, é, 7,. ., >. étant
7. = n,c/., ^ a.,a, ~i- ...+ a,ia.„, ë — b,a, +- b^a^ +...-h h„a„,. ...
Enfin, en désignant par ct (.i',^, :,.•) une fonction arbitraire de x, y., z,..., ou ama, en vertu du théorème de Taylor, eu égard à la formule {i^),
(16) e'-" v'- zs {x,y, z,...) = e"'J'7s{a: h- at\i, y -^ at v'T,...).
Donc l'intégrale générale de l'équation 9) sera
îF
ar (- ) "i) "i»"-) ''"
t devant être réduit à l'imité après les différentiations indiquées par la caractéristique D,.
La formule (17) conduit aisément à la connaissance des lois des phénomènes dont l'étude exige l'intégration d'équations semblables à la formule (g). Supposons, pour fixer les idées, que x, y, z,... représentent des coordonnées d'une ou de plusieurs sortes. Supposons encore que 1 équation (g) soit homogène, et que, par suite, Z,, L,--, hii ^ s'évanouissent. Supposons enfin que les valeurs de l'inconnue ct et de sa dérivée soient insensibles au premier instant pour des valeurs de x, j, z,... sensiblement différentes de zéro. Alors, en vertu de la formule (17), la valeur de sr ne sera sensible au bout du temps t que pour des valeurs de jt, j, z,... qui vérifieront sensiblement les formules
•Soient d'ailleurs
(19) a, = a,a + b,ê -1- c,y -1- . . . , aj = a^a -H bjê -I- c^^ +. . . ,
les valeurs de a,, aj,.- tirées des formules (i5). Inéquation
{■xo) a'J -h «2 -!-■•■+ a,r = i,
jointe aux formules (18), (19), donnera
[i\) (a,;r^b,j-t-c, z...f +(a2X+b2j-+t-,3...;)^ + ... + (a„JC-hb„_j-rC„z...)2=i^
et l'équation (21) devra être vérifiée sensiblement, au bout du temps ^, par tous les systèmes des valeurs x, 7', z,.. pour lesquelles l'inconnue sr conservera une valeur sensible.
Si X cessait de s'évanouir, les conclusions auxquelles nous venons de parvenir ne subsisteraient, en général, fjue pour des valeurs peu considérables de t.
Si la formule (9) se réduit à l'équation du mouvement des fluides élastiques, la formule (17) reproduira l'intégrale connue de cette équation, et la formule (21) sera l'équation de la surface sphérique mobile qui représentera l'onde sonore.
MÉMOIRE
LES Ql ANTITÉS GÉOMÉTRIOi'ES.
I.a théorie des équivaleuces algébriques, à laquelle se rapporte un des précédents Mémoires, n'est pas la seule qui puisse être utilement subslitnée à la théorie des expiessions imaginaires. On peut encore, avec avantage, lemplacercesexpressious par les quantités géométriques , dont l'emploi donne à l'algèbre non-seulement une clarté, une précision nouvelle, mais encore une plus grande généralité. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails.
La théorie des expressions imaginaires a été, à diverses époques, envisagée sous divers points de vue. Dès ! année 1806, M. l'abbé Buée et M. Argand , en partant de cette idée que y — i est un signe de perpendicularité, a%aient donné des expressions imaginaires une interprétation géométrique, contre laquelle des objections spécieuses ont été proposées. Plus tard , M. Argand et d'autres auteurs, [larnculièrement MM. Français, Faure, Mourey, Vallès, etc., ont publié des recherches (*) qui avaient pour but de développer ou de modifier l'intei'prétalion dont il s'agit. Dans mon yJna- Ijse algébrique, publiée en 1821, je mêlais contenté de faire voir qu on peut rendre rigoureuse la théorie des expressions et des équations imaginaires, en considérant ces expressions et ces équations comme symboliques. Mais, après de nouvelles et mûres réflexions, le meilleur parti à prendre me paraît être d'abandonner entièrement l'usage du signe \j — i, et de rem-
(*) Une grande partiedes résultats de ces recherches avait été, à ce qu'il paraît, obtenue, même avant le siècle présent et dés l'année 1786, par un savant modeste, M. Henri-Dominique Truel, qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, lésa communiqués, vers l'année i8io, à M. Augustin Normand, constructeur de vaisseaux au Havre.
placer la théorie des expressions imaginaires par la théorie des quautilés que j ;tppellerai géoinétriqnes , en mettant à profit les idées émises et les notations proposées non-seulement par les auteurs déjà cités, mais aussi par M. de Saint- Venant, dans un Mémoire di^^jne de remarque, sur les sommes géométricjues. C'est ce que j'essayerai d'expliquer dans les paragraphes suivants, qui offriront une sorte de résumé des travaux faits sur cette matière, reproduits dans un ordre méthodique, avec des modifications utiles, sous une Tonne simple ei nouvelle en quehiues points.
§ t"'. — Définitions , notations.
Menoni.;, dans nu plan fixe, et par un point fixe O pris pour origine uii pôle, un axe polaire OX Soient d'ailleurs r la distance de l'origine O à mi autre point A du plan fixe, et p l'angle polaire, positif ou négatif, décrit par un rayon mobile, qui, en tournant autour de l'origine O dans un sens on dans un autre , passe de la position OX à la position OA.
Nous appellerons ijunnt.ité géométi ique , et nous désignerons par la notain>n /p le layon vecteur OA dirigé de O vers A. La longueur de ce rayon , représentée par la lettre r, sera nommée la valeur numérique ou le module de la quantité géoiuétrique r^; l'angle p, qui indique la direction du rayon vecteur OA , sera Vargument ou Vazimut de cettie même quantité. Deux quantités géométriques seront f'grt/f.ç entre elles, lorsqu'elles représenteront le même rayon vecteur. Donc, puisqu'un tel rayon revient toujotirs à la même position, quand on le fait tourner autour de l'origine dans un sens ou dans un autre, de manière que chacun de ses points décrive une ou plusieurs circonférences du cercle, il est clair <|ue si 1 ou désigne par A une quantité entière quelconque, positive, nulle ou négative, et parnle rapport de la circonférence au diamètre, une équation de la forme
Rp = r, eiilraiuera tou|uurs les (ieux suivantes:
R = r, P = p-^ ikn.
t ( par suite, les fornudes
cos P := cos p , ,>in P =; sm p.
Knfin, nous conviendrons de mesurer les longueurs absolues sur l'axe polaire OX . en sorte qu'on aura identiquement • , ' '
Quant à la quantité géométrique /•;:(*), elle se me.-urera aussi bien que /„, sur l'axe polaire OX , mais en sens invei-se, et, [iar suite, la notation r^ pouna erre censée représenter ce qu'on nomme, en algèbre, une quantité négative.
Cela posé, la notion de quantité géométrique comprendra, comme cas particulier, la notion àe quantité algébrique, positive ou négative, et, à plus forte raison , la notion de quantité arithmétique ou de nombre, renfermée '4le-même, comme cas particulier, dans la notion de quantité algébrique.
Ajoutons que, pour plus tic généralité, on pourra désigner encore, sous le nom de quantité géométrique , et à l'aide de la notation r^,, une longueur r mesurée dans le plan fixe donné, à partir d'un point que!c(nique, mais dans une direction cpii forme avec l'axe fixe OX, ou avec un axe parallèle, l'angle polaire y?. Alors le point à partir duquel se mesurera la longueur/-, et le point auquel elle aboutira, seront l'origine et \ extrémité àc cette longueur.
§ II. — Sommes, jiroduitx <e puissances entières des quantités géométriques.
Après avoir défini les quantités géométriques, il est encore nécessaire de définir les diverses fonctions de ces quantités, spécialement leurs somme>.. leurs produits et leurs puissances entières, en choisissant des définitions qui s'accordent avec celb s que l'on admet dans le cas où il s'agit simplement de quantités algébriques. Or, cette condition sera remplie, si l'on adopte les conventions que nous allons indiquer.
Étant données plusieurs quantités géométriques,
représentées en grandeur et en direction par les rayons vecteuis
OA, OA', OA
qui joignent le pôle O aux points A, A', A" concevons que l'on mène
par l'extrémité A du rayon vecteur OA une droite AB égale et paraileb^ au rayon vecteur OA', puis, par le point B une droite BC égale et parallèle au rayon vecteur OA", . . . ; et joignons le pAle O au dernier sonmiet K de la portion île polygone OABC . . . HK construite comme on vient de le dire.
f*) En général, les notations
repnîsenteront deux longueurs mi-surees sur la même droite . mais dans des directions opposées .
On obtiendra le dernier côté OK d un polygone fermé dont les premiers côtés seront OA, AB, BG , . . ., HK. Or, ce dernier côté OK sera ce que nous appellerons la somme des quantités géométriques données, et ce que nous indiquerons par la juxtaposition de ces quantités , liées l'une à l'autre par le signe + , comme on a coutume de le faire pour une somme de quantités algébriques. En conséquence, si l'on nomme R la valeur numérique du rayon vecteur OK , et P l'angle polaire formé par ce rayon avec l'axe polaire, on aura
Observons d'ailleurs que les côtés OA, AB, BC, . . ., HK, du polygone ABGD...HK, peuvent être censés représenter eux-mêmes les quantités géométriques désignées par les notations r , r',, r"„ , . ... Donc ^ pour obtenir la somme de plusieurs quantités géométriques, il suffit de porter, l'une après l'autre, les diverses longueurs qu'elles représentent, dans les directions indiquées par les divers arguments , en prenant pour origine de chaque longueur nouvelle l'extrémité de la longueur précédente, puis de joindre l'origitie de la première longueur à l'extrémité de la dernière, par une droite qui représentera en grandeur et en direction la somme cherchée.
Si l'on projette orthogonalement les divers côtés du polygone OABC. . . HK sui' l'axe polaire, la projection algébri<:]u<' du dernier côté OK sera évidemment la somme des projections algébriques de tous les autres, ou, ce qui revient au même, la somme des projections algébriques des rayons vecteurs OA, OA', OA", .... Donc l'équation (i) entraînei'S la suivante :
(2) R cos P = r cosp -h /■' cos p' -+- r" cosp" + . . . .
On trouvera de même , en projetant les divers côtés du polygone OABC. . HK , non plus sur Taxe polaire, mais sur un axe fixe, perpendiculaire à celui-ci :
(3) R siu P =: r sin /; + /•' sin p' 4- r" sin p " -+- ....
fiCs équations (2) et (3) fournissent le moyen de déterminer aisément le module R et l'argument P de la somme de plusieurs quantités géométriques. Si l'on considère seulement deux rayons vecteurs OA , OA', représentés en grandeur et en direction par les quantités géométriques/' , r' ,, la somme de ces dernières sera, en vertu de la définition admise, une troisième quantité géométrique propre à représenter en grandeur et en direction l;i diagonale OK du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs donnés.
Ea d'autres termes, elle sera le troisième côté d'nn triangle qui aura pom premier côté le rayon vecteur OA, le second côté AK étaut égal et parallèle au rayon vecteur OA'. D'ailleurs, dans ce triangle, le côté OK, représenté en grandeur par le module de la somme i\-h /''., sera compris entre la somme et la différence des deux autres côtés, représentés en grandeur par les modules r et r'. On peut donc énoncer la proposition suivante ;
r'^'' Théorème. Le module de la somme de deux quantités géométriques est toujours compris entre la somme et la différence de leurs modules.
Il est bon d'observer que le module de la somme de deux quantités ;;éouiétriques r' , r'^, pourrait atteindre les limites qui lui sont assignées par le
théorème précédent, et se réduirait effectivement à la somme ou à la différence des modules /', /•', si les rayons vecteurs OA, 0.\' étaient dirigés suivant une même droite, dans le même sens ou en sens opposés. Le théorème i" entraîne évidemment le suivant :
i'' Théorème. Le module de la somme de plusieurs quantités géométriques ne peut surpasser la somme de leurs modules.
On peut, au reste, déduire directement ce 2" théorème de cette seule considération , que dans un polygone formé OABC . . . HK , le dernier côté OK ne peut surpasser la somme de tous les autres.
Ce que nous nommerons le produit de plusieurs, quantités géométriques , ce sera une nouvelle quantité géométrique qui aura pour module le produit de leurs modules, et pour argument la somme de leurs arguments. iSous iudi(|uerous le produit de plusieurs quantités géométriques,
a laide des notations que Ion em[)loie dans le cas où il sagit de quantités algébriques, par exemple, eu plaçant ces (jiiautilés à la suite les unes des autres, sans les faire précéder d'aucun signe. Cela posé, on aura, d'après i.i définition énoncée,
Ou sait que, pour midlipli.r par un farteur donné la somme de n!;isicurs nombres ou de plusieurs quantités algébriques, il suffît de multiplifr chaque terme de la sonune par le facteur dont il s'agit, lia somme R^, de plusieurs quantités géométiiques /•./',,... jouit de la même propriété. Pour le prouver, il suffit de faire voir qt'.e l'étjuation r) continuera de
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( i6^ ) subsister, si l'on multiplie les divers termes
par un facteur géométrique p_.. Or, en premier lieu , si le module p se réduit à l'unité, il suffira, pour effectuer la multiplication dont il s'agit, d'ajouter l'argument sr à cliaciin des arguments P, p, p', p" ■,■■■■ Mais cette opération revient à faire tourner autour de l'origine chacun des rayons vecteurs
et, par suite, le polygone OABC . . . HK, dont la construction fournit la valeur de flp, en faisant décrire à chaque rayon vecteur l'angle sr; elle laissera donc subsister l'équation (i), qui deviendra
En secon-.l lieu, ou poiirra, sans altérer les directions des côtés du polygone (MBC... HK, le transformer eu un polygone semblable, en faisant varier ses côtés dans le rapport de i à p, et l'on pourra ainsi , de la. formule (5), déduire l'équation
qui peut être présentée sous la forme
On peut lionc énoncer la proposition suivante : 3'= Théorème. Pour multiplier la somme
de plusieurs quantités géométriques r^^, /,... par le facteur géométrique p^,
il suffit de nndtiplier chacun des termes qui la composent par ce même fac-
teur
Ce théorème une fois établi, on en déduit innnédiatement la proposition plus générale dont voici l'énoncé :
4'^ ' Théorème. Le produit de plusieurs sommes de quantités géométriques est la somme des produits partiels que l'on peut former avec les divers termes de ces mêmes sommes, en prenant un facteur dans chacune d'elles.
( i63) Soit maiulenant m un nombre entier quelconque. Le produit de m tacteurs égaux à la quantité géométrique r est ce que nous appellerons la m'""^ puissance de cette quantité, et ce que nous indiquerons, suivant l'usage adopté pour les quantités algébriques, par la notation
Gela posé, l'équation (/i) entraînera évidemment la formule
(7) >^;^ir"),„r^ . ■
et l'on étendra sans peine aux puissances entières de quantités géométriques les .propositions connues et relatives aux puissances entières de quantités algébriques. Ainsi, par exemple, en désignant par ni, n deux nombres entiers, on' aura
Ainsi encore, on conclura du 4*^ théorème que la formule de Newton, relative au développement de la puissance entière d'un binôme, subsiste dans le cas même où ce binôme est la somme de deux quantiiés géométriques.
Deux quantités géométriques serout dites opposées l'une à l'autre, lorsque leur somme sera nulle, et inverses l'une de Taulre , lorsque leur produit sera l'unité. D'après ces définitions, la quantité géométrique r _ ou — r sera l'opposée de r^. De plus, si Ion étend les formules ('^), (8) au cas même ou l'exposant m devient nul ou négatif, on aura identiquement
et la quantité géométrique r^' ne sera autre chose que l'inverse de r Pareillement, r~"' sera l'inverse de /'". et l'on aura
Suivant l'usage adopté pour les quantités algébriques, ime quantité géométrique pourra quelquefois être représentée par une seule lettre.
ai .
§ III. — Différences , quotients et racines de quantités géométriques.
Pour les quantités géométriques comme pour les quantités algébriques, la soustraction, la division, l'extraction des racines ne seront autre chose que les opérations inverses de Tadditiou, delà multiplication, de l'élévation aux puissances. Par suite, les résultats de ces opérations inverses, désignés sous les noms de différences, de quotients, de racines, se trouveront complètement définis. Ainsi, en particulier,
La différence entre deux quantités géométriques sera ce qu'il faut ajouter à la seconde pour obtenir la première;
Le quotient d'une quantité géométrique par une autre sera le facteur qui . multiplié par la seconde, reproduit la première;
La racine n'""'' d'une quantité géométrique, n étant un nombre entier quelconque, sera im facteur dont la n"'"'^ puissance reproduira la quantité dont il s'agit.
De ces défiuuions, on déduira immédiatement les propositions suivantes :
i"^"^ Théorème. Pour soustraire une quantité géométrique, il suffit d'ajouter la quantité opposée.
% Théorème. Pour diviser par une quantité géométrique, il suffit de multiplier par la quantité inverse.
[jCS différences et quotients de quantités géométriques s'indiqueront à l'aide des notations usitées pour les quantités algébriques. Ainsi la différence des deux quantités géométriques Rp., r , sera désignée par la notation
et le rapport ou quotient qu'on obtient en divisant la première par la seconde, sera exprimé par la notation
Lorsque, dans une somme ou différence de quantités géométriques, quelques unes s évanouiront, on pourra se dispenser de les écrire. Donc, la somme et la différence des quantités géométriques o ef ,• pourront être représentées simplement par + r et — r •, et l'on aura, eu égard au i" théorème,
( i65 ) Si, dans la dernière des deux formules précédentes, on pose p =: o, el
lonnera
Soit maintenant p la racine «'""*" de /■ : l'équation
et, par suite [voir le § P"") ,
(2) p" = '\ nrs-=p + ikT:,
k désignant une quantité entière, [)Ositive, nulle ou néjjative; puis on en conclura
En vertu de la seconde des formules (3), l'anj^le polaire
P iKt.
pourra être un terme quelconque de la progression arithmétique dont la raison serait — 1 lun des termes étant • Il en resuite (ju une même quantité géométrique r offrira n racines du degré «, toutes comprises dans la formule
et représentées par des rayons vecteurs égaux, menés du pôle à n points qui diviseront une même circonférence en parties égales. Ajoutons que, l'expression (5) reprenant exactement la même valeur, lorsqu'on fait croître ou décroître le rapport - d'une ou de plusieurs unités, par conséquent, lorsquon
fait croître ou décroître k de n ou d'un multiple de «, il suffira, pour obtenir les diverses valeurs de cette expression, de prendre successivement pour A" les divers termes de la suite
( i66 ) Si p se réduit à zéro , et r à l'unité , on aura simplement
Alors les diverses valeurs de l'expression (5), réduites à la forme
ne seront auti-e chose que les racines «"'"" de l'unité, représentées par les divers ternies de la suite
Il est bon d observer que, parmi ces termes, deux au plus se réduiront à des quantités algébriques, savoir : le premier terme 1^=; i , et, quand n sera
pair, le terme i^ = — 1 , que Ton obtiendra en posant k =: -■ De plus,
comme on aura
et, par conséquent,
il est clair que les diverses racines de runité pourront être représentées nonseulement par les divers termes de la suite (8), mais encore, si «est impair, par les termes de la suite
(9) '_l:!zill5''"' '-il' '_i5' '' ''iiî' 'if'""' '("-■'-'
et, si « est pair , par les termes de la suite
1'° '_;_«--2)_t'---- '_1ï' '_^' '' 'lu' '4_7r'*"'' '(n— 2)îr^ ~'n n ri ti n n
Si, par exemple, on attribue successivement à n les valeurs
on trouvera pour racines carrées de l'unité les deux quantités algébriques
( "67 ) pour racines cubiques de l'unité, la seule quantité algébrique i, et les deux quantités géométriques
pour racines quatrièmes de 1 unité, les deux quantités algébriques i, — i et les deux quantités géométriques .
liées entre elles par la formule
etc.
Si , dans l'expression (5) , on posait A- = o, celte expression , réduite à
iA.
représenterait une seule des lacines 7/'^'"" de /■ . Or, il suffira de multiplier celle-ci par l'une des valeurs de i, ;; , c'est-à dire, par l'une quelconque
des racines «'*'"" de l'unité, pour reproduire l'expression (5 >, propre à représenter I une quelconque des racines «"^'"" de /■ , attendu que l'on nurn généralement
Oa peut donc énoncer la proposition suivante:
3*" Théorème. Pour obtenir les diveises racines n"""^' d'une quantité géométrique, il suffit de multiplier successivement l'une quelconque d'entre elles par les diverses racines «'"""de l'unité.
§ IV. — Fonctions entières. Équations algébriques.
Nousappelleronsyo/zc</o« entière d'une quantité géométrique, une somme de termes proportionnels à des puissances entières et positives de cette quantité. lie degré de la puissance la plus élevée sera le degré de la fonction. Gela posé, si l'on désigne par z inie quantité géométrique variable, et par Z une fonction de z entière et du degré n, la forme générale de la fonction Z sera (i) Z = a -h />z -h es' -f- . . . + gi;"- ' -^ hz".
a, b, c ,..., g, h , désifjnant des coefficients constants, dont chacun pourra être une quantité géométrique. Ajoutons que l'on pourra encore écrire l'équation (i) comme il suit:
(a) Z = z" {h -+- gz-' + . . . + cz-"^^ +i,z-«+<H- az-").
Si Ti se réduisait à zéro , la fonction entière Z se réduirait à la constante a. Dans toute autre hypothèse, la fonction Z sera variable avec z, et son module deviendra infini avec le module de z. En effet , posons
^'=''p, Z—Rp,
soit, de plus, h le module de la constante /?, et concevons que le module / de z vienne à croître indéfiniment; on verra décroître indéfiniment les modules de z~', z~^, ... ,z~", et, par suite, le polynôme
+ ...-+- az-
s'approchera indéfiniment de la limite h. Donc, pour de très-grandes valeurs de r, le module de ce polynôme différera très-peu du module h de la constante h, et le module i? de Z, eu égard à la formule (2), différera très-peu du module de hz", c'est-à-dire du produit
Donc le module R de Z deviendra indéfiniment graijd avec le module /• de z;ctà une valeur Jinie du module R de la jonction Z ne pourra jamais correspondre qu'une valeurjinie du module rde la variable Z.
Concevons maintenant que I on attribue à la vai'iable 2 une valeur finie, puis à cette valeur finie un accroissement
dont le module p soit très-petit; et en désignant cet accroissement par Az, nommons AZ l'accroissement correspondant de la fonction Z. Pour obtenir Z -t- AZ, il suffira de remplacer z par z-\-^ dans le second membre de l'équation (i), où chaque terme pourra être développé, à l'aide de la formule du binôme, en une suite ordonnée selon les puissances entières et ascendantes de Ç. En opérant ainsi et réuiàssant les termes semblables, on obtiendra le développement de Z + A Z en une suite de termes proportionnels aux puissances entières de Ç, d'uu degré inférieur ou égal an. Si, de cette suite, on retranche la fonction Z représentée par le terme indépendant de Ç, on obtiendra un reste qui sera divisible algébriquement par Ç, et qui
( >69) représentera le développement de AZ. Nommons Ç"" la plus petite des puissances de Ç, comprises dans ce développement. Le quotient que produira la division de AZ par Ç'", sera une fonction entière de Ç qui se réduira, pour une valeur nulle de Ç, à une limite finie et différente de zéro. Soient Hij ce quotient, et iR.(jE' la limite dont il s'agit. On aura non-seulement
?'" = (?"■),„., mais encore
AZ = îi|,r=(iip'")|i^„.„,
et pour des valeurs décroissantes de p , l'argument "P -+• mzs de AZ convergera vers la limite (P + wzw. Cela posé, nommons A et B les extrémités de deiux rayons vecteurs qui, partant du pôle O, soient représentés en grandeur et en direction par les deux quantités géométriques
Z, Z + AZ
La longueur AR, représentée géométriquement par AZ, et numériquement par le module ISip"^, se mesurera dans une direclion qui formera l'angle 1)-i-wsr avec l'axe polaire. Si, d'ailleurs, on fait croître le module p à partir de zéro, le point B, d'abord appliqué sur le point A, décrira un arc dont la droite AB sera la corde; et la tangente menée à cet arc par le point A formera, avec Taxe polaire, un angle égal non plus à la somme 1) + /war, mais à sa limite 'î -+- m-cs. Or, évidemment, la distance OB sera plus petite que la distance OA, si le point B est intérieur à la circonférence de cercle décrite du pôle O comme centre avec le rayon OA; et l'on peut ajouter que cette dernière condition sera certainement rein|)lie, pour de très-petites valeurs du module p , si la tangente menée par le point A à l'arc AB forme un angle obtus avec le prolongement du rayon OA, ou, en d'autres termes, si l'angle polaire IT, déterminé par la formule
(3) n = ® + mt7-p,
offre un cosinus négatif; ce qui aura lieu, par exemple, si l'on a 11 = 71. Mais, après avoir choisi arbitrairement pour 17 un angle dont le cosinus soit négatif, on pourra toujours satisfaire à l'équation (3) , en attribuant à ct une valeur convenable, puisque, pour y parvenir, il suffira de prendre
Donc , en définitive, si le module R de Z, correspondant à une valeur finie de
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la variable 3, n'est pas nul, on pourra modifier cette valeur de manière à faire décroître le module R. En conséquence, la plus petite valeur que pourra prendre le module R ne pourra différer de zéro. Mais quand R s'évanouira, la valeur de z, d'après ce qui a été dit plus haut, devra rester finie, et, puisqu'une telle valeur vérifiera l'équation
on pourra énoncer la proposition suivante :
i" Théorème. Soient zune quantité géométrique variable, et Z une fonction entière de z. On pourra toujours satisfaire, par une ou plusieurs valeurs finies de z, à l'équation
Une valeur finie de z, qui vérifie l'équation (5), est ce qu'on nomme une racine de cette équation. Soit z' une telle racine, la fonction Z s'évanouira avec la différence z — z'; et si le degré n de cette fonction surpasse l'unité, elle sera le produit de z — z' pour une autre fonction entière qui devra s'évanouir à son tour pour une nouvelle valeur z" de z, et sera , en conséquence, divisible par z — z". En continuant ainsi , on finira par établir la proposition suivante:
2"= Tliéorème. Soit z une quantité géométrique variable, et
Z = a + èz + cz" + . . . + gz"- ' -+- Az" luie fonction entière de z du degré n. L'équation
Z=^ o admettra n racines; et si l'on nomme
z', z",..., zw CCS mêmes racines , on aura identiquement , quel que soit z,
(6) Z=li{z-z'){z- z")...(z-z'")),
en sorte que la fonction z sera le produit de la constante h par les facteurs linéaires
Il est bon d'observer que, dans le cas oïli l'équation (5) se vérifie, le terme hz" de la fonction z équivaut à la somme de tous les autres, prise en signe
( 17' ) contraire. Donc alors le module hr" de ce terme doit être égal ou inférieur à la somme des modules de tous les autres ; el si Ion nomme b , c, ... , g, li les modules des coefficients b, c,..., g, h, on doit avoir
(7) a H- br + cr- + ... + gr"~' — hr" = ou >o. Or, cette dernière condition peut s'écrire comme il suit :
/n\ abc g ,
(8) p;+,— + ;:^+--+ ^-h= ou > o.
D'ailleurs, le premier membre de la formule (8) varie, en décroissant, par degrés insensibles, et passe de la limite oc à la limite — h, tandis que ; croît et varie par degrés insensibles en passant de zéro à 1 infini. Donc ce premier membre sévanouira pour une certaine valeur de r qui vérifiera l'équation
(9) a -)- br + cr- + . . . + g/"- ' — hr" = o ;
et si l'on nomme 1 la raciue positive unique de l'équation (9) , la condition (7) ou (8) donnera r< 1. On peut doue énoncer la proposition suivante :
3"^ Théorème. Les mêmes choses étant admises que dans le théorème 2, chacune des racines de l'équation proposée offrira un module inférieur à la racine positive unique de 1 équation auxiliaire qu on obtient lorsqu on remplace, dans la proposée, chaque terme par son module, en affectant du signe — le terme qui renferme la plus haute puissance de l'inconnue, et tous les autres du signe -1-.
liorsque, dans la fonction entière z, tous les termes s'évanouissent , à l'exception des termes extrêmes a et hz", la formule (5j, réduite à Y équation binôme
(10) a -h hz" = o, donne
(II) z"=-.,
et ses diverses racines ne sont autres que les racines tz'*""" du rapport — j^
§ V. — Sur la résolution des équations algébriques.
Considérons toujours une équation algébrique
( 17=^ ) dont le premier membre
(2) Z=n + bz+ cz^^ ... + gz''-'+ hz"
soit une fonction entière de la variable
les coefficients «, b, c,...,g, A pouvant être eux-mêmes des quantités {géométriques. Comme on l'a prouvé dans le précédent paragraphe, cette équation admettra généralement h racines, c'esl-à-dire que l'on pourra généralement assigner à z, n valeurs pour lesquelles la fonction Z s'évanouira. Résoudre 1 équation, c'est déterminer ces racines en commençant par l'une quelconque d'entre elles; et la condition à laquelle une méthode de résolution devra satisfaire, sera de fournir chaque racine avec telle approximation que l'on voudra. Or le caractère d'une racine est de réduire à zéro la fonction Z avec son module R; et si des valeurs successives de z correspondent à des valeurs de R cpii décroissent sans cesse, en s'approchant indéfiniment de la limite ze'ro, ces valeurs de z formeront une série dont le terme général convergera vers une racine de l'équalion (i). Donc, pour résoudre cette équation , il suffira de faire décroître indéfiniment le module /?, et l'on pourra considérer comme appropriée à ce but toute méthode qui permettra de substituer à une valeur finie quelconque de z une autre valeur qui fournisse un module s<'nsiblement plus petit de la fonction Z. D'ailleurs, si, de ces deux valeurs de z, la première n'est pas nulle, on pourra considérer la seconde comme composée de deux parties dont l'une serait précisément la première valeur de 2, à laquelle s'ajouterait une \aleur particulière d'une variable nouvelle qui aurait commencé par être nulle. Donc on peut admettre comme méthode de résolution tout procédé qui permet d'assigner à une variable z com|irise daus une fonction entière Z, une valeur à laquelle corresponde un module R de Z sensiblement inférieur au module du terme constant a, qu'on obtient en posant, daus cette fonction , z ^ o.
Cela posé, concevons que, la valeur générale de Z étant donnée par l'équation (a), on considère d'abord le cas où le coefficient b àe z diffère de zéro. Si la variable z passe d'une valeur nulle à une valeur très-peu différente de zéro, la fonction Z |)assera de la valeur a à une valeur peu différente de a, et représentée approximativement par le binôme
rt + bz.
Si , d'ailleurs , le module de a est très-petit relativement au module de b ,
( '73 ) l'équation (i) offrira, pour l'ordinaire, une racine très-rapprochée cie zéi'o. et cette racine se confondra sensiblerueui avec celle de l'équation binôme
(3) rt 4- èz = G,
ou , ce qui revient au même , avec la quantité géométrique o^ détei luiiiée par la formule
On pourra donc alors prendre ordinairement la quantité p^ pour valeur approchée dé l'une des racines de l'équation (i), et c'est en cela que consiste la méthode d'approximation linéaire on nexvtonienne. Toutefois ^ la valeur jo^ ■ attribuée à la variable z ne pourra être admise comme valeur approchée d une racine qu'autant qu'elle fourniia un module R de Z inférieur au module de a
Si , en posant 5) z=p^,
on obtient un module de Z supérieur au module de a, on pourra substituer à la valeur précédente de z une autre valeur de la forme
r étant inférieur à o , et convenablement choisi. Effectivement . soient
les modules des coefficients
rt, f', c,..., g, h. Le module de
a + bz, qui se réduisait à
lorsqu'on prenait z ^= p , deviendra
lorsqu'on posera z = /• ; alors aussi le module de la somme ,
cz- + ... + gz"-' + /?z"
sera , en vertu du a' théorème du § II , égal ou inférieur à la quantité positive
cr = + ... + g/"-' -^hr", et par suite le module du polynôme
Z = a-\-hz-^ cz^-h ... -h gz"- ' -r- hz"
sera égal ou inférieur à la quantité positive
a — br 4- cr- -f- . . . + gr'-~ ' -f- h/",
( 174) on, ce qui revient au même, à la différence
(8) a — /■( b - c/- - . . . — gr"-- — lir"- ' ).
Donc le module fi de Z sera inférieur au module a de la constante a, si l'on détermine z à l'aide de l'équation (6), en assujettissant le module r à vérifier non-seulement la condition (y), mais encore la suivante :
(9) h — cr— ... — gr"-^ — hr"-' > o. D'ailleurs, si l'on nomme <* la racine positive unique de l'équation ( lo) b — cr — . . . — gr"~ ^ — hr"~ ' =^ o,
il suffira, ;)«ir satisfaire simultanément aux conditions (7) et (9), que le module r devioniie inférieur au plus petit des deux nombres p et r. En conséquence, (in peut énoncer la proposition suivante : i*"' Théorème. Soient
Z = a -i- bz-i-cz^-h ...^ gz"-' -^ kz" une fonciion entière de la variable s = r , et
a. b, c,..., g, h les modules des coefficients
Supposons, d'ailleurs, que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on nomme 0 la racine de l'équation binôme
a -h bz:= o.
et r la racine positive unique de l'équation
b — c?-— ... — gr"-2 — hr"-' = o.
Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son premier terme a, il suffira de poser p ^^ zs, et d'attribuer au module r de s une
valeur inférieure au plus petit des deux nombres p , r.
Nous avons ici supposé que , dans la fonction Z, le coefficient de z ne se réduisait pas à zéro. Mais ce coefficient et d'autres encore pourraient s'évanouir. Admettons cette hypothèse, ou, ce qui revient au même, supposons la fonction Z déterminée, non plus par l'équation (2), mais par une équation de la forme
(11) Z = a + bz'-hcz'" +...-{- hz",
( 175 ) les nombres /, m,..., n formant une suite croissante. Alors, si le modiiKde a était très-petit relativement au module de b, on pourrait, dans un( première approximation , réduire poui l'ordinaire réquation algébrique
Z = o à l'équation binôme
(12) ' a -^ bz' — o.
De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on établirait a la place du ibéorème i^'', la proposition suivante : ,
•2^ Théorème. Soient
Z = a -i- bz' -+- cz'" +...-+- hz"
une fonction entière de la variable :: =^ r^ , et
a, b, c,..., h les modules des coefficients
Supposons, d ailleurs, que les nombres /,/?;,..., n forment une suite croi>saute,
et que, les coefficients n, b n'étant pas nuls, on uoninie p^ l'une quelconque
des racines de l'équation binôme '
(12) a -^ bz' ^ o,
et r la racine positive unique de l'équation
(i3) b - cr'"-' - ... - hr"-' = o.
Four rendre le module de la fonction Z inférieui- au module de sou premier terme a, il suffira de poser p = t7, et d attribuer au module / de z une valeur inférieure au plus petit des deux nombres p, r-
En s'appuyant sur les théorèmes i et 2 , on pourra , d'une valeur nulle de z, déduire une série d'autres valeurs auxquelles correspondiont des valeurs sans cesse décroissantes du module R de la fonction Z. Si ces valeurs décroissantes de R s'approchent indéfiniment de zéro , les valeui's correspondantes de z convergeront vers une limite qui sera certainemenc une racim de l'équation (i). Mais il peut arriver aussi que les valeurs de R successivement obtenues décroissent sans s'approcher indéfiniment de zéro. C'est ce que l'on reconnaîtra sans peine en essayant d'appliquer les théorèmes énoncés à la résolution d'équations très-simples, par exemple d'équations du second degré.
( '76) Eu eftet , considérons le cas où, Z étant du second degré , l'on aurait (i4j Z = a -t- /;z + cz^.
Supposons, d'ailleurs, que a, b, c étant les modules de rt, è, c , on ait
rti=a, A = — b, c = c.
fia valeur de Z deviendra (i5) Z=a — bz + cz^;
et les racines p , \- des équations
a — bz = o, b — cr=o
seront
rn b c
de sorte qu'on auia encore
Si, d'ailleurs, p est supérieur à r , ou, ce qui revient au même, si Ion a (i6) ac — b^> o;
alors, |)our obtenir un module de Z inférieur au module a, il suffira, en vertu du théorème i", de poser
(17) z = er,
5 désignant un nombre entier inférieur à l'unité, mais qui pourra varier arbitrairement entre les limites o, i ; et comme, en posant
(18) z=Ôr+Ç, on trouvera
(19) Z = a'-b'Ç+cÇ% les valeurs de a', b' étant
(20) a'= a-Ô(i -Ô)br, b' = (i-2Ô)b;
il est clair qu'à la valeur zéro de Ç, ou, ce qui revient au même, à la valeur
5f de z correspondra un module de Z, inférieur au module a, et représenté
par a'. Il y a plus : comme des formules (20), jointes à la condition (16), on tirera
il suffira d'appliquer le ibéoreme i" à la valeur générale de Z, que détermine non plus Téquation (i5), mais l'équation transformée (19), pour démontrer que le module de Z décroîtra encore si la nouvelle variable Ç passe de la valeur zéro à la valeur
0 étant déterminé par la formule
0= I -- 25, ou. ce qui revient au même, si la variable z passe de la valeur 5r à la valeur Qt (i -1-0). Eu continuant ainsi, on reconnaîtra que, pour obtenir des
valeurs décroissantes du module de Z, il suffit de prendre pour valeurs successives de z les divers termes de la suite
(22) o, 5r, 5r(i+0), 5r (1 -h 0 -i- 0-), etc....
Or le terme général de cette suite converge vers la limite
er(, + 0 + 0^+...; = -^r=:^r,
et comme, en supposant remplie la condition (16), on trouve, pour
il est clair que, dans cette hypothèse, la limite vers laquelle converge le terme général de la série (22} ne peut être une racine de l'équation du second degré
(aS) a — bz + cz* = o.
On arriverait aux mêmes conclusions en formant la série des valeurs décroissantes du module R de Z, qui correspondraient aux valeurs successives de la variable s, et l'on reconnaîtrait ainsi que le terme général de cette nouvelle série , au lieu de s npprocher indéfiniment de zéro , converge vers la limite
a _ (i - 9) rb (i + 0= ^ 0* + . . . : = a - ^~^P br =.a - i br,
I 1. ■ I Ij , . ,3
par conséquent vers la limite a — 7 — : supérieure a -, a.
La limite vers laquelle converge le terme général de la série (22) n'étant pas une racine de l'équation (21), on pourrait être tenté de regarder le calcul de cette limite comme inutile à la résolution de cette équation. Mais
F.x.dAn.rlde Ph/i.malh., T. l V , (-52' livr. ) 2J
( '78 ) cette opinion serait une erreur; car si l'on décompose la variable zen deux parties dont la premièri; soit la limite trouvée, ou en d'autres termes , si l'on pose
il suffira de substituer à la variable z la nouvelle variable Ç, pour réduire l'équation (aS) à l'équation binôme
[il\) a'+ cÇ' = o,
la valeur a' étant
D'ailleurs, les deux racines de l'équation (24) ne sont autres que les deux racines carrées du rapport
Généralement, si, au lieu d'une équation du second degré, on considère une équation de degré quelconque, la série des valeurs de z, successivement déduites des règles que nous avons énoncées, et correspondantes à des valeurs décroissantes du module /? de Z, pourra converger vers une limite qui, n'étant pas une racine de l'équation donnée, ne fasse pas évanouir le module R. Mais alors il suffira d'attribuer à cette limite un accroissement représenté par une nouvelle variable Ç; puis de substituer ^ k z , pour obtenir, à la place de l'équation donnée, une équation transformée, de laquelle on pourra déduire, par l'application des mêmes règles, une nouvelle série de valeurs de Ç , et par conséquent une nouvelle série de valeurs de z, correspondantes à de nouvelles valeurs décroissantes du module R.
En continuant de la sorte, c'est-à-dire en déduisant, s'il est nécessaire, des règles énoncées plusieurs séries de valeurs de z , en déterminant d'ailleurs avec une approximation suffisante les limites vers lesquelles convergent les termes généraux de ces séries , et en transformant l'équation donnée par l'introduction de variables nouvelles qui, ajoutées à ces limites, reproduisent la variable z, on pourra non-seulement diminuer sans cesse, mais encore rapprocher indéfiniment de zéro le module R; par conséquent, on finira par résoudre l'équation donnée avec une approximation aussi grande que l'on voudra. Il y a plus : cette méthode de résolution peut encore servir à démontrer l'existence des racines, f^orsqu'on veut l'employer à cet usage, il n'est pas absolument nécessaire de considérer les équations ar.xiliaires (3) et (10), ou (12) et (i3); il suffit d'observer que l'on satisfait aux conditions
requises, par exemple aux conditions (7) et (9), en attribuant au modide r
! '79 ) de z une valeur infiniment petite; et l'on se trouve ainsi ramené au théorème I*' du § IV, par une démoustraiiou qui est précisément celle qu en a donnée M. Argand dans un article que renferme le IV volume des annales de M. Gergonne, pages i3^ et suivantes (*). C'est encore à cette démonstiation que se réduit celle que M. Legendre a proposée pour le même théorème dans la seconde é.lition de la Théorie des noinhiei. D'ailleurs M. Legendre observe qn'en diminuant continutllement le module d'une fonction entière par des opérations semblables, répétées convenablement, on parviendra, en définitive, à une valeur de ce module aussi petite que I on voudra; il présente, en conséquence, ce décroissement graduel comme méthode de résolution pour les é.juatious algébriques, et surtout comme propre à fournir une première valeur approchée d'une racine dune telle équation. Mais le moyen qu'il propose pour conduire le calculateur à ce but laisse beaucoup à désirer, et consiste à fairi' tiécroître le module de In fonction entière Z, en attribuant à la variable z une valeur égale au produit d un coeificient très-petit par la racine de l'équation ('5), ou par une racine de ré(|uation (la). Du reste, il n'explique pas comment on doit s'y prendre pour obtenir un coefficient d'une petitesse telle, que le module Z décroisse effectivement, et ne parle pas de I éqitation (lo) ou(i!^), qui permet de répondre à cette question. Ajoutons que, même en ayant égard à l'équation (lo) ou (i3\ et en suivant la méthode ci-dessus tracée, on peut èli-e exposé à im travail long et pénible, si l'on n'a pas soin de choisir convenablement les quantités que la méthode laisse indéterminées; par rxemple. le nombre désigné par 9 dans la formule (i8). Supposons, poiu- fixer les idées, que l'équation 'a3 1 se réduise à la suivante :
Alors, le rapport - ou r étant réduit à 1 unité, le n""""" terme delà série (2a) sera
et convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite-- Mais il
s'approchera très-lentement de cette limite, si Ion attribue au nombre 6 ime valeur peu différente de zéro, à laquelle correspondra une valeur de 0 peu différente de l'unité. Donc alors on devra prolonger fort loin la série (aa),
{*) J'ai en ce moment sous les yeux un exemplaire de l'ouvrage dont cet article ofïre le résumé. Cet ouvrage , qui a pour titre : Essai sur une mauitrc de rrpri-senur lit quantités imaginaires dans les constructions géométriques , porte la il.itc de 1806. Li nom de l'auteur, Robert Argand , de Genève , est ccrit à la main.
avant d'obtenir un terme sensiblement égal à cette limite ; et l'on peut ajouter que les valeurs de R, correspondantes aux valeurs successives de z, décroitront très-lentement. A la vérité, dans le cas présent, ou peut déterminer directement la limite cherchée. Mais il n'en sera plus de même quand l'équation donnée sera d'un degré supérieur au second; et généralement le calcul des valeurs successives de z deviendra pénible , si le module R décroît trèslentement tandis que l'on passe d'une valeur de z à la suivante ; ce qui obliger.i le calculateur d'effectuer une longue suite d'opérations avant que ce module devienne sensiblement nul.
On évitera ces inconvénients , ou , du moins , on les atténuera notablement si, en appliquant à une fonction entière Z le théorème i ou a, on attribue à la variable z un module /■ qui, sans dépasser la plus petite des limites indiquées p et r» fasse décroître, autant qu'il sera possible, le module de Z. D'ailleurs, lorsque, le coefficient de z dans Z étant différent de zéro, on attribue à la variable z, avec l'argument zs, un. module égal et inférieur au plus
petit des nombres p, f, le module de Z ne dépasse pas la somme (8), savoir : (8) a - r(b - cr-... -gr"-=- hr"-M,
dont la valeur minimum, inférieure à a, corresponde la valeur maximum
du produit
(a5) ;-(b — cr— ... — gr"-- — hr"-').
Enfin, le produit laS) , dont les deux facteurs s'évanouissent , le premier
quand ou pose r = o, le second quand on pose r = r, aura pour maximum
une valeur positive correspondante à une valeur fc de r, qui vérifiera la condition
Cela posé, la quantité t, inférieure à r, sera la valeur de r à laquelle correspondra la valeur minimum de la somme ( 8) , que le module de Z ne dépassera point si l'on a r < (j'. On se trouvera donc naturellement conduit à substituer,
dans le théorème i^"^, ï- à t*; on pourra même réduire le module r de z à celle des deux quantités p, x, qui fournira le plus petit module de Z. et l'on obtiendra ainsi, pour la résolution des équations algébriques, la méthode nouvelle et très-simple qui fera l'objet de l'article suivant.
LA RÉSOLUTION DES EQUATIONS ALGÉBRIQUES
Soit toujours
[i) ' Z = a -^ bz -^ cz^ -\- . . . -h gz^-' ■+■ hz"
une fonction entière de la variable
Comme on la expliqué clans le Mémoire précédent, on pourra lésoudre iiuf équation algébrique quelconque à l'aide de tout procédé qui fournira pour la variable z une valeur à laquelle correspondra un module R de la fonction Z. sensiblement inférieur au module a du premier terme a.
Cela posé, considérons d'abord le cas où, la valeur de Z étant donnée par I équation (i), le coefficient b de z diffère de zéro. Alors une méthode de résolution très-simple pourra évidemment se déduire du théorème que nous allons énoncer.
i" Théorème. Soient , ^
(i) Z = a + èz + cz^ + . . . + gz"-' + hz"
une fonction entière de la variable z =: /),, et
a, b, c,..., g, h, les modules des coefficients
Supposons d'ailleurs que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, ou nomme po la racine de l'équation binôme
(2) a -^ bz=z o,
( '8^ ) «H t- la valeur de r pour laquelle le produit
(3) /-(b -c/-...-gr"-^-hr'-';
devient un maximum, ou, ce qui revient au même, la racine positive Il unique de l'équation
(4) b - 2 cr - .. . — (n — i) gr"-' - nhr"-' = o.
Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son premier terme a , il suffira de réduire ce module /? à la plus petite des deux valeurs qu'on obtient quand ou pose successivement
Démonstration. Lorsque , l'argument de z étant égal à s , le module de z est épal ou inférieur à p, le module du binôme a -\- bzse réduit à la différence
a — br;
par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme
5) a — b;-+er^ +...-!- gr"-'+hr".
D'autre part, le produit (3), qui croîtra en passant d'une valeur nulle à sa valeur maximum, tandis que r croîtra depuis zéro jusqu'à t-, sera toujours
positif dans cet intervalle. Donc, pour / =: ou < t, on aura
(6) cr' + ... + gr"-'-h hr"< br.
Or il résulte immédiatement de cette dernière formule que, si 1 on réduit le module r au plus petit des deux nombres p, t , la somme (5), et à plus forte raison le module R de Z, offriront des valeurs inférieures au module a. Donc le plus petit des modules di Z , correspondants aux valeurs p^^x. de
E, sera certainement inférieur au modide a.
Corollaire. Il est bon d'observer que, si l'on considère le produit (3) comme fonction de r, ce produit, qui croît toujours avec r quand on fait varier r entre les limites o, t,, offrira dans cet intervalle une dérivée toujours
positive. Donc, pour /■ < ï, , on aura toujours
b — 2 cr — . . . — i^/i — i) gr"~' — «hr"~' > o,
( «83 ) ou , ce qui revient au »nênie,
br — 1 c/-* — ... — [Ti — i)gr"~' — nhr" > o; puis on en conclura ^ r
(7) hr—cr- -... — gr"-'— hr' > cr» + ... 4- (n — i){',r"''+ n —i)hr"-
Or, en vertu de cette dernière formule, qui entraîne évidemment avec elle la condition (6), le module a surpassera la somme (5) dime quantité supérieure au nombre a déterminé par la formule
(8) a = cr--4-. ..-h{n - 1) ^,r"-' + ( n — i]hr".
Donc, par suite, le module M de Z deviendra inférieur à la différence a — a, si Ion pose z = r en prenant pour r le plus petit des deux nombres f> , ^: et, à plus forte raii^on, si l'on réduit le module /? à la plus petite des deux valeurs qu'il acquiert quand on pose successivement z = p^ . s ^ ^_.
Ajoutons que le nombre a ne s'évanouira jamais, si ce n'est dans le cas particulier où , les coefficients c,..., g, A s'évanouissant tous simultanément, le polynôme Z se trouverait réduit au binôrncï a -+- bz. D'ailleuis, dans ce cas particulier, 1 équation algébrique Z =; o se réduirait précisément à l'équation binôme a -î- 6z= o. dont la racine est z =: p_ =: — t-
Considérons maintenant le cas où, dans la fonction Z, le toetficient de z s'évanouirait; ou, ce qui revient au même, supposons cetle fonciiori déterminée, non plus par la formule (i), mais par une équation de la forme
^ Z =a-^ bz' ^ cz'" -h ...-h hz". l.
Aloi's, au théorème 1"^, on pourra substituer la proposition suivante : ■1^ Th'orème. Soient * ■
Tg) Z ^a ^ bz' -^cz"'^ ...^ hz'\
une fonction entière de la variable z =: r , et
a,b,c,...,h, les modules des coefficients
Supposons d'ailleurs que les nombres /, m, .., n forment une suite croissante, et que, les coefficients rt , b n étant pas nuls, ou nomme c>_ l'une quel-
( i84 ) couque des racines de l'équation binôme
( loj a + 6z'= o.
Enfin , soit t la valeur de r, pour laquelle le produit
(il) r'{b — cr"'-'— .. . — kr"-')
devient ua maximum , ou, ce quirevient au naême, la racine positive unique de l'équation
(12) /b - mer'"-' — ... - nbr"-' = o.
Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son premier terme a, il suffira de réduire ce module à la plus petite des deux valeurs qu'il obtient quand on pose successivement
Démonstration. Lorsque, l'argument de z étant égal ct, le module de z est égal ou inférieur à p, le module du binôme a -f- hz' se réduit à la différence
a - br';
par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme
,i3) a — br' -1- cr"' -)-...+ hr".
D'autre part, le produit (i r), qui croîtra en passant d'une valeur nulle à sa valeur maximum, tandis que/ croîtra depuis zéro jusqu'à t, sera toujours
positif dans cet intervalle. Donc, pour r = ou < t-, on aura
(i4) cV"+ ...■+■ br"< br'.
Or il résulte immédiatement de cette dernière formule que, si l'on réduit le module /au plus petit des deux nombres p, t,, la somme (i3), et à plus forte raison le :nodule de Z, offriront des valeurs inférieures au module a. Donc le plus petit des modules deZ correspondants aux valeurs p^, t-^ de z,
sera certainement inférieur au module a.
Corollaire. I! est bon d'observer que, si l'on considère le produit (ir) comme une fonction de /•, ce produit, qui croît toujours avec r quand on fait varier /• entre les limites o, t, offrira dans cet intervalle une dérivée
( i85 ) toujo.ns positive. Donc , pour /• < t , on aura tonjours
''5) Ihr'-'-mcr"-' -...^nh,"-' >o,
ou, ce r|ui revient au même,
Ibr' ~ mer'" -...-- nhr''>opuis on en concluin
(i6^ br' - c.'" - ... - Ur" > ( ^ _ ,) ,-'" ^ • - • + (^ - . ) h.".
J >- en vertu de celle dennere formule, qui entraîne évidemment avec elle la condition (14 le module a surpassera la somme (i3) d'une quantité supérieure au nombre a déterminé par la formule
Donc, par suite, le module /ï de Z deviendra inférieur a la quantité a _ a,
Si Ton pose z = r^, en prenant pour /• le plus pelit des deux nombres . , ^..
et a plus forte raison si Ton réduit le module R à la plus petite des deu.x va-
i-^nrs qu'il acquie.-t quand on pose successivement z= c^, - = ,,^. Ajoutons
que le nombre a ne , évanouira jamais, s. ce n est dans il cas parLulier ou^
les coethcientsc ...,g,h s évanouissant tous simultanément, le polvnôme /
- trouverait réduit au binôme . + bz^. D'ailleurs, dans ce cas paHiculier^
1 équation Z =^ o se réduirait précisément à l'équation binôme a + f-,z'= o .^
dont les racines se confondent avec les racines de de.;re / du rapport - ^
I ime d'elles étant p ' />'
f. application du théorème , ou . au.x fonctions entières, qui représentent les premiers membres d'une équation algébrique et de ses transformé , successives, fournit, pour la résolution de cette équation, une méthode et des formules précises qui ne renferment plus de quantités indéterminées e, a.b.traires, analogues au nombre 6 du Mémoire précédent. A la vérité i.our déduire de cette méthode, des principes exposés dans le Mémo e' P-ecedent, il suffit d'attribuer aux indéterminées dont il s'agit des valeurs spéciales, en prenant, par exemple, 9 = I. Mais conune ces valeurs spéciales sont précisément celles qui font décroître plus rapidement le module de la fonction entière donnée, ou, du moin, certains nombres que ce mo-
t:T. JAn it de p:.ys. ■uath.. T. 1\ . i-igc |jj^ , ,
diilc ne dépasse point , elli^s seront aussi géuéralemcol celles qui rendiont les
appioximations plus l'apides.
Siipposous, pour fixer les idées, ([ue Ton applique la nouvelle méthode
a la formule (aSl de la page 177, e'est;-à-dire à l'équation du spcoik!
de;; ré
a — bz + cî" = o, ,f
(Il siippo-aut toujours
On Irouvei'a
ac — I)- > o.
puis, PU preunnt
el taisant, pour abréger, a' =; a — a , on obtiendra immédiatement la traiis-
rorniee
iloiit les deux racines- coincideul avec les racines carrées du rapport
On retiouvcradonc ainsi l'équation (24) de la pago 178; et, ce qu'il importe de remarquer, on aura été conduit à cette équation, non plus par la recherche de la limite vers laquelle converge le ternie général d'une série formée avec des valeurs successives de la variable z, mais par la détermination d'une seule valeur de cette même variable.
S'il arrivait que la fonction Z offrît, à la suite de son premier tei-me a . un u plusieurs autres termes dont les coefficieiiîs fussent sensiblement nuls , DU pourrait, en se servant tlu théorème i ou 2 pour déterminer un module de Z inférieur ci celui de a, faire abstraction de' ces mêmes termes, sauf à constaier ensuite que le module trouvé de Z, quand on a égard aux termes omis, reste inférieur au module de a. Cette remarque permet d'employer la nouvelle méthode à la lésolution d'une équation numérique donnée, dans le cas même où l'application rigoureuse des théorèmes i et 2 aux premiers uieuibres des transformées de cette équation ferait décroître très-lentement, après un certain nombre d'opérations, les moduhîs de ces premiers membres.
On sait que Ion peut toujours ramener la résolution d une é([uation algébrique au cas où cette équation n'offre pas de racines égales. D'ailleurs, lorsqu'à l'aide de la nouvelle méthode on sera parvenu à une valeni- nès-approchée w dune racine simple d'une équation algébrique
( ii^7 ) alors, en posant
on transformera Z eu une fonction de Ç dans laquelle le terme constant sera >ensiblement mil, tandis que le coefficient de 'Ç différera sensiblement de zéro. Quant au coefficient de Ç", il se réduira précisément ;iu coefficient fie z" dans la fonction Z. Donc, dans Ihypothèse admise, on trouvera
(19) Z = u + 6r + cr= + ... -gç""'^- hç".
Il, 6, c, . . . , çi désignant de nouveaux coefficients dont le premier .1 offrira un module très-petit, tandis que le module de 6 différera sensiblement de zéro. Donc alors, en vertu du théorème i*"^, il faudra, pour lendre le module de Z inférieur au module de a, poser
( 20^' a -j- (iÇ z= o ,
ou, ce qui revient au même,
et, par suite, la nouvelle valeur approchée de la racine simple qui différait peu de u, sera celle que détermine la formule
Ainsi la nouvelle méthode^ appliquée à la résolution d'une équation algébrique qui n'offre pas de racines égales, finira par coïncider, après un certain nombre d'opérations, avec la méthode linéaire ou nexvtonienne .
ADDITION AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT
La méthode que nous avons appliquée dans le Mémoire précédent a la réduction du module d'une fonction entière de la variable z, peut subii une modification qu'il est bon de connaître, et que nous allons indiquei-.
Soient toujours
Z = n -\- bz -\- cz- + . . . -\- gz"~' ■+- hz" = R,, une fonction entière de la variable z =: /'^ , et
a, b, c, ..., g, il les modides des coefficients - ; ' :] • - , '- ■
IJ, 1/, c, . . . , Q , (/ . !
Soit encore
la racine unique de l'équation linéaire Y." . ;'
a -h bz = o, en sorte cpi'on ait " ' 1 v
et posons ,,.
Q = c + ... -^ gz"-' + hz"--,
(^. = c + ... -h s^p"-' -h hp"~-.
On aura
(i) Z = a-^ bzH- Qz\
Cela posé, lorsqu'on prendra z = v^, le module r étant égal ou inférieur à p, on obtiendra évidemment un module de Q égal ou inférieur à C, et , par suite, un module de Z égal ou inférieur à la somme
(2) a - hr ■+-(:!-.
Or, la valeur minimum de cette somme, savoir,
( i«9 ) est inférieure, quand b ne s'évanouit pas, au module a, et correspond a ni
module t, de z déterminé par la formule
Donc, si l'on a t < p , ou, ce cpii revient au même, (3) C > i ^,
il suffira de poseï- Ç = ï ^ pour obtenir un module de Z inférieui- à a. Si ,tn contraiie, on n t > (^ - ou, ce qui revient au même,
2 a d suffira de poser z = p^ pour obtenir ini module 'le Z inférieur a
el , par conséquent , à
Ainsi, en résumé, on peut énoncer la proposition suivante: i^' Théorème. Soit
Z = a~- bz + cz" + ... -^ gz"-' + hz"
une fonction entière de la variable z. Soient encore a, b, c, ••., g, li les modules des coefficients a, h, c, ..., g, h [a et b étant supposés distincts de zéro], et ,o_ la racine unique de l'équation linéaire
a -i- bz z= o ; enfin , prenons
et
Il suffira de poser Ç = (5 si l'on n p < t , et Ç == t^ si l'on .i o > i , pour
abaisser le module R de Z au-dessous d'une limite inférieure an modide a
de a; savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite - a , et , ilans le
b' second cas, au-dessous de la limite a — -r^-
Il ])ourrait arriver qu'iui on plusieurs des coefficients 6, f, ... se réduisissent a zéro. Alors, à l'aide de raisonnements semblables a ceux diml
( ' 9° ) nous avons fait usage, on obtiendrait, à la place du théorème i''', la proposition suivante :
a*" Théorème. Soit
Z = a + bz' + cz'" + . . . -H hz"
une fonction entière de la variable z. Soient encore a, 1>, c, . . , h les modules des coefficients a, b, c, ..., h, et çi^ l'une des racines de l'équation binôme
a + bz' =; o ; ^
enfin, prenons
C = C + ... + \irj"-"'
Il suffira de poser z = p^ si l'on a p < t, et z ^ t si l'on a jS > t , pour abaisser le module R de Z au-dessous d'une limite inférieure au module a de a, savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite — a (*) , et , dans
le second cas, au-dessous de la limite a hx} .
Les deux théorèmes que nous venons d'établir fouriiissent , pour la réduction du module d'une fonction entière quelconque, et, par suite, pour la résolution des équations de tous les degrés, une méthode facilement applicable, puisqu'en la suivant , on a seulement à résoudre des équations hnéaires ou des équations binômes. Ajoutons qu'après lui certain nombre d'opérations, cette méthode nouvelle finit toujours par coïncider avec la méthode linéaire ou newtonienne , quand on a réduit, comme on peut toujours le faire, l'équation proposée à n'avoir que des racines inégales entre elles.
(*) La limite dont il s'agit se présente d'abord sous la forme Co"; mais l'équation
jointe à la condition f- <^ x , donne
b/>/«Cp'"-'.
et, comme on a d'ailleurs
a = hp',
on tire des deu.\ dernières formules, combinées entre elles par voie de multiplication,
a / ^ 7« C p" ; par conséquent,
Cp'»<— a.
Quclquea définitions géncra/enicnt adoptées en Arithmétique
et en Algèbre.
(ionime je lai remarqué dans V A naljse algébrique, quelques détiuitious iiénéralement adoptées en arithmétique et en algèbre , spécialement la définition d'un produit et la définition d'une puissance, ne peuvent être hien lomprises qu'a l'aide de développements et d'explications qui font disp.iraitre ce que ces définitions offrent , au premier abord , de vague et d'indéterminé. En effet, dire que, pour obtenir un produit, iljaut opérer su i le multiplicande, comme on opère sur l'unité pour obtenir le multiplicateur. c est donner de ce produit ime définition qui, pour devenir claire cl précise, exige que l'on explique quelles sont les opérations à eltectuer.
D'autre part, comme Euler l'a montré, l'arithmétique et l'algebie s .ippinent sur deux notions fondamentales, qui se présentent naturellenienl .1 l'esjtril, des que 1 on veut comparer deux grandeurs entre elles, savoir. Us notions de rapport arithmétique et de rapport géométrique.
V.n effet, deux grandeurs de même espèce peuvent être comparées enire elles sous deux points de vue différents.
La mesure de la seconde grandeur comparée à la pi-emièi-e, est un nombre qui représente le rapport {^^) géométrique de l'une à l'autre. I. inverse de ee nombre ou de ce rapport est la mesure de la première grandeur compare e ,1 la seconde. I^orsque les deux grandeurs sont égales, leur rapport (lired on inverse se réduit à Vanité de nombre.
I /augmentation ou la diminution qu'il fani faire subir à l.t preimt re grandeur pour obtenu- la .seconde, est une quantité positive ou Jiégativc tpn représente le rapport arithmétique tle la seconde à la première. I.a
(*) Lorsque le mot rapport est employé seul, il désigne crencralenient , ronime l'on sait, nu mppnit i^cométrique.
( '93 ) quatilUd opposée est la diminution ou rauguieutation qu'il faut faire subir à la seconde grandeur pour obtenir la première. Lorsque deux grandeurs sont égales, leur rapport arithmétique est une grandeur nulle, dont la mesure est le nombre zéro.
Os notions de lapporl arithmétique et de rapport géométrique étant inie fois admises, les quatre opérations fondamentales de l'arithmétique et de l'algèbre, savoir, l'addition, la soustraction, la midtiplication, la division, peuvent être aisément définies en termes clairs et précis. En effet, on peut dire que la soustraction et la division se bornent à déterminer les rajiports arititinétique et géométrique de deux grandeiu's, Vadditioii et la mulliplicatioii, à déterminer Tune des grandeurs, quand on connaît l'autre avec le rapport arithmétique ou géométrique de l'une à l'autre.
On peut aussi, de la notion de rapport arithmétique ou géométrique, |)asser iinmédiatenient , connne l'on sait, à celle des propoi'tions et des progressions, puis à la notion des puissances des nombres et de leurs degrés ou exposants. l>es définitions et les théorèmes que l'on obtient alois étant bien connus, je me bornerai à les i-appeler en peu de mots.
Tne proportion arithmétique on géométrique n'est autre chose que l'egalité de deux rapports arithméticpies ou géométriques.
Une progression arithmétique ou géométrique est une suite dans laquelle le )-apport arithmétique ou géométrique de chacpie terme au précédent , se léduit à un nombre ou à une quantité constante, que 1 on nomme le rapport ou la raison de la progression dont il s'agit.
De la définition même des progressions arithméticiues et géometiiques, on déduit immédiatement les propositions suivantes :
i*^' Théorème. Dans toute progression arithmétique dont un teinie se réduit à zéro, le terme suivant est la raison même de la progression. De plus, le rapport arithmétique de deux termes est encore lui terme de la progression; et, pour obtenir le rapport arithmétique d'un terme quelconque à l'un des termes précédents, il suffit d'ajouter la raison à elle-même autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre des termes intermédiaires.
a* Théorème. Dans toute progression géométrique dont un terme se réduit à l'unité, le terme suivant est la raison même de la progression. De |)lus, le rapport géométrique de deux tei'mes est encore un terme de la progression ; et , pour obtenir le rapport géométrique d'un terme quelconque à l'ini des termes précédents, il suffit de multiplier la raison par eile-méme autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre des termes intermédiaires.
])e ces deux théorèmes, on tire encore le suivant.
3^ Théorème. Étant données une progression aritliiuélique dont un teriuc se réduit à zéro, et une progression géométrique dont un terme se réduit a l'unité, si l'on fait correspondre aux termes de l'une les termes de l'autre, de telle sorte qu'au terme zéro de la progression arithmétique, correspr)n(lc le terme i de la progression géométrique, alors le rapport arithmétique entre deux termes de la progression arithmétique et le rapport géométrique entre les deux termes correspondants de la progression géométrique, seront deux nouveaux termes qui appartiendront respectivement aux Ak'xw progi'essions indéfiniment prolongées, et qui correspoiulront encore l'un a I autre.
Concevons, en particulier, que, la r.iison de la progi-ession arithmétique étant réduite à l'unité, la raison de la progression géométrique soit une quantité positive représentée par la lettre a. Les divers termes de la progi'ession arithmétique se réduiront aux quantités entières
et les termes cori'esj)ondants de la pi'ogression géométrique seroni
Mors aussi, n étant l'un quelconque des termes de la progressiuii antlimétique, le terme correspondant de la progression géométrique sera ce que Ion nomme la puissance entière de a, du degré marqué par l'exposant n. et ce que l'on désigne par la notation a". Cela |)osé, on aura non-seulement
mais encore
,4) •••, a' = A, A- = AA. A^ = AAA. ....
et
l'n vertu des formules (4) et (5), si « est positif et représente en conséipience un nomhre entier, la «'^'"^ puissance de A. représentée par la notation A", ne sera autre chose que le produit de n facteui-s égaux à a. et Ton aiua, de plus.
Ajoutons que, si m, n représentent deux quantités entières quelconques,
Ex. d'An, et A- Phxs. math., T. IV 42"^ luT ; 1.S
( 194 ) "Il ;iiii;i, en vertu du troisième théorème,
DolU' le rapport géométrique de deux puissances entières de \ est enconune puissance entière dont l'exposant se réduit au rapport arithmétique des exposants des deux premières.
Su[)posoiis maintenant que, n étant un nombre entier quelconque, on choisisse le nombre a de manière à vérifier l'équation
alois a sera ce que l'on nomme la racine n'""^ de A, et ce que l'on représente par la notation y \- Posons d'ailleurs, pour abréger.
et concevons quauv progressions (i), (2) on substitue les suivantes : (^8) ..-, —3a, —2a, —a, o, a, na, 3a, ...,
Les tenues (10) .... — 3mo'., — 2/.'a, — «a, a, «a, ina. "Sua. ...
de la jirogi-ession (8) se réduiront évidemment à ceux cpii composent la progression (i), et les termes correspondants de la progi-ession (9) à ceux qui composent la progression (2), c'est-à-dire aux puissances entières de .\. On a été conduit, par cette remarque, à générali.ser la notion des |)uissances des nombres, en l'étendant au cas où les degrés de ces puissances cessent d'être des quantités entières; et à dire qu'un terme quelconque de la progression (9) est la puissance de a du degré marqué par le terme coirespondant de la progression (8). D'ailleurs, y étant im terme quelconque de la progression (8), on est convenu d'indiquer encore, à l'aide de la notation A% la puissance de A du degré marqué par 1 exposant v. Cela posé, comme l'exposant de a dans un terme de la progression (g) est le produit
du terme correspondant de la progression (8), par le nombre entier n = -■
on aura toujoui's
On tr(Mivei;i, p;it exemple, en posant v = -•
jmis, en désignant par i?i un entier quelconque, distinct de n,
ni / " \
M 3; A"=a'"=(vÂj,
el
nt
ri ri rr
r; di
Viusi, les puissances de A, des degrés marqués pai- les exposants -, —5
ne seront autre cliose que la racine ji"'""' de a, la /«""'"" puissance de cette acine, et le nombre inverse de cette puissance. De plus, a" étant le j)rolit de ?i facteurs égaux a a, il est clair c[ue a"" représentera le produit de inn tacteiu-s égaux à a, par conséquent le produit de m facteurs égaux
a a" = a, ou bien encore le produit de n factein's égaux à a'" ^= a". IJoik-, par suite, on aura
"loue, si l'on pose
DU aura encore
en sorte que les équations 1 i6j, (17) fourniionl loujotus l;t même valeur pour le nombre B. Enfui, en désignant par p., v deux quelconques (\e.< termes de la progression (8), on aura, en vertu du troisième théorème,
ou, ce (jui revient au même.
Comme on peut, sans changer la valeur d'une (ractiou. midtiplier ses
( '96 ) deux tenues par un même iactear, il en résulte qii un nombre fraction naiie (juelcouque a jteut être présenté sous diverses formes. Mais on (h'iuontre aisément qu'à ces diverses formes répond une seule valeur de a'-
Kn effet, soient m, u les nombres entiers dont le rapport géométrique i-eprésente le nombre fractionnaire [x réduit à sa plus simple expression, i^es fractions équivalentes au i-apport — seront de la forme — i k pouvant être un nombre entiei- c[uelconque. D'ailleurs, si l'on pose
on en conclura, connue ci-dessus,
r." = A'", puis, en é]e\ant les deux membres à la puissance entière du degi'é k ..
ou, ce qui revient au même.
On aura donc
Ajoutons que de l'éqtiation ^19) on tirera
ou, ce qui revient au même,
Im ni
Or, il suit immédiatement des formules ( 19) el (20), qu'à un exposant fractionnaire fji, ])Ositif ou même négatif, correspond toujours tnie seide valeur de a". Ajoutons qu'en vertu de la formule (18), le rapport géométrique de deux puissances fractionnaires de A est encore une puissance fractionnaire dont l'exposant se réduit au rapport arithmétique des exposants des deux premières.
Il suit évidemment de la fornnde (7), que la raison A de la progression (2), et la raison a de la progression (g), sont toutes deux supérieiu'es ou toutes deux inférieures à l'unité. Les deux progressions sont croissantes
- . hm
Ini
j^Tir
km
( '97 ) dans le premier cas, décroissantes dans le second; par consécjuent , les puissances entières et jractionnaires d'un nombre donné a croissent ou décroissent pour des valeurs croissantes de V exposant, suivant (jue ce nombre est supérieur ou injérieur à l'unité.
Concevons maintenant que, dans la formule (7), le nombre n devienne de plus en plus grand. Il est aisé de voir que la valeur de a. déterminée par cette formide, s approchera indéfiniment de l'unité.
En eftét, \\ suit de cette formule même, 1° que les deux nombres <i, a seront tous deux supérieiu's ou tous deux inférieurs à l'unité; 1° que l'on aura
(21) iZLi = *!zil =: I +a ^- a- + ... -f-a"-'.
De plus, on tirera de la formule (2 1^, i°en supposant a > i. et. par suite. :l > I.
par conséquent ,
et
1° en supposant a < i. et. par suite, a < i ,
par conséquent ,
et • ■ *
Or, \\ résulte évidemment de la formule '23) ou (2.5), que le nombre a s'approchera indéfiniment de l'unité, si , en attribuant au nombre a une valeiu- constante, on fait croître indéfiniment le nombre entier n.
.Soit maintenant b un nombre quelconque, entier ou fi'actionnaire, ou même irrationnel. Si ce nombre n'est pas un des termes de la progiession (9). il sera du moins compris entre deux termes consécutifs
( 'QB) que l'on pourra aussi présenter sous les formes
et qiu pourront être censés exprimer deux valeurs appiochées du nombre h. D'ailleurs, n venant à croître indéfiniment, le rapport
el , à plus forte raison, le lapport
se rap|)rocherout indéfiniment de lunité. Donc alors a'" convergera \ers une limite égale à b. Mais, si Ion appelle p. la limite vers laquelle convergera, dans la même hypothèse, le produit la, on devra naturellement représenter, parla notation a'', la limite vers lacpielle convergera la puissance fiactionnaire a'". Donc, en adoptant cette dernière convention, on auia
Un pourra donc alors représenter un nombre c[uelconque b par une expression de la forme a'', [j. étant luie quantité positive ou négative, entière ou fractionnaire, ou même irrationnelle. Ajoutons que, si la valeuiimmérique de p. est irrationnelle, la progi'ession (9) ne renfermera jamais le nombre b ou a", mais seulement des valeurs approchées de ce nombre. Dans le même cas, a" sera ce qu'on nomme une puissance irrationnelle de A. Le degré ou V exposant de cette puissance sera la quantité irrationnelle a.
Remarquons, enfin, que l'équation (18), qui subsiste pour des valeurs fractionnaires (]uelconques des exposants p et v, continuera nécessairement de subsister, si ces exposants, après sêtre approchés indéfiniment de certaines limites irrationnelles, atteignent ces mêmes limites. On peut donc étendre la formule
an cas ou les exposants p, , v deviennent irrationnels, et, en conséquence, on peut énoncer la proposition suivante.
4*^ Thcorètne. T^e rappoi-t géométrique entre deux puissances c{uelcou- (pies dun nombre donné A est encore une puissance de a dont lexposant se réduit au rapport arithmétique des exposants des deux premières.
( '99 ) L'équation (26) peut encore être présentée sous une autre forme, qu il <'st bon de rappeler, et qu'on obtient eu expiiniant la différence y. — v par inie seule lettre. En effet, si l'on pose
et si d'ailleurs on substitue à la lettre v la lettre j^. on aura ij. ^= .x -\- r. et l'équation (^26) réduite à la formule
Alors aussi, à la pl.ice du quatrième théorème, on en obtiendra un :iulre qui, au fond, sera le même, et s'énoncera comme il suit.
5*" Théorème. Le produit de deux puissances quelconques d'un nombre donné a est encore une puissance de A ciui a pour exposant le produit des deux premières.
Le théorème 4 ou 5 exprime la propriété la plus remarquable des puissances d'un nombre, et même cette propriété suffit poiu- les caractéiiser. en sorte qu'on peut énoncer la proposition suivante.
6* Théorème. Supposons que, x étant une quantité quelconque positive ou négative, on se serve de la notation [a:] pour désigner une autie quantité qui varie avec x par degrés insensibles. Si Ion a. potu- des valeurs quelconques des quantités x, j\
on ain-a aussi
(29) w = [ir-
Démonstration. ( )ii (ircra successivement de la formule (^5), en désignant par or, j. z,.... Il, V. tv, des quantités quelconques
et. généralement , V
i-^l [jl[zi •■•["] h'] ['*'j = [x ^ y ^ z. -h ... + u-^ V + w\: puis, en désignant par n le nombre des quantités x, j, z, .... u. v, w. et supposant toutes ces quantités égales entre elles,
{3o;) -* \x]" = \7ix].
D'ailleurs, on tirera de l'équation (3o), i" en posant x = j.
2° en posant a: = - ; et , par conséquent ,
^° en désignant par m un nombre entier distinct de n , et posant .r = — ,
par conséquent , eu égard à la fornude (Sa),
puis, en faisant varier h. traction — de manière à ce qu elle s'approcVie indéfiniment d'un nombre donné v, on tirera de la formule (33),
On trouvera, en particulier, en posant v ^ o, dans la fornnile (3/j),
Enfin, en posant dans la formule (28)
X = V, _7' = — V, on en tirera
par conséquent,
et il résulte évidemment des formules (34), (36), que si l'on attribue à x une valeur réelle quelconque ± v, on aura
Quelques Théorèmes concernant les moyennes (triihmétiqncs et géométriques, les progressions, etc.
§ I. — iVntinns relatives aux moyennes arit/inietïqius et gcoinétriqùes.
I.;i moyenne arithmétique entre n quantités données est la n"""" partie de leur somme.
La moyenne géométrique entre n nfjiiibres donnés est la n"'"'^ racine de leur produit.
D'autre part, la soinine de n quantités est évidemment comprise entre le.'' produits qu'on obtient quand on multiplie par n la plus petite et la plus grande de ces quantités.
Pareillement, le produit de n nombres est compris entre les n"''"''' puissances du plus petit el du plus a^rand de ces nombres.
Donc, par suite, la moyenne arithmétique entre plusieurs quantités est toujours renfermée entre la plus petite et la plus grande de ces (/nanti tés.
Pareillement, la moyenne géométrique entre plusieurs nombres est toujours renfermée entre le plus petit et le plus grand rie ces nombres.
En partant de ces principes, on établira divers théorèmes d'algèbre qui seront successivement énoncés dans les paragraphes suivants.
§ H. — Sur lis progressions gcoinétriquis , et sur les moyennes aritlimétii/ucs entre
leurs termes.
Considérons d abord une jjroi^ression géométrique dont le premier (eiine soit limité, et dont la raison /■ soit luie quantité positive quelconque. Les divers termes, dont nous supposerons le nombre repré.senté p.ir la lettre n, seront respectivement
Ex. d'An, n ,h Ph mnih.. T. I \'. -53'' livr.)
'f. si loi) désigne par s„\a somme de ces termes, on aura
D'aiJIeiUb, le plus petit el le plus t;rand des termes dont il s'agit seront les deux termes extrêmes
Donc, en vertu des principes exposés dans le § I", la somme S„ sera comprise entre les produits qu'on obtient, quand on multiplie ces deux termes par ;/, et l'on pourra énoncei- la proposition suivante : r"^ Théorème. La somme
des n termes de la progression géométrique
i. r, ;•%..., /"-' est comprise entre les limites
Il et iir"~' .
Nous avons ici supposé que le premier terme de la progression géométrique donnée était l'unité. Supposons maintenant que ce premier terme soit une quantité quelconque A', la raison étant toujours positive et représentée par r. hes divers termes de la progression deviendront
A, Av, Ar%..., Ar"-',
t't leur sonune que je représenterai par S„ sera évidemment égale a A,v„. l'A\e sera donc comprise entre les limites «A, jikr"^', et à la place du i^' théolème, on obtiendra la proposition suivante ;
■3." Théorème, r étant un nombre quelconque, et A une quantité quelconque positive ou négative, la somme
(les II termes de la progression géométrique
A, /fr, kr ',..., Ar"-', est comprise entre les limites
?i/<, 7ihr"-'.
_ Si l'on divise la somme S„ des termes de la progression géométrique don-
lire par leur noiiihiT n, ou obtiendra la iiiouMine aiitliiuétiqiie eiiti-e témêmes termes. En vertu du deuxième théorème, cette niovenne aritlunéliqne. que je désignerai par i?„, et que détermine la formule
-vera comprise entre les deux termes extrêmes
de la progression géométrique. Si Ion sup[)ose, en paiticulier, /.. = i , oi; auia i»'„ =: .y,,, par consécpient,
iHi, ce qui revieiU au même,
. , „ I + /■ -)- r ' -I- . . . -(- r"-' I i — /■" 1) ti„^^ — ■ = 1
el la (piantité /?„. cest-à-tlire la moyenne arithmétitpie eiUre les divers lermes de la progression géométrique
sera comprise entre les termes extrêmes
La moyenne arithmétique /i„ , déterminée par l.i Fornude 12 , possède encore une propriété remarquable dont l'énoncé fournit le (liéoreme sui- \ant :
3' Théorème. Si le nombre entier n vient à croître, la moveniie arilhmélique
n \ — .entre les divei's termes de la progression géoméfi'ique
croîtra ou décroîtra suivant que la raison r sera supériein-e ou inférieure .1 l'unité.
Démonstration. Soit
m ^= Il -i- l
un nombre entier supérieur a n, en sorte que / soil j)osili(. On aura nmi-
seuienieiit
mais encore
on. ce cjui revient an même,
]>ar conséquent,
OU, ce qui revient au même, !;i valeur de A <Hiu\\
Or, l'unité étant inférieure aux puissances positives et supérieure aii\ puissances négatives de r, quand on a r > i, il est clair que, dans cette hypothèse, les deux moyennes arithmétiques dont la différence équivaut à A en vertu de la formule (4), seront, la première supérieure, la seconde inférieure à 1 unité. On aura donc alors
A > o, et, par suite, R„+, > i?„.
Mais le contraire aura lieu, si Ion suppose /' < i . et, dans ce dernier cas. les formules f4) et (3) donnent
A < o. par conséquent, R„+/ < R„.
§111. — Sur- lus jiiogiessiorts arithmétiques, et sur les iiioyeruies gcométiiques entre leurs termes.
Considérons maintenant une progression arithmétique dont tous les termes soient positifs. Si l'on nomme « le premier terme, h la raison, ii le nombre des termes, ceux-ci seront respectivement
a, a^b,..., a -h {n — ■2)b, a ~- {n — i) h; et, en nommant P„ le produit de tous ces termes.- on aura
,1 P„ — nia + b'^ ...[a + {n — ->-) b] [n -f- {n — i) b].
ao
D'aiileurs le plus petit et le plus grand des termes dont il s agit seront les (leu\ termes extrêmes
llonc, en vertu des principes exposés dans le § \", le produit P„ sera compris entre les n'""'"' puissances de ces deux termes, et Ion pourra énoncer la proposition suivante :
i" Théorème. Le produit P„ des n termes de la progression arithmétique
a. (i -\- h. ... , n'-r^ [n — a)/;, a -f- [n — i) J>, supposés tous positifs, est compris entre les limites
Vu reste, ou peut obtenir deux limites plus rapprochées qui compreuueni entre elles le produit P„ en suivant la marche que je vais indiquer.
Je remarquerai d'abord que, si Ton désigne la somme de deux nondjres par A, et leiu- différence par Z, ces deux nombres auront pour valeiu-s respectives les deux expressions
et pour produit l'expression
qui décroit sans cesse poiu- des valeiu-s croissantes de /. (.'.e produit sera donc inférieur ou tout au plus égal à I - ) , c'est-à-dire au carré de la demisomme des deux nombres, et deviendra le plus petit possible, tpiand la différence / sera la plus grande possible.
Cela posé, concevons que 1 ou multiplie le produit P„ par lui-même, après avoir renversé l'ordre des facteurs. Le carré P\ ainsi obtenu pourra être considéré comme le produit de n facteurs, dont chacun serait fourni par la multiplication de deux termes placés à égales distances des extrêmes dans la progression
c'est-à-diré par la multiplication de deux termes de la forme n -^ nib. a -H (n — m — i) l),
m étant uu nombre entier égal ou inférieur à n. D'ailleurs, d'après la re-
marque faite tout à l'heure, le produit de deux semblables termes sera toujours inférieur nu carré de leur demi-somme
et toujours égal ou supérieur au produit des termes extrêmes
Donc, par suite, PI sera compris entre les limites inférieure et supérieure
et le produit P„ lui-même entre les racines carrées de ces limites. On pourra donc énoncer encore la proposition suivante :
0." Théorème. Le produit P„ des termes de la progression arithmétique
n, n-hb,..., [a-\-ti — i)b, n-{-[n — \)h,
supposés fous positifs, est compris entre les limites inférieure et supérieure 'I 11
^■[a^[n-^)bf, (a^'-^h)"-
Corollaire i". Si l'on suppose a et /; réduits à l'unité, on conclura du deuxième théorème que le produit
est compris entre les limites inférieure et supérieure
Corollaire -2". Si l'on suppose
rt = I et A =: 5
m étant un nombre entier égal ou supérieiu- à n, on conclura du deuxième théorème que le produit
(i-i) (, _ii')...(x-:i^)
\ n? ' \ ni I \ m J
est compris entre les limites inférieure et supérieure
/ « — 1\^ f II — r "
On aura donc
D.iutre part, si l'on pose
n étant égal ou inférieur a /». le nombre r sera inféi'ieur a l'unite. Un Mura, j)ar suite, en vertu du théorème i"du §11, ♦
on même, si n est un nond^re pair
= on < '^ ,
Il y a plus : si 11 est un nombre impaii' supériein- a l'unité, on aura nécessairement 7? > 2 , et le troisième théorème du §11 doiniera. pour /■ < 1 .
par conséquent ,
\nu<, en remplaçant dans cette dernière formule r par ;-, on trou\era
l')onc, si n désigne l'un quelconque des nombres entiers supérieins a 1 unité, la fornnile (3), que l'on peut encore écrire comme il suit,
(4) ' '■''= ou > 1 — ^(i-r) ■ ■
subsistera généralement poin /" < i • Elle subsistera donc alors poui
de sorte qu on aura
it
(Oj (l ) = OU >1 ^ '-■
Or, des tormules(a) et (5) réunies, on déduit immédiatement la proiiosilioii suivante.
3*^ Théorème, m, n étant deux nombres entiei's dont le second n surpasse l'unité, en demeurant inférieur à 7?z + i , le produit
(les fi termes de la progression arithmétique
ne pourra s'abaisser au-dessous de la limite inférieure
qu'il atteindra seulement dans le cas particulier ou l'on aura 7i = a.
Si 1 on extrait la racine ?i'^""' du produit P„ déterminé par la formide ^i j on obtiendra la moyenne géométrique entre les divers termes fie la' progression arithmétique
En nommant /f„ cette moyenne géométrique, on déduira immédiatement du tliéorème a la proposition suivante : 4'' Théorème. La moyenne géométrique
J,^ =z[a{a --h b]. . . {a -+-{n — i) b)]" entre les teimes de la progression arithmétique
supposés tous positifs, est comprise entre les limites inférieure et supéiieure
Si l'on suppose a et b réduits à liinité, alors, a la |)lace du quatrième (liéoreme. on obtiendra la proposition suivante : S'' Théorème. La moyenne géométrique
\i.i.3...r?f entre les nombres entiers
est comprise enlre les limites intérieui'e et supérieure
§ I\ . — ConstiiH) rues diverses ilts principes étnlilis duiis les parns,niiilies iiricrdtiil^.
On peut, (les principes établis dans les paragraphes précédents, déduire diverses conséquences cjui méritent d'être remarquées. Ainsi, en |)ailicniier, si. en désignant pai- /un nombre quelcontpie. tt |)ar // nii nomlne entier. Ion pr)se
Il I — r
si, (i ailleurs, ou nomiiie m un autre enliei- inléneui' a n. alor>. eu \crlu du troisième théorème du ^ II, on ain'a, pour /■ < i .
Rn < Rin •
ou. ce (pii rexieni au même,
e(, pour A' > I .
OU, ce qui revient au même,
Comme on aura d'ailleurs, tians lun ou l'autre cas.
R„ m I — r '• m r" — i R^ n I — r'" ' Il r" — i
on devra conclure que, si n surpasse ni, ou aura, |)oui' ;■ < i
^ ^ I — r tn
*'(, pour r > I ,
r"' — I tu
Si. mainteuant, on renq)lace, dans les formules (i) et (2), /■ par /'", ces (ormules seront réduites, la preiihère à
I — r II
Ix.tlAn Ci dt. i*h)*. Train., T IV, ('55'' li-r.
IO
la seconde à
• ^ r — I III
iMifiii lien n'emijèchera de concevoir que. dans la formule (3) ou (4j, la iraclion —, devenue variable, s'approche indéfiniment d'un certain nombre V rationnel ou irrationnel, mais supérieur à l'iniité, el alors, en remplaçant — jjar V, on trou\ei'.i encore, pour / < i,
et, pour ;- > I.
yjoutons que, si l'on remplace r pai' -> on tirera, i" de la (ornude (5), pour - < I, /■> I, *
a" de la formule (6), pour - > i , r < i ,
( )r il suit évidemment des formules(5) et (8), ou (6)et (7), tpie le rapport
sera toujoiu's compris entre les limites
V et vr^ — ',
si le nondjre v est siqjérieui- à l'imité. "
Vu reste, en raisonnant toujours de la même manière, oir arri\erait
encore aux mêmes conclusions, si la fraction — et la limite v tie cette Irac-
in
tion étaient supposées non plus supérieures, mais intérieures a l'unité. Seulement alors, le tbéoi-ème 3 du § II doiuierait, |)oui- ;■ < i ,
el , par suite, dans les diverses torinules obtenues, on de\rait i-einjil.icer le
signe < par le signe >, et réciproquement.
delà posé, on pourra énoncer la pioposition suivante :
i""' Théorème, r et v étant deux nombres quelconques, le rappori
scia conq)ris entre les limites
V et v/" ' .
(ioncexons maintenant <[ue, ,r, j^' étant des nombres distuuls, on pose
y = rx ; f)ii en conclura
et i on aura, par suite.
r — j: = /• — i) x. y — .r^ — ■/'- — i \jc'.
Donc, eu égard au premier théorème, le lapporl
sei'a compris entre les limites
vx"-'. v;--'j'-'.
dont la seconde coïncide a\ec le produit v >■' — ■; et l'on pourra énoncer la proposition suivante :
2^ Théorème, x. j, v étant trois nombres (luelconques. le rapport
sera toujours compris entre les limites
•jx"-^ , vj — ' .
Si, en désignant par Ax un accroissement attribué à la \aiicd)ie r. e/ par Afo") l'accroissement correspondant de x\ on pose
on aura
J' = JT' -i- \{X-j).
et . par suite,
( ^'^ ) nuis. 011 f;Msaiil converger A JC vers la limite zéro, ou conclura du deuxième
llu'oiruie (|iie la limite du rapport aux différences —^-^ est le produit vx--'.
D'ailleurs cette limite est précisément ce qu'on nomme le rapport dijjéirntl/'l de.r'à a-, nu la dérivée de x' différentié par rapport à a-, et ce (pie l'on désigne par la notation
Ainsi l'on peut, du deuxième throréme, déduire immédiatement la formuh^
(9) ^ = D,.(.rO = v.r'-',
de larpielle on lire
(loj d\x') = -JX'-^ cLr.
Réciproquement, de la formule (lo), sup[)Osée connue, on pourrait re^(■lli^ au second théorème, eu sappiiviuit sur luie proposition énoncée dans le deuxième volume de cet ouvrage. En effet, si, en attribuant à x une valeur constante, on fait varier j- à partir de j^' == x, les ilifferences
seront deux grandeurs coexistantes c[ui s'évanouiront simultanément; et leur rapport différentiel, représenté par la notation
se confondra, en vertu de la formule (g), avec le produit vj"—'. Or ce produit, qui se réduira simplement à vx'^', quand ou posera j- = j", croitia ou décroîtra sans cesse, tandis que Ion fera croître la valeur numérique de la différence y — r. Donc les valeurs extrêmes de ce produit, représentées par , ,
'jx'~'. vj-'—',
devront, en vertu d'un théoi'ème énoncé à la page 190 du deuxième volume, comprendre entre elles le rapport
(les deux grandeurs coexistantes
L(i ijuan/flé géof)ir/r/(jiH' i = i^, d sur la réduction d'une (iuaittil(
irrninrfriqnc (iiieJroncpie à Ja fnruie x -\- y\.
Soieiil /■, /J les cnordonnc'es polaires <1 un [xiiuî A reniei'inc (Luis ni; cerliiiii pliiii. ;• t'taiil le rayon vecieiir OA mesuré à partir tlii pôle (> sur luie (Iroile (|ui forme a^ec• Yaxe polaire OX Vangle polaire p. D'après ce <pii a élé (lit a la page i :"8, le rajon \ ecleur O V sera représenté en grandeui' et en direelion par la quantité géométrique r^,, dont /'sera le module, et p \ argument .
Cela [)osé. l'arguriieut p [lourra èlrc l'un quelconque des angles déei'ils par un ravon vecteur mobile qui , d'abord dii'igé survant l'axe polaire, tournerait autour du pôle, de manière à prendre définitivement la direction OP. Or ces angles forment évitlemnient luie progression aritbmétique. dont la raison équivaut à quatre angles droits mesurés par la circonlérence dont le rayon est l'unité, c est-a-dirc pai- le nombre o.t.. Mais, parmi ces mêmes angles, un seul est renlermé entre les limites — tt, + -, les autres se déduisant de celui-ci ])ar l'addition ou la soustration des divers multij)les de 2 z. Ajoutons (-[ue, si rargunienl p est coiisidéré comme positif quand le rayon vecteui- mobile a tourné dans un certain sens avant de par^enir a la ])osition OP. le même argument deviendra négatif, quand le ravon vecleiu' mobile aura tourné en sens contraire. Le mouvement de rotation .sera direct dans la première hypotbèse. et rétrograde dans la seconde.
Enfin , lors(pie le signe -!- ou —, (pii sert à inditjuer l'addition «m i.i soustraction, sera placé devant r^, , lexpression
ainsi obtenue représentera la longueur /• mesurée a partir du pôle dans i direction (jui forme avec l'axe polaire l'angle p. ou dans la direction op
"posée, t*i) sorte qu'on aura [piige 164]
Dans le cas particulier où le module r se réduit à lunilé. la quantité géométrique r^, réduite à la forme ip, représente la longueur 1 niesui'ée a partn- du pôle dans la direction qui forme avec l'axe polaire l'angle p. Si à cette direction on substituait la direction opposée, alors, à la jilace <ie la quantité géométrique i^, on obtiendrait la quantité opposée
Si la direction donnée coïncide avec celle de l'axe polaire, ou avec la direction opposée, la quantité géométrique 1^ sera léduite à l'une des quantités algébriques
Si. au contraire, la droite sur lacjuelle se mesure la longueur 1 de\ient perpendiculaire à l'axe polaii-e, alors l'expression 1,, se trouvera réduite à l'une des quantités géométriques
]^a première de ces quantités, c'est-a-due la longueur i, mesurée dans la rlirection que prend un rayon vecteur mobile doué d lui mouvement de rotation direct, et primitivement dirigé suivant Taxe polaire, au moment où il devient poiu' la première fois perpendiculaire à cet axe, sera doréna- \ant désignée par la lettre i. Eu égard à cette convention, l'on aura
et
ou, (e qui ie\ieul au même,
Donc les quantités géométriques i et — i représenteront les racines carrées (le — 1 : et. comme on tirera de la formule (4},
par conséquent
il est clair que i et — i représenteront encore les deux racines quatrieir^i's et non algébriques de l'unité. Cette conclusion ne diffère pas au fond «le i.i remarque faite à la page 167.
En résiuiié, i et — i sont les deux racines de l'équation binôme
à laquelle il est impossible de satisfaire tant cpie l'on prend pour z une (piantité algébrique, juiisque le carré de toute quantité p<isitive ou négative est nécessaiienient posilif. Si réc[uation (6) devient résolulile, dans le cas ou l'on j)ren(l poui- z une quantité géométrique, cela tient à ce que la définition donnée en algèbre du produit de deux quantités se généralise quanil ces quantités cessent d'être algébriques, et permet au produit
zz = z-
de deux facteiu's égaux d'acquérir une valeur négative.
Concevons maintenant que l'on détermine la position du point A. non plus à l'aide des coordonnées polaires /■ et p, mais à l'aide de deux coordonnées rectangulaires a.- et y mesurées à partir ilu \)à\e : i" sur lave polaire; a" sur une perpendiculaii-e à ce! axe. .Supposons, d'niUenrs , (pie l'on compte les a: positi\es dans la direclion coi-respondante à unevaleur nulle de l'angle polaire p, et les y positives dans la direction
correspondante à l'angle polaire -. ]. es coordonnées .r, }•, ou, ce ([ui revient au même, les projections algébricpu's du rayon vecteur /' sur les axes des j: et des^, se réduiront, poiu- /•= i, à ce qu'on nomme le cosinus- ci le sinu.'! de l'angle polaire p ; et, comme, pour passer de ce cas particulier ;ui cas où r acquiert lUie valeur quelconque, il sidflt de faire variei' .z" et j dans le rappi^rt de 1 à /', on aura généralement
(7) J^ = ^cos/^ y = r f'tw p.
Il est facile d'exprimer la quantité géométrique r^ en fonction des coordonnées rectangulaires x, j : et, d aijord, il est clair que, si l'iuie de ces coordonnées s'évanoui! , la valeur numérique de l'autre sera piécisémeni la valeiu' du l'avon /•. Dans la même hypothèse, rexpressif>n i^ se réduira évidemment à i ou à — i, si le rayon /• se niesin-e dans le sens des x positives ou des X négati^■es; à i ou à — i, si /' se mesure dcUis le sens des jpositives ou des ^ négatives. On en conclut aisément que la quantité géométrique 18) f^, = i^,;-.
exprimée en loiiction des coordonnées x, y, serii leprésentée eu ijrandeui et en direction par l'abscisse X, si l'on a r = o, et par le produit ^'i. si l'on a jr = o. ,
Si des deux cooi'donuées x, y aucune ne s'évanouit. alo?'s
X el y'i
i-eprésenterout évidemment, eu grandeur et en direction , non [)lus ia longueiu' /■ mesurée sur luie droite correspondante à l'angle polaire p, mais seulement les projections algébriques de cette longueur sur les axes des x et des f. Quant à la longueur elle-même, elle sera la diagonale du rectangle construit sur les deux projections. Elle sera donc [ page i6o| la somme des deux (piantités géométriques x. y\, en sorte rpion aura
Si le ra\on / se rédiiil à I unité, on aura
fio) X = cos/;. y = sui/).
Donc alors la foruniie (91 donnera ' ' ' ' '
(11) I,, = cos/> + i sn\p.
Si, au contraire, le rayon /■ diffère de l'unité, on tuera de la formule (9) jointe au\ équations (7), ou bien encore de la fornnile (8) jointe a la formule (11),
(12) /), =: r(cos/? + i sin/j). '/
Concevons maintenant que, /■, p étant les coordonnées recl angulaires, et X, y les coordonnées polaires du point A. ou pose, pour abréger.
(i3) z = rp — x-hj\.
la quantité géométrique z sera ce que nous appellerons ïajjixe de ce point. Si l'on désigne par iî, P les coordonnées polaires, par X. J' les coordonnées rectangulaires, et par Z l'aftixe d'un second point B, on aura encore
Si les deux points coïncident, on aura non-seidemen!
ou, ce qui revient ais même.
(16, T-hi'i = JT -^ji,
( 2r7 ) mais encore
Réciproquement, si léquation (i5"lse vérifie, les points A, B coïnculeioiii, et. par suite, la formule (i5) ou (i6) entraînera les équations (17). On peul flonc énoncer la proposition suiviiiiie :
i-"" Théorème. Lorsque deux quantités géométriques sont égales, léqu;!tion qui exprime leur égalité peut être remplacée par deux équations entre quantités algébriques, savoir : par les équations qu'on obtient, quand on égale entre elles, dans les quantités géométriques domiées, les parties purement algébriques, puis les quantités algébriques qui représentent les coefficients de i.
Observons encore que i'étjuation ii5V présentée sous la tonne
donnera [voir la page i58j
{19) R = r, (20) P = p'\--2kn,
fi étant une quantité quelconque, et, par suite,
(21) cosP = cosp, sinP^sin^.
Comme on aura d'ailleurs
(22) I ^, ^ cos P -i- i sin P,
il est clair que des formules (ti) et (2a), jointes aux équations (ii), on tirera
(23, i,.= ip.
On arriverait encore à la même conclusion, en divisant par R = r les deux membres de l'équation (18) présentée sous la forme
En résumé, la position d'un point dans un plan peut être complétemeni déterminée, non-seulement par le système de deux coordonnées rectangulaires, mais aussi par l'affixe de ce même point; en sorte que l'égalité de deux affixes entraîne la coïncidence des points correspondants avec légalité de leurs abscisses, de leurs ordonnées, et de leurs distances au pôle.
Nous appellerons points conjugués deux points placés symétriquement par rapport à l'axe polaire, ou, ce qui revient au même, deux. p(jiuts situés
Ex d'An et dr Ph. m.uh.. l \\ (-ir.' livr.'; '^'^
:'t égales distances de cet axe sur une droite perpendiculaire à l'axe. Nous ;ippe!lerons encore quantités géométriques conjuguées celles qui représenteront les affixes de deux points conjugués. Cela posé, deux quantités géométriques conjuguées offriront évidemment, avec des modules égaux, des arguments égaux au signe près, mais affectés de signes contraires, et si l'une est de la forme
(24) Tp = a- -+-jri = r(cosp + i sinp),
l'autre sera de la forme
[iS) , 7-_^ = j: — j^i = r(cosp — i sin/j).
{ .omme on aura d'ailleurs
on pourra énoncer la proposition suivante :
2'' Théorème. Le produit de deux quantités géométriques conjuguées est ie carré du module de chacune d'elles.
Remarquons encore que des formules (24), (sS), (26), ou tire
(27) r^ = [œ + y\) {X - j-i), puis, en ayant égard à la fornude (4),
[j'équation (5) exprime simplement que \e carré du rayon vecteur r est la somme des carrés de ses deux projections, et rejiroduit ainsi le théorème de géométrie suivant lequel, dans un triangle rectangle, le carré de l'hypoténuse équii'aut à la somme des carrés des autres côtés. Ajoutons que l'on tire de la formide (27)
,, I X — ri X — yi
et que l'équation (9.9) réduit immédiatement à la forme X -\-Vi le rapport de l'unité à la quantité géométrique x + j'i, ou, ce qui revient au même, la quantité géométrique inverse de x + J^.
Si le modide /■ des deux quantités géométriques r^, r_p se réduisait à l'unité, elles deviendraient respectivement
i^, = cosp ■+- i sin/j, T_p = cos/J — i s\np. l-es princij^es exposés dans le Mémoire sur les quantités géométriques
permettent d'effectuer aisément, sur ces quantités réduites a la forme i^ . les diverses opérations de l'algèbre; spécialement 1 addition, la soustraction, la midtiplication, la division, et l'élévation à des puissances entières. Pour effectuer les mêmes opérations sur les quantités géométriques réduites à la forme x-hji, il suffira évidemment d'appliquer les régies aux([uelles ou aurait recours, si les quantités tlouuées étaient algébriques, en ayaiil égard aux formules (4) et (29), et en se rappelant que, diviser par une ijiiaîitité géométrique , c'est multiplier par la tjiiantité inverse. \ l'hoir la page 164] On trouvera, par exemple,
I 3o) [x ^ yi) + \x' -^ j' \) -\- . . . = X + .t' ^ ... -\- [y -^ y' -^ ...)\\
(Sa) [x + j'i) [x' -r- j"\) = XX ' — Jj' -H [^j' -^ x' j}i-.
• oo-, .r' + >'i (.r — yi) (,c' -+-_>' i j j-x' -t- vv' -f- (,r>-' — x' y\ï
puis, en désignant par n un nombre entier quelconque, et appliquant au déveloj-pement de (x -+-J'i]" la formule de Newton, on trouvera encore
(34) (x+ji " = x"-'""~'^.r"--jr'+ ...
Eu égard à l'équation (34), on pourra aisémeiU réduire à la forme A-\-ï 1 \nw Jonction entière Z de la quantité géométricpie z ^ x -^ j\, cesl-adire une expression de la forme
, 35 ) Z = a-¥-hz + cz'+ ...- gs'-' ' -^ hz".
les coefficients a, b, t, ..., g, h étant tles quantités quelconques algébriques ou géométriques. Ajoutons que l'on poiu'ra réduire encore à la forme X -h F i une Jonction rationnelle de z, c'est-à-dire le rapport de deux fonctions entières de :, en ayant égard non-seidement à la toimule (34), mais aussi à l'équation (33).
S/ir les avantages que présente l'emploi des quantités géométriques dans la trigonométrie rectiligne.
Comme on 1 ;; vu dans 1 article précédent, les deux quantités géométriques
sont liées au sinus et au cosinus de l'angle p par les formules (i) ip = cosp -+- i sin/), i_p = cos/) — i sin/;,
dont la seconde est ce que devient la première quand on change /; en — p. D'ailleurs, de ces deux formides on tire immédiatement les suivantes :
(2) cos p =^ ^^, siny; = -^ — —'',
qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de l'angle p, à l'aide des seides quantités géométriques ip , i_p; et l'on peut ajouter que les équations (i), '1) fournissent le moyen le plus court d'établir \m grand nombre de formules de ti-igonométrie rectiligne. Entro'.is à ce sujet dans quelques détails.
D'aboid, il est clair que les propriétés des expressions de la forme i^ feront connaître, eu égard aux formules ^i), des propriétés correspondantes des sinus et cosinus. Ainsi, par exemple, l'équation
pourra s'écrire comme il suit, ,
(cos/; -)- isinp) (cos/; — i sinp) = I,
et se réduira définitivement à la formule
(4) cos^p + sin^y? = I,
qui exprime la relation existante entre le sinus et le cosinus d'un angle
( 2ai ) quelconque p. PHreillemeul, l'ét[uatioii
(lounera
cos {{j -h p') -h \ sin (/; + p') —- (cosp -4- i sm p) (cos p' -h i sin p'),
ou. ce (|iii revient ;ui inenie,
cas ip -+- p') 4- i sin (/; + p'j = cosp cos p' — siu /^siu /;' ^ -i- i \)rii\\ p coi, p' -f- siu p' cosp).
et pourra être leinjiiacée [p^ige 217] par le système des deux formules
i cns{p H- p' ! =-- cos p cos p' — siu /Jsiay^', I sai I /) + /j'i = siu n cos/> + siiip' cos^,
(|ui serveul a exprimer le cosinus et le siuiis de la somme de tleux arcs eu louchou des cosinus et des sinus de ces mêmes arcs. Si l'on veut obteiur les cosinus el siiuis. non j>lus de la somme, mais de la différence des arcs donnés, il suffira de remplacer p' par — p' dans les formules (6), des- (pielics ou tirera
i cos p — p') =^ cos pcos p' -\- sin psmp',
f siu , /> — p' ^= sin p cos p' — siu p' cosp.
l'.nfiu . // étant un ucnnbre entier quelconque, l'équation
sera l'expression ia plus smqde du théorème de Moivre, puisque, en vertu de celle e(juatiou. J Ou aura
(gj cos np -f- I sui /ip = (cos p -h i sin p)".
Si, après avou- développe le second membre de la formule (9) siuvaut i<s puissances ascendantes de i, ou égale entre elles, dans les tleux membres, les quantités purement algébriques, ])uis les quantités qui représenteront les loefficients de i, on reti-ouvera les fornndes connues
i COS np = cos' p ^ cos" -p sur p -h...
I SU) rip — cos"-' psmp ^ ^-^^-^ -cos" '/3 sm-*/; + ...,
que l'on peut encore écrire comme il suit :
i„ r n{n~i) T cos np = cos"/J I — ^ tang'";? + ... U „ Fn nln—i)ln — 2) , 1
sui np = cos" p - tangp ^ ~ tang" p -h ... •
D'ailleurs on tirera immédiatement des équations (i i)
n II (n — 1)(/? — 2)
-tang;; j 3 3 -'tang^/>-H ...
(12) tang,^;,= — ^^^^
Les formules (10) développent le cosinus et le sinus de l'arc np en tonrtions entières du sinus et du cosinus de l'arc p. Si l'on vent, au contraiie. développer les /z"^"'" puissances de cos p et de sin p en séries de termes proportionnels aux cosinus et aux sinus des multiples de ^, il suffira de recomir aux forniides (a), desquelles on tirera
(.3) cos"p=('^-t^^)", sin> = (lii:^-)". • ..
En développant les seconds membres des équations (i3), et ayant égard à la formule (5), on trouvera . ..ii>. .
COS" p := —
sin" p =
De ces dernières équations, on peut immédiatement revenir aux formules connues. On en tire, en effet, eu égard aux formules (i), pour des valeurs paires de «,
COS np H — cos I « — 2 ) ;j + . . . H
■ 1.2...cos" p =:
cosrijj- cos[n — 2)/^ +...-(- i — ij- ^
. I . a . . . sur n =
( 223 ) et. pour des valeurs impaires de «,
cos np H — cos ( « — 2 1 z> -h . . H — cos /<
COS p =
siii z; ^
sm/ip sinin — 2)p+...+ { — i) ^ ^ -nnp
I.oi"sque, dans 1 équation (5), on prend
on en tire
par conséquent,
.Si, d'ailleurs, on pose
p cos--+-isin-
lp= =-
I P ■ ■ P ? cos 1 sin -
• P sm -
t — tans - = ■
COS -
on aura
sin - =: / cos -
et, par suite, la formule {17 i donnera
lin vertu de cette dernière formule, toute fonction entière, ou même rationnelle de ip, pourra être transformée en une fonction rationnelle de
t = taiig -•
Il y a plus : comme, en vertu de l'équation (3), jointe à la formule 18), on
a 11 ni
il es( clair que toute fonction rationnelle de i,, et de i_p pourra encore être transformée en une fonction rationnelle de t. On trouvera , par exemple, en ayant égard aux équations (2),
(2o) . cos/5 = — — , sin/;
Etant données deux directions déterminées par deux angles polaires p, p', on peut demander la valeur de la quantité positive n propre à représenter l'angle aigu ou obtus, mais inférieur à deux droits, cpii se trouve compris entre ces mêmes directions. Or il est clair que cette quantité se réduira toujours à l'un des quatre angles compris dans les deux formules
■2.kTi±{p' — p),
k ou — A étant uu nombre entier. Donc, par suite, on aura
{21) COSn =COs(j3' — p) = 'f'-f-Hf-f',
ou, ce qui revient au même,
(22) cosn= v'-/> + 'f'-P'.
Telle est l'équation cpii sert à exprimer la valeur de cos n à l'aide des quantités géométriques \p, i^' et de leurs conjuguées i_p, i_pi.
Dans ce qui précède, nous nous sommes bornés à considérer des quantités géométriques dont les modules étaient réduits à l'unité. La considération de celles qui offrent des modules distincts de l'unité fournit aussi des démonstrations très-simples de diverses formides de trigonométrie rectiligue, comme nous allons le fiiire voir. ' ^
Soient d'abord r, r' deux rayons vecteurs mesurés à partir du pôle dans les directions que déterminent les angles polaires p, p' ; et nommons A, B les extrémités de ces rayons vecteurs. Si l'on multiplie le rayon vecteur r par le cosinus de la quantité positive H propre à représenter l'angle aigu ou obtus compris entre les deux rayons , le produit ainsi obtenu r cos n représentera la projection algébrique du rayon vectein- r sur le rayon vecteur r' . Pareillemenl , /' cos II représentera la projection algébrique du rayon vecteur r. Ola posé, le produit de l'un des rayons par la projection algé-
brique de I autre sera
rr' cos n.
< )r. en iiuiltipliaiil par rr' les deux membres de la formule (22). ou trouvera ( a 3 ) rr' cos O = —^ '-^ :
et les quatre quantités géométriques
seront évidemment les alfixes des deux points A, B et de ceux qui leur sont conjugés. En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante :
Théorème. Deux rayons vecteurs <''tant mesurés à partir tlii pôle dan^ deux directions données, le produit du premier rayon par la projection algébrique du second rayon sur le premier, et le produit du second rayon par la projection algébrique du |)remier sur le second, seront égaux à la demi-somme des i\*^u\ produits dont chacun a pour facteurs les affixes de l'extrémité de riin des rayons et du point conjugué à l'extrémité de I autre.
Corollaire. Souvent on désigne à l'aide de la notation (r, /') 1 angle aigu ou ol)tus comj^ris entre les deux rayons vecteurs /•, /' mesurés tians i\fux directions données. Si l'on adopte cette notation, la formule (aSj deviendra
■^4) /•/ ' cos (r, T'j = ^^''~^^'r''p\
et Ton en tirera
(25) /•;, r_p -h ip I :,,, — 2 rr' co^ (r, / ' ;.
Soit, maintenant, H^, la somme des deux quantités géométriques rp, r p,. D'après ce (pu a été dit à la page iGo, la f[uantité géométrique Ej, représentera, en grandeur et en direction, la diagonale (K". du parallélogramme qui aura pour côtés les rayons vecteurs OA, OI>, et pour sommets, d'une part ie point O, d'autre [)art, les trois points A, B, ('. dont les .iffjxes sont respectivement
!) ailleurs, si à ces trois derniers points 011 •ilu-iilu- ieiirs conjugués,
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c'est-à-dire les li-ois points dont les affixes sont
on obtiendra un second parallélogramme égal an premier, ces deux parallélogiaiinnes étant deux figiu'es symétriques par rapport à l'axe polaire. Donc R_j. sera encore la somme des deux quantités géométriques r_p, r'_p! ; et 1 équation '
entraînera la suivante, ;;, . i . , ,, , ,
Or, des formules (26) et (27), combinées entre elles par voie de multiplication, on tire, eu égard à l'équation (aS), la formule connue
(28) ,' 7?= = /* -^ r'='+ 2/r'cos (r,r'). -■ ■' ir''',
Soient, maintenant.
ij
des quantités géométriques en nombi-e quelconque, et
les points dont elles représentent les affixes. Poiu- obtenu- la somme Hj, de ces quantités géométriques, il suffira, d'après ce qui a été dit [page 160], de mener par l'extrémité A du rayon vecteur OA, une droite AB égale et parallèle au rayon vecteur OA', puis par le point B une droite BC égale et parallèle au rayon vecteur OA", etc.,..., puis enfin de joindre le pôle O a l'extrémité R de la dernière des droites successivement tracées, et de fermer ainsi le polygone OABC. ... HK par un dernier côté OR qui représentera, en grandeur eten direction, la somme cherchée. D'ailleiirs, si aux sommets A, B, C,..., H, Ron substitue les points conjugués à ces mêmes sommets, alors, a la place du polygone OABC . . . HR, on obtiendra celui auquel on peut le superposer en faisant subir au plan qui le renferme mie demi- révolution autour de l'axe polaire; et il est clair que, dans le nouveau polygone, le dernier côté, représenté en grandeur et en direction par R^p, sera la somme, non plus des quantités géométriques données
mais de leurs conjuguées Donc J "équation
entraînera la suivante
Or, des équations (29) et (3o), combinées entre elles par voie de nudtiplication, on déduira immédiatement, eu égard à l'équation (aS), la formule connue
f 3 1 ) /?^ = r" -t- /''^ H- r"^ -4- . . . + 2 rr' cos l' r, r' ] -+■ 2 /v " cos ( r, /■") + ...
-I- 2 ;■'/■" cos (r, r" 1 ~i- . . .
+ etc.
Parmi les formules auxquelles on parvient quand on considère des quantités géométriques dont le module diffère de l'unité, on doit remarquer encore l'équation qui fournit la somme des n premiers termes d'une progression géométrique. Si, pour plus de simplicité, on suppose le premier terme réduit à l'unité, et si l'on repivsente la raison par r^,, l'équation dont il s'agit sera
(lette érpiation subsistant, quelles que soient les valeurs du module /• el de l'argument p, on peut y remplacer p pai' — p. On trouvera ainsi
D'autre part, on a
f I — Vf,) (i — r_p) = I — 2 rcos /> -+- ^^
Par conséquent ou peut, dans les formules ( 3 :».) el (33), remplacer les rapports
t—rp
par les rapports
Cela posé, les formules (Sa) et (33) donneront
1 — 2 rcosp
I — 2 rcosp + r'
Chacune de ces dernières équations se partage en deux autres, lorstpi on égale entre elles, dans les deux membres, les parties purement algébriques et celles qui constituent les coefficients de i. A.lors, en ayant égard aux formules , .
on trouve
j /•;; = j„p r" =: r"{cos7ip + isinnp) ,
I rjp = i_„p r"= r" (cos ?ip — i sin 7ip), ••. ■-■'ï\ i ■:.
I + /• cos p + r^ cos 2 p + . . . + r "~ ' cos ( « — i ) />
(37) i I — rcosp — r" cos np -{-r"'^' cos[n — 1)/> *'•
I — Ircosp+r^ tili'O --'Ml 1 '1' '■ t'
et
!/• sin/j + /■- sin 2/; -+-... + /■""' sin [^n — i)p rsinp — r" sin /?/) -H r"-*-' sin ( « — i);; I — 2 /• cosp + r'
Lorsqu'on suppose ;, - ' '
le module /•" de r^ décroît pour des valeurs croissantes de n, et devient infiniment petit, tandis que le nombre n devient iufiniment grand. Donc, alors, en vertu de la formule (3»), la somme des ri premiers termes de la jirogression géométrique
(39) '^■v .-!- .witr ■\'V" '■?' 'f' .--,!^^' — '' ; '■ s'approche uidéfiniment, pour des valeurs croissantes de n, de la Hmite
C'est ce qu'on exprime en disant que la progression géométrique se réduit, pour r < r, à une série convergente qui a pour somme la limite s. Alors
( '^-^9 ) aussi, les torniules ^32,, (33) donnent
et les formules (37), ( 38) donnent
I — r cosp
43) I -+- /■ COS p -h /•'■' COS 2 p -\- . . . := —
(44) 'sni p -+- r'- sin 2 p
2 /■ COS p -^ r-
/■siii/>
I — 2 rcosp -+■ r-
Il est bon d'oliserver qu en vertu de l'équation (40' jointe a la première (les formules (36), i„p sera le coefficient de /■" dans le développement dn
rapport en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et
entieies du module 1 . Donc, par suite, i„pSera le coefficient de ^ dans le develoj)pement du rapport
et, eu adoptant les notations du calcul des l'ésidus, on tirera de la formule (4 1
(45) ^np=L\
OU, ce qui revient au même,
I — 2 rcosp -+- r-'j (r"'^']
Si, dans les deux membres de cette dernière formule, on égaie entre elles les
quantités purement algébriques et celles qui représentent les coefficients de 1 .
on trouvera
p I — rcosp
( 47) ^"^ "/^ = *^ (■-T>cosp + r-Kr-f
et
C rsiup
On pourrait d'ailleurs déduire immédiatement les formules -^4?) et (48) des
équations (43), (44)- Ajoutons que les équations (47) et (48) pourront encore être présentées sous les formes
(4q) cos ni) — ^- ( I -f — ! — ) _-i_ ,
^ •" ' ot \ I — 2 r cos /^ -H r' y [/•"+'!
( 5o) sin np =: sin p ^ -
2 rcosp -i- r- [/■"+') .,:'.' •'. i 1 ''.■■ .:;l \'i
Nous avons lappelé plus haut les deux équations qui se déduisent ininiédiatenient du théorème de Moivre, et qui transforment le cosinus et le sinus de l'arc np en fonctions entières du cosinus de l'arc p. Si, au théorème de Moivre, on substitue l'équation (46), ou, ce qui revient au même, les équations (49) *^^ (5o), on poiuTa en déduire immédiatement celles qui trans-
torment cos Aio et —. — - en fonctions entières de cos p. Effectivement,
' sin p '
comme on a
I _'" = ^{2rcospy- ■ ,
(5>) ^.i; ,-arcos;; + .'-„,^„(rT^r^' -,..■.... ■■.■n<U."^
on conclura des formules (49) et ( 5o) que le coefficient de cos'" p se réduit, dans le développement de cos np, à
sin n/y
et, dans le développement du rapport —. — » a
I •• , '.' l'iii
;, ■ /— , il'; vj
D'ailleurs l'expression (5i) se réduit, pour m = n, ou, ce qui revient au
même, pour une valeur nulle de ra — m, à 2"-' , pour une valeur impaire
de n — m à zéro, et pour une valeur paire, mais positive, de n — m, à
■.'.''.■^'/ 1(' fi . <
_ ™ , , n + m — 2 1:Zl!!.m{m + 1). . .
^ ^' ^ ' n — mm
Au contraire, l'expression (53) se réduit, pour n = m + i, ou, ce qui revient au même, pour une valeur nulle de « — m — i à 2""' , pour une valeur paire de « — m à zéro, et pour une valeur impaire de «— m plus
grande que l'unité, à
TO -(- I
Il /« — 1
Cela posé, les équations (49) et (5o) reproduiront iininédiatenient les forinides coiniues
cos np = u
n " II- - // Il — 3 .
57) Slll «p ^ 2"' ' SMl^
cos"-' p
cos"-' /^
Si. dans 1 équation 5G), on pose// = 3. on retrouvera la formule
(58) eos 3 p = 4 cos-'p — 3 fos p,
(pu fournit le moven de ramener la résolulion d une efpi.iti<iii du troisième degré, quand les trois racines sont réelles, au prf)hleine de la trisection d'iui angle donné ( vnirVy/nnhxc nlgéhrique].
Sur les fonctions entières cV un degré infini, et en particulier sur les exponentielles .
{ § I. — Considérations générales.
On sail que les puissances à exposants variables, autrement appelées exponentielles , peuvent être considérées comme des fonctions entières composées d'un nombre infini de termes. Ainsi, par exemple, pour définiil'exponentielle e^, c étant la base des logarithmes népériens, et z luie cpiantité algébrique variable, il suffii-ait de dire que e* est la somme de la série toujoius convergente
ou bien encore, la limite vers laquelle converge, poin- des valeurs croissantes du nombre entier m, la fonction entière
il \ a plus : lorsqu on adopte une telle définition, il est naturel de l'étendre au cas même où la variable i cesse d'être algébrique; et l'on se trouve ainsi conduit, par la considération des fonctions entières de degré infini, à la notion des exponentielles à exposants quelconques. Il convient de donner quelques développements à cette proposition, et de montrer comment elle se lie aux principes établis dans les articles précédents. C'est ce que je vais essayer de faire en peu de mots.
§ II. — Sur les fonctions entières il un clc<>ré infini.
Soit Z = rp une quantité géométrique variable dont r désigne le module et p l'argument. Une fonction entière de z ne sera autre chose [page 167] qu'une somme de termes proportionnels à des puissances entières et positives de z, le degré de la puissance la plus élevée étant ce qu on nomme
le degré de la fonction. Par suite, la forme générale d'une fonction de z, entière et du degré n , sera
a -h bz -\- cz' ~h . . . + gz"~' ■+- hz",
a, b, c,... , g, h désignant des coefficients constants dont chacun pourra être une quantité géométrique.
Concevons maintenant que les divers ternies dont se compose la fonction entière appartiennent à la série
(i) rto, n,r,, «„s-, .... rt„;", ...
indéfiniment prolongée. Si l'on désigne par s„ la somme des 7i premiers termes de cette série, on aura
et Sr.i s„+i seront deux fonctions entières de z, la première du degré n — \ . la seconde du degré n. Si, d'ailleurs, n vient à croître indéfiniment , la somme s„ pourra converger ou ne pas converger vers ime limite fi.\e. Dans le premier cas, la série sera dite convergente, et la somme de la série, c'est-à-dire la limite s de Sn, déterminée par la formule
(3) .y = (7o + (7, c. -t- rTj z'-^ + . . . ,
sera ce qu'on peut appeler \i\\& Jonction entière d'un degré injini. Dans le second cas, la série sera divergente , et n'aura pas de somme.
D'autre part, si l'on nomme a„ le module de «„, et a la limite ou la plus grande des limites vers lesquelles converge, pour des valeurs croissantes de n , l'expression
a sera le module de la série
dont le terme général est a,, ; ar sera le module de la série (i) dont le terme général estfl„z" [tome II, pages 388 et suivantes]; et la série (i) sera convergente ou divergente, suivant que le module ar sera inférieur ou supérieur à l'unité, ou, ce qui revient au même, suivant que le module r de z sera
inférieur ou supérieur à -• En conséquence, ia série 1 i) sera toujours di-
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vergente si l'expression (a„)", croissant indéfiniment avec n, a ponr limite l'infini, puisqu'alors - deviendra
co
c'est ce qui arrivera, par exemple, si a„ et, par suite, a„ se réduisent au
produit ■' :■■"*■■ ,'■.'.-:..'■■ ;.- ii-i: .., .-i ■.'■;!-)( (,. (
I.2.3...W, • ■ ■- ■ ' ■' "'i' ■ ■'■',■■ ■-"•iil^^ puisqu'alors on aura \voir la page 206]
et, par conséquent,
a = lim(a„)"
OO
c'est ce qui arrivera, par exemple, si a„ et, par suite, a„ se réduisent au rapport
-5,1' ■■ )' ■ > 1 rt:jî. >?,
puisqu'alors on aura
et, par suite, • - „ .,, , , 1 , ' ■
a = lim (a„)" = o.
Donc la série . .
lit a (v <.
?- îKoL
dont le terme général est
->ir
.■ 'il '.■,".' '' '.: ■ '■"! vil ■■ iiL'i:» .•-.'.'■■.
ne cesse jamais d'être convergente ; et à une valeur finie quelconque, algébrique ou géométrique, de la varialjle z correspond toujours une fonction entière s, d'un degré infini, propre à représenter la somme de cette série, et déterminée par la tormide
Si le module a de la série (4) offrait non plus une valeur nulle ou infinie, mais ime valeur finie différente de zéro, la somme s de la série (i), ou, ce qui revient au même, la fonction entière de z, représentée par le
second membre de léquation (3), subsisterait pour /• < -■> et disparaîtrait
pour r > — Ainsi, par exemple, en sonunant la progression géométrique
dont le terme général est z", on obtiendra la fonction entière (8) ,+z+z2_u...
qiu subsistera, et sera équivalente au rapport -■> tant que le modide /■
de z sera inférieur à 1 unité. îMais la fonction entière i -h z -\- z^ -h . . ■ cessera d'existei- si la progression (y) est divergente, ou, ce qui revient au même, si le module r de z est supérieur à l'unité.
§ III . — Sur la limite vers tarjucllc concurge, pour des valeurs croissantes de m ,
l'crprcssic'i
Soient z une quantité géométrique variable, et tn un nombre entier quelconque. On aura, en vertu de la formule de ]N'ewton ,
0 (i4-zy" = i + wzH ' ^s-+...H !^ '- z'"-^ + mz""-' -h Z'" .
et, par suite,
(a) (n-iy=, + z.+ (r--)^+(i--iUi_-)-^ + ... + il. ^ ' \ ml \ m I 1.2 \ "'/ \ "•',' I.2.0 »!"■
Dans le second membre de la foruude (a), le terme général, ou pi-opoi-tionnel à z", se réduit, pour n > m. à zéro, et pour o = ou < m, à
(3) (. _iw,_iy..(\_î^)_ii_,
^ ' \ "I J \ '" J ' m I i .2. . -ri
( 236 ) c'est-à-dire au produit de la quantité
par le terme général
de la série
D'ailleurs, en vertu de la formule (5) de la page 207, la quantité (4), toujours inférieure à l'unité, ne peut s'iibaisser, quand tn surpasse «, au-dessous de la différence - .
Donc, si l'on fait croître m indéfiniment, en laissant n invariable, l'expression (3), c'est-à-dire le terme général du développement de la puissance
convergera vers une limite équivalente au terme général de la série (5). Il est naturel d'en conclure que cette puissance elle-même sera équivalente à la somme de la série (5), et que, si , pour abréger, on désigne cette somme à l'aide de la notation [z], en posant
on aura, en feisant converger le nombre entier m vers la limite 00 ,
(8) lim(,+^)"'=[z].
Il importe d'ailleurs d'établir cette conclusion d'iuie manière rigoureuse. On y parvient aisément comme il suit : ,
Le coefficient numérique du rapport
dans le second membre de la formule (2), étant toujours compris entre les limites
( 237 ) pour n= ou <m, et toujours nul pour n > m, il est clair que, si l'on représente le coefficient dont il s'agit par i — a„ , a„ sera un nombre qui vérifiera, pour n= ou < w, la condition
(9) a„=ou<-i— J,
et, pour n > m, la condition
de laquelle on tirera, en supposant /« > i, et, par suite, n > 2.
Cela posé, la formule (2) deviendra
H — = I + S + !' I — aj ) h ( I — a, ) r- -(-...
ou , ce qui revient au même, eu égard à léquation ( 7 ),
la valeur de ù étant
(12) r} = rj ~ <- rj ______ S y
D'ailleurs le coefficient a„ ne pouvant, en vertu des formules (9) et (10),
surpasser le rapport — -, il est clair que, si l'on nomme r le module
fie z, le module du produit
sera, pour une valeur quelconque de n , toujours égal ou inférieur a la quantité
im 1.7... .n lin 1.2. ..(/z — 2)
Donc on tirera de la formule (12)
mod à < — [\ -\--^ h ...)»
( 238 ) ou, ce qui revient au même, (,3) ' ■ mod^<^[r].
Or, il suit évidemment de la formule (i3) que si, en attribuant à la variable z et par conséquent à son module r une valeur finie quelconque, on fait croître indéfiniment le nombre entier m , le module de è convergera
vers la limite zéro. Donc, dans la même hypothèse, la valeur de ( i + — j
déterminée par la formule (i i) convergera vers la limite [z], et l'on se trouvera ainsi ramené à l'équation (8).
Si à la variable z, supposée indépendante du nombre m, on substitue une variable
qui dépende de ce nombre, et qui, pour des valeurs croissantes de m, converge, avec son module p, vers la limite zéro, alors, à la place de la formule (il), on obtiendra la suivante
c étant une quantité géométrique dont le module vérifiera la' condition
(.5) mod£<£;[H. ' • • ■■■"'" ■■
D'ailleurs, tandis que p s'approchera indéfiniment de zéro, la quantité
toujours inférieure à . . .. . ,; , .
s'approchera indéfiniment de l'unité, -et le produit p^[p] de zéro. Donc, si Ç dépend de m, et si, en foisant croître indéfiniment le nombre m, on voit le module p de Ç converger vers la limite zéro, s et son module convergeront vers la même limite en vertu de la formule (i5); et, comme le module de
sera inférieur à [p], par conséquent à •—— , la limite de [Ç] sera l'unité.
( 239 ) Donc la formule (i4i donnera
(.6) i„„^, + iy"=,.
§ IV. — Sur les exponentielles.
Soient z, z' deux quantités géométriques distinctes, et m un tioinbre entier qui croisse indéfiniment. On trouvera
\ mj \ m j m m'
Par suite, en considérant — comme une quantité infiniment petite du premier ordre, et en négligeant, dans le second membre de la formule (i). Je terme infiniment petit du second ordre — ,, on ama sensiblement
IH- - I = I ni
On aura, au contraire, en toute rigueur
si l'on choisit Ç de manière à vérifier la condition
m- \ ni J m
OU, ce qui revieut au même, si l'on pose
Or, en vertu de la formule (3), Ç sera une quantité géométrique qui dépendra du nombre ?«, et qui convergera vers la limite zéro, quand ce nombre croîtra indéfiniment. Cela posé, on tirera évidemment de la formule (2) : 1° en élevant les deux membies a la m^""^ puissance.
2° en faisant croître indéfiniment le nombie m, et ayant égard aux for-
mules (8) et (i6) du § HI,
On peut donc énoncer la proposition suivante :
i^'' Théorème. Si l'on désigne par z, z' deux quantités géométriques distinctes, et par [z] la somme de la série toujours convergente
dont le terme général est — ^^ , on aura
Corollaire. En attribuant à z, s' des valeurs purement algébriques, et raisonnant comme dans un précédent article [pages 199 et 200], on tirera de la formule (5) l'équation
(7) [-] = [ir- ,,
D'ailleurs la quantité ici désignée par le symbole [i], c'est-à-dire la somme
est précisément le nombre qui sert de base aux logarithmes népériens, et que l'on représente ordinairement par la lettre e. Donc la formide (5) donnera
On peut donc énoncer encore la proposition suivante :
2® Théorème. Si l'on désigne par z une quantité purement algébrique, il suffira, pour obtenir la somme [z] de la série
d'élever le nombre ' ' " ' > '"> >
■'■ p = 2, 7182818..-. i''"'"'' '•■'Il i;7l)0't:; ^^■^■^,■
à la puissance dont le degré est marqué par l'exposant z; de sorte qu on aura 'j _' , , \ "('> j:;'^ , .\ ''■',, j ' " . , i
Corollaire. Si dans la formule (8) on remplace z par az, a étant une
quantité algébrique positive ou négative, ou trouvera (9^ [az] = ^-.
Si d'ailleurs f)n |)ose
(lO <'" = \ .
A sera une quantité positive, supérieure ou intérieure a luuité, suivant que l'exposant a sera positif ou négatif; et comme, en élevant à la puissance z les deux niemlires de l'équation '^lo), on trouvem
la formule (lo) entraînera la suivante.
(il [az] = \'.
Les puissances a exposants variables, renfermées dans les formules (8), (il), et représentées par les notations
sout ce qu on ap|)elle des e.rponentielles. L exposant z de chacune de ces puissances est ce cpi on nomme le logarithme de l'exponentielle e~ ou A" dans le sjstème dont la base est le nombre e ou A. Le logarithme qui correspond à une valeur donnée de l'exponentielle, dans un système de logarithmes domiés, dépend évidemment de cette ^aleur même et de la base du système. On sait cpie JNépei', inventeur des logarithmes, en publiant sa découverte dans l'ouvrage intitulé : Mirijici logarithmonim carionis Description adopta d abord le système corres])ondant à la base e. C est pour ce motif que Ton donne aux logarithmes calculés dans le système dont la base est e, le nom de logarithmes népériens, et a l'exponentielle e' le nom iï exponentielle népérienne.
Cela posé, il suit du deuxième théorème, joint à la formule (8) du § lli, que. dans le cas où z désigne une quantité algébrique, l'exponentielle népérienne e' coïncide non-seulement avec la somme de la série
mais'encore avec la limite vers laquelle converge, |)our des \aleurs croissantes du nombre entier m, l'expression
Kx. d'An ri de Phxs. math., T IV. 44"= livr ,
Donc, |)()iir des valeurs algébriques de z, l'exponentielle népérienne e* pourrait être définie à l'aide de l'une quelconque des deux formules
:i3) e^ = lim(
Il y a plus; rien n'emj)éche d'étendre ces deux (oriuules au cas même où l'exposant z est une quantité géométrique, et de considérer alors chacune d'elles comme propre à fournir une définition de l'exponentielle népérienne e~.
Quant à rex|)onentielle A', dont la base A est un nombre quelconque, il suffit, pour la définir généralement, quelle que soit la valeiu' algébrique ou géométrique de l'exposant z, d'étendre la formule (11), au cas même où cet exposant cesse d'être luie (piantité algébrique. Cette extension étant admise, la définition générale de l'exponentielle \' sera fournie par l'é'quation
ou , ce qui revient au même, par l'équation
a étant une quantité algébrique choisie de manière que l'on ait
En d'autres termes, a sera simplement le logarithme népérien du nombre A.
§ V. — Propriétés diverses des exponentielles.
L'exponentielle népérienne c~ n'étant autre chose que la somme [zj de la série convergente
il est clair que la fbrnnile
|z|[z'] = fz + z'].
établie dans le § IV, ])ourra s'écrire comme il suit :
On trouvera de même, en désignant par a une quantité algébrique positive
( 243 ) ou négative, et remplaçant z par az, z' par az' ,
puis en posant
on léduira ri'(]uation [%) ,\ la formule
Il résulte des loruiules i a) et '^3) cpie, pour opérer la multiplication de deux exponentielles relatives à la même base e ou A , il suffit d'ajouter les exposants. Lorsque "■, z' se réduisent à des quantités algébriques, e', c' ou A', V représentent des nombres dont z, z sont les logarithmes. Alors les formules fi) et (3) mettent en évidence la propriété fondamentale des loijaritLimes, savoir, que, pour obtenir le logarithme du produit de deux nombres, il suffit d'ajouter entre eux les logarithmes de ces nombres.
Siqiposoiis maintenant ipie z soit une (piantité géoniétiicpic, en sorte qu on ait
z ^ X -^- ri ■
X, 7 étant les coordonnées rectangulaires du point dont I affixe est z. i,a formule (i) donnera
(4) (rz=e'e>'.
D'ailleurs, en \ertu de la tormnle i^i3)dii ^ \ , on aura
(5) ..>-.^H,„(, ^^ly,
puis en posant . pour abn!'ger.
on tirera de i'écpiation (5
!n\ c" =: lim 6 =: iiniû . lim i
On satisfait à l'équation ((i), on. ce qui revient au même, aux deux suivantes
(8; I = p cosOT, — = (Ssin(Tr,
en prenant
(q) zs = arc tant< -• /s = — — :
et alors, pour des valeurs indéfiniment croissantes du nombre entier m, on voit l'argument rz converger vers la limite zéro, le module (S vers la limite i , et le produit
vs -- ' ' ' J
mrs = r
•^ tang CT
vers la limite j. Donc la formule (7) donnera généralement
(11) e^'=i^, ou, ce qui revient au même,
(12) e^' = cosj" + 1 sin^. ' '
L'équation (12), découverte par Euler, sert à exprimer en fonction des lignes trigonométriques, cos ^', sinj>^-, V exponentielle trigonométrique e". La formule (r i) est l'équation d'Euler, réduite à la forme la plus simple.
§ VI. — Sur les exponentielles trigonométriques .
Soient p un angle quelconque et m un nombre entier. Si l'on fait croître ce nombre indéfiniment, ou, ce qui revient au même, si on le fait converger vers la limite ao , on aura, en vertu de la formule (i3) du § IV,
(1) e^.= lim(,+ £,)'".
Si d'ailleurs on pose
(2) I + — i = p^ = p (cossT + i sin st),
on en conclura
(3) I = (5 cosro, — =psin5T;
et il est ciaii' que si l'on atti'ibue au nombre m une valeur tres-considérable, de manière à rendre très-petite la valeur numérique de — j on vérifiera les équations (3) en prenant
(4) p = (^, + £.J , t7=: arc tang £■
Enfin, comme on tirera des formules (ij et (2)
e^' = lim(p^)'" = lim(p'")„,^,
le module et l'argument de l'exponentielle e''^ seront évidemment les li-
mites vers lesquelles convergeront, pour des valeurs croissantes de w, les quantités
I + ^ 1 et inzs.
Mais, m venantà croître indéfunment, le rapport — s'approchera indéfiniment de zéro; par suite, la quantité
et sa racine carrée
s'approcheront indéfiniment de l'unité. Mors aussi, zs venant a s'approcher indéfiniment de zéro, on verra le rannori convertjei' \ers la
' 1 tang ra ^
limite I , et le produit
tHTS = P —
tang CI
vers la linute p. Donc, en résumé, l'exponentielle e'" a pour module
I unité, et pour argument l'angle p; et l'on a identiquement
(6) e'" r3: Cp = cos p -+- i sin/>.
II suit de cette dernière lormule que, dans l'exponentielle e'", la partie purement algébrique et le coefficient de i se confondent avec les deux lignes trigonométriques appelées le cosinus et le sinus de l'argument p. C'est pour ce motif que nous donnons à e^' le nom d'expo7ientie/le trigonoinétrique.
Nous avons remarqué, dans le § lY. que l'on a pour toute valeur finie de 2
Si donc, dans l'équation précédente, on pose z:= pi, et, par suite.
e^ = eP' = cos p + i sin p, on trouvera
(7) cosp + ; sin/; = I -I- ^1 ^ ^0'+ --i
et il suffira d'égaler entre elles, dans les deux membres de l'équation (7), d'ime part, les parties algébriques, d'autre part, les coefficients de 1, pour retrouver les formules connues
(8) CO'S,p—\—- h t-^r— ,— ..., SU10t=- i— 5 + ...,
qui servent à développer cos p et sui p suivant les puissances ascendantes de l'angle p. ; ; ;
Remarquons en finissant que, si l'on représente pai- ar, y, les coordonnées rectangulaires, et p;ii- z l'affixe d'un point situé dans un certain plan, en sorte qu on ait
z = j: + ji, .'*
l'équation (4) du § IV, savoir : //
donnera, eu égard à la formule (6),
(10) ^' = e^ ij..
Donc l'exponentielle
aura pour module le nombre e'^ et pour argument la quantité y. .Si la quantité géométrique z' était conjuguée à z, en sorte qu on eût
z' = x -Jl,
alors, à la place de l'équation (9), on obtiendrait la suivante : (il) e' = e-' e-^'
que l'on pourrait encore écrire comme il suit
en vertu des formules (9) et (11) jointes à l'équation (6), les exponentielles e^. c^ seraient, ainsi que z et r', deux quantités géométriques conjuguées.
Sur les cliver s logarithmes d'une quantité géométrique.
Soit z une quantité géométricjue. Les dners logarithmes de z, il.tn^ le système qui aura pour Art^f un nombre donné A, seront les diverses valeiu's d'une quantité géométrique A déterminée |)ar ré([uatioii
Si , en rédinsani le nombre A à la base
des logarithmes népériens, on désigne par ). l'un quelconque des logarithmes népériens de z, on aura simplement
Soient maintenant /• le module et p largument de -. en sorte (piOn ait
z = /p = i^, r =;; r cos/; -h 1 r siii p ; et posons
jc := r cosyj. ■}' = r sin p.
\ chaque \aleur de
z ^= x -h yi
correspondra un système unirpie de valeurs algébriques de x. y, propres k représenter les coordonnées rectangulaires du point dont z sera lafïixe. Au contraire, à chaque valeur de z correspondra une infinité de valeiu's de largument p; et, comme ces valeurs se réduiront aux divers termes dune progression arithmétique dont la raison sera la circonférence an, lune d'elles sera généralement comprise entre les limites — r. . -^n. Si on la représente par la lettre p , la valeur générale de /) sera
(3) ^ = P -H aA--,
k désignant une quantité entière quelconque, [)ositive, nulle ou négative.
Concevons a présent que 1 on pose
y.— a -^ Si, a, o étant des quantités algébriques. On en conclura
Donc la quantité géométrique e' aura pour module e", pour argument §, et, en vertu de ce qui a été dit précédemment [page 217]. l'équation (2), que l'on poiuTa écrire comme il suit
i.e=' = TpT,
donnera
e" = r, I. = ip=zi^..
Donc, SI l'on désigne, à l'aide de la lettre caractéristique i, et par la notation 1 (r ;, le logarithme algébrique et népérien du nombre r, on aura
a = \{r), ë — f ^ ak- ,
A désignant une quantité entière, et
En d autres termes, on aura
(5) y = l{r)-^pi.
la valeur de l'argument p étant l'une quelconque de celles que détermine la formule ( 3 ) .
Il est bon d'observer que 1 arc désigné, dans les formules précédentes,
par la lettre f, est. de tous ceux qui ont pour cosinus - et pour sinus
-, le plus petit, aljstraction faite du signe, et . par conséquent, celui
qui s'évanouit quand la quantité géométrique z se réduit au module /■. Par suite, si l'on pose p = f dans la formule (5), on obtiendra celui des logarithmes népériens de r, qui se réduit à l(r quand z se réduit à r, et qui, pour ce motif, sera généralement désigné par la notation 1 z . Cela posé, on aura
et la formule (4) donnera
(7) ■ , ,, ,:i .,,,.,, ), = Ifz) -!- 1 , -i ' , (■ I. < i
( 249) la valeur de I étant
(8) l=2kni.
Si l'on réduit la quantité géométrique z à l'unité, on aura
et les diverses valeuis de >. se réduiront aux diverses valeurs de 1 toiuiiies par l'équation (8). Ces diverses valeurs de I ne seront donc autre chose que les divers logarithmes népériens de l'imité, et il sutïira d'ajouter ceux-ci à 1 1 z) pour obtenir les divers logarithmes népériens de z.
Si la quantité géométrique z s'évanouit avec son module /', le logarithme népérien l(r) se réduira simplement à — oc , c'est-à-dire à l'infini négatif; et la formule 1 6) donnera
(9) Ho)= — « -1- pi,
l'angle p restant indéterminé, et pouvant être arbitrairement choisi entre les limites — ;:, +71. On peut remarquer que, dans la même hypothèse,
la dérivée de l(z), savoir, -, acquiert un module infini, l'argument restant indéterminé.
Enfin, si la quantité géométrique z se ré<luit à la quantité algébricpie et négative — r, on aiu'a
par conséquent
et pour satisfaire a cette dernière fornuile, sans attribuer a p une valeur' située hors des limites —n, + tt, il faudra supposer, ou p = -, ou f = — Tt. L'équation (6) donnera, dans la premicre supposition,
(10) Il — r) = 1(/-) -f- Tri, dans la secf)nde
(11) 1--/-) = l(r) - TTi;
et il est clair que l'on pourrait, dans la détermination du logarithme népérien désigné par 1(— r) , hésiter entre les formules (10) et (i i). Pour faire disparaître toute incertitude, j'ai proposé, dans le troisième volume [page 38o], d'adopter de préférence la formule (10). Mais on pourrait aussi,
Et. d'An, et de Phrs. malh., T. IV. ^44» livr.) -^^
( aSo )
sans inconvénient grave, admettre que la fonction l(z), dans laquelle le coefficient de i devient indéterminé, quand z s'évanouit, offre pour ce même coefficient deux valeurs distinctes, quant au signe, et données par les formules (lo) et (i i), ilans le cas où, z étant réduit à — r, l'argument p cesse d'être renfermé entre les limites — tt, -I- tt, et où cet argument peut être censé atteindre l'une ou l'autre limite au gré du calculateiu'. Il y a plus, on sera naturellement conduit à la formule (lo), si la quantité négative — /• entre dans le calcul comme limite d'une variable dans laquelle le coefficient de i se réduit à une quantité positive infiniment petite. On sera, au contraire, naturellement conduit à la formule (r i), si la quantité — r est la limite d'une variable dans laquelle le coefficient de i se réduit à une quantité négative mfiniment petite. Ainsi, en définitive, il paraît convenable de ne point s'arrêter à priori à l'une des formules (lo), (II) plutôt qu'à l'autre, et de laisser le calculateur libre de se déterminer dans le choix qu'il fera de l'une ou de l'autre, par des considérations pinsées dans la nature même de la question qu'il se proposera de résoudre.
L opinion que je viens d'exprimer se trouve corroborée par la remarque suivante :
Si, dans la formrde(6), on pose r= i, et, par suite. -= i^, on tJ-ouvera
Cela posé, l'équation (6) donnera
D'ailleui-s il est naturel d'étendre les formules (12) et (i3) au cas même ou l'on a 1,,= — I, et, par suite, p = ± n. En admettant cette extension, on tirera de la formule (i3)
et de la formule (12
'.'5) |(_i)^+jjj_
Or de l'équation (14) jointe à l'équation (i5) on déduira immédiatement ou la formule (10) ou la formule (1 1), suivant que l'on réduira le double signe renfermé dans l'équation (i5) au signe + ou au signe — . En d'autres termes, si l'on pose s = — /■, l'équation (fi) sera remj)lacée par celle-ci
Remarquons encore que clans l'équation (i5) ou (i6) le double signe répond aux deux limites vers lesquelles converge l'argument p. tandis que dans l'expression
ou pose X = — \ . ou jc = — /', en faisant converger la quantité positive ou négative j vers la limite zéro, tout comme dans l'équation
^voir l'analyse algébrique, page 45]. le double signe répond aux deux limites -i- oc , — ac vers lesquelles converge 1 expression
tandis que la quantité positive ou négative x s approche iiidéfinmieiit de zéro.
Remarquons enfin que. si l'on désigne par z la quantité geoinétiiqiie conjuguée à z, en sorte qu'on ait non-seulement
z—x^j\ = rp, mais encore
z =x -ji = r_^.
les deux fonctions de z désignées par les notations
dont la première est définie par la formule (6) de la page 24^- seiont i\k-u\ quantités géométriques conjuguées. Ainsi, en vertu des conventions ado[)tées, l(z') sera conjuguée à l(z . tout comme p' a p'. Ajoutons que. si l'on fait converger les quantités conjuguées
z = r-p et z' = r_,,
vers la limite commune — r. en faisant converger p ^ers la limite ;:,
convergeront vers les limites
1 (/•) ■+- 7T1. \\r) — ni,
qui sont précisément les deux quantités conjuguées dont cli.icune peut elie considérée comme une valeur de 1 — r).
Revenons maintenant au cas où A est un nombre quelconque, et nommons a le logarithme algébrique et népérien de A, en sorte qu'on ait
fl = l(A), et , par suite ,
On aiua encore
Donc l'équation (i) donnera
En divisant par e ^'^ le premier et le dernier membre de la formule (18), on trouvera
/ \ a A — If z)
Donc, la différence a A — l(z) sera l'un des logarithmes de l'unité, c'est-àdire l'une des valeurs de I, et la valeur générale de A sera déterminée par l'équation
de laquelle on tirera
OU , ce qui revient au même, eu égard à la formule (■y),
On se trouve ainsi ramené au théorème connu dont voici l'énoncé :
Pour obtenir les dh'ers logarithmes de z dans le système dont la base
est le nombre A, il suffit de diviser les divers logarithmes népériens de z
par le logarithme réel et népérien du nombre A.
Si l'on désigne à l'aide de la lettre caractéristique L, et par la notation
1j(r), le logarithme du nombre r dans le système dont la base est le
nombre A, alors, en posant comme ci-dessus a =: L''A), on aura
il suffit d'étendre cette dernière fornude au cas ou le nombre /■ se trouve
( a53 ) remplace par une quantité géométrique z, poiu- obtenir l'équation
qui sert ;i détiinr généralement la fonction L(z).
Les définitions que j'ai ici données de l(c) et de L(z) diffèi-enl de celles (]ui ont été adoptées par M. Bjôrling, dans le cas seulement on l'argument représenté par la lettre ^ se trouve renfermé entre les limites — ;:.
— '-. Suivant cet auteur, dont les intéressantes recherches ont été déjà
mentionnées dans le tome III [page 387], on devrait prendre poin- valeur de f dans la formule (6) un angle qui, toujours inférieur à la limite
- -i- 7T, ne s'abaissât jamais au-dessous de la limite - — ;r. Ajoutons tjue
M. Bjôrling a donné à la fonction l(z) ou L(z) le nom de logari/kme principal. Nous conserverons ce nom; mais nous substituerons aux définitions données par M. Bjôrling celles que fournissent les formules (6) et (10), quand on attribue à l'argument f une valeur numérique inférieiue ou tout au plus égale à n. Il en résultera que les logarithmes principaux de deux quantités géométriques conjuguées seront encore deux quantités géométriques conjuguées.
Les deux fonctions de z, représentées par 1 (r) et L(z), jouissent, quand z se réduit à un nombre, de propriétés connues. Ces propriétés ne subsistent plus que sous certaines conditions, quand z est ou une quantité négative ou une quantité géométrique.
Ainsi, par exemple, si dans les équations
(25) L[tr)=L{r) -h \. {>■'),
qui se vérifient généralement quand r, /' sont deux nombres quelcoixpies. on remplace ces nombres par deux quantités géométriques z, z', on obtiendra les deux formules
(26) 1(22') = Il Z! -+- I(Z'),
(27) L(zz') =L(z) +L(z'),
qui ne seront pas toujours exactes. Si, pour fixer les idées, on suppose
chacun des arguments p, p' étant compris entre les limites — n , + ?:; les formules (a6), (27), dont la première jointe à l'équation (aS) enti'aîne la seconde, subsisteront quand la somme p -^ p' sera comprise elle-même entre les limites — n, -+- n. Mais comme, pour réduire la somme p -\- p' k une quantité dont la valeur numérique ne surpasse pas le nombre n, on se vez'ra obligé de faire croître ou décroître cette somme du [nombre 271, si elle est inférieure à — 7: , ou supérieure à 7: , on devra , eu égard à l'équation (6), remplacer l'équation (26) par la formule
(28j l(zz') = l(z) + l(z') -+- 2 7:v
si la somme p + p' est comprise entre les limites — tt. — arr, et par la formule
(s»9) l(zz.') = 1(2) + !{:;')- 27ri,
si la somme /> + />' est comprise entre les limites n , in.
Dans le cas particulier ou z' se réduit à — 1 , on a simplement
\lors aussi, à la place de la formule (28) ou (29), on obtiendra l'équation
si l'argument p de z est compris entre les limites o , ;r , et l'équation
(3i) l(-z) = l(z) + 7ri.
SI /; est compris entre les limites o, — n.
Si z, z' sont deux quantités géométriques conjuguées, les arguments p, p', réduits à des arcs renfermés entre les limites — n, + n , seront nécessairement égaux au signe près, mais affectés de signes contraires. On aura donc alors
et . comme ou aiua aussi
r' = r, zz' = rp r_p = r\
l'équation (26) donnera
(32) l(z)-hl(z.') = l(/-=) = 2l(r).
Su/' les pui.ssdiiccs ou expotientielles dont les exposants et les bases sont des (piantités géométriques .
Soieiil r et u deux quantités constantes ou variables. Si ces i[uaiUités sont a]gébric|ues et positives, ou, en d'autres termes, si elles se réduisent a des nombres, on aura identiquement
il) z. = e'-';
et, en élevant les deux membres de l'équation (i) à la puissance du degic u. on trouvera
D'ailleurs, pour que l'équation (2) s'étende au cas où z et m sont des quantités géométriques, il suffit d'admettre que, dans ce dernier cas, on se sert de cette équation même pour définir généralement la puissance ou exponentielle z" dont la base es\ z, et l'exposant u. C est ce <)ue nous Ferons désormais. Nous obtiendrons ainsi une définition de z" qui comprendra évidemment comme cas particulier, non-seulement la définition précédemment donnée [page 242] d'une exponentielle dont la base \ est un nombre quelconque, mais aussi la définition donnée [page i63J dune puissance entière d'une quantité géométrique. Effectivement , si la cjuantitc géométrique u se réduit à un nombre entier ?i , et si d'.iilleiirs ou pose
p étant compris entre les limites — n , -h n , l'équation 21 réduite a la suivante
et combinée avec la Formule
I (z) = l(r) +/JI, donnera
( 256 ) D'ailleurs, eu égard à la formule (i) de la page 24^ » on aura
Donc l'équation (3) donnera simplement
ou, ce qui revient au même.
Or cette dernière formule coïncide avec l'équation (7: de la page i43, c'est-à-dire avec la formule à laquelle on est conduit lorsqu'on étend la définition généralement admise de la n'""^ puissance d'une quantité au cas même oii cette quantité cesse d'être algébrique, en considérant une telle puissance comme le produit de n facteurs égaux entre eux.
Si , dans 1 équation ^2), la quantité géométrique z s'évanouit avec son module /', alors, la partie algébrique l(r) de l(z) étant réduite à — oc , la valeur de z" sera indle si la partie algébrique de u est positive, et uifinie si la partie algébrique de u est négative.
Si la quantité géométriqu-e z se réduit à la quantité algébrique et négative — r, alors, connue il a été dit à la page 25o, on pourra prendre pour valeur de z l'une ou l'autre des deux expressions
et l'équation (2) fournira pour valeur correspondante de
(- rf
I un ou l'autre des produits
II y a plus; on sera naturellement conduit a la formule
si la quantité — r entre dans le calcul comme limite d'une variable dans laquelle le coefficient de i se réduit à une quantité positive infiniment petite. On sera , au contraire , naturellement conduit à la formule
si la quantité — r est la lunite d'une variable dans laquelle le coefficient de i se réduit à luie quantité négafive infiniment petite. Ainsi, en défini-
tive, il paraît convenable de ne point s'arrêter à priori à lune des formules (5), (6) plutôt qu'à l'autre, et de laisser le calculateur libre de se déterminer dans le choix cpi'il fera de lune ou de l'autre par des considérations puisées dans la naliu'e même de la ([uestion (]u'il s'agira de résoudre.
lin réunissant dans une seide formule les équations (5)el [6], on aura
Si l'on pose en particuliei / =: i , la fornude [j] donnera
Pai' suite, la formule i - ) entraînera la suivante .
qui peiU être substituée a chacune des équations ( 5 ) et (6;.
Si l'on pose
la tormule (8' donnera
l-o) (-lf=±I.
\insi, eu égard aux conventions admises, la notation ( — i) ou y— i ne «loit pas être uniquement employée pour représenter la quantité géométrique
On peut aussi se servir de cette notation pour représenter la liiiiile — i vers laquelle converge I expression
•> (-i-îi)-.
quand î, étant positif, s approche iiidéfiiiimeni de 2.éro. Observons maintenant (|ue, si lOii j)Ose comme ci-dessus
1 argument p étant compris entre les limites — - , -h - . on tuera généralement de léquation (2}, combinée avec la formule
Ez. ,iA„. ,'t H- Ph. math.. T IV. ^4= livr.) 33
( ^58) et avec l'équation (i) de la page a4a,
par conséquent '
(II) z" — r" e"PK . . .-.
La formule (ii) pourrait servir aussi bien que la formule (2) à définir la fonction de z et u, représentée par la notation z".
La fonction de z et de u, représentée par z", jouit, quand z ou u se réduit à un nombre, de propriétés connues. Parmi ces propriétés, quelques-unes continuent de subsister généralement, d'autres ne subsistent plus que sous certaines conditions, quand z et u sont deux quantités géométriques.
\uisi , par exemple, eu égard à l'équation (2), la formule
subsistera généralement pour des valeurs quelconcjues des quantités géométriques u, u', non-seulement quand z sera un nomlîre, mais encore quand z sera une quantité géométrique quelconque. Au contraire , si dans l'équation
(r3) [rr')" = r" r'",
(j ni se vérifie généralement quand r, ;' sont deux nombres quelconques , on remplace ces nombres par des quantités géométriques z, z\ on obtiendra la formule
((4) (zs')" = z"z"'
qui ne sera pas toujoiu's exacte. Effectivement, on aiu'a, en vertu de l'équation (2),
Par suite l'équation (i3) subsistera sous la même condition que la formule ( 26 ) de l'article précédent , c'est-à-dire dans le cas où les arguments p, p' de z et de z', supposés tous deux compris entre les limites — t:, -\- n. fourniront une somme p -h p' comprise entre les mêmes limites. Lorsque cette condition ne sera pas remplie, alors, en vertu de la formule (28) ou (29) de l'article précédent, jointe à l'équation
( 259 ) on aiiiM
' i5) [z:')" = i,*„ z"zr'\
si la soinine p -h p' est cx)nij)rise filtre les liiiiiies — -. — a-, et
lO) (.^ 1 I— 1..7T1/ - - •
si la somme p -,- p' est comprise entre les limites -, j.-.
Si Ton désigne par :;' la quantité géométri([ue conjuguée ,i z, el pai n' la (]iiantité géométrique conjuguée à u, alors, en vertu des notations admises, iiix trois f|iiantités géométriques
\[zA, u\[z). ('"' ^' = s" corresjiondront les ([uanlités .^géométriques coiijuiiuees
I (z'), «'1;^'). c"'' ' = z"' . Donc
^U „ t II
seront deux quantités géométriques conjuguées.
L équation (a est précisément celle à l'aitle de laquelle M. lijitrling a défini la fonction z". ^Slais. en vertu des conventions ado|)tées par (et auteur, p serait, dans l'équation v'',\ l'H angle ([ui, toujours inférieur a
la limite --f- -, ne s'abaisserait jamais au-dessous de la limite - ~ -:.
1) ailleurs, ÎM. Bjorliug a donné à l'expression z" le nom de puissance principale an ilegré u. ?s'()us conserverons ce nom, mais nous attribuerons à l'argument p de z, mis en évidence dans l'équaîion (i i), une \aleur nujnérique inférieure ou tout au plus égale à n. Il en résultera qu'en élevant deux quantités géométriques conjuguées à des puissances indiciuées par des exposants conjugués, on obtiendra encore, pour puissances principales, lies (jiiantités géométriques conjuguées. ^
S!/r les arguments de deux (juantités géométriques dont ta somme ou le produit est une quantité algébrique positive.
§ \" . — Sur les aigumtiits de deux quantités géométriques dnnt la somme est algébrique
et positive.
Considérons deux t[uantités géométriques dont la somme soit ;(lgébriqne et j)ositive. Soient d'ailleurs c la demi-somme, et
la demi-différence de ces deux quantités géométriques. Elles seront repiésentées par les binômes
et si l'on nomme p, p' leurs modules, zs, zs' leurs arguments, que nous supposerons tous deux compris entre les limites — tt, 7i, on aura
Po = c + Z= c -h /
par conséquent
, ,' [ p cos CT == c + /■ cos p, p sin ts ^ r sin/j, . .,
{ p' cosTz' ^ c — r cos, p ., p' s.\u zs' = r sin p . m ,
On aura donc, d'une part,
(3) .p cosro = c -h rcoap, p' cossr' = c — /• cos/'; et, d'autre part,
(4) |Ssinj7= — p' aiuTs' ^ r sinp.
Observons maintenant qu'en vertu des formules (3) coszs, cossr' seront positifs, si le module /• de z est uilerieur à la constante positive c. Donc
alors, chacun des arguments v;, zs' étant compris entre les limites
( a6i ) chacuiip des quantités
- offrira une valeur munérique inférieure à ;:. J'ajoute que cette coriciusiou subsistera encore si le module / de z devient égal ou supérieur à l'imité. C'est en effet ce cjue Ion prouve aisément comme il suit.
D'abord il résulte de réc[uation i;^4 ^Y^^ sui sr , sin jy sont des (piantités affectées de signes contraires. Par suite, il en sera de même des arguments sr, zs' , dont le plus grand oifrira une valeur numérique égale à celle delà somme zr + zô' . Donc cette somme sera, connue chacun d'eux, renfermée entre les limites — -. -+- -.
De plus, si le module /. supposé d'abord inférieur à l'unité, Mi-nt a croître indéfiniment, mais par degrés insensibles, les angles zô. ït, , dont les valeurs sont attectées de signes contraires, et la dittérence
étpiivalente, au signe près, a la somme des valeurs uiuneriques tle w et sr'. vai'ieront évidemment |)ar degrés insensibles, jusqu au niomeul ou Ion aura, s'il est possible.
V} — Zîî ^^^ m 7T, par conséf[uent
.Mais, dans ce dernier cas, on ti'ouver.iit
sin sT ' = — sin tô , cos ?« = — cos zn ;
et la iorinule . j : donnerait
Par suite, on tirer.nt des formuli's i3)
5 cos 5r — / cos p := C := — C.
Celte dernière équation ne pouvant se \érifier fpie dans le cas on < serait uni, nous devons conclure que, tlaus le cas on c est positif, les .u'gumeuls 57, zs' et leur différence zô — zô' varieront pour des \aleurs croissantes de /■. par degrés insensibles, sans que jamais la valeiu" numérique de ^ — ^ puisse atteindre la limite ~, qui surpasse cette valeiu- numérique (piand on a /• < c. On peut donc énoncer la proposition suivante : i*""^ Théorème. Etant données deux quantités géométriques
dont la sonuue est une quantité algébrique et positive ic, concevons que l'on réduise les arguments w, zs' de ces deux quantités géométriques à des angles renfermés entre les limites — tt, + ti. Les angles
7Z + ZS' , ZS — ZS'
seiont eux-mêmes renfermés entre les limites — tt , + tt.
Il est bon d'obseiver qu'on peut encore arriver très-simplement au théorème premier à l'aide de considérations géométriques. En effet , construisons les trois points
dont les affixes sont lespectivement
Le pouit C sera situé sur l'axe polaire, et le pôle O sera le milieu de la droite AR. D'ailleui's, on pourra supjjoser que des deux quantités géométriques
la première est celle dans laquelle le coefficient de i est positif. Cette hypothèse étant admise, les arguments zô , — iz' seront positifs et représenteront les angles formés par les droites BC , AC avec l'axe polaire OC , c'està-dire, en d'autres termes, les angles BCO, ACO. Donc la somme ts — zs' des deux arguments rz, — zs' représentera l'angle BCA du triangle qui a pour sommets les trois points A, B, C. Donc cette somme sera lui angle positif inférieur à tt, et 1 on pourra en dire autant , à fortiori , de la valeur numérique de l'angle zs + zô' , équivalent . au signe près, à la différence des arguments sr, — zs' .
Du théorème premier, joint aux principes établis dans les deux articles précédents, ou déduit encore les propositions suivantes :
1^ Théorème. Étant données deux quantités géométriques
dont la somme est une quantité algébrique et positive 2 c, l'addition ou la soustraction de leurs logarithmes principaux, pris dans un système quelconque, donnera pour résultat le logarithme principal du produit ou du quotient de ces deux quantités géométriques.
3* Théorème. Etant données deux quantités géométriques
dont la somme est une quanrité algébrique et positive 2 c , la m ultipli cation ou la division de leurs puissances principales d'un degré quelconque u donnera pour résultat les puissances principales et semblables du |)roduii <m du quotient de ces deux quantités géométriques.
En vertu du théorème 2, et en désignant a Faide de la lettre caraclenstique i un logarithme népérien, on aura non-seulement
mais encore
On trouvera, par exemple, en posant c = i,
(7) i(r 4- r.) + l(r - z)=\{x - z'], et
(8) 1 (H-z)-l(i _2l = li^^
En vertu du diéorème 2, et en désignant par u une quantité géométrique quelconque, on aura non-seulement
(9) {c+ zY{c - z)"^{c^ -z')".
mais encore
(10) . (c + 3/- ,i:tlV.
On trouvera, par exemple, en posante = i,
(il; (i -t- z)"(i — z)" = ' [ - z-1"
et
Il — z" \ I — ; '
Si l'on pose, en particulier, 11= \ les formules 9) et (10) donneroni ('3) {(• -^ z-Y [c - z)' = x^ -
§ II. -Sur les arguments de deux quantités géométriques dont h produit est
algébrique et positif .
Considérons deux quantités géométriques
z = 'Vî 2' = /■',/ • loiit le produit se réduise à une constante algébrique et positive c. On aur?
ir' — ip+p'rr' ;
et, par suite, l'équation
rr' — c
Si d'ailleurs, comme on peut généralement le supposer, chacun des arguments p, p- est renfermé entre les limites -t., + t., la somme p + p' offrira une valeur numérique inférieure ou tout au plus égale k an; et même cette valeur numérique ne pourra s'élever jusqu'à la limite 2 n que dans le cas où, z, z' étant réduits à des quantités négatives - n - r'. on aurait
et, par suite,
Ce cas excepté, l'équation (-2) entraînera généralement la suivante :
(3) p ->r- p' = O ou p' = — P, . ,
de sorte que p, p seront des angles égaux, au signe près. Si l'une des quantités géométriques
off^-e pour partie algébrique une quantité positive, alors des arguments,;, ^■, l'un sera compris entre les limites - ;. ^' et l'autre, en vertu de l'équation (3;, devra jomr encore de h même propriété. Donc alors la différence
P-P' sera comprise entre les limites - ::, + ;:. De cette remarque, jointe aux principes établis dans les deux articles précédents, on déduit immédiatement les propositions suivantes :
i*' Théorème. Soient z, z deux quantités f>éoiiiétnqiies dont le produit se réduise à une (juantité algél)riqne el positive c. Si l'une des quantités z, z' offre une partie algébrique positive, la différence de leurs logarithmes principaux, pris dans un svstèuie <[uelconque, sera le logarithme |)iincipal du rappoi'l de 1 une a laiitre. en sorte (pi on aura
(4) ■ l(^)-Kz') = l(^i).
?/ TJiêoicme. Soient z. z' ds^ux fpiantiîés géouiélri([ues doiU le pioduit se réduise à une cpiantité algébrique et positive c. Si l'une des quantités z. z' ofli'e une partie ulgéjjriqne positi\e, le rapport de ieuis puissances priucij)ales d'un degré c[uelconv(ue /i sera la puissance principale et semblable fin rapport de ces {\(ni\ ([nantîtes géoméiriipies. en soi'te qu on aiu'a
[:x.dÀi! ■■id.- l'h}:.i„.iih., T. IV . ;'4:;« livr i '-'t
,S>// i' ai'i^ninent principal d'une quantité géométrique. Formules diverses servant à exprimer l'argument principal d'une quantité géo?nétrique en Jonction de la partie algébrique et du coefficient de i.
Soit
une quantité géométrique, qui ait pour module le nombre r, et pour argument l'angle p. Si cet angle est, comme on peut toujours le supjioseï". renfermé entre les limites — ;:, 7r, il deviendra ce que nous appellerons Y argument principal de la quantité géométrique z. Si z se réduisait à une quantité algébrique négative, en sorte qu'on eût
l'argument principal p pourrait être censé atteindre ou la limite intérieure — n, ou la limite supérieure tt, suivant que l'on considérerait — r comme la limite vers laquelle convergerait, pour des valeiu's infiniment petites du nombre s , ou la première ou la seconde des deux quantités géométriques
Concevons maintenant que, dans la quantité géométrique z, on désigne \a partie algébrique par x et le coetlicient de i par j. On aura
et, en égalant l'une à l'autre les valeurs de z données par les formules (i), (a), on trouvera
a- + /i = rp= •/.'' = r[cos, p + isin p), par conséquent , (3) j?=:rcos/), j^=^rs\np.
Des équations (3) jointes aux formules
cos°/y + sin^/3 = i.
sin p tane p = 1
" ' COS p
on tire, en premier lieu,
et, par
suite.
= {sc^+rh
en second lieu
co%p
=-^ siup =
la valeur de /-
étant
année
par
l'équation (4).
, et
t''"gP=i:-
Fnfui.
connue
on a
r tangp
iéc » ;
— , cnsec n =
on trouvera encore
(8) séc p ^ -i coséc p = -•
Les équations (5), (6), (7), (8) subsistent pour toutes les valeurs quti peut actpiérir l'argument p de la quantité géométrique
On peut d'ailleurs de ces mêmes écpiations déduire des tornades diverse^ dont chacune détermine non plus l'une c[uelconque de ces valeurs de p. mais l'arginnent principal de r., en fonction des deux quantités algébriques X, j.
En effet, conservons les notations adoptées dans mon Analyse al^chriqiie, et admettons, en conséquence, que, x étant une quantité algébrique. Ton désigne par la notation
arc sin x, ou arc ccjséc jr, ou arc tang ,r. on arc cot .r,
( 268 ) I :iic qui, ayant x poiii' sinus, on pour cosécanle, ou pour lauf^enle, ou ]Kniv cotaneente, est l'enfermé entre les limites — -^ -? la valeiu' luinié-
lique (le x étant supposée inféi'ieure à l'imité dans arc sin x, et supérieiu'é à l'unité dans arc coséc x. Admettons, au contraire, que l'on désigne par la notalion
arc cos x ou arc séc x
I arc qui, ayant x poui' cosinus ou pour sécante, est renfermé entre les limites o, n. Puisque cos/j et séc /j sont des fonctions paires de p, qu'on n'allère point en cUangean!^ !e sig:!e de p, i! est clair que, si p représente l'arpument pfincipal de z compris entre les limites — ;;, 71, on tirera de la première des formules (5),
p =^ ±1 arc cos -;
(I (h' la preinièi-e des formules (8),
p ^= ± arc sec
A|c)utons tpi en vertu de la seconde des tormules i^5), j' sera positil on négatif avec sin p, suivant que p sera compris entre les limites o, 71 ou o. — n, cest-à-dire, en d'autres termes, suivant que l'argument principal p sera positif ou négatif. Donc, dans les deux équations que nous venons d'obtenir, le doidjle signe devra être réduit au signe de la quantité algél)ri(|ue 7-; et l'argument principal p de la quantité géométrique
z = x +fl
poiiria elle déterminé, dans tous les cas, pai" l'une quelconque des deux formules
(9) /' = 4=;;»"i^t-osi,
(10) /; = -~ arc séc ->
la valeur de /■ étant donnée en fonction de x et de y par l'équation (4)- Il est bon d'observer qu'en veilu de la formule (9) ou (10), l'argument
principal /) offrira une valein- niunérique inférieure ou supérieure à '-•, suivant (pie la valeur de x sera ))ositive ou négative. Par suite, on tirera de la
foniuile ,6 , si a est poâtif, (11 /;= arctaiig^^
el. si .r est négatil, 1 a p =^ arc tang- zti -,
le sigiu' r± devant être réduit au signe -i- on au signe — . suivant i\ui- ^ st'ra j)()sitif ou négatif. Ajoutons quini nombre qui se réduit à zéro povir a: > o, à l'unité pour x < o. peut être représenté par l'expression al£;éhri(|Uf
ri ipi en conséquence les équations (i 1). (lu i se trouxeut toutes deux comprises dans la formule générale
( 1 3 : jy = arc tang- + - -;=- j i =
Ijiîin. connut' les arcs
arc tan» -7 arccot-- arcsiu-- .ut coséc -■.
seront égaux, aux signes près, les signes des deux premiers étant seml)lables ou contraires aux signes des deux derniers, suivant que la valeuid<> .r sera positive ou négative, on aiu'a identicpiement
arc tan" - = arc col - = — = arc sm - = -^= ai'c cosec - ;
el, par suite, on pourra substituera I (»qualion (i3 l'une (piek()ri(|ue des fornudes
(.4) f'- '''''''' i-ljy'{;-^'
,D) /j=-^arcsin- 4- „-= I - —
.1- . r ~ .y I -^ \ p = — = arc cosec - -! = 1 = •
/ élant toujours déterminé, en fonction de x- el de j'. ])ai' 1 étpiatiou ^ l\).
Les formules (i3), f^i4) et celles qu'on obtient en substituant, dans les l'ornndes (9), (10), (i5) et (16), la valeur de ;• doiniée par l'équation 4)ne sont pas les seules cpii servent à exprimer l'argument principal /; de la quantité géométrique z = a: -+-J1, en l'onction des quantités algébriques j:\j.
V)n peut encore, aj)res avoir réduit l'équation (,7) x+ji= i^r=re'"
à la forme (18)
oPi-îjtZi
en déduire immédiatement la valeur cherchée de/7, eu prenant les logarithmes principaux des deux membres. On trouve ainsi , en nommant p l'argument principal de z,
et , par suite ,
ou , ce cpii revient au même ,
la valeur de /• étant donnée, en fonction de x et j, par l'équation (Zj)- D'ailleurs, si à la quantité géométrique x-h^i on substitue la quantité conjuguée x — j'i, l'argument p changera de signe, et, à la place des équations (17), (j8), (19), (20), on obtiendra les suivantes :
(21) X — ji = i_pr = re'
(22) e-pi = l=2:',
I , X — ri
. . l(.r — ri)— 1(>I (24) p = -.
Enfin, des formules (20), (24), combinées entre elles par voie d'addition , l'on tirera
\{j:-hri) — H-^ — xi)
et, par conséquent,
l(x+.ri)— 1(J — ri^
Si Ion égale entre elles les deux valeurs de l'argument principal p four-
mes par les t''(|iiati()iis fi3) et (aS), on trouvera 2D I aiT taiig - = — — - — -. — i ^^—^ ^
Si, dans cette dernière équation, l'on remplace jc par i et j par x. ou
ol)tien«li'a la formule
1(1 + xi) — l|i — j-i) 1 27 i arc tane .r = ^ 1
(Tue l'on poiura encore écrire comme il suif :
( 28 1 arc taim x := -r 1 —
Heuiari|uons en outre que, si, dans l'équitidii
on substitue les valeurs de z, ;et p données par les loi nulles i^i), (4) et (9), on trouvera
(30) 1 (X + j .) = i 1 (x' + j=) + . j=^ arc cos --^.
( ■i'JI ■)
Sf/r les valeurs générales des expressions
%mz, cosi, secz, coséc z tangi, rot z.
D'après ce qui a été dit à la page 245, si l'on désigne par z une quantité algébrique positive ou négative, on aura
(il e*' ^= cos :; -f- isin z.
Si, dans la formule (i) on remplace z par — z, on trouvera
(•2) e~"'=:cosz — isinz;
et l'on tirera immédiatement des formules (1) Pt (2)
-ov e = '-)-e--' e'' — <?-■'
(5) cos z = 1 sni z = -.
On aura d'ailleurs
f A") séc z =^ -^— -, coséc z =
et
— 1 cosec z = -^ — >
cos z sin z
(5) tang z = cot z =
V ' " roi r;
cosz
Les formules (3), (4) ^t (5) fournisseiU nu moven tres-sunple de fixei- le sens qu'on doit attacher aux expressions
sin z, cos z, séc z. coséc z, tang z, cot z,
dans le cas ou z cesse d'être une quantité algébrique. En effet , les valeurs de ces expressions j^ourront toiijoijrs être facilement obtenues, si l'on convient d'étendre les formules dont il s'agit au cas où z se ti-ansforme en une quantité géométrique quelconque. Cette convention, que nous adopteions désormais, permettra d'exprinie!' les valeurs cherchées en exponentielles népériennes que l'on calculera sans peine à l'aide des formules (6) ■et (9) des pages ^45 et 246.
,„ 273 ) Il est bon d observer qu'en vertu des formules (3), (4), (5),
cos s, séc z
seront des fonctions paires de z, c'esl-a-dire des fonctions qui ne seront pas altérées quand z sera remplacé par — z, et qu'au contraire
sni j, coséc ;, tang s, rot z
seront des fonctions impaires de r, c'est-à-dire des fonctions de z qui changeront de signe avec z; en sorte qu'on aura
t'6) cos( — z) = cos z, séc( — z) = sécz, et
!sin ( — z ' zzz — sinz, coséc, — c^ =; — cosécz,
tang( — z) = — tangz, cot(— r = — cot z.
Si dans les équations ^^ 3 j on pose
Z = X+Jl,
alors, en ayant égard aux formules
c'' =: e^\~^' = e~' (cos X -h i siii x),
on trouvera
e~'' = e~^'^^ = e-*" (cos x — isin x]
cos z = cos X — I SUl X.
er — e-y . . c-y — c--' SUl z = — SU) X — I cos X.
Ces dernières iormides mettent en évidence, dans cos z et sin z. la partie algébrique et le coefficient de i. I>es formules qui joueront le même rôle relativement aux fonctions
séc z, coséc z, tang z, cot z,
se déduiront immédiatement des équations (4) ^t i 5) jointes aux formules (8).
Soit maintenant z' la quantité géométrique conjuguée à :. en sorte qu on
ait
z' = X — ji.
Pour obtenir les valeurs des expressions
sin z', cos
Kr ,1 An Cl d- Phj-s. math., T. IV (4o« livr )
il suffira de changer, dans les seconds membres des formules (8), le signe de ^, ou, ce qui revient au même, le signe de i. Donc les deux quantités géométriques
sin z' , cos z'
seront respectivement conjuguées aux deux quantités géométriques
sin z, cos z;
ce (}u'il était facile de prévoir, d'après la forme des équations (3), dont les seconds membres ne sont pas altérés, quand on y remplace i par — i. Par suite aussi, les quantités géométriques
séc z', coséc z', tangz', col z'
seront, eu égard aux formules (4) et (5), respectivement conjuguées aux quantités que représenteront les expressions
secs, cosêc -, tangz, cot z.
Enjoignant aux équations (3"), (4), (5) l'équation (i) de la page o.\-2^ on étendra sans peine lui grand nombre de formides trigonométriques, relatives à un ou à plusieurs arcs, au cas où ces arcs deviennent des quantités géométriques; et d'abord il est clair que, si, après avoir multiplié chaque membre par i dans la seconde des formules (3), on la combine avec la première par voie d'addition ou de soustraction, l'on retrouvera ])récisément les formules (i) et (a). Celles-ci devront donc être étendues au cas où z représente luie cjuantité géométrique quelconque, et Ion pourra en dire autant de l'équation
(9) cos^z -1- sin^z = I ,
qui se déduit encore immédiatement des formules (3), ainsi que îles formules (i) et (2) combinées entre elles par voie de multiplication.
Ajoutons que, si l'on divise par cos^z ou par sin-z les deux membres de la formule (9), on en tirera généralement, eu égard aux formules (4)
et (5), . - ■ vv.-. - - .....
(10) séc-z = î 4- tang^z et
(11) coséc^z = I + cot'z.
Observons maintenant que, si l'on désigne par k une quantité entière quelconque positive, nidie ou négative, les diverses valeurs du produit
( 2-0 ) ikzi seront, eu vertu de la remarque faite à la [)age 249, les divers log.irithmes népériens de l'unité. On aiu-a donc
En condjinant cette tlernici'e équation, que iouinil aussi la iorimde (6) de la page 245, avec la formule (i) de la page 242, on trouvera
puis, en reiupla(;ant ; par — z, et /i par ~ />,
Cela posé, les lornudes (3) donneront
fiS) cos(r ■+- ikr. ; = cos -, sin(z -f- ikr.) = sin;;
et, par suite, on tirera encore des formules i 4). (5),
(16) séc [z -\- 1 k-) = séc r, coséc [z -\- 1 k~) = cosec r,
(17} tang(z + 2 A-) = tangr, cot (c -i- 2/- ) = cotr.
Donc luie des propriétés les plus remarquables des lignes trigonométriques sin r-, cosï, séc c-, coséc s, langs, cot z.
celle qui consiste en ce que cliacnne de ces lignes demeure invariable quand on fait croître ou décroître l'arc z d'un multiple de la circonférence 2 r., s'étend au cas où cet arc se transtorme en une quantité géométrique quei- (■onc[ue.
Si à un multiple de la circonférence o.r. on substitue un multiple impair de la demi-circonférence tt. l'arc représenté, au signe près, par un tel multiple pourra être supposé de la forme
(iAh-i)-. .'
k désigne toujours une quantité entière positive, nulle ou négative. D'ailleurs, en vertu de la formule (6) de la page iI^S, on aura
et, par suite, eu égard à la formule (i) de la page 24^,
( 276 ) Cela posé, les formules [3) donneront
(20) cos[z + (2 A: + 1)71] = cosz, sin [r. 4- (a A- -h l'i tt] = — sin r. et l'on tirera des fornuiles (4), (5),
(21) séc[s -H (2 A- + 1)7;] = — sécz, coséc[2 -I- (2 A 4- 1)71] = — cosécz,
(22) tai!g[2 4- (2 A-)- r);T] = tangz, cot [z + (2 A -t- 1) 71] = cot r.
Il est bon d'observer qu'en vertu des équations (i5) et (i6j jouîtes aux équations (20) et (21), on aura généralement
(23) cos(z + Att) = (^— i)* cosz, sin^z + A71) = (— i)'' sinz,
4) coséc(z-i- A;:) = (— i)* sécz, coséc(z + A7:) = (— i)* séc
A désignant une quantité entière cjnelconque positive, nulle ou négative. Au contraiie, en vertu des lormides (17) jointes aux formules (22), on aura
(25) tang (c + At:) = tang z, cot(z + Att) = cotz.
Ainsi les formules qui expriment que la tangente et la cotangente d'un arc ne varient pas, quand on fait croître ou décroître cet arc d'un multiple de la demi-circonférence -, s'étendent au cas où ce même arc se transforme en une quantité géométrique. .
On peut généridiser de la même manière les relations qui existent entre les lignes trigonoméiriques de deux arcs dont l'un est le complément ou le supplément de l'autre.
On dit que de deux arcs z, z', l'un est le coinpléineni de l'autre, lorsque ces arcs satisfont à la condition
En supposant cette définition étendue an cas même ou les arcs se transforment en quantités géométriques, on obtiendra toujours pour complément
de l'arc z l'arc - — z: et, comme la formule (6) de la page 245 donnera
on tirera de la formule (i) de la page 242 *
(20) c ' zzz \e , e ^ '=— le,
( 277 ) et des toimules (3)
(29) cos( - — z| = sin c. siii 1 - — 2) = cos; Par suite aussi, l'on tirera des i'oriuules (/j)
(30) séc( - — zj = cosi'c z.
et des torinules (5)
(3i) . tanuf " — z] = cot z.
En renversant la dernière des toimules (09) et les foi-mules (3o), (3r), on oblieiit les suivantes :
(32) eosr. r= sin ( - — z), coséc c = src f ^ — c ) , cot z = tang ( j^ —
Celles-ci pourraient être considérées connue un moyen de définir généralement les trois lignes trigonométriques
coss, coséc r, cot 2.
Klles montrent que le cosinus, la cosécanle et la cotan^ente de l'arc r. sont toujours le sinus, la sécante et la tangente du com|)lément de cet arc.
On dit (jue de deux arcs z, z' , l'un est le supplément de l'autre, lorsque ces arcs satisfont à la condition
¥.n suj)posant cette définition étendue au c;is même où les arcs se transfornienl en quantités géométriques, on obtiendra toujours, pour supplément de l'arc s, l'arc n — z. D'ailleiu's, si l'on jiose A' = i, dans les formules (aS), (24)» (^S), et si, en même temps, on y remplace z par — r. on tirera de ces fornmles jointes aux écpiations (6 ), (y),
34) cos(7: — ■^•) = — eos z, sin (71 — z) := sin z,
( 35 ) séc (- — z) = — séc z, coséc (r: — z) ■.= coséc z.
(36) fang(7r — z) = — f'H'n-5 eot(7: — z) ^ cotz.
Il résulte en particulier de ces formules que le sinus et la cos(ianl(^ ne v.irieut pas cpiaud on remplace un ai'c [)ar son supplément.
Supposons maintenant que z, z' soient deux quantités géométriques «pielconques. On tirera des équations (3), combinées avec la foriiiiile {\)
tlf la pnge a/j'-
i cos (z + z'
siii (z + z'
el, par suite, eu égard aux équations t) et (2),
cos (; + £') = cos z cos r' — sin z sin z
■ sai yz 4- z') =: sm z- cos z' -f- sui z'cos z.
Si, dans ces dernières fornuiles, ou remplace z par — z, elles donneront
,,, . ( cos (z — z') =: cos z cos z'+ siu z sin z',
( sin (z — z') ^=. sin z cos z' — sin z' cosz.
Donc les formules (6) et (7) de la page 221 continuent de subsister dans le cas où l'on remplace les arcs p et /)' par deux quantités géométriques z et z'.
Ajoutons que des formules (38) et (39) on tire non-seidement
mais aussi
, ,, tani; z -(- tarii; z'
tail" ^.Z -4- zM = ^-— ^-^
'^ ' I — tang z tanij; :
,, lan"Z — tani; z'
tan" : Z — z') = 2 ^
" ^ ' I -i- tarii; z taiiL' c
î cos (z -I- z') + COS (z — z') ^ 2 cos Z cos z' . \ cos (s — z') — cos (z + z') = 2 sin z sin z',
sin (z -!- z') + sin (z — z')
sin (z -i- z') — sii; (z — z') = 2 cosz sin z' :
ptns, en remplaçant z et z' par ■ — et p;
cos z 4- cos z' := 2 cos
cos z — cos z = 2 sm
sm z -!- sm z = 2 sin
sin ^— — 1
cos "- j
sin ' -'
( ^79 ) Remarquons encore (|ue de la formule (i) de la pai^c 241 on tire
et généralement
quel (jue soit le nombre /2 des quantités géométriques z, z, z", Si, dans
l'équalion (45), on suppose c= c'= ::":=..., on trouvera
(46; ye^)" = e"'.
f)u aura, par suite.
ou, ce qui revient au même,
Q ( ( cos :: -H- i sin z ]" =. cos nz ■+- i sin iiz ,
( (cos z — 1 sui z I = cos HZ — 1 sui riz-,
<'t de ces deux dernières formules, combinées par voie d'addition et de soustracliou , Ton conclura que les équations (10) de la page 221 peuvent être étendues au cas où l'arc p se transforme en une quantité géométrique z. La même remarque s'appliquera iui\ écpiations (1 i), (12) de la page 222 el aux équations (56), (Sy) de la page 23i.
.^ ( '-iSo )
iSiir les valeurs générales des expressions
arctangz, ;irccotz, arcsin:, arccos:, arcsecz, arc coséc
§ 1'". — Formules qui détenninent ces valeurs et les font dépendre des logarithmes principaux de certaines quantités géométriques.
D après ce qui a été dit dans l'axaiit-dei'iiier article, si l'on désigne par z une quantité positive ou négative, on aura
(i) arc tang - = ^ 1
I , H- Cl
OU, ce qui revient au même, eu égard à la tornude (8) de la page 263,
/s . I{n-zi) — l{i— =i) '■
(2) arc taniJ Z = -i ■ — : — ! •
De plus, comme un arc, dont z serait la cotangente, aurait pour tangente-> on ti'oiivera encore généralement
(3) arc cot z = arc tang —
Ajoutons que si z, oltrant une valeiu- numérique inférieure à l'unité, représente le sinus d'un arc compris entre les limites , -, cet arc aura
pour cosuîus la quantité positive v'i — ^^ i ^t pour tangente le rapport
On aura donc encore
(4) ■ arc siii z ■-= arc tang
Enlin, on aura évidemment, pour une valeur numérique de z inférieure à l'unité.
ir
(5) arc cos z = arc sin z,
et, pour ime valeur numérique de r supérieure à l'unité,
(6) arc séc z = arc cos -?
(7) arc coséc z = arc sin
Les formules (1) ou (2), (3), (4), (5), (6), (7) fournissent un moveu très-simple de fixer le sens qu'on doit attacher aux expressions
arc tang z, arc cot ;, arc sin z, arc cos z, aie séc r, arc coséc z,
dans le cas ou - cesse d'être une quantité algébrique. En effet, les valeur> de ces expressions pourront toujours être fiicilemeut obtenues si l'on convient d'étendre les formules dont il s'agit au cas oii z se transforme en luie quantité géométrique quelconque. Cette convention, que nous adopterons désormais, permettra, eu égard à la formule (i), de réduire la détermination fies valeurs cherchées à la détermination des logarithmes principaux de certaines quantités géométriques. Si l'on veut, en particulier, obtenir la valeur générale de arc sin z exprimée à l'aide d'un ou de plusieurs logarithmes principaux, il suffira de joindre à la formule (i)la formule (4), de laquelle on tirera
arc sin z = —r l 2 1
OU, ce qui revient au même,
(8) arc sin r = ^ 1
D'ailleurs, l'argument principal de i — z* étant compris entre les limites — TT, -H TT, le radical \i — z- offrira un argument principal compris entiv
les limites — -, -, par conséquent, une partie algébrique positive: et.
comme des deux quantités opposées
— zi, -h zi,
lUne jouit nécessairement de la même propriété, on pourra encore en dire avitant de l'une des deux quantités géométriques
V I — z-" -I- zi, ■ v'i
Ex dAn. H de Phn. tnalh , T 1\. A'o^ liv.V 36
dont le produit se réduit à la quantité positive i. Donc, en vertu du i" théorème de la page 265, on aura
l[Vl-z'+zi] _i[vi-Z^- 2i].
Ajoutons que de cette dernière formule, jointe a l'écjuation
1 [yi — z'' + zi ] + 1 [v^i — z- — zi] = o, on tirera
ZI
Par conséquent, on poiu'ra encore présenter l'équation (8) sous I une ou l'autre des deux formes
(9) arc sin s = - I [y 1 — z- + zi],
(10) arc sin z =? — r 1 [Vi ~ s° — zi] •
Il est bon de rappeler que le coefficient de i dans un logarithme népél'ien principal est toujours un argument compris entre les limites — 7:, H- 71. Cela posé, on conclura immédiatement des formules (i), (3), (l^) et [']) que, dans la valeur générale de chacune des expressions
arc tang z, arc cot z, arc sin z, arc coséc z,
la pai'tie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites -1 -■>
par conséquent, un arc dont le cosinus sera positif. On conclura, au contraire, des formules (5) et (6) que, dans la valeur générale de chacune des expressions
arc cos z, arc séc s,
la partie algébrique sera toujoiu's un arc renfermé entre les limites o, r, par conséquent, un arc dont le sinus sera positif.
§ II. — Sur les quantités géoinctrifjues
arc tang:, arc cot z , arc sin z, arc cos z, arc séc z, arc coséc z,
considércfs comme fonctions inverses.
f.eb définitions admises dans le paragraphe précédent sasisfont à une
condition qu il importait de remplir, et réduisent les quantités géométriques
art tane; z, arc cot z, arc sin z, arc cos z, arc séc z, arc coséc z
a des fonctions de ; inverses de celles qui ont été désignées sous les noms de tangente, cotangente, sinus, cosinus, sécante et cosécante. Ainsi, par exemple, on prouvera sans peine que la fonction de z, représentée par la notation arc taug z, est inverse de celle qui a été nommée tangente, ou, en d'autres termes, que la fonction arc tang z a pour tangente la variable z. On V parviendra en effet comme il suit : Posons, poin- abréger,
(i^i Z = arc tang z.
On aura encore, eu égaid à 1 équation (i ; du § l*^',
Z = -LjL±ii.
par conséquent
et
(2) -=;-Tzr-T =
1 ^.Zi 4-, i ^Zi^^-^i
Mais, d autre part, on aura, en \ertu deséquations (3) de 1 article précédent,
Cf )S 7j =: — • >
par conséquent
„ sin 7.
tang Z = n
•^ ros /
Donc la toriiiule (u) donnera simplement
(3) z=:tangZ.
Or, des formules (1) et (3 , comparées l'une à l'autre, il résulte qu'en vertu •les définitions admises dans le § P% la notation arc tang z satisfait à la condition qu'il convenait de remplir, et représente une fonction inverse de la fonction tang z.
Si à l'équation i) on substituait la suivante
(4) Z ^ arc cot z,
{ ^.84 ) alors, eu égard à la formule (3) du § P% on aurait encore •
Z = arc tang - »
par conséquent
I „ sin Z I
- = tane Z = — = = — =.?
:; ^ cosZ cotZ
et
(5) r. = cotZ.
On en conclurait qu'en vertu des définitions admises dans le § I^' , arc cot z est une fonction inverse de cot;z.
Supposons maintenant
(6) Z = arc sin z.
A-lors, en vertu des équations (g) et (lo) du § I", on aura
^S/T^:^^ +zi] = Zi, l[v'T^^- - z.i] = -Zi, par conséquent
V'i — s'" + zi = e-*', v/i — z= — zi = e"^';
puis de ces dernières formules, combinées entre elles par voie de soustraction, l'on tirera
par conséquent
2zi=e^.'-e-'^';
ou , ce qui revient au même,
(■y) Z = sin Z.
On en conclura qu'en vertu des définitions admises, arc sui z est une fonction inverse de sin z.
Si l'on supposait
(8) Z = arccosz, ^ ,. -_ ,
alors, eu égard à l'équation (5) du § F% on trouverait ' • !
Z = arc sin z.
( 285 ) par conséquent
arc sin z =: ~ — Z,.
et
z = sin(^-Z),
on, ce qni revient au même, en égard a la seconde des tornuiles [\i<^) de l'article précédent,
(9) * z = cosZ.
On en conclurait qu en vertu des définitions admises, arc cos z est une fonction inverse de cos z.
Enfin, si l'on supposait
(10) Z = arc séc z,
on aurait encore, eu égard à la formule (6) du § P"^,
Z = arc cos-i pai' conséquent
- = COS z = -•>
2 _ sec z
(11) z ^ séc Z ;
et, ajjres avoir ainsi reconnu que aie séc z est une tonctioa inverse de sécz, on prouverait par un raisonnement semblable que arc coséc z est une fonction inverse de coséc z.
§ III. — Sur les fonnulrs qui mettent en ividcnce la partie algébrique et te coefficient de i,
dans chacune des expressions
arctangi, arccot;, arc sin 3,...
Si dans les expressions
arc tang z, arc cot z. arc sin z, arc cos 2, arc séc z, arc coséc z, on réduit z k la forme (i) z = a: -H ji,
X et f étant deux quantités algébriques, chacune de ces expressions pourra
être réduite à une tonne semblable, et, pour opérer une telle réduction, ii suffira de joindre aux formules établies dans le § I" la formide (3o) de la page 271. Entrons à ce sujet dans quelques détails.
Si à la formule (1) on joint l'équation (2) du premier paragraphe, oti tiouvera
(2) arc tang z = -^
D'ailleurs, en remplaçant, dans la formule Çio) de la page 271, j" par jr et X par i — J", ou j par — jc et JC par i + j, on aura
1 ( I — ^ -I- a:i) = - 1 [jc^ -+- (j— J")"] + i -j= '^^c cos
l(n- 7 - -^i) = i 1 \^^ + i^+jY] - ' -^, '"'c cos '^1 ■ Par conséquent, la formule (2) dormera
arc tant;
arc cos , -f- arc cos
i lf.r^ + (i + j)']-Ux-'-f-(i-j-)'|
Si à l'équation (2) du § l" on substituait l'équation (i) [ibidem], alors, en ayant égard à la formule
I ^ zi I — >-)-. ri [i -{- xiy — y' i~ x- — jM- axi
1 — 31 i + r — xi (i+j)-4-x= (,_(_ j)» 4- ,r- 0
et à l'équation (3o) de la page 271, on trouverait d'abord ^
(4) . arc tang z. = ;^ I
puis
i 5 ) arc tan!T z = - —= ai'c cos + -. | — •-ALJZZ±.
Kn couqiaraut l'une à l'autre les valeurs de arc tang z, données par les formules (3) et (5), on trouve
ai'c cos ■ - — + arc cos -^ ■
= arc cos -^
\/-r'+('-Hr)'v'-^'+(i~r)'
Au reste, pour étabhr directement la formule (6j, il suffit d'observer que les arcs
arc cos ^ arc cos ■
-nt pour sinus respectifs les deux rapports
y/.c' -1- ( !-!-_>• J= \.c- + (i — xY cpien conséquence la somme de ces arcs a pour cosinus le rapport
\ X-- + (i +.)')' y'jT-' H- [> — Xf
et que, d'ailleurs, les deux arcs dont il s'agit étant les arguments principaux des binômes
dont la somme est positive, doivent, en vertu du prenner théorème de la page 261 , offrir pour somme un argument compris entre les limites — r, n. Supposons maintenant que l'on \euille mettre en évidence la partie réelle et le coefficient de i, non plus dans arc tang z, mais dans arc sin z. et réduire ainsi l'expression arc sin z à la forme A' + Ki, A , Y étant deux cpiantités algébriques. Il suffira de ré<luire à une forme semblable l'un <les liinômes
\ I — r- + z\, \ I — " — zi,
ou le rapport de ces binômes; puis, de recourir aux formules (9), (10) ou (8) du § I", en,ayant d'ailleurs égard à l'équation (3o) de la page 271 . Ajoutons f[u'on arrivera encore aux mêmes conclusions en opéi-ant comme il suit :
Si Ion pose (7) arc sin z = Z = .Y-t-Ki,
X, Y étant deux quantités algébriques, on aura, en vertu de la formule (7)
du § II,
z = sin Z.
on, ce qui revient au même,
( 288 ) puis on en conclura
(8) x = ; sinA, y = ~ cos A .
Si d'ailleurs on pose, pour abréger,
les équations (8) donneront
fio) sinX=:-5 cosX = -5
et fie ces dernières, combinées avec la formule
cos* X + sin* V= i , on tirera
(il) — + - ~ I-
Mais, dautre part, on tirera des formules (9)
ou. ce qui revient au même,
(i3) lâ — v'-^i,
et l'équation (11), jointe à la formule (l3), donnera
par conséquent
Donc, t'^ ne pouvant être qu'une quantité positive, on aiua
et la formule {i3) donnera
Enfin, comme, eu égard à la première des formules (9), u sera nécessaire-
ment positif, on tirera de l'éqnation (i5)
-[^^^f^vi^^^^f^y-^^]
Observons maintenant qu'en vertu d'une remarque faite à la fin du § I", la partie algébrique X de Z = arc sin z sera toujours un angle compris
entre les limites —'-,-. Donc la première des formules (lo) donnera
(17) X = arc sin -;
et la seconde devra fournir une valeur positive de cos X; en d'autres termes _^ et (^ devront être des quantités de même signe. Donc la formule (14
et, puisqu'on tirera des formules (9),
on aura encore * •
Ajoutons que des formules (17) et (19), jointes à l'équation (7), on tirera définitivement
( 20) arc sin z = arc sin - -1- i 1 (« + p),
les valeurs de m, v étant déterminées par les formides (16) et (18).
Remarquons encore qu'en vertu de l'équation (12), présentée sous la forme
u — V, u -i- V seront deux quantités géométriques conjuguées, et, par suite, cette équation donnera [voir la formule (Sa) de la page 254]
\ {U — V) -Jr \ [U -h V) = O,
ou, ce qui revient au même,
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Donc la formule (20) pourra s'écrire comme il suit . (21) _ arc sin z = arc sin i 1 (m — v).
De l'équation (20) ou (21), jointe à l'équation (5) du § I", on déduira immédiatement celle qui met en évidence, dans arc cos z, la partie algébrique et le coefficient de i. En opérant ainsi, on trouvera
(22) arc cos z = arc cos i\ [u -^ v),
ou, ce qui revient au même,
(23) arc cos z = arc cos - + i\{u — v).
Enfin, si l'on veut mettre en évidence la partie réelle et le coefficient de i, non plus dans chacune des expressions
arc tang z, arc sin z, arc cos z, mais dans chacune des suivantes,
arc cot z, arc coséc s, arc séc z,
il suffira d'avoir égard aux formules (3), (6), (7) du § I", par conséquent il suffira de remplacer, dans les formules (3) ou (5), (20) ou {21), (22) ou (23),
= X -h ji par - =
la valeur de r étant
'■ = v-r-4-jr-; en d'autres termes, il suffira de substituer, dans les valeurs trouvées de
arc. tang z, arc sin z, arc cos z,
— a J? et — ^ a r.
Soit maintenant z' la quantité géométrique conjuguée à z, en sorte que l'on ait
z ' = X — ji-
Pour passer de z à z' et de arc tang z à arc tang z', il suffij-a de remplacer dans le second membre de la formule (3) ou (5), j par — J, ou, ce qui revient au même, i par — i. Donc
arc tang z et arc tangz'
seront deux quantités géométriques conjuguées l'une à l'autre. De plus, comme, en vertu de la remarque faite à la page aSg, les radicaux
seront encore deux quantités géométriques conjuguées , on pourra en dire autant, non-seulement des rapports
mais aussi des expressions
arc tang , arc lang —^
ou, ce qui revient au même, des expressions
arc sin z, arc sin z' ,
et, par suite, eu égard aux formules (3), (5), (6), (7) du § T"^', les quantités géométriques
aie cot 3', ai-c cos z', arc séc z' , arc coséc z' seront respectivement conjuguées aux quantités géométriques
arc cot z, arc cos z, arc séc z, arc coséc z.
En terminant ce paragraphe, j'observerai que les formules (20), ; 2:2) et (3) couicident avec les formules (107), (i3o) et (iSg) de la onzième leçon de mon Calcul différentiel, ou plutôt avec celles dans lesquelles elles se transforment quand on remplace le radical \j — i par la tettre i. Seulement, la formule (169) de cette onzième leçon était la formule (3) restreinte au cas où la valeur numérique de y ne surpasse pas l'unité.
§ IV. — Sur certaines valeurs singulières des expressions arc tang s , arc cot z , arc sin ;
l.e principe auquel il parait convenable de recourir pour déterminer les \aleurs singulières des fonctions se trouve énoncé à la page 45 de moi. Analyse algébrique, dans les termes suivants :
« Lorsque, pour un système de valeurs attribuées aux variables qu elle » renferme, une fonction d'une ou de plusieurs variables n'admet qu'iuie » seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement de la définition » même de la fonction. .S'il se présente un cas particulier dans lequel la
» définition donnée ne puisse plus fournir immédiatement la valeur de la
» fonction que l'on considère, on cherche la limite ou les limites vers
» lesquelles cette fonction converge, tandis que les variables s'approchent
» indéfiniment des valeurs particulières qui leur sont assignées; et, s'il
» existe une ou plusiein-s limites de cette espèce, elles sont regardées comme
» autant de valeurs de la fonction dans l'hypothèse admise. Nous nommons
» valeurs singulières de la fonction proposée, celles qui se trouvent déter-
» minées, comme on vient de le dire : telles sont, par exemple, celles
» qu'on obtient en attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent
» aussi celles qui correspondent à des solutions de continuité. »
Si, en partant de ce principe, on cherche la valeur singulière du rapport -
dans le cas où, la constante a étant réelle et distincte de zéro, la variable j: supposée réelle s'évanouit, on reconnaîtra, comme je l'ai remarqué à Ja page 46 de mon Analyse algébrique, que cette valeur singulière est double et se réduit à d: oo . D'ailleurs le principe énoncé peut être appliqué à luie fonction quelconque de variables réelles o", y, ou même de la quantité géométrique
Z = x+yï;
par exemple, aux fonctions
1 (z), arc tang s, arc cot z, arc sin z, etc.
Si l'on considère, en particulier, la fonction 1 (z), et si l'on cherche la valeur singulière de cette fonction correspondante à luie valeur négative — /• de la variable z, le principe énoncé fournira l'équation (i6) de la page 25o, c'est-à-dire la formule
dans laquelle le double signe devra être réduit au signe + ou au signe — , suivant que la quantité négative — r sera censée représenter la limite vers laquelle convergera, pour des valeurs infiniment petites du nombre £, l'un ou l'autre des deux binômes
— r + £i, — /• — si.
Considérons maintenant la fonction arc tang z. Lorsqu'on y posera (') z = X -\- f\,
.r, y étant l'éels, on pourra déduire généralement sa valeur de l'équa-
( 293 ) tion (3) du précédent paragi-aphe, c'est-à-dire de la formule
arc tan» z = - — ^ arc cos , ^^= -+- arc cos —
^*' i i lfj-'-+-(H-rr] — lfj:'-^(l — jV)
en vertu de laquelle la valeur cherchée sera ordinairement unique et finie. Toutefois, cette valeur pourra ou devenir infinie, ou se présenter sous ime forme indéterminée, non-seulement pour des valeurs infinies de x ou j, mais encore pour des valeurs finies de ces deux variables, savoir, lorsque, X étant nul, le premier au moins des trois rapports '
se présentera sous la forme -• Dans cette dernière hypothèse, où 1 on aura simplement
la formule (a) ne cessera pas de fournir pour arc tang s une valeur unique et finie, si la valeur numérique de j est inférieure à l'unité, attendu qu'alors les deux arcs compris dans la formule s'évanouiront, ce qui réduira l;i valeur cherchée à
Mais, si l'on a simultanément alors, 1 un des rapports
étant réduit à l'unité, l'autre à — i , les arcs dont ces rapports sont les cosinus se réduiront, l'un à o, l'autre à 7r; et, comme, pour des valeurs infiniment petites de x, le rapport
convergera vers la limite i ou — r , suivant que ces valeurs seront positives >
ou négatives, on tirera de la formule (2)
arctang(jij=itï + il^^)\
ou, ce cjui revient au même,
(3) arc tang(ji)= ±^ -f- M-^S
le double signe ±; devant être réduit au signe + ou au signe — , suivant que la quantité géométrique ^i sera considérée comme la limite vers laquelle convergera, pour des valeurs infiniment petites du nombre h, l'un ou l'autre des deux binômes
£ -+- 71, — £ -+- yi.
Enfin, si l'on avait, simultanément,
jc = o, j- ^ i .
slors, des deux rapports
l'un se réduirait à l'unité, tandis que l'autre se présenterait sous la forme indéterminée
D'ailleurs, ces mêmes rapports étant respectivement égaux aux deux produits
celui qui se présenterait sous la forme - pourrait être censé avoii- pour valeur
l'une quelconque des quantités algébriques comprises entre les limites — i , -(- I, cette valeur dépendant des signes attribués aux quantités infiniment petites
ce. I ±y,
et de la limite vers laquelle convergerait le rapport de ces quantités, tandis que œ convergerait vers la limite o, et j- vers la limite — i ou + i . Cela posé,
( agS )
en désignant par
I une quelconque des quantités algébriques comprises entre les limites — i , -4- 1 , et en supposant J =i ou j' = — i , on devra remplacer la formule (3) par l'une des formules
(4) arc tang i = - M (— i , i) -H a: . i,
(5) arc tang ( — i) = - 31 ( — i, ii — oc . i.
11 est bon d'observer que, si, en supposant x nul, on attribue a j une valeur infinie positive ou négative, on tirera de la formule (3)
(6) aie tang c = — -,
la valeui- de z étant z = it » . i. Ajoutons que, si, en supposant la valeur de x distincte de zéro, on attribue à chacune des variables x, .y ou à une seule d'entre elles, une valeur infinie positive ou négative, on tirera de la formule (2) : 1° si jt > o,
(7) arc tang s = J:
1° si X < o,
(8) ■ arc tang r=-^-
Les valeurs singulières que nous avons obtenues pour la fonction arc tang s, et les valeurs correspondantes de la variable z, pourraient encore se déduire avec la plus grande facilité, non-seulement de l'équation (o^^du § III, mais aussi de l'équation (2) du § I", c'est-à-dire de la formule
( 9) arc tang z = -^ —
• Veut-on trouver, par exemple, les valeurs finies de z. pour lesquelles la fonction arc tang z, sans devenir infinie, cesse d'être complètement déterminée. Ces valeurs ne pourront être que l'une de celles qui réduisent à une quantité négative l'tm des binômes
I -f- ïi, I — ;i
placés sous le signe 1, dans le second membre de la formule (2). Or cette dernière condition ne pourra être évidemment remplie que dans le cas
où le produit zi sera réduit à une quantité algébrique supérieure, abstraction faite du signe, à l'unité, c'est-à-dire dans le cas où l'on aura
z = ji, et, de plus,
D'ailleurs, eu adoptant la valeur précédente de z, on déduit immédiatement l'équation (3) de l'équation (9) jointe à la formule
1 (- r) ^ 1 (r) ± Tri.
Les valeurs singulières de la fonction arc tang z étant connues, on déduira aisément de la formule
arc cot z = arc tang -
les valeurs singulières de la fonction arc cot s. Parmi ces dernières, on devra remarquer celle qui répond à une valeur singulière du rapport - > [)ar conséquent, à une valeur nulle de z, et qui est donnée par la formule
arc cot z = ± -•>
le double signe ±. devant être réduit au signe -\-, si la valeur zéro de z est considérée comme une quantité géométrique dont la partie algébrique serait positive, et au signe — , dans le cas contraire.
Cherchons maintenant les valeurs singulières de la fonction arc sin z. On les déduira sans peine de l'équation (20) du précédent paragraphe, c"est-àdire de la formule
(10") arc sin z = arc sin — h- i\ (u ■+■ v),
dans laquelle on a
Eu effet, il suit de la formule (10), jointe aux équations (11), (12), que, pour des valeurs finies des variables jc, j, la fonction arc sin z acquerra généralement une valeur unique et finie, à moins que l'on n'ait
( 297 ) Ajoutons que, dans ce cas-là même, la valeur de ai'c sin z ne cessent pas d'être unique, et se réduira simplement à arc sin x, si Ion a simultanément
Mais si l'on a, simultanément,
les formules (i i), (12) donneront
n = \jc-, i^ = ±1 \x^
et, par suite, l'équation (10) donnera
(i3) arc sin x = arc sin —= -^ 1 1 (.r- ±. \x'' -h i),
le double signe ±. devant être réduit au signe -i- ou au signe — , suivant (]ue la valeur x de la variable z sera considérée comme la limite vers laquelle converge, poiu' des valeurs infiniment petites du nombre a, le premier ou le second des deux binômes
X -+- ci, jc — ;i
On peut observer qu'en vertu de la fornude identique
{\x^ -+- \x- — i) {s,x- — \x- — i) = I, on .uu'a
\ {\x- ~ \x- — i) -4-1 [s^x- — \x- — i) = o, on, ce qui revient au même.
1 {\x- — \x- — i) — —\ {^jc- + \x- — i), et qu'en conséquence la formule (i3) peut s'écrire comme il suit
(i/j) arc sin x =arc sin -t- -^ ±: i 1 (y J:"' -f- \x- — !)•
J'avais déjà remarqué, dans la onzième leçon de mon Calcul différentiel [page 19,6], qu'en supposant
jr- > I. j = o, on réduit, dans la valeur de
arc sin [x ^ j^ \ — 1 ) :
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( 298 ) la partie réelle à
arc sin -— : ,
et le coefficient de y — ' à la quantité
qui, à cause du double signe, cesse d'être complètement déterminée. Cette cil-constance m'avait alors engagé à m'absteiiir d'empiojer la notation arc sin x, dans le cas où, x étant réel, on a x^ > i . M. Bjorling a eu raison de croire qu'il ne fallait pas se laisser arrêter par cette considération. En adoptant, sur ce point, l'opinion qu'il a émise, et qui d'ailleurs est conforme au principe rappelé en tète de ce paragraphe, on obtient immédiatement une équation qui se réduit à la formule (i4), quand on y pose v — i = i.
Si, «n supposant^ = o, on attribuait à x une valeur infinie, on tirerait de la formule (i4), pour jt = oo ,
(l5) arc sin ( oc ) = - ±: i 1 { ce ),
et pour X =z — 00 ,
{x6 ) arc sin ( — oo) = — -±il(Go).
Enfin, si, en sup])osant j distinct de zéro, on attribuait à chacune des variables x, j ou à une seule d'entre elles, une valeur infinie positive ou négative, alors dans la formule (lo) on aurait encore 1 (?f + i') = ±:1(go) ;
mais le rapport - conserverait une.valeur finie qui coïnciderait avec celle du rapport
et dépendrait, en conséquence, du rapport -» son signe étant le même
que le signe de x.
Les valeurs singulières de la fonction arc sin z étant connues, on obtiendra celles de la fonction arc cos s à l'aide de la formule
arc cos z ^ arc sin ;:;,
puis, celles de arc séc z et arc coséc z à l'aide des formules
arc sec z- = arc cos -. arc cosec z = arc sm -•
Sur tes divers arcs qui ont pour sinus ou cosinus, pour tangente ou cotangente, pour sécante ou cosécante une quantité géométrifpie donnée.
Soit z une quantité géométrique liée aux quantités algébriques x, y par la formule
D'après ce qui a été dit dans l'article précédent, a une valeur donnée de z correspondra généralement une \aîeur unique et finie Z de l'une quelconque des fonctions de 2 représentées par les notations
arc sin ï, arc cos z-, arc tang r, arccotz, aie séc r-, arccusécz;
et, de plus, ces fonctions pourront être considérées comme inverses de celles que représentent les notations
siu s, cos I, tangz, cot z, séc z, coséc z,
en soîte que la valeur trouvée Z exprimera une racine de I luie des équations
sin Z = z, cos Z = s, tang Z = z. cot Z = c, séc Z, := z, coséc Z = r.
Mais, évidemment, chacune de ces dernières équations admettra, outre la racine Z, une infinité d'autres racines parmi lesquelles on devra ranger les divers termes de la progression arithmétique
... Z — /jT'i Z— 271, Z, Z-^27:, Z-|-4~!---r
indélinunent prolongée dans les deux sens. Nous nous proposons ici tic rechercher toutes les racines de chacune des équations dont il s'agit. En d'autres termes, nous nous proposons de trouver tous les arcs qui ont pour sinus ou cosinus, pour tangente ou cotangente, pour sécante ou cosécante
( 3oo )
une yaleur donnée de z. On y panient sans peine en commençant, ainsi qu'on va le faire, par la recherche des arcs dont le sinus s'évanouit.
§ I. — Sur les diverses racines des équations sin Ç = o, cos Ç = o.
En désignant par la lettre n le rapport de l'a circonférence au diamètre, et par -la lettre /t une quantité entière, positive, nulle ou négative, on a généralement
sin An = o ;
par conséquent l'équation
(i) sin Ç = o
a pour racine l'nne quelconque des valeurs de Ç, comprises dans la fornude
(2) Ç + A-Tt,
c'est-à-dire l'un quelconque des divers termes fie la progression géométrique
indéfiniment prolongée dans les deux sens. J'ajoute que ces divers termes sont les seules valeurs algébiiques ou même géométriques de Ç, qui soient propres à vérifier l'équation (i). Effectivement, comme on a
SUl Ç = : ■<
l'équation (i) donnera
e =e , ou, ce qui revient au même,
Donc, en vertu de l'équation (i), le produit 2 Ci devra se réduire à l'un quelconque des logarithmes népériens de l'unité. Mais on a vu (page 249) que les divers logarithmes népériens de l'iuiité se réduisent aux diverses valeurs du produit
2/f7ri,
k étant une quantité entière. Donc l'équation (1) donnera
( 3oi ) k étant une quantité entière ; et, par suite,
Si à l'équation (i) on substituait la suivante, (3) cos Ç ^ o,
il suffirait, pour résoudre cette dernitre, d observer que i f)n a généraletnent
cos
Ç=sin(J-ç)=-sm(r-^)-
tn conséquence, les diverses valeurs de Ç, propres à vérifier l'équation (i,, seront encore celles qui vérifieront la formule
(4j sin [-Ç -~\ = o.
Or ces diverses valeiu's de | seront données par la tormule
'C — - = k-, »le la(|iielle on tire (5) : Ç = An4-^,
À" étant inie quantité entière quelconque.
§ II. — Sur li'S diverses racines des équatinits sin o = ", l'oS X.- i= ;.
.Supposons maintenant que, z étant une quantité géométriquequelconqne. l'on (leiTiande les diverses i-acines de l'équation
(i) sin i = z.
L'une de ces racines sera précisément la fonction Z de :; représentée par arc sin z, de sorte qu'en posant
Z = arc sin z, on aura
sin Z = z.
Donc l'équation (t) pourra être présentée sous la forme
sin & ^ sin Z,
ou, ce qui revient au même, sous la forme
sin fe — sin Z = o.
D'ailleurs, en vertu de la seconde fies formules (44) ^^ 1» P^ige 278, on aura
. „ . jô — Z r- -»- 2
sin fe — sin Z = 2 sin cos
Donc l'équation (i) donnera
sm cos = o?
et, pour ia vérifier, il faudra supposer ou
( 2 I sin = o.
ou
(3) cos ^^ = o.
Mais, en vertu des principes établis dans le § I^% les diverses valeurs de t-, propres à vérifier les équations (2) et (3), seront données par les deux formules
= A-7T, = kv. + -.
ou, ce qui revient au uiëme, par les deux formules
(4) i = Z -4- 2 A-rr,
k étant une quantité entière quelconque. Donc les diverses racines de 1 équation (i) seront précisément les valeurs de o fournies par les équations (4) et (5), que l'on peut encore écrire comme il suit :
(6) i = 2A- + arc sin z, (■7) Sb = (2^7: +1) 7:' — arc sin 2.
En raisonnant de la même manière, et en ayant égard à la seconde des formules (43) de la page 278, on reconnaîtra que l'équation
( 8 ) cos & = :;
a pour racine, non-seulement la quantité géométrique Z, déterminée par
( 3o3 ) ia lorinule
Z = arc cos i:,
mais encore les diverses valeurs de 2;, propres a véritier les deux équatioiis
(9) si'î ^^^^ = o.
(10) sin l-l!l£ = o,
c'est-à-dire les diverses valeurs de îb comprises dans les deux formules
(la) i = 2Â::r-Z,
ou, ce qui revient au même, dans les deux formules
(i3) i =: 2A';r -I- arc cos z,
(i4) S; = 2A7: — arc cos z,
/. étant une quantité entière quelconque. On arriverait aussi à la même conclusion en observant que pour résoudre l'équation (8) il suffit de
résoudre Péquation (i), après y avoir écrit - — ji à la place de la lettre - ^ III . — Sur les diverses racines des équations tang & =: z , cot î =r ;
Supposons maintenant que, z étant une quantité géométrique (pielconque, l'on demande les diverses racines de l'équation
(i) tang % = z.
L'une de ces racines sera précisément la fonction Z de s représentée par arc tang z, de sorte qu'en posant
Z = arc tang z,
on aura
tang Z = z.
Donc l'équation (i) pourra être présentée sous la forme
tang i = tang Z,
( 3o4 ) ou, ce qui revieut au même, sous la forme . ' »
tang i- — tang Z =o.
Mais OH aura d'ailleurs
sin X- sin 2 sin(2>— Z)
tane --■ — tane Z = r- — — ^j = — r ?
^ "^ cos X- cos 7. cos t- cos 7.
par conséquent
taiig % — tang Z = sin (^ — Z) séc 51- séc Z. Donc l'équation (i) donnera
sin (X — Z) séc & sec Z = o, et, |)Our la vérifier, il faudra supposer ou (2) sin (5ô — Z) = o
ou ( 3 ) séc X séc Z =: o.
Mais, en vertu des principes établis dans le § I", les diverses valeurs de ï-, propres à vérifier l'équation (2), seront données par la formule
^ ou, ce cjui revient au même, par la formule
& = Z -f- A'rr,
que Ion poiuia encore écrire comme il suit,
'4) ~ =r arc tang z -\- kr..
h étant une quantité entière quelconque.
(^uant à l'équation (3), elle ne pourra se vérifier (|ue si l'on a
( 5 ) séc Z = o
ou
(6) * séc % = 0.
Mais d'autre part, en vertu de la formule (10) de l'avant-deriiier article, on aura
séc^ Z=: I + tang^ Z =; i 4- z" et
séc" S; = I + tang- 5b = i -i- z=.
Donc l'équation ( '>) on (6 ne pourra se vérifier que dans le cas où l'on aui;i
I + z^ = o, î>ii, ce qui revient au même,
et, par suite,
D'ailleurs, dans ce ilernier cas, l'équation (i), réduite à la forme
lang & = ± i, donnera
tang- S> =: — I , ou, ce qui revient au même,
séc* i = o ;
elle entraînera donc la formule (6), que Ton pourra écrire comme il suit :
(8) cosi- = i.
II \ a plus : comme ou a
COS Jo =: •
l'équation (8) donnera
et, comme a une valeur finie de l'exposant ~-i correspond toujours une valeur finie de chacune tles exponentielles
il est clair qu'on ne pourra satisfaire à la formule (9) en attribuant ;i i;i quantité géométrique i une valeur finie. Donc, dans le cas dont il s a^it. les diverses racines de l'équation (1) deviendront infinies, y compris celle que nous avons désignée par arc tang z. Cette conclusion s'accoide avec les résultats obtenus dans le dt^rnier paragraphe de l'article précédent. C>ti doit même remarquer que, dans le cas où l'on a r- = ± 1, la vaieui dv arc tang r, devenue tout à la lois indéfinie et indéterminée, est une valentsingulière, déterminée par la formule (Zj) ou (.^) de la page 295.
En définitive, si on laisse de côté le cas oii l'on a s = ± i. et ou les diverses racines de récpuition (i) deviennent infinies, les valeurs de ces diverses racines seront toutes fournies par l'équation (4)-
i>, d.\n. tt dr l-h. math., T. I\ . ( -iC' livr.) 3g
Si l'équation (i) était remplacée par la suivante, (lo) COt i = z,
on pourrait présenter cette dernière sous la tonne
(il) tang5b = ^;
et de ce qui vient d'être dit, l'on conclurait immédiatement que les diverses racines de l'équation (i i) sont, en général, les diverses valeurs de i données par la formule
S, =: arc tang - -h kr:,
ou, ce qui revient au même, par la formule
(12) i =: arc cot z + kn.
Toutefois, cette formule cesse d'être applicable dans le cas où l'on a z= ± i, et où les diverses racines de l'équation (i i) deviennent infinies.
§ IV. — Sur les diverses racines des équations séc % = z, cosec % = z.
Après avoir obtenu, par la méthode exposée dans le § II, les diverses racines des équations
sin 5î) = z, cos 2) ^ z,
on obtiendra sans peine les diverses racines des équations
(t) COSéc % =: z,
(2) sécîû = z,
en présentant ces dernières équations sous les formes
sin Ji = -, cos %> = -■
On reconnaîtra ainsi que les diverses racines de l'équation (1) sont données par les deux formules
(3) ■ % ■=■ ikn + arc coséc z,
(4) 2> = (aA- -H i) ;t — arc coséc-z,
et les diverses racines de l'équation (2) par les deux formules
(5) 5b = 2 An H- arc séc z,
(6) 5i = îAtt — arc séc z.
§ V. — Résumé.
Soir ï: une quantité géométrique propre à vérifier, comme racine, l'une des équations
sin5i = z-, cos i = 2, tang & = z-, cot& = r, séc i = z, coséc5:- = z;
et nommons Z celle des valeurs de i- qui se trouve représentée ])ar l'iuie des notations
arc sin z, aie cos z, arc tang z, arc cot z, arc séc z, arc coséc z.
Les diverses valeurs de i, ou, en d'autres termes, les diverses racines de l'équation proposée, seront en nombre infini et de deux espèces. Les unes seront toujours données par la formule
A- désignant une quantité entière, positive, nulle ou négative : et, pour déduire de celles-ci les autres racines, il suffira généralement de remplacer, dans le second membre de la formule (i), la quantité Z par la quantité — Z, s'il s'agit de résoudre l'une ties équations
(2) cos Sj = z, coséc S) = z;
par la quantité tî — Z, s il s'agit de résoudre l'une des équations
(3) sin i = z, coséc i = 2 ;
enfin, par la quantité - + Z, s'il s'agit de vérifier l'une des équations
(4) tang i = z, cot5a = z.
Cela posé, les racuies cherchées, ou, en d'autres termes, les diverses valeurs de % seront fournies, dans le premier cas, par la formule
(5j -U — ikT. + Z,
dans le second cas, pai- la formule
et, dans le troisième cas, par la fornuile
(7) ^ = kn -h Z,
la quantité k étant ici substituée à l'une des quantités entières 2 A', 2 A: + i . Ajoutons que, dans le cas particulier où l'on a z =: zh i, les diverses racines deviennent infinies, ce qui rend illusoire la formule (7).
Sur les fonctions des quantités géométriques .
LorsquVii adoptant les principes établis dans les articles précédents, on substitue aux expressions iinaginaines les quantités géométriques , les variables imaginaires ne sont autre chose que des quantités géométriques variables. Reste à savoir comment doivent être définies les fonctions de variables imaginaires. Cette dernière question a souvent embarrassé les géomètres; mais toute difficulté disparaît, lorsqu'en se laissant guider par l'analogie, on étend aux fonctions de quantités géométriques les définitions généralement adoptées pour les fonctions de quantités algébriques. On arrive ainsi à des conclusions singulières au premier abord, et néanmoins très-légitimes, que j'indiquerai en peu de mots.
Deux variables réelles, ou, en d'autres termes, deux quantités algébriques variables sont dites fonctions l'une de l'autre, quand elles varient simultanément, de telle sorte que la valeur de l'une détermine la valeur de l'autre. Si les deux variables sont censées représenter les abscisses de deux points assujettis à se niouvoir sur une même droite, la position de l'un de ces points déterminera la position de l'autre, et réciproquement.
Soit, maintenant, z une quantité géométrique qui représente Vaffixc d'un point A assujetti à se mouvoir dans un certain plan (page 216). Nommons /■ le module^ et p Y arguincut de la quantité géométrique z, c'est-à-dire le rayon vecteur mené, dans le plan dont il s'agit, d'une origine fixe O au point mobile A, et l'angle polaire formé par ce rayon vecteur avec un axe polaire OX. Soient, enfin, x, j les coordonnées rectangulaires du point A, mesurées à partir de l'origine O sur l'axe polaire OX, et sur un axe perpendiculaire OY. Non-seulement on aura
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( 3o9 ) un trouvera (page 216)
Pareillement, si l'on nomme
Z l'aftixe d'un point mobile B ;
/?, P le module et l'argument de Z, ou, ce qiu revient au même, les coordonnées polaires du point B;
A', K les coordonnées rectangulaires du même point, ou aura non-seulement
mais encore
4) Z^X^Vi.
Cela posé, si, connue on doit naturellement le (aire, on étend aux fonctions de quantités géométriques variables les définitions généralement .idoptées pour les fonctions de quantités algébriques, Z devra être ci^nséjoiiclion de r, lorsc^ue la valeur de z déterminera la valeur de /. Or, il suffira pour cela que X et J' soient des fonctions déterminées de a et j. Alors aussi la position du })ouit mobile A déterinuiera toujours la position du pouit mobile B.
Les propriétés cpie possède une fonction peuvent être de deux espèce-, différentes. En effet, ces jjropriétés peuvent subsister pour des \aleurs ([uelconques de la varial)le dont cette fonction dépeiul. Mais il j)eut arrixe; aussi que certaines propriétés subsistent seulement pour certaines valeurs de la variable, par exemple s'il s'agit d'une variable réelle x-, pour les valeurs de X comprises entre deux limites données a. '>. et, s il s agit d une \ariable imaginaire z, [)our toutes les valeurs de z propres à représenter les attises de points renfermés dans une certaine aire plane 5 que limite un certain contour.
Les propriétés des fondions étant généralement exprimées par des équations ou par des formules, il suit de ce qu'on vient de dire que certaines équations ou formules subsistent seulement entre certaines limites. Cette conclusion s'accorde avec une remarque sur laquelle j'ai insisté dans mon Jtialjse algpbrique (Introduction, page iij), savoir, que la plupart des formules algcbibiues subsistent uniquement sous certaines confirions et pour certaines valeurs des quantités qu'elles rer^erment. Ainsi, par exemple, z = r,, étant une quantité géométrique variable, ou. en d'autres termes, une
( 3io ) variable imaginaire, l'équation
ne sera généralement vraie que pour un module /' de z inférieur à l'unité, c'est-à-dire pour des valeurs de z propres à représenter les affixes de points situés à l'intérieur du cercle qui a l'origine pour centre et l'unité pour rayon. Si l'on supposait précisément /■ = j , la série
dont la somme constitue le second membre de la formule (5), serait divergente, à moins toutefois que l'on n'eût z= i. D'ailleurs, dans ce dernier cas, les deux membres de la formule (5) devront être évidemment remplacés par les limites vers lesquelles ils convergent, tandis que s s'approche indéfiniment de l'unité, et il est clair que ces limites se réduiront pour le premier membre à l'infini positif ou négatif, ou même imaginaire, et pour le second membre à l'infini positif seulement.
Dans ce qui précède, nous nous sommes borné à considérer des fonctions d'une seule variable. Mais il est évident qu'une fonction peut dépendre de plusieurs variables, chacune de ces variables étant, ou une quantité algébrique, ou une quantité géométrique. Ajoutons qu'une telle fonction peut offrir des propriétés qui subsistent, ou pour toutes les valeurs, ou seulement pour certaines valeurs des diverses variables qu'elle renferme.
Observons encore qu'une fonction d'une ou de plusieurs variables peut être ou explicite ou implicite.
Lorsque des fonctions d'une ou de plusieiu's variables se trouvent immédiatement exprimées au moyen de ces variables, elles sont nommées Jonctions explicites. Mais lorsqu'on donne seulement les relations entre les fonctions et les variables, c'est-à-dire les équations auxquelles ces quantités doivent satisfaire, tant que ces équations ne sont pas résolues , les fonctions, n'étant pas immédiatement exprimées au moyen des variables, sont appelées fonctions implicites. Pour les rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui les déterminent.
Souvent le résultat d'une opération effectuée sur une quantité peut avoir plusieurs valeurs différentes les luies des autres. Lorsqu'on veut désigner indistinctement une quelconque de ces valeurs, on peut, comme nous l'avons fait dans \ Analyse algébrique, recourir à des notations dans lesquelles la quantité soit entourée de doubles traits, ou de doubles paren-
( 3ii )
thèses, en réservant la notation usuelle pour la valeur la plus simple, ou pour celle qui parait mériter davantage d'être remarquée. Ces conventions étant admises, une fonction explicite, représentée par l'une des notations usuelles, offrira généralement, pour chaque valeur de la variable dont elle dépend, une valeur unique qui pourra toutefois devenir multiple dans certains cas particuliers. Ainsi, par exemple, chacune des fonctions
I 4- c + z-^, (i + zy, e', sin z. cos r, etc.,
offrira généralement, pour chaque valeur de la variable z, une valeur unique et finie; et Ton pourra encore en dire autant des fonctions
1 (z), arc tang :, arc cot z. arc sin z . etc.
Toutefois, ces dernières fonctions offriront, pour certaines valeurs particulières de z, des valeurs multiples. Telle sera la valeur infinie de -; positive ,
ou négative, ou même imaginaii-e, correspondante à une valeur nulle de z. Telle sera encore la \A\enr singulière de arc cot z. correspondante à : = o. et donnée par la formule
arc cot r= ± -•
dans laquelle le double signe doit être réduit au signe -i- ou au signe — . suivant, que la partie algébrique de la variable imaginaire - passe par îles valeurs positives ou négatives avant d'atteindre la limite zéro (page aiG . Quant aux fonctions implicites, elles pourront admettre des valeurs multiples correspondantes, non-seulement à des valeurs particulières, mais encore à des valeurs quelconques des variables. Ainsi, par exemple, la fonction Z de z, déterminée par l'équation
(6) Z=+ s== I, admet deux valeurs distinctes, savoir :
(7) Z = {i-z-f et Z=-{i-z^y.
Il arrive souvent que les diverses valeurs d'une fonction nuplicitr sont en nombre infini. On peut citer comme exemple la fonction / di-tt^rinmee par l'équation
8) cos/^s,
de laquelle on tire (page 3o3)
(g) Z z= -ikn ±i arc cos z,
k étant une quantité entière quelconque.
Nous désignerons sous le nom de ijpe une expression analytique propre à représenter généralement, ou la valeur unique d'une fonction explicite, ou l'une des valeurs diverses d'une fonction implicite. Cette définition étant admise, la fonction Z, déterminée par l'équation (6), admettra deux types distincts, que présentent les formules (■j); et la fonction Z, déterminée par l'équation (8), offrira une infinité de types, tous compris dans la formule (9 .
Les intégrales définies prises entre des limites variables , et celles qui renferment des paramètres variables, doivent être rangées au nombre des fonctions explicites. Très-souvent, les valeurs de ces intégrales sont déterminées par des formules qui subsistent unicpiement sous certaines conditions. Ainsi, par exemple, x étant une variable réelle, l'équation
r sin (a.r) , tt
(10) / ^ — 'da:=-
subsiste imiquement pour des valeurs positives de x, et doit être remplacée, quand x est négatif, par la formule
r ' sin iax) 1 - •
tandis que la moyenne arithmétique entre les deux quantités — -» -» c'est-à-dire zéro , est précisément la valeur de l'intégrale
sm(^J^^^
correspondante à une valeur nulle de x. Ainsi encore, z étant une quantité géométrique variable, ou, en d'autres termes, une variable imaginaire, liée aux variables réelles J?,jr par l'équation (2), la formule
subsiste uniquement j)Our des valeurs positives de la partie réelle x de la
variable z. Enfin, si l'on nonuiie / le module et p rargument de z, en sorle qu'on ait z = r^, la formule
subsistera uniquement pour un module /■ de z uiferieur à l'unité, c'est-àdire pour toute valeur de z propre à représenter l'affixe d'un |)oint situé dans l'intérieur du cercle qui a l'unité pour rayon. On aura pour r=^i, c'est-a-dire pour toute valeur de z correspondante à un point situé sur la circonférence du cercle dont il s'agit,
tp
et pour / > I , c'est-à-dire pour toute valeur de ' coi-respondante a un point situé hors du même cercle,
r.j. d An. )i d,- Ph. 'mnih.. V . 1\ . JtG' ll^r•:' 4"
Sur les fonctions continues de quantités algébriques ou géométriques .
§ I. — Considérations générales.
Parmi les caractères que les fonctions peuvent offrir, l'un de ceux qui, en raison de leur importance, méritent une attention sérieuse, est bien certainement la continuité , telle qne je l'ai définie dans mon Analyse algébrique. A la vérité, la définition des fonctions continues, donnée dans cet ouvrage, et généralement adoptée aujourd'hui par les géomètres, s'y trouvait spécialement appliquée aux fonctions réelles ou imaginaires des variables réelles, c'est-à-dire des quantités algébriques variables. Mais rien n'empêche d'étendre la même définition au cas où les variables sont des quantités géométriques, connue je l'expliquerai tout à l'heure.
§ II. — Sur les fonctions continues de quantités algél>riques. '
Commençons par rappeler les principes établis en 1821 dans mon Analyse algébrique, et reproduits en 1829 ^^^^ "^^s Leçons sur le Calcul différentiel :
« On dit qu'une quantité (algébrique) variable devient infiniment petite , )> lorsque sa valeur numérique décroît indéfiniment, de manière à con- » verger vers la limite zéro. {^Analyse algébrique , ])age 26.)
» Une quantité infiniment petite se nomme encore un injiniment petit . » [Préliminaires du Calcul différentiel ^ page 4)
» Les notions relatives à la continuité ou à la discontinuité des fonctions » doivent être placées parmi les objets qui se rattachent à la considération » des infiniment petits. (Analyse algébrique , page 3/|.)
» Soit j ( x) une fonction (réelle) de la variable ( réelle) x, et supposons • que, pour chaque valeur de x intermédiaire entre deux limites données, » cette fonction admette constauunent une valeur unique et finie. Si, en « partant d'une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à la
» variable x un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-même » recevra pour accroissement la différence
f'ix -1- a) - f{x),
» qui dépendra en même temps de la nouvelle variable a et de la valeur » de a-. Cela posé, la fonction y .r) sera, entre les deux limites assignées » à la variable jr , fonction continue de cette variable, si, pour chaque » valeur de x intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de la » différence
» décroît indéfiniment avec celle de a. En d'autres termes, la Jonction » f [oc] restera continue par rapport à x entre les limites données, si , » entre ces limites , un accroissement infiniment petit de la variable produit » toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. » [jénaljse algébrique , pages 34 et 35.)
0 On dit encore que la Jonction J{^x) est., dans le voisinage d'une valeur » particulière , attribuée à la variable x , Jonction continue de cette va- » riable, toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites de o", même » très-rapprochées, qui renferment la valeur dont il s'agit. Analyse » algébr if/ue , page 35.)
» Enfin, lorsqu'une fonction cesse d'être continue dans le voisinage • d'une valeur particulière de la variable J?. on dit qu'elle est alors discon- » tinue , et qu'il v a, pour cette valeur particulière , solution de continuité. " {Analyse algébrique , page 35.) »
Les définitions précédentes sont reproduites en termes équivalents, ou même identiques, dans les Préliminaires de mon Calcul rliflérentiel (page 6).
Ces définitions étant admises, il sera facile de reconnaître, non-seulement si une fonction explicite et réelle de la variable réelle x est ou n'est pas continue entre deux limites données, mais encore entre quelles limites ime telle fonction reste continue.
« Ainsi, par exemple, la fonction sin^, admettant pour chaque valeur » particulière de la variable x une valeur unique et finie, sera continue » entre deux limites quelconques de cette variable, attendu que la valeur
» numérique de sin-» et, par suite, celle de la différence
sm [X + a — sm x = i sm - cos I x H — ]i
» décroissent indéfiniment avec celle de a, quelle que soit d'ailleurs la » valeur finie qu'on attribue à x. [Jiialjse algébrique , page 35.)
» Si (en désignant par a une constante réelle, par A un nombre con- » stant, et par Lx le logarithme réel de x pris dans le système dont la base V esl A), on envisage, sous le rapport de la continuité, les fonctions » simples
a + X, a— X, ax , -■> x", A^, L,x,
sin X , cos X , arc sin x , arc cos x ,
» on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux » limites finies de la variable x , toutes les fois qu'étant constamment réelle » entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans l'intervalle. » [Analyse algébrique , pages 35 et 36.)
» Par suite , chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage » d'une valeur finie attribuée à la variable x, si cette valeur se trouve » comprise, pour les fonctions
a — X dx
sin jf cos X
» pour la fonction
entre les limites x := — oo , jt = oc ;
1° entre les limites jc = — co . x r= o, •'" ) 2° entre les limites x = o , x = co ;
» pour les fonctions
> entre les hmites x = o , x = x ;
L{x) ) » enfin pour les fonctions
arc sin x l
\ entre les limites x = — i , x = i. arc cos x [
[Analjse algébrique , page 36.) » 11-est bon d'observer que, dans le cas où l'on suppose
( ^17 ) " {m désignant un nombre entier), la fomnion simple or" est toujours » continue dans le voisinage d'une valeur finie de la variable .r, à moins ■' que cette valeur ne soit nulle, a étant égal à — m. ( .^nnljsc a/gébriqur- . » page 37. ) »
Lorsqu'une fonction devient infinie pour une valeur finie de la variable, un accroissement infiniment petit attribué à cette valeur cesse évidemment de produire un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même, et, par suite, il y a solution de continuité. Ainsi, par exempie. chacune des fonctions
- et X-'"
[rn éiiin[ ini nombre entier), devient discontinue en devenant infinie pour
Cela pose, pour qu'une fonction de la variable réelle jc reste contniuc dans le voisinage d'une valeur donnée de a-, il est nécessaire qu'à cette valeur de a: corresponde une valeur /m/e de la fonction. Mais est-i! pareillement nécessaire que, pour la valeur donnée de x et pour chaciuie des valeurs voisines, la fonction acquière une valeur «^//(/«eieprésentée par un seul type f [x) ? A la rigueur, cette question pourrait être résolue négativement; et, dans le cas où il s'agit d'une fonction implicite qui offi-e diverses vale!U-s représentées par divers types , ou , en d'autres terme?, d'inie fonction liée à la variable x par une équation qui admet plusieurs i-acines, on pourrait dire que cette fonction implicite est continue entre des limite.': données de x, lorsque entre ces limites, un accroissement infiniment petit aîtribuéà j; protluit toujours ini accroissement infiiiiment petit de l'un quelconque des tvpes. Mais il est plus simple de considérer chacun de ces types comme luie fonction iléterminée dex; et poiu' énoncer clairement l'iivpothése admise, il suffit de ilire que chacune des valeurs de In fonction implicite est une fonction explicite de x. qui reste continue entre les Innites assignées à cette variable.
Ainsi, par exemple, si l'on nomme j' une fonction unpiicile de x, déterminée par l'équation
(i) x^-hy' = \,
les deux valeurs qu admettra cette fonction implicite , pour une valeui' réelle, de^, comprise entre les limites
( 3t8 ) seront deux fonctions explicites représentées par les deux types
• ^ Y T — oc j — Y I — oc~ 7
et dont chacune restera continue entre les limites données.
Ainsi encore, si l'on nomme ^ une fonction implicite de x déterminée par l'équation
(2) tang j = x,
les valeurs qu'admettra cette fonction implicite, pour une valeur réelle dé x, seront les fonctions explicites représentées par les divers termes de la progression arithmétique
. . . — 2n + arctangx, — tt + arc tang j: , arctangA-, ■K -\- arc tang x , 2 tt + arc tang x , . . . ,
et chacune de ces fonctions explicites restera continue entre des limites quelconques de la variable, par conséquent entre les limites
Il n'est pas sans intérêt de rapprocher l'une de l'autre les notions de continuité dans les fonctions et de continuité dans les courbes. C'est ce que nous allons essayer de faire en peu de mots.
Concevons que, dans un plan donné, on construise une courbe dont les coordonnées rectilignes, rapportées à des axes rectangulaires ou obliques, soient la variable réelle x et une fonction réelle y de cette variable. Si l'ordonnée j^ considérée comme fonction de l'abscisse .r, est explicite et continue entre deux limites données
la courbe sera certainement continue entre deux points qui auront pour abscisses x , x^^. Il y a plus; elle offrira entre ces deux points une seule branche correspondante à la valeur unique de la fonction j. Si, au contraire, la fonction j- demeurant explicite, devient discontinue entre les limites données, pour certaines valeurs particulières x,, x„, . . . de l'abscisse x, la courbe deviendra elle-même discontinue et se décomposera en diverses branches que limiteront des ordonnées correspondantes à ces valeurs particulières de X. Enfin, si l'ordonnée j, considérée comme fonction de x^ est implicite et déterminée par une équation qui admette plusieurs racines.
chacune de ces racines, quand l'équation sera résolue, deviendra une iont tion explicite, continue ou discontinue, à laquelle répondra ou une seule branche de courbe , ou le système de plusieurs branches que limiteront les ordonnées correspondantes aux solutions de continuité. Donc alors des branches distinctes pourront répondre , non-seulement à des valeurs diverses, mais encore aune valeur unique de l'abscisse j:. D'ailleurs, dans le cas où, entre deux limites données de x, chaque valeur de la fonction implicite j- est une fonction continue de x , et représente en conséquence une seule branche de courbe , il peut arriver que les diverses branches correspondantes aux diverses valeurs de j se joignent par leurs extrémités, de manière à former une courbe continue. C'est ce qui aura lieu , par exemple, si l'ordonnée y est déterminée par l'équation (i). Alors, en effet, les deux valeurs de y, savoir
\! 1 — jc , — \' i — X- 1 resteront, comme on l'a dit, fonctions continues de x entre les limiles
et les deux branches de courbe correspondantes à ces deux valeurs seront deux demi-circonférences de cercle qui se joindront par leurs extrémités, de manière à reproduire la circonférence entière. C'est ce qui aura lien encore si l'ordonnée^ est déterminée par l'équation
(3) sinj = a-;
car la courbe continue que représente l'équation (3) peut être considérée comme composée de plusieurs branches qni se joignent par leurs extrémités, chaque branche ayant pour ordonnée, entre les limites
l'une des valeurs de j' comprises dans les deux progressions
. .-. — 4?: + arc sinx, — 2 7r + arc sin jr , arcsinx, :2- -t~ arc sin Ji-.
/^Tt -h arc sin X, . . . , ... — 3r: — arc sin X, — tî — arcsinx, ~ — arcsinjr, 3?! — arc sina',....
Comme on vient de le remarquer, quand on exprime, en fonction de l'abscisse x , l'ordonnée j' d'une courbe continue, cette ordonnée adniei souvent diverses valeurs représentées par diverses fonctions explicites de x.
Mais aiors ou peut aussi représenter chaciuie des coordonnées x, j par une fonction toujours continue d'une autre variable s. Il suffit pour cela que la lettre s désigne ou l'arc de la courbe continue, mesuré dans un sens déterminé à partir d'une origine fixe , ou une quantité qui croisse constamment avec cet arc. Ainsi, par exemple, si l'on nomme s un ai-c mesuré sur la circonférence de cercle que représente l'équation (i), à partir du point où cette circonférence coupe l'axe des x, et dirigé dans le premier instant, du côté des oi'données positives, les coordonnées jc, / de cette même circonférence pourront être représentées par des fonctions de l'arc s, toujours continues, et liées à cet arc par les équations
X = cos s , j
sm*.
Quand la courbe que l'on considère est, comme dans le cas précédent, ime courbe fermée et rentrante sur elle-même, les coordonnées x,j\ exprimées en fonction de l'arc s , sont évidemment des fonctions périodiques qui reprennent les mêmes valeurs au moment où l'extrémité de l'arc s, après avoir parcouru le périmètre entier de la courbe, retrouve la position qu'elle occupait d'abord.
§ III. — ^«7- les fonctions continues de quantités géométriques.
Désignons par la lettre z une variable imaginaire, ou, en d'autres termes, une quantité géométrique variable dont ;■ soit le module, et p l'argument. Posons d'ailleurs
. • X = rcof>p, j- = rsin/5.
La variable '-. ^' '
(i) _ z = rp= X +ji
sera propie à représenter l'affixe d'un point mobile A, qui aura pour coordonnées polaires les variables réelles p, ;■, et pour coordonnées rectangulaires les variables réelles x, j-.
Soient maintenant
(2) z=:R =x+ri
une autre variable imaginaire, ou, en d'autres termes, une autre quantité géométrique variable, propre à représenter l'affixe d'un autre point mobile B qui a pour coordonnées polaires les variables réelles P, R, et pour coordonnées rectangulaires les variables réelles X, Y. Comme on l'a dit, dans le
précédent article, Z sera fonction de z, si le mouvement du point A entraine le mouvement du point B, ou, ce qui revient au mè;ne, si les variables réelles X, V sont fonctions des variables réelles x, j. D'ailleurs, certaines propriétés de Z considérée comme fonction de z pourront subsister uniquement pour certaines valeurs de z comprises entre certaines limites , par exemple pour les valeurs de z propres à représenter les affixes de pôinis renfermés dans une certaine aire S. Ajoutons que les lignes droites ou courbes qui limiteront l'aire S seront entièrement arbitraires. On poiu'ra , pour fixer les idées, supposer l'aire S limitée extérieurement par un certain contour PQR composé de lignes droites ou courbes; et l'on pourra aussi la supposer comprise entre deux contours de cette espèce KLM, PQR, qui lui serviraient de limite intérieure et extérieure
Considérons maintenant d'une manière spéciale, parmi les propriétés que les fonctions peuvent offrir, celle qui fait le sujet principal de cet article, et que l'on nomme la continuité. Pour les fonctions des variables imaginaires, comme pour les fonctions des ^ariables réelles, cette propriété se rattache à la considération des infiniment petits. Entrons à cet égard dans quelques détails.
Une variable imaginaire est appelée iufmimefit petite , lorsqu'elle converge vers la limite zéro [^ualjse algébrique , page 200). Cela posé, pour que la variable imaginaire
soit infiniment petite, il suffira évidemment que les variables réelles x, j soient infiniment petites, et, par suite, il suffira que le module
soit infiniment petit. Réciproquement , si le mofiule /■ est infiniment petit, les variables x , j seront elles-mêmes infiniment petites, et, par suite, ou nourra en dire autant de la variable imaginaire z. Soit maintenant
lUie fonction de la variable imaginaire z, et supposons que, pour chaque valeur de z propre à représenter l'affixe d'un point renfermé dans l'aire S, cette fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en partant dune telle valeur de z, on attribue à la variable z un accroissement infiniment petit 'Ç . la fonction elle-même recevra pour accroissement ladif-
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qui dépendra en même temps de la nouvelle variable Ç et de la valeur de 2. Cela posé, la fonction y (s) sera entre les limites assignées à la variable z, c'est-à-dire, pour toutes les valeurs de z renfermées dans l'aire S, fonction" continue de z, si pour chacune de ces valeurs, le module de la différence
devient infiniment petit avec le module de Ç. En d'autres termes, lajoîictionf[z) de la variable imaginaire z restera continue par rapport à cette variable entre les limites données, si, entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable z produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même.
De plus, étant donnée une valeur particulière de z propre à représenter l'affixe d'un point déterminé A , la fonction^ ( z) sera ^\te fonction continue de la variable imaginaire z , dans le voisinage de la valeur particulière attribuée à z, si elle est continue pour toutes les valeurs de z propres à rej)résenter les affixes de points situés dans l'intérieur d'une aire même trèspetite qui renferme le point A.
Enfin, lorsqu'une fonctiony (z) de la variable imaginaire z cessera d'être continue dans le voisinage d'une valeur particulière dez, on dira que, pour cette valeur, elle est discontinue , et offre une solution de continuité.
Ces définitions étant admises, considérons d'abord ime fonction explicite de la variable z, cette fonction étant exprimée à l'aide des notations usuelles. Comme je l'ai remarqué dans le précédent article, cette fonction explicite offrira généralement, pour chaque valeur finie de z, une valeur unique complètement déterminée, et dès lors il sera facile de reconnaître, non-seulement si elle est ou n'est pas continue entre des limites données, mais encore entre quelles limites elle reste continue.
Ainsi , par exemple , la fonction
sinz = : )
qui admet pour chaque valeur particulière de z une valeur unique et finie, sera continue entre deux limites quelconques de la variable z, attendu que le module de
-tr — -?l
Sin - = : !
( 323 ) et. par suite, ie module de la différence
sin {z + Ç ) — sin z = 2 sin - cos ( z + ^ ) >
décroissent indéfiniment avec le module de Ç, quelle que soit d'ailleurs la valeur finie que l'on attribue à z.
Si, en désignant par c une constante réelle on imaginaire, et par ^ un nombre constant, on envisage, sous le rapport de la continuité les six fonctions simples
c 4- z , C — z , cz, A~ . sin z , cos z ,
on reconnaîtra que chacune d'elles reste continue par rapport à z entre des limites quelconques. On pourra encore en dire autant de toute fonction entière de la variable z.
Au contraire, une fonction rationnelle, mais non entière, de z deviendra discontinue pour les valeurs de z qui la rendront infinie. Ainsi, par exemple, la fonction
deviendra discontinue, en devenant infinie, pour z = o; mais elle sera continue dans le voisinage de toute valeur finie de z distincte de zéro.
Le nombre des valeurs de z, pour lesquelles une fonctiony (z) devient discontinue en devenant infinie, peut être ou fini ou même infini. Ce nombre est toujours fini, lorsque^ (z) se réduit à une fonction rationnelle de z. Il deviendrait infini si /(s) était une fonction rationnelle de sinz ei cosz. Ainsi, par exemple, la fonction , sinz I f-' — c""-'
tane z = = - -r^, n
devient discontinue, en devenant infinie, pour toutes les valeurs dez comprises dans la progression arithmétique
par conséquent, pour une infinité de valeurs de z, propres à représenter les affixes de points équidistants, séparés les unes des autres, et situés sur Taxe polaire. '
Il arrive souvent qu'une foncfion explicite Z de la variable imaginaire z devient discontinue , même sans cesser d'être finie, pour une infinité de va-
leurs de z propres à représenter les affixes de tous les points situés sur certaines lignes, ou certaines portions de lignes droites ou courbes, que nous appellerons lignes d'arrêt.
Ainsi, par exemple, si l'on envisage, sous le rapport de la continuité, les deux fonctions
la lettre caractéristique 1 indiquant un logarithme népérien, on reconnaîtra que ces deux fonctions deviennent discontinues, toutes les fois que les variables réelles x, j. liées à la variable imaginaire z par l'équation
vérifient les conditions
(3) , . X := ou < O , J- = O.
Donc alors, il existe une seule ligne d'arrêt, qui n'est autre que Taxe polaire , indéfiniment prolongée , à partir de l'origine du côté des abscisses négatives.
Ainsi encore, si l'on envisage, sous le rapport de la continuité, la fonction
arctancs= -^^ -^-^ — ■ — -^
on reconnaîtra qu'elle devient discontinue, toutes les fois que, dans la variable imaginaire z = x -f-j"!, les variables x, y vérifient les conditions
(4) x=:o, ^'^ — ou > I.
Donc alors , il existe deux lignes d'arrêt qui se réduisent à deux partfes distinctes de l'axe des ordonnées, indéfiniment prolongé, dans le sens des ordonnées positives, k parfir du point dont l'ordonnée est i , et dans le sens lies ordonnées négatives , à partir du point dont l'ordonnée est — i .
Les extrémités des lignes d'arrêt seront nommées points d'arrêt : tels sont, par exemple, le pôle, ou, en d'autres termes, l'origine, dans la ligne d'arrêt correspondante à chacune des fonctions
et les deux points situés sur l'axe des ordonnées à la distance i de l'origine, dans les deux lignes d'arrêt correspondantes à la fonction arc tang z.
Dans les cas semblables à ceux que uous avons traités jusqu'ici, c'est-àdire quand une fonction de la variable imaginaire z est une fonction explicite représentée par l'une des notations usuelles, il ne dépend pas du calculateur de faire disj)araître les solutions de continuité que la fonction peut offrir. Ces solutions de continuité sont, en effet, une conséquence immédiate des conventions à l'aide desquelles on a fixé le sens des notations adoptées. Il est donc certain, comme je l'ai dit ailleurs (tome 11 du Journal de M. Liouville, page 323), que la nature des conventions n une influence marquée sur le caractère des fonctions considérées comme continues , de sorte qu'en, passant d'un système de conventions à un autre , on peut rendre discontinues des Jonctions qui étaient continues , et réciproquement.
Parmi les fonctions explicites, représentées à l'aide des notations usuelles, on doit distinguer celles qui ne cessent d'être continues qu'en devenant infinies. Nous les appellerons monodromes. Une fonction pourra d'aillfu!> être monodrome, seulement poui- les valeurs de z correspondantes aux points intérieurs d'une certaine aire S renfermée dans un certain contour PQR. ou entre deux contours donnés KLM, PQR. Dans tous les cas, le mot monodrome parait exprimer assez bien la propriété de la fonction que l'on considère, puisque celle-ci varie par degrés insensibles, en acquérant à chaque instaint une valeur unique , tandis tjue le point mobile A correspondant à l'affixe z court cà et là , sans sortir de l'aire S, ou tourne autoui- des points singuliers correspondants à des valeurs infinies de la fonction.
On j)eut citer, comme exemples de fonctions monodromes, non-seulement les deux fonctions
mais encore les fonctions rationnelles de z, de e'. de siii z, de cos r, etc.
Ainsi qu'on vient de l'explicpier, pour mettre en évidence la nature et les propriétés d'une fonction explicite Z de la variable imaginée z, il est surtout nécessaire d'avoir égard aux diverses positions que peut prendre le point mobile A qui a r pour affixe. Parlons maintenant des positions que peut prendre le point mobile B dont l'affixe est Z. Tandis que le point A parcourra en tous sens le plan des affixes, le point C pourra décrire oi: ce plan tout entier, ou seulement une portion de ce même plan. Dans le dernier cas, la portion décrite sera ce que nous nommerons la région correspondante à la fonction explicite s, et les lignes droites ou courbes qui serviront de limites à cette région, seront appelées lignes terminales. Ces lignes terminales correspondront ^•videmment aux lignes d'arrêt, de telle
sorte qu'au moment où le point mobile A dont z est l'affixe atteindra une ligne d'arrêt, le point mobile B dont Z est l'affixe atteindra une ligne terminale.
Si l'on considère, par exemple, la fonction explicite
on reconnaîtra, non-seulement que cette fonction devient discontinue au moment où le point mobile A atteint la ligne d'arrêt représentée par la formule (3), c'est-à-dire l'axe des x, indéfiniment prolongé à partir du pôle du côté des x négatives, mais encore que les valeurs diverses de cette fonction explicite sont les affixes de points situés du côté des x positives, et qu'en conséquence cette fonction représente l'affixe d'un point mobile B compris dans une région spéciale , savoir, dans la partie du plan des xy qui, s'étendant à l'infini du côté des x positives, a pour ligne terminale l'axe des ordonnées.
Si à la fonction z' on substituait la suivante :
Ir.,
qui devient encore discontinue au moment où le point mobile A rencontre l'axe des x, du côté des x négatives, la région parcourue par le point mobile B, ou, en d'autres termes, la région correspondante à la fonction 1 z cesserait de s'étendre à l'infini du côté des x positives, et se réduirait à la portion du plan des affixes, comprise entre deux lignes terminales parallèles à l'axe des y et situées de part et d'autre de cet axe à la distance 7Î.
Enfin , si l'on considérait la fonction
arc tang z
l(i+zi) — l(i — zi)
qui devient discontinue au moment où le point mobile A rencontre l'axe des j', à une distance du pôle égale ou supérieure à l'unité, la région parcourue par le point mobile B., c'est-à-dire, en d'autres termes, la région correspondante à la fonction arc tang z, se réduirait à la portion du plan des affixes comprise entre deux lignes terminales parallèles à l'axe des j- et situées de part et d'autre de cet axe à la distance -•
Il arrive souvent que deux fonctions explicites d'une variable imaginaire z sont égales entre elles pour certaines valeurs de cette variable, et inégales
( 32 7 ) pour d'autres valeurs. Ainsi, par exemple, si c représente inie valeur particulière de la variable r. les deux fonctions explicites
' • '- [cl
seront égales entre elles, quand les arguments principaux de c et de z fourniront une somme comprise entxe les limites — -. h- z. On ne doit donc pas s'étonner de voir correspondre à ces deux fonctions des lignes terminales distinctes, et à ces lignes terminales des lie;nes d'ari'èt distinctes. Si, pour fixer les idées, on nomme ts l'argument principal de la constante c. et si cet argument est positif, alors, pour obtenir la ligne terminale et la ligne d'arrêt correspondantes à la fonction
i! suffira de faire tourner autour di; pôle la ligne terminale et I i ligne
darret correspondantes à la fonction z \ en imprimant à ces dernières lignes un mouvement de lotation direct, de telle sorte que le rayon vecteur mené de l'origine à ini de leurs points décrive un angle égal à^rr.
Supposons à présent que l'on considère non plus une fonction explicite . mais une fonction implicite Z de la variable imaginaire z Cette fonctioi. nourra être déterminée ou isolément par une équation unique, ou avec d'autres fonctions implicites, par un système d'équations dont le nombre devra être égal à celui des fonctions elles-mêmes. Dans l'un et l'autre cas. Z admettra, pour chaque valeur de s, une ou plusieurs valeurs qui pourront devenir ou infinies, ou égales entre elles, pour certaines valeurs particulières de la variable z. Les points dont ces valeurs particulières de c seront les affixes, prendront le nom de points singufirrs.
Soient maintenant
diverses valeurs successivement attribuées à la variable imaginaire r, et
des valeurs correspondantes d'une fonction explicite ou unplicite Z, en sorte que Z, désigne une des valeurs de Z correspondantes à la valeur z, de z; Z une des valeurs de Z correspondantes à la valeur z„ de z; et ainsi de suite. Soient d'ailleurs
les points qui oi)t pour affixes les quantités géométriques
et soient encore
les points qui ont pour affixes les quantités géométriques
^ii ■^,/' ^/»'- • • •
Enfin concevons que, le nombre des points A,, A,,, A„,..., devenant infini, leur système se réduise à une courbe continue A, A„ A^, . . . , décrite par un point mobile A correspondant à une affixe variable z. Le système des points B^, B^ , B^^^, ... , pourra, dans certains cas, c'est-à-dire, pour certaines formes de la fonction Z, ou des équations qui la déterminent, et pour certaines formes de la courbe continue A, A,, A^, ..., se réduire lui-même à une courbe continue BB, B,^..., décrite par un point mobile B correspondant à luie affixe variable z. Alors la courbe continue A, A A,„ .. . sera ce que nous nommerons le chemin (*) du point A, et la courbe continue B, B^^B^^, ... sera le chemin correspondant du point B.
La nature d'une fonction implicite Z, c'est-à-dire , en d'autres termes, la nature de l'équation ou des équations qui déterminent Z, peut être telle, qu'à une courbe continue A, A,, A^„ . . . , considérée comme cliemin du point mobile A, corresponde toujours une autre courbe continue B, B,^ B^, . . . , propre à représenter le chemin du point mobile B, quelle que soit d'ailleurs , parmi les valeurs de Z correspondantes à s = z , celle que l'on prendra pour l'affixe Z^ du point B,. Il peut arriver aussi que cette condition, étant généralement remplie, cesse de l'être dans le seul cas où les affixes de quelques-uns des points B, , B„ , B,,, , . . . deviennent infinies , et où, par suite, la courbe B, B,B^, ... se trouve remplacée par le système de plusieurs courbes dont chacune reste continue , mais s'étend à l'infini. Dans l'une et l'autre hypoihèse, si le chemin A, A,,A^^, .. du point mobile A ne renferme aucun point singulier, le chemin correspondant B B,^B^,,. . . du point mobiie B, partant d'une position donnée B , dans laquelle il avait pour affixe la valeur Z, de Z, sera toujours une courbe continue ; et alors, ce dernier chemin n'étant jamais interrompu, n offrant aucune solution de
(*) Le nom de clicmin , appliqué à la combe que décrit le point A, a été, si je ne me trompe, employé pour la première fois' par M. Puiseux, dans un remarquable Mémoire qui a pour titre : Rcc/ie/chcs sur les fonctions algébriques. l^I'oir le Journal de Matliématiques de M. Liouville, pajje Sgô, tome XV.)
continuité, la fonction Z sera dite évodique (de ivodoc, permis j ivoâiv.. facilis via).
Ajoutons qu'une fonction implicite Z de la variable imaginaire z sera évodique seulement entre certaines limites , c'est-à-dire pour les valeurs de z propres à représenter les affixes de points situés dans l'intérieur d'une certaine aire S, si la condition ci-dessus énoncée ne se vérifie que dans hcas où le chemin A, A,, A,,,... du point mobile A est une courbe continue renfermée tout entière dans l'intérieur de l'aire S.
Concevons à présent que l'on parvienne à résoudre l'équation ou les équations qui servent à déterminer une fonction implicite Z de la variable imaginaire z, et à exprimer les diverses vaieiu's de cette fonction à l'aide des notations usuelles. Ces diverses valeurs deviendront des fonctions explicites de r, et chacime des fonctions explicites ainsi obtenues admettra généralement, pour chaque valeur finie de 3, une valeur unique complètement déterminée. Mais ces mêmes fonctions pourront devenir discontinues pour des valeurs particidieresde z, qui les rendront infinies; comme aussi pour des valeurs de z propres à représenter des affixes de pouits situés sur certaines lignes que nous avons appelées lignes d'arrêt. D'ailleurs, à ces lignes d'arrtt dont chacune limite la course du point mobile A, à l'instant où l'une des fonctions explicites ci-dessus mentionnées cesse détre continue, correspondront d'autres lignes que nous avons appelées lignes terminales^ et qui limiteront, dans les mêmes circonstances, la course du point mobile B.
Cela posé, considérons spécialement le cas où la fonction implicite Z est du nombre de celles que nous avons nommées fonctions évodiques; et soit, dans cette hvpothese. A, A„A„... une courbe continue qui représente ui' chemin attriliué au point mobile A dont l'affixe est z; soit encore B,B, B,„... le chemin correspondant que devra prendre le poiiû mobile B, dont 1 affixe est Z, en partant d'une position donnée B,, dont l'affixe est une valeur particulière de Z. I.e chemin B,B„B,„... se réduira lui-même soit à une seule courbe continue, soit au système de deux ou de plusieurs courbes continues qui pourront offrir des parties communes. Il se réduira effeclivemeni à une seule courbe continue, si le chemin A, A„A„,... ne renkrme aucim point singulier. jMais cette courbe unique sera remplacée par le système d^ deux ou plusieurs courbes qui s'étendiont à l'infini, si le chemin A, A,,A^,,... renferme des points singuliers dont les alfixes fournissent des valeurs infinies de Z, et la courbe ou les courbes dont il s'agit se ramifieront toujours à partir de points singuliers qui correspondraient à des valeurs de z pour lesquelles deux ou plusieurs des valeurs de la foncHon implicite Z devien-
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tiraient égales entre elles. Ajoutons que, dans la première hypothèse, c'està-dire quand le chemin A,A„A,,,... ne renfermera aucun point singulier, l'affixe Z du point mobile B, dont le chemin B,B B,,... sera une seule courbe continue, pourra être représentée tantôt par une fonction explicite (le r, tantôt par une autre, attendu que chacune des fonctions explicites qui exprimeront les diverses valeurs de Z devra être remplacée par une autre fonction explicite à partir de l'instant où le point mobile R, après avoir eu la première fonction pour affixe, atteindra une ligne terminale correspondante à cette même fonction. On doit en conclure que, dans le cas où une fonction évodique Z admet diverses valeurs, les diverses fonctions explicites propres à les représenter correspondent, dans le plan des affixes, à diverses régions séparées les unes des autres par certaines lignes terminales. D'ailleurs, au moment où le point B, dont l'affixe est Z, atteindra une de ces lignes terminales, le point A, dont l'affixe est z, atteindra une ligne d'arrêt correspondante.
Vérifions ces remarques sur quelques exemples, et d'abord supposons la fonction implicite
liée à la variable imaginaire
par l'équation
La résolution de cette équation fournira pour valeurs de Z deux fonctions explicites de z, données par les formules
(6) Z = zJ,
(7) • • Z=-zi
Ces deux fonctions explicites deviendront égales entre elles, et s'évanouiront toutes deux pour une valeur nulle de la variable z; par conséquent, le point dont l'affixe est nulle, c'est-à-dire le pôle, sera un point singulier. D'ailleurs, chacune des fonctions explicites
quoique généralement continue, deviendra discontinue pour toute valeur réelle, mais négative de^, attendu que si, en attribuant à x une valeur
négative — /. on fait converger y vers la limite zéro, la fonction z' convergera elle-même vers la limite /'^ i, quand_^' sera supposé positif, et vers la
limite — /' i, quand j' sera supposé négatif. En d'autres termes, chacune
(les fonctions explicites S' , — z% deviendra discontinue pour toute valeur
de z propre à représenter l'affixe d'un point situé sur Taxe des x, du côté
des jc négatives, et par conséquent sur la li^?ie d'arrêt qui. représentée par
les formules (3 > a pour extrémité l'origine. De plus, à cette ligne d'arrêt qui
limite la course du point mobile A à l'instant où lune des fonctions z- ,
— r' cesse d'être continue, correspondra une ligne terminale qui limitera au même instant la course du point mobile E; et cette dernière ligne, qui sera précisément l'axe des ordonnées, séparera l'une de l'autre, dans le plan des affixes, les deux régions qui seront occupées l'une par les points dont
les affixes seront les diverses valeurs de la fonction explicite z- , l'autre par les points dont les affixes seront les diverses valeurs de la fonction explicite — z'^. En6n la fonction implicite Z, liée à la variable imaginaire z par l'équation (3), sera certainement évodique. Car, si l'on exprime Z non plus en fonction de la variable z, mais en fonction du module /• et de l'angle /'. liés à z par la formule
z — T'p = re'
on obtiendra l'équation
dans laquelle il suffira de faire varier p entre les limites — ce , -+- oc , ou même entre les lunites — i-, + a;:, pour que le second membre devienne propre à représenter une valeur quelconque de Z. Or, si, en partant d'une certaine position correspondante à des valetu's délerminées de r etp, le point mobile A, dont l'affixe est z, décrit luie courbe continue A, A,, A,,,.... on pourra satisfaire a la formule (8) par des valeurs de /■ et p qui varieront avec z par degrés insensibles; et à ces valeurs de /, /? répondra évidemment, en vertu de la formule (9 , une valeur de la l'onction implicite Z, qu: variera elle-même par degrés insensibles avec la variable z. Donc alors le point mobile B, dont Z sera l'affixe, décrira, comme le point A, inie courbe continue B,B,,B,, —
En résumé, la fonction implicite Z, liée à z par l'équation (5), est une fonction évodique qui, pour chaque valeur de z. acquiert deux valeurs
( 332 ) distinctes; et ces deux valeurs peuvent être réduites aux deux fonctions explicites
dont chacune devient discontinue, en devenant l'affixe d'un point situé sur l'axe des ordonnées, au moment où la variable :; devient elle-même l'affixe d'ini point situé sur l'axe des x du côté des x négatives. En conséquence, la partie de l'axe des abscisses, sur laquelle se comptent les abscisses négatives, et l'axe des ordonnées, sont la ligne d'arrêt et la ligne terminale qui servent à limiter simultanément la course du point A, dont l'affixe est la variable s, et la course du point B, dont l'affixe est l'une des fonctions
explicites s' , — z' . De ces deux lignes, la seconde, c'est-à-dire l'axe des ordonnées, est précisément celle qui sépare l'une de l'autre les régions
occupées par les points dont les affixes sont de la forme z^ et de la forme — z^. ■ .
Si à l'équation (2) on substituait la suivante:
la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour chaque valeur de z, offrirait généralement deux valeurs distinctes, ces deux valeurs étant les fonctions explicites déterminées par les formules
D'ailleurs, chacune de ces fonctions explicites devient discontinue au moment où z devient l'affixe d'un point situé sur l'axe des x à une distance de l'origine plus grande que l'unité, et, à ce moment, chacune des formules (i i), (12) fournit deux valeurs de Z égales aux signes près, mais affectées de signes contraires, qui représentent les affixes de deux points situés sur l'axe des ordonnées. Donc, dans le cas présent, les deux valeurs de Z, déterminées par les formules (i i), (12), correspondent encore à deux régions séparées l'une de l'autre par l'axe des ordonnées; et à cet axe, considéré comme ligne terminale, correspondent deux lignes d'arrêt représentées par les formules
(i3) x' = ou >i, _^- = o.
Ajoutons que les extrémités de ces deux lignes d'arrêt sont précisément les
( 333 ) deux points crarrèt dont les coordonnées sont fournies par les équations
[i^) ar- := I , 7' = o,
c'est-à-dire les deux points situés sur l'axe des abscisses, à la distance i de l'origine.
Si à l'équation (lo) on substituait la suivante:
la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour chaque valeur de z, offrirait deux valeurs distinctes, ces valeurs étant les fonctions explicites déterminées par les formules
Alors aussi à ces deux fonctions explicites correspondraient encore deux régions, séparées l'une de l'autre par l'axe des ordonnées; mais ces deux fonctions deviendraient discontinues au moment où z serait l'affixe d'un point situé sur l'axe desa:, à une distance de l'origine plus petite que l'unité. Donc alors, à l'axe des ordonnées, considéré comme ligne terminale, correspondrait une seule ligne d'arrêt, représentée par les formules
18) a:^ = ou < I , ^ = o.
.\joutons que les extrémités de cette. ligne d'arrêt seraient encore les deux points d'arrêt dont les coordonnées sont fournies par les équations (i4)- Mais les valeurs de Z, correspondantes à ces points d'arrêt, sont nulles quand on part de l'équation (10), et infinies quand on part de l'équation (i 5). Enfin, si l'on supposait la fonction implicite Z liée à la variable imaginaire z par l'équation
Z offrirait, pour chaque valeur de z, une infinité de valeurs distmctes, représentées par les fonctions explicites qui constituent les divers termes de la progression arithmétique
(20) . . . , — 4 !^ i + 1 z, — 2 Tî i — 1 ;, \z, 2 - i -+- 1 :, i~i ~r- \z,
D'ailleurs, en vertu de la formule (19), Z serait encore une fonction évodique de z. Car si l'on exprime Z, non plus en fonction de z, mais en fonction du module r et de l'angle p liés à z par la formule (8), on obtiendra l'équation
dans laquelle i! suffira de faire varier p entre les limites — oc , +00, pour que le second membre devienne propre à représenter une valeur quelconque de Z. Or, si en partant d'une certaine position correspondante à des valeurs déterminées de r et p, le point A, dont l'affixe est z, décrit une courbe continue A, A„A^,..., on pourra satisfaire à la formule (8) en attriijiiant à / et p des valeurs qui varient avec z par degrés insensibles; et à ces valeurs de r, p répondra évidemment, en vertu de la formule (21), une valeur de la fonction implicite Z, qui variera elle-même, par degrés insensibles, avec la variable s, si la courbe A^ A^^A,,,... ne renferme pas le point d'arrêt dont l'affixe se réduit à zéro, c'est-à-dire l'origine des coordonnées.
D'autre part, chacune des fonctions explicites qui constituent les divers termes de la série (■20) deviendra discontinue au moment où z deviendra l'affixe d'un point situé sur la ligne d'arrêt que représentent les formules (3), c'est-à-dire d'un point situé sur l'axe des x, du côté des x négatives; et à ce moment, ces fonctions elles-mêmes deviendront les affixes de points situés sur des lignes terminales qui se réduiront à des droites équidistantes et parallèles à l'axe des jc, la distance de deux droites voisines étant égale à 2 7r.
Donc, en définitive, la fonction Z, liée à 2 par l'équation (19), sera une fonction évodique qui, pour chaque valeur de z, offrira inie infinité de valeurs distinctes correspondantes à une infinité de régions dont chacune sera comprise entre deux des droites parallèles que nous venons de mentionner.
Il importe d'observer que, dans le cas où à une même valeur de la variable imaginaire z correspondent diverses valeurs de la fonction implicite Z, ces diverses valeurs, exprimées à l'aide des notations usuelles, et ainsi converties en fonctions explicites, peuvent généralement revêtir une infinité de formes distinctes. D'ailleurs, si l'on compare l'un à l'autre deux systèmes de fonctions explicites dont chacun est propre à représenter les diverses valeurs de Z, on reconnaîtra que ces fonctions, prises deux à deux, peuvent coïncider entre certaines linntes, sans être généralement égales entre elles; et qu'à deux semblables systèmes de fonctions explicites correspondent, pour l'ordinaire, deux systèmes de lignes d'arrêt et deux systèmes de lignes terminales.
Ainsi, par exemple, si la fonction implicite Z est liée à la variable imaginaire z par l'équation (5), les deux valeurs qu'admettra cette fonction pourront être supposées déterminées non-seulement par les formules (6) et (7), mais encore par une infinité d'autres formules, et en particulier par les
( 335 ) suivantes :
c désignant une constante quelconque réelle ou imaginaire.
D'ailleurs, d'après une remarque précédemment faite, si ron nomme tô l'argument principal de la constante c supposée imaginaire, il suffira., pouiobtenir la ligne d'arrêt et la ligne terminale correspondantes aux fonctions explicites que déteriiiinent les formides (2'2), (iS), de faire tourner autour du pôle la ligne d'arrêt et la ligne terminale correspondantes aux fonctions que déterminent les formules (6) et (-), en imprimant à ces dernières lignes un mouvement de rotation direct si rs est positif, ou rétrograde si 5t est négatif, de telle sorte que le rayon vecteur, mené de l'origine à un de leurs points, décrive un angle égal à u.
11 est bon d'observer qu'à une fonction implicite Z, déterminée par une équation unique ou par un système d'équations simultanées, correspond un système unique de points singuliers, par consécpient un système unique de points d'arrêt servant d'extrémités aux lignes d'arrêt, quelles que soient d'ailleurs ces dernières lignes. Ainsi, par exemple, à la fonction implicite Z, déterminée par l'équation (^5 , correspond lui seul point d'arrêt qui coïncide avec l'origine, et dont l'affixe est la valeur o de z, pour laquelle les deux valeurs de Z, fournies par les formules (6) et (7), ou par les formules ( 22 ) et ^aS), deviennent égales entre elles.
Sur les différentielles de quantités algébriques ou géométriques , et sur les dérivées des fonctions de ces quantités.
Dans le Mémoire sur V Analyse infinitésimale, placé en tête du troisième volume de cet. ouvrage, sont exposés les principes qui me paraissent devoir servir de base au calcul différentiel. Je vais indiquer aujourd'hui les conséquences qui se déduisent de ces principes, quand à la notion de variables imaginaires on substitue celles de quantités géométriques variables.
§ I". — Sur les différentielles de ij nanti tés algébriques ou géométriques.
En substituant, dans le Mémoire sur l'Analyse infinitésimale, les mots quantités géométriques aux mots expressions imaginaires, on obtient à la place des définitions et formules données dans ce Mémoire, celles que je vais transcrire :
Les différentielles de plusieurs quantités algébriques ou géométriques variables sont d'autres quantités algébriques ou géométriques dont les rapports sont rigoureusement égaux aux limites des rapports entre les accroissements simultanés et infiniment petits des variables proposées.
La définition précédente suppose évidemment qu'en vertu des équations qui lient entre elles les quantités algébriques ou géométriques dont il s'agit, ces quantités varient les unes avec les autres par degrés insensibles, ou , en d'autres termes , que ces quantités, considérées comme fonctions de quelques-unes d'entre elles, en sont des fonctions continues, du mojns dans le voisinage des valeurs attribuées aux variables considérées comme indépendantes.
Nous indiquerons, suivant l'usage, les accroissements simultanés finis ou infiniment petits des variables, à l'aide de la lettre caractéristique A, et leurs différentielles à l'aide de la lettre caractéristique d.
Il importe d'observer que, dans le cas même où chacun des rapports entre les accroissements infiniment petits des variables proposées converge
( 337) vers une limite unique et finie, la définition précédente ne détermine pas oomplélement les différentielles de ces variables, mais seulement les rapports qui existent entre ces différentielles. On pourra donc toujours disposer arbitrairement, au moins de la différentielle d'une variable.
D'ailleurs, la différentielle ou les différentielles qui resteront arbitraires, pourront être supposées ou constantes ou variables, et. dans le dernier cas, il suffirait de les faire converger vers la limite zéro pour les transformer, avec les autres différentielles, en quantités infiniment petites. Mais cette transformation n'offrirait aucun avantage, et tout au contraire, il peut être souvent utile d'attribuer aux différentielles des valeurs finies. En conséquence, nous continuerons à regarder les différentielles comme des quantités finies, ainsi que nous l'avons fait dans le JMémoire déjà cité.
De plus, nous attribuerons aux quantités diverses, comme il paraît convenable de le faire, des différentielles de même nature que leurs accroissements. En conséquence, les différentielles de quantités algébriques seront des quantités algébriques, et les différentielles de quantités géométriques seront des quantités géométriques.
Enfin, comme dans le Mémoire cité, nous appellerons vrtnVr/'/c priinitwe une quantité algébrique variable qui aura pour différentielle l'unité. Cette variable primitive pourra d'ailleurs être ou l'une des variables indépendantes pro|)osées, ou une variable nouvelle avec laquelle on fera variei' toutes les autres.
La considération de la variable primifive simplifie l'énoncé de la définition que nous avons donnée des différentielles. En effet, soient t la variable primitive, et Af ^ ; un accroissement infiniment petit attribué à cette variable. La différentielle As d'une variable quelconque s sera évidemment la limite du rapport entre les accroissements infiniment petits i^s et t de cette variable et de la variable primitive.
En partant de cette définition, on établira sans peine, comme dans le Mémoire cité, les règles relatives à la différentiation des quantités soit algébriques, soit géométriques.
Ainsi, par exemple, <7, h, c désignant des quantités algébriques ou géométriques constantes, et s, u, v, w, ... des quantités algébriques ou géométriques variables, l'équation linéaire
(i) s = au -+- bv -^ cw -{-...
entraînera la formule
(a) d^ = adu -h ^di' -+- tùu', —
fr. dAn. 'ji de l>!.rs. math., T. IV. {47« livr.) 4'J
( 338 ) En conséquence, l'équation linéaire
(3) z = x + jr\,
qui sert à exprimer l'affixe z d'un point mobile A en fonction des coordonnées rectangulaires x,j de ce même point, entraînera la formule
(4) [dz = djT-t- idj-.
Concevons maintenant que, *, j, z, ... étant des variables dépendantes ou indépendantes les unes des autres, on nomme s une fonction de ces variables. Désignons d'ailleurs, à l'aide des notations
d^s, àyS, d.s , ...,
les différentielles partielles de s successivement considéré comme fonction de X., comme fonction de j, comme fonction de z, Alors, en
raisonnant comme dans le troisième volume [pages 27 et 28], on obtiendra la formule
(5) di' = d^5 -4- d„^ + dj
en vertu de laquelle la différentielle totale as sera la somme des différentielles partielles à^s, à^s ., d-j,
§ II. — Sur les dérivées des fonctions de quantités algébriques.
Soient x une quantité algébrique variable^ ou, en d'autres termes, une variable réelle, et
une fonction réelle ou imaginaire de cette variable. Soient encore Aj: un accroissement fini ou infiniment petit attribué à la variable x, et AA' 1 accroissement correspondant que prendra la fonction X. Si l'on assigne à x une valeur telle que, dans le voisinage de cette valeur de x, la fonction X demeure finie et continue, alors à une valeur infiniment pefite de l'accroissement Ajt, correspondra une valeur infiniment petite de l'accroissement AX; mais tandis que les deux accroissements A jr, A AT s'approcheront
indéfiniment l'un et l'autre de la limite zéro, leur rapport — s'approchera
lui-même, pour l'ordinaire , d'une limite finie et déterminée, qui pourra être finie ou infinie. Cette limite est ce qu'on nomme la dérivée de la fonc-
tion X ou / [x). On la représente à l'aide de la lettre caractéristique D, par la notation (*)
DX ou Df(x),
ou, mieux encore, par la notation
D;rX ou Dj.f[x),
dans laquelle la lettre x, placée au bas de la lettre caractéristique D, avertit le lecteur qu'il s'agit d'une dérivée prise par rapport à la variable x. Ajoutons que la dérivée de X, relative à x, se confond évidemment, d'après sa définition même, avec le rapport différentiel, de X à x, c'est-à-dire avec le
rapport -^ des différentielles àX, àx. On a donc identiquement
et
(2) àX = jy^XAx.
Concevons, pour fixer les idées, que la fonction réelle ou imaginaire X de la variable réelle x soit l'une de celles qui peuvent être exprimées à l'aide des notations usuelles. Sa dérivée sera, pour l'ordinaire, une quantité complètement déterminée. Toutefois, elle pourra cesser d'être déterminée, et acquérir deux ou plusieurs valeurs distinctes, ou même une infinité de valeurs diverses, pour certaines valeurs particulières assignées à la variable x. Ainsi, par exemple, si l'on pose
X =^x sin -
la dérivée de X deviendra indéterminée pour x = o, et acquerra, dans cette hypothèse, une valeur égale à celle de la fonction sin -■, par conséquent,
représentée par une quantité réelle comprise entre les limites — i, + i.
En général, on peut dire que, parmi les fonctions d'une variable réelle, les unes sont complètement déterminées, tandis que les autres cessent de l'être, au moins pour. certaines valeurs particulières de la variable.
Concevons maintenant que, x,j-, r,... étant des quantités algébriques variables, dépendantes ou indépendantes les unes des autres, on nomme s
(*) Suivant la notation de Lagrange, la dérivée de la fonction X ou /(x) s'indique à l'aille d'un trait par
X', ou /'(x).
une fonction réelle ou imaginaire de ces variables. Désignons, d'ailleurs, à l'aide des notations
D^j, ByS, B^s,...,
les dérivées partielles de s successivement considérée comme fonction de x, comme fonction de^, comme fonction de z,.... Alors, en raisonnant comme dans le troisième volume [page 27, 28 et 29], on établira non-seulement la formule ( 5 ) du § P% savoir :
dj = dj:5 + d^^ + djj -f-...,
mais encore les équations
(3) d;r* = Dj;^dx, dyS ^=T)ySdj-, d.s = D^sdz,...;
et l'on en conclura
(4) ds = T)j:sdx -h DySdj -hD^sdz +....
Il est généralement facile d'obtenir les dérivées, et par suite les différentielles des fonctions réelles ou imaginaires de quantités algébriques, quand ces fonctions sont exprimées à l'aide des notations usuelles.
Supposons, en particulier, que l'on demande la quantité géométrique i^, considérée comme fonction de l'argument/), et, pour abréger, désignons par la lettre zs un accroissement infiniment petit Ap attribué à cet argument. La dérivée cherchée sera la limite du rapport
elle sera donc égale au produit de ip par quantité géométrique qui représentera la limite du rapport
D'ailleurs, dans le cercle décrit du pôle connue centre avec le rayon i, tjT sera la mesure de l'arc compris entre les deux rayons qui, partant du pôle, seront représentés par les quantités géométriques i, i^, et la différence i„ — I de ces deux quantités représentera, en grandeur comme en direction, la corde de ce même arc. Par suite, l'expression (6) aura pour module le rapport numérique de cette corde à l'arc, et pour argument l'angle obtus formé par la même corde avec l'axe polaire. D'autre part, tandis que l'arc s'approchera indéfiniment de zéro, le rapport numérique de la corde à l'arc convergera vers la limite i , et l'angle obtus formé jiar la corde avec
l'axepolaiie vers la limite-, qui représente un angle droit. Donc, l'expression (6) aura pour limite
et la limite de l'expression (5), ou la dérivée de ip, sera le produit de \p par I:t= i, ou, ce qui revient au même, i
il) Dp'p=i
I:t = i, OU, ce qui revient au même, i ^j en sorte qu'on aura
Si, dans cette dernière équation, l'on substitue à l'expression ip, sa valeur tirée de la formule (i i) de la page 216, savoir
\p = cos/j + i sin p; on trouvera
( 8 ) Dp cos p ■+- i Dp sin /; = cos ip-^^) +isinl/; + -j-
et, par suite,
(9) Dpcos/j = cos ( p 4- ^ ). D,, sin p = sin (/; + - ]i
ou, ce qui revient au même,
(10) Dp cos/j = — sin p, DpSUïp = cosp.
Ainsi, en partant de la formule (7), on se trouve ramené aux équations connues qui fournissent les dérivées du cosinus et du sinus d'un arc ; et réciproquement on pourrait, de ces équations, ou , ce qui revient au même, des formules (g), déduire immédiatement l'équation (8), par conséquent la formule (7). Ajoutons que de l'équation (7), jointe aux formules
dip=Dpipd/;, I ,= rpi^=ipi,
on tirera
(11) dip=ipid/;.
Supposons maintenant que l'on demande non plus la dérivée ou la différentielle de ip, mais les dérivées partielles et la différentielle de la quantité géométrique /p considérée comme fonction du module ;■ et de l'argument p. Comme on aura
( 342 ) on en tirera, eu égard à la formule (7), (12) Dprp=i ^r, Ti.tp — ip,
et de ces formules , jointes aux équations
dip= Dpipdp + D;.ipdr, i ^ = iip,
on tirera
(i3) drp = ip(dr+ irdp).
Si, pour abréger, on désigne par la lettre z la quantité géométrique a,,, et si d'ailleurs on nomme x , j \es coordonnées rectangulaires du point dont l'affixe est z, le pôle étant pris pour origine, et l'axe polaire pour axe des a?, on aura
(i4) z = X'\-jï=rp;
et de cette dernière formule, jointe à l'équation (i3), et à l'équation ( i4) du paragraphe précédent, on tirera
(i5) dz = dx + id^ =: ip(dr+ ird/)).
§ III. — Sur tes dérwées des fonctions de quantités géométriques.
Soient (i) z = x +jr\
et
deux quantités géométriques variables , propres à représenter les affixes de deux points A et B qui, dans un certain plan, ont pour coordonnées rectangulaires, le premier les variables réelles x,j, le second les variables réelles X, Y. Comme je l'ai dit dans l'avant-dernier article, Z devra être censé fonction de z, si, la valeur de z étant donnée, on peut en déduire celle de Z, ou, en d'autres termes, si, la position du point A étant donnée, on peut en déduire celle du point B; et il suffira pour cela que les variables réelles X, J' soient des fonctions déterminées des variables réelles x ,j.
Concevons maintenant que l'on désigne, à l'aide de la lettre caractéristique A placée devant les variables
des accroissements finis ou infiniment petits attribués à ces mêmes variables. Supposons, d'ailleurs, que Z reste fonction continue de :■, du moins pour des valeurs de z comprises entre certaines limites. Pour de telles valeurs de z, à des accroissements infiniment petits Ajc, î^j de x^ y, correspondront des accroissements infiniment petits Az, \Z de z, Z; et la dérivée de la variable Z considérée comme fonction de z ne sera autre chose que la limite dont s'approchera indéfiniment le rapport
tandis que Ix , A^ s'approcheront indéfiniment de zéro. Cette dérivée sera désignée, comme dans le cas où z est réel , à l'aide de la lettre caractéristique D, par la notation D.Z. D'autre part, les quatre différentielles
dj:, d;-, ds, dZ
des quantités algébriques variables jc, j-, et des quantités géométriques variables r, Z, seront quatre quantités nouvelles, les deux premières algébriques, les deux dernières géométriques, dont les rapports seront précisément égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment petits
Aor, Aj, As, AZ
de ces mêmes variables. Cela posé, la dérivée de Z, relative à c , se confondra évidemment avec le rapport différentiel de Z à r, c'est-à-dire avec le
rapport
AZ
àz
des différentielles dZ, d :, en sorte qu'on aura
àZ
Az
Si, dans la foriiude(3), on substitue à la diftéieiitielle i\z, sa valeur tirée de la formule (i), savoir
dz = d x -+- id_^,
et a la différentielle dZ, sa valeur foiu'uie par une équation semblable à la formule (4) du § II, savoir
dZ = D,Zdx + D,Zdr.
on trouvera
^^^ly.zA.^iyzày
Si, d'ailleurs, on pose
(5) ^ = tangîj,
oti, ce qui revient au même,
l'équation (4) donnera
dx dx
cos CI sin cj
D,Zcosct + Df 2sinra
cos CI + 1 sin o
puis, en ayant égard aux formules
ijj = COS37 + i sinsr, 1^1—3 = 1,
on tirera de l'équation (7),
(8) D;Z = i_n(DrZcos3T 4- D^Zsinw j.
Il est bon d'observer que, dans les formules (4), (7), (8), les dérivées partielles D^-Z, D^Z varient généralement avec la position du point mobile A, et se réduisent à des fonctions des deux coordonnées rectangulaires X, y de ce même point, ou, ce qui levient au même, à des fonctions de l'affixe z. D'autre part, tandis que les coordonnées x , y varieront par degrés insensibles, le point A décrira généralement une courbe continue; et si par ce point on mène une droite qui forme, avec l'axe polaire, un angle tz propre à vérifier la formule (5), la direction de cette droite, appelée tangente^ sera ce qu'on peut nommer la direction de la courbe au point dont il s'agit. Si la ligne décrite par le point A se réduit à une droite, la tangente ne différera pas de cette même droite. Cela posé, il suit immédiatement de la formule (4), (7) ou (8) que la dérivée de Z, considérée comme fonction de z, dépend en général, non-seulement de la position du point A sur la ligne qu'il décrit, mais encore de la direction de cette ligne. Si cette direction devient parallèle à l'axe des x ou à l'axe des j, on aura
dj = o ou dx = o,
et la dérivée de Z , prise par rapport à z, sera , dans la première hypothèse,
dans la seconde hypothèse,
(10) £^=_iD,Z;
comme on pourrait aussi le conclure de la formule (7) ou (8), en posant dans cette formule
cr = o ou î? = -•
Concevons maintenant que la fonction Z, supposée explicite, ou rendue explicite par la résolution de l'équation ou des équations qui la détermineraient, iio\t monodrnmc , du moins entre certaines limites de z; c'est-à-dire qu'entre ces limites elle conserve une valeur unique, en restant fonction continue de r, par conséquent de x et de j, tant qu'elle ne devient pas infinie. Concevons encore que les dérivées partielles du premier ordre
satisfassent à la même condition; c'est-à-dire qu'entre les limites données de z, chacune de ces dérivées partielles soit monodrome. Alors la dérivée
conservera entre les limites données de z, et tant qu'elle ne deviendra pas infinie, une valeur unique en restant fonction continue de la variable imaginaire z et de l'angle st. Ajoutons qu'en vertu de la formule (7) ou (8), cette dérivée deviendra indépendante de l'angle sr, si les deux valeurs particulières de cette dérivée, représentées par les expressions (9) et (10), deviennent égales entre elles. Alors, en effet, on aura
D,z „ „ (II) -f- = D,.Z,
par conséquent
(.2) D,.Z = iD,Z,
et l'équation (7) ou (8) donnera
quelle que soit d'ailleurs la valeur du rapport -p' o"; ^^ 'î"i revient au
même, de l'angle cr. Donc alors la dérivée
deviendra indépendante de la direction de la ligne que décrira le point mobile A , et se réduira simplement à une fonction des variables réelles jr, j-, ou, ce qui revient au même, à une fonction de la variable imaginaire z. D'ailleurs, pour que cette réduction s'effectue, il est évidemment nécessaire
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( 346 ) que la dérivée
conserve la même valeur quand la direction de la ligne décrite par le point A devient parallèle à l'axe des x, et quand elle devient parallèle à l'axe des j; en conséquence, il est nécessaire que les dérivées partielles de Z, relatives à ce et à j, savoir Dj.Z et D^Z, satisfassent à la condition exprimée par la formule (12).
Dans le cas spécial que nous venons d'indiquer, la dérivée D.Z sera, aussi bien que Z, du moins entre des limites données de Z, une fonction monodrome de cette variable.
Au reste, pour que la dérivée Ti-Z soit une fonction monodrome de la variable imaginaire z, entre des limites données de z, il n'est pas nécessaire qu'entre ces limites, la fonction Z soit elle-même monodrome : il suffit que les deux dérivées partielles du premier ordre
étant monodromes entre les limites dont il s'agit, satisfassent a l'équation (12).
Nous appellerons monogène une fonctioîi dont la dérivée sera monodrome. En vertu de la remarque précédente, une fonction de la variable imaginaire z pourra être monogène entre des limites données de z, sans être constamment monodrome entre ces mêmes limites.
Ainsi, par exemple, si l'on pose
ou , ce qui revient au même,
on aura encore, eu égard à la formule (3oj de la page 271,
(16) Z = - 1 [x- -h j'^) -i- i -p= arc cos — =
par conséquent,
et, comme les valeurs précédentes de D^Z, D,Z seront, entre des limites quelconques de la variable
z ^ X + f\ , des fonctions monodromes de cette variable qui vérifieront la condition (j 2),
( 347 ) la dérivée D.Z de Z = lz, déterminée par la formule (7) ou ^8), devra être aussi constamment une fonction monodrome de s, ce qu'il est aisé de vérifier, puisque l'on aura
Par suite, la fonction I2 sera constamment monogéne. Toutefois, cette fonction \z, qui restera elle-même monodrome, tandis que Ton fera varier X entre les limites o, 00 , cessera d'être monodrome quand jr deviendra négatif, puisque alors, en vertu de la formule (16), elle passera brusquement de la valeur
k la valeur
tandis que j passera, en décroissant, d'une valeur négative à une valeur positive.
Sur la différentiation des fonctions explicites ou implicites d'une ou de plusieurs quantités géométriques .
Les principes établis dans l'article précédent permettent d'obtenir facilement les différentielles des fonctions d'une ou de plusieurs quantités géométriques, quand ces fonctions se trouvent exprimées à l'aide des notations usuelles. De plus, en partant de ces principes, on reconnaît aisément que les formules et les propositions relatives à la différentiation des fonctions de variables réelles continuent généralement de subsister quand ces variables deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, Z étant fonction d'une variable imaginaire z, on aura, comme on l'a déjà remarqué dans 1 article précédent ,
(i) dZ = D^Zds;
et Z étant une fonction de plusieurs variables imaginaires ii, v , w,..., on aura généralement
(2) dZ = D„ZdM + D,Zdi'-hD,„Zdiv-f- ....
Les formules (i) et (2 ) fournissent les règles connues pour la détermination des fonctions de fonctions et des fonctions composées.
La différentiation des fonctions entières d'une variable unaginaire z s effectue de la même manière et conduit aux mêmes formules que dans le cas où cette variable est réelle. Ainsi, par exemple, x étant un nombre entier quelconque, et a, b^ c,..., des constantes imaginaires, on aura, pour des valeurs imaginaires, comme pour des valeurs réelles de z ,
(3) dr"= 7i:"-'d2,
(4) az-"= — //z-"-'d-.,
(5) A{a+ bz-{- cz^-h...+ kz") = {h+ 'icz -^ . ..+ ii/cz"') âz, et, par suite,
(8) D, (a + l>z + cz- -h...+ kz") = h + irz +...+ nkz"'' .
( 349 ) La même remarque s'applique aux fonctions rationnelles d'une variable imaginaire z. Leurs différentielles et leurs dérivées, exprimées en fonctions de z, sont précisément celles qu'on obtiendrait si z était réel. Considérons maintenant l'exponentielle e', et posons
z = X + J\, X, j étant réels; on aura
ou , ce qui revient au même,
puis on en conclura, eu égard à la formule (2),
et de cette dernière équation , combinée avec les formules
àe^^^e-'Ax, di,= i^idj-, dz = dx4-id^. on tirera
(9) «lé»' = e-d z, par conséquent
Donc la dérivée de l'exponentielle e~ est cette exponentielle même, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de z.
En partant de la formule (9), on déterminera sans peine les différentielles et les dérivées des exponentielles qui auraient pour base un nombre autre que e, comme aussi des fonctions entières ou même rationnelles d'exponentielles quelconques. Ainsi, par exemple, A étant un nombre quelconque, et a étant le logarithme népérien de a, on déduira de l'équation (9), jointe
à la formule
les équations
(ti) dA' =: AMAdz,
[vi) D,A^ = AMA.
Ue même, de l'équation ! 9), jointe aux formules
COS z r=: ■. , SUl Z =
on déduira immédiatement les différentielles et les dérivées de cos z et sui z,
considérées comme fonctions entières de l'exponentielle e^', et l'on trouvera ainsi ' •
(i3) d cosz. = — sin r-dz, d sin z = cos zdz,
(i4) D^ cosz = — sin s, D^sin s ;= cosz.
Enfin, des formules qui précèdent, jointes à l'équation (2), on déduira sans peine les différentielles et les dérivées d'une infinité de fonctions explicites d'une ou de plusieurs variables imaginaires.
Concevons , pour fixer les idées, que
Z = JT+Fi
représente une fonction de la variable imaginaire
z = a: + ji,
.r,^, X, 1^ étant des variables réelles. Pour que l'on puisse déduire de la formule (2), et de celles qui la suivent, les valeurs de la différentielle dZ, et de la dérivée
il suffira que les variables imaginaires z, Z puissent être considérées comme liées l'une à l'autre et à certaines variables auxiliaires
II, V, w,...,
de telle sorte que les diverses variables étant rangées dans un certain ordre indiqué par la suite
l'une quelconque d'entre elles, u par exemple, soit équivalente à une certaine fonction rationnelle des variables suivantes :
V, w,..., z, et des exponentielles
ou de quelques-unes de ces variables et de ces exponentielles. Dans cette hypothèse, la différentielle de m, considérée comme fonction de f, iv,..., z, sera fournie par une équation de la forme
(16) au— Ti^uàv + D„«dtv +...+ Ti.uàz;
la différentielle de Z , considérée comme fonction Ae . . . , u, v , w, . . ., z, sera fournie par une équation analogue; et, si de cette dernière on élimine
ies valeurs des différentielles
..., du, dv, div,...,
données par la formule (i6) et les formules de même espèce, l'équation résultante de l'élimination déterminera le rapport différentiel de Z à z, ou, en d'autres termes, la dérivée de Z considérée comme fonction de la seule variable z, par conséquent la valeur cherchée de D^ Z. D'ailleurs, cette valeur de D,Z sera généralement, ainsi que Z, une fonction continue de la variable z. dans le voisinage d'une valeur finie attribuée à z; ou du moins les seules valeurs finies de z, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie, seront des valeurs singulières , propres à représenter les afïixes de certains points isolés et séparés les uns des autres. La circonstance particulière que nous venons de signaler se présenterait , par exemple, si l'on supposait
17) /=•-+-//. Il =z e' . ^" = 7-
et. par suile,
Alors la fonction Z et sa dérivée
resteraient finies et continues dans le voisinage de toute valeur finie de z distincte de zéro; mais Z exD-Z deviendraient simultanément discontinues pour une valeur nulle de -, et les limites dont s'approcheraient ces deux fonctions, tandis que la variable z =: x -h fi s'approcherait indéfiniment de zéro, pourraient être ou finies ou infinies. Ces limites seraient effective ment i et o, si Ton supposait 7^ = o, .r < o; elles seraient x et — ce , si Ion supposait j = o, x > o.
Si à la première des équations 17 ■ on substituait la suivante :
(20) Z=^^, on aurait
et les deux fonctions Z, D^Z deviendraient discontinues, non-seulement pour une valeur nulle de z , mais encore pour les valeurs singulières de z propres à vérifier la condition
(aS) e' = — 1,
c"est-à-dire pour toutes les valeurs de z données par la formule
(2/2 + IJtt
n étant un nombre entier quelconque.
Supposons maintenant que les termes de la suite (i 5), étant rangés dans un ordre quelconque, soient liés entre eux par des équations dont les premiers membres soient des fonctions rationnelles de ces mêmes termes et des exponentielles
les seconds membres étant réduits à zéro. En vertu de ces équations, quelques-unes des variables
seront des fonctions implicites des autres; et si le nombre des équations est égal au nombre des variables diminué de l'unité, Z sera une fonction implicite de z. Gela posé, il suffira évidemment de différentier les diverses équations , puis d'éliminer
dw, dt', dw,...
des équations différentielles ainsi formées, pour obtenir une équation finale que déterminera la différentielle dZ et la dérivée .
de Z considérée comme fonction de z. D'ailleurs, la valeur trouvée de D^Z sera généralement, ainsi que Z, une fonction continue de z, dans le voisinage d'une valeur finie attribuée à z, ou du moins les seules valeurs finies de Z , pour lesquelles celte condition ne sera pas remplie , seront des valeurs singulières propres à représenter les affixes de certains points isolés et séparés les uns des autres.
Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à z par une seule équation
dont le premier membre C^soit une fonction rationnelle des variables z, Z
( 353 ) et des ex|)onentielles f?-, 1-'^, on Irouveri, en (lifftTcritiaiU celte équation. (26) l)^ [rdZ + i:)JWz = o,
et, par suite,
<l3 Vy ^'
on, ce <[iti revient au nnriie,
Supjjosons, |)ar exemple, Z lié à ; par léipiation
(pie Ton peut encore écrite comme il suit :
On trous ei a, en tlifiérentiant cette équation,
ou, ce cpii revient au même,
IZ _/ I
Il est bon dobserver <p!e, lians le cas où le nombre des varial)les imaginaires représentées par
Z. Il ^ l', IV. ..., z
surpasse dune luulé le nond)re des ét[uations auxquelles ces variables sont; assujetties, on peut obtenir la difierentielle dZ, et, par suite, la dérivée D^Z de Z considéré comme fonction de ;, ou en différentiant, connue on vient lie le dire, les équations données, ou en tirant d'abord de ces équations supposées résolubles la valeur de Z, et en différentiant celte valeur présentée sous la forme
z = x+ri.
Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à r par l'équation (28^, la foî;clion implicite Z admettra luie infinité de valeiws distinctes qui seront toutes compi'ises dans la formule
Ex.d \n.,i,L' \<h.mai.\ U ;'5"' livr.) 4^
la constante c désignant riin quelconque des termes de la progression arithmétique
— l\n\, — 27ii, o, 27ii, l\n\^
Par suite, la dérivée de Z considéré comme fonction de z se réduira toujours à la dérivée de
(3i) l:i = -l(x-+ r-) + i^arccos— =
D'ailleurs cette dernière dérivée sera, comme on l'a déjà remarqué dans l'article précédent,
(32) D,lr. = 1.
Donc, en supposant Z déterminé par l'équation (28), on aura, comme l'indique la formule (29),
observons, toutefois, que le calcul est plus simple quand on déduit directement la formule (29) de l'équation (28), sans recourir aux équations(3o) et(3i).
On voit, par cet exemple, que pour obtenir la dérivée d'une fonction explicite Z de la variable z, dans le cas où cette fonction coïncide avec l'une des valeurs d'une fonction implicite déterminée par une ou plusieurs équations, il peut être avantageux de différentier directement l'équation ou les équations données.
En partant de la formule (32), on obtient aisément les dérivées d'un grand nombre de fonctions explicites qui peuvent être exprimées en logarithmes népériens. Ainsi, par exemple, comme on a [page 280],
/QQN . 1 (1 -|-;i) — l(i — si)
(33) arctangz=^ '--^ ,
on en concluia
D- arc tane z = - : H
par conséquent ,
(34) D, arc tang z = — ^ ■
De même encore, comme, en désignant par a une constante arbitrairement choisie, on a identiquement [3*^ vol., page 38 1]
( 355 ) on en conclura
B.z" = e"^' aBA{z] = a on, ce qui revient au même, (36) D,:" = rt:"-'.
On trouvera, en particulier.
puis ou en conclura, en remplaçant r par i — z'- (38) D,(.-.= )^ =
Enfin, comme on aura [pagP 282]
(39) arcsins = ^ 1 [^ , _ -2 ^ ;ij^
on tirera de celte dernière écpiation. jointe aux fbrniides 32^ et 38),
(40) D- arc sin : = _ .
Les fonctions explicites qui, comme arc tang z, :", arc sin z s'expriment en logarithmes népériens, peuvent être aussi considérées comme représentant certaines valeurs de fonctions implicites déterminées par des équations dont les deux membres renferment uniquement des fractions rationnelles et des exponentielles népériennes. Ainsi, par exemple, arc tangZ est luie des valeurs de Z propres à vérifier l'équation
z" est une des valeurs de Z fournies par le système des deux é([uations
enfin, arc sin z est luie des valeurs de Z fournies par le système des équations
(43) e^' = u + zi. H- = i — Z-.
Cela posé, on ne doit pas être surpris de voir que les formules (34) et ^3G) peuvent être déduites directement des équations (4i) et (42).
Mémoire sur les clefs algébriques.
Je nomme chjt. algébriques des variables qui n'apparaisseiit que passagèrement en des forniiiles où leurs produits sont définitivenient remplacés par des quantités qui peuvent être arbitrairement choisies. Ces variables mérilent doublement le nom de clefs, puisque leur intervention permet, non-seulement d'inlroduiie avec facilité dans le calcul des quantités qui se glissent A leur suite, et auxquelles elles ouvrent la porte pour ainsi dire, mais encore de résoudre promptement un grand nombre de questions diverses.
On peut d'ailleurs employer, comme clefs algébriques, toutes sortes de quantités variables, même celles que l'on nomme di^/ercfitielles et variations.
§ \" . — Consiclératians générales. Notations,
Considérons, d'une part, m variables
a, S, '/,.., vj;
d'auti-e i)art, // fonctioiis linéaires et homogènes de ces variables, représentées par
)., /J.. V,..., ç, en S(jrte qu'on ait
X = rt, a + /', S + c, 7 -!-..+-//,/; ,
^1 ) ''l ; *- { 7 • • • ) '' I 7 '^a J ^2 ? ^2 5- • ■ > "2 5 '^3 1 -':î > ^-3 )■ • ■ î "3 ! ^n1 ''il-: ^It 1 • ■
étant des coefficients constants. Le produit
^ :-i57 ) (le ces fonctions niulli|)liies l'une par l'aiilre dans un ordre déterminé pourra être décomposé en produits partiels dont chacun renfernicrn ini coefficient constant avec ti facteurs variables ég-aux ou inégaux; et l'on |)ourra, dans chaque produit partiel, conserver la trace de l'ordre dans lequel les multiplications sont effectuées, en écrivant le premier le facteur variable qui appartient à la fonction ),; puis, à la suite de celui-ci, le fac^ leur variable qui appartient à la fonction p.,...; puis, à la dernière place, le facteur variable qui appartient à la fonction ç. De plus, après avoir ainsi décomposé le produit (2) en plusieurs termes, on jiourra , dans chaque terme, rem|)lacer le |)roduit des facteurs variables par une quantité arbitrairement choisie, et même substituts- deux quantités distinctes à deux produits cjui ne différeront enire eux que |)ai l'ordre des facteurs. En vertu des substitutions de cette nature, le protiuit (2) se îransformei-a en une quantité nouvelle que nous appellerons piodiiit sjniholkjiie, et que nous désignerons par la notation
(3) |),av...ç|,
en renfermant le produit donné entre deux traits verticaux. Nous indiquerons les substitutions elles-mêmes sous le nom de traimniUntions, ei chacune des quantités substituées par le produit auquel on la substitue, renfermé encore entre deux traits. Enfin, nous nommerons clejs algéhiicjrtes les variables a, §, 7,..., /? qui, momentanément admises dans le calcul, disparaissent quand on passe du produit (2) au |)roduit (3), et nous dirons que ce dernier produit a pour Jacierirs sji7iboli(ines les fonctions linéaires ),, ix, V,..., ç.
Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait m =: 2, n =^ a, en soite que les formules (1) se réduisent aux deux équations
/ = rt| a -I- y, c,
Un aura, dans cette hypothèse,
(5) ).iJ. = a,a.,a' + ii,b.jry.§ -h /i^a^cot. -i- h,l)në'^; par conséijuent,
(6) I X'x I == rt, r/j I a^ I -(- (7, l>2 I c.ê I + l>, o., \ Sa | + h, h^ et, si l'on assujettit les clefs a, S aux transnnilations
(7 ) \c/}\ = \, I ao I = 2, i êa I = j, I S- 1 = 4 ,
( 358 ) on trouvera
(8) I Xp. ! = C/, (7.. 4- 2f7, /)., + 3 /), (72 + 4 ^'( f>--
Ajoutons que la valeur du produit symbolique | X/j. | sera modifiée si Ton échange entre eux les deux facteurs X, [j.. En effet, en supposant toujours les clefs a, S assujetties aux transmutations (7), on trouvera
Comme on le voit, en multipliant l'une par l'autre des fonctions linéaires de clefs algébriques, on construit en quelque sorte un moule dans lequel des quantités arbitrairement choisies viennent prendre les places d'abord occupées par les divers produits de ces mêmes clefs. Le produit symbolique ainsi obtenu dépend tout à la fois et des coefficients des clefs dans les fonctions linéaires données, et des quantités substituées, ou, en d'autres termes, de la nature des transmutations. On conçoit, qu'en raison de cette nature, un produit symbolique peut acquérir des propriétés qui facilitent notablement la démonstration d'un théorème ou la solution d'un problème; et l'habileté du calculateur consiste à choisir les transmutations qui lui permettent d'atteindre avec moins de travail le but qu'il s'est proposé.
Si , en adoptant les notations ci-dessus mcntioiniées, on nomme /. un produit de clefs algébriques rangées dans un certain ordre, la substitution d'une quantité déterminée k au pioduit y. sera indiquée par la formule
.Si, dans cette formule on voulait supprimer les traits entre lesquels est renfermé le produit z, on devrait en même temps, pour éviter toute méprise, substituer au signe = un signe différent, par exemple le signe ^r; que j'ai déjà employé pour cet usage dans les Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences. Alors, à la place de la formule (10), on obtiendrait celle-ci fil) /.=^\\.
& II, — Décnmpnsiiinn cla sommes alternées, caiinnes sous Ir nom de résultantes, en facteurs
symboliques.
Les sommes alternées que nous avons déjà considérées dans le second .volume de cet ouvrage (page 160), peuvent être facilement décomposées en produits symboliques.
En effet, considérons d'abord la somme alternée s , formée avec les quatre
(359 ) lermes du tableau
et fournie par l'équation
(2) i = S il a, br.) = a, b.^ — a.J),.
Si l'on donne pour coefficients à deux clefs algébriques c/.. z dans deux fonctions linéaires /, a, les ternies que renferment la première et la seconde ligne horizontale du tableau i\ on aura non-seulement
mais encore
(4) I Ày. ] = a, «, ; a= I - rt, h, | aê | + b, a. 1 !a | + b, h, ê^ ;
et, pour c|ue le prot'.uit symbolique '/y. | se réduise à la résultante ,s , d sut- Hra évidemment de poser
(5) Ia=| = o, iagi = i, ;ia|=-i, |i-| = o. Sous cette condition, l'on aura
et ). , ;j. seront les facteurs symboliques de la résultante s. Si, aux formules (5) on substituait les suivantes :
(7) |a=! = o, |ca| = — ac|, [o-ji^o, alors, a la place de l'équation (6), on obtiendrait la lornude
; Xfj. 1 = 5 j aê I ,
ou
dans laquelle il suffirait de poser ! aS j = i pour retrouver l'équation (6). Remarquons d'ailleurs que la seconde des formules (7) peut s'écrire connue il suit :
(9) |aêl + |ca| = o,
et que la formule (9) donne 1 a' | = o ou | g^ | = o quand on y suppose c = a. Donc, en définitive, les transmutations (7) sont toutes trois comprises dans la formule (9". Donc il suffit de recourir à cette fornuile et à
telles qui s'en déduisent, pour obtenir ré<[uation (8), et, par suite, pour liécomposer en (acteurs symboliques la somme alternée s, c'est-à-dire la résultante algébrique formée avec les quatre termes du tableau (i).
Considérons maintenant la somme alternée s formée avec les divers termes du tableau
I rt, , /',, r„...., ^2,
et fournie jiar l'équation
(il) J = S(ih a,b.,C3...h„) = a^b^c,... //„ — ....
le nombre des lettres a, b,c,...,h étant é2;al à n. Représentons d'ailleins par
ti clefs algébriques distinctes, et par
n fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Si Ion donne à ces clefs pour coefficients, dans les fonctions linéaires ). , fx, v,..., ç, les termes que renferment la première, la deuxième, la troisième, etc., la dernière ligne horizontale du tableau '5 , c'est-à-dire si l'on pose
>. = rt, a -^ ^1 ê -4- f I 7 -i- ... -f- //, y;,
: = a„ 7. 4- b„ 3 + <■„ 7 -4- . . -T- b„ r, ; le produit symbolique
(i3' |/av .. ;; —a, /'0C3... //„ 'acy... 'n] + ■■■
sera évidenumut une fonction liîiéaire du produit
et de tous ceux qu'on peiU obtenir en multipliant liai par l'autre n fadeurs distincts ou non distincts, pris dans la suite
rr, b, c,..., //,
et en plaçant, au bas de ces facteurs écrits à la suite les uns des autres, les indices i, 2, 3,..., n. Ajoutons que, si Ton représente par k Tun quelconque de ces produits et par k |/] le terme proportionnel à A dans le second membre de la formule (i3), il suftîra, pour obtenir le produit x, d'effacer dans le produit k les indices placés au bas des lettres, et d'y substituer partout la lettre a à la lettre rt, la lettre S à la lettre h, etc., la lettre >j à la lettre h.
D'autre part, pour que le produit A soit l'un de ceux que contient la résultante s, i! est nécessaire qu'il renferme une seule fois chacune des lettres
et, lorsque celte condition sera remplie, le produit k ])ourra être, dans la résultante s, affecté du signe + ou du signe — . Il y sera, en effet, aftécté du signe -t-, si, pour passer du produit
a, /KC3... h„
au produit k, il faut opérer entre les lettres (t, b, c,..., h, prises deux à deux, un nombre pair d'éclianges, et du signe — dans le cas contraire. Donc, pour réduire le produit symbolique |Xfj.y...ç|, déterminé par la formule ( i3), à la résultante ^, on devra poser
quand l'une quelconque des lettres
a, 6, 7,..., ri
entrera deux ou plusieurs fois comme facteur dans le produit x, et poser, au contraire,
ou
quand le prodint x renfermera une seule fois chacune des lettres
la formule (i5) étant relative au cas où l'on sera obligé d'opérer entre ces lettres prises deux à deux un nombre pair d'échanges, pour passer du produit laoy... r,\ au produit lx|. Sous ces conditions, la formule (i 3) donnera
(17) s = |Xp.v... ç|;
Ez. d\n. et ,/f fhs. math., T. IV. (48'= livr.) 4"
et, par conséquent, X, fi., v,.-., Ç seront les facteurs symboliques de la résultante s.
Si, en conservant la formule (i4)> on remplaçait les formules (i5) et (i6) par les suivantes : ■ •
(19) |>t| = — laSy... rîl,
alors, à la place de l'équation (17), on obtiendrait la formule
|>.p... ç| =s\a§y... vjI, ou
dans laquelle il suffirait de poser
(21) I aSy... >3 1 r= I,
pour retrouver l'équation (17).
Au reste, pour déduire les formules (i4), (18) et (19) des transmutations de la forme
(22) |êa| = — I aê|, /
il suffit d'admettre que les transmutations de cette forme continuent de subsister quand on introduit une ou plusieurs fois de suite dans les deux membres, entre les traits verticaux, de nouveaux facteurs auxquels on assigne les mêmes places, et qu'elles continuent encore de subsister quand les divers facteurs ne sont pas tous distincts les uns des autres.
Ainsi, par exemple, si les clefs que l'on considère se réduisent à trois,
on pourra évidemment, avec ces trois clefs, former les six produits symboliques
i I a§7 1 , I gya | , | yaS | ,
f I ayê I , I êay | , | ySa | .
Alors aussi les transmutations de la forme (22) seront au nombre de trois, savoir :
(24) |7g| = — |gy|, |aY| — — lyal, |g!z| = — |ag|.
Or, si dans chacune de ces dernières transmutations on introduit la clef qu'elle ne renferme pas entre les traits verticaux en lui assignant dans
chaque membre ou la première ou la dernière place, on trouvera, dans le premier cas,
(25) I ayS I = - I aê'/ 1, | gay | = _ | gya |, | ySa | = - | yaS | ; dans le second cas,
(26) |yga| = -|gya„ |ayê| = - | yag|, | gay] = - |aêy | .
On aura donc
(27) ( |aêy|= lgya|= |yag|, I =-|ayg| = -|gayI=.-|yag|;
et, par suite, en nommant |x. | l'un quelconque des produits (23), on trouvera
(28) |/|= lagyl, ou
(29) |x.| = - lagyl,
suivant que le produit | z | se déduira du produit j agy | à l'aide d'un nombre pair ou impair d'échanges opérés entre les trois clefs a, g, y prises deux à deux. Ajoutons que, si les formules (a4) et celles qui s'en déduisent continuent de subsister quand ces formules renferment deux ou trois facteurs égaux entre eux, elles entraîneront avec elles les transmutations
(30) |aM = o, |g'| = o, 1/1 = 0;
(|g-y|=o, |y=a|=o, |a-ê| = o, ( I yc^ 1 = 0, I ya= | = o, | ga= | = o,
c" est-à-dire les transmutations de la forme
|x| étant le produit symbolique de trois facteurs dont deux au moins se confondent l'un avec l'autre, et chacun de ces facteurs étant l'une des trois clefs
On vient de voir avec quelle facilité s'opère la décomposition des sommes alternées en facteurs sj'mboliques. Cette décomposition une fois opérée, on peut s'en servir avec avantage pour découvrir ou pour démontrer les principales propriétés des sommes alternées. D'ailleurs, les transmutations auxquelles nous avons été conduits par le calcul , ont des formes spéciales
comprises elles-mêmes dans des formes plus générales qui méritent d"èlre remarquées, et qui seront indiquées dans le paragraphe suivant.
§ III. — Transmutations géométriques et homogènes. Transmutations et clefs anastrophiques.
Étant données n clefs diverses '
soient
divers produits symboliques dont chacun ait pour facteurs quelques-unes de ces clefs. Les transmutations auxquelles on assujettit les clefs a, ë, 7,..., r), pourront être de deux espèces différentes. En effet, chacune de ces transmutations pourra ou fournir immédiatement la valeur k d'un produit symbolique ) x | , et se réduire ainsi à la forme
ou établir une certaine relation entre divers produits symboliques | 5 ], \i\, \y.\ — On doit surtout remarquer les transmutations qui fournissent les rapports géométriques de ces produits, pris deux à deux, et qui seront nommées , pour cette raison , transmutations géométriques. Considérons, pour fixer les idées, inie transmutation géométrique qui fournisse le rapport rde deux produits symboliques |z|, |i|. Cette transmutation pourra s'écrire comme il suit :
et le rapport r prendra le nom de module. Cela posé, il est clair qu'à chaque transmutation géométrique correspondront généralement deux modules inverses l'un de l'autre. Car le module r étant le rapport géométrique de
I X I à I r I , le module inverse - ou r" ' représentera le rapport inverse de
\i\ à |x|, et la transmutation (2) pourra encore être présentée sous sa forme
Cette même transmutation sera nommée réciproque ^ si la formule (2) continue de subsister quand on échange entre eux les produits symboliques 1 1 1, |x|, c'est-à-dire si l'on a non-seulement
VA = r\t\,
( 365 ) mais, réciproquement ,
(4) hl = r|x|.
Dans cette dernière hypothèse, la formule (4) devant se confondre avec la formule (3), les deux modules r, /■"' deviendront égaux entre eux, et l'on aura en conséquence
ou, ce qui revient au même,
(5) /--., puis on en conclura ou
(6) r==i, ou
Les formules (a), (3), (4) seront réduites, dans le premier cas, à la transmutation
(8) l-^-l^lM;
dans le second cas, à la transmutation
(9) 1^1 = — l'I' que l'on pourra encore écrire comme il suit :
(10) |jt| + |i| = o.
Si, dans une transmutation géométrique
les produits symboliques 1x1,1(1, que renferment les deux membres, se réduisent à un seul et même produit symbolique | x |, le module r sera nécessairement l'unité, et la transformation réduite à la forme
sera ce que nous nommerons une transmutation identique.
Si les produits | x |, 1 1 1 sont distincts, mais composés des mêmes facteius, chacun des facteurs étant l'une des clefs
a, g, 7,..., Yi, et si ces deux produits ne diffèrent l'un de l'autre que par l'ordre dans le-
( 366 ) quel ces facteurs sont écrits, la transmutation
sera dite homogène, queï que soit le module /'. Elle sera homogène et réciproque si le module r se réduit à l'une des deux quantités — i , + t .
Le degré d'une transmutation homogène sera le degré même des produits dentelle détermine le rapport géométrique, c'est-à-dire le nombre m des clefs employées comme facteurs dans chaque produit. La transmutation sera dite binaire, lorsqu'on aura /?/ = 2; ternaire, lorsqu'on aura wz = 3; quaternaire , lorsqu'on aura m = 4; etc.
Ainsi, par exemple, les clefs données étant «, b , y, etc., les transmutations homogènes
I Sa I = I aS I , I êa I = — I aS I
seront binaires ou du second degré; les suivantes
I '/aS I = I aSy | , | aaS | = — | aêa | , . . • ,
seront ternaires ou du troisième degré ; etc.
Avant d'aller plus loin, il sera bon d'examiner attentivement les divers produits symboliques
\o\, VA^ in,
que l'on peut former avec m facteurs distincts arbitrairement choisis parmi les clefs
a, g, 7,..., ri,
et de comparer ces divers produits à l'un d'entre eux pris pour type, par exemple au produit symbolique |a|, dans leqviel les diverses lettres qui représentent ces mêmes facteurs se trouveraient rangées dans l'ordre indiqué par l'alphabet.
Soit I Q I l'un quelconque des produits en question. Lorsqu'une clef placée avant une autre clef dans l'alphabet, ou, ce qui revient au même, dans le produit |al sera, au contraire, placée après elle dans le produit |6|, nous dirons que le produit | 5 | offre une i?iversion relative au système de ces deux clefs. Le nombre total des inversions, dans le produit |ô |, sera évidemment égal ou inférieur au nombre des combinaisons que l'on peut former avec m lettres prises deux à deux , c'est-à-dire au rapport ,
et pourra d'ailleurs être pair ou impair. En d'autres termes, le nombre des
( 367 ) inversions, divisé par a, donnera ponr reste o ou i. Ce reste sera ce que nous nommerons Y indice du produit \6 \. Cela posé, on pourra partager en deux classes les divers produits symboliques formés avec m facteurs ilistincts, et ranger chacun de ces produits dans \a. première classe ou dans la seconde, suivant qu'il aura pour indice zéro ou l'unité. Soient maintenant
deux produits symboliques distincts formés avec les m facteurs donnés. ()i pourra déduire le produit | /. | du produit | ! | , soit à l'aide d'un seul échange opéré entre deux clefs, soit à l'aide de plusieurs échanges de cette espèce, et même supposer chaque échange opéré entre deux clefs juxtaposées, c'està-dire entre deux clefs dont l'une suit immédiatement l'autre dans le produit symbolique [i\. En effet, à l'aide de semblables échanges successivement opérés, on pourra toujours, dans le produit symbolique \i\, amener ime clef quelconc[ue à une place quelconqu.e. On pourra, par exemple, amener à la première place la clef qui occupe effectivement cette place dans le produit \y.\; on pourra ensuite amener à la seconde place la clef qui, dans j z |, occupe cette seconde place, etc.; et continuer ainsi jusqu'à ce que du produit symbolique | y. [ on ait déduit le produit symbolique 1 1 1, D'ailleurs, lorsque dans un produit de m clefs distinctes on échange entre elles deux clefs juxtaposées, lui tel échange fait évidemment naître nu disparaître une seule inversion; par conséquent, il fait passer ce produit de la première classe à la seconde, ou de la seconde classe à la première. Donc les produits |!|, |x| appartiendront l'un à la première classe, l'autre à la seconde, si on peut les déduire l'un de l'autre par un nombre impair d'échanges successivement opérés entre des clefs juxtaposées; ils seront tie même classe si le nombre des échanges de cette espèce, à l'aide desquels on peut déduire |zj de |!|, est ini nombre pair.
Si l'on considérait , dans le produit | £ | , deux clefs 7., S, dont la seconde i occuperait, à la suite de a, non plus la première, mais la /'"""" place, il suffirait, pour échanger ces deux clefs entre elles, d'amener à l'aide de / échanges successivement opérés entre des clefs juxtaposées, la clef a à la ])lace primitivement occupée par la clef c, puis de ramener la clef ê de la place pn-'cédente à celle que la clef a occupait d'abord, à l'aide de /— i autres échanges opérés encore entre des clefs juxtaposées. Le nombre total des échanges effectués dans l'un et l'autre cas étant a/— i, par conséquent, un nombre impair, nous devons conclure que les ]M'oduits .symboliques [i\, jxj seront toujours de classes distinctes, s'Us se déduisent l'r.n de
l'autre à l'aide d'un seul échange opéré entre deux clefs, quelles que soient d'ailleurs les places contiguës ou non conligui'S occupées par les deux clefs dans chacun des deux produits.
Par suite aussi, le nombre des échanges à l'aide desquels on pourra déduire l'un de l'autre deux produits \t\, | x | de m facteurs distincts, sera toujours, quelles que soient les clefs échangées entre elles, un nombre pair si ces deux produits sont de même classe, ou, ce qui revient au même, si la différence de leurs indices est zéro; un nombre impair si les deux produits sont de classes différentes, ou, ce qui revient au même, si la différence de leurs indices est l'unité.
Concevons maintenant qu'après avoir formé les divers produits symboliques qui peuvent être construits avec m clefs distinctes, on égale entre eux tous ces produits, pris les uns avec le signe +, les autres avec le signe — , suivant qu'ils appartiennent à la première classe ou à la seconde. La formule ainsi obtenue déterminera les rapports géométriques de tous ces produits; et, si l'on nomme l;], |x| deux quelconques d'entre eux, on aura
(i^) ■- ■ |xi = (-iyh|,
l étant la différence entre les indices des deux produits 1 1 1, | x |. En d'autres termes, ces deux produits seront liés l'un à lautre par une transmutation homogène et réciproque , dont le module r sera
L'exposant / de — i dans ce module, c'est-à-dire la différence entre les indices des deux produits, toujours équivalente à zéro ou à l'unité, ser; V indice de la transmutation qui se réduira évidemment à la formule (8) S: l'on a / = o, à la formule (y) si l'on a / = i .
Parmi les transmutations comprises dans l'équation (12), on doit remarquer la transmutation qu'on obtient quand les deux produits |x|, |t| se déduisent l'un de l'autre à l'aide d'iui seul échange opéré entre deux clefs, et qui est toujours de la forme
Telle sera, par exemple, la transmutation binaire
1 6a I = — I ^^ i • Telle sera encore la transmutation
I û(.ây§i I := — I aëyâi \ ,
dans laquelle les deux produits S3'mboliqnes |ac'/c?c|, | ac?'/c£ | se déduisent Tun de l'autre à laide d'un seul échange opéré entre les deux clefs 5', c?. L^ne telle transmutation sera nommée anastrophique, son principal caractère étant l'espèce d'inversion \^ava7Tosçv;, in^'crsio, seu coiiversio inconiialinin pnrtein), qui résulte pour un produit symbolique \'.\ d'un échange opéré entre deux clefs. Pour bien voir en quoi consiste cette inversion, il suffit d'observer que la valeiu- d'un produit symbolique peut être représentée, comme toute autre quantité, par une longueur portée, à partir d'un point fixe, sur une certaine droite, dans une certaine direction lorsque cette valeur est positive, dans une dii-ection inverse ou contraire lorsque cette valeur est négative; et qu'une transmutation anastrophicp.ie fait correspondi-e à un échange opéré entre deux clefs ou , ce qui revient au même, à Vinversion du sjstènie des deux lettres qui désignent ces clefs dans ini produit symbolic{ue, une autre inversion, savoir le changement de direction de la longueur qui représente le produit symbolique, et qui se trouve , après l'échange, dirigée en sens inverse.
Lorsqu'on ne peut, du produit symbolique l;], déduire le produit \y.\. formé a\ec les mêmes clefs, à l'aide dun seul échange opéré entre deux de ces clefs, on peut du moins passer d'un produit à l'autre à l'aide de plusieurs semblables échanges. Alors, pour que les produits J!J, | xJ vérifient la formule (12 , il suffit évidemment de les assujettir, avec les produits intermédiaires successivement obtenus, aux transmutations anastrophiques dont chacune exprime que deux produits consécutifs offrent la même valein- numérique, l'un des deux étant égal a l'autre précédé du signe — .
Ainsi, par exemple, pour que les trois clefs
a, c, 7 vérifient la transnuitation
il suffit quelles vérifient les deux transmutations anastrophiques
formées avec les deux produits | aêy ], j yaé | et le produit intermédiaire | ayc j. De ce qu'on vient de due, il résulte que, pour assujettir un système de n clefs
à toutes les transmutations homogènes et réciproques de la forme indiquée
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par l'équation (12), il suffit de les assujettir aux diverses transmutations anastrophiques que l'on peut former avec des facteurs distincts arbitrairement choisis parmi ces mêmes clefs.
Jusqu'ici, nous avons supposé que, dans une transmutation anastro-
pliique
•r- - Il Il
les diverses clefs étaient distinctes l'une de l'autre. Supposons maintenant qu'il en soit autrement, et que des deux clefs échangées entre elles, la seconde ne diffère pas de la première. Alors les produits symboliques | ! |, I x I ne différeront pas l'un de l'autre, et la transmutation anastrophique donnera
ou, ce qui revient au même,
et, par suite, • -
Donc, lorsque dans le produit |x| les diverses clefs employées comme facteurs ne sont pas toutes distinctes les unes des autres, la transmutation (i4) peut être envisagée comme une transmutation anastrophique dans laquelle les deux facteurs échangés entre eux sont représentés par la même lettre. Ainsi, par exemple, les deux transmutations
I a.a§\ = o, I aSa \ = o, se confondent avec les deux formules
I aaê I = — I aaê | , | aêa | = — | aêa | ,
c'est-à-dire avec deux transmutations anastrophiques dans lesquelles les deux clefs échangées entre elles sont représentées Tune et l'autre par la lettre a. Ajoutons que, dans les transmutations de cette espèce, on peut sans inconvénient écrire sous la forme de puissance un produit de facteurs consécutifs égaux entre eux. Ainsi, en particulier, la transmutation
j aaaêoy | = o
pourra être présentée sous la forme
Les notions précédentes étant admises, considérons un système de clefs
assujetties à vérifier les diverses transmutations aiiastrophiques que l'on peut former avec des produits symboliques de facteurs distincts ou non distincts, arbitrairement choisis parmi ces mêmes clefs. Ce système et ces clefs seront nommés annitropJiirjues. Cela posé, si le système des clefs
est anastroj)ljique. tout |)roduit symbolique dans lequel une même clef entrera uiie ou [)!usietu's fois comme facteur, oftVira une valeur ludle. Quant aux produits symboliques qu'on pourra former avec des clefs déterminé; s, prises dans le système, mais distinctes les imes des autres, ils offriront tous la même valeur niuriérique, leurs sicties étant semblables ou contraires, suivant qu'ils seront de même classe ou de classes différentes. On connaîtra donc les rapports géométriques des divers produits symboliques dans lesquels entreront les mêmes clefs supposées distinctes les unes des autres. Mais les transmutations anastrophiqnes, qui établiront ces rapjiorts. permettront de choisir aibitrairement lun des produits symboliques construits avec des facteurs donnés. Il convient d'aiilciu-s <reffectuer ce choix de manière à simiilifier les formules. C'est ce que nous avons ih-j'i iait dans le § II , où les clefs
que renferment les facteiu's symboliques d'une somme allerm'e, peuvent être considérées comme des clefs anastrophiqnes assujetties à vérifier, nonseulement les transmutations anastrophiques dans lesquelles elles entrent comme facteurs, mais aussi la condition
aiy... v; î = t.
En supposant que
représentent des produits symboliques de degrés égaux ou inégaux, on peut. après avoir nudtijdié l'un par l'autre deux ou plusieurs de ces produits, remplacer le résultat par le produit luiique qu'on obtiendrait si l'on supprimait les traits verticaux qui séparent deux produits écrits à la suite l'un de l'autre. La transmutation qu'on formera de cette manière sera nommée transuuifation conjoncth-e. Telles sont, par exemple, les transnuitatioiis
I a= I I § 1 ^ , a= 1 1 , 1 ag | |7c?j | J 1 | — ' | a=Vo\ i , 1 aSy' c?£ — ; y^'l'^t |, ■ • • •
dans lesquelles ,c ne diffère pas de =, ni c' de a.
( 'ij^ )
Cela posé, pour qu'un système donné de clefs
soit anastrophique, il suffit évidemment que ces clefs vérifient d'une part les transmutations anastrophiques binaires, c'est-à dire les transmutations qui se présentent sous l'une des deux formes
(i5) |ga| = -|a§|,
d'autre part, les diverses transmutations conjonctives forméesavec ces mêmes clefs. En effet, pour que les clefs a, S, '/vi '0 soient anastrophiques, il suffit qu'elles vérifient les transmutations anastrophiques dans lesquelles deux facteurs consécutifs sont échangés entre eux, et l'une quelconque de ces transmutations anastrophiques pourra toujours être déduite d'une transmutation anastrophique du second degré, jointe à deux transmutations conjonctives. Ainsi, par exemple, pour établir l'équation
|a7gc?£| = - \c/M'i^i\,
il suffira de joindre à la transmutation anastrophique binaire
I yS I = - I êy I
les deux transmutations conjonctives
\a.\yjî\\âi\:=^\a-i^^E\, | a | | gy 1 1 d's | :r:: | aSycS^s |.
Concevons à présent qu'étant données n clefs anastrophiques
a, S, y,..., -fi, on désigne, à l'aide des lettres
n fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Soient d'ailleurs
deux produits symboliques formés avec m facteurs arbitrairement choisis, non plus parmi les clefs a, ê, y,..., /y, mais parmi les termes de la suite ?>, jx, V,..., g. Enfin, supposons que les produits |I|, |Rj, dont les facteurs sont les mêmes, se déduisent l'un de l'autre à l'aide d'un seul échange opéré entre ces facteurs. On pourra décomposer 1 1| et |K| en produits partiels qui,
( 373 ) pris deux à deux, se correspondront et revêtiront les formes
./^désignant un coefficient constant, et |!|, |/| deux produits svnibolicpies formés tous deux avec les clefs a, S, y,..., /i rangées dans un ordre tel. que i z| se déduise de 1 1 1 à Taide d'un seul écliange opéré entre ces clefs. Or, les clefs a, c, y,..., r, étant supposées anastrophiques, on aura
par conséquent,
Donc les j)roduits symboliques |I|, [K] se composeront de termes qui, pris tleux à deux, seront égaux, aux signes près, mais affectés désignes contraires, et l'on aiu-a encore
Ainsi, par exemple, dans l'hypothèse admise, les teinies de la suite
>,, ij., V,..., ;
vérifieront les transmutations anastrophiques
I ;jiX I ^ — I ).a I , I ).v^uL I = — i '/.!j.y ' , —
Il y a plus : la formule (17), qui subsistera quels que soient les facteurs échangés entre eux dans les produits |I| et |K|, s'étendra, dans l'hypothèse admise , tout comme la transmutation anastrophique
au cas même ou les deux facteurs échangés entre eux. seiout re[)ré>eiites par la même lettre, et donnera dans ce cas
|K| = -|Ri,
ou, ce qui revient au même,
et, par suite,
On aura, par exemple,
( 374 ) ou, ce qui levieut avi même, » •
I X' I = O, I X*/jr. I = O,....
Cela posé, la suite
composée de termes qui vérifieront les transnuitations de la forme (17) ou (18), c'est-à-dire les transmutations anastrophiques formées avec des produits symboliques de facteurs arbitrairement choisis parmi ces termes, pourra être considérée comme représentant un nouveau système de clefs anastrophiques. En conséquence, on poiura énoncer la proposition suivante :
Théoièinc. Si, avec n clefs anastrophiques
a, g, 7,..., T, on construit 11 fonctions linéaires
ces fonctions constitueront encore un système de clefs anastropiiiques.
§ IV. — Sur Icx fondions représentées par des produits syniholiqties de clefs anirstropliiiiues.
Dans le § II de ce Mémoire, la recherche des facteurs syndjoliques des sommes alternées nous a mis sur la trace des clefs anastrophiques. En suivant une marche inverse, nous allons déduire de la considération de ces mêmes clefs, non-seulement la notion des sommes alternées connues sous le nom de rcsulfantes , mais encore leurs principales propriétés.
Soient
n clefs anastrophiques, et
«fonctions linéaires de ces clefs, déterminées par les équations (1.2) du ^ II , c'est-à-dire par les formules
X = a, a + ^, g -H f, 7 -4- ... -I- //,/;, /:;. = rt, a + b^è + Co 7 -)- ... -^ h., r, . (i) . / V = c/3 a -t- 63 g + c\ 7 -J- . . . + //.T r, ,
( 375) I-o produit symbolique
|),^v...çl.
décomposé en produits |)artiels, ne pourra offrir aucun ternie dans leqnel entre deux ou plusieurs fois, comme facteur, Tune des clefs
par conséquent aucun terme dans lequel reparaiss-.' deux ou j)lusipuis fois l'une des lettres
mais il renfermera, outre le produit partiel
a,b.u\... h„ \rj.z-i... r, |,
fous ceux qu'on jieut en déduire, soit à l'aide d'un échange op('ré d'une part entre deux clefs, d'autre part entre celles des lettres
qui correspondent à ces deux clefs, soit à l'aide de j)iusieurs échanges ilf cette es|)ece. D'ailleurs, comme un échange opéré entre deux clefs dans nu produit de la forme
laoy... vîi
a pour effet unique tle changer le signe de ce produit, ou doit évidenuueut, de ce qu'on vient de dire, conclure que l'on aiu'a
(2) p.^v... ; = A i asy... r, ,
,f étant la souune iju'on obtient c]uand au produit
1 3) a, h.Cj.. . ft„
on ajoute ceux qu'on peut en déduire à l'aide d'un ou [.lusieurs échanges opérés entre les lettres (7, b, c,..., h, chacun de ces derniers produits étant pris avec le signe + ou avec le signe — , suivant que le nombre des échanges est pair ou impair. Or la somme ainsi formée est précisément la somme alternée qu'on nomme la résultante du tahlenn
/ rti, /'., t.,..., /?,, l a., h., c\_,..., h.,,
'■'/!> ^nf ^nJ-'-j "n:
et, pour réduire le produit symbolique |)./;.v... ç| à cette même somme, il suffit de poser
(5) lagy... vîl = I, ce qui réduit l'équation (2) à la formule
déjà obtenue dans le § II.
Le degré de la résultante s n'est autre chose que le degré du produit (3) et des produits de même espèce, c'est-à-dire le nombre n des facteurs renfermés dans chacun de ces produits.
Si la résultante s est du second degré, la formule (6 i donnera
Si la résultante s est du troisième degré, on trouvera
(8) s ^\ \iJ.'j I = «, h-:. C3 — a^ bj Co -+- ru b^ c, — a^b^c^ + n. b, c^ — û., b^ c, ,
etc.
En général, si l'on désigne par la notation
la somme qu'on obtient en ajoutant au produit (3) ceux qui s'en déduisent à l'aide d'échanges opérés entre les lettres a, b, c, etc., prises deux à deux, chacun de ces produits étant pris avec le signe + ou avec le signe — , suivant cjue le nombre des échanges est pair ou impair, la formule (G) donnera
(9) s = {'/.(vj... :\~ S{± a,b.C3... h„).
Parmi les produits dont se compose la résultante s, le produit (3), c'està-dire le produit des termes rangés, dans le tableau (4), sur la diagonale qui renferme le premier terme rt, , mérite d'être remarqué. Nous le nommerons produit principal. Les diverses lettres qui entrent dans ce produit, et les divers indices écrits au bas de ces lettres caractérisent, dans le tableau (4), d'une part les termes situés dans les diverses ligues verticales, d'autre part les termes situés dans les diverses lignes horizontales. Un échange opéré , dans le produit principal a^b^c^... A, entre deux lettres que renferment deux lignes verticales données, a le même effet qu'un échange opéré entre les indices qu'elles portent; et chacun des produits qui se déduisent du produit principal, à l'aide de semblables échanges, renferme nécessairement un
(377) seul terme pris dans chaque ligne verticale du tableau (4), et un s(mi1 terme pris dans chaque ligne horizontale. D'ailleurs, ces produits peuvent être partagés en deux classes, chaque produit étant de première ou de seconde classe, suivant qu'il se déduit du produit principal par un nombre pair ou impair d'échanges; et la résultante s est simplement la somme qu'on obtient quand, aux produits de première classe pris avec le signe ->-, on ajoute les produits de seconde classe pris avec le signe — .
Lorsqu'on échange deux lettres entre elles ou deux indices entre eux, non plus dans le ])roduit principal, mais dans la résultante s, on voit chaque produit partiel, ec, par conséquent, la résultante elle-même, changer de signe. Donc la résultante s change de signe lorsqu'on échange entre elles deux lignes verticales gu deux lignes horizontales du tableau (4^.
Lor.squ'en faisant tourner le tableau (4) autour de la diagonale qui renferme le premier terme a^ , on échange entre elles les lignes 'verticales et horizontales de ce tableau, chaque classe comprend toujours les mêmes produits; et. par suite, l'échange opéré entre les deux espèces de lignes n'altère ni le produit princij)al formé avec les termes situés sur la diagonale autour de laquelle tourne le tableau (14), ni la résultante s. Donc la résul* tante s du tableau (4) est aussi la résultante du suivant :
et, dans l'écpiation
(6) S^\y.WJ... q\,
qui transforme cette résidtante en im produit symbolique, on peut supposer les facteurs X, [x, v,..., ç liés aux clefs anastrophiques a. S, 7,..., /j, ou par les formules (i), ou par les suivantes :
), = rt, a -!- rto § + «3 y H- . . . -t- rt„ -/j ,
(11) ' V = c, a -t- Cjo H- 6-37 + ... + c„/;,
ç = //, a H- /?o o + 7^3 7 + . . . + fi„ Ti .
Ex d'An, ri J,' Ph. mr.ili., T. IV. aH'' livi. )
La formule (6) suppose les clefs a, S, y,..., yj assujetties à la condition (5). Si l'on écartait cette condition, alors, comme on l'a déjà remarqué dans le § II, la formule (a) donnerait
._IVv..-ç|
Cette dernière équation renferme un théorème qu'on peut énoncer comme il suit : -.
i*^"^ Théorème. Soient
et
deux systèmes de clefs anasti'ophiques liés entre eux par des équations qui déterminent les clefs X, p., v,..., ; en fonctions linéaires des clefs a. S, 7,..., ï). La résultante algébrique s du tableau formé avec les coefficients de ces dernières clefs sera le rapport des produits symboliques | Xav... ; |,
laëy--- ■'îl-
Soit maintenant ~
un troisième système de clefs anastrophiques lié au second svstème par des équations linéaires qui déterminent les clefs A, M, N,..., 2 en fonctions linéaires des clefs X, p., v,..., ç; et nommons s la résultante du tableau formé avec les coefficients de ces dernières clefs dans les fonctions dont il s'agit. On aura encore
lAMN... 2|
).fiV. ,
Mais, d'autre part, si dans les équations qui déterminent A, M, N,..., 1 en fonctions linéaires des clefs X, /jl, v,..., ç on substitue les valeurs de ces 'dernières clefs exprimées en fonctions linéaires de a, S, 7, •■ , vj, on obtiendra de nouvelles équations .qui détermineront immédiatement A, M, N,..., 2 en fonctions linéaires de a, S, 7,..., t). Soit 8 la résultante du tableau formé avec les coefficients de a, 1, 7,..., n pris dans ces nouvelles équations. On aui'a encore . ■
.,^ , _ |AMN... 2| '. '
Or, des formules (12), (i 3), (i 4, S on tire
( 379 ' et la formule (i5) renferme évidemment un théorème qu'on peut énoncer comme il suit :
a*" Théorème. Soient
les résultantes algébriques de deux tableaux dont chacun renferme n} termes rangés sur n lignes verticales et sur n lignes horizontales. Soient encore
trois systèmes de clefs anastrophiques liés entre eux par deux systèmes d'équations qui déterminent : i° les clefs À, y., v,..., ç en fonctions linéaires de a, c, '/,..., r, . i° les clefs A, ^I, N,..., 2 en fonctions linéaires de À, a, V,..., ;. Enfin, supposons que les termes du premier tableau soient les coefficients de a, c, y,.--; 'fi dans le premier système d'équations, et que, pareillement, les termes du second tableau soient les coefficients de >. . a, •V,..,, ç dans le second système d'équations. I-e produit des deux résultantes algébriques s, s sera encore une résultante algébrique, savoir la résultante du tableau qui aura pour termes les coefficients des clefs a, §, y,..., ■/; dans A, ^I. N,.. ., 2 exprimés en fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Concevons, pour fixer les idées, que les résultantes j, s se l'apportent à deux systèmes de quantités dont les unes, désignées par des lettres italiques, soient celles que renferme le tableau (4) ou (lo), les autres étant d/siguées par des lettres romaines et renfermées dans le tableau
3)5 b,, c,,..., Il,, a,, bo, c...... ho,
(i6) ' aj, bj, C3,..., hj,
En prenant les termes du tableau (16) pour coefficients de /, u. , v,..., ç dans les valeurs de A, M, N,..., 2, on aura
(17) ' >" = a.,). -!- b3y. 4- TsV — ... + hj/;,
puis, en substituant dans ces dernières équations les valeurs de 1, p., v,.--, ç tirées des formules (i i), et en posant, pour abréger,
(18) ki,,„ = aia,^-\-htb„, -+- CiC,„ -{-...+ hifi,n, quels que soient d'ailleurs les nombres entiers /, m, on trouvera
M = Ao, , a + Aa, 2 S + ^"2, 3 7 + • ■ • + ^"2, n -l )
(19) ' , { N = A-3,, a + Aj^aê + ^3,3 7 + ... + A3_„-/],
Donc, en vertu du 2" tbéorème, le produit i's des deux résultantes algébriques s, s sera la résultante algébrique S des termes renfermés dans le tableau
/ "■'l.O "1,2) "t,3V» "i.nj
et l'on aura généralement : . ' .
(21) S(± Av,A.,„... A„,„) = S(±:a,ba...h„)S(±:rt,/^,... //„)• On trouvera, en particulier, pour ?i = 2,
(22) A,,, /.o... — A,,j Ao, , = (a.b, — a2b,)(a, h.2 — n^b,), ou, ce qui revient au même,
(a,«, -\-h,b,) (a^rta + b^^o) — (a, «2 + b, b^) (aja, + h^b,)
( = (a.bo — aob,) («, èo — ^2^,).
Concevons, à présent, que l'on veuille composer une résultante algébrique i), non plus avec tous les ternies du tableau (20), mais seulement avec quelques-uns d'entre eux, dont le nombre soit m^, savoir avec ceux que renferment m lignes verticales et m lignes horizontales déterminées. On poiura encore exprimer cette résultante à l'aide d'une équation analogue à la formule (14)5 pa'' le rapport entre deux produits symboliques du de-
( 38i ) gré m, formés le premier avec quelques-unes des clefs A, M, N,.... 2, w second avec <iuelques-unes des clefs a, §, y,..., y;, les clefs dont il s'agit étant celles qui, dans les formules (19), appartiennent aux mêmes lignes verticales ou horizontales que les termes du tableau (20; renfermés dans la résultante S. Effectivement, pour déduire des équations ',19) la résultantes sous la forme indiquée, il suffira évidemment d'annuler celles des clefs anastrophiques a, g, y,..., >, dont les coefficients seront tous distincts des termes renfermés dans s. Ainsi, par exemple, si l'on veut réduire s à la résultante
formée avec les lettres que Contiennent les deux premières lignes verticales et les deux premières lignes horizonta-les du tableau (-20), il suffira .i'annuler les clefs
a l'exception des deux premières, et alors les équations (19), réduites aux formules
M = As, , a -^ k donneront
Pareillement, si Ion veut réduire s à la résultante des termes compris dans les trois premières lignes horizontales et dans les trois premières lignes verticales du tableau (20), il suffira d'annuler les clefs anastrophiques
a l'exception des trois premières, et alors les équations (19), réduites aux formules
j A = A-,,,a-+- A-,,oJ-f- A-,,3 7, (26) M= Aj,,a + A,,,§ + A,,,7,
( N = A-3, , 7. -<- A3, j g -K A3, 3 7, donneront
Gela posé, on pourra généralement énoncer la proposition suivante :
3^ Théorème. Supposons qu'après avoir effacé dans le tableau (20) tous les termes non compris dans m lignes verticales et m lignes horizontales déterminées, on cherche la résultante S des termes conservés. Il suffira, pour l'obtenir, d'effacer, dans les deux termes du rapport
|AMN... 2| -
d'une part, quelques-unes des fonctions linéaires de a, ê, y,..., >j représentées par A, M, N,..., 2, savoir celles qui ne renferment aucun des termes conservés; d'autre part, quelques unes des clefs a, ê, 7,..., v;, savoir celles qui, dans les formules (19), n'ont jamais pour coefficients ces mêmes termes, puis d'annuler, dans les valeurs de X, p., v,..., ; données par les formules (u), les clefs effacées dans le produit symbolique |(zê'/... y; |.
En s'appuyant sur le théorème précédent, on pourra facilement exprimer la résultante S supposée du degré ?«, non plus par le produit unique sj des résultantes construites avec les termes des tableaux (4) et (16), coramt dans le cas où l'on avait m = n, mais par luie somme de produits de résultantes du degré m , formées chacune avec les fermes compris à la fois dans n lignes verticales et dans m lignes horizontales de l'un de ces tableaux. Ainsi, par exemple, si l'on suppose /«=: 3, « = 2, les deux premières de; équations (17), réduites aux formules
A = a, X + b, [j. -+■ c, V, M = aj). + bo/z + CaV,
donneront ^'
I AM 1 = s I ivj i + s' I vX I = s" I Xp. I ,
les valeurs de s, s', s" étant
s = b,C2 — b^c,, s' = c, a„ — Coa,, s" = ajbj — a., b,. Mais, d'autre part, les équations (i i), réduites aux formules
iX = rt, a -H fTjê, IJ.= b,a -+- biê, V =: c,a -h c^ê,
par l'annulation de y, donneront
\lM\ = s\a§\, |vX| = y|a6|, {lix] ^ s"\a§\,
( 383 ) les valeurs de s, s', s" étant
j,' =: b,C2 — b^Ci, s' = f, a^ — t'off,, s" := a, lu — (i„ b Donc, en définitive, on aura
|AM| = (sjr-i-s'^' + s"s")\az\, et ia formule (aS) donnera (3o) s = sj -h s'j' + s" y.
Donc, en substituant à chaque résultante sa valeur, on aura
(a, n, -+• b, ^1 + c, C|) (aortj + bo ^2 + ^^c (3,)
— (a, a^ -+- b, ^2 + <-") Co) (ajrt, -t- bo^, + c^ c,)
= (b,Co — b2C,')(/;,Co — b.,c,) + (c,a3 — c.;.3i,){c\a. — c.,a,)
La valeur de s que fournit l'une quelconque des formules [i5), (27), etc., pourra toujours être ainsi décomposée en produits partiels, par une équation de la forme
ei l'on pourra ainsi déduire du 3*^ théorème celui que nous allons énoncer : 'l*^ Théorème. Concevons que, dans chacun des tableaux (4) et (16), on efface tous les termes non compris dans m lignes horizontales, ces lignes ])onvant occuper des places différentes dans les deux tableaux, puis ajoutons entre eux les produits binaires qu'on obtiendra en multipliant respectivement les divers termes d'une ligne horizontale conservée dans le tableau (4) p^'" les termes correspondants d'une ligne horizontale conservée dans le tableau (ï6). La somme ainsi formée et les sommes semblables seront représentées dans le tableau (20) par divers termes compris dans m lianes horizontales et m lignes verticales déterminées. Nommons 8 la résultante de ces derniers termes. Soient d'ailleurs i la résidtante du degré m formée avec les termes qui occupent m places arbitrairement choisies dans les lignes horizontales conservées du tableau (4), et s la résultante formée avec les termes correspondants du tableau (16 ). Le produit s s, ajouté à tous les produits du même genre, donnera pour somme la résultante -S.
Parmi les propriétés que possèdent les résultantes algébriques, on doit
remarquer celles qu'expriment les 2*" et 4" théorèmes, ou, ce qui revient au même, les formules (i5) et (Sa). Ces formules, que j'ai données pour la première fois clans le 17*^ cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique [voir aussi dans le même cahier un Slémoire de M. Binet], sont d\'ai!leurs des conséquences immédiates des i"^ et 1" théorèmes compris dans la formule (12), qui, dans le cas où l'on pose |acy... y; | = i, se réduit à l'équation (6). Ils se rattachent donc intimement à la décomposition des résultantes en facteurs symboliques représentés par des fonctions linéaires de clefs anastrophiques.
En appliquant à des cas spéciaux les formules établies dans ce paragraphe, on en obtient d'autres qu'il sera bon de mentionner et que nous allons rappeler en peu de mots.
Si le tableau (4) coïncide avec le tableau (16), les formules (i5) et (3o) donneront, la première,
(33) s = s=; la seconde,
et, en conséquence, la résultante algébrique S se trouvera réduite à un carré parfait ou à la somme de plusieurs carrés. Alors aussi , on tirera en particulier de la formule (aS)
(35) {a\ + h\){al + bl) — (0,^2 + b^ b^f = {atb^ — a^b,)', ou, ce qui revient au même,
(36) {a; -+- b;) (al -+- b^f = («,«2 + *i ^2/ + ('?, b^ — a^hif, et, de la formule (3i),
«ï + ^7 -^ c^) {al + b'I -^ cl) — {a, «, + b, b^ + c, c.f
( = [bfC^ + b^CfY -+- [c, «2 — Cofl,)- + (a, b^ — anb,)-.
En réduisant a,, b, ; a^, bn à des nombres entiers, on tire de l'équation (20) un théorème connu , savoir qu'une somme de deux carrés, multipliée par une autre somme de deux carrés , donne encore pour produit une somme de deux carrés. Quant à la formule (37), elle est précisément celle qu'on obtient lorsqu'on projette sur trois plans rectangulaires la surface d'un triangle dont les trois sommets ont pour coordonnées respectives les
( 385 ) quantités
C/,. !>,, C, rt.j, h.,, c-2, «3, />3, ^3,
et qu'on (-gale le carré de cette surface à la somme des carrés de ses trois projections.
Si des trois systèmes de clefs anastrophiques
le troisième conicide avec le premier, les équations (17), réduites à la forme
a = a, ). + b, a -+- c,v + ... -h h,r, , g = a^ X -+- h.^ fj. + Co y + . . . -h h^ n , (38^ { V = a;, /, + h, p. -u C3 V 4- . . . -f- 113 r, ,
ne devront pas différer de celles (jui se déduiraient des formules (i) résolues par rapport à a, c, y,..., r,. Dans le même cas, la formule (i")) donnera
(39) . ss = i,
et l'on pourra, en conséquence, énoncer la proposition suivante • S** Théorème. Soient
a, ê, Y;..., yj; /, ix, v...., ç
deux systèmes composés chacim de « variables., et supposons les variables ). , jU. , V,..., ç représentées par des fonctions linéaires et homogènes de a, c, y,..., y;. On pourra, pour l'ordinaire, exprimer aussi a, ê, y,..., yj en fonctions linéaires et de A, a, v,..., ç, et les deux tableaux formés i" avec les coefficients de a, ê, y,..., r, dans les valeurs de "/, p., v,..., ç; 1" avec les coefficients de 1, a, v,..., ç dans les valeurs de a, §, 7,..., yj, auront pour résultantes algébriques deux quantités dont le produit sera l'imité.
La résultante algébrique des termes que comprend un tableau doimé peut être présentée sous une forme remarquable, lorsque, dans ce tableau, chacune des lignes horizontales ou verticales est composée de termes qui forment une progression géométrique. Supposons, po'u- fixer les idées , que le
Ex. d'An. ,-t Je Ph. math.. T. 1\ .f/(8<^ lin-, ; 49
( 386 ) tableau (4) se réduise au suivant :
An, Bb, Ce,..., Hh, ;4o) { An\ Bh\ Cc\..., Hh\
A a"-', Bb"-', Ce"- ,..., Hk"\
flans lequel chaque l'igne verticale est composée de termes qui forment une progression géométrique , le reste de cette progression étant a dans la première ligne verticale, b dans la seconde. La résultante s des termes que renferme le tableau (4o) sera, en vertu de la formule (9),
(4il s= ABC... H^{±n''b'c-...h"-').
Si chacune des quantités A, B, C,--.., H se réduit à Tunité, ou, ce qui revient au même, si le tableau ( 4o) se réduit au suivant .
I, I, Iv) '>
on aura simplement
et cette dernière valeur de s, considérée comme fonction de l'une quelconque des quantités a, b, c,..., h sera ime fonction entière du degré n — i. D'ailleurs, un échange opéré entre deux de ces quantités, par exemple entre a et b, changera ^ en — s. Donc s s'évanouira si l'on pose b = a; et si l'on pose
s s'évanouira pour une valeur nulle de /'. Donc, dans cette deinière supposition, la résultante s, réduite à une fonction entière des quantités a, c ,..., h et de la différence
ne renfermera aucun terme indépendant de r, et sera de la forme
s = rR,
R étant une fonction entière de a, c,..., h, r, ou , ce qui revient au même, de a, b, c,..., h. Ainsi la résultante j, déterminée par la formule (4^), a pour facteurs algébriques la différence b — a. On prouvera de même qu'elle a pour facteur chacune des différences
que l'on forme en retranchant l'inie de laiitre les quantités
combinées deux à deux de toutes les manières possibles. Donc, si J'ou nomme k le produit des différences comprises dans le tableau (44) i la formule (43) donnera
K étant ou lui nombre constant ou une fonction entière de a, b, c,..., h. J'ajoute que, de ces deux hypothèses, la première est seule admissible. En effet, comme , dans le tableau (44)) " — i termes, savoir ceux que contient la première ligne, renferment la quantité a, le produit k considéré comme fonction de o, sera, ainsi que s, du degré n — i. Donc le coefficient K devra être indépendant de a-, on prouvera de même qu'il est indépendant de i,, de c, etc.. de/^. 7v sera donc un nonjbre. Pour obtenir ce nombre équivalent au rapport y il suffira d'observer que le produit principal f45) u^'b'c\..h"-',
formé avec les termes situés dans le tableau [^i] sur la diagonale qui renferme le premier terme i , se présente une seule fois, pris avec le signe + , non-seulement dans le développement de la résultante
s = S(:=ia''b'c'... b" :.
mais aussi dans le développement du produit k des différences comprises dans le tableau 44 ], attendu que, dans ce dernier développement, le seul produit partiel de la forme
bc-... h"-'
est évidemment celui que l'on trouve en réduisant chacune de ces diffé-
rences à son premier terme. Donc le nombre K ne ponrra différer de l'unité, et la formule (43) donnera
on, ce qui revient au même,
(46) ,v = {b ~a)x{c - a) {c — b) x ...x [h- a) {/i - b)...(h- g). Par suite aussi, la formule (40 donnera
(47) s = ABC...H[b -a)x{c-d) {c-b) x...x{h - a)(h- b)...{li - g).
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
&" Théorème. Lorsque les termes avec lesquels se forme une résultante du degré n sont, dans chaque ligne verticale du tableau qui la renferme, en progression géométrique, il suffit, pour obtenir cette résultante, de multiplier le produit des termes
compris dans la première ligne horizontale de ce tableau, par le produit des différences que fournissent les rapports
des progressions géométriques auxquelles appartiennent ces mêmes termes, quand on retranche successivement chacun de ces rapports de tous ceux qui le suivent.
§ V. — Méthodes diverses pour la détermination des résultantes nlgébriqucs.
Soit toujours s la résultante du tableau
a,, b,, c,,..., //,, «2, ^2, Ci,..., fu,
' '^«5 "m ^if'J ^^ni
en sorte qu'on ait
(2) s = S{±a,b^c^...hn).
Le calcul direct des produits partiels, dont la lettre 5 indique la somme et
(389) dont le nombre /^^"est déterminé par la formule
deviendra évidemment tres-pénible pour de grandes valeurs de n. Mais l'emploi des clefs anastrophiqiies offre divers moyens d éviter ce calcul dans la détermination de s.
En premier lieu, pour déduire s de la formule
(4) ' = ûjr. — IV
dans laquelle on a
(5) ', V = rt,a + b^% -^ £'37 -h...-i- Z^-/;,
il suffira de multiplier successivement l'un par l'autre les facteurs )., ^a, V,..., ç, en assujettissant les clefs a, o, 7.... v; aux transmutations anastrophiques binaires et aux transmutations conjonctives des divers degrés. Si, pour abréger, l'on désigne, à l'aide des notations
(«, b), [ci, />, f),..., [n. h, c, h),
les résultantes algébriques
S[-J^n,b.,), S •^ztia^b.c^),.... S ± a, b^c^. .. h„\
et à l'aide de notations semblables les i-ésultantes semblables déduites des précédentes par des écbanges opérés entre les lettres a, h, c,..., h; si d'ailleurs on range les facteurs que renferme chaque produit symbolique dans l'ordre indiqué par l'alphabet, on aura successivement
>._a I = (a, h) I ac I + {a, C; | 7.7 j -i- . . . + [b, c)\§y\ -h ...,
),u.v| = {a, b, c) !a!7| + {a, b, r/) |aSÔ*| +...-+- (è, c, d) ^Êyâ] -^...,
|>.|7.v... ç\ — {a, h, c,..., h)\ff.§y... y)\, et l'on reconnaîtra que, pour déterminer les coefficients
( 390) dont le dernier est précisément la résultante s , il suffit de recourir à des équations de la forme
(a, /;) =^ a, bo — b,an,
{a, h, c) = (fl, b) C3 — (a, c) bj -4- (b, c) a^, (7) [ {a, b, c,d) = {a, b,c)d„ — {a, b,d)c„ + [a, c,d)b„ — {b, c, d) a„,
Lorsqu'on opère ainsi , le calcul de la résultante s exige la formation de produits composés chacun, non plus de n facteurs, mais de deux facteurs seulement, et le nombre 3t. de ces produits, déterminé par la formule
croît beaucoup moins rapidement que le nombre iV= 1 . 2 . i. . . n.
Lorsque les divers termes du tableau (i) sont connus et donnés en nombres, on peut se dispenser d'écrire les équations (7) et autres semblables, et se borner à déduire, de multiplications successives, la valeur du produit I X|xv... ç I qui, divisé par ] aSy... >3 |, donne pour quotient la résultante s.
Supposons, pour fixer les idées, que le tableau (1) se réduise au suivant :
ou aura
et,
par
suite.
= -p|aSl-
|ag| -7l
ay|
aêyl
= i8|aê7|,
3)iê7l
( 391 ) Pour déduire la résultante s de la formule (4), il n'est pas nécessaire de construire chacun des produits
|Xpi|, \h,jy\, |>,y.vp|,.--;
il suffit de multiplier l'un par 1 autre, dans l'ordre qu'indique l'alphabet, d'abord les facteurs X, a, v,..., ç pris deux à deux ou trois à trois, etc., puis les produits binaires ou ternaires, etc., ainsi formés, de manii re à obtenir facilement le produit |X,av... ç\. Ainsi, par exemple, si l'on a n = h, alors, pour obtenir le produit final | X^avp | , et, par suite, la résultante s, il suffira de former les deux produits binaires | ),y. |, | yp | , puis de les multiplier l'un par l'autre. Quelquefois, cette méthode est préférable à celle qui consiste dans la formation successive des trois produits | ).u |, | >,jr> |, | Xfr./p |. Concevons, pour fixer les idées, que l'on demande la résultante s d'un tableau de la forme
ri, a, h, c, c. (-/, a, b,
on aura
X — aa -h bS + cy -h dâ,
lj.= dv. -h ne -h by -+- cô*, V = ca. -h d§ -h a-/ -h bâ, p = ba 4- ce -h dy +- aâ; et, |)ar suite,
I la I = [a- — bd) | ao | -f- {ab - cd) | ay | -I- {ac -■ d^)\a.â\ =: (/,= _ ac)\èy \-hibc - nd) \^â\-^ (c» - M i |7c?|.
De plus, comme pour déduire v de À, ou p de [x, et, par suite, \vp\ de |>.j7. |, il suffira d'échanger entre elles, d'une part les clefs a, 7, d'autre part les clefs S, o\ la formule qui précède entraînera la suivante :
I vp I = («2 - hd) \yâ\ + [ah — cd) \ ya \ -^ [ne - d'')\ y^\ + [b^ - ac)\âff.\^[bc - ad)\âè\ -+- [c' - bd)\aê\.
Après avoir ainsi obtenu les valeurs des deux produits symboliques |Xfjt.|, |vjo|, on pourra, de ces deux produits multipliés l'un par l'autre, tirer immédiatement la valeur du produit symbolique |X,«.vp|, par consé-
( 392 ) qiient celle de
et l'on trouvera définitivement
s = {a- - hdf -t- [c- - hàf - [b^ - acf - {d' - acf + 2 {ab — cd) (bc — ad).
Lorsque, dans la formule (4), le facteur X dépend uniquement de la clef a, c'est-à-dire lorsque la première des équations (5) se réduit à
la formule (4) donne simplement
et l'on peut, dans les valeurs de jul, v,..., ç remplacer a par zéro. En s'appuyant sur ces remarques, on démontre aisément les propositions suivantes :
i*"^ Théorème. Étant donnés deux systèmes anaslropliiques
a, g, 7,..., Ti, et )., ,y., v,..., ;,
composés chacun de n clefs, et liés l'un à l'autre par les équations (5), concevons que l'on exprime a, S, y,..., r, en fonctions linéaires de clefs nouvelles
dont le nombre soit égal ou supérieur à /i — i , mais de manière à vérifier l'équation de condition
La résultante s, déterminée par la formule (4), sera équivalente au produit du coefficient de a dans 1 par le rapport géométrique des valeurs nouvelles qu acquerront les deux produits symboliques
I av... ç I, I §'/... Yi\-
Corollaire. Les nouvelles clefs (f, y, t|/,..., U; dont le nombre doit être égal ou supérieur à n— i, pourraient n'être pas distinctes des clefs ê, y,..., yj, et alors, à la place du premier théorème, on obtiendrait le suivant : . ■
2® Théorème. La résultante ^, déterminée par la formule (4), est égale au produit du coefticient de a dans ). par la valeur qu'acquiert le rapport
I fiv . . . ç I
lorsque, dans ce rapport, ou exprime p., v , ç en fonction des n — i
clefs o, '/,.••» vj, à l'aide des formules (5) jointes à l'équation (9). Supposons, pour fixer les idées, n = 3. Alors la résultante
~ I (7, b^ — a^bt)c^ — {a,C2 — a^c,) b^ -h {b,Ci — b., c,) a^ pourra être, en vertu du second théorème, présentée sous la forme
c. rt
bi '■ a^
on pourra donc la déterminer en calculant trois rapports géométriques, savoir.
cinq produits binaires et un seul produit ternaire. Généralement, à l'aide du second théorème, on pourra déterminer une résultante du degré «, en calculant des rapports géométriques dont le nombre sera
I -+- 2 + . . . -H (« — I ') = des produits binaires dont le nombre sera
n In — I,
n{n — i){2n — 1) " iT3 '
et un seul produit composé de n facteurs.
Il est bon d'observer que de la formule (11) on tire immédiatement la
suivante :
(a,b, — a,b,) (a,c^ — ihc^ — [a^<:^ — ai<:^){a^f>^-a,b,) ^ (12) "-
qui peut être facilement réduite à la formule (10).
Ex. dAn. et <k n. math., T IV. f 48^ livr.)
( 394 ) Observons encore que la transmutaHon anastrophique
I X'' I = o donnera .'
si l'on pose
ii4) <I'=|aX|, X = |gX|, W=\yl\,..., l] = \-n}.\,
ou, ce qui revient au même,
<^ = o -h h,\ff.§\ + c, \a.y\ + ... ~h h, [ar,], X = — rt, I aê I + o H- C, I §7 1 + . . . + A, I ê»7 1, (i 5) ^ W = — a,\(/.y\ — h,\§y\ -h o ^ ... -h h,\jn\,
U = — a, I a>7 1 — h,\ëy}\ — c, | yy; | — . . . + o. Or, si dans ces dernières formules on remplace les produits symboliques
|aê|, \ay\,..., \a-n\, \Sy\,..., \ëTn\,...,
dont le nombre est " • " ~ *- ^ par autant de clefs nouvelles et anastrophiques
alors $. X, W,..., U seront des fonctions linéaires de ces clefs qui, prises pour valeurs de a, 6, y,.-, »3, vérifieront la formule (i3). Alors aussi, en attribuant à a, ê. 7,.., ^ ces mêmes valeurs dans les facteurs p., v,..., ç, on tirera du second théorème
On peut d'ailleurs annuler plusieurs des nouvelles clefs et réduire ainsi leur valeur à « — i . On doit surtout remarquer le cas où Ton n'attribue des valeurs distinctes de zéro qu'à celles qu'on substitue aux n — 1 produits symboliques
. - |ag|, lêyl, |y(?i,..., iÇrj).
Dans ce cas particulier, les formules (i5) donneront
,17) <^=b,(p, X = c,y- a^cp, W = (i,^- hr/.,---, U = — g,y,
( 395 ) et l'on aura , par suite ,
f'«) \XW...l]\ = {-i)'-'a,b,...g,\(py^...u\.
Donc alors la formule (16) donnera
b,...g, \,fy_. ..«I
poiu'vu que dans les fonctions de a, g, y,..., n, représentées par fji, v,..., ç, on pose
(20) a — h,(p, è = c,y^ — a,(p, y = r/, tj; — ^, /,..., >, = _ ^, u.
Si, pour fixer les idées, on suppose « = 3, la formule (19) donnera
§ VI. — Usage des clrfs iinastrophiqucs dans Vélimination.
Les clefs anastro])hiques peuvent être employées avec avantage dans un grand nombre de questions, et s|)écialement quand il s'agit d'éliminer plusieurs inconnues entre des équations données.
Considérons d abord // inconnues
liées entre elles par n équations linéaires; eî soient
(i) .V=o, Z=o, Z = o Fr=o,
ces équations dans lesquelles X, ï , Z,..., /7^ représenteront des fonctions linéaires de J;, J", z,..., tv. Si ces fonctions sont liomogenes, les équations \i) détermineront seulement les rapports des inconnues, dont l'une quelconque pourra être choisie arbitrairement, et l'élimination des inconnues fournira entre leurs coeflicients une équation de condition qu'on obtiendra sans peine, en opérant comme on va le dire.
Observons, en premiei' lieu, que des équations (i) respectivement multipliées par Ti facteurs varial)les,
a. g. 7...., ri,
puis ajoutées Tune à l'autie, on déduira unmédialemenl une équation nouvelle,
(396 ) dont le premier membre
(3) 12= aZ+gr+7Z + ... + y:?r
sera encore une fonction linéaire de x ,y, s,..., \v, et pourra, en conséquence, être présenté sous la forme
:iv,
À, ,u. , V,..., ç étant des fonctions linéaires de a, ê, '/,.-., r,. Remarquons dailleurs que la formule (a ) peut être substituée au système des équations (i), er que. pour déduire l'une quelconque des équations (i) de la formule (a), d suffit d'y remj)lacer l'un des facteurs variables a, S, y,..., t) par l'unité, en annulant tous les autres.
Concevons maintenant que les n facteurs variables a, ê, y,. •> >/ soient des clefs anastrophiques. Les fonctions hnéaires de a, è, y,..., /;, représentées par X, p., V,..., ç, seront encore des clefs anastrophiques; et comme on aura , par suite ,
on pourra évidemment éliminer de l'équation (a), l'inconnue x, en multipliant Q. par X, l'inconnue j-, en multipliant Q. par [x,..., l'inconnue tv, en multipliant Q, par ç. Donc , pour éliminer toutes les inconnues, à l'exception d'une seule, il suffira de multiplier la fonction û par les coefficients des auti-es inconnues dans cette même fonction. On éliminera, par exemple, j, z,..., w de la formule (a), en midtipliant 12 par le produit /j(.v.. . î, ou ce produit par û. On obtiendra ainsi l'équation
(5) I ûjav...(S 1 = 0, que la formule (4) réduira effectivement à
(6) X |>./xv ...^ I = o;
et, puisque la valeur de x peut être arbitrairement choisie, la formule (6) entraînera la suivante:
(7) iX,av...ç| = o,
qui sera précisément l'équation de condition à laquelle devront satisfaire les coefficients des inconnues dans les valeurs données de .Y, }', Z,..., IV.
Si, pour fixer les idées, on suppose ces coefficients représentés par les divers termes du tableau (i) du paragraphe précédent, en sorte que
on ait
/ A' = (7, JC -1- b,J -4- 6', Z -H ... + //, U',
les valeurs de X, p., v,..., ç seront fourmes par les équations (5) du inèrne paragraphe; et comme on aura
I >./j.v...;l = |aS7...iî|S(rt aju_c, ... h„),
! équation (7) donnera
D'ailleurs, pour obtenir cette dernière équation, il suffira évidemment de j)Oser
(10) XFZ...FFr=o,
en considérant x, y, z,..., w comme des clefs anastropliiques , puisque, dans cette hypothèse, on aura
I XYZ ...W\=.\ xyz... w \%[±a,h.^c^... h„).
On peut donc énoncer le théorème suivant :
Théorème. Si n inconnues vérifient n équations linéaires et homogènes , il suffira d'égaler à zéro le produit symbolique de leurs premiers membres, en considérant ces inconnues comme des clefs anastropliiques, pour obtenir l'équation de condition à laquelle devront satisfaire les coefficients de ces inconnues dans les équations données.
Supposons maintenant que les équations linéaires données cessent d'être homogènes. Chacune d'elles sera, non plus de la forme
ax ~\- hj -I- cz + . . . + hw = o, mais de la forme
nx + hj + cr. + . . . -f- hw = A,
ou, ce qui revient au même, de la forme
ox -+- hj -{- cz -\- . . . + hw — A- = o, (7, I), c,..., h, k étant des quantités constantes. Alors aussi la formule (4)
( 398 ) sera remplacée par la suivante :
(ji) ù = 'kx -i- [j.j' -h vz + ... -h çw — cù,
M étant une nouvelle fonction linéaire de a, ê, y,.. , y;; et l'équation (5) donnera
x I ÀfJLV ... ç I — I ap.v ... ç\ = o,
par conséquent,
//iv ... ; I
Si l'on désigne par k,, k.,,..., k„ les valeurs que prend successivement la constante k dans la première, la seconde, etc., la dernière des équations donnée», on aura
I wp.v. . . ç I = I aêy. . . y]\S [± kib^c^... h„),
et, en substituant dans la formule (12) les valeurs des produits symboliques qu'elle renferme, on retrouvera l'équation connue
S { zt rti b^c,, . . /i„)
Lorsque les équations linéaires proposées sont numériques, l'emploi des clefs anastrophiques permet de calculer directement les valeurs des inconnues, sans que l'on soit obligé de recourir aux formules générales, c'est-àdire à l'équation (i4) et aux équations analogues.
Concevons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de résoudre les équations
„ I œ -i- ij -\- "^z = i, , . ^ ■
(i5) \ I Sa- -H j -h az = 3,
[ 2JC -i- 3 j- -+- 3 = 5.
De ces équations respectivement multipliées par a, ê, y, puis ajoutées l'une à l'autre, on tirera
(16) Xjt + /jt._r + vz = w,
les valeurs de X. ijt., v, u étant
X=a+3S + a7, ix = -îa + S + 3y.. v = 3a-i-2ê + 7,
( 399 ) et la valeur de x sera
(17) * = rTn-
On trouvera d'ailleurs
|p,v| = |ao| - 7|a7| - 5|ê7|;
puis en posant, pour plus de commodité, |a§7| = 1,
I wp.v |= — 5 + 3.7-1-5 = 21,
La valeur de x étant ainsi déduite de la formule (17), on pourra tirer de la formule (16), multipliée par v, la valeur dey. En opérant de la sorte, et posant, pour abréger, y = o, | ao] = i, on trouvera
_ I MV I — I Xv I J
puis
I /xv I = 1 , I ).v I = I ojv I = - 7 ;
par conséquent ,
^ _ 7 Enfin la dernière des formules (i5) donnera
Z =: 5 — IX — 3l- = — ;5-
b On aura donc, en définitive,
Supposons maintenant que Ton veuille éliminer une ou plusieurs variables entre des équations qui cessent d'être linéaires. Les clefs anastrophiques fourniront encore un moyen facile d'opérer l'élimination. Ainsi, par exemple, pour élimmer x entre les équations
(18) a -^ bx -¥■ cx'^ = 0, a' + b' X -^ c' x''' = o.
on ajoutera l'une à l'autre ces équations respectivement multipliées par deux binômes de la forme
a -f- êx, y -t- âx.
( 4oo ) On trouvera ainsi
(19) X + IX.X + VX- + fîX^ = o,
)., [j., V, p étant des fonctions linéaires et homogènes des variables a, ê, y, â; puis, en considérant ces variables comme des clefs anastrophiques , on tirera de la formule (19), multipliée par le produit jxvp ,
(20) * I X.avp 1 = 0.
Cette dernière formule sera précisément l'équation résultante de l'élimination de j: entre les équations (18).
En général, pour éliminer x entre deux équations algébriques dont l'une serait du degré m, l'autre du degré n, il suffira d'ajouter entre elles ces équations respectivement multipliées par deux polynômes dont le premier serait du degré n — i , le second du degré m — 1 , puis d'égaler à zéro le produit symbolique des coefficients des diverses puissances de jc dans l'équation finale obtenue comme on vient de le dire , en considérant les coefficients que renferment les polynômes multiplicateurs comme autant de clefs anastrophiques.
On peut voir, dans les Comptes rendus des séances de l'académie des Sciences pour l'année i853, d'autres applications de la théorie des clefs sur laquelle nous reviendrons dans d'autres articles.
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