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PREFACE
Les Traités de Géométrie analytîc(ue sont consacrés surtout à l'exposé des théories générales el ne peuvent indiquer que d'une manière incidente quelques applications. Aussi les élèves éprouvent-ils de réelles difficultés à résoudre les problèmes, et vont-ils un peu au hasard à la recherche des solutions.
L'Auteur (le cet Ouvrage s'est moins préoccupé de réunir des Exercices de Géométrie analytique que d'exposer les Méthodes g^énérales à employer pour résoudre les problèmes. L'élève qui les possédera parfaitement n'éprouvera aucune difficulté à en faire l'application et pourra même se livrer à des recherches originales.
L'emploi de ces méthodes donne parfois, en raison même de leur généralité, une solution un peu lourde; mais cet inconvénient, qui ne se présente pour l'élève qu'au début de ses études, est largement compensé par le profit qu'il en tire en n'étant jamais arrête par les questions qu'on lui propose. Le résultat atteint, l'élève reviendra facilement en arrière et acquerra rapidement l'habitude de simplifier son raisonne-
mcnl. eL surtoul do le |ilier, en quelque sorlc, aux exigences parlieulièrcs de chaque question.
Tout en voulant rester élémentaire, l'Auteuu repousse absolument l'emploi de calculs algébriques ayant d'autres principes que ceux qui sont justifiés par la lliéorre de l'élimination; les procédés de calcul qu'on préconise souvent, pour être parfois un peu plus rapides, dénaturent complètement les équations primitives du problème el donnent un semblant de raison au rejet en bloc, sous le titre non justifié de solutions étrangères, de tous les facteurs du résultat final qu'il ne plaît pas à l'élève de conserver ( ' ).
L'Ouvrage est divisé en deux Parties constituant cliacune un volume.
La première Partie traite isolément cliacime des propriétés de la Géométrie plane; dans cbaqne Chapitre, l'Auteur rappelle d'abord, en définissant sa notation, les résultats démontrés dans tous les Cours professés conformément aux pro- 'grammes officiels. Il donne enstiiie la forme sous laquelle ces propriétés se présentent ou s'emploient dans les applications; il énonce et démontre celles de ces propriétés qui forment la base de la méthode cju'il préconise, lorsqu'il y a lieu, et insiste surtout sur l'emploi de paramètres choisis parmi les éléments concrets de la figure étudiée. Cet emploi permet d'interpréter géométriquement les conditions algé-
(') On trouvera plus loin (Cliop. II, p. 22), un exemple àa fjit qiu nous signalons et le développement de notre pensée à ce sujet.
briques qu'on rencontre et de reconnaître, à la seule inspection d'une équation, un certain nombre de propriétés géométriques ; parmi ces propriétés, les unes peuvent être la base d'une solution forl. simple du problème proposé, d'autrep peuvent permettre de conclure à l'existence de propriétés dont il n'est pas question dans l'énoncé, mais dont l'obtention donne plus de valeur à la solution du problème.
Des ex«mples choisis avec soin montrent, en détail, la mise en œuvre des méthodes indiquées; et, au risque de paraître prolixe, l'Auteur expose tous les calculs et raisonnements intermédiaires ; des solutions géométriques accompagnent la plupart des questions et mettent ainsi en parallèle les modes de raisonnement propres à l'Analyse et à la Géométrie pure.
La seconde Partie est consacrée à une étude analogue des principales propriétés de la Géométrie de l'espace.
L'Auteur a réuni les applications générales, en deux Chapitres où sont traités complètement un certain nombre de problèmes proposés aux divers examens ou concours, et relatifs tant à la Gcométi-ie plane qu'à celle de l'espace. Enfln, celle Partie se termine par les énoncés de toutes les questions proposées pour l'admission à l'Ecole Polytechnique et à l'École Normale depuis i85o, pour l'admission à l'École Centrale depuis 1 866, pour le Concours général depuis 1 85o et pour l'Agrégation depuis 1871. La plupart de ces énonces ont été recueillis par nous dans les Nouvelles Annales de Ma th éma tiques.
En résumé, cel Ouvrage est destiné aux élèves ; pnissc-t-il leur être utile ! Notre but sera atteiat ( ').
Nous remercions notre camarade et ami M. Lhopital dont le concours nous a été précieux pour la préparation du premier volume, et M. de Person qui a bien voulu revoir toutes nos épreuves et nous fournir des matériaux intéressants pour le second volume.
A. RlÏMONU,
Note de l'Auteub. — Nous croyons devoir signaler à nos lecteurs, comme étant le complément tout indiqué de l'Ouvrage que nous leui présentons, celui que notre savant collègue, M. Kœhler, a publié à la Librairie Gauthier-Vitlars.
M. Kœhler s'adresse aux élèves les plus forts de la classe de Matbématiques spéciales el aux. candidats de l'Agrégation. Il expose d'une façon très claire el très complète les théories de la Géométrie moderne. (Voir Nouvelles Annales, 3= série, t. V, p. 33,)
(') Il nous semble superflu d'ajouter que nons recevrons avec i naissance toutes les observations et les critiques que nos collègue s'intéresseront â notre Ouvrage, voudront bien nous adresser; noos
DéÛnitions
(«) Dans le plan, un heu géométrique est un ensemble de points jouissant d'une propriété déterminée, à l'exehision de tous les autres points de ee plan.
Les points d'un lieu géométrique ont, en général, iin certain nombre de propriétés communes parmi lesquelles on en choisit une comme définition.
C'est ainsi que le cercle, lieu des points également distants d'un point fixe, est en même temps le lieu du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle variable de forme, mais dont l'hypoténuse reste fixe ; etc.
On peut, en général, déduire d'une propriété donnée, d'un lieu géométrique, toutes les autres propriétés de ce lieu, par des considérations, soit géométriques, soit analytiques.
(fe) L'équation d'un lieu géométrique est la relation algébrique ou transcendante qui lie (es coordonnées de l'un quelconque de ses points.
Dès lors, chaque fois que nous arriverons à conclure qu'une
V PARTIE
— GÉOMÉTRIE A DEPX DIMENSIONS.
relation
ou
entre les coordonnées variables d'wn point dn plan, est la condition nécessaire et suffisante pour que ce point jouisse de certaines propriétés géométriques imposées, nous dirons que cette équation
est l'équation du lieu cherclié.
3, — Marche à suivre pour trouver l'équation d'un lieu géométrique.
Choix des axes. — En général, on donnera, dans ce qui va suivre, les axes de coordonnées; mais si l'énoncé n'en fait pas mention on devra commencer par faire le choix des axes à employer. Pour cela on examine avec soin si certains points ou certaines droites jouissent de propriétés particulières (centre ou axe de symétrie, par exemple) qu'il est simple de mettre en évidence : on prendra ce point comme origine, ou cette droite comme axe de coordonnées.
Nous reviendrons plus tard sur cette question, souvent assez délicate.
Mue en équation. — Un lieu géométrique peut être défini de deux manières différentes : i" par une propriété commune à tous les points du lieu; ou a" par le mouvement d'un point, dont chaque position s'obtient par la construction
CHAP. 1. — rRELlMlNAinES. 3
d'une certaine figure dont les différentes parties dépendent d'un paramètre variable.
Dans le premier cas, il sutBt, pour obtenir l'équation du lieu étudié, de traduire analytique ment la propriété géométrique donnée.
Dans le second cas, qui est le plus général, après avoir examiné si la construction indiquée est susceptible de simplification, on forme les équations de deux lignes qui, par leur intersection, donnent les points du lieu cherché.
On est ainsi conduit à écrire, en fonction d'un paramètre X choisi parmi les éléments variables de la figure, les équations de deux lieux géométriques auxiliaires :
On obtiendrait les coordonnées d'un point quelconque du lieu en résolvant ces équations par rapport h. X et à j'; on aurait ainsi des expressions de la forme
qui permettraient de calculer les coordonnées d'autant de points du lieu qu'on voudrait, en donnant à X des valeurs choisies à volonté.
Mais, outre qu'o« ne peut que rarement expliciter les fonctions F et i/, ce procédé serait long et ne donnerait pas la relation de forme constante qui existe entre les coordonnées d'un point quelconque du lieu étudié, relation qui est en quelque sorte la forme synthétique des conditions géométriques imposées à ces points et qu'il est toujours possible d'obtenir. De plus, sans cette relation on ne pourrait que difficilement reconnaître l'identité de lieux définis par des propriétés différentes dans la forme, mais qui, en réalité, sont corrélatives.
(i !■■= PARTIE, — GÉOMÉTRIE A DEUX DIMENSIONS.
Les coordonnées des points de ces lieux s'exprimeraient, en effet, par des fonctions différant, à la fois, avec la définition donnée et avec le paramètre choisi.
Ces considérations montrent la nécessité de la recherche de cette relation caractéristique, entre les coordonnées d'un point quelconque du lieu, indépendante, à la fois, du paramètre choisi pour la mise en équation, et des propriétés prises comme définition.
Le théorème suivant a pour but d'indiquer comment on obtient cette relation, et de justifier le moyen employé.
Élimination
Définition. — On appelle résultant ou éliminant d'un système d'équations
tp(.c)---o, ^(,^).--o
la fonction R, des coefficients des polynômes premiers membres de ces équations, qui s'annule chaque fois que ces polynômes ont un facteur linéaire commun, c'est-à-dire chaque fois que les équations
ont une racine commune.
Soit le système d'équations
R = «f — èa' est l'éliminant du système, c'est-à-dire, s'an nule chaque fois que les polynômes ax -+- b, a'x + b' ont u facteur linéaire commun.
R = ni' — ba' ^ o
est donc la condition nécessaire et suffisanle pour que les éqiiations précitées aient une racine commune.
Les traités d'Algèbre donnent la formation as ces éliminants.
les équations des deux lieux géométriques auxiliaires, définissant par leur intersection les points du lieu dont on cherche l'équation; soit R {x,y) l'éliminant des polynômes premiers membres de ces équations.
Je dis que l'équation du lieu étudié s'obtient en égalant à o la fonction R (x,y).
Je vais, en effet, démontrer :
i" Que les coordonnées de tout point du lieu défini par les équations ( i ) vérifient l'équation
a" Que, réciproquement, tout point du lieu dont l'équation est
fait partie du système des points communs aux lieux, variables avec X, dont les équations sont
i" Les coordonnées de tout point commun aux lieuic
vérifient l'équation
yGoosle
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En effet, donnons à ). une valeur déterminée l, nous obtenons deux lieux particuliers
et si (a,p) sont les coordonnées d'un point, M, commun à ces deux lieux, {a, p) vérifient
car les deux équations en 7.
ont alors la racine commune X ;= ^;
a" Tout point (x, ^), appartenant au lieu dont l'équation est
fait partie du système des points communs aux lieux auxiliaires variables
c'est-à-dire qu'il existe une valeur déterminée X =; Z, donnant les lieux particuliers
tels que le point (2, [3) se tronve parmi leurs points com-
En effet, les équations
n'ont pas, en général, de racine commune en \; mais si les quantités a, ^ sont choisies de telle sorte que l'équation
soit
satisfaite,
les équations
particulièi
rf,\)-^o
ont
une
racii
le commune;
la valeur
coni
.muiw
;, sai
lisfait a
11 X coni
litiona énc
V 'k= l de celle racine oncées plus liant.
, en égalant à o l'éliminant du paramètre variable, entre le système des équations auxiliaires (établies conformément à l'énoncé d'une question relative à la recherche d'un lieu géométrique), on établit la condition néces- Biire et suffisante pour que les coordonnées (ic, /), d'un point du plan, satisfassent aux équations algébriques traduisant les conditions géométriques imposi5es. Cette condition nécessaire et suffisante,
est l'équation du lieu géométrique étudié.
Remahoub 1, — Les équations indiquées plus haut
qui expriment les coordonnées d'un point quelconque du lieu en fonction du paramètre variable X, seront employées (chaque fois qu'on pourra expliciter les fonctions F et ij;) quand on voudradélerminer les points du lieu qui correspondent à des valeurs données de ce paramètre; ou encore lorsqu'on voudra distinguer les parties de ce même lien qui correspondent aux valeurs du paramètre comprises entre des limites données, etc.
tO I" PART[E. — GÉOMÉTftIE \ DEUX DIMBSSIONS,
Nous citerons comme exemples :
1" La distinctiott des parties du lieu correspondant à des valeucs réelles du paramètre de celles qui correspondent à des valeurs imaginaires;
2" La distinction, dans l'étude du lieu des centres d'un système de coniques, des pointa provenant des centres d'ellipses, de ceui. qui provieunent des centres d'hyperboles;
3f La même distinction dans l'étude des lieux
Remarqua II. — Quand im des lieux auxiliaires
<f(^. /,>>) — o passe, quel que soit /,, par un certain nombre de points fixes,
passe par ces points fixes.
En effet, soit M (a, ^) tm point fixe du premier lieu; l'équalion
esl une identité; elle est, en particuiicr, vérifiée par les racines de l'cquation
Or, chaque valeur de X, tirée de (a), fail que le lieu 9(a;,7,i) = o passe en M : si donc il existe une seule racine X^Xj de l'équation (a), le point M sera un point simple du lieu
Si, au contraire, l'équalion (a) est du degré p en X, il j aura, en général, p lieux auxiliaires différents
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passant en M; /> branches du lieu, provenant des valeurs de X infiniment voisines de X, , de Xî, . , , , de \p, se coupent alors en M; on dit que ce point est un point multiple d'ordre p; réel s'il existe âespoints réels du lieu infiniment voisins de M; isolé dans le cas contraire.
RxEsiPLE. — Gonsidér
uns le lieu
1 défini par les éqi
jations :
(a) L'équation par le point :
(Oest
celle d'un
c droite qui passe = b'.
, quel qur
Le lieu (3) pas
sera pa
r ce méini
s point, si l'on a
a^-i-^lab-b^^o.
Cette équation
de tel']
nine une
seule valeur de X
; dans si
mation continue, le lieu
est un point simple du
(è) Le lieu (a) passe,
.(2) passe lieu éiudi quel que
uue seule fois au point M ;
soit X, par les points comn
xy
deux points d'ini
tersecti
on sont à
^^^ilZlb.
Le lieu étudié passeii à- dire si l'équation
1 en Ml si
le lieu auxiliaire
(I) y pas*
(6-a)-ôX« = o est satisfaite.
n y a deux valeurs de X qui rendent identiquement nul le pi'emier membre de cette équation ; le point M| est un point double du lieu étudié, réel s'il existe des pointa réels ïnCniment voisins de Mi ; isolé dans le cas contraire.
De même pour le point Mj, etc.
Ëliminant du premier degré
ï_,e cas le plus simple qui se présente est eelui où [l'on a à éliminer un paramètre entre deux équations du premier degré par rapport à ce paramètre.
Si l'on appelle a: et ^ les coordonnées d'un point du lieu cherché, les équations auxiliaires seront, dans ce cas, de la forme
ou
l'éliminant de X s'écrit
AB' — BA' ~ o
fi'^, y)'^' i«^, y) ~ '\'i«^> y)'^' i^' y) =o-
Résultat général. — Tout lieu géométrique, représenté par une équation de cette ibrme, passe par les points d'intersection de
p l4'(^,/)=o, \i{x,y) = o; et de
ce qui s'accorde, d'ailleurs, avec ce que nous avons dit plus haut (Rem. — p. i o).
On donne le nom de lieus auxiliaires aux lieux géomé-
triques dont les liquations sont
On rencontrera souvent des lieux du second degré sous cette forme : les lieux auxiliaires
sont, dans ce cas, des droites ; l'équation
met alors en évidence quatre points fixes du lieu.
Nous verrons quel parti on tire de cette propriété générale, pour la détermination géométrique des coniques.
Dans le cas où les lieux auxiliaires
<f'{x,j) = o, Ka:', j) = o sont identiques, l'équation (i) prend la forme
Le lieu qu'elle représente est alors tangent aux lieux
m{a:,y) — o, ^y{x,y)^o à leurs rencontres avec le lieu auxiliaire 4-{j;,y) = o.
En chacun des points communs, on a, en etfet, deux points confondus, sur les liens
ce qui constitue le contact.
Enfin, dans le cas où l'équation (i) prend la lornie
le lieu qu'elle représente se décompose en deux autres dont
l4 V^ P.VRTIE, — GÉOMÉTRIE A DEUX DIMENSIONS.
les équations sont
Exemple. — L'équation
Fis. I.
est celle d'une courbe du second ordre passant aux points c aus quatre droites
c'est-à-dire, en A, B, G, B, {Jlg. i).
Si la droite CD se rapproche de AB jusqu'à coïncider i
et la courbe est tangente aux droites
aux points A, B (Jig- 2) de rencontre avec la droite double
2, — Élimination de deux paramètres entre trois équations dont deux sont linéaires.
On rencontrera certains cas dans lesquels on devra éliminer deux paramètres entre trois équations : deux de ces équations étant du premier degré par rapport aux paramètres, la troisième de degré quelconque.
Soient X et ]j. les paramètres variables,
les équations auxiliaires.
On tirera des deux premières
liC — Cli' ~ CA' ~ AC '"" AB' — BA'
et l'on portera ces valeurs dans l'équation
Le résultat obtenu est l'équation du lieu.
Remarque, — Il sera souvent avantageux de rendre préalablement homogènes les équations auxiliaires, ati moyen d'un troisième paramètre •/ et de remplacer, dans
yGoosle
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les paramètres À, \i., v par les quantités proportionnelles
BC'~CB', CA' — AC, AB' — BA'; l'équation obtenue ainsi est écrite sous forme entière.
Ëliminatioa d'une fonction des paramètres variables
Dans les équations de liens auxiliaires figurent, quelquefois, des fonctions d'un on de plusieurs des paramètres entrant dans la question. : on éliminera alors, non les paramètres isolément, mais ces fonctions en les considérant comme des paramètres nouveaux.
Exemple. — Entre les équations
œ{\ _i)+y(rH-[A)^^& = o, aie -I- by -h C)^- + \i-) — o, on éliminera (P + ;j.) et (X ~ i ) et non \ et ;j..
Élimination d'un angle
Quand on emploie comme paramètre variable un angle 5, on est souvent amené à des équations de la forme :
( I ) a cosfp -i- b sintp 4- c ^= o,
(a) rt'cossH- &'sin((i + c' = o,
a, b, c, a.', b', c', étant des fonctions de x et de y, coordoiinées courantes du lien.
On doit joindre à ces équations la relation générale (3) eos=ç + si„=9r^i.
L'élimination de l'angle ç se fera alors de la manière suivante.
On tire des équations linéaires (1) et (2) des quantités
proportionnelles à cosç, sinp et s, variable d'homogénéité, et on les porte dans l'équation (3) également rendue homogène; on obtient ainsi
{bc'-~cl)'y- + {ca'-ac'y — (ab'~ba'y.
Éliminant du second degré
Si les équations des lieux auxiliaires sont de la forme i A)>--hBX-hC =^o, '■'' A'A=-|-B'X-i-G'z=o,
l'éliminant de X entre les deux équations peut se mettre sous les deux formes suivantes :
(2) ( AC — CA')^— (AB' — BA') (BC — GB') = o,
(3) (BB' — 2ÂG' — aCA' )= — (B^ — 4 AC) (B^^ — 4 A'C ) :z^ o.
Dans ce cas, on devra toujours former les deux éliminants ; car, sous chacune des formes, des propriétés différentes sont en évidence, et, de plus, quand' l'un des éliminants est compliqué, le second est le plus souvent très simple. Quand les équations (i) ont une racine commune, c'est-à-dire quand les résultants (2) et (3) sont identiquement nuls, celte racine commune est fournie par l'équation
(BA' — AB' ) X + GA' — AC' -^ o.
Remarque, — Si, parmi les équations servant à la misecn équation d'un problème, l'une d'elles est indépendante du ou des paramètres variables, elle est Véquation du lieu. Nous rencontrerons plusieurs exemple^ de ce fait.
Nota. — Le cadre de ceL ouvrage ne comporte pas de problèmes algébriques plus comjjlescs que ceux qui précèdent.
- Ex. de Géom. 1
l8 1" PARTIE. ~ GEOMBTHIE A DEUX DIMRN9I0N8,
LIGNE DROITE
Rappel de résultats.
(a) L'équation générale des droites passant à l'intersuction de
D = o, D' = o D-hXD'=o.
(b) L'équation du fjisceau des droites qui joignent l'origine aux points de rencontre de deus courbes
/(a7,7)=o, <fC^,j)=o
s'obtient en rendant les deux équations homogènes, au moyen d'une variable auxiliaire et en éliminaot eeiie variable entre les lîquations obtenues.
En particulier, si J'une des courbes est la droite «a? + c/ — i = o, il suffît de rendi-e homogène l'autre équation, an moyen de la foncuon
Exemple. — Soit
Aa-ï + 3B^/ ~ G/î + 3 D ic ^- a Ej H- F = o
l'équation d'une courbe,
«s -ny — 1 = o
une transversale; l'équation du faisceau des droites qui joignent l'origine aux points de rencontre de la droite et de la coui-be est
yGoosle
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A ,r -^ B v -4- G (c) La fonction — ^ — -^ ■ ■ - donne, avec son signe, la distance ^ ' -i-^/Aî-hBî
du point (iC, ^) à la droite représentée par l'équation Aœ + Bj-f-C =o.
(rf) L'angle des droites
est donne par
„, 4CBÎ-AG)
LlEUÏ GÉOMÉTRIQUES DONT LIÎS POINTS SONT EN LIGNE DKOITE
i. On donne (fig- 3) un triangle AOB, on mène une
parallèle quelconque CD à OA, On demande le lieu du point M, rencontre des droites AC, OD, quand CD se déplace dans le plan du triangle.
Prenons comme axes de coordonnées les côtés OA, OB an triangle, soit
esl réqiiation de la droite CD.
D'après l'énoncé, le point M esl déterminé par l'intersec-
ao l'" PARTIE. — GEOMETRIE A DEUX DIMENSIONS.
lion des droiles OD, ÂC, nous allons écrire les équations de ces droites ;
(«) L'équation de la droite AC, dont les coordonnées à l'origine sont {a, \), s'écrit
(6) L'équation de la droite OD peut être obtenue de deux façons : i" on peut calculer les coordonnées du point D, intersection des droiles AB et CD et former l'équation de la droite passant parles deux points 0,D; 2" on peut également former l'équation générale des droites passant en D, intersection des droites AB, CD, et déterminer le paramètre variable que renferme cette équation, de manière à ce que la droite qu'elle représente passe à l'origine; nous allons employer ce dernier procédé.
L'équation générale des droites passant en D csl
Cette droite passe en O si l'on a
l'équation de la droite OD est donc
Dès lors, le point M est défini par l'intersection des droites
Nous obtiendrons l'équation du lieu du point M en élir
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nant le paramètre î., ou plutôt j, entre ces deux équations; on peut écrire
réiiminant (AB' —BA') donne c'esl-à-dire
Le lieu se décompose donc en
la seconde de ces équations est celle de la médiane du triangle AOB passant au sommet B.
Quant à la première partie du lieu, qu'on rejette souvent à tort, sous le titre de solution étrangère, elle provient d'un état particulier de la figure, dans lequel !e point M peut occuper une position quelconque sur Oa:; lorsque la droite CD se rapproche de O^, le quadrilatère OACD s'aplatit, et les diagonales AC, OD tendent à coïncider : le point M tend vers une position -limite, milieu de CA — au nioment où CD coïncide avec Ox, les diagonales sont confonduesj le pointM a une position quelconque sur Ox.
Solution géométrique. — Le point M est à chaque instant le conjugué harmonique, par rapport au segment CD', du
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point rejeté à l'infini sur celle droite; M est donc le milieu de CD' : le lieu de ce point est la médiane issue de B. Quand CD coïncide avec O^, on voit que tous les points de celte droite répondent à l'énoncé.
Rejiaroub. — Nous fêtons remarquer que si l'on avait opérii l'iiliminaiion de 1, comme on i'mdique souvent, en combinant les équations, par addition, pai exemple, on aurait obtenu, comme équation
vient de ce que, en addi
On répond que ics solutions ainsi disparues correspondent à des états particuliers et ne sont pas la vraie solution de la question.
Nous ferons observer que la vraie solution d'une question est la solution générale; et que cette solution complète obtenue, c'est au géomètre à distinguer les parties qui proviennent d'un état particulier de la figure où certains caractères dont l'énoncé suppose l'esistence, sont modifiés ou n'eiis lent plus, de celles qui proviennent du déplacement continu du point dont on cherche le lieu.
Puisqu'on 6St forcé d'admettre que l'élimination par les petits moyens {qui a l'inconçénient d'exiger la recherche dans chaque cas particulier du petit moyen à employer) entraine la disparition de certains facteurs du produit, dont on ne peut pas, en général, déterminer la loi de formation, rien ne prouve que ces facteurs disparus ne constituent pas une partie ou la totalité de la vraie solu-
Dans les problèmes que l'on a à traiter dans cet ouvrage, il serait souvent possible d'étudier géométriquement la question et de reconnaître à priori toutes les solutions; mais dans beaucoup de questions, celte solution n'est pas possible ou exige des connaissances et une expérience que n'a pas celui qui est appelé à résoudre le problême posé.
En résumé, nous recommandons de ne jamais employer d'autres
moyens d'élimination que les procédés généraux; et de ne jamais rejeter sans examen une solution sous la dénomination de solution
étrangère. — La résolution d'un problèi de ces résultats; et, à tement qu'après la diseuse
des résultats obtenus constitue, dans la partie aussi importante que l'obtention vis, une question n'est traitée complède la solution obtenue.
On citera bien des exemples où des facteurs du genre de celui qui nous occupe sont réellement étrangers à la question; mais ces facteurs proviendront de mauvais calculs algébriques, au courant desquels on les aura introduits, ou bien de la substitution, dans la traduction analytique de l'énoncé, d'une condition plus générale, à une condition donnée.
Par exemple, si dans le problème suivant :
« Un angle variable suivant une loi donnée. , . tourne autour de son sommet ^xe A; on demande le Heu des projections d'un point fime B sur les côtés de l'angle o
le lieu sont à l'intersection du faisceau des droites AS, AT {fig. 4) représentées par leur équation quadratique, avec le faisceau des droites perpendiculaires BS', BT', également représentées par leur équation quadratique (ce qui semble naturel, au premier abord, puisque l'énoncé donne ensemble l&s droites AT, AS), on aura défini, non les deux points P, P', que vise l'énoucè, mais les quatre points P, P', R, R', communs aux deux faisceaux. — Le lieu qu'on obtiendra par l'élimination du paramètre variable contiendra donc bien uo
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lieu étranger à la question (le lieu cherché étant évidemment et quelle que soit la loide déplacement et de variation de l'angle, le cercle décrit sur AB comme diamètre), mais non étranger à la mise en équation maladroite dii problème.
Voir, à ce sujet, la question traitée sar les diamètres conjti-~ gués dans l'Ellipse (Problèmes généraux) et la transformation homographique (Ghap. IV).
Si nous insistons sur ce point, quoique l'emploi des procotlés que nous condamnons ne présente que des inconvénients minimes pour la résolution des questions très simples que nous traitons actuellement, c'est que le jeune géomètre qui s'en sert et arrive cahin-caha au résultat, se croit en possession de la véritable méthode et de l'esprit qu'il faut apporter dans ces études; puis, tout à coup, il se heurte à des difficultés qui lui paraissent insurmontables au moment ofi il aborde des questions plus générales; en employant les mêmes moyens, il perd «ne partie de la solution ou bien il introduit un lieu étranger; en présence de ces résultats contradictoires il ne démêle que difficilement la vérité : rien, à notre avis, n'est plus défavorable aux progrès de rélève, qui a toujours une tendance à croire à la nécessité de l'emploi d'artifices particuliers, pour la résolution des problèmes.
Les méthodes générales qui permettent toujours de traiter les problèmes posés donnent quelquefois des solutions plus lourdes; mais, malgré cet inconvénient apparent, nous les emploierons toujours.
Quand une question est ainsi traitée, on aperçoit souvent une simplification importante à opérer dans la mise en équation; ou un meilleur choix des axes à faire ; ce qui permet d'obtenir une solution plus simple, plus élégante.
Nous donnerons des exemples de cette façon de procéder, en montrant comment, le résultat connu, on peut alléger notahlement les calculs ou atteindre des résultats plus généraux
2. On mène des parallèles à l'un des câtés d'un triangle (Jig- 5); par les points oà cette droite rencontre les deux autres câtés, on mène à ces câtés des perpendiculaires qui se coupent en un point dont on demande le lieu.
Prenons comme axes de coordonnées la base du triangle el la hauteur correspondante.
SoilOA=a; 0B = 4; OCs-c.
Les équations des droites CA, CB sont
CA] [CB
L'éqnation de la parallèle varlaLle DE est
Les coordonnées des points D et E sont, dès lors :
2f) V" PAIiTIR. — G
Le point M est défini comme intersection des deux droires
[DM] £:z£i + r:^=„.
[EM) £zp + t^=.o,
qu'on peut écrii-e
ou, en ordonnant par rapport à )>,
( . — c\l -\- hx -h cy -h b^ — o,
I — -+- c\ X -i- ax - ~ cf -~ a' ^ o.
L'éc[iiation du lieu s'obtiendra en éliminant X entre ces deux équations
{a'-^c^)l + c[a.x:-cy-a')=o.
L'éliminant donne (]) c(b' + c^-)iax~cy~a') + cia^ + c^)ibx+cy+b'-) = o.
Le lieu du point M est une droite passant à l'intersection des droites
[AP] a{j:-a)^cy^o,
[BP] b(x + b)-i^cf = o;
la première passe au point A. et esl perpendiculaire au côté AC du triangle; la seconde passe en B et est perpendiculaire au côlé BC ; ■ — ■ ce sont les positions que prennent les droites EM, DM, quand la parallèle variable DE coïncide avec AB.
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On peut voir d'ailleurs que l'équation (i) devient une identité quand on y fait x^o, y^=c; la droite qu'elle représente passe donc en C. Elle est complètement déterminée.
Remarquons que l'équation ( i ) peut s'écrire
ax — cy — a' bx -^ cy -'-(>-
ce qui signifie que les distances d'un point quelconque du lieu aux droites AP, BP sont entre elles dans le rapport constant des côtés, ÂC, BC, du triangle fixe. Celle propriété se voit facilement sur la figure.
Solutiongéomélrique. — Danslemode dedéplacementatiquel est soumis le côté DE, le triangle DEM reste constamment semblable à lui-même et ses côtés restent parallèles à des directions fixes ; déplus, deux sommets, D, E, glissent sur deux droites fixes, nous savons que le lieu du troisième sommet est une droite passant à la rencontre des deux premières, etc..
3. Etant donné {Jig. 6) un triangle rectangle OÂB, on construit sur les côtés OA, OB de l'angle droit, les carrés OACD et OBGF et Von mène les droites AG, BD. On demande le lieu géométrique du point M de rencontre de ces droites quand, l'angle droit O restant fixe, l'hypoténuse ÂB se déplace parallèlement à elle-même.
Prenons comme axes de coordonnées les eôtés fixes OA, OB et soit a=;AO, 6 = 0B, les longueurs de ces côtés
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quand le triangle occupe la position représentée sur la figure.
Le point M est défini par riiitersection des droites AG, BD; nous allons écrire les équations de ces droites : X dési-
gnant un paramètre vai-iabie, les coordonnées de A soûl
celles de G sont
œ = —\b, y — Ab.
L' équation de AG est doue
r Ib —b
a: — \t:i — Art — \b a -1- b Celle de BD est de même
Un triangle rectangle {fig-'j) de grandeur inva
riable se meut dans un plan^ de façon que son hypoténuse s'appuie constamment sur deux axes rectangulaires. — On demande le lieu décritpar le sommet de l'angle droit.
Prenons comme axes de coordonnées les droites fixes; désignons par h la hauteur MP du triangle, par <,) l'anglt: variable xAB,
a^AF, &=zBP;
on a, on vertu de l'énoncé, ab-^h^.
.Soient (a:, y) les coordonnées de M ;.
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On a, en projetant OBPM sur Ox,
a^=i:- — ècosu + Asiiiu,.
De même, en projetant OAPM sur Oy,
j^r.a sinu) ~ h cosw.
L'équation du lieu du point M s'obtiendra en éliminant l'ang-le w entre ces deux équations ; pour cela, nous emploierons la méthode indiquée plus haut : (Chap. ï. §11, 4)- Il vient :
— fiCOS(o + /(sino)— a^s=zo,
Des valeurs proportionnelles à cos tû, sin ta, z, sont fournies par
-- /(/ + ax " hx — by — «6 -h /i^
L'équation cherchée est donc
(i) iax-hyY + {hx-byy = {h^~abr-.
Mais
ab - h"- r^ o
En tenant compte de ces relations dans l'équalion (i), il
(v + k'){hy~axr-^o.
Le lieu du point M dont l'équation est
{hy~axy- = o
est donc une double droite issue de l'origine et dont l'angle avec 0^ est égal à l'angle AMP ou ABM.
Il est à remarquer qu'il n'y a qu'une ])ortion de ta droite
hy — axz^o,
qui fasse partie du lieu; l'abscisse x, par esempie, ne peul prendre que les valeurs qui rendent réelles les solutions de l'cqiialion
Asinw— ^cosw — a; =110,
dans laquelle u est un paramètre variable.
On peut écrire cette équation oUj en posant — = taii^ çi
\Jh--^b"-
on doit donc avoir
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X ne peul varier que de — \//t- + 6^ à + \/ h- -^ /j^ ; l'abscisse du point mobile prend ces valeurs limites quand le triangle a ses côtés de l'angle droit parallèles aux axes de coordonnées {Jig. 8).
La portion MM', en trait plein, de la droile hy — aœ = o fait seule partie du lieu effectif.
Solution géométrique. — Le quadrilatère OAME {/ig- 7) étant inscriptible, on voit que, dans le déplacement de la figure, l'angle AOM reste constamment égal à l'angle ABM; le lieu du point M cst> donc la droite OM faisant avec Ox un angle égal à ABM.
D'ailleurs, l'abscisse du point M reste constamment inférieure àBM. Nous verrons phis tard que la double portion de droite MM' est une ellipse infiniment aplatie.
II. ■—■ Étuoë de lv loi de DÉPLACKiiiE^^T d'ux droite
1. Dans l'étude du niou\ement d'une droite mobile nous distinguerons trois modes de déplacement :
1" La droite se déplace en passant par un point fixe ;
a" La droite reste parallèle à une duection fixe;
3° La droite reste tangente a une courbe fixe; nous ne nous occuperons de ce dernier cas que lorsque la courbe fixe est une conique (Ghap. V. Tangentes).
Nous établirons d'abord les propositions suivantes :
Théorème. — Toute relation, linéaire et homogène entre (es coefficients variables de l'équation d'une droite indique que cette, droite passe constamment par un point
Soil
l'équation d'une droile ; supposons qu'entre les coefficients X, t^i V on établisse la relation homogène
je dis que la droite (i) passe par nn point fixe. Eliminons •/ entre les équations (i) et (a), on obtient pour équation de la droite mobile
cette équation montre que la droite passe constamment par le point dont les coordonnées sont
TaÉORiiiiË, — Toute relation linéaire et homogène entre les coefficients dex et dey, dans l'équation d'une droite, indique que la droite se déplace parallèlement à une direction fixe .
Le point («(ij,) est, en efi'el, rejeté à l'infini (C;:;- o); mais dans la direcUon fixc'^^r-
RiiMARQUE. — On reconnaît encore qu'une droite passe par un point fisc quand son équation est de la forme
D + XD'=^o, D t= o, D'= o étant les équations de deux droites.
2. — On considère [fig- 9) un rectangle de périmètre constant 2a; A.et B étant deux sommets opposés, on abaisse du sommet C une perpendiculaire sur AB; trouver la loi de déplacement de cette droite.
Prenons comme axes de coordonnées les côtés OA, OB, R. — Ex, de Géom. anal. 3
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du rcctang;lc; soit
on doit avoir
L'équation de la droite AB est
celle de la droite CD, qui lui est perpendiculaire et passe en C (X, p.), est
c'est-à-dire
ou, en éliminant [i. au moyen de l'équation (i),
qu'on peut écrire
La droite CD passe donc par un point fisc, intersection des droites
Solution géométrique. — Portons 0E = OF^ <^{fis'- 9)- Ces droites sont les positions limites du rectangle, quand l'une des dimensions devient nulle. — Les pei'pendiculaîres aux diagonales sont alors EG = FG, respectivement perpendiculaires aux axes.
Je dis que toutes les droites CD passent en G.
En effet, je joins CG et je vais proiiver que les trois points D, G, G sont en ligne droite; les triangles rectangles CGH,
ABC sonL égaux comme ayant deux côtés égaux chacun à chacun, BC =: GH, GÂ.=:CH; il s'ensuit que les angies en B et G sont égaux ; or, les angles ACD, CBD sont égaux ; dès lors les angles égaux ACD, HGC, ayant la position (le
l'iS. 9-
correspondants, sont tels qu droite, c. g. F. n.
les côtés CG, CD.o.aenliq
3. On donne l'équation d'une courbe rapportée à des axes rectangulaires :
démontrer que les cordes de cette courbe, vues de l'origine sous un angle droit, passent par un point fixe situé sur la courbe.
l'équation d'une sécante quelconque, l'équation du faisceau des droites qui joignent l'origine aux points de rencontre de cette sécante et de la courbe est
■' + Bx^y -t- C^y- -+- ï)y'- -
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Formons l'équalion aux coefficients angulaires de ces droites ; on a, en posant ~^jz,
Si deux des rayons du faisceau sont rectangulaires, le produit de leurs coefficients angulaires est — i; le coefficient
angulaire du troisième rayon est donc =-•
Si nous exprimons que 2 = ^ est racine de r<5cjuation (i-),
noiis aurons la relation qui doit exister entre (u, c) pour que la droite
remplisse les conditions de l'énoncé.
Or, l'équation de condition
DA^ M- (G + Ec) A^D + ( B + E H) \D= + AD' — ou (3) A^-l-(G-l-Ey)A-i-(B-i-EK)DH-D^ = o
est du premier degré par rapport à (a, v). La sécante (1) passe donc par un point fixe.
On peut écrire (3) sous la forme
A.E^D»— B.E-D^EA — C.ED.E'A^ — D.E^V
-I- E. ED .EA(A- + AC -h BD -^ D-) ou
AED[E^(A^ + AC+BD-i-DM-E^D^ — BE=D-ACE^-A^E=1; la quanlilé entre crochets est idenli que ment mille.
DBPLA.CEMENT DE LA DROITE JOIGNANT DBUS POINTS HOMOLOGUES DANS tKlî TRANSFORMATION DE FIGURE.
4. On donne [fig- lo) deux a.xes rectangulaires ^ Ox^ Oy, et une droite Piz parallèle à Oy, on prend un point M quelconque du plan; on mène les droites OM, MD {perpendiculaire à Aa), OD, BM' {parallèle à Ox); on demande : i" d'exprimer les coordonnées du point M' en fonction de celles dupointM; 2° de prouve/- que la droite MM.' passe par un point fixe quelle que soit la position du point M,
1° Soit : OA=;n; {s, j') les coordoniiées du point M ; {x", y) celles du point M'. On a simplement s\ir la figure
, les coordonnées de M' sont
2° Appelons {X, Y) les coordonnées courantes de la droite MM'; l'équation de cette droite est
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Il, en exprimant x' et^ en fonction de m et de^,
en divisanL par le facteur ( ' ^ r) ' Q"^"'^ celle opération n'est pas possible, c'est-à-dire quand x-=^a, les points M
et M' sont confondus et se trouvent sur A^. Cette droite est le lieu commun des points M et M' ([iiî font que MM' est dirigée d'une manière quelconque dans le plan. L'équation de MM' est donc
Quels que soient x et y^ cette doitc passe par le point fixe A' dont les coordonnées sont
sauf quand t
multanémenl
jK — o, x^
dans ce cas, le point M coïncide avec A', sjmélriqiie du point A par rapport à l'origine.
Le coefficient angulaire de la droite MM', — ^ > qui dépend de la loi de déplacement dn point M dans le plan, peut prendre toutes les valeurs au moment précis où M coïncide avec A'.
Solution géométrique. — Les droites AD, OD, coupées par les parallèles, OA, BM', donnent
OA' _ MO _ DA M'B~MB^ DB
OA' ;t= g A, quelle que soit la position du point M; etc.
5. — Un triangle A'B'C {Jig- n). variable de forme, est placé de telle sorte que les droites joignant ses sommets, A', B', C, aux sommets correspondants, A, B, C, d'un triangle donné concourent en un point fixe O et que le côté A'B' soit parallèle à AB. Soit M le point de rencontre des côtés AC, A'C; ]N le point de rencontre des côtés CB, C'B'. — Déterminer la loi de déplacement de la droite MN quand le triangle A'B'C se dé/orme en suivant les conditions de Vénoncé.
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Nous prendrons comme axes de coordonnées les droites OA, OB.
Soit
OA^a, OB==:i, et {c,d)
les coordonnées du point C.
On conclut immédiatement, X désignant un paramètre
OA' — Xa, OB'— Xô;
les coordonnées de C sont de même : ;âC, ]i.d.
Le point M (a, 5) est à l'intersection des droites dont les équaùons sont
[AC] [A'C'l
Le poinl N {a.', fJ) est de même à l' in 1er section des droites
( [BC] l:z±^i^, {»)
Soient (X, Y) les coordonnées courantes de \a doite MN; son équation peut s'écrire
OU
(a, p), (a', (ï') étant déterminés par les systèmes (i) et (2). On peut écrire
j ]i.dx — {'^c — \ct)y — adl'j. — 0; on conclut
{c ~ a)ad}.<4. — da{'^>.c ~ la) ' —>j.ad'-\-ad'l',i.
= ^r^X^^\a) + {c^a)<j.d ou
adi^.cO.~i)-aK[^-^i)]~ ad'-,^>.[\-^^)- ad(-k-.,y On obtient de même
CHAPITRE III
est l'équation générale des cercles du plan, si X, |j., v sont des paramètres variables.
(b) Les coordonnées du centre de ce cercle sont l et ii, demicoefficieiits de x el dey, changés de signe; le rayon est donné par
(c) Le premier membre de l'équation d'un cercle, calculé pour les coordonnées (aï", y) d'un point quelconque du plan, donne la puissance de ce point par rapport au cercle.
(d) L'axe radical des cercles
C = o, C'=o a pour équation
(e) L'équation générale des cercles passant par l'intersection de deux, cercles donnés
(/) Le coefficient angulaire de la tangente au point (3:,y) d'une courbe est donné par ^3,, dérivée de y par rapport à a^. f {x, y) = <> étant l'équation de la courbe, l'équation
donne en général j^.
I. — Formation des équations générales de cercles remplissant DES conditions données. — Marche a suivre.
On peut employer deux mélliodes pour former les équations générales de cercles remplissant des conditions données :
i" Déterminer un nombre suffisant de conditions géométriques pour obtenir le centre et le rajon en fonction d'un paramètre variable, choisi parmi les éléments de la figure, ei écrire l'équation des cercles dont on connaît ic centre elle rayon;
a° Prendre l'équation générale des cercles du plan
•»' -l- /' — 2 Xa: — 2 aj -H V T= o
et exprimer successivement qu'elle satisfait aux conditions données; on obtient ainsi des équations de condition qui permettent d'éliminer deux des paramètres.
1. — Équation générale des cercles tangents aux axes de coordonnées.
Ces cercles se divisent en deux séries : ceux qui ont leur centre sur la première bissectrice et ceux qui ont leur centre sur la seconde.
Pour les premiers, le rayon est égal à la valeur commune de l'abscisse et de l'ordonnée du centre. — Si donc on appelle X cette quantité variable, les cercles ont pour équation
(^--rr-hO--30=-x= = o
ou
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L'équalion générale des cercles de la seconde série esl, de même,
«■ + 7>-al(«-J') + '.' = o-
Équation générale des cercles
passant par an point donné et tangents à, une droite donnée.
Lieu des ccntiies.
(«) Prenons comme origine !e point donné {^fig- 12) et
plaçons l'un des axes parallèle meiiL à la droite donnée dont l'équation est, dès lors
Les cercles dont nous cherchons l'équation passent par l'origine et sont tangents à la droite AB.
L'équation générale des cercles passant à l'origine est
L'équalion aux ordonnées des points de rencontre de ci
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cercle avec AB doit avoir une racine double pour qu'il y ail contact.
Cette équation aux. ordonnées, obtenue en i'aifiant x ~- a dans l'équation (i), est
7= — a[j.7-i-«* — aX« — o.
Elle aura une racine double, si l'on a
B= — AC — o,
celle-ci donne
L'équaLioii générale des cercles de l'énoncé est alors :
X ne peuL varier que de — co à - ■
(6) Proposons-nous de chercher le lieu des ceni ces cercles.
Les coordonnées du centre sont :
x = \, y = zh\/«(rt — 2X).
L'équation du lieu des centres s'obtiendra en éliminant î. entre ces deux équations :
Nous verrons plus tard que la courbe représentée par cette équation est une parabole placée comme l'indique la figure. Le point O est le foyer, la droite AB, la direcuûce.
Solution géométrique. — Il est facile de se rendre compte de ce résultat par des considérations géométriques.
Le centre d'un cercle quelconque remplissant les condi-
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lions de l'énoncé doit être également distant du point O et de la droite AB. — Cette propriété sert en Géométrie élémentaire à délinir la parabole dont les éléments sont indiqués plus haut.
3. — Équation générale des cercles passant par deux poiuts fixes.
Nous avons donné plus haut l'équation C + >,C'=o comme étant celle des cercles passant par deux points fixes.
(a) On peut donner à cette équation, en choisissant convenablement les axes de coordonnées, une forme simple utile à connaître.
Prenons comme axe des j' l'axe radical fixe, et comme axe des X la ligne des centres de tous ces cercles.
L'équation générale sera
p^ désignant la puissance fixe de l'origine par rapport à tous ces cercles.
On prendra le signe — devant p^ si les points de rencontre de l'axe radical avec les cercles sont réels ; le signe + si ces points sont imaginaires.
Application. — ■ Considérons dcirx cercles de la série :
(i) af- + y'^--i\x±.p- — o
(2) a;^-)-y=— 2aa;±p^ = 0.
Si d'un point A {fig. i3) de la première circonférence on mène une tangente à la seconde, le carré de la portion comprise entre le point de contact B et le point A est donné par
AB ~-.x'^ -V- y'- ~ iiJ.œz!np^,
(a:,y) étant ies coordonnées du point A.
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Mais [x, y) satisfonl à l'équation (i); on a donc fmale-
ÂÏÏ' = (X — ;x)2a;.
Donc AB est mojenne proportionnelle entve la dislance
des centres CC et le double de la perpendictilaire AD, abaissée du point A sur l'axe radical.
4, — Équation générale des cercles passant par un point donné et tangents à un cercle donné.
Nous placerons l'origine au point donné ot nous orienterons les axes d'une manière quelconq\ie.
Le cercle donné a pour équalion
ay + iy^bY-
IV z
L'équation générale des cercles passant par le point donné, c'esl-à-dire par l'origine, est (a) x^ + y^ — ■ilx — 2>^.j' t= 0.
Nous exprimerons que le cercle (a) est langent au cercle (i) en écrivant que leur axe radical est à une distance R du centre [a, b) du cercle fixe.
L'éqiialion de l'axe radical est On doîl avoir :
Cette équation de condition montre que le centre du cercle variable doit se déplacer sur une coiirlie du second ordre. {Voir la discussion au Chap. IV.)
Dans un problème où l'on aurait à considérer les cercles remplissant ces conditions, on écrirait l'équation (a) en l'accompagnant de la condition (3).
Lieu des points ile rencontre de ces cercles
avec une droite de direction fixe passant par le centre
du cercle mobile.
L'équation de celte droite est
m étant le coefficient angulaire fise.
On doit donc éliminer X et j^ entre les équations
af- h/'-
Le procédé indiqué (Cbap. I) s'applique facilement ici.
Remarque. — Tous les moyens que nous indiqiierons pour former les équations générales de courbes du second ordre R. — Ex. de Géoiti. anal. 4
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s'appliquent au cercle. — On adjoindra aux équations de condition établies pour des coniques quelconques les deux conditions
qui expriment que cette conique est un cei-cle.
H, — l'OJ-rî CT POLAIHE DANS LE CERCLE.
Définition. — Le lieu du conjugué harmonique d'un point lîs.e P, par rapport au segment déterminé par une circonférence fixe sur une sécante mobile autour du point P, est une droite, qui s'appelle lapoïaire du point fixe.
Soient a, p, -f les coordonnées homogènes du point lise P, /(a.,j.,2) = o l'équation homogène du cercle.
L'équation de la polaire du point P est
Le point fixe s'appelle l^ pâle de la droite (i).
{a) La polaire d'un point passe aux points de contact des tangentes menées du point à la circonférence.
(6) Tout pointaune polaire et toute droite du plan est la polaire d'uD point de ce plan.
Soient
l'équation d'une droite,
celle d'une circonférence fixe.
Le pôle de la droite (2) a ses coordonnées a, jî. "/ fournies par les équations
(c) Quand une droite passe au centre du cercle, son pôle est rejeté à l'inilni dans la direction perpendiculaire à celle de la droite.
LieuK de pôles.
Si l'éqiiation de la circonférence ou celle de la droite renferment un paramètre variable, le point défini par les écjuations (3) sera mobile et l'équalion dii lieu sur lequel il se déplace s'obtiendra en éliminant le paramètre vanablc entre les équations (3).
i. Lieu du pôle cfitne droite de direction fixe par rapport à une série de cercles concentriques.
Plaçons l'origine au centre fi\e; l'étpiation des cercles de l'énoncé est alors
X étauî, le rayon variable de ces cercles.
Soit
(2) Aa; + B7 + ,.-o
l'équation de la droite de direction fixe, ja étant un paramètre variable.
Si l'on désigne par a, ^ les coordonnées d'un point quelconque du plan, la polaire de ce point a poiir équation
Le point (k, 0) sera le pôle de la droite (a), si l'on a
On est donc conduit à éliminer les paramètres >. et ^. entre ces deux équations, ce qui n'est pas possible.
Mais il est à reoiarquer (Cbap. I) que l'une de"; équations de condition
Bt!-A.p = o
yGoosle
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est indépendante des paramètres variables, elle est Véquadon du lien. Ce lien est la perpendiculaire abaissée du centre fixe sur l'une quelconque des droites (a), résultat qu'on aperçoit immédiatement par la Géométrie élémentaire.
2. Former l'équation générale des cercles passant à Corigine et coupant l'axe des x sous un angle donné a. Lieu du pôle (Tune droite fixe par rapport à ces cercles.
[a) I.' équation générale des cercles, passant ù l'origine, est
Le coefficient angulaire de la tangente, à l'origire, est fourni par l'équation
dans laquelle on fait simultanément on obtient ainsi
cette quantité est constante :
^^ tangï -.- k.
L'éi[uation des cercles de l'énoncé est donc
{h) Soit
ax + by^c =.0
l'équation de la droite fisc; son pôle est défini par
o.-V-k^. _ ^ — ^ _ ^{ha — fA
yGoosle
Nous éliminerons rj. enlrc ces équations, de la manière suivante :
Appelons v la valeur comrtume des trois tapporls, on a
Des deux première on tire
valeurs proportionnelles de \i, et •> qu'il suffit de porter dans la 3* équation, celle-ci étanl homogène par rapport à ces deux variables. On a donc finalement :
(ap + b,.)(k,.-'^)- cikf.^x) = 0.
Le lieu representé par cette équation est une courbe du second ordre.
3. La polaire d'un point fixe par rapport à tous lea cercles du plan ayant même axe radical passe par un point fixe.
Soient C^o,r=^o les équations de deux cercles du système; l'équation générale des cercles de l'énoncé est
La polaire d'un point fixe {:<, (î, y) par rapport à ce e< a pour équation
iï(r;-i-xc;)-f-f5(r;+)>c;) + Y(r;+u;;)-=o,
qu'on peut écrire
ar; + ^ r; + yf; + X (^c; + c;. + -(CA) -^ o.
Cette droite, dont l'équation est de la fiarme D H- XD' — o,
yGoosle
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passe à rinlerseciion des droites
polaires dn point fixe par rapport aus cercles fiscs
Remarque. — Ce résultat ne sera pas altéré si, au lieu d'un paramètre î> entrant au premier degré, i'équation générale renferme une fonction de ce paramétre de telle sorte qu'on puisse écrire celte équation sous la forme
r + ç{îOGL-3o.
Lieux de points de contact de tangentes.
On obtient l'équation du lieu des points de contact des tangentes menées d'un point fixe à des cercles variables, en éliminant le paramètre variable entre l'équalion des cercles et celte de la polaire du point fixe par rapport à ces cercles.
4, Lieu des points de contact des tangentes menées d'un point fixe aux cercles passant par deux points fixes situés en ligne droite avec le premier.
Prenons {fig.i^) comme axe des x la ligne des trois poinis fix.es et plaçons l'origine au milieu du segment déterminé par les points Â, A', communs à tous les cercles.
Soit P le point d'où parlent les tangentes;
OP^=c, OA — OA' t:^ a.
L'équation générale des cercles de l'éiioocé est
yGoosle
Les poinls dont on demande le lieu sont ii l'inLersection de ce cercle avec la polaire du point P.
L'équation de celte droite esl
Nous obtiendrons l'cquotion du Heu clierclié en éliminant
X en tr
On a donc
Ce lien se décompose en :
(a) La première partie du lieu esl un cercle ayant pour centre le point P et poiir rayon R := \Ja} — o*, résultat facilement aUeint par la Géométrie élémentaire : la distance PM
EL'X DIMENSIONS
d'un poinl du lieu au point P est en effet donnée pai'
(b) Celle seconde partie du lieu provient du cercle de rjyon infini, qui se confond avec Ox, la polaire de P devient la tangenle au point P; tous les points de Ox font donc partie du lieu.
Remarque I. — Le Heu que nous venons de trouver n'est réel que si «^ — «- >■ o, c'est-à-dire si le point P est extérieur au segment AA'.
Si les points A, A' avaient été imaginaires conjugués, il eût suffi, pour obtenir l'équation du lieu, de changer a- en — a^. On a alors, R* = x^ -\- a^. — Dans ce cas, le lieu est toujours réel.
5. Lieu du point de rencontre de la polaire d'un point fixe, par rapport aux cercles passant par deux points fixes, avec le diamètre de ce poinl.
Prenons {Jig- i5) comme axe des y la droite des points fixes A, B, et comme axe des x la perpendiculaire à cette droite en son milieu. OA = OB ^^ a.
L'équation des cercles de l'énoncé est
celle de la polaire du point P (2, fj) est
celle du diamètre de ce point (a, ^) est de même
On obtiendra l'équation du lieu du point M en éliminant },
entre Jes équations (a) ot (3) ;
(2) l(. + 2^)--(aa;+Jj-»')^--o,
(3) l(p-.,.) + xr-?a,=.o.
On a ainsi
Fig. i5.
.-•SX,
is
qu'on peut écrire successivement
œ{'j.y^f,x)-y{-j.x-\-'^y) + %{tLy~'pcc)
On reconnaît sous cette forme l'équation d'un cercle. L'équation (/^) montre que ce cercle passe par les quatre points d'intersection de
r + ï ^ o avec
U«+fj-a= = o [R]
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ce qui le délermine coinplètemenl.
PR esL son diaraèlre. — On voit que l'équation
est celle de la polaire du point P par rapport au cercle X- -\- y'^ — a^ =^ o ajanl AB comme diamètre.
Solution géométrique. — Nous avons prouvé (p. 53 — 3 que la polaire d'un point fixe par rapport aux cercles ajant même axe radical passe par un point fise, intersection des polaires du point fixe par rapport à deux cercles de la série.
Donc, dans l'exemple actuel, la polaire du point P tourne autour d'un point fixe. — Le diamètre de ce point toiirne également autour d'un point fixe. - — Il reste perpendiculaire à la polaire mobile, le lieu de leur point commun M est donc le cercle décrit sur la droite joignant le point P au point fixe des polaires comme diamètre. Or, deux cercles de la série sont {fig- i5) :
i" Celui qui a pour diamètre AB; la polaire de P est la corde commune à ce cercle et à celui qui est décrit sur PO comme diamètre;
2" Celui dont le centre est à l'infini siir Ox; ce cercle dégénéré est l'axe des y. Le diamètre du point P est la parallèle à Ox menée par P. La polaire du point P par rapport à ce cercle est donc parallèle à Oy. — Nous déterminerons sa position en remarquant que le point C (rencontre du cercle _^_|^ avec le diamètre de P) est conjugué liarmonique d'un point rejeté à l'infini, par rapport au segment ayant pour extrémités le point P et le point de rencontre cherché de PC avec la polaire qui nous occupe : Soit P, ce point, C est le milieu de PP,, Donc P, coïncide avec 1", svoiélfique
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de P par rapport à Oy. — La seconde polaire est ia parallèle à Oy meniie par P' : elle rencontre la première en B. PR est le diamètre du cercle-lieu.
Remaboue. — n esl intéressant de rapprocher les deux solutions qui précèdent :
i" Les polaires de V passent par unpoiiu fixe.
L'équation (3)
met en évidence ce résultat, le point fixe est l'intersection des droites
Voilà le fait; la solution géoméulque nous montre la cause qui îniroduil cette droite a; -h a = o.
Elle est la polaire du point P par rapport au cercle dégénéré yy' .
2" he diamètre du cercle-lieu est PR.
La solution analytique nous donne ce résultat indirectement, par l'indication des points S et P' par lesquels passe le lieu. ^ S et P' sont des sommets d'angles droits dont les côtés passent en P et R.
3" L'équation dii lieu peut s'écrire :
elle ne change pas quand on change entre elles les lettres, ic,_>', a, ^. On en conclut que les points homologues P et M sont réciproques, c'est à- dire que, si l'on prend une position du point M sur le lieu précédent comme fixe — qu'on fasse en sens inverse la construction indiquée — on déduira pour chaque cercle de l'énoncé une position du point P; le lieu
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de ces poiiiLs P est le même tjue celui du point M dans ia queslion que nous venons de traiter.
Ce cercle est donc le lieu des points du plan qu'il faut choisir, pour que, le lieu de leur conjugué harmonique par rapport au segment déterminé sur le diamètre de ce point par les ceroles passant aus points fixes A et B, soit le même que le lieu de ces points,
III. — ÉoIjMTJOS QUACRATIQUf. DU FAISCEAU DES TANGENTES MENÉES PAR iiN POlNTfï.flJA UN CERCLE / (a:,/) = CI, — SoN EMPLOI.
L'équation de ce faisceau est
fxi fyi f's étant les demî-dérivées de la fonction f{x,y) rendue homogène.
Elle devra être employée chaque fois que l'on aura à chercher le lieu lies points du plan par lesquels on peut mener à un cercle fixe des tangentes assujetties à une condition géométrique.
L'équation algébrique exprimant cette condition est l'équation du lieu des points {a, p) remplissant la condition de l'énoncé.
Si l'on impose deux conditions aux tangentes, chacune des équations algébriques obtenues donne le lien des points du plan remplissant la condition géométrique que cette équation exprime : les points communs aux deux lieux obtenues satisfont à la fois aux deux conditions données; il n'existe donc qu'un nombre limité de ces points.
Si le cercle auquel on mène des tangentes n'est assujetti qu'à deux conditions , il existera un lieu de points par lesquels on pourra mener à tous ces cercles des tangentes assujetties à deux conditions.
1. On donne le cercle dont l'équation est, en coordonnées rectangulaires,
On demande de trouver le lieu des points du plan par lesquels on peut mener à ce cercle des tangentes telles que le rectangle construit sur leurs abscisses à l'origine ait une sur/ace constante égale au carré construit sur l'abscisse du centre.
L'équation du lieu cherché s'obtiendra en écrivant que le produit des abscisses à l'ongine des tangentes issues d'un point (a, (3) du plan, a la valeur donnée a^.
Or, l'équation du faisceau des tangentes issues du point (a, p) au cercle donné est
.fi=-a».
-n) + Pj'
- aa, + ,]•---
L'équation aux
ab.c
isses
ù l'origine s'oblienl
eu
fai
sanl y~o:
{^^-^ax + i){a- +
ou, en ordonnant
L'équation du lieu chf
îi-clié
est donc
qui exprime que le
produ
il des
racines a 1e
i valeur constante <:('
c'csl-à-dire
-».)^oj
dès lors, Unt que ]
■Jol
'équation s
i'écril
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c'esl celle d'un cercle dont le centre est à l'origine et le rayon égal à a, abscisse du centre du cercle fixe.
Si a^ — I -: o, le rayon du cercle est nul, il n'y a plus de
2. Trouver le lieu des points d'où l'on peut mener à un cercle des tangentes faisant entre elles un angle donné.
Plaçons l'origine au centre du cercle fixe; soil M(a, ^) un point du lieu; l'équation cjnadratique du faisceau des tangentes menées de ce point au cercle ayant pour équation
(I) ^V.Hj^_lV=;0,
est
obtenue en appliquant l'équation générale
Les parallèles à ces tangentes, menées par l'origine, ont pour équation
c'est-à-dire
L'angie de ces droiLes est fourni par
B' — AC
c'est-à-dire, en appelant 2ç l'angle donné,
'"S''.9 = (..-ni=-aK-)' '
L'équalion du lieu est donc
4RHï= + ^= — R') — tang-:a9(a' + f/= — 3R-)2=--o, c'est-à-dire
or
4 sin^^cûs^ç = (cos=;p + sln^o)-^ — (cos^-^ — sift^9)- = > — (c:os2;j, — siïi^cp)^.
On a donc
-4R'(.' + p>-R')(co8=î-!i"'?)" = o,
c'est-à-dire
ou enfin
(a= + f.^ - a R')- - (cos^9 - sin^ç)^ (a= - f^=)- ^ o; cette différence de carrés se décompose en facteurs : a* -f. p' — 2R2 — (a= + p=)(cos'(f. — sin-tp) =2 o,
qu'on peut écrire ;
Le lieu se décompose donc en deux cercles concentriqm
résultats qu'on atteint facilement par la Géométrie élémei taire.
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Dans le cas particulier où les tangentes sont rectangulaires; les deux cercles précédents se confondent : le rayon a pour valeur H ^2, résultat qu'on obtient d'ailleurs en écrivant que langaïf est infinie ;
IV. ■ — Prodliïmes GÉ^'Éa.vir
1. Lieu des centres des cercles vus de deux points donnés sous des angles donnés.
Prenons (Jlg. i(i) comme axes de coordonnées Ifi droite
qui joint les points lises A cl A' et la perpendiculaire au milieu de AA' ; soit OÂ ^= a.
L'équation d'un cercle quelconque du plan est
X, n, V étant des paramètres variables.
Soit K, K' les tangentes des moiliés des angles dojinés ; on a évidemment
c'est-à-dire
^{\- ar + . :--.'■
De même, pour
l'autre point, on a
L'élimination
de V entre les équations
donne la relation qui doit es.isler entre >, et [t, c'est-à-dire, l'équation du lieu du centre du cercle w.
On peut écrire
ma-aY-^ri-
L'équation du lieu esl donc
;'est-à-dirc
ce lieu est iin cercle dont le centre esl Ox, d'un côté de l'origine variable avec le signe de (K^ — K.'^).
Solution géométrique. — Tous les triangles tels que Aaw sont semblables comme étant rectangles el ayant un angle aigu égal; appelons m et » les distances du centre w ans points fiscs A, A' ; m', n' les distances d'un autre centre w' au\ mêmes points; /■, r\ les rayons des cercles : on a
- Ex. de Géom. anal.
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Donc le lieu des points w est tel que le rapport des distances de chacun àe ses points aux deux points fixes A, A', conserve une valeur constante. Ce lien est un cercle dont le centre se trouve sur la droite AA'.
2. Les extrémités A, B {fig- 17) d'une droite de longueur fixe s'appuient constamment sur les côtés d'un
angle donnée trouver le lieu des points de rencontre des perpendiculaires menées, par les points A et B, aux côtés de l'angle fixe.
Prenons comme axes de coordonnées les bissectrices de l'angle donné, nous poserons
AOiT^:;», tang!():^«;
les équations des droites OA, OB sont
Celles des droites AM, BM sont, en appelant ï, et (j, les
abscisses des poinls A et B,
[AM] «(7-aX) + C.^-X)=o.
[BM] a(j-«i.)-(^'-l^)--o;
et l'on a entre X et [j. la relation
qui exprime que le segment AB conserve une longueur fiice (/. Nous obtiendrons l'équation du lieu du point M en éliminant X et y. entre les équations
l{a^-i-i) — {ay-]-a:) = o, ;.(«^ + + («r-^)^o,
Nous formerons les fonctions (î. -H )i.), (X — y.), et nous en porterons la valeur dans la troisième.
Le lieu du point M est Tin cercle ayant pour centre l'oi gine et pour rayon
Solution géométrique. — La circonférence circonscrite au triangle AOB conserve un rayon constant égal à -^—— quand AB se déplace suivant la loi énoncée.
Or, le quadrilatère OAMB est inscriplible, le point M est sur cette circonférence qui est dès lors le lieu cherché.
i. DIIIENSIOISS.
3. Unedroite ÂB (Jig. 18) se déplace en s'appuyant sur les droites fixes OM, ON, de façon que le triangle AOB
conserve un périmètre constant. — Déterminer la loi de déplacement de cette droite.
Prenons comme axes de coordonnées les bissectrices des droites OM, ON.
Soil ç l'angle MOa;, et
a:cosX-|-/sinX-|j.r^o l'équation de la droite AB, X et \^ étant dcuit paramètres variables.
Les coordonnées du point A, intersection des droites
xcos>.+7sinï — |j. = o, / — lang^.a^ =^0,
' cosï. -\- langip sin). cos), + laiig^sioX
De même les coordonnées du point B, inlersection des
^cosX -t-y sin), — ;j. = 0, y -\- tangs.a^ -=0,
\^ tang?
* cosX — ■ tangfp.sinï. cosX — tang^sin).
Nous obtiendrons la relation qui existe entre X el y;, en exprimant que le périmètre du triangle AOB est constant ;
r(/,-rO-
ï— [^V' -t-tang=(j> __ [1.
' cosX+ tangQ sinX cosç(cos). + tangqisin.). )
on a donc
is'ï, — tang-tp sin'X/
cosfp cûs^X— tang^cp si- ,,
qu'on peut écrire, en résolvant par rapport à \i,,
cos-X — tanff'ffi sin^X
u. ^ p cosœ r ^ —
' '^ ^ cosX -\- sin9
À — tang^y(i — cosU)
^=/>COStp
X-t-si cos-X(i -t- tang^fi) — tang
;''^;(C0SX H
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|j.=: — i— (cosl — sinif).
Remplaçons ^ par cette valeur dans Téquaiion de AB; il vient
-(cosï. — iin(f,)=r o,
Portons OM = p et élevons MG perpendieulairc à OM; on obtient
Si nous prenons comme nouvelle origine le point G, eri appelant^', y, les coordonnées d'un point (a;, jf) de l'ancien système, on a
COS
L'équation de la droite AB, rapportée ans nouveaux axes, est donc
^'cosX + y sinX — ^tangnj=io,
ce qui montre qu'elle reste à la distance p tang ip du point C.
Donc la droite AB roule sur un cercle de rayon />tangç, ayant son centre au point C dont l'abscisse est
Solution géométrique. — Menons le cercle exinscrit au triangle AOB ; on sait que AE = AD ; BD :i^ BF, doue OE~p, de mi- périmètre fixe; dès lors, le cercle exinscrit est fisc ; on a
00=-^, CE = ptang'4^.
La droite AB roule sur ce cercle.
THANSFOriHATION E
RAïOSS VliCTEIlRS HECIPROQUES.
4. On donne un point et une droite MN ; on mène une droite OX rencontrant MN en A.; on mène une droite OY faisant avec OX un angle fixe 6 et ton prend un point B tel que
OA.OBz=:KS
K.^ étant une quantité fixe.
On demande :
(«) Quel est le lieu du point B quand OX tourne autour du point O ;
{b) Quel est le lieu du point lî quand la droite MN est
remplacée par u diculaire à MN,
(a) Prenons {fig. i g) coi menée par le point 0.
Soit (1)
l'équation de la droite MiN ;
l'équalion de OX est
le ayant son centre sur O x perpenaxe des y la parallèle à MN
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Les coordonnées du point A sont On a donc
ôâ' — (^H' + ^')'
Soit
l'équation de OY; on a, entre), el ;j, la reialion (i) tango 3= -ji^^.
Si l'on appelle a: et y les coordonnées du point B, on a
donc:
(5) rf=(: + ),^)(^^-Hr^) = K*.
On obtiendra l'équation du lieu du point 13; en élir nant X, [i, entre les équaùons (3), (4)i (5).
Il vient
»+71ang9
On a donc
^2 ""--^^'^im^r^-']-
d^(x--h y-)^(i + tang^O) — K*(a;4-y ta
ngO)= = o;
[rf(^5+y:)y'i4-Laag^0-K^(a;+jM.:
^ngO)]
Le Heu se décompose donc en deux cercles :
(8) -iL(^=+^.)_K=(^ + ^-tangO) = o.
Ils ont même rayon et leurs centres sont symétriquement placés par rapport à l'origine; il suffit de considérer le premier; toutes les conclusions seront vraies pour !e second, obtenu en portant la longueur OB en sens contraire de ceUii que nous avons adopté.
Solution géométrique. — Le lieu que nous éludions n'est autre que le transformé par rayons vecteurs réciproques de la droite MN, (O étant le pôle, K^ la puissance) que l'on a fait tourner de l'angle 6 autour du point O.
(6) La seconde question, traitée de la mâme façon (jue la première, conduit à une circonférence : c'est encore le Heu transformé par rayons vecteurs réciproques du cercle fixe, auquel on a imprimé un déplacement angulaire de l'angle 6 autour du point O.
La transformée d'une circonférence est une circonférence homolliétiquc de la première, ayant le point O comme centre
d'homothétie et -^ pour rapport d'iiomothétle ; {d^ — /'*)
est la puissance du point O par rapport au cercle fixe (').
(') Nous remojons ceuï de nos lecteurs qui np seraient pas familiers avec les piopiietes géométriques que noua employons, en particulier avec la transformation par rayons vecteurs récipmques, aux Théories et questions de Géométrie, que notre ancien Mdiire, M L ^[ALEïx a publiées. ( LithogiaphiP Dubos, cour du Commerce j
Annii. — géowéthho a deux dimensio>^s.
DISCUSSION DE CONIQUES
Rappel de résultats.
l'équation générale des coorbes du second ordre, on peiil écr cette équation sous la forme
(3) (Aa^-HBj-H-D)i + (AC— Bi)jS + a(AE — BD)j-i- AF-Dî =
a = AC - B', « = AE — BD-
l'équation (3) devient
(A.r + Bj-D)^-^S7^+^cj'-i-/-'i- SI SJo, on a, comme plus haut, en posant X = A3!-t-B/-i-D, (3) 5X^ + (Sr-4-e)=^3/-e' = o;
dès lors, en posant 5j' + e = Y, et en remarquant que
3/- e' - A(ACr -I- aBDE - AE^- CD'- FB^) = Ai,
A étant le discriminant de la fonction, premier membre de (i) peut écrire
ce qui COlKlo
it aux formes
x<tlZlll\\ '"•""••■
X^ - Y! + K2 = ; hyperbole
f.-y. Zl:]""'"-
Si 8 = o,
équation (?) conduit à la forme
(lO)
X=-L- Y = o, Parabole;
en appelant Si, en mê
ci Y la fonction (2rf/+/).
ne temps que 8 = o, on a tf = o, on con
Xs-i-(AF — D') =
AF-
-Dî<o
X2^hKi = o s
AF
AF-
Ces trois dernières cqualions représentent des droites parallèles, (la) rëelles, (i3) imaginaires, (i4) confondues.
Nous appellerons 6 = AC — B* la fonction caractéristique, ou simplement la caractéristique.
Le tableau suivant résume les résultats de la discussion des formes que nous venons d'obtenir ;
a > o Ellipses
\ imaginaires, 8 = Parabole effective, si 6 < o Hyperbole effective, si
;i Ai<o\ AA> o )
Hyperbole équilatère.
i Imaginaires (Ellipse évanouissante), si 5 > o
Réelles se coupant, si S < o
1 réelles distinctes, si AF — D^ < o Parallèles ^ ~. o\ confondues, si AF ^ D^ = o
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Remarque impoktante. — Il est essentiel dans le calcul des fonctions, S, à, AF — D', qui donnent parfois naissance à des transformations, de ne Jamais changer le signe de ces fonctions. Ce changement de signe renverserait les résultats obtenus et donnerait des conclusions fausses.
I. —- Marche a suivre pour la discussion d umk iîquation A cojiPi'iciF.NTS variables.
I. — Marche générale
Si les coefficients d'une équatioa du second degré sont variables, la conique qu'elle représente sera variable, en général, de nature, de forme et de position.
Pour discuter le lieu géométrique que peut représenter une équation de ce genre, on formera la caractéristique S = AC — Bï
dont le signe donnera la nature de la conique.
On reconnaîtra s'il existe des cercles dans ce système de coniques en discutant les équations
Toutes les solutions de ce couple donnent des cercles réels ou imaginaires suivant le signe de la fonction
oii (a, b) sont les coordonnées du centre du cercle, c le terme constant de l'équation.
Les solutions de l'équation
A + Czizo donnent les hyperboles équilatères du système.
On formera ensuite i et l'on discutera l'équation A= o. Elle fournit les valeurs du paramètre pour lesquelles la
conique représentée par l'équation donnée devient im système de droites, ou la relation qui doit exister entre /es paramètres pour que la conique se réduise à deux droites.
Ces droites sont :
i" Réelles et se coupant, si les paramètres qui les donnent satisfont à S < o,
2" Imaginaires [se coupant en un point réel) si ces valeurs satisfont à 5 >■ 0,
3" Parallèles, si l'équation S ^ o est satisfaite. Dans ce cas les droites sont :
réelles et distincte
■s, slAF
confondues.
si AF
-Dî = o,
imasinaire..
si AF -
Remaboue. — On peiU écrire :
û, = (BE — CD)= — ( AC — B^)(CF — E^) - o.
Dans le cas où les coefficients A, E, . . . sont fonction de deux paramètres, les lieux auxiliaires dont les équations sont
■ AC-B' = o, CF — E' = o,
sont tangenls au lieu A ^ o, à leurs rencontres avec le lieu
BE.-CD = o;
nous retrouverons cette propriété générale dans les exemples quii
2. — Discussion d'une équation de coniques ne renfermant qu'un seul paramètre.
Lieu des points duplan dont le rapport des distances à un point et à une droite fixes a une valeur donnée.
Prenons (fig- 20) comme axes de coordonnées : i" la perpendiculaire Ox menée par le point donné O à la droite
fixe AB ; 2° la droite Oj perpendiculaire à la par le point O.
Soient a la longueur OD, M (x, y) on point du plan appartenant au lieu, et z la valeur donnée du rapport; s s'appelle l'exceiUricilé.
On doit avoir
MO _
Ce lieu est du second degré et d'une nature variable avec la valeur du paramètre s.
Ordonnons l'équation :
Formons la caractéristique :
ï ne peut être que positif; donc, pour toutes les valeurs de î comprises entre o et i , on a ô >■ o, et les coniques (i) sont des ellipses, toujours réelles.
Toutes les valeurs de s comprises entre i et + oo donnent des hyperboles.
Enfin, la valeurs = i donne \ine parabole. Si s^o, quel que soit a, non inGui, la coiiîquo se réduit à
cercle de rayon nul, ayant son centre à l'origine. C'est le seul cercle du système. Cette équallon est aussi celle de deux droites imaginaires
a: -!- iy = o,
auxquelles on donne le nom de droites isotropes.
Il y a une seule hyperbole équilatère et la valeur de l'excentricité qui la donne satisfait à l'équation
Formons A :
Donc le lieu se réduit à des droites :
i' Si a^o, quel que soit e; la droite AB passe par le point O; l'équation de la conique est alors
Les droites qu'elle représente sont réelles ou imaginaires suivant le signe de (i — ■£-) ; elles sont confondues avec Ox dans le cas où la caractéristique est nulle.
a." Si £ = 0, nous avons vu que, quel que soit a, le lieu est le cercle de rayon nul
Remarque. — Dans la question que nous venons de traiter, le point O est un des foyers de la conique; AB est la directriee correspondante. La dcfiniliou donnée plus liaul est une propriété fonda-
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mentale des sections coniques. Plus généralement, le point F, (a, b) étant un foyer et ce cos a, -\-y am a^ d ~ a la directrice correspon-
(fl;-a)^-i-(7-6)^-Xn^cosa+js;na-rf)^ = n
est l'équation générale des coniques ayant un foyer donné cï une directrice donnée.
3. — Discussion d'une équation renfermant deux paramètres variant séparément.
Nous avons trouvé au Chap. II (p. Z'j) les relations suiva entre les coordonnées des points M(x,y), M' (a;', y) :
_ay
Cherchons le lieu décrit par le point M quand le point M' se meut sur un cercle de rayon R ajant son centre sur Ox.
L'étjualion de ce cercle est, en appelant c l'abscisse du centre
Nous obtiendrons l'équation du lieu du point M en remplaçant x' el y par leurs valeurs en fonction de 3; et de ^ ;
Va:' ; X-
c'cst-à-dire
(c- — H-)aî- -1- a'y'' ^'ia^cx -\' «'-_— o.
{a) Proposons-nous de discuter la nature de cette conique ; formons la caractéristique
S = AC — B
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Si s > o, c'est-à-dire c- — ■ R^ > o, la conique esl une ellipse toujours réelle; l'origine est exlérieiire au cercle décrit par le point M'.
Si 3 < o, c'est-à-dire c- — R^ < o, le lieu est une hyperbole ; l'origine est à l'intérieur du cercle.
Dans ces deux cas les axes de la conique sont parallèles aux axes de coordonnées, puisrjuc le terme en xy manmiic dans l'équation.
Si 3 =^ o, la conique est une parabole. Cette condition est remplie, soit par : a^z= o, quels que soient c et R, soit par c* — R^ = o, quelque soit a.
i" Supposons (ï ^ o, la conique se réduit au double a>;o des y
Ce résultat est facile à expliquer géométriquement. Si le point M a «ne position quelconque sur le cercle, la droite A= coïncide avec 0_y, le point B avec le point O ; BM' avec O^, la rencontre de OD avec BM' a donc lieu constamment en O. Mais quand le point M est sur O/, B esl quelconque sur celte droite; le point de rencontre de OD, ici O7, avec la parallèle à Occ menée par B est qiielconque sur Oy; cette droilu fait partie du lieu.
2" Supposons c- — R- = o ; la conique se rédul l à
c'est-à-dire
éqiiation d'une parabole ayant Ox pour axe et son sommet
3° Si l'on a simultanément
«=^0, t^-m=:o, 3 problème n'existe plus.
R. — Ex. de Géom. anal.
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(b) Nous aurons comme lieu une hyperbole éqiiilatèi'c, si
c'est-à-dire
les longueurs a, c, R. doivent être les eôlés d'un triiinglr: rectangle dont R est l'hypoténuse.
(c) Le lieu sera un cercle si
c^ — Vc' — a-, c'- = a- +- K',
a, c, R forment un triangle rectangle dont c estl'hypoiénusc.
(d) Systèmes de droites. ~ Formons
A — ACF-HsBDE- AE^ -FB' — CD'; cette quantité se réduit ici à
La conique se décompose donc en un système de droite- ,10 ur
quels que soient c et R, et pour
R = o, quels que soient a et c.
La première hypothèse, a = o, donne ï^o; les droites sont du genre parabolique, résultat déjà obtenu.
La seconde hypothèse, R^o, donne S^o; les droites sont imaginaires, elles sont la limite des ellipses
quidcviennentévanouissante5pourR = o; l'équation devient, en effet,
{cx-a~-r-^aY-=o.
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;ul point réel est le centre dont les coordonnées
1 d'équations du second degré dont les coerficients sont des fonctions ûe deus paramètres variaMes.
Nous avons trouve au Chap. III (§ I, 4) '*' condition
((ui esprime qu'un cercle dont le centre a pour coordonuées [\, n) et qui passe à l'origine, est taugent au cercle de rajou R et dont le centre a pour coordonnées («, b).
Cette équatiou en \, j»., est celle d'une conique, lieu des centres des cercles mobiles remplissant les conditions de l'énoncé. Nous allons nous proposer de discuter la nature de cette conique quand le rayon R du cercle donné reste constant et que son centre [a, b) est mobile dans le plan.
Nous remplacerons, pour faciliter la notation, X par x, \i. par y ; l'équation devient
L'ensemble des termes du second degré égalé à o s'écrit c'est-à-dive Formons la fonction S = AC — B-.
R étant constant, on aura des paraboles si le poini (a, b) sn meut sur la courbe dont l'équalion est
C'est un cercle ayant son centre à l'origine et R pour rayon
(fit'-")-
La fonction S ^^ R- — a- — b- est positive poui' la région
intérieure au cercle; donc, quand le point (a, i) est mobile à l'intérieur de la circonférence ( i ) le lieu du centre du cercle mobile passant à l'origine est une ellipse.
Quand le point (a, b) se meut dans la région extérieure au cercle le lieu de ce même centre est une hyperbole.
Cberchons la position que doit occuper [a, b) pour que le lieu du centre du cercle passant à l'origine soit
i" une hyperbole équilalère; on doit avoir
«' — R= -+- h' — R' = -> ou
Le point [a, b] doit se mouvoir sur un cercle ;iyant ^,00 centre à l'origine et pour rayonRy/a {/tg-. 'ti).
' un cercle; on doit avoir
'- - H= ^ b- - RS
ab— o.
La seule position du point {a, b) donnant un cercle, est l'origine des coordonnées.
Application
On donne deux axes rectangulaires, Ox, Oj; un point G sur Ow, à la distance d, et un point A de coordonnées (a, ^) ; le point G est le centre d'un cercle de rayon R. Par le point A, on mène une sécante variable qui rencontre Oj en un point B; de ce point on mène des tangentes au cercle fixe, on demande : i° quel est le lieu du point M, de rencontre de la sécante mobile avec la corde des contacts des tangentes issues <i?e B; 2° quelle est la nature de ce lieu suivant la position du point A. dans le plan?
Le point M {fig- 32}, dont on cherche le Heu géoniétriquo, est à l'intersection d'une sécante quelconque issue de A
et de la polaire du point B par rapport au cercle dont l'équation est
Les coordonnées du point B étant
l'équation de la droite DE est
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On obtiendra l'équation dnlien cherché en éliminanb À entre les équations
- "-y-^ + lpy ^ <^{rf- ^) - R'] -^ "■
On obtient ainsi
(4) (^-0(?/-rf^ + rf=-TI=)-=.7(7-p)--=o.
Ce lieu est une conique P.
L'équation uiel en évidence quatre poinls par lesquels elle
passe. Ces p i
!37 — dx -^eP — Vc — n
P7 - dx -i- (/■= — R^ -
CH\P. IV. — DIBGUSBiON DE CONIQUES. S;
est la polaire du point H par rapport au cercle; les Cjualie points sont donc A, K, F, G.
L'éqnation (4) peut s'écrire (5) rfa^= — pa;/-|-œ^'~[rf(rf + a) — R-]^+^(^= — Il^) = o.
Nous allons discuter la nature de cette conique 1' i|Liarid le point A est mobile dans ie pian,
(a) La caractéristique S = AC — B^ csi.
r est donc une parabole quand le poiot A est mobile sur la parabole F' dont l'équation est
r' est tangente à l'origine à l'axe des^; sou fojcr est iwi point dont les coordonnées sont
c'est le point C. La directrice correspondante a pour équation
La conique F est une ellipse cbaque fois que le point A est dans la même région de V que le point C. C'est une hyperbole pour toutes les posilious occupées par le point A dans la région opposée.
r est une hyperbole équilatère quand le point A se meut sur la droite a + 6Î=o, c'est-à-dire sur la directrice de la parabole.
Enfin F est un cercle quand le point A coïncide avec le point C
Nota. — Ces résultats serout expliques fatileuienl après lecture -lu § ni (lu présent Ci.apitre.
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(b) Cherchons quel est le lieu des positions du point A pour lesquelles F devient un système de droites.
Le diseriminant i de la fonction premier memlire s'écril
r sera un système de droites lorsque le point A se déplacer» sur l'un des lieux
(2) rfa-S- p\/R^ — d- +ï{- — d- — 0,
(3) da _ py/Û^Z."^+ Rî „ tt- =: o.
Ces dernières droites ne seront réelles que si l'on a R- — (^^ > o.
Le cercle coupe alors Oy aux points P et Q (Jlff. aS). On construit facilement les droites (a) et (ô) en joignanl le pointF aux points P et Q.
On reconnaît également que ces (Ivoitcs sont tangentes a parabole
aux points
résultat général déjà indiqué (p. ^^ — Rem.)
Dès lors, quand le point A coïncide avec l'un des points O, R, S, la conique T est nn système de droites parallèles réelles et distinctes, car la fonction (ÂF — D*), qui est ici
ftda{cl' — R-) — [rfï -^ [d- — R^)]-, c'est-à-dire
— ld.y. — {d'- — R^)y,
est toujours négative.
Tous les autres points des droites FP, FQ, PQ, pris comme position du point A, font que la conique F est un système de droites réelles se coupant; en T, U, ces droites sont rectangulaires.
Revenons à la distinction des points donnant des ellipses réelles de ceux qui donnent des ellipses imaginaires, a, d sont positifs ; tous les points à l'intérieur de la parabole donnent le signe — à la fonction
\ = — a[{da.~-d'--^,-ÏV-y--f(lV-—d^)i.
r ne peut donc être qu'une ellipse réelle.
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discussion précédente : mais quelques points de i-epéie permettent de reconnaître l'existence de cette faute :
1° Les cercles du système, s'ils sont réels, doivent correspondre à une position du point mobile située dans la région des points donnant pour r des ellipses r<5elles ;
2" Les hyperboles équilatères doivent correspondre à des points situés dans lu région de cens qui tlonnenl des hyperboles ; etc.
§ II. — De l'homographie.
Avant de donner une solution géométrique des principaux résultats de la discussion précédente, nous allons énoncer et démontrer un théorème général, extrait d'une des plus belles théories de la Géométrie moderne, {'Homographie; il nous suffira pour étudier la plupart des propriétés des coniques.
Ne pouvant aborder dans le cadre que nous nous sommes impose l'étude générale de l'Homographie, nous démontrerons isolément les quelques propriétés que nous emploierons par la suite.
Définition. — Une relation entre deux paramètres ï^, ;/, est dite homographique quand elle est de la forme AXij. + BX + Ch- + D = o.
Si cette i-elation est symétrique par rapport à ), et rj. nlio est dite mco/«î(Ve ou dHnvolution (*).
La relation homographique est la relation la plus générale qui puisse exister entre deux paramètres en restant linéaire par rapport à chacun d'eux.
Elle est caractérisée par ce fait qu'à toute valeur de l'un des paramètres cori'espond une, et une seule, valeur de l'autre .
Si donc on peut démontrer par des considérations géométriques qu'à toute détermination d'un élément d'une figure
CI Notre Maître regretté, M. Vaseille, a publia une Théorie de l'Involution du. second degré â laquelle nous renvoyons nos leclcurs. Ils retrouveront dans celte étude la clarté et l'élégance qui caraclérisaicnt son enseigneraeiii.
correspond une délermination unique pour un autre élément, et que réciproquement à une détermination unique du second élément correspond une détermination unique du premier, on dira qu'il existe entre ces deux éléments une relation homographique ; on pourra alors conclure à l'existence de toutes les propriétés qui se déduisent de cette relation.
Théorème
Si deux droites tournent autour de deux points fixes et s'il existe entre les paramètres qui en déterminent la position une relation homographique, le point commun à ces droites décrit une conique passant par les deux points fixes.
Soit Z r= o Téqualion de la droite des points fixes ; X = o, Y^o celles de deux droites qui, par leur intersection avec Z z= o, déterminent les points fixes A, B.
(j) X-hXZ = o
est l'équation générale des droites passant en A ; (•i) Y + ,..Z = „
est l'équation générale des droites passant en B.
Soit (3) Ai;j. + B>. + Cij. + D = o
la relation homographique existant entre les paramètres >,, \i. qui déterminent ces droites.
On obtiendra l'équation du lieu de leur point commun eii éliminant)., ja, entre les équations (i), (2), (3).
Pour cela, on rend homogènes les trois équations vX-i-XZ— o,
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et l'on porte dans la troisième les valeurs proporllonnelles <le À, |j,, 'j, tirées des deux premières
ce qui donne
(/,) AXY — (13Y-rCX)Z + DZ5^.o,
ik[uation d'une courbe du second ordre, P.
L'équation (4) est vérifiée quand on y l'ait simolliméinen
la conique passe donc en A et B.
Elle ne passe pas en général par le troisième sommet dvi triangle X = o, Y = o, Z =; o ; mais ce sommet devient un point de la conique quand D == o, c'est-à-dire quand la relation homographiqne admet, comme solutions, des valeurs simultanémeni nulles de î. et de y..
Cas de décomposition
Si l'on applique au polynôme
la condition obtenue en Algèbre pour que ce polyjîome se décompose en un produit de facteurs, on trouve
A(BC-AD)^o.
Donc la conique F se décomposera en un système de droites : i" Lorsque A^o, l'une des droites est aloi's Z^o, la ligne des points fixes, l'autre est
BY-i-CX — DZ.- o;
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elle peut occuper une position quelconque dans le plan, suivant les valeurs de B, C, D ;
a" Lorsque BC — AD = o, la relation (3) devient, en multipliant par A et en tenant compte de la condition BC- ADr^o,
(5) A-V hA(B>, + Ci,.)^-BC-:o;
elle se décompose en
Ay.^B=^ o-
Les droites en lesquelles F se décompose sont donc AX — CZ =^ o droite passant en A, A\ - BZ :■■- o droite passant en B.
B.F.MAiiouE. — Les propriétés d'un lieu géométrique si; classent en deux catégories :
i" les propriétés indépendantes du chois; des coordonnées, qui sont les propriétés absolues du lieu ;
2" les propriétés qui dépendent des éléments pris pour la définition : axes, système de coordonnées, etc.
Comme chaque propriété se traduit par une relation entre les coefficients de l'équation, il est intéressant de pouvoir distinguer les relations absolues de celles qui changent avec les éléments de la définition.
La théorie algébriqiie des invariants apprend à connaître celles de ces fonctions qui correspondent aux propriétés absolues. Au point de vue algébrique nous n'emploierons dans ce qui va suivre que le théorème suivant ;
■Si dans une fonction algébrique homogène du second degré on fait une substitution linéaire et homogène, le discriminant de la nouvelle fonction est égal à celui de l'ancienne multiplié par le carré du module de la substitution .
1)1 ["■ !>ARTIU. — (iliOUHTRlE .V DErX DUIENSIONS.
Le module de la substitution est le déterminaul des coefficients de la substitution.
Ce théorème a une importance capitale dans la comparaison des résultats obtenus, en discutant un lieu du second degré au moyen d'une relation homographique qui le définit ou au moyen de l'équation cartésienne de ce lieu ; les discriminants des deux fonctions diff"èrent par une puissance du module de la substitution à faire, pour passer de l'une des équations à l'antre. Ce facteur doit être séparé dan.s la dis-
Autre solution du problème 5 (| I
Si nous revenons au problème précédent, nous pouvons atteindre un certain nombre des résultats obtenus par l'analyse au moyen du théorème que nous venons de démontrer.
[a) Quand la sécante AB (Jig- 22) tourne autour de A, le point B, pôle de DE, se meut en ligne droite, sa polaire DE passe donc par un point fixe, intersection de deux polaires dn système. — Ces deux polaires sont, par exemple : 1" celle du point à l'infini sur Oy, c'est-à-dire O.*;; 5" celle du point O ; on l'obtient en décrivant un cercle sur OC el en prenant la corde commune FL : F est le point fixe ; on a, sur la figure,
OL' -. OC X OF, c'cst-à-dirc
Ce résultat est en évidence dans l'équalion de ly polaire deB
(3) if,.-^.l-^)y-^d{d-w)-lV.-^.o,
qui peut s'écrire
n'esl donc unt; droite LournaiU auLoiir du point Ii>ic
pj~-dx^(P — K- = o.
[b) La spcante mobile autour du point Adonne, pour chacune de ses positions, un point unique B; ce point B a une polaire unique DE; réciproquement, si l'on prend une position quelconque de DE, on obtient un point unique B en prenant la rencontre de l'axe des jk avec la perpendiculaire à DE menée par le point C. Donc les droites AB, DE, tournant autour de deux points fixes, se correspondent bomographiquement. Leur point commun M décrit une conique passant en A et F.
(c) Explicitons cette relation homograpliiquc. Le coefficient angulaire m de la droite AB est
Celai de DE est
En éliminant /, entre ces deux équations ou obîlent :
(3) a//iHi'-f.m' + rf = o.
La connaissance de cette relation va nous permettre de discuter la nature de la conique F que nous étudions sans écrire l'équation de cette conique. V aura des points à l'infini si les droites AB, DE peuvent devenir parallèles, c'est-àdire si l'équation (3) peut être vérifiée quand m^ m'.
On a alors, pour équation aux coefficients angulaires des directions asymptoiiques,
(4) ^m'--pm^d = o.
Le faisceau asjmptolique sera double, c'est-à-dire que V
sera une parabole, si
C'est le lieu des positions que doit prendre le point iV pour que la conique-lieu T soit une parabole.
Le point A doit se mouvoir dans la région définie par
pour que F soit une hyperbole. S'il se meut dans la région opposée, r est une ellipse.
Dans le premier cas, l'bjperboie sera équilatère si ses
directions asjmploliques sont rectangulaires, c'esl-à-dire si le produit des racines de l'équation ( 3 ) est égal à ■ — ■ i ; celte condition est réalisée par les points de la droite a.^d — o.
Dans le second cas, l'ellipse T deviendra un cercle, si l'équation (4) se réduit à
c'est-à-dire si l'on a
s ont été obten
[d) On peut montrer facilement {Jtg- ^4 ) que, si le poinï A vient en C, le lieu da point M est un cercle décrit sur FC comme diamètre, résultat qu'on vérifie analytiquemenl.
En effectuant la construction générale, on voit, en effet,
que la polaire DE reste perpendiculaire à ^; DE tourne, d'aillcurS; autour du point fixe F.
{e) Cas de décomposition en systèmes de droites. — Pour appliquer ce que nous avons dit relativement à la décomposition de la conique-lieu en systèmes de droites, nous allons transformer nos équations pour mettre en évidence la droite AF des points fixes autour desquels tournent les droites génératrices.
La droite AF a pour équation
(5 / rf^-Rn
ipose
Lt être défin
i comme intersection de Z ^ o
De même, en posant Y ^y, le point F est à l'intersection de Z ^ o avec Y = o. Une droite quelconque menée par A a pour équation
Cette droite sera confondue avec AB si les coefficients angulaires de ces droites sont égaux. On aura alors
gS l'" l'ARTIE. — G
De même, une droite issue de F,
Y 4- i^TL^ soii! confondue avec DE si l'on a
p — ).X [d^-rd^- 4-ll-)Tt-i-L
On obtiendra la relalion à établir entre et t., en élimlnanl A entre ces deux équations :
6(</a — rf^ -^ r.=)î, — (prfO — j) -■ o, af,-K 1+ \ (da — rf- + R^ — fl') t: + ij =0,
ce (jiil donne
6(rfa-.:;^ + R=)[{rfc. — fP^R' — f^)7:-^il-l-<;^(,Bt/0 — ;) = o
{da — d- -r l\^){dy. — d- -T- R2— ^' + ïfiVOfe
rfï. -- £^ -l~ R' ) fJ — a^ir = o, c'est-à-dire
[(<:Za — rf' + R=)= — ^'(R'^ — </')]0-H-((;ï.— iP + R')0 — aSTt^o.
Celte relation homographiqTie ne renferme pas de ternae constant ; la conique-lieu passe donc par le troisième sommet
dii triangle de référence. — Ce sommet est le point G. La conique-lieu devient im système de droites quand on a
on retrouve les conditions déjà obtenues :
i/U -d'--+- R^)= — >-(!*- - cl^) ■■=- o
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et, do phis, le facLeiii*
p{da. — iP-hïi-).
Voici son origine :
On passe de la relalion homo graphique
h l'cqnation cartésienne de la conique, en opérant la substitution
et l'on obtient ainsi
qui diffère de l'équation trouvée précédemment par le facteur
p(rfa — rf^ + R").
Le discriminant A' de l'équation {2) est donc
A' ~ Ap' {drj. ~ d- -h V>.-y\
en appelant A le discriminant de l'autre équation cartésienne qui se trouve ici entre crochets.
Le discriminant A, de l'équation (i) se déduit de celui de (2) en multipliant ce discriminant par le carré du module delà substitution permettant de passer de l'équation (2) à l'équation (i); substitution inverse de celle qu'on a i'ailc plus haut. Or, ce module est
h(dz — d''-i-R-) On a donc
yGoosle
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Le facteur ^ [dx — d^ ~+- R*) a été introduit par le changcmeiil de variables; il dépend des éléments de la défini-
4. On donne un cercle fixe, une droite fixe LL' et un point quelconque A.. Par A. on mène une droite AZ qui rencontre le cercle en B, C et la droite ÏÂJ en D ; on demande le lieu du conjugué harmonique de D par rapport au segment BC, lorsque la droite AZ tourne autour
Discuter le lieu obtenu suivant la position du point A dans le plan.
Solution analytique. — Prenons (_^g- a-^) <
^omme uses
Fig 25.
de coordonnées deux droites rectangulaires se coupant au centre du cercle, l'une d'elles étant parallèle à la droite LL'. Soil
l'équation de cette droite,
celle du cercle, a, ^, les coordonnées do point A.
Un point M du lieu étudié est à l'intersection de la sécante A^ et de la polaire du point D par rapport au
L'équation de As est
Les coordonnées du point D étant
x^ i=.d, ji ■— P + ^- («^ "- »)' l'équation de sa polaire est
(4) rfa. + |-p + X{rf-a)]j--R'=--=o.
On obtiendra donc l'équation du lieu du point M en éliminant >, entre les équations (3) et (4).
Or, l'équation (3) est celle d'une droite passant constamment en A, quel que soit X; l'équation (4) est celle d'une droite passant, quel que soit \, au point F intersection de la droite
dx^^y — W — o, polaire de H j '~ „'
ce point est situé sur 0^, à la distance OF =■ —^ •
Les droites se correspondent homographiquement : le lieu du point M est une conique qui passe aux points A et F. On peut écrire
rf^ + P7--R-+((^-ï)Xj
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On a finalement (5) {y~^}{d-a.)y^ix~zL){dx-f,y-Rn = <> comme équation d» lieu clierclié.
On y voit en évidence qiiatre points :
__ i iC— a = o, E,
■^ ~ \ d-r -^ Py ~ 'R' 7=^ o, F déjà obtenu ; i x — X — : o, A déj^ obtenu,
Quels que soient a et g la conii^ue passe au point fi\e F.
Discussion. — L'équation (5) peut s'écrire 6) {d ~ a) f^ +■ X (dx -i- ^/)
- p (rf- a) j -a {rf^ ^.. ^y) - HV -I- aR^ '--. o ou
(7) dx^ + ^i):y -^^ (d — c.) y^ — (da-^H^) x— pdy + ^IV- o.
Cette conique sera une parabole si le point Â est moliile sur le lieu dont l'équation est
C'est une parabole ayant Ox comme axe ; son sommet est au point S, rencontre deLL' avec O a:; son paramètre est a</; sans foyer est en O, etc.
Toutes les positions du point A, à l'intérieur de cette parabole, donnent pour la conique (^) une ellipse, etc.
( Voir la discussion de la question précédente. )
Solution géométrique. — Les droites As, FM, dont l'intersection engendre le lieu, tournentautourdedenx points fixes et se correspondent liomograpliiquement ; leur point commun engendre une conique passant en A et F, etc.
ons (lit plus haut peut être appliqué ;3t qu'une transformation de la prii-
Toul ce que noiis à cette question qui cédente.
Notre but est d'obtenir l'équation (^) que nous rons au Ciiapitre des lieux de centres.
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DB CONIOUES Do:^ 3 COEFFICIENTS FONCTIONS LINÉAIBES DE DEUX PARAMÈTRES.
Nous nous proposons, dans ce qui Ta suivre, de discuter la nature et la position d'ime conique F dont l'équation a tous ses coefficients fonctions linéaires de deux paramètres variables.
Salmon a montré {Sections coniques, 388) que l'étude de certaines propriétés d'un système de coniques dont l'équation est (0 o'.UH-[ïV-hW = o,
a, g étant deux paramètres variables,
tes équations de trois coniques du plan, est intimement liée à celle des courbes du troisième ordre. Certains résultats lui sont fournis avec beaucoup d'élégs.nce [Courbes planes) par les propriétés des formes algébriques.
On peut, en modifiant la forme de l' équation (i), faire l'étude de ce système de coniques sans sortir du programme de la classe de mathématiques spéciales.
Posons {axes rectangulaires) :
■■xy
-i-Cy'
2Ey
\'xy
aD'x
aE-7
Vxy
CV
aD'«
iOÎ 1''^ PABTIE. — GKOXÉTKIE A. CEUS DIllENSIOXS.
On conclut
-H2(Ba-i-B'p + B")a;/+ . . . = o,
qu'on peut écrire, X, Y , , . . désignant des fonctions linéaires de deux variables, a, fi, prises comme coordonnées d'un point mobile,
(i) Xcc^ + aZa;/ + Yy^ + 2X'x -h 2 Y'j + Z' — o.
Nous désignerons par M le point dont les coordonnées sont a, g, et nous supposerons construit le triangle de référence dont les côtés sont {/tg. 26)
1. — Nature des coniques représentées par une équation de la forme indiquée.
Nous vojons, en formant la fonction caractéristique
XY — Z
que la conique T est une parabole si le point M se meiit sur Sa conique T' ajant pour équation
XY — Z^ -^ o,
V est tangente aux droites X;=^ o, Y=:^ o, à leur rencontre avec la droite Z = o; elle est dans la région du plan où les fonctions X, Y donnent un produit positif.
Deux cas peuvent se présenter, suivant que les points situés à l'intérieur du triangle de référence ABC sont dans une région où le produit des fonctions X, Y est positif ou négatif.
(o) La conique V est alors tangente intérieurement aux. droites X ^ o, Y =3 o ; c'est une ellipse, une parabole ou une hyperbole .
(è) Dans la seconde hypothèse, la conique F', Langenle extérieurement aux droites X = o, Y^o, est une hyperbole.
La conique F' est effective tant que les droites X-— o, Y ^= o, Z = o forment un triangle de référence. — Si l'iine des droites X = o, Y ^ o s'éloigne indéfiniment, F' devient une parabole. — Si Z ^^ o s'éloigne à l'infini, V devient xme hyperbole asymptote aux côtés restante distance finie.
Remarque. — Les droiies
conjuguées harmoniques de X — o, Y — o, forment ; triangle AED (fig. 26), dont le s
est toujours intérieur à la conique T' et X -i- Y = iriaugle opposé au sommet D.
Z — XY- 7J
nous voyons cjuc le point
est toujours dans la région négative déterminée par la conique I"; dès lors, la région dans laquelle se trouve le point A est en même temps celle dans laquelle doit se mouvoir le point M (a, g) pour que la conique F soit une hyperbole ; la région opposée est celle dans laqiielle doit se mouvoir le point M pour que F soit une ellipse.
Les positions du point M pour lesquelles F est une hyperbole équilatère sont situées sur Sa droite X + Y^ o.
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Il existe une seule position de M qni donne à l'hyperbole des directions asjmptotiqnes déterminées.
Quand le point M vient en Â, l'hyperbole éqiiilalère F a ses asymptotes parallèles aux axes de coordonnées. Quand il vient en E, les asymptotes de cette hyperbole sont parallèles aux bissectrices de ces axes.
Il existe, en général, une position unique du point M pour
laquelle la conique F devient un cercle ; il faut, en cH'et, que l'on ait simultanément
Cette position unique est celle du point D.
Quant le point D est à distance finie, il est intéressant de considérer le cas où ce point devient un foyer de V-
Nous verrons plus tard que, dans le cas parlicnlier oà les tangentes issues d'un point F à la conique sont les droites isotropes, le point F est un foyer de la conique, et la corde des contacts de ces tangentes, la directrice correspondante.
Or l'équation
XY — Z= - o peut s'écrire
et sous la forme
on voit que la conique caractéristique F' est tangente aux droites
à leurs rencontres avec la droite dotible (X-i-Y)^==o. Dès lors, si les droites
— - — — iZ — o
sont parallèles aux droites isotropes, le point C est un foyer et la droite X + Y = o la directrice correspondante.
Chaque fois que cette circonstance se produira, le point M (a,p) devra se mouvoir sur la directrice X + Y = o de la conique caractéristique F' pour que F, celle du faisceau, soit une hyperbole éqtiîlatère; et il devra coïncider avec le foyer correspondant à cette directrice, pour que la conique du système devienne un cercle {').
(') Ce résultat, rencontré par nous dans un grand nombre de problèmes différents, nous a donné l'idée de rechercher les conditions générales dans lesquelles on doit se placer pour qu'il se produise.
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Application à un exemple
Discuter la nature des coniques représentées par l'équation
a, b sont des longueurs données; a, p, sont /es coordonnées d'un point mobile dans le plan.
L'équation de la conicjiie caractéristique V est
Traçons les côtés du triangle X ^ o, Y = o, Z ^ o, et les droites {fig- 27)
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Si nous formons les équations
nous voyons que ce sont celles des parallèles aux droites isotropes menées par le point D de coordonnées (a, b). Le point D est donc un foyer de F' ; AE est la directrice correspondante.
L'équation de la conique caractéristique peut, d'ailleurs, s'écrire
aï.p -h .'.«a H- ■>■ (« -hb)p — b- — o,
forme qui met en évidence une hyperbole ayant ses asymptotes parallèles aux axes de coordonnées, etc. La région intérieure est celle qui donne des ellipses, etc.
Cas où la conique devient un système de droites
Dans ce qui va suivre, nous supposerons qu'au lieu de si>L fonctions linéaires différentes, il n'enlre dans l'équation éludiée que trois coefficients, X', ¥', Z', ei nous poserons
a, b, c, élant des coefficients numériques ainsi que d, e, f, des équations auivanies.
Les termes du premier degré et le terme indépendant, qu'on ccril géncraleiïient
D2^-^2EJ^-F
s'obtiendront en remplaçant les coefficients D, lï, F par les fonc-
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tioas X', Y', Z' permutées enlre elles ; six équations sont à discuter ;
aXiCï + afcZa:/ — cY/ï + arfYa^H-aâX/— /Z = o, aXa^5-HaéZay-i-cY7' + a(iXa^-H2eZj-h/Y = o, raXa;2 -t- aiZay -!- cYjî -h 2 i/Z a; -h aeXj h- /Y = o, oXa'î -^- aèZay h- cYj* -h 2 dZ 37 ^ ae Y/ ^/X = o, aX»'' -1- sèZay + cY/s + 2 rfYa^ -i- aeZ/ -^/X := o.
Un cas intéressant est celui où les coefficients numériques a, b, . ■ , / sont égaus entre eus. Nous indiquerons le résultai relatif à ce cas chaque fois qu'il sera utile à connaître.
{a) Soit rtXa^^-r-aôZa;7^-cY/-^-2<:/X^■-^2eY7 i-/Z = o
l'éqitation de la conique F.
On peut écrire le discriminant de la fonction premier membre
A = {acf-^ 2 bde)XyZ—ae-XY' — cd-YZ- —Jb''Z^
r sera donc un système de droites quand le point M sera mobile sur la cubique C
XY (IZ -h i^-X -r- vY) - TuZ' — o.
Cette équation met en évidence la droite des 3 points d'inflexion Z ^^ o et les tangentes en ces points :
X = o, Y 1=0, XZ^[iXH-vY = o;etc.
[b) Soit aXœ^ + 2bZ:ej + cYf- ^ 2dY œ ^leXy -[■ /Z = Q l'équation de la conique F.
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Ce sera un sjsième de deux droites si le point M se meiil sur la courlje C dont l'équation est
),xyz -H i^x' + vY' + uz^ — o,
cubique non singulière {/orme canonique de Salnion. — Courbes planes).
Dans le cas particulier où les coefficients numériques «, 6, . . ../ sont égaux, le discriminant devient
3XYZ — X^ — Y^— Z% et la cubique précédente se décompose en une droite
X + Y + Z --: o cl une conique
X^ -4- Y- + Z' — ZX - ZY — XY ^- o.
(C) Soit aXx'- -l- 2bZxy -]' cYy'' ï- idXx -f- 2elf -h/Y — o
l'équation de la conique F-
La cubique C, sur laquelle doit se mouvoir le point M pour que r soit un système de droites, a pour équation
Z-(XX + f».Y) — XY(X'X -1- ;j.'Y) =-- o,
et l'on a en évidence trois tangentes
X- Y = o et la conique F
XY — Z^ -::^ o ;
F ne peut donc pas être une parabole effective, etc .
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{d) SoiL aXw'- -i- 3 6Za^7 -i- cY/' -+-2d'Lx^^ eXy -i-/Y = o l'équation dfi la conique P.
Celle de la cubique G peut s'écrire
Z^ (X X -t- ;j.Y) — X (V^ X= ± -y/^Y^) ^- o; même forme que la précédente ; deux tangentes étant tantôt réelles, tantôt imaginaires, etc. . .
Dans le cas où les coefficients a, b, . . .,/ sont égaux, cette équation devient
(e) L'équation de la conique Y étant aXx^-\-2bZxy^cYy^ + 2dZa: + 2eYy-^/X = o, l'équation de la cubique G peut s'écrire
Z= (XY + ;j.X} — XY (X'Y + u.'X) := 0.
Voir le troisième cas (c).
(/) L'équation de F étant
aXœ'- -+- ibZxy ^ cY y'- '\~ 9. dY w -i- leZy ^\- fX T^o, la cubique C a pour équation
Yî(XX -;- ;ji.Y) - Z^Î^'X M- [/ Y) T= o.
Dans le cas où les coefficients a,b, ...,/, sont égaux, cette cubique se décompose en
Dans l'indication des résultats généraus qui précèdeat, nous n'avons pas parlé des systèmes de droites réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues, parallèles ou se coupant; nous n'avons pas non plus distingué les positions du point M qui donnent des ellipses réelles de celles qui donnent des ellipses imaginaires.
Les couibei, lieux de M, qui séparent les régions du plan correspondant à ces diverses propriétés, soot des coniques dont on déteimine facilement la position par rapport au triangle do référence
Nous ferons seulement remarquer que la c lats de la discussion de l'équation générale, dans le cas où les coefficients a, b, ...if sont égaux, permet de former très rapidement des équations générales de coniques renfermant deux paramétres et don t l'étude complète n'exige pas la connaissance de propriétés autres que celles des courbes du second ordre.
Application à un exemple
Discuter la nature des coniques dont l'équation est
le point M, dont les coordonnées sont a, p, étant mobile dans le plan.
(«) La conique représentée par cette équation sera une parabole si le point M se meut lui-même sur la conique donL l'équation est
ccLle courbe est tangente ans droites
à leur intersection, avec la droite ^ :^ o.
L'équation de la conique caractéristique peut s'écrire
c'est l'équation d'une hyperbole symétrique par rapport l'axe O/, dont le centre a pour ordonnée
U, ~ Ex. de Gconi, anc
cL dont les directions asympto tiques sont
Ces cléments permettent de construire la courbe roprésc. lée ci-dessous {fig. 28).
(h) La conique (1) sera une ellipse pour toutes les pot
tions du point M qui rendent positive la fonction
M doit donc se mouvoir dans la région du plan où ne se trouve pas l'origine.
Dans la région de l'origine, au contraire, ia conique est une hyperbole.
La conique étudiée sera une hyperbole équilatèrc, si le point M est mobile sur la droite
yGoosle
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c'est-à-dire sur l'axe des y.
Enfin, elle sera un cercle nuand ie point 'SI coïncidera a le point commun aux droites
Ce point est rejeté à l'infini dans la direction O.r.
Syslèmes de droites. — La conique étudiée devient un système de droites quand le point (a, fl) se déplace sur le lieu géométrique dont l'équation est
A r_- (a ^ p - .) (a - p H- .) ï - (a + r. - 1) ■,} ~- -jSf ■-. o ;
c'est-à-dire
La seconde partie du lieu est une hyperbole asymptote à lu droite
et tangente à la droite
à sa rencontre avec
elle est donc tangente à l'hyperbole S^o (résullat prévi plus haut, p. 77. ^ Rem.).
Désignons par H l'hyperbole S = o et par H' celle ([ui J'ai partie de
lEUS BIBIENSIONS.
<[uand le point {%, ^) {fig. 29) se ment à l'intérieur de Th}perbole H, la conique étudiée est une ellipse :
Réelle poiir les régions extérieures n H'; elles sonL hachurées \erlicalement ;
Imasinaire pour les régions iutérii ont
hachurées horizontalement.
Quand (a, p) vient en C, la conique se compose de deux droites parallèles imaginaires.
Quand (a, &) est extérieur à l'hyperhole H (région non hachurée), la conique étudiée est une hyperbole qui se réduit à deux droites rectangulaires, si le point M (a, p) est sur Oy.
CHAPITRE V
(a) L'équatio quation est
ji'be als<^b['iqQe ilont I
Z étant une variable inCi-odutte pour permettre l'applic théorème d'Euler et devant être finalement fait égal à i ain
(b) Les points di lar un point (k, ^) sont
des tangentes menées à. c la courbe auxiliaire
principale.
qui porte le nom Ae polait
Elle est de degré {m— i); c'est 1 ne une dioite dins le cas ou la courbe/(i!;,^) = o est une conique
(c) On obtiendra le lieu des pomts de i,>ntaci de tangenie* menées d'un point fixe M (a, p) i une couibe mobile en éliminant le paramètre variable' entre l'équation de la couibe t,t celle de h polaire principale du point fixe pai rapport à cette rourbe
{d) L'équation du faisceau des tangentes menées du point {t., pj ti
s'obtient c
XX, ^ + J>Y
des tangentes issues du point (a, P) est
f'x, f'y, /j désignant les cl e mi-dé rive es de la fonction rendue homogèn./(»,j,^) = o.
(e) L'ensemble des termes du plus haut degré de l'équation du faisceau des tangentes, menées d'un point à une courbe, égalé à zéro, donne l'équation du faisceau des parallèles à ces droites laenées par l'origine. On en déduit l'équation aux coefficients angulaires de ces tangentes; toute condition de direction imposée aux tangentes se traduira par une équation entre les coefficients.
Cette équation, où entrent a, p, coordonnées du point M, est Yéquation du lieu des points d'où l'on peut mener à la courbe des tangentes remplissant la condition imposée : angle coiibtiuit, Mssectrice passant par un point fixe, etc.
Ellipse. - (a) Les coordonnées du point de contact étant
'équation de la tan!;ente e
{!>) I.'équatiou de la tangente en fonction du coefficient angulal
ic) L'énuation aux coefficients angulaires des tangentes à l'ellipse ssucs du point (m, P) est
Hyperholf. ■- (a) L'équation de la tangente à l'hypCL-bok
CHAP. V. — TANGENTES
X, Y étant les coordonnées couranies; ce, y ccllts du i)Ouil ilc
(è) L'équation de la tangente en fonction du cocrficieiu angulaire
(c) L'équation aux coefficients angulaires des tangentes à l'hyperbole issues de (a, p)est
(d) Les coordonnées d'un point quelconque de i'Iiyperboie sont
étant l'équ-jtion de la courbe, celle de la tangente au poinl est
pX--yY-i-px = o.
(b) En fonction du coefficient angulaire, l'équation de la tj
( c) L'équation aux coefficients angulaires des tangentes is point (a, p) à la parabole est
§ L — LiBDX GBOMÉTniQDF.S.
1. Lieu des points de contact des tangentes coniques représentées par V équation
x^ ~\~ aiay -i- v^ — a- ^^o,
parallèlement à la première bissectrice.
Les points dont on demande le lieu sont à l' intersection des coniques représenlées par Téqualion donnée avec la
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polaire du point à TÎTifiiii dans la direction dont \u cocfllcient angulaire est i .
On obtiendra donc Téqualion de r,e lieu en éliminant /.
(a) « + Xj-^».+j = <,.
On peut écrire la seconde équation
Le système d'équations se décompose donc en deux
\ a:' -h almy + r' - a' —o, *"' i , + l = o.
Dans le système (3), l'une des équations est indépendante du paramétre X; elle représente la partie du lieu total correspondant à ce système.
Le système (4) donne comme seconde pavlie du lieu cherché
c'est-à-dire deux droites parallèles à la première bissectrice el ayant pour ordonnées à l'origine + a et — a. Le lieu se compose donc de trois droites
On peut se rendre facilement compte de ce résiiltat.
L'équation donnée est l'équation générale des coniques passant aux quatre points A, B, C, D d'intersection des axes avec le cercle x'-' ~-\'y- — a^ ^ o.
L'équation aux coefficients angulaires des diamètres conjii gués de ces coniques est
'es l- à- cl ire
En général, le coefficienl angulaire de la direction con-
juguée de celle de la première bissectrice est — i ; la polai du point à l'infini par lequel on mène les tangentes est do lise ; elle est le lieu des points de contact.
Mais si X + I = 0, m' a une valeur quelconque.
La conique devient à ce naoment
-yr-.-a^=.<,;
elle se compose des droites AD, GB.
Les seules droites pa:
plus d'un point commi
bissectrice aya i avec la conique sont ces droit
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elles-mêmes; les poinls de contact sont quel conclues sur cliacune d'elles; elles font donc partie du lieu,
2. Lieu des points de contact des tangentes menées, parallèlement à une direction donnée^ aux conigues représentées par l'équation
(') JÏ+ x^ + t.. — ■="■
Soit m le coefficient angulaire de la direction donnée ; Ic.i [joints dont on cherche le lieu sont à l'intersection des coniques (i) et de la polaire de la direction m.
L'équation de cette polaire est
ï-^ ^ '" FTP
On est
donc conduit à éliminer
le par.
<Jr[ualions
la seconde donne
r-(j:+iny) + c-
ol,ensub:
stituant d
lans la première
T- myj
ou eii mettant sou:
s forme entière
c^^yims
■~y)(œ + my)
-hC^^J'.
Ce lieu
se décompose donc en
(ma
!-fl{ir: + my)
+ C'Ot:
L'équation ( 5 ) esL celle d'une hyperbole éqiiilalère ajaiiL pour asymptotes les droites
mw — jTi^o, a:\-my--o, et pour puissance c^m; on la construit facilement.
Quant à l'équation (4), elle représente les deux a^s de coordonnées.
Nous verrons plus tard que l'équation (i) est celle d'un système de coniques liomofocales rapportées à leur centre et à leiirs axes communs.
Deux coniques du système sont :
i" Une double droite coïncidant avecae; toute transversale rencontre cette conique en deux points confondus, elle est tangente analytiquement : l'axe des X, comme partie du lieu, provient de cette conique spéciale.
a" Une douille droite coïncidant avec l'axe des j', qui est, pour la même cause, une partie du lieu étudié.
3. Lieu despoints de contact des tangentes menées par un point fixe à toutes les coniques ayant un foyer donné et une directrice donnée.
Prenons la directrice donnée comme axe des y, le foyer sera situé sur oxk une dislance a.
Nous avons vu, Cliap. IV (g i — a), que Téquation géoi'rale des coniques de l'énoncé est
(1) {:^~aY + y'-\'x^ = o.
Les points de contact des tangentes menées d'un point («, p) à ces coniques se trouvent sur la polaire de ce point; l'équation de cette droite est
On est doue amené à éliminer X'^ entre les équations (,)el(2).
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On obtient
{3} a.œ[{œ - ay+y-] - x'-[{^ - a){x - a) ^ py]^^- o, lieu du 3'' degré, qui se décompose en (4) .''■■ = o,
provenant de la parabole singulière
donnée par des valeurs inlinies de î^ ; et la conique F
dont on peut écrire l'équation
Les coefficients Aex^, xy et je* sont des fonctions linéaires de a et p ; les côtés du triangle de référence, Y := o, Z = o (Chap. IV, § 3), sont ici
Quant au côté X =^ o, il est transporté à l'infini ; la caractéristique du système est une parabole. — On reconnaît de plus que le triangle polaire conjugué par rapport à celte conique a pour sommet intérieur le foyer de la parabole, etc.
On pourrait donc facilement discuter la nature du lieu (6) d'après la position que le point A occupe dans le plan, en appliquant la méthode rappelée plus haut.
4. Lieu des points d'où. Von peut mener à une conique, des tangentes interceptant sur une droite donnée un segment de longueur donnée.
Supposons la conique placée d'une manière quelconque dans le plan, et soit
son équation.
Nous définirons la droile fixe par im de ses poinLs A(a^li) et son point directeur {p,q)', son équation est alors
y éUnl la distance du point {x^y) au point fixe (a,b).
L'équation quadratique dn faisceau des tangentes issues d'un point (a, g) à la conique (l) est
(3) /(.Tj-)-/('-,p) - (^/i + p/;. +- ■!/'.)' = ■'.
Soit
cette équation.
Ses coefficients sont fonctions de a et de [S. L'équation aux rayons vecteurs des points de rencontre de la droite (2) et des tangentes (4) est
(5) r='^{p,q) + 2r{p,^'^ + qtf',,) + ^{a,b) = o,
tL(x,jK) étant l'ensenable homogène des termes du second degré de la fonction {x,y).
En appelant r,,!:, les racines de cette éqTiatiouj on doit avoir
l étant la longueur donnée, on en conclut
Or
, ,. _rKM.
L'équation du Heu étudié est doiic
(7) iliPt'. + Iflr-- ?(o,6).4(/>,î)l-(«f (,,,,) = <,.
- GÉûauTIllE \
Les coefficients de <([a!,y) élant fonctions du second degré de « et de g, l'équation (7) est du quatrième degré.
Nous allons donner un cas particulier dn probîcme dont on vient de lire la Bolnlîon générale.
5. Lieu des points d'où l'on peut mener à une ellipse des tangentes interceptant sur une parallèle à l'un des axes de cette ellipse un segment de longueur donnée.
Pr,
s{/ig. 30 PO"^
l'ellipse : l'cqualion de cette courlje est
Celle de k droite Alï est, par exemple, (■i) y. -.1 = 0.
Nous allons exprimer que la différence (CA — CB) des abscisses des points de renconti-e des tangentes menées d'un point M {a, S) à l'ellipse, avec la droite (2), a ime valenr donnée d.
Or, l'équation du faisceau des tangentes issues de M (a, ,':;)
L'équation aux abscisses CB, CA. esL donc
mais, d'après l'énoncé, on doit avoir
Ci- -00 = 5,
S étant la longueur donnée, on peut écrire
S^ = (CA + CB)^ — k C,\.CB.
On obtiendra donc l'éc|uatioii du lieu du point M en exprimant que la somme et le produit des racines de î'équalion (4) satisfont à celte relation; il vient
Ce lieu est du quatrième degré, en général; mais si a ^ ft, c'est-à-dire si la droite fixe devient tangente à l'ellipse, au sommet situé sur l'ase des j, on obtient en remplaçant (a, p) par(;c,ji')
(6) b-'x~-{y-bf + ar{f-b-^){^y--^h-f -^ t'- {f- - b'-) -^ o, qui se décompose en
(8) b'-w^--ha'{/'-b-)-h'(y-^br-:-^o.
La première partie du lieu est la droite AE; il existe, en cfTet, sur cette droite une infinité de points satisfaisant aux conditions imposées.
L'équation (8) esL celle d'nnc coniqu
parabole s
ellipse «
hyperbole =
6. Lieu du sommet d'un angle de grandeur constante roulant sur une parabole.
Rapportons la parabole à son axe et à !a tang-ente au sommet; son équation est alors (i) y"- — 2px — o.
L'équation quadratique du faisceau des tangentes issues d'un point (a, 3) à cette courbe est {i) {y''—2px){f- — ip%) — {—pa.^Py—pa:Y=zo.
Les parallèles à ces droites menées par l'origine OiU pour équation
(3) y^ {f — -ip-A -ipy-p^? = o;
c'est-à-dire
(4) pa:- ^2pa:j + 2</.y^ — o.
L'angle de ces droites est donné par
Si donc on appelle ç l'angle constant des tangentes à la parabole, on a comme équation du lieu
(5) (2a+/')Maiis=ç-4(P'~2/'a)-=o;
4(a= tang^tp — p^) •+- kP"- (tang'cp -^ 2) + />5 tang> — o.
Cette conique est une hyperbole ; l'angle des asymptotes est l'angle 2ç.
n. — ÉquATIOS T.VNGIÎNTIRIXE,
Définition. — Soit
l'équalion cartésienne d'une courbe donnée; on appelle liqttalîon tangentielle de celle courbe la relation
qui exprime que la droite
est tangente à celte coui'be.
Formation de l'équation tangentielle
On obtient l'équalion langcotielle d'une courbe donnée; de la manière suivante :
On forme l'équation du faisceau des droites qui joignent l'origine aux points de rencontre de la courbe et de la sécante
ax -\- f/'f- w-~ o,
(voir Chap. II, p. i8) et Ton csprimc cpie ce faisceau a un rayon double.
La condition trouvée
est l'équation tangentielle.
Application aux courbes du second degré. — Soit (i) Aa;= + 2Ba;7-+-Cy^-i-3D« + 2EjK + F = (j
l'équation générale des courbes du second degré, (2) „a^ _|- ry + I ■= o
R. — Ex. de Géom. anal. 9
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celle d'imc droite que nous allons assujettir à rester tangente à cette courbe.
L'équation du faisceau des droites joignant l'origine aux points de rencontre des lieux géométriques (i) et (2) est
Aa:^+2Ba^7-l-C7^ — 5{Dx-l-E/)(i(3;-l-yj)-i-F(Ha3+cj)- = o,
c'est-à-dire
(3) (A— 2DH + F'i5)^^^3{B — Ew — Dp-^F«(.)3;7
Ce faisceau se composera d'un rayon double, si l'on a
(A — 2Dm + F((=)(C — aEi'H-Fi'^)
-- (B~Em — Df + F«(')^^o,
F^M-f^ — aDEMi-^ — sEEM^t; + AFc^
+ 4DE«c -I- GF«' — aAEc — aCDw + AC — [ E^ u= c= — 2 DE uv^ — 2 EF M V + D= f^
+ s(DE-hBE)«c-l-E=«=-2BDt'-2BE((-hB2]=:o,
c'est-à-dire
(CE- E^) «= + 2 (DE - BF) av -H (ÂF - D^) v^
-1- 2 (BE - - CD) u -h 2 ( BD — AE) c + .\.C — B^ -■- o,
que nous écrirons
(4) au^ -\- "îbuv -^-cv^ -\-idu-\-iev -\-f^^o.
L'équation tangentielle des coniques est donc de même forme que celle de la courbe en coordonnées cartésiennes.
Bbuarque- — On. peut former rapidemeot ies coefficients dn l'équation tangentielle de la manière Considérons le discriminant
on a, i' désignant une dérivée,
26 = i; = a{DE — BF), ae -= i', = 2(BD — AE), c = 4Ô = AF — D', / = a; = AG — B'.
Réciproquement-, quand les coefficients u, v de l'équation d'une droite
(0 «^ + cj + I = o
sont liés par une équation du second degré
cette di'oite roule sur une conique.
la relation entre u, v; prenons un point du plan {x,y): pour déterminer les droites du système qui passent par ce point, il suifit de résoudre, par rapport à « el f, les équations
ua;-\-vy-^-i^ o,
Mais il est plus simple de remarquer qu'une combinaison, homogène par rapport à « et c, des équations (1) et (2) fournira immédiatement les valeurs des coefficients angulaires des droites cherchées.
Cette équation homogène s'écrit au' + a6i,p + cp' - , {du + ev) {uiv + vj) -^ /(ui! + ry)' ^o,
(3) (a-,.âx +fœ')u' + 2 (4 - e^ - dy+fxy) „
Or, une courbe quelconque peut être eonsidcrée
i32 F" pAUTiE. ■— geombtuie a ui
le lieu des points du plan par lesquels on peut mener à cette
courbe deux tangentes confondues.
Si donc le point {x,y) est tel que les droites du système qui en partent soient confondues, ce point appartient à la courbe à laquelle la droite
ux -I- cy + I = o s coefficients angulai
reste tangente.
Mais Véqualion a double, si l'on a
i!qi(ation analogue à celle que nous avons trouvée plus Laiit ([). i3o); des calculs identiques à ceux effectués donnent
-+-2{be — cd) .ï + 2 (M — ae)y ^ ac — b^ — o. Cette équation est celle d'une conique.
Signification des coefficients de V équation taiigentielle. — Quand une équation tangentielle a été formée comme nous l'avons indiqtié, ses coefficients ont une signification précise qui permet de reconnaître sur l'équation tangentielle certains caractères dont nous indiquerons les principaux.
(«) Si l'on résout par rapport à Â, B, . . . , F les équations
Si on forme la fonction S, on trouve . .r- ^,_ {cf-e^)(af-d^)'{de-bfy _B/
yGoosle
en appelant D la fonction
acf-\- 3 hdi: - ae' —fb'' — cd' ;
on conclut
résultat qu'on peut obtenir d'ailleurs on considérant les équations tangenticUe et cartésienne comme une transformation liomographique l'une de l'autre.
Dès lors, si y >• o, ia conique est une ellipse ; Si f<, o, c'est une hyperbole ; Enfin, si /= O, c'est une parabole.
( è) Les coordonnées du centre de la conique dont l'équation tangentielle est
au- + ibuv -+- cv^ -}- 9.du-h lev -^J — o sont proportionnelles aux coefficients d, e. On a, en effet,
(^:^BE— CD, e = BD — AE.
Le centre est donc à l'origine, si l'équation tangentielle est réduite à
aii"^ + 3 buv + cv- +/— o.
(c) Dans la parabole, /— - o; l'équation
««--H 2buç-\- cf^ -I- arfw-t-aec^o est alors satisfaite par les valeurs simultanées
qui rejettent à l'infini dans une direction arbitraire la tangente mobile
ux + vj'-^i — o.
On dit que la parabole est tangente à îa droite de Vinfini,
Cette propriété est caractéristique de la parabole; toutes
les tangentes à l'eUipse cl à l'byperbole restent à distance
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finie; parmi les tangentes à l'hyperbole, celles dont le point de contact s'éloigne indéfiniment se rapprochent des asymptotes, qui sont les tangentes ajanl leurs points de contact à l'infini.
S. — Déplacement d'une droite roulant sur une conique.
Si nous revenons à l'étude faile (Cbap. II, § II) du dôplacemenl d'une dioite, nous voyons que l'esiatence d'une relation du second degré entre les coefficients 1, ji, v de l'équation
Xar-i-it^ + v = o signifie que la droite reprégenlée par cette équation se déplace en lestant constamment tangente à «ne courbe du second ordre.
Nous allons résoudre un certain nombre de questions générales au moyen de l'équation tangentielle; les résultats obtenus nous permettront, à l'inspection d'une équation tangentielle de conique, de reconnaître les caractères particuliers de cette conique.
Équation aux coefficients angulaires des tangentes issues d'un point i^x,y). ~~ Soit
(i) au^ -i-2 6mp + cc* -HarfK + aei'+/^^o
l'équation tangentielle générale des coniques, l'éqaation d'une tangente étant
L'équation aux coefficients angulaires des tangentes, issues d'un point (x,y), à cette conique s'obtient en prenant la
transformée en — — d'une combinaison homogène en u et
c des équations ( i ) et ( 2 )
(,Z)au^+2bui'-hc^'^-2idu + ev){u^^-i>y)-i-Jia^+<'Xy---=o,
c'est-à-dire
(a — 2dx: + fa:^}u^-^2{h — ex — dy ^ fxy) m>
^{^c-iey^ff-)v''- = Q\
yGoosle
l'équation aus coefficients angulaires est finalement
(4) (a-2dco+fx'-)7^--9.{b^-ex-~dy+fc,y)Z
+ (c — 2ey +//') — o.
Elle va noHS servir dans les questions qui suiveni,.
3. — Lieu des pointa d'où l'on peut mener à une coniqu deux tangentes rectangulaires.
L'éqiialion de ce lieu s'obûent en écrivanl quo le produi des racines de l'équation précédente est égal à — i : il vieu
-arf
!c-,ey
-FC
Ces
t doi
IC tlTl
1 cercle
, en
général
;les
COOl
rdi
centre
sont
rt
CD AE
Le centre du cercle coïncide avec celui de la conique. Quand la conique donnée est une parabole, y ^ o, le lien ]st une droite
4. — Points d'où l'on peut mener à. une conique des tangentes paraHèlee aux droites Isotropes.
Ces points sont les foj'ers (définition de Pliicker). Les tangentes seront parallèles aux droites isotropes,
IH;S DIMliNSIOKS.
l'équation aux coefficîenls angulaires (4) se réduil à
Z'- + 1 — 0, c'est-à-dire si l'on a simultanément [H,] /(^^— j=) — arfiT + aej + n — c=ro,
[Haï fœy — ex — dy^b — o.
Les foyers sont donc les points communs de deux hyperboles équilatères ayant leurs asymptotes à 45" l'une de l'autre .
Ces hyperboles sont concentriques, car leurs équations du centre sont respectivement
Il n'y a donc que deux foyers réels.
Remarque. — L'un de ces foyers sera à l'origine, si les hyperboles H, , Ha se coupent en ce point ; on a dans ce cas
h = o, it— c^o;
l'ensemble des termes du plus haut degré do l'éqiiation tangentielle présente les caractères analytiques de l'équatioa du
Podaires
On appelle podaire d'un point par rapport à une courbe le lieu des projections de ce point sur les tangentes à la courbe.
L'équation tangentielle donne la solution générale du problème des podaircs.
Soit
yGoosle
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l'équaùon tangentielle d'une courbe,
(a) ux^çy^ir-.o
étant l'équatioQ d'une tangente quelconque.
Soit (et, p) le point dont on cherche la podaire. L'cqua;,(on de la projetante de ce point sur la droite (a) est
la podaire est alors définie par les trois équations
entre lesquelles on doit éliminer w et P (Chap, I, p. i5). En posant
x{x — a.)^y(r — P) ~P> l'équation de la podaire peut s'écrire
Podaire du foyer par rapport à une conique
Plaçons l'origine au foyer qu'on projette; l'équation tangentielle de la conique est, d'après une remarque faite précédemment (p. i36),
it^ + C--1- 2(/« 4- aetJ 4-/=o; unp tangente quelconque ayant pour équation
la projetante de l'origine est
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L'équation de la podaire est dès lors
(a;= +7=)l/(^- +-/') — arf^ — aej -\- .] — o. Elle se décompose ainsi
/{^^ + y^) — ■ 'îdx — ^ 2 6/ -t- 1 -— o.
La première partie se compose des droites isotropes. Nous savons, en effet, que du fojer parlent à la conique deux tangentes isotropes ; chacune de ces droites est perpendiciilaire sur elle-même, au point de vue analytique; elle est donc ;i elle-même sa projetante issue du foyer; dès lors, elle fait partie du lieu.
La seconde partie est le cercle
/{x- -+- y-) — 2dw — 2ej + 1 = 0,
concentrique à la conique donnée et qui devient la droite
dj: -\- ey 11= o,
quand la conique est une parabole.
Remarque. — Si l'on place l'origine à l'autre foyer en conservant la même direction d'axes, on obtient une nouvelle équation se déduisant de celle qui précède en changeant les signes derf, et dee; yconservantle sien. Le rayon du cercle podaire du second foyer est donc le même que celui du premier. Ces deux cercles, étant d'ailleurs concentriques à la conique, sont identiques.
7. On donne un point A , à C intérieur d'un cercle fixe : trouver le lieu des milieux des cordes vues de ce point sous un angle droit.
Plaçons l'origine en A et prenons comme axe des x le dia mètre du point A,
L'équation du cercle esl (1) (a^^ay^y^-R^-.
a étant l'abscisse du centre.
Cherchons d'abord la relai coefticients de l'écjualion d'un
tion qui doit e corde
pour qu'elle soit vue du point A sous un angle droit.
Pour cela, nous formons l'équalion du faisceau des droites joignant l'origine aux points de rencontre de la droite (2) et du cercle ( 1 ) :
x' + y' + iaa:{ux + ry) + {a'-
R')tw]icy »=-H-)]7- = o.
Ces droites seront rectangiiSaires
si l'on i
On voit que la sécante (2) doit se déplacer en restan! tangente à une conique de nature vaiiable, mais dont un foyer reste à l'origine.
Nous devons donc chercher le lieu du milieu des portions de tangentes à une conique, limitées au cercle donné; or le milieu de la portion de corde interceptée par la circonférence esl déterminé par l'intersection de cette corde avec la perpendiculaire abaissée sur elle du centre du cercle.
L'équation de cette perpendiculaire est
On obtiendra donc l'équation du lieu cherche en éliini-
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nant m et c entre les équations
UX+ÇJ'+ 1=0,
i>(x — a)~uy = o, Ou tire u, f, iv des deux premières, rendues liomogènes,
etTonsubsliUie dans la dernière, également rendue homogène,
on obtient ainsi
2!-^[(a,-or+/=]-o(ir-a)[a;(a!-o)-h7=] qu'on peut écrii'e
~[x(x — a) -^ y'-][x{a; — a) ^ y- — ai-'T — a)]-- o; c'est-à-dire
ou enfin
■^ -h y^~ax ^— = o .
Le lieu se compose donc de deux parties :
i" Les droites isotropes partant de C ; 9." Le cercle représenté par la seconde équation.
Son centre a pour abscisse -. et le carré de, son rayon t
Or nous savons que le lieu de la projection du foyer d'une conique sur tes tangentes à cette courbe se compose d'un cercle et des droites isotropes issues du foyer : nous devons conclure que le point C est le second foyer de la conique sur laquelle roule k sécante vue de A sous un angle droit.
On peut, d'ailleurs, vérifier facilement ce résultat en substituant, dans l'équation aux coefficients angulaires des tangentes, issues d'un point (a;, y), à la conique dont l'équation t ange ntie lie est
les coordonnées (a, o) du point C.
L'équation aux coefficients angulaires
(«-- - R= ) ( u- -^ç^)~-ian(Lix + ^>x) + 2{ ux -h vy )'- = o
devient
Le point C est donc le second foyer.
Remarque. — Il résulte de ce que noas avons dit précédemment que le lieu obtenu est également le lieu de k projection da point A sur les sécantes mobiles suivant la loi indiquée.
8. On donne dans un plan un cercle fixe et une droite fixe; par chaque point de la droite on mène la corde du cercle ayant son milieu en ce point : trouver la loi de déplacement de la droite ainsi menée.
Prenons {fig- Sa) pour axe des y la droite fixe, et poui
ase des X la perpendiculaire à cette droite menée par le centre du cercle.
Soient M un point r^uelconque de Oj, |î son ordonnée; la droite de l'énoncé est la perpendiculaire à la droite MC menée par le point M. Soit d l'abscisse du centre du cercle.
viy
Le coefficient angulaire de MG est —~; l'équation de MJN est donc
(j-p)p-rfar^o,
dx — px -h f- = o, ca^ f,y I — o.
Nous obtiendrons la relation qui existe entre u et f en éliminant - entre les équations (2) et (3) ; U ^licnt
yGoosle
D'après ce que nous avons dit plus haut [p. i33 — (c)], cette équation montre que la droite MN enveloppe une parabole, résultat qu'on atteint immédiatement par la géométrie élémentaire.
Le lieu de la projection du foyer d'une parabole sur les tangentes à la courbe est la tangente au sommet. Si donc on joint un point fixe C aux différents points d'une droite fixe O^, qu'aux points M on mène une perpendiculaire à CM, on refait en sens inverse la construction que nous venons de rappeler; MN est tangente à une parabole dont le foyer est en C et la tangente au sommet Oy.
9. On donne une conique et une droite Jixes ; par chaque point de la droite on mène des tangentes à la conique fixe; on fait passer un cercle par les points de contact et le centre de la conique : quelle est la toi de déplacement de la seconde corde commune au cercle et à la conique?
Pi-enons comme axes de coordonnées ceux de la conique fixe; son équation est alors
(i) Aa^= + C/= — i=.o.
(2) «^+foj-,=o
l'équation de la droite fixe,
La polaire d'un point (a, p) de cette droite a pour équation
(3) KAiT + pCj — i = Si l'on écrit
l'équation d'une droite quelconque du plan, l'équation
(5) Aai" + C.r' — i + (iA»+pC7-i)().aJ + uj + v) = o
est l'équalion générale des coniques passant aux quatre points communs à la conique (i) et aux droites (3) et (4)- Nous obtiendrons la loi de déplacement de la droite
déterminée conformément à l'énoncé, en exprimant que la conique (5) est uq cercle passant à l'origine, et en éliminant les paramètres a, p entre les équations de condition et l'équation
(6) a..+ bf.~i^o,
relation à établir entremet ^pour que le point correspondant appartienne à la droite (a).
On doit avoir
(8) ;V(l+^X}-C{74-fi;A)^0,
(9) aAa--pCi.^o.
Il vient, de (6) et (9\
ouj en portant dans (8),
(10) AC(),^ + a^) + (A-C)(«CÀ-ôA^,) = o.
Telle est !a relation à établir entre À et ;j. pour que la droite
soit la seconde corde de l'énoncé.
Cette droite enveloppe donc une parabole dont le fojcr est à l'origine [p. l'i'd; (c) — p. i36. — Rem.)
NORMALES
(a) L'équaiion de la normale i
{^, r) est
ib) Les pieds des normales menées du poinl (ï, S) à la courbn f{cr, y) = sont à la rencontre de cette courbe avec la courbe auxi-
(e) Cette courbe est le lieu des pieds dea normales menée! point (o, p) à toutes les courbes obtenues en faisant laiier arbii lement le terme indépendant des coordonnées dans 1 équation
(d) Dans le c:
,s où la courbe /(^,j)
mxiliairc
(.-a,)/;-(îi-:K)/i = o
est une hyperbole équilatère qui a ses asymptotes parallèles ans axes de la conique donnée, qui passe au centre de la conique et au point (a, P); ces deux points se trouvent sur une même branche de l'hyperbole si la conique est une ellipse, sur deux branches distinctes si la conique est une hyperbole.
(e) Le lieu des pieds des normales menées du point (a, p) à un faisceau de coniques
- /i*3?. de Geom. .
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s'obtient en éliminant le paramétre variable entre les équations
(«-"')/;-(fi-r)/i-o-
Ellipse. — (a) L'équation de la normale dont le pied a poiii- coordonnées
costp sinç ~ '
en posant
( 6 ) La droite ua; -I- ly -1- i = o est normale à l'ellipse dont l'équa-
a^ -i' èi - "'
si l'on établit entre u et v la relation
(c) L'équation aux coefficients angulaires des normales à l'ellipse, issues du point (^, P), est
c*m2— («*-(- 65m=)(/Ha — P)^ = o.
(rf) On peul écrire l'équation d'une normale en foneliun du coefficient angulaire
Hyperbole. — {a) L'équation d'une normale à l'hyperbole
X ^ y ^ ^°' en posant
cs = «s + fiï.
X, Y sont les coordonnées courantes; x,y celles du pied de la n
(6) La droile ux -^ vy -\- \ ^=^ a est normale à Tiiyperbole, si 1
établit entve it et v la relaiLtm
(c) L'équation aux coefficients angulaires des norn point (a, P), à l'hyperbole est
c*7m2 -(«î - b'm^)(ma—py = o.
{d) L'équation d'une normale peut s'écrire
Parabole. — (a) L'équation de la parabole étant celle de la noimale au point («, y) est
(6} En fonction du coefficient angulaire, on l'écrit
(c) L'équation aux coefficients angul point (a, P), à la parabole est
L — Lieux des r
1, Lieu des pieds des normales menées d'un point fixe aux coniques dont l'équation est
Les points donl on cherche le lieu sont à l'intersection des coniques du système el de l'hyperbole des pieds des normales relative au point fixe.
Soient a, p ses coordonnées.
On obtiendra l'équation du lieu étudié en éliminant le
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paramclre \^ enire les équations
On a
ce qui donne
La première partie du lieu provient des coniques singulières x^^o,y^^o du système (i), fournies par X^ = o et X^ — C^ = o.
La seconde partie du lieu a un point double au point (a, j3), les tangentes y sont rectangulaires ; on pouvait prévoir l'existence de ce point à l'esanien de l'équation ( i ) : eelle-ci renferme le paramètre ')? au second degré et (?.) représente un lieu passant au point (a, p) quel que soit î,, etc.
2. Lieu des pieds des normales menées d'un point P à une série d'ellipses ayant an sommet commun B, la même tangente en ce point, et telles que, pour chacune d'elles, le rapport de la longueur de Vaxe parallèle à la tangente commune à celle de l'autre axe ait une valeur donnée K ; construire le lieu dans les cas particuliers suivants :
i" Prendre P sur la bissectrice de l'un des angles formés par la normale et la tangente communes à toutes les ellipses en B.
2° Donner à K les valeurs y/3 et a.
l^École Normale, 1875.)
Prenons comme axes de coordonnées la tangente et la normale au sommet fixe; l'équation générale des coniques définies par ces éléments est
(i) ^5—. ipx — qx- ^o.
L'abscisse du centre est x\
L'ordonnée correspondante est
On doit donc avoir
L'équation des ellipses de l'énoncé est dès lors (a) y^-i-K^jc^ — a/)a^ = o,
p étant le paramètre l'arialile.
Soit P (a, g) le point par lequel on mène les normales : les pieds de ces droites sont à l'intersection des ellipses (a) et des hyperboles équilatères
On obtiendra l'équation du Heu cherché en éliminant jO entre les équations (3) et (3).
On peut écrire
(2) /^ + Yt?cc^ — ixp -^zL o,
(3) lK'a.(j.-[>)-j(a;-a)]-(7-p)i, = o.
On a donc
c'est-à-dire
lieu du troisième degré ayant pour directions asjmpto-
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(ît un point double à l'origine ; les tangentes sont
^(j- — K*^') -h 2«a^/ = o, c'est-à-dire (6) K^§3.= -2aa77-pj^ = o.
Le point double est toujours réel, etc.
(a) Dans le premier cas particulier indiqui5
l'équation du lieu devient
c'est-à-dire
Le lieu se décompose donc en une droite y — x = o et une hyperbole
(i) Dans le second cas indiqué
l'équation du lieu devient
Suivant la règle que nous nous sommes imposée, nous laissons à nos lecteurs le soin de construire cette courbe par l'application des méthodes qui leur sont fanrtiljères.
Déplacement d'une droite gui reste normale à une conique
Étant donnés deux axes rectangulaires Ox, Oy^ on mène d'' un point fixe F pris sur Ox une droite quelconque FM; par sa rencontre M avec Oy on mène une perpendiculaire MT à FM, et par F une droite FS faisant avec Ox un angle double de celui que fait FM avec cette droite : soit P le point de rencontre des droites MT, FS, On demande la loi de déplacement de la perpendiculaire à MT menée par le point P.
Cherclions d'abord les coordonnées du pointP; pour cela, formons les équations des droiles MT, FS.
Soit
OF — d.
L'équation de FM est (.) y-l{x-d)^o-,
les cooi-donnccs de M sont alors
L'équation de MT est donc
(2) (].+ld)->.+X-^-0.
Celle do FS esl
(3) /--j-^,(ît-rf)^o.
Les coordonnées de P sont données par
L'équalion de la droite PZ est donc
(5) iy + ^-^d) -l(^-l^d)^o,
(6) y — \x + 2dh. -h -lA = o.
On reconnaît, sous cette forme, l'équation de la normale
à une parabole dont l'éqaalion est
C'est la parabole lieu du point P. Son sommet est en O, son foyer en F.
(Foîr Chap.V, §11, n"8.)
2. On donne une parabole et un point situé sur l'axe ; par ce point on mène une droite mobile qui rencontre la parabole en deux points; on mène les normales en ces points et l'on demande le lieu de leur point de rencontre quand la droite mobile tourne autour du point fixe.
Rapportons la parabole à son axe et à la tangente au sommet; son équation est alors (,) y- — ipx-r.o.
Soit (a, ^) un point du plan ; les pieds des normales menées de ce poin.1 à la parabole sont sur l'hyperbole
(a) a'7-(^-p)7-pP^o-
Ce point (a, ^) appartiendra au lien étudié si parmi les cordes communes aux lieux (i) et (3) se trouve la droite mobile autour du point fixe donné.
Or l'équation générale des coniques passant à l'intersection des coniques (i) et (2) est
(3) y'' — ipx + \{xy—{i.—p)y — p{i'] — o.
Une droite quelconque passant au point donné A {x=-a, r =: o) a pour équation
Le polynôme premier membre de cette équation doit être en facteur dans l'éqiiation (3); autrement dit, le reste de la division du polynôme
X^ — ipx+l{xy — {r~p)y~p'f\
yGoosle
pav
y — l'-ix — a)
doit être idenliquemcnt nul pour que le point (a, p) appartienne au lieu.
Le dividende ordonné est
Le reste de la division est — 2px — \pp^[j.{x — a)['k{^ — -j.-\'p)^[J.{'X: — a)]. On doit donc avoir
(6) _■ ^p ^ ;..[(/; -tt)X-(.«]-t.a(X + a) ^o,
(7) \p^-i-i>.a[Up — <:i) — i>.a] = o.
Écartons l'hypothèse ij,— o de { 5) ; il reste
L'équation (6) devient aJofs
et {']) devient, de même,
L'équation du lieu s'obtient donc finalement en éliminant [A entre les équations (8) et (9).
On a ainsi
équation d'une parabole ayant pour paramètre — et même ase que la première; son sommet a pour abscisse p -+- a.
En écartant l'hypothèse [J. ^o, on n'a supprimé aucune
solution; le premier membre de l'écjvialion (6) se rédiiirail alors à ( — ■?.p).
[j.= o n'esl donc pas une solution du système.
3. Par un point A extérieur à une parabole, on mène deux tangentes à la courbe et aux points de contact, lei normales se coupant en D. Quel doit être le lieu des points A pour que celui des points D soit i" Une droite;
2" Un cercle ayant pour centre le sommet de la parabote;
3" Une hyperbole équilatère ayant pour axe transverse l'axe de la parabole et pour axe non transverse la tangente au sommet ?
Rapportons la parabole à son ase et à la tangente uu sommet
(a) Pour résoudre le problème, nous allons d'abord ehetcher à exprimer les coordonnées Ç, v] du point D en fonction des coordonnées a, p du point A,
Pour cela prenons un point quelconque (^, t)) du plan et menons les normales à la parabole; leurs pieds sont sur l'hyperbole
(o.) xy^-{p-^l)y~prr-=o-
Le point (^, -f]) sera un des points définis par l'énoncé, si parmi les coniques passant aux rencontres de (1) et (2) se trouve une conique singulière formée de la polaire du point A (a, p)ct d'une autre droite.
Or l'équation générale des coniques passant à l'intersection des coniques (i) et (2) est (3) y~ — 9.px -+- \{œy + (^ — 'c)y — p-t, ] = ;
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celle de la polaire du point A est
On obtiendra donc les relations qtii doivent exister entre a, ^, ^, 7), À, pour que les points Â et D se correspondent conformément à l'énoncé, en exprimant que le reste de la division du polynôme (3) par le polynôme (4) est identiquement nul.
Ces calculs simples effectues, on a
(ft) Soit maintenant
(7) A^l-B^-hG = o
l'équation de la droite que doit parcourir le point D ; on obtiendra l'équation du lieu correspondant du point Â en éliminant ^ et 75 entre les équations (5), (6) et (7); on a ainsi
(8) 2p(Ap - BO -H Apip - «) + C;* ^ o,
hyperbole dont les directions asymptoliques sont celle de l'axe de la parabole et celle de la perpendicidaire à la droite lieu du point D ; etc.
(c) On applique sans difliculté la marche que nous venons d'employer aux deux autres questions de l'énoncé.
4. Formules de M. Desboves. — Dans un opiiscule ayant pour titre Théorèmes et problèmes sur les normales aux coniques, M, Desboves a employé, pour la résolution d'un grand nombre de questions, des formides analogues à celles que nous venons d'obtenir pour la parabole.
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Ces formules permettent d'exprimer les coordonnées Ç, n du point N de rencontre de deux normales à tine conique à centre, en fonction des coordonnées a, ^ du point T de rencontre des tangentes à cette conique, menées par les pieds des normales.
Nous renvoyons nos lecteurs à cet opuscule pour de plus amples détails; nous nous bornerons à donner les formules de M. Desboves, formules qu'on peut obtenir en employant diverses méthodes.
Ellipse. — — ^ + T^i — 1 ^ o étant l'cqualion de l'ellipse ; ^, y, les coordonnées dn point N; a, [3 celles du point T, on a, en posant c^ ^«^ — 6'^,
Hyperbole. — -~.._ — '\-^,— i= o étant l'écjuation de l'hypei bole, on a, en posant c^ ^ «^ + i^.
Parabole. — Nous avons obtonu plus haut les formules
5. Lieu des points de rencontre des normales à l'ellipse menées aux extrémités de deux diamètres conjugués.
Rapportons l'ellipse à son centre et à ses axes; les coordonnées des extrémités A, B de deux diamètres conjugués sont
|^^«cos<p, («^-asinç,
l/^ôsm-p; ' ly= 6cos-f,
La normale au point A a pour éqnation
celle du point B
On est conduit à éliminer l'angle ç entre ces deux équations et la relation
L'équation du lieu étudié est donc
-cHa'x'-b'y')' = o c'est-à-dire
ce
Des deux pn
=„ière
s on tire ta valeur de
ÎS
sin^
on conclut
cos<
aK'c'- + b^r-
' c'(oa:-»7J'
lieu du sixième degré symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées. Cette courbe est fermée; elle présente un point quadruple à l'origine, dont les tangentes de rebroussement sont les droites
6. Lieux des points d'où partenl à une ellipse une tangente et une normale rectangulaires.
Prenons comme axes de coordonnées ceux de l'ellipse. Soient M (a, ^) un point du lieu, X le coefficient angulaire d'une normale issue de ce point ; ), est racine de l'équation aux coefficients angulaires des normales issues de M à l'ellipse; on a donc
S'il part du même point une tangente perpendiculaire à cette normale, — r- doit être racine de l'équation aux. coefficients angulaires des tangentes à l'ellipse issues de M; on a donc
L'équation du lieu du point M s'obtiendra en éliminant X entre les deux équations précédentes.
Cette élimination se partage en deux ;
i o> + 6'X'-(« + pX)' = o-,
1 <.' + 4-X'-(.+ (tt)- = o.
On
peut
écrii
■e, Cl.
ordomianl,
iV
l»'-t-aoP/,+
1 'fV
)l'+3lPX +
L'éliminanl; du second degré esl susceptible do deux formes que nous avons indiquées (Chap. I, S H) 5)- Si l'on forme l'éliminant
[BB'--2AC' — ^CÂ')^ — (B^ — 4A-C)(B'2 — /,A'C')^o,
on constate qne, pour le système (a), le premier facteur est identiquement nul ; le lieu se décompose donc en deux
(3) B^ -4AG T^o,
(3) (^.^_p3_(..^).4.4«=ps = o,
(4) „.ps_(p2_6^)(a=_«^) = o.
Le lieu (4) est l'ellipse elle-même; elle fait évidemment partie du lieu des points cherchés.
Quant au lieu (3), il n'a que deux points réels
ce sont les foyers réels de l'ellipse ; les tangentes qui partent de ces points étant les droites isotropes, les normales qui leur sont perpendiculaires sont également les droites isotropes.
Ce résultat est facile à vérifier sur l'équation { i ).
L'un des éliminants appliqué au système {b) donne l'équation du lieu effectif, symétrique par rapport aux axes, etc.
Nous laissons à nos lecteurs le soin de le construire.
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Lieu des milieux des cordes normalesà laparabole
Rapportons la parabole à son axe et à sa tangente au sommet.
Les points dont on demande le lieu sont à l'interseclion d'une normale à la courbe et du diamètre conjugué de cette droite.
Or (i) y^- — ipx-o
étant l'éqiialion de la parabole,
est celle d'une normale Cjtieleonquo ; son diamètre est
(3) -p^ly^o.
On est conduit à éliminer ï. entre les équations
-■kx+pn^^v
ce qu
1 donne
(4) f—p'i'y^^F'iy''-^ \.P)"' °'
lieu du quatrième degré qu'on peut facilement construire c résolvant l'équation par rapport à x.
CHAPITRE VII
Rappel dis bbsult.vts.
(a) Soit
l'équaiion générale des courbes du second ordre; le centre do c courbe a pour coordonnées la solution du système
(b) Si l'équation donnée renferme un paramètre -variabii^, l'équation du lieu des centres de toutes les coniques du système s'obtieni en éliminant ce paramètre entre les équations
(t) On pourra distinguer, sur le Heu obtenu, les points pro de centres d'ellipses ou d'hyperboles, de la manière suivante Les équations
Aa--H!î/+-D = 0, B^+Cy + F=o permettent d'exprimer a; et y, coordonnées des centres des co en fonction du paramèii'e variable :
BE — eu ~ BD — AE^ AG — \5' ' Toutes les valeurs de ce paramètre qui donnent S = AC — B2 < o fournissent des centres d'hypcrbnics; R. ~ Ej:. de Géom. anal.
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6 > o donne des centies J ellipse
S = o donne des centies de paiabole
Il y a heu de lemaïqupi que luisque (.es derniers sont à distance finie, il y en a une infiniti* pnur la même parabole et que, dès lors, celle-ci «e compose de deu\ dioites paiiUèles, distinctes ou confon-
1. ^ Lieu des centres des coniqties passant par quatre points fixes.
Soient
les équations de deux coniques passant respectivement pai' les quatre points donnés ; l'équation générale des coniques de l'énoncé est ,,) U + lV = o.
Le centre d'une de ces coniques est à Tin ter section des droites
(2) u'^ + iv;, = o,
(3) IJ'y-^lYy-^o.
L'équation du lieu de ces points est donc
Le lieu représenté par celte équation est une conique paiisant aux centres des deux coniques données.
du lieu obtenu.
Soient les quatre points A, A', B, B' {fig- 33). Prenons comnae axes de coordonnées les droites AA', BB'; l'équation génirale des coniques passant par ces points est, d'après ce
Le centre de cetLe conique est défini par i'iiUei'section des droites
aa' \ ah' ba )■' \a a )
L'équation du lieu cherché, oLtenue en éliminant \ entre ces équations est
aa' bb' laa' ibb' '^ ~^
Cette conique passe aux points C, D, O, contres des coniques singulières formées de droites et passant aux quatre points donnés.
Si l'on fait ^ ^ o, on trouve
Donc le licii passe au milieu du segment AA,'; il passe égalemenl par les cinq autres points cjui sont les milieux des droites passant par les quatre points donnés.
La nature du lieu des centres dépend du sig^ne du produit aa'bb'.
Si aa'bb' '^o, c'est une hyperbole.
Celte hyperbole est équilalère, si aa' — bb' ^ o; alors le quadrilatère ABA'B' est inscrlptlble.
Si aa'bb' <C a, c'est une ellipse.
On ne peut avoir une parabole comme lieu des centres, si la figure AA'BB' est un véritable quadrilatère.
3. — Distinction des centres d'ellipses et des centres d'hyperboles.
Dans le cas où la conique, lieu des centres, est une ellipse, l'équation générale ne représente que des hyperboles, puisque la condition
aa'bb' ~ y^'^'hâ'^'') ~ "4 '^ ° esl toujours remplie.
Quand le Heu des centres est une hyperbole, on distingue les points provenant des centres d'ellipses de ceux qui proviennent de centres d'hyperboles de la manière suivante :
Les coordonnées d'im centre quelconque sontfourniespar
Or:
(a) X variant de
S <;o; ]a conique du faisceau est une hyperbole.
(b) \ variant de
"X^^bâ') " ^^^p '* '^[aF^ba'J
ê >■ o ; la conique du faisceau esl une ellipse.
(c) >, variarU de
ab'
5 < o; la conique du faisceau est une hyperbole.
(a) L'abscisse et l'ordonnée du centre parlent de o et deviennent infinies; ce point décrit une partie de la branche d'hyperlïole qui passe à l'origine.
(b) Les coordonnées du centre ont des valeurs infinies au commencement et à la fin de cette série de valeurs de X; elles restent finies dans l'intervalle et ne s'annulent pas simultanément; le centre se déplace sur l'autre branche d'hyperbole.
(c) Enfin les coordonnées du centre, infinies au début, deviennent simultanément nulles à la fin; le centre se meut sur la seconde partie de la branche d'hyperbole qui passe à l'origine.
Enr
Les centres d'ellipses se trouvent sur la brandie il'iivperbole-lieu qui ne passe pas à l'origine.
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Les centres d'hyperboles se troiivcnL sur la Lranchc qui passe à ['origine.
Les points à l'infini du lieu sont les centres des paraboles du système de coniques considéré ; ces paralioles ont leurs axes parallèles aux asymptotes de l'hyperbole-lien.
4, — Lieu des centres des coniques représentées par l'équation
( I ) x^ -i- ■,?, X o^/ + ly"^ — 2 ?, a^ — 37 + ), = o,
>. étant une variable .
On distinguera sur le lieu les points provenant des centres d'ellipses de ceux qui proviennent des centres d'hyperboles ou de paraboles.
L'équation donnée peut s'écrire
forme sous laquelle on reconnaît l'équation générale des coniques passant à l'intersection de la parabole
et de l'hyperbole
[a) Le centre d'une conique quelconque du système est défini par les deux équations
On obtiendra le lieu des centres en éliminant >. entre ces équations :
L'éliminant est
Le lieu des centres est donc une byperbole dont les directions asymplotiques sont
l'ig. 3'+.
Nous construirons cette courbe en ciiercliant son centre (fis- 3<) :
2/,= a,+ ,=o; c'esl-à-dire
Si nous cherchons les points de la courbe qui sont sur les axes, on trouve, en faisant j' = o,
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Ces points sonl donc les points A, B, rencontre des asymp- LoLes avec Oœ ; l'hyperbole se réduit à ses asymptotes ; on voit d'ailieiirs facilement qne l'ét|uation de cette conique peut s'écrire
{x + i){x^hy — i) — o.
(6) Les coordonnées du centre de l'une des coniques du l'aisceau sont définies par les équations (2); on peut exprimer ces coordonnées en fonction du paramètre 1 :
Nous voyons cjue, tant que
ic a la valeur constante — i .
Si, au contraire,
X a une infinité de valeurs ; l'équalion qui donne x devient une identité.
De même, si
y a une iufmité de valeurs.
Nous avons donc, au point de vue algébrique, les résultais suivants :
,' X conserve la valeur — 1 ; quand >. := o, ^ a 1" X variant 1 ^•'^^ infinité de valeurs, de — 00 a o. i y varie de + i à — x en s'annidanl pour
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X conserve la valeur — i ; qnaHcl X ^ j , ar a
une infinité de valeurs.
2" X variant J y varie de + oo à 2; quand X ^ i, y a une
de o à 1 . \ infinité de valeurs , mais les valeurs simul-
I lanées de x et dc_7 doivent être associées
{ de telle sorte que x ~{-y = 1 .
3" X variant [ ^ conserve la valeur — 1, de I k+ca . \y varie de 2 à + 1 .
Or, si nous formons
S ::::, AC - B
dans l'équation donnée, nous obtenons
Donc :
1" X variant de — 00 à o, on a des hyperboles. La valeur X = o donne une parabole
dont le centre est à l'infini sur Oy.
2" X variant de o à i, on a des ellipses. La valeur X = 1 donne une parabole
([ui se réduit à un système de detix droites confondues
ic centre csl un point qneleonque de la droite
a;-Hy_i — o.
3" X variant de + i à + co , on a des hyperboles. Pour représenter sur la figure les résultats de cette discussion, nous dirons {Jig- 35) :
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j" Que la droite GH, dont l'équation est x +jk — i ^o est le lieu des centres de la parabole particulière correspondant à X ^ I .
2" Que la partie KE |
i y variant de + 1 à — ce , provient des centres d'hyperboles.
Fig. 35.
3° Que la partie CF <
{ y variant
provient des centres d'ellipses.
4" Que la partie CK.
f y variant de + a à -
provient des centres d'hyperboles.
Remabcue. — On peut encore, pour se rendre compte de la loi de déplacement du centre de ces coniques, opérer de la manière suivante :
Les t^quations du centre peiivenL s'écrire
la première est l'équaLion générale des droites passant au point
la seconde est l'équalion générale des parallèles à la seconde bissectrice (^g. 36).
i" X variant de — tw à o, la droite tournant autour de D prend toutes les positions intermédiaires entre DKetDO; la parallèle à la seconde bissectrice se déplace depuis la position KO jusqu'à l'infini du côté de E; leur point de rencontre se déplace snr KE, etc.
II. — Problèmes
'1. On donne deux axes rectangulaires Oa, Oy; un cercle dont le centre est sur Ox: on demande le lieu des centres des hyperboles équilatères passant aux points
communs au cercle et à l'axe des y et tangentes au cercle.
Soient ce l'abscisse du centre C du cercle, i a les ordonnées des points A, B de rencontre du cercle avec Oy. L'équation du cercle esl
L'équalioii générale des hyperboles équilatcres du plan
(2) »- -haXa;/ — j^ + 3[J.a; + 2vy + ':: = o,
on doit avoir
L'équation (a) devient
(3) a:^ + 2 A.xy-y'' ->r i\>-x + a' :^ o.
L'IiyperLole sera tangente au cercle, si une des cordes communes à ces courbes est elle-même tangente au cercle; or les points communs à l'hyperbole et au cercle sont sur la courbe auxiliaire
x^= a donne les points A, B sur Qy.
La droite
doit être tangente au cercle (i); on a donc :
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li'éqvialion des hyperboles de l'énoncé est finalement j:^ -i-2la;y —j^ -^ 2\:.x -^ a^ — o, \ et \j. étant liés par la relation
Oa obtiendra le lieu des centres de ces conicjues en éliminant X et [j, entre les éqnalions
On conclut des deux premières
On a donc comme lieu
c'est-à-dire les droites isotropes
et le cercle
dont le centre est à l'origine et qui a pour rayon AG.
â. Lieu des centres des coniques dont l'équation est
X^= -H p^r + (> - 07= - (U + R^)^ - ^Xy -1- aR^ = o;
distinguer les centres d^ellipses, d'hyperboles, etc.
(a) L'équation que nous donnons ici a été obtenue Chap. lY (§ II-4); nous supposons que la droite LL', au lieu d'être fixe, soit mobile en restant parallèle à O^'; d^ >, doWent donc un paramètre variable (Jcg. 3^).
r" PAIITEE. — GlîOMHTRIE K DEUX I
Les équations du cenLre sont
(2) p^4-3().-0/-r^l = La première peut s'écrire
(3) py-n'- + l{2-T-x) =
elle montre que la droite qu'elle représente passe au point fixe
j^7~Il= = o, polaire de B,
La seconde s'éerit de même celle droite passe au point fixe
LF']
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Le coefficient angulaire de (i) est d'ailleurs
celui de (2)
on a donc entre m et m' la relation liomograpliiqut
Le lieu des centres sera donc toujours une hyperbole équilalère passant en F et F'.
L'équation cartésienne de celte hyperbole, obtenue en éliminant X entre les équations (3) et (4), est
(py-
elle
passe ans points
PJ-H'
Nous verrons plus tard que la conique est ainsi complètement déterminée et qu'on peut la construire géométriquement.
(b) Pour faire la distinction des centres provenant de coniques de nature différente, nous allons employer une méthode indiquée au § 1 (p. 170, — Rem.) et qui consiste à se servir du mode même de génération du lieu des centres.
Soient F, F' les points fixes précédemment définis; les coefficients angulaires des droites FX, F'Y dont l'intersection décrit le lieu des centres sont
[FX] ,n=-f.
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Or la caractéristique de l'équation donnée, est ou
les longueurs ).', X" Jes racines de celte équa
- construites
à l'échelle de la figure, s'obtienuent facilement; on décril UQe circonférence sur a comme diamètre ; on joint
X' est négative, X" positive {_fig- 38).
X variant de — x à X', la conique donnée est une ellipse, FX se meut depuis la position FX| jusqu'à la position FX^
ayant pour coefficient angulaire
,_ — ^X' _-^qF'D "^ — p — AÏ*
F'Y [lart Je la position l'^'V,, rencontrant FX, en II et arrive à la position F'Y;, dont le coefficient angulaire est
par suite même de son origine; ta branche d'hyperbole éqmialère allant du point H à l'infini, dans la direcliou FX», provient des centres d'ellipses.
On continue sans difficulté la même discussion; la seconde partie de la branche passant en H provient des autres fUipses du système.
L'autre branche tout entière provient des centres d'iivpcvboles.
On donne Véquation
n'y-— b'^x- -+-«'/'- ^^o' crune hyperbole, et celle cVune droite
passant au centre de l'hyperbole.
1° Former l'équation générale des coniques gui passent par les points réels ou imaginaires communs à l'hyperbole et à la droite donnée et qui déplus sont tangentes à l'hyperbole en celui de ses sommets situé sur la région positive de Ox;
s** Trouver le lieu des centres de ces coniques, ~ Discussion.
[École Centrale; juillet 1884. {Énoncé partiel.)\
Pour écrire l'équation demandée, il suffit de remarquer que la conique particulière formée par la droite
n — Ex. de Geom. anal, 15
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et la tangente au sommet désigné répondent à l'énoncé ; elle rencontre la première en quatre points, l'équation générale demandée est donc
(i) a-y^ — b^x--h a-b^-h ).(y ~ kx){œ — a)-= o;
on peut écrire
( 2 ) {b--hkl)x- — Xxy—a-y-' — ak'kx -^a'ky - - a'-b- = o. La caractéristique est
et l'on voit facilement que la discussion de cette lonclion comporte trois cas :
la droite y — kx ^= o ne rencontre pas la coin-be en des points réels, les racines en X sont réelles; la conique (a) est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant la valeur de /..
la droite donnée coïncide avec une des asymptotes de l'iiyperbole; sauf deux paraboles singulières,
{ay — bj;-hab)^ — 0,
{ay + ba; — ab)-^o,
ic système (a) ne
: renferme que des hyperboles.
la droite y^/cx=:o coupe la courbe en des points réels, la conique (2) est toujours une hyperbole.
L'équation du lieu des centres s'obtiendra en éliminant a
entre les équaiions
(3) a{P ^ kl)!C - \y — a/.-'k - o,
C'est une conique dont l'équation est
( 5 ) i-a7^ — a ff^ kxy ■+■ a'^y- — ab'^œ -^-a'ky r= o.
Nous n'ayons à distinguer les centres des diverses espèces de coriqucs que dans le cas («) de la discussion précédente.
(a) a'-!fi-b-->o;
le lieu des centres est une hyperbole, qui, sans nous arrêicr aux autres points, passe au point
-ka.
rencoiHre de la tangente au sommet de l'iiypcrbole donnée et de la droiie y — kx = o.
Les équations (3) et (4)i résolues par rapport au;; coordonnées du centre mobile, donnent
Appelons >,', '/," les racines du dénominateur.
(b) \ variant de — ooà V; la conique {2) est une hyperbole.
X varie de a à l'infini y varie de ka à l'infini.
(c) \ variant de)/ à),", la conique est une ellipse déformée en parabole an commencement et à la fin de l'intervalle.
X &iy varient de zt oo à ip œ .
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(d) avariant de X" à -i-so ia conicjue (2) est une hyperbole.
X varie de ± co à «
y varie de ± 00 à ka.
Les centres des hyperboles du système (a) sont donc sur la tranche de l'hyperbole (5), qui passe au point x-^=^a^ yz=ka préccdemmcnt défuii .
DIAMÈTRES CONJUGUÉS
(a) On appelle diamèlre dans une courbe du second ordre le lieu des milieux des cordes parallèles à une direction donnée.
Ce lieu est uae droite; el, F(ic, j) = o étant l'équation de la conique, le diamètre des cordes de direction m a pour équation
(ô) Ce diamètre est la polaire du point rejeté à riurini, dans la direction ayant pour coefficient angulaire m.
(c) On appelle diamètres conjugués, dans tes coniques, deux diamètres tels que chacun d'eus est le lieu géométrique des milieu des cordes parallèles à l'aune.
(d) L'équation générale des courbes du second ordre étant
Aa!2 ^_2Bay-t-CjS-i- . . , = o,
la relation entre les coefficients angulaires de dcus diamètres conjugués est
Cmm' + B(m-Hnî')-HA = o.
(e) Le lieu géométrique du milieu de la partie d'une sécante mobile, limitée à une conique, s'obtiendra en éliminant le paramètre variable entre l'équation de la sécante et celle de son diamètre conjugué par rapport à la conique.
Définition. — Les droites joignant nn point d'une conique aux extrémités d'un même diamètre, portent le nom de cordes supplémentaires et sont parallèles à un système de diamètres conjugués.
■1. Par un point (Tune conique on mène des parallèles à un système de diamètres conjugués d'une autre conique : démontrer que la corde déterminée par ces droites passe par un point fixe.
Prenons comme :
; de coordonnées la normale
lang-eiile à k conique au point douué; l'cqualiou de ccUc courbe est alors
([) ax^-^ 2 6a;/ + c/^+ a dx^Q.
SoienI
l'éciuation de la seconde conique et
I équalion d'une sécanle quelconque.
Cette sécanïe sera iine des cordes de l'énoncé, si les droites OM, OM' joignant l'origine à ses points de rencontre avec la conique ( i ) sont parallèles à un système de diamètres conjugués de la coniqne (2).
Or les droites OM, OM' ont pour équation
ax- •+■ 2 bxy -+- cy- -\- 2 dx ( ux -\- vy) ^= o, {a ■+- 2 du) œ^ + 9. {b-h dç) xy + cy- — 0.
On doit avoir entre leurs coefficients angulaires m. m' la relation
(3) Cmm' + -Q {m ^ m'-) ^Kzzro.
Or
^dç
dès lors u et v sont liés par la relotion
(4) C ° + "'" -,B-^-±iJ!-'-l-A = o, c'est-à-dire
(5) 2C^/« — 2B(^c-i-A.c — 2Bi + C« — o,
Cette relation du premier degré montre que MM' passe par le point fixe dont les coordonnées sont _ —^.Q.d
■^'- Ac~2Bi-4-G«'
2b*-i-Ca
{Fo/rChap. IL§II.)
2. Unpoint P se meut sur une droite D, située dans ie plan d'une conique C; par chaque point P on mène (a
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sécante à la conique C ayant son milieu en ce point : trouver la loi de déplacement de cette droite.
Plaçons l'origine à l'un des sommets de la conique fixe et prenons comme ases de cooïdonnées la normale et la tangente en ce point.
L'érjiiation de la conique est
(i) f'~-y.pcc — qx'-^o.
Soit
{■>.) A,« + Bj-hC = o
l'équation de la droite fisc D.
Soit M (a, ^) un point quelconque de la droite D ; la droite de l'énoncé qui passe par ce point est la parallèle au diamètre conjugué de !a droite joignant le point M au centre de la conique G.
Ce centre U a pour coordonnées
Le coefiîeient angulaire de MQ est donc
Les coefficients angulaires des diamètres conjugui conique ( i ) sont liés par la relation
On a donc (5, ™. = îi±i?.
1^'équatlon de la droite de l'énoncé est
c'est-ù-dire
(q-i.-^lj)^r — f,y^f—-j.{q%^p) — o.
ou enfin (7) ^-'■-\-p_ .^ fl______, ^ . ^
Posons
On nblieridra la relaùon à éLablir entre u et ç en élîminanl a, g entre les équations (2), (8) 01(9) qui deviennent
(2) Aa+Bfi +C = o,
(10) uf^(ju->?-{pa + q)^.-p~o,
L'élimination donne finalement
La droite mobile est donc soumise à une double loi de déplacement :
1" c =; o, translation parallèle à Oy ; 2" cnvcloiipe d'une conique.
li, - r;x. de Géom. iinaL, I. i5*
l PEDX DIMENSIONS.
1. Une di'oiie roule sur une circonférence, on demande le lieu du milieu M de la partie intercepte sur cette droite par une conique du plan.
Je prends comme ases de coordonnées deux droites rcctangnlaires passant au centre du cercle; soit alors
l'équalion de la conique donnée.
Le point M dont on demande le lieu est à l'iiiterscclion de la tangente mobile
(,) j;cos? + /sin...-a = o.
(ç étant le paramètre variable) avec Se diamètre conjugué de la direction de cette droite par rapport à la conique ([). L'équation de ce diamètre s'écrit
(3) siii!p/'„ — cos^/;. = u.
On obtiendra l'équation du lieu du point M en éliminant s entre les équations (a), (3) et la relation
On obtient
cosu sin-j R
L'équation cliercliée est donc
HH/'i +/;^} ~ {^f: + yf\ y- ---^ o,
Gc lieu du quatrième degrc, qui a toujours comme dircc-
lions asjniplotiqties doubles celles de la conique (i ), devient un limaçon de Pascal dans le cas particulier où la conique ( i ) est une circonférence.
2, Application. — Lieu des milieux des portions de tangentes à un cercle comprises entre deux diamètres rectangulaires de ce cercle.
Prenons comme axes de coordonnées les diamètres donnés.
L'équation du cercle est
Les points dont on cherche le lieu géométrique sont à l'intersection d'une tangente quelconque avec le diamètre conjugué de sa direction par rapport à la conique évanouissante i'ormée par les axes de coordonnées et dont l'équation esl (,!) xy=o.
L'équation d'une tangente quelconque au cercle est (3) a^cos<p+7sin^ — R^o.
Celle de son diamètre conjugué par rapport à la conique i'i)
L'équation du lieu s'obtiendra en éliminaul le paramètre 9 entre les équations (3), (4) et l'équation
cos'«-t-sin^a — i;=o.
Il vient , cosip sina ^ R
Ce licti est du quatrième degré; il est svniétriquc par rapport aux deux axes de coordonnées, son équation ne renfermant que des termes de degré pair; il a un point isolé à l'origine où les tangentes sont les droites isotropes.
On peiiL conslruirc cette courbe en remarquant f|ue l'équ; lion (6), résolue par rapport à y, donne
X ne peut varier que de
Les droites limites parallèles à Oj sont des asymptotes
quand a: est infini, y-^~j-, ce qui donne les asymptotes
parallèles à Ow.
Les points communs au lieu et au cercle
sont sur les hyperboles
aa?/ — R^ = o, aa:/ + R^:^o,
qui sont tangentes au cercle à ses rencontres avec les bissectrices des axes.
Le lieu est tangent a» cercle en ces points, li présente donc la forme de Idijïg. 4o-
Solution géométrique. — On peut établir par des considérations géométriques les résultats qui précèdent.
(a) Le lieu est évidemment symétrique par rapport aux diamètres pris comme axes.
(fo) Les droites isotropes issues du centre du cercle sont
Fis. ^1'.
les asymptoles rlc ce cercle, c'est-à-dire des tangentes : iu milieu de la partie interceptée par les axes qui ne les rencontrent qu'à l'origine est ce point lui-même. — C'est d'ailleurs tm point isolé, car les asymptotes du cercle ne font pas partie de la série continue des tangentes.
(c) Soient P un point quelconque du cercle, PS la tangente en ce point, M le point du lieu étudié; menons Oï parallèle à PS : les quatre droites Ox, 0/, OM, OT forment un faisceaii harmonique
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Donc, quand OT s'approche de Oy, OM s'en approche également, le point M s'éloigne indéfiniment sur la tangente
mobile; mais sa distance à Oy tend vers ~, abscisse de
l'asymptote.
Quand Oï s'approche de la seconde bissectrice, OM s'approche de la première; le point A fait partie du lieu.
Soit P un point infiniment voisin de A; prenons l'angle POA = s comme infiniment petit principal, l'angle des tangentes au cercle en P et A est t; ML est un infiniment petit du premier ordre ; de plus,
MK = MLsiii;,
donc MK est un infiniment petit du second ordre el /VB est la tangente au lien étudié au point A,
S. On donne une conique ayant pour équation
y^ ^^ ■îpx -\- qx-
et une droite fixe de son plan.
De chaque point de cette droite on mène les tangentes à la conique : on demande le lieu du milieu de la portion de la corde des contacts limitée à cette conique.
Le point dont on demande le lieu est à l'intersection de la polaire du point mobile avec le diamètre conjngué de la direction do celte polaire.
Soit (I) A^-B/ + C = o
l'équation de la droite donnée.
Un point «, ^ de cette droite satisfait à l'équallon
et a pour polaire
(3) Urj.^p)a,-<^j-^p-^-^o.
Le coefficlenL angulaire de cetLo droite est
Le diamètre conjugué de la polaire est donc.
L'équalion du lieu cherché s'obtiendra en éliminant les paramètres a, ^ entre les étjuations
(2) Aa-HBp + C=^o,
(3) {<,a: -I- /J) Ci — 7 ;i -Y^ pj; = o,
(5) çr« -('?« + /■')? -'-/■',?' — o.
On obtient ainsi
(6) kpiqx'^y'-^pw) — lî/'V H- C {'/y'- -{qx -\- pf] — o,
équation d'une conique.
En désignani par U, V, AV les coefficients de A, B, C, on voit qne l'équation (G) est de la forme
X, [j. désignant les deux, paramètres variables dont dépend la position de la droite donnée ( i ),
Cette équation se ramène l'acllemenî, à la l'orme étudiée au Chapitre IV
et peut être discutée complètement par la méthode iiidi(|uée.
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En écrivant l'cqualion de la droite (i
T-, - deviennent les coordonnées du point mobile \( de la
discussion générale.
On peut déduire de la loi de déplacement de ce point celle de la droite (i); celle-ci s'obtient par une construction géométricpie simple.
Quant le point M se meut sur la caractéristique F de la discussion générale, la droite { i ) enveloppe une conique.
Dans le cas particulier où la conique donnée est une parabole,
g—o, l'équation (6) devient
(7) Mp^—y^) — ^P7 — Cp ^ o-
Le lieu est donc aussi une parabole, quelle c|ue soit la position de !a droite donnée.
Solution géométrique. — Les points du lieu étudié sont définis par l'intersection de deux droites tournant autour de deux points fixes :
1" La polaire du point mobile qui loiirae autoiir du pôle de la droite donnée;
2" Le diamètre conjugué de la direction de cette polaire qui tourne autour du centre (ixe de la conique donnée; ces droites se correspondent homographiquement.
En effet :
1" A une position du point mobile correspond une polaire unique de ce point; cette polaire a un diamètre conjugué unique;
1" A une droite arbitraire menée par le centre de îa conique correspond une direction unique du diamètre cou-
jugué de sa direction ; la parallèle à cette droite menée par le pôle de la droite fise a une position unique.
Le déplacement de ces droites est donc homographique :
le lieu de leur point de rencontre est une conique passant au
pôle de la droite fixe et au centre de la conique donnée, etc.
Toute la disciission exposée au Chapitre IV peut être
refaite ici.
Â: Par les points communs à l'ellipse a^y^ + b'^a:'' — a^b^ ^^ o et à l'hyperbole passant aux pieds des normales menées (Sun point P (œ, ^) à cette ellipse
c^xy -f- fc« p a^ — a^ a/ = o,
dans laquelle c^ = a' — Ô^, on fait passer une infinité de coniques. Dans chacune d'elles on mène le diamètre conjugué de la direction OP et l'on projette Vorigine sur ci diamètre : trouver le lieu de cette projection.
[École Centrale, août 1881. {Éi
loncé pai-CieL]
L'équation générale des coniques passant î
i rinlersectioE
des lieux
(0 aY- + b-^'-^'l>'--o,
(^) c-X,' + ft^^^-a^=.j = o,
est
La droite OP a pour coerficient angulaire
Cl) "'-=;•
Le diamètre conjugué de cette direction, dont l'cquatio symbolique est
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a pour équation
(5) ^(b^-œ^lcy + lb^^)-i-f.{ay-^lc^-^x:~la'^)=o.
Celte droite passe par un point fise F, intersection des droites
«■> iM + .j-.p-o.
La projetante de l'origine, qui reste perpendiculaire à la droite (5) et tourne autour d'un point fixe, donne comme lieu géométrique de ses rencontres avec celte droite (5), la circonférence décrite sur la droite OF des points fixes comme diamètre.
On peut opérer de deux façons :
[a) Construire graphiquement les droites (6), ce qui ne présente aucune difficulté; on a ainsi les extrémités du diamètre : O, F.
(b) Tirer des équations (6) les coordonnées du point F, par lequel passent tous les diamètres ; on aura ainsi le centre et le rayon du cercle.
On vérifierait ces résultats en éliminant \ entre les équations (.)) et (7), projetante de l'origine sur (5),
Le lieu obtenu est un cercle qui passe par les trois points O, F, R : l'angle en R est droit; OF est donc diamètre.
AXES. — SOMMETS
ique aom les diamèti-es conjugués rectaii-
(a) Les ascs d'u gulaires.
Il existe un seul sjstûme d'axes.
Soii
F(j;, /) = Aa^î H- 'îBxj -\- Cj' -H . . , =0
l'équation d'une conique; l'équation du système de ses axes
F^., Fy désignant les dcmi-dénvées de la fonction F (3:,j).
: (b) L'équation aux coefficients angulaires des axes d'une représentée par l'équation générale est , C -A
(c) Deus coniques ont mcme direction d'ases quand
(d) Dans le cas où la conique est une parabole, l'équation de
AF'a, + RF;. = 0.
(e) Si l'équation de la parabole est de la forme
- a^)' h a <fc -:- 3 e/ ^/ = o,
yGoosle
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on obtient l'équaiion de l'axe en écrivant
(^-oi-l l)"+»(<i-K.l)s, + f.,(«-À)/ -!/-»• = .. et en déterminant X, de façon à ce que la droile
soit perpendiculaire à
7- »* = <*■ Ce procédi! a l'avantage de donner, en même temps que l'équation de l'axe, celle de la tangente au sommet et, par conséquent, le paramètre de la parabole.
Décomposition de l'équation des axes
Soll
l'éqiiation d'une conique; désignons par X, Y les demi-clérivées F^, F^ de la fonclion premier membre.
L'équaiion des axes de cette conique est
(2) B(X^ — y^) + (C — A)XYl=o; 011 peut récrire
(3) BX^ + (C-- A)Y.X— BY^ — o.
SîB^o, on multiplie par B et on complète îe carré commencé par les deux premiers termes. Il vient
Le premier membre de cette équation se décomposera en un produit de deux facteurs linéaires dont les coefficients seront fonctions rationnelles de ceux de l'équation de la conique, si
est carré parfait.
Dans ce cas, on poiirra séparer les axes de la conique sans introduire d'irrationnelles; nous verrons quel parti on tire de ce résultat dans la recherche des lieux de sommets.
Considérons les coniques représentées par l'équation générale étudiée au Chapitre IV,
(1) X^^-h2Za;y + Yj^-i- . . . = o,
et proposons-nous de chercher dans quelles conditions les axes de ces coniques pourront être séparés.
La fonction des coefficients
4B-+(C — A)S qui est ici
doit être un carré parfait.
Or F (a, 3) est un polynôme du second degré qu'on peut rendre homogène par l'adjonction d'une variable ■/.
Ce polynôme F (a, |3, y) sera carré parfait, si les trois dérivées sont proportionnelles.
Nous distinguerons deirx cas :
(a) Soit
A.k5 4- A' P^ + A"f -h 2 B^ï -H 2 B'-xv -H a B"a?
le polynôme F (a, fl) explicité.
SiA^o, on doit avoir
B" — AA" ^ 0, B"^ — AA' = o , B'B" — AB ~ o.
(It) Si A=; o, ces conditions deviennent
Donc, si l'on s'est donné à volonté un côté X ^ o du trian de référence, et la direction de l'un des deux autres,
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pourra déterminer la position de ce second côté ainsi que le troisième, de telle sorte que les axes de la conique représentés par l'équation ( 1 ) puissent être séparés.
Exemple numérique, — Les axes de toutes les coniques représentés par l'éqnation (1) Xa.ï + 6a.7 + (X + 8)7'-i-3;^^ + 2v7 + -!:^o
peuvent être séparés.
On a
L'équation quadratique des axes peiii s'écrire
Les axes sont donc
(ai) Les sommets d'uae conique sont les points de rencontre de la conrbe et de ses axes de symétrie.
(b) En ces points, la tangente à la courbe est perpendiculaire à
(c) On obtiendra le lieu des sommets d'une série de coniques dont l'équation renferme un paramètre variable, en éliminant ce paramètre entre l'équation des coniques et celle de leurs axes.
(d) Quand celte dernière équation sera dëcompo sable en un produit de facteurs linéaires, dont les coefficients sont de s fonctions rationnelles du paramètre, on pourra séparer en deux parties le lieu
(e) Ce fait se produit en particulier quand, dans Téquatioi coniques, on a B = o ou A -- G =v o.
{/) Si le faisceau de coniques renferme des cercles, ceus-ci fonl partie du lieu; on devra les chercher directement dans rcqualioii générale.
Lieu des sommets des coniques représentées par l'équation
a;* — i\xy -]- y'' — ^\x -— o.
Le lieu des sommets de ces coniques s'obtiendra en éliminant le paramétre X entre les équations
sfl — iXicy -\- y'^ — a).^ ^ o,
i[(a;-ij--»r--(j--x«)']=o.
La seconde se décompose en trois fadeurs ; nous aurons donc trois parties distinctes du lieu
' ' jX = o;
(«•-aJ«j+j.-,Xx = o, {a: +y — \{x -^y + i) =o:
Le système («) donne
c'est le cercle de rayon nul, qui fait partie du faisceau . Le système (&) peut s'écrire
x'- -\- y- — ^{xy -^ x)X-o, (a:- 4-7) — (^ + y + i) i -^ o ; l'éliminant est
(■^-i-j)(^— J-)- — ■^- -2xy^y-^.o.
Lieu du Lroisième degré ayant un point double à l'origine,
droites rectangulaires dont les coefficients angulaires sont
La courLe a une branche parabolique dans la direction de la première bissectrice et une branche hyperbolique parallèle à la seconde bissectrice.
Elle peut être construite facilement en tou.pn.nt par une droite passant an point double
on conclut
ti + X)(,-X)='
La discussion de ces fonctions ne présente pas de difficnltés.
On opérerait de même pour le lieu (c).
2. Lieu des sommets des coniques dont l'équation est (i) x^ + \y^ — aX j; — 2^ = 0.
_i' équation du système des axes est
{■i) (,->,)(.c-X)(Xj-t) = o.
Le lieu des sommets se compose donc de trois parties :
^^ly^^^la;^
-^ly^—^lx-
r'. + \y-^-.^lco-
(a) Si î, ^i^ [ , la conique, devient un cercle
dont tous les points font partie du lieu des sommets.
(b) Cette partie du lieu a pour équation
Cette courbe est asymptote à la droite s^ o; elle a une
branche parabolique dans la direction de l'axe des x et elle est tangente à l'origine à l'ase des ir. Sa construction peut s'effectuer en résolvant par rapport à l'une des variables. D'ailleurs .ï^ ne peut varier que de — i à + ^ ; >■ ne peut varier
que
de -
à o et de -
i + = ■ On a la courbe
senlée ^g. 4^. {Voir p. ao^.)
■epre-
3. Lieu des sommets des hyperboles équilatères ayant même centre et unpoint commun.
Prenons comme origine le centre fixe et, pour axe des a:, la droite qui joint le centre au point commun à toutes les lijperboles, soit a l'abscisse de ce point.
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Uéqiiatîon générale des hyperboles équilatères ayant leur centre à l'origine est
(i) 'k{x-'—y~-)-\-'i'f.xy-\--i^^o.
Ces coniques devant passer au point A, on a
l'éqiiallon générale devient
\(x'' —y-) ■'r-i'^xy — la^— o.
Nous pouvons diviser par X, non nul, et écrire
( a ) w^—y'-^'^^xy — «^ ^ o.
L'hypothèse >. ^ o donnerait la conicpe particulière
xy-o
qui satisfait analytiquemenl aux conditions imposées; son sommet est à l'origine : ce point fait donc partie du Heu.
Le Heu des sommets des coniques représentées par celte équation s'obtiendra en éliminant le paramètre 6 enti'e cette équation et celle des bissectrices des asymptotes, qui sont les ases de la conique
ixyfi—o.
I —-ixy + ix'- -/^jS =0.
Le lieu a pour équation
c'est-à-dire
(^'+y'y-a'-{j,'--f)'- C'esl une lemniscate.
Par les points communs aux courbes
(a) c^xy-\- b-px —-a^a-f ^=0,
ûii peut faire passer deux paraboles; trouver le lieu du sommet de ces paraboles quand le point P (a,^) se meut sur une droite de coefficient angulaire m. issue de l'origine.
Examiner les cas suivants
[École Centrale, août 1881. (Énoncé Partiel.) \
L'équation générale des coniques passant aux poinls communs aux coniques ( i } et ( 2 ) est
( 3) b'-x' + 2 1 c^xy + «2 js -\- -ilib^pw — a^a.f>— a'b- ^ o. Ce sera une parabole si l'on a
11 j a donc deux valeurs de X fournissant les paraboles
(4) («x+6^)=+ ^^^{b'-px - a'r^j)- a'b^---o,
(5) iay - bxY - ~(b'px - a'^y) -a'b'=. o.
(a) Pour définir le sommet des paraboles (4) nous allons chercher l'équation de l'axe de ces courbes.
On peut mettre un diamclrc quelconque en évidence en écrivant, dans la première,
(ay -i- bx -^ [i.y -^ 1 I — ^ — b]j.\x
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Ce diamètre sera l'axe, s'il est perpendiculaire à la tangente correspond anle, c'est-à-dire si l'on a
L'équation de l'axe des paraboles (4) est donc
Les équations (4) et (6) déterminent le sommet de la parabole.
Quand le point P se meut sur la droite donnée, ses coordonnées a, ^ satisfont à l'équation
On obtiendra donc le lieu des sommets des paraboles représentées par l'équation (4) en éliminant a et ^ entre les équations
(6) aj-^bx f- — " ~
(4) («/ i- h^y-^~^{b^?Jr - ci?-j.y)-a^lj^ ^ o.
On remplace g par ma dans les équations (6) et (4) et l'éliminant du premier degré donne
(8) [{ay-~bxy^^a'b']{a'~hhn)
— 2{a^ + b'-){aj+bx)(ay—b^m^) = o,
équation d'une conique ajatit son centre à l'origine ; le faisceau des directions asymptotiqucs s'écrit
{ay ^ ba:)[{ay + bx)- ^ia'^ + b~-)(a^y - b^mx)]-^o.
La conique est donc une hyperbole en général ; c'est une
Iijperboic éqiiilatère si l'on a
L'éljualion (8) donne alors
l'hyperbole se réduit à ses asymptotes.
La conique représentée par l'équatlori (S) est une parabole quand le faisceau asymptotlque se compose d'une droite double; il faut pour cela
la parabole correspondante est
(10) iay-^bxY + a'b-'Tr-.o,
deux droites parallèles imaginaires,
(6) L'équation de l'axe des paraboles (d) obtenue par la méthode que nous venons d'employer est
(11) ay — b.x^at- '—
en opérant comme nous venons de le faire on arriverait à (I.) [{ay-b^.y^aW^]{a' + b'm)
— 2(a^ -h &')(«/— bx){a*y — b^mx) = c
équation du lieu des sommets des paraboles {5),
On a encore une hyperbole ayant son centre à l'origine. Cette hyperbole est équilatère lorsque
et la conique se réduit à ses asymptotes
ay ■-■ bx =^0, by + ax ^= o.
La conique (ip. ) devient une parabole lorsque
m — - , son équation est alors
on a encore deux droites parallèles imaginaires,
Méthode à, employer
Dans l'équation d'un lieu de sommets, les équations qu'on emploie,
B{X''-Y'-) + {C — A)XY=o,
sont du second degré par rapport aux coordonnées a:,y des points considérés.
Ces équations permettent d'exprimer les coordonnées des sommets en fonction des coefficients de F (x^y) et, par conséquent, du paramètre variable qu'ils renferment.
Toutes les valeurs de ce paramètre qui donnent des ellipses donnent les coordonnées des sommets de ces courbes; il en est de même pour les hyperboles et les paraboles; il est à remarquer que ces derniers points sont en nombre fini.
Ceux d'entre eux qui sont à distance finie séparent les sommets d'ellipses des sommets d'hyperboles.
Une discussion analogue à celle que nous avons faite pour la distinction des centres devra donc être faite pour résoudre les questions de ce genre.
En général, les expressions des coordonnées, en fonction du paramètre variable sont compliquées d'irrationnelles ; la solution de ces questions est donc laborieuse.
Mais ce problème devient simple chaque fois que les axes
peuvent être séparés. Nous avons donné plus haut la marche à suivre pour former des équations de coniques remplissant ces conditions, ( Voir la Note placée à la fin du volume).
Application
Re[jrenons les équations du système (&) (p. aoo, /îg. .ta) œ^ -h 'ky^ — aXa; — 'Ay ^o,
^-- Xr=o.
On conclut :
(a) Or, X variant de ■ — ■ i à. o, la conique est une hyperbole.
X varie de — i à o, J
y a deuK valeurs négatives : i branche AÏJO.
Tune devient nulle, l'autre infinie |
ib') X^o donne la parabole
x^—-iy~-o
un sommet est en O, l'autre à l'infini, sur Qy.
(c) X variant de o à h- oo , la conique est une ellipse; les sommets d'ellipse décrivent les branches DO, GFE.
(d) \ infini donne la parabole
son sommet est en O, à dislance finie, l'autre est en Ox.
ENVELOPPES
(tt) Toute équation /(a;,^,l) = o qui renferme un paramiilre variable représente un système de courbes; deus courbes du système correspondant à des valeurs infiniment voisines du paramètre variable sont dites elles-mêmes infiniment v
(6) Les points
t défini
à deux courbes du système, infiniment ■bes dont les équa-
s le lieu des
(c) On appelle enveloppe d'un système de ■ points communs à chaque courbe du système av
((/) L'équation àeVenveloppe d'un système donné/(ir,j. À) = s'obtient en éliminant le paramètre ), entre les è<[uations
nt commun à l'enveloppe et à uiic envdoppi e i entre les équations
suffisante pour que l'équation
(e) fin chaque p<
ces courbes sont ta
(/) L'éliminant i
dans laquelle on considère X comme variable, ait une racioe double, on pourra écrire immédiaiemeni l'équation de l'enveloppe du système chaque fois qu'on connaîtra cette condition.
Exemple : Soit une équation de courbes
f(x,y, l) = XXs -H Zl + Y = o, X, y, Z étant fonctions de x et de/.
e.^^t l'équatic X, Y, Z sont
m de l'e linéaires.
nveloppe; c'est une coniqi
Exemple :
Soit une
autre équation de courbes
v,j, >.) = X! + XX-i-Y-.
L'équatior
1 de l'en^
'Cloppe est
(g) Si l'équation mètres X, [i, liés par
d'un système de courbes r
ou obtiendr trois équatii
ons
A _ il
Rbmaroue. — Chaque fois qu'une droite se déplace en roulant sur une conique, il existe une relation du second degré entre les coefâcients de son équation, ainsi que nous l'avons démontré au Chap. V (§ II).
Cette relation ou équation tangentielle nous renseignera donc, à sa seule inspection, sur certains caractères de la conique enveloppée. A. la rigueur, nous pourrions nous contenter de cette indication qui abrège le problème de moitié et permet de démontrer toutes les propriétés du lieu sans avoir recours à l'équation cartésienne.
Mais, dans ce qui va suivre, nous compléterons dans chaqui: H. — Ex. de Geom. anal. 14
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exemple de ce genre les indications fournies par l'équation tangenlielle, pour la recherche de l'équation caiiésienne, basée sur la théorie des enveloppes.
1. Enveloppe des droites telles que le produit de leurs distances à deux points fixes ait une valeur constante.
Prenons comme axes de coordonnées la droite FF' des [joints fixes et la perpendiculaire à cette droite en son milieu , Soit
OF ::-:: OF' = C
(I) ux-'^vy-'r-i^o
t'équation de la droite mobile.
La distance du point F à cette droite est
Cellu
du
poin
même droite est
- cn-{ ï — ^,
On.
ar h,
pothèse,
dd'--p';
donc il
doivt
■ni saLisf:
aire à récjnation
ou
c'est-à (6)
-di
le
équation tangentielle d'une conique ayant son centre à l'origine.
yGoosle
Nous obtiendrons i'ét^uation de l'enveloppe de h dioile ( i :n éliminant m, c, u'„ entre les équations
il''
II
On
oblient
ainsi
droite
s imaginaire. :
issuei
ideO,
et
ellipse ayant F et F' comme foyers.
Les droites (9) sont les asymptotes de l'ellipse; ces droites ont (in seul point réel : le centre de l'ellipse. L'origine est donc un point du lieu isolé, parce que les asymptotes de l'ellipse ne font pas partie de ta série continue des tangentes.
2. Enveloppa de la corde d'une conique vue du foyer de cette conique sous un angle droit.
Rapportons la dant; si
eoni
qne
son foyer et à V
axe
corr
est l'équation de
la d
irec
tri(
:e, colle de la conique
est
,'{x~ar- = «.
c'est-à-dire
+ 2s'<ia)-s'o-- =
Soit
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l'équation d'une corde quelconque; celle du faisceau des droites joignant l'origine aus. poinls de rencontre de la conique et de cette droite est
Ces droites seront rectangulaires, si l'on a entre les coefficients de leur équation la relation
c'est-à-dire si la droite ux -\- vj ^ i --- o est mobile suivant la loi
cquation tangentielle d'une conique ayant un foyer à l'origine, son centre sur Ox, etc.
L'équation cartésienne s'obtiendra en él entre les cqnations
On conclut
On a donc, en portant dans (7),
-{^-t'')aHx'-+y^r- = .,,
yGoosle
La seconde équation peut s'écrire
c'est-à-dire ou enfin
La cofiicjue-enveloppe a donc, outre les propriétés reconnues sur l'équation tangenlielle, même directrice cjue la conique donnée.
Quant aux droites isotropes, clîcs sont des cordes à la conique, perpendiculaires sur elles-mêmes au point de vue analytique; l'origine, leur seul point réel, fait partie de S'enveloppe.
Il est d'ailleurs à remarquer que, si l'on assujettit l'angle sous lequel on voit la corde à conserver une valeur constante, cette corde roule sur une courbe du qiiatrième ordre ; cette courbe se décompose en deux : les droites isotropes et une conique réelle quand l'angle constant devient droit.
3. Une conique et une droite fixes étant données, on projette chaque point de la droite sur la polaire de ce point : enveloppe de la projetante.
Rapportons la conique à la norinale et la tangente à l'un do ses sommets, on a pour équation
La polaii
■e du point a, % éti
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ia projetante du pôle sur celte droite est
On a de jilus entre a, g la relation
(4) Âa + B^ + C = o,
qui exprime que ce point se trouve sur la droite donnée.
On obtiendra l'enveloppe de la droite (3) en éliminant a, p, ^^ entre les éqiiations
(4) Act-hef'-^-G = o, et leurs dérivées par rapport à a
Ces équations développées s'écrivent successivement, aprè*; simplification,
(3) ap (</ + i) --gfy. -+- ip - X) f^ --PJ = o,
(/,) Âa + Bp + G---o,
Éliminant ^1 entre les deux dernières, il vient
c'est-à-dire
(8) Â(î + 1} ce - B (î + >) e - ■ A {-^ ■-■ p) - Bqy I = o.
Des équations (/i) et (8) rendues liomogènes, on lire les valeurs proportionnelles de a, (5 et de y variable d'homogénéité;
on les substitue dans l'ôcjuation (3), légalement rendue hom gène,
-BJ[A(x.-/,)-B,jj-C(, + ,)|
"' A I [A (a; -jo) - Bqy] -h C(, + i) [ - 3AB(5 + .
On a donc
(9) +"*>''(«H-.)îJ'j[*(«-^)-Bî7]-C(,+ i)) (^ -ïA'B(,-i)(»-p)|[A(«-rt-B?7l + C(,-n)j
c'est-à-dire, en supprimant le facteirr AB(^ + ')'
^>BîrjlA(«;-/.)-Bîji-C(,^,,|
j -2A(i-p)j[A(>;-/))-B,jl-KC(,-i-,)|
l(A(j--/.)--Bj>.p- ..[A(»-,,)-B,^)[B}j--A(»-ji>)J J , ->C(?-;-i)[B4.r-(-A(i-ji,)]-,-4AB,(5. + ,)y
enfin
(i>) [^(■«~/')-B<rj-C(f/-h,)p
L'enveloppe de la projetante du point mobile est donc «ne parabole .
4. Enveloppe d^u/i segment de longueur fixe mobile dans un angle droit.
Prenons comme axes de coordonnées les côtés de l'angle droit; soit arf la longueur du segment.
L'équation de la droite mobile peut s'écrirt
(3) X sin<p + 7 COS9 — arf sin<f cos<p :=: o.
On olitlendra l'équation de l'enveloppe en cUminant le paramètre ^ entre les équations
^sin-f + rcosç — 3
os? -/sintfl — 2(^(1
cos=(f + sin5?
On a
équation de l'épicvcloïde engendré par un point d'n roulant dans un cercle de rayon quadruple.
Remauquk. ■ — L'éqaalion (3) peut s'écrira;
costp(a; — arfcosœ) — sin<i>(_7 — 2rfsinrji)^o:
elle montre que le point du segmeut apparlenaot à l'enveloppe est situé sur la perpendiculaire au segment menée par le sommet opposé à l'origine du rectangle dont le segment est la diagonale.
Celte propriété est une conséquence de ]a théorie du centre instantané de rotation.
S. L'équation de la trajectoire d'un mobile pesant lancé avec la vitesse initiale V(, sous l'angle a est
(0 y = xtang^.— ^-ff -,^— , - ;
trouver f enveloppe de ces paraboles lorsque l'angle -j. varie, iavitesse initiale restant fixe {').
L'équation donnée peut s'écrire
(2) ^ig-^tang'a — ^tanga + y+ lg~ = o;
le paramètre variable est tanga; l'équaùon de l'enveloppe s'écrit immédiatement
C'est une parabole ; on lui donne le nom de courbe de sûreté; les points situés en dehors de cette courbe ne peuvent être atteints par les projectiles, lancés du point O avec la vitess<.' initiale i'o, quel que soit l'angle a.
Le lieu des sommets des paraboles (1), obtenu en élimi-
( ' ) Voir, pour l'origine de celle équation, le Cours de Physique publiti par notre Maître M, J, Moutier. eiaminateur de sortie à l'École Polytech-
iramèlre a entre les équations
- 4/' - -fy --^
C'est «ne ellipse ajant pour petit axe l'ordonnée du sommel de la parabole de sûreté. Le g^rand axe est double du petit.
Celte ellipse sépare les poinis situés dans la parabole de sûreté en deux catégories :
1° Les points à l'intérieur de l'ellipse peuvent être atteints pendant l'ascension du projectile lancé sous deux angles différents ;
2" Les points à l'extérieur de l'ellipse, mais à l'intérieur de la parabole, ne peuvent être atteints que pendant la chute.
CHAPITRE XI
POLE. POLAIUE.
IUppul
(a) On appelle polaire d'un point P par rapport à une conique le lieu du conjugué harmonique de ce point par rapport au segment déterminé par la conique sur une sécante quelconque passant en P.
P s'appelle Itpâte.
(b) Soient a, §, f les coordonnées homogènes du pôle P, F (2^,^) = o l'équation d'une conique ; ia polaire du point P a pour équation
Piî Fy. F; désignant les dcmi-dérivées de la fonction F; rendue liomogéne.
(c) Dans le cas seulement où F est une fonction du second degré on peut écrire identiquement
Cette propriété algébrique est la base de louies les propriétés réciproques du pôle et de la polaire.
{d) La polaire d'un point ne passe pas en général au centre de lu conique; elle y passe dans deux, cas particuliers :
1° Lorsque la conique est un système de droites;
2" Lorsque le pôle est rejeté à l'infini : la polaire devient alors le diamètre conjugué de ia direction dans laquelle le point est transporté à l'infini.
(e) Quand le pûle vient sur ia courbe, la polaire devient la tangente en ce point.
(/) Toute droite du plan
A^ -^ Bj -h G = o
aîl) l'" PARTIE. GÉOMÉTRIE A CEUX KIMENSIONS.
a, par rapport à la conique dont l'équation est F(ic, j) — o, un pôle
dont les coordonnées homogènes sont fournies par
{g) Si la droite est mobile, ou la conique variable, on obtient l'équation du lieu du pôle mobile en éliminant le paramètre variabli^ entre les deux équations précédentes.
1 , Étant données une ellipse et une droite fixes situées dans le même plan, la droite ne rencontrant pas l'ellipse, on suppose qu'on prenne sur cette droite divers systèmes de points conjugués A, A', tels que la polaire du point A passe en ^ : \° démontrer qu'il existe dans le plan de la courbe deux points fixes tels que, de chacun d'eux, on voie le segment sous un angle droit; 2" déterminer le. lieu géométrique de ces points quand la droite se déplace parallèlement à elle-même.
(a) Prenons {fig- 43) comme axes de coordonnées le
Fis. ^(3-
sjstème de diamètres conjugués de l'ellipse, donl l'a parallèle à la droite donnée.
L'éqiiaLÎon de cette droite est alors (,) ^-l^o,
celle de l'ellipse
Soit A (X, fl) l'exti-émité d'un des segments; la polaire de c point a pour liqnaîion
Le point A', autre extrémité du segment, a pour cooi
On a donc entre les longueurs CA= ^, CA' = g' la rela-
le segment AA.' se déplace en iovolution sur la droite fixe ; il existe deux points M, M' situés sur la perpendiculaire à celte droite en C, de part et d'autre de cette droite et à une dislance
qui sont les sommets d'angles droits dont les côtés passent par les extrémités telles que A et A' en tournant autour de M et M'.
(b) Posons
cette quantité est toujours réelle d'après l'énoncé. Soit (j l'angle des axes.
s du polnl, M sont
j _ -d _ —b\/a-- -A^ \ -^ " taiigO ~ alangû
L'équation du lieu du point M s'obtiendra en éliminant X entre les équations (4); en les rendant rationnelles, on fait disparaître les signes mis en évidence; le lieu obtenu est le lieu commun des points M et M'
(S) y-a^ img-a -^ b^{a- --l-) — o,
(,6) ^-(x — ).)-sm^O — 6'(ci^ — X=) — o.
On a ainsi :
(5) //-l- ■':■ a-{f- tang^Û — b^ )---(>,
{&) (a'-ûn^(i^b'-)\- — 2a=j;imH.l-\-a-{^'9inVi — b^)-0.
En employant l'éliminant
(AC — CM y^ — ( AB' -. BA' ) ( BC - CB' ) — - o, qui devient ici
(AC — GA')--!-ACB''=o, on obtîeTil l'équation chercbce
(7) [fe=(œ'sin^8 — ?J-) — (/HangH — b^) {a^ sio.'-!l + i^)]'-
+ ^a-b-{f^ tang'O — b^)œ^sin^^^ o,
lieu du quatrième degré symétrique obliquement par rapport aux deux axes de coordonnées, etc.
Solution géométrique. — A chaque point A de !a droite lise correspond une position unique de la polaire de ce point qui donne dès lors un point A' unique ; réciproquement, si
CHiVP. XI. — l'OLE. POLUIRE. 2a3
l'on prend A' arbitrairement, il existe parle point Aune position unique ; les points A et A' se correspondent homographiquement, le déplacement du segment AA' est homographique.
De plus, la polaire de A définit un point A' dont la polaire passe en A; la relation homographique est symétrique, elle est involutive.
Dès lors, le déplacement du segment peut être obtenu par celui des intersections de la droite fixe avec les côtés d'un angle droit tournant autour d'un point fixe de deux manières différentes.
Le problème sera entièrement résolu, si l'on détermine géonnélriquement le centre et la puissance de l'involntion. Le point conjugué dn centre est rejeté à l'infini; or la polaire du point à l'infini sur la droite est le diamètre conjugué de sa direction; le point C, rencontre de la droite fixe avec le diamètre conjugué de sa direction par rapport à l'ellipse fixe, est donc le centre de l'involution.
La puissance est le carré de la portion de droite perpendiculaire à CZ menée par C et limitée à la circonférence décrite sur un segment AA' comme diamètre,
2. On donne une conique fixe C et une droite D; on projette chaque point M rfe D sur la polaire de ce point par rapport à la conique C : on demande le lieu de cette projection .
Rapportons la conique C à un axe et à la tangente à un sommet; on a pour équation
(i) y"'-ip-x — q:c'--^-o.
La polaire d'un point M (a, g) de la droite D,
a pour écjiialioii
oi{p-\- qx) -- ^y ■':-px—..o, qïi'oD peut écrire
L'équation de la projetante da point M sur la droite (3) e^^L
On obtiendra donc l'cqnation du lieu étiidié en élimijiaiU les paramètres a, ^ entrç les équations
(3) ^{p-[-qa:)~^y^px = 0,
(5) A:(-rBf;-l-C-— O.
Des deux premières on lire les valeurs proporlîonnelles dr a, ^, Y) variables d'homogénéité, et l'on substitue dans la troisième rendue homogène.
11 vient
V.px -h Cy dp -+- gx:)-Xpx -' Ay-- ]Î(/J l- q.T
(4) <H' + ?)-^'7/ -pi^—p) — py — o;
c'est-à-dire
a^(? H' 1 ) — [fl?.'' + Pi^ — P)h ~Plf — o-
En rendant le premier membre homogène, on a donc
l (y -H 1) (Bpx -H C/) [G(/> + qx) - kpx-\
^[!^y+-e.ip^qx)\[qy{Bpœ-^Cy)^-{x~p)[{Cq-kp)œ^.-i:p\] ( -py[\y^H{jj--T~qx)\^
lieu du troisième degré; on peut écrire le faisceau asjmp-
— py[Ay-i-Bqx]--
+ \Ay + -Bqœ][qr(hp:c + Cy)-.w'-(C>/-Ap)];
c'esl-à-dire
A j + Bqœ t^ o, -{Ky + Bqa:)py + cjy{Bpœ + Gy)-i-x'{G'j-A.p)^.0,
{Cg-Ap)(^''+y^)^o.
La direction asymptotique réelle est donnée par
Ky -1- Hqx 731 o;
les deux autres sont celles des droites isotropes ; !e lieu est une strophoïde.
Ces résultats doivent être rapprochés de ceux que nous avons trouvés précédemment. Dans le Chapitre des Enveloppes, nous avons reconnu que la projetante du point M enveloppe une parabole ; le lieu que nous étudions actiiellement est donc la polaire du pôle de la droite fixe, par rappon kla. parabole-enveloppe : c'est une strophoïde.
3. Lieu du point de rencontre de la tangente à un cercle fixe, avec lapolaire du point de contact par rapport à un autre cercle fixe.
Prenons [fig- 44) comme ase des x la ligne des centres des cercles fixes et plaçons l'origine au centre dti second cercle.
Soient R le rayon de ce cercle, «l'abscisse du centre du second cercle, r son rayon.
Les équations des cercles de l'énoncé sont
(2) x^ + y-'-iax + a---
H. — Es:, de Geuiii, <
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L'éqnation d'une Langente quelconque au cercle (2) est (3) (^_«)cos<p-h7sinç-rr^-o.
Les coordonnées du point de contact de celte tangente
L'cqualiondela polaire de ce point par rapport au cercle ( 1 ) est (4) («-i-rcos^)^-4wsin?.7-R^=--o.
L'équation du lieu du point M s'obtiendra en climinaiU
l'angle ç entre les équations (3) (a; — fl;)cosç+Jsin(i,- ( 4 ) /■ ^ cos 9 + ry sin 9 ^- ax - On a
-r-x~U^a){aa.-~R-)
ry(x — a) — ,-a:j
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équalion qu'on peut résoudre par rapport k y et écrire
IL — Lircx I
1. Lieu du pôle d'une droite roulant sur un cercle fixe par rapport à une autre circonférence fixe.
Soit C («, b) le centre du cercle sur lequel roule la droiie
mobile {fig- 45) ; l'équation de cette droite est (I) {x^a) costp ^h (7 -' b) sin-^p - R :z= o.
Son pôle par rapport au cercle
est déterminé par ses coordonnées s, (3 satisfaisant aux conditions ,,, coso_Pm9 .xcos^a-f-fr^ina+R
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On obtiendra l'équation du lieu de ce point en éliminant l'angle ip entre les trois équations
(/■^ - «a) cos¥ - 6a sin-f - Ra =. o, — «^.cos-û + (r' — 6^) slrni — Rp - o, co5''ffi-!-sin-9--i = o, ce qui donne
Ka Kp (r'---a-..-f>p)
On a donc
équation d'une conique ayant un foyer à l'origine et pour directrice correspondante la droite
polaire dn point C par rapport au cercle
L'excentricité s de cette conique est donnée par
^ — Rî ;
sa nature est donc variable suivant la position du point O par rapport au cercle C-
Si le point O est à l'intérieur du cercle
la conique est une ellipse.
Si le point O est sur le cercle,
la conique est une parabole,
Enfin, si le point est extérieur au cercle C, la conique est une hyperbole. Ces résultats s'obtiennent facilement par des considérations purement géométriques,
2. On donne une droite D dont l'équation par rapport à deux axes rectangulaires Ox, Oy est
et l'on considère tes différentes coniques qui, ayant pour axes Ox, Oy, sont normales à la droite D.
Chacune d'elles rencontre cette droite en deux points. En ces points, on mène les tangentes à la conique. Trouver Véquation du lieu du point de rencontre de ces tangentes.
{École Polytechnique, 1878. {Énoncé partiel.)]
(a) L'équation générale des coniques ayant O^, Oj'
(I) Xw'^-Cy'-i-:.-o.
Nous allons d'abord établir entre A, C, p, q la relation nécessaire et suffisante pour qiie la conique ( i ) soit normale à la droite
11 faut pour cela que A et C soient tels qu'une normale à la conique ( 1 ), dont le pied a pour coordonnées X, |j,,
coïncide avec ta droite (3); on doit donc avoir
(4) Âi' + Cf».- — 13=0,
(5) /)Cia4-?AX = o,
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Si l'on élimine î. et |j, entre ces équations, on obtient (7) \GiGp^-^Ag-)-{A-Cy- = o.
Les conicjues de l'énoncé sont donc représentées par l'ccjualion (i) accompagnée de ia condition (7).
( b) Un point (a, p) du lieu chercké est le pôle de la droite fixe D par rapport aux coniques variables de l'énoncé .
On a donc
c'est-à-dire
On obtiendra donc l'équation do lieu du point (a, g) en éliminant A, C entre les équations {7), (9), ( 10). Cette élimination très simple donne
équation d'une parabole ayant pour diamètre la droite
perpendiculaire à D, et pour tangente correspondante la droite
On reconnaît facilement que la parabole ( 1 1 ) passe aux points
rencontres de la droite D avec les axes de coordonnées.
3- On donne une ellipse et un point P dans son plan; par le point P on mène une droite PZ dont on prend le
pôle Ç^par rapport à l'ellipse; on projette le point Q sur la droite PZ : lieu de cette projection.
Soient
l' équation de l'ellipse, a, 3 les coordonnées du point P.
Une droite quelconque menée par le point P a pour équation
(3) ,,_fl_i(^_„)^o.
Les coordonnées «, v àvt pôle Q de cette droite seul fournies par
— i I " — fS-l-)>œ' c'est-à-dire
La projetante de ee point sur la droite {2) a pour équation
L'équation du lieu cherehc s'obtient en éliminant >, entre les équations (2) et (3); il vient
{'X){^X-ay){y(y-f) + œ{x-a)]^c'-{x-^){y-h)^o,
équation d'un lieu du troisième degré dont les directions asymptoliques sont celles de la droite OPet des droites isotropes; il présente un point double en P, etc.
Remarque. - Geltc question est ni\c. tranaformiilion tlu [)ro-
4. On donne une ellipse et un point P sur son grand axe. Par le point P on mène une droite PZ quelconque
rencontrant l'ellipse aux points A, B; on mène les tangentes en K et "Q à l'ellipse et Von demande le lieu des points de rencontre de la sécante VL avec les bissectrices CM, CM' des tangentes CÂ, CB, Soient {fig. 46)
l'équation de l'ellipse;
Fis. '\('-
-/ l'abscisse du poin L P ;
a, ^ les coordonncns du point C;
X, [j. les coefficients angulaires des tangentes issues de ce
poinl ,
Les bissectrices de ces tangentes ont poiu- équation
X, ;j. satisfont à l'équation (3) (p_ma)^-~-«W--6= = 0,
équation aux coefficients angulaires des tangentes à J'eUipse, issues du point (a, p); c'est-à-dire
Or l'équation (a) peut s'écrire
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on a donc pour équation des bissectrices
Les points M, M' dont on cherche le lieu sont à l'intersection des bissectrices (5) et de la droite
polaire du point C ; a satisfait d'aillevu's à l'cquation (7) „.f_«--^o,
exprimant que la droite (6) passe an point P.
On est conduit à éliminer a, ^ entre les équations
On conclut l'équation du lieu
(8)a^bH-r-^)i\y-{r^~'^'-y---[yf'~-f>'(-i~^)T]
-[{a'-cY)f'-à\y~-^n^y(:!^~a')[yr—bHt~^)]^-o.
Ce lieu se décompose en deux :
i" L'axe des x, solution provenant du cas où la sécante variable passe à l'origine : C est rejeté à l'infini ; un point quelconque de Ox fait partie du lieu ;
a" Un lieu du cinquième degré, symétrique par rapport à l'axe des x : l'axe des^ est direction asymptotique simple; l'axe des x, direction asymptotique double, etc.; ce lieu passe aux points de contact des tangentes à l'ellipse menées par P; il est tangent à la parallèle à Oy menée par P, etc.
CHAPITRE XII
RlPPlil. DE llKSULTATg.
Définition. — Les foyers, dans les courbes du second ordre, sont des points tels que la distance d'un point quelconque de la courbe à l'un d'eux est une fonction rationnelle et linéaire des coordonuées du point.
La droite dont on obtient l'équation en égalant à zéro cette fonction linéaire et rationnelle s'appelle la directrice correspondant au foyer considéré. Elle est la polaire de ce point par rapport à la conique.
En étudiant la forme de l'équation focale des coniques, on reconnaît que cette équation est analogue à celle des coniques bitangentes à un cercle à ses rencontres avec une droite de son plan.
Le cercle a son centre au foyer et un rayon nul; la droite des contacts est la directrice. On voit ainsi que du foyer partent à la conique deux tangentes imaginaires dont les coefficients angulaires sout -(- i et — i.
En partant de cette remarque, Pliicker a donné dans le Journal de Crelle la définition suivante des foyers ; ce sont les points par lesquels on peut mener à la conique des tangentes isotropes. Cette forme de la définition est souvent employée avec avantage dans les applications. On Tétend aux courbes de degré quelconque.
(a) Un foyei' ayant pour coordonnées a, p, on peut mettre l'équation de la conique sous la forme
(I -.)> + (7 -?)■-.•(=. 00!. + J'>mT-,p)'-o;
a; cosf -!-_}' siny — jn = o est l'équation de la directrice correspondant au foyer mis en évidence.
t s'appelle V excentricité ;
Si £ > I, la conique est une hyperbole ;
Si É < I, la conique est une ellipse; Si e = 1, la conique est nnt parabole.
(6) Soil/{u, f ) = o l'éqùalion tangenùellc d'une conique; ses foyers sont à l'intersection des hyperboles éijuilatères, concentriques
/(a2--^5)-^3rf,c-'2ep-;-« - c = o,
résultat obtenu au Ghav. V, (§ II).
(c) Si 'p(a^,jK) = o est l'équation carlésienne d'une conique, ses foyers sont à l'intersection des coniques
îpjj, ip' sont les dérivées partielles de la fonction ^. La seconde équation peut s'écrire, en tenant compte de la première,
B (?'i -?'(?)+ fG~A)<p;o;^o,
ce qui montre que les foyers sont sur les axes.
{d) On obtient l'équation du lieu des foyers de coniques dont l'équation renferme un paramètre variable, en éliminant ce paramètre entre l'équation du système des axes
B(?'i'-f'p^J-'-(C -A)'f;.^^^o, et celle de la conique
4B-fta,p)~-^;ç; = o.
(e) Si l'équation des axes peut se décomposer en un produit de facteurs linéaires dont les coefficients soient des fonctions rationnelles du paramètre variable, on pourra décomposer d'une manière correspondante le lieu des foyers.
(/) Si l'on a formé l'équation tangentielle des coniques que l'on étudie, on pourra trouver l'équation du lieu des foyers en éliminant le paramètre variable entre les équations (6).
{g) On peut encore opérer ainsi dans la recherche des lieux de foyers ;
On écrit l'équation générale des coniques du plan en mettant un foyer en évidence.
et l'on exprime que les coefficients X, jt, u satisfont aux conditions imposées. En éliminant ces paramètres entre les quatre équations ainsi formées, on obtient la relation qui doit exister entre a, p, pour que ce point soit foyer d'une des coniques du système; c'est l'équation du lieu des foyers.
(FoiVEs. 8.)
1. Lieu des foyers des hyperboles équilatères circonscrites à un rectangle variable dont un sommet se meut en ligne droite et dont les côtés opposés à ce sommet conservent une position fixe.
Prenons {Jig- 4'j) comme axes (Je coordor\nc(;s les côtés
fixes du rectangle. Soient AB !a droite-lieu du sommet mobile, M {x, g) tine position de ce point.
Les hyperboles équilatères doivent passer aux quatre points O, P, M, R, intersection des coniques
(a) «(a,-.)=oi
leur équaùon esl de la forme
(3) a:(«-i) + lj(j-p):^o,
avec la condition
OP, RM] [OR, MP
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Elle est donc finalement
(4) ^^.._^^_-ax+P7r^0,
a, ^ étant liés par l'équation de condition
Les ases de ces coniques peuvent être séparés; ils uni pour équations
On obtiendra le lieu des foyers situés sur la première de ces droites en éliminant a, g entre les équations
(8) 8(»=-7'-I»' + Pj)-(»»'-.)' + (27-p)'r:.0.
On a ainsi
c'est-à-dire
(lo) U — — la;- — 2 -377+7- — —a: — 67— -^--=7 0.
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La nature de la conique représentée par cette équation est variable avec la position de la droite AB; c'est une parabole si
S — (« + 6)(a— ft) — o,
c'est-à-dire si AB est parallèle à l'une des bissectrices, etc. Le lieu des seconds loyers s'obtient de la même façon.
2. Lieu des rencontres des axes des paraboles ayant un sommet donné et passant par un point donné avec le cercle passant au foyer et ayant son centre au sommet de la parabole.
Plaçons l'origine au sommet donné et prenons comme axe des X la droite joignant ce sommet au point fixe donné.
L'équation générale des paraboles ayant un sommet à l'origine est
Ces coniques passent au point donné y ^ o, ^ i— a si l'on a
et l'équation des paraboles de l'énoncé est
L'axe de l'une de ces coniques a pour équation
Le cercle de l'énoncé a pour rayon le demi-paramètre de la courbe, et son centre est au point O. Pour obtenir le paramètre, il suffit d'écrire l'équation de la parabole en mettant les distances en évidence
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On
Le
cercle
a donc
ir
équation
L'équation du lieu obtenu en éliminant X entre les équations (4) et (')) est finalement
elle se décompose en deux
(9) f^a:{a;'-^y-)-af=^o.
(10) ^x(x^-hy^)-i-ay'- = o.
3. Lieu des foyers des coniques inscrites dans un parallélogramme.
Prenons comme axes de coordonnées les diagonales du parallélogramme ; soient «, b leurs demi-longueurs.
Ces diagonales forment avec la droite de l'infini un triangle polaire conjugué par rapport à toutes les coniques du système.
L'équation de celles-ci est donc de la forme
la conique représentée par cette équation sera tangente au
du parallélogramme, si le faisceau des droites, joignant l'origine ans points communs de (i) et de (2), a un rajou double.
iO r" PARTIK. — GKOMETRIE A OEUX
L'équation de ce faisceau est
?-?-(s-^iy-^
on doit donc avoir
Cette équation de condition est indépendante des signes de « et è dans l'équation (2) ; il suffit donc d'exprimer le contact avec l'un des côtés du parallélogramme, pour que cette condition réalisée entraîne le contact des trois autres côtés. L'équation des coniques du système est donc
(3 bis) Y+-~ 1 = 0,
avec la condition
L'équation tangcnticlle des coniques (3i(.v) est
Si noiis formons l'équation homogène entre u, p qui donne les coefficients angulaires des tangentes de la forme
(6) ua, + ^y-t-i^o, menées par le point (a, g), nous trouvons
(7) X„=^^^^_(„:cH-<.p)^^o,
celle équation se réduira à
si le point (a, (3) est fojer de la conique (5); donc on doit
avoir
On oLliendra TéquaLion du lieu cherché en éliminanl )., [ entre les équalious (g) et l'équation (4). Il vieul
iilonc
Ce Heu esL une conique,
4. Lieu des projections du foyer de ta parabole sur ses normales.
Soit
l'éfjuaùon de la parabole; (a, [3) étant un point de la courbe,
fi) ?— ^/J^--=o,
et la normale en ce point a pour équation (3) ^a: ^py- HP + '■)=<>■
La projetante thi fojer i^, o j est
L'équalion du lieu étudié s'obtiendra en éliminant a, fj entre les équations (a), (3) et (4)-
R, — Eœ. de Géoni. anal. iG
Ou oljiienl. racîlcment
2a,- —p Une substitution donne dans (a)
Transportons les axes parallèlement à enx-mêiTies et pkçons l'origine au foyer ; il vient comme nouvelle écjuation
Le lieu se décompose donc en deux parties : les droites isotropes et une paraliole.
Il est facile de se rendre compte de la présence des droites isotropes dans ce lien géométrique : du foyer partent à la parabole denx normales isotropes (résultat déjà obtenu pour l'ellipse et qu'on vérifie facilement au moyen de l'équation aux coefficients angulaires des normales issues du foyer) ; les projetantes du foyer sont ces droites elles-mêmes; tous leurs points font partie du lieu.
o- Lieu des foyers des paraboles tangentes à une droite donnée en un point fixe h. et à une seconde droite donnée en un point variable B.
Soient Oâ, OB les droites données; prenons OA comme axe des x, et comme axe des y la perpendiculaire à cette droite menée par le point O.
L'équation générale des paraboles du plan est
(i) {y^\xy^'i^x + 2wy + 'i — <:,.
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Elles soni tangentes à Ox au point A, si l'équation aux abscisses des points de rencontre de cette droite avec Ox a ses racines égales à a.
Cette équation est
L'équation (i) devient
Soit
l'équation de la droite OB, oUe doit être tangente à la parabole; l'équation
(6) ^t(^ _),)._, (XVi-v«ï)^+X^«=^o doit donc avoir ses racines ég^ales ; c'est-à-dire qu'on a
Cette condition se décompose en (S) Va~-.m-^la(,n-^\) = o,
(9) 'A^a-.m-'Aa(m~l)^o; c'est-à-dire
(Bbù) m{la~;) = o,
(a) La condition (8) donne v^X« ou, en portant dans l'équation (4),
(10) {y — livy — 2'h.-ax + '>.'i-.ay -^- l^a- — o;
^44 y PARTIE. — GKOHÉTBIK \ DEUX IIIMIÎNSIONS-
c'est-à-clirc
OH enfin
(II) [j.-X(^-«)P = o,
parabole singulière formée d'une double droite passanL en ;V. (b) La condition (g) donne
L'éqiialion des paraboles devient donc
On peut l'écrire, en divisant par À" et oppclam ;j. le nonveau paramètre,
(.3) {,.j_^)^^-a«^ + 2«(2-,„,,jv + a"- = o.
|j' application de la méliiode déjà employée donne pour équation du lieu des fojers
(i4) ai^+y' — ax -+- amy = o.
Ce lieu est donc une circonférence passant en A et taiigente en O à la droite OB.
Solution géométrique. — Soit {/Ig. 48) F le foyer d'une des paraboles considérées; je dis que l'angle OFA est le supplément de l'angle BOA, et que dès lors te lieu des foyers des paraboles est le cercle décrit sur OA comme corde et capable de l'angle constant OFA.
En effet, prenons les symétriques de F par rapport ans tangentes OA, OB; les points G, H ainsi obtenus appartiennent à la directrice PQ correspondant au foyer F.
Les angles OGA, OFA sont égaux, ainsi que les angles
OFB, OIIB. Or le Iriangle GOH est isocèle par construclion ; donc les angles OGA et OHB, formés chacun d'un angle droit augmenté des angles égaux HGO, GHO, sonl égaux;
en est de même des angles OFA, OFB et de leur demisomme GFH, supplément de BOA.
6. On donne deux droites rectangulaires AB, CD et l'on considère les hyperboles ayant la droite AB pour asymptote et tangentes à la droite CD au point fixe P. On demande le lieu des foyers de ces hyperboles.
{École Normale, i%(,-^. {Énoncé partiel. )\
La solution analytique de cette question se ferait en appliquant la raéthode employée dans les exemples qui précèdent. Nous donnerons la solution géométrique suivante ;
Soient {fig. 49) F le foyer d'une des coniques remplissant
les conditions de l'énoncé; O le point de rencontre des droites AB, CD. Si l'on joint OF, PF et qn'on mène la parallèle FE à l'asymptote AB, les angles EFO, OFP sont égaux (<).
Je dis que les segments OB, BF sont éganx; en effet : l'angle en F du triangle BFO a pour valeur EFO — EFB; l'angle en O du même triangle a pour valeur OFP — OBF:
Fig. 49.
es termes de ces différences sont égaux chacun à chacun ; le triangle OBF est isocèle : la proposition est démontrée.
Le lieu du point F est donc une slrophoïde droite ayant le point P et la droite ÂB comme éléments de définition.
Coniques ayant un foyer commun
En prenant ce foyer comme origine, leur équation peut
s'écrire.
(i) x^^y"- — t^{x coBip + / si
et, si l'on pose
n = a^cosœ-l- jsin (5) ^.4-j,._,.D'
i propriété démontrée dans i
D := o est l'équation rie la directrice correspondant an foyer fixe ; Of d, & sont les paramètres variables.
Quand l'équalîon d'une conique est écrite sous la forme ( 2 ) il est souvent utile d'employer une forme particulière, que nous allons donner, pour l'équation de la tangente.
Les coordonnées d'un point M quelconque de la conique (2) peuvent s'écrire
(3) a- = .Dco„,
(4) j- = .D.in,,
a étant l'angle du rayon vecteur focal OM avec l'ase des x. En substituant ces valeurs dans l'équation
de la tangente au point {x,y,z), il vient
(5) ^cos=. + 7si.i=.-.D = o.
Nous citerons, comme exemple de l'application immédiate de cette forme d'équation, la question suivante :
Lieu des points d'où l'on peut mener à une conique des tangentes telles que la corde des contacts soit vue du foyer sous un angle donné a 6.
Les équations du problème sont les suivantes :
(6) ^cosa + jsincc-ED^o,
(7) ^co5p4-.7sinp-ED=o,
On conclut
(9) ^^^E^'^'^^^r^' (10 y^z— — -sia -,
pins
Le lieu est donc une conique ayanL même foyer el même directrice ([ae la conique (i); son excenlricité est e =: — ~â'
Autre application, — On donne deux coniques ayant un foyer commun; un angle de grandeur constante, ayant son sommet au foyer, pivote autour de ce point. Lieu des rencontres des tangentes aux coniques menées par tes points ofi elles sont rencontrées par les côtés de l'angle mobile.
S. Le lieu des foyers des paraboles normales à une droite et qui la coupent en deux points fixes est une cissoide.
(Mestion.)
Prenons comme axe des x la droite donnée et pour axe des_;>' la perpendiculaire à celle droite menée par celui des deux points fixes où la parabole est normale à celle droite.
Soil {a, p) lin point quelconque du plan; l'équation générale des coniques ayant ce point comme foyer est
Les coniques représentées par cette équation satisferont à l'énoncé si l'on a, entre les coefficients >.,si, v, les relations suivantes :
(a) La conique est une parabole: S = o :
l^i) Elle passe à l'origine ;
(c) Elle csi normale à l'axe des x :
(d) Elle passe au deuxième point donné snr O^. Soient a, o ses coordonnées, on doit avoir
(5) («„,). + p,.„(U+„)^^o, c'esl-à-dire, e» tenant compte de la condition (!>},
(6) 7.Mi-î-^)-aa(a + )>v) = o.
Nous obtiendrons l'équation du lieu des foyers en éliminant les paramètres >>, \).,t entre les équations {2), (3), (4) et (6); on obtient facilement des trois premières
Portant ecs valeurs dans l'équation (6), il vient comme équation do lieu,
(.0) =.U' + f')-ïf=:.0.
forme sous laquelle on reconnaît une cissoïde ; le diamètre
Solution géométrique, — Soit AB{Jig'. 00) la normale aux paraboles en A, AC sa perpendiculaire est la tangente ; soit C !e point de rencontre de cette dernière droite avec la directrice d'une des paraboles du faisceau.
Si par ce point C on mène une parallèle CD à AB, on
aSo !■"■ PARTIE. — géoiiëtkie a deux dimensions.
obtient une seconde tangente à la parabole, et si D est son point de contact, le foyer de la parabole parliculière correspondaBte est siir la droite AD (polaire de C).
D'un autre côté, ce foyer est sur la perpendiculaire à AD issue dn point C (la portion AC de tangente à la parabole
est vue du foyer sous un angle droit). Le point F est donc te foyer de la parabole considérée.
Traçons le cercle décrit sur AE comme diamètre ; si R est le point de rencontre de ce cercle avec AD, on a évidemment
Donc le lieu du point F est la cissoïde dont les éléinei sont ceux que nous venons de définir.
Nota, — La solution que nous venons de donner permet de c struire une parabole, connaissant un angle droit cifconscrit à
9. Coniques homofocaks. — -Des coniques ayant mêmes foyers sont dites homofocales : leur équation générale peut
X^ variant de o à c^, les coniques sont des hyperboles; ce sont des ellipses dans les auti-es cas, etc.
Nous rappeUerons que :
1° Par un point quelconque du plan passent deux coniques du système : une ellipse et une hyperbole ;
2" En chaque point commun ces coniques sont orthogonales; c'est-à-dire se coupent à angle droit.
Parabole, — Pour que des paraboles soient honiofocales, il faut et il suffit qu'elles aient même foyer et même direction d'axe.
Nous avons étudié (Chap. V) le Heu des points de contact des tangentes menées à des coniques homofocales par un point fixe.
10. On donne une ellipse et une hyperbole homofocales dont O est le centre commun. Par un point quelconque P de V hyperbole, on mène des droites parallèles aux normales à l'ellipse aux points où elle est coupée par l'hyperbole. Soient H et K les points oà ces droites coupent l'hyperbole et I le milieu du segment HK : démontrer que les deux droites OP et 01 sont également inclinées sur le grand axe et que le rapport de OP à CI est constant.
(Lagtterbe.)
Soient les deux coniques homofocales
J-t-g-,.^0 (Ellipse),
^2— ■^ — '=0 (Hyperbole); al—a^ — \, bl — l — b'-.
yGoosle
2ô'i 1™ rAiiT[i;. — GiioiiiiTRiE .v deux dijiensions.
Les coordonnées dos poinLs M et K sont
Deux coniques homoiocales sonl orthogonales, donc la normale en M à l'ellipse est tangente à l'hyperbole; il en est àr même an point N.
Soient ;î;oj^o '«s coordonnées du point P,
Le coefficient angulaire de la tangente on 51 à l'hyperbole
ab, est r-
Le coefficient angulaire de la tangente en N à l'hyperbole
est '--
Les denx parallèles menées par le point P ont pour ét|ua-
Les coordonnées du point li sont («'+ 6')a;o
jelle;
idu
poi
m K sont
Los coordonnées du point 3, milieu de ICH,
Le coefficient angulaire de la droite OP est — ■ Le coel'-
ficienl ang-idaire de la droite 01 est -■ Ces deux droÎLcs
sont donc également inclinées sm- 0^.
Calculons le rapport -^ :
TTT' i"' + !>''',. ^. ,, (■
dODC
CHAPITRE Xlll
DÉTERMINATION DES G0NCQUE6.
(a) Uiic courbe du second ordre est doter tions, cinq points par exemple; dans ce cas, il existe une seule conique passant par les cinq points donnés.
II n'en est pas de même quand l'une au moins des conditions imposées s'exprime par une relation, entre les coefficients de l'équation générale, de degré supérieur au premier.
Les conditions imposées à des coniques s'expriment par «les équations présentant certaines particularités que nous (levons signaler.
(è) Ces équations de condition seront telles que :
i» Elles seront satisfaites par des valeurs toujours réelles de paramètres variables ; toutes les coniques du système auront une équation à coefficients réels.
2° Elles seront satisfaites par des valeurs tantôt réelles, tantôt imaginaires des paramètres; il y aura alors lieu de distinguer le cas dans lequel l'équation du système aura ses coefficients réels, de celui dans lequel ceux-ci seraient imaginaires.
(c) L'élude particulière des propriétés des coniques nous a fourni les caractères spéciaux des équations, mettant en évidence telle ou telle de ces propriétés.
Il suffit de rappeler las équations suivantes :
(d) Équation générale des coniques ayant leur centre à l'ori-
'j.x'^ -+- '). \i.xy -w vj* 4-0 = 0.
(e) Equation, générale des coniques rapportées à leur centre
;( à leurs axes :
>-^'-t-Fj' + ■'=»■ (/) Equation générale des hyperboles équilatères da plan :
(f) Equation générale des paraboles du plan :
iy — I01Y+ iVx + 2;i'j 4- V = o.
(/i) Equation générale dés coniques ayant un foyer do?iné( y., ^) ;
(«-.)> + (j -?).-(!..+ fj + v). = o.
(A-) Équation générale des coniques ayant un/oyer donné (_-j., 3) et une directrice donnée Icc -4- my -^ p = o :
(^-y,Y + (y^-;iy-l^^la:+my + py- = o.
{l) Équation générale des coniques ayant un sommet donné et un acee donné :
est pris comme origine et l'axe donné comme ase des a. )
{in) Équation générale des coniques circonscrites à un quadrilatère :
{X — o, B = o; C = o, D:^o sont les équations des côtés du quadrilatère; A, B eûtes opposés).
(lî) Équation générale des, coniques passant par les poin communs à deuas coniques U = o, V ï^ o.
(0) Équation générale des coniques circonscrites à un triangle A = o, B = o, C = o;
XBCh- [j.AC-i-vAB = o;
1'" l'AllTllî. — GliO.MIiTII!]", t pai'fois cette équation
(p) Equation générais des coniques inscrites au même trian-
),îAî-t-;.-2B5-t-vaC2±3;r,BC±3).vAC±2X[iAB = o, qu'on peut écHre
{q) Équation générale des coniques biian,genies àdeax droites données : A =: o, B = o.
Si les points do contact sont donnés, G =; û étant la corde des
AC-F>.C^ = o.
Si les points de contact sont arbitraires, soit Z la corde dos eor.lacts, Z = >,«+|J,^ -hv,
AB + Z' = o.
{r) Équation générale des coniques inscrites dans un quadrilatère (A=o, B = o, G=o sont les trois diagonales ).
Parallélogramme, les diagonales i coordonnées,
CONIQUES REMPLISSANT DES CONDITIONS DONNÉES
1. On peut prendre l'équation la plus générale des courbes du second ordre
Ix"^ -H a;J-^/ -H v/^ H- 9A' œ -\- i\i'. y -1- =: o,
et exprimer successivement les conditions imposées,
Dans certains cas, on pourra éliminer quatre des parnmèlres entre les équations de condition; l'équation restante avec un seul paramètre est l'équation générale des coniques remplissant les conditions données.
Dans d'autres cas, on ne pourra pas, ou l'on ne voudra pas, pour des raisons de symétrie ou autres, résoudre les équations par rapport à certains paramètres ; on devra alors joindre à l'équation générale, dont tous les paramètres sont variables, les équations de condition.
2. On peut également clioisir les ases de telle sorte que la condition la pins compliquée de l'énoncé s'exprime immédiatement en tenant compte des résultats précédemment trouvés.
Il suffira d'établir ensuite entre les paramètres qui restent les relations caractéristiques des conditions imposées par l'énoncé.
RiiMAliQUE ESSENTIELLE. -— Quelle que soit celle des deux méthodes qu'on emploie, on devra avoir soin, au moment où l'on rompra l'homogénéité par rapport aux coefficients en divisant par l'un d'eux, de remarquer que cette opération exclut l'hypothèse d'une valeur nulle de ce coefficient.
On écarte donc certaines coniques par ce fait même; alors, on devra examiner les résultats produits par l'iiypothèse supprimée dans l'équation générale.
R. — Ex. de Gcom. anal. 17
Deux cas peuvent se présenter :
i" La valeur nulle du paramèlre par lequel on a divisé, portée dans l'équalion générale, donne à celle-ci une forme incompatible avec les autres conditions imposées; dans ce cas, on n'a en réalité rien supprimé en rompant l'homogénéité, et l'équation non homogène obtenue est l'équation générale chercliée.
2° La valeur nulle du coefficient diviseur portée dans l'équation générale donne des coniques qui peuvent être astreintes aux autres conditions données ; dès lors , nous devons faire encore une distinction entre :
(a) Le cas où l'équation réduite n'est celle que d'un nombre limité de coniques ;
(6) Celui oii l'équation réduite est celle de toute une famille de coniques.
(a) Les coniques particulières représentées par l'équation réduite seront le plus souvent des solutions singulières :
(Droites se coupant au Heu d'hyperboles, droites pai'alièles au lieu de paraboles, droites isotropes, etc.)
On devra les examiner avec soin; car elles nous donneront TexpUcation de certaines solutions rencontrées dans les questions traitées ultérieurement et qu'on rejette souvent à tort sous la dénomination non justifiée de solutions étrangères.
{b) La famille spéciale des coniques de l'équation réduite devra être l'objet d'un examen particulier pour toutes les questions posées. Le problème général sera alors décomposé en deux :
i" Étude générale de l'équation réduite;
a" Élude générale de l'équalion obtenue en rompant l'homogénéité.
Il y a lieu d'observer que îa discussion précédente n'est
pas nécessaire quand il s'agit unicfuement de la recherche des lieux géométriques; car les équations de ceux-ci s'obtiennent par l'élimination des paramètres, et leur éqnalion est la relation qui existe entre les coordonnées d'un point de ce lieu, indépendamment des valeurs nulles ou infinies, réelles on imaginaires des paramètres auxiliaires.
Cependant nous conseillons toujours de faire cette discussion en étabhssant une équation générale ; car on y rencontrera les coniques singulières permettant d'expliquer facilement la présence de certains facteurs du lieu géométrique étudié.
Au contraire, si l'on traite une question dans laquelle on exprime certains éléments de la figure en fonction des paramètres restant dans l'équation écrite comme équation générale, il J a lieu d'examiner avec grand soin si l'on n'a pas supprimé, en formant cette équation, générale, certaines coniques ou certaine famille de coniques.
Dans cette hypothèse, l'expression trouvée ne serait, bien entendu, pas générale. La discussion indiquée plus haut s'impose dans ce cas.
Conditions diverses. — Une conditloii est dite simple, quand elle s'exprime par ime seule équation; double, quand elle s'exprime par deux équations; etc.
Toute propriété se traduisant par une inégalité constitue une restriction et non une condition.
Parmi les éléments des courbes du second ordre, nous distinguerons les éléments simples ou ordinaires et les éléments doubles ou principaux ; ces derniers portent aussi le nom d'éléments rernarquables.
Éléments simples. — On appelle éléments simples ceux qui ne sont pas déterminés quand la conique est donnée : un point, une tangente, une normale, un diamètre.
o V PARTIli
Un élément simple donné correspond à une ctjnatlon de condition.
Éléments principaux. — Ils sonl délerminés quand lit conique est donnée : un centre, une asymptote, une directrice, nn foyer, un sommet, un axe, une tangente au sommet.
Un élément principal donné correspond à deux équations de condition.
En général, la connaissance simultanée d'un élément simple et d'un élément principal constitue trois conditions; de même, la connaissance de deux éléments principaux constitue quatre conditioiis.
Mais il n'en est plus ainsi lorsque les éléments donnés ont une relation entre eux.
Ainsi un centre et une tangente constituent trois conditions ; ces éléments sont indépendants l'un de l'autre ; — un centre et un diamètre ne constituent que deux conditions, le diamètre devant passer par le centre.
De même, une asymptote et un foyer, un foyer et la directrice correspondante, nn axe et une asymptote, un foyer et Taxe non focal constituent quatre conditions ; mais deux directrices, un centre et un axe, deux diamètres en position, une directrice et un axe, un foyer et l'axe focal ne constituent que trois conditions : les deux directrices sont, en effet, parallèles, l'axe donné passe au centre, l'axe est parallèle ou perpendiculaire à la directrice donnée, etc.
Deux tangentes, leurs points de contact et le centre, constituent cinq conditions : en effet, les deux tangentes et leurs points de contact étant arbitraires, le centre doit se trouver sur la droite qui joint le point de rencontre des tangentes au point milieu de la corde des contacts, etc.
i!. — FoKJi.vTioN d'iîqu.vtio:
1. Équation générale des paraboles passant par deux points donnés et dont les diamètres ont une direction donnée.
{École Centrale, 1880.— a' session-)
Prenons comme axe des x la droite joignant les points donnés, et comme axe désola perp en die ni aire en son milieu ; soient aa la distance des points donnés, m le coefficient angulaire de la direction donnée.
L'éqoaiion générale des paraboles dont la direction des diamètres a pour coefficient angulaire m est
ces paraboles passeront pai- les points donnés si l'équation aux abscisses des points de rencontre avec Ox a ses racines respectivement égales à 4- a et — a.
Cette équation anx abscisses est
(2) m'x' + ,lx + ti = o-.
on doit donc avoir
L'équation demandée s'écrit donc (5 ) {y — mxy- -H 2|;.j — ti' ni' = o.
2- Équation générale des hyperboles équilatères passant par un point donné sur Ox et tangentes à Oy en un point donné.
(École Centrale, 1879. — 1" session.)
Soient A (a, o) le point donné sur Ox; B(Oj b) le point donné sur O/.
2&y. 1"' PAIiTlE. — GEOMETRIE A DEUX DIMENSIONS.
L'éqnalion générale des hyperboles équilalères dn plan est Ces coniques passent au poinl A si Ton a
Elles sont tangentes à O^ au point B si l'équation aus ordonnées de leurs points de rencontre avec 0/ a ses racines égales entre elles el à b.
Cette équation aux ordonnées est
(3) _X^.^ + ,,^y + o = o; on doit donc avoir
on conclut
L'équation générale demandée est donc
ou, en divisant par "k et conservant la lettre -^j, pour désiguer le nouveau paramètre,
L'iijpothèse écartée, 7, = o, donnerait l'iijperbolc singulière
xy^ o formée par tes deux axes de coordonnées qui remplissent analytiquement les conditions de l'énoncé.
3, On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy; un point A. surOx, un point Ë sur Oy ; par le point A on mène une droite AR de coefficient angulaire m; former l'équation de l'hyperbole tangente à Ox au point O, gui passe en B et a pour asymptote la droite AR.
(École Centrale, 1880. — 1™ session,)
L'équation générale des coniques tangentes à l'origine à l'ase des x est
Ces coniques passeront en B si cette équation est vérifiée par ^ = o, j)' ;= 6 ; il vient
L'éqiiation ( i } devient
(3 ) \x- ^ 2}j.xy ^ •^y'' — wby ^ a.
La droite AR, dont l'équation est
sera asymptote si l'équation aux abscisses des points communs à cette droite et à la conique a ses racines infinies. Cette équation est
On doit donc avoir
On conclut
(9) ^-~V- „,„,,., ■ — — 2;Am ,„„, , T-
L'éqnatioii (3) devient (10) m(aiii -\- b)a.- -~ (2C(m4- ^}^J' + "/' — abyr= o. C'est l'éqnation demandée.
4. équation générale des coniques ayant un foyer donné el une asymptote donnée.
{École Centrale, 1878. — a= session.)
Prenons le fojer donné comme origine; comme axe des x, la fierpcndicuiaire à l'asymptote donnée; soit
son équation.
L'équation générale des coniques ayant un foyer à l'origine est
La droite (i) sera asymptote si l'équation aux ordonnées des points communs à cette droite et à la conique (2) a deux racines infinies.
Cette équation aux ordonnées est
(3) (,-,.«)j'~a(l<ï + ,)„.+o'_(À<. + .)-- = o; on doit donc avoir
(5) „.(Jo + ,) = o.
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La solution ii:=o del 'équation (5) n'est pas solution de (4); les équations de condition se réduisent donc à
(5 bis) la + -.r^O.
Les coniques remplissant les conditions dn l'énoncé se divisent donc en deux séries :
Dans chacune d'elles, la directrice correspondant au foyer fixe passe par le point fixe rencontre de l'axe des x avec l'asymptote fixe.
5. Équation générale des hyperboles équilatères passant aux points communs d'un cercle et du système formé par un diamètre donné et une parallèle quelconque à ce diamètre.
Prenons comme axes de coordonnées le diamètre donné et la perpendiculaire à ce diamètre menée par !e centre.
L'équation du cercle est
(1) ^5+^5„Rî = o.
Le syslème des droites Ox^ AB a pour équation
L'équation générale des coniques passant à l'inEcrsection de ces coniques est
(3) 7(/-|.) + M^-Hj=-U^)-^o,
yGoosle
ï6fi l''^ PARTIE. — GÉOUÉTRIE ,V DEUX DUIENSIOXS.
Ceitc conique sera une hyperbole éqiiilatt;re si l'on a
L'cqualion des hyperboles cquilatères cie l'énonce est donc (5) a:=-7^ + 3;j./ — R' = 0.
6. On donne deux axes i^ectangulaires Ox, Oy; un point A sur Ox, un point B sur Oj : former l'équation générale des paraboles telles que, pour chacune d'elles, Oy soit la corde des contacts des tangentes issues de A et Ox la corde des contacts des tangentes issues de B.
(École Centrale, i883. — i'" session).
Soient OA -— a, OB =- b ; l'équalion générale îles paraboles du plan est
(I) (,,_Xa;)^^a;A^ + av7H-0^o.
La polaire du point A(i7, o) doit être l'axe des y ; l'équation de cette polaire est
(a) a\- (y - \x) ), ^ ,;.] + ,^a^ + vj + = o.
On doit avoir
(3) ._aX = o,
En tenant compte de ces conditions, (i) devient
(5) (_^_X^y^_^^^_i-2«>>j-hÛ = o.
La polaire du point B(o, 6) doit être l'axe des x: l'équa-
lion de cette polaire est
(6) b (y — Ix + al) - - ^ + aly -i-d-: o; on doit donc avoir
(7) bl^-^-^o,
(8) abl~i-6 = o.
Ces équations sont idoiticjiies; on conclut
—— abl.
L'équation générale demandée est donc
(9) (j — ^^y- + 2 ftXa; + a alj — abl —- o.
Remarque, — Donner un point et sa polaire, c'est donner dens conditions : deux points et leurs polaires respectives constituent donc quatre conditions. Ici les coniques sont de plus astreintes à être des paraboles; on donne donc en apparence cinq conditions. Il y a un nombre limité de coniques remplissant ces conditions.
Mais il est à remarquer que les points et les polaires correspondants, tels que l'énoncé les donne, ne sont pas indépendants les uns des autres.
En effet, Oy est la polaire du point A : les polaires de tous les points de Oy passent donc en A.
Quand on a choisi le point B sur Oy, il ne reste à donner, de sa polaire, que la direction, c'est-à-dire un seul élémenl, donc, en tout, trois conditions. Ce fait s'est traduit analytiqnement par l'identité des équations de condition (7)et(8}-
7- Équation générale des coniques ayant un centre donné et normales à deux droites rectangulaires données. (École Polytechnique, 1873.) Plaçons l'origine an centre fixe et prenons comme axes
de coordonnées des pamllèlos aux droites données; soient
(,} x-ar^o
les équations de ces droites.
L'équation générale des coniqnes ajunt leur centre à l'origine est
(3) >,^^ + 3,i:*rj--Hvy^^hÛ = o.
Parmi les normales issues du point A, rencontre des droites (i) el (2), à la conique (3), doivent se trouver les droites (1) et (a); or, les pieds des normales issues du point A à la conique ( i) sont sur l'hyperbole
hx + -^j.y v,.x^ Les coordonnées de ces pieds sont
Ils doivent être situés sur la conique (3); doi équations de condition
(8) >, '-^ — «vw^-S-vi^-HO — 0;
c'est-à-dire
(10) Àv^6- — v;j.-ô- + 0|-i- = o.
yGoosle
On conclut
c'est-à-dire
LVqiiation (to) |ient s'écrire
011, en posant ■ ^=: a ,
L'équation (3) devient alors
C'est l'équation générale deaiandée.
8- Dans un angle droit: xOy, on place un point fixe autour duquel on fait tourner une droite : former l'équation générale des paraboles normales àOx et à Oy, à leurs rencontres avec la droite mobile.
Soit P((T, b) le point fixe donné; l'équation générale des droites menées par ce point est
Jf> [™ P.VRTir.. — filîÛUl'.tnii; a deux D[ME>;SIOiNS
SCS coordonnées à l'origine soni,
Nous allons d'abord former l'équation générale des paraboles cjui passent par les points
L'équation générale des paraboles du plan est
(4) (^_^^)S4-2va; + 27:7 + 0^0.
On doit avoir les relations suivantes :
i" Pour;*; ^ o, JK = & — '/.a,
(5) {b-lay^2T.{b-\a)^a = o; z" Pour y ■.= o, X =^ a — -,
Nous exprimerons que les paraboles sont normales aux ascs de coordonnées, aux points A, B, en exprimanl que le
en B; on a donc
(7) /i(o. 4-Xo) = o,
Or
yGoogle
Les équations (^) et (8) esplîcilécs deviennent, ijbù) -,i((,-la) + . = o,
On conclut
Les équations (5) et (6) dei (9)
„„, g(»„_.,_,^ii!^.
qn on [iciit Ocnre
(9to) {b~lar-(^i-if'j-
(,obi,) (6-xc)' "-"~,;'''^ ^
on conelnt
On a donc dens systèmes de valeurs ;
11 existe donc deux équations générales distinctes
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9. Équation générale des coniques ayant un sommet donné et une asymptote donnée. Combien passe-t-il de ces coniques par un point donné du plan?
(a) Prenons comme origine le sommet donné et comme axes une parallèle à l'asymptote donnée et une perpendiculaire à cette asymptote.
Soit 0A= al'ordonnée de l'asymptote.
L'équation générale des coniques passant à l'origine et ayant l'axe des ^ comme direction asymptotiquc est
(l) 2 \xy -h i>.y^ + 2ViC -H 29/ :^ o.
La droite y — a=:o sera asymptote si, quand on faity = a dansl'éqaation (i), celle-ci a une seconde racine infinie; donc
LV'iquation devient (3) 9Aa:f -+- ijy-' — y.lax-h 20/ = o.
Nous exprimerons que le point O est sommet en écrivant que la tangente à la courbe en ce point est perpendiculaire au diamètre correspondant; or l'équation de la tangente à l'origine est
Son coefficient angulaire est
L'équation du diamètre correspondant est c'est-à-dlro
Son coefficient angulaire est
On doit avoir entre m et m' la relation
c'est-à-dire
la la _
T 0-1- i^a """' — *' ou
''■~ «0 L'équation (3) devient alors
Nous pouvons diviser par 9 et remplacer ie paramètre - par la seule lettre \
(5) 9.>.3J7 -h ~—-^y- — -ialx + 3 j .--z o.
En divisant par le paramètre 0, nous avons supposé 6 § o ; si l'on avait 6 ^ o, l'équation (i) deviendrait
(6) ilœy ^ </.y^ — lalx ~- o;
la tangente à l'origine serait l'axe desjK, un axe de la conique
coïnciderait avec Ox, le centre de la courbe serait rejeté à
l'infini, la conique ne serait donc pas une hyperbole effective.
{h) Cherchons le nombre des hyperboles représentées
H. — Ex. de Gdoin. anal. i8
EUS IKMUNSIOISS.
par l'équation (5) qui passent par un poinl donné du plan(«,B.
L'équation de condition
nous donne les valeurs de X qui Ibiirniascnt les hyperboles demandées.
On voit donc qu'il y a en général deux hyperboles passant par un point du plan.
Ordonnons l'équation (y) par rapport à î.
(8) apn^ + ^^.(p .a)X + 2p-Ç=:-o;
es valeurs de >. ne seront réelles que si l'oti a
Cette inégalité détermine les régions du plan par chaque point desquelles passent deux hyperboles réelles.
Le lieu géométrique dont l'équation est
est celui des points du plan par lequel passent deux hyperboles confondues : c'est l'enveloppe des coniques du système.
CONSTRUCTION DES CONIQUES
Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de montrer commenl on peut déduire géométriquemenl de la connaissance de certains élcmenls d'une conique tous ceux qui sont nécessaires à sa détermination complète.
Pour lire utilement ce Chapitre, il faut connaître toutes les propriétés que nous avons étudiées successivement, tous les résultats acquis pouvant être employés.
La détermination géométrique des coniques comporte deux cas distincts :
i" Les éléments donnés sont tels qu'une seule conique peut les admettre : le problème est du premier degré; on le résout par la
2" Deux coniques peuvent admettre les éléments donnés : le prohlème ne peut se résoudre qu'au moyen du compas.
Nous ne parlons pas du cas où un nombre de coniques supérieur à deux répond aux éléments donnés.
Dans les questions que nous allons traiter, nous emploierons, en dehors des propriétés étudiées précédemment, les théor
I. — Théorème de Pascal. — Si un hexagone est inscrit dans une conique, qu'on numérote les côtés consécutifs i, 2, 3, 4, 5, 6, les points de rencontre des droites associées il et 4% {'^ et 5), (3et&) sont des points en ligne droite.
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Ce théoième s'applique aussi quand un certain nombre de côtés sont remplacés par des tangentes a la conique; le point de contact compte alors poui deux, sommets
II. — Théobbme de Bbiabchon. — Si un hexagone est circonscrit aune conique, qu'on, numérote les sommets consécutif s i,i,i, 4,5 fS,
III. — TeÉORÈUB DE Désaugues. — Les coniques passant par quatre points fixes déterminent sur une sécante quelconque un segment qui se déplace en involution.
IV. — Corollaire du théorème de Pascal. — Si un triangle est inscrit dans une conique, les taagenies aux sommets lencotitreut les côtés opposés en trois points situés en ligne droite.
V. — Corollaire du théorème de Brianchon. — Si un triangle est circonscrit à une conique, les droites qui joignent les points de contact aux sommets opposés passent par un mÉme point.
VI. — La droite joignant le point de rencontre de deus tangentes à une conique, au milieu de la corde des contacts de ces tangentes, passe au centre de la conique.
VII. — Deux diamètres conjugués d'une conique déterminent sur une tangeale tlse à cette conique deux segments comptés à partir du point de contact, dont le produit est constant et égal au carré du demi-diamétre conjugué de celui du point de contact. Si les deux segments sont du miîme côté du point de contact, la conique est une hyperbole; c'est une ellipse dans le cas contraire.
i. — DESCitiliIlOJ," MOXOURAPHIIJUH DlîS CUMQUIiS.
Ellipse
(a) L'ellipse est le lieu géométrique des points doat la somme des dislances à deux points fixes esl constante. Nous rappelons seulement cette définition pour mémoire,
renvoyant à un Traité quelconque de Géoméliie pour les conséquences de celte définition,
[b) L'ellipse peut être considérée comme la projection d'un cercle sur un plan faisant avec celui du cercle un angle
défini par cosO^ -i 6 étant le demi petilaxe de l'ellipse, olc
demi grand axe.
Génération de l'ellipse par points et par tangentes
On peut engendrer une ellipse au moyen du déplacement d'un point marqué sur un segment de grandeur constante qui glisse dans un angle droit.
Soient AB (Jîg- 5i) le segment; M le point marqué. Les
axes de i' ellipse engendrée sont dirigés suivant Ox, Oy et ont pour longueurs : sur Ox, « = MB; sur O7, è^MÂ.
Si l'on achève le rectangle OABN, on sait que :
1° NM est la normale à l'ellipse en M ;
a" NM est la longueur du demi-diamètre conjugue deOM dans l'ellipse -lieu du point M.
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3' La tangente en M est donc perpendiculaire à la droite NM ;
4" On a entre les segments MT, MS de la Ungente la relation
MT . MS T^ MN
Le quadrilatère TNSO est inscriptible, TS est un diamètre du cercle circonscrit; le milieu C de TS est donc sur la perpendiculaire à la droite ON élevée en son milieu.
Ces résultats permettent de résoudre le problème suivant :
3. Construire les axes d'une ellipse, connaissant un système de diamètres conjugués.
Soit OA', OB' [Jig- Sa) le système donne; on mène par
B' une perpendiculairo à OA'; en portant B'N ^ OA', on obtient le point N de la construction précédente.
On joinl ON et l'on élève sur ON en son milieu une perpendiculaire à cette droite, qni coupe en C la tangente en B' à l'ellipse; on décrit un cercle avec GN comme rayon, C comme centre ; on restitue ainsi les points T el S de rencontre de la tangente avec les axes; OS, OT sontces droites. En abaissant du point N des perpendiculaires sur les axes, on restitue les points A, B du segment générateur qui doit passer
B'A ^^ b est le demi-axe suivant OT ;
B'B ■-= a est le demi-ase suivant OS.
Hyperbole
(a) L'hyperbole est le lieu des points dont la différence des distances à deux points fixes est constante.
(6) Les asymptotes de l'iiyperbole sont les diagonales des parallélogrammes construits sur les systèmes de diamètres conjugués de la conique.
(c) Les diamètres conjugués de l'hyperbole sont les mêmes pour la courbe et pour ses asymptotes.
Il en résulte :
1 " Que pour une sécante quelconque les segments compris entre la courbe etses asymptotes sont égaux;
2" Que les portions de tangentes comprises entre le point de contact el les asymptotes sont égales.
5. Construire une hyperbole, connaissant (es asymptotes et un point.
Soient {Jîg. 53) OA, OB les asymptotes données : leurs bissectrices O^, Oy sont les axes de la courbe. On sait que MP.MQ ^= b^, b étant le demi-axe non Iransverse. On peut donc obtenir la longueur b et en conclure a elles autres élé-
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ments; on décrit un cercle sur PQ comme diamètre MC ^ b; on porte OD =: 6 ; on mène une parallèle à Ox jusqu'à sa rencontre avec OB ; du point de rencontre on mène une
As. — ■
parallèle à Oy, S est le sommet de la courbe; en portant sur Ox OF = OG, on obtient le foyer F, etc.
6. Construire une hyperbole, connaissant un système de diamètres conjugués.
On achève le parallélogramme défini par les diamètres conjugués donnés el l'on obtient, en menant les diagonales, les asymptotes de la courbe; on est alors ramené au problème précédent.
7- Construire par points et tangentes une hyperbole, connaissant les asymptotes et un point.
Soient ijig. 54) OX, OY, M les données. Construisons d'abord la tangente en M; cette droite doit passer en M et être menée de telle sorte que le milieu de sa portion com-
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prise entre les droites OX, OY soit en M ; pour réaliser ces conditions, il suffît de prendre MO' ^^ MO, de mener O'P parallèle à OX et de joindre PM : c'est la tangcnio cherchée.
Ua point quelconque delà courbe s'obtiendra en menant
une sécante arbitraire par le point M; soient R, S ses rencontres avec les asymptotes; en prenant SN = RM, on a en N un point de la courbe (propriété segmentaire); on construira la tangente comme pins haut.
Les points de la seconde branche s'obtiendront, soit en prenant les symétriques des points déjà construits par rapport an centre, soit en appliquant les propriétés segmenlaires; dans ce cas, on aura soin de porter les longueurs à partir de la seconde asymptote en sens inverse de celui dans lequel est compté le segment connu à partir de la première.
8. Construire une hyperbole, connaissant trois points et les directions des asymptotes.
[a) Nous connaissons en tout cinq points; deux sont rejetés à l'infini dans les directions données : le théorème de Pascal est immédiatement applicable. Soient wx, wp les directions asymptoùqiies {Jig.55).
M2 re PARTIK, — GEOMKTRir. iV MEUS DraENSiosa.
Numérotons les côtés :
AB -), Ba — a, ïC-3, Gé — 4; cherchons le point de la conique situé sur une sécante
arbitraire AX menée par le point A; c'est le côté 6; le côté 5 passe par le point p et le point inconnu.
Soient P le point de rencontre des côtés (i) et(4); Q celui des côtés (3) et (6).
Menons PQ : celte droite rencontre le côté (a) au point R; ce point appartient au côté (5); en menant R^ parallèle àuip, on obtient le point cherché en D.
On construit de même une tangente, etc.
(6) On peut opérer autrement en se basant sur la propriété suivante, conséquence immédiate des propriétés segmentaires de l'hyperbole.
Si l'on construit sur une corde quelconque à l'hyperbole comme diagonale un parallélogramme dont les côtés sont parallèles aux asymptotes de ta courbe^ la seconde diagonale passe par le centre.
Soient {Jlg- 56) A, B, C les trois points donnés ; ti,x, w^ les directions asjmptotiques.
Sur AB comme diagonale je construis lo pnrallélogramine
Fis- 56.
dont les côtés sont parallèles aiix asymptotes : la seconde diagonale MN est un premier lieu du centre. La même construction eÊFectuée sur la diagonale BG donne, en M'N', un second lieu de ce point; la rencontre B des droites MN, M'N' est le centre de l'hyperbole : on est ramené à un problème déjà traité.
Hyperbole équilatère
L'équation de cette courbe, rapportée à ses axes, est
EUS BIMENSIONS.
On peitt obtenir autant de points que l'on veut en menant ine parallèle quelconque àl'axe Iransverse.
Soient {fig- 57) B sa rencontre a\ec l'ase non transverse, V un sommet; du point B, avec BA comme rayon, on décrit m cercle qui coupe la droite arbitraire en deux points M et
Fis- 57.
M' de ma!e e
irbe; en prenant BN = OB, on obtient MN, nor-
Remarque. — On reconnaît qu'une hyperbole donnée par un système de diamètres conJTigiics est cquilatère, à ce fait que ces diamètres sont égaux; ils sont égalementinclincs sur les asymptotes.
10. Construire une hyperbole équilatère, connaissant une asymptote et deux points.
Soient [fig, 58) AB l'asymptote donnée; M, N les points donnés, menons MN; elle rencontre l'asymptote en P; le point P', construit de telle sorte que NP' = MP, est un point de la seconde asymptote. (Propriétés segmentaires de l'hyperbole : le milieu G de la corde MN est le même que celui du segment PP' limité aux asymptotes.)
P'X perpendiculaire à AB est la seconde asymptote, O est !e centre de la courbe.
Nous sommes ramenés au problème :
Construire une hyperbole, connaissant les asymptotes et un point.
11, Parabole.
(a) La parabole est le lieu des points équidistanls d'an point fixe et d'une droite fixe .
Définition. — On appelle paramètre de la coiirbe le rapport constant du carré de l'ordonnée à l'abscisse du point correspondant,
(6) La sous-tangente est double do l'abscisse du point de contact.
(c) La sous-normale est constante et égaie au demi-paramètre.
■i86 I'= PAEITIE. — GÉOMEtniE A DT
( d) On peut construire par points et tangentes une parabole de la manière suivante :
Soit donné 2p le paramètre {Jlg- 5t)).
On porte à partir du sommet OA = 2p et l'on considère la série des cercles tangents en A à AB parallèle à Oy; par les points P et Q on mène des parallèles aux axes ; on obtient
Kig. 5<j.
en M un point de la parabole ; en prenant OT ^= OQ, l'on obtient en MT la tangente au point M.
(e) La distance d'un point de la parabole à son foyer
est égale à -i en appelant a/»' le paramètre relatif à ce
12. Construire une parabole, connaissant un point, sa tangente, la direction de l'axe et le paramètre relatif à ce point (on indique, de plus, la région dans laquelle se trouve la courbe).
Soient {fig- 60) MT la tangente donnée ; MX la direction de l'axe, menée dans la région où se trouve la courbe ; M le point de contact.
On mène MX' faisant avec Mï' un angle égal à l'anglii TMX et l'on prend MF =- ^, en appelant 2/j' le paramètre
donne ; F ost le foyer de la courbe ; Fx, son aso ; le milieu S deT'P, 5on sommet, etc.
13. Construire le foyer et la directrice d'une parabole, connaissant deux tangentes et leurs points de contact.
Soient [fig- 6i) T), Ta les tangentes données; B, C leurs points de contact. En joignant le point A au milieu de la corde BC, on obtient la direction AX de l'axe de la parabole (VI -p. 2,6).
Si l'on mène par les points de contact B, C les droites symétriques des parallèles à l'axe menées par ces mêmes points, on obtient, par leur point de rencontre F, le foyer de la parabole et, par conséquent, l'axe de la courbe.
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La droite qui joint les symétriques du point F par rapporL aux tangentes T, , Tj est la directrice.
Voici une autre forme de la même question :
14. Construire une parabole, connaissant un angle droit qui lui est circonscrit et les points de contact.
Le foyer de la coiidje est suv la droite AB {fif. 6a), la Fie. fe-
directrice étant le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la parabole et la polaire d'un point de la directrice passant au foyer; il est également sur la perpendiculaire
abaissée de M sur ÂB (la ponion de tangente MB est vue du
foyer sous un angle droit), il est donc en F; l'axe s'obtient
a joignant le point F au symétrique A' de A par rapport à
la droite FC
perpei
mdiculaire à MA; MD est la directrice, etc.
Remarque, — I! passe en général par quatre points donnés deux paraboles ; mais quand ces points sont confondus deux à deux, la double droite joignant ces points confondus constitue une parabole singulière; le problème est alors du premier degré.
IS. Équation générale des paraboles passant par deux points donnés A et B et dont les diamètres ont une direction donnée.
Détermination géométrique d'une de ces coniques.
En plaçant l'origine {Jlg. 63) au point A, en prenant AB
comme axe des y et posant AB= aa, l'équation des pai boles de l'énoncé est
[i) iy — m:)!:y + 2lx — 2ay^o.
H, — Ex. de Géom. anal. ig
PARTIE
La tangenle à l'origine a pour équation (a) Xar — a/rrzo,
ou
On conslriiit ceUe droite en prenant AC=AB=:« el ÂD = ), valeur particulière du paramètre; AE est la tangente à l'origine.
Soit AX la direction de l'axe fixe des paraboles ; la parallèle à cette droite menée par M, milieu de AB, rencontre en G la droite AE; G est un point de la tangente en B; GB est celte tangente.
Nous connaissons alors deux points, leurs tangentes et la direction de l'axe. (Voir Problème précédent.)
CoxsTntcTiOKS DiviiKsiss
1. Conslruire une conique^ connaissant le centre el deux tangentes avec leurs points de contact.
D'après l'énoncé on donne
1° Un élément principal (centre) : deux conditions;
a" Deux tangentes et leurs points de contact : soil quatre conditions.
En tout sis conditions; en apparence, le problème est impossible. Mais (VI, p. 276) la droile qui joint le point de rencontre des deux tangentes au milieu de la corde des contacts passe au centre.
Le choix des éléments donnés n'est donc pas arbitraire; i] existe une relation entre eux; par conséquent ils ne constituent que cinq conditions.
Soient [fig- 64) T,, Ta les tangentes données;
A, B leurs points de contact; O le centre donné.
Le diamètre conjugué de OA s'obtient en position en menant par O une parallèle à T,. Quant à sa longueur, on sait {VII, p. 276) que, en appelant A' son extrémité,
BExBD==ÔÂ'';
une moyenne proportionnelle donne donc sa longueur.
Fi g. 6',.
Nous sommes ramenés au problùme oonrm :
Construire uneconigue, connaissant un système de diamètres conjugués.
La conique est une ellipse si le point B est intérieur au segment DE; c'est une hyperbole dans le cas contraire.
2. Construire une conique, connaissant le centre et trois points.
Soient {fig. 65) O !e centre; A, B, G les trois points; noi!S> allons déterminer un système de diamètres conjugués en grandeur ei en direction.
Joignons le point O au milieu I de la corde BC ; en prenanl ,
aga i'<^ pautie. — géometiiik a i>i
sur une parallèle à la droÎLe BC menée par le pomL A, une longueiir ['A' = Al.', on obtient en A' un quatrième point de la conique.
D'après le théorème de Désargaes, le segment dclcrminé sur
la droite 01 par les coniques passant aux cjiiatrc points AA'BC se déplace en involution.
Deux coniques de ce faisceau sont :
1° Les droites AC, A'B qui rencontrent la sécante en D ;
2° Les droites AB, A'C qui donnent le point D'.
Si l'on prend un point M, tel que
Om' — OD.OD',
on obtient nn point de rencontre de la transversale 01 avec la conique ayant son centre au point O.
Soit OM:=a' : c'est un diamètre de la conique étudiée; son conjugué est en position Oœ, parallèle à BC; pour obtenir sa longueur, nous mènerons par le point O le système
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de diamètres conjugués défini par la corde ÂB; ce système se coinpose de la droite ON joignant le centre O, au milieu N de A.B et de ta parallèle à AB menée par le point O.
Ces droites O^', Oy déterminent sur la tangente en M à la conique étudiée deux segments MR., MS, tels que
En portant sur Oj: OM'— i', on a «n système de diamètres conjugués en grandeur et position OM, OM'.
La courbe est une ellipse ou une hyperbole, suivant que le point de contact M de la tangente est intérieur ou es.térieiu' au segment RS.
3. Construire une conique, connaissant le centre et trois tangentes.
(iherelions les points de contact de ces tangentes : soient
(fig. 66) A', B', C i
. Si l'on joint le point A au
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milieu de la corde B'C, cette droite passe au centre de la coniqTie ; le triangle Â'B'G es t donc tel que les milieux de ses côlés sont situés sur les droites AO, BO, CO, et les sommets sur les droites AB, ÂC, BC,
Déterminons d'abord les directions de ses côtés; pour cela prenons un point M quelconque sur AB et menons une parallèle au côté AC jusqu'à sa rencontre N avec la droite AO ; menons par le point N une parallèle à la droite AB; la diagonale MP du parallélogramme ainsi défini est parallèle au côté B'C.
On obtiendrait de même les directions des deux autres côtés.
Construisons {flg- 67) sur MP comme côté, un trian-
gle MPQ semblable au triangle A'B'C; la ligne AQ prolongée vient couper le côté BC en un point A' qui est un sommet du triangle cWerché : c'est un point de contact.
On en déduit les deux autres et Ton est ramené au prohlème précédent.
4. Consiruire une conique, connaissant trois tangentes et les points de contact de deux d'entre elles.
Soient {fig- 68) T, , Tj, Ï3 les tangentes données ; M, N les points de contact.
Le théorème IV permet d'obtenir immédiatement le point P de contact de la tangente Tj.
Les droites obtenues en joig^nant le point b au milieu de MP
et c au milieu de MN se coupent an centre de la conique (V).
Si donc ce point est à distance finie, la conique est une ■ellipse ou une hyperbole; dans le cas contraire, c'est une parabole.
Nous sommes ramenés au problème précédent.
S. Consiruire une conique, connaissant trois points et sachant qu'une droite donnée a pour pôle un point donné.
Soient {ftg. 69) A, B, C les trois points donnés; A la droite donnée ; P son pôle.
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Je joins PB (jui rencontre la droite A en M et je prends le conjugué harmonique du point, B par rapport au segment PM, j'obtiens en B' un autre point de la conique ; en répétant celle construction pour le point A, on obtien-
drait un nouveau point : on a cinq points, la conique est dote l'minée.
6, Construire une conique, connaissant deux points, un foyer et V excentricité.
Cherchons la directrice correspondant au foyer donné; elle est tangente aux circonférences décrites des points donnés avec des rayons déterminés par cette condition qu'ils soient à la distance du point pris comme centre au foyer dans le rapport donné, valeur de l'excentricité : le problème compte donc quatre, deux ou pas de solutions, suivant les positions relatives des points donnés et du foyer et suivant la valeur de l'excentricité.
Soient F le foyer donné, D le pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur la directrice ; les poiats qui partagent la distance FD dans le rapport donné comme valeur de l'excenlricité sont les sommets : on en déduit le centre et les autres éléments.
7. Construire une conique, connaissanl le foyer et trois points.
(a) Soient {^g. 70) F le foyer; A, B, C les trois points donnés que nous supposerons d'abord sur une même branche de courbe; la bissectrice extérieure de l'angle AFB ren-
contre la droite AB en un point D appartenant à la directrice correspondant au foyer F.
On obtient de même le point D' rencontre de la droite CA avec la bissectrice extérieure de l'angle CFA.
On connaît alors le foyer F, sa directrice et un point; la nature de la conique dépend de la valeur de l'exeentricité.
(6) Supposons acluellemenl (') que le point A appartienne à une branche de courbe et les points B et C à l'autre branche : la bissectrice intérieure de l'angle ÂFB rencontre en D !a droite AB; D est un point de la directrice; on obtient de même D' rencontre de la bissectrice intérieure de Vangle ACF avec AC. DD' est la directrice.
C) Prière de faire la figure.
8. Construire une conique, connaissant un foyer et trois tangentes.
Soient {fig- 71) Ti, T,. Tj les trois Laogentes données; F le foyer.
Menons AF; le second foyer se trouve sur la droite Kx Taisant avec la tangente T^ un angle 0. = FAT,.
La même construction répétée en B donne, par l'intersection des droites Kx, Bj-, le second foyer F' ; on en déduit le centre et l'on est ramené au problème :
Construire une conique, connaissant le centre et trois tangentes.
9. Construire une conique, connaissant un foyer, deux tangentes et le point de contact de l'une d'elles.
Soient (y?^, 72) T,, Tj les tangentes données; B le point de contact de T^, on obtiendra le second foyer F' par l'intersection de la droite Aj;, menée comme dans la construction précédente, et de la droite B/ faisant avec T^ et en sens contraire un angle égal à l'angle FEA. On connaît alors les
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deux foyers et un point : la conique est une ellipse si les deux loyers sont dn même côté de la tangente; c'est une byperbole dans le cas contraire.
10. Construire une conique à centre, connaissant une ■directrice, une tangente avec son point de contact et la direction du diamètre qui passe par ce point.
Soient {fig. 73) D la direclrice donnée; MT la tangente; M son point de contact; MA le dianaètre de ce point.
Proposons-nous de chercber le foyer correspondant à la directrice donnée; connaissant ce point, nous aurons le centre de la courbe et tous les éléments qu'on voudra.
i" Soit A le point de rencontre de MT avec ia directrice D ; on sait qne la portion MA de la tangente est vue du foyer sous un angle droit : un premier lieu géométrique du foyer cherché est donc la cii-conférence décrite sur MA comme diamètre,
2" On sait que la polaire de tout point de la directrice
- GEOMETIIie A
4 DIHENSIOMS.
passe au foyer et est perpendiculaire à la droite joignant le point de la directrice au foyer; de plus, la polaire d'un point est parallèle au diamètre conjugué de celui qui passe parle point. Si donc D est le point commun à la directrice donnée et au diamètre M A, la polaire du point D est parallèle à MT el la droite FD est perpendiculaire à cette droite.
Un second lieu géométrique du foyer est la perpendicidaire
à Mï menée par le point D ; le foyer est dès lor; par l'intersection d'une droite el d'un cercle : deux coniques répondent à la ([ueslion; elles sont réelles et distinctes, ou imaginaires, ou confondues.
H. Construire une conique, connaissant quatre points et une tangenle.
Soient {Jig. 74) A., B, G, D les quatre points donnés ; T la tangente donnée.
Cherchons le point de contact. Toutes les coniques passant par les quatre points A, B, G, D déterminent sur T un segment qui se déplace en involution [Th. de Désargues). On obtient facilement deux positions de ce segment au moyen
des coniques AB-CD, AG-BD; par les points P, Q on fait passer un cercle quelconque; par les points P', Q' on en fait passer un autre : l'intersection de leur axe radical avec la droite T détermine le centre de l'involution; en menant de ce
point des tangentes aux circonférences, on obtient la puissance de l'involution; les points doubles de l'involution sont les points de contact. Il y a donc deux solutions au problème, si les points doubles sont réels, et aucune solution réelle si ces points doubles sont imaginaires.
NOTE
Dans un certain nombre de problèmes de Géométrie analytique, en doit distinguer sur un lieu géométrique de points liés à un système de coniques variables, les points qui proviennent d'ellipses, d'hypev-
Noos avons déjà indiqué deus méthodes, aux Chapitres VII et IX, pour faire cette distinction sur les lieux de centres et de sommets.
Nous allons donner une troisième méthode qu'on pourra employer pour traiter les questions de ce genre, quelle que soit la nature des points dont on cherche le lieu.
Soient
le coniques ;
eus géométriques auxiliaires, se déduisant sant par leur intersection les points du lieu
l'équation d'un système i
les équations de deux I.
de l'équation (i) et définii
qu'on étudie.
On propose de disiinguersur le lieu dont l'équation est F{,-i:,^) = o
les points provenant des ellipses du système (i) de ceux qui pro-
a des paraboles.
r discuter la caractéristique , S — AG — B* =/i(>.), du système (i). On forme ainsi un tableau des valeurs de X rangées dans l'ordre de grandeur de — » à-t--» qui donnent des paraboles dans l'équation ({); ces valeurs sont les racines de l'équation S = o.
viennent des hyperboles Pour cela
Toutes les valeurs de ï. comprises enire — co et Xi donnent (les ellipses ou des hyperboles suivant le signe de S ; en général, celles qui sont comprises entre Xj et Xj, donnent des hyperboles ou des ellipses, etc.
Si l'une des méthodes rappelées plus haut n'est pas applicable ou conduit à des calculs trop compliqués, on pourra remarquer que les points dé Unis par les lieux
(3) ^(ar,j, X) = o,
variables tous les deux, peuvent être définis comme étant l'intersection du lieu fixe
avec le plus simple des lieux (2) et (3). Soit (2) le plus simple de ces lieux; il est variable avec X;on étudiera sa déformation quand >, partant de — co, varie d'une manière continue jusqu'à +=0 , en traversant les valeurs Xi, Xj, ..., Xp. Alors, tous les points du lieu (4), compris entre les positions <f(x, y, Xi) = o et (fiCa'ij, X2) = o, du lieu auxiliaire, proviendront des e/hjsîes, si, dans l'intervalle (X,, Xj), l'équation ([) représente des ellipses. Les points particuliers définis par les équations
sont ceux qui proviennent de la parabole Pi, correspondant à la valeur Xi du paramètre variable, etc.
Dans les applications, le lieu auxiliaire le plus simple, que nous venons d'employer, sera généralement une droite ou un cercle; son mode de déformation avec la variation de X s'étudiera facilement; on représentera cette déformation sur une figure en traçant les lieux correspondants aux valeursX,, Xj . , ., du paramétre variable; on couvrira de hachures les régions qui correspondent aux positions occu-
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pées successivement par les points du lieu tD(3;,_}', i) = o, quand on donne à X des valeurs fournissanl des ellipses dans l'équation f{iB,y, ï.) = o, et l'on tracera sur la même figure le lieu dont l'oquatîon esi F (a?,/) — o. Quelle que soit la corn plie a lion de ce lieu, ses portions qui se trouvent dans les régions hachurées sont celles des points provenant des ellipses; celles qui se trouvent dans les régions non hachurées proviennent des hyperboles; enfin les points communs au lieu P(a^,j')= o el aux lieux auxiliaires, provenant. des valeurs \i, X,, ... du paramètre, proviennent des paraboles séparatrices
Pi, Pî, ..., Vp-
Les questions de concours proposées à l'Ecole Centrale, présentent, de nombreux exemples de la distinction que nous venons de fiiire,
{ Voir le Chapitre des Applications générales.)
APPENDICE
SOli LES CONIQUES.
Plusieurs des sujets proposés aux derniers concours pour l'admission aux Écoles du gouvernement ont trait aux coniques, et à leurs propriétés envisagées à un point de vue tout nouveau.
D'une manière générale, on peut dire que toutes ces questions rentrent dans l'énoncé tjpe suivant :
Une équation générale de coniques étant donnée^ vérifier que ces coniques jouissent de certaines propriétés géométriques dont on donne la nomenclature.
On a vu, d'aulre part, comment, au point de vue algébrique, on peut étudier et discuter une équation de ce genre. Le point de vue auquel nous nous placerons est tout différent, et il nous a paru intéressant d'exposer dans la présente Note une méthode générale permettant de traiter les questions analogues et cela en généralisant le problème de la façon suivante :
Une équation de coniques étant donnée, reconnaître les diverses propriétés géométriques auxquelles ces courbes satisfont.
Cet exposé peut se diviser en deux parties :
i" Lorsqu'on donne quatre conditions déterminant un système de coniques, l'équation qui les représente renferme
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néeessairemenb un paramètre variable, correspondant à un cinquième élément dont la connaissance serait suffisante pour déterminer entièrement les courbes dont on s'occupe. Ce cinquième élément, donl la nature et le mode de variation sont intimement liés aux quatre autres, et dont on peut, la plupart du temps, reconnaître la nature à la simple inspection de l'éqnation, est ce que nous^ appellerons Vêlement résultant.
a" Une équation de coniques étant donnée, il est facile, à la simple inspection de l'équation, ou par un groupement convenable des termes, de mettre en évidence un certain nombre de propriétés essentielles de ces coniques, et, par suite, de démontrer de nombreux théorèmes relatifs à ces courbes.
L'ensemble de ces deux parties donne la solution complète du problème général proposé ci-dessus,
I. ■ — Après avoir établi, conformément auxmétbodcs indiquées (p. aS'j), l'équation des coniques satisfaisant à quatre conditions données, on peut, en examinant cette équation, y reconnaître immédiatement l'existence : i" des propriétés indiquées dans l'énoncé; a" de l'élément résultant et de ses propriétés.
Exemples :
i" Propriétés des coniques ayant un foyer et une asymptote donnés.
L'équation de ces courbes (p. 264), en prenant pour origine le foyer et pour axe des x !a perpendiculaire abaissée de ce point sur l'asymptote donnée, est
L'élément résultant est ici la directrice correspondante au
foyer donné et dont l'équation
indique qu'elle pivote autour du point fixe de coordonnées Xi^=a, ji^^^o, c'est-à-dire le pied de la perpendiculaire abaissée du foyer sur l'asymptote.
On peut donc dès lors étudier aisément tous les lieux géométriques dont la génération est liée au déplacement de la directrice; et en particulier, si l'on se reporte à l'énoncé complet du problème (^École Centrale, 1878), on reconnaît que l'une des questions posées a trait au lieu des projections du centre de ces hyperboles sur la directrice, question aisée à résoudre, connaissant la loi de déplacement de cette der-
En effet, la projetante du centre d'une hyperbole sur la directrice n'est autre que l'axe Iransverse de cette hyperbole ; cette projetante passe donc toujours par le foyer correspondant à la directrice considérée, qui est ici l'origine des coordonnées. Lors donc que la directrice se déplacera en pivotant autour du point a;, = «, ^, = o, la projetante du centre sur cette droite se déplacera autour du point O. Le lieu du point de rencontre de ces deux droites est alors un cercle ayant la droite OA pour diamètre. Ce résultat se vérifie aisément par le calcul; la projetante du centre d'une des hyperboles, dont
les coordonnées sont ^j ^«, j-2 = — - sur la directrice, a pour
(|ui passe à l'origine, et l'élimination de 'k entre 1 tion et celle de la directrice
c'est bien l'équalion d'un cercle admeUani ()A comme tliamètrc.
La connaissance de l'élément résuHanl nous donne donc la solution très simple d'une partie ultérieure de l'énoncé. Il en sera toujours ainsi ; les diverses parties d'un problème devant nécessairement rouler sur les propriétés ou le mode de déplacement de l'élément résultant, puisque ce dernier est défini dès que l'on assujettit un système de coniques à vérifier quatre conditions.
2° Paraboles ayant leurs diamètres parallèles à une direction donnée et passant par deux points donnés. — L'équation de ces courbes (p. 261) est
m désignant le coefficient angulaire des diamètres, a la demidistance des points fixes.
L'élément résultant est ici la tangente correspondant au diamètre^ — m3: = o, mis en évidence dans l'équation de la parabole, tangente mobile dont l'équation
montre que le produit Xy est constant; que X est «ne longueur, et qu'eniin le rectangle construit sur la longueur a el l'ordonnée de la tangente mobile a une surface fixe; ou encore, que la longueur X portée en ordonnée surOy définît un point conjugué harmonique du point de rencontre de la tangente mobile avec l'axe des ^ par rapport aux points fixes situés aux extrémités d'un segment de longueur 2a, dont l'origine serait le milieu. On peut donc acbever géométriquement la construction des paraboles correspondantes. Ici encore la connaissance de l'élément résultant nous
donne la solution simple et rapide d'une des parties suivantes de l'énoncé. On demande en effet {École Centrale, 1880) les coordonnées du sommet d'une de ces paraboles. Il suffit, pour les avoir, d'évaluer x e\,y d'après les deux équations
après avoir déterminé X de façon que ces deux droites soient rectangulaires.
3" Coniques ayant une directrice et un sommet de l'axe focal donnés. — Si Ton prend la directrice pour axe des y et le sommet donné à une distance a sur l'axe Ox, l'cqiiation générale des coniques de l'énoncé est
a et p désignent les coordonnées du foyer correspondant à la directrice donnée, et sont liés par la relation
celle-ci exprime que la conique passe au sommet donné.
L'élément résultant est donc ici le fojer (a,^) qui se déplace sur un cercle dont le centre est an sommet donné et le rajon 'ka.
4" Hyperboles écjuilatères passant aux points communs à un cercle et au système formé par un diamètre donné et une parallèle à ce diamètre. — L'équation générale de ces courbes (p. 265) est
que Ton peut écrire
^°- — {y — ii.y- + ij? — K^ — o.
Elle met en évidence l'ordonnée ^i, du centre sur l'axe des
j, el les asjmploLes dont les équations respectives sonl
■»— J' + l^ — o- Les coniques de Ténoncé se prêtent très facilement à l'étude de l'angle des asymptotes dans lequel se trouve la courbe.
On voit, en effet, que si \/. varie de — co à — R, la courbe est dans l'angle des asymptotes où se trouve l'origine; si (a varie de — R à + R, la courbe se trouve dans l'angle opposé à celui de l'origine. Eniîn, si \j. varie de + R à 4- ce, la courbe et l'origine sont de nouveau dans le même angle.
5" Paraboles Celles que pour chacune d'elles l'axe des y soit la corde des contacts des tangentes issues d'unpoint A situé sur l'axe des x, et l'axe des x la corde des contacts des tangentes issues d'unpoint B situé sur l'axe des y.
L'équalion générale de ces courbes est (p. 266) (ï -la:)-- + \(,bi! ^laj - ab) --r,,,:
elle met en évidence un diamètre
et une tangente fixe
droite qui joint les milieux des segments OÂ et OB. 1,'étémenl résultant est ici cette tangente dont la connaissance nous permet de résoudre certaines questions de position.
Pour toutes les valeurs positives de X (diamètres situés dans l'angle xOy), les paraboles sont situées au-dessus de cette droite. Pour toutes les valeurs négatives de), (diamètres situés dans l'angle yOx')^ les paraboles sont situées au dessous. Cette droite est donc l'enveloppe du système des paraboles de l'énoncé.
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II. — Considérons maintenant le cas où Ton donne une équation générale de coniques dont il s'agit de reconnaître les propriétés géométriques; la simple inspection de l'équation nous permettra souvent de déterminer les propriétés de quelques éléments, les uns fixes, lesautres mobiles : points fixes, tangentes, asymptotes, etc.; et le plus souvent, ces propriétés étant étudiées, un groupement convenable des termes del'équation permettra immédiatement d'en mettre en évidence d'autres plus compliquées, telles que l'existence ou le mode de déplacement de foyers, sommets, directrices, etc.
Exemples :
1° Étude des coniques représentées par l'équation générale
laXxy -'r {X"^ a"- ~ y) y'- — la'-y-y^ + ^ay ^= O (p. 273),
On voit de suite que ces courbes sont des hyperboles dont une asymptote est parallèle à Ox, qui passent à l'origine des coordonnées, et que la tangente à l'origine, dont l'équation est
a son coefficient angulaire proportionne! au paramètre X, qiil est ici un rapport.
On voit de plus que, par chaque point du plan, il passe deux courbes du système, et l'on pourra déterminer les régions du plan dans lesquelles doit se trouver ce point pour que les courbes qui y passent soient réelles, imaginaires ou confondues.
a" Etude des courbes dont l'équation générale est. bM,\'b^ï)ii:'-±2ab^xj + nH\/~b^'^'ï)y'--a'^{\/'b^^:iA^-0 (p. 269).
On voit de suite que les coniques effectives du syslème ont leur centre situe à l'origine des coordonnées, et le calcul de leur discriminant
montre que leur nature dépend seulement dn signe du paramètre A,
Pour X > 0, récjuation représente des hyperboles, pour X<;o des ellipses, et pourX= o des paraboles qui, dans l'espèce, se réduisent au système de deux droites confondues :
(bx±ayy-=o.
3" Courbes représentées par l'équation générale
\ÉcoU Centrale, 1B72. — (P. 2O6)].
Les courbes représentées par celte équation sont des hyperboles équilatères ayant pour directions asymptotiques_^a:'e5 les bissectrices des axes de coordonnées.
Une seule de ces hyperboles a son centre à l'origine, c'est celle qui correspond k\i.^o, et, dans ce cas, la courbe touche le cercle
aux points où celui-ci rencontre l'axe Ox.
Les axes sont : l'un fixe O^; l'autre reste parallèle à O^r.
L'axe Oy fixe fera nécessairement partie du lieu des foyers ainsi que du lieu des sommets qu'il s'agissait de déterminer.
Ces exemples peuvent se multiplier à l'iniini et montrent surabondamment tout le parti que l'on peut tirer d'un examen méthodique de l'équation d'une courbe, ou d'un système de courbes du second degré.
Le plus souvent, cet examen ne suffit pas à mettre en évi-
dence toutes les propriétés du système et à les étudier; mais, alors, le groupement des termes de l'équation, l'examen des dérivées, etc., opéré d'une façon méthodique, conduira à une solution complèle.
4" Courbes représentées par l'équation
Getexemple,ainsi que nous l'avonsvu plus haut, représente des hyperboles équilatères, dont l'une (pour ji = o) toiiche le cercle
au point où il rencontre Ox.
Mettons en évidence le premier memliie de l'équation de ce cercle dans l'équation proposée; il vient
a;î+ jï— R=_ 27 {y — \<.) =.- o.
Ce qui montre que les hyperboles passent par les points communs aux lieux géométriques auxiliaires
i ^=_|_jj/2 — R^^o, t œ'-^y^ — R';=o,
c'est-à-dire par les points d'intersection du cercle avec un de
ses diamètres et une parallèle à ce diamètre.
L'équation de ces courbes pouvant de plus s'écrire
inel ainsi en évidence les deux asymptotes de ces hyperboles
On a déjà vu le parti que l'on pouvait tirer de la connais sance de ces asymptotes dans la discussion de l'angle où doi se trouver la courbe.
5" Courbes représentées par l'équation
■ia\a:y + (X^a^ — i) r^— Qrt'Xa' 4- 3«/ 33 o
L'étude commencée plus haut se complète (îe la manière suivante.
Les directions asymptoliques
lalxy + Çy} eâ — i) y ■— o
se dédoublent en
c'est-à-dire que ces courbes ont une asymptote parallèle à Ox. la seconde variant avec 't..
Par chaque point (p, q) du plan passent, en outre, deux courbes du faisceau, et ces coniques seront réelles, imaginaires, OH confondues, suivant que le discriminant de l'équa-
p'-iq — af -- if {^aq — q-)
sera négatif, positif ou nul.
Enfin, on peut grouper les termes de l'équation delà façon suivante :
et l'on met ainsi en évidence quatre points communs à toutes les coniques du faisceau ; l'origine, deux points à l'infini dans la direction de l'axe Oic, et le point d'intersection des droites
ilo:it la position sin- Oy varie avec 'k.
Ce groupement met encore en évidence l'asympLole
parallèle à l'asc des ;c. Tontes les courbes du système ont doiic une asymptote fixe.
Pe plus, le diamètre conjugué à la direction de la tangente à l'origine à ces diverses coniques a pour équation
d\>ii il résulte que ce diamètre reste perpendiculaire à la tangente correspondante, quel que soit î„
L'origine est donc un sommet pour toutes les coniques du faisceau.
6" Etude des courbes représentées par l'équation
{École Centrale, T88g. jfi session.)
Cette équation, où m représente un paramètre arbitraire, représente des coniques de nature variable avec m, mais présentant un même axe de symétrie fixe qui est l'axe Ox.
Cet axe sera donc par cela même le lieu de leurs centres.
De plus, on voit aisément que par chaque point dii plan i.P> ?) P-issent toujours deux coniques du système qui seront toujours réelles.
L'équation, ordonnée par rapport au paramètre variable, s'écrit
ou
Los coniques du système passent donc par les points fixes
et par les points variables
De plus, si l'on complète le carré dont les deux pre termes sont
on obtient la forme
qui montre que, dans le cas oij les coordonnées sont rectangulaires, les coniques dn faisceau ont pour fojer l'origine, et une directrice variable avec m, parallèle à Oy, et s'éloignant à l'infini pour la valeur m = o, qui correspond aux cercles du système.
Nous lernainerons par cet exemple, montrant ainsi comment l'examen méthodique de l'équation d'un système de courbes permet de démontrer, sans calcul, un grand nombre de propriétés géométriques de ee système.
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CHAPITRE II
LIGNE DHOITE.
fiAPPBL DE BÉSULTjVTS
t. ~ Iiienx Béomètri^aes dont les points sont en ligne droite,
On donne un triangle AOB, on mène une parallèle quelconque CD à OA. On demande le lieu du point M, rencontre des droites AC, CD, quand CD se déplace dans le plan du triangle
On mène des parallèles k ïaa des côtés d'un triangle; par les points où cette droite rencontre les deuï autres c6lés, on mène à ces
cités des perpendiculaires qui se coupent en un point dont nn
demande le lieu ^i
Étant donné un triangle rectangle 0AI5, on construit sur les eûtes OA, OB de l'angle droit, les carrés OACD et OBGF et l'on mène les droites AG, BD. On demande le lieu géométrique du point M de rencontre de ces droites quand, l'angle droit O restant fixe, l'hypoténuse AB se déplace parallèlement à elle-même 3-j
Emploi d'un angle comme paramétre variable :
Un triangle rectangle de grandeur invariable se meut dans un plan, de façon que son hypoténuse s'appuie constamment sur deux axes rectangulaires. — On demande le lieu décrit par le sommet de l'angle droit 19
II. — Étude de la loi de déplacement d'une droite
Théorie du déplacement d'une droite 32
Exercices ■■ On considère un rectangle de périmètre constant ïa ; A et G étant deux sommets opposés, on abaisse du sommet C une perpendiculaire sur
AB ; trouver la loi de déplacement de cette droite 33
On donne l'équation d'une courbe rapportée k des aies rectangulaires : démontrer que les cordes de celte courbe, vues de l'origine sous un angle droit, passent par un point Hxe situé sur la courbe 3S
Déplacement de la droite joignant deux points homologues dans une trans/ormalion de figure:
On donne deux axes rectangulaires, Oce, Oy, et une droite kz parallèle à Oy, on prend un point M quelconque du plan ; on mène les droites OM, MD (perpendiculaire à As), OD, BM' (parallèle iOa;) ; on demande : i" d'exprimer les coordonnées du point M' eu fonction de celles du point M ; a' de prouver que la droite MM' passe par un point fixe quelle que soit la position dn point M 37
Déplacement de la droite Joignant les points de rencontre des côtés correspondants de deux triangles se déplaçant suivant une loi donnée :
On iriangle A'B'C, variable de forme, est placé de telle sorte que les droites joignant ses sommets A', B', C' aux sommets correspondants A, B, C d'un triangle donné concourent en un point use O et que le côté A'B' soit parallèle à AB. Soit M le point de rencontre des eûtes AC, t'C ; N le point de rencontre des côtés CB, C'B'. — Déterminer la loi de déplacement de la droite MN quand le triangle A'B'C se déforme en suivant les conditions de l'énoncé î(,
CERCLE
s ëquaitions générales de cercles remplissant des conditions données, — Marche fc suivre.
Équation générale des cercles tangents aux. axes de coordonnées 44
Équation générale des cercles ijassanl par un point donné el tangents à une droite donnée. Lien des centres ^5
Équation générale des cercles passant par deux points fives.. 47
Équation générale des cercles passant par un point donné et tangents à un cercle donné 4^
Lieu des points de rencontre de ces cercles avec une droite de direction fixe passant par le centre du cercle mobile 49
II. — P61e et polaire dans le cercle
R U'PliL BJJ niiSULT.'.TS. 5o
Lieux: de pâles.
Lieu du pâle d'une droite de direction fîjte par rapport à une série de
cercles concentriques 5i
Former l'équation générale des cercles passant k l'origine el coupant
l'axe des a; sous un angle donné a. Lieu du pûle d'une droite fixe
par rapport à ces cercles 52
Ln polaire d'un point fixe par rapport à tous les cercles du plan ayant
même axe radical passe par un point fixe 53
Lieux de points de contact de tangentes.
Lieu des points de contact des tangentes menées d'un point lixe aux cercles passant par deux points fixes situés en ligne droite atec le
Lieu du point de rencontre de la polaire d'un point lixe, par rapport aux cercles passant par deux points fixes, arec le diamètre de ce point S6
m. — Équation quadratique du faisceau des tangentes menées d'us point b. un cercle. — Son emploi.
On donne l'équation d'un cercle el l'on demande de trouver le lieu des
points du plan par lesqaels on peut menei- à ce cercle des tangentes telles que le rectangle construit sur leurs atjscisses à l'origine ait une surface constante égale au carré construit sur l'abscisse du centre. 61 Trouver le lieu des points d'où l'on peut mener à un cercle des tangentes faisant entre elles un angle donné , , Ga
IV. — Problèmes gêriéraiis
Lieu des centres des cercles vus de deux points donnés sous des angles donnés 64
Les eitréraités A, B, d'une droite de longueur flxo s'appuient constamment sur les côtés d'an angle donné, trouver le lien des points de rencontre des perpendiculaires menées, par les points A et B, aux côtés de l'angle fixe 66
Une droite AB se déplace en s'appuyaat sur les droites fixes OM, ON, de façon que le triangle AOB conserve un périmètre constant. — Déterminer la loi de déplacement de cette droite 68
Transformation d'une figure par rayons vecteurs réciproques. , 71
DISCUSSION DS CONIQUES
rUPPIil. DE RÉSULTATS
I. — Marche à suivre pour la discussion d'une èiinatioii à coefflQleats variables.
Marche générale
Discussion d'une équation de coniques ne rentermani qu'un
seul paramètre
Discussion d'une équation renfermant deux paramétres variant
séparément
Discussion d'équations du second degré dont les coefficients sont
des fonctions de deux paramètres variables
Application
II. — De l'homographie
Théorème
Cas de décomposition
Seconde solution du problème 5 (§ I.). . . ,
On donne un cercle fixe, une droite fixe LL et un point quelconque A. Pav A on mène une droite AZ qui reoconlre le cercle eo B, C et la droite LL' en D ; on demande le lieu du conjugué harmonique de D par rapport au segment BC, lorsque la droite AZ tourne autour de A
TANGENTES
R.iPPEl. DF, R|!SUI.1.\TS
[. — Ueax gèomètriiiaeB.
Emrc
Lieu des points de contact dos tangentes menées aux coniques représentées par une éijnation donnée parallèlement à la première bissectrice. 1 19
Lieu des points de contact des tangentes menées parallèlement à une direction donnée, â des coniques homofoeales iîî
Lieu des points de contact des tangentes menées par un point fixe à toutes les coniques ayant un foyer donné et une directrice donnée. . raS
Lieu des points d'oii l'on peut mener à une conique des tangentes interceptant sur une droite donnée un segment de longueur donnée., uiî
Lieu des points d'oîi l'on peut mener à une ellipse des tangentes interceptant sur une parallèle à l'un des axes de cette ellipse nn segment de longueur donnée '. 126
Lieu du sommet d'un angle de grandeur constante roulant sur une
n. — Ëqna-tlon tangeuttelle Formation de l'équation tangenticlje [29
Déplacement d'une droite roulant sur une conique i34
Lieu des points d'où l'on peut mener à une conique deus tangentes rectangulaires i35
Points d'ofi l'on peut mener à une conique des tangentes parallèles aux droites isotropes i35
Podaires i36
Podaire du foyer par rapport à une conique [87
On donne un point A, à l'intérieur d'un cercle fixe : trouver le lieu des milieuï des cordes vues de ce point sous on angle droit i3S
On donne dans nn plan nn cercle fixe et une droite fixe ; par chaque point de !a droite on mène la corde du cercle ayant son milieu en ce point : trouver la loi de déplacement de la droite ainsi menée 1^1
On donne une conique et une droite fixes ; par chaque point de la droite on mène des tangentes à la conique fiie ; on fait passer un cercle par les points de contact et le centre de la conique: quelle est la loi de déplacement delà seconde corde commune au cercle et à la conique?. i43
NORMALES
I, — Lieux de pieds de normales.
Lieu des pieds des nornicilcs menées d'un point fixe à des coniques variables i47
Lieu des pieds des normales menées d'un point P à une série d'ellipses ayant nn sommet commun B, la même tangente en ce point, et telles que, pour chacune d'elles, le rapport de la longueur de l'axe parallèle à la tangente commune â celle de l'autre axe ait une valeur donnée K ; construire le lieu dans les cas particuliers suivants : i* Prendre P sur la bissectrice de l'un des angles formés par la normale et la tangente communes à toutes les ellipses en E ; 2° Donner à K les
valeurs v^S et 2 1 ^8
II. — Problèmes relatifs aux normales
Déplacement d'une droite qui reste normale à une conique i5a
On donne une parabole et un point situé sur l'axe ; par ce point on mène une droite mobile qui rencontre la parabole en deux points; on mène les normales en ces points et l'on demande le lieu de leur point de rencontre quand la droite mobile tourne autour du point
Par un point A cstérieiir h une parabole, on mène deux tangentes à la conrbe et aii:i points de contact, les normales se coupant en D. Quel doit Être le lieu des points A pour que celui des points D soit: 1° Une droite ; a° Un cercle ayant pour centre le sommet de la parabole ; 3° Une hyperbole équilatève ayant pour axe transverse l'axe de la parabole et pour axe non transTerse la tangente an sommet
Eformules de M. Desboves
Lieu des points de rencontre des normales h l'ellipse menées aux extrémités de deux diamètres conjugués
Lieux des points d'où partent à une ellipse une tangente et une normale rectangulaires
Lien des milieuï des cordes normales ù la parabole
II. — Problèmes
On donne deuï ase.^ rectangulaires Oa:, Oy, on cercle dont le centri e.st sur 0^ : on demande le lieu des centres des hyperboles équi latères passant aux points communs au cercle et à l'axe des y e
tangentes an cercle
Lieu des centres de coniques déjà étudiées
École Centrale, juillet 1884. {Énoncé partiel)
DIAMÈTRES CONJUGUÉS
. — Déplacement d'ime droite liée aux d'une conique.
Exiercices ;
diamètres conjugués
lène des parallèles re conique : démor
ces droites passe par un point fisc
Un point P se meut sar une droite D, sittiée dans le plan d'nne conique C ; par chaque point 1' on mène la sécante à la conique G ayant son milieu en ce point : troavcr la loi de déplacement de cette droite. .
II. — Lieu, du millea de la portion d'une sécante mobile limitée à une conique.
Une droite roule sur une circonférence) on demande le lieu du milieu M de la partie interceptée sur celte droite par une conique du pian 186
Application. — Lieu des milieux des portions de tangentes â au cercle comprises entre deux diamètres rectans«laires de ce cercle 187
Liea des milieux des polaires de points en ligne droite par rapport â une conique fixe igo
École Centrale, août 1881. {Énoncé panitij 193
ENVELOPPES
a droites telles que le produit de lenrs distances à deux points fixes ait une ïaleur constante
Enveloppe de ia corde d'une conique vue du foyer de cette conique sous un angle droit
Une conique et une droite fixes étant données, on projeLLo cliaque point de la droite sur la polaire de ce point : enveloppe de la projetante ,
Enveloppe d'un segment de longueur fixe mobile dans un angle droit.
Enveloppe de ia trajectoire des projectiles lancés d'un point fixe avec
POLE, POLAIRE
1, — Polaires.
Étant données une ellipse et une droite fixes situées dans le même plan, la droite ne rencontrant pas l'ellipse, on suppose qu'on prenne sur cette droite divers systèmes de pointa conjugués A, A', tels que la polaire du point A passe en A' : i° démontrer qu'il existe dans le plan de la courbe deux points fixes tels que, de chacun d'eux, on voie le segment AA' sous un angle droit ; 2' déterminer le lieu géométrique de ces points quand la droite se déplace parallèlement à elle-même :
On donne une conique fixe C et une droite D ; on projette chaque point M de D sur la polaire de ce point par rapport à la conique C : on demande le lieu de cette projection
Lieu du point de rencontre de la tangente à un cercle fixe, aïecla polaire du point de contact par rapport k un autre cercle fixe
II, — Xiieux de pûles.
Lieu du pôle d'une droite roulant sur un cercle fixe par rapport à une antre circonférence fixe
EcQlfi Polytechnique, 1S78, (Énoncé partiel) 22g
On donne une ellipse et un point P dans son plan ; par le point 1^ on mène une droite PZ dont on prend le pAte Q par rapport à l'ellipse;
on projette le point Q sur la droite PZ: lieu de cette projection ï3o
On donne une ellipse et un point P sar son grand aïe. Par le point P on mène une droite PZ quelconque rencontrant l'ellipse aux points A, B ; on mène les tangentes en A et B à l'ellipse et l'on demande le lieu des points de rencontre de la sécante PZ avec les bissectrices CM, CM' des tangentes CA, CB aîi
FOYERS
l.icn des foyers des lijperljûles équilatéres circonscrites à un rectongle variable dont un sommet se méat en ligne droite et dont les côtés
opposés à ce sommet conservent une position fixe 2Î6
I.iea des rencontres des axes des paraboles ayant un sommet donné et passant par iin point donné avec le cercle passant au foyer et
ayant son centre au sommet de la parabole sSS
l.ieu ijes foyers des coniques inscrites dans nn parallélogramme aSg
Lien des projections du foyer delà parabole sur ses normales 241
Lieu des foyers des paraboles tangentes i une droite donnée en un point
fixe A et à nne seconde droite donnée en un point variable B 34a
On donne deux droites rectangulaires AB, CD et l'on considère les liyperboles ayant la droite AB pour asymptote 6t tangentes k la droite CD au point fixe P. On demande le lieu des foyers de ces
hyperboles i'^S
Coniques ayant un foyer commun a4^
Le lieu des foyers des paraboles normales a une droite et qui la
coupent en deux points fixes est une cissoîde. (Mgbtiok,) s48
Coniques homofocales aSo
On donne une ellipse et une hyperbole homofocales dont est le centre commun. Par un point quelconque P de l'hyperbole, on mène des droites parallèles aux normales k l'ellipse aux points où elle est coupée par l'hyperbole. Soient H et K les points où ces droites coupent rhyberbole et I le milieu du segment HK : démontrer que les deux droites OP et 01 sont également inclinées sur le grand axe et que le rapport de OP à 01 est constant. (Lagueriie.) 25i
II. — Formation d'équations générales de coniques
Équalion générale des paraboles passant par ileux points donnés et
dont les diamètres ont une direction donnée a6i
Ëqualion générale des hyperboles équilatères passant par un point
donné sur Oic et tangentes à Oy ea un point donné a6 1
Ou donne deui aies rectangulaires O^, Oy ; un point A sur Oœ, un point B sur Oj" ; par le point A on mène une droite AR de coeflieient angulaire m ; former l'équation de l'hyperbole tangt;nte à Oa; au
point O, qui passe en B et a pour asymptote la droite AR a63
Équation générale des coniques ayant an foyer donné et une asymptote donnée 264
Équation générale des hyperboles équilatères passant aux points 00mniuns d'un cercle et du système formé par un diamètre donné et une
parallèle quelconque â ce diamètre afiS
On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy ; un point A sur Ox, un
point B sur Oy '. former l'équation générale des paraboles telles que,
pour chacune d'elles, O^ soit la corde des contacts des tangentes
issues de A et Ox la corde des contacts des tangentes issues de B , . . 266
Équation générale des coniques ayant un centre donné et normales
à deux droites rectangulaires données 2G7
Dans un angle xOy, on place un point fixe autour duquel on fait tourner une droite : former l'équation générale des paraboles normales à Ou! et à Oj', i leurs rencontres avec la droite mobile 269
Équation générale des coniques ayant un sommetdonné et une asymptote donnée. Combien passe-t-il de ces coniques parun pointdonné ■lipl""? >7>
Sources et licence
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