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Exercices pour les classes de mathématiques spéciales. Théorèmes et problèmes sur les normales
Les dernières questions faites aux Examens et Concours m'ont fait penser qu'on pourrait accueillir avec quelque intérêt une étude sur les propriétés des normales aux coniques.
Les méthodes employées dans cette monographie sont celles de la Géométrie analytique la plus élémentaire, les seules admises avec raison dans nos lycées.
La première partie, sous le nom de Méthode de l'angle d'anomalie y contient de nombreux exercices trigonométriques qui ont peut-être l'avantage de préparei^ à l'étude des fonctions elliptiques. On verra que dans la plupart des questions, la variable qui se présente de préférence est la tangente de la moitié de l'angle d'anomalie, et qu'à l'aide de cette variable on passe très-simplement des propriétés de l'ellipse à celles de l'hyperbole.
Dans la seconde partie, qui a pour titre Méthode du pôle, on a voulu, non pas ajouter des formules à bien d^autres, mais montrer aux élèves comment des problèmes en grand nombre sont rattachés les uns aux autres par une même formule, et les engager à se proposer à eux-mêmes, à propos de questions particulières, des études du genre de celles qui sont données ici pour exemples.
Quelques théorèmes généraux ont aussi été établis, mais sans dépasser les limites permises par l'enseignement. Jamais la conique ne disparaît.
Je demande, en terminant, qu'on veuille bien me permettre d'appeler l'attention sur le théorème III (i** partie), qui paraît être le théorème le plus important de la théorie des normales aux coniques. En cherchant à l'étendre aux surfaces du second ordre, j'ai rencontré de belles propriétés dont je donne la démonstration dans une Note page 47-
MÉTHODE DE L'ANGLE D'ANOMALIE
D^un point donnéy mener une normale ù V ellipse rapportée à son centre et à ses axes. , •
Soient x, y les coordonnées du point donné, X, Y celles du pied de la normale, 7 l'angle d'anomalie correspondant, on a
c'XY -*- ftyX — a^xY = o, i a(\ — tang'-j 26tang-
f i-4-iang»5f. ,-i-tang»-
et en éliminant X et Y entre les trois équations, il vient
(2) ^jtang*24-2(c^4-ar) tang^?— 2(c^--o.r) tang-^ -./.r^=o.
L* équation (2) où Tinconnue est Pahgle^'lâiipmalie 9, montre immédiatement que, d'un point. ji,i)is dans te/plkn de l'ellipse, on peut toujours mener à cette cQurbe quatre normales, dont deux au moins sont réelles.
Pour achever la discussion du problème, prenons pour inconnue auxiliaire l'abscisse Xx du milieu d'une des trois diagonales du quadrilatère qui touche l'ellipse aux pieds des nor-
maies (*). Il est évident que la valeur de x^, ou, ce qui revient
au même, de la quantité z = — dépendra d'une équation du
troisième degré, et que, suivant que cette équation aura trois racines réelles inégales, deux racines imaginaires, ou deux racines réelles dont Tune double, on pourra mener du point donné quatre normales réelles, deux normales réelles et deux normales imaginaires, ou deux normales réelles, l'une double et l'autre simple.
Il est facile de former l'équation en z.
Soient a, p les coordonnées d'un point d'où l'on mène une tangente à l'ellipse, ^ l'angle d'anomalie correspondant, on a facilement
(3) 6(«-f-a)tang»5^ — 2aptangi-f-é(«-- a) =r o.
Si maintenant on désigne par (pi, fs, ?8, ?4 les angles d'anomalie qui déterminent les pieds des normales, para, p les coordonnées du pôle de la corde (yi, q>,), par «', p' celles de la corde opposée (^3, <p4), en vertu de l'équation (3) et d'une équation analogue en a', p' et <p, on a
(4) ^^:=:^ = tang^lang2î, 5L=:fL =tangïî tangîi; ^
mais l'équation [i) donne
»i fa f» ^4
(5) tang^tangi-tangi-tangi^=— I,
^ JS 2 2
et, par suite, on a
op, O] I La
tang -ï^ tang-î: = -^—7 = z.
tang'î^iang —
2 jt
L'inconnue auxiliaire z est donc égale au produit de deux ra« cînes de l'équation (2) diminué de l'inverse de ce produit. En formant l'équation aux produits des racines de l'équation (2),
(**) Dorénavant, pour abréger, nous appellerons un pareil quadrilatère ^imdrilûtètt notrfial etrtonscrit, et de même quadrilatère normal inscrit celui qui a pouf ftomMeta iei pieds des quatre normales.
et abaissant à la manière ordinaire au troisième degré l'équalion obtenue qui est réciproque du sixième degré, on a
(6) b\r^ z"" -{- ^ {b\r^ -\- a^ x^ — c*)z h- \6a^cx = o.
Cest Inéquation que Legendre, et après lui M. Gerono, ont discutée, mais sans en indiquer la signiGcation géométrique.
^n exprimant que l 'équation (6 ),satisfait aux conditions précédemment indiquées, on trouve que le nombre des normales réelles est quatre, deux ou trois, suivant que le point donné est situé à Tintérieur, à l'extérieur, ou sur la circonférence de la courbe, dont l'équation est
Cl (f)"-(^)=- ..
THÉOAttB I. — La somme des angles d* anomalie correspondant aux pieds des normales menées d'un point à l'ellipse est toujours égale à un multiple impair de la demi-circonférence.
En effet, étant donnée une équation du degré m en tang-9
dont les coefficients sont Ao, A,, A,,..., km, et les racines tang~» tang— » • • • 5 tang— » on sait que Ton a
tang
h±^Ji^ 2ï\ = -211
mais dans l'équation (2) on a A, — A, différent de zéro, tandis que A» — Aj-f- A4 est nul : donc, en désignant par K un nombre entier quelconque, on a
ou
D'ailleurs le nombre K est nécessairement impair, puisque Al — As n'est pas nul.
Corollaire /. — Dans tout quadrilatère normal inscrit, le produit des coefficients angulaires de deux côtés opposés est tou-
joups égal à — ;(*). En effet, le théorème donne
el les coefficients angulaires des deux cordes (f,, ç»), (yj, y,) sont respeciivemeni — rô~». — ^ôt^ ^^f ^ cause de 1 équation (3) et de son analogue en a', p',
=:*cot(îi + îîV ^coif?i + ?iV
Corollaire II. — SI Ton mène les diamètres parallèles à deux côtés opposés d'un quadrilatère normal inscrit et les diamètres conjugués, chacun des deux diamètres est égal au conjugué de Vautre.
En effet, le diamètre parallèle à la corde (fi, yj) et le diamètre conjugué à la corde (^3, ^4) sont respectivement égaux à
«asin»ÎL±l!^.6'cos'^5^i±^, a'cos'2i±J^+6'sin'?i±ilC*).
CowUaire III. — L'un des côtés du quadrilatère normal inscrit el la corde supplémentaire du côté opposé sont symétriques par rapport aux axes.
C'est une conséquence évidente de l'un ou l'autre des corollaires précédents.
Théorème II. — Réciproquement y si quatre angles d* anomalie ç,, 5»,, (p3, 'f^ sont liés entre eux par les relations
lang ^ tang ^ tang -^ tang ^ = — i ,
C^) Dans tout quadrilatère inscrit, les deux diagonales sont considérées comme deux côtés opposés.
(**) Salmon, Trealise on conte sections, page 198/
on peut affirmer que les quatre normales déterminées par les angles d'anomalie se coupent en un même point du plan de V ellipse.
En effet, soit un point [x, j) déterminé par Tiniersection des normales «pi, 73, et si les deux autres normales f«, (p4 ne passent pas par x^ j, soient ^'3, «p'* les deux dernières normales.
L'équation (2) s'applique aux quatre angles (p,, <p2, (p',, (p'4, et Von a
f I -h «pa -h y's H- f '4 = ( 2 K' 4- I ) CT,
lang— tang— tang— lang?^ = — i.
^A Jt ^ Jt
Mais en ayant égard aux deux équations de condition, il vient
tang^ -i-Ungî^ =tangîi ^-lang— »
JL Je ^ Jt
Cp 3 Q> 4 O3 q>4
tang-^ tangl- =tang-^ tang^;
tang— ei tang— sont donc égales à tang — et tang^^ et le théorème est démontré.
Théobème III. — Dans tout quadrilatère normal circonscrit, le produit des abscisses de deux sommets opposés est égal à — a^y et le produit des ordonnées égal à — 6*.
£n effet, multipliant membre à membre les équations (4) et
les équations analogues qui donnent r et 779 il vient, en tenant compte de Téquation (5),
(8) ' 0Lci'=z—a}, pp'=: — ft'.
Théorème IV. — La réciproque est vraie, c'est-à-dire que si deux points (a,p), (a'; p') sont tels, que les équations [^] soient satisfaites^ les normales menées par les extrémités des cordes qui sont les' polaires des deux points, se coupent en un même point du plan.
En effet, des équations (8) dans lesquelles (a, p), [a\ p') sont remplacées par leurs valeurs en fonction des angles d'anoma-
li€^, on déduit
lang— tang-^ lang— lang— = — i,
^i -1- cpï -+• «p3 -h f 4 = ( 2 K + I ) Bj ;
ce qui suCfit, d'après le théorème II, pour que les oormales se coupent au même point.
Théorème Y. — La somme des quatre angles (t* anomalie correspondajit aux points d* intersection d'une ellipse et d'une circonférence est toujours égale à un nombre pair de fois cr.
En effet, si dans l'équatioii d'un cercle
Y'-i- X'-+- AY -h BX -h C =^ o
on substitue à X, Y les valeurs données par les formules (i), il vient
l («' — Ba-hC) tang*2.4_2A6tang*î
/ -♦-(4*'— 2a'-i-2C)tang^--|-2A6tang^-Ha'-4-Ba-f-C=o.
Les coefficients de tang*- et tang^ étant égaux, on en conclut
que la somme des moitiés des angles d'anomalie est égale à Kcr, et par suite que la somme des angles est égale à 2Kcr. La réciproque est d'ailleurs évidente.
Corollaire. — Dans tout quadrilatère inscrit à l'ellipse, dont les sommets sont sur une même circonférence, les côtés opposés sont symétriques par rapport aux axes. En effet, les coeflicients angulaires des deux côtés sont égaux et de signe contraire. La démonstration est la même que pour le corol. I, th. I.
Remarque. — Si on avait admis comme un théorème connu le corollaire précédent, on aurait pu en déduire une démonstration géométrique du théorème Y. En effet, il est évident que la somme des quatre angles d'anomalie est la même pour les quatre sommets du quadrilatère, et les extrémités des diamètres pârallèles à deux côtés. Mais ces deux diamètres ^tant symétriques par rapport aux axes, pour leurs extrémités, et par suite pour les quatre sommets du quadrilatère, la somme des angles d'anomalie est épale «i t-Kw.
Le même gemre de raisonnement fait voir ()ue la réciproque du corollaire est vraie.
Théorème VI. — Si quatre normales à l* ellipse partent d'un même point, les pieds de trois d'entre elles et le point diamé^ tralement opposé au pied de la quatrième sont sur une même circonférence- ( Joaghimstàl ) .
En effei., qwnd on remplace le pied d'une normale par le point diamétralement opposé sans changer les pieds des autres, on augmente ou diminue la somme des angles d'anomalie d'un multiple impair de m, et la somme des angles d'anomalie, qui était primitivement impaire, devient paire. Donc, en vertu de la réciproque du théorème IV, îes quatre points en question sont sur une même circonférence.
Le théorèhie est aussi une conséquence évidente du corol. III, th. I, et de la réciproque du corol. th. V).
Les théorèmes qui précèdent montrent évidemment que jamais les pieds de quatre normales à l'ellipse partant d'un même point ne peuvent être sur une même circonférence.
Généralisation des théorèmes I et F.
Les théorèmes I et V conduisent naturellement à se demander dans quel cas ou aura un multiple impair ou pair de m pour la somme des angles d'anomalie qui correspondent aux points d'intersection de l'ellipse donnée et d'une conique quelconque.
L'équation de la seconde conique étant
AY^ -I- BXY + ex» + DY 4- EX 4- F = o, •
en éliminant X et V euftre cette équaiion et les équations (i), on aura
(C«^ — Ea-hF)tang^51— 2é(aB— D)tang^?
*'"^ 1 4-{4A6'— 2Ca'4-2F)Ung'i-h2fr(^iB + D)lang3^
-h Ca'-f-E«-f-F=o,
et on trouve par la même méthode que précédemment que la somme des angles d'anomalie sera un multiple pair ou impair
de cr, suivant qu'on aura
B=:o, Cfl'— Aé^^o
ou
Ca' — A6» = o, B^o.
Remarques relatives à la généralisation précédente,
1. Quand la somme des angles d'anomalie est un multiple pair de Wy les quatre points de Tellipse donnée sont toujours sur une même circonférence. De là et de ce qui précède on conclut évidemment que par quatre points qui ne sont pas sur une même circonférence on ne peut mener qu'une seule conique dont les axes sont parallèles, à des directions données.
2. Les conditions Ca' — A 6* = o, B ^ o ne sont pas évidemment suffisantes pour que les points d'intersection des deux coniques soient les pieds de quatre normales à l'ellipse donnée issues d'un même point; mais il en sera ainsi si on adjoint aux deux conditions précédentes l'équation
Ca»-4-F=o.
Pour trouver cette équation, il suffit évidemment d'écrire que dans réquation (lo) comme dans l'équation (2) les coefficients du premier et du dernier terme sont égaux et de signe contraire.
Si les deux équations
B = o, Ca» — Aft»=o
avaient simultanément lieu, c'est-à-dire si les deux coniques étaient homothétiques, on trouverait pour
une valeur indéterminée. Voici l'explication qu'on peut donner de ce fait.
Lorsqu'on a, comme nous le supposons ici,
A, — A., =: o, Ao — A2-hA4 = o,
en divisant par i H- lang'- le premier membre do l'équalion
Aolang^--+- A.lang^î- -h A,lang'- h- Aalang- -4- A4 = o, 2 22 2
on trouve un reste nul et pour quotient
A« tang* - -I- A, lang - — A4 = o.
Cette dernière équation donnera pour Tangle <f deux valeurs f t et 5^3 réelles ou imaginaires, mais l'équation
i -h tang' ^ = o
donne pour tang- deux valeurs -{- v/ — i et — ^ — i, et par
suite pour les arcs ^3 et ^4 les valeurs 4-00 et — <» ; la somme des quatre angles doit donc être indéterminée.
Cas de la normale double.
Faisons voir d'abord que l'équation { 7 ) représente la développée de l'ellipse, c'est-à-dire Tenveloppe de ses normales.
L'équalion de la normale au point ^ 1 peut se mettre sous l'une ou l'autre des deux formes
7=|tangç,^ — -siny., b c*
JF=- C0i<p,7-f- -v-COSy,,
et en prenant la dérivée des équations par rapport à <p(. il vient
(11) ^ = — cos^f,, j=— --sin'<p,,
et par l'élimination de ^i on a l'équation (7).
On peut encore trouver l'équation (7) comme équation du lieu des centres de courbure des différents points de rellipse.
lO -i-
Soientf', ff'y ^'"y f'"" les quatre points d'intersection d'un cercle quelconque et de Tellipse ; en supposant les trois points /, r^> r'^ confondus en un seul, nous aurons
et par suite pour les coordonnées ^, y^' du milieu de la corde
7'= — 6sin^»'cos2y', a:'=acosf'cosaç'.
D'ailleurs en général, les deux cordes (y', f"), (?*',?") étant symétriques par rapport aux axes (corol. th. V), la normale au point f' et la perpendiculaire au milieu de la corde (ç', y^) font des angles égaux avec les axes. On aura donc les coordonnées du centre de courbure en résolvant les deux équations
asinf' c* . ,
•^ 6COS7' b ^'
asinf' . c' . , ,
ce qui donne
a; = — cos' •', r= — -r sin*ç%
et par suite l'équation ( 7 ) .
On obtiendra facilement les expressions connues du rayon de courbure.
Problème. — Séparer lbs normales simples de la normale double.
f I étant le pied de la normale double et f 3, 7» les pieds des deux normales simples j on se propose de trouver deux équations l'une entre ^ 1 et ^ 3 ou (pa. Vautre entre ^ 3 et (pa.
Pour cela faisant 74 = <Fi dans les deux équations
«pi -♦- ^2 -h ^3 -+- ?4 = {^K -4- l)?ar,
lang ^ tang — tang — tang — = — i ,
^ JUi ^ Jr»
il viendra
». -l-ïi 4- ~-=KoH--^ tang- ?^ tang ^ tang î^= -i
ion d. ç
)ispo!! ^'^ **'" éliminant lang -^ entre ces deux équations, on aura
I — tang' - tang* ~ ung ■*-
Iac«^ I — tang^— tang —
OU bien
I — tang' ^ I -♦- lang* - tang Î-'
I — tang» ^ 1 -h tang' -3^ tang 2i
et enfin
cosvs sino)
COSfi SlUfi
L'équation (12) est la première équation demandée. On aura évidemment aussi
^ ' cosç, sinf,
Avant de chercher la relaiion entre fa et ^3 remarquons que df s équations (12) et (i3) on tire
sin'<j>a -f- 2sin 7, cos*f , sin «p, — sin^y, =^ o, cos'çs -H 2COS71 sin'f, cosy, — cos*f , = o,
ou les équations qui se déduisent de celles-là en changeant <Pi en ^3 ; par suite on a
|sin<pj sin(p3 = — sin* y,, costp^ cos^ps = — cos*^,, sin<fj — sinq>3i=±sin<j», ^4 — sin'2y,, cos<pa — costp3=::+;cos(p, v'4 — sin'2ep,.
Ces relations nous seront plusieurs fois utiles. Maintenant de l'équation
îi^i -h ^j H- ^3 = ( 2 K -h I ) «3
on déduit
COS(yj-f-(ps)=:= — C0S2(|'»,
[i -4- cos (ça H- (fa)]' = 4sin>, == — 4sin <pî sin ip,,
(l5) 1 -H COS' ((p,-f- «pa) -h 2C0S (yj — ifi) = O,
réquation (i5) est la seconde équation demandée.
Soient ABC un triangle inscrit dans Tellipse dont les sooimets sont les pieds des trois normales etDEF le triangle circonscrit qui touche Tellipse aux mêmes points. Supposons d'ailleurs que A soit le pied de la normale double et D le pôle de la corde BC.
Les équations (12) et (i 5) peuvent être considérées comme étant les équations dans le système bianomalistique (*), la première du lieu des sommets E et F, la seconde du sommet D, lorsque le point de départ des normales se déplace sur la développée.
Mais on peut trouver très-simplement Téquation des deux courbes dans le système ordinaire de coordonnées.
Soient a,, p, les coordonnées du point D (a,, p,), (a,, ^3) celles dés points E et F. Ces deux derniers points étant situés sur la tangente au point A, on a
(t6) ~co§(ï),-f--^'siny,:;=i,
— cos<pi -h T sm <p, = I ; mais à cause des relations
la seconde équation devient
(17) -cosç,-!- 5-sin<p» = — i;
, «a Pa
éliminant maintenant sin 71 et cos<p, entre les équations (i6),
(17) et
sin'ç, -f-cos'(p, = 1,
(**) Dans ce système, un point est déterminé par l'intersection des tanjirentcs aux points 97 1 et ^,.
( ** ) Le théorème 111 est encore applicable.
il vient
a et p désignant à la fois («1,^1 ), (a„ p,).
L'équation (18) est Téquation du premier lieu.
Pour trouver Téquation du second lieu, remarquons que le point D étant l'intersection des tangentes aux points 72 et fi, on a
— cos<Pj -h T-smo), = 1,
^1 Pi .
— cos»3 -^- V sm q>8 = I , a - o
d*oii, à cause des équations (12) et (i3),
(19) . - = — cos(j>,, — =— smy,,
«I Pt
par suite l'équation du lieu du point D est, en supprimant l'accent de a et p,
Remarque, — Les coordonnées a,, f, du point D sont données très-simplement parles équations (19). Je dis que celles des points E et F seront données par les équations
a, __^ CQS'yi pj ___ sin^ y,
a COS73 6 sin^i
^ as ___ COS'y, Ps _ Sin' y,
a cosya' 6 sin^â Démontrons, par exemple, les deux premières Tormules. Pour cela remplaçons, dans les équations {16) et (17), — et r' i,^ par les valeurs que donnent ces formules, nous aurons
COS'œ, Sin'ç, COScpa sln Çj
cos^a sin^a ' cosyt siny,
(*) Cette équation est aussi la conscquer\ce immédiate du théorème lil.
Mais en tenant compte des relations cosfsCOSYs = — cos^^.» siny,sin^s = — sln*^,, la première équaiion devient
C0S(p3 sinça
cosoi sin^i
et on retombe ainsi sur des équations démontrées.
Nous allons donner encore quelques propriétés des triangles ABC, DEF.
Le côté BC du triante inscrit, c'est-à-dire la corde qui joint les pieds de deux normales simples, est toujours normal à i'eilipse.
En effet le côté BC qui a pour pôle le point A, a pour équation
(23) -sr-r-^!! 1 £,— x=:_,; .
^ ' • 6smq>, «COSfi
mais d'autre part la normale au point [(aK+i)cr*^ip(j d'an^ ellipse qui aurait . des axes na^, ^b' de même direction que ceux de Tellipse donnée a pour équation
</*siil(pi c'^cos^i en identifiant les deux équations, on trouve facilement
le théorème est donc démontré.
Remarque. — L'équation (^3) étant l'équation de la droite qui joint les projections sur les axes du point [(2 K + 1)17 -h <p,] de l'ellipse donnée. On a ce théorème :
Si onprpj^te un point de r ellipse si4r les axes et quon trace la corde qui passe par ces projections, cette corde est normale à une seconde etlipse, et les normales menées par ses extrémistes se coupent en un point situé sur la développée de V ellipse ^donnée.
Calculer ies surfaces des triangles ABC, DEF en fonction de
l* angle çi.
On a d'abord
ABC= — [coS(p, (sinf3 — sintp,) -h cosy,(sinç, — sin^ps) -4- cosf3(sinf, — siOf,)];
mais la somme des deux derniers termes dans la parenthèse est évidemment égale à
sintp, (cos<p, — cosfj) H-sin{f, — y,), ou, à cause des équations (12) et(i3),
2sin<p,(cos7i — cosfs), on a donc
ABG = — [cosç,(sin«p3 — sinyi)-f-2sinfi(cos(pj — cosy,)],
et en mettant pour sin^a-— sin^,, cosy, — cosf, les valeurs données par deux des équations (t4)>
ABC = j absiïi 2<p, v^4 — sîn*2f,.
On résout encore là question simplement en multipliant BC par la hauteur correspondante.
Cherchons maintenant la surface du triangle DEF.
On a comme précédemment .
DEF
^ ^^ p.<«3— «0 + (P2— P3)«. -i-(«»Pa~M^) 1
Mais en prenant les valeurs des coordonnées des trois sommets D, E, F, qui sont données par les équations (19) et (21) et se servant comme précédemment des équations (12) et (i3), on a facilement
dôn«
DEF = ab pP4«3-a.)H-«.[p.-p,n ^
el enfin en remettant pour les coordonnées de D, B, F leurs ▼alears et utilisant les équations (14)9 il vient
j)gp _ 3fl*V^4->sin»2y»
sina^i
Les expressions de ABC et de DEF montrent que le premier triangle aura une iurface maximum et le second une surface minimum^ lorsque le point de départ des trois normales sera Vun des quatre points où les diamètres conjugués égaua: de V ellipse rencontrent la développée.
Pour terminer ce qui est relatif au cas de la normale double, nous proposerons comme exercices la recherche des deux lieux suivants :
1. Trouver le lieu des milieux des cordes qui joignent les pieds de deux normales simples.
(équation du lieu) («*/* -h b^x^Y ^ a^b^x^y*.
2. Trouver le lieu des centres des circonférences circonscrites au triangle ABC.
(équation du lieu) 4(^*^'+ ^'7*)* = a^h*c*x^y\
Toutes les propriétés des normales ont été démontrées jusqu'ici en prenant pour point de départ Téquation (a) donnée pour la première fois par Legendre. Mais on fera aussi intervenir utilement les équations suivantes :
( r*sin<(j)4-2c'6jsin*y-h(a*^*-f-fr'j^ — e*)sin'<p (24) 1 — 2c»6jsiny — fe'7^= o,
^ j c* cos^f — ac'a^ccos'f -h {a^x + fc*/' — &) cos'f ^ ' ( — 7,ac^x cosf — a'^x^ = o,
l a»x'lang*(p— 2a6:rjtang^f-f-Ka'^'-4-ôy — c*)lang2(p
^ '' 1 — 2a6:rjtangr H- b^y^ = o.
Exemple I. — Le lieu des points tels, que la somme des carrés des normales menées de ce point à V ellipse est une quantité constante j est une ellipse ou une hyperbole ayant mêmes axes que V ellipse donnée.
Soit xN? la somme des carrés des quatre normales, on a
« et il ne reste plus qu'à remplacer scos^, 2 ^n^, 2<;os'f par
leurs valeurs tirées des équations (24) et (iiS).
On oi)ti0nt» aitisî
2N'=: -4 — '-■ iar»-H-^ r — • r»-ha(a'-4- 6*),
et on vojl qiie le lieu sera .une ellipse ]orst]ùe - sera pfus
grand que yi ou plus petit que — > et dans le cas contraire une
hyperbole. '
Ejcentple IL — La sbmme algéèrique des produits qu'on obtient en multipliant chaque normale par la projection sur cette ligne de la droite qjji joint son pied au centre, est' une quantité constante égale à ai (é^ -4- b^)-
En effet, si on désigne par p la projection dont nous venons de parler, on trouve facilement
\ __ fl»— (±Np )
. cos^ ax
el par Tequalion (25 ) on a
cos^ ax " donc • ' .
On voit focilement d'ailleurs qu'il faut prendre le signe + ou le signe — devant N/>, suivant que le centre se projette entre ,\t pied de.la normale et le point doliné ou au delà.'
Corollaire* — SI Ton projette sur les rayons vecteurs des pieds des normales issnes d'un même point, les longueurs comprises erive ce point et les quatre pieds, là somme des projections éstt une quantité constante.
Le théorème et son cojroUaire sont dus à M. Joacbimstal.
Elscemple IIL — Trouver le lieu des points d'intersection de deux normales menées par les extrémités d'u^e corde (7,, ^,)
— i8 — satisfaisant à l'une des conditions suivantes :
(p^ -^ yi = constante, ^, — y ,= K » h — >
arc tang - tangip^ — arc tang - tang y* = K ex h — »
c'est-à-dire que la corde reste parallèle à elle-même, ou passe par les extrémités de deqx diamètres conjugués ou rectangulaires. ' • .
On emploiera Téquation (26) dont l'usage éqtUvaut du reste à celui de Téquation qu'on obtient, en faisant disparaître le radical dans l'équation de la normale parallèle à une direction donnée. Les relations entre les coefficients et les racines conduisent assez facilement au but, mais dans le second cas il sera plus simple d'éliminer tang 7 entre l'équation (26) et
l'équation qu'on en déduit en y changeant tang^ en 1 ou
mieux encore on se servira de l'équation de la normale sous la forme
26cosf7 — 2«sinça: = — e'sin2(p (*). .
En même temps qu'on cherche le lieu des points d'intersection des normales correspondantes aux extrémités des cordes (?!» ?0> ^^ P^^^ se proposer de trouver le lieu des pôles de ces mêmes cordes; pour cela, on se^rvira de l'équation (3) ou d'une des équations
(27) {a«p'-h6*a»)sin»f — 2a»6psinf -h fr'(a»— .«') = 0,
(28) (a»p^-h 6'û')cos*f ^2a6»acos(p 4- a'(6^ — p') = o,
(29) a*{b* — p*.)tang*f — aaéaptangç-h 6^(a' — a») = o,
dans lesquelles ^ a pour valeur 71,?^, et a, p sont les pôles de la corde. *
Mais on peut résoudre une question plus complète et se proposer, connaissant une relation entrent et 73, de trouver les lieux géométriques de tous les sommets du quadrilatère normal circonscrit.
W <m. 1 m !■ I H l «1 ■■ I !■ II^W— ^B^M^^^. Ml»«^»1^— — p— — — Il ■ M ■ ■ ^M— ^^ ■ I ■— — ^— ii^— »— ^i— ^— >— i^iW^fcW^— ^l^llM^^ ^^^l. M ll I — H^»^^
C) Les trois lieux sont donnés plufi loin, pagçs 29 et 3o.
— »9 — Soient f., 72, ys><p4» les quatre points de contact. Supposons qu'on ait d'abord trouvé, comme il \k, été dit tout à rheure, Téquation du lieu décrit par le pôle et, pdela
corde ((p„ ?«),
d'après le théorème III t)n aura immédiatement le lieu du sommet opposera', p[^ en remplaçant dans l'équation (3o) a et p
par — r* ®* Qf * Maintenant pour trouver le lieu des autres
et p
sommets, nous allons exprimer a et p en fonctions des coordonnées ^ et 7 d'un des quatre autres sommets.
Supposons* que le point ( x, j)jsoit la pôle de la corde (y,, -fs).
Les équations des deux tangentes ^ i et fs qui déterminent le point (ar, x) P^** *®"^ intersection doivent être satisfaites par les coordonnées a, p, a', Çf; on a donc *
bctcosffi -^ a ^sinffi = ab y * • • * *
6a'cosf3-4-«P'sinf3 = «6. , . •
Résblvant maintenant ces deux équations par rapport à pstn^. et p' sin Ç3, mqltipliant membre à membre et tenant compte *des relations
aa'= — aS .pp' = — é», •
il vient * • .
âf[l*— COS(^,-f-«F3)l=^aCOSyi-h«'COSf3.'
]!i|ais à cause des équations (27) et (28} dans* lesquelles on remplacera et p gar x et >^ et où <p a pour valeurs <p, et ^s, on obtient
.cos,.-i-a'c(»t.= ^^pqpï^,;
mai» on a aussi
«C0S,.Xa'C0Ssp3 = ^,^^^^,, ^ • ^
ttCOSfi et a'cosfs sont donc racines de l'équation
(3i) (a*j*H-6*a;2)a*cos*<P — 2a'72acosy-h«*(j* — 6^) = o.
Cette équation donne
aHar^±b sla^y'^'^'b^x^ — x^y^]
* «COS(p== — i-:^ • , , ., , ~ -i
mais on a aussi
(32) (fl».y-|--6'^*)cos>-~a«6*^cos«j>M-a^(ft'-
d'où • . .
cos y = *-
et par suite
a^y^^hi^x^
OL
b^x ±: X Va'^r" -H b\x^ — ^»A'
on a de même
L'équation du lieu des *quatre derniers sommets s'obtiendra en remplaçant dans Téquation (3o) a et p par le^ valeurs que donnent les équations (82) et (34). Cette équation, après la
* disparition des radicaux ei des facteurs étrangers, pourra être irréductible ou non. Pour décider la question, on s'aidera uti-
" lement de cette rémarque que Téquation ne doit pas changer
quand on y remplace x ex y par - — - et
' Cour donner un exemple dej'application de la méthode» supposons gue le sommet *du quadrilatère no^al circonscrit décrive une ligne droite parallèlje à l'axe des 7, on voit alors immédiatement que le sommet opposé, décrit une aatre para}^ lèleaumêmeaxe» • • •
Pour trouver le lieu des autres sommets, désignons 4Mir fn
une constante etposons « =. m dans l'équation (33), il ne restera plus qu'à faire disparaître les xadicaux«
Isolsln^ les radicaux dans un membre, élevant au carré deux fois» supprimant le terme ^à^T^^m^x^y*, commun aux deux membre^, puis le facteur étranger [a^y^-hb^x*) (6*—^), U vient, tovites rédiibtions faites,
a'(/n» — iyy*-\- b* [m^ -\' lYx^y -\- ^/Jib^ fn{m*'^ i) xy^
Si on n'avait voulu que trouver Inéquation précédente, on l'eût immédiatement obtenue sans facteurs étrangers» en éliminant •
cos<p entre les équations (3 1) el(32). On s'assure d'ailleurs que, saut le cas où m = ± i , elle est irréductible.
Lorsque Téquation entre fi et ^a est très-simple, et qu'on veut avoir le lieu des quatre' derniers sommets du quadrilatère, ce .serait souven} prendre un détpur inutile que de.chercher d'abord l'équation (3o). Alors on éliminera y, etip, en^e l'é- * quatron donnée«et Tune des deux équations suivantes, qu'on obtient en remplaçant dans Téquatiôn (3) « «et ^ par x, r ou •
et î y par ^ i ou ^2,
6{a-f-*^) tang*~ — aa/tapg— -^b(x — a) = 6,
/(a-— a:)tang^ — ---aô^tang— — (a 4-a;)j't=# (*). ^
Exemple /. fj3=:yi. (C'est le problème de la page i3.) On remplace f« par tfi dans la dernière équation, et éliminant alors <fi entre les équations (35), on a immédiatement l'équation (18) s^nsfact^u^ étrangers. . ^
Exemple II. ^3 — ^1 == Kci H — •
Suivant que K sera pair ou impair, on aura
I -+■ tang — ? tang
fi ■ ^ 1' ©,* ° 2 lang— = y tang— = -î -,
I — tang— • I -h tang —
remplaçant tang ^ successivement par Tune ou l'autre de cqs
deux valeurs dans la seconde des équations (35), et falsant'dans chaque cas l'élimiliaiion, on trouve pour le lieu demandé* de^x courbes distinctes du sixième degré,
b^x^ [xy -+- çibY + a'^ [xy — aby-^^a^b^x^y^ =0,
6' x\ [xy — nbY -H «^/' ( «7 -+- aé )' — 4 «' 6*^^ ==iO .
Remanque. — Si, au lieu d'employer les équations (3'5);pn s etail servi^ des équation^ analogues en tangf, ou si on avait d'abord cherché le Ireu du pôle de la corde ((^i, fi)> <^ aurait
C* ) La première équation a pouc racines f^, f„ la seconde y,, f^.
trouvé une équation du douzième degré, dont le premier membre eût été le produit des premiers membres des équations précédentes^ Ce résultat est d'autant plus remarquable que, si on traite la question analogue pour le pôle de la corde (71, 73), oh trouve toujours l'équation irréductible .
lorsqu'on emploie l'équation (3) ou l'équation (29). Exercices proposés. — Traiter les deux exemples suivants :
^, -h y, = constante,
b b^ ïT* «^
arc tan^- tangua— arctang- tang<p, = Ku h —
% CL t u 2
Ëtanvdpnné toujours le lieu d'un des sommets du quadrilatère normal circonscrit, on peut se proposer encore de trouver les enveloppes des polaires des six sommets. En général on sera conduit, en suivant la méthode ordinaire, à des élimîhations pé-
niblps, surtout pour les quatre derniers sommets.' Mais voici un théorème général, qui dans un certain. dombre de cas dispense de tout calcul d'élimination.
Théorème. — Si le sommet (a, p) du quadrilatère décrit la courbe
i^ïHir-
(m étant un nombre entier ou fractionnaire), le commet a', p\ comme on le^sait, décrira la courbe
et les polaires des deux sommets envelopperont respectivement les courbes dont les équations sont
px\^—^
Ipx
■:zX
La démonstration est intuitive par le théorème III.
. . applications,
^yi = I. Alors le sommet donné décrit une Jigne droite, le sommet opposé une hyperbole, et la polaire de c^ dernier semmel enveloppe une parabole.
w = 2. La courbe donnée a pour équation
(^y-.(ir-. ,
et les équations des trois autres courbes soi)l
La dernière équation montre que la corde, qui est la polaire du sommet opposé à celui qui décrit l'ellipse donnée, est constamment normale à une autre ellipse. .
On pourra prendre par exemple pour p Içs vale'urs a, s/à^ ^- 6%
a ' ^ . — *--* jû^
y=' ei pour q les valeurs correspondantes- b, V«^~t"^'>j~'
Alors le sommet du quadrilatère décrira l'ellipse donnée eMe- 'méme, o.u sera le sommet d'un angle dont les'côtés seront perpendiculaires entre eux ou parallèles à deux diamètres conjugués.
Le premier cas a déjà été traité directement, page i4«
Hyperbole. — Les coordonnées X et Y d'un poi«t de l'hyperbole sont données par les équations
, a(i -h tang'2^ ) • 2 6tang- X = -^-•- ?/ , Y = . ^
I — tang'l I - tang'l
<f étant un angle facile à construire, et que nous appeWerons encore l'angle d'anomalie.
On voit que les valeurs de X et de Y relatives à l'hyperbole se
déduisent de celles que nous avons trouvées pour l'ellipse par
le changement de 6 en — ft v^ — i, et de tang- en tang-«V — i-
Ce^e simple remarque fait voir qu'en général ,les problèmes d'énoncé analogue se résolvent d'une manière semblable pour l'hyperbole et pour l'ellipse, comme oti pourra s*en assurer; quant aux théorèmes, on verra de la même manière'quels sont ceux qui subsistent encore pour l'hyperbole.
Ainsi on voit que l'équation (a) conserve encore sa propriété
caractéristique psfr le changement de b et tang^ en — b ^— \
«t tang^«v — ^y tandis qu'il n'en est plus de même de l'équa-
tion (7). Par suite, les théorèmes I, D, III et IV ontjencoreiieu (dans l'énoncé du théorème III, changez fr* en — ft*), tandii^ , que le théorème V n'a plus lieu. Quant au théorème VI, la première démonstration donnée pour l'ellipse n'est plus applicable à rhyperbolef mais la seconde convient encore (*).
Parabole. — Lorsque la parabole est rapportée à son axe et à la tangente au sommet, l'abscisse s^exprime rationnellemeni en fonction de Tordonnée, et en général il n'y aura aucun avantage à prendre Un angle pour variable, auxiliaire. M^is nous' ' donnerons dans la seconde partie une mAhode applicable aux trois courbes, pour traiter les questions qui nous ont occupé précédemment.
Généralisation du problème des normales pour les coniques à ' * ceifitre.
• lua normale et Ta', tangente en un point d'une coniquç peuvent être considérées comme parallèles à deux diamètres conjugués d'un cercle quelconque tracé dans le plan; on est ainsi conduit à généraliser de la manière suivante le problème de la normale
menée d'un point à Une conique à centre.
(*) La démonstration de I& réciproque du corollaire ( théorème V), sur lec|ue| on s'appoie, ne peut s^^rvir que pour Fellipse ; mais on sait démontrer la proposition de bien des manières pour les deux ooniqucs'à centre.
• Mener d'un point à une conique à cenire une droite qui soit la conjuguée (*) de la tangente à s<fn pied par rapport à une autre conique à centre tracée dans le plan.
Prenons pour exemple l'ellipse.
Si on -prend pour axes les deux diamètres conjugués de la conique qui sont parallèles à deux diamètres conjugués de l'ellipse auxiliaire et qu'on désigné par a, 6, a', b' les demilongueurs de ces diamètres dans les deux coniques et par f l'angle d'anomalie compté à partir dti demi-diamètre a /les coordonnées ;r et j d'un point de l'eUipse seront toujours données par les éqoations (i)« D'ailleurs m et m' étant les coefficients angulaires de la tangente et de la droite conjuguée menée par le point de contact, on a
atangf
d ou, en posant ± t-t; = »»
• m'nsniangf;
donc l'équation de la droite qui est Içi conjuguée de la tangente en son pied ^ est
y — frsiuf =:/ttang<p [x — acosy).
Remplaçant dan9 cette équation- sin^, cos^ et tang f par leurs yaleurs en fonction de tang-> il viendra
!XVàng*^'^^{na — 6-hiw;) tang*^ I — !»(/ui^-6 — R^cr) tang-^— *-^=o.
L'équation (36) montre immédiatement que d'un point donné à?, y on peut toujours mener quatre droites conjuguées des tangentes à leur pied, dont deux au moins sont réelles. . L'équation (36), comme l'équation ( i ), se ramène à la forme
ar*4-2(M-f.N)x»-|-2(M — N);r— i==o.
(?) On. dit que deux, droites dans une conique sont conjuguéoë par rapport à une autre.conique, lorsqu'elles sont parallèles à deux diamètres conjiij;ués de cette dernière courbe.
Legendre a trouvé qu'une pareille équation a quatre racines réelles, deux racines réelles et deux racines imaginaires, ou trois racines réelles, suivant qu'on a
i^ïHiï-î
Mais dans l'équation (36)
-, na — b - . nx
donc, suivant que le point sera intérieur, extérieur, ou isur la circonférence de la courbe dont Téquation est
/ ba^'x \~' / ±:ab"x y_ \dta»ft'«-6'a'V "^ \±a'b"'-bw) ~^'
on pourra mener quatre droites conjuguées des tangentes passant par leur pied, toutes quatre réelles, ou deux réelles et deux imaginaires, ou trois réelles dont Tune double.
On prouve d'ailleurs facilement par la méthode qu'on a employée pour l'équation (7) que l'équation précédente est l'envelopperdes droites qui sont les conjuguées de leurs tangentes en leurs pieds.
Remarquons aussi que l'équation (36) ayant la même forme que l'équation (2) jouit des mêmes propriétés et que pac conséquent les théorèmes I, II, III et IV, ou du moins des théorèmes d'énoncé analogue , ont lieu encore.
Ainsi, par exemple, on peut énoncer le théorème suivant :•
Si deux points sont tels, que leurs coordonnées a, p, a', p'
prises par rapport à deux diamètres conjugués quelconques
la Gi^b d'une ellipse ou d'une hyperbole sQnt liées entre elles
par les relations
acL' = — a\ pp'=q=^S .
les polaires des deux points couperont l'une ou l'autre des deux courbes en quatre points tels, que les droites conjuguées des tangentes en ce point concourront en Un même point du plan, pourvu que Von prenne pour conique auxiliaire l'une des coniques qui a un système de diamètres conjugués parallèles à ceux qu'on a pris pour axes.
MÉTHODE DU POLE
Ellipse et hyperbole.
Nous allons d'abord résoudre le problème suivant.
Étant menée une corde dans une' conique à centre, et ayant déterminé le pôle de cette corde, ainsi que lé point d'intersection des normales correspondantes à ses extrémités,, on propose, connaissant les coordonnées a, p du premier point, de trouver les coordonnées ar et j du second,
La conique est rapportée à son centre et à ses axes.^
a:', y y j;'',j^^' étant les coordonnées de Textrémité de la corde, on a
d'où
mais on a facilement
donc
Ici et dans le cas qui va suivre, le signe supérieur de b^ se
rapporte toujours à Tellipse, et le si^ne inférieur à Thyperbole.
Les formules (38) peuvent servir à donner des démonstra-
{*) J'avais d^abord démontré les formules (38) par lu considération de Tangle d'anomalie (iVom^eZ/ei Animales de Malhématiifucs, tome XIX, page 268); mais ayant rencontré les formules ( 37 ) dans le Traité de M. Salmon, j'ai préféré^ pour plus de régularité, en déduire la démonstfation actuelle.
Irations nouvelles dès principaux ihéorèrnes précédemment démontrés. »
Par exemple, on voitque les seconds membres (fes formules
ne changent pas quand on y remplace a et p par et ip — >
et cette simple remarque donne immédiatement la démonstration des théorèmes lïl et IV pour une conique à centre.
On peut aussi donner une nouvelle solution . du probiètne des normales menées d'un point donné à une. conique à centre. * • ,
Eh effet, si on prend .pour inconnue auxiliaire Fabscisse a du pôle d'une corde qui. joint les pieds de deux normales, en éliminant p entre les équations (38) on aura une équation du sixième degré en oc qui s'abaissera immédiatement au troisième en vertu de la propriété de réciprocité remarquée toutà l'heure; l'abaissement de l'équation sera d'ailleurs obtenue en prenant pour nouvelle inconnue auxiliaire l'abscisse du milieu d'une des diagonales du quadrilatère normal circonscrit, et on est encore conduit à la solution de Legendre.
Mais nous voulons faire servir principalefment los formules (38) à résoudre des problèmes qui sont compris dans les deux énoncés généraux suivants.
Étant données dans un même plan une conique à centre C et une ligne quelconque A ; de tous les points de A on mène deux tangentes à ^la conique et par les points de contact les deux normales correspondantes : quel est le lieu B des intersections de ces normales?
Réciproquement, connaissant la ligne B, de fous les points de cette ligne on mène des normales à la conique C, et par les pieds des normales les tangentes correspondantes : quel est Je lieu D des points d'intersection de ces tangentes,? ' »
D'autres questions se ramènent aux deux prpblènies précédents. ' .
Soit, par exemple, proposé de trouver le lieu des poins d'intersection des normales menées par les extrémités d'une corde dont les coordonnées satisfont à une équation de condition.
On cherchera d'afeord'le lieu A des pôles de celle corde, puis ia ligne B d'après le premier problème» * •
On peut aussi, comme dans la première partie, se proposer,
connaissant le lieu A d'un des sommets d'un quadrilatère normal circonscrit! de trouver le lieu des cinq autres sommets. Qn a d'àbôrd le lieu A' du sommet opposé à celui qui décrit fta ligne A» par rapplicatioti du théorème lll. Ayant ensuite déterminé la ligne B, puis le lieu D, on aura le lieu des quatre derniers sommets, en divisant le premier membre deTéquatlon de D par le produit des premiers membres des équations de A et A'.
Enfin on peut vouloir trouver J'enveloppe des cordes qui joignent les pieds des normales issues d'un point de B.
On ramènera le problème à celui des polaires réciproques, en cherchant d'abord la ligné.D.
Ce qui précède justifie suffisamment le nom de méthode du pôle.
Nous allons maintenant donner quelques exemples.
La lignb a est JMWti, trouveU la ligne B.
La- ligne donnée A est parallèle à* l'un des axes
Si, par exemple, on suppose que la ligne A est parallèle à Taxe des j, a doit être considéré comme constant, et on aura le lieu B en éliminant p entre les équations (38); on a ainsi
— c»(a» — ix^»^ — tf*ûe(a*— a')*=o.
2. La ligne A est une droite quelconque pqssant par le centre de ha coniquet •
Soit p = ma réquation de la droite donnée; en éliminant p et a entre cette équation et les équations (38), on a
C'est réquation d'une hyperbole qui a t)Our asymptotes les
droites
Dans le cas où la coniqueest ut^e ellipse, si m =±: -> le lieu se
réduit à»la droite ^ = — t «s:, ou à là droite y"=.^x.
La ligne A est une droite quelconque
L'élimination donne une courbe du troisième ordre, mai^
tes calculs ne sont pas assez simples pour être rapportés, et d'ailleurs le théorème se trouve établi plus loin d'une autre manière.
k. La ligne A est le cercle
L'équation du cercle peut s'écrire
et par suite, en divisant membre à membre les formules (3.8), on a
Tirant de cette équation et de «elle du cercle les valeurs de a et de p, et les substituant dans l'une des équations (35), on a
(a'-i-6») (7»H-;r') [±b^ x^-Jf a^y^Y= c' [±l^x^'- a^y^)\
c'est l'équation du lieu décrit par le sommet d'un angle droit dont les côtés sont normaux à une conique à centre.
La ligne A a pour équation
On trouve pour B la développée de la conique. ,
Remarque, -^ Si pour les cinq premiers problèmes on remplace la propriété du pôle par la propriété correspondante de la polaire^ on reconnaît que presque tous les problèmes précédents ont déjà été traités dans la première partie.
Problème inverse. Là ligne B est donnée^ trouver la ligne 0.
La question est immédiatement résolue en remplaçant dans réquation de la ligne B,
a? et 7 par les valeurs que donnent les formules (38).
Lorsque la ligne B aura été déduite de la ligne A par le premier problème, Téquation de la ligne D sera généralement décomposable en facteurs. En opérant cette décomposition, on aura la solution complète du problème relatif au quadrilatère normal circonscrit.
Nous donnerons seulement deux exemples.
La ligne B est la droite
On voit immédiatement que la Ugne D est du troisième ordre, et en laissant de côté le cas évident où la droite est parallèle à l'un des axes, on trouve que la décomposition en facteurs de réquation en a, p n'est possible que dans deux cas.
Le premier cas a lieu lorsqu'on a
c'est-à-dire lorsque la droite donnée est une normale à la conique ; alors les deux facteurs de Téquatibn de la ligne D étant rendus égaux à zéro, donnent la tangente au pied de la normale, et une hyperbole dont les axes sont parallèles à ceux de la conique donnée ; quant à la polaire réciproque de l'hyperbole, elle est une parabole, Comme on le trouve parla méthode ordinaire.
Le théorème est compris dans le théorème général démontré page 22.
Le second cas a lieu lorsque, la conique étant une ellipse, on a
alors on trouve que le lieu de D se compose des deux lignes La polaire réciproque de la dernière a d'ailleurs pour équation
xr=±j- ■.
On peut donc énoncer le théorème suivant :
Si d'un point pris êur le diamètre perpendiculaire à Vun des diamètres conjugués égaux on mène les quatre normales à rellipse, deux des sommets du quadrilatère normal circonscrit se mouçroni sur te second des diamètres conjugués égaux, et les quatre autres sommets seront toujours sur t hyperbole
xy=dtab.
On peut dire aussi que deux des côtés du quadrilatère normal inscrit sont parallèles à celui des diamètres conjugués égaux auquel on a mené un diamètre perpendiculaire, tandis que les deux autres càtés enveloppent l'hyperbole
^^ab xy=:dt:y"
2. La ligne B est la développée de la conique. On trouve pour la ligne D une équation du *dix-huitièn)e degré. Nous allons donner, pour opérer la décomposition en fac^* teurs, une méthode qu'on pourra chercher à appliquer à d'autres exemples.
L'équation qu'il faut décomposeir en facteurs est celle-ci :
Posons
«« sî ap cos«», p5=:6p8inu;
en faisant disparaître les radicaux, on aura
27 p' siû'w cos'*> { p* — I — p* sin'w cos* © Y 2= (p* — « — p* sin*« eos'ti + 4p' sin'w cos'*>)*,
et si l'on pose
p' sin*w cos'w = M, p* — I = z,
-SS- II, vient
le lieu cherché se compose donc des trois courbes
ou
Si l'on remet pour z et a leurs valeurs en p, sint» et cos»,' puis pour ces dernières quantités leurs valeurs en a ei p, on obtient pour équations en coordonnées rectangulaires
On retrouve ainsi un résultat déjà démontré d6 plusieurs miH nières.
Théorèmes généraux.
ie vais donner maintQnanl quelques théorème généraux qui établissent une liaison entr« les propriétés des lignes A, B et D.
La conique C est, comme précédemment^ une conique à centre.
Théorème I. ^- Le degré de ia ligne B est en général triple de celui de /a liffte Â.
£n effet > on peut trouver les points d'intersection de la ligne B et d'une droite quelconque
ra: -^sy= t
de la manière suivante.
On remplace dans Téquation précédente x et y par les valeurs que donnent les équations (38) et Ton obtient
(39) — rc'ap»-t-sc'a'P — a'/p' — 6' /a' -4- rft*c»a — 5a*c*p=:o. Béterminant ensuite les valeurs de a et p qui satisfont àl'équa-
lion (39)elà celle de la ligne A, puis, d'après les formules (38), les valeurs de x et y correspondantes, on aura les coordonnées demandées des points d'intersection.
Mais l'équation de la ligne A étant du degré m et celle de la ligne B du troisième degré, d'après le théorème de Bezout, on troqvera 3/ii systèmes de valeurs pour a et pet par suite pour X et j. Le théorème est donc démontré.
Théorème II. m étant le degré de la ligne A, on peut mener à la ligne B au plus m (m 4- 3) tangentes parallèles à une direction donnée.
En effet, si on désigne par y^ et p' les dérivées de y par rapport à :r et de p par rapport à a, on déduit facilement des formules (38)
^^^' ^ («»p»::pfc»a*)(&' — p^)P'qp26»4(«' -!-«')'
En égalant la valeur de y* à une quantité constante K et remplaçant p' par ssi valeur déduite de l'équation de A, on aura une équation du degré ( /w -h 3) en (a, p), et le nombre des solutions communes à cette équation et à celle de la ligne A sera en général m(m-h 3). On peut donc mener à la ligne B au plus m (m -4- 3) tangentes parallèles à une direction donnée.
Théorème III. < — Le degré de lu ligne D est en général triple de celui, de la ligne ^,
En effet, pour déduire l'équaition de la ligne Dde celle de la ligne B, il suffit de remplacer dans cette dernière x et r par des fonctions rationnelles du troisième degré en a et p.
Théorème IV. — Si Vun des sommets d'un quadrilatère riot^ mal circonscrit décrit une ligne de degré m, en général le sommet opposé, décrit une ligne \de degré .7^ m, et le lieu des autres sommets qui peut être ou n*étre pas décomposable en courbes distinctes est du degré 6 m.
^n effet, en remplaçant, dans Téquation de la ligne A, « et p
par * et "^^^^ on aura Téquation du lieu A,' que décrit le
sommet opposé au premier. Le degré de A' est doncam. D'un autre côté, à cause des théorèmes I et III, le degré de B est 3 m, celui de D, 9m. D est d'ailleurs le lieu des six sommets du quadrilatère; il faut donc bien, puisque A est du de-
gré m, A' du degré 2/11, que le lieu des quatre derniers sommets soit du degré 6m.
Théorème V. — Si la ligne A a une branche infinie dont Vasymptote a pour équation
p== KaH-/l,
la ligne B aura une branche infinie dont V asymptote sera don-
ce c^ h
née par l'équation r = — ^ — ±6M^ K'"
On voit d'abord que les valeurs de j et ^ données par les formules (38) deviennent infînies en même temps que a et p» et en divisant ces formules membre à membre et tenant compte
de lim ( i- ) == Kj on trouve
Il m
Formant ensuite l'expression de ;r-f- ^ en a et p et y rem-
plaçant p par Ka-i-v, v désignai^t une variable qui devient égale à h pour a infini, on a
lim L
xX c^h
r-H- ET =— -
Théorème VI. — Si une branche de la ligne A passe par le centre de la conique et qu'en ce point elle ne soit pas tangente aux axes, la ligne B aura une branche infinie dont
l'asymptqte sera
m désignant le coefficient angulaire de la tangente au centre pour la branche considérée de la ligne k.
Lorsque au contraire la branche de la ligne A sera tangente à tun des axes^ la ligne B aura une branche infin\e dont Vasymptote sera en général parallèle à cet axe.
Si dans les formules ( 38) on fait a = o, p = o, ^ et 7* se pré-
o sentent sous la forme — Mais prenant les dérivées des deux
termes de chaque fraction et représentant par p' la dérivée de p
par rapport a a, on a
Faisant maintenant a = o, p = o, comme par hypothèse p' n'est ni nulle, ni infinie, x et /seront infinis et la ligne B aura une branche infinie. On prouve ensuite facilement par le même genre de démonstration que toi^t à l'heure que la ligne B a pour asymptote
Pour la seconde partie du théorème supposons par exemple p' = o. On voit immédiatement que x est infinie, et que la valeur de j^se présente encore sousla forme — Mais prenant encore les dérivées des deux termes, on trouve que y a une valeur finie tant que la seconde dérivée de p par rapport à a n'est pas infinie.
Le cas où p' est infinie se traite de même.
TirfioRÈME VIL — Lorsque la cçuiqué est une hyperbole, outre les asymptotes données par les théorèmes précédents, la ligne B a encore dès asymptotes en nombre généralement égal au nombre des points d'intersection de la ligne A et de$ asymptotes de l'hyperbole. On obtient d'ailleurs l'asymptote correspondant à l'un des points d'intersection par la construction sui(/ante.
Par le point d'intersection qu'on a choisi, oh mène une tangente à V hyperbole, puis par le point de contact une normale à la même courbe. L'asymptote de la ligne B sera parallèle à cette normale. On aura ensuite l'abscisse à Vorigtne de la même asymptote en prenant une quatrième proportionnelle aux demi-axes a et b et à l'ordonnée à l'origine de la normale précédente. L'ordonnée et l'abscisse seront d'ailleurs de même signe ou de signe contraire suivant que le point cherc/ié sera sur l'une ou l'autre des asymptotes [ ^
Quaad'la conique esl une hyperbole, les valeurs de x et de y deviennent infinies lorsqu'on a
11 en résulte qu'à un point d'intersection de la ligne A, et de Tune des asymptotes de l'hyperbole, correspond une branche infinie de la ligne B. Cette branche a une asymptote dont on trouve réquation par la même méthode que précédemment :
^ î a»-ha' ^ "^ T^aboL (a' -i- a^)'
Le signe supérieur correspond au point a, - a, et le signe Inlé-
rieur au pointa, a.
Mais sxy d'un autre côté, on cherche l'équation de la normale au point île contact de l'hyperbole et de la tangente menée
à cette ligne de l'un des points idydti-a.y on trouve
.a («»— aM c'ià'—at}]
On voit que les coefficients angulaires sont les mêmes dans l'équation de la normale et celle de l'asymptote, et si l'on désigne par Xi l'abscisse à l'origine de l'asymptote, par j, l'ordonnée à l'origine de la normale, on a
^1 = 1+:- Va.
Le théorème est donc démontré <
Usage des théorèmes précédents,
Sauf pour des cas choisis, la recherche de l'équation de la ligne B conduit à de longs calculs. Mais, d'après ce qui précède, on peut se dispenser de trouver l'équation de cette ligne. En effet, d'après les formules (38], on peut construire la ligne B par points, et par la formule (4o) obtenir la tangente en chaque point de la courbe. Les théorèmes I, III, IV, V, VI et VII feront d'ailleurs connaître les asymptotes.
Nous recommandons ce genre de discussion, par 'exemple, pour la li^e B du troisième ordre correspondant à une ligne droite A. On pourra déterminer directement les asymptotes en cherchant Tintersection d'une droite avec B et vérifier ainsi quelques-uns des théorèmes précédents.
Exercices proposés.
Xty ji étant les coordonnées du milieu d'une corde de pôle
(a, p), x^y j, celles du pôle de la ligne (a, p), ( y — r— u
^3, Xi celles du centre des moyennes distances des six sommets d'un, quadrilatère normal circoQScrit, j;*, j* celles du centre des moyennes distances des quatre sommets sur la conique d'un quadrilatère normal inscrit (*).
Démontrer les formules suivantes
— H-6'«'-Ha'p''
c^ — cCx^ — b^y" '^' bbcy
bacx
or,, — — -^
2. Démontrer, à Taide de ces formules, des théorèmes généraux analogues aux précédents.
3. Etant données les coordonnées a, p d'un des sommets d'un quadrilatère normal circonscrit, trouver les équations des trois diagonales.
Soient L = o l'équation de la diagonale qui joint hB sommet (a, p) au
) — ^ h M = o, N = o, les équations des deux autres.
On a immédiatement l'équation de la première diagonale. Pour avoir les. équatioiis des deux autres, on écrira les équations des deux paires dç
C) X, j désrgncnt toujours les coordonnées du point d'intersection des normales passant par les extrcmités de la. corde qui a pour pôle le point {a, /3).
[ — a' - - //'\ tangentes menées des points (a, ^\ ( , -r-^ y cosl-à-rMic
d^où Ton déduit
Le premier membre de Féquation précédente étant la différence de deux carrés, est le produit de deux facteurs qui sont M et N.
4. Former Féquaiion générale des coniques inscrites dans un quadrilatère normal circonscrit à une. première conique à centre, en prenant pour constantes les denii-axes a et 6 de la conique donnée, et les coordonnéeë a et p d'un des somoiets du quadrilatère.
On emploiera l'équation générale des ioniques inscrites dans un quadri- ■ latère
dans laquelle ^ est une constante, et où L, M, N, ont la signification précédemment indiquée,
5. Démontrera Taide de Téquation que nous venons de demander, le théorème suivant énoncé par M. Stetner{**),
On peut toujours déterminer une parabole qui louche à la fois les deux axes d'une conique à centre et les quatre côtés d'un quadrilatère normal circonscrit à cette conique.
On démontre îe théorème plus simpleitient par remploi du théorème II (i*^ partie) et de l'équation de la parabole
4/>yx/ -h (/7J7 -h ^j 4- 1 )^ = 0.
Mais l'équation qu'on propose de trouver pourra servir à résoudre des questions comme celles-ci : Gonjnaissant le lieu décrit par l'un des sommets d'un quadrilatère normaf circonscrit, trouver l'enveloppe de la parabole précédente, le lieu des son^mets, des foyers, etc.
6. Démontrer les formules (3i) et (S^), en cherchant l'intersection de l'une des diagonales M = o, N = o, avec la paire de tangentes partant du point («, p).
(*) Salmon, Trcati^e on corne sections, page 198»
(**) LioryiLLr,j Journal dr Mftlhrmatiqucs, tome \X, page f\?^.
Généralisation dies formules (38).
Comme dans la première partie, remplaçant les normales
par des droites conjuguées, prenant les mêmes axes coordon—
a'* nésy adoptant les mêmes notations et posant n==±n9 on
trouve
a et ^ désignent maintenant les coordonnées du pôle d'une corde qui joint les pieds de deux droites conjugués, et on voit bien comment on peut donner plus d'extension encore aux théorèmes généraux démontrés précédemment.
On généralisera de la même manière les formules (4i)-
Parabole. — L'équation de la parabole étant
et conservant toujours les mêmes notations, on démontre par la même méthode que par les coniques à centre, les formules
(4.) ^=.=L^, ,=i£zif£±£:(.).
qui permettront de résoudre les mêmes problèmes.
La LIGNt A B8T DONNÉE.
Nous donnerons seulement deux exemples.
La ligne A est une droite
mx -H /r^-f- ç =;= o.
On trouve pour équation de la Hgne B,
inpq ^ iq^).
fW \ ^P(^^y — mnx -h mnp ^ niqY ^^ ' ( ±= (pnt^ — 2»^) [pmny — 7.qnx ^
On voit que la ligne B est une parabole dont Taxe est perpendiculaire à la droite donnée.
C*) Des formules semblableB ont aussi été données par M. Sa1nion> page i()4-
Cas particuliers, m = o. C'est la question de concours (1859).
En posant — - = fr, on a
Par rhypothèse A* = p, on a la parabole donnée elle-même, et
en faisant /r = — ^» on a l'équatiOn de la parabole, lieu du
sommet d'un angle droit dont les côtés sont normaux à la pa* rabole donnée,
n=^o, La méthode d'élimination qui a donné l'équation (43 ) n'est plus applicable, mais on trouve directement pour équation de la ligne B . -
OÙ P représente la distance du diamètre donné à l'axe. On reconnaît une normale à la parabole qui passe par le centre de courbure correspondant au point d'intersection de la parabole et du diamètre donné, mais qui n'est pas la normale même du point d'intersection.
pm^ — 2/iç = o. Alors la ligne A est une tangente à la parabole, et la ligne B la normale correspondante.
% La ligne A est la parabole
On trouve pour équation de la ligne B
c'est l'équation de la développée d'une parabole.
Si l'on veut q.ue la développée soit celle de la parabole donnée elle-même, on devra résoudre l'équation di| troisième degré en ç,
qui a deux racines égales à —s^j et une autre égale à p.
On devait évidemment trouver la racine /?, mais la racino --J- donne ce théorème :
Si d'un point de la parabole p'= — 4-— on mène deux tangentes à la parabole donnée, les normales aux points de contact se couperont sur sa développée.
Problème inyerse.
La ligne B est donnée.
1 , Cette ligne est la droite
iy'^sx = t.
On trouve pour équation de A
— 2rap -4- 2S^^ — spoL 4-5/)'— tp = o.
Si Ton fait successivement 5 = o, r=:o, on obtient
aS4--^=0, fi2=£aH-p' — ^• ^ r ^2. '^ s
La dernière équation montre que là réciproque du théorème qui donne la réponse à la question de concours (i8'>9) est vraie, c'est-à-dire que lorsque la ligne B est une droite perpendiculaire à Taxe de la parabole, la ligne A est une parabole.
La ligne B est la parabole
On trouve pour A une courbe du quatrième ordre, mais qui se décompose en deux facteurs, Tun du premier degré, Tautre du troisième, lorsqu'on a •
ia[êp'hfY=^ — e^p.
Posant r^ — ^ = Ar, ^n obtient e
et réquation de la parabole donnée peut s'écrire
La solution a = fr était prévue (problème du concours), mais
on voil que la parabole donnée peut encore être décrite, lorsque la ligne A est une hyperbole équilatère du troisième ordre.
Dans la question proposée au dernier concours pour FEcole Polytechnique (1860), on supposait que la ligne B était la parabole donnée elle-mëiné, et on demandait de trouver non pas le lieu J), mais celui des points de rencontre de la sécante qui est la polaire de (a, p), et de la tangente au point x,y, placé alors sur la parabole.
Mais on peut trouver très-simplement les deux lieux à la fois. En effet, remplaçant dans l'équation de la parabole r*= ^pxf j et j; par les valeups que donnent les formules (4^), on a
Le premier facteur était attendu, mais le second montre que tandis que le pôle de la sécante parcourt la droite a =/», les pôles des deux autres côtés du triangle inscrit décrivent une courbe du troisième ordre.
a étant égal à p, à cause de l'équation j= — — -9 on a
P = — —y par conséquent, les coordonnées du point X, Y, dont on demande le lieu, doivent satisfaire aux équations
Yj = --2/.{X-hp), • Yy=p{\-hx);
on ^ 9ussi
^ = :ipx.
En éliminant j et j; entre les trois équations, on trouve une courbe du troisième ordre dont Téquation est
On peut généMliser la question de la manière suivante : Par un point pris sur Taxe d'une parabole on mène une sécante, par les points d'intersection avec la courbe les deux normales, puis la polaire du point où les deux normales se coupent : quel est le lieu des points où la polaire rencontre la sécante? On trouve encore une courbe du troisième ordre.
La ligne B est la développée 4^ la parabole. On obtient
et 01) vérifie ainsi des résultats connus.
Par analogie avec ce qui a été fait pour les coniques à centf e, on peut se proposer la question suivante :
Connaissant le lieu décrit par Tun des sommets du triangle qui touche la parabole aux pieds des normales issues d'un même poiat, trouver le lieu décrit par les trois sommets.
Mais cette question est implicitement résolue par ce qui précède, puisque du lieu A on pourra déduire le lieu B, puis le lieu D. Ainsi, par exemple, si l'un des sommets du triangle se meut sur la droite a == Ar, on trouv# pour lignç B une parabole, puis pour ligne D la droite a = /r, et une hjperbole du troisième ordre. Les deux derniers sommets du triangle se meuvent donc sur cette hyperbole.
Théorèmes généraux.
Lorsque la conique est une parabole, on démontre de la même manière que pour les coniques à centre les théorèmes suivants :
L Lorsque la ligne A est une courbe de degré m, la ligne B est généralement du degré 2 m, et on peut lui mener au plus m^ tangentes parallèles à une direction donnée.
II. Le degré de la ligne D est, en général, double de celui de la ligne B, et par conséquent quadruple de celui de la ligne A.
III. Lorsque ia ligne A a une asymptote parallèle à l'axe de la parabole, la ligne B a toujours une asymptote normale à la même courbe.
IV. Lorsque la li^ne A a une asymptote tangente à la parabole, la ligne B pourra elle-même avoir une asymptote.
Dans ce dernier cas, pour décider s'il y a ou non une asymptote, après avoir mis l'équation de la ligne A sous la forme
p = /ra 4- i', ot posé
on calculera la quantité zas, et suivant que cette 'quantité aut*a une limite finie ou infinie pour a infinie, on conclura que r a ou non une asymptote.
Par ce moyen, par exemple, on trouvera que si la ligne A est une hyperbole dont l'une des asymptotes est parallèle à Fate de la parabole, et Tautre une tangente à la nîéme courbe, la ligne B a une asymptote perpendiculaire à l'asymptote de A.
On pourra démontrer le théorème directement par la même
méthode que pour tes coniques à centre.
EXERCICES PROPOSÉS
La conique étant une parabole.
Soient Xt^ /» les coordonnées du milieu d'une corde qui a pour pôle le point a, p ; Xt, j, celles du point d'intersection de cette corde et de la ligne qui joint le point a, p au point ^7 y\ ^39 J3 celles du point d'intersection de la polaire du point Xy j, et de la corde qui a pour pôle le point a, p : démontrer les formules
2p^ — 1(t*-\-pst — p^
et à l'aide de ces formules, établir des théorèmes qui fassent dépendre les unes des autres les propriétés de deux courbes.
Généralisation des formules ( 4^ ) •
Si dans le problème de la normale menée d'un point donné ^, ^ à la parabole, on remplace la normale par une droite conjuguée de la tangente en son pied, par rapport à une conique à
centre du plan, on peut se proposer^ comme pour Tellipse et l'hyperbole, de calculera et/ en fonction des coordonnées a. et p du pôle de la corde qui joint les pieds de deux droites conjuguées partant du point Xy jr.
Si on désigne par a' le demi-diamètre de la conique auxiliaire, parallèle à Taxe de la parabole; par fr'le demi-diamètre
conjugué, et qu'on pose n=qp — » on trouve facilement
— 2naÔ 2/IÔ'' — inpoL-^ p
On généralisera de la même manière les formules (44)-
NOTE
SUR m NOMALES AOI SURFACES DV mm ORDRE.
JU
On sait que d'un point on peut mener à une surface du second ordre six ou cinq normales, suivant que la surface a ou n*a point de centre. Alors trois quelconques des pieds des normales partent d'une conique sur la surface, et se coupent en un même point. On est par là naturellement conduit à se poser cette question : Etant donnée une courbe plane sur une surface du second ordre, poul'ra-t'on toujours mener par trois •points de la courbe, convenablement choisis, trois normales qui se coupent en un même point?
Les coordonnées des pieds des trois normales doivent satisfaire aux deux équations de la normale et à celles de la surface et du plan de la courbe donnée, ce qui fait douze équations pour déterminer douze inconnues, savoir : les neuf coordonnées des pieds des normales, et les trois coordonnées du point commun à ces trois lignes. Il semble donc que le problème proposé est en général possible, et n'a qu'un nombre limité de solutions.
Mais en y regardant de plus prè^, on voit qu'il n'çn est pas ainsi. Pour que le problème soit possible, le pôle du plan de la section doit être sur une certaine surface du quatrième ordre, ex par ^ompemûtiony quand la condition est repnplie, le pro-.' blême a une infinité de solutions, c'est ce que nous allons établir.
Supposons d'abord que la surface du second ordre ait un centre, et prenons pour ekemple un ellipsoïde rapporté à des trois axec» de longueurs 2a, zb, 2e.
Soient x, j, z les coordonnées du point de départ des six normales, a, p, 7 les coordonnées du pôle du plan qui passe par les pieds de trois de ces normales, j:,, r*i> ^« l<^s coordon-
nées de l'un de ces pieds, on aura les quatre équations suivantes r • •
X — Xy y — j, z — Zx .
b^c^Xy à}c^y^ à}b^z, '
(3) ifl+Pg-^ïi;^,,
Des deux premières on tire
a^x — [a* — b^)Xi
et en substituant dans Téquation (3) les valeurs de x^ ^^ ^t> données par les équations (4) et (5), on a une équation du troisième degré en a:,,
(6) M^î-hNi*-hP.r.-|-Q = o,
dans laquelle
M = (a'-'b')(a'—c')'oL,
L-i-{a'— 6»)72-h(a»— *»)(a»-e»)J' P = a* X (ux -\- ^T'-h y z H- 2f/' — 6' — c'), Q= — a«^».
L'équation (6) étant du troisième degré, montre qu'en général on ne peut pas mener plus de' trois normales se coupant en 'un même poiï\t, et ayant leurs pieds sur une courbe plane d'un ellipsoïde.
On peut trouver une seconde équation du troisième degré en Xx. Voici de quelle manière :
Le point Xi, j., Zi devant être sur fa surface, si on substituait dans réquatîon (2] les valeurs de ^, et z,, données par les équations (4*) et (5), on obtiendrait une équation du sixième degré en oti. (Ce qui prouve en. passant que d'un poîm oii^peut, en général, mener six normales à la surface.)
— 49 ^ Mais si on substitue d^abord dans Téquation (3) la valeur 'de jiy donnée par l'équation (4)> après cette substitution, on tirera de réquation (3) la valeur dezi, exprimée en x^ par une fraction dont le dénominateur sera, au facteur a^y près, le même que celui de la valeur deji, doifnée par Téquation |4)* Met- • tant alors dans Téquation (a) la valeur /j, donnée *par l'équation (4)> et la nouvelle valeur de Zx^ on aura une équation du ' quatrième degré en art,
(7)' Wx\ -h N'^î 4- ^x\ H- Q*'^.H- R'= o,
dans laquelle
N'=: — 2a«(û' — 6^ [(a»7' -+- c'a') ^ '-+-(«'—*') c'a -^ C^apj], p/-^ if (a'7*H-C^a'j^'H-(iV+^''P')r'-+-2C'ap;r/ 1
""^ L-i-4(«'— fcV''a^-+-2c'p(a'— 6')7-4-(c*'— 7*)(a'— 6?)0' Q' = — 2a«[c'a:c^-t-c2p:c>-4-(c^— 7')(a'— 6')ar], • R' = a»(c'— 7'):c'.
Maintenant, si, après avoir multiplié les équations (6) et •(7) respectivement par M? x, et M, on les retranche membre à meAi- • bre, on obtient
' ^ i . (MQ'— QM')^.H"MR'-o.
C'est la seconde équation du troisième degré que nous voulions obtenir.
Les équations (6) et (8) doivent être satisfaites par les abscisses des trois pieds des normales ; elles sont par conséc|uent identiques, et l'on a * . . •
MN'— NM' MR' MQ— QM' MR'
^9) i MF— PM^ _MR^
Les trois équations précédentes lient entre elles les six coordonnées x^ jr, Zy a, p, 7, et il est évident que toute autre relation entre ces mêmes quantités en serait une conséquence. La première des équations (9), qui est du premier degré en
— 5o — ^»;r, ^, élanl représentée par
(lo) Ax-hB.r-+'^2 = Dr
on trouve
A={c* — b'][a'y*-hc"oi*)oi,
Quant aux deux dernières équations (9), elles sont respectivement du premier et di^ second degré; mais, comme nous allons le voir, il est inutile de les écrire sous leur forme explicite.
Par raison de symétrie, Téquation (10) en entraîne deux autres :
(il) A'a: -^-B'j-f-r/z =D', .
. qu'on déduit de l'équation (lo) en permutant les lettres j, p, h successivement avec Xy a, a et z, 7, c; on a ainsi :
h' = ( fc»— V) [c' — a') c' p»4- ( b' - c'YP' 7*-f- («"— 6') (6'- c-^) 6^7%
B''=f c' ~ a^) (a» P'H- 6»a».) p, C/'=(ô»— a»)(a»p^-fc2a')7, •
Mais si on multiplie les équations (10), (i 1) et (12) respectivement par 6% a* et — i et qu'on les ajoute membre à membre, X, j, z se trouvent éliminées et Ton a
i {a'—b'Y(a'b'y'—€'(tp')-^(a'—c'Y{aH''^'—b'oL'y') ^ -^ib^—c'Y (bU'^a'-r-a'P^y')=:o.
On voit donc, comme nous l'avons annonce, t|ue le problème
proposé «n'est pas toujours possible, et que pour que trois normales partanl-d'une courbe plane tracée sur un ellipsoMe se coupent en un même point, il faut que le pôle du plan de la courbe se trouve sur la surface du quatrième ordre représentée par l'équation (i3).
On peut énoncer le théorème suivait :
Sif d'un point quelconque, on mène les six normales à un ellipso^e, les pôles des plems passant par les pieds des nor^ maies pris trois à trois sont toujours sur la surface du quatrième ordre représentée par V équation (i3).
On voit en même temps que le point de départ des trois normales dont les pieds sont sur la section de pôle a, p, 7 est toujours situé sur la droite représentée par les équations (10) et (il); mais, en tenant compte de TéquaUon (i3}, la même droite se trouve représentée plus simplement par tes éeux équatiions
On sent bien, d'après l'analyse précédente, que les équations(i4) dans lesquelles a, p, 7 sont liées entre elles par l'équation (i3), sont les seules auxquelles x, y, z doivent satisfaire, et que si on remplace dans la seconde et la troisième des équations (9) X çXy par les valeurs en fonction de z que donnent les équations (i4), en tenant compte de l'équation (i3), on tombera sur des identités. C'est ce que Ton pourra vérîfijBr (*).
On a donc ce théorème.
Si une section plane d'un ellipsoïde a pour pôle un point situé sur la surface (i3), on pourra mener d'une infinité de manières trois normales dont les pieds seront sur la courbe de section et qui se couperont en un même point, et le lieu de ce dernier point sera la droite représedtée par les équations (i^).
On peut donner une remarquable définition géométrique de cette droite. •
(*) J'ai fait ces vérifications, et je ne puis qu'engager le lecteur à ne pas les recemracHcer.
Pour faciliter le langage, appelons pôle normal d'uDe corde dans une conique le point d'intersection des normales menées par les extrémités de la corde, le pôle correspondant étant le pôle ordinaire.
Alors si Ton compare les équations (i4) aux formules (38), page 27, on voit facilement que si sur chacun des trois plans principaux on prend, par rdipport à la conique du plan, le pôle normal qui correspond à la projection du sommet du cône considéré prise comme pôle, la ligne (i4) passé par les trois pôles normaux déterminés.
En même temps que le plan de pôle (a, p, 7), on peut tou-
, -—r—y )i car
l'équation (i3) ne change pas quand on remplace les premières quantités par les dernières, mais le même changement n'altère pas non plus les équations (i4) ; donc la droite définie précédemment est la même pour les deux plans de pôles
Maintenant supposons que d'un point on ait mené six normales à l'ellipsoïde, et le plan passant, par les pieds de trois d'entre elles, a, p, 7 étant les coordonnées du pôle de ce plan,
résulte de ce qui précède que de la courbe de section déterminée par le second plan partent en particulier trois normales passant par le point de départ donné, ce sont donc les trois dernières normales et, par suite, on peut éhoncer le théorème
suivant :
Si d'un point on mène les six normales à un ellipsoïde, que par les pieds de trois d* entre elles on fasse passer un premier plan, puis un second paç les trois pieds restants, (a, p, 7), (a', P', 7') étant les coordonnées des pôles des deux plans, on a toujours
oLOL' = — a\ pp' = — 6% 77'=— c^
réciproquement, on voit de même que si deux points situés sur la surface (i3) sont liés entre eux par les équations précé-
dentés, on pourra trouver d'une infinité de manières sur les courbes.de section déterminées sur Vettipsotde par les plans polaires correspondants, six points tels, que les normales qui y ont leurs pieds se coupent en un même point, et ce point sera toujours sur une droite déterminée.
Les deux théorèmes précédents sont^ comme on le voit, l'extension à Tellipsoïde des théorèmes (3) et (4), démontrés pageS.
Tout ce qui a été dit précédemment pour Tellipsoïde s'applique aux deux hyperboloïdes en faisant les changements ordinaires de lettres.
Quant aux deux paraboloîdes, les deux derniers théorèmes ne s'y appliquent plus, mais on trouvera une surface du troisième ordre analogue à la surface (i3), et une droite analogue à la droite (i4)> en appliquant aux deux surfaces dénuées de centre le^ mêmes méthodes qu'aux trois autres, si l'on n'aime mieux, pour aller plus vite, considérer les paraboloïdes comme des ellipsoïdes ou des hyperboloïdes dont le centre est à l'infini.
Les théorèmes précédents sont le point de départ d'une théorie nouvelle sur laquelle j'espère pouvoir bientôt revenir.
PARIS. - IMPRIMERIE DE MALLET-BACHELIER , Rue de Seine-Saint-Germairv, lo, près Tlnstitut.
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