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AVERTISSEMENT
Le lecteur qui connaît la cinématique du point, de la droite et du plan, peut passer immédiatement à la deuxième partie de ce travail et aborder directement l'exposé du calcul diflTérentiel. S'il concevait des doutes sur la légitimité des^principes fondamentaux, pris pour point de départ, il devrait se reporter à la première partie et chercher les éclaircissements nécessaires soit au début, soit dans le chapitre VIII.
Le lecteur qui ne possède aucune notion de cinématique et qui veut abréger, peut se borner à l'étude du mouvement d'un point et d'une droite dans un plan. Les notions dont il a besoin pour aborder le calcul différentiel sont exposées dans les trois premiers chapitres , ou plus simplement encore dans les n°^ 34, 35, 36, 37 et 58 du chapitre VIII.
En général, on jugera préférable de s'appuyer uniquement sur les notions les plus élémentaires. En ce cas, il faut, dans la deuxième partie, passer du n** 9 aux n*** 58, 59, 40, revenir au n*" 12, et poursuivre en supprimant les n**^ 27,28, 55, 54, 55 et 57. Cette façon de procéder est celle qui permet d'atteindre le but proposé le plus vite possible et le plus simplement ; une première lecture, ainsi faite, offre l'avantage de mettre en plus grande évidence l'extrême facilité de
la méthode adoptée pour l'exposition du calcul différentiel. En lisant le tout, on voit mieux combien sont variées les ressources dont on dispose pour les différents cas d'application. Les n*"* 33, 34 et 35 de la deuxième partie sont les seuls qui puissent offrir quelque difficulté ou du moins ralentir la marche. On ne perdra point de vue qu'on peut les supprimer en y suppléant par les n**' 38 et 39.
La cinématique du point et de la droite se réduisant h un petit nombre de notions qui font partie de renseignement élémentaire, ou qu'on peut y introduire sans aucune difficulté, il nous a paru qu'il y aurait un grand avantage à ramener à ces notions si simples et toutes géométriques Texposé complet du calcul différentiel et intégral.
Tel est l'objet que nous nous proposons dans le présent ouvrage.
La première partie comprend la cinématique du point, de la droite et du plan. Considérée en elle-même et détachée des autres parties, nous pensons qu'elle remplit les conditions voulues d'un traité élémentaire assez complet pour satisfaire h toutes les exigences. Considérée au point de vue plus restreint des principes qu'il s'agit d'établir comme base du calcul différentiel et intégral , elle pourrait se réduire à quelques lignes, où Ton définirait avec précision ce qu'on doit entendre par l'état de mouvement d'un point dans l'espace et par celui d'une droite dans un plan. En la développant comme nous l'avons fait; en détaillant dans les sept premiers chapitres une suite de propositions que les procédés suivis dans le chapitre VIIÏ permettent d'exposer en quelques pages, et dont on peut d'ailleurs supprimer sans inconvénient le plus grand nombre, nous avons voulu prévenir les objections qu'on serait conduit à nous opposer et que les notions générale-
* Le lecteur est prié de lire celte introduction.
ment admises en cinématique ne suffiraient pas à résoudre sans quelque effort de la part du lecteur. Nous avons aussi voulu poser les fondements d'une théorie nouvelle , purement géométrique et offrant par elle-même toutes les ressources dont on a besoin pour certaines applications réservées jusqu'ici au domaine de l'analyse infinitésimale. C'est ainsi, par exemple, qu'en se fondant sur cette théorie et laissant à l'écart toute notion de calcul différentiel, toute intervention d'infiniment petits, tout recours à la méthode des limites, on peut aborder directement les questions relatives à la courbure des lignes et des surfaces.
Les développements donnés à cette partie de notre travail ont encore une autre utilité : c'est de fournir des moyens de solution variés et nombreux, susceptibles de se suppléer les uns les autres et de féconder le champ ouvert aux investigations. Toutefois, comme ils ne sont point nécessaires h l'exposé des règles établies dans la deuxième partie, ni même à la solution directe des questions qui concernent la courbure ou d'autres sujets analogues, le lecteur. peut se tenir exclusivement aux premiers éléments de la cinématique. Lorsqu'on sait d'avance , d'une manière bien précise et bien nette, en quoi consistent la vitesse d'un point et l'état de mouvement d'une droite dans un plan, on peut passer outre sans s'arrêter à la première partie. Dans le cas contraire, il faut, avant tout, s'initier à ces deux notions fondamentales et sp familiariser avec elles par l'étude des chapitres I, II, III, ou plus simplement encore des cinq premiers numéros du chapitre VIII. Cela fait, on est immédiatement à même de lire avec fruit l'exposé du calcul différentiel et d'en saisir toutes les conséquences.
L'idée de recourir à la cinématique pour fonder sur la géométrie l'analyse transcendante, n'est pas entièrement nouvelle. Déjà vers le milieu du dix-septième siècle, la cinématique du point fournissait à Roberval une méthode des tangentes non moins remarquable par son élégance que par sa simplicité.. Quelque temps après, Newton s'appuyait sur cette même cinématique pour définir les fluxions, généralisant par cela seul la méthode de Roberval, créant du même coup le calcul différentiel tout entier, et ouvrant ainsi la voie parcourue successivement par plusieurs
géomètres , au nombre desquels nous citerons en particulier Maclaurin et Thomas Simpson. En s'arrétant à la cinëmatique du point, comme Tont fait nos devanciers, on laisse subsister un obstacle invincible à la construction d'une méthode purement rationnelle, entièrement dégagée de la considération des limites, et susceptible d'offrir les mêmes facilités que la méthode infinitésimale. Cet obstacle disparait lorsqu'on fait intervenir la cinématique de la droite et que, prenant pour base notre conception relative à la courbe , on développe tout ce que renferme en soi la définition suivante :
La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite mobile , le point glissant sur la droite et la droite tournant autour du point, tous deux incessamment.
De là résulte une série d'applications qui nous ont permis d'étendre à la courbure des lignes et des surfaces ce qu'on avait fait pour les touchantes aux courbes, c'est-à-dire de créer, pour les contacts du second ordre et des ordres. supérieurs, une théorie géométrique analogue à celle de Roberval pour les contacts du premier ordre. Telle est la puissance et la fécondité de cette théorie que, par elle, et sans autre secours que celui des notions les plus élémentaires, nous avons pu aborder et résoudre toutes les questions. générales et particulières qui se rapportent à la courbure dans les traités de calcul différentiel et d'analyse infinitésimale. Nous croyons avoir fait quelque chose d'utile en mettant ainsi à la portée des commençants des questions qui semblaient leur être interdites, et, surtout, en leur offrant, comme moyens de solution, les procédés simples et rigoureux de la géométrie. Quoi qu'il en soit, une objection se présente : elle consiste en ce que la marche à suivre exige, en chaque cas', une définition géométrique, et, en outre, un certain effort d'invention pour tirer des données qu'on possède le parti convenable. En vain multiplie-t-on les exemples : tout cas nouveau se résout en un problème particulier de géométrie , et la construction cherchée ne s'offre pas toujours d'elle-même.
Le travail que nous publions aujourd'hui ne laisse rien sub-
sistcr de robjcctioii précédente : ce sont les règles mêmes du calcul différentiel et intégral qu'il dégage des éléments de la géométrie , réunissant ainsi aux ressources dont nous disposions déjà toutes les ressources connues de l'analyse transcendante.
On sait combien la simple définition d'une différentielle proprement dite présente en général de difficulté. Dans notre méthode, comme dans celle que Maclaurin a pris à tâche de développer, la définition de la différentielle peut se donner à priori sans offrir rien d'obscur ou de compliqué. Maclaurin débute par la remarque suivante :
« En général toutes les quantités de même espèce (lorsqu'on » considère seulement leur grandeur) peuvent être représentées » par des lignes droites qui sont supposées être toujours entre » elles en même raison que ces quantités. De même, dans cette » méthode, nous pourrons représenter les quantités de même » espècfi par des lignes droites et les vitesses des mouvements qui » sont censés les produire par les vitesses des points qui se meu- * vent sur ces lignes droites *. »
Reprenons cette remarque en lui donnant toute l'extension qu'elle comporte, et supprimant ce qui la restreint ou l'embarrasse. Nous dirons :
Toute grandeur a pour équivalent numérique une portion de droite composée avec l'unité linéaire comme la grandeur donnée se compose avec son unité propre. Lorsque la grandeur donnée est incessamment variable, le point, qui limite la longueur substituée à cette grandeur comme équivalent numérique, glisse continûment sur la droite qu'il décrit. Cela posé, on a la définition suivante :
La différentielle d'une grandeur quelconque incessamment variable est la vitesse du point qui décrit le segment de droite substitué comme équivalent numérique à cette même grandeur ^.
En s'arrêtant à ce premier aperçu, on peut déjà pressentir une
* Traité des fluxions de Maclaurin, traduit par le R. P. Pezenas, page 7.
* Il est sous-entendu que ce segment de droite est limité à une extrémité par un point lixe , îk Pautre par le iwint mobile que Ton considère.
certaine différence entre les deux méthodes que nous mettons ici en parallèle. Celte différence s'accuse de plus en plus à mesure qu'on avance dans les applications. Toutefois , c'csl par le développement de l'idée mère renfermée dans notre définition de la courbe qu'elle se caractérise avec toute son importance. Maclaurin donne les définitions suivantes de la tangçnte en un point d'une courbe et de la courbure' en ce même point :
o Une droite est tangente à une courbe, lorsqu'elle touche la j> courbe si exactement qu'on ne peut mener aucune droite par le » point d'attouchement entre elle et la courbe ^ »
a Comme de toutes les droites que l'on peut mener par un » point d'un arc, celle-là seule est tangente qui le touche si pré- » cisément qu'on ne peut pas mener une autre droite entre elle » et cet arc; ainsi de tous les cercles qui touchent une courbe » dans un point donné, celui-là est dit avoir la même courbure » que cet arc, lequel le touche si exactement qu'on ne peut dé- » crire aucun cercle entre eux par le point d'attouchement, tous » les autres cercles passant en dessus ou en dessous ^. »
C'est d'ailleurs en s'appuyant sur ces définitions que Maclaurin procède pour déterminer là tangente et le cercle de courbure, autrement dit le cercle osculateur.
Les définitions que nous venons de rappeler accusent certaines propriétés caractéristiques de la tangente et du cercle osculateur. Elles ne font point connaître le rapport qui s'établit entre ces lignes et la courbe dans leur génération simultanée. Pour nous, qui désignons sous le nom de directrice la droite mobile mentionnée dans notre définition de la courbe, la tangente est la directrice du point décrivant y c'est-à-dire la droite suivant laquelle est dirigée la vitesse de ce point; la courbure est celle du cercle où subsiste ) d'une manière constante y le rapport établi entre la vitesse actuelle du point décrivant et la vitesse angulaire simultanée de la directrice. Que la vitesse du point décrivant conserve, à partir d'un instant quelconque, la direction qu'elle affecte à ce
* Traité des fluxions de Maclaurin, traduit par le R. P. Pezenas, p. 120. 2 M;V/('m,p. 240.
même instant; le point décrivant cesse de décrire la courbe pour décrire la tangente. Que le point décrivant et la directrice de ce point persistent tous deux, Tun à glisser sur la directrice, Fautre à tourner autour du point décrivant, comme ils le font à un instant quelconque déterminé; à partir de ce même instant, le point décrivant cesse de décrire la courbe pour décrire le cercle osculateur. En chaque point d'une courbe , il y a sur la courbe direction et courbure : le cercle osculateur est le type sensible de la courbure, comme la tangente Test de la direction.
On observera que nos définitions ont un caractère particulier. Elles pénètrent au fond même des choses; elles expriment et manifestent les lois qui président à la génération des grandeurs, dont on étudie la variation simultanée. 11 suit de là qu'elles doivent nécessairement offrir des moyens nouveaux de J^echerche et de solution. L'exposé du calcul dififerentiel et intégral fera ressortir les avantages qu'elles présentent en se systématisant de manière à constituer une méthode générale. Bornons-nous ici à en donner une idée par une application tout élémentaire.
Représentons-nous une courbe plane et le point qui la décrit. Soit V la vitesse de ce point et w celle de la directrice à un même instant quelconque déterminé. Considérons la normale à la courbe décrite, et supposons qu'entraînée par le^ point décrivant, elle glisse avec ce point le long de la directrice et en lui restant perpendiculaire. 11 est visible qu'en se déplaçant ainsi, la normale glisse tout entière avec la vitesse v parallèle à la directrice, et qu'en même temps, elle tourne autour du point décrivant avec In vitesse w. De là résultent pour le point o, situé sur la normale à la distance R du point décrivant, deux vitesses actuelles et simultanées, l'une égale à v, l'autre au produit Ru;. Ces deux vitesses ont une même direction perpendiculaire à la normale; elles sont d'ailleurs de même sens ou de sens contraire, selon que l'arc décrit, à partir de l'instant considéré, commence par être convexe ou concave du côté du point o. Supposons le point o pris du côté de la concavité. Dans cette hypothèse, la vitesse du point o est représentée en grandeur par la différence v — Ru?.
Considérons en particulier ce qui arrive pour le point o, lors-
(in
qu'au lieu de rester quelconque il est déterminé par Téquation de condition
w En ce cas^ Ton a évidemment
V — Kw = 0.
De là résultent les conséquences suivantes :
4" Lorsque le point décrivant entraîne avec lui la normale à la ligne décrite, il est un point de la normale dont la vitesse est nulle. Ce point est situé du côté de la concavité, à une distance du point décrivant exprimée pour chaque position de la normale par la valeur correspondante du rapport ^ .
2® Deux cas sont possibles , selon que le rapport — demeure invariable sur la courbe décrite ou qu^au contraire, il varie incessamment d'un point à un autre.
Dans le premier cas , le point de la normale dont la vitesse est nulle reste toujours le même. Il s^ensuit qu'il est fixe et que la ligne décrite est une circonférence de cercle ayant son centre en ce point.
Dans le second cas, le point de la normale, dont la vitesse est nulle, est le centre du cercle qui se substituerait à la courbe décrite , si l'on conservait au rapport — la valeur qu'il affecte à V instant que l'on considère. Ce cercle prend, par rapport à la courbe, le nom de cercle osculateur. Son rayon est dit rayon de courbure. En désignant par p ce rayon, on a généralement
Soit m une position quelconque du point qui décrit la courbe donnée; o le centre de courbure correspondant à cette position; m' un point mobile assujetti à glisser sur la normale de manière à coïncider toujours avec le centre o du cercle osculateur.
Le rayon p étant, par hypothèse, incessamment variable, il s'ensuit que , dans le passage d'une position quelconque de la nor*
maleaux positions suivantes, le point m' s'écarte ou se rapproche du point m en glissant sur la normale avec une certaine vitesse. Soit ti cette vitesse : elle est déterminée par la variation correspondante du rapport — , c'est-à-dire par le degré de rapidité avec lequel ce rapport augmente ou diminue. Nous savons d'ailleurs qu'elle constitue à elle seule la vitesse totale du point m\
Affectons à la courbe donnée le nom de développante et au lieu ' géométrique de ses centres de courbure, celui de développée. Les considérations qui précèdent ont pour conséquences immédiates les déductions suivantes :
3° Pendant que le point m décrit la développante, le point m' décrit la développée.
4® Dans la description de la développée ,[e point m' glisse sur la normale mm' avec la vitesse u, et, en même temps, la normale tourne autour de ce point avec la vitesse w.
5*^ Toute normale à la développante est tangente à la développée , et réciproquement toute tangente à la développée est normale à la développante.
6^ Dans le passage d'une position à une autre, la normale à la développante s'applique sur la développée par voie d'enroulement continu.
' V L'arc de là développée compris entre deux rayons de courbure de la développante a pour longueur rectifiée la différence de ces mêmes rayons.
8® Le rayon de courbure de la développée est représenté pour le point m' par le rapport - , en même temps que celui de la développante l'est pour le point m par le rapport ~ .
9® Lorsque les vitesses u et yf varient dans un rapport constant, la développée est une circonférence de cercle.
iO® Les développantes de cercle sont les seules lignes pour lesquelles les vitesses uetw conservent entre elles un rapport invariable.
S'agit-il maintenant de déterminer les propriétés et les caractères distinctifs du cercle osculateur? S'agit-il, en outre, d'établir les conditions relatives aux contacts des ordres supérieurs? On
peut y parvenir, coiimie nous l'avons l'ail ', en s'appuyant sur les premiers éléments de la géométrie. On y parvient plus directement encore, en observant que, pour une même vitesse du point décrivant, l'écart entre la tangente et la courbe augmente nécessairement avec la vitesse angulaire de la directrice. De là se déduit sans la moindre difficulté tonte une série de conséquences. Enonçons-en les principales , en désignant par m le lieu de départ du point décrivant et par s l'arc décrit à partir de ce lieu. Voici d'abord un premier énoncé :
Le cercle osculateur est, parmi tous les cercles passant par le point m , celui qui se rapproche le plus de l'arc s dans le voisinage du point m. // est la limite séparative des cercles qui touchent Varc s en m, les uns intérieurement , les autres extérieurement. En général, il coupe la courbe au point d'osculation.
Lorsque deux courbes ont en un point commun même tangente, elles se touchent en ce point et leur contact est du premier ordre. Si, en outre, elles ont même courbure, leur contact, devenu plus intime , est dit du deuxième ordre. Soit o le centre commun de courbure qui correspond au contact du deuxième ordre établi, par hypothèse, entre les deux courbes que Ton considère :
Les développées de ces courbes se touchent au point o et leur contact est du premier ordre.
Supposons, sans rien changer d'ailleurs, que le contact des développées soit du deuxième ordre, celui des développantes, devenu plus intime, sera du troisième ordre, et ainsi de suite, tout contact de Tordre n entre les développées impHquant un contact de Tordre n + 1 entre les développantes, et, réciproquement, tout contact de Tordre n + i entre les développantes impliquant un contact de Tordre n entre les développées. On voit ainsi comment le contact du troisième ordre se définit au moyen du contact du deuxième ordre, celui du quatrième au moyen du troisième, et ainsi de suite indéfiniment. Cela posé, il n'est pas besoin d'autres
^ Voir notre Théorie yéométrique des rayons et centres de courbure (â""» note atlditionnelie).
procédés que ceux de la géométrie élémentaire pour établir les déductions suivantes :
Lorsque deux courbes ont entre elles un contact d'un ordre quelconque supérieur au premier , selon que leurs courbures sont toutes deux croissantes , ou toutes deux décroissantes à partir du point de contact et d'un même côté de la tangente, la position relative des développées est Vinverse ou la même que celle des développantes.
En général, lorsque deux courbes ont entre elles un contact d'ordre pair, elles se coupent au point d't>sculation.
En général, lorsque deux courbes ont un contact d'ordre impair, elles ne se coupent pa^s au point où elles se touchent.
Entre deux courbes dont le contact est de l'ordre n, on n'en peut mener aucune ayant un contact d'ordre inférieur.
Cet aperçu indique suffisamment ce qu'il y a de neuf dans la méthode que nous nous proposons ici de généraliser. Il montre, en même temps , comment cette méthode a ses procédés particuliers, essentiellement distincts des procédés ordinaires. L'exposé du calcul différentiel fera voir Textension que comporte cette même méthode et comment elle embrasse tous les cas possibles d'application, c'est-à-dire comment elle se systématise en dégageant de la géométrie les règles dont on a besoin- pour résoudre, ainsi qu'on le fait par d'autres méthodes, toutes les questions qui peuvent se présenter. L'avantage consiste en ce que tout repose sur des notions rationnelles, purement élémentaires, offrant un sens précis, faciles à saisir dès le début, et supprimant ainsi toute obscurité. Il consiste également en ce que les moyens directs dont on dispose présentent, en général, de grandes facilités et qu'en outre, ils comprennent implicitement tous ceux dont l'emploi peut, en certains cas, paraître préférable.
Nous avons dit plus haut de quoi se compose la première partie de cet ouvrage et les simplifications qu'on y peut introduire. La deuxième partie comprend les règles générales de la différentiation, et, pour les cas les plus simples, les règles correspondantes de l'intégration. Elle se distingue des écrits publiés sur la même matière en ce qu'elle n'emprunte le secours d'aucune des mé-
thodes connues et que tout se réduit à des constructions purement gëométriques. Rapprochée du travail que nous avons produit antérieurement sur le postulatum d'Euclide, elle montre, ainsi que nous rannoncions, comment en mathématiques élémentaires, de même qu'en analyse transcendante, tout se ramène à une seule et même conception fondamentale.
Les lecteurs au courant des difficultés métaphysiques soulevées par l'analyse transcendante seront surpris sans doute de nous voir affirmer que nous n'avons besoin ni des infiniment petits, ni du procédé des limites, ni d'aucune notion d'algèbre supérieure pour établir à priori les règles de cette analyse et les rendre applicables à tous les cas. On reconnaîtra que cette affirmation n'a rien d'exa* géré. Nous aurions pu combiner aVec les moyens propres à notre méthode, ceux que fournit la méthode des limites et que nous étions en droit de nous approprier après les avoir déduits du théorème fondamental exposé n"" 6. Nous le pouvions d'autant plus que tout étant éclairci dès l'abord, les résultats obtenus par la méthode des limites ne se réduisaient pas à la simple traduction d'une série de faits que l'on n'explique point , dont le sens échappe et qui restent en partie stériles. Nous avons préféré procéder exclusivement par la géométrie, de manière à ne laisser aucun doute sur l'indépendance absolue qui existe entre notre méthode et les autres.
La marche suivie dans les cinq premiers chapitres peut être simplifiée d'après les indications du chapitre VI et notamment des numéros 58, 59 et 40. En se reportant à l'avertissement placé en tête de cet ouvrage, on verra comment on doit en foire la lecture pour parvenir au but proposé dans les conditions les plus promptes et les plus faciles.
Il nous a paru curieux de démontrer à priori que le plan tangent en un point d'une surface contient , en général , toutes les tangentes menées par ce point, et que deux tangentes réciproques, qui sortent avec une égale vitesse des sections qui les déterminent , ont des rotations égales et contraires autour des directions suivies parleurs points de contact. Le premier de ces théorèmes implique, comme conséquence, la loi générale de la différentiation des fonctions composées ou complexes, et réciproquement. Le dernier exprime l'égalité qui subsiste entre les résultats de plusieurs déri-
valions successives où 1 ordre seul u c(ë change : ici d'ailleurs, comme dans le premier cas, il y a réciprocité complète. Cette équivalence entre deux faits purement géométriques et les faits similaires qui leur correspondent en analyse différentielle offre, pensons-nous, un certain intérêt.
Lorsqu'on veut établir directement et de prime abord ^ ainsi que nous lavons fait aux numéros 35 et 54, les propriétés des tangentes réciproques, on ralentit la marche des déductions ^ et on leur ôte , en partie , la simplicité qu'elles comportent. Le mérite d'une difficulté vaincue nous a paru devoir être compté pour quelque chose, alors qu'il ne s'agissait pas seulement d'arriver au but, mais bien aussi de faire ressortir la puissance et la multiplicité des ressources dont nous disposons. Que ce soit, au besoin, notre excuse. L'inconvénient signalé n'existe d'ailleurs qu'en apparence : il disparaît, lorsqu'on passe du n*^ 9 aux n^' 58, 59, 40 et que, revenant au n*» 12, on poursuit, en supprimant les n*** 27, 28, 55, 34, 55 et 37. De là résulte une simplification considérable : les figures planes et leurs mouvements dans un plan étant les seuls qu'on ait à considérer, il suffit des premiers éléments de géométrie et de cinématique pour établir toutes les règles de la différentiation et procéder ensuite aux applications ultérieures.
Les développements que comportent le calcul différentiel et intégral sont faciles à déduire des principes exposés dans la deuxième partie de cet ouvrage. Pour s'en convaincre à l'avance, il suffît d'observer que la méthode fondée sur ces principes rend toutes les autres inmiédiatement accessibles et qu'en outre, elle a ses moyens particuliers, généralement très-prompts, très-directs et très-simples. Quoi qu'il en soit, nous croyons devoir poursuivre la tâche que nous avons entreprise et nous efforcer de la mener à bonne fin en la complétant. Déjà le plus difficile est fait : déjà tout est compris implicitement dans le travail que nous publions aujourd'hui. Les parties suivantes auront pour objet les applications analytiques et géométriques du calcul différentiel et intégral : elles feront, pensons-nous, ressortir mieux encore les avantages de notre méthode.
EXPOSÉ GÉOMÉTRlQUJi
DU
DES DÉPLACEMEJNTS RECTILIGNES ET SIMULTANÉS DE PLUSIEURS POINTS
Définition et meswe des vitesses.
1. Considérons un point supposé mobile sur une droite* et y occupant une position quelconque dëterminëe. Lorsque ce point sort de cette position , c'est suivant la direction de la droite et avec un certain degré de rapidité. De là résulte pour le point mobile
* Cette droite est supposée fixe. On verra plus loin comment la définition de la vitesse donnée pour le cas (l'un point qui se meut sur une droite fixe s'étend d'elle-même au cas où il y a mouvement du point et de la droite, le point glissant sur la droite et la droite tournant autour du point , tous deux simul" tanément.
un ctat particulier, distincl de Tctat de repos. Cet état d'un point qui sort de la position qu'il occupe est dit état de mouvement. On le désigne plus simplement encore sous le nom de vitesse.
Dans la vitesse ainsi définie , il y a deux choses à distinguer : Tune est la direction ^ l'autre la grandeur. La direction est déterminée par la droite sur laquelle le point est assujetti à se déplacer; elle comporte deux sens opposés Tun à l'autre. La grandeur est le degré de rapidité avec lequel le déplacement commence à partir de la position considérée.
Étant donnée une position quelconque du point mobile et la vi* tesse avec laquelle le point sort de cette position , on peut toujours concevoir que le déplacement continue comme il commence, c'està-dire sans que la vitesse initiale cesse de conserver, partout et toujours, une seule et même direction, un seul et même sens, une seule et même grandeur. Quelle que soit la vitesse ainsi dé^ terminée, par cela seul qu'elle est invariable, le déplacement du point mobile s'accomplit avec uniformité , c*est-à-dire suivant un mode unique , partout et toujours identiquement le même. Réciproquement, s'il s'agit d'un point qui se déplace uniformément, la vitesse de ce point conserve partout et toujours une seule et même détermination.
Imaginons que sur la droite à décrire on ait tracé des divisions quelconques, toutes égales en longueur. Par hypothèse, la vitesse est constante : il y a donc uniformité, et de même que le point décrit d'abord la première division, de même ensuite il décrit chacune des autres, dans des conditions toujours identiques. Au lieu d'un seul point décrivant, considérons à la fois deux points animés chacun d'une vitesse constante. Pendant que le premier point décrit une longueur l, choisie comme on voudra, le second point décrit une longueur correspondante /'. De même aussi, pendant que le premier point décrit un multiple quelconque de. la longueur /, le second point décrit le même multiple de la longueur /'. On déduit aisément de là que si l'on prcpd deux longueurs quelconques décrites simultanément de part et d'autre, ces longueurs conservent entre elles un rapport invariable. On voit d'ailleurs que les longueurs décrites croissent avec les vitesses des points
dccrivaats, et Ton est conduit naturellement à prendre les unes pour mesures des autres.
Soit Aq, A|, A) . . . A„ une suite de droites toutes superposées dans l'ordre des lettres qui* les désignent respectivement. Concevons que la droite Aq soit fixe, et que chacune des autres, entraînant avec elle toutes celles qui lui sont superposées, glisse sur la précédente avec la vitesse r. La vitesse de la droite A, sera v; celle de la droite As, v -^ v ou ^v; celle de la droite A3, 2v + 1; ou 5t;, et ainsi de suite, celle de la droite A^ étant représentée par nv. D'un autre côté, tandis qu'un point de la droite A| décrit une longueur quelconque /, les longueurs décrites par chaque point des droites A3, A, ... A„ sont respectivement 2/, 3/, ... n/. Il suit de là que les vitesses des points situés sur les droites Ai, A« . . . A„, sont entre elles comme les longueurs que ces points décrivent simultanément. On voit donc que si par vitesse double, triple, quadruple , etc., on entend la vitesse qui résulte pour un même point de la composition de plusieurs vitesses simultanées, toutes égales et prises au nombre de deux, trois, quatre, etc., il est rigoureusement exact de substituer au rapport des vitesses que l'on compare entre elles, les rapports des longueurs décrites simultanément parles points qu'elles animent.
De là résultent, en ce qui concerne les grandeurs respectives des vitesses simultanées qui animent en même temps un ou plusieurs points, les conséquences suivantes :
1** Lorsque plusieurs vitesses simultanées animent tin inêtne point y suivant une méms droite, la vitesse résultante est la somme algébrique des vitesses composantes,
2^ Dans la comparaison de plusieurs vitesses , chaque vitesse peut être exprimée par une longueur.
S"" Les vitesses que l'on compare animant certains points, les longueurs qui les expriment sont les portions de droite que ces points décriraient simultanément, si chaque vitesse demeurait constante.
4® En général, on est libre de fixer, comme on veut, la portion de droite prise pour mesure de l'une des vitesses qui sont à comr parer; les autres s'en déduisent.
Composition et décomposition des vitesses.
2. Soil une droite AC, m un point décrivant cette droite a partir du «. M point A ; w la vitesse avec laquelle le point
m se déplace sur la droite AC. Au lieu
d'être fixe, la droite AC peut être mobile,
et, par exemple, glisser, sans tourner, le
long de la droite AL. Dans ce glissement
de la droite AC une seule et mêmfe vitesse
anime, en même temps, tous ses points;
c'est la vitesse du point A, vitesse dirigée
suivant AL et que nous désignerons par u\
Lorsque le point A de la droite AC parvient en A' sur la droite
AL, la droite AC occupe la position X'C parallèle à AC. Le point m
est alors en B', A'B' étant la longueur qu'il décrit sur AC, pendant
que le point A décrit sur AL la longueur AA'.
Les longueurs A'B', AA' étant décrites simultanément. Tune par le point m en vertu de la vitesse constante u, Tautre par le point A en vertu de la vitesse constante a', on a , conformément à ce qui précède ,
- = — : = cons'^
AA' u'
Cette relation fixe d'une manière invariable la position de la droite AB' dirigée suivant la diagonale du parallélogramme AA'B'B. Elle montre, en outre, qu'il existe un rapport constant entre la longueur de cette diagoixale et celle de chacun des côtés qui lui correspondent.
De là résultent les conséquences suivantes :
i** Le point m peut être considéré comme animé de deux vitesses simultanéeSj Vune égale à net parallèle à AC, Vautre égale à VL et parallèle à AL.
2** En vertu de ces deux vitesses simultanées , supposées cou-
stantes, le point m décrit la diagonale AB' avec une vitesse con^ stante v, déterminée par la relation
AB' A'B' AA
Supposons que Tune des trois longueurs AB', A'B', AA' soit prise pour mesure de la vitesse qui lui correspond; la même condition s'applique en même temps à chacune des deux autres. Ce résultat est connu sous le nom de parallélogramme des vitesses. On peut l'énoncer, comme il suit, sous forme de règle générale :
<'* RÈGLE. — Le point m éta7it animé de deux vitesses actuelles Fia, 2. ^^ simultanées , représentées en direction, seîis et grandeur par les portions de droites ma, mb, la vitesse résultante est représentée en direction y sens et grandeur par la diagonale mn du parallélogramme manb construit sur les côtés ma, mb.
La réciproque est d'ailleurs évidente. On peut donc dire aussi comme règle générale :
2"* RÈGLE. — Étant donnée la droite mn qui représente en directioHy sens et grandeur la vitesse actuelle du point m, si sur cette droite, prise pour diagonale, on construit un parallélogramme quelconque manb , la vitesse du point m peut être considérée comme résultant de deux vitesses simultanées, représentées en direction , sens et grandeur, par les côtés ma , mb.
De là résulte encore cette autre règle :
3"* RÈGLE. — Étant doîinées l'une des deux composantes de la vitesse d'un point, et la directio7i de l'autre composante, si l'on trace à partir du point la composante connue et que, par son extrémité, l'on mène une parallèle à l'autre composante, l'extrémité de la résultante est située sur cette parallèle.
Le point m pouvant être considéré comme décrivant la droite
ÂB', on observera que les vitesses u, u' sont en même temps, d'une part, les composantes de la vitesse v suivant les directions AC, AL, d'autre part, les vitesses des projections du point m sur deux axes coordonnés parallèles à ces directions '.
DU DÉPLACEMENT d'ON POINT SUR UNE COURBE.
Détermination de la vitesse,
3. Considérons un point sortant de la position qu*il occupe : ce point est animé d'une certaine vitesse. Ainsi que toutes les gran-
* On reconnatt aisément qne les résultats du n^ 2 s'appliquent à tout mouvement simultané d'an point sur une droite et de la projection de ce point sur une autre droite, les lignes projetantes étant toutes parallèles à un même plan. Soit m le point mobile, AB la droite qu'il décrit, P un plan de direction
constante passant par le point m , D une droite fixe, p ^*9» •• jg poiuj qj, ig plan p coupe la droite D.
Prenons sur la droite AB un point quelconque A , et par ce point, menons la droite AC parallèle à la droite D. n étant le point où le plan P coupe la droite AC, il est aisé de voir que la droite mn est de direc» tion constante*et que le point n se meut sur AC , comme le point p se meut sur la droite D. On peut donc substituer le point n au point p : le mouvement /" de l'un sera le mouvement de l'autre.
La droite mn étant de direction constante, rien n'empêche qu'on n'assujettisse, en outre, le point n à conserver sur cette droite une seule et même position. Dès lors le mouvement de la droite mn est complètement déterminé par celui du point m. Il en résulte :
1° Que le mouvement du point n sur AC est complètement déterminé par le mouvement du point m sur AB ;
2« Qu'à un seul et même état de mouvement du point m sur AB correspond un seul et même état de Ynouvement du point n sur AC.
Cela posé, v étant la vitesse actuelle du point m sur AB, il n'importe m rien que cette vitesse soit- constante ou bien incessamment variable. Dans un cas comme dans l'autre, il ne pf'ut jamais y avoir, pour la vitesse actuelle et simultanée du point n sur AC, qu'une seule et même. détermination, celte qui correspond à la vilcsse r supposée constante.
deurs mathématiques, cette vitesse peut être constante ou bien incessamment variable. Dans tous les cas , elle est à chaque instant complètement déterminée. Lorsqu'elle varie et qu'on veut exprimer ce qu'elle est pour une position donnée du point mobile , on considère exclusivement la détermination particulière qui correspond à la position donnée. On suppose qu'à partir de cette position y la vitesse demeure invariable, et l'on procède comme si elle rétait effectivement. Par ce simple artifice^ le cas des vitesses variables se ramène au cas des vitesses constantes, et les règles établies pour celui-ci s'appliquent à celui-là. Soit abc une courbe plane et AP , AQ deux droites quelconques .. , situées dans le plan de cette
courbe. Imaginons que le point A de la droite AQ se déplace uniformément le long de la droite AP, la ^^ droite AQ se mouvant tout ^, entière avec le point A, et conservant toujours une seule et même direction. Soit Q a le point où la droite AQ rencontre d'abord la courbe abc. Concevons un point m mobile sur la droite AQ et s'y déplaçant k partir du point a de manière à occuper sans cesse la position précise où la droite AQ coupe la courbe abc. Cela revient à dire que le point m décrit tout à la fois la droite mobile AQ et la courbe fixe abc.
Soit u la vitesse du point A sur la droite fixe AP et u* celle du point m sur la droite mobile AQ. Par hypothèse, la vitesse u est constante : si la vitesse u' Tétait, en même temps, pour une portion quelconque de la droite AQ, il s'ensuivrait que la ligne, décrite par le point m dans le plan PAQ, serait droite sur toute l'étendue correspondante à celte portion. Or la ligne décrite est la ligne abc, supposée courbe dans toutes ses parties, la vitesse u' est donc incessamment variable ^
^ Toute variation incessante est nécessairement continue. Gela ne veut point dire que la vitesse w' ne peut subir aucun changement brusque sur toute
Considérons la droite AQ dans une position quelconque A'Q'. Le point m est alors en 6 et les vitesses qui l'animent simultanément sont Tune «, l'autre tù\ Construisons d'après la règle du parallélogramme, la résultante v des vitesses actuelles ti, u\ La composante u est constante en grandeur ainsi qu'en direction; la composante w' est aussi constante en direction, mais sa grandeur varie sans cesse à partir du point 6, au delà comme en deçà. La conséquence est qu'à partir du point b, au delà comme en deçà , la vitesse v a une direction incessamment variable.
Soit n un point pris sur la courbe abc, h proximité du point 6. Projetons ce point sur A'Q' par une droite 7io parallèle à PA. Les longueurs bn, bo se correspondent, étant toutes deux décrites simultanément par le point m, l'une sur la courbe fixe abc, l'autre sur la droite mobile AQ. Supposons la longueur bîi suffisamment petite : dès lors nous pouvons admettre que la grandeur u' varie continûment de 6 en o, et qu'en outre, elle est constamment croissante ou constamment décroissante dans toute l'étendue de cet intervalle. Admettons que de 6 en o , la grandeur w' soit constamment croissante : il en résulte que de 6 en n l'angle de la droite A'Q' avec la vitesse v décroît continûment. Soient bî, bf, les directions de la vitesse v, l'une en b, l'autre en n : si la grandeur
retendue de la courbe abc. Cela veut dire que , sMI y a des chaDgements brusques, ils se succèdent à certains intervalles , pendant chacun des(iuels1a continuité subsiste sans interruption.
Cette observation ne s'applique pas seulement à la grandeur de la vitesse u'. Elle s'applique en même temps à la direction de la vitesse du point m sur-la courbe abc. On voit d'ailleurs que cette grandeur et cette direction dépendent Tune de l'autre, et qu'à cet égard, elles varient toutes deux dans les mêmes conditions.
En résumé, Ton peut et l'on doit poser comme axiome le principe suivant , qui, s'il n'est pas toujours exprimé, est au moins toujours sous-entendu.:
Toute variation f supposée incessante et ayant une origine quelconque déterminée, est nécessairement continue sur une étendue plus ou moins grande , comptée à partir de cette origine.
Ce principe ne saurait être contesté, par cela seul que toute hypothèse contraire est un non-sens impliquant absurdité et contradiction.
v! demeurait constante sur la longueur 60, selon qu'elle affecterait la valeur qui correspond au point 6^ ou celle qui correspond au point Oy le point m décrirait la droite hi ou la droite 6/*. En réalité . la grandeur v! croît continûment de 6 en 0, et, en même temps Tangle de la vitesse v avec la droite A'Q' décroît continûment depuis la valeur o6i jusqu'à la valeur 06/*. La ligne décrite par le point ^ de. 6 en n est donc nécessairement comprise entre les droites 6/, &/"(*). Cela posé, imaginons que le point n et sa projection o se rapprochent indéfiniment du point 6. Dans cette hypothèse, la droite 6/" tourne autour du point 6 et se rapproche indéfiniment de la droite 6e : rien ne change d'ailleurs ; il y a donc
(*) Pour ne laisser aucun doute sur cette déduction, nous allons la démontrer avec une entière rigueur.
Par le point h menons une droite he parallèle à PA et considérons le mouvement du point m , à partir du ^^* point 6, sur l'arc \m' égal à hn ou
plus petit.
Soient e', t', n' , f les points de
rencontre des lignes he , 61, hn ,
f „ hf avec une même droite A"Q"
^ parallèle à*AQ. Soient en même
temps u'b , et u'o les valeurs de
la vitesse u' aux points h et 0.
Tandis que la drojte AQ se transporte de A'Q' en A"Q", le point m décrit sur cette droite la longueur e'n'. La vitesse qui anime le point m pendant cette description et suivant cette droite, commence par être égale à ii'b : elle est d'ailleurs constamment croissante et toujours inférieure à w'o*, si cette vitesse, au lieu de varier comme elle le fait, demeurait constante, selon qu'elle serait égale à %^b ou à ii'ot 1^ longueur décrite par le point m sur la droite AQ serait moindre ou plus grande qu*ellc l'est effectivement. Or, dans le premier cas, cette longueur serait e'i\ et dans le second e'f. On a donc nécessairement, d'une part,
et, d'autre part,
en' > e'i' e'n' < e'/"
La conséquence évidente est que l'arc hn' est tout entier compris entre les deux droites 61, hf. C. Q. F. D.
toujours 9 à partir du point 6^ une portion de l*are 6c comprise entre la droite fixe bi et la droite mobile (/*.
Nous venons de voir que la droite 6/* peut se rapprocher indéfiniment de la droite bi, sans que ces deux droites cessent de comprendre entre elles une portion de Tare 6c. Cela revient à dire qu'aucune portion de droite ne peut, à partir du point b, rester comprise entre la droite 6i et Tare bn. Il s'ensuit que la droite 6t est, de toutes les droites passant par le point 6^ celle qui se rapproche le pli^ de Tare bn, dans le voisinage de ce point. La droite bi, ainsi déterminée , est nécessairement unique : on la distingue de toutes les droites passant par le point 6 en la désignant sous le nom de tangente ou sous le nom de directrice , selon qu'on la considère par rapport à la courbe décrite, ou par rapport au point décrivant.
Nous avons supposé la vitesse u' continûment croissante de 6 en o. La démonstration se ferait de la même manière ^ si, de 6 en 0, la vitesse u' était constamment décroissante. La seule différence consisterait en ce qu'au lieu de s'abaisser au-dessous de la droite bi, l'arc bn et la droite 6/* s'élèveraient au-dessus.
Concluons que ^ dans la description d'une courbe par un point, la vitesse de ce point a une direction incessamment variable. Concluons, en outre, que cette direction est, pour chaque position du point décrivant , celle de la tangente à la courbe décrite *.
4. La vitesse u peut être quelconque, constante ou variable. Dans tous les cas, la démonstration du n"* 3 se fait de la même manière, et l'on voit aisément que la résultante des vitesses u, u' est
^ Les considérations qui précèdent suffisent pour établir la méthode des tangentes créée parRoberval , et exposée, comme il suit, dans les Mémoires de r Académie royale des sciences, année 1690.
Principe. — « La direction du mouvement d'un point qui décrit une ligne » courbe, est la touchante de la ligne courbe en chaque position de ce point. »
Règle générale. — « Par les propriétés spéciQques de la ligne courbe ( qui » TOUS seront données), examinez les divers mouvements qu'a le point qui la » décrit , à Tendroit oti vous voulez mener la touchante. De tous ces mouve- » ments, composez-en un seul : tirez la ligne de direclion du mouvement » composé ; vous aurez la touchante de la ligne courbe. »
O princi|)e cl cette règle donnent, dans la plupart des cas, le moyen de
toujours dirigée suivant une même droite , la droite la plus rapprochée de la courbe au point que Von considère. De là résulte le principe suivant :
On peut attribuer indifféremment une valeur quelconque soit à la vitesse v, soit à l'une ou l'autre des deux composantes u, u' : les rapports que ces vitesses ont entre elles restent toujours les mêmes en un même point.
Détachons de la courbe abc Tare bn, et considérons-le séparé- ^. ^ ment;métantun point quelconque de cet arc,
soit smt la tangente en ce point. Eu égard aiii conditions qui subsistent sur toute l'étendue de l'arc bn, la démonstration du n"" 3 implique les conséquences suivantes :
i** L'arc bn est tout entier d'un seul et m^me côté de la tangente smt, en deçà comme I^ au delà du point m.
2"" De toutes les droites passant par le point m, la tangente smt est la seule qui ne coupe pas l'arc bn en ce point.
5^ Les distances des différents points des arcs mb, ron d la tangente smt vont en croissant à mesure que ces points s'éloignent du point m.
4^ Lorsque le point m se déplace en glissant de h en x\ sur Varc bn, la tangente smt tourne continûment dans un seul et même sens*
réduire à une simple opération graphique la détermination de la tangente en un point quelconque d'une courbe définie géométriquement. Pour ailer au delà : pour pénétrer plus avant dans la nature intime de la ligne courbe : pour apprécier, définir et mesurer la courbure proprement dite , il faut d'abord introduire un principe nouveau ; il faut ensuite considérer avec quelques détail s les conditions relatives à la rotation d'une droite dans un plan. Les dévelop- I)emenls qui suivent fournissent , à cet égard , tous les éclaircissements nécessaires. Non moins simples que l'énoncé de Roberval, ils comportent une extension beaucoup plus grande. C'est ainsi, par exemple, qu'ils permettent d'établir, conune nous l'avons fait ailleurs, une théorie purement géomé- • trique de la courbure des lignes et des surfaces.
Concevons une droite D, assujettie à s'appuyer en un point de Tare 6m et à tourner, sans glisser, autour de ce point, jusqu'à ce que venant à s'appuyer sur un autre point du même arc, elle prenne cet autre point pour centre de rotation, et ainsi de suite indéfiniment.
Supposons la droite D dirigée suivant la tangente smt et tournant de gauche à droite. Je dis que le centre de rotation, situé d'abord en m, glisse continûment le long de Tare mn.
La rotation commencée autour du point m, h partir de la position smtf ne peut pas continuer autour de ce même point. Gela résulte évidemment de ce qu'aucune droite, menée par le point m, ne peut rester comprise entre l'arc mn et la tangente smt. D'un autre côté, on ne saurait admettre que le centre de rotation se transporte brusquement du point m en un point nh' séparé du point m par un intervalle quelconque déterminé. Pour qu'il en fut ainsi, il faudrait qu'il n'y eût aucun écart entre le point m' et la tangente smt. Le contraire ayant lieu pour tout point m' séparé du point m , on voit que le déplacement du centre de rotation sur l'arc mn et sur la droite D est nécessairement continu.
Nous venons d'établir qu*au sortir de la position smt, la droite mobile ne peut s'appuyer sur aucun point m' séparé du point m par un intervalle quelconque déterminé. Il en résulte que le centre de rotation qui succède au point m, se rattache continûment à ce point, et qu'au delà de ce centre, comme en deçà •, l'arc bn reste tout entier d'un seul et même côté de la droite D. On voit ainsi que la droite D réalise constamment la double condition de passer par un point de l'arc bn et de ne point couper cet arc en ce point. On déduit de là les conclusions suivantes :
V La droite D ne cesse pas d'être tangente à l'arc bn.
2** Varc bn peut être considéré comme la trace d'un point qui glisse sur la droite D , en même temps que cette droite tourne autour de ce point.
3° La vitesse du point qui décrit ainsi l'arc bn s'emprunte
* Il est visible qu*eD tournant de gauche à droite autour du point m , la droite D laisse entre elle et l'arc mb la tangente smt.
tout entière f dune part et comme grandeur au ylUsement de ce point sur la droite D, d'autre part et comme direction à la position de cette même droite,
5. Résumons les résultats obtenus, dans les. numéros qui précèdent, concernant le mouvement d'un point dans un plan.
Aujieu de procéder comme ci-dessus , on peut donner à priori cette définition de la ligne courbe :
La courbe est la trace d'un point qui se meut suivant une direction incessamment variable.
On peut aussi, développant davantage, présenter la même définition sous cette autre forme :
La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite mobile y dite directrice, te point glissant sur la directrice et la directrice tournant autour du point, tous deux simultanément et incessamment.
Partant de là , on voit d'abord que la vitesse du point décrivant s'emprunte tout entière au glissement de ce point sur la directrice, la rotation de celle-ci n'ayant d'autre effet que de modifier incessamment la direction. Il est ensuite très-aisé d'établir que, pour diaque position du point décrivant, la directrice est tangente à la courbe décrite, c'est-à-dire qu'entre elle et la courbe, on ne peut mener aucune droite.
Gela posé, ce sont, de part et d'autre, les mêmes résultats, en ce qui concerne la courbe, la directrice, la. vitesse du point décrivant.
La définition donnée (n* \) pour la vitesse, dans le cas d'un point supposé mobile sur une droite, s'étend d'elle-même au cas du mouvement d'un point sur une courbe. La seule différence consiste en ce que, au lieu d'être fixe, la droite sur laquelle le point est censé se mouvoir tourne incessamment autour de ce même point. Voici d'ailleurs les conséquences. -
La vitesse d'un point qui décrit une courbe comporte à chaque instant deux modes distincts de détermination. On peut se la rej présenter directement ou indirectement.
Dans le premier cas, elle est déterminée, en direction, par la tangente à la ligne décrite, en grandeur, par le degré de rapidité imprimé sur cette ligne au point qui la décrit.
Dans le second cas , elle est la résultante des vitesses communiquées au point décrivant dans chacun des mouvements partiels et simultanés dont se compose le mouvement total. A ce point de vue , on peut dire aussi qu'elle est la résultante des vitesses qui animent les projections du point décrivant sur deux droites quelconques situées dans le plan de la courbe *,
CHAPITRE IL
DE LA ROTATION d'uNE DROITE DANS UN PLAN.
Définition et mesure des vitesses angulaires.
G. Soit une droite passant par un point fixe et tournant autour de ce point dans un seul et même plan. A chaque instant la droite passe d'un lieu dans un autre, et affecte par là même un état particulier distinct de l'état de repos. Cet état d'une droite qui sort du lieu qu'elle occupe en tournant autour d'un de ses points , supposé fixe, est dit vitesse de rotation ou bien encore vitesse angulaire.
On entend ainsi par vitesse angulaire le degré de rapidité qui anime une droite dans sa rotation autour d'un point fixe, pris sur cette même droite. S'agit-il d'une droite qui se déplace dans un plan d'une manière quelconque et dont la direction change incessanmient? Elle a de même et à chaque instant une vitesse angulaire complètement déterminée. Cette vitesse est celle d une
* Il est sous-CQtendu que, relalivemcut à chacune des deux droites choisies |)our y projeter le i)oint décrlvanl, les projeclions se font parallèlement à l'autre.
droite quelconque assujettie h passer par un point fixe et à tourner autour de ce point en restant parallèle à la droite don> née.
Ainsi que toutes les grandeurs mathématiques, la vitesse angulaire peut être constante ou bien incessamment variable. Dans tous les cas, elle est à chaque instant;, complètement déterminée. Lorsqu'elle varie et qu'on veut exprimer ce qu'elle est, pour une position donnée de la droite mobilfe , on considère exclusivement la détermination particulière qui correspond & la position donnée : on suppose qu'à partir de cette position, la vitesse angulaire demeure invariable et l'on procède comme si elle l'était effectivement. Par ce simple artifice, le cas des vitesses angulaires variables se ramène au cas des vitesses angulaires constantes et celui-ci reste seul à examiner.
Cela posé, noiis pourrions répéter ici pour les vitesses de rotation, ce que nous avons dit plus haut pour les vitesses linéaires et reproduire presque littéralement les mêmes déductions. Bornons-nous à énoncer les règles suivantes :
i ** Dans la comparaison de plusieurs vitesses angulaires, chaque vitesse peut être exprimée par %m angle.
2** Les vitesses que Von compare animant certaines droites, les angles qui les expriment respectivement sont ceux que ces droites décriraient simultanément si chaque vitesse demeurait constante.
3° En général on est libre de fixer cmnme on veut, l'angle pris pour mesure de l'tme des vitesses qui sont à comparer. Les autres ^^en déduisent.
Rapport existant entre la vitesse angulaire d'une droite et les vitesses que la rotation de la droite communique à ses différents points.
7. Soient o^o' deux points supposés fixes , l'un sur la droite D, l'autre sur la droite D'. Par hypothèse, ces deux droites tournent uniformément, Tune autour du point o avec la vitesse angulaire w, l'autre autour du point o' avec la vitesse angulaire w\
Soicnl myTii' deux points pris respectivement, le point m sur
la droite D à la distance r du centre o ; le point m' sur la droite D' à la distance r' du ^n/ centre o'. s, s' étant deux arcs quelconques plans décrits simultanément, le premier par le point m, le second par le point m\ ces arcs sont circulaires, et les angles qu'ils sous- tendent ont pour mesure les rapports ~ 9 p . On déduit de là, conformément à la règle (2) du n"" 6 :
Soient v, v' les vitesses qui animent en même, temps les points m, m' dans la description des arcs s, s'. Il est aisé de voir, conformément aux déductions des numéros (4) et (3) , que ces vitesses sont normales aux rayons vecteurs r, r' et qu'elles satisfont à réquation suivante ' :
^ Les déductions des w» (4) et (5) se vériûent très-simplemeut , comme il suit:
Soil al une droite mobile, toujours tangente à la circonférence abcd, tournant sans glisser le long de celte circonférence, y appliquant successivement tous ses points et Tenveloppant ainsi par une sorte d^enroulement continu. Tandis que la tangente al tourne uniformément de a vers a\ concevons qu'un iwint m, situé d'abord en a, se déplace le long de cette droite, avec une vitesse con" stante en grandeur et de manière à occuper sans cesse la position précise oii le contact s'établit entrt» la tangente mobile al et la circonférence fixe abcd. Dans ce double mouvement simultané du point m et de la droite al, le point glissant sur la droite et la droite tournant autour du point, tous deux uniformément, il est visible que le point m décrit à la fois la droite mobile al et le contour fixe du cercle abcd. De là les consé(]uences établies plus haut, d'une manière générale, pour une courbe quelconque.
( 35 ) La combiualson des équations (1) et (2), donne
TV
tv'
Choisissons pour unité des vitesses angulaires eelle qui coni> muuique Tunité de vitesse au point qui décrit la circonférence de cercle ayant l'unité pour rayon.
Si nous prenons 7^'=i et que nous supposions t7'==1, il viendra u?' = i , et nous aurons en général
I/équation (4) implique les conséquences suivantes :
i'* Lorsqu'une droite tourne autour d'un de ses points supposé fixe, il y a lieu de considérer pour chaque position de la droite sa vitesse angulaire actuelle w, et en même temps les vitesses correspondantes de ses différents points,
2® Soit V la vitesse qui répond à la vitesse w pour un point quelconque pris sur la droite mobile j à la distance r du centre de rotation :
La direction de la vitesse v est perpendiculaire à la droite mobile.
La vitesse v est égale au produit de la dislance r par la vitesse w.
La vitesse w est égale au quotient de la vitesse v par la distance r.
CHAPITRE m
DU MOUVEMENT d'uNE DROITE DANS UN PLAN.
8. Lorsqu'une droite se meut en conservant toujours une seule et même direction, ses différents points ont à chaque instant même vitesse. Cela résulte de ce que les portions de ligne décrites simultanément par deux points quelconques de la droite mobile sont nécessairement égales et parallèles. Réciproquement si tous les' points d'une droite ont à chaque instant même vitesse, la droite conserve toujours une seule et même direction.
On désigne sous le nom de translation le mouvement d'une droite dont la direction demeure invariable ou, ce qui revient au même, dont tous les points ont à chaque instapt même vitesse.
Soit D une droite libre dans un plan et s'y déplaçant comme on veut. Prenons sur cette droite le point quelconque o et, par une translation qui rende commune à tous les autres points la vitesse du point o , assujciltissons celui-ci à décrire sa propre trajectoire. L'effet de cette translation , si elle subsistait seule , serait de ne rien changer au mouvement du point o et, en même temps, de maintenir constante, pour chaque position de la droite D, sa direction première. 11 suit de là que pour restituer à la droite mobile son mouvement effectif, il suffît d'une rotation qui se compose avec la translation empruntée au point o, et qui s'accomplisse autour de ce point comme s'il était fixe.
S'agit-il d'abord de la translation empruntée au point o ? Les vitesses qui en résultent sont partout les mêmes à un même instant quelconque. Elles ont donc , en chaque point , mêmes composantes. Tune normale à la droite mobile, Vautre dirigée suivant cette même droite. S'agit-il ensuite de la rotation autour du point 0, considéré comme fixe? Les vitesses qu'elle imprime sont partout normales à lu droite, parallèles entre elles, et respective-
ment proportionnelles aux rayons vecteurs correspondants. De là résulte le théorème suivant :
Lorsqu'une droite se meut dans un plan ', les vitesses simultanées de ses différents points étant décomposées suivant la droite et perpendiculairement à sa direction, les composantes dirigées suivant la droite sont toutes égales et de même sens.
Dans le mouvement d'un point assujetti à rester sur une droite , on peut toujours décomposer la vitesse de ce point en deux vitesses dirigées, Tune suivant la droite et dite vitesse de glissement, Taulre à angle droit sur la première et dite vitesse de circulation. En adoptant ces dénominations , on peut substituer à renoncé qui précède cet autre énoncé plus simple :
Théorème I. — Lorsqu'une droite se meut dans un plan , les vitesses de glissement de ses différents points sont toutes égales et de inème sens.
Fig. 8. Soit oo' la vitesse du point o & IH^stant con-
sidéré. Par le point o% menons deux droites, l'une o'A parallèle à la droite D, l'autre D' faisant avec la droite o'A l'angle qui a pour tangente le rapport exprimant la vitesse angulaire de la droite D autour du point o. Il est visible que tout point m de la droite D est animé de deux vitesses simultanées représentées respectivement, l'une par la droite mn égale et parallèle à oo\ Tautre par la droite nm' menée par le point n perpendiculairement à o'A et limitée à la droite D'. De là , et de ce qui précède, résultent les corollaires suivants :
1** Les vitesses simultanées des différents points de la droite D ont pour lieu de leurs extrémités une droite D' oblique sur la première.
* Ce théorème et les suivants sont tout à fait généraux. Ils s'appliquent, ainsi qu'on le verra plus loin , au mouvement quelconque d'une droite dans l'espace.
^'^ Eiani données les vitesses simultanées de deux points quelconques de la droite D, celles des points o ef m , par exemple, toutes les autres en résultent,
3° Lorsque deux points d'une droite ont, en même temps, même vitesse , cette vitesse est commune à tous les autHs points,
4° Lorsque deux points d'une droite n'ont pas en même temps même vitesse, les vitesses diffèrent en chaque point
9. Supposons qu'on transporte en un même point a les vitesses qui animent les différents points de ]a droite D, à un instant «luelconque dclerminc. Supposons, en oiitre^ qu'on projette orlhogonalement toutes ces vitesses sur une même droite menée pai% le point a parallèlement à D. Chaque vitesse ainsi projetée n'a qu'une seule et même projection , la portion de droite qui représente la vitesse de glissement commune à tous les points de la droite mobile. Ce résultat peut s'énoncer comme il suit :
Théorème II. — Si l'on transporte en un même point quelconque tes vitesses simultanées des différents points d'une droite, ces vitesses ont leurs extrémités sur une seule et même droite perpendiculaire à la p'emière.
Du mouvement d'un plan sur lui-même et d'une droite
dans un plan,
10. Théorème 111. — Lorsqu'un plan se déplace sur lui-même, les vitesses simultanées de deux points de ce plan étant déterminées , celles de tous les autres points lé sont en même temps.
Soient a et 6 deux points d'un plan qui se déplace sur lui-même. Par hypothèse, on connaît les vitesses actuelles et simultanées des deux points a et 6.
Soit m un troisième point quelconque situé dans le plan mobile, en dehors de la droite ab '.
* Si le iK)iiil m était pris sur la droite ab, on o))(ieiiili*ait direclcmcnl sa vitesse, en o|)éranl conmie nous l'avons indiciué uu n" 8.
Fig. 9.
Transpoptons en m les vitesses respeclives des deux points
a et b. Soit ma' la première, mb' la seconde. Par le point a', abaissons su^ am la perpen* dieulaire ap. Par le point 6' abaissons sur mb la perpendiculaire b'q. Prolongeons les droites :>» a'p, b'q jusqu'à leur rencontre en n et tirons la droite mn.
La droite mn , ainsi déterminée , représente i en direction j sens et grandeur, la vitesse du point m.
Cette proposition résulte évidemment de ce qu'en vertu du théorème 11 (n** 9), l'extrémité de la vitesse du point m se trouve à la fois sur chacune des deux perpendiculaires a'p et b'q. Elle implique d'ailleurs ^ comme corollaires, les déductions suivantes :
4" Tout mode de déplacement qui communique à deux points d'un plan mobile sur lui-même leurs vitesses actuelles et simultanées, remplit en même temps cette même condition par rapport à tous les autres points.
2" Si deux points d'un plan qui se meut sur lui-même ont en même temps même vitesse, cette vitesse est commune à tous les autres points. Les vitesses simultanées des différents points sont donc toutes les mêmes ou toutes différentes.
\\. Tbéorême IV. — Lorsqu'un plan se meut sur lui-même et que tous ses points n'ont pas en même temps même vitesse , il est
un point du plan dont la vitesse est nulle. On désigne ce point sous le nom de centre instantané de ROTATION. £e$ vitesses simultanées des autres points sont les mêmes que si le plan tournait autour de ce centre considéré comme fixe.
\ Soit un plan qui se meut sur lui-même, et dont tous les points n'ont pas même vitesse à l'instant que l'on considère; m et m' étant deux points de ce plan, soient mn^ et m'n' les portions de droite qui
Fig. 10.
représentent en direction , sens et grandeur, les vitesses respectives des points m et w'. Par hypothèse, ces deux vitesses diffèrent en quelque chose.
Supposons d'abord que les vitesses mn, m'n' soient parallèles. Il faut alors qu'elles soient toutes deux perpendiculaires à la droite mm'. Autrement, et puisqu'elles diffèrent, leurs composantes, suivant cette droite, ne pourraient être égales et de même sens. (Théorème I, n^ 8*) Tirons la droite nn', et déterminons le point où elle vient couper la droite mm'. Il est visible qu'une rotation, commençant autour du point o peut communiquer aux deux points m et m' leurs vitesses actuelles et simultanées. Concluons que cette même rotation communique en même temps k tous les autres points du plan mobile leurs vitesses respectives. (N° iO, théorème III, corollaire i.) On voit d'ailleurs qu'en désignant par w la vitesse angulaire qui correspond à la rotation du plan mobile autour du point o , et par p l'extrémité de la vitesse m'n' transportée au point m, on a très-simplement.
mn m'n' m'n' — mn np
mo m'o mm! mm'
Supposons maintenant les vitesses mn, m'n' non parallèles, et -,. .. considérons le point o situé à la rencontre des perpendiculaires élevées , l'une en m sur mn, l'autre en m' sur m'n. Si l'on détermine la vitesse du point d'après le procédé du n° iO, on reconnaît immédiatement que cette vitesse est nulle. D'un autre côté, si l'on transporte en m, sur mp, la vitesse m'n', et qu'on tire la droite np, on voit que ^' cette droite est perpendiculaire à la droite mm'.
(Théorème II , n* 9). Les triangles mpn , m'om sont donc semblables, et l'on a
mn mp np
mo m'o mm' ' la longueur mp pouvant ^tre remplacée parla longueur égale m'n'.
II suit de là qu'une rotation commençant autour du point o, avec la vitesse angulaire
mn mn np
mo m'o min! '
communique aux deux points m et m' leurs vitesses actuelles et simultanées. Concluons que cette même rotation communique en même temps à tous les points du plan leurs vitesses respectives *. (N° \ 0. Théorème III , corollaire \.)
Le point o déterminé , comme on vient de le voir, est désigné sous le nom de centre instantané de rotation.
Â chaque position du plan mobile répond une position du centre instantané de rotation , et le point du plan qui coïncide avec ce centre a une vitesse nulle. Si le centre instantané de rotation était fixe sur le plan mobile ^ c'est-à*dire s'il coïncidait toujours avec un seul et même point de ce plan , il serait absolument fixe , puisqu'U resterait en un même point constamment détiué de vitesse. Le mouvement du plan se réduirait donc à une rotation simple autour d'un centre fixe. Mais, en général, il en est autrement. Il faut donc que le centre dont il s'agit change incessamment de position dans le plan mobile. Concluons qu*en général tout déplacement d'un plan sur lui-même résulte du double mouvement d'un point et du plan, le point glissant dans ce plan en même temps que le plan tourne autour de ce point.
Soit fJL un point assujetti à se mouvoir de manière à coïncider constamment avec le centre instantané de rotation. Ainsi qu^oii vient de le voir, le point /k glisse dans le plan mobile. Il a donc dans ce plan, et pour chaque position du plan, une vitesse actuelle déterminée. La rotation qui s'accomplit autour du point /ce ne
^ On parvient plus vite à cette conclusion en observant qu'une rotation commençant autour du point o, avec la vitesse angulaire
mo communique aux deux points m et o leurs vitesses actuelles et simultanées.
peut altérer en rien cette vitesse : elle est donc aussi la vitesse du point fji dans Tespace ^
iS. Considérons le plan mobile à un instant quelconque. Soit P ce plan; o le centre instantané de rotation; mo la vitesse angulaire du plan P autour du centre o; m un point quelconque du plan P ; t? la vitesse du point m.
On sait, d'après ce qui précède, que la vitesse v est perpendiculaire au rayon vecteur om et représentée en grandeur par le produit om . w.
Imaginons qu'on transporte de o en m la rotation t<?, et qu'en môme temps ^ Ton imprime au plan P une translation représentée en direction, sens et grandeur parla vitesse v.
La rotation vo transportée en m se compose avec la trahslation V, de manière à communiquer aux deux points nt et o leurs vitesses actuelles et simultanées. Il s'ensuit que cette rotation et cette translation communiquent en même temps à tous les points du plan P leurs vitesses respectives.
De là résulte la déduction suivante :
Vètai de mouvement d'un plan qui se meut sur lui-^néme et dont tous les points n'ont pas en même temps même vitesse, peut être considéré soit comme se réduisant à une rotation simple autour du centre instantané, soit comme résultant de cette même rotation transportée autour d'un point quelconque du plan mobile et composée avec une translation égale à la vitesse de ce point,
i3. Lorsqu'une droite se déplace dans un plan , on peut concevoir qu'elle entraine ce plan avec elle. Tout se passe donc comme nous l'avons vu pour le cas général d'un plan qui se meut sur lui-même. A chaque position de la droite mobile répond, eq générai, un centre instantané de rotation , et, pour chaque point,
^ Considérons les traces du point fx sur le plan mobile et dans Tespace : soit 8 la première et s' la seconde. Il est visible que la ligne «' est Tenvelopi^e des positions successives de la ligne s. On voit aussi que le mouvement du plan mobile est te même que si la ligne s roulait, sans glisser, sur la ligne «'.
< Il suffit iKHir cela dMmprimer cette vitesse ik deux points 'du plan P, soit, par exemple, aux deux points m et o. (Voir n" 10, théorème III, corollaire 2".)
fJl.
même vitesse que s'il y avait rotation simple autour de ce centre supposé fixe.
Considérons la droite dont il s'agit dans une position quelcon- Fig, /i. ^^^ déterminée. Soit ab cette position, o la
position correspondante du centre instantané de rotation, o' le pied de la perpendiculaire abaissée du point o sur a6, m un point quelconque de la droite oo\ \o la vitçsse angulaire
l actuelle de la droite mobile. Nous savons déjîi
"' que les vitesses actuelles des différents points
de la droite a6 sont les mêmes que si cette droite tournait autour du centre o avec la vitesse angulaire w. Nous ajoutons, conformément à la déduction du n"* 12, qu'on peut considérer ces mêmes vitesses comme résultant d'un glissement et d^une rotation simultanés, la droite a6 tournant autour du point m avec la vitesse w et glissant en même temps sur elle-même avec la vitesse
Étant données les vitesses simultanées dea différents points de la droite a6, on peut considérer exclusivement ou isolément leurs composantes normales à cette droite. Ces composantes sont celles que nous avons déjà désignées sous le nom de mle%%(i% de circulation. Pour les obtenir toutes à la fois, et rien qu'elles, il suffît de transporter en o' la rotation v\ Le point o', déterminé par la projection du point sur la droite a6, est dit centre instantané de circulation. Il se distingue des autres points de la droite ab en ce qu'il n'a pas de vitesse de circulation, ou, ce qui revient au même, en ce que sa vitesse actuelle est une vitesse de glissement dirigée tout entière suivant la droite mobile.
Les déductions qui précèdent ne s'appliquent pas seulement h une droite qui se meut dans un plan supposé fixe : elles s'appliquent également à toute droite située dans un plan qui se meut sur lui-même. Elles peuvent se résumer dans les termes suivants :
Lorsqu'une droite se meut dans un plan^ son mouvement se
compose d'un glissement sur elle-même et d'une rotation autour d'un point choisi , comme on veut, sur la perpendiculaire abaissée du centre instantané de rotation. Quel que soit ce point, la vitesse angulaire reste toujours la même. La vitesse de glissement est la vitesse effective du point choisi pour centre K
Observons que si Ton considère un point assujetti à coïncider toujours avec le centre instantané de circulation, ce point a pour vitesse non-seulement la vitesse de glissement, commune à tous les points de la droite mobile , mais en outre celle qui anime, parallèlement à cette droite^ le centre instantané de rotation, considéré dans ses positions successives.
Règle générale du quadrilatère des vitesses,
14. On sait que la vitesse d'un point admet comme modes équivalents de représentation une infinité de systèmes tous diflFérents les uns des autres et comprenant chacun deux composantes.
Lorsqu'on considère en même temps deux de ces systèmes, si Ton connaît pour chacun Tune des composantes qui en fait partie et la direction de l'autre composante, la vitesse du point eçt déterminée.
Soit ma la composante donnée dans l'un des deux systèmes que l'on considère , et an une droite menée par le point a suivant la direction connue de l'autre composante. Soit en même temps, et de la même manière, mb la compo* santé donnée dans le second système et bn une droite parallèle à lautre composante. La vitesse cherchée est représentée en direction , sens et grandeur par la diagonale mn du quadrilatère manb,
La règle que nous venons de formuler dérive immédiatement
* On ne perdra pas de vue que la déduction du n« 12 s'applique plus généralement encore au mouvemont d'une droile dans un plan.
de la règle 5 du n® S. Nous la désignerons sous le nom de règle du quadrilatère. On observera qu'elle est générale et s'applique à tous les cas possibles, le quadrilatère manb pouvant être plan ou gauche, suivant les circonstances.
CHAPITRE IV
DU MOUVEMENT DANS l'eSPACE.
Extension des principes applicables au mouvement d'une droite et d'un point dans un plan,
45. Reportons-nous aux n°' 6 et 7. Les principes établis pour la rotation d'une droite dans un plan permettent d'écrire immédiatement les deux propositions suivantes :
i® Lorsqu'une droite ayant un point fixe tourne autour de ce point, dans un seul et même plan, les vitesses des autres points sont normales à la droite et respectivement proportionnettes aux rayons vecteurs correspondants.
2** Lorsqu'un plan a deux points fixes et qu'il tourne autour de la droite menée par ces points , les vitesses des autres points sont normales au plan et respectivement proportionnelles aux perpendiculaires abaissées de ces points sur Vaxe de rotation.
Cela posé, voici les conséquences :
Théorème V. — Lorsqu'une droite ayant un point fixe tourne autour de ce point, les vitesses des autres points sont normales à la droite, parallèles entre elles et respectivement proportionnelles aux rayons vecteurs correspondants.
Soit OL une droite ayant un point fixe et tournant autour
Fig, 1i,
( 44 ) de ce point. Prenons en dehors de la droite OL iih second point
Soit P un plan assujetti à passer constaramenl par la droite OL et par les deux points 0, O', supposés fixes dans ce plan.
On voit aisément que la rotation de la droite OL, autour du point 0, se compose, en général, de deux rotations simultanées, la droite OL tournant dans le plan P en même temps que ce plan tourne autour de la droite 00'.
Soient m, m' deux points quelconques de la droite OL, et m/}, m'p' les perpendiculaires abaissées de ces points sur la droite 00'.
Les vitesses communiquées aux points nt, m\ par la rotation de la droite OL dans le plan P, sont normales à cette droite et respectivement proportionnelles aux rayons vecteurs Om, Om'. ( Proposition I.)
Les vitesses communiquées à ces mêmes points, par la rotation du plan P autour de la droite OO', sont normales à ce plan et respectivement proportionnelles, d'une part, aux perpendiculaires mpy m'p' (proposition 2), d'autre part et conséquemment, aux rayons vecteurs Om , Om'.
Il suit de là que les vitesses totales Imprimées simultanéi}%ent aux points m, m' sont, comme leurs composantes, parallèles entre elles, perpendiculaires à la droite OL et respectivement proportionnelles aux rayons vecteurs Om , Om'.
Corollaire. — L'état de mouvement qui anime la droite OL ci un instant quelconque déterminé est le même que si cette droite tournait autour du point 0, dans le plan * où sont dirigées les vitesses totales de ses différents points.
16. Tbéorâme VL — Les vitesses simultanées des différents points d'une droite étant décomposées suivant la droite et nôrma-
* Pour déterminer ce plan , il suffit de connaître la position de la droite OL pt la direction de la vitesse qui anime un point quelconque de cotte droite.
lement d sa direction y les vomposanles dirigées suivant la droite sont toutes égales et de même sens.
Pour démontrer ce théorème, il suffit de reproduire littéralement les déductions du n^ 8. De là résultent les corollaires suivants :
^® Lorsqu'un point d'une droite est animé d'une vitesse perpendiculaire à cette droite, la même condition subsiste en même temps pour tous les autres points.
2" Les vitesses simultanées des différents points dune droite sont toutes parallèles à un même plan; le lieu de leurs extrémités est une droite oblique sur la première.
5° Étant données les vitesses simultanées de deux points d'une droite , toutes les autres en résultent. Elles sont parallèles à un même plan et aboutissent à une même droite , tous deux déterminés, le plan par les directions des vitesses- données , la droite par les extrémités de ces mêmes vitesses *.
4** Lorsque les vitesses simultanées de deux points d'une droite sont dirigées dans un seul et même plan, ce plan contient à la fois la droite et les vitesses simultanées de tous ses points:
5** Lorsque deux points d'une droite ont en même temps même vitesse, cette vitesse est commune à tous les autres points;
6* Lorsque deux points d'une droite n'ont pus en même temps même vitesse, les vitesses diffèrent en chaque point.
17. On voit par ce qui précède comment les propositions du u^ 8 se généralisent et s'appliquent au mouvement quelconque d'une droite dans l'espace. L'énoncé du n° 9 comporte la même extension. De là résulte, en général, le théorème suivant:
Théorème VII. — Si l'on transporte en un même point quelcomjue les vitesses simultanées des différents points d'une droite, ces vitesses ont leurs extrémités sur une seule et même droite
^ Un seul cas échapiie à ceUe règle, celui où les vitesses des différents lM)iDls de la droite sont toutes situées daus un seul et même plan. Ce cas se résout |)ai' la construction du n^* 8, qui, d'ailleurs , est tout à fait générale.
perpendiculaire à la première, A chaque point de celle-ci correspond un point de l'autre et réciproquement.
Pour démontrer ce théorème, il suffit de faire observer qu'après leur transport en un même point, les vitesses des différents points de la droite mobile ont leurs extrémités situées toutes à la fois dans trois plans déterminés. Le premier de ces plans est perpendiculaire à la droite mobile (n^ 16, théorème VI j; le second et le troisième sont respectivement parallèles, l'un aux vitesses considérées (n° 16, corollaire 2), l'autre aux deux droites qui limitent ces mêmes vitesses prises dans leur vraie position ( n** 16, corollaire 2).
18. Reprenons la définition déjà donnée pour la ligne courbe au n° 5.
La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite mobile *, le point glissant sur la droite et la droite tournant autour du point, tous deux simîdtanément.
Cette définition est tout à fait générale.
De ce que la directrice tourne à chaque instant autour du point décrivant, il s'ensuit que les vitesses simultanées de ses différents points sont dirigées toutes à la fois dans un seul et même plan. (N°15, théorème V, corollaire.) Ce plan peut être fixe; il peut aussi tourner incessamment autour de la directrice. Dans le premier cas, la courbe engendrée est plane; dans le second, elle est à double courbure ; on désigne alors sous le nom de plan osculateur le plan mobile déterminé, pour chaque position de la directrice, par les vitesses simultanées de ses différents points.
Considérons en particulier le point décrivant. Il a même état de mouvement que si la directrice et le plan osculateur s'arrêtaient tous deux dans les positions qu'ils affectent à Tinstant considéré. On voit d'ailleurs aisément que les vitesses de ses projections sur les axes coordonnés sont les projections, ou, ce qui revient au
* Considérée par rapport au i)oiut décrivant , cette droite est désignée sous le nom de directrice.
luéme, les composantes respectives de sa vitesse suivant ces mêmes axes. De là résultent plusieurs règles faciles à établir et dont il suffit que nous donnions les énoncés :
i" règle: —Le point m étant animé de trois vitesses actuelles et simultanées , représentées en direction , sens et grandeur par les portions de droite ma, mb, me, la vitesse résultante est représentée, en direction, sens et grandeur, par la diagonale mn du parallélépipède mabcn construit sur les trois côtés ma, mb, me. 2°" RÈGLE. — Etant donnée la droite mn, qui représente en Fia. io direction , sens et grandeur la vitesse ac^
tuelle du point m, si, sur cette droite prise pour diagonale , on construit un parallélépipède quelconque mabcn , la vitesse du point m peut être considérée comme résultant de trois vitesses simultanées, représentées en direction, sens et
^ — ^^ grandeur par les côtés ma, mb, me.
3""* RÈGLE. — Le point m étant animé de n vitesses actuelles et simultanées , représentées en direction ,
sens et grandeur par les portions de droite ma, ab, bc pq,
placées bout à bout les unes après les autres, la vitesse résultante est représentée en direction, sens et grandeur par la droite mq, qui joint l'origine de la première droite à V extrémité de la der-
nière *.
4"« RÈGLE. — Étant donnée la droite mq, qui représente en direction, sens et grandeur la vitesse actuelle du point m, si, sur cette droite prise pour côté , on construit un polygone quelconque mabc... pq, la vitesse du point m peut être considérée comme résultant des vitesses simultanées représentées en direction, sens $t grandeur par les côtés successifs ma, ab, bc pq *.
^ Le lecteur est prié de faire ta figure qui s'applique en même temps au cas delà 3™« règle et à cejui de la 4"»".
CHAPITRE V
DU MOUVEMENT DAXS l'eSPACE d'l\NE DROITE, d'c.N PLA?î ,
d'un solide.
Exposé des théorèmes fonda mentaux.
\\). Théorème Vllï. — Lorsqirun solide se meut, si les vitesses de trois points non situés en ligne droite sont déterminées , celles de tous les autres points le sont en même temps.
Soient a,hy c trois points non situés en ligne droite et appartenant à un solide qui se meut. Par hypothèse, on eonnait le^ vitesses actuelles et simultanées des trois points a, 6, c.
Soit m un point quelconque du solide pris en dehors du plan ahc ^ Transportons en m la vitesse du point a et, par son extrémité , menons un plan perpendiculaire à la droite ma. En répétant cette opération d'abord pour la vitesse du point 6 et la droite mb, ensuite pour la vitesse du point c et la droite me y nous avons deux nouveaux plairs respectivement perpendiculaires, Fun à la droite m6, Tautre à la droite me.
Soit n le point unique ^ commun aux trois plans que nous
* Si le point m était pris dans le plan abc , on oblieudi'ait direclenienl sa vilesse en opérant comme dans le cas général et observant que J^extr^mité de celle vilesse aboutit au plan délerminé par les extrémités des trois autres prises dans leur vraie position. Gela résulte évidemment du corollaire !2 du théorème VI.
* Les intersections du premier plan avec chacun des deux auties sont respectivement per|)endicu]aires , Tune au plan amb , l'autre au plan antc. Elles ne ))euvent éli*e parallèles, puisque, par construction, les deux plans amb, anic diffèrent. H s'ensuit qu'étant situées dans un même plan , elles se couinent nécessairement eu un ))oint unique.
vouons de détcTiiiiiier : la droite nui représente ^ en direction, ^ens et grandeur, la vitesse du point m.
II suffit de se reporter au théorème VIÏ, ii** 17, pour voir comment s'expliquent et se justifient la construction et la proposition qui précèdent.
Corollaires. — i. Tout mode de déplacement qui communique à trois points d'un solide, non situés en ligne droite, leurs vitesses actuelles et simultanées , remplit en même temps la même condition pour tous les autres points.
2. Si trois points d'un solide, non situés en ligne droite, ont en même temps même vitesse, cette vitesse est commune à tous les autres points.
20. Théorème IX- — Lorsqu'un solide se meut et que tous ses points n'ont pas en même temps même vitesse, parmi les droites qu'on peut considérer comme faisant partie du solide, il en est une dont l'état actuel de mouvement se réduit à un simple glissement sur elle-même. Cette droite est désignée sous le nom d'xxE INSTANTANÉ GLISSANT. Lcs vitcsscs simultauées des différents points du solide sont les mêmes que si, glissant avec cet axe, il tournait en même temps autour de ce même axe.
Soit un solide qui se meut et dont tous les points n'ont pas même vitesse à l'instant que l'on considère.
Soient m ; m', m" trois points de ce solide, non situés en ligne dt'oite; v, v', v" leurs vitesses respectives, actuelles et simultanées.
Transportons en m les trois vitesses v, v', v" et supposons qu'elles y soient représentées, la vitesse v par mn, la vitesse v' par mn* , la vitesse v" par mn'\ Sur le plau déterminé par les extrémités n, n', n", projetons ortliogonalement le triangle mm'm", et désignons par p la projection du point m, par/)' celle du point m', par p" celle du point m". Si nous tirons les droites pn, pn' , pn'', il est visible que chacune des trois vitesses mn, mn', mn" peut être considérée comme ayant pour composante commune la vitesse mp, la seconde composante étant située dans
Fiy. 10.
( so)
le y la 11 nn'n" et représeu- . tce par pn pour la vitesse V , par pn' pour la vitesse v'f parpw" pour la vitesse v". On sait, d'ailleurs, que les droites wn', n' n", n"n, sont respeclivement perpendiculaires nn! à mm\ n'n" à m'm'\ n"n à m"wi.
(Théorème VIL)
Cela posé , la droite nn' est en même temps perpendiculaire aux droites mp, m'p' y mnV; elle est donc perpendiculaire au plan mpp'm' et, par conséquent; à la droite pp\ On démontrerait de même que fin'' est perpendiculaire à p'p" et n"n à p"p. Il suit de là que les perpendiculaires menées dans le plan pp'p"j en p sur pn, en p' sur ;m', en p" sur pu", se coupent toutes trois en un même point o et satisfont aux conditions suivantes ^ :
pn
pn' op'
pn op"
nn' pp'
op
Considérons la normale élevée en o sur le plan nn'n*\ et iuia-
^ (kHle déduction résulte immédiatement de Tune ou Tautre des considérations suivantes:
l» Pris deux à deux et groupés comme il suit, les triangles opp' et ptm', o/>/>" cl p/ifi", op'p" et p/i'n" ont leurs trois côtés respectivement |)er|)eudiculaires et sont, par consé(iuenl, semblables;
^o Prises deux à deux , les com|>osantes f^t , pu', pn" ont mêmes pi-ojtîclious orthogonales , p» et pn' sur p//, pn' et pu" sur p'//', p»"etpw ^urp"p. On peut donc appli(|uer ici les résultats établis n» H.
(51 ) giuous que le solide tourue eu glissant le long de cette normale.
nn'
Si la vitesse de rotation est égale au rapport — , , et celle de glissement à la Composante mp, il est évident que ce double mouvement, pris à son<origine, communique aux trois points m^ m', m" leurs vitesses actuelles et simultanées *. Concluons que ce même double mouvement communique en même temps à tous les points du solide leurs vitesses respectives. (Théorème VIII , corollaire 1.)
On donne à la droite déterminée, comme on vient de le vojr par la condition de contenir le point o et d'être normale au plan nn'nf'f le nom d'axe instantané glissant. A chaque position du solide qui se meut correspond une position particulière de l'axe instantané. En général, l'une et l'autre changent incessamment. Dans tous les cas, les vitesses des différents points du solide sont à chaque instant les mêmes que si, glissant avec cet axe, il tournait en même temps autour du même axe ^.
* Les points w et p , m' et p', m" et p" sont situés deux à deux sur des -droites parallèles à la normale. Dans la rotation avec glissement le long de la normale, tous les points situés sur une même parallèle à la normale ont évi* demment même vitesse.
* De là résultent les déductions suivantes :
Considérons une droite assujettie à coïncider toujours avec l'axe instantané glissant. Considérons en même temps les traces de cette droite dans le solide en mouvement et dans Pespace. Ces traces sont des surfaces réglées. Soit s la première et a' la seconde. Il est visible que la surface «' est l'enveloppe des positions successives de la surface s. On voit aussi que le mouvement du solide est le même que si la surface s roulait sur la surface s' en glissant le long de Taréte de contact.
Lorsque le solide renferme un point fixe , Taxe instantané passant par ce point, les surfaces «, s^ sont des cônes ayant le point fixe pour sommet commun et roulant Tune sur l'autre sans glisser.
En général, tout mouvement d'un solide se compose d'une translation empruntée à l'un de ses points et d'une rotation simultanée autour de ce même point. Si la rotation subsistait seule, le mouvement se réduirait au roulement du cône s sur le cône s'. Pour tenir compte de la translation , il suffit de ta communiquer à ces deux cônes , sans rien changer d'ailleurs à leur mouvement relatif.
Tel est, dirons-nous avec M. Poinsot, et en généralisant l'énoncé que nous
Pour avoir la direction de l'axe iustaiilaiié, il sufBt, en générai, de traiisporlcr en un même point quelconque a les vitesses actuelles et simultanées de trois points m, m', m'/ non situés en ligue droite. Soient n, n'y n" les extrémités respectives des trois vitesses transportées au point a et P le plan qu'elles déterminent La perpendiculaire abaissée du point a sur le plan P fixe la direction de l'axe instantané et représente la vitesse de glissement le long de cet axe. La vitesse de rotation autour de ce même axe a pour mesure le rapport de la droite nn' à la projection sur le plan P de la droite correspondante mm\
21. La solution précédente est en défaut lorsque deux des trois points n n'n" se confondent ^ ou qu'ils tombent tous les trois sur une seule et même droite.
Observons qu'en ce cas, la droite nn'n" est nécessairement perpendiculaire au plan imn'm". Cela résulte évidemment du théorème VIIL Voici d'ailleurs les conséquences :
Prenons un quatrième point fL situé en dehors du plan des trois premiers. Parmi les quatre points m, m'y m" y /jl^ il en est trois au moins dont les vitesses transportées en a n'ont pas leurs extré- ]nités situées sur une seule et même droite ^. Cela suffit pour que la solution précédente devienne applicable.
Poursuivons. Puisque Taxe instantané glissant et le plan mm' m" sont tous deux perpendiculaires à la droite nn'n", il s'ensuit qu'ils sont parallèles entre eux. Considérons la projection de l'axe instantané sur le plan mm' m" : elle est parallèle à cet axe, et elle a,
lui enipruutoiis, tel est le plan haut point de clarté où l'on puisse porter l'idée si obscure et si complexe du mouvement dun corps daus Tespace. S'il s'ajjit (le rétat actuel du mouvement de ce corps à un instant (|uelconque déterminé , il est plus simple de considérer le corps comme une vis tournant dans son écrou.
* Il n'y a pas lieu de considérer le cas oii les trois |H)ints n, n', n" se confondraient , cVst-à-dire où trois points du solide, non situés eu ligne droite, auraient même vitesse. On sait qu'en ce cas , cette même vitesse est commune à tous les autres points.
3 S'il en était autrement, il Taudrait qu'une seule et même droite fût en même temps peniendiculaire à deux plans non |)arallèles , ce (|ui est impossible.
pour chacun de ses points, une seule et même vitesse dirigée tout entière dans le plan mm' m", 11 suit de là que si l'on prend les vitesses de tous ces points dans leurs vraies positions, le lieu de leurs extrémités est une parallèle à Taxe instantané : or, ce lieu est rintersection du plan mm'm" avec le plan mené par les extrémités des vitesses Vy v', v" prises dans leur position véritable. Il sufîitdonc de construire cette intersection pour avoir une parallèle à l'axe instantané. Le reste s'achève comme précédemment.
22. TuéonÉMR X. — Si l'on transporte en un même point quelconque les vitesses simultanées des différents points d'un solide, les extrémités de ces vitesses aboutissent toutes à un seul et même plan perpendiculaire à l'axe instantané glissant.
Ce théorème est une conséquence immédiate du théorème IX. On peut d'ailleurs l'établir directement et en déduire le théorème IX en se fondant sur le théorème VII et procédant comme nous l'avons fait ailleui*s. (Voir notre Théorie géométrique des centres et axes instantanés de rotation.)
Composition et décomposition des rotations,
25. Lorsqu'un solide tourne autour d'un axe, on représente sa vitesse de rotation par une portion de l'axe égale en longueur à la grandeur de cette même vitesse. On tient compte du sens en fixant sur un point quelconque de Taxe l'origine de la longueur prise pour mesure de la vitesse, et portant cette longueur du côté où la rotation s'effectue de gauche à droite, pour un observateur placé le long de Taxe, les pieds h l'origine.
Ces conventions adnpuses, il est aisé de voir que deux rotations simultanées , autour de deux axes qui concourent , ^e composent en une rotation unique , de la même manière que si les portions de droites qui représentent ces rotations exprimaient des vitesses linéaires animant en même temps un seul et même point, le point oii les axes concourent.
Il suffît pour cela de considérer, dans le plan des deux axes
donnes , trois points non situés en ligne droite et dé constater qu1ls acquièrent même vitesse , soit par l'effet combine des deux rota* tions composantes , soit par Teffet simple de la rotation résultante. On peut d'ailleurs choisir ces trois points, comme on veut, et, par exemple, en prendre un sur chaque axe.
La proposition , établie pour deux rotations dont les axes concourent, s'étend d'elle-même à un nombre quelconque de rotations h axes concourants. Il est clair, d'ailleurs, que, si plusieurs rotations simultanées se composent en une rotation unique, la réciproque subsiste nécessairement comme s'il s'agissait d'un point et de la vitesse qui l'anime.
Concluons que, dans le mouvement d^un solide, les rotations à axes concourants se composent et se décomposent d'après les mêmes règles que les vitesses dans le mouvement d'un point.
24. Deux rotations égales et de sens contraire , autour d'axes parallèles, forment ensemble un système désigné par M. Poinsot sous le nom de couple de rotation. L'effet qu'elles produisent est celui d'une simple translation perpendiculaire au plan des deux axes ou du couple. En nommant a la vitesse angulaire, p la distance des axes, et v la vitesse de translation résultante, on a
On voit aisément qu'une même vitesse, pu, est communiquée en même temps aux différents point de chacun des deux axes. Il s'ensuit que cette même vitesse est commune h tous les points (lu solide. (Théorème VIII, corollaire 2.)
L'identité , qui subsiste entre les couples de rotation et les vitesses de translation résultantes, permet de les substituer les uns aux autres et d'appliquer aux couples ce qu'on a démontré pour les vitesses, ou réciproquement.
De là résultent immédiatement les conséquences suivantes :
i° Un couple de rotation peut être transporté et tourné comme on veut, soit dans son plan , soit dans un plan parallèle. On peut aussi ('hniif/cr en mrmo temps la distance des axes et la vitesse
angulaire. Si le moment ^ du couple , sa direction et son sens restent les mêmes , rien ne change dans l'effet produit.
2° Les couples de rotation se composent entre eux comme se composent entre elles les vitesses résultantes transportées en un seul et même point.
5*" Étant donnée une rotation quelconque autour d'un axe A , reflet produit ne change points soit qu'elle subsiste seule , soit qu'on la compose avec deux rotations égales et de sens contraire autour d'un axe quelconque A'. Supposons l'axe A' parallèle à l'axe A y et, de part et d'autre, même grandeur absolue des vitesses angulaires. La rotation autour de l'axe A équivaut à une rotation égale et de même sens, s' effectuant autour de l'axe A' et se composant avec le couple de rotation kk'.
4° Réciproquement toute rotation s' effectuant autour d'un axe k\ et se composant avec une translation perpendiculaire à cet axe, se résout en une rotation simple, identique à la première et s' effectuant autour d'un second axe A parallèle au premier. L'axe A est situé dans le plan mené par l'axe k' normalement à la vitesse de translation. Il est le lieu des points qui, dans la rotation autour de l'axe k\ empruntent à cette rotation une vitesse égale et contraire à celle qui résulte de la translation donnée,
5° Deux rotations quelconques simultanées *, autour de deux axes parallèles, se composent en une rotation unique autour d'un axe parallèle aux axes donnés et situé dans leur plan. La vitesse résultante est la somme algébrique des vitesses composantes. L'axe résultant est le lieu des points qui empruntent aux deux rotations composantes des vitesses égales et contraires.
Pour justifier cette dernière conséquence, il suffit d'observer que si L'on transporte autour de Taxe résultant (déterminé comme
^ On appelle moment d'un couple le produit de là distance des axes par la vitesse angulaire. La direction d'un couple est celle de son plan. Le sens est déterminé par celui de la vitesse de translation résultante.
* Il est enteftdu que ces deux rotations ne sont \mni égales et contraires , autrement elles formeraient un couple et équivaudraient à une simple trans* lotion.
on vient de le dire) les deux rotations données, les deux couples de rotation qu'il faut composer avec elles, pour ne pas changer reffet produit, sont égaux et de signe contraire.
â5. La connaissance du mode suivant lequel les rotations se composent entre elles et avec les vitesses de translation conduit très-simplement à la détermination de Taxe instantané glissant.
Soient, en effet, m, m% m" trois points d'un solide non situés en ligne droite, et t?, r', v" leurs vitesses respectives, actuelles et simultanées.
Concevons une translation rendue commune à ces trois points et s'effectua nt avec la vitesse v empruntée au point m. Il est visible que pour restituer aux deux autres points leur état actuel de mouvement, il faut, en général, composer cette translation, d'une part, avec une rotation de la droite mm' autour du point f/t, d autre part, avec une rotation du point m" autour de la droite )nm\ La première de ces deux rotations peut être considérée comme s'effectuant autour d'une droite passant par le point m , et facile à déterminer conformément aux déductions des numéros 45 et d6. Il en résulte que les deux rotations à considérer ont des axes concourants et se composent en une rotation unique , autour d un axe A' passant par le point m.
Cela posé , si Ton décompose la translation , rendue commune aux trois points m, m\ m", en deux translations simultanées , l'une parallèle à l'axe A' de la rotation résultante, l'autre perpendiculaire à ce même axe, on sait que celle-ci peut se composer avec la rotation de manière à ne laisser subsister que cette même rotation autour d'un axe A parallèle au premier. Il suit de là que tout se réduit à une rotation s'effectuant autour de l'axe A et se composant avec une translation parallèle au même axe.
L'axe A, ainsi déterminé, est l'axe instantané glissant: Il est parallèle à la droite mm', lorsque les vitesses v, v' sont les mêmes. 11 se confond avec cette droite, lorsque les vitesses v, v' sont égales , de même sens et dirigées suivant la droite mm\
En résumé, m étant un point quelconque du solide et v la vitesse <lc ce point, le mouvement du solide se compose :
1" D'une rranslation égale à r;
2® D'une rotation », autour d'une droite A' passant par le point m.
La droite A' est parallèle à Taxe instantané glissant A. a est la rotation autour de Taxe A.
La vitesse v étant décomposée en deux autres, lune dirigée suivant la droite A', Tautre perpendiculaire à cette même droite , la première composante est la vitesse de glissement le long de Taxe A. La deuxième composante est égale au produit do la rotation (0 par la distance de Taxe A à la droite A'.
L'axe A est situé dans le plan mené par la droite A' perpendiculairement au plan de celte droite et de la vitesse v.
CHAPITRE VI
DES FORMES LES PLUS SIMPLES AUXQUELLES ON PEUT RÉDUIRE l'état de MOUVEMENT d'uNE FIGURE DANS l'eSPACE.
20. Considérons un système quelconque de points liés entre eux d'une manière invariable, et se mouvant, comme on veut, dans l'espace. Réduit à sa forme la plus simple l'état de mouvement de ce système consiste, en général, en un glissement dirigé suivant une certaine droite et se composant avec une rotation autour de cette même droite. Au Heu d'une translation qui se compose avec une rotation, on peut avoir deux rotations simultanées à axes rectangulaires, quelquefois même une rotation simple. La première substitution est toujours possible d'une infinité de manières, la seconde l'est quelquefois, mais d'une seule façon. Lorsque les points donnés sont tous compris dan^ un même plan, il y a souvent avantage à distinguer le mouvement du plan sur lui-même du hiouvement du plan dans Tespace. On y parvient en ramenant l'état de mouvement du plan mobile h deux rotations simultanées, l'ime autour d'une normale au plan, l'antre autour d'un axe situé
dans ce méine plan. Lorsque les points donnés sont tous ranges sur une même droite, selon que leurs vitesses sont ou ne sont pas perpendiculaires à cette droite , Tëtat de mouvement de la droite inobile ne comporte, en général, qu'une simplication secondaire, ou bien il est réductible à une rotation simple autour d'un axe déterminé. Examinons ces différents cas.
Du mouvement (Vune droite, dont tous les points ont des vitesses
perpendiculaires « cette droite.
m. Soit D une droite projetée en o sur un plan P perpendicu-
„. -, laire à sa direction. Par hypothèse, les vitesses des
différents points de la droite D sont perpendicu-
Bi laires a cette droite *, et, par conséquent, paral-
! lèies au plan P. Il en résulte que si Ton trans-
IfP porte en o les vitesses de ces différents points,
leurs extrémités viendront toutes aboutir à une
même droite BB' située dans le plan P. (Théo-
^ rème VIL) Il en résulte aussi que les vitesses
ainsi transportées seront les projections sur le
plan P de ces mêmes vitesses considérées dans
leurs vraies positions.
3 On sait que les vitesses des différents points de
la droite D, lorsqu'on les prend dans leurs vraies
positions, ont pour lieu de leurs extrémités une droite oblique sur
la première. (Théorème VI, corollaire 2.) Désignons par A celle
deuxième droite et observons qu'elle est située dans le filan mené
par BB' |)erpendiculaircment au plan P.
De là résultent immédiatement les conséquences suivantes : Il est un point de la droite D dont la vitesse, représentée par la pcri)endiculaire on abaissm; du point o sur BB', est moindre que I ou tes les autres.
* L(irsqii(> la vitesse d'un point d'une droite est perpendiculaire à la direction de (M'tlp droite, il en est de môme dos vitossos simidtaneps do tons les auln's |Hiints. ( Tlu'on^nH' Vî, ('on»ll!iin» 1 . )
(le point, éit point central, est situé sur la plus courte distance des droites D, a.
Soit o le point central ainsi dëterminé. La droite oa, suivant laquelle la vitesse du point o se dirige, est dite axe de symétrie.
Étant donnés deux points pris sur la droite D et équidistants du point central , les vitesses de ces points ont même grandeur, et elles sont dirigées symétriquement par rapport à la droite oo.
Vétat de mouvement de la droite D résulte d'une translation y suivant l'axe de symétrie, avec rotation simxdtanée autour de ce même axe.
Soit on la projection de la vitesse d'un point quelconque m pris sur la droite D, à la distance om du point central, les vitesses de translation et de rotation de la droite D sont respectivement, Tune
n === on , l'autre
an
om
Concluons que , dans le cas particulier où les vitesses des différents points d'une droite sont perpendiculaires à cette droite, l'axe instantané glissant peut être choisi de manière qu'il coupe la droite mobile et lui soit perpendiculaire.
On observera qu'en ce cas, l'état de mouvement de la droite mobile se trouve ainsi réduit à son expression Ja plus simple.
D'une droite qui se meut d'une manière quelconque,
28. Soit mÂ une droite mobile; m un point de cette droite; mn la vitesse de ce point.
L'état de mouvement de la droite wiA peut être considéré comme se composant :
i** D'une translation empruntée au point m et représentée par la vitesse mn de ce point;
2® D'une rotation autour d'un axe mo passant par le point m.
Menons par le point m un plan P perpendiculaire h la vitesse mn et décomposons la rotation nio en deux rotations simultanées, Tune autour de la droite ^lA, l'autre autour de Tintersection du plan P avec le plan ontA.
En ce qui concerne la droite mA et la vitesse actuelle de ses différents points , on peut évidemment faire abstraction de la rotation composante dont Taxe est dirigé suivant cette droite.
II ne reste donc à considérer que la rotation composante autour d'un axe situé dans le plan P et la translation mn. Or cette translation équivaut à un couple de rotation situé dans le plan P. On voit d'ailleurs aisément que ce couple et la rotation à considérer se composent en une rotxition simple autour d'un axe situe dans le plan P.
On déduit de là, comme conséquences générales, les conclusions suivantes :
i° L'état de mouvement iVune droite quelconque D se réduit, en général, à une rotation simple autour d'une autre droite D' (*).
2° La droite D' est située à la fois dans tous les plans menés par les différents points de la droite D perpendiculairement aux vitesses de ces points,
3** La droite D' est complètement déterminée par l'intersection de deux quelconques de ces plans.
Un seul cas échappe à cette solution , celui où les vitesses des différente points de la droite D sont perpendiculaires h cette droite : c'est le cas traité tout à l'heure n" 27.
La droite D' est nécessairement unique. On la caractérise en lui donnant le nom à' axe instantané non glissant, M. Chaslcs la dé-
(') Le point de la droite D situé sur la plus courte distance des droites D, D', prend le nom de point central. Il est caractérisé par la condition d'être, parmi tous les points de la droite D, celui dont la vitesse est la plus |»elite en grandeur absolue.
i»igiic sous la dciioiuiiialion de droite conjuguée. Voici pourquoi. Si la droite D fait partie d'un solide, la droite D', considérée comme faisant partie de ce même solide, ne peut avoir d'autre mouvement que celui qui se compose du mouvement de la droite D et d'une rotation autour de cette droite. Or, puisque le mouvement de la droite D se réduit à une rotation simple autour de la droite D', il s ensuit que ce mouvement est sans effet sur la droite D', et conséquemment que Fétat de mouvement de la droite D' se réduit à une rotation simple autour de la droite D. C'est à raison de la réciprocité qui s'établit ainsi entre les droites D, D' (chacune étant Vaxe instantané non glissant qui correspond a l'autre ) que M. Chaslcs leur affecte la désignation commune de droites conjuguées.
Du mouvement dun système de points liés entre eux d\ine manière invariable et situés ou non situés dans un même plan.
29. Soient m], m^, m^ trois points non situes en ligne droite : P le plan déterminé par ces points: Vj, v^, v^ leurs vitesses respectives et simultanées.
Décomposons chacune des vitesses t7|, tj, v^ en deux autres. Tune perpendiculaire au plan P, l'autre située dans ce plan. Soient r'i, v'j, v'g les premières composantes et v'\, v^'^, «"j les secondes.
Parles extrémités des vitesses v'i , v'<^^ v'^ faisons passer un plan Q. £n général , les plans P, Q se coupent : soit D leur intersection.
La droite D, ainsi déterminée, n'est autre que la droite désignée par M. Chasles sous le nom de caractéristique du plan P. Nous adopterons cette dénomination.
Soient pi, p^, p^ les perpendiculaires abaissées des points m^, m^, m^ sur la caractéristique D. On a évidemment '
Vi Vi' iV
Pt Pi ]h
Désignons par w la valeur commune à ces trois rapports. 11 s'en-
suil que, pour communiquer à chacun des trois points W| , m^^ m^ les \itesses respectives v\, v'^^ v'3, il suffit d'une rotation qui commence autour de la droite D avec la vitesse angulaire tr.
On sait que les vitesses V|, v^, v^, prises deux à deux, ont même composante suivant la droite quf joint leurs points d'application. Celte propriété s'étend d'elle-même et nécessairement aux vitesses v'\ , v''^ , ^"3. Il en résulte que les perpendiculaires , élevées dans le plan P sur ces vitesses par les points nii, n^, ntj, vont toutes trois se couper en un même point 0'. Il en résulte aussi que l'on a, en désignant par rj, r^, r^ les distances o'fii|,
Vi Vi 1?3
r, Vi rs
soit w' la valeur commune à ces tiois rapports.
Le point 0' déterminé, comme il vient d'être dit, a reçu le nom de foyer du plan P. Conservons cette dénomination et désignons par D' la normale au plan P menée par le point 0'.
Il est visible que, pour communiquera chacun des trois points ^i, m^, m^ leurs vitesses respectives r"i, v^j, t?"3, il suffit d'une rotation qui commence autour de la droite D' avec la vitesse angulaire w\
Concluons que l'état de mouvement des trois points m^y m,, ms peut-être considéré comme résultant de deux rotations simulta-nées j Vune autour de la droite D avec la vitesse w, l'autre autour de la droite D' avec la vitesse w'.
Concluons, en outre, que, s'il s'agit des autres points du plan P, ou d'un système quelconque de points faisant avec les points donnés partie d'un même solide, ces deux rotations simultanées communiquent en même temps à tous ces points leurs vitesses actuelles.
50. Les points situés sur les droites D, D' n'ont d'autres vitesses que celles qui résultent, pour chacune de ces droites, de sa rotation autour de l'autre. Il s'ensuit que les droites D, D' forment entre elles un système de droites conjuguées rectangulaires. Les dé-
iluctious et conclusions du n^ !29 impliquent, d'ailleurs, les conséquences suivantes :
i® Za caractéristique D est le lieu des points dont les vitesses sont dirigées dans le plan P. Potfr chacun de ces points, sa vitesse est à la fois perpendiculaire et proportionnelle au rayon vecteur qui va du foyer à ce point. Le lieu des extrémités de ces vitesses est Vintersection du plan P avec le plan mené par les extrémités des vitesses v„ v^, V5 ^
2® Le foyer 0' est le point du plan P dont la vitesse est normale à ce plan. Cette propriété est caractéristique. Supposée commune à deux points du plan P, elle s'étend à tous les autres, et le mouvement se réduit à une rotation simple autour de la droite D.
5° Soit le pied de la perpendiculaire abaissée du point 0' sur la caractéristique D; 0, 0' sout les points centraux des droites conjuguées D, D'. D' est la caractéristique du plan P' mené par le point 0' normalement à la droite D : est le foyer de ce plan,
4° Tout plan passant par la droite D a son foyer sur la droite D', et réciproquement,
5° Soit m un point quelconque du solide , v la vitesse de ce point, Qi un plan mené par le point m perpendiculairement à la vitesse v, le plan Qi est le lieu des foyers des plans passant par le point m.
La plupart de ces propositions ont été énoncées par M. Ghaslcs, dans un article des Comptes rendus de V Académie des sciences, année d843, tome XVI, page 4420. Nous renvoyons à cet article et à notre Théorie géométrique des centres et axes instantanés de rotation, le lecteur qui voudrait poursuivre ces recherches.
* On sait que les vitesses des différents points d'un même plan ont, on général , pour lieu de leurs extrémités, un autre plan non parallèle au premier. Cela résulte évidemment du corollaire 2 du théorème VI.
ET ISOLÉMENT
51. L'état de mouvement d'un solide se compose, en général, d'une rotation et d'une translation simultanées.
On peut assujettir h passer par un point quelconque l'axe autour duquel on suppose que la rotation s'établit. Il n'en résulte aucun changement ni dans la direction de cet axe, ni dans la vitesse angulaire. Une seule chose change avec la position de l'axe, c'est la translation coipposante : elle se détermine par la vitesse que possèdent en commun les différents points situés sur Faxe de rotation.
On voit par là que le mouvement angulaire d'un solide, lorsqu'on le rapporte à un axe unique , ne comporte jamais, à un même instant quelconque j qu'une seule et même détermination. La déduction précédente s'applique au cas d'un plan comme au cas d'un solide. Lorsqu'il s'agit d'un plan , il est souvent utile de distinguer, dans la rotation totale, les deux rotations simultanées dont elle se compose et qui correspondent respectivement. Tune au mouvement du plan sur lui-même; l'autre au changement que la dii*ection du plan subit dans l'espace. Ces deux rotations ont respectivement pour axes, la première une normale au plan, la deuxième une parallèle à la caractéristique. On peut assigner à chacun de ces axes une position quelconque. Par cela seul qu'ils conservent tous deux leurs directions respectives, rien ne change dans les vitesses angulaires qui leur correspondent.
Passons au cas d'une droite qui se meut librement dans l'espace et dont 011 considère exclusivement le mouvement angulaire; soit B cet(e droite : prenons un point quelconque 0, supposé fixe, et, par ce point, menons une droite B' assujettie a rester parallèle l\
la droilc B. L'identité qui subsiste entre lesi. uiouvcments angu- „. .^ laires simultanés des droites B, B' permet
,.--"'*' de substituer l'un à l'autre et réeij^ro- A> '' quement; cela posé, voici les conséquen-
ces :
B^ Vétat de mouvement de la droite B' consistant en une rotation simple autour d'un axe A passant par le point 0, on peut, sans rien changer à cet état, établir, en outre, une rotation quelconque autour de la droite B'.
Ces deux rotations, dont l'une est donnée et dont l'autre admet indifféremment tous les degrés de grandeur, se composent en une rotation simple autour d'un axe A' situé dans le plan des droites A et B'.
l^ vitesse angulaire autour de Taxe A' varie avec la direction de cet axe. Elle est la moindre possible, lorsque l'axe A' est perpendiculaire à la droite B'. Pour toute autre direction, elle croît indéfiniment à mesure que l'angle des droites A', B' devient de plus en plus petit ^
L'axe A' étant tracé à partir du point Ô , de manière à représenter la rotation correspondante, le lieu de ses extrémités est une droite B" parallèle à B'.
Concluons que le mouvement angulaire d'une àvoiiQ^ lorsqu'on le rapporte à un axe unique j comporte , à un même instant quel* conque y une infinité de déterminations différentes, chaque détermination distincte correspondant à une direction particulière de l'axe de rotation, et le lieu de ces directions étant un certain plan parallèle à la droite.
52. Théorème XI. — Lorsque deux droites font entre elles un angle constant, on peut les considérer comme ayant en même temps mêmes rotations autour des mêmes axes.
* Imaginons que^ par rextrémité de Taxe A, on même une droite B" parallèle à B*. La vitesse angulaire autour de Taxe A' est la partie de la droite A' inlei*ceptée entre le point et la droite B".
Soient A, B les cIqux droites données. Prenons dans l'espace un point quelconque 0, et, par ce point, faisons passer deux droites A', B' assujetties h rester constamment parallèles, Tune à la droite A, l'autre h la droite B.
Les droites A', B' formant entre elles un système de figure invariable , leur état de mouvement consiste, à chaque instant, en une même rotation autour d'un seul et même axe, passant par le point 0. De là résulte évidemment la proposition énoncée *pour les droites A, B dont le mouvement angulaire ne diffère en nen de celui des droites A', B'.
Toutes choses restant les mêmes, supposons qu'au lieu d'être constant, Fangle des droites A, B soit incessamment variable. Si nous désignons par P le plan des droites A', B', il est visible que le mouvement de chacune de ces droites se compose du mouvement du plan P, qui leur est commun, et, en outre, d'une rotation dans le plan P, autour du point 0, cette rotation ayant pour axe la normale au plan P et affectant en général une détermination différente pour chacune des droites A', B'.
L'état de mouvement du plan P résulte, à chaque instant, d'une rotation simple autour d'un certain axe passant par le point 0. On peut dire aussi qu'il résulte de deux rotations simultanées rectangulaires , les axes de ces rotations concourant en et étant dirigés respectivement, l'un suivant la normale, l'autre suivant la caractéristique du plan P.
De là suit évidemment cette première déduction :
L'état de mouvement des droites A', B' se compose ^ pour chacune, à un même instant quelconque ,
i° D'une même rotation autQur de la caractéristique du plan P ;
. 2° D'une rotation autour de la normale au plan P menée par le point 0, cette rotation affectant en général une détermination diff'éretite pour chacune des droites A', B'.
Si l'on observe ensuite que le mouvement angulaire des droites A, B, ne diffère en rien de celui des droites A', B', on a, comme deuxième déduction, le théorème suivant :
TilÉoBÈME Xlf . — Lorsque deux droites foui; entre elles un angle incessamtnent variable y si l'on désigne par P un plan parallèle à ces droites, on peut considérer leurs rotations simultanées comme se cofnposant, pour chacune, à un même instant quelconque,
4° D'une même rotation autour d'un même axe situé dàhs le planP;
S" D'une rotation autour d'un axe perpendiculaire au plan P, cette rotation différant, en général, pour chacune des deux droites.
La combinaison des théorèmes XI et XII implique , comme con* séquence, cette troisième déduction :
Corollaire. — La rotation commune aux droites A, B autour d'un axe situé dans le plan P n'est autre chose que la rotation de ce plan autour de sa caractéristique. Elle ne comporte, à un métne instant quelconque, qu'une seule et même détermination.
33. Considérons deux droites mobiles A>, B et un plan P parallèle à ces droites. Quelle que soit, pour chacune des droites A, B, sa rotation totale autour d'un axe unique, on peut toujours ^ substituer à cette rotation simple deux rotations simultanées, Tune autour d'un axe perpendiculaire au plan P, l'autre autour, d'un axe situé dans ce plan; la première ne comportant qu'une seule détermination, la deuxième admettant, au contraire, une infinité de déterminations toutes équivalentes en ce qui concerne la droite considérée.
Cela posé on a le théorème stTivant :
Théorêne XIII. — Étant donné un plan P parallèle à deux droites mobiles k,lR et, pour chacune de ces droites, sa rotation
* Un seul cas fait exception, celui où Taxe de la rotation donnée serait parallèle au plan P. Cette circonstance ne modifie en rien les déductions suivantes.
composante autour d'un axe situé dans le plan P, si l'on représente par oa, ob les rotations données et par an, bn deux parallèles aux droites A, B, la rotation de la normale au plan P est représentée en direction, sens et grandeur par la diagonale on du quadrilatère oanb.
Construction. — Soit o un point du plan P; oa^ ob deux axes situés dans ce plan et représentant les rotations composantes données, Tune oa pour la droite A, 1 autre ob pour la droite B. Par les points a et 6 menons les droites an^ bn, respectivement parai- Icles, la première à la droite A, la seconde à la droite B : n étant le point de rencontre des droites an, bn, la droite on représente en direction, sens et grandeur la rotation de la normale au plan P.
Démonstration, -7- On sait que le système des droites A, B admet une même rotation composante autour d'un même axe situé dans le plan P. (Théorème XII.) Cette rotation est évidemment représentée par on. Cela résulte de ce que la rotation on équivaut, pour la droite A, & la rotation oa; pour la droite B, à la rotation 06 *. Il est clair, d'ailleurs, que, quelle que soit pour chacune des droites A, B sa rotation composante autour de la normale au plan P, ces rotations peuvent être considérées comme nulles, sans qu'il s'ensuive aucune modification dans le mouvement angulaire de cette même normale. La construction qui précède est ainsi justifiée.
* L(^ rotations représentées respectivement par les i)oi*tions de droite oa, an ont pour résultante la rotation on. En se composant avec la rotation oa, la rotation an ne change en rien le mouvement angulaire de la droite A. La même observation s'applique en ce qui concerne, par rapport à la droite U, la rotation 6». De là se déduit évidemment la consétiuence énoncée plus haut.
CHAPITRE VIII
RÉSUMÉ GÉNÉRAL ET SIMPLIFICATIONS
54. En développant, comme nous Tavons fait, les principes exposés ci-dessus, nous avons voulu prévenir toute objection et nous rapprocher autant que possible des errements ordinaires. Nous allons montrer maintenant comment la marche à suivre peut être simplifiée sans que les déductions cessent d'être purement géométriques et tout à fait rigoureuses.
Du mouvement d'un point.
Commençons par le mouvement d'un point. Nous dirons simplement ce qui suit:
Soit m le lieu actuel d'un point mobile fi.
Lorsque le point fx, sort du lieu m, c'est directement, c'est-à-dire suivant une certaine direction; c'est, en outre, avec un certain degré de rapidité : cette direction, ce degré de rapidité déterminent Vétat de mouvement, autrement dit la vitesse du point fi an sortir du lieu m.
Le point /a se mouvant, deux cas sont possibles, selon que la direction affectée par ce point à l'origine de chacun de ses déplacements successifs reste constamment la même, ou qu'au contraire, elle est incessamment variable. Dans le premier cas, et aussi longtemps que la direction ne çfiange point, la trajectoire décrite est rectilignc ; dans le second cas, et aussi longtemps que la direction ne cesse pas de varier, la trajectoire décrite est curviligne.
Réciproquement, selon que la ligne à décrire par un point mobile est droite ou courbe, la direction du point décrivant est constante ou bien incessamment variable.
De là résulte la définition suivante :
La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite
mobile, le point glissant sur la droite, et la droite tournant autour du point , tous deux incessamment
On peut aussi poser à priori cette même définition. Dans tous les cas, tï est visible que la vitesse du point décrivant est dirigée suivant la droite mobile : c'est pour ce motif que nous donnons à cette droite le nom de directrice*.
Le point qui décrit une courbe étant considéré comme glissant sur la directrice, tandis que la directrice tourne autour de ce points on démontre aisément qu'aucun segment de droite partant du point mobile ne peut rester compris entre la courbe et la directrice. Il suit de là que, pour cbaque position du point décrivant, la directrice se confond avec la tangente h la courbe, c'està-dire avec la droite qui se rapproche le plus de la courbe dans le voisinage de ce point.
Ces premières notions se résument comme il suit :
La vitesse d'un point est l'état de mouvement qui anime ce point au sortir du lieu quHl occupe.
* Au lieu de procéder par voie de synthèse, on pourrait suivre la voie analytique et arriTer, par induction y au même résultat. Selon nous, le premier procédé est ici de beancoup préférable. Quoi qu'il en soit, nons allons indiquer le second.
Une courbe quelconque étant donnée, inscrivons dans cette courbe un premier polygone , puis un second dont les côtés plus petits soient en nombre double , et ainsi de suite indéfiniment.
En général, on ne fait point difficulté d'admettre que le polygone inscrit, dont les côtés croissent en nombre et décroissent en longueur d*une manière indéfinie, a pour limite la courbe circonscrite.
Cela posé, considérons un point m, animé d'une vitesse constante , et assujetti à décrire le contour polygonal inscrit dans la courbe donnée. Imaginons d'ailleurs qu'une même dit)ite D , coïncidant d'al)ord avec le côté du polygone ({ue le point m est en train de décrire, tourne brusquement, pour s'appliquer sur le côté suivant, à l'instant précis où le point m atteint le sommet correslM)ndant à ces deux côtés et ainsi de suite indéfiniment.
Il est visible que, pendant la description du polygone inscrit, le point m se meut unifonnément sur la droite D, et que celle-ci reste immobile ou tourne brusquement autour du i»oint m . siMon que co point décrit un mi^me ofile du
Il y a deux choses à distinguer dans la vitesse d'un point : Vune est la direction y Vautre la grandeur.
La direction est celle de la tangente à la trajectoire du point. Elle comporte deux sens opposés l'un à l'autre,
La grandeur est le degré de rapidité avec lequel le point sort du lieu qu'il occupe.
Du mouvement de plusieurs points.
Passons au mouvement simultané de plusieurs points
Etant donnés plusieurs points qui se meuvent simultanément, considérons les vitesses respectives de ces points à un même instant quelconque déterminé, et s\ipposons qu'à partir de cet instant , chacune de ces vitesses demeure invariable. Dans cette hypothèse, chaque vitesse est assujettie à rester ce qu'elle est, c'est-à-dire à conserver la grandeur et la directioi;! qu'elle affecte à l'instant dont il s'agit. La conséquence est qu'à partir de ce même instant, le mouvement de chacun des points donnés devient et demeure uniforme,
polygone oa qu*au contraire, il passe d'un côté au côté suivant, la position qu'il occupe étant celle du sommet compris entre ces deux côtés.
Sans rien changer au mouvement du point m sur la droite D, imaginons que Ton se rapproche indéfiniment de la courbe en augmentant de plus en plus le nombre des côtés du polygone inscrit. Les sommets de ce polygone devenant plus nombreux et se rapprochant indéfiniment les uns des autres,, les rotations successives de la droite D autour du point m se succèdent avec une rapidité constamment croissante , et en ne laissant subsister entre elles que des intervalles de plus en plus petits.
Partant de là, on peut conclure, par voie d^induction f que la substitution de la courbe au polygone inscrit n'a d'autre effet que de substituer aux rotations intermittentes et brusques de la droite D autour du point m une rotation incessante et, par conséquent, continue.
De là aussi résultent toutes les conséquences relatives au mouvement d'un point sur une courbe. Pour les déduire, il suflit d'observer ce qui se passe sur le polygone inscrit et de considérer comme s'appliquant à la courbe les propriétés qui subsistent toujours les mêmes, indépendamment du nombre des côtés du polygone inscrit, ou qui tendent de plus en plus à s'établir sur ce polygone , à mesure que le nombre de ses côtés croît indéfiniment.
On démontre aisément que, dans le cas où plusieurs points se meuvent avec uniformité , les longueurs que ees points décrivent simultanément conservent entre elles des rapports invariables. Entend-on d'ailleurs par vitesse double, triple, quadruple, etc., la vitesse qui résulte pour un même point 'de plusieurs vitesses simultanées, toutes égales et prises au nombre de deux, trois, quatre, etc.? on parvient immédiatement aux déductions suivantes :
\° Lorsque plusieurs vitesses simultanées animent un même point suivant une même direction, la vitesse résultante est la somme algébrique des vitesses composantes.
â"" Dans la comparaison de plusieurs vitesses , chaque vitesse peut être exprimée par une longueur,
3° Les vitesses que l'on compare animant certaints points , leslongueurs qui les expriment sont les portions de droite que ces points décriraient simultanément y si chaque vitesse demeutxiit consta7ite en grandeur ainsi qu'en direction.
. 4** En général , on est libre de fixer comme on veut la por^ tion de droite prise pour mesure de l'une des vitesses qui sont d comparer. Les autres s'en déduisent,
56. En appliquant les considérations qui précèdent au mouvement simultané, de deux points, dont Tun, représenté par ^, décrit une ligne S, et dont Fautre, désigné par p, est la projection du point fi sur un des axes coordonnés, on peut observer que le mouvement du premier point détermine celui du second et réciproquement. Il est visible d'ailleurs qu'à tout mouvement dé termine d'un point correspond, à chaque instant, pour ce point, une vitesse également déterminée.
Ces simples remarques ont pour conséquences inmiédiates les énoncés suivants :
i** Lorsqu'à partir d'un instant quelconque déterminé y oi* assujettit le point /m à conserver la direction et la grandeur de sa vitesse actuelle , rien n'est changé par là dans la vitesse que le
point p affecte à ce mèine instant. La seule modification consiste en ce que les mouvements simultanés du point /x et de sa projection p deviennent uniformes.
2° Les vitesses simultanées des points p et fi sont telles qu'à chaque instant, l'une est la projection de rautre.
De là résultent ensuite toutes les règles relatives à la composition et à la décomposition des vitesses d'un point. Pour établir ces règles, comme déduction directe des énoncés précédents, il suffit de faire observer que si le mouvement d'un point détermine les mouvements simultanés des projections de ce point et réciproquement , de même aussi la vitesse d'un point détermine les vitesses simultanées des projections de ce point et réciproquement.
En résumé , on peut formuler comme il suit la règle générale qui implique toutes les autres :
Règle générale. — Le point m étant animé de n vitesses actuelles et simultanées f représentées respectivement en direction , sens et grandeur par n portions de droites, placées botit à bout les unes après les autres , la vitesse résultante est représentée en direction, sens et grandeur par la droite qui joint l'origine de la première composante à l'extrémité de la dernière.
Cette règle admet évidemment la réciproque. On en déduit d'ailleurs celle que nous avons désignée sous le nom de règle du quadrilatère des vitesses et dont voici l'énoncé :
Soit V la vitesse actuelle d'un point m.
La vitesse v étant décomposable en une infinité de systèmes distinctSy qui comprennent chacun deux composantes, on suppose connues , pour deux de ces systèmes , l'une des composantes et la direction de l'autre.
Cela posé, si, pour chacun de ces systèmes, on trace, à partir du point m, la composante connue, et que, par son extrémité, on mène une parallèle à l'autre composante , les deux parallèles se coupent en un point n,et la droite mn représente en direction, sens et grandeur la vitesse v du point m.
La règle que nous venons de formuler s'étend d'elle-même au cas où les deux systèmes considérés comprendraient un nombre quelconque de composantes qui seraient toutes connues , & Fexception d'une seule, celle-ci d'ailJeurs étant déterminée, soit en grandeur, soit en direction.
Du mouvement d'une droite,
57. Étant donnés deux points d'une droite , cette droite est complètement déterminée. De là résultent les principes suivants :
i® Lorsque les mouvements simultanés des différents points d'une droite sont déterminés pour deux points de cette droite, ils le sont en même temps pour tous les autres points,
2° Lorsque les vitesses simultanées des différents points d'une droite sont déterminées pour deux points de cette droite, elles le sont en même temps pour tous les autres points,
3** Tout mode de déplacement, qui communique à deux points d'une droite leurs vitesses actuelles et simultanées remplit en même temps cette même condition par rapport à tous les autres points, •
Soient o et m deux points pris comme on veut sur une droite mobile D.
Supposons , en premier lieu , que le point o soit fixe. Dans cette hypothèse, la droite D tourne autour du point .o, et la vitesse du point m est dirigée perpendiculairement à la droite D.
Désignons par v la vitesse du point m à un instant quelconque, et par P le plan que la droite D et la direction de la vitesse v déterminent à ce même instant.
£n tournant autour du point o daus le plan P, la di'oite D n'imprime aucune vitesse au point o, £lle peut néanmoins communiquer au point m sa vitesse actuelle v, La conséquence est que les vitesses actuelles et simultanées des diiTérents points delà droite D sont les mêmes que si la rotation s'eiTcetuait uniformément dans le plan P. (!onehions que ces vitesses ont toutes une seule et
MÊME viVLECTîon petpcndictdaire à la droite mobile. Conduotis, eii outre, qu'elles sont respectivement proportionnelles aux distances comprises entre les points qu'elles animent et le centre commun de rotation.
Soit r la distance du point m au point o. Quel que soit le point m j le rapport ~ n'affecte jamais, à un même instant quelconque, qu'une seule et même valeur.
Vétat de mouvement d'une droite qui sort du lieu qu'elle occupe, en tournant autour d'un de ses points, est dit vitesse angulaire ou vitesse de rotation. Cette vitesse peut être constante ou bien incessamment variable. Dans tous les cas , elle est déterminée à chaque Instant, d'une part et en direction, parle plan P, d'autre part et en grandeur, par le rapport-. En la désignant par WyOndL généralement
S'agit-il d'une droite qui se meut dans l'espace d'une manière quelconque et dont la direction change incessamment? elle a, de même et à chaque instant, une vitesse angulaire complètement déterminée. Cette vitesse est celle d'une droite quelconque , assujettie à passer par un point fixe et à tourner autour de ce point en restant parallèle à la droite donnée.
Supposons, en second lieu, que la droite D soit libre dans l'espace.
Prenons le point o, ci, par une translation qui communique à ious les autres points la vitesse du point o , assujettissons celui-ci à décrire sa propre trajectoire. L'effet de cette translation , si elle subsistait seule, serait de ne rien changer au mouvement du point 0, et, en même temps, de maintenir constante, pour chaque position de la droite D, sa direction première. Il suit de là que, pour restituer à la droite mobile son mouvement effectif, il suffit d'une rotation qui se compose avec la translation empruntée au point o et qui s'accomplisse autour de ce point comme s'il était fixe.
Considérons d'abord la translation empruntée au point o. Les
Fig, 2/,
vitesses qui en résultent sont partout les mêmes à un même instant quelconque. Elles ont donc , en chaque point, mêmes composantes ^ Tune normale à la droite mobile^ l'autre dirigée suivant cette même droite.
Considérons ensuite la rotation autour du point Oj supposé fixe dans la position qu'il occupe à l'instant considéré. Les vitesses qu'elle imprime sont partout normales à la droite D, parallèles entre elles et respectivement proportionnelles aux rayons vecteurs correspondants.
En résumé, soit om la droite D, oo' la vitesse actuelle du point
0, o'm'et mm' deux segments respectivement égaux et parallèles, Fun à om^ l'autre à oo". La vitesse du point m est la résultante de deux vitesses simultanées, représentées, l'une par mm' ^ l'autre par m'm", le segment m'm" étant perpendiculaire à la droite &m' et aboutissant en m" à une droite déterminée o'm" *.
De là dérivent immédiatement les déductions suivantes :
1°-Ze« vitesses simultanées des différents points d'une droite étant décomposées suivant la droite et perpendiculairement à sa direction, les composantes dirigées suivant la droite sont toutes égales et de même sens.
2® Lorsqu'un point d'une droite a sa vitesse dirigée perpendiculairement à la droite , il en est de même de tous les autres points. S*" Les vitesses simultanées des différents points d'une droite sont toutes parallèles d un même plan. Le lieu de leurs extrémités est une droite oblique sur la première ^.
* Soil n un point quelconque de la droite om. Si l*on prend oV = on, et que par le iwint n' on mène la droite nV parallèle à m*m'' et limîiée en n" à la droite o'm", le segment nn" représente en direction , sens et grandeur, la vitesse actuelle du point n.
« Le plan, auquel les vitesses simultanées des différents points d'une droite
4" 1^/ l'on Iransporle en un même point les vitesses simultanées des différents points d'une droite, ces vitesses ont leurs extrémités sur une seule et même droite perpendiculaire à la première *.
5° Lorsqu'un point d'une droite a sa vitesse dirigée tout entière suivant la droite , les vitesses des autres points sont toutes situées dans un seul et inême plan.
6° Lorsqu'un point d'une droite a une vitesse nulle y les vitesses des autres poinis sont parallèles entre elles , perpendiculaires à la droite et respectivement proportionnelles aux distances comprises entre lès points qu'elles animent et celui dont la vitesse est nulle.
Du mouvement d'un plan sur lui-même et d'une droite
dans un plan.
38. Etant donnes deux points d'un plan mobile sur lui-même, la position de tous les points du plan est déterminée ^. De là résultent les principes suivants :
i® Lorsque' les mouvements simultanés des différents points d'un plan mobile sur lui-même sont déterminés pour deux poinis de ce plan y ils le sont en même temps pour tous les autres poinis.
2® Lorsque les vitesses simultanées des différents points d'un plan mobile sur lui-même sont déterminées pour deux poinis de ce plan, elles le sont en même temps pour tous les autres points.
5** Tout mode de déplacement qui communique à deux points
sont toutes parallèles, est déterminé par deux quelconques de ces vitesses. La figure (21) montre que ce plan est dirigé parallèlement aux droites mm', m'm'\ Elle montre en même temps que les vitesses mm''^ nn'\ etc., ont leurs extrémités situées sur la droite o'm".
' Si Ton mène par le point o' une droite o's parallèle à m'm'^ et qu*on transporte en o les vitesses mm'\ nn'\ etc., il est visible qu'après ce transl)ort, les extrémités w", n", etc., viennent se ranger en m'", n'", etc., sur la droite o'«, les droites m"m'", n"n"^ étant toutes parallèles à la droite cm.
^ Dès qu'on se donne une position du plan mobile et qu'il y a continuité dans les déplacements successifs, la détermination est et reste complète.
d^un plan mobile sur lui-même leurs vitesses (tcluellea Ht simultanées y remplit en même temps cette même condition par rapport à tous les autres points.
Cpla posé, on a d'abord ce premier corollaire :
4*» Si deux points d'un plan qui se meut sur lui-même ont en même temps même vitesse, cette vitesse est commune à tous les autres points. Les vitesses simultanées des différents points sont donc toutes les mêmes ou toutes différentes.
Il est ensuite très-facile d'établir, ainsi qu'on l'a fait aux numéros (11, i 2 et 15), les propositions suivantes, qui s'appliquent également au mouvement d'un plan sur lui-même et à celui d'une droite dans un plan :
5° Lorsqu'un plan se meut sur lui-même et que tous ses points n'ont pas en même temps même vitesse , il est un point du plan dont la vitesse est nulle. On désigne ce point sous le nom de centre INSTANTANÉ DE ROTATION. Lcs vitcsscs simultanécs des autres points sont les mêmes que si le plan tournait autour de ce centre considéré comme fixe.
6"* m, m' étant deux points d'un plan qui se meut sur luimême, et mn, m'n' les segments de droite qui représentent en direction, sens et grandeur, les vitesses actuelles des points m, m', deux cas sont possibles selon que les segments mn , m'n' sont ou non parallèles. Dans le pranier cas, les segments mn, m'n' sont perpendiculaires à la droite mm', et le centre instantané de rotation se trouve à la rencontre de cette droite avec la droite nn'. Dans le second cas, le centre instantané de rotation est déterminé par Vintersection de deux droites élevées perpendiculairetnent, l'une en m sur mn, l'autre en m' sur m'n'.
7"* L'état de mouvement d'un plan qui se meut sur lui-même et dont tous les points n'ont pas même vitesse peut être considéré soit comme se réduisant à une rotation simple autour du centre instantané, soit comme résultant de cette même rotation transportée autour d'un point qt^lconque du plan mobile et composée
atfec une translation précisément égale à la vitesse de ce point. S^ Lorsqu'une droite se meut dans un plan, son mouvement se compose d'un glissement sur elle- même, et d'une rotation autour d'un point choisi, comme on veut, sur la perpendiculaire abaissée du centre instantané de rotation. Quel que soit ce point, la vitesse angulaire reste toujours la même. La vitesse de glissement est la vitesse effective du point substitué comme centre au centre instantané de rotation.
Du mouvement dans l'espace d'un plan et d'un solide.
59. Etant donnes trois points d'un solide, non situes en ligne droite , les points de ce solide sont tous détermines. De là résul- . tent les principes suivants :
1*» Lorsque les mouvements simultanés des différents points • d'un solide sont déterminés pour trois points de ce solide non situés en ligne droite, ils le sont en même temps pour tous les autres points.
2® Lorsque les vitesses simultanées des différents points d'un solide sont déterminées pour trois points de ce solide non situés en ligne droite , elles le sont en même te^nps pour tous les autres points.
3** 'Tout mode de déplacement qui communique à trois points d'un solide non situés en ligne droite leurs vitesses actuelles et simultanées remplit en même temps cette même condition par rapport à tous les autres points.
4® Lorsque trois points d'un solide ont en métne temps même vitesse ,' cette vitesse est commune à tous les autres points.
Soit un point quelconque pris sur un solide qui se meut, ou
Hé à ce solide d'une manière invariable.
Supposons, en premier lieu, que le point o soit fixe : m étant un point pris sur le solide en dehors du point o et v la
vitesse de ce point, deux cas sont possibles selon que la vitesse v
est ou n'est pas nulle.
Dans le premier cas, la vitesse v étant nulle, prenons un point quelconque n situé en dehors de la droite omy et tirons les deux droites on, nm. Ces deux droites ayant chacune un point dont la vitesse est nulle (*), il s'ensuit que la vitesse du point n est perpendiculaire au plan omn, et qu'une rotation commençant autour de la droite om peut communiquer aux trois points o, m, n leurs vitesses actuelles et simultanées. Concluons que cette rotation remplit en même temps cette même condition par rapport à tow^ les autres points ®.
Dans le second cas, la vitesse v est perpendiculaire à la droite om (*), et si Ton désigne par P le plan mené par la droite om perpendiculairement à la vitesse v, on peut considérer ce plan comme lié au solide, ou, ce qui revient au même, comme en faisant partie. Gela posé, soit m' un point quelconque pris dans le plan P, en dehors de la droite om, et t?' la vitesse de ce point. La vitesse v' est perpendiculaire à la droite om' {*). D'un autre côté, puisque la vitesse v, dirigée suivant la normale au plan P, est perpendiculaire à la droite mm' située dans ce plan, il s'ensuit que la vitesse v' est aussi perpendiculaire à la droite mm' ^, Concluons que la vitesse v' est comme la vitesse i; perpendiculaire au plan P. La conséquence est que les vitesses des différents points de la droite om' sont tputcs perpendiculaires au plan P, et qu'il existe nécessairement sur cette droite un point n dont la vitesse ne diffère en rien de celle du point m {*).
Par le point o menons une droite D parallèle à la droite mil. 11 est visible que, pour communiquer aux trois points o, m, n
O Lorsqu'un point d'une droite a une vitesse nulle, les vitesses des autres IK)inls sont parallèles entre elles , i)erpendiculaires à la droite et r^pecUvement proportionnelles aux distances comprises entre les points qu'elles animent et celui dont la vitesse est nulle. ( N» 37. Déduction 6*».)
^ Les points o et m ayant des vitesses nulles , la même condition subsiste l)our tous les points de la droite om. Partant de là , on pourrait en déduire immédiatement que Tétat de mouvement du solide considéré se réduit ài une rotation autour de la droite om.
3 Lorsqu'un point d'une droite a sa vitesse dirigée per|>endiculài rement à cette droite, il eu est de même de tous les autres points. ( N<» 37. Déduction 2«.)
leui*s vitesses actuelles et simultanées, il sullit d'une rotation qui commenee autour de la droite D avec une vitesse angulaire égale au rapport de la vitesse v à la distance comprise entre le point o el la droite mn. De là et de ce qui précède résulte la déduction suivante :
5** Lorsqti'un solide tourne autour d'un point fixe, panni les droites passant par ce point, il en est une dont l'état actuel de mouvement se réduit à zéro. Celte droite est désignée sous le nom d'xxE INSTANTANÉ DE ROTATION. Lcs vitcsscs simultanées des différents points du solide sont les mêmes que s'il tournait autour de cet axe , considéré comme fixe.
Supposons, en second lieu, que le point o participe au mouvement du solide , et désignons par u sa vitesse actuelle.
Si nous communiquons à tous les points du solide la vitesse u du point o, il est visible que l'état de mouvement de ce solide peut être considéré comme se composant d'une translation représentée par la vitesse u et d'une rotation établie autour du point 0, comme si ce point était fixe.
Soit D la droite suivant laquelle l'axe instantané de rotation serait dirigé, si la rotation établie autour du point o subsistait seule. La vitesse u du point opeut se décomposer en deux autres, Tune u' dirigée suivant la droite D, l'autre u" perpendiculaire à cette même droite. Il suit de là que l'état de mouvement du solide se compose comme il suit :
Une rotation autour de la droite D;
Un glissement u' suivant la droite D;
Une translation u" perpendiculaire à la droite D.
Considérons une droite D' parallèle à la droite D, liée au solide et telle que la vitesse communiquée à ses différents points par la rotation établie autour de la droite D soit précisément égale et de sens contraire à la vitesse u'\ 11 est visible que la droite D'existé nécessairement, qu'elle est unique * et que son état de mouvement
< La jlroite D' est située dans le plan mené par la droite D perpendiculairement à la direction de la vitesse u". La dislance de la droite D' à la droite D
consiste tout entier en un glissement sur elle-même, ce glissement ayant lieu avec la vitesse u\ On voit de même qu'en transportant, autour de la droite D', la rotation établie autour de la droite D, on communique aux différents points de celle-ci la vitesse u".\a conséquence évidente est que l'état de mouvement du solide se compose d'une rotation autour de la droite D' et d'un glissement u' suivant cette méipe droite. De là résulte la déduction suivante, déjà formulée n° 20 :
6** Lorsqu'un solide se meut et que tous ses points n'ont pas en même temps même vitesse , parmi les droites qu'on peut considérer comme faisant partie de ce solide, il en est une dont Vitaî actuel de mouvement se réduit à un simple glissement sur elle^ même. Cette droite est désignée sous le nom d'kXE msTAirrAiié GLISSANT. Les vitesses simultanées des différents points du solide sont les mêmes que s'il glissait avec cet axe et qu'en même temps il tournât autour de ce même axe.
Des mouvements angulaires considérés en eux^mémeê
et isolément.
40. Nous avons vu (n°' 25 , 24 , 25) comment les rotations d'un solide autour d'axes quelconques s'expriment par des segments de droites porallëles à ces axes : comment aussi elles se composent et se décomposent suivant les mêmes lois que les vitesses d'un point représentées par ces mêmes segments. Partant de là, on peut établir directement jct sans la moindre diflîculté toutes les propositions développées dans les numéros suivants. Bornons-nous à reproduire sous une autre forme quelques-unes de ces propositions, et considérons, en particulier, les mouvements angulaires, abstraction faîte des translations qui se composent avee eux sans les modifier.
est le quotient de la vitesse u" par lu vitesse angulaire de la rotation établie autour de la droite D. Deux ix)sitions correspondent pour la droite I^ aux indications qui précèdent : celle qu'il faut choisir est déterminée par le sens de la rotation.
S'agit-il d'un système quelconque de poiats liés entre eux d'une manière invariable? Toute rotation de ce système autour d'un axe quelconque peut être transportée autour d'un autre axe, parallèle au premier , et choisi comme on veut. Si , pour effectuer ce transport, sans changer l'état de mouvement du système, il faut introduire une certaine translation, cette translation ne change rien au mouvement angulaire , et l'on peut en faire abstraction , lorsqu'on considère exclusivement celui-ci.
S'agit-il d'un plan ? Dans le cas le plus général , l'état de mouvement de ce plan se réduit à une rotation simple autour de l'axe instantané glissant. Cette rotation est décomposable en deux autres, l'une autour d'un axe situé dans le plan mobile^ l'autre autour d'un axe perpendiculaire à ce même plan. Le glissement qui a lieu suivant l'axe instantané peut se décomposer de la même manière. Il s'ensuit que si l'on combine chacune des deux rotations composantes avec celle des deux composantes de la vitesse de glissement qui lui est perpendiculaire^ on a pour résultantes uniques deux rotations simultanées, généralement non concourantes et respectivement établies , l'une autour d'un axe situé dans le plan mobile, Tautre autour d'un axe perpendiculaire à ce même plan. Le premier de ces deux axes n'est autre que la droite désignée (n<^29) sous le nom de caractéristique; le second détermine par sa rencontre avec le plan mobile le point appelé foyer i.
* On peut, sans rien changer aux positions successives d'un plan qui se meut dans Tespace, supprimer tout mouvement de ce plan sur lui-même. Gela posé, il est aisé de voir que la considération de la caractéristique et du foyer conduit directement aux déductions suivantes :
Xout mouvement d'un plan dans l'espace consiste généralement en une rotation autour d'une droite mobile, dite caractéristique,
La caractéristique se meut dans le plan, et le plan tourne autour de la caractéristique , tous deux incessamment.
Le Heu des positions successives de la caractéristique est une surface développable.
Cette surface peut être cylindrique ou conique. En général elle est autre , et dès lops elle a pour arête de rebroussement le lieu des points oii les foyers se projettent sur les caractéristiques qai leur correspondent respectivement
Le plan qui se meut étant, par hypothèse, dépourvu ou dépouillé de tout
11 est souvent utile de considérer à part et exclusivement la direction affectée dans l'espace par le plan mobile. Le mouvement angulaire qui correspond aux changements de cette direction se réduit à la rotation composante établie autour de la caractéristique. Il suffit donc de déterminer cette composante et Ton peut faire abstraction de la rotation établie autour de la normale.
S'agit-il d'une droite? Imaginons une autre droite^ assujettie à passer par un point fixe o et à rester parallèle à la droite donnée. L'identité qui subsiste entre les mouvements angulaires simultanés de ces deux droites permet de substituer l'un à l'autre, et réciproquement. Tout se réduit donc au mouvement d'une droite qui tourne autour d'un de ses points supposé fixe. Considérons ce dernier mouvement.
Soit m un point de la droite mobile, autre que le point o^ et t; la vitesse actuelle de ce point. Si nous désignons par Q le plan mené par la droite om perpendiculairement à la direction de la vitesse v, il est visible que l'état de mouvement de la droite mobile est réductible à une rotation dont l'axe peut être choisi comme on veut parmi toutes les droites tracées dans le plan Q à partir du point *.
S'agit-il en dernier lieu de deux droites mobiles? Considérons un plan P, assujetti à rester parallèle à ces droites et tournant en conséquence autour de sa caractéristique. La rotation propre à chacune des droites mobiles est décompdsablc en deux autres, l'une autour d'un axe perpendiculaire au plan P, l'autre autour d'un axe situé dans ce même plan. Cela posé, on peut établir très-simplement le théorème énoncé comme il suit (n® 35) :
luouvcmenl sur lui-mènic , chacun de ses points décrit une (rajecloire qui le coui>e à angle droit.
Toute droite tracée dans le plan mobile par le iH>inl décrivant s'enroule sur le lieu des caractéristiques suivant une développée de la trajectoire de ce l)oint.
' Parmi les droites, en nombre inlini, qu'on i)eut ainsi prendre pour axes instantanés de rotation , une seule est exclue : c'est la droite mobile. La vitesse de rotation change avec la droite choisie inmr axe instantané : elle est la moindre i)ossible , loi*s(iue cet axe est pris à angle droit sur la droite mobile.
Fig. 22.
Étant donnés un plan P parallèle à deux droites mobiles A , B, et, pour chacune de ces droites, sa rotation composante autour d'un axe situé dans le plan P, si l'on représente par oa , ob , les
rotations données, et par an, bn deux parallèles aux droites A,B, la rotation de la normale au plan P est représentée en direction, sens et grandeur par la diagonale on du quadrilatère oanb. Cela revient à dire que lu droite on est la caractéristique du plan P, et que la rotation de ce plan P autour de cette droite est représentée en sons et grandeur par le segment on.
CHAPITRE 1er
PRINCIPES FONDAMENTAUX
1. Considérons un point mobile dans Fespace. La direction suivie par ce point peut être constante ou bien incessamment variable. Dans le premier cas, la ligne décrite est droite; dans le second cas, la ligne décrite est courbe.
Désignons sous le nom de directrice la droite suivant laquelle la vitesse du point mobile est dirigée à l'instant que l'on considère. Si la ligne décrite est droite, la directrice est fixe; si la ligne décrite est courbe, la directrice tourne autour du point décrivant.
De là résulte la définition suivante :
La courbe est la trace d'un point qui se meut suivant une direction incessamment variable ,
on mieux encore :
La courbe est la trace d'un point qui se meut sur utie droite mobile^ dite directrice, le point glissant sur la droite et la droite tournant autour du point, tous deux incessamment.
En appliquant cette définition & une courbe quelconque, on constate aisément, pour toute position déterminée du point générateur, Tidentitc de la droite dite directrice et de celle qu'on désigne en général sous le nom de tangente K
* Donnons-nous un point sur une cour))e et représentons-nous toutes les droites qu'on peut mener par ce point.
La tangente étant définie, celle de ces droites dont la courbe s*écarte le moins h partir et dans le voisinage du point donné, on voit tout d*abord qu'elle se confond nécessairement avec la directrice. Veut-on d'ailleurs démontrer à priori cette proposition? On y parvient aisément de la manière suivante : Soit m un point qui décrit une courbe et D la directrice de ce point. Déterminons d'abord une position quelconque du point décrivant Soit o cette position prise pour origine de Tare décrit par le point m et ot la position correspondante affectée par la directrice à cette origine. Par le point o menons une droite on choisie comme on voudra.
Sans rien changer à ce qui précède, considérons
le point m après sa sortie du lieu o. Soit m' la pr(H
Fig, i3, jection orthogonale du point m sur le plan not, et
p, q celles du point m' sur les droites o/, on. Il est t visible que la distance mp du point m à la droite ot est moindre ou plus grande que la distance mq dn point m à la droite on , selon que le segment m'p est lui-même moindre ou plus grand que le segment m'q.
Désignons par v la vitesse du point m sur sa trajectoire , et par
les compléments des angles que la directrice D fait avec les droites m'p, n^q, à l'instant que l'on considère. En décom|)osant la vitesse v suivant les trois directions rectangulaires mm% m'p, ot, on a, pour composante parallèle à m'p, V sin. a. En <lécomi)osanr celle même vitesse suivant les trois directions rec-
Cela posé, entrons en matière.
Dans la description d'une courbe par un point, le point décrivant peut être considéré comme glissant sur la directrice en même temps que la directrice tourne autour du point décrivant, La rotation de la directrice autour du point décrivant a pour effet unique de changer incessamment la direction de ce point : elle n'altère en rien sa vitesse considérée comme grandeur, ni V étendue linéaire décrite en vertu de celte même vitesse. De là résultent les relations suivantes existant entre les longueurs décrites simultanément sur des lignes quelconques et les vitesses correspondantes des points qui décrivent ces longueurs :
i* Lorsque les vitesses des points décrivants passent en même temps par les^ mêmes degrés de grandeur, les longueurs décrites simultanément sont constamment égales.
2° Lorsque les longueurs décrites simultané^nent sont constamment égales, les vitesses des points décrivants passent en même te^npspar les mhnes degrés de grandeur,
3" Lorsqu'on compare entre elles, dhme part, des longueurs décrites simultanément sur des lignes quelconques, d'autre part , les grafideurs des vitesses simultanées des points décrivants , on peut, sans altérer en rien les rapports cherchés, substituer à
tangulaires mm', m'q, on, il vient de même, pour composante parallèle à m'q, V. sin. C.
Les composantes v sin. a , v sin. C, sont évidemment les vitesses simultanées avec lesquelles croissent les segments w'p, m'g. En outre , il y a lieu d'observer qu'au sortir du lieu o , on a d'abord et en même temps
05 = o, C= ang. (not.).
Cela posé, puisque l'angle a commence par être nul, il s'ensuit quMI reste constamment inférieur à l'angle € pour toute l'étendue d'un certain arc o- , complé , à partir du point o, sur la trajectoire du point m. Or, aussi longtemps que l'angle « reste moindre que l'angle ^, la vitesse v sin. a est et demeure plus petite que la vitesse v sin. G. La conséquence évidente est que le segment m'p est constamment inférieur au segment m'q pour toute Vétendue de l'arc a , et qu'il en est de même de la distance mp comparée à la distance mq. De là résulte immédiatement la proposition énoncée plus liant.
chaque ligne effectivement décrite une ligne quelconque choisie arbitrairement. Il suffit, pour cela, que, de part et d'auire , dans la première de ces deux lignes et dans celle qu'on lui substitue, les longueurs décrites ou, ce qui rement au même, les vitesses des points décrivants passent en même temps par les mêmes degrés de grandeur.
Ces trois propositions pouvant être considérées comme évidentes, nous nous bornons à les énoncer.
â. Les principes du n^ i ont pour conséquences immédiates les déductions suivantes :
\° Lorsque les longueurs décrites en même temps par deux points conservent entre elles un rapport invariable f ce même rapport existe entre les vitesses simultanées de ces points;
Réciproquement :
2° Lorsque les vitesses simultanées de deux points conservent entre elles un rapport invariable, ce m^me rapport existe entre les longueurs que ces points décrivent simultanément '.
^ Soient m et m' les points décrivants , t? et v' leurs vitesses respectives simultanées» / et /' deux longueurs quelconques décrites simultanément par ces points et correspondantes aux vitesses v, v'. Il s'agit de démontrer que si Ton a toujours
(1) - = constante =« c,
11 en résulte
(2) — = constante =s c,
et réciproquement.
Partons de Téquation (2) et montrons qu'elle implique comme conséquence réquation (1), et réciproquement.
Soit une circonférence de cercle ayant son centre en o et on pour rayon. Le point o restant fixe , imaginons que le point n se meuve sur la cireonfi^ rence on , en même temps et avec la même vitesse que le point m sur la ligne qu'U décrit. Sur le rayon on, prenons, à partir du point o, une longueur on\
telle que Ton ait
on
on'
On voir aisément qne le point n' dn rayon on «lécrit une circonférence de
3* Soient m, m'^ m" trois points décrivants f v, v', v" leurs vitesses respectives simtUtanéeSf 1, 1',!" trot» longueurs quelconr ques décrites simultanément par ces points; si^ pendant la description de ces longueurs on a toujours,
il en résulte,
et réciproquement (1).
cercle concentrique à la première , et qu'il se meut sur cette circonférence en même temps et avec la même vitesse que le point m' sur la ligne quil décrit, n suit de là qu'on peut remplacer les deux lignes données par deux circonJTérences de cercle cmicentriques et décrites simultanément par deux points d'un seul et même rayon. Or, en ce qui concerne ces circonférences» la première relation implique évidemment la seconde , et réciproquement. Il en est donc de même relativement aux lignes quelconques décrites simultanément par les points m, m'.
' Supposons que l'on ait
et démontrons qu'il en résulte nécessairement
Soit une droite D. Imaginons sur cette droite un point n qui s'y meuve en même temps et avec la même vitesse que le point m' sur la ligne qu'ii décrit. Les longueurs décrites simultanément par le' point n sur la droite D, et par le point m' sur sa trs^ectoire, sont constamment égales. Imaginons» en outre, que la droite D glisse sur elle-même, dans le même sens que le point n, en même temps et avec la même vitesse que le point m'' sur la ligne qu'il décrit. 11 y a , dès lors , égalité constante entre deux longueurs quelconques décrites simultanément , l'une par le point m'' sur sa trajectoire , l'autre par chacun des points de la droite D. Il s'ejisuit aussi que les longueurs décrites par lé point n dans Vespace, sont constamment égales à la somme des longueurs décrites simultanément par les points m' et m" sur leurs trajectoires respec<^ tives. Eu égard au double mouvement qui l'anime suivant une même direction et dans un même sens , le point n se meut avec une vitesse totale exprimée par la somme t/ -♦- 1/', et par conséquent égale à v. Or, par hypothèse, v est précisément la vitesse du point m sur sa trajectoire. La conséquence est donc que les longueurs décrites simultanément par les points metn sont constamment égales.
Cela posé, / étant, pour le point m, une de ces longueurs, nous savons
Ces trois propositions se démontrent sans la moindre difficulté, les premières, en considérant deux points assujettis à rester sur un même rayon et à décrire en même temps deux circonférences concentriques; la dernière, en supposant le point m' mobile sur une droite et l'obligeant à s'y mouvoir avec la vitesse t?', tandis que la droite glisse sur elle-même avec la vitesse v'\
5. Les notions qui précèdent renferment en principe toute la tbéorie de la rcctifîcation des courbes. Elles s'appliquent de même h la quadrature des aires et à la cubature des solides. Plus généralement encore, elles s'étendent à toutes les opérations désignées sous le nom d'intégrations.
Lorsqu'un point décrit une courbe, on peut concevoir un autre point décrivant une droite et supposer que, de part et d'autre, les vitesses des deux points passent, en même temps, par les mêmes degrés de grandeur. La conséquence est que deux longueurs quelconques, décrites simultanément. Tune sur la courbe, l'autre sur la droite, sont toujours égales, et peuvent ainsi se substituer l'une à l'autre. C'est sur ce principe élémentaire que se fonde toute la théorie de la rectification des courbes. En ce qui concerne les quadratures et les cubatures , de même que toutes les autres opérations analogues, il suffit d'un simple artifice pour rendre le même principe immédiatement applicable.
Voici quel est cet artifice
On prend pour équivalent numérique de chacune des grandeurs variables que l'on considère une longueur décrite par un point mobile et composée avec Funité linéaire comme la grandeur considérée se compose avec son unité propre. Cela fait, tout se réduit à comparer entre elles, d'une part, des longueurs décrites simultanément, d'autre part, les vitesses correspondantes et simultanées des points décrivants.
déjà que l'autre est , i)our le point n, la somme des longueurs décrites simultanément par les iwints m' H m", c'est-à-dire l^-^l'\ On a donc,
La proposition réciproque se démontre delà même manière.
Tant qu'il s'agit des longueurs substituées coiiime équivaknls numériques aux grandeurs variables que Ton considère et dont on étudie les variations continues simultanées, les vitesses des points qui décrivent ces longueurs sont de simples vitesses, nettement définies et conçues directement sans la moindre difficulté. D'un autre côté, Ton peut dire de ces mêmes vitesses qu'elles sont les vitesses d'accroissement des grandeurs considérées. Eh général , on les désigne sous le nom de différentielles et on les exprime, soit en faisant précéder de la lettre d, soit en surchargeant d'un point le signe représentatif des grandeurs correspondantes; c'est ainsi, par exemple, que si Ton a en vue certaines grandeurs exprimées par les lettres x, y, a, etc., les symboles dx, dy, da, etc., oux ,yj à, etc., désignent les vitesses d'accroissement de ces grandeurs, ou, ce qui revient au même, les vitesses des points qui décrivent les longueurs substiluécs comme éqtiivaleîits numériques aux grandeurs x, 3/, a, etc.
Précisons davantage ces premières données fondamentales
Soit X une grandeur quelconque continûment variable et x ou dx sa différentielle.
. Prenons une droite D et, sur cette droite, à partir d'un point fixe Oy une longueur om.
Par hypothèse, la longueur om est ï équivalent numérique de la grandeur x, c'est-à-dire qu'elle se compose avec
Fiy. %4. Tunité linéaire comme la grandeur x se compose
m avec son unité propre. Il en résulte que la longueur om est comme la grandeur x incessamment variable, et, conséquemment, que le point m se trouve assujetti à glisser continûment sur la droite D.
Cela posé, la différentielle x ou dx est la vitesse du point m sur la droite D.
Sans rien changer à ce qui précède, on peut substituer à la droite D une ligne quelconque. On dirait alors et plus généralement :
La différentielle x ou dx est la vitesse du point m sur sa trajectoire.
Soit y une autre grandeur quelconque dépendant de la. pre-
mière et supposée comme elle incessamment variable. Nous pouvons abréger et de même que nous sommes conduit à résumer comme il suit la définition précédente :
La différentielle i ou dx est la vitesse du point qui décrit la feu* gueur substituée comme équivalent numérique à la grandeur x»
nous dirons simplement :
La différentielle y ou dyest la vitesse du point qui décrit la Ion' gueur substituée comme équivalent numérique à la grandeur y 4
Cette définition maintenant bien comprise est tout à fait générale.
La variable x est dite indépendante lorsqu'on en dispose et qu'on la fait croître ou décroître uniformément. En ce cas, la vitesse X est constante et choisie d'ailleurs comme on veut.
La fonction y dépend , par hypothèse , de la variable x. Il s'ensuit que la vitesse y dépend de la vitesse x, et qu'en général , elle est incessamment variable, alors même que la vitesse x est supposée constante.
Partant de là , voici quel est l'objet du calcul différentiel proprement dit :
Étant données la variable x et la fonction y, déterminer, pour chaque valeur de la variable x, la relation qui s'établit entre les vitesses simultanées correspondantes x, y.
A côté de ce problème vient naturellement se poser le problème inverse :
Étant donnée la relation générale qui subsiste entre les vitesses simultanées x, y, déterminer l'un par l'autre les accroissements simultanés produits par ces vitesses dans les grandeurs correspondantes y et X,
Ce problème inverse peut être considéré comme l'objet du ccdcul intégral réduit à son expression la plus simple.
Ces préliminaires établis, abordons immédiatement l'exposé des règles du calcul différentiel. Chemin faisant, nous indiquerons, pour
la» ic^ les plus siippie«, commfiDt chacune de ces règles implique, par voie de réciprocité, une règle correspondante du calcul intégral, g. Nou9 savons déjà que , sans changer en rien les expressions Dumériques introduites dans le calcul, on peut appliquer directement aux grandeurs données les résultats obtenus pour des longueurs équivalentes et réciproquement. De là résultent immédiatement les déductions suivantes, où Ton étend à des grandeurs quelconques les relations énoncées n"*' 1 et 3, en ce qui concerne la description simultanée de plusieurs longueurs et les vitesses correspondantes des points décrivants ;
{"* c étant une grandeur constante^ la vitesse ^ c est toujours nulle et réciproquement,
2^ y étant une grandeur continûment variable ^ lu vitesse y n'est pa^ nulle en général; elle est positive ou négative y selon que la grandeur y croit ou décroît.
3° Lorsqu'il existe entre deux grandeurs incessamment variables, y et %f un rapport constant a, le même rapport s'établit
entre les vitesses simultanées x et y. (N° 2, règle i,)
y z=x ax donne, en conséquence, y = ax;
4" Lorsqu'il existe entre les vitesses simultanées y, x un rap^ port constant Si y le même rapport subsiste entre les accroissements simultanés des grandeurs correspondantes y et x. Ces accroisse^ ments s'expriment en faisant précéder de la lettre a les signes représentatifs des grandeurs considérées. (N* 2, règle 2.)
y = ax donne, en conséquence, ^y=^a^x;
8® Lorsqu'il existe entre trois grandeurs incessamment variables, X, y, z, une relation telle que l'une soit constamment égale à la somme ou à la différence des deux autres, la même relation subsiste entre les vitesses correspondantes x, y, i. (N° 2, règle 5.)
z = y dz X donne, en conséquence, z = y zk x;
* Le lecteur ne perdra pas de vue que les mots vitesse et tdfférentielte sont ici tout à fî^t ^yiiQoy wes.
G^ Lorsqu'il existe entre les vitesses simultanées x , y, z une relation telle que l'une soit constamment égale à la somme ou à la différence des deux autres, la même relation subsiste etUre les accroissements simultanés des grandeurs correspondantes X , y, z. (N" 2 , règle 3.)
z ==^ y àz X donne y en conséquence, àz = ày dci àx;
7** Les règles 1, 5, 5 ctt^ présent numéro s'étendent d'ellesmêmes à un nombre quelconque de variables z, y, x, etc., cotnbinées ou non avec des constantes a , b , c , etc.
z:=a -^-by-^cx-^ etc. donne, en conséquence, i = 6y -♦- ci -i- etc.;
8** Les règles ^ et 6 s'étendent de la même manière :
z^=^by '\- ex -¥■ etc. donne, en conséquence, ùiZ^^b^y -i- c^x -♦- etc.
Théorème fondamental du calcul différentiel.
G. Avant de poursuivre cette première série d'applications, montrons, en général, comment toute relation établie entre deux grandeurs continûment variables, implique une relation correspondante entre les différentielles de ces mêmes grandeurs, et réciproquement.
Soient deux grandeurs quelconques, fonctions Tune de Fauire, et variant ensemble d'une manière continue.
Considérons ces grandeurs lorsqu après avoir acquis en mcuic temps Tune la valeur quelconque x, l'autre la valeur correspondante y, elles s'écartent de ces valeurs en variant continûment et simultanément.
Par hypothèse, on a généralement
chaque valeur de x déterminant pour y une valeur correspondante, et réciproquement.
Soient Vm, Qn deux longueurs prises à partir des points P et Q
Fig. U.
sur deux droites parallèles PX, QY, et subslituées, comme équivalents numériques, Tune à la grandeur x, Tautre à la grandeur y,
A chaque position du point m sur la droite PX correspond une
position déterminée du point n sur la droite QY. Concevons une droite mobile assujettie à passer constamment par les points m et n^ tandis que ces points glissent simultanément Fun sur PX, l'autre sur QY. On sait que tout déplacement d'une droite dans un plan commence , en général , par rotation autour d'un certain point désigné sous le nom de centre instantané de rotation *. Cela posé, puisque chaque position du point m détermine une position correspondante de la droite mn, il en résulte qu'elle détermine en même temps la position correspondante du point o, centre instantané de rotation de la droite mn.
Du centre o abaissons sur la droite mn la perpendiculaire oa. Par les points m et n élevons sur les droites PX, QY deux perpendiculaires mp, nq et prolongeons-les jusqu'à leur rencontre en p et q avec la droite oa.
A l'origine de son déplacement, la droite mn peut être considérée indifféremment soit comme tournant autour du point o avec une certaine vitesse angulaire, soit comme tournant avec cette même vitesse angulaire autour d'un point quelconque de la droite oa, et glissant en même temps sur elle-même avec la vitesse effective du point pris pour centre de rotation.
Soit a la vitesse angulaire communiquée à la droite mn et correspondante aux vitesses actuelles et simultanées x, y des points m et n sur les droites PX, QY. Tout se passe à l'origine du déplacement comme si la droite mn tournait autour du centre o avec
* Voir, au besoin, les numéros 11, 12, 13 de la première partie, pages 37, 38 et suivantes.
la vitesse &), ou bien que, tournant avec cette mémo vitesse autour d'un point quelconque de la droite oa, elle glissAt en même temps sur elle-même avec une certaine vitesse convenablement déterminée; mais^ quelle que soit cette vitesse de glissement, il est visible qu'elle n'altère en rien ni les positions, ni, par conséquent, les vitesses des points m et n sur les droites PX, QY. On peut donc en faire complètement abstraction , et considérer la droite mît comme tournant avec la vitesse a, soit autour du point p, soit autour du point q.
En prenant le point p pour centre de rotation de la droite mobile mn j il vient immédiatement :
X = pin, a.
En prenant le point q, on a de même
De là résulte
qn. cj.
qn
pm
Nous savions déjà que les longueurs pm , qn dépendent exclusivement de la position du point m sur la droite PX, c'est-àdire de la valeur afifectéc par la grandeur x. La dernière équation nous montre que, pour chaque état particulier de cette grandeur, le rapport des vitesses correspondantes et simultanées y, x affecte, en général, une valeur déterminée et unique.
Concluons que Von peut attribuer indifféremment à la vitesse i une valeur quelconque ^ constante ou variable. Dans tous les cas y le rapport X reste toujours le même pour une même valeur affectée par la grandeur x, et l'on a généralement
r(x) étant une fonction qui dérive de la fonction donnée et qui dépend exclusivement de la variable x.
La fonction f (x) prend le nom de fonction dérivée. On rappelle
SOU origiuc et en même temps on la distingue de la fonction primitive f{x)j en lui attribuant la même caractéristique affectée d'un indice.
.La quantité f{x) étant le facteur par lequel il faut multiplier la différentielle x ou dx pour obtenir la valeur correspondante de la différentielle y ou dy, on la désigne aussi sous le nom de coefficient diff^érenttel.
On voit par ce qui précède que l'objet du calcul différentiel proprement dit peut être considéré comme se réduisant à la détermination de la dérivée d'une fonction quelconque; à ce point de vue 5 il se résout en ce qu'on appelle le calcul des dérivées ou des fonctions dérivées,
Nous venons d'établir que l'équation
implique comme conséquence générale la relation suivante :
Réciproquement étant donnée l'équation
si l'on désigne par f[x) la fonction qui a pour dérivée ^(x) , on peut en conclure immédiatement :
(4) Ay = A f[x).
En effet, si Ton représente par u la fonction /*(x), on a d'abord
et par suite
Mais, par hypodièse, f(x) est précisément égale à ^x); on peut donc écrire aussi
à :sasi X <f (x).
(100 ) De là résulte, eu égard à Féqualiou (5)^
if = il.
Les vitesses yj û étant toujours égales pour de mêmes valeurs attribuées de part et d'autre à x etx, il est évident que la même égalité subsiste nécessairement entre les accroissements simultanés des grandeurs correspondantes y et u. Il vient donc, conformément à la règle (4) du n"* 5,
^y = Aw = A f(x). C. Q. F. D.
On voit par là comment la question générale des intégrations, désignées sous le nom de quadratures y se ramène à la considération très-simple de trois longueurs ^XJ ^y, au décrites simultanément par trois points mobiles. Â chaque position du point qid décrit la longueur ax correspond, pour chacun des deux autres points, une seule et mémo vitesse. La conséquence évidente est que les longueurs ^y et Mt décrites en même temps que la longueur Ax sont constamment égales.
Du procédé général fourni par la méthode des limites pour la détermination des fonctions dérivées.
8. Le procédé que nous allons exposer ne nous est pas nécessaire; néanmoins nous avons plusieurs motifs pour ne pas le passer sous silence. En certains cas, il peut être plus simple ou plus rapide que la voie purement géométrique. Déjà connu des géomètres , il fait immédiatement ressortir la généralité absolue et l'extension sans bornes que comporte notre propre méthode. Il fournit, d'ailleurs, des moyens de contrôle et de vérification qui, s'ils ne sont point indispensables, ont cependant leurs avantages, ne fût-ce qu'à raison des points de vue multiples sous lesquels il convient quelquefois de présenter et de résoudre une même question.
Soit
une fonction quelconque supposée continue et dont on se propose de déterminer la dérivée f (x).
Considérons les longueurs substituées comme équivalents numériques à deux accroissements quelconques simultanés ày^ ^x.
Soient y, x, les vitesses simultanées des points qui décrivent ces longueurs.
Si le rapport % demeurait invariable à partir de l'origine des accroissements Ay, ^Xy on aurait, conformément à la règle (4) du n*»5,
AX X
Le rapport ï n'étant pas en général constant, mais variant au contraire incessamment dans Fintervalle ^x, on peut prendre cet intervalle assez petit pour que le rapport y soit toujours croissant ou toujours décroissant. On peut d'ailleurs, ainsi que nous l'avons vu, attribuer à x une valeur constante. Dans tous les cas, si nous représentons par |- la valeur initiale du rapport | et par â | le changement subi par ce rapport dans Fintervalle ax, on a évidemment
— ou ^ -♦- A T-
Ax > Xo X
selon que le rapport H croissant ou décroissant dans Fintervalle Ax^ la quantité a^ est positive ou négative.
On a d'ailleurs en même temps et avec la même évidence
ày > %
— ^ ou -7- • AX <^ Xo
De là résulte en général
\l), ••.••• s= -^ -f- ytC A -; ,
AX Xq X
fi étant une quantité comprise entre zéro et l'unité. Cela posé, le rapport <f étant, par hypothèse, incessamment
variable, il s^ensuit que ce rapport varie continûment, et il sniBt de resserrer indéfiniment Tintervalle ^x pour que raecroissement A^ se rapproche indéfiniment de zéro.
L'équation (i) prouve que le rapport des accroissements Ay, àx comporte, en général , un développement composé de deux parties essentiellement distinctes : la première est indépendante de l'étendue attribuée à l'intervalle ax; la seconde décroit indéfiniment et converge vers zéro avec cet intervalle. Pour obtenir isolément la première, il faut supprimer dans le développement tous les termes qui dépendent de rintervallc ^x et qui diminuent avec cet intervalle. Or cette première partie est précisément la dérivée cherchée, et, en général, il suffit d'annuler l'intervalle ax pour annuler en même temps tous les termes à supprimer. On voit donc aisément comment la recherche de la dérivée d'une fonction se ramène à la formation d'un développement dont on ne conserve que les termes indépendants de la quantité ax et dont on fait disparaître les autres en annulant cette même quantité.
De là résulte comme expression générale du procédé fourni par la méthode des limites pour la recherche des fonctions dérivées i l'équation fondamentale établie ci-dessus et réductible à la forme suivante:
(2) % =f(x) = lim. ^.
X AX
En écrivant l'équation sous cette forme, il ne faut point perdre de vue que les valeurs simultanées XjX^y sont celles qui correspondent à l'origine des accroissements ax et Ay.
Détermination géométrique de la limite vers laquelle converge le rapport de deux variables qui tendent en même temps vers
zéro,
9. Reportons-nous aux données du n^ 6 et considérons en particulier deux positions de la droite mobile. Tune mn supposée quelconque, l'autre PQ correspondante aux deux valeurs simultanées
Soit % le point où vont se couper les droites mn, PQ. On a évidemment :
Qe Pr
Qn Pm
Fig. 2o.
Nous savons en quoi consiste , Y pour la position quelconque mn, rëtat de mouvement de la droite mobile. Cet état se compose d'une rotation et d*un glissement simultanés, la droite tournant autour du point a et glissant en même temps sur elle-même. Concevons une deuxième droite assujettie à coïncider toujours avec la droite mobile, mais dépourvue d'ailleurs de tout glissement. Soit D cette autre droite. Il est visible que le point a doit être considéré comme glissant sur la droite D, tandis que la droite D tourne autour du point a , tous deux simultanément et continûment. La conséquence est que le point a décrit, en général, une courbe, et que la tangente à cette courbe, en chaque position du point a, est la position correspondante de la droite mn.
Soit 6a la courbe dont il s'agit; c le centre instantané de rotation qui correspond à In position PQ de la droite mobile; 6 la projection sur PQ du centre c. De même que la courbe 6a touche en a la droite mn , de même elle touche en 6 la droite PQ.
Imaginons que la droite D soit ramenée continûment de la position mn à la position PQ. Les points a et i se déplacent simultanément, Tun sur Tare ah, l'autre sur la droite PQ, et tous deux finissent en même temps par se confondre en 6. Il suit de là que, tandis que les deux longueurs Qn et Pm convergent simultané'-^ ment vers zéro , leur rapport converge en même temps vers la limite ^• Soient Xq, jo les vitesses simultanées des points m et n au sortir
{ 104 ) des positions P et Q, on a, conformément aux déductions du n* 6,
Q6 ^ yo^
P6 Xo De là résulte , en conséquence ,
W hm - = rj = -•
X Vu Xo
Le principe exprimé par l'équation (1) peut s'énoncer de la manière suivante :
Lorsque deux variables convergent simultanément vers zéro , leur rapport converge en même temps vers une certaine limite.
Cette limite est le rapport des valeurs que les différentielles des variables considérées affectent respectivement, lorsque ces variables s'annulent.
Gela posé, étant donné la fonction
soient àx et ^y deux accroissements quelconques simultanés des variables x et y. Quels que soient ces accroissements ^ ils satisfont toujours et nécessairement à la condition de converger en même temps vers zéro. Concluons que la déduction précédente leur est constamment applicable et qu'elle a, pour traduction algébrique, réquation générale
(2) lim ^ = I - /-'(x).
AX X
* On peut placer les points P et Q sur une même perpendiculaire aux droites PX, QY. Nous n'avons pas supposé qu'il en fût ainsi. Néanmoins, il est aisé de voir que Téquation générale du m 6 peut, dans tous les cas, s'écrire de la manière suivante :
y Qn an , . . Q6 io
- = — = — ; on a donc ici -- = t-- X pm am Vh a»
avec une translaiion précisément égale à la vitesse de ce point, 8^ Lorsqu'une droite se meut dans un plan, son mouvement se compose d'un glissement sur elle-même, et d'utie rotation autour d'un point dtoisi, comme on veut, sur la perpendiculaire abaissée du centre instantané de rotation. Quel que soit ce point, la vitesse angtilaire reste toujours la même, La vitesse de glissement est la vitesse effective du point substitué comme centre au centre instantané de rotation,
Du mouvement dans l'espace d'un plan et d'un solide,
59. Etant donnés trois points d'un solide, non situes en ligne droite; les points de ce solide sont tous déterminés. De là résultent les principes suivants :
i° Lorsque les mouvements simultanés des diff'érents points • d'un solide sont déterminés pour trois points de ce solide non situés en ligne droite, ils le sont en même temps pour tous les autres points,
2** Lorsque les vitesses simultanées des diff'érents points d'un solide sont déterminées pour trois points de ce solide non situés en ligne droite, elles le sont en même temps pour tous les autres points,
3** Tout mode de déplacement qui communique d trois points d'un solide non situés en ligne droite leurs vitesses actuelles et simultanées remplit en même temps cette même condition par rapport à tous les autres points,
4*^ Lorsque trois points d'un solide ont en même temps même vitesse ,' cette vitesse est commune à tous les autres points.
Soit un point quelconque pris sur un solide qui se meut, ou
Hé k ce solide d'une manière invariable.
Supposons, en premier lieu, que le point o soit fixe : m étant un point pris sur le solide en dehors du point o et t? la
vitesse de ce point, deux cas sont possibles selon que la vitesse v
est ou n*est pas nulle.
Ed désignant par z la longueur or^ on volt aisiément que les triangles oam 9 onr, toujours semblables y fournissent la relation constante
z = xy.
Cela posé, il s*agit de déterminer la vitesse z avec laquelle le point r glisse sur la droite oA , tandis que les points m et n glissent en même temps sur la droite oB , le premier avec la vitesse quelconque X , le second avec la vitesse également quelconque y.
Soit mm' une longueur prise à partir du point m, sur la droite oB et égale à x. Par les points m' et m menons deux droites, l'une m'm'\ parallèle à ma, l'autre mm" y normale à la première.
En désignant par &) la vitesse angulaire que la vitesse x du point m communique à la droite am > dans la rotation de cette droite autour du point a, et par C Tangle oma^ il vient
,^, mm" X sin C
am am
Par hypothèse, la droite nr tourne autour du point n avec la vitesse », et, en même temps , elle est entraînée par le point n qui glisse sur la droite oB avec la vitesse y. De là résultent pour la droite nr deux mouvements sumultanés, mais distincts et susceptibles d'être considérés séparément, l'un de rotation, l'autre de translation, tous deux d'ailleurs complètement définis.
Représentons par i^ la vitesse que la rotation de la droite nr autour du point n communique au point r sur la droite oA. L'angle orn étant égal à l'angle ona et, par conséquent, à C, supposons la longueur rr\ prise sur oA , égale à z, et par les points r\ r menons deux droites, l'une rV", parallèle à rn, l'autre rr'\ normale à la première. Le triangle rr'r" semblable au triangle mm'm" donne, comme tout à l'heure,
,_, rr" i, sin C
nr fir
leurs vitesses actuelles et simultanées, il sullit d'une rotation qui commence autour de la droit>c D avec une vitesse angulaire égale au rapport de la vitesse v à la distance comprise entre le point o et la droite mn. De là et de ce qui précède résulte la déduction suivante :
5** Lorsqu'un solide tourne autour d'un point fixe y parmi les droites passant par ce point, il en est une dont l'état actuel de mouvement se réduit d zéro. Cette droite est désignée sous le nom d'kXE INSTANTANÉ DE ROTATION. Lcs vitcsses simultanécs des différents points du solide sont les mêmes que s'il tournait autour de cet axe , considéré comme fixe.
Supposons, en second lieu, que le point o participe au mouvement du solide, et désignons par u sa vitesse actuelle.
Si nous communiquons à tous les points du solide la vitesse u du point o^ il est visible que Tétat de mouvement de ce solide peut être considéré comme se composant d'une translation rc^ présentée par la vitesse u et dune rotation établie autour du point 0, comme si ce point était fixe.
Soit D la droite suivant laquelle Vaxe instantané de rotation serait dirigé, si la rotation établie autour du point o subsistait seule. La vitesse u du poin( opeut se décomposer en deux autres, Tune u' dirigée suivant la droite D, l'autre u" perpendiculaire à cette même droite. Il suit de là que Tétat de mouvement du solide se compose comme il suit :
Une rotation autour de la droite D ;
Un glissement u' suivant la droite D;
Une translation u" perpendiculaire à la droite D.
Considérons une droite D' parallèle à la droite D, liée au solide et telle que la vitesse communiquée à ses différents points par la rotation établie autour de la droite D soit précisément égale et de sens contraire à la vitesse u". 11 est visible que la droite D'existé nécessairement, qu'elle est unique * et que son état de mouvement
< La jlroite D' est située dans le plan mené par la droite D perpendiculairement à la direction de la vitesse u'\ La distance de la droite D' à la droite D
Règle générale de la différentiation d'un quotient. 41. En appliquant les déductions qui précèdent à la relation
on peut écrire immédiatement, comme conséquences des équations (1 ) et (6) dunMO,
ta\ ^ i . ^^ — ^ (2) . . . . y = ^(z ^ yx)= -— ;
De là résulte la règle générale énoncée comme il suit :
La différentielle d'un quotient s'obtient en soustrayant du produit du dénominateur par la différentielle du numérateur le produit du numérateur par la différentielle du dénominateur et en divisant le tout par le carré du dénominateur.
Dans le cas particulier où le numérateur du quotient donné est constant, la règle prend cet autre énoncé :
La différentielle du quotient d'une constante divisée par une variable s'obtient en formant le produit du numérateur par la différentielle du dénominateur, changeant ce produit de signe et le divisant par le carré du dénominateur.
Les règles établies dans ce numéro et dans celui qui précède sont d'un fréquent usage. Il importe de se familiariser avec elles, et plus généralement de s'exercer à la différentiation , comme on s'exerce au calcul en arithmétique et en algèbre, par des applications multipliées.
Étant donnée la fonction algébrique
on demande de déterminer la différentielle y.
Supposons d'abord que l'exposant m soit positif et entier, x"* est, en ce cas, le produit de m facteurs tous égaux à x. De là résulte immédiatement, d'après la règle générale exposée n® 10,
Supposons maintenant que Texposant m soit positif et fractionnaire. En le représentant par ^, on a
et par suite
De là résulte, en vertu de Téquation (2),
qyi-^y =r yx^^.x] et conséquemment
p ^-i t/ = — X* , X = mx"'~K X.
Supposons, en dernier lieu , que l'exposant vi soit négatif, entier
{ liO ) ou fractionnaire. £n le désignant par — /i ^ on a
De là résulte , d'après la règle du n*" \\ et conformément à l'équation (2) du présent numéro,
Concluons que , quel que soit l'exposant m , positif ou négatif, entier ou fractionnaire, eommensurable ou incommensurable *, la fonction algébrique*
a constamment pour différentielle
Ce résultat peut s'énoncer comme il suit, sous forme de règle générale:
La différentielle d'une puissance s'obtient en diminuant Vexpih saut d'une unité et en introduisant comme facteurs j d'une part j V exposant primitif y d'autre part y la différentielle de la quantité soumise à l'exposant,
i3. Le résultat établi ci-dessus conduit directement et par voie de réciprocité à la déduction suivante :
Étant donnée la relation
(1) y = car.-'.i,
ow c est une constante , il suffit d'obsen^er que le produit cx"*~*. x
1 La proposition établie pour une valeur quelconque fractionnaire de l*ex- ])osanl m , s'étend d'elle-même au cas d'une valeur quelconque inconunensurable.
est la différentielle de la fonction c ^ pour en conclure d'une manière générale, conformément au principe exposé n** 7,
AV = ~ A(X
On observera queréquation (i) ne peut être considérée comme résultant de la différentiation d'une fonction algébrique de la forme y=Ax"*, qu'autant que l'exposant m affecte une valeur quelconque positive ou négative. Dans le cas particulier et unique où l'on supposerait l'exposant m égal à zéro, la fonction x"* se réduisant à l'unité et cessant, par conséquent, d'être variable, il est visible qu'elle ne peut correspondre à la différentielle c |. De là vient que la formule (2) est alors en défaut et que la différentielle y = c - exige une recherche particulière de la fonction dont elle dérive.
2° Fonctions logarithmiques.
Première solution.
14. Le problème que nous avons à résoudre d'après ce qui précède et dans l'ordre naturel des déductions, peut s'énoncer comme il suit :
On conçoit une fonction de la variable x , telle que sa différentielle ait pour expression générale c - , c étant une constante. Partant de là, il s'agit de déterminer quelle est cette fonction.
Soit y la fonction cherchée. On a, par hypothèse,
Considérons en même temps deux valeurs de x, continûment croissantes ou décroissantes, et hées entre elles de manière à conserver un rapport constant m.
Los vitesses simultanées des points qui décrivent les longueurs
substituées comme équivalents numériques à ces deux valeurs conservent entre elles le même rapport constant m. (N^â, règle 1.) Il en résulte pour la vitesse y deux valeurs simultanées, constamment égales, puisqu'elles sont exprimées respectivement, la première par
la seconde par
VIX X
mx ' X
La conséquence évidente est qu'un seul et même accroissemcot de la fonction y correspond à chacun des intervalles déterminés pour la variable x par deux quelconques des termes qui se succèdent immédiatement dans la suite indéfinie
Désignons par n cet accroissement et faisons correspondre à la valeur x = 1 la valeur t/ = 0. Si nous rangeons sur deux lignes les valeurs de x et de y, en plaçant les unes au-dessus des autres celles qui se correspondent respectivement, il est visible que nous aurons les deux suites
iH~"' wr* wi~* 1 m m' wi'
~3m — 2/i —n ?i jtn Zn
Concluons que la fonction y est un logarithme et que Ton a, en conséquence,
(2) y = log. X.
Dans le cas particulier où la constante c est égale à l'unité, les logarithmes correspondants prennent le nom de logarithmes népériens K On distingue ces logarithmes en leur affectant pour
* Oii les désigne aussi sous le uom de logarithmes naturels, ou bien encore
caractéristique la lettre l, et en désignaut leur base par la lettre e. De là résulte en général
(3) y = log X = cdx,
et conséquemment
(4) c = log e.
On voit ainsi que la constante c est le logarithme de la base e * dans le système exprimé par la earactérisque log.
Deuxième solution.
1 5. Procédons directement en nous appuyant sur le théorème fondamental exposé n" 6.
Soit la fonction logarithmique
(I) y = \og X.
a étant une constante quelconque, posons
(2) z =z ax,
il vient en substituant
(5) y = log X = log 5: — log a.
De là résulte , en désignant par log'x la fonction dérivée de
de logarithmes hyperboliques , bien que cette dernière dénomination paraisse également applical)le à tous les systèmes.
Nous montrerons plus loin comment on parvient très-simplement à la i^elation générale
e' = 1 -f. a? H- — -t- j— ^ H- etc.,
et, par suite, à la valeur
e=:2-t-|-t-|-f- etc. = 2,7182818288459
(lU)
logxj en appliquant le théorème fondamental du n* 6, et en ayant égard à Féquation (2) :
(4) . . . y ==xlog'x == ilog'is sss: oirlog'jz == ailog'ax.
L'équation (4) donne ^ en général, ,,., »
(5) ttlog'ax = log'jc,
et, pour x= 1,
(6) . . . a log' a = log' 1 = constante = c.
Le nombre a étant quelconque, nous pouvons le remplacer par X et écrire, comme conséquence de Féquation (6),
(7) . log'x = -.
Il suit de là qu'étant donnée la fonction logarithmique
(8) y = log X,
on a, pour expression générale de la différentielle y,
16. La considération des logarithmes conduit très-simplement à la différentielle de la fonction x*" *; soit, en effet,
* Cette considération conduit non moins simplement à la différentielle d*iui produit ou d'un (luotient ; soit , par exemple,
On en déduit
(2) Iz = Ix -^ ly ,
et par suite
De là résulte, (m nmltipltant, membre à membre, la première et la dernière
De là résulte, en prenant les logarithmes népériens des deux membres ^
Uj =i mlx»
et par suite
Il vient donc immédiatement
(2) .V = w^y ~' == in*x'"~\ X,
Si les variables x, y étaient toutes deux négatives, ou que la variable X le fût seule, on pourrait changer leur signe sans altérer en rien Téquation (I). Le résultat obtenu est donc tout à fait général, bien qu'établi dans Thypo thèse où x et 1/ seraient tous deux positifs.
3° Fonctions exponentielles.
Soit la fonction exponentielle
En prenant les logarithmes népériens des deux membres de l'équation (4), on a
(2) ly =: x.la.
De là résulte, conformément à ce qui précède,
(5) — == xla.
de ces trois équations ,
z = yx -¥• xy.
On voit ainsi comment il suffit de recourir au théorème fondamental du u» 6, pour en déduire, en quelques lignes, toutes les différentielles obtenues successivement dans ce qui précède.
(lie)
11 vient donc ^ en général,
(4) y = yxla = a'.xltty
et, pour le cas particulier où la base a serait égale au nombre e, base du système des logarithmes népériens :
(5) y = if.X \
i8. Les résultats obtenus pour les différentielles des logarithmes et des exponentielles conduisent, directement et par voie de réciprocité , aux déductions suivantes :
P Étant donnée la relation
où c est une constante, il suffît d'observer que l'expression c - est la différentielle de la fonction c /x, pour en conclure d'une manière générale :
Ay = ca/x.
* La fouctiou e* élaut supposée développable eu série couvergeute , on (leul écrire
e* = 1 -h \iX -♦- \^'^ -*• ^'^ •+- etc.
De là résulte , en différenciant et supprimant le facteur x ,
e* = A, -♦- âAyT -♦- SAaJ?* -♦- AX^a;^ -♦- elc. Les deux valeurs, ainsi trouvées pour e*, donnent Tidentilé 1 + A,a; -♦- AyT* -f- AgX^ + elc. = A, + '^A^ -♦- SA^r* + ^\^J^ •+■ etc. On déduit de là
A, = 1,A.= --, A. = j^, A.=:— -etc..
et par suite
(il7) 2^ Étant donnée la relation
y = ca*,x,
où c et a sont des constantes^ 11 suffit d'observer que le produit cax.x est la différentielle de la fonction ^ a* pour en conclure, comme tout h l'heure ,
4" Fonctions circtUaireSy directes et inverses.
i9. Les fonctions élémentaires qui nous restent à considérer sont les fonctions circulaires directes et inverses. Commençons par les fonctions directes, et soit, d^abord,
y=sm. X.
Sur la circonférence dun cercle ayant Tunité pour rayon , et son
centre en o, prenons lare am=x» Menons les rayons oa, ont. Par le point m abaissons sur oa la perpendiculaire mp = sin. Xj et tirons la tangente mt.
L'arc X engendré par le point m^ étant* supposé croissant, prenons mt pour représenter, en direction , sens et grandeur, la vitesse totale x qui anime le point m au sortir de sa position actuelle.
Si du point t nous abaissons sur le prolongement de pm la perpendiculaire ^6, mb sera la composante de la vitesse x dirigée suivant ce prolongement. Or, cette composante n'est autre chose que la vitesse y : il vient donc
et, comme on a déjà
ij = mb,
X = mty
il en résulte immédiatement
mb mt
Soit, en seeond lieu, (i) y = cos X
Sans rien changer à ce qui précède, on apo = co«a:, et ron voit que, dans le triangle mht^ le côté ht représente en direction, sens et grandeur la composante de la vitesse x parallèle au rayon oa. Il s'ensuit que cette composante est la vitesse du point p sur ce même rayon , c'est-à-dire y. Observant que la vitesse y est négative^ puisque le cosinus y diminue tandis que Tare x augmente, il vient
y = -^ bt, on a d'ailleurs comme ci-dessus,
X =s mt
De là résulte
ht
y = X = — X sm or.
■^ mt
Soit, en troisième lieu
Fig. 28,
. y « tg. X.
Prolongeons le rayon om jusqu'à sa rencontre en n avec la perpendiculaire élevée en a sur le rayon oa; an et on sont respectivement la tangente et la sécante de Tare x. Lorsque cet arc augmente par le déplacement continu du point m sur la circonférence am, le point n glisse le long de ah, de n vers h : soit nh la vitesse actuelle qui correspond à ce glissement. Cette vitesse est évidemment la vitesse y qu'il s'agit de déterminer. Elle se décompose en deux vitesses simultanées, ne, he,
Tune perpendiculaire au rayon prolongé on, l'autre dirigëc suivant ce même rayon.
La composante ne étant la vitesse communiquée au point n du rayon on par la rotation de ce rayon autour du centre o, etx, celle qui anime simultanément le point m dans cette même rotation, on a,
ne*
mais déjà , et en même temps, Ton a
y = nh.
Il vient donc
rci\ . • ^'^ ^
(a) y = x.on. — =
ne cos *x
SU s'agissait de la fonction ,
(3) y = cot. X,
On aurait, soit en opérant de même et observant qu'en ce cas, la vitesse y est négative, >soit en remplaçant x par j — or dans les résultats qui précèdent :
sm *x
^. Soit, en dernier lieu ,
(1) y = sec. X.
En se reportant au n° 21, on voit immédiatement que la vitesse du point n sur le rayon on est représentée en direction, sens et grandeur par eh. On a donc
y = eh.
On a d'ailleurs, comme précédemment,
ne on
' On ne perdra pas de vue que, par hypothèse, le rayon de l'arc x est égal à Tunité.
( 120) Il vient donc
(2) . . . y = x,on. — = X sec X. ig x.
ne
S il s'agissait de la fonction
(5) y = cosec X.
On aurait, soit en opérant de même et observant qu'en ce cas, la vitesse y est négative, soit en remplaçant x par— — x dans les résultats qui précèdent,
(4) y = — cosec x. cot x,
En résumé
y = sin X donne jjf = x cos x ,
t/ a cos X ?/ = — X sin Xy
cos *x
sm *x y = sec X ...... ?/ = X. tg X sec X,
y = cosec X y s= — X cosec x. cot x.
Réciproquement, et conformément aux règles des n®» 5 et 7,
y = X cos X donne Ay == a sin a: , ^ =5 — X sin X Ay =: A cos a: ,
y= r Ay = A tgx,
cos *x
y = ^ — 5" • Ay = A cot X,
sm *x
y =, X sec X tg X Ay = A sec X,
y = — X cosec x. cot x Ay = A cosec x.
24. Considérons actuellement les fonctions circulaires inverses y et soit 9 d'abord,
(1) y = arc sin x.
De là résulte et par suite
Il vient donc :
X == sin 2/j
x =r ?/ cos y = y
= vi^1~x*.
Si l'on voulait opérer directement, il suffirait de se reporter au n® 19. On observerait que, dans le cas dont il s*agit ici, on a, d'une part,
et, d'autre part,
X = mb.
De la résulte immédiatement
. mt X X
mb po »/l— X*
25. Les procédés du n^ 24 s'appliquent, de la même façon , aux autres fonctions circulaires, inverses des premières. Bornons-nous à résumer les résultats dans les tableaux suivants :
y = arc sin x donne y = — == ,
y = arc cos X y = —
y = arc tg X y =
y = ùTc coi X y = —
y = arc sec x y ■=
y = arc cosec x y =
VX — x^
Soit une fonction quelconque
De là résulte, en gênerai,
La fonction f (x) est complètement déterminée par cela seul qu'elle exprime , pour une fonction donnée , y = /* (x) , le rapport des vitesses correspondantes et simultanées y, x. Elle prend, par
rapport h la fonction dont elle dérive ainsi, le nom de fonction dérivée. On rappelle son origine et en même temps on la distingue delà fonction primitive, en lui attribuant la même caractéristique affectée d'un accent.
Cela posé, soit y une fonction de x déterminée par les équations simultanées
y = F(tO, u = ^(x).
De la résulte
et il s'agit d'établir la relation existant entre les vitesses simultanées y, X. On a directement,
y =s F'(w) tt, û = /(x). X, et, par suite,
Ce résultat peut s'exprimer généralement comme il suit :
La différentielle d'une fonction de fonction s'obtient en prenant la dérivée de la fonction principale par rapport à la fonction secondaire considérée comme simple variable , et en multipliant cette dérivée par la différentielle de la fonction secondaire.
La règle que nous venons de formuler s'étend d'elle-même au cas où la fonction dite secondaire serait une fonction de fonction, et, ainsi de suite indéfiniment.
Différenliation des fonctions composées *.
NB. — Au lieu de procéder comme il suit , il est plus simple de passer les !!«• 27, 28, et d'intercaler, à leur place, le n» 38.
27. Soit z une fonction composée ou complexe, dépendant à la < Si Ton veut abréger et s'en tenir oxcliisiveraont aux ressources offertes
fois de deux variables x, y, et représentée par
On demande de déterminer la différentielle z pour let^s général où les deux grandeurs x, y varient simultanément.
Désignons par A la surface que l'équation (1) détermine par rapport à trois axes coordonnés OX , OY, OZ.
Soit,
C une ligne tracée sur la surface A et prise pour génératrice de cette surface;
m un point mobile assujetti à glisser sur la ligne C pendant la génération de la surface A ;
«/ la vitesse attribuée au point m sur la ligne C.
Dans le déplacement continu de la ligne C, deux cas sont possibles, selon que cette ligne change de position sans changer de forme, ou qu*elle change en même temps de forme et de position.
Supposons d'abord la ligne C de forme invariable.
En ce cas, on peut toujours et, à chaque instant, considérer le mouvement de la ligne G comme se cx)mposant de deux mouvements simultanés et distincts , Tun de rotation autour du point m , Tautre de translation K Soit t; la vitesse actuelle du point m sur
par la géométrie plane, on peut, avec avantage, remplacer le n* 37 par le n«38.
^ Soit M le i)oint de la ligne C qui coïncide avec le point m à tinsiani que ron considère , et Di la louchanie en ce point. Représentons-nous les rajons vecteurs allant du point fc aux autres points de la ligne C. Lorsque la ligne G change de position sans changer de forme, ces rayons forment, avec la ligne G et la droite Di , un système invariable. Lorsque la ligne C change de forme ea même temps que de position, on peut dire de la droite D ce que nous avons dit plus haut de la ligne C, à savoir, que la droite Di est animée de deux moavements simultanés, Tun de rotation autour du point ju, Tautre de translatioo. S'agit-il ensuite de la ligne C? Pour tenir compte à la fois des deux changements qu'elle subit à partir de f instant considéré , il suffit d'attribuer à cbarun dts nyons vecteurs allant du i^oint ^x aux autres )N)inls de la ligne C,
la surface A. Celte vitesse ne peut ëvideiDineiit dépendre en aucune façon de la rotation de la ligne G autour du point m. Il s'ensuit donc qu'elle résulte exclusivement de la translation mentionnée ci-dessus et du glissement du point m sur la ligne G.
Supposons, en second lieu, que la ligne G change de forme en même temps qu'elle change de position.
D étant la directrice du point in sur la ligne G , ii suffit de substituer à la ligne G la droite D pour que les mêmes déductions soient littéralement applicables et subsistent ainsi généralement.
Désignons par /u, le point de la ligne G qui coïncide avec le point m à l'instant que l'on considère. Les composantes de la vitesse V sont dirigées respectivement, Tune suivant la tangente à la trajectoire du point fz, l'autre suivant la tangente à la ligne G. Soit P le plan déterminé par ces deux tangentes, et T la droite suivant laquelle est dirigée la vitesse v. Il est visible que la droite T est nécessairement située dans le plan P. On voit d'ailleurs que, suivant la valeur attribuée à la vitesse u du point m sur la ligne G, la droite T peut prendre dans le plan P toutes les directions imaginables. De là résulte évidemment la conclusion suivante :
Les tangentes d toutes les lignes tracées sur la surface A et pas-
1« rétat de mouvement de la droite D| ; 2* un certain glissement sur lui-même * ; 3<> une rotation particufière autour du point m.
Gela posé, il est visible que la vitesse du point m, au sortir du lieu Mj n'est modifiée ni en grandeur ni en direction par le changement de forme de la ligne C. Cette vitesse est la même que si , à partir de Vinstant considéré , la ligne G persistait dans la forme qu'elle affecte à ce même instant. Elle est la même que si le point m sortait du lieu (j- en glissant sur la droite Di avec le d^ré de rapidité qu'on lui attribue sur la ligne G. Ces simples remarques permettent de considérer le cas oii la ligne G change en même temps de forme et de position, comme immédiatement réductible à celui où cette Hgne change de position sans changer de forme.
" Ce glissement correspond, pour chaque rayon vecteur, au changement de grandeur qu'il peut avoir à subir, comme conséquence du changement de forme de la ligne C. On ne perdra pas de vue que l'état de mouvement de la droite Di se compose d'uoe rotation autour du point y. et d'une translation qui n'est autre que la vitesse actuelte de ce point rtndue cotnmune à tous les autres.
sanl par le point m sont situées y en général , dans un seul et même plan ^
Sans rien changer à ce qui précède , soient Xy y, z les coordonnées du point m. Les composantes de la vitesse t; parallèles aux axes OX, OY, OZ, sont respectivement x, y, i. Considérons les deux sections s y s' faites en m parallèlement aux plans des zx et des zy.Df D' étant les droites qui touchent en m les sections s , s', nous savons que le plan de ces droites contient la direction de la vitesse v, et qu*en conséquence, cette vitesse est décomposable en deux autres a, a' respectivement dirigées, Tune suivant la droite D, Tautre suivant la droite D'. Si nous désignons par i^ la valeur déduite de Téquation (i) en opérant sur z dans Fhypothèse y = constante, il est visible que la vitesse a se décompose en deux autres, Tune x, Tautre z,. Si nous désignons de même par i, la valeur déduite de l'équation (1) en opérant sur z dans l'hypothèse X = constante , il est visible que la vitesse a' se décompose en deux autres Tune y, Fautre iy. Concluons que la composante de la vitesse v parallèle à oz peut être exprimée indifféremment soit par Zy soit par la somme algébrique des deux vitesses simultanées z^ et iy. De là résulte immédiatement
(â). . . . z = z,-i- Zy = xfJ(x,y)^yf; (x,y)\
L'équation (i), impliquant comme conséquence Téqaation (2), il en résulte, pour les fonctions composées ou complexes, une règle
^ La (lémoustralion suppose qu'il y a continuité autour du point /ut. Elle supiM>se f en outre , que , dans la génération de la surface A par la ligne C, le lK)iut u- est animé d'une certaine vitesse, différente de zéro et noa dirigée suivant la génératrice. On voit aisément que ces conditions subsistent en général , el qu'elles ne peuvent cesser d'être remplies qu'en certains points siogiiliefs de la sui'face A.
' Dans les expressions de la forme
5«, f*{J!,y), iy, /"/(J-, y),
rindice inférieur exprime celle des variables à laquelle l'opération effectuée se i'ai»i)orle, les autres variables étant considérées comme constanles.
générale qui se combine avec les précédentes et comprend ainsi tous les cas possibles d'application. Cette règle peut s'énoncer comme il suit :
La différentielle d'une fonction composée ou complexe est la somme des différentielles qu'on obtient en distinguant dans la fonction ses éléments variables , et en opérant successivement pour chaque élément distinct ^ comme s'il était seul variable, tandis que tous les autres sont supposés constants *.
* Le procédé fourui par la méthode des limites conduit directement et trèssimplement à ce résultat.
Observons d'abord que la limite du produit de plusieurs facteurs est ^ale au produit des limites respectives de ces mêmes facteurs.
Gela posé , soit la relation générale
Par hypothèse les grandeurs x, y varient en même temps et avec couti* nuitéu De là résulte entre ces grandeurs une relation qui peut être déterminée ou arbitraire , mais qui , dans tous les cas, peut s'exprimer de la manière suivante :
L'équation (1) devient, eu égard à Téquation (2),
et Ton en déduit, conformément à la formule (2) du n» 8,
-7 = lim -- — = lim •'
X Aâ/ Ao?
De là résulte, en premier lieu,
i ^. f{x^hx,y^^y)-f{x+^x,y) &y „ /l(a?-4-Aa?,y)— A^>y)
— = lun h lim 1
X AS/ Aâ? àx,
en second lieu,
et, par suite,
(4) ...... . z = y fi,'{a)yy) -^ X, fj{x,y).
Veut -on déduire de Téquation (4) la propriété caractéristique du plan
Montrons par un exemple comment la règle qui vient d'éUre formulée se combine avec celle du n® 26 , et ramène ainsi toutes les opérations du calcul différentiel à la diffcrentiation des fonctions élémentaires.
Soit
y = x* sin /j,
l étant la caractéristique du système des logarithmes ncpérieos. Si nous posons
y=t sf sin fi,
tangent t II suffit de se reporter à la surface représentée par rèqualkn (I) dans un système quelconque d^axes coordonnés, et de considérer, pour on même point quelconque m de cette surface , les trois tangentes situées resl>ectivement, la première dans un plan parallèle aux zx^ la deuxième dans un plan parallèle aux sy, la troisième dans un plan quelconque Intermédiaire.
Transi)ortons l'origine au point m et, sur la dernière des trois tangentes mentionnées tout à Theure, prenons un point n, dont les coordonnées soient respectivement z = :3, y = y, x=iX,X Tabscisse j^ correspond pour la première tangente une ordonnée Zx déterminée par la relation
i, = X fx (X, y);
i\ l'abscisse y correspond de même pour la deuxième tangente une ordoiniée hy déterminée par la relation 9
Ola \H)séy il est aisé de voir que la relation générale
■*» — -vx ^^ **y
résultant de Téquation (4), implique comme conséquence Immédiate la déduction suivante ;
Ijea trois tangentes considérées sont dans un seul et même pladi. On voit d'ailleurs qu'eu disiwsant du rapport ? , on peut changer comme on veut la position du plan intermédiaire dans lequel est située la troisième tangente. De là donc résulte aussi cet énoncé général :
Le plan langent en un point dune surface contient, en général, les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface et passant par c^ point.
( ^il> )
nous eu déduirous d'une manière générale
y = izaf*"* sin u -+- z.x^'Jx, sin ii. 4- tix' cos w. De là résulte^ en remplaçant z par x^ et u par /a;;
y = a: (ac* sin /x -f- ac* Ix. sin /x -«- a;*"* cos Ix).
Soit une surface Â; un point de cette surface; OX^ OY
Fia. !i9. ^^ ' ^^^^^ droites menées par le point et
non situées dans un môme plan ; OL une droite quelconque tracée par le point dans le plan XOY.
Prenons les droites OX, OY, OZ pour ^ axes coordonnés, et, considérant les sec* tions faites dans la surface A par les plans ZOX, ZOY, ZOL, désignons-les respective- Ij ment la !'• par Z,, la â"* par Zy, la dernière par Z/.
Soient m,, m^, nii trois points qui partent en même temps du point et qui décrivent simultanément, le 1*' la section Z«, le â"* la section Z^, le 3"»* la section Z^.
Le mouvement de ces trois points pouvant être quelconque^ supposons-le réglé de manière que les points m„ «i/, m^ aient toujours même projection, les deux premiers sur Taxe des x, les deux derniers sur l'axe des y.
Concevons trois droites mobiles T„ T^, T^ assujetties à rester parallèles au plan ZOX et à toucher la surface A, la droite T^ en m^., la droite Ty en m^^ la droite T/ en m^.
X y y étant les cooidonnées du point m^ dans le plan XOY, et A Tangle que la droite Tj fait avec Taxe des x, on a généralement
De là résulte, conformément à l'équation (S) du numéro qui pré' cède :
Appliquée au point O , l'équation (3) exprime la propriété suivante :
A l'origine commune du déplacement êimuUané ie9 trois points m^, niy, nii, /a tilesse angulaire de la tangente T| est la somme des vitesses angulaires des tangentes T, et T^
Ré:mmé des^résultats précédents.
29. Les notions qui préeëdent suffisent pour que, dans le eas d'une fonction quelconque simple ou composée, '
on puisse déterminer la relation correspondante.
a^Vi -f- tjfV^ -H iVl -I- etc. = 0.
Elles suffisent également pour quc^ étant donnée la relation
(0 .y =» flc f{x),
on puisse en déduire la relation réciproque
m ^v = àf{x).
Soit V la vitesse actuelle du point mi sur sa trajectoire ;
x, y, les composantes de la vitesse v dans le plan XOY;
fjL le point de la surface A qui coïncide avec le point itij, k Tinstant que Ton considère;
Sx , Sy les sections que déterminent, dans la surface A , deux plans menés par le point ju , Tun parallèlement aux zx , Tautre parallèlement aux zy.
Cela posé, voici quelle est la signification précise et générale des symboles àx9 ày.
àx est la valeur affectée par & dans ^hypothèse oh le point m^ sortirait du lieu M suivant la section Sx , la vitesse x n'étant pas changée.
ây est la valeur affectée par à dans ^hypothèse où le point mt sortirait du lieu /u suivant la section S^, la vitesse if n'étant pas changée.
toutes les fois que l'inspection de la dérivée ^ (x) permet de reconnaitre la fonction primitive correspondante f (x).
Pour compléter cette dernière solution, nous allons montrer comment on peut, dans tous les cas, déduire de Féquation (i), sinon Féquation (â), du moins une représentation géométrique équivalente.
ç) (x) étant, par hypothèse, une fonction de la variable x entièrement connue, imaginons qu'elle représente l'ordonnée z d'une courbe rapportée à des axes coordonnés rectangulaires et ayant pour équation
Fig. 30,
Soit CE cette courbe; si Ton désigne par a Taire comprise entre
la courbe BE, l'axe des x et deux ordonnées, l'une fixe, l'autre mobile, on a généralement ^
cr = xz = x,f(x).
De là résulte en vertu de l'équa- X tion(i)
' Soit oam un triangle limité par deux droites fixes oa, àm et par une droite cm, mobile autour* du point o. (Voir la fig. 31, page suivante.)
U élanl la surface du triangle oam, h la perpendiculaire abaissée du poijit o sur la base am, et x cette base, on a généralement.
De là résulte, conformément à la règle 3 du numéro 5,
Représentons par mrn^ la vitesse à du point m et achevons le triangle tnm'm'^ dont les côtés mm", m'm'* sont respectivement dirigés, Tun perpen-
( ^32 ) et, conséquciuiueut ,
ày = àff.
Mais d'un autre côte , si les valeurs extrêmes attribuées à la variable sont X, x' et qu'on prenne op=x, op'=^x', on a, en désignant par mp, mp' les ordonnées correspondantes,
A<y = pmmp
Il vient donc au^si comme équivalent géométrique de Féqua-
tion (2)
Ay'= aire {pnim'p').
Fig. 31,
dicidairemeut, l'autre parallèlement à la droite om. Si noas tirons les droites om\ om'\ il est visible que les triangles omm\ omm'' sont équivalents, puisqu'ils ont même base om , et leurs sommets m', m" situés sur une même ^ droite parallèle à cette base. De là résulte en premier lieu la cooséqueooe suivante :
La vitesse U aycuit pour expression numérique le produit ^ , on peut la représenter indifféremment par taire de run ou Vautre des triangles omm', omm".
Prenons pour expression de la vitesse U Taire du triangle omm" et observons que, dans ce triangle, la base mm" est la vitesse de circulation communiquée au point m par la rotation de la droite om autour du point o.
Soit obn un second triangle limité comme le premier, avec cette seule différence (fue la droite am est remplacée par la droite bn : nn" étant la vitesse de cii*culaUon communiquée au point n par la rotation de la draiie om autour du point o, il est clair que la vitesse d'accroissement de Taire obn est représentée par le triangle onn"^ en même temps et de la même manière que la vitesse Ù est représentée par Taire omm".
Concluons qu'en désignant par <f Taire du quadrilatère amnb, oo a, pour expression de la vitesse (t, Taire du trapèze mm"n"n.
Ce résultat est indépendant des directions suivies par les points m et n à Torigine de leur déplacement simulUné. Il s'étend de lui-même au cas o<i les droites am, bn seraient remplacées \Kkv des courbes queloomfues situées
Soit
une fonction quelconque de la variable x. Nous savons qu'en dedans un même plan et passant, Tune par le point m, Tautre par le point n. Il est dooe tout à fait général , et Ton peut, en conséquence , le formuler comme il suit :
La différentielle de Faire engendrée par un segment de droite mobile dans un plan est égale au produit de ce segment par la vitesse de circulation de son point milieu.
Cet énoncé général comprend le cas particulier où la droite mobile se meut
I»ar translation. On peut d'ailleurs prendre ce cas à part et le traiter directement.
S<Ht z mie ordonnée mobile dans un plan et limitée par deux droites fixes
ab, cd. L'ordonnée z, représentée par mp, se ^' ' meut en restant perpendiculaire à la droite cd,
t Elle engendre ainsi Taire trapézoïdale ampc. Soit
l '"L^'f^ ' ^ ^^^^ ^^^ ^^ '* '"*® droite menée par le point m
parallèlement à cd.
L'ordonnée z croit ou décroît selon qu'elle se
^ meut de gauche à droite, ou de droite à gauche
*au sortir du lieu quelconque mp. Dans le premier cas, la vitesse â ne peut être inférieure à x.z : elle est donc égale ou supérieure à ce produit Supposons la représentée par {z-^ij) i : il en résulte évidemment que, dans le second cas, elle est exprimée en grandeur par {z — tj)é. Gela posé, imaginons qu'après avoir foit croître l'aire (t d'une quantité quelconque a «r, on la fasse décroître de cette même quantité, l'ordcnmée zethi vitesse è repassant en sens inverse par les mêmes valeurs. Vhypothèse admise implique cette conséquence absurde que les longueurs engendrées simultanément par deux points, respectivement animés, l'un d'une vitesse plus grande (z-^yi) x, l'autre d'une vitesse moins grande {z — ^) x, sont égales entre elles. Concluons qu'on a nécessairement m = o, et par suite,
0" =5 zx.
L'extension que cette formule comporle est d'ailleurs évidente.
signant par y, x les diiTërentiellcs correspondantes, on a gënëreleraent
Considérées en elles-mêmes, les grandeurs y, x ne diffèrent en rien des grandeurs ordinaires susceptibles d*étre soumises au calcul. On peut donc leur appliquer toutes les déductions qui précèdent et opérer sur elles, par voie de différëntiation, comme on la fait d'abord sur les grandeurs données y et x.
Les différentielles des grandeurs y, x, sont dites différentielleê du second ordre, par rapport aux grandeurs primitives y, x; on les distingue par un redoublement du point mis en surcharge on de la lettre d. Il vient ainsi
dy = y = d.dy, rfx = x = d.dx,
cl plus simplement
dy = y s= d*y, dx «= x «=& rf*x.
On déduit d'ailleurs de Téquation (2)
(^) y = xf(x) ■♦. x*./-».
f" (x) étant la dérivée de /"' (x) ou, ce qui revient au même, k dérivée seconde de /"(x).
Le même ordre d'idées, constamment poursuivi, conduit des difTércntielles du second ordre h celles du troisième^ de celles-cl aux différentielles du quatrième ordre, et ainsi de suite indéfini* ment. Les signes adoptés pour représenter ces différentielles successives résultent d'ailleurs de l'application toigours répétée des conventions premières. Il vient ainsi
dy = y t=s d.d^ == (Py, dx s=5 x es rf.rPx s« rf*x,
et généralement,
d"y = dd"'Uj, (/"x =e rf.c/^x.
( 15B ) On a en même temps, comme conséquence de réquation (5) ,
(4) . . . y = X f\x) + Zxx f'\x) + X» f"'(x) ,
et ainsi de suite indéfiniment.
51. Lorsque la variable x est indépendante et qu'on en dispose en la faisant croître ou décroître d'une manière uniforme^ on a
X = cons", et par suite
Il vient alors très-simplement
dx". f"{x).
et en général
= àr.f"(x)
De là résulte
nx) =
d-y dx"
le rapport des deux grandeurs d^y et dx^ étant précisément égal à la dérivée de Tordre n, /^(x).
Lorsque la variable x n'est pas uniformément croissante ou décroissante, l'équation (6) cesse d'être vraie pour toute valeur de n supérieure au nombre 1. Néanmoins on est convenu de considérer comme équivalentes les deux expressions f\x) et (^). En ce cas, il ne faut plus voir dans la dernière de ces expressions le quotient des deux grandeurs d*y et dx", mais seulement un symbole où ces deux grandeurs figurent à la fois , sans pouvoir se séparer l'une de l'autre, et qui, par suite de la convention adoptée, ne représente pas autre chose que la dérivée /'**(x).
Dti changement de la variable indépendante.
52. On suppose une formule établie dans Thypothèse où la variable Xj considérée comme indépendante, a été assujettie i croître ou à décroître uniformément. Les dérivées successives f\x)y /""(x), f'"{x) etc., entrant comme parties constituantes de la formule dont il s'agit, le problème à résoudre consiste à déterminer les expressions qu'il faut mettre à la place de ces dérivées pour transformer cette même formule et la rendre applicable au cas général où la variable x croît ou décroît d'une manière quelconque.
• Partons de Téquation
qui subsiste dans tous les cas. On en déduit par la difTérentîation
et de là résulte iniinédiateinenl
- . xy — yi dxd*y—dyd'x (2). . . /• (X) = —^— : — .
On a de même
^ ^ ' i x' dx dx* '
et ainsi de suite indéfiniment.
DE PLUSIEURS VARIABLES
NB. •— Au lieu de procéder comme il suit , il esl beaucoup plus simple de passer les n®» 33 , 34 , 35 et d'intercaler à leur place le n® 39.
i« Théorème des tangentes réciproques '.
35. Soit une surface A, un point de cette surface, P le plan tangent en ce points OZ la normale, OX, OY, OL trois droites menées par le point et situées dans le plan P. (Voir fig. 29, n^'âa, pagei29.)
Prenons les droites OX, OY, OZ pour axes coordonnés, et considérant les sections faites dans la surface A par les plans ZOX, ZOY, ZOL, désignons-les respectivement la i'"" par N^, la 2"*" par Ny, la 3°*« par N|.
Soient m^, m^, nti trois points qui partent en même temps du point et qui décrivent simultanément, le i""' la section N«, le 2"* la section Ny, le 3"** la section N/.
Le mouvement de ces trois points pouvant être quelconque, supposons-le réglé d'après les conditions suivantes :
i® Les vitesses des points m^, m^ ont même composante i suivant Taxe des x.
2^ Les vitesses des points m,, m^ ont même composante y suivant Taxe des y.
Concevons trois droites mobiles T. ,* Ty , T| assujetties à rester
^ On peut supprimer les numéros 33, 34 et 35, eu les remplaçant tous trois par le n» 39. La marche devient ainsi plus rapide et plus simple. Elle offre, en outre, Tavantage de ne point exiger d'autres ressources que celles qui s'empruntent à la géométrie plane.
parallèles au plan ZOX, et à toucher la surface A» la droite T. en nij,, la droite Ty en m^, la droite T| en nii.
(X étant l'angle qu'une droite quelconque T, tangente à la surface A et parallèle au plan ZOX, fait avec Taxe des x^ on a généralement
De là résulte, conformément aux déductions des n^ S7 et 28, (2) à = à^ -^ à^ *.
Appliquée au point 0, l'équation (S) exprime qu'à Torigine commune du déplacement simultané des trois points m^y m^, nii, la vitesse angulaire de la tangente Tj est égale à la somme des vitesses angulaires des tangentes T^ et T^. Il s*ensuit que la séparation des points m^, rrii s'effectue, au sortir du lieu 0, comme s'ils se mouvaient simultanément avec la vitesse commune x sur deux droites distinctes, et qu'en même temps ces deux droites, d'abord confondues en OX, s'écartassent l'une de l'autre avec la vitesse y et tournassent parallèlement au plan ZOX, l'une autour du point Mj, avec la vitesse «,9 Tautre autour du point nii avec la vitesse *, -♦- &y.
Désignons par U une droite assujettie à toucher en m, la surface A et à rester parallèle au plan ZOY.
De même qu'en se séparant du point le point m^ détennine la direction première de la tangente U, de même en a'éeartant l'un de Tautre au sortir du lieu 0, les points m,, nti déterminent la vitesse angulaire de celte même tangente, à Torigine de son déplacement. Il est évident que cette vitesse angulaire ne peut dépendre en aucune façon de la rotation à^ commune aux deux ' droites T, et T,. Concluons qu'elle résulte exclusivement du mou-
* Cette équation peut s'établir directement à pHori par un procédé analogue à celui dont nous avons foit usage pour démontrer la propriété fondamentale du plan tangent. II est plus simple de la déduire, comme on Ta Ilit an n" 28, du théorème général fondé sur celte même propriété.
vemetit relatif de ees deux droites y e*est^dire de la trândation y de la droite Tt et de la rotation à^ avec laquelle la droite T| s'écarte angulairement de la droite T^^.
Cela posé, coQsidérons une droite dirigée d'abord suivant OX,
et sortant de cette position par un double mouvement de translation et de rotaz
tion, la translation s'effectuant suivant
Taxe des y avec la vitesse y et la rotation autour du point m^ avec la vitesse à^, * Soit n un point de cette droite pris à la distance x du point et C Tangle anp que fait avec Taxe des y la direction suivie par le point n à l'origine du déplacement de la droite mobile. Les composantes de la vitesse du point n étant
rectangulaires et représentées respectivement l'une par an = y,
l'autre par ap =^ x à^, on a évidemment
(3) tang C = ar. -r-
Soit D la droite déterminée par cette direction. Lorsque le point n est considéré comme se déplaçant sur la droite OX par rapport au point 0, ou , ce qui revient au méme^ lorsque le point est considéré comme se déplaçant sur la droite OX par rapport au point n y la droite D tourne avec une vitesse angulaire 4 qu'il est facile de déterminer au moyen de l'équation (5). Il suffit pour cela d'opérer sur cette équation en y considérant les deux vitesses y et ây comme constantes et les grandeurs x et C comme variables. De là résulte, conformément à la règle (2) du n"" 2i ,
(4) C, =^ i, cos«C*.
* On peut parvenir à celte équation , soit comme ftous IMndiquons ici, soit directement et pap voie purement géométrique,
UO
Supposons qae le point n coïncide avec le point O et qu'il sorte de cette position en glissant suivant OX avec la vitesse i : Fangle tétant nul, l'équation (4) devient
(S) y^, = xi,.
Mais alors, de même que le point n se confond avec le point m, et la droite D avec la tangente U , de même aussi la vitesse angulaire àg est celle de cette même tangente à l'origine de son déplacement.
Prenons la droite OL {fig. 29) de manière qu'elle divise en deux parties égales Fangle XOY. Il vient en ce cas x s=^; et l'équation (5) donne en conséquence
Traduite en langage ordinaire, l'équation (6) exprime une propriété curieuse qui comporte de nombreuses applications et qu'on peut énoncer comme il suit :
Soit P un plan tangent en à une surface A; OX, OT les traces sur le plan P de deux sections normales N«, N,. Nous désignons sous le nom de tangentes réciproques deux tangentes conjuguées entre elles et respectivement assujetties. Tune à rester parallèle au plan de la section N;, tandis que son point de contact glisse sur la section Ny, l'autre à rester parallèle au plan de la section N, tandis que son point de contact glisse sur la section N^
Gela posé, voici l'énoncé dont il s'agit :
Lorsque deux tangentes réciproques sortent en même temps ei avec une égale vitesse des sections normales qui les déterminent, leurs rotations autotêr des directions qu'elles suivent respectivement sont égales et de signe contraire ^
* Lorsqu*un solide tourne autour d'un axe, on représente sa vitesse de rotaUon par une portion de Taxe égale en longueur à la grandeur de cette même vitesse. On tient compte du sens en fixant sur un point quelconque de Taxe Torigine de la longueur prise pour mesure de la vitesse et portant cette longueur du c6té où la rotation s'effectue de gauche à droite pour un observateur placé le long de Taxe, les pieds à t origine.
On observera que Pégalité des vitesses angulaires i,, C^ implique relie des
54. Le théorème que uous venons d'énoncer peut s'établir à priwi de plusieurs façons différentes. Bornons-nous à en donner ici une seconde démonstration *.
Sans rien changer à ce qui précède , supposons Taxe OX déterminé de manière à coïncider avec la caractéristique du plan P, cette caractéristique étant prise dans Thypothèse où le plan P se déplace en touchant la surface A le long de la section N, **. A Torigine de son déplacement, la tangente Ty est animée de deux mouvements simultanés, l'un de translation s'effectuant avec la vitesse jr, l'autre de rotation autour de la caractéristique OX. Ces deux mouvements n'altérant en rien la direction de la tangente Ty, il s'ensuit que Ton a nécessairement
De là résulte la conséquence suivante :
La séparation des points m^, m^ s'effectue, au sortir du lieu 0, comme s'ils se mouvaient simultanément, avec la vitesse commune X sur deux droites distinctes , et qu'en même temps ces deux droites, d'abord confondues en OX, s'écartassent Tune de l'autre avec la vitesse y et tournassent parallèlement au plan ZOX , Tune autour du point m^, l'autre autour du point m^, toutes deux d'ailleurs avec une seule et même vitesse ô^^.
rotations introduites au lieu de ces vitesses dans renoncé donné comme traduction de réquation (6). Pour le voir, il suffit de faire les remarques suivantes :
1° La vitesse ày résulte d'une rotation autour d'un axe perpendiculaire au plan ZOX. Elle équivaut, en ce qui concerne la tangente ty, à la rotation dy : sio XOY autour de Taxe OY ;
2o La vitesse Ce résulte d'une rotation autour d'un axe perpendiculaire au l>lan ZOY. Elle équivaut, en ce qui concerne la tangente U, à la rotation Ce ' sin XOY autour de l'axe OX.
Il est clair, en effet, que l'égalité des vitesses angulaires à^ et À implique celle des rotations équivalentes à, : sin XOY , d ^ sin XOY.
* Nous renvoyons aux applications géométriques pour d'autres démonstrations , moins directes peut-être, mais plus rapides et plus simples.
*' On sait que ce déplacement commence par rotation autour d'une droite passant par le point et située dans le plan P. C'est cette droite qu'on désigne sous le nom de caractéristique.
Lldentité, qui s'établit ainsi de part et d'autre, montre évidemment qu'à l'origine du déplacement de la tangente U, la vitesse angulaire de cette tangente est égale à zéro. On a donc, comme cooséquence de l'équation (i):
Plaçons -nous dans l'hypothèse où le plan P se déplace en touchant la surface A le long de la section N^, et cherchons ce que devient alors sa caractéristique. Pour reconnaître qu'elle coïncide avec Taxe OY, il suffit d'observer qu'en ce cas l'équation (2) subsiste nécessairement, tandis que pour toute autre position cette même équation deviendrait impossible K Concluons que l'équation (i) subsistant comme conséquence de l'équation (1), il y a de part et d'autre réciprocité complète, c'est-à-dire que si, d'une part, l'axe OX est la caractéristique du plan P pour un déplacement du point de contact dirigé suivant l'axe OY, réciproquement Taxe OY Q«t la caractéristique du plan P pour un déplacement du point de contact dirigé suivant l'axe OX. Liées entre elles d'après ces eondîtions les deux caractéristiques OX, OY prennent le nom de caractéristiques conjuguées.
Cela posé, considérons les tangentes réciproques déterminées par les sections normales N^, Nt fig. 34. L'une est parallèle au plan N| et son point de contact glisse suivant N^. L'autre est parallèle au plan N^ et son point de contact glisse suivant N^.
S'agit-il d'abord de la première? à l'origine de son déplacement , elle a même mouvement angulaire que l'intersection du plan N| avec le plan P supposé mobile le long de la section N. et tournant, en conséquence, autour de la caractéristique oY.
Soit nij, le point de contact supposé mobile suivant la section N« et V la vitesse de ce point au sortir du lieu o. Si nous représentons par w la rotation de la directrice du point m, pour une
* Si la caractérislique du plan P n'était point dirigée suivant Taxe OY, la rotation qui commence autour de cette caractéristique équivaudrait à deux rotations simultanées, Tune autour de Taxe OY, Tautre autour d'une perpendiculaire à cet axe. La conséquence éYidente est que réqnatipn (2) ne terait pas. ^
vitesse de ce point égale à Tunilé, il s'ensuit que la rotation correspondante à la vitesse v a pour expression le produi t v. w.
Elevons en o une perpendiculaire à la droite oX , et sur cette perpendiculaire, située dans le plan P, prenons la longueur oa égale au produit v. w.
Si par le point a nous menons une parallèle koX, il' est visible que la longueur ob, interceptée sur oY par cette parallèle, représente la rotation du plan P autour de la caractéristique oY. Par le point 6 menons une parallèle à oL et désignons par e le point où cette parallèle vient couper Taxe oX. Le segment oe représente la rotation de la première tangente réciproque autour de la direction suivie par son point de contact.
S'agit-il, en second lieu, de la tangente réciproque qui reste parallèle au plan N» et dont le point de contact glisse suivant N^? En désignant par à la vitesse angulaire qui anime cette droite à Torigine de son déplacement, on a, conformément aux déductions des numéros 27 et 28 ,
ûi
D'un autre coté, nous venons de voir que la vitesse angulaire ây se réduit ici à zéro. On a donc simplement
eigm
Par le point c, où le prolongement de la droite ba vient couper la droite oL, menons la droite en parallèle à Taxe oY, et désignons par n le point d'intersection de cette parallèle avec Taxe oX.
Si le point de contact supposé mobile sur N^ sortait du lieu o avec la vitesse oc, la rotation â^ autour de l'axe oa serait représentée par le produit on. w. 11 s'ensuit que, pour une vitesse de
ec point prise égale à v, comme dans le premier cas, il vient immédiatement
on
à =z d, =i on, w — = — • oa^
oc oc
un
Prenons sur oa la longueur oa'j égale ii—^oa, et achevons le triangle oa!c\ semUable au triangle oac.
La rotation oa' se décompose en deux autres , Tune oc' ayant pour axe la direction suivie , Tautre représentée par c'a\ et ayant pour axe la droite oX. Celle-ci n'influe en rien sur la vitesse angulaire h, : on peut donc en faire abstraction et considérer exclusivement la rotation composante oc\ On a d'ailleurs
, oc on oc , •
oc = ott . — = oa» — • — =s on =5 6c = oc.
oa oc oa
On voit ainsi que les deux rotations considérées sont égales et de sens contraire^ conformément à l'énoncé du numéro précédent '.
* Montrons, par anticipation, un exemple des ressources qu'offre notre méthode pour résoudre les questions de géométrie transcendante.
Reprenons les données du n? 33, en supposant, comme au n° 34, que les droites oX , oY soient deux caractéristiques conjuguées.
La droite T<, entraînée par le point m^, tourne autour de Taxe oY avec une vitesse facile à déterminer, en se reportant aux déductions du n« 34, et représentée comme il suit
Fig. 3$.
R sin il
R étant , pour le point o , le rayon de courbure de la section N, et y Tangle que fout entre elles les deux caractéristiques oX, oY.
Substituons les x aux y et réciproquemeut.
La droite T| est remplacée par une droite Ui tangente en m/ à la surface A et parallèle au plan Ny. Il s'ensuit d'ailleurs que la droite l-i
2^ Des dérivées successives d'une fonction de plusieurs variables.
35. Soit f(x, y) une fonction à deux variables; x^^ y^ deux valeurs quelconques déterminées de ces variables ; a, 6 les valeurs
tourne autour de Taxe oX avec une vitesse représentée par
R' sin ^ '
R' étant, pour le point o, le rayon de courbure de la section Ny. Prenons, à partir du point o sur les droites oX, oY, deux longueurs op, oq
Tune op égale au quotient ^r^. — , l'autre oq égale au quotient j> f •
Si nous achevons le parallélogramme optq, la diagonale ot représente en direction , sens et grandeur la rotation du plan P supposé mobile avec le point mi et tangent en ce point à la surface Â.
Désignons par y, y' les angles que la direction oL fait avec les axes oX, oY. Les perpendiculaires abaissées sur OL des points p ti q sont représentées respectivement , la première par
y sin Y
pp' = op siu y = ^7"^^ — ; '^^ '^ R' sm If
la deuxième par
i; sin y'
qq' = oq sin y' = rr-—.
^^ ^ . R sm ly
On voit d'ailleurs aisément que la vitesse angulaire de la directrice du point mi sur la ligue ISi est représentée par la sonuue de ces deux perpen^ diculaires.
Soit p (pour le point o) le rayon de courbure de la section N^; t? =:oc la vitesse du point m^, au sortir du lieu o (fig. 54); to Ja vitesse angulaire de la directrice du point mj. On a d'abord
1 w i fif siii y 05 sin y' \
' ' p V oc \W sin if R sin jy / '
et, en même temps (voirflg. 34, page 143)
À- sin ly y sin uf
(2) oc ^ —. ;- = —,
^ ' sm y' sm y
De là résulte,' eu substituant,
sin* jf sin* y' sin* y
L'équation (3) est l'équation polaire d'une ellipse ayant son centre en o et
correspondantes des dérivées partielles /L'{x, y), f^ (x, y). Nous avons, par hypothèse,
Posons (i) ^ = f{x, y) — aar — 6y,
et considérons la surface A, représentée par l'équation (I), dans un système quelconque où l'axe des z soit perpendiculaire à ceux des X et des y.
m étant un point pris, comme on veut, sur la surface A, soient P et Q les deux sections planes qui se coupent en m et qui sont respectivement parallèles. Tune P au plan des zx^Fautre Q au plan des zy. Si Ton désigne par a Tangle qu'une tangente à une section quelconque parallèle au plan des zx fait avec Taxe des x, on a généralement
(2) tg. a = /•;(x, y) — a.
De là résulte pour la vitesse angulaire dy avec laquelle cette tangente tourne, lorsque son point de contact est en m sur la section P et qu'il se déplace suivant la section Q,
(3) àg=yriy{x,y).cos*a\
Soit € Tangle qu'une tangente à une section plane parallèle au plan des zy fait avec Taxe des y^ on a, de même,
(4) tg. ?=/-;(x,t,)- b,
pour rayon vecteur v = [/p. La considéralion de cette ellipse, coiuiae sous le nom (ï indicatrice, et dont les droites oX, oY sont des diamètres coiyagués, montre qu'en général, les caractéristic[ues conjuguées se coofoodoit avec ces diamètres, et que les rayons de courbure des secUons nonnales soot rc|>résenlés par les carrés des rayons vecteurs correspondants. Noos revie»drons plus loin sur ces détails quMl suffit ici d'indiquer.
' On voit aisément comment les éciuations (2) , (3), (4), (3) se déduisent de (m; ({ui précède et, aussi, comment on peut les établir directement par voie géométrique.
et^ désignant par ^ la vitesse angulaire avec laquelle tourne cette tangente lorsque son point de contact est en m sur la section Q et qu'il se déplace suivant la section P :
(S) ^ = ^- Ty.» (^^ y )• cos* ^•
Supposons le point m déterminé par les valeurs
a: = X|, y = Vi
les équations (2) et (4) donnent
tg. a = 0, tg. G = 0,
Il en résulte que le plan , mené par le point m parallèlement au plan des xy^ touche en ce point la surface A, et, par suite ^ que l'équation (5) du n"" 33 devenant applicable, on a nécessairement
Mais, d'un autre côté, les équations (5) et (5) donnent en même temps
Il vient donc en substituant, supprimant le facteur commun x.y et remplaçant par a;, i/ les valeurs quelconques déterminées
f'iy[^yy) = f'y.xi^^yy- ' L'équation fondamentale
rx,y(a?, y)=^ ry,z(X, y),
peut s'établir à priori de la manière suivante : On a, conformément à la règle du n<> 8,
et remplaçant y par y -t- a y.
(2) . . lim '-^ ■ — = f *{x, y-t- Ay).
On déduit de là, en soustrayant membre à membre Téquation (1) de Té-
On voit ainsi que, dans le cas de deux dérivations laites successivement par rapport h deux variables, le résultat définitif est indépendant de Tordre suivi dans ces dérivations. Cette conséquence s'étend d'elle-même h un nombre quelconque de dérivations successives faites sur une même fonction de n variables. De là, le principe général énoncé comme il suit :
Quel que soit r ordre dans lequel on effectue plusieurs dérivations successives , si l'ordre seul change et que toutes choses SOIENT ÉGALES d' AILLEURS , le résultat définitif reste toujours le même.
qualion (2) et divisant par ^y
. f( x-k-^œ, y'^^y) — f{x,y-^^y) — f(X'\-x^, y)'^f(x,y ) lim — ■ ■
Gela posé, puisque, par hypothèse, les quautités ùkX et ày convergent eu même temps vers zéro, l'équation (3) devient
(4) lim A'g-H^^>y-^At/)-A^>y-^Ay)-Aa?-4-Ad?,y)-t-/'(a?,y) __^„ ^^^^^
AJ7. Aî/ ''*
Le premier membre de réqualion (4) resterait évidemment le même, si l'on répétait les opérations précédentes en opérant sur y, comme on Ta fait sur X et réciproquement.
De là résulte immédiatement :
(3) f:,y(J!.y)=flJ^'y)- C.Q.F.D.
Partant de ce résultat et procédant directement sur la surface représentée par récpiation
on a d'abord comme au n«> 33,
^y=' ii f'iyi^> y)- c^s* '^, 4 = i^ï, X i^> y) <î^s* ^'
et ensuite, eu égard à l'équation (5), de la présente note
yCt x.ay
cos' b cos* a
De là se déduit, comme conséquence immédiate, le théorème des tangentes réciproques établi ci-dessus n^ 33.
Les conventions adoptées pour représenter les dérivées successives et partielles d'une fonction à plusieurs variables , sont les suivantes :
Soit
une fonction des variables x, y, w, etc. On écrit
et, généralement,
fl,_,..,(x,y,n....) = [a^aydu....} '
le nombre des dérivations étant toujours marqué par Findice supérieur, et leur ordre successif, ainsi que les variables auxquelles elles se rapportent, par les signes inférieurs.
3** Des différentielles totales et partielles de tous les ordres.
56. Soient n variables liées entre elles par p relations : la différence n — p exprime le nombre des variables dont on peut disposer arbitrairement, soit en les faisant croître ou décroître avec uniformité , soit en établissant entre elles des relations quelconques exprimées ou sous-en tendues. Les variables dont on dispose, et qu'on assujettit à croître ou décroître d'une manière uniforme , sont dites indépendantes; leurs différentielles du premier ordre sont des constantes, et, par suite, leurs différentielles des ordres supérieurs sont toutes égales à zéro.
Dans tous les cas, lors même qu'il y aurait autant d'équations simultanées que de variables moins une, on peut toujours introduire par la pensée une nouvelle \\iv\d\At , prise pour variable indépendante y et, afin que toutes les autres en deviennent fonction, concevoir au besoin line ou plusieurs relations arbitraires, que l'on ne détermine point aussi longtemps qu'on le juge convenable, et dont pourtant ilest toujours permis de disposer. Ce
simple artifice est souvent d'un grand secours , soit pour faciliter les déductions , soit pour les éclairer davantage.
En se reportant au n** 27, il est aisé de voir que la di£FérentieIle d'une fonction à plusieurs variables est la somme des diflférentielles que Ton obtient en opérant tour à tour sur chaque variable, comme si elle variait seule, tandis que toutes les autres sont supposées constantes. Chacune des dl£férentielles que Ton obtient successivement est dite différentielle partielle : leur somme est la différentielle totale de la fonction considérée.
Gela posé, montrons, par un exemple, comment on procède en général.
Soit une fonction à deux variables,
On a d'abord (1) . . i«ix •+- iy = x/;'(x,y) + y^/(a:,y), ou , ce qui revient au même, sous une autre forme,
Il vient, en second lieu ,
( + xf^(x,y) + yf'y{Xyy), ou, ce qui revient au même, la forme seule étant changée,
dy.
' 11 importe de ne point perdre de vue que les expressions fractionnaires
idxdy] * sont de purs symboles et non pas des quotients,
Et ainsi de suite^ indéfiniment, les résultats obtenus pouvant s -appliquer à tous les cas possibles.
S'agit'il d'une fonction implicite
f(Xy y) = cons**.
Pour passer du cas général à celui dont il s'agit actuellement, il suffit dé poser
z «SB cons**,
et, par suite, de réduire à zéro les di£férentielles successives dz, éPzj (Pz, etc.
Considérons en particulier le cas où les variables x, y étant indépendantes , on les assujettit à croître ou à décroître uniformément. Il vient alors
(5) . . . x = dx==eons*% y = dy = cons*%
et, par conséquent, pour toute valeur de n supérieure à Funité,
Les fprmules (1), (3), etc., deviennent, en conséquence,
i == ijp -♦- iy
Les formules équivalentes (2), (4), etc., deviennent en même
* Le symbole Zx,y exprime le résultat de deux différentiations opérées successivement, la première en considérant y comme constant, la seconde en considérant comme constantes les deux quantités œ et x.
temps ,
On observera que l'hypothèse où nous venons de nous placer est restrictive. Ainsi, par exemple, s'il s^agit d'une surface ayant pour équation
par cela seul qu'on suppose les deux vitesses x et y constantes, il en résulte que le rapport des accroissements simultanés àx et Ay est lui-même constant, et, par suite, que la variable y devient une fonction linéaire de la variable x, La conséquence est que les valeurs, exprimées ci-dessus pour les différentielles des ordres supérieurs, s'appliquent exclusivement aux sections planes faites dans la surface parallèlement à l'axe des z.
Il est visible que les déductions précédentes s'étendent d'ellesmêmes à un nombre quelconque de variables liées entre elles par une ou plusieurs équations. 11 s'ensuit qu'on peut dès à présent effeotuer la différentiation d'une fonction quelconque, et c'est, dans la simple application des règles exposées ci-dessus que se résout tout entier le calcul différentiel proprement dit.
ET SIMPLIFICATIONS
57. Résumons les règles du calcul différentiel, et comme l'exposé de ces règles n'exige point tous les développements donnés précédemment, montrons les simplifications qu'il comporte.
Partant des principes établis n**' 5, 4, 5 et 6, on peut démontrer immédiatement les propositions des n"" 26, 27, 28, 55 et 55, résumées conmie il suit :
i'* La différentielle d'une fonction de fonction s'obtient en prenant la dérivée de la fonction principale par rapport à la fonction secondaire considérée comme simple variable et en multi" pliant cette dérivée par la différentielle de la fonction secondaire.
2* La différentielle d'une fonction composée ou complexe est la somme des différentielles qu'on obtient en distinguant dans la fonction ses éléments variables , et en opérant tour à tour pour chaque élément distinct, comme s'il restait seul variable , tandis que tous les autres sont supposés constants.
5* Quel que soit l'ordre dans lequel on effectue plusieurs dérivations successives^ si l'ordre seul change, et que toutes choses soient égales, d'ailleurs, le résultat définitif reste toujours le fnéme.
Cela fait, on est en mesure de résoudre, en général ^ toutes les questions relatives à la différentiation simple ou répétée d'une fonction quelconque à une ou plusieurs variables.
S'agit-il ensuite d'applications particulières? Pour les rendre aussi faciles que les opérations les plus simples de l'algèbre, une seule chose reste à déterminer : ce sont les différentielles qui correspondent à chacune dos fonctions élémentaires.
On a TU comment la marche à suivre, pour la diffërentiatioii des fonctions élémentaires, peut être à la fois très-simple et trè»rapide , sans cesser néanmoins d*étre purement géométrique. La même observation s'applique, en général, à tous les théorèmes dont nous avons donné la démonstration et sur lesquels nous nous sommes appuyé pour établir les règles dont on a besoin. Parmi ces théorèmes, il en est deux moins simples que les autres : Tun a pour objet la différentiation des fonctions composées; l'autre est relatif à Tidentité des résultats fournis par plusieurs dérivations suc4!essives dont Tordre seul a été changé. Lorsqu'on veut, amsi que nous Pavons fait, suivre ici la voie purement géométrique, fl faut d^abord établir la propriété caractéristique du plan tangent i une surface et celle des tangentes réciproques : c'est ensuite, en se fondant sur ces propriétés que l'on en déduit les deux théorèmes rappelés ci-dessus. 11 n'échappera point au lecteur que ces deux théorèmes peuvent, comme nous l'avons montré % se déduire en quelques lignes du procédé général fourni par la méthode des limites et exposé géométriquement dans le n^ 8. Ici donc, s'il y a en apparence quelque complication , il suffit pour la faire disparaître, d'emprunter le secours de la méthode des limites. Dès lors tout devient extrêmement simple, et c'est, sans la moindre difficulté, que Ton parvient directement aux deux équations fondamentales
(I) z ^= z» -*- Zy
(2) /"i.yC^?, y) •==/';,«{«, y).
Veut-on, d'ailleurs, établir, comme conséquence immédiate, h propriété caractéristique du plan tangent et celle des tangentes conjuguées? Il ne reste plus qu'à considérer la surface représentée par l'équation
(5) z = f(xy y)y
' Voir les notes des n°" 27 et 33.
et à donner, pour cette surface, l'interprétation géométrique des équations (4 ) et (2).
Nous avons déjà fait voir ^ comment Téquation (i) a pour traduction géométrique l'énoncé suivant :
Le plan tangent en un point d'une surface contient, en général, les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface et passant par ce point.
Montrons ici comment l'équation (2) peut aussi se traduire géométriquement.
Soit A la surface représentée par l'équation
Par hypothèse, la surface A est rapportée à trois axes choisis comme on veut, sous la condition que Taxe des z soit perpendiculaire à chacun des deux autres.
m étant un point quelconque de la surface A, soient s», Sy les deux sections faites en ce point, la première par un plan parallèle aux zxy la deuxième par un plan parallèle aux zy.
Désignons par a l'angle que fait, avec l'axe des x, la droite T, assujettie à toucher en m la section Sg. On a généralement
0) tg« = /;'{x, y),
X, y étant les coordonnées du point m.
De là résulte, pour le cas où le point m sort du lieu qu'il occupe en glissant sur la section Sy %
(2). .... « «= y Ay (a;, y). cos« «,
et, dans cette formule, à exprime la vitesse de rotation avec laquelle la tangente T^^ s'écarte angulairement de sa direction primitive.
•* Voir la note du n«» 27.
* Lorsqu'on différentie dans cette hypothèse, on doit considérer la variable ce .comme constante,
Soit C l'angle que fait avec Taxe des j^ la droite U, assujettie.! toucher en m la section Sy. En désignant par S la vitesse de rotation avec laquelle la tangente Uy s'écarte angulairement de sa direction primitive , lorsque le point m sort du lieu qu'il occupe en glissant sur la section S;^^ on a comme tout h l'heure
(3) é = xfl„(x, y). cos*6:
Supposons que le plan, qui touche en m la surface A, soit parallèle au plan des xy et que les vitesses x, y soient égales. Les angles a y ^s'annulant tous les deux, les sections «^^ ^y deviennent des sections normales, et Ton voit aisément que Fégalité des dérivées secondes f'x,y(Xj y), fy^^ (^y y) implique comme conséquence immédiate la relation très-simple
Gela posé, si Ton désigne sous le nom de tangentes réciproqtin les tangentes T„ Uy, qui se déterminent Tune par l'autre d'après les conditions mentionnées plus haut, on a renoncé suivant :
Lorsque deux tangentes réciproques sortent en même îenipSj it avec une égale vitesse, des sections normales qui les déterminent , leurs rotations autour des directions qu'elles suivent respectivement sont égales et de signe contraire *.
38. Veut-on procéder plus simplement encore? Veut-on établir toutes les règles de la différentiation, sans recourir à la méthode des limites, et sans emprunter d'autre secours que celui de la géométrie plane? Voici comment la marche à suivre peut devenir en même temps la plus prompte et la plus facile.
Établissons d'abord la règle générale, qui comprend toutes les autres.
Soit z une fonction composée ou complexe, dépendant k la fuis
* Voir au besoin la note du n<> 33, pour les éclaircissenieiits que cet énoncé suncînci peut laisser à désirer.
(i37 ) de deux variables x^ y et représentée par
Il s'agit de déterminer la différentielle i pour le cas général où les deux grandeurs x, y varient simultanément, lune avec la vitesse x, l'autre avec la vitesse y>
Désignons par i,et par fj (x, y) la différentielle et la dérivée qu'on obtient en opérant sur Téquation (1] dans Thypothèse y s= constante. De là résulte
(2) z^ = X fj(x,y).
On a de même, en désignant par i^ et par /y' (x, y ) la différentielle et la dérivée prises dans Thypothèse x == constante,
(3). ...... i, = y fy{x,y).
Soient OX, OZ deux axes coordonnés. L'équation (I) étant rapportée à ces axes, chaque valeur attribuée à y peut se combiner avec l'ensemble des valeurs admissibles pour x. En opérant ainsi , on obtient, pour chaque valeur de la variable y, une ligne s complètement déflnie de forme et de position.
'. «^ Soit ce' une détermination particulière
affectée par la ligne s et correspondante à ^ ' à une valeur quelconque déterminée de la variable y.
Représentons-nous la ligne s à Tinstant ^ précis où la variation continue de la gran- ^ deur y la fait' sortir du lieu ce' *. Chacun
La démoDstration développée dans le texte peut être remplacée par les cousidcrations suivantes, très-directes et très-simples.
Soit une ligne s assujettie à rester dans un plan P et à s'y déplacer en changeant déforme.
m' étant un point supposé fixe sur la lignes, désignons par D la tangente en ce point, et par w le lieu qu'il occupe dans le plan P, à Tinstant que l'on considère. Le point m' sortant , par hyiwthèse , du lieu n , on peut choisir arbi-
des points de la ligne $ peut être considéré comme sortant du lira qu'il occupe sur ce' en glissant le long de l'ordonnée correspondante, et puisque, dans ce glissement, le point quelconque àéVU' miné par l'abscisse x conserve cette même abscisse, il s'ensuit qae la vitesse de ce point a pour expression générale^
W ^y = y fvi^^y)'
Gela posé, deux cas sont possibles, selon que la dérivée partielle
trairement * la direction suivant laquelle il est censé sortir de ce lieu , et déte^ miner, en conséquence , sa vitesse actuelle. Soit v' cette vitesse et c/ la vitesse angulaire simultanée avec laquelle la droite D tourne autour du point m'.
Il est visible, que, abstraction faite du changement de forme qu^elle subit, b ligne s peut être considérée comme participant tout entière au mouvement de la droite D, c'est-à-dire comme tournant autour du point m' avec la vitesse»' et comme glissant dans le plan P avec la vitesse t/ rendue commune à tous ses points. Gela posé, s'il y a changement de forme, il ne peut plus résulter que d'un déplacement subi par les différents points de la ligne s par rapport à la droite D , cette droite étant regardée comme fixe et la ligne s comme assujettie à lui rester tangente au point m\
Soit m un point mobile assujetti à décrire la ligne s avec la vitesse o, et sortant ainsi du lieu n en même temps que le point m\ Désignons par u la vitesse totale qui anime le point m dans le plan P, au sortir du lieu n.
D'après ce qui précède, «7 est évident que la vitesse u résulte des deux corn' posantes v, V, de la même manière que si la ligne s persistait dans la forme qu'elle affecte à Vinstant considéré.
S'agit-il maintenant de la directrice du point m sur la ligne s? Il est clair que, sans altérer en rien le mouvement angulaire de cette directrice, on peut IXHk' jours restreindre à la partie située en avant du point m le changement de
* Lorsqu^on se donne une détermination particulière de la ligne s et an point qndconque m' supposé fixe sur cette ligne , toute droite fixe , qui est menée par le lien actuel de ce point et que la ligne t ne cesse pas de rencontrer an sortir du lieu qu'elle occupe, peut être considérée comme fixant, par rapport au point tn', la direction qn'il suit en se déplaçant avec la ligne s , à l'origine du changement qu'elle aobit. Si la ligne s ne changeait pas de forme , le choix de cette droite ne cesserait point pour eda de rester arbitraire. Il s'ensuivrait seulement que pour toute direction choisie en dehors de celle qui correspondrait à rinrariabilité de forme , la ligne s devrait 4lre conlidérée comme changeant en même temps de forme et de posiUon. Cetto dreoosUaet ne modifie en rien lea dédoetions suivantes.
ff (x,y)ne dépend pas de la variable x, ou qu'au contraire, elle ea est dépendante.
Considérons d'abord le premier cas, celui où la dérivée fy (x, y) ne dépend pas de la variable x. En ce cas, une même vitesse pa-< rallèle à FaxeOZ anime, en même temps, tous les points de la ligne s. La conséquence évidente est que cette ligne sort du lieu cd comme si elle était de forme invariable et qu'elle se mût par translation avec la vitesse iy parallèle k Taxe OZ.
Soit m un point mobile sur la ligne s et déterminé en position
forme subi par la ligne a. On sait, d'ailleurs, que dans la deseription d*une ligne par un point , la vitesse angulaire de la directrice dépend de la courbure de la ligne au lieu occupé par le point décrivant, et non pas delà rapidité plus ou moins grande avec laquelle cette courbure varie dans le passage d'un lieu à un autre. De là résultent immédiatement les déductions suivantes :
1<> La forme affectée par la ligne s en deçà du point m' peut être regardée comme invariable à partir de Tinstant où le point m sort du lieu n,
2* Si, plus tard, il y a changement de forme pour la partie de la ligne s située au delà du point m\ ce changement n'a d'autre effet que de modifier la rapidité plus ou moins grande avec laquelle la courbure varie sur la ligne s à partir du point m',
30 Lorsque le point m sort du Heu n, la directrice de ce point sur la ligne s tourne, par rapport à la droite D, avec la même vitesse que si la ligne s persistait dans sa forme actuelle.
A^ En désignant cette vitesse par «0, la vitesse totale èL avec laquelle la directrice du point m sur la ligne s tourne dans le plan P, au sortir du lieu n , est égale à la somme lo -4- cd' = ix.
Les résultats qui précèdent se résument en un théorème susceptible d'être énoncé coumie il suit :
Loraqv^une ligne de forme incessamment variable est décrite par un point mobile, Vétat de mouvement de ce point et celui de sa directrice sont les mêmes que si la ligne persistait dans la forme qu'elle affecte à rinstant que Von considère, rien, bailleurs, n'étant changé ni dans la vitesse du lieu occupé sur la ligne par le point décrivant, ni dans la vitesse angulaire de la tangente en ce lieu.
La partie de cette démonstration qui se rapporte à la détermination de la vitesse totale u suffit pour qu'on puisse en déduire immédiatement la relation générale i^ssiZg -f- iy, et , comme conséquence de cette relation , l'égalité finale A = «' -h to, (Voir au besoin le texte du n» 38 et la première note du n® 39.)
par les valeurs attribuées eu même temps, Tune à la variable]^, l'autre à la variable x. Supposons d'abord le point m placé en h sur la ligne cc\ Lorsque les grandeurs x, y varient simultanément, la ligne s sort du lieu ce' en se déplaçant par translatioD avec la vitesse iy commune à tous ses points. 11 suit de là qu'elle communique au point m cette même vitesse. D'un autre côté, le point m glisse sur la ligne $ comme si elle était invariable et fixe, c'est-à-dire comme si la grandeur y demeurait constante* De là résulte pour le point m une vitesse propre, dirigée suivant la tangente en n à la ligne ce' et ayant pour composante parallèle à l'axe OZ la vitesse i,. Cette composante s'ajoute à la vitesse z^, de manière à former la vitesse totale i : on a donc, en conséquence ,
(5). . . . i == i, + iy = à- /;' (x, y) -h y fy (x, y).
Considérons, en second lieu, le cas où la dérivée^' (x, y) dépend de la variable x, et désignons par m! le point de la ligne s qui sort du lieu n en glissant sur l'ordonnée pn. En ce cas, la vitesse i, est variable avec x pour les différents points de la ligne cc\ Rien, d'ailleurs, n'est changé ni dans la vitesse i, avec laquelle le point m' glisse sur l'ordonnée pn au sortir du lieu Uy ni dans la vitesse z^ avec laquelle le point m s'écarte en même temps du point m'. La seule modification consiste en ce que la directrice du point m sur la ligne 5, au lieu de tourner, comme dans le premier cas, avec la vitesse qui correspond à la courbure affectée en n par la ligne cc'^ tourne avec cette même vitesse accrue ou diminuée d'une certaine quantité *. Or, ici , il n'importe en rien que cette directrice tourne plus ou moins vite : cela n'altère ni sa direction première,
* On peut se représenter la ligne cc^ comme glissant, sans changer de forme, avec la vitesse du point m' sur Tordonnée pn, et comme toomant en même temps autour de ce point de manière à ramener le point m sur sa trajectoire. Cette rotation devant être prise à Tinstant précis oh le point m sort du lieu n et se confond, en conséquence, avec le point m', il est visible qa*elle n'altère, ni en direction , ni en grandeur, la vitesse actuelle du point m sur la ligne cc\
ni la vitesse qui anime le point m suivant cette même direction. On a donc, comme dans le premier cas,
(6). ; . . i =i= i, -*-. iy = ir /*/ (x, y) -4- y fy' {x, y) \
* Étant données trois droites parallèles et non situées dans un même plan , prenons ces droites pour lieux des points qui décrivent les longueurs substitnées comme équivalents numériques aux grandeurs x, y, z. Soient a, 5, c, trois positicms simultanées des points décrivants et P le plan qu'elles déterminent. Par hypothèse, le point a correspond à la grandeur œ, le point b à grandeur y, le point c à la grandeur z. Sur la droite ca déterminons le point /•par la condition -^ = ^'(a?, y) et tirons la droite hf. Il est visible qu'une rotation établie autour de hf de manière à communiquer au point a la vitesse X communique en même temps au point t la vitesse
i, = l^x = x. fx{or,y).
af
Fig. 37.
Sur la droite cb déterminons le point g par la condition ^ = fy' {x, y)
et tirons la droite ag. Il est visible qu'une rotation établie autour de ag de manière à communiquer au point b la vitesse y, communique en même tem))s au point c la vitesse
go
Soit t le point d'intersection des deux droites bf, ag. Les rotations établies autour de ces droites se composent en une rotation unique établie autour d^uné droite passant par le point t et communiquant au point c la vitesse totale
js = a, -f- a.
xU{oo,y)-\-yfy'(x,y).
De là résulte, eu égard à l'équation (6) du n<> 38, la conclusion suivante :
li existe un point i complètement déterminé par rapport aux points a , b, c, par les valeurs respectives des dérivées partielles fx' (x, y), fy' (x, y). La dépendance établie entre les vitesses simultanées x, y, z, par l'équation
Pour étendre la règle exprimée par TéqualioD (6) aux fonctions qui comprennent un nombre quelconque de variables, il suifit de réduire ce nombre à deux au moyen des relations qui subsistent entre les variables données ou qu'on peut établir entre elles arbitrairement. De là résulte la règle générale énoncée comme il suit :
La différentielte d'une fonction composée ou complexe est la somme des différentielles qu'on obtient en distinguant dans la fonction ses éléments variables, et en opérant successivement pour chaque élément distinct comme s'il était seul variable, tandis que tous les autres sont supposés constants.
Sans rien changer à ce qui précède, nommons
D la tangente en m' à la ligne s,
a. l'angle de la droite D avec l'axe OX *,
z =s f (x, y), consiste essentiellement en ce que la caractéristique du plan P est assujettie à passer par le point i.
Soit h le point de la droite ab pour lequel on a t^ = - • A cette valeur du rapport - correspond une position particulière de la caractéristique du pbm P. Cette position est donnée par la droite hi. On voit ainsi comment la caractéristique du plan P tourne autour du point t, lorsqu'on dispose du rapport ^ et qu'on le fait varier continûment.
La faculté qu'on a de disposer comme on veut les trois points a, b,c, implique, comme conséquences, plusieurs théorèmes de géométrie qu*il suiBt d'indiquer en passant.
' On sait que pour chaque valeur attribuée à y, la ligne s est complètement définie de forme et de position. On sait également que, pour chaque valeur attribuée à x, la position du point m sur la ligne s est entièrement déterminée. De là résulte nécessairement
Soit <Xx ce que devient la vitesse angulaire à, lorsqu'on suppose y = constante, c'est-à-dire lorsque le point m sort du lieu n en glissant sur la ligne cc\ Soit de même ôy ce que devient la vitesse angulaire à, lorsqu'on suppose X = constante , c'est-à-dire lorsque le point m sort du lieu n en glissant sar
C Tàiigle ZOX, supposé quelconque, t le rapport sîn « : s\n(C — « ) , m'' la projection du point m sur la ligne ce', cette projection étant faite par une droite parallèle à Taxe OZ.
De même qu'en se séparant du point n, le point m" détermine la direction première de la tangente D, de même en s'écartant Tun de Tautre au sortir du lieu n les points m, m' déterminent la vitesse angulaire de cette même tangente à Torigine de son déplacement.
Soit n' un point pris sur la droite D, alors que cette droite ^. „o touche en n la ligne cc\ Tirons Tordon-
Fig, 38. °
née /}'n' et désignons par ju, un point mobile assujetti à rester en même temps sur cette ordonnée et sur la droite D.
Plaçons-nous à l'instant précis où la droite D sort du lieu n7i' et représentons par u l'excès de la vitesse du point /u, sur celle du point m\ Il est visible que la rotation de la droite D
rordonnée pu. Appliquée à Téquâtion (1)» la règle du n» 58 donne immédiatement
(2) ÔC = dx -^ Ôiy
L'équation (2) exprime qu'à l'instant précis o(i le point m sort du lieu n , la directrice du point m sur sa trajectoire tourne comme si la ligne s conservait sa forme actuelle af et tournait avec la vitesse angulaire à^. Ce résultat peut s'établir à priori par des considérations très- simples. En effet, puisque le changement de forme est soumis, par hypothèse , à la loi de continuité, il serait absurde de supposer que la rotation de la directrice du point m sur la ligne s pût être, par rapport à cette ligne, moindre ou plus grande que le comporte la courbure actuelle au point n. On voit ainsi que Téquation (2) subsiste nécessairement , la ligne s pouvant être considérée comme invariable de forme , et dès lors comme n'ayant d'autre mouvement angulaire que celui qui correspond à son déplacement et qui commence avec la vitesse ày.
Il est aisé de voir comment les déductions du n" 38 conduisent directement à la théorie des enveloppes, comment aussi Texiension qu'elles comportent permet de les prendre pour base du calcul des variations. Nous reviendrons plus loin sur ces applications
autour du point m' est précisément la même que si ce point de-
* meurait en n et que le point /jl sortît du lieu n' en glissant sur
Tordonnée p'n' avec la vitesse te. Or, dans cette hypothèse, on a
(1) . . . , . . p'n' = pn '¥- pp\t.
11 vient donc, en différentiant par rapport à p'n' et à t,
u = pp\i.
Soit U la vitesse effective du point fi au sortir du lieu n'y celle du point m'y au sortir du lieu n, étant représentée par si^, on a, comme conséquence des données précédentes,
(2) Û = i, -^ pp'j.
L'équation (2] subsiste en même temps pour tous les points de la droite nn\ Il s'ensuit que si Ton veut déterminer la vitesse avec laquelle la grandeur U varie dans le passage d'un point à un autre sur la droite nn', il suffit de différentier en considérant les deux vitesses z, et i comme constantes, et en prenant pour différentielle de la quantité variable pp' la vitesse x avec laquelle l'ordonnée p'n' s'écarte de l'ordonnée pn en glissant sur l'axe OX, De là résulte immédiatement
Veut-on appliquer l'équation (5) à la détermination de la vitesse angulaire qui anime la droite mm' k l'origine de son déplacement, lorsque les points m,m' sortent en même temps dit lieu n? Tout se réduit à poser
Ce qui donne, d'abord,
Lo 'symbole f'\,x(Jr, y)e\\mme le résultai de doux dérivations f«ilc^ successivement, la première par rapport à la variable y, la seconde par ra|>->
( i65 ) et, ensuite, eu égard aux égalités (5) et (4),
(^) • yf'ix{x,y) = l
Cela posé, observons que la quantité t a pour expression générale le rapport de la vitesse i» = ^ A' (^> y) *^ ^* vitesse i. On peut donc écrire généralement
De là résulte, en différentiant, dans Thypothèse x==: constante ,
(6) • • yfly{xyy) = i'
La comparaison des équations (5) et (6) conduit immédiatement è la relation finale
On voit ainsi que, dans le cas de deux dérivations faites successivement par rapport à deux variables, le résultat définitif est indépendant de Tordre suivi dans ces dérivations. Cette conséquence s'étend d'elle-même à un nombre quelconque de dérivations successives faites sur une même fonction de n variables. De là le principe général énoncé comme il suit :
Quel que soit l'ordre dans lequel on effectue plusieurs dérivations successives f si V ordre seul change et que toutes choses SOIENT ÉGALES d'âilleurs, h résultat définitif reste toujours le même.
40. Revenons à la règle générale du n° (38). Elle implique, comme cas particulier, la règle suivante :
La différentielle d'un produit est la somme des résultats qu'on obtient en substituant successivement à chaque facteur sa propre différentielle,
port à la variable x. On peut voir, à la fin du n" 35, quelles sont les conventions adoptées pour représenter, en général , les dérivées successives et partielles d'une même fonction à plusieurs variables.
Parlant de là et opérant comme nous l'avons fait à partir du n° iO, on établit sans la moindre difficulté toutes les règles dont on a besoin pour la différen dation des fonctions élémentaires et des fonctions composées.
Il n'échappera point au lecteur, déjà initié aux divers procédés d'exposition de l'analyse transcendante, qu'en suivant la marehe tracée par nous en dernier lieu , notre méthode réunit tous les avantages que les autres peuvent offrir séparément. Au point de vue de la rigueur, elle ne le cède en rien à la méthode des limites ; au point de vue de la simplicité, elle égale au moins la méthode des infiniment petits. Suffisante par elle seule, elle offre toutes les ressources nécessaires; on peut d'ailleurs la combiner avec les méthodes connues , de manière à les compléter en leur donnant ce qui leur manque : à l'une la lumière et la fécondité, à l'autre la netteté et la certitude géométriques. Les applications ultérieures montreront mieux encore Findépendance absolue et la supériorité relative de la conception fondamentale sur laquelle nous faisons reposer tous les développements de l'analyse transcendante.
CHAPITRE PREMIER
PRINCIPES FONDAMENTAUX
1 à 5. Bases , définitions et règles ppemières 87
6 à 7. Théorème fondamental du calcul différentiel 96
8. Procédé général servant de base à la méthode des limites . . 100
9. Détermination géométrique de la limite vers laquelle converge
le rapport de deux variables qui tendent en même temps vers
zéro «, 102
SUR LES XXXII PREMIÈRES PROPOSITIONS
DES ÉLÉMENTS D'EUCLIDE
Du même auteur.
TABLES DE LOGARITHMES A CINQ DÉCIMALES POUR LES NOMBRES ET LES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES , suivies des
LOGARITHMES d'aDDITION ET DE SOUSTRACTION , OU LOGARITHMES DB
GAUss, et de diverses tables usuelles. Nou'v«lle édition, revue et augmentée. In-8 grand raisin; 1867. {L'intr'o dUctio ft de cet ouvrage dam les Écoles publiques est autorisée par décision du Ministre de VInstruetion publique et des Cultes en date du 22 août 1859) 3 »
RECUEIL DE FORMULES ET DE ÎABLE^ NUMERIQUES. In-», grand raisin ; 1867 4 50
TABLES ARITHMÉTIQUES pour servir d'Appendice à Vlntroduetion à la Théorie dès notnhres'^^ M. Le Bësgue. tn-^è ^fand raîsin; tsMi 1 dO
ÉTUDES GÉOMÉTRIQUES SUR LA THÉORIE DES PARALLÈLES
par LoBATscHEwsKY, conseiller d'Etat de l'empire de Russie et professeur à l'Université de Kasan; traduit de l'allemand par /. Hoûel, pro* fesseur de Mathématiques pures à la Faculté des Sciences de Bor-
déAUl ; suivi d'un BXtRAlT de Là ÇORllfeQ^Din>ANCB db gavss bt db
SCHUMACHER. Grand in-8, avec figures dans le texte; 1866 2 50
THÉORIE ET APPLICATIONS DES DÉTERMINANTS, AVEC L'INDI- CATION DES SOURCES ORm IN A LES, par le Dr Richard Baltzbr, professeur au Gymnase de Dresde ; traduit de l'allemand par J.Hotiel, docteur es Sciences. Tn-8; 1861 5 >
Paria, — Imprimé chez Jules Bonaventure^ 55, quai deshGrandS'Auauttins,
ESSAI CRITIQUE
PRÉFACE
L'Essai que je publie aujourd'hui a déjà paru par extraits dans les Archives de M. Grunert (^). Je me suis décidé à le faire imprimer en entier, comme une protestation contre les tendances fâcheuses qui continuent à prévaloir dans la rédaction des ouvrages de Géométrie élémentaire.
Si l'on excepte les tentatives nombreuses qui ont eu pour objet la question insoluble de la théorie des parallèles, et les vagues dissertations de quelques métaphysiciens sur l'origine des idées géométriques, rien n'a été fait en France, jusqu'à ces derniers temps, pour perfectionner l'exposition des premiers principes de la science de l'étendue. On se contente de répéter les phrases traditionnelles, et d'établir avec un faux appareil de rigueur les premiers théorèmes qui se seraient aussi bien passés de démonstrations. On dédaigne de revenir sur des choses qui semblent si claires, et dont on attribue l'évidence à la lucidité des raisonnements qu'on a faits.
Pour nous qui ne croyons pas qu'en Géométrie plus qu'ailleurs les moyens soient indifférents lorsque le but
(*) Archiv der Muthemalik und Physiky t. XL, p. 171, 1863.
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est atteint, nous ne saurions admettre cette doctrine commode ; et si, comme il n'y a plus lieu d'en douter, les commencements de la Géométrie ont besoin d'être totalement révisés et refondus, nous pensons que cette question est assez importante pour attirer l'attention sérieuse de tout homme désireux de se rendre compte de ce qu'il dit. L'intérêt que présente cette étude est d'autant plus grand qu'on y rencontre plus de difficultés, rien n'étant plus emba^rrassant que de classer des idées qui, au premier abord, semblent toutes jouir du même degré d'évidence, et qui nous sont devenues si familières que l'habitude a fini par émousser à leur égard la pénétration de notre jugement.
Aussi est-il bien regrettable qu'on ait cessé en France de lire et de comprendre l'admirable Traité d'Euclide, dont nos auteurs semblent ignorer l'existence, quand l'étude leur en serait si profitable. C'est ce qui m'a déterminé à joindre à mon commentaire le texte même des propositions que j'étudie, en mettant ma traduction sous la forme moderne, plus concise et plus claire.
Un autre point important, que je n'ai pu qu'indiquer ici sommairement, ce sont les découvertes profondes, faites, il y a bientôt quarante ans, sur la théorie des parallèles, par deux géomètres, qui, du fond de la Russie et de la Transylvanie, sont parvenus en même temps, sans s'être entendus, à reconstruire la théorie que Gauss avait conçue lui-même depuis longues années, mais dont il ajournait toujours la publication» Outre le jour tout nouveau que ces
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recherches jettent sur la nature intime des vérités géométriques, elles conduisent encore à des applications analytiques remarquables. C'est aux indications du Dr. Baltzer, l'auteur du seul Traité de Géométrie élémentaire vraiment scientifique qui ait paru de nos jours, que je dois la connaissance de ces importants travaux, qui, à peine tirés de l'oubli, ont déjà attiré l'attention d'éminents géomètres, et sur lesquels je me propose de revenir dans une autre occasion.
Le manuscrit de cet opuscule était prêt pour l'impression, lorsqu'à paru le second volume du livre de M. Duhamel sur les Méthodes dans les sciences de raisonnement. J'ai été heureux d'y trouver la confirmation des résultats dont j'avais puisé le germe aux leçons du Maître qui a été le réformateur de l'enseignement mathématique dans notre pays, et auquel les nouvelles générations de professeurs doivent tant de reconnaissance ! C'a été pour moi un encouragement à pubher ma brochure, dont le cadre plus restreint m'a permis de traiter d'une manière plus développée et plus élémentaire les sujets qui lui sont communs avec l'ouvrage de M. Duhamel. Puissé-je contribuer pour ma faible part à la destruction des préjugés et des idées fausses qui régnent encore sur le point de la science qui semblerait devoir être le mieux connu !
Bordeaux, juillet 1867.
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OD
COMHEHTAiRE SDR LES IXIII PREMIÈRES PROPOSITIONS
DES ÉLÉMENTS D'EUCLIDE
INTKODUCTION.
Depuis longtemps les recherches scientifiques des mathématiciens sur les principes fondamentaux de la Géométrie élémentaire se sont concentrées presque exclusivement sur la théorie des parallèles ; et si, jusqu'ici, les efforts de tant d'esprits émirients n'ont abouti à aucun résultat satisfaisant, il est peut-être permis d'en conclure qu'en poursuivant ces recherches, on a fait fausse roule, et qu'on s'est attaqué à un problème insoluble ("), dont on s'est exagéré l'importance, par suite d'idées inexactes sur la nature et l'origine des vérités primordiales de la science de l'étendue.
La source de cette erreur est, croyons-nous, dans le faux point de vue métaphysique où l'on s'est placé, en considérant la Géométrie comme une science de raisonnement pur, et ne voulant admettre parmi ses axiomes que des vérités nécessaires et du domaine de la pure raison. On a été conduit ainsi à attribuer aux axiomes une nature toute différente de celle des autres vérités géométriques que Texpérience nous révèle en dehors de toute étude scientifique, et que le géomètre rattache à ces axiomes comme conséquences.
Cependant la Géométrie, comme la Mécanique et la Phy-
(o) Voy. Note VI.
sique, a pour objet Fétude d'une grandeur concrète, retendue, affectant nos sens d'une certaine manière; et c'est seulement par les révélations des sens que nous avons pu connaître les propriétés fondamentales de celte espèce particulière de grandeur. Ces propriétés, indéfinissables et in'démontrables, sont les termes d6 comparaison obligés auxquels nous ne pouvons que rapporter les autres propriétés, à l'aide du raisonnement abstrait.
Ainsi les sens seuls peuvent nous mettre en relation avec rétendue, et ils nous en font connaître déjà un grand nombre de propriétés, sans emprunter le secours de la logique déductive. Parmi ces propriétés, les unes sont tellement simples, tellement faciles à constater, que la force de l'habitude, jointe à la tradition constante de l'École, a bien pu faire oublier leur véritable origine, et le rôle essentiel qu'ont joué les sens dans leur découverte. On a confondu, sous le nom à*axiômes^ ces vérités avec les vérités abstraites, qui se rapportent à la scîerfce des grandeurs en général ou à rArithmétique universelle o«
D'autres propriétés, enseignées également par Texpérience, et jouissant de la même certitude immédiate que les précédentes, se déduisent néanmoins de celles-ci comme conséquences, et on les a classées, sous le nom de théorèmes^ à côté des vérités plus cachées, que le raisonnement seul pouvait faire apercevoir.
Le partage de ces vérités fondamentales en axiomes et théorèmes est, jusqu'à un Certain point, arbitraire. Ainsi, lorsque deux de ces vérités sont des conséquences réciproques Tune de Tautre, on peut prendre celle des deux que Ton voudra pour axiome, l'autre devenant alors un théorème.
Le nombre des axiomes peut varier, suivant l'ordre que l'on adopte dans la subordination des propositions. 11 y a cependant un minimum, au-dessous duquel ce nombre ne saurait être réduit, comme le prouvent tes tentatives infructueuses auxquelles nous faisions tout à l'heure allusion.
(a) Ain.'^i, parmi les (ioiizc pioposiûous qu'Kuclide désigne du nom de xoivai s'vvo'.ai, les trois dernières seules apparliennenl spécialemenl ù la géomélrie. Les sepl premières s'appliquent à toute espèce de grandeur.
Nous nous proposons, dans ce travail, de présenter quelques considérations sur le nombre et la nalure des axiomes nécessaires de la Géométrie rationnelle. Nous avons dû examiner, à cette occasion, les idées qui ont servi de base aux Éléments de Legendre, et qui dominent encore dans la plupart des traités modernes, auxquels celui de Legendre a servi de type. Pour y reconnaître de nombreuses inexactitudes, il nous a suffi d'en faire la comparaison avec les principes d'^McKdc et les discussions des géomètres qui ont su se pénétrer de l'esprit de Timmortel auteur des anciens Éléments.
L'ouvrage à'Euclide lui-même, quelque supériorité que Ton doive lui reconnaître sur ses successeurs, ne nous a pas paru à l'abri de toute critique, et nous avons cru pouvoir y signaler de légères imperfections, qu'il serait d'ailleurs aisé de faire disparaître, sans altérer au fond l'admirable enchaînement des vérités que renferme ce chef-d'œuvre de logique.
L'immense succès qu'ont eu les Eléments de Legendre^ à leur apparition, n'est pas dû seulement à la renommée scientifique de cet illustre analyste. Il tient aussi aux éminentes qualités de précision et de clarté qui distinguent la rédaction de ce livre, où l'auteur a si bien su reproduire la forme et le style des géomètres de l-antiquité. Malheureusement, Legendre, entraîné par l'exemple de ses contemporains, n'a pas su conserver dans toute leur pureté les méthodes vraiment géométriques des anciens, et il les a profondément altérées, en y mêlant les procédés arithmétiques de l'Analyse moderne.
Chez Euclide^ la Géométrie forme une science complète, qui se suffit à elle-même, et n'invoque nulle part, dans ses démonstrations, le secours de la science des nombres. C'est plutôt celle-ci qui empruntera à la géométrie ses dénominations, et qui, rendue sensible aux yeux par le moyen des figures, pourra fonder ses premiers principes sur une évidence tout intuitive.
Legendre^ au contraire, introduit à chaque inslant dans ses raisonnements des considérations qui supposent les grandeurs géométriques remplacées par des nombres. C'est ainsi qu'il parle de produits- de lignes multipliées par des lignes ou par
des surfaces. Dans les démonstrations où il fait usage des proportions, il applique immédiatement aux proportions entre lignes des théorèmes d'arithmétique établis seulement pour les proportions entre nombres rationnels, et l'extension au cas des incommensurables^ qu'il croit démontrer par un artiOce imité des géomètres anciens , ne peut être justifiée^ tant que Ton n'a pas défini avec plus de précision l'égalité de deux rapports entre quantités incommensurables. Nous n'insisterons pas davantage sur les défauts de ces méthodes^ qui aujourd'hui sont en partie abandonnées.
Nous nous occuperons plus particulièrement des propositions fondamentales du premier livre, qui se rattachent immédiatement aux axiomes. Comme nous l'avons déjà fait entendre^ si l'on n'avait d'autre but que de mettre hors de doute chacune des vérités géométriques, on pourrait faire un bien plus large appel h l'expérience, en supprimant la plupart des démonstrations dans cette partie de la géométrie, et prenant pour axiomes le plus grand nombre des propositions énoncées. Nul homme de bon sens aujourd'hui ne se donnerait la peine de réfuter un sophiste niant que, pour aller d*un point à une droite, la perpendiculaire soit plus courte que l'oblique; et ce n'est pas Tévidence qui manquerait à cette proposition pour être rangée parmi les axiomes de la géométrie.
Mais l'auteur d'un traité de géométrie ne doit pas seulement chercher à convaincre l'esprit du lecteur, il doit cherchera l'éclairer; et, s'il ne s'attache pas à établir avec soin l'enchaînement et la subordination des propositions, il arrivera à rassembler des vérités qui resteront isolées et stériles. Faute de connaître le lien qui les unit, le lecteur ne sera nullement préparé à passer des vérités connues à d'autres plus cachées, et il aura perdu Toccasion de se familiariser, sur des exemples simples, avec les procédés de recherche de la géométrie.
Il importe donc de bien préciser d'abord quelle est la nature des axiomes, et de les réduire au plus petit nombre possible. Pour nous guider dans cette recherche, nous ne perdrons jamais de vue cette maxime, trop souvent méconnue, que tes vérités simples doivent pouvoir se démontrer simplement, et que ce que l'on gagne en rigueur dans les raisonnements, on
doit pouvoir aussi le gagner en simplicité. Si quelqu'un des premiers principes de la science ne peut se déduire d'une manière courte et facile des principes précédemment posés^ on aura lieu de croire qu'il n'en est pas une conséquence, et qu'il est lui-même un axiome indémontrable. Il faut donc se défier des démonstrations longues et compliquées, par lesquelles on a souvent prétendu établir des propositions que Ton ne voulait pas admettre parmi les axiomes. Par un examen approfondi, on finit généralement par constater qu'il en est de ces démonstrations comme des appareils ingénieux au moyen desquels on espère quelquefois réaliser le mouvement perpétuel. Il s'en faut de bien peu que l'appareil ne marche ; mais il ne marche pas. — D'autres fois, on s'aperçoit que la proposition à démontrer n'avait pas été rattachée à celles dont elle est naturellement la conséquence.
Si nous appliquons ces considérations à l'examen des Traités de géométrie qui ont paru jusqu'à ce jour, nous verrons sans peine qu'ils laissent tous à désirer sous ces divers rapports.
Au point de vue de la rigueur des déductions et du choix des axiomes, aucun traité, jusqu'à présent, n'a surpassé les Eléments d'Euclide, malgré quelques points défectueux, qu'il serait facile de corriger. Si les démonstrations d'Euclide n'ont . pas toujours la simplicité qui semble régner dans les ouvrages modernes, cela tient bien moins au fond même de ces démonstrations qu'à la forme dogmatique adoptée par l'auteur, qui se préoccupait avant tout de fermer la bouche à des sophistes que la Grèce avait le tort de prendre au sérieux. De là son habitude de démontrer toujours qu'une chose ne peut pas ne pas être, au lieu d'établir qu'elle esty et de faire voir en même temps pourquoi elle est, et comment on a été conduit à reconnaître son existence. 11 suffirait souvent de quelques légères modifications pour transformer les raisonnements indirects d'Euclide en raisonnements directs. On ne peut d'ailleurs lui faire un reproche de n'avoir pas usé dans certains cas des procédés beaucoup plus courts de l'analyse moderne.
On est forcé de convenir aussi que l'ordre des propositions du premier livre d'Euclide n'est pas complètement satis-
faisant. Il semble quelquefois que Fauteur ait rangé ses propositions, sans avoir égard à leur simplicité ou à leur importance, et en s'imposant pour seule condition que la démoostration de chaque proposition ne s'appuyât que sur les propositions qui la précèdent ('»).
Si Ion joint à cela l'absence d'une bonne traduction française, faite en dehors de toute préoccupation archéologique, et reproduisant les idées de Fauteur dans le langage plus clair et plus précis de la géométrie moderne, on comprend que la lecture d'Euclide puisse offrir quelque difficulté aux commençants, et ainsi s'explique, jusqu'à un certain point, l'oubli où il est tombé dans nos écoles.
Et cependant, pour un géomètre intimement pénétré de Fesprit de rigueur qui règne dans cet admirable ouvrage, et joignant à cela la connaissance des ressources de la science actuelle, rien ne serait plus aisé que de tirer du livre- des Éléments un traité aussi correct pour le fond des idées, et débarrassé de ce que la forme ofTre d'aride et de rebutant. Il lui suffirait de subordonner les propositions à un ordre plus rationnel ; de remplacer autant que possible les démonstrations par l'absurde par des démonstrations directes, plus simples et plus lumineuses ; et enfin d'invoquer, quand il y a lieu, le grand principe des /imt/e^, que les anciens n'avaient osé formuler dans toute sa généralité.
Sans vouloir entreprendre une tâche aussi longue, je me bornerai ici à soumettre aux auteurs, qui seraient disposés à concourir à cette œuvre si utile, le résultat de mes recherches sur les premières propositions d'Eiiclide,
J'ai commencé par donner la traduction des trente-deux propositions du premier livre, qui font l'objet de mon travail. En abandonnant le système littéral suivi par B. Simson et par Peyrard, j'ai pris pour modèle l'édition allemande des Éléments d'£uc/?de* par Lorenz, où le langage ordinaire est remplacé autant que possible par les signes algébriques, plus concis et plus clairs (*).
(a) Voy. les notes relatives aux propositions 5 et 43 du premier livre d'Euclide, pages 17 et 23.
(b) Voir aussi réditiond*Ruc1ide publiée par Barrow^ Londres, 1685.
J'indique, dans les notes placées au bas des pages, les endroits où le texte d'Enclide m'a semblé défectueux ou incomplet, tout en pensant, avec R. Simson, qu'une grande partie des défauts signalés peut êlre attribuée à la maladresse ded commentaleurs par les mains desquels les Éléments nous ont été transmis^ et qui ne se sont pas fait faute de substituer leurs idées à celles de Tauteur, quand ils n'en comprenaient pas la portée.
Je me suis efforcé de délimiter avec plus de précision leç axiomes purement géométriques, en les rattachant h leur origine expérimentale. Parmi les vérités qu'^uc/tdé a rassemblées sous le nom de Notions communes, J'ai déjà fait remarquer que les sept premières appartiennent à la science d68 grandeurs en général. Les deux suivantes (les axiomes 8 et 9) ne sont pas^ à proprement parler^ des a^ciômes, mais des définitions. Enfin on n'y trouve pas l'énoncé de certains principes fondamentaux, qui se rattachent à Torigine expérimentale de la science géométrique.
Les demandes sont au nombre de trois. Nous proposons d^en ajouter une quatrième, dont Euclide fait souvent un usage tacite, quoiqu'il semble avoir voulu d'abord l'éviter à l'aide des propositions 2 et 3. Nous demanderons qu'une figure invariable de forme puisse être transportée d'une manière quelconque dans son plan ou dans l'espace (").
J'expose ensuite, sous forme de commentaire sur les 32 premières propositions d'Euclide, l'esquisse d'un plan suivant lequel on pourrait reconstruire plus régulièrement cette partie du premier livre. J'ai essayé de montrer comment, en ne perdant jamais de vue l'origine des idées géométriques, et rapportant toujours chaque proposition à sa véritable source, on introduit dans la théorie plus de clarté et de généralité, tout en restant plus près des applications pratiques, et l'on est tout préparé, par l'analogie des procédés, à Tétude des méthodes de la nouvelle géométrie.
Les premières propositions du premier livre pourront se classer d'après les divisions suivantes :
(a) Voy. Noie I.
1° Propriétés des angles ayant même sommet.
2<* Propriétés des angles ayant des sommets différents (théorie des parallèles).
3<> Propriétés d^un triangle. — Égalités et inégalités dans un triangle.
-4° Comparaison de deux triangles. — Cas d'égalité. — Cas d'inégalité.
Viendraient ensuite les propriétés des quadrilatères et des polygones en général.
Mon but n'étant nullement de rédiger le commencement d'un traité classique^ je me suis attaché à la discussion des principes et à la comparaison des méthodes^ sans chercher à proportionner les développements suivant la régularité didactique.
L'Appendice^ composé de plusieurs notes trop longues pour trouver place dans le texte, est terminé par quelques réflexions sur rimportance de renseignement de la géométrie élémentaire^ sur les moyens de rendre cet enseignement plus fructueux au double point de vue de la théorie et des applications, et sur les avantages que la géométrie présente sur l'analyse abstraite^ comme première préparation à l'étude des parties plus élevées des mathématiques.
Les extrémités d'une surface sont des lignes
7. La surface plane est celle qui est située semblablement par rapport aux lignes droites qu'elle contient ('*).
(a) Celle détinilion rappelle vaguement Forigine expérimenlale de la uolion de la ligne.
(b) Celle définition, conçue en termes assez obscurs, veut dire sans doute que la ligue droite esi composée semblablement en tons ses points, ou qu'elle est superposableà elle-même dans toutes ses parties. C'est, en effet, de cette propriété fondamentale que découlenl toutes les autres propriétés de la ligne droite.
(c) Même remarque que pour la définition 2.
(d) Définition aussi peu claire que celle de la ligne droite. Elle doit signifier que le plan est une surface superposable à elle-même dans toutes ses parties. R. Simson la remplace par la propriélé du plan de contenir tout enlière une droite qui a deux points communs avec lui. Voir la Note III.
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8. Un angle plan est Tinclinaison mutuelle de deux lignes qui se rencontrent dans un plan^ et qui ont des directions différentes (*).
9. Lorsque les lignes qui comprennent un angle plan sont droites^ Tanf-le est appelé rectiligne,
40. Lorsqu'une droite, rencontrant une autre droite, fait a?ec elle deux angles adjacents égaux, chacun de ces angles est un angle droite et la première droite est dUp perpendiculaire sur la seconde.
H. L'angle oblus est celui qui est plus grand qu'un angle droit.
12. L^angle aigu est celui qui est plus petit qu'un angle droit.
13. On nomme limite ce qui est Textrémité de quelque chose (*).
14. On nomme figure ce qui est entouré par une ou par plusieurs limites (^'j.
15. Un cercle est une figure plane, entourée par une seule ligne (**), appelée circonférence, et telle que toutes les droites, appelées rayons, menées à cette circonférence, d'un certain point situé à l'intérieur de la figure, sont égales lentre elles.
Ce point se nomme le centre du cercle
17. Un diamètre du cercle est une droite menée par le centre et terminée de part et d'autre à la circonférence : cette droite partage le cercle en deux parties égales (')•
(a) On ne voii guère, d'après les termes de celle déGnition, ce qu*il faut entendre par deux lignes non droites qui n'ont pas la même direction ({i^ in* eùôeîai; xcii^évcov] . H. Simson suppose ici quelque interpolation d^an copiste maladroit, et il est d*avis de fondre cette déGnition avec la saivante, en supprimant tout ce qui ne se rapporte pas aux lignes droites. D'ailleurs Ruclide n'introduit pas une seule fois, dans la suite de Foofrage, la considération des angles curvilignes.
{b) R. Simson considère celle définition comme superflue.
(c) Le mol figure se prend maintenant dans un sens pins général.
(d) Une ligne rentrant sur elle-même.
(e) Cette dernière phrase est renoncé d'un théorème, qnî est da reste née conséquence immédiate de la définition du cercle.
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18. Un demi'cercle est la figure comprise entre le diamètre et l'une des portions égales dans lesquelles ce diamètre partage la circonférence.
19. Un segment de cercle est la figure comprise entre une droite et Tune des portions inégales dans lesquelles cetle droite partage la circonférence.
20. On appelle figures reclilignes celles qui sont entourées par des droites ;
21. Figures trilatères, celles qui sont entourées par trois droites; .
22. Figures quadrilatères, celles qui sont entourées par quatre droites;
23. Figures multilg,tèreSy celles qui sont entourées par plus de quatre droites.
24. Parmi les figures trilatères^ on nomme triangle équilatéral celle qui a ses trois côtés égaux ;
25. Triangle isoscèle («), celle qui a seulement deux côtés égaux ;
Triangle acutangle, celle qui a ses trois angles aigus
30. Parmi les figures quadrilatères, on nomme quarré celle qui a tous ses côtés égaux et tous ses angles droits ;
31. Rectangle, celle qui a ses angles droits, ^ans avoir tous ses côtés égaux ;
32. Losange, celle qui a tous ses côtés égaux, sans avoir ses angles droits :
33. Parallélogramme (*), celle qui a ses côtés opposés égaux deux à deux seulement, et ses angles opposés égaux, mais non droits.
(a) Et non isocèle^ d'après une orthographe vicieuse adoptée par un grand nombre d'auteurs.
(&) Nous avons substitué an mot rhombcade du texte le mot par lequel cette figure est généralemtnl désignée aujourd'hui, quoique ce mot soit tiré d'une définition différente. Il est d'ailleurs employé partout dans la suite par Euclide lui-même. (Voy. liv. I, prop. 34 et suiv.)
34. Toutes les autres figures de quatre côtés s'appellent simplement quadrilatères («).
AXIOMES
1. Les grandeurs égales à une même grandeur sont égales entre elles (^).
2. Si à des grandeurs égales on ajoute des grandeurs égales, les sommes seront égales ('*).
(a) Le mot trapèze qui se trouve dans le texte se prend maintenant dans un sens plus restreint.
(b) Nous traduisons ainsi les mois xoival êwoiai (notions communes), titre sous lequel Euclide réunit des énoncés de natures fort différentes et qui ne doit pas être pris dans le sens que Ton attache, dans nos traités modernes, au mot axiome. Les sept premiers énoncés expriment des vérités relatives à toute espèce de grandeurs, aussi bien qu'aux grandeurs géométriques; les énoncés 8 et 9 sont de simples définitions ; les trois derniers seuls sont des axiomes géométriques proprement dits. Nous ne saurions admettre Topinion de Peyrard , qui , d*après certains manuscrils, range ces trois derniers énoncés parmi les demandes. On voit aisément que ce sont là des propositions d*un tout autre caractère, et il est bien plus conforme ï Pesprit d'Euclide d'en faire, avec Barrow, R. Simson et Lorenz, les fondements expérimentaux de la science géométrique.
(c) A=B, A=C, donc B = C.
(d) A = B, A'=B', donc AH-A/= B+B'.
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3. Si de grandeurs égales on retranche des grandeurs égales, les restes seront égaux («).
4. Si à des grandeurs inégales on ajoute des grandeurs égales, les sommes seront inégales (dans le même sens) C*).
5. Si de grandeurs inégales on retranche des grandeurs égales, les restes seront inégaux (dans le même sens) ('^).
6. Les grandeurs qui sont doubles d'une même grandeur sont égales entre elles (**).
7. Les grandeurs qui sent les moitiés d'une même grandeur sont égales entre elles (•).
8. Les grandeurs que l'on peut faire coïncider l'une avec l'autre sont égales entre elles (0-
Tous les angles droits sont égaux
H. Si deux droites sont rencontrées par une troisième, qui forme avec elles deux angles intérieurs d'un même côté dont la somme soit moindre que deux angles droits, ces deux droites, prolongées indéfiniment, finiront par se rencontrer du côté où elles forment les deux angles valant ensemble moins de deux angles droits (*).
Deux droites ne peuvent entourer un espace
(a) A = B, A'=B', donc A — A'=B— B'.
(b) A^B, A'=B', donc A+A'^B+B'.
(c) A^B, A'=B', donc A-A'^B-B'.
(d) A = B, donc 2A = 2 B.
(e) A = B. donc iA = ^B.
(D Définition de Végalité géométrique,
(g) Définition du mot plus grand que, ou de Vlnégalité en général.
{h) Axiome connu improprement sous le nom de postuîatum d'Euclide. (Voir h ce sujet la Note VL)
(t) C'est-à-dire qu'entre deux points on ne peut mener qu'une ligne droite.
Sûr une droite finie donnée A B (flg. i), construire un triangle équilatéral.
Fig. 1.
d! A^ ^B iB
Du centre A, avec le rayon A B, décrivons le cercle B C D [dem. 3] ; du centre B^ avec le rayon BA, décrivons le cercle ACE. Du point C, où ces deux cercles se coupent (*), menons aux points A et B les droites CA^ CB [dem. i]. ABC sera le triangle demandé.
En effet, puisque Ton a AC = AB [déf. i5],
et BC = BA,
il en résulte AC = BC [ax. i].
Par conséquent AC = AB=BC, et il s^ensuit [déf. 24] que le triangle construit sur AB est équilatéral.
A partir d*un point donné A (flg. 2), placer une droite égale à une droite donnée BC (^),
(a) La démonstraiion d'EucIi^e semble incomplèie, en ce qu^elIe ne fait pas voir que les deux cercles se coupeni nécessairement. Il suftit, pour U compléter^ de faire remarquer que chacun des deux cercles a un point intérieur et un point extérieur par rapport à l'autre cercle.
{b) Cette proposition est devenue, pour les auteurs modernes, un cas particulier d*une demande plus générale que tous font^ au moins tacite* ment, savoir : Qu'une figure peut être Irarmporlée d'une manière quel' comjae dans son plan, ou plus généralement^ dans Vespace, san$ qu^aueun de ses éléments ^ distances mutuelles ou angles, change de grandeur.
DES ÉLÉMENTS D'eÙGLIDE. i5
Menons de A en B la droite AB [dem. i]. Sur cette droite, construisons le triangle équilaiéral ABD [pr. i]. Prolongeons les droites DA et DB vers E et F [dem. 2]. Du centre B, avec le
Fig. 2.
rayon BC, décrivons le cercle CGH; et du centre D, avec le rayon DG, décrivons le cercle GIK [dem. 3]. La droite AK=BC sera placée à partir du point A, comme on le demandait.
En effet, puisqu'on a DK = DG [déf. i5],
et DA = DB [déf. 24],
il en résulte AK = BG [ax. 3].
Or on a BG = BG, et par suite AK et BC sont Tune et l'autre égales à BG ; par suite AK = BC [ax. i].
PBOPOSlTiON 3.
Etant données deux droites inégales AB, G (flg. 3), retrancher de la plus grande AB une droite égale à la plus petite G («).
Fig. 3.
('0 Même observation que pour la proposition précédente.
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Ail point A plaçons une droite AD = C [pr. 2]^ et du centre A^ avec le rayon AD, décri¥ons le cercle DEF [dem. 3], rencontrant AB en E. On aura ainsi retranché de AB la ligne AE = C.
Car on a AE=AD [déf. i5]; d'ailleurs C= AD. DoncAE=:C [ax. i], et par suite BE = AB — C{«).
Si deux triangles ABC, DEF (flg. 4) ont les deux côtés AB, AC respectivement égaux aux deux côtés DE, J)¥, et si les angles
BAC, EDF, compris entre les côtés égaux, sont égaux ; ces triangles auront leurs bases BC, E¥ égales; les triangles seront égaux, et les angles restants, opposés aux côtés égaux, ABC et DEF, ACB et DFE, seront égaux chacun à chacun.
Appliquons, en effet, le triangle ABC sur le triangle DEF(*), et, pour cela, plaçons le point A sur le point D, et la ligne AB sur la ligne DE. Le point B coïncidera avec E, puisque AB = DE. Ensuite, AB étant placé sur DE, et l'angle BAC étanl égal à EDF, AC prendra la direction de DF, et puisque AC = DF, le point C tombera sur le point F. Donc, puisque B coïncide avec E, et C avec F, BC coïncidera avec EF ; car, s'il en était autrement, ces deux droites, qui ont mêmes extrémités, ren-
(a) Si Ton donne la droite AD toute prête placée au point A, la construction se réduit à tracer sinïplemenl le cercle DEF [dem. 3], et Ton a immédiatement AE = AD [déf. 15].
{b) 11 semble qu'à partir d'ici Euclide admette impiicitement la demande dont il est question dans les notes précédentes. Il en fait usage non-seulement peur la d(''moDstration acluelle^mais encore dans d'autres cas (prop. 8, par exemple).
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ment «Dtre elles un espace, ce qui est im possible [ax. 12], boaalux. S]
BC = EF, triangle ABC = triangle DEF,
^le ABC = angle DEF, angle AGE = angle DFE. .
Dans tout triangle isoiscèle ABC (ûg-5), 1° les angles à la base ABC, ACB sont égaux entre eux ; 2* si l'on prolonge les
côtés égaux AB, AC, les angles formés au-dessous de la base, DBC, ËCfi, seront aussi égaux entre eux.
Sur le prolongement BD de AB, prenons à volonté un point F, et sur AE > AF, prenons une longueur AC =:AF [pr. 3, note]. Joignons ensuite FC, GB.
i" Dans les triangles AGF, ABG, on aAF = AG,AC=AB,et l'angle A est commun. Donc [pr. 4]
FC=GB, ACF = ABG, AFC=AGB.
Comme on a d'ailleurs AF = AG, et AB = AC, il en résulte tax.31BF=CG. Par conséquent, dans les triangles FBC, GCB, osa
BF = CG, FC = BG. BFC = BGC.
Donc [pr. 4] FBC = GCB, c'est-à-dire que les angles au-desêous de la basç sont égaux.
2» De plus, BCF = GBG ; et, comme on a d'ailleurs
ABG = AGF, CBG=BGF,
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il en résulte [ax. 3] ABCs ACB, c'e8t»à«dire que les angles à la base sont égaux (**).
Si, dans un triangle ABC (fig. 6)^ deux angles ABC, ACB
Fig.6.
sont égaux entre eux, les côtés AC^ AB^ opposés à ces angkt égaux, seront aussi égaux entre euâ?.
wSi les côtés AC^ AB ne sont pas égaux^ soit AB le plus grand. Prenons sur AB la longueur BD = AG [pr. 3]^ et joignons DC. Dans les deux triangles ABC^ DCB^ on a BD=AC; BG commun, etDBC=ACB;donc[pr. 4]
triangle DBG = triangle ABC,
ce qui est impossible [ax. g] (^}. Dôtic AC et AB ne peutent être inégaux. Donc AC = AB.
Si Von joint les extrémités d'une m^e base AB (flg. 7) à deux points différents C, D, situés d'un mém$ côté de celte droite, les deux distances CA^ CB du premier point G aux ex-
(a) Cette dcmoDStration aurait pu êire abrégée, si Euclide eût appliqué la proposition 4 aux triangles ABC et ACB, et s'il eût placé, comme il eût été plus naturel de le faire, la proposition 43 en tête de ce lifre. (Voj. la note relallye k ceue dernière proposition, page 23.)
(6) U serait peut-être plus clair de remarquer que» de TéguiM éet Irian* gles, Il rétalteraîl que Tangie DCB >= ABC [pr. 4]« et eomue, par h|poilièse, ABC = ACB, on aurait DBC=ACB [ax. 4], ce qui est absurde [ax. 9]. On éviterait ainsi la considération .des aires des deux triangles.
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trémités de la haêe ne petwênt itre égales charme à chacune aux deux distances DA^ Dé du second point D aux mêmes extrémités.
Soit, en effet, s'il est possible^ Ai) =ÂC eifiD=BC!. Joignons CD [et prolongeons BC vers E, BD vers F],
Puisque AD = AC, on a ADC = ACD [pr. 5] , et par suite ÀDC > ÛCE [ax. 9] ,
et à plus forte raison FDODCE.
Mais on a en même temps BD = BC, d'où résulterait
FDC=:=DCE[pr. 5], ce qui serait en contradiction avec ce qui précède.
Si deux triangles ABC, DEF (flg. 8) ont leurs deux côlés AB, AC respeclivement égaux aux deux côtés DE, DF, et leurs bases
BC> EF auHi égales entre elles, les angles^ tels que BAC, EDF, compris entre des côtés égaux, sont égaux.
Portons le triangle ABC sur le triangle DEF, en pl.nçant le point B sur le point E, et dirigeant BC suivant EF.
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Puisque BC = EF^ le point C tombera sur F. Or on a
BA = ED, et CA = FD.
Par conséquent^ le point Â tombera sur le point D ; car si A tombait en un autre point G, on devrait avoir
GE=AB=:DE, et GF=AC = DF [ax. 1],
en même temps que G différerait de D, ce qui est impossible [pr. 7]. Donc BA coïncidera avec DE, et AC avec DF. On a donc [ax. 8]
angle BAC = angle EDF, [et triangle BAC = triangle EDF.] [Donc, $i deux triangles ont les trois côtés égaux chacun à chacun, ils peuvent coïncider Vun avec Vautre, et ils sont égaux.]
Partager un angle rectiligne donné BAC (fig. 9) en deux parties égales.
Prenons sur AB un point quelconque D, et retranchons de AC la droite AE = AD [pr. 3, note]. Joignons DE, et construisons sur DE le triangle équilatéral DEF [pr. i]. Si Ton joint AF, cette droite partagera Tangie BAC en deux parties ^^es.
Car, les deux triangles ADF, AEF ayant AF commun^ AD = AE, DF = EF, il en résulte [pr. 8]
DAF = EAF
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Partager une droite finie donnée ÀB (fig. lo) en deux parties égales.
Fig. 10.
Construisons sur AB le triangle équilatéral ABC [pr. i]. Partageons Tangle ÂCB en deux parties égales par la droite CD [pr. 9] : cette droite partagera AB en deux parties égales au point D.
Car les deux triangles ACD^ BCD ayant
AC = CB, CD commun, angle ACD = angle BCD, ona[pn41 AD = DB.
PBÔPOSITION H.
En un point donné C (fig. 1 1) d'une droite donnée AB, élever une perpendiculaire à cette droite.
Fig. U.
AD C E B
Prenons sur AB un point quelconque D, et faisons CE = CD pr. 3, note]. Construisons sur DE le triangle équilatéral DEF pr. i], et joignons FC. La droite FC sera perpendiculaire à AB au point C.
Car les deux triangles DCF, ECF ayant CF commun , DC = CE, DF = EF, on a [pr. 8]
DCF = ECF.
Donc [dof. lo] FC est perpendiculaire sur AB.
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D'un point donné C(flg. 12), abaîsêer une perpendiculaire sur une droite indéfinie donnée AB.
Fig. 12.
tf
Prenons au-delà de ÂB par rapport à C^ un point quelconque D ; décrivons, du centre C, avec le rayon OD, le cercle EFG ; partageons EG en deui parties égales au point H [pr« 10], et joignons CH : cette ligne CH sera perpendiculaire sur ÂB.
Car, en joignant CE, CG, on a,EH=H(j, CH commun, et [déf. i5] EC = CG. Donc [pr. 8]
EHC = CHG.
Donc [déf. 10] CH est perpendiculaire sur AB.
Le% angles adjacents ABD, ABC (fig. i3), que forme une droite AB avec une autre droite CD, à laquelle elle se termine,
Fig. i3.
sont i^ tous tes deux droits, ou bien 2^ leur somme est égale à deux angles droits.
10 Si ces angles sont égaux entre eux, ils sont tous les deux droits [déf. 10].
DBS ÉtÉMEIlTS D'BOGLIDE. 23
â"" S'ils i^sont inégaux^ comme ABC^ ABD^ élevons sur DC, au point B^ la perpendiculaire BE [pr. iil« Alors CBE, EBD seront deux angles droits [déf. lo].
Puisque CBE = CBA + ABE,
on a^ en ajoutant de part et d'autre EBD [ax. 2\,
CBE 4- EBD= CBAh- ABE + EBÎ).
De même, puisque ABp = DBE4-EBA,
on a, en ajoutant de part et d'autre CBA,
ABD + CBA =DBE + EBA + CBA .
Par conséquent [ax. i],
ABD + CB A = CBE 4- EPD,
c'est-à-dire que Ton a
ABD + CBA =2 droits (•).
PROPOSITION ♦4r
Si en un point B d'une droite AB (âg.i4)> deux droites BC, BD, font avec la première AB, et de côtés différents de AB, des
angles adjacents ABC, ABD, dont la sotnme soit égale à deux angles droits, ces deux droites BC, BD seront le prolongement Vune de l'autre.
(a) On peut s'étonner qu'Euclide ait employé un si grand appareil de logique pour prouver que Tangle CED, formé par les deux directions BD, BC, est égal à la somme Àe ses deox partiett, égal<fi ou inégales», et surtout quMI ait donné aussi tard une proposition qui aurait dû venir une des premières de M lifre, comme noua l'avônt déjà faîl remrqiier dans la fioie sur la proposition 5, page 18.
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En effet, si BD n'est pas le prolongement de BC^ soit BE (e prolongement. On aura alors [pr. i3]
CBA-HABE=2droits.
Mais on a, par hypothèse,
CBA-f-ABD=2dr.
Donc[ax. I et lo],
ABD = ABE
ce qui est impossible [ax.9]. Par conséquent, BE ne peut être en ligne droite avecBC^ et le même raisonnement s'appliquera pareillement à toute autre droite différente de BD. Donc BC et BD sont le prolongement Tune de Tautre (") .
Si deux droites AB, CD (flg. i5) se coupent mutuellement y elles forment des angles opposés par le sommet égaux deux à deux, savoir CEA=DEB, et CEB = AED.
Fig. Ib.
On a, en effet [pr. i3],
CEA-hAED=2dr.5
et AED-l-DEB=2dr,
Donc |ax. i et 10]
CEA-f-AED=AED-hDEB;
par suite, en ôtant de part et d'autre AED [ax. 3],
CEA = DEB.
On démontrerait de même que CEB=AED.
(a) On peut f^ire sqr cette propositioo la même remarque que sur la précédente.
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Si ron prolonge un côté BC d'tin triangle ABC (fig. i6), l'angle extérieur ACD est plus grand que chacun des angles intérieurs non adjacents CBk, BAC.
Partageons AC en deux parties égales au point E [pr. lo] ; joignons BE, et prolongeons cette droite d'une quantité EF=EB [pr. 3, note]. Joignons CF.
Puisque Ton a
AE=EC, BE=EF, et AEB=FEC[pr. iS],
il en résulte [pr. 4]
BAE=ECF.
Mais on a [ax. 9] ACD > ECF.
Par conséquent, ACD > BAE.
De même, en partageant BC en deux parties égales, et prolongeant AC vers G, on démontrera que BCG, c'est-à-dire ACD [pr. i5], est plus grand queCBA. '
Dans tout triangle ABC (ûg. 17), la somme de deux angles quelconqves ABC, ACB est moindre que deux angles droits. Prolongeons BC ver$ D. On a (pr, i6]
ABC < ACD
Par conséquent [ax. 4]»
ABC+ ACB < ACD-h ACB.
Fig. i7.
Or on a[pr. i3] ACD-h ACB=2dr.
Donc ABC-f-ACB<2dr.
On démontrerait de même que chacune des deux sommes
BAC-hACB, CAB+ABC est moindre que deux angles droits.
Deux eôti$kC,kh d'un triangle ABC(flg.i8)^ iiant inégaux, au plus grand côté AC est opposé un plus grand angle ABC.
Soit AC > AB. Prenons ADs: AB [pr. 3^ note], et joignons BD. On aura alors [pr. i6]
ADB>ACB.
Hais ADB=ABD [pr. 5].
Donc ABD> ACB^ et à plus forte raison
ABC > ACB
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Deux angles ABC, ACB d'un triangle ABC (flg. 19) étant inégaux , at4 flus grand angle ABC est opposé un plus grand côté AC.
Fig. 19.
Si Ton n'avait pas AC>AB, il faudrait que Ton eût ou AC= AB, ouAC<AB.
Si AC =AB, on aurait [pr. 5] ABC=: ACB ;
8iAC<AB,onaurait [pr. 18] ABC < ACB.
Ces deux conclusions étant contraires à Thypothèse de ABC > ACB^ il^ s'ensuit que Fon ne peut pas ne pas aToir AC > AB.
Dans tout triangle ABC (fig. 20), la somme de deux côtés quelconques AB, AC est plus grande que le troisième BC.
Fig. ÎO.
Prolongeons AB vers D ; faisons AD= AC [pr. 3^ note]^ et joignons CD.
Puisque AD=AC, on a ACD= ADC [pr. 5]. Or on a BCD> ACD [ax. 9]; par suite, BCD> ADC. Donc [pr.ï9]BD>BC, c'està-dire BA+AC>BC.
On démontrerait de I^ même manière que Ton a
AB-f-BC>AC, et BC-hCA>AB. '
Si des deux extrémités B, C de la base 6C (flg. 21) du triangle ÀBC^ on mène deux droites BD^ CD à un point D intérieur au
triangle; i^ la somme de ces deux droites est moindre que celle ^ de deux autres côtés BA , CA du triangle ; a"* l'angle BDC qu'elles comprennent est plus grand que V angle BAC du triangle, opposé à la même base BC.
10 Prolongeons BD jusqu'à la rencontre de AC en E. Dans le triangle ABE, on a [pr. 20]
BA4-AE>BE
par suite, en ajoutant CE de part et d'autre [ax. 41< (i) BA-I-AOBE-+-EC.
On a maintenant, dans le triangle CDE [pr. 20],
DE-f-EC>DC,
d'où^ en ajoutant DB de part et d'autre,
(2) BE-+-EODC-I-DB.
En comparant les inégalités (i) et (2), on en tire^ à plus forte raison,
BA-l-AC>DC+DB.
2<> On a [pr. i6]
BDOBEC, et BEC>BAC.
Donc, à pins forte raison,
BDC > BAC.
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Construire un triangle (fig. 22) dont les côtés soient égaux à trois lignes données A, B^ C, telles que la somme de deux quelconques d'entre elles soit plus grande que la troisième.
Fig. 22.
ABC
■^ "e""h!' rro F't"" -j"
Tirons une droite DE, terminée en D, indéfinie vers E. Prenons DF=A,FG=B, GH=C [pr. 3]. Décrivons, du centre F, avec le rayon FD, le cercle DKL, et du centre G, avec le rayon GH, le cercle KLH, qui coupe le cercle DRL en K. Joignons KF, KG; KFG sera le triangle demandé.
En effet, FD = FK [def. i5] ; or FD = A : donc aussi KF = A [ax.i]. De même, puisque GK=GHetque GH=C, on aGK=C. On a d'ailleurs aussi FG =B. Donc le triangle FGK a ses trois côtés égaux respectivement aux lignes données A, B, C («).
En un point A d'une droite donnée AB (fig. 23), construireun angle rectiligne égal à un angle rectiligne donné DCE. Sur CD et sur CE prenons arbitrairement deux points D, E,
(a) Euclide a oublié de justifier la resiriction contenue dans Ténoncé, que la somme de deux quelconques des côtés est plus grande que le troisième. Or il résulte de cette hypothèse que DG> HG, et que HG > la différence GI entre DF et GF. Donc, d'une part, le point D est exlérieur au cercle HRL, et d'autre part, le point I est intérieur au même cercle. Donc le cetcie DKL, ayant des points extérieurs et des points intérieurs au cercle HKL, coupera nécessairement ce dernier cercle en deux points.
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et joignons DE. Construisons ensuite le triangle AF6, tel que Venait
ie. 23.
AF=CD, AG=CE, FG = DE[pr.22].
On aura [pr. 8] FAG=DCE.
5t deux triangles ABC, DEF (fig. 24 et 25) ont deux côtés égaux chacun à chacun, AB=DE^ AC=DF^ et Vangle compris
par ces côtés inégal, BAC >• EDF, le côté BC, opposé au plus grand at^fle, est plus grand que le côté EF^ opposé au plus petit angle.
Construisons sur DE, au point D, Tangle EDG= BAC [pr. 23]; faisons DG = AC = DF [pr. 3]; [prolongeons DF vers H, DG vers I (fig. 25j], et joignons EG, FG («).
Puisqu^on a ABsDE, ACsDG, BAG:=EDG, il en résulte [pr. 4] BC=:EG.
(a) Nous avous réuni dans la même démonstration les deux cas que peut présenter la figure, et dont ùii seul (fig. 34) avait été considéré par Èuclide. R, Simson remarque que Ton pourrait toujours ramener la figure à ce premier cas, en prenant ponr DE le plus petit des deux côtés, DE, DP ; car alors lés deux points G, F, étant sur un cercle décrit du centre D, et à Tintérieur duquel se trouve le point E, il est visible que E sera diâ même côté que D par rapport à la base FG. — Nous n'avons pas considéré le cas où EG passe par le point F, le théorème étant alors évident.
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Or on a DG=:DF, d'où [pr. 5] HFG=IGF,
Par conséquent, EFG>FGI, et comme FGI>FG£^ on a, à
plus forte raison, EFG > FGE.
Donc [pr. 19] EG ou BC > EF.
Si deux triangles ABC, DEF (fig. 26) ont deux côtés égaux chacun à chacun, AB = DE^ AC=:DF^ et le troisiime côté ini-
Fîg. M.
gai, BC > EF^ Vangle B\C, apposé au plus grand côté, est plus grand que Vangle EDV, opposé au plus petit côté.
Car, si l'on n'avait pas BAC > EDF, il faudrait que l'on eût ou BAC=EDF, ou BAC<EDF.
Dans le premier cas^ il en résulterait [pr.4l BC=EF; 4aûs le second [pr. 24], BC < EF. Ces deux conséquetiees étant contraires à l'hypothèse BC>EF, on a donc uécessairamant BAOEDF.
Si deux triangles ABC, VE¥ {flg. 27) ont dmx antles éfaux chacun à chacun, ABC ^DEF, ACBr= EFD, et un Mé égal gui
soit (i"Cas) ou adjacent aux angles égaux (BC=EF), (2* Cas) ou opposé à Vun d'eux {AB = DE)^ les deux autres côtés seront égaux chacun à chacun, et le troisième angle BAC sera égal au troisième EDF.
Fig. 27.
1" Cas. — Si les côtés adjacents aux angles égaux, BC et EF^ sont égaux, on a :
10 AB = DE. Car^ si AB et DE étaient inégaux, soit, par
exemple, AB>DE. Prenons alors BG = ED, et joignons CG.
Puisque
BG=ED, BC==EF, GBC=DEF
il en résulte BCG = EFD [pr . 4].
Or, par hypothèse, BCA = EFD.
On aurait donc BCA = BCG,
ce qui est impossible [ax. 9]. Donc AB et DE ne sauraient être inégaux.
20 Puisque AB=OE, BC=EF, ABC=DEF,
ona[pr.4] AC=DF, et BAC=EDF.
II'' Cas. — Si les côtés opposés à l'un des angles égaux, AB et DE, sont égaux, alors on a
i« BC=EF. Car, si BC et EF étaient inégaux, soit, par «exemple, BG>EF. Prenons alors BH =s= EF, et joignons AH.
Puisque BH=EF, AB=DE, ABC=DEF,
il en résulte BHA=EFD [pr. 4].
Or, par hypothèse, BCA =: EFD.
On aurait donc BHA=BCA,
ce qui est impossible [pr. 17]. Donc BC et EF ne sauraient être inégaux.
2* Puisque BC=EF, AB=DË, ABC==DEF, Oûa[pr.4]' AC=DF, et BAC=EDF.
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Si deux droites AB, CD (fig. 28) coupées par une troisième EF^ font avec elle des angles sliernes-miernesi") égaux XEV, EFD, elles sont parallèles.
Car, si les droites AB, CD n'étaient pas parallèles, alors, en les prolongeant suffisamment dans un sens ou dans l'autre, elles finiraient par se rencontrer. Supposons, s*il est possible, que cette rencontre ait lieu en G. Dans le triangle EFG, on aurait alors AEF > EFD [pr. 16], ce qui est contraire à l'hypothèse admise AEF = EFD. Donc AB et CD ne peuvent se rencontrer de ce côté. Par la même raison, ces lignes ne peuvent se rencontrer de l'autre côté. Donc [déf. 35] AB et CD sont parallèles.
Si deux droites AB, CD (fig. 29), coupées par une troisième EF, font avec elle i^ ou deux angles correspondants égaux EGB, GHD, 2° ou deux angles intérieurs d'un même côté supplémentaires BGH, GHD, elles sont parallèles.
i<» Puisque EGB=GHD, et queEGB=\GH [pr. i5], il en résulte AGH = GHD. Donc [pr. 27] AB et CD sont parallèles.
(a) Nous introduisons, pour plus de simplicité, dans les énoncés d'Euclide, les dénominations appliquées par les géomètres modernes aux divers couples d'angles formés par deux droites qui en rencontrent une troisième. Nous ne reproduisons pas ici les définitions de ces angles qui se trouvent dans tous les traités de géométrie.
2° Puisque Ton a BGH-|-GHD=2dr. [hypothèse] et ÀGH-hBGH=:2dr. [pr. i3],
il en résulte [ax.i et 10] AGH-+-BGH=BGH4-GHD. En retranchant BGH de part et d'autre, il reste [ax. 3]
AGH=GHD.
Donc [pr. 27] AB et CD sont parallèles (").
Si deux droites parallèles ABj CD (fig.29) sont rencontrées pdr une troisième droite EF, elles feront avec elle 10 des angles alternes-internes égaux kGE, GHD; 2° dés angles dirigés dans If' même sens (correspondants) égaux, ËGB, GHD ; 3° des angles intérieurs dun même côté supplémentaires BGH, GHD.
1° Si les angles AGH, GHD étaient inégaux, soitAGH> GHD. On aurait alors, en ajoutant de part et d'autre BGH [ax. 4],
AGH-+-BGH> BGH-hGHD.
Or AGH-hBGH=2 dr. [pr. i3J.
et par suite BGH4-GHD < 2 dr.
(a) Toiles les propositions éiai.>Hes jus(}u'ici i>e démoulreot sans le secours de Taxiôme 44. On pourrait encore joindre à ces propositions le théorème démontré par Legendre, q\lé la somme de trois angles d'un triangle rectiligne ne peut surpasser deux anylvs droits. (Voy. Note VI, page 75). Les théorèmes qui suivent s*appuicut sur Faxiôme 44. H est aisé, d'après cela, de se rendre compte de Torrlre dans lequel Euclide a rangé ses proposiiions. II. a voulu si'paier nctlemen*. imites ctdles qui sont indé pendantes de l'axiome 4 1 , et celles qui lui sont suboidounées, :ifin sans doute que les objections qui pourraient s'élever contre ce nouveau principe n'atteignissent que les théorèmes qui en dépendent nécessairement, les vin^t-huit pi emières propositions restant hors de cause.
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Il s'ensuiTraii donc [ax. iij que AB et CD^ prolongées^ se rencontreraient, et ne seraient pas parallèles [déf. 35]^ ce qui est contraire à Thypothèse. Par conséquent, AGH et GHD ne peuvent être inégaux. Donc AGH=GHD.
20 Puisque ron a AGH=GHD, et AGH=EGB[pr. i5], il en résulte EGB=GHD.
3o Puisque EGB=GHD, on a en ajoutant BGH de part et d'autre [ax. 2], EGB-hBGH=BGH-f-GHD.
Or EGB-hBGH=2dr. lj?r. i3].
Donc aussi BGH-|-GHD=:2dr.(«)
Deux droites AB, CD (ûg. 3o) parallèles à une troisième EF, sont parallèles entre elles.
Fig. 30.
E yi ^
Coupons ces trois droites par la droite GL Puisque AB et EF sont parallèles, on;a AGI = GIF [pr. 29]. De même, puisque CD et ÉF sont parallèles, on a G1F=GHD. Donc AGÏ=GHD, et par suite AB et CD sont parallèles [pr. 27].
far un point donné A (fig. 3i), mener une droite parallèle à une droite donnée BC.
Sur BC prenons un point quelconque D, et joignons AD.
(a) Il eût été peut-être plus naturel de commencer par établir ce troisième cas, qui n'est qu'un autre énoncé de l'axiome 4 1 , pour eh déduire ensuite les deux antres.
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Construisons l'angle DÂE=ADC [pr. 23J^ et prolongeons EA vers F. La ligne EF sera parallèle à BC [pr. 27] («).
JE AT
Si Von prolonge un côté BC (fig. 32) d'un triangle ABC, i"" Vangle extérieur ainsi formé ACD est égal à la somme des
Fig. 32.
deux angles intérieurs non adjacents CAB. ABC; 2^ la somme des trois angles ABC, BCA, CAB du triangle est égale à deux angles droits.
10 Par le point C^ menons CE parallèle à AB [pr. 3i]. Les parallèles AB^ CE étant coupées par AC^ on a [pr. 2g, v] BAC =ACE. Ces mêmes parallèles étant coupées par BD^ on a [pr.29, 2«] ABC=ECD. Donc [ax.2]BAC-f-ABC=ACE-f-ECD =ACD.
20 Puisque BAC -h ABC = ACD, on a, en ajoutant ACB de part et d'autre [ax. 2],
BAC-hABC+ACB=ACD-hACB.
Or ACD-f-ACB=2dr. [pr. i3].
Donc aussi BAC-hABC-i-ACB=2dr.
(a) Cette proposition aurait été mieux placée avant la proposition 29. (Voy. la note relative à la proposition 28.)
D'UNE EXPOSITION RATIONNELLE DES PRINCIPES
DE LA
La Géométrie est fondée sur la notion indéfinissable et expérimentale de la solidité ou de l'invariabilité des figures 0.
Elle emprunte, en outre^ à l'expérience un certain nombre de données que Ton appelle axiomes. — Nous verrons que les axiomes de la géométrie peuvent se réduire à quatre.
On appelle surface la limite de deux portions de l'espace.
Nous nous élevons à l'idée abstraite de surface par la considération d'une enveloppe ou cloison matérielle, dont nous réduisons indéfiniment l'épaisseur.
La limite de deux portions de surface s'appelle ligne.
Deux surfaces qui se rencontrent se limitent réciproquement.
L'intersection de deux surfaces est donc une ligne.
On s'est élevé à l'idée abstraite de ligne soit par la considératioil d'une tige très-mince, soit par celle de la rencontre de deux cloisons, ou de la trace laissée sur la superficie d'un corpp par le contact d'une autre surface.
La limite de deux portions de ligne s'appelle point.
Une ligne peut être limitée par sa rencontre avec une surface ou avec une autre ligne.
Ainsi rintersection de deux lignes ou d'une surface et d'une ligne est un point.
(*) Voy. Nolel.
L'intersection de trois surfaces est aussi un point. L'idée de point est venue de {a consi()érd|ipn d'i^q cofps^ dont les dimensions étaient indéfiniment réduites.
Nous avons défini les mots surface, ligne, point, en partant de l'idée de surface pour arriver jusqu'au point.
On peut suivre Tordre inverse, en introduisant plus explicitement ridée de mouvement (*).
On dira alors, en partant de Tidée de point, comme idée primitive, qu'une ligne est l'ensemble des positions occupées successivement dans l'espace par un point qui se meut.
De même, on peut considérer une surface comme Tensemble des positions occupées successivement par mie ligne qiii sedéplacô, et qui en même temps peut changer de forme.
Toutes ces idées peuvent être rappelées par les représentations matérielles qui leur ont primitivement donné naissance.
L'étude des lignes et des surfaces constitue l'objet de la géométrie.
On donne le nom de figure à un ensemble quelconque de points, de lignes ou de surfaces, considéré comme invariable de forme.
Axiome I. — Trois points suffisent^ en général, pour fixer dans l'espace la position d'une figure. ^
L'expérience nous apprend cependant que, lorsqu'une figure se meut en tournant autour de deux de ses points, supposés fixes, il y a un ensemble de points, ëitués sur une certaine ligne, qui restent immobiles pendant que les autres se déplacent.
(♦) Voy.Notell.
Ces points sont disposés sur la route que suivrait, un rayon lumineux pour passer de l'un dès points fixes à Tautre (en supposant ces deux points situés dans un même milieu homogène).
La ligne qui contient tous ces points, et qui nous apparaît comme la trajectoire habituelle dos rayons lumineux, s'appelle la ligne droite. Donc
Axiome II. — Il existe une ligne, appelée ligne droite, dont la position dans l'espace est complètement fixée par les positions de deux quelconques de ses points, et qui est telle que toute portion de cette ligne peut s'appliquer exactement sur une autre portion quelconque, dés que ces deux portions ont deux points communs (*).
Ainsi, d'un point à un autre, on ne peut mener qu'une seule ligne droite (**).
Deux lignes droites qui ont deux points communs coïncident dans toute leur étendue, quelque loin qu'on les prolonge au-delà de ces deux points.
En d'autres termes, on admet qu'une ligne droite peut être prolongée indéfiniment dans les deux sens, et qu'elle ne peut l'être que d'une seule manière.
Si, en joignant deux points d'une surface par une ligne droite, la partie de la droite comprise entre ces deux points se trouve d'un certain côté de la surface, on dit que la surface ( st concave de ce côté, ou convexe du côté opposé. ' L'expérience nous montre certaines surfaces, comme celle des eaux tranquilles, qui ne sont concaves d'aucun côté, et sur lesquelles une ligne droite, menée entre deux de leurs points, s'applique dans toute son étendue.
Une telle surface s'appelle une surface plane ou un plan.
Soient A, B, C {fig. 33) trois points d'une surface plane. Si l'on joint le point C à un point quelconque A de la droite AB, la droite CA sera, ainsi que la droite AB,comp^i^e tout entière
C) Voy. Noie 111.
(**) C'est, sou$ upe f^ptre forme, Taxiôine 12 d'Euclide.
dans la surface. Si Ton fait mouvoir le point A tout le long de la droite ÂB, la ligne CÂ prendra une infinité de positions^ qui par leur ensemble engendreront la surface.
Fiç. 33.
Ainsi la surface plane peut être considérée comme engendrée par le mouvement d'une droite tournant autour d'un point fixe, et glissant le long d'une droite fixe qui ne passe pas par ce point.
Si l'on fait tourner un plan autour de deux de ses points A etB, ou, ce qui revient au même, autour de la droite AB comme charnière, jusqu'à ce qu'un point C du plan, non situé sur la droite AB, vienne rencontrer l'ancienne position du plan en un point C^, situé de l'autre côté de AB par rapport àC; Tancienne position pouvant être considérée comme engendrée par le mouvement de C^A le long de AB, et la nouvelle par le mouvement de CA le long de la même droite AB, il est clair que ces deux positions ne formeront qu'une seule et même surface, puisque leurs lignes génératrices coïncident dans chaque position; en sorte que la surface retournée coïncidera avec son ancienne position.
En général, si l'on donne à deux plans trois points communs, non en ligne droite, le même raisonnement fait voir que les deux plans coïncideront dans toute leur étendue. Donc *
Axiome 111. — Il existe une surface telle qu'une ligne droite, qui passe par deux quelconques de ses points, y est renfermée tout entière, et qu'une portion quelconque de cette surface peut être appliquée exactement sur la surface elle-même, soit directement, soit après qu'on l'a retournée, en lui faisant faire une demi-révolution autour de deux de ses points. Cette surface est le plan.
Par trois points non en ligne droite, ou par une droite et un
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point situé hors de cette droite, ou encore, par deux droites qui se coupent, on peut toujours faire passer un plan, et Ton n'en peut faire passer qu'un.
Lorsque deux droites se rencontrent, on dit qu'elles forment un angle.
On peut se représenter un angle comme la quantité plus ou moins grande dont il faut faire tourner une droite autour d'un de ses points pour la faire passer d'une position à une autre, en supposant que le mouvement s'accomplisse dans le plan mené par les deux positions.
On peut passer de la position ÂB {fig. 34) à la position AC,
Fiç. 34.
en tournant dans un sens ou dans l'autre : l'angle décrit n'est pas le même dans les deux cas.
Pour aller d'un point A à un autre point B, en suivant une ligne droite, il faut connaître i» la direction de cette droite, 2** la longueur de la portion de cette droite comprise entre les deux points.
Pour déterminer la direction d'une droite, on commence par imaginer un plan passant par les deux points A, B, et dans ce plan une droite fixe AC, menée par le point A. La direction de la droite AB sera connue, si l'on donne Vangle CAB qu'elle fait avec la droite fixe AC, c'est-à-dire la quantité dont il faut tourner, dans le plan ABC, suivant un sens convenu, pour passer de la position AC à la position AB.
Si l'on donne ensuite la distance AB, c'est-à-dire la quantité dont on doit s'avancer sur la droite AB, on aura enfin la position du point B.
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Il est facile de s'expliquer pourquoi Toa a pris la ligne droite pour mesurer les distances, le plan pour mesurer les angles.
I** C'est que d'abord, par deux points donnés, on peut toujours mener une ligne droite, de même que, par deux droites données, on peut toujours faire passer un plan. — Il pourrait n'en plus être de inême, si Ton prenait une ligne courbe ou une surface conique de forme donnée.
2° En second lieu, toute portion de ligne droite ou de plan peut être superposée à une ligne droite ou à un plan, de sorte que l'on peut constater immédiatement l'égalité ou l'inégalité de deux distances ou de deux angles.
Lorsqu'une droite, après avoir tourné toujours dans le même sens, revient à son ancienne position, on dit qu'elle a accompli un tour entier.
Lorsque la droite vient se placer sur son prolongement, on dit qu'elle a fait uq demi-tour.
Lorsqu'elle s'arrête de manière à former avec sa première position et le prolongement de celle-ci deux angles égaux, elle a décrit un quart de tour ou angle droit, et sa nouvelle position est àiie perpendiculaire à la première.
Le prolongement de la perpendiculaire est aussi une perpendiculaire.
La première droite est aussi perpendiculaire à la seconde.
Tous les angles droits sont égaux.
On a pris pour unité de mesure angulaire le quart de tour ou angle droit (*).
On appelle cercle une ligne courbe tracée sur un plan, et dont lous les points sont à la même distance d'un point fixe, .appelé centre.
[*) Voy. Noie V.
Si Ton fait tourner une droite dans un plan autour d'un de ses points^ chacun des autres points de la droite décrira dans ce mouvement un cercle.
La distance constante d'un point du cercle au centre s'appelle rayon.
Si Ton fait tourner un cercle dans son plan autour de son centre, le cercle ne cessera pas de coïncider avec lui-même.
Un diamètre est une droite passant par le centre, et terminée de part et d'autre au cercle.
Si Ton fait faire à un cercle un demi-tour autour de son centre et dans son plan, de telle sorte qu'un diamètre donné revienne coïncider avec son ancienne position, on voit que Tune des deux parties du cercle viendra coïncider ayecTautre. Donc un diamètre divise le cercle et la portion de plan qu'il entoure, chacun, en deux parties égales.
Si l'on fait faire à un cercle un demi-tour autour d'un de ses diamètres, jusqu'à ce que son plan revienne coïncider, par retournement^ avec son ancienne position, le cercle coïncidera encore avec lui-même, ce qui montre q||e |es (Jeux moitiés du cercle peuvent se superposer de |3eux manières différentes.
Deux cercles de même rayon coïncident nécessairement, dès que l'on fait coïncider leurs plans et Jeurs centres.
Tandis qu'une droite tourne autour d'un de ses points, supposé fixe, considérons le cercle décrit par un quelconque des points mobiles de la droite.
Pendant que la droite accomplit un tour entier, elle parcourt le cercle entier.
Lorsqu'elle fait un demi-tour, elle parcourt le demi-cercle.
Si on la fait tourner d'angles égaux à partir do deux positions AB, AB' (fig. 35), les arcs décrits BC, B'C seront égaux. — Car, si l'on fait tourner le cercle autour de son centre jusqu'à ce que AB' vienne se placer sur AB, l'égalité des angles fait voir que AO tomhera sur AC, et par suite les arcsBCB'C' devront coïncider.
Si un an^le est égal à la son^me ou à la différence de deux autres, l'arc correspondant au premier angle sera égal à la
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somme OU à la différence des arcs correspondants aux deux autres angles.
Fijj. 35.
De là résulte que
!• Un angle droit comprend entre ses côtés un quart de cercle ou quadrant.
2° Si un angle est multiplié par un nombre entier quelconque, Tare correspondant est multiplié par le même nombre entier.
3o Si un angle est divisé par un nombre entier quelconque^ Tare correspondant est divisé par le même nombre entier.
4o Si deux angles ont entre eux un rapport quelconque^ les arcs correspondants ont entre eux le même rapport.
Donc Tare compris entre les côtés d'un angle varie proportionnellement à cet angle (*).
Si Ton veut donc comparer un angle à son unité, pour arriver à sa représentation numérique, il revient au même de comparer Tare correspondant à cet angle avec l'arc correspondant à l'unité d'angle, et que Ton prend naturellement pour unité d'arc.
L'unité d'angle étant l'angle droit, Funité d'arc sera le quadrant.
On exprime cette correspondance en disant qu'un angle au centre a pour mesure l'arc compris entre ses côtés.
L'avantage de la substitution des arcs d^ cercle aux angles consiste à offrir une représentation plus facile à saisir^ et à
(') En d'autres termes, si Y on prend pour unité d'arc i*arc correspondant à Tunité d^angle, en exécutant les opérations nécessaires pour Pévaluation numérique de l'angle, on se trouvera exécuter en même temps les opérations qui conduisent à l*évaluation numérique de Tare, et Ton arrivera de pari et d*autre au même résultat.
faciliter les opérations graphiques que Ton doit exécuter stir les angles.
Une droite AD (fig. 36), qui en rencontre une autre, fait avec les deux parties AB, AC de celle-ci deux angles dont la
somme est Tangle CAB = un demi-tour ou deux angles droits.
Ces deux angles sont dits supplémentaires, et chacun d'eux est le supplément de l'autre.
Si Ton ajoute deux angles supplémentaires^ il est clair que leurs côtés non communs seront en ligne droite.
Si deux droites se traversent mutuellement, les angles opposés parle sommet sont égaux, comme ayant même supplément. — On pourrait encore démontrer celte égalité, en retournant la figure de manière que chacun des côtés de l'angle supplémentaire commun vînt coïncider avec l'ancienne position de l'autre côté, auquel cas les deux angles en question seraient amenés à coïncider (*).
On peut encore énoncer la même proposition, en disant que les deux arcs de cercle compris entre deux rayons et entre les prolongements de ces rayons sont égaux entre eux.
Deux droites quelconques, rencontrées par une troisième^
(*) Nous ferons un comiiiuel usage de ce procédé de retournement toutes les fois qu'il s*agira de démontrer Tégalité de deux parties d'une même figure. On peut présenter ce procédé autrement, en concevant que Ton plie en deux la figure autour de son axe de symétrie, qui est ici la bissec-' trice de Tangle supplémentaire.
forment avec celle-ci huit angles égaux deux à deux, et supplémentaires deux à deux, et auxquels, pour les désigner plus facilement, on a donné les noms de correspondants, d'alterner internes^ d'internes (ïun même côté, etc.
Si Ton suppose qu'une quelconque des cinq relations suivantes ait lieu :
i^ Angles correspondants \
2* alternes-inlernes \ égaux,
30 alternes-externes )
40 Angles internes d'un même côté j g^p lé^entaires,
50 externes I
les quatre autres relations ont nécessairement lieu.
Lorsque ces cinq relations ont lieu, les droites CD, EF ne peuvent avoir aucun point commun (fig. 37). — Concevons, en
effet, que la moitié de gauche de la flgure soit rendue mobile, et qu'on lui fasse faire un demi-tour, dans son plan, autour du milieu I de la droite AB. Lorsque le point A sera arrivé en B et le point B en A, on voit aisément que les deux moitiés de la figure coïncideront dans tous leurs points, quelque loin que Ton suppose les droites prolongées. 11 ne saurait donc y avoir un point de concours des droites dans une des moitiés de la figure, sans quUl en existât un autre dans Tautre moitié ; et comme Texistence simultanée de deux points de rencontre est contraire à la nature de la ligne droite, il s'ensuit que les deux droites n'ont aucun point commun.
Donc, si Ton fait glisser un angle, de grandeur invariable, le long d'un de ses côtés, supposé fixe, le côté mobile se détache entièrement de son ancienne position, et ne conserve plus avec elle aucun point commun.
Deux droites situées dans le même plan, et ne pouvant se
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rencontrer, si loin qu'on les prolonge Tune et Tâutre, sont dites parallèles.
Ainsi deux droites qui forment avec une troisième des angles satisfaisant à Tune des cinq conditions ci-dessus^ sont parallèles.
En particulier, deux droites perpendiculaires à une troisième sont parallèles entre elles.
En d'autres termes, par un point donné hors d'une droile, on ne peut pas mener plue d'une perpendiculaire à cette droite.
Il résulte de ce que nous venons de dire que, par un point pris hors d'une droile, on peut toujours miener une parallèle à cette droite C).
La parallèle étant rïienée, si on la fait tourner tant soit peu autour de l'un de ses points, elle finira par atteindre la première ligne, lorsqu'on les prolongera suffisamment l'une et l'autre ; de sorte que la position de parallélisme est unique. C'est là un nouveau principe, qui n'est pas renfermé dans les axiomes précédents, et que nous énoncerons ainsi :
Axiome IV. — Par un point donné, on ne peut mener qu'une seule parallèle à une droite donnée.
Il résulte de là que
l"* Deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre elles.
2o Deux droites paralïèïes étant rencontrées par une sécante, les angles formés satisfont aux cinq réiatioàs du pàragràpbie précédent.
En particulier, foute perpendiculaire à l'une dès parallèles est perpendîcctiaîre à l'autre.
Donc, pàf un point donné hors d'une droite, on peui toujours mener une perpendiculaire à cette droite. — Car si Àff (fig. 38) est une perpendiculaire itiénéé à la droite donnée en un quelconque dé ses points, la parallèle à AB, menée par le - i_ - _
C) Voy. Noie VU.
AS
point donné C, sera la perpendiculaire demandée. ^— Nous avons d'ailleurs \u^ dans le paragraphe précédent^ que cette
Fig. 38.
perpendiculaire est la seule qui puisse être abaissée du point C sur la droite donnée.
Deux angles qui ont les côtés parallèles et dirigés dans le même sens sont égaux. — On le voit en les comparant à Tangle formé par Finterseclion de leurs calés prolongés.
Réciproquement, deux angles étant égaux et dirigés dans le même sens^ si leurs premiers côtés sont parallèles^ leurs seconds côtés seront aussi parallèles.
Il résulte de là que^ étant donné un système quelconque de droites, si Fon transporte ce système dans son plan, de manière qu'une des droites du système reste constamment parallèle à son ancienne position^chacune des autres droites restera également parallèle à son ancienne position.
On dit, dans ce cas, que le système a subi un mouvement de translation parallèlement à lui-même.
Plus généralement, si les deux côtés d'un angle tournent, dans le même sens, chacun d'une même quantité angulaire, autour de deux quelconques de leurs points, la grandeur de l'angle n'aura pas changé. — Et réciproquement, si Ton transporte un angle dans son plan, sans le retourner^ chacun des côtés de Tangle fera le même angle avec son ancienne position.
En particulier, deux angles qui ont les côtés perpendiculaires, chacun à chacun, sont égaux ou supplémentaires.
Si Ton fait tourner un système de droites dans son plan, autour d'un point quelconque qui lui soit invariablement lié, toutes les droites feront avec leurs anciennes positions respec-
tiyes des angles égaux^ dont la valeur commune est dite V angle de rotation du système.
Deux droites concourantes forment avec une troisième des angles alternes-internes inégaux, dont le plus petit est celui qui est dirigé vers le point de concours.
En d'autres termes^ si Ton prolonge un côté d'un triangle^ Tangle extérieur ainsi formé est plus grand que chacun des angles intérieurs non adjacents.
Cette proposition est presque évidente^ si Ton s'appuie sur raxiôme lY. En effets si^ de la position de parallélisme, on fait passer la droite ÂB (fig. 39) à la position A^B^ , en la faisant
tourner autour du point C , de manière qu'elle rencontre la droite DE en G; il est clair que , dans ce mouvement, Tangle BCF aura augmenté , tandis que son alterne-interne CFD sera resté constant. Donc, puisqu'on avait, avant le mouvement, BCF = CFD, on aura , . après le mouvement, B'CF > CFD. — De même, A^CF < CFE.
On voit en même temps que la valeur commune des différences B'CF — CFD, CFE — A'CF est égale à l'angle G que font entre elles les droites A'B^ et DE. Donc l'angle extérieur, formé par le prolongement d'un côté d'un triangle, est égal à la somme des deux angles intérieurs non adjacents , et la somme des trois angles du triangle est égale à deux angles droits.
Si la manière précédente d'établir le théorème sur l'inégalité des angles alternes-internes formés par des droites concourantes est la plus directe et la plus simple, on ne peut nier cependant qu'elle ne s'appuie sur un axiome dont ce théorème ne
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dépend pM néeetÊuârtmeni, et il temMe ators plus logique de rétablir fans le secours de cet axidme. Ces! ee qu'a UAi Indide IpropMO], et sa démoastraiiou peut être présentée conlmeil Huit :
Soit ABC i/lg. 4^) ^ triangle donné. Je dis que l'angle ACD est plus grand que son alterne - intome BAC. — En effets joi-
gnons B au milieu E de la droite AC , et faisons tourner le triangle EBA autour du point E , jusqu'à ce que EA vienne s'appliquer sur son prolongement EC , et par suite le point A sur le point C. L'autre côté EB de Tangle BEA viendra aussi s'appliquer sur son prolongement. La ligne BA partira donc du point C pour aller rencontrer BEF dans Tintérieur de l'angle àCD« Donc Tangle ECF ou BAE sera contenu dans Tangle ACD. Donc entin Tangle A est moindre que son alterne-interlie ACD.
Par la même raison, les deux droites AB, AC étant coupées |w^rBC) l'angle ABC sera moindre que son alterùe-iliténie RCtt^ ou que son correspondant ACD = BCG.
Donc r^iigle extérieur ACD est plus grand que diaeun des ;^ngk>s extérieurs non ac^acents*
Ku d'^uirt'S termes > dans un triaDgle , chaque angle est UHviuvire ^ue le suppiêmeni de Tun qnekonque des deux v'iutrt^c^
IVmk^ U $^M)U)>e de deux quekoiHittes des acides dHin triangle e<s^ nn^idn^ que deiix ;3ui^Àes drv^l$.
TVmi triai^ji^ a an nmiisile^ix iw ^hi! ai^ros.
I Vh\ «IfK^ile^ l^^otMiil iIVmi «nNne |i«iiil kt pev^nMl aToir une
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Si Votk mène y d'iïn même poifity àf \me droite donnée /une perpendicuiaiffe et une oblique , Toblique fèk^à^ uû aû^le atguf avec la partie de la droite qui va du pied de l'Qblique au pied de la perpendiculaire.
Après avoir établi ces inégalités indépendamment au quatrième axiome, on démontrera^ comme i^wc/ide [prop. 3*2], les théorèmes d'égalité fondés sur cet axiome.
Si Ton prolonge un côté d'un triangle, Tangle extérieur est égal à la somme des deux intérieurs non adjacents.
La somme des trois angles du triangle est égale à deux angles droits.
Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont complémentaires.
Deux angles d'un triangle^ étant donnés^ déterminent le troisième.
Du TRIANGLE isoscÈLE (*). — Soit ABC (fig. 4i) un triangle isoscèle^dans lequel AB^=:AG. Retournons le i^lan de ce trian^te,^ en lui faisant faire uile denlt-révolution autour de la'bissec* trice AD de l'angle A ; ou, ce qui revient au même^ plibns la figure en deux, en faisant tourner une des moitiés autour cte' AD comme charnière. On voit alor^ que les deux moitiéé de la figure se recouvrent parfaitement.
Si Ton ne veut pas d'abord introduire la^ bissedtpice>^ dà commencera- par faire voir que le triangle retourné A<B'G'
(*) G*est à Ion que plusieurs auteurà français se permcitenl dWire, au Aiépris dé rétymologief isocèté poiit isàscète, C*est la inémlÈr'iiégUgencë'quë' si l'on écrivait cène pour sdiène, Noiis dirôiys eif*pti'ssàtit qtiè plusieurs autres mots du langage mathématique sont généralement défigurés par un usa^e qui; m^lhetireasemeut, leiïd'de plds'ehiiflûs'à'plr^aïdîr. Cependant, malgré toutes lès amoritésquVfifpè^rtrrailisi^ù^' cher, notis pferfelsieroffré tJrtljours à dire qû9 hypoihémêè, paraHéliptpède , etè., mis pouf- ftypbté' nuse^, paralléiépipède, etc.;, cofistittient de véritables fatites d^of tbègrât^hfé^.
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dépend pas nécessairement^ et il semble alors plus logique de l'établir sans le secours de cet axiome. C'esf l^qu'at^ii EueUde [prop.l6], et sa démonstration peut être présentée conime il suit :
Soit ABC (fig. 4o) le triangle donné. Je dis que l'angle ACD est plus grand que son alterne -intorne BAC. — En effet, joi-
gnons B au milieu E de la droite AC y et faisons tourner le triangle EBA autour du point E, jusqu'à ce queEA vienne s'appliquer sur son prolongement EC , et par suite le point A sur le pointe. L'autre côté EB de l'angle BEA viendra aussi s'appliquer sur son prolongemetil. La ligne BA partira donc du point Cpour aller rencontrer BEF dans l'intérieur de l'angle ACD. Donc l'angle ECF oufiAE sera contenu dans l'angle ACD. Donc enfin l'angle A est moindre que son alterne-înterne ACD.
Par la même raison, les deux droites AB, AC étant coupées parBC, l'angle ABC sera moindre que son alterùe- interne BCG, ou que son correspondant ACD = BCG.
Donc l'angle extérieur ACD est plus grand que chacun des angles extérieurs non adjacents.
En d'autres termes, dans un triangle, chaque angle est moindre que le supplément de l'un quelconque des deux autres.
Donc la somme de deux quelconques des angles d'un triangle est moindre que deux angles droits.
Tout triangle a au moins deux angles aigus.
Deux droites partant d*un même point ne petivent avoir une perpendiculaire commune.
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Si l'oÉ mèB^^ d'sffi même pomty àf iHte droite <lomlée /uni^ perpeDdiiciidaif e et une oblique , Foblïqtiie fèk^a^ nn angle- aâ%ù avec la partie de la droite qui va du pied de rqblique au pied de la perpendiculaire.
Après avoir établi ces inégalités indépendamment du quatrième axiome, on démontrera^ comme FéUclide [prof. 3*2], les théorèmes d'égalité fondés sur cet axiome.
Si Ton prolonge un côté d'un triangle, Tangle extérieur est égal à la somme des deux intérieurs non adjacents.
La somme des trois angles du triangle est égale à deux angles droits.
Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont complémentaires.
Deux angles d'un triangle^ étant donnés^ déterminent le troisième.
Du TRIANGLE isosGÈLE (*). — Soit ABC (fig. 4i) uu triangle isoscèle^dans lequel AB^=AG. Retournons le i^lan de ce t'riaûgië^^ en lui faisant faire uile denlt^-révolution autour de la' bissectrice AD de l'angle A ; ou> ce qui revient? au même^ pllbns fo figure en deux^ en faisant tourner une des moitiés autour de^ AD oomme charnière. On voit alorfs que les deux moitiés de la figure se recouvrent parfaitement.
Si Ton ne vetit pas d'abord introduire la^ bissectrice;^ di commencera' par faire voir que le triangle retourné A<B*C'
(*) C'est à torique plusieurs auteurè français se permetienl d^écrîre, auttiépTis de Tétymologief isocèîé pour /éôscète. CVst la'méin'fe'^rféglîgence'quë' si Ton écrivait cène pour s^ne. Nobs'dirôtfî; etf^ pt^sàïiV qîiè plusieurs autres mots du langage mathématique sont géuéralemenl défigurés par un usa^& qtii; mrallTètire'û-semenft, teôddé plà^'eniytds'à'pîr^aïi?*'; Cèpé^tîarit, malgré icwtès lès amotrltés qu'oie p&M'rafitiibti*'c^^ liortlspepfeisie^cmè Afàjours à dire qaè hypothénuêè , paraMélipipède ^ etd.^ mis povtt' kgj0é' nuse, parallêiépipèâe, ete;> cofistâtireflt de véritàrblès fatités d^ottliè^i^jl^l^.
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peut se placer sur sa première position ABC. Alors la bissectrice de l'angle G&\' coïncide avec celle de l'angle BAC, le
milieu de C'B' avec le milieu de BC, etc. Donc
Théorème.— Dans un triangle isoscèle, 1" les angles a|S] ses aux côtés égaux sont égaux ; 2° la bissectrice de l'angle au sommet est perpendiculaire à la base; Scelle partage cette buse en deux parties égales.
Autre énoncé. — Si d'un point pris bors d'une droite, on mène à cette droite une perpendiculaire et deux obliques égales entre elles, 1° ces obliques s'écartent également du pied de la perpendiculaire; 2" elles sont également inclinées sur la perpendiculaire; 3* elles sont également inclinées sur la base donnée.
Donc tout point à égale distance des extrémités d'une droite appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu de cette droite.
Si donc tbacun des deux points A et B de la droite AE {fig. ija) est équidistanl des eitrénûtés C et C de la droite GC, AB sera perpendiculaire sur le milieu de CC.
Autre énoncé, — Si Ton joint, dans un cercle, le centre aux deux extrémités d'une corde, 1° les deux rayons feront avec la corde des angles égaux ; 2" la bissectrice de l'angle dts deux rayons (laquelle est aussi la bissectrice de l'arc) est perpeo-
diculaire à la corde ; 3" elle partage cette corde en deux parties égales.
DoDc^ si deux cercles ont deux points communs^ * la ligne des centres est perpendiculaire sur le milieu de la corde commune.
Remarque. — La bissectrice de l'angle A ifig, 4i)> satisfait à quatre conditions :
i^ Elle passe au point A.
2^ Elle partage Tangle Aen deux parties égales.
3^ Elle passe au milieu D de BC.
A^ Elle est perpendiculaire à BC.
Or deux de ces quatre conditions^ combinées convenablement^ déterminent complètement la droite AD. De là résultent autant de réciproques du théorème précédent. Ainsi^ dans un triangle isoscèle^
La droite qui joint le sommet au milieu de la base est perpendiculaire à cette base, et bissectrice de Tangle au sommet;
La perpendiculaire abaissée du sommet sur la base partage cette. base et Tangle au sommet, chacun en deux parties égales ;
La perpendiculaire élevée sur le milieu de la base passe au sommet^ et partage Tanglé au sommet en deux parties égales.
— On peut énoncer encore ces réciproques comme il suit :
Dans un cercle^ la droite qui joint le centre au milieu d'une corde est perpendiculaire à la corde et bissectrice de Tare ;
La perpendiculaire abaissée du centre sur une corde est bissectrice de la corde et de Tare ;
La perpendiculaire élevée sur le milieu d'une corde passe par le centre et par le milieu de Tare.
Considérons maintenant un triangle qui a deux angles égaux^ ces deux angles étant nécessairement aigus.
En retournant le triangle et rappliquant sur son ancienne position ; ou encore, en pliant la figure autour de la perpendi-
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ouiajrç jél/evée sur 1,^ milieu de la base {*), oa voit qa» lié» ideux moitiés de la figure coïncident Tuae avec l'autre ; pi^ leooséquel] t, le triangle est iêO$cèU.
Autre énoncé. — Deux obliques également inclÎQées sur la base sont égales, et par suite s'écartqnt également du pied de la pejrpiendicul^ire.
Autre énoncé. — Si deux droites, cpupées par une troisième^
forment avec celle-ci des angles \ \ [ d'un même côté
° ( externes )
I correspondants ] alternes- internes \ supplénientaires, alternes-exlernes ) les trois djroitjes forment un triangle isoscèle.
Soit enfla un tri^ngle^ dan^ lequel le sommet se trouve sur la perpendiculaire éleyée au milieu de la base.
En retournant la flgure , ou en la pliant autour de la perpen(liculaire, on voit que le triangle est isoscèle.
^jnsi un tri^ogle^ dan^ lequel la perpendiculaire élevée au (nilieu de ja basie pa^se par le soiprpet, est isoscèle.
Autre énoncé. — Tout point de la perpendiculaire élevée sur le milieu d'une droite est équidistant des deux extrémités de cette droite.
Autre énoncé. — Deux obliques qui s'écartent également du pip4 4^ la perpendiculaire soat égales.
— De cette proposition ,, Jointe ii sa réciproque du § 20 , il résulte que la perpendiculaire élevée sur le milieu d'une droite est le lieu géométrique des points équidistants des deux extrémités de cette droite.
En d'autres termes, c'est le lieu géométrique des centres des cercles qui passent par les extrémités de la droite.
{*) Celle perpendiculaire reucouire it^ daux côtés au-deitmf de la base (axiome iV et coroKiires).
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Inégalités dans un triangle quelconque.— Si deux côtés AB, AC (fig. 42) d'un triangle sont inégaux , au plus grand côté AB est opposé un plus grand angle C.
Voir Ettclide, I, i8.
Aulremenif m retournant le triangle , et le (basant sur son ancienne positiim (ou , ce qui revient m mênae > en pliant le triangle autour de h bissectrice AP de l'angle ^u sommet), on forme le triangle BDC^ dan» lequel Fangle AC^O , extérieur au triangle , est plus gr^nd que F&ngbf inférieur non adjacent B.
TT Réciproquement , $| d^ux angles d'un triangle §on|. inégau)L y au plus grand ai^gle e$t opposé un plus ^rand côté {EuclidCy], 19).
Pap^ lin tf'îii^ngle ^ un côté qi|e)cpnqiie est moindre que la somme des deux autres (fluclidey l^ 20).
Il s'ensuit que , dans un triangle , un côté quelconque est pli)$ grand que ûi, diffiprenqe des ^ew^ ajujtres.
Corollaires, — Dans i^in polyggpe , un côté quelconque est moindre que la somme de tous les autres.
En d'autres termes^ une ligne droite est plus courte qu'une ligne polygonale ayant les mêmes extrémités.
Un contour polygonal convexe est plus court qu'un contour pcrfygona) quelconque qui Tenveloppe en aboutissant aux mêmes extrémités.
EXPOSITION I
Un contour polygonal fermé et convexe est moindre qu'un contour polygonal quelconque qui l'enveloppe de toules
parts H-
Si d'un point on mène à nne droite une perpendiculaire et diverses obliques,
V La perpendiculaire est plus courte que toute oblique ;
2" Si deux obliques s'écartent inégalement du pied de la perpendiculaire, celle qui s'en écarte le plus est la plus longue.
Autre énoncé. — Si la hauteur d'un triangle ne tombe pas au milieu de la base, au plus grand segment est adjacent un plus grand côlé.
Pour démontrer cette proposition, si les obliques sont de côtés différents de la perpendiculaire, on compare l'une d'elles aune oblique égale à l'autre, et menéi^ du même côté de la perpendiculaire que la première. Le triangle formé par les deux obliques a alors un angle obtus, opposé à l'oblique la plus éloignée ; donc celle-ci est la plus longui?.
On peut encore énoncer cette proposition ainsi :
Tout point bors de la perpendiculaire élevée sur le milieu d'une droite est plus rapproché de celle des deux extrémités de la droite qui est située du même côté que, lui par rapporta perpendiculaire.
Réciproquement, dans un triangle non isoscèle. la Aaii/eur est plus rapprocbée du plus petit côté.
Autreénoncé. — De deux obliques inégales, la plus longue s'écarte le plus du pied de la perpendiculaire.
Autre énoncé. — Tout point inégalement distant des deux extrémités d'une droite est hors de la perpendicul;iire élevée
lignes, Toj. Noie VIII.
sur le milieu de cette droite, et il est du même côté de cette perpendiculaire que celle des extrémités de la droite dont il est le plus rapproché.
Cas d'égalité des triangles. — i** Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux^ chacun à chacun (Euclide^ l, 4)*
2^ Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux, chacun à chacun. — La démonstration donnée par Legendre (liv. 1, pr. Vil) est plus simple que celle d'Euclide (I, 26).
3® Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun. — Adossons les deux triangles (fig. 43) de manière que leurs sommets C, C se trouvent de
côtés différents de la base commune AB. Chacun des points A, B étant équidistant des points C et C, la ligne AB est perpendiculaire sur le milieu de CC, Si donc on replie la figure autour de AB, le point G tombera en C.
— Autre^nenty la perpendiculaire AB sur la base du triangle isoscèle ACC^ étant bissectrice de l'angle au sommet, on a CAB = BAC', ce qui ramène au premier cas d'égalité.
— On peut dire encore que, les triangles CAC, CBC' étant isoscèles, on a l'angle ACC' = AC'C, l'angle BCC'= BC'C, d'où ACC ± BCC = AC'C ±: BC'C, c'est-à-dire ACB = ÀC'B, etc.
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Deux triangles rectangles sont égaux^ lorsqu'ils ont deux côtés de même nom égaux chacun à chacun.
r Si ce sont les deux côtés de l'angle droite on est dans le premier cas du paragraphe précédent.
2^ Si ce sont Thypolénuse et un autre côté^ on adosse les deux triangles rectangles^ de manière à former un triangle isoscèle, que sa hauteur partage en deux triangles égaux.
— Cette dernière proposition est un cas particulier de la suiva^ite :
Deux triangles sont égaux^ lorsqu'ils ont deux côtés égaux chacun à chacun, et Tangle opposé au plus grand de ces deux côtés égal.
Si deux triangles ont un angle inégal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, au plus grand angle est opposé un plus grand côté (Euclide, 1, 24).
— Réciproquement, si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun et le troisième inégal^ au plus grand côté est opposé un plus grand angle {Euclide^ 1^ 25).
JWote I.
Sur IHovariabilUé des fig^rep.
Toute la (^oipétrie es| fondiée sur |rid<ée de rinvariabijité des formes. On commence par admettre qu'il e^ste dans les ^gure^f une certaine propriété^ qui si^bsiste lorsque ces figures se trouvej^t transporlées dans uqe autre région de Tespace^
Cette propriété ne saurait êt^e définie en termes géométriques, sans pétitioa de prinçjlpe. L'idée d'invariabilité de forme nous vient de l'expérience. Après avoir-acquis Tidée de grandeur ou d'étendue par la considération du mouvement (voy. la Note suivante), nous constatons que certains corps, ceux surtout qui offrent au toucher le plus de résistance, nous présentent toujours, de quelque manière qu'on les déplace, des dimensions et de« confîgui^ons que nous jugeons être les mêmes^ c'est-à-dire qui, appréciées d'après le mouvement de l'œil, en tenant compte de l'éloignement plus ou moins grand, nous causent des impressions toujours identiques. Nous donnons à ces corps le nom de corps solides.
Nous dépouillons ensuite, par abstraction , ces corps de toutes les parties dont la considération ne nous intéresse pas; ou, si l'on veut, nous supposons ces parties parfaitement translucides et pénétrables; et l'ensemble des parties conservées ou restées visibles constitue ce qu'on appelle une figure géométrique.
Note II.
Sur le mouvemenk géométrique.
C'est par suite d'une confusion d'idées que plusieurs géomètres veulent bannir des éléments de géoinétrielaconsi(iéraiion du mouvement.
L'idée du mouvement, abslracliun faile du temps employé à l'accomplir, c'est-à-dire l'idée du mauMinmt géométrique, n'est pas une idée plus comp1ex.e que celle de grandeur ou d'étendue. On peut raènie dire, en toute ligueur, que cette idée est idenliquu avec celle de grandeur, puisque c'est précisément par le mouvement que nous parvenons à l'idée de grandeur.
Ce mouvement géométrique, qn'une équivoque de langage a fait confondre avec le mouvement ians le temps, objet de la cinématiqut, ne peut pas dépendre d'une autre science que de la géométrie purt.
Il est avantageux d'introduire celle idée de mouvemenl géométrique le plus tôt et lu plus explicitement possible. On y gagne beaucoup sous le rapport de k clarté et de la précision du langage, et l'on se trouve mieux préparé h introduire plus lard dans le mouvement les notions nouvelles de lemps et de vitesse.
Cest d'ailleurs ce que tous les auteurs font à leur insu et malgré eux; et il eerait difDcile de trouver une seule démonstration d'une proposition fondamentale de géométrie, dans laquelle n'entre pas l'idée de mouvement géométrique, plus ou moins déguisée.
ixiômes relaiifs li l'e
e du plan i>t de k ligne droite.
Nous avons admis, pour plus de simplicité, comme deux axiomes indépendants, l'existence de la ligne dioite et celle dn plan. I^sdeux géomètres dans les ouvrages desquels nous trou>ons la vraie théorie des parallèles, W. Bolyai et Lobalschewsky, ont poussé pltu loin leurs recherches, et ont fondé les delinilions du plan et de la ligne droite sur d'autres axiomes plus simples el d une évidence plus Irappante. Voici à peu près comment Bolyai établit ces notions (*).
On peut d'abord défmir l'égalM de deux dislances indépendamment de la ligne qui sert à les mesurer, et sans laquelle on ne pourrait définir ce que c'est qu'une dislance plus grande qu'une autre. Si A et B, A' et B' sont deux systèmes de points, on peut imaginer que chacun de ces systèmes fasse partie d'un système solide quel-
(,") Teninmeii iii elitnenta mithefeos, clc. T, 1, p. iGfi el sui*. Hariit Vi^-Jriiely, iS33.—h'ur:er GruitilrU» einai Veriuchs u. ». (U.,S33 elsuiv. Miri» Viiirhelj, 1SSI.
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conque (*}. Si Ton peut tiansporter Tune de ces figures sur l'autre de manière que, A étant placé sur A'^ B puisse se placer sur B^, on dira que les distances XB, A'B' sont égales.
Le point A étant considéré comme fixe, l'ensemble de tous les points B de Tespace également distants de A forme une surface continue et fermée, appelée sphère, et dont le point A est le centre.
Une sphère partage Tespace en deux parties. Tune intérieure,. Tautre extérieure, Ua point ne peut passer de l'une de ces parties* dans l'autre sans avoir rencontré la sphère. • .
Une sphère ne fait que glisser sur elle-même, lorsqu'on la fait tourner d'une manière quelconque autour de son cetitre.
Deux sphères de centres différents ne peuvent coïncider.
D'un centre donnée on peut toujours décrire une sphère patf* sant par un point donné.
On peut aussi, d'un centre donné, décrire une sphère qui renferme dans son intérieur une figure donnée quelconque de dimcn-* sions finies.
Soient S, S^ deux sphères de centres 0, O, et telles que chacune d'elles passe par le centre de l'autre. Puisque chacune de ces sphères a une partie intérieure à l'autre sphère^ il faudra nécessairement qu'elles aient des points communs. Si A est un de ces points^ et qu'on fasse tourner l'ensemble des deux sphères autour des deux centres, supposés fixes^ A décrira le lieu des points communs aux deux sphères. Ce lieu sera une courbe fermée C, pouvant glisser sur elle-même^ et à laquelle nous donnerons le nom de cercle.
Si Ton retourne la figure, de manière que vienne en (V et 0^ en 0, S coïncidera avec S*' et S' avec S. Par suite le cercle C retombera sur son ancienne position. Donc le cercle est superposable à^ lui-même par retournement.
Des centres et 0' décrivons deux autres sphèreS) S^, S^^, égales^ entre elles, et enveloppant respectivement les sphères S et S'.. Chacun des centres 0^ 0' sera à la fois intérieur aux deux sphères,, d'où l'on conclut aisément que les deux sphères, ayant une partie* intérieure commune^ doivent nécessairement se rencontrer, enverrait de même que leur intersection est un nouveau cercle C^^ pouvant glisser sur lui-même, et superposable à lui-même par retournement.
(') Voy. la Note 1.
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Si l'on construit: ainsi deux sûvies de sphères égales, s'iSteTUtant d'une manière continue jusqu'à l'inlini, le lieu des cercles suivant leaqutila elles se coupunt deux à deux s'étendra indétinimenl, et formera une stirface pouvant glisser sur elle-même, torsqn''ûn la fait tourner autour des points 0, 0', et snperpusable à ellc-mâmt: par retournement. IVous appelhrona cette surface no plan.
Lorsqu'on retourne la ligure en plaçant en C et (^ en (>, on peut taire en sorte qu'un point A du cercle C revienne aur son ancienne position. De part et d'autre de A, les points^ du cercle se placeront deux à deux les uns sur les autres, et se distribueront ainsi xymétriiiuement par rapport à' A. Si l'on désigne par M, M' deux quelconques de ces points symétriqnts, ils pourront être considères comme les positions simultanées dc deux mobiles parlant de A et parcourant le cercle en sens contraire. Ces mobiles se rencontreront nécessairement en un point B, qui, avec A, parta^ra le cercle en deux moitiés auperposables AMB', AM'B.
Le retournement de la figure pourra être considéré comme produit par une demi-révolution autour des points A et B, que le retoumementlaisseimmobiles.
Dans ia demi-révolution de la figure autour de A et de B, chaque point m du plan, appartenant au cercle c, décrit un demi^cercle, en venant se placer sur un point m' du même cerclée, et tant que ce cercle ne S'^ réduira pas à un point unique, il ne pourra revenir à sa première position qu'après avoir aclievé la révolution entière.
Or. dans chaque cercle c, il y a deux points qui se trouvent dans leur position primitive après la demi -révolution. Donc ses points ont dû décrire des cercles nuls, c'est-à-dire qu'ils n'ont pas changé de place pendant la révolution.
L'ensemble de tous ces points forme une hgue qui reste immobile lorsqu'on la fait tourner autour dc deux de ces points. f.etlc ligne s'appelle la ligne droile.
Transportons maintenant la droite le long d'elle-même, de manière que deux de ses points a, b tombent sur deux autres points ir', 1^ de la première position. La nouvelle position restera immobile, lûi'squ'on la fera tounier autour de a' et de i/, et l'on en'concini qu'elle coïncidera née essai i-ement dans toute son étendue avec l'ancienne position, les points de celle-ci étant les seuls qui décrivent des cercles nuls. Donc on peut faire glisser uue droite le long d'ellemtmc saus qu'elle cesse de coïncider avec sa première position.
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Si d'un point à comme centre on déctit une sphère qui etiveloppe les points A el B, et rencontre la droite en 6 et 2/, la portion de droite ab pourra être placée de manière que « tombe en 6^ et 6 en Ow Alors se trouvera comblée la lacune qui existait encore entre A et B.
En faisant maintenant tourner la figure autour de 00^^ la portion de droite AB eiigendt*era une portion de plan qui comblera la lacune laissée dans Tintérieur du cercle G.
Si l'on fait tourner la droite a6 autour de a de manière que b l'esté dans le plan^ la droite restera tout entière dans le pian. Car si elle en sortait d'un côté, elle lie serait plus supetjiosable à elle-même^ lorsqu^on ferait faire au plan line demi-révolution atitôuf def points du cercle qui sont les milieuï des deux arcs a&.
On peut donc joindre par ime droite le point à à un point quel^^ conque m dû plati.
Si Ton fait mouvoir la droite èm le long d'une autre droite queU conque bm, tracée sur lé plàii, la droite mobile décrira le plan.
Si l'on fait tourner le plan aut<mr du point a de manière que bm rencontre toujours deux positions de ém^ le ptâii ne cessera pas de coïncider avec lui-même.
Il en sera de même si Ton fait glisser àé la même manière la droite am le long d'elle-même.
Donc le plan est une surface superposàble à élle-^ême lorsqu^on la fait glisser sur elle-même d'une manière quelconque, et de plus superposable à elle-même par retoûrûement .
De là résulte que par trois points non en ligne droite on peut toujours faire passer un plaii et un seul.
nrote IV.
Sur h dêfifiititm de hi ligné d^Uè.
Supposons uu ob^rVateur plaicé au milieu d'une va&te plaine. Il aperçoit de loin un point, et veut se transportei* en ee po^nt.
Vinstinct le porte à marcher dans la direction suivant laquelle ce point lui envoie ses impressions lumineuses. La preuve ^pm ce procédé est insHfuMf^ c'est qu'il est suivi par tous les anin&nx. ' Vexpériencéy aidée de la réflexion, lui appren.l plus tard qu'en suivant cette i^ute, il accomplit le trajet eu moins de tempfe que s'il se fût écarté de la direction des rayons lumineux.
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De là cette vérité vulgaire, mais assez complexe au point de v« géoméli'ique : La liyne droite tU le jdus eourt chmnîn d'un fioînt à iiii autre. C'est cet énoncé que les autenra de la plupart des traités de géoméli'ie ont cru pouvoir prendre pour dtSfinitioD de la ligne droite.
En discutant l'origine et la véritable signification de cette notion du senx commua, nous verrons sans peine que l'inscripliuii d'ane telle proposition en lêle des éléments du géométrie indiqua que l'on n'a pas suffisammËnt analysé les idées très-simples qui ^e ruppoitmi à cet objet.
Certains philosophes Je l'antiquité, au dire de Provlus, loulanl railler agréablement la 20° proposition li'Euclide, prétendaient que les ânes eux-mêmes l'admettaient sans démonstration. On peut répondre à cela que les ânes, en suivant telle route plulôt que telle antre pour atteindre leur but, ne se préoccupent en aucune fat.-on Je la longueur du cbemin. Leur instinct les porte à marclier dans la ligne suivant laquelle l'objet impressionne leurs sens, et cette ligne sera la ligne droite, parce que c'est la roule que suivent ta lumière, le son, etc. Il n'est pas impossible, d'ailleurs, que les animaui: fassent quelquefois acte d'intelligence, en adoptant le cbemin que l'expérience leur a montré être le plus court.
C'est donc l'expérience, aidée de la mémoire et de la léUcxion, qui nous apprend que te chemin rectiligne est, toutes choses égales d'ailleurs, le plus loi parcouru.
1^ jugement concordant, ijue l'on forme en appréciant au coup il'ail la longueur du chemin, doit èlre rapporté à la même origine, puisque l'idée de grandeur, que nous transmet immédiatement le sens de la vue (abstraction fuite des notions t'uurnies par les autres sens, ainsi que par ta mémoire et la réflexion), n'a pas d'autre source que le mouvement plus ou moins considérable que doit exécuter l'axe de l'œil pour parcourir tel ou tel contour.
Il nous paraît donc établi que l'adoption du chemin recliligne a une origine primitivement instinclive et irréfléchie, et que sa piopriété de minimum, qui en a fait Conserver l'usage, nous a été révélée par l'expérience.
Examinons maintenant de plus près quelle est la signification de ce iu|{emcnt,*quelie en est l'exacte interprétation géométrique, après qu'on l'a, pour ainsi dire, épiu'é par la faculté d'abstractiuu, et dépouillé de toutes les circonstances physiques qui avaient accomp^né sa formation.
Le chemin de direction constante (*), que nous parcourons en sui« vant le rayon lumineux, nous conduit à Tidée d^une ligne de direction constante, en remplaçant, par la pensée, notre corps par un point, c'est-à-dire en réduisant indéfiniment les dimensions de notre corps par rapport à ce qui Penvironne ; ce qui donne à Tidée de chemin une précision de plus en plus grande.
En appliquant le môme procédé d'abstraction aux autres chemins possibles, on ar dû continuer d abord, sans s'en rendre compte, à mesurer la longueur du chemin par le nombre des pas, le temps du parcours par le temps employé à faire un pas; l'idée de temps n'étant ici, du reste, qu'une idée auxiliaire, qui doit être éliminée à la fin de l'opération intellectuelle. Dans le langage abstrait, cela revient à supposer le mobile décrivant un polygone, et à admettre^ comme un fait d'expérience, qu'un côté d'un polygone est moindre que la somme de tous les autres.
Pour aller plus loin; pour acquérir des notions relatives à la longueur de slignes courbes, on est forcé de recourir à un nouveau procédé, au procédé du passage à la limite, qui remplace la comparaison directe, devenue impossible.
Il ne sufiSt pas, en effet, de faire appel ici à Vidée vague que chacun a ou croit avoir de la longueur d'une courbe. On peut bien, il est vrai, définir nettement ce qu'on entend par un arc plus grand ou plus petit qu'un autre^ lorsque ces deux arcs sont comptés à partir d*une origine commune. Mais déjà^ dès qu'il ne s'agit plus du cercle ou de rhélice, il n'est plus possible de comparer directement deux arcs de la même courbe, lorsqu'ils ne sont pas comptés à partir de la même origine. A plus forte raison cette comparaison est-elle impossible^ lorsque l'on considère des arcs pris sur des courbes différentes.
Il faut bien, cependant, que l'on trouve im moyen de suppléer à cette comparaison directe^ sans quoi^ en disant que telle ligne est plus ou moins longue que telle autre, on ne ferait que prononcer une phrase absolument vide de sens. Voyons donc quels moyens peuvent proposer ceux qui se refusent à invoquer le principe des limites.
do Le temps employé par le mobile pour parcourir un certain chemin. — Mais il faut alors supposer tacitement que la vitesse est
(*) Nous jugeons que^la direction estconstante> parce que nous n'avons faii aucun effort pour imprimer à notre corps un mouvement de roiaiion.
la m&aie dans hs (leu\ t^liemiiiE qits l'un veut comparer. Qu'cst-c<' maintenant que la vileseeî Ou, si l'on renonce it déBsir la vitesse, en rniiiuetlaDt au nombre des quantités primitives, qu'est-ce que deui viiesses égales? — De quelque manière que l'on essaye de répondre à cette question, on se trouvera toujoui's obligé, lût ou tard, de pai^seï' par les nations de limites, et l'on n'aui'a fait que reculer ioutilemeut la diriîcultë, en inlroduisant des auxiliaires inutiles, pour taii'e une comparaison qu'on aurait aussi bien pu faire directement.
3" On applique un fil tleitible sur la courbe, puis on le redresse. — On suppose ici le fil inextensible. Qu'est-ce donc qu'un Til inevlensible, dès qu'il cesse, d'être en \igat droite ou d'Être appliqué sur la même courbe i Toutes les déiinilions que l'on peut tenter de donner du pliûnomène physique de l'allongement d'un Til curviligne revienncnl, en définilive, à lîter à ce 01 (supposé infiniment mince) son caractère de courbe continue, pour en faire un polygone à tdlé» trèspetits, el ce n'est que dans le passage à la limite que l'on Arrive à supposer ces tôtés infiniment petits. On voit donc que, là encore, on n'a fait qu'obscurcir la question en la compliquant do notions pbysiques étrangères.
Telles sont les difûcullés insurmontables que l'on rencontre, lorsqu'on veut définir la plus simple des figures de géoraiîtrie au moyen d'une de ses propriétés secondaires, qui n'est, au fond, qu'iin ibéori^me d'une nature assez compliquée, et exigeant, pour être compris, la connaissance préalable d'un grand nombre d'autres propositions.
Nous disons que la propriété de minimum de la ligne droite esl une propriété secondaire. En effet, aucune des propositions fondamentales de la géométrie ne repose sur cotte propriété, du moins quand un prend, pour arriver h leur démonstration, la voie U plus directe et la plus nuturelie,
1^ propriété dont il s'agit a son analogue dans touteK les figurps symétriques, sans que cependant on ail jamais songé à la preniii'e comme définition pour une autre figure que pour la ligne droite. Que dirait-on, en effet, d'un auteur qui définirait le cercle connue la courbe d'aire maximum parmi celles d'im périmclrc donné? Il aérait difticile de déduire simplement, de celle définition, les propriélis foudamentales du cercle. Et cependant c'est ce même procédé que la plupurt des auteurs suivent pour la ligne droite, et la forr« de l'iiabilude nous empêche seule d'en sentir l'éUangeté.
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L'origine de celte f»*éleDdue définition de la ligne droite remanie à une fausse interprétation d'un passage d'i4roAtméd«. Lorsque ee gfand géomètre voulut; le premier, aborder les problèmes de la fectiication du cercle et de la quadrature de la sphère, il lui fallut bien définir ce qu'il entendait par longueur d'une ligi)ie courbe on par otre d'une surface courbe. Pour y parvenk^ il posa comme des prinoipeB (u77o6s(7et(;) certaines propositions^ sur lesquelles il s'appuya comme sur de nouveaux axiomes :
i** La ligne droite est la plus courte de toutes celles qui ont les mêmes extrémités.
2° Un contour convexe est moindre qu'un contour qui l'enveloppe en s'appuyant sur les mêmes extrémités.
3° La surface plane est la plus ^petite de toutes celles qui sont terminées au noiême contour.
Etc.
On peut aisément montrer^ cpmme chacun sait^ que la méthode d'exhaustiop, employé^ par lef Anciens dans leurs démonstrations^ est identique, pour le fond^ avec la méthode des limites, par laquelle les Modernes l'ont remplacée. La limite d'une quantité variable n'est déterminée^ en effet^ que par Terclusion de toutes les valeurs de la variable, autres que celle que Ton ne peut définir directement^ et yue la variable ne peut en général jamais atteindre; et ce procédé est précisément celui de la* méthode d'exhaustion.
En suivant le même ordre d'idées, on reconnaîtra facilement que les principes que nous venons de rapporter^ étant interprétés d'après les idées modernes, ne sont autre chose que des définitions de la longueur d'une ligne courbe, ou de l'aire d'une surface courbe. Ainsi Archimède, ne pouvant définir directement la ligne droite qui représente ime longueur curviligne, a défini celle-ci comme quelque chose plus grand que tous les contours rectilignes inscrits, et plus petit que tous les contours rectilignes circonscrits. Gomme on peut faire en sorte que deux contours rectilignes^ pris dans ehacune de ces deux séries^ soient rendus aussi peu différents que l'on voudra Tun de l'autre, il en résulte que ces deux séries tendent vers une limite commune, qui est la longueur de la courbe. On voit donc que nous sommes arrivés à la définition moderne de la longueur de l'arc de courbe, sans faire autre chose que de traduire et de développer ['idée i^Archimède^ et que les principes que nous avons cités^ loin de contenir une définition de la ligne drdtè^ serventau contraire
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à délinir, au moyeu de la ligne droite, la longueur de la ligne couil)e. On peut remarquer en même temps que les auteurs qui ont fait celle confusion au sujet de la ligne droite auraient dû, pour reslcr conséquents avec eui-mèmes. prendre le troisième principe pour di!iinition du plan, les propriétés exprimées par les principes i et 3 étant complètement analogues.
Note T.
Sur l'unité angulaire.
Les diverses fonctions trigonomélriques, le sinus, la tangente, etc., sont définies d'abord pour le premier quadrant, dans l'inlervalle duquel elles parcourent entièrement la série de lenrs valeurs nnmi'riqucs. C'est par l'inlroduction des signes + et — que l'on parvienl
à donner, aux angles non compris entre les limites et ^. des
fonctions trigonométriqtes, qui ne sont autres que celles de certains angles du premier quadrant, prises avec des signes convenables. On sait, en effet, que, pour obtenir les fonctioDS tri gon orné triques d'un
angle < ou > s' on commence par ajouter ou retrancher le
nombre de quadrants nécessaire pour ramener l'angle donné S èlre compris dans le premier quadrant, de sorte qu'il suffit d'avoir une table des fonctions trigonomélriques dressée scnlement pour le premier quadrant.
Si l'on exprime maintenant un angle en prenant le quadrant pour unité, et le soumettant à la division décimale, l'angle se composera d'une partie entière, positive ou négative, et d'une partie décimale, que l'on pourra toujours supposer positive. L'opération de l'addition ou de la soustraction des quadrants sera alors complètement analogue à celle du changement de caractéristique dans les logarithmes décimaux. C'est déjà là un premier avantage du choix'de la véritable unité angulaire.
Si, comme quelques auteurs l'ont proposé, on prenait le cercle entier pour unité, le quadrant serait représenté par la fraction 0,2."i, et, pour opérer la réduction d'un angle uu premier quadrant, on
serait obligé d'altérer les deux premières décimales^ ce qui serait beaucoup moins simple dans la pratique.
L'adoption^ comme tmité angulaire^ du centième de quadrant ou grade n'a d'autre raison d'être que le désir de se rapprocher du degré sexagésimal. 11 n'en peut résulter aucun avantage sérieux^ mais seulement une complication dans récriture, et une perpétuelle confusion des degrés nouveaux^ des minutes nouvelles, etc.^ avec les degrés anciens, les minutes anciennes, etc.
Nous avons signalé une première analogie entre la division décimale du quadrant et les logarithmes décimaux du système de Briggs, La raison de cette analogie est facile à saisir. Si Ton considère une exponentielle à exposant complexe^
la partie réelle de l'exposant est un logarithme réel, le coefficient
de y — 1 un arc de- cercle ; de sorte qu'on peut regarder les arcs de cercle comme des logarithmes imaginaires. D'après cela^ si l'on rapporte les logarithmes au système décimal^ les déplacements de la virgule dans la valeur numérique de Texponentielle répondront à des changements de la seule caractéristique; et, d'après la nature des exponentielles réelles^ qui ne sont pas des fonctions à période réelle, la caractéristique pourra prendre toutes les valeurs entières^ de — 00 à+oo.
De même, si Ton adopte la division décimale pour les logarithmes imaginaires, les changements de quadrant^ qui reviennent à la multiplication de l'exponentielle par une puissance de }J^^^ correspondront à des changements de la caractéristique du logarithme imaginaire; et, d'après le caractère périodique de Texponentielle imaginaire, cette exponentielle parcourra le cycle entier de ses valeurs, lorsqu'on fera varier la caractéristique de à 4, ou encore, ce qui revient au même, de — 2 à + 2, l'addition d'une unité à la caractéristique équivalant à la multiplication par yj — >i.
Ainsi, de même que 40 est la hase des logarithmes réels déci-
maux, e'^^ sera celle des logarithmes imaginaires décimaux.
Les autres unités angulaires dont on fait usage ont aussi leurs analogues dans les logarithmes, et il est aisé de s'en rendre compte au moyen des considérations précédentes.
Dans le calcul littéral, on emploie constamment les logarithmes
nature/*, relalifs à la ba(e e, et l'on (irenJ pour uniti! angulaire l'are
éga\ au rayon. Dans ce cas, l'analogue de la caraclëristiquc des logarilhnies décimaujt réels n'est plus un nombre entier; c'est le lo-
gai'ilhme naturel de 10, ou le nombre 3,30âo8S L'analogue de
la caractéristique des logarithmes décimaux imaginaires est, de
même, le nombre irrationnel i- Pour calculer numériquement dans c« système naturel, un serait donc obligé de se servit de caractéristiques fractionnaires, ce qui sérail peu commode dans la pratique,
11 reste à chercher l'analogue de la division sexagésimale du cercle. Il faut, pour cela, remonter dans l'antiquité au temps où les astronomes faisaient usage de la division sexagésimale du rayon, el où le calcul proprement dit était trop méprisé des hommes de science pour qu'ils songeassent à en perfectionner les méthodes. Les inventeurs des logarithmes se sont hien gardés de reprendre ces traditions, en choisissant CO ou 90 pour bases de leurs systÈmea, et la numération sexagésimale des Ic^arithmes imaginaires n'a plus aujourd'hui rien qui lui corresponde dans la numération des nombres réels, du moins dans les pays qui, comme la France, ont soumis leur système métrique à la division décimale.
On se demande souvent pourquoi les astronomes français, après avoir proposé les premiers la division décimale du quadranl[*), que les étrangers appellent encore la division française, ont été euimêmes les premiers à l'abandonner. Il y a, pour expliquer ce fail, nue raison très-grave dans la nécessité où sont les astronomes de puiser sans cesse dans des registres d'observations, qui, à toutes les époques, ont été constnùls d'aprJs le système sexagésimal. On conçoit quel immense travail entraineraitla conversion de tant dénombres d'un système dans l'autre, et quelle source d'erreurs el de eonfasïon résulterait d'un tel remaniement, sans parler des inconvénients qu'éprouveraient les observateurs actuels, forcés de changer leurs habitudes et leurs instruments. L'astronomie, enchaînée par son passé, a donc sagement fait de renoncer à nu perfeclionnemenl qui, en ail présenté plus de dangers que d'avantages réels.
Tablcn deettiidU» de
(■) VojfT. pour |ilu3 de déuila Boktrl «I liUUr. Ikriin. 1799.
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Mais les astronomes observateurs ne sont pas seuls à se servir des tables trigonomé triques. Or, pour tout autre usage que le calcul immédiat des observations faites avec des instruments portant la division sexagésimale^ il est incontestable que la division décimale présenterait des avantages immenses^ et nous tie pouvons comprendre la persistance avec laquelle la plupart des calculateurs la rejettent* Il n'est pas besoin d'une bien grande expérience du calcul pour voir combien on gagnerait à l'adopter dans les calculs de mécanique céleste^ de géodésie, de totiographié^ en un mot^ dani^ tous les cas où Ton n'a pas à lire ses nombres dans un registre d'observations astronomiques.
La seule bonne raison que l'on pourrait nous opposer, c'est le manque de bonnes tables trigodométriques décimales. Les seules tables à sept figures construites dans ce système^ celles de Hobert et Ideler, dé Borda et de Ccillet, sont mal disposées pour les usages pratiques^ Tintervalle des divisions étant trop considérable. Les tables de Plau:ioleSy à six figures^ sont beaucoup plus commode!, et cepeddânt elles sont peu répandues. Pour (^ne les calculateurs pussent jouir des avantagés de la division décimale^ il faudrait que Ton tirât des grandes Tables manuscrites du Cadastre (*) une série de tables répondant aux divers degrés de précision dont on a besoin dans les calculs, c'est-à-dire des tables à sept^ à six^ à cinq et à quatre figures (**). Si cette publication était faite avec les mêmes soins et une disposition aussi convenable qtje celle des bonnes tables sexagésimales publiées récemibent en Allemagne^ nous sommes con*vaincu que le seul système vraiment rationnel rèprendmit bientôt faveur, et que les tables sexagésimales ne trouveraient plus place que dans les observatoires, où elles devront longtemps encore être exclusivement en usage.
(*) Il existe deux exemplaires de CvS Tables, déposés l'iiii à la biblioihèque de l'Observatoire de Paris, l'autre à celle de rinsiilut. Voy. Nouvelles Annales de Mathématiques, Bidlelin de Bibliographie, 183o, p. 14; Comptes rendus de VAcôdémie des sciences, 24 niai 1858, et Arinales de r Observatoire, t. IV.
(**) Voy. notre Becueil de Formules et de Tables numériques^ qui contient des Tableâ trîgonoinétriqties décimales à quatre figures. Paris, Gauthîer- Villars, 1866,
Sur l'axiJïme 1 1 (dii poslutalum) d'Eudîde.
Des recherches déjà ancienoes, mais qui ont passe inaperçues jusqu'à ces derniers temps, ont mis hors de doule que la démonstration lie l'aiiàme 11 d'EucliJe (notre axiome IV) ne peut pas se déduire des aïiôraes précédeuls. Ces recherches ont été faites versl'année 1829, par deuï géomètres, Lohatschewsky et J. BolyaiC), qui par des mëtliodes différentes et indépeudamment l'un de l'autre, sont parvenu? pvesqu'en même temps à retrouver les résultats que Gauss possédait déjà depuis près de quarante ans. Malheureusement ce grand mathématicien n'a jamais publié ses travaux sur ce sujet, et sans la publication récente de sa correspondance avec Schumacher, nous ignorerions encore i'eiistence des nouvelles théories qu'il a appuyées de son imposante autorité.
Je n'entrerai pas ici dans l'eiposition complèlc de ces théories, que l'on trouvera développées avec détails dans la brochure de Lohatschewsky dont j'ai donné une traduction ("). Je me contenterai d'en faire connaître les points principaux, et d'indiquer sommairement ce que la géotnélrie abstraite, fondée sur la négation de l'aiiâme 1 1 . a de commun avec la géométrie euclidienne ou expérimentale , et en quoi elle s'en écarte.
La théorie des parallèles ne fait qu'un avec la proposition 32 d'Euclidesur la somme des angles d'un triangle rectiligne. Aussi plusieurs géomètres, au lieu d'essayer la démonstration directe del'axirtme 11, ont fait porter leurs efforts sur la détermination de la somme des angles d'un triangle.
On peut d'abord élahUr, comme Legendre l'a fait ('"), quelques prnpositionij complémentaires des 2S premières propositions d'Euclide, et indépendantes comme elles de l'axiâme 11.
(•) Fils de W. Buipi, doul nous av^iia c'ilé ks uu^ra^es, p. (i(i.
i") Etudes géométriques mr la thmrie des paratlèlei, par N. t. Lobauchewskj, suivi d'un extrait de la Correxpondance de Gains et de Sehumachtr. Paris, Gaiilliier-Villars, 1366.
('") Mémoires de l' ÀeadéTnie des Stiences, t. XII, p. 3(j9, — £(«»biii< dv géométrie, 3" ï 8' édiiion. — Vogts encore LoBATScnEWSKY, Etudes sur lei panama, V <!» etSO.
I. La somme des trois angles d*un triangle rectiligne ne peiU pas surpasser deux angles droits. •
DésignoDs^ pour abréger^ par /ABC {fig, 44) ^^ somme des trois angles du triangle ÂBG^ et soit^ s'il est possible^ /ABC > 2 dr« Sur
AC prolongé portons les longueurs CE=ËG=...==AC^ et sur ces bases construisons les triangles DCE^ FEG^ ...^ tous égaux à ABC.
L angle BCD , supplément de la somme des angles AGB et DCE= BAC, sera, d'après rhypothèse admise, <ABC. Donc [Eucl,^ I, 24] BD < AC.
On voit d'ailleurs [EucL, 1, 4] que tous les triangles BCD, DEF,. .. sont égaux entre eux. Donc BD = DF = FH = . . . .
Soit maintenant 8 la différence AC — BD. Si Ton construit n triangles consécutifs égaux à ABC, la différence entre la droite totale AP=n-AC et la somme des droites BD + DF + ...==n.BD sera n^ ; et^ en prenant n assez grand, on pourra faire en sorte que n^ surpasse la longueur finie AB+PQ=:2AB.
Mais on aurait alors AP — (BDF...Q)> AB-f-PQ, d'où il résulterait que le côté AP du polygone ABD ... QPA serait plus grand que la somme de tous les autres, ce qui est contraire aux corollaires de la proposition 20 du premier livre d'Euclide [§ 24, p. 57].
Il est donc impossible qu'il existe un triangle rectiligne dont les angles aient une somme plus grande que deux angles droits.
II. S'il existe un seul triangle rectiligne dans lequel la somme des angles soit égale à deux angles droits^ cette somme sera égale aussi à deux angles droits pour tous les triangles rectilignes possibles,
io Soit ABC {fig. 45) un triangle rectiligne tel que jABC=2dr. Faisons le triangle BCD = ABC, en prenant l'atigle BCD=CBA et CD = AB, d'où BDC=:A, CBD=BCA, BD=AC.
Prolongeons AB, AC de longueurs BE^AB, CF= AC; joignons DE, DF. Des égalités précédentes et de /ABC=2dr.. il résulte
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DBE=BAG=DGF> à'ôh Ton conclut que chacun dM triangles DBE, DGB est égal à ABC. On en déduit en^tiite aiflëthent que la
somme des angles en D est z=2dr.^ el par suite EDF est une ligne droite. Donc oh peut construire ]uri triangle AËF, ayatit ses côtés doubles respectivement de ceux du ttlangle proposé ÀBC ; de plus, équiangle avec ABC^ et àyàht par siiite la somtne de seà angles =2dr.
On pourra répéter cette construction autant de fois que Ton voudra, et obtenir ainsi uii triangle dont lés côtés seront aussi grands que l'on voudra, et la somme dès angles égalé encore à 2dr.
2*» Si un triangle AMN {fig. 46) a tin angle A cômnâiin avec le triangle A6C dont la sotnme dés angles ==2dr,^ oii âiirà aussi
Fiç. 46.
/AMN = 2dr. Construisons^ en effet, d'après ce qu'on vif^nt de voir, un triangle AGH, dont les côtés AG, AH soient respectivement plus grands.que AM, AN, et tel que Ton ait /AGH=JABC= 2 dr.; menons GN. La somme totale jAMN-h jMNG-h/NGH=la somme des angles en H + la somme des angles en N + JAGH^ et^ par suite, = 6dr. ; et comûie aucune des trois sommes partielles ne peut
surpasser a dr. [fifop. i], il fiiut que cbftettne d'elles soit sB:ddr. Donc /AMNssadr.
3* Soit mainteiiafil aht {fig. 47) nn triangle queleonque. Si ses angles ne sont pas égaux à ceux da triangte ABC paver \esfuA
J*ABC=2dr., il faudra que Pun au inoiris d'entre eux soît moindre que l'angle correspondant de ABC, sans quoi î'^ôn aurait ya6c> idr. Supposons donc bac < B'AC ; fatisons bafz= 6AC et inehons hf à volonté. 0'après i^,ahfei AÈC ayant un angle cômraurr, rahf=2dr.; dbd et a6/ ayant un angle comniun^ Jabd = 2 dr, ; abd ei abc ayant un angle commun^ Jahcz=z2dv.
OÏÏirè ces théorèmes et les 28 premières propositions dEucIide, voici un aperçu des bropositions de la Géométrie qu: s^étabHssént indépendamment de raxiôme 14 fj.
Une droite peut avoir avec un cercte ùh ou deux points cofhmuns, et pas davantage. Trois points étant donnés sur un cercle, trouver lé centré de ce cerclé. Possibilité dés polygones réguliers; construction effective de ceux de 4, 8, (6,... côtés seulement. Deux cercles peuvent avoir, sans coïncider, un ou deux points communs, et pas davantage.
Propriétés des figures sphériques, en partie analogues aux 28 premières propositions d^Euclidc. Egalité iéi triangles sphéHques. Tt'iangles sphériques îsoscèles, etc. Trouver le centre (Fun cercle passant par trois points donnés sur la sphère (**) . Déterminer le rayon d^me
(*) SoLTAi, kurzer Grwidriss eines Versuchs u. s. to. C^) Ce proÛème n'^est résoluble pour trois points dîoDoés sur uif plan qaé lorsqu'on admet ràxiôme 4(. Si trois points quelconques, non en ligne
Sphère par une coastmctioD plane. Tracer un grand cei'cle passant par deux points donnés, ou perpendiculaire sur le milieu d'un arc de cercle donné, ou partageant un angle donné en deux parties légales, etc. Petits cercles et arcs de grands cercles tangeots. Construction des polygones sphériques réguliers de i, 8, IC,... cillfe. Aire du Iriangle spbérique et.de la sphère totale. La somme d«s angles d'im triangle sphérique dont les cûlés sont infiniment petili par rapport au rayon de Ja sphère a pour limite deux angles droiu.
Si donc on construit la surface qui est la limite d'une sphère passant par un point donné, et dont le rayon croit jusqu'à l'inGni, les triangles tracés sur celte surface auront la âomme de leuni angles égale à deux angles droits, et par conséquent toutes les conséquences qui découlent de l'axiome 11 en géométrie plane sont vraies, dans rhypothèse contraire, pour ces triangles tracés sur la tphère-Umitr. En particulier, on peut appliquer à ces triangles les formules de la trigonométrie rectiligne ordinaire, et en déduire ensuite les formules de la trigonométrie sphérique, qui se trouvent ainsi étahiies indépendamment de la théorie des parallèles (*).
Mais cette sphère-limite coïncide- t-elle avec un plan? Tout ce qu'on peut dire, c'est qu'elle n'en diffère pas sensiblement dans l'étendue accessible à nos mesures, les triangles rectilignes que nous connaissons ayant une somme d'angles que nous ne pouvons pas distinguer de 3 angles droits ["}. Rien ne uous démontre cependant qu'il en soit de même pour des triangles rectilignes plus grands, et que la somme des angles de ces triangles ne finisse pas par être sensiblement moindre que 2 droits,
II n'y a, en effet, aucune incompatibilité entre les premiers :s (nos axiomes 1, II et III] et la supposition que la somme
droite, pouvaient toujours être placés si démontré.
(') l.agrange avait reconnu l' in dépendance entre les l'onnule» de la Irigon limé trie sphèrjque «t l'aiiâme 1 4 , et il croyait pouvoir tirer de Ik une démoostraiiiin de cet axiârne. Il considérait d'ailleurs louies les autres leniatives de démon si m ti ou comme insulSiiantes, C'eat ainsi qu'il s'exprimait dans ses cou versa ti on ^i avec U. Ëiot. (Communiqua pur M. L»(ori,f
(") D'a^irësles calculs de Loba tscliewsk y, les observa tloni uHronomiquei indiquent que, pour un triangle dont les eûtes seraient ï peu près égaui 1 la distance de la Terre au Soleil, la somme des angles ne diffère pas de
3dr. de3dis-mill>èi
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des angles d'un triangle soit moindre que 2 angles droits. J^ Bolyai et Ijobatscheiwsky ont tiré les conséquences de cette supposition, sans jamais se trouver en contradiction avec la logique, mais seulement avec l'expérience^ telle que nous la permettent nos moyens limités.
Si la somme des angles d'un triangle rectiligne est moindre que 2 droits^ on peut alors mener^ par un point donnée une infinité de droites différentes^ qui ne rencontrent pas une droite donnée. Celle de ces droites qui s'approcbele plus de la droite donnée est dite parallèle à cette droite. Deux droites parallèles sont asymptotes TunedeTautre.
11 n'y a plus^ dans cette hypothèse, de figui^es planes semblables. On ne peut plus partager par les procédés élémentaires une droite en trois parties égales, ni circonscrire un cercle à un triangle rectiligne quelconque. La somme des angles d'un triangle varie entre 2 angles droits et zéro^ et peut diminuer indéfiniment, lorsqu'on fait croître les côtés à rinfini. L'angle d'un polygone régulier n'est plus constant, et diminue indéfiniment, lorsqu'on fait croître le côté du polygone jusqu'à l'infini.
Au contraire, la somme des angles d'un triangle rectiligne infiniment petit tend vers 2 angles droits^ comme celle des angles d'un triangle sphérique infiniment petit.
Les formules de la trigonométrie rectiligne relatives à Thypotbèse où l'on rejette l'axiome 1 1 présentent une grande analogie avec celles de la trigonométrie sphérique ; elles s'en déduiraient en attribuant aux côtés du triangle sphérique des valeurs imaginaires.
Lobatschewsky a fait voir (*) que l'on pourrait construire sur cette hypothèse un système complet de géométrie, à laquelle il a donné le nom de Géométrie imaginaire, nom qu'il serait plus convenable de remplacer par celui de Géométrie abstraite. Les expressions des éléments différentiels des lignes courbes^ des surfaces et des vojumes sont les mêmes que dans la Géométrie réelle ou expérimentale,
£n résumé, Pexpérience ne nous ayant montré aucun triangle rectiligne^ si grand qu'il soit^ dont la somme des angles soit moindre que deux angles droits, la géométrie d'Euclide est certainement vraie^ au moins dans les limites de nos observations. Aussi suffira-t-elle
(*) Géométrie imaginaire (Journal de Grelle, t. XVIl, 1837). —Pangéométrie (Kazan^ 4855). — Yoir aussi J. Bolyai, Appendix scientiam spalii ahsolute veram exhibens, etc.» inséré dans le t. 1 du Tentamen, etc., de W.
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luujours dsns la pratique, et l'étude de la Géométrie abstrailt n'olTrim jamais d'iiitéièl qu'au point de vue philosophique, où elle acquiert, iiu contraire, une importance capitale.
Sur la lUëorJe des parallÈle».
Si l'on juge de la iHrei-tiim d'une droite par l'angle dont elle e'écat'le d'une diiection donnée, deux droites qui forment avec uiu' troisième des angles correspondants égaux sercnl de même direetion, et le théorème ddmonli'd au § H pourra s'énoucer ainsi :
Deux droites de mêm'! difi-lion ne peuvent se Tencontrer^ et «ont poraltèles .
Celle proposition pourrait être prise pour axiome, en considértnl l'idée de dirtdion comme une donuée fondamentale de l'expérience. Dès lors, il serait évident que deux droites qui se rencontrent oril des directions dilTéreules, et par suite celles qui ont la même diiei-tioD ne peuvent se rencontrer.
Dans cet ordre d'idées, l'axiome réciproque, c'est-â-dirt l'axiiime IV du § 15, pouirail s'énoncer comme il suit :
Dans UH plan, un« droilt quelconque rencontre toutes cellet qui n'ont pas la même direction.
Cet énoncé devient encore plus évident, lorsqu'on le rapproche de ce que nous avons dit (§ 6} de la génération rectitigne du plan.
Celte manière de présenter la théorie des parallèles est plu) simple et plus sjmédique que la méthode ordinaire, et nous semble avantageuse pour un premier enseignement de la géométrie f)' Eu revenant plus tard sur cet objet, ou montrerait, comme nous t'avons fait au § 14, que le parallélisme des droites de même dii'ection est une conséquence des axiomes précédents.
Noie VIII.
r ï» langueur d'une ligne conrbe.
On démontre, dans la plupart des traités de Calcul intégral, co théorème, quil eœiste une limite commune, finie et diterminéff pour
les périmètteà des polygones infimtisimaux inscrits el drùonsorits à un arc de courbe donné. On peut présenter cette démonstration soos upe forme tout à fait élémentaire^ sans employer FaigcNrithme de l'ana*lyse transcendante.
La démonstration repose sur le principe fondamental du calcul in* tégral ('), savoir que^ dans me somme d'éléments infiniment petits^ on peut^ sans changer la limite de cette somme, altérer chacun de ces éléments d'une fraction de lui-même infiniment petite. «~ En effets en remplaçant toutes ces fractions par la plus grande d*entre elles, qui est encore infiniment petite, on voit que raltéralion de la somme est moindre que cette fraction maximum de la somme elle-* même, c*cst*à-dire que si s^, s,,.... sont tous moindres que s, on a e^aj4-6,a,-f-....<E(«j-h«,-H-..».). La somme étant supposée ônié^ TaUération sera donc moindre qa^une fraetton infisanaent petite d'une cpiantité finie^ et par siûle elle sera infinmoent petite» Don^ TaUération de la limite sera la limite d^fui infiniment petit^ c'est4« dire zéro.
Cette démonstration ne repose^ tomme on veit^ smr aucune eensidération qui dépasse ks principes que l'on a souvent occasion d4n« voquer en géométrie élémentaire.
Disons en passant que ce principe fournit immédiatement lesdé^ monstrations ks plus simples des théorèmes sur ^équivalence de deux prismes ou de deux pyramides de même base et de même hauteur.
Supposons maintenant que l'on ait un trian^ dont un seul angle soit infiniment petit. Le côté opposé à cet angle sera infiniment petit par rapport à chacun des deux autre» (^^), et il en sera de méme^ à plus forte raison, de k diiférence de ces deux côtés par rapport à chacun é^euœ, Nous énoncerons ce résultat d'une manière abrégée^ en disant que les deux côtés qui comprennent Fan^e infiniment petit différent infiniment peu Fun de Faatre.
}1 résulte de là que, sf Fon projette, par des parallèles de direo^ tion quelconque, orthogonale ou non, une droite de longueur donnée sur un axe faisant avec cette di'oite wa angla infiniment petat, lu
(*) Duhamel, Eléments de calcul infinitésimal, t. 1, p. 35. C*) Le rapport de cette diffièrence à chacun des côtés serait même infiniment petit du seçonç^ ordre^ si \fi wi^ngh était rççtap^Ie.
ililTérence entre la droite et sa projection sera infiniment petite pur rapport à chacune d'elles ; en d'autres termes, la droite et sa projectioD différeront infiniment peu.
Donc, si la droite qui ferine un contour polygonal fait avec cfaacfin des câtés de ce contour des angles infiniment petits, la longueur de cette droite ne diffùrcra qu'ialiniment peu de celle du contour polygonal.
Cela posé, considérons un arc de courbe, que nous supposerons plane, pour plus de simplicité, et admettons que cet ai-c soit entièrement convexe ('). D'après les coroliaii-cs de la proposition 20 du premier livre d'Euclide (§ 24), on voit ; 1° Que le contour d'un polygone inscrit dans l'arc convexe croit à mesure que l'on établit de nouveaux sommets inlermédiaires, en subdivisant lea arcs; 3° que le contour d'un polygone circonscrit au même arc diminue à mesure que l'on trace de nouveaux côtés, dont les points de contact subdivisent les arcs; 3° qu'un quelconque des contours inscrits est toujours moindre qu'un quelconque des contoura circonscrits.
Ou en conclut d'abord ; 1° Que le» contours inscrits, dont on augmente le nombre des câtés suivant une certaine loi, allant d'une part toujours en croissant, mais restant d'autre pai't toujours moindres qu'un polygone circonscrit quelconque, tendront nécessairement vers une certaine limite Unie, dépendante ou non de ta loi de subdivision ;
2° Que les contours circonscrits, allant toujours en diminuant par la subdivision des arcs, et restant toujours supérieurs à un polygone inscrit quelconque, tendront aussi vers une certaiue limite linie, dépendante ou non de la loi de subdivision.
Il reste à prouver que tous ces contours, tant inscrits que circonscrits, tendent vers une seule et même limite, indépendante de la loi de subdivision.
Considérons un cùté d'un contour inscrit, et un polygone inscrit dans l'arc sou»-tendu par ce côté. Si ce côté est assez petit, sa direction, ainsi que la direction d'un côté quelconque du polygone ea question, fera un angle aussi petit qu'on voudra avec la tangente en un quelconque des points de l'arc. Donc, d'après la proposition démontrée ci-dessus, le côté et le polygone diffèrent l'un de l'autre infinimenl peu.
Soient maintenant deux polygones inscrits quelconques, à côtés suffisamment petits. Si nous les comparons l'un et Tautre au polygone formé par la réunion de tous leurs sommets, et correspondant par conséquent à une subdivision de chacun des deux systèmes d'arcs, chaque côté de Tun quelconque des deux contours primitifs différera infiniment peu de la portion correspondante du troisième contour. Donc chacun des deux premiers contours différera infiniment peu du troisième^ et par suite les deux premiers contours dif-^ féreront infiniment peu l'un de l'autre. Donc ils ne peuvent tendre que vers une seule et même limite.
On étendrait de même ce résultai à deux polygones circonscrits, on à un polygone inscrit comparé avec un polygone circonscrit.
Ainsi se trouve établie l'existence de la longueur d'une courbe plane.
Il en résulte en même temps :
i^. Que cette longueur est plus grande que celle d'une ligne droite ayant les mêmes extrémités ;
2» Qu'une courbe convexe est plus courte qu'une courbe quelconque qui l'enveloppe de toutes parts sans la couper^ ou qui Fenveloppe en s'appuyant sur l^s mêmes extrémités ;
3^ Que la limite du rapport d'un arc infiniment petit à sa corde est égale à l'unité.
Le même mode*de démonstration servirait à établir l'existence de la longueur d'une courbe non plane^ et celle de l'aire d'une surface courbe.
Note IX.
RéfleiioDs sur renseignement de la géométrie élémentaire.
Tout le monde s'accorde à répéter que l'un des buts de l'enseignement des mathématiques doit être de donner plus de rectitude à l'esprit; en lui offrant un modèle d'une logique inflexible^ appliquée à des principes certains. Pour que ce but soit atteint^ il faut évidemment que l'enseignement ne se déparie jamais de cette rigueur qui distingue les mathématiques de toutes les autres sciences^ et c'est là une condition essentielle pour que cette étude soit fructueuse, aussi bien comme gymnastique intellectuelle que comme source d'applications pratiques.
SX APPENDICE. ^^^^^^H
MaJa la ri|,'Lieur, telle que nous la concevons, n'est nullement i:ompromise par l'omiBsion volonlaire de la démonstration d'une proposition, tandis qu'elle l'est par l'introduction d'une démonstration fausse ou incomplète. La logique n'a lien à souffrir d'une lacune laissée provisoirement dans la suite des raisonnements, pourvu que cette lacune soit clairement indiquife, et qu'on ne cherche pas à la dissimuler.
C'est d'après cette manière de voir que nous concevons la possibilité d'un enseignement gradué de la géométrie élémentaire, conduit, à tous ses degrés, d'après un plan unique et invariable, toujoui's soumis aux l'ègles de la plus sévère logique, et où les difficultés ne se montreraient qu'à mesure que les esprits seraient préparés à les aborder.
Pour cela, l'étude de la géométrie devrait Être reprise successivement à divers points de vue, correspondants aux divers degrés d'initiation des élèves. Pour les commençants, il s'agit avant tout de se familiariser avec les figures et leurs dénomi nations, d'apprendre des faits, d'entrevoir leurs applications les plus simples et les plus immédiates, celles surtout qui se rapportent aux usages de la vie ordinaire. On devra donc, au début, multiplier les allâmes, employer, au lieu de démonstrations, les vérificalions expérimentales, l'analogie, l'induction, en ne laissant jamais oublier que ce mode d'exposition est Essentiellement provisoire. On eierceca l'élève aux tracés (n'Sphiques, au maniement des instruments, à la solution de divers problèmes de levé des plans et d'arpentage, à la construction des figures en relief au moyen de ûls ou d'argile plastique, à la représentation de ces liguies à l'aide de leurs projections, etc., etc. Le maître saura proportionner au degré de développement intellectuel de l'élève la part plus ou moins grande qu'il devra faire au raisonnement, dans celte première ébauche des éludes géométriques; etig grande variété d'applications qu'olTrent la géographie, l'astronomie, l'arpentage, la stéréotomie, etc., suffira pour donner à cet enseignement un intérêt soutenu.
On pourra mêler ik la géométrie pui'e et appliquée l'élude des propriélés les plus simples des nombres entiers , que l'on l'eprésenter» par de) points régulièi'ement distribués sur des droites ou sur dc^ plans, ou encore par des longueurs de droites, des aires de rectangles ou des volumes de parallélépipèdes. Celle manière de traiter l'antlimétique conduit aussi promptcment que la méthode abslraila mu
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règles du calcul^ et chaque raisonnômetit acquiert une plus grande clarté par cette reprësentatioû qui parle aux yeux.
On exposera ensuite le système des poids et mesures^ tandis que^ d'un autre côte , on étudiera les propriétés des proportions entre nombres rationnels.
Remarquons que lés diverses théorie^ que nous venons d'ënumërer^ et qui devront servir de préliminaires à Tétude rigoureuse de la géométrie^ ne sont pas destinées ^ selon nous ^ à faire Pobjet d'une suite unique de leçons. On ne doit pas craindre de se répéter ^ dans un enseignement sbientifique^ et les élèves devront suivre suceessi^-e^ ment plusieurs cours gradués, dont chacun comprendra lei matières du cours précédent, plus les nouveaux développeitients qu'on y ajou« tera^ en faisant au raisonnement une plus large part«
Mais les programmes de ces cours successifs ne devront pas être tracés au hasard , indépendamment les uns des autres. Il ftiudra se garder^ avant tout^ d'altérer l'ordre des propositions pour substituer à une démonstration difficile un raisonnement plus simple en apparence et moins rigoureux. Si une démonstration présente quelques difficultés pour rintèlligence de Pélève^ qu'on la supprime , sans la remplacer autrement que par des explications, des analogies, des vérifications expérimentales. Mais que la subordination des vérités géométriques, telle que l'exigera plus tard une élude scientifique et ap* profondie, soit conservée sans altération à tous les degrés de l'enseignement. Qu'il y ait unité de plan, et que les cours les plus élémentailles ne diffèrent des cours les plus élevés que par des suppressions, de telle sorte que la place de chaque démonstration soit toujours réservée, et qu'on n'ait plus qu'à l'y intercaler j lorsque l'esprit de l'élève sera suffisamment préparé*
Le premier enseignement sera donc exclusivement expérimental^ et peu à peu on fera voir à l'élève comment toutes les vérités n'ont pas besoin d'être séparément constatées par l'expérience, et comment elles sont les conséquences d'un certain nombre d'entre elles, nombre que l'on restreindra de ptus en plus, à mesure que Ton avancera dans l'étude de la science, jusqu'à ce qu'on soit arrivé aux axiomes fonda* mentaux, dont le nombre ne peut plus être réduit.
Telle doit être, à notre avis , la première période de l'enseignement géométrique , et le programme que nous venons d^esquisser comprend toutes les notions mathématiques nécessaires aux corntiiiîâçants. Parallèlement à e#t etiseignemêfit , l'élève pourra suivie
utilement des cours élémentaires de cosmographie , de mécanique, de physique, de chimie , où il rencontrera à chaque instant des applications dû ses connaissances en géométrie et en arilhmétique-
Le second degré d'enseignement se rapprocherait, d'après nos idées, du système actuellement suivi dans les classes de science des lycées français. En géométrie , on adopterait la méthode euclidienne dans toute sa rigueur , et le cadre des éludes embrasserait à peu prËs lu l^]léments d'£uclide et les premières notions sur les sections conique!.
On Joindrait à celte étude celle des premières notions d'algèbre, en rattachant les règles du calcul algébrique aux propriétés des figures par des raisonnements analogues à ceux du second lirre d'£udide. On établirait ainsi par la géométrie, en mSme temps que pac l'analyse abstraite , tes principales règles de la multiplication algébrique, la résolution des équations du second degré , les principaui théorèmes sur les maxima et les minima, etc.
L'étude rigoureuse de la géométrie conduisant tout naturelleraent au principe des limites et à la considération de l'incommensurabilité, on serait alors amené à introduire les symboles appelés nombres ineotnmensurables, et h revenir sur la théorie des proportions, en l'étendant à des grandeurs continues, généralement incommensurables.
On pourrait passer de là à l'élude des logarithmes et de la trigonométrie.
Mais cette étude dû la géométrie scientifique et rigoureuse doit elle-même être graduée, comme celle de la géométrie expérimentale. S'il peut être avantageui , dans une première exposition , de s'attacher autant que possible à la méthode des anciens , atia d'établir d'abord avec brièveté et précision les faits fondamentausde lascience ; il nous semble, au contraire , que dans les révisions successives du cours de géométrie , on devra s'étudier de préférence à faire comprendre, par des applications aux vérités simples et désormais bien connues de la géométrie élémentaire , les grandes méthodes et les puissants procédés de l'analyse moderne. On pourra , de cette manière, sans sortir du cadre d'Euclide , initier l'élève à tous les procédés qu'il aura plus lard à appliquer dans tes parties les plus élevées de la science.
Ainsi, on sait quelles sont, en géométrie et en arithmétique , les nombreuses applications du principe des limites.
L'étude des lieui géométriques, employés comme moyens généraux de résolution des problèmes déterminés, conduira naturelleraent
à la notion de fonction d'une ou de deux variables indépendantes. En y joignant même le mouvement, on aura une représentation sensible des fonctions de trois et môme de quatre variables.
Le cercle et les sections coniques donneront lieu d'appliquer la méthode des tangentes, et de présenter la méthode des limites sous la forme plus cominode de la méthode inlinitésimale.
On reviendra alors avec plus de détails sur les questions de maxima et de minima^ei on les ramènera à la méthode des tangentes^ dans le cas d'une seule variable indépendante.
Les quadratures et les cubatures des lignes et des surfaces pourront s'effectuer non-seulement par les méthodes détournées des anciens, mais encore par les méthodes directes sur lesquelles est fondé le calcul intégral. Ainsi l'équivalence de deux prismes de même base et de même hauteur pourira s'établir par la division en tranches infiniment minces, comme nous Tavons déjà indiqué dans la Note précédente.
C'est alors qu'il conviendra d'introduire les notions de longueur d'une ligne courbe quelconque et d'aire d'une surface courbe quelconque, en justifiant et généralisant les définitions restreintes et incomplètes qu'on en avait données, au moyen des polygones réguliers, en traitant du cercle et des trois corps ronds.
On peut enfin, sans sortir du même cadre, donner des exemples de courbes enveloppes, d'applications de la méthode inverse des tangentes, etc.
En un mot, la géométrie i'Euclide peut servir de texte à une exposition de tous les principes fondamentaux de l'analyse moderne, et l'on conçoit quel fruit un esprit intelligent pourrait retirer d'une telle préparation à l'étude de la géométrie analytique et du calcul infinitésimal.
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RACINES
DISPOSITION ET USAGES DE LA TABLE
L'application de cette tableaux multiplications et aux divisions constitue une découverte de la plus haute importance : la première révélation en a été faite en 1852, dans la sténarithmie *; mais on n'avait pas encore généralisé ce mode de calcul, fort utile cependant, puisqu'il donne les produits exacts jusqu'à certt millions, tandis que les logarithmes ne fournissent que des NOMBRES APPROCHÉS et s'arrôtout à cent huit mille. D'un autre côté les tables de logarithmes forment de gros volumes, dont le prix est élevé, tandis que les carrés, jusqu'à 10,000, peuventêtré contenus dans une brochure très-portative. La table des carrés a donc, sur les logarithmes, les avantages suivants :
1° Elle est moins volumineuse ;
2*" Elle donne des produits exacts ,
S** Elle est d'un usage plus facile
DISPOSITION
La première colonne contient les racines de 1000 à 1999.
Les carrés se trouvent dans la colonne suivante, à la suite des racines. Chacun de ces carrés doit avoir un nombre de millions qui n'est porté que dé distance en distance : quand les millions ne sont pas inscrits, il faut les prendre en remontant jusqu'au carré qui les contient. Ainsi le carré de 1014 est de 1028 196 : la table ne présente que 028 196; mais en remontant jusqu'au
» Volume in-12, à Paris, chez Gauthier- Vil lats, quai des Augustius, 55.
carré de 1010, on trouve 1 million qui appartient aussi au carré de 1014.
La troisième colonne a en tête le chiffre 2; ce 2 indique qu'il faut chercher dans cette colonne les carrés de 2000 à 2999, en prenant, dans la première colonne, les centaines, les dizaines et les unités de la racine ; on trouve le carré sur la même ligne, à l'exception des trois derniers chiffres qu'il faut prendre dans la 2e colonne. Par exemple : pour avoir le carré de 2014, on cherche 014 parmi les 3 derniers chiffres de la l^e colonne, on suit sur la ligne jusqu'à la colonne qui a le chiffre 2 en titre, et Ton trouve 056. En ajoutant, à gauche, les 4 millions qui sont plus haut, et à droite les trois derniers chiffres de la 2» colonne, c'est-à-dire 196, on a, pour le carré de 2014, le nombre 4,056,196.
De même, la colonne qui porte en tète le chiffre 3 contient les carrés de 3000 à 3999, à l'exception des trois derniers chififres, qui se trouvent toujours dans la 2^ colonne.
Conséquemment les colonnes intitulées 4, 5, 6, 7, 8 et 9 donnent respectivement les carrés de 4000 à 4999, de 5000 à 5999 et ainsi de suite, sauf les centaines, les dizaines et les unités qui sont les mêmes dans chaque chiliade, tant pour les racines entre elles, que pour les carrés entre eux ; ainsi qu'il résulte de l'observation développée dans l'exemple 10 ciraprès.
RACINES PLUS PETITES QUE CELLES DE LA TABLE
On n'a pas mis dans la table les carrés de 1 à 1000; mais ils s'y trouvent aussi facilement que les autres; il suffit pour cela de se rappeler que quand la racine se termine par un zéro, la puissance doit en avoir deux; que pour deux zéros à la racine, il y en a 4 au carré, et ainsi de suite; les chiffres significatifs restant toujours les mêmes comme on le voit dans le tableau ciaprès.
Exemple 1. Racines Carrés
Ainsi, pour avoir le carré de 68, on cherche celui de 6800, on trouve 46 240 000; en retranchant les zéros de part et d'au Ire, on reconnaît que le carré de 68 est 4624 : le carré de 680 se chercherait aussi à 6800 ; mais on ne supprimerait que 2 zéros, il resterait 462 400 puisqu'il faut 2 zéros à la puissance pour un à la racine.
Les millions n'ont pas été répétés à chaque carré ; on ne les a mis que de 10 en 10 ou quand il y a changement ; par exemple,, à côté de la racine 2038, on trouve 153 444 ; mais en regardant à gauche un peu au dessus de ce nombre, on trouve un 4, c'est le chiffre des millions ; il faut l'ajouter à 1 53 444 ; de sorte que le carré de 2038 est 4 153 444 : conséquemment, toutes les fois que les millions ne sont pas indiqués, à la suite d'une racine, il faut prendre ceux qui sont au dessus, le plus près du carré cherché.
Ces observations serviront à trouver les racines des carrés plus petits que ceux de la table : en effet, comme elle ne renferme que les racines de 1000 à 9 999, les carrés de ces deux nombres sont 1 000 000 et 99 980 001 ; c'est-à-dire que le plus petit carré de la table est formé de 7 chiffres, et le plus grand de 8.
Il faut donc que les carrés dont on voudra avoir la racine aient toujours 7 ou 8 chiffres : toutes les fois qu'il y en aura moins, on ajoutera 2, 4 ou 6 zéros, s'il s'agit de nombres entiers, et Ton retranchera, à droite de la racine 1, 2 ou 3 chiffres.
Pour les nombres fractionnaires, voir les exemples 12, 14, 28, 29 et 31.
Exemple 2. Trouver la racine carrée de 19 321 :
Ce nombre a 5 chiffres, en y ajoutant 2 zéros, il devient
1 932 100 dont la racine est de 1390; mais, puisqu'on a ajouté
2 zéros au carré, il faut en retrancher un de cette racine, qui se réduit ainsi à 139.
Exemple 3. Quelle est la racine de 705 600 ?
Ce nombre a 6 chiffres, on y ajoute 2 zéros, ce qui donne 70 560 000 ; la racine correspondante est 8400 dont il faut retrancher un zéro, il vient 840 qui est la racine cherchée.
Exemple 4. On demande la racine de 355.
11 faut ajouter 4 zéros, ce qui donne 3 550 000; ce nombre ne se trouvant pas dans la table, on prend celui qui est immédiatement plus faible, c'est 3 549 456, dont la racine est 18 84; mais on a ajouté 4 zéros au nombre proposé, il faut donc retrancher 2 chiffres à la racine, qui devient 18.84 ou 18 entiers, 84 centièmes.
RACINES PLUS GRANDES QUE CELLES DE LA TABLE
Pour les racines de 5 chiffres terminées par un ou plusieurs zéros, on cherchera dans la table les chiffres signiflcalifs du nombre proposé, et Ton écrira le carré, qui se trouve à côté; on ajoutera à ce dernier autant de zéros qu'il sera nécessaire pour qu'il en ait deux fois autant que la racine.
Exemple 5. Quel est le carré de 68210 : On trouve à la table
6821 carré 46 526 041
Donc 68210 a pour carré 4 652 604 100
Quand on veut connaître le carré d'un nombre de 5 chiffres
terminé par un 5, on prend les deux carrés de dizaine voisins, on les additionne et, de la demi-somme, on retranche 25 :
Exemple 6. Trouver le carré de 68 115,
Le carré de 68 110 est 4 638 972 100 ' Celui de. . 68 120 — 4 640 334 400
Total 9 279 306 500
Moitié . 4 639 653 250
Moins 25
Carré de. . 68 115 , . 4 639~6'53"225
DÉMONSTRATION
Si Ton représente par a et par a+ 10 les racines des carrés des di zaines, ces carrés seront
a* et a'4- 20 a + 100
total ' 2 a» -H 20 a 4- 100
moitié a* + 10 a •+• 50
retranchant 25 '
le reste > a« -f 10 a -f 25 ^
est en effet le carré de a + 5.
Si la racine de cinq chiffres se terminait autrement que par ou 5, on trouverait le carré par des additions successives, en ajoutant toujours à un carré sa racine et celle qui suit comme cidessous.
Exemple 7.
Carrés
Au carré de 68 110 on a ajouté les racines 68 110 et 68 111,
ce qui a donné 4 639 108 321 ; à ce nombre on ajoute 68111 et
6811-2, et ainsi de suite : on pourrait donc» par cette méthode, prolonger la table indéfiniment, sans avoir besoimde poser d'autres chiffres que ceux des racines et des carrés.
On trouve encore facilement un carré de 5 chiffres en ajoutant au carré de dizaine le total des racines multiplié par leur difié: rence.
Exemple 8.
total
544896 ci.
Enfin l'application de la formule (a + à)* = «* + 2 ah -f b^ donnera le moyen de calculer des carrés, et conséquemment des produits allant jusqu'à 16 chiffres.
Exemple 9. Quel est le carré de 66 444 332?
En faisant a = 66 440 000 et 6 35 4 332, on a pour a« . . . . 4 414 273 600 000 000 ab . . . . 287 818 080 000
ab . . . . 287 818 080 000
L'exemple 11, ci-après, indique la manière de calculer a b, en se servant de la table des carrés.
S'il fallait trouver le carré d'un nombre de 12 chiffres on partagerait la racine en 3 tranches, de 4 chiffres chacune, qu'on désignerait par les lettres a, b, c; le carré serait alors composé de :
a* + b« + c« 4- 2 ab + 2 ac + 2 bc
en ayant soin de compléter ces produits par le nombre de zéros nécessaires.
Pour avoir la racine d'un nombre de plus de 8 chiffres, on en retranche le carré rond le plus rapproché et l'on divise le reste par la racine ronde : la moitié du quotient s'ajoute à cette dernière. Stéiumthmiey page 86,
Ainsi la racine carrée de 463954424233 est 681 142 parceque la différence 57214233 divisée par 681 100, donne au quotient 84 dont la moitié 42 s^ajoute à 681 100.
VÉRIFICATION DE LA TABLE
Les carrés ont encore d'autres propriétés remarquables qui peuvent servir à leur vérification ; ainsi : 1 "^ Les chiffres semblables, à la droite des racines, correspondent toujours à un pareil nombre de chiffres semblables aussi dans les carrés, comme on le voit ci-dessous.
Exemple 10.
racines
carrés.
En effet, les deux premières racines ont le dernier chiffre 1, leurs carrés ont aussi 1 pour dernier chiffre.
La seconde et la troisième racine ont les deux chiffres 81, leurs carrés ont Tun et l'autre 61 .
La troisième et la quatrième racine se terminent par les trois chiffres 681, les carrés ont, tous les deux, les trois chiffres 761.
Enfin la quatrième et la cinquième racine ont quatre chiffres semblables (2681) et les carrés en ont aussi quatre (7761).
2° Et, comme il a été dit à l'exemple 7, que les carrés successifs ne diffèrent que du total de leurs racines, il suffira, pour reconnaître l'exactitude des autres chiffres, d'ajouter à un carré le double des raille de sa racine pour avoir tous les chiffres de gauche du carré suivant à partir du 4«. En effet
Les carrés;de 1 1 25 et 1 126 ne diffèrent que de 2 mille dans les 4 cliiffres.de gauche ; les carrés de 8441 et 8442 ont 17 mille de différence à cause de la retenue qui affaiblit le chiffre des centaines,en môme temps qu'elle augmente celui des mille d'une unité.
3° Aucun carré ne se termine par les chiffres 2, 3, 7, 8.
4° Les chiffres complémentaires, aux unités des racines, ont toujours le môme chiffre d'unités à la puissance. , b"" On s'assure encore de l'exactitude des carrés par la somme des chiffres, de la manière suivante :
On additionne les chiffres de la racine, et si le total est formé de plusieurs chiffres, on les additionne encore pour arriver à n'avoir qu'un seul chiffre ; celui-ci est multiplié par lui-môme, et ce produit est encore réduit à un seul chiffre par le môme procédé. Ce dernier chiffre doit être semblable à celui flue donne le carré, sur lequel on opère de môme.
Par exemple : la racine 1571 donne 1 + 5 + 7 + 1 = 14, et 14 devient 1 + 4 = 5. Ce 5, multiplié par lui-même, fait 25, dans ce nombre on a 2 + 5 =7. Il faut donc que 2 468 041 fournisse aussi un 7; en effet, on trouve 2+4+6+8 + 4+1-= 25, et2 + 5 = 7.
MULTIPLICATION
Un produit est toujours égal au carré de la derav-som/me^ moins le carré de^la demi-différence des facteurs. Appelons le plus grand a et le plus petit b.
La demi-somme sera — ^^
Et la demi-différence — ^
^ , ... . / a + b 2 / a— b \ 2 Or, la proposition veut que ^ — ^ — ^ s — «» ab
■ D«- * M. 1 1 a'^+i^ab+b» a«— 2ab+b« .
*- Effectuant les calculs, on a ' ^ , — ' -, — ' — «^ ab
qui devient a* + 2ab+ b* — a* +2 ab — b» = 4 ab Et 4 ab — 4 ab
^rf
Les deux membres étant identiques, sont nécessairement égaux.
Exemple 11. Multiplier 1298 par 1224.
1298 + 1224 = 2522, moitié, 1261 1298— 1224= 74, moitié, 37 1261» = 1 590 121 37« 1 369
Reste... Produit... 1 588 752
Nota. On peut obtenir d'une manière plus simple la demidifférence des facteurs ; il suffit, pour cela, de remarquer qu'elle est égale à l'excès du plus grand sur la demi-somme.
En effet, le plus grand étant — —^ — 1 9""^ = ^
On trouve r — ^ a
D'où il résulte qu'après avoir calculé la demi-somme des deux facteurs, on la retranchera du plus grand pour trouver la demidifférence.
On simplifie encore l'opération en prenant d'abord la différence des facteurs, et en ajoutant la moitié de cette différence au plus petit facteur.
Quand la somme et la différence des facteurs sont des nombres impairs, leur moitié donne la fraction 0,5 : on cherche dans la table des carrés comme si ce 5 faisait partie des entiers; mais on supprime les deux derniers chifires de ces carrés, et la fin du calcul ne diffère pas de celui ci-dessus.
Exemple 12. Multiplier 1 134 par 829.
1 134 + 829 = 1963 moitié 981,5 "
V« différence 152,5 9815* moins les deux derniers chiffres 963 342
1525» id. _2_3_256_
Produit. . . 940 086
Toutefois on pourrait, pour éviter les fractions, diminuer l'un des facteurs d'une unité avant d'effectuer la multiplication, sauf à ajouter au produit le facteur qui n'a pas été altéré. •
Exemple 13. Multiplier 1134 par 829.
En calculant avec 1133 au lieu de 11 34 on a
1133 + 829 = 1962, moitié 981
Vï différence 152 981* = 962 361 152?= 23 104
Reste... 939 257
Produit 940 086
On trouverait encore le produit en prenant le carré du total des facteurs, dont on retrancherait les carrés de chaque facteur et prenant la moitié du reste : ainsi
Reste . . 1880 172 Moitié . . 940 086
Les nombres fractionnaires se calculent comme les nombresentiers, et Ton sépare, au résultat, autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux facteurs ensemble.
Exemple 14. 17.34 X 82.8
Somme des facteurs, abstraction faite de
la virgule 2562 différence 906
Demi-somme et demi-différence 1281 453
Carré de 1281. ... 1 640 961 Carré de 453 ... . 205 209
Reste .... 1 435 752 Produit. . . 1 435.752
Pour multiplier deux quantités dont Tune a 4 chiffres et l'autre plus, on partage celle-ci en deux nombres, on fait deux multi-
plications et les produits sont additionnés, pour former le produit total.
Exemple 15 : 446 982 X 7 744.
Au lieu de 446 982 on prend successivement 440 000 et 6 982, qu'on multiplie par 7744, en se souvenant que les zéros à la droite d'un facteur-s'ajoutent au produit sans entrer autrement dans les calculs.
!*> Facteurs 44 el 7744 somme 7788 moitié 3894
différence 7700 moitié 3850 Carré de 3894. ... 15 163 236 Carré de 3850. ... 14 822 500
Produit. ... 340 736
En ajoutant 4 zéros on aura le produit de 440 000 par 7344 égal à 3 407 360 000.
2° Facteurs 6982 et 7744, somme 14726 moitié 7363
différence 762 moitié 381
Carré de 7363 54 213 769 ^
Carré de 381 (cherché à 3810) 145 161
Produit de 698V par 7444 54 068 608
Ajouter le le' produit 3^407 360 000
Résultat définitif 3 461 428 608
Si les deux facteurs avaient plus de 4 chiffres, on procéderait de la môme manière que ci-dessus à l'égard de chacun des facteurs
Exemple 16. Multiplier 314 159 par 556 446.
Après avoir obtenu le produit de 314 159 par 556 000, on chercherait celui de 314 159 par 446 : il n'y aurait plus qu'à réunir les deux produits.
•On pourrait aussi faire la multiplication, dans ce dernier cas et dans celui de Texemple 15, en cherchant les carrés de plus de 4 chiffres par la méthode indiquée à l'exemple 9.
Quand il y a une grande disproportion entre les facteurs, il est
quelquefois possible, en appliquant la formule ab = au x -
de réduire à quatre chiffres un nombre qui en a davantage.
Exemple 17. Multiplier 18724 par 842 Moitié et double 9362 X 1684
En prenant la moitié de 18724 et en doublant 842, on aies nombres 9362 et 1684, qui sont dans la table et donnent le mémo produit.
On pourrait aussi multiplier 1872 par 842, ajouter un zéro, puis 4 fois 842.
Exemple : 1872 '+ 842. . . . 2714
Moitié. ... 1357 1841449 Demi-différence. 515 265225
15762240 4fois842 3368
On obtiendrait encore le résultat en multipliant 8724 par 842 et en ajoutant ensuite 8420000.
Exemple 18.
DIVISION
Pour obtenir un quotient, on cherche dans la table le carré qui s'approche le plus du dividende, et Ton écrit sa racine, deux fois, en tes séparant par un point ou par le signe x. 11 y a ensuite deux manières d'opérer selon que cette racine diffère peu ou beaucoup du diviseur. •
1« Si la différence n'est pas grande, on l'ajoute à une des racines et on la retranche de l'autre, ce qui donne les deux facteurs du dividende, ou des facteurs très-approchés ; en effet, la formule (a + b) X (a - b) = a' — b' devient (a + b) x (a — b) + b* = aS et cette dernière fait voir que le rectangle des deux facteurs dont il s'agit ne diffère du carré a* que du carré de la demi différence desdits facteurs avec la racine.
Exemple 19. Diviser 3 534 364 par 1874.
Le carré le plus voisin de 3 534 364 est 3 534 400, qui a pour racine 1880, peu éloigné de 1874 ; opérant comme il vient d'être indiqué j on a
1880 X 1880 = 3 534 400 dividende 3 534 364
Donc les deux facteurs de 3 534 364 sont 1874 et 1886 ; le quotient est 1886, l'excédant 36 du carré se trouve compensé par le carré b « ou 6 * , d'où l'on conclut qu'il n'y a pas de reste à la division.
Théorème. La racine du dividende est une moyenne proportionnelle entre le diviseur et le quotient, donc
ce qui permet de trouver sans peine les quotients multiples, comme
de sorte que l'on aurait
et
Voir l'exemple 27 ci-après.
Exemple 20. Diviser 3 534 364 par 1774.
— JI06 + J06 -h 11236
En retranchant d'une part de la racine et en y ajoutant de l'autre 106 on aie rectangle 1774 x 1986, auquel il faut ajouter 1 1236 qui est le carré de 106 ; il reste 1 1200 ; ce nombre contient 6 fois le diviseur, il faut donc l'ajouter à 1986 et retrancher en même temps du reste 10644 qui est le produit de 1774 x 6, on obtient le quotient 1992 et le reste 556.
2o Quand il y a une différence bien sensible entre le diviseur et la racine du dividende, on tire la différence des deux premiers termes de la proportion, et Ton ajoute à la racine un nombre qui soit approximativement dans le môme rapport avec la racine que le rapport de la racine au diviseur et Ton se sert, pour la suite du calcul, de la demi-somme des deux termes extrêmes.
Exemple 21. Diviser 3 534 364 par 1674.
La proportion est
Moitié 1892
3534364 A reporter. ^ — 45300
Report
La différence 206 entre 1880 et 1674 est un peu moins que le huitième de ce dernier nombre, en ajoutant à- 1880 le nombre 230 oui est aussi un peu moins que le huitième de 1880, on trouve pour quotient provisoire 2110 qui, réuni à 1674 forme 3784 dont la moitié est 1892.
Après avoir retranché le dividende du carré de. ce nombre, il vient un reste de 45300.
La racine 1892 excède le diviseur de 218, dont le carré 47524 fait ressortir une différence de 2224, celle-ci contient encore une fois le diviseur; on ajoute 1 au second facteur, ce qui donne pour quotient 2111, avec un reste de 550.
Exemple. 22. Diviser 3 534 364 par 1274.
606 étant un peu moins que la moitié de 1274, on a ajouté 900 à 1880, le rapport de ces deux nombres étant le même approximativement, quotient 2774, reste 288,
Exemple 23. Diviser 3 534 364 par 974.
Exemple 24.
Diviser 3 534 364 par 574.
Exemple 25.
Diviser 3 534 364,par 2674.
794 forme à peu de chose près les 3/10 de 2674, en retranchant 3/10 de 1880, on a 1320 qui donne, en définitive le quotient
Exemple 26. Diviser 3 534 364 par 43 674.
Quotient 80, reste 40 444.
Au lieu de 21877 qui forme la moitié, de 43754, on n'a pris que 21870 pour faciliter les calculs ; de même on a pris d'abord pour diviseur 43670, sauf à ajouter 4 ensuite pour le compléter.
On pourrait aussi, dans cet exemple, prendre pour diviseur provisoire 4367, sauf à le compléter dans la suite de l'opération ; on aurait ainsi :
Exemple 26 his.
A reporter. — 3 345 765
Report. 2623 X 2623 — 3 345 765
Enfin il arrive souvent que la racine est un multiple ou un
sous-multiple du diviseur, dans ce cas on applique la formule
a a X a = an X - ; en multipliant une racine par un nombre et
en divisant Tautre parla même quantité ; voir le Théorème à la suite de l'exemple 19. ,
Exemple 27. Diviser 1 149 654 par 4290.
La racine est 1072 X 1072 H- 470 4 fois et le quart 4288 X 268 4- 2 — — 536
A^lieu de 4288, il faut 4290, c'est 2 à ajouter; mais on doîl retrancher en même temps 2 fois l'autre facteur, ce qui fait — 536, on a 4290 X 268 — 66 ; donc il manque 66 pour que le quotient soit 268, en le réduisant à 267, il faut ajouter 4290 au reste ; il vient 4290 X 267 -f 4224 ; c'est-à-dire que le quotient est 267, et le reste de la division 4224.
Si le diviseur était un nombre fractionnaire, comme 42.90, on aurait :
Exemple 28. 42.90 X 26 800 — 66
26 798 + 19.80 Quotient, 26 798, reste 19.80.
Pour le diviseur 4.290.
Exemple 29. 4.290 X 268 000 — 66
267 984 -f 2.64 Quotient 267 984, reste 2.64.
Ce reste doit être le numérateur de la fraction r^ = , , «
Lorsque le dividende a un ou plusieurs chiffres décimaux, on fait les calculs comme pour les nombifes entiers, sauf à prendre, sur le quotient, assez de décimales pour qu'il y en ait autant, dans le diviseur et dans le quotient réunis, qu'il s'en trouve au dividende.
2* MÉTHODE DE DFVISION
Cette méthode consiste à multiplier le dividende par un nombre pris dans l'échelle des nombres réciproques, en regard du diviseur. 11 faut séparer, au produit, le nombre de décimales qu'il doit contenir, ce qui est facile à reconnaître.
Exemple 31 . Diviser 681 1 00 par 7200.
Au lieu du diviseur 7200, on emploie le multiplicateur 1389, on a *
6811 + 1389 = 8200; moitié 4100, carré 16 810 000 6811 — 4100 = 2711 7 349 521
Différence ... 9 460 479 Avec 5 décimales. 94. 60 479
Si le diviseur n'était pas dans la table, on évaluerait le multiplicateur en tenant compte de la différence de ces deux termes avec ceux qui s'en approchent le plus. 11 convient de remarquer à ce sujet, que les premiers nombres de chaque colonne augmentent, en descendant, jusqu'à 3162, et que les autres augmentent, en remontant, de 3163 à 10000, de sorte que, dans toute l'étendue de la table, les termes marchent en sens inverse :
La différence des premiers varie de 1 à 10; celle des seconds, est toujours de 10, ce qui permet d'obtenir facilement des termes plus rapprochés; en effet, si, entre 1001 et 1002, qui correspondent à 9990 et 9980, on veut avoir des termes intermédiaires, il suffit d'ajouter un dixième aux premiers nombres et une unité aux seconds (en sens inverse), pour obtenir dix nouveaux termes.
Exemple 33.
De même entre 1748 ot 1751, 2132 et 2137, on intercalle les termes qui manquent en modifiant d'une manière convenable les nombres correspondants.
Ce qui fait voir qu'au lieu de diviser par 10014 il faut multiplier par 9986 et, réciproquement, le diviseur 9986 se remplace par le multiplicateur 10 014.
Lorsque la différence des premiers termes est 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ou 9, il suffit d'y ajouter un nombre égal de dixièmes pour chaque unité des seconds termes.
Exemple 33.
Il est bien évident que le calculateur n'aura pas besoin
d'établir des tableaux de chiffres comme ceux-ci pour trouver les facteurs qui lui seront nécessaires ; il suffira qu'il ajoute d'un côté en môme temps qu'il retranchera de l'autre les valeurs afférentes aux nombres sur" lesquels il doit opérer.
Exemple 34.
Quel est le multiplicateur relatif au diviseur 4162 ? Le terme correspondant à 4160 est 2404, qui diffère de 6 du précédent; il faut donc retrancher 12 de 24040 ; ce qui donne 24 028.
En appliquant ce mode de calcul à l'exemple donné précédemment sous le no 27, on aurait à multiplier 1 149 654 par 2331 ; mais on doit examiner à Tavance combien le quotient doit avoir de chiffres; il en a trois, puisque le diviseur 4290 est plus grand que 1149 ; or, dans ces sortes d'opérations, on: peut presque toujours se dispenser d'employer les derniers chiffres de droite du dividende, ce qui donne 1149 à multiplier par 2331 .
Exemp. 35. 1149 + 2331 = 3480
Moitié 1740 carré 3 027 600
2331 — 1740 = 591 carré 349 281
Différence. 2 678 319
Et puisque le quotient ne contient que trois chiffres entiers, il est 267, 8319 c'est-à-dire 267 entiers et 8319 dix millièmes.
On peut toujours vérifier la division en multipliant le diviseur par le quotient, pour retrouver le dividende ; s'il y a, en plus ou en moins, une différence excédant le diviseur, on devra ajouter au quotient ou en retrancher la quantité nécessaire.
L'échelle des facteurs fait connaître qu'un nombre quelconque, multiplié ou divisé par 3162, donne le même résultat, ce qui est assez curieux : toutefois ce terme 3162 est incommensurable, de sorte qu'on n'obtient qu'une approximation à un quart d'unité du dernier ordre. Ce terme, qui occupe le milieu de l'échelle, poussé jusqu'à la quatorzième décimale , devient 3162 2776 6016 83.
CALCUL DES RACINES
RACINE Carrée.
Là racine carrée se trouve dans la table en regard de chaque carré.
Si le nombre dont on veut extraire la racine n'était pas un carré juste, on prendrait la racine du carré immédiatement plus petit ; par exemple : la racine carrée de 1 642 336 est
Lorsqu'il y a des décimales, elles doivent être en nombre pair à la puissance, et la racine en a la moitié.
Ainsi ex. 36 pour trouver la racine de 177.692, il faut y ajouter un zéro, afin d'avoir 4 décimales à la puissance et deux à la racine. On cherche donc le nombre 1776 920, on trouve 1333, d'où il résulte que la racine est 13.33.
Pour les racines de plus de 4 chiffres, on opère comme il est indiqué à l'exemple 7.
On trouverait encore les trois chiffres suivants, en retranchant du nombre proposé le carré des quatre premierschiffreseten divisant le reste par le double de cette racine.
RACINE CUBIQUE
Le nombre des chiffres de la racine est égal à la quantité de tranches de trois chiffres de la puissance ; on évalue celte racine approximativement, en ayant égard aux cubes ci -après. On divise la puissance par le carré de la racine évaluée, et Ton ajoute à celle-ci (ou l'on en retranche) le tiers de la différence avec le quotient.
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Exemple 37. Cherchez la racine cubique de 5666:
La racine demandée a nécessairement deux chiffres, et la première tranche 5 indique dans le tableau ci-dessus, que cette racine est entre 17.10 et 18.17; la différence de ces deux nombres est 107, ce qui fait environ 10 pour un dixième ; or 666 font à peu près sept dixièmes, et puisque 7 fois 10 font 70, en ajoutant cesTOâ la racine 17.10, on trouve 17.80, ou 17.8, dont le carré, 31 6.84, employé comme nîvisiou de 5666, donne au quotient 17.87; la différence avec 17.80 est 7, le tiers de 7 est 2 ; ces deux ajoutés à 17.80 font 17.82, pour la racine cube de 5666 à moins d'un centième d'unilé
Exemple 38. Quelle est la racine cubique de 682000?
Cette racine a deux chiff'res qui, d'après le tableau précédent, sont compris entre 84 et 88 ; en supposantque ce soil86, le carré de ce nombre est 7396 ; on divise 682000 par 7396, il vient 92, dont la différence avec 86 est 6: le tiers de 6 est 2, ces 2, ajoutés à 86, donnent 88 pour la racine dont il s'agit.
Il serait d'ailleurs facile de résoudre le problème en djvisant la puissance 2 fois par 80, ou par 90, et en prenant le tiers du total des diviseurs et du quotient.
On divise par 80 en prenant le huitième et en négligeant le dernier chiffte.
Exemple 39. . . . 682 000 Un huitième Un huitième .
Diviseur . . .
Id. ...
Le tiers (racine).
Ou bien on divise par 90 en prenant le neuvième.
Exemple 40. . . 682 000
Diviseur 90 [ 264
Diviseur 90 )
1/3 (racine) ....... 88
La dififérence de deux cubes qui se suivent est égale au produit des racines multiplié par 3, plus 1, ou, ce qui revient au même, cette différence est égale au triple carré de la plus petite racine, plus 3 fois cette racine, plus 1 : on peut donc reconnaître facilement si la racine trouvée est trop forte ou trop faible.
RACINES SUPÉRIEURES AU 4* DEGRÉ
On pourra calculer les racines de degré supérieur par la méthode donnée pour la racine cube, c'est-à-dire en évaluant ces racines: voir à ce sujet l'exemple 42, et, pour plus de développements, la sténarithmie, chapitre 8.
HAGINE GINQUIËMB.
On évalue la racine en nombre rond, d'après le tableau cidessous, on divise quatre fois, on totalise les 4 diviseurs avec le dernier quotient, et Ton prend le cinquième.
Racines. 5«» puissances. Différences.
Exemple 42. Quelle est la racine cinquième de 460 000 000 ?
Cette racine a deux chiffres, et le premier est un 5, puisque 4600 est entre 3125 et 7776 : on divise 4 fois par 50 (en prenan le 5c on a
1 Cinquième . . 92 000 00 50
Id. . . 18 400 Ô
1 Id. . . 3 680 50
1 Id. . 73 50
— • (racine) 54
On vérifie en prenant dans la table le carré de 54, c'est 2916 ; puis le carré de 2716, c'est 8 503 056 ; celui-ci, multiplié par 54, donne 459 165 024 ; la différence 834 976 avecle nombre
proposé est trop petite pour que la racine soit 55, car, entre 5 et 6, il y a 4651 ; en ajoutant 5 zéros, on a, pour la différence entre les 5« puissances dé 50 et de 60, le nombre 465 100 000 dont le 10c est 46 510 000: c'est-à-dire que, pour un de plus à la racine, entre 50 et 60, la différence, dans la 5* puissance, est en moyenne de 46 510 000; mais les différences sont moindres à partir de 50 qu'en s'approchant de 60 ; on peut les évaluer à 32 ou 33 millions entre 50, 51, 52 et 53, à 46 ou 47 millions entre 53, 54, 55, 56 et 57, enfin à 59 ou 60 millions entre 57, 58, 59 et 60 : 11 faudrait donc que la puissance trouvée présentât un écart de celte importance pour modifier la tacine calculée.
TABLE DES SINUS, TANGENTES, COSINUS ET COTANGENTES
Les calculs au moyen des carrés pouvant être substitués avec avantage à ceux qui se font par les logarithmes, il était nécessaire d'avoir une table des sinus pour les opérations trigonométriques.
Cette table est ci-après. On se servira des nombres qu'elle contient de la même manière que des autres, en ayant toujours l'attention de reconnaître et d'indiquer, à chaque résultat, le nombre des décimales.
La première page contient les sinus, cosinus, tangentes et cotangentes, par dix secondes jusqu'à douze minutes; cette subdivision sera utile quand on devra opérer sur de très-petits angles; pour le surplus, on s'est borné. à la division par minute, attendu, comme le fait remarquer Jérôme de La Lande, que les architectes, les arpenteurs, les astronomes, les géographes, les militaires, les navigateurs, ont rarement besoin d'une plus grande approximation.
On pourra néanmoins évaluer des lignes trigonométriques et des angles intermédiaires à ceux que donne la table, en partageant proportionnellement les différences existant entre les lignes et les angles les plus voisins.
Exemple 43. Trouver le sinus de 0° 50 10"
le sinus de 0° 50' = 0,0145 439 celui de 0° 50' 30" t= 0, 0146 894
Différence pour 30" . . 1 455
Le tiers pour 10" . . 485
En ajoutant ces 485 au sinus de 0**, 50', on a pour le sinus de
Exemple 44. Trouver la tangente de 8° 12' 12*
Tangente de8M2' 0,14410
•— de8M3' 0,14440
Différence pour 60" 0,00030
Le 60* pour 1" 0,000005
Pour 12" 0,00006
Tangente de 8° 12^12" 0,14416
Exemple 45. A quel angle appartient le sinus 0, 86 680
Sinus de 60VV 0,86 675
- de 60^ 6* ...... 0,86690
Différence pour . 60" 0, 00 01 5
En multipliant 60 par 5 (différence de 0, 086 680 avec 0, 866675), et divisant le produit par 15, on trouve 20; c'est le nombre de secondes qu'il faut ajouter. Donc le sinus 0, 86 680 correspond à 60° 5' 20'.
APPLICATIONS
1 . Calculer le côté c d'un triangle rectangle dont l'hypothénuse est de 3225 mètres et Pangle c de 22o30' on a cette pi-oposition R : sin 22'>30' : : 3225 : c qui donne I : 0,3827 :: 3225 : 1234.20
A moins qu'on n'ait besoin d'une très-grande approximation, on se contente ordinairement des 4 premiers chiffres significatifs exprimant les sinus, ^^osinus, tangentes et cotangentes à une demiminute environ. Avec 5 chiffres, l'écart sei^ail en moyenne de 2
à 5 secondes, et il se réduirait à une fraction de seconde si I'od en prenait 6.
Pour avoir l'autre côté a, il suffit de remarquer que le second angle aigu est le complément d u premier, de sorte que Ton a
R : sîn 67^30' :: 3^225 : a qui donne I : 0,9239 :: 3225 :. 2979 58
On obtient ce côté en retranchant du carré de Thypothénuse le carré de c et en prenant la racine du reste. Ex.
2. Trouver l'angle cd'un triangle rectangle dont rhypolhôiiuse a 4222 mètres et le côté B 3446 mètres.
Puisque les deux angles aigus valent 90% on connaîtra l'angle c quand on aura déterminé le second b\ celui-ci s'obtient au moyen de la formule :
R : sin i : : 4222 : 3446
En divisant 3446 par 4222, il vient pour sin b o, 8162 = 54ol5' Donc l'angle c = 35^45' .
3. Connaissant les deux côtés A et B d'un angle droit, calculer les angles et i'hypothénuse
En faisant A = 1550 et B = 3550
On a B : A : : R : tang. a
Ou 3550 : 1550 : : 1 : 4366 ou 23o25'
Donc l'angle b qui est le complément de a = 66'*35'
Et I'hypothénuse =: V AV+ B* - 3874.
4. Dans tout triangle rectiligne, le sinus d'un angle a est au côté A, opposé à cet angle, comme le sinus d'un autre angle du même triangle est au côté qui lui est opposé.
Faisons a = 40% 6 = 60» : et A == 2000 mètres.
La proportion sin 40*^ : 2000 : : siiî 60^ : B donne
^ sin 60 X 2000 8660 X 2000 ^^^,
sin 40 6428
5. Étant donnés les trois côtés d'un triangle, par exemple \ = 1840, B = 2480, C = 2820 ; trouver un angle.
11 faut, de la demi somme des trois côtés, retrancher successivement chacun des côtés qui comprennent Tangle; multplier les deux restes l'un par l'autre, diviser par le produit de ces deux mêmes côtés, multiplier par le carré du rayon et extraire la racine carrée ; cette racine est le sinus de la moitié de l'angle cherché.
Exemple. Quel est Tangle a ?
Moitié de 7140 ci. 3570 3570 '
Côtes fi et C 2480 2820
Restes 1090 750
1090 + 750 = 1840 moitié 920 carré 846400 1090 — 920 = 170 28900
2480 4- 2820 = 5300- moitié 2650 carré 7022500 2820 — 2650 = 170 28900
8 17500 niiAftû 6-993600=''*^^^^
Le carré du rayon est 1, ce multiplicateur ne change pas le nombre 0,11689. En y ajoutant un zéro pour en chercher la racine, on trouve 3419, qui correspond au sinus de 20^ Donc Tangle a = 40°. .
6. Lorsqu'on ne connaît que deux côtés et Tangle compris, on trouve les deux autres angles par cette proportion :
La somme des deux côtés est à leur différence, comme la cotangente de la moitié de l'angle compris est à la tangente d'un
angle qu'il faut ajouter au* complément de la moitié de Tangle compris pour avoir le plus grand des angles cherchés et qu'il faut en retrancher pour avoir le plus petit.
Exemple. L'angle a = 40% le côté B = 2482, le côté C = 282i
2482 + 2824 : 2824 — 248? :: cot. 20 : x ou 5306 : 342 :: 2,7474 : x
•^49 4- 9 7474 \La = 0,17708 = X = tang W 2' 30'
angle fe = 70 — 10^ 2' 30" = 59° 57' 30" angle c == 70 + 10^2' 30" = 80^ 2' 30"
Nota. — Cet ouvrage est un complément de la sténarithmie ; Véchelle des fadeurs donne le moyen d'appliquer en grand les principes du chap. 6, art. 3 ; et la Table des Carrés permet d'étendre à tous les calculs le modèle de multiplication indiqué à la page 46.
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