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AVERTISSEMENT
Le lecteur qui serait déjà' initié au calcul différentiel et qui voudrait comparer aux méthodes ordinaires celle qu'on a suivie dans cet ouvrage, doit s’attacher plus par lieu fièrement aux théories et solutions géométriques que la.deuxième série présente en très-grand nombre. L’introduction et la table des matières peuvent servir de guides dans le choix à faire pour établir cette comparaison.
INTRODUCTION
Les deux première* parties de ret ouvrage ont été publiées en |8fil. Dans l une sont exposés les prineipes généraux de la cinématique pure, dans l'autre, et comme déductions de cès principes, les règles de la différentiation. La troisième partie a pour objet les applications du calcul différentiel à l'analyse et à In géométrie. Elle se divise en deux séries distinctes.
La première série comprend les applications à l’analyse; elle s’écarte, en général, des errements ordinaires, cl notamment dans les points suivants :
I" Les différentielles empruntent à leur définition géométrique un sens précis qui les assimile aux autres variables, et ne leur laisse ainsi rien de mystérieux ni d'obscur;
2° Les signes uuxqueis on reconnaît le cours des fonctions et leurs valeurs muxinia ou minima se déterminent par la considération directe des différentielles;
ô” L'égalité établir entre l'accroissement de la fonction et le produit de l'accroissement de la variable par la valeur moyenne de la fonction dérivée ouvre une voie nouvelle cl facile. Elle permet d'attribuer, dès l’abord, un sens précis aux quadratures, et d’effectuer, sous forme d'identités, les développements des différences de tous les ordres;
4" Un chapitre spécial traite de la continuité dans ses rapports avec la convergence des séries de Tavlor et de Maclaurin. Il est complété par deux notes placées à la suite de la première série.
La deuxième série comprend les applications du calcul diffé-
rcntiel à la géométrie. Elle no présente, pour ainsi dire, aucun point qui no soil traite directement, par voie géométrique, et qui ne doive à l’emploi de ce procédé un certain degré d’élucidation. La simplicité des déductions se prêtait ici a plus de développements et d’extension que n’en comportent, en général, les traités élémentaires. Nous en avons profité pour faire ressortir, autant qu’il dépendait de nous, les avantages et les ressources que notre méthode peut ofTrir sans autre auxiliaire que la géométrie et la cinématique.
Les sept premiers chapitres traitent des lignes planes, le huitième des lignes à double courbure, les cinq suivants des surfaces, le dernier de la mesure des lignes, des aires et des solides.
Nous avons déjà dit et fait voir qu’en géométrie plane notre méthode met à 1a portée des commençants la théorie des contacts de tous les ordres et leur offre, comme moyens de solution, les procédés simples et rigoureux de la géométrie élémentaire ■. Le complément exigé pour généraliser et faciliter au besoin les applications se trouve dans les sept premiers chapitres. Le huitième étend aux lignes à double courbure les théories établies d’abord pour les courbes planes. On n’y rencontre aucune difficulté particulière. La définition géométrique du plan oscillateur suffit pour aplanir la voie déjà ouverte, et l’on n’a plus qu’à poursuivre.
Le chapitre IX s’applique à la génération des surfaces et à la détermination du plan tangent. On y voit pourquoi ce plan contient, en général, tonies les tangentes. On le voit, disons-nous, parce que le fait surgit de lui-même, comme conséquence directe de la génération continue des surfaces, et qu'il s’établit géométriquement avec évidence et rigueur.
Le chapitre X est relatif à la courbure des surfaces. On sait et l'on démontre par le calcul qu’il existe généralement en chaque point d une surface ileu.r sections principale* rectangulaires. Pourquoi ces sections sont-elles à ongle droit l’une sur l’autre? Pourquoi leur nombre se réduit-il à deux? Tout esprit curieux d’aller au fond des choses, et de saisir dans les faits leur raison d’être se
* Voir l'introduction placée en tête des deux parties publiées en 1801
pose nnturcllemcnt ccs questions. On peut y répondre, avec nous, sans sortir de la voie purement géométrique. La propriété du plan tangent sert de point de départ : les autres s’en déduisent d’une façon tout élémentaire. C’est ainsi que nous avons pu reproduire sans ealeul les principaux tliéorèmcs concernant la courbure des surfaces et y ajouter quelques résultats nouveaux.
Le chapitre XI donne les applications générales du chapitre X.
Le chapitre XII a pour objet la théorie géométrique des lignes géodésiques. Après avoir développé cette théorie, nous l’appliquons à plusieurs cas, les uns généraux, les autres particuliers. Nous citerons, pour exemple, la question des lignes et des surfaces minima. Le procédé suivi met en évidence la raison fondamentale qui détermine la nature de ccs lignes et de ces surfaces. C’est là, comme ailleurs, un des avantages principaux de notre méthode. Elle élucide les queslious qu'elle résout.
Le chapitre XIII contient la théorie géométrique des surfaces qui peuvent'S’appliqucr les unes sur les autres sans déchirure ni duplicature. Il permet de transporter dans les cléments des questions réservées jusqu’ici au domaine des mathématiques supérieures.
Le chapitre XIV est le dernier. Il traite des rectifications et des quadratures dans l’espace ainsi que des cubatures. La marche suivie nous a conduit d'elle-méme a quelques énoncés nouveaux , tels que celui-ci par exemple :
Toute aire engendrée par une ligne, tout solide engendré par une surface a pour différentielle le produit de la grandeur génératrice par su vitesse moyenne de circulation.
Ce théorème comprend celui de Guldin comme cas particulier. C’est à lui que nous devons d’avoir pu résoudre par voie géométrique la question des lignes et des surfaces minima mentionnée ci-dessus.
Les formules du chapitre XIV’ comportent une extension générale au cas où les grandeurs à déterminer sont données comme limites de certaines sommes. C’est par là que nous terminons, de
manière à frayer la voie pour toute la série des applications auv phénomènes naturels.
Les parties suivantes auront pour objet les éléments du calcul intégral, du calcul des différences et du calcul des variations. Nous compléterons le tout en montrant comment on peut passer de notre méthode aux autres, les embrasser toutes dans une même conception rationnelle, et, sans en exclure aucune, combiner leur emploi de façon à remplir le mieux possible l’objet qu’on se propose en chaque cas particulier.
DO
CHAPITRE I
THÉORÈMES FONDAMENTAUX CONCERNANT LES FONCTIONS, LEURS DIFFÉRENTIELLES ET LEURS DÉRIVÉES SUCCESSIVES.
Des signes auxquels on reconnaît lu marche d'une fonction.
1. Reportons-nous aux principes fondamentaux du calcul différentiel et représentons par z une grandeur quelconque supposée continûment variable. Nous avons les énoncés suivants pris pour définitions et déductions premières *.
La différentielle i ou d l est la vitesse du point qui décrit le Voir au liesoin la première partie de col ouvrage pages (13, (U et 93.
segment de droite substitué comme équivalent numérique à lu grandeur z.
La vitesse i n est pas nulle en général : elle est positive ou négative selon que la grandeur z croit ou déeroil.
I)c là résilient évidemment les conséquences suivantes :
1° Lorsqu'une grandeur varie continûment elle croit ou déeroil selon que sa différentielle est positive ou négative.
2" Lorsqu'une grandeur continue s'annule, le signe qu'elle prend, au sortir de zéro, est celui de sa différentielle.
Supposons que In grandeur considérée comme variant, à partir de zéro, soit la différentielle première d'une grandeur quelconque continûment variable; supposons en outre qu'il y ail annulation simultanée de toutes les différentielles successives, jusques et y compris celle de l’ordre ( n - 1). Les déductions qui précèdent impliquent, comme conséquence immédiate, la règle suivante :
Règle gènèhale. — Lorsqu’une grandeur varie continûment , elle croit ou décroit selon que sa différentielle première est positive ou négative. Si cette différentielle est nulle à l'origine de la variation que l’on considère, le signe qu'elle prend au sortir de zéro est celui de la première des différentielles successives qui ne s'annule pas à cette même origine.
Soit une fonction quelconque, supposée continue
La variable x et la fonction g variant toutes deux simultanément, on dit de la fonction qu'elle est croissante lorsqu’elle croit ou décroît en même temps que la variable. On la dit décroissante lorsqu’elle croit en même temps que la variable décroît, ou inversement. Cela revient à dire que la fonction est croissante dans le cas où les vitesses x, y sont de même signe et qu’elle est décroissante dans le cas contraire.
‘ Le leclem' ne doit pas oublier qu’à moins de mention contraire, il est toujours entendu que la continuité subsiste.
Cela posé, on n généralement,
Il s'ensuit que les vitesse x, y sont ou non de même signe selon que la dérivée /'( x) est positive ou négative. Ce résultat peut s’énoncer comme il suit :
Ae signe de la dérivée indique, en général, lu marche de la fonction, celle-ci étant croissante ou décroissante , selon que la dérivée est positive ou négative.
Un ens échappe à la règle qui vient d’être établie : c’est celui où la dérivée s’annule *. Examinons ce cas et , pour plus de généralité, supposons qu’une même valeur*dc la variable x annule en même temps toutes les dérivées successives f'(x) , f"(x) , etc., jusques et y compris celle de l’ordre « — I. Soit a cette valeur : si on la substitue à x dans les expressions générales des différentielles successives dy, iPij , ... dn~'y, d"y , il est aisé de voir qu’elle les annule toutes, la dernière exceptée, et que celle-ci se réduit h la forme très-simple
Pour ramener à ce cas celui où la dérivée se présente sous la forme - , il snltil de reprendre l'équation y = f(, r), «le résoudre celle équation par rapport à jet de |toser,en conséquence,
De là résulte
et eu égard à l’équation (2) du présent numéro,
On a donc en même temps
f(X) = et F ”(y) = o.
Il s’ensuit qu’en opérant sur les deux équations simultanées x = F(y), x = ÿ F'(y),
‘ tout se ramène au cas traité el-dessus dans le texte.
" Voir au besoin les formules établies dans la deuxième partie de eet ouvrage.
( ïi )
Appliquons ici l« règle générale établie nu n" I. La dérivée f"(x) étant sup|tosée continue dans le voisinage de la valeur x = u, en deçà comme nu delà, il s'ensuit que le signe «fierté par la vitesse 1/ au sortir de zéro est celui du produit i\ fn(a). Cela posé , voici les conséquences :
1° Lorsque u est impair, selon que la dérivée f"[«) est positive ou négative, les vitesses g,x sont de même signe ou de signe contraire. On voit donc qu’en ce cas la fonction croit ou décroît selon que la dérivée f"[n) est plus grande ou plus petite que zéro.
2° Lorsque n est pair, scion que la dérit ée fn(a) est positive ou négative, les vitesses y,x sont de même signe pour i>o et de signe contraire pour .r<o, ou inversement, c'est-à-dire de même signe pour x<o et de signe contraire pourx>o. Dans le premier cas, c'est en décroissant que lu fonction parv ient à la valeur /"(n) et c’est en croissant qu’elle s'écarte de cette valeur après l’avoir atteinte. Moindre à la foisquceelles qui la précèdent et la suivent immédiatement, la valeur dont il s’agit se distingue des autres cl prend le nom de valeur minima. Dans le second cas, c’est en croissant que la fonction parvient à la valeur /’(«) et c’est en décroissant qu'elle s’écarte de cette valeur après l’avoir atteinte. Plus grande à la fois que celles qui la précèdent et la suivent immédiatement, la valeur dont il s’agit se distingue des autres et prend le nom de valeur uiaxima.
Les résultats que nous venons d’établir peuvent se résumer comme il suit :
Rêci.e atNtHALE. — La marche de la fonction est indiquée par le signe et le rang de la première des dérivées successives qui ne s'évanouit point.
Celle dérivée est-elle de rang impair? selon quelle est positive on négative, la fonction est croissante ou décroissante.
Est-elle de rang pair? selon qu’elle est positive ou négative la valeur de la fonction est une râleur miuima ou une râleur niaxinta.
n° 30, pages 154 et 153. 1.'extension (pic ces formules comportent est en quelque sorte évidente.
De l'éyulitt ■ ijiii subsiste entre l'accroissement d'une fonction et le produit de l'amuïssement de la variable par lu vuleur moyenne de la fonction dérivée.
J =* IV
une fonction quelconque supposée continue.
On a généralement
Supposons la vitesse x constante et considérons deux accroissements quelconques simultanés ajc, A y.
Si lu dérivée /''(je) demeurait invariable, la vitesse y serait constante comme, lu vitesse .r et I on aurait
(3) Ay = f\x) . xx \
L’équation (3) ne subsiste point en général , vu que ht dérivée f’(x) varie incessamment avec ar et qu'il en est de même de la vitesse y.
Supposons que la dérivée /'(x) soit continûment croissante dans l’intervalle ajt. La vitesse y restera comprise entre les valeurs extrêmes i . f'(x) et x . f'(x -t- a y). On aura donc en même temps :
et
Divisons I intervalle a* eu n parties égales et désignons pur li l’une de ees parties, pur \y„ xyt, etc., les accroissements partiels
• Voir au besoin la deuxième | un tic de cet ouvrage, n* o, |>age t)o. règle 4.
successifs qui leur correspondent. On a d'abord , conformément à l’inégalité (4),
et , conséqucuinicnt ,
(G) xy = .sy, -t- xy, cte.> /<
On a de meme
xyt < h.f\x -s h),
\>ji < i' ■ r(x + 2/.),
( /"'(oc) -c- /'(x //) etc.
xy„ < h . f(x •+■ nh),
et, pur conséquent,
(7) mj = ,ÿl + Mh - eu-. < h j A> [y +- ■+- tu - j
La différence que présentent les derniers membres des inégalités (G) cl (7) ayant pour expression
h.[r(x -+- nh) — /’(x)J ,
il s’ensuit qu'on peut écrire
= /< ( /'(x) /'(x + /«) etc. -t- f{x + („ — |) /,)]
■+■ M h [/ '(x nli) — /’(x)].
^ étant une quantité comprise entre O et I.
IS
Hcmpluçoiis b par sa valeur ~ cl divisons par aj. II vient
/oX -i.y r(x) -+- /'(a; -t- A) -4- etc. -4- / '(a- -4- (;i — I ) h)
Aa «
/’(* -v- Aa) — /'(a)
-4- fl
Cela posé, imaginons que, sans rien elianger à l’intervalle a a, ni par conséquent à l'accroissement Ay, l'on augmente indéfiniment le nombre n, qui marque en combien de parties égales l’intervalle Aa est subdivisé. L'équation (8) subsistera toujours, cl, puisque le premier membre de cette équation demeure invariable, les deux termes qui figurent dans le second devront former ensemble une somme constante. Or , a mesure que n est pris de plus en plus grand, l’un de ces termes devient aussi petit qu’on veut: il faut doue que, dans les mêmes circonstances, l’autre se rapproche indéfiniment de la limite fixe exprimée par leur somme. Mais, d’un outre côté, ce teameest la moyenne arithmétique des valeurs que la dérivée f(x) affecte à l’origine de chacune des subdivisions introduites dans l'intervalle sx. Si donc ou repré-
sente par le symbole .M, f\x) la limite vers laquelle cette moyenne converge à mesure que le nombre n croit indéfiniment, il s’ensuit qu'il y a identité entre les deux limites f'(x) et
On |>cul écrire, en conséquence,
(‘J) Ay = A,.M.‘+A'./>).
Désignons sous le nom de valeur moyenne de la dérivée In quantité représentée par le symbole M^Ai /’(j). L’équation (9) a pour traduction le théorème suivant :
L'accroissement de lu fouet ion est égal au produit de l'accroissement de lu variable pur lu valeur moyenne de lu fonction dérivée.
4. Nous avons suppose que la dérivée /'(x) élail constamment eroissaule dans 1 intervalle ax. La démonstration qui précède s’applique de In même manière au cas où la dérivée serait constamment décroissante. Le résultat formulé ci-dessus est d’ailleurs tout à fait général, ainsi qu’on va le voir.
Hcportons-nous aux inégalités (4) et (o) du n" ô, page I Elles se résument en une équation de la forme
V/ — ** {/"(J) fi (f(x -v- ax) — /’'(*).)] ,
fi étant une quantité comprise entre 0 et I.
Supposons que la dérivée /’(x) soit continue à partir de la valeur x prise pour origine de l’intervalle ax. Si ect intervalle est suffisamment petit et qu’il ne fasse plus que décroître, il est visible «pic la différence /'(x -f- Ax) — f(x) converge nécessairement vers zéro. On peut donc écrire en général
0) iy = -tn^ +
>; étant une quantité qui converge vers zéro en même temps que ax.
Divisons l'intervalle ax en n parties égales et désignons par h l’une de ces parties. A chacune des subdiv isions représentées par li correspond un accroissement de la fonction, et cet aceroissemenl est déterminé par les valeurs particulières que les quantités /'(x) et ? aircclcnl à son origine. On a ainsi
) s!h — h [f(x •+■ I') ■U ii
*Un = k [f\* (« — I) /') '!,.}■
Or, 1a somme des différences tiyx, Ay, , etc., mj. est nécessairement égale à l'accroissement total a y : il vient donc, en
ajoutant , membre à membre, les équation* (2), et di\ isant «le part et d autre, par sx
A.V _ A*) A* +- h) •*- ctc- ■+■ Ax •+■ (« — O /o
sx n
■n •*- Vt *+• etc. + *„
Imaginons qu'on attribue à n des valeurs de plus en plus grandes. Chacune des quantités v, , cte., converge alors \ers zéro et il en est de même de leur moyenne arithmétique. Concluons que l'équation (3) remplit les mêmes conditions que l’équation (8) du n° 3 et qu'elle implique, comme conséquence, la même équation finale,
(*) S,j = yx\\ ;+AY(x).
Lorsque la continuité subsiste, lu valeur 31 j A f (r) coïncide nécessairement avec une des valeurs que lu dérivée f (x) prend dans l'intervalle sx. Un peut donc écrire
(5) sy = sx . f'(x ■+■ 6\x),
9 étant une quantité qui dépend, en général, de x cl de sx, et qui reste comprise entre 0 et I.
On pourrait croire, au premier abord, que l’équation (4) est restreinte au cas où la dérivée f (x) ne cesse pas d’être continue dans l’intervalle sx. Ce sentit une erreur. Pour que cette équation subsiste , il /(tut et il suffit que la fonction y — f (x) demeure continue dans l’intervalle que Peut considère, l u exemple suflira pour éclaircir ce point *.
* Si l'on voulait étendre à tous les cas possilrles la solution donnée dans le texte i>our le cas particulier oh la dérivé*; f'(x) ue cesse d'être continue qu'à l'extrémité de l'intervalle Sx, on observerait d'altord que si cet intervalle est subdivisé en une suite de parties représentées par ,jx,, Sx,. SX2, etc., on a généralement
Sx, M‘r' f(x) sx, M*s f’(x) -4- Sx. M’* ('(. r) -b etc.
VW= ^ ! ;
le reste s'achèverait ensuite sans aucune dillkulté.
Supposons que lu dérivée /' (x) soit indéfiniment croissante vers lu fin de l’intervalle ax et qu’en conséquence la valeur extrême /’ (x -4- a .r) se présente sous la forme * . Pur hypothèse, la fonction y demeure continue.
Divisons l’intervalle ax en n parties égales et désignons par h l’une de ces parties. On peut écrire, conformément aux déductions précédentes ,
ai j = (ax — h) 1,4 /‘'(x) f(x ■+• nh) — f(x -+-(»—!) h),
cl divisant par ax ou son égal nh
/(x-v- ax) — f[x- h ax — A)
AX
Par hypothèse, la différence /(x -+- ax) — f(x -+- ax — h) converge vers zéro à mesure que le nombre n est pris de plus en plus grand. Il s’ensuit que l’équation (ti) remplit les mêmes conditions que l’équation (8) du n” 5 et qu'en conséquence elle ne cesse point d'impliquer, comme tout à l’heure, la même équation finale :
(7) ..... . Ay=AxM;+AV(x).
L'équation (7) subsiste, ainsi qu'on le voit, sous la seule condition que la fonction y soit et demeure continue dans l'intervalle ax. Elle comporte en outre une extension qu’il convient d indiquer. Imaginons qu’à la valeur x, comprise dans l'intervalle ax correspondent , pour y, deux valeurs distinctes qui se rattachent, respectivement et par voie de continuité, l’une à celles qui précèdent, l’autre à celles qui suivent immédiatement. Si I on représente par «fy, l'accroissement brusque subi parla fonction y dans le passage de la première à la seconde de ces deux valeurs, il est aisé de voir que, sans rien changer à ce qui précède, on a nécessairement
a y — ax !\x) -+- t?y,.
On aurait de même pour le chs de plusieurs changements
brusques subis par la fonction ;/ dans lintcrvaile ax et représentes par les symboles rft/, , <ft/4, Ji/3, ete. .
Aiy = ax M'+A' f’(x) -4- oij, -+- 4yt rfy, -t- etc.
5. Lorsqu'on part d'une fonction connue y — /‘(or) cl qu’on se propose de déterminer la valeur moyenne que la dérivée f'(x) affecte dans un intervalle quelconque ax, on peut d'abord déterminer l’accroissement ai/, en posant
*!) = f{x + ai) — f(x).
Il vient ensuite,
AI
et In question se trouve ainsi résolue.
Lorsque la grandeur donnée est la dérivée f (x) et qu'on veut calculer directement sa valeur moyenne, on a rigoureusement
/'(x) + r{x et c. + rlx +- — -ai)
M;+ ''/•'(*) = lim — 1 -,
et, par approximation,
/'(*) -+- rlx -i ) + etc. -t- f (x -t ai]
K+*xnx) =» ) — 1 - ,
l’erreur commise diminuant à mesure que n augmente et restant toujours moindre que la quantité
l"{x -v- ax) — /'(x) n
En exprimant, par cette quantité, la limite supérieure de l’erreur commise, on suppose, comme au n° 5, que la dérivée f (x) est toujours croissante ou toujours décroissante dans l’intervalle
ax.S’il en était Autrement, on pourrait .subdiviser l'intervalle ax en parties qui satisferaient toutes il la condition précédente et pour chacune desquelles ou appliquerait successivement le procédé qui vient d’dlrc décrit.
On verra plus loin comment le calcul numérique de la quantité M, ‘ f (x) peut s’effectuer, par voie de développement, daus le cas où les dérivées successives f'(x), f'"(x), etc., sont cl demeurent continues.
Du développement des fondions pur voie d'identités.
ti. Soient /'(je), f(x), f" (x),... /" (x) une suite de termes déduits les uns des autres par des dérivations successives et supposés continus entre deux limites quelconques, l’une variable et représentée par jc, l'autre constante et représentée par; — * -+- ax.
La quantité : étant quelconque mais constante, considérons la fonction composée
(I ) f(x) = (; — *) /"(x) -+- {' f ~-*--["{x)+ etc. -t- — ^ f(x). Cette fonction a pour dérivée première
/(*) = (= - *)/"(*) + etc. h- r + ' (*)
- f\x) -(*-*) f"(x) - CU-. - PM'
ce qui donne, toute réduction faite,
On a d’ailleurs, conformément au théorème des nM 3 et l,
cl il y a lien «l'observer que la fonction y(z) se réduit à *«:io en vertu «le l'équation (I).
La combinaison des équations (1), (2), (5) donne, ainsi qu'on le voit aisément, la relation générale
(4) m; /» = />) + /» + ftc. -v- —f—'Y r w
et cette rclolion subsiste alors même que la dérivée de l’ordre » -s- I ,/"+ 1 (x), ne satisfait pas, comme les précédentes, à In condition de continuité.
Soit p un nombre entier compris dans In suite I, 2 . . w ; si dans l'équation (4) on remplace successivement » par p — 1 et par p , la comparaison des résultats obtenus fournit l'équation générale,
et pour p = I, ce qui revient a poser n — 1 dans l’équation (4),
Transportons cett«' valeur dans )Y«|uatinn fondamentale
(7) iÿ = ix . m; f\x).
il vient
(8) . . . ay- ax. [/*(») +
Si l'on compare cette dernière formule à la formule (1) du n° 4
On reconnaît que la fonction inconnue désignée par s se trouve complètement déterminée pour tout intervalle où la fonction et sa
dérivée /'u) deiueuirnt continues. La 'relation très-simple et purement algébrique
complète d’une façon satisfaisante le sens de l'équation (9).
7. Reprenons l’équation (7) du n° 6. Substituons à m, z — x; i\ s ij, f(z) — f(x)\ et à M */■'(*), le développement fourni par l'équation (4); le résultat conduit à l’énoncé suivant :
Théorème. — La fonction quelconque y = f (x) et «es dérivée * successives f '(x), f"(x), .... f“(x), étant continues entre les deux limites x et z, l’on a identiquement
o) • a*) = Ax) +(*—*) /» + (zt . * r\x)
M' ( z — x)nfn+i (r).
Lorsque la dérivée de l’ordre n ■+• 1 est constante, les dérivées suivantes sont toutes milles. On peut alors écrire le dernier ternie de l’équation (I), soit en lui conservant sa forme actuelle
(2) . • • . -,7^7^ M U*-*)nfn+'(*),
soit en lui attribuant celle qui résulte de la loi de formation des termes antérieurs
/ fn+'(x).
Égalons les expressions (2) et (5) dont la forme seule peut-être différente. Obsrrvous que, par hypothèse, la dérixée f* + l(z) est
constante el supprimons k*s facteurs communs. On trouve ainsi,
Supposons la dérivée (x) continûment variable entre les limites i et il s’ensuit qu’il existe une valeur intermédiaire, représentée par x -+- e ( z — x), et satisfaisant à la condition
De là résulte, en premier lieu ,
9 étant une fraction.
Si, dans la même hypothèse, on désigne par A la moindre valeur affectée par la dérivée /'" + 1 (x) dans l'intervalle (s — x), on a, conformément à l’équation (4),
K(z-xyp+' (*)> a.
Il -4- 1
On trouverait de même en désignant par B la plus grande valeur affectée par la dérivée f"+>(x) dans l’intervalle z — x,
La conséquence est qu’il existe pour x une valeur intermé-
* Cette équation peut aussi s'écrire comme il suit :
ax"
ou M* r”
xn
diaire représentée par a- 8(z — x) et satisfaisant a la roiulilion
M: (z - x)" /•"+• (.r) = fH+i [*+*(z- x)].
Dr là donc résullr, en sreond lieu,
fn -rl
8 étant , comme tout à l’heure, une quantité comprise entre 0 et I .
F,n général on exprime le dernier terme de l’équation (1) par le second membre de l'une ou l’autre des égalités (;i) ou (ti). La première de ces trois formes est évidemment préférable, non pas seulement parce qu'elle implique chacune des deux autres, mais surtout parée qu’elle remplit les conditions suivantes :
I* Elle supprime tonte indétermination ;
2° Elle permet qu'on calcule la valeur du dernier terme arec tel degré d’approximation qu'on désire;
ô° Elle ne cesse pas d’exprimer la valeur de ce dernier terme alors même que la dérivée f"+,(x) resse d'être continue dans l'intervalle i. — x.
Supposons qu’une même valeur particulière x = n annule en même temps In fonction i/ et toutes scs dérivées successives, jus— queset y compris celle de l'ordre n. Il est visible qu’en remplaçant d’abord x par a , puis ensuite z par x , les formules (I), (5) , (G), se combinent de manière à fournir les équations suivantes :
u)n fn+l [n m (x — a)], • /•''+‘[« + 9(x-a)].
On observera que le symbole SlJ(l — »)" /’"+l[a »<( x — a )*
exprime la moyenne arithmétique îles valeurs affectées par le produit (I — u)n f-+< [a -+- u (x — a)], lorsque la quantité u varie continûment entre 0 et I, les quantités x et a étant considérées comme constantes.
Différence» des ordre» xupérieitrs. Moyenne» multiple».
Soit une fonction continue
ax et a y étant deux accroissements quelconques simultanés de la variable x et de la fonction y, on a d’abord
(1) à1J=f(x-*- àx)-f(x).
L’aecroisscinenl ax étant supposé- quelconque mais constant, prenons la différence des deux membres de l’équation (1) et désignons par a1 y celle du premier, c'est-à-dire le changement subi parce membre lorsque, dans le second, on remplace la variable x par x -t- ax. Posons d’ailleurs
x ax *= ».
Il vient
et, conformément aux règles précédentes, a [ Ax •+■ **) — A*)l =‘ ±x [f(x + ax) — f(x)] = ax m; a f(x). On a donc
(2) A*y = ax M* a/"'(x).
Si, d’ailleurs, on écrit
ai/ = ax M’ /'(x).
. On a de même, cil prenant la différence des den\ me mitres.
(3) 4*1/ = ax. aM; /'(s).
La comparaison des équations (2) et (3) donne
et de là résulte le théorème suivant :
La différence de la valeur moyenne d’une fonction est égale à la valeur moyenne de la différence de cette même fonction.
L’équation (3), lorsqu'on y remplace la différence a f(x) parle produit égal \x. M devient
(4) . 4‘ÿ = (a*)'M;. m; réopérons sur l’équation (4) comme nous l’avons fait sur l’équation (i ) et, sans rien changer d’ailleurs, désignons par a’i/Io différence a. a* y. On a directement
A*y =(*,)*. a. M;.ai;n*), et, en égard au théorème formulé ci-dessus, a!!/=(a*)*.m;.m; a f"(x).
Remplaçons ±f'(x) par le produit égal \x . Mi f'"(x); il vient
(3) . . . . A>y = (Ax)».M:.M:.M:r'(4
Convenons de représenter par les notations M, M, etc., les moyennes multiples M . (M).. M . [M . (M)], etc. Il est visible que nous aurons en général
(«) A"y ==( a*)" .Ml /•"(*).
Celte relation très-simple peut s’énoncer comme il suit :
l.a differente tle l'ordre n d'vue fond ion quelconque y*=»f(x) est égale au produit de la puissance n de l'accroissement de la
variable par la moyenne multiple M r»(x).
Lorsque lu dérivée de l’ordre n, /"(.r), est constante, l’on a évidemment
M f"(x) — M / " (x) = etc. = M f" (x) — f"(.r) — cens1' — C. et, par suite,
\ny = C .( Ax)n.
En général la dérivée f’(x) est une quantité variable avec x. Néanmoins, s’il y a continuité, il est aisé de voir que Téquation
(0) est réductible à la forme
£ étant une quantité qui converge vers zéro en même temps que ax *.
Du développement de la différence a"\ , effectué n priori et par voie d’identité.
Reprenons la formule établie ci-dessus
et, pour éviter toute confusion, représentons par a la valeur assignée à x comme origine de l’intervalle ax. On a identiquement
(2) . . . m: /» - fn(a) + m; [ r - p («)]
les limites entre lesquelles x varie étant ael: = #+ ax.
Ou verra plus loin comment la quantité ç se ilctcrniinr.
De là résulte, pu premier lieu,
(3) . . y y = (â*-) [f («).+ si; (» - a) m; f*+' (*)].
Comparée à l'équation (7) du n°8, l'cquation (3) donne, en général ,
Poursuivons. Onu, eomtnc tout à l’heure,
Il vient donc, en second lieu,
( + si. (x - «) si; (x - fl) si; / •+* (x) j
On trouverait «le même,
(4) 4*y - ( ax)« -v- /'■+* («) Si! (x - «) Si; (x - a)
1 + m ; («_ „) m; (x- a) m; (x - «) si; )
et ainsi «le suite indéfiniment.
Reportons-nous à la formule (4) du n° 7. Si l'on y remplace l’exposant » par l’exposant </, et la différence z — x qui varie entre les limites o et z — x par la différence x — a supposée variable entre les limites o elx — a, elle «lonne, en général,
(x — fl)* *
si; (x — «)’ =
* Cette équation ]M-«it s'obtenir directement en procédant comme il suit. Posons
I)e là résulte
et , par conséquent .
m* (x - = MjzM izigl.
l)c lû résulte, par voie de substitutions successives,
Mi (x - a) M' (x — «) = M'
>l« (x — «) M' (x — «) Mi (x — u) —
et ainsi de suite. On peut donc écrire , comme conséquence immédiate de l’extension que l’équation (4) comporte,
, f" (a) f'n+l («) Mi (x — «)
à"y — xx"
rw)' |T“-
etc.
h- f"»-' («) • Mi + R
le reste R étant déterminé pur l'équation
(<i) R = Mi (x - a) K (x - a) K (x - «) . . . Ml (x — u) Al„* f"+> (x).
où le signe Ali et le facteur (x — a) sont tous deux reproduits p fois.
Lorsque la dérivée f"+,{x) varie continûment dans l’intervalle xx, il est aisé de voir, en opérant comme on l’a fuit au n“ 7, que l'on peut écrire
(7) ... . R = /•-'(* + 6xx)Âi;
B étant une quantité comprise entre O et I . .
Cela posé, si l’on remarque que l'on a identiquement
AIÎ (x — «)’ = x»,
et qu’il est permis de remplacer par x la valeur quelconque « prise
pour origine de l'intervalle Sx, il est visible que la formule (’*) revient à
; f’(x) + f“+,{*) M*'* -4- eu-.
^ Z1"-»-'— ar*— • I
/ _ £■'(* + •*•) j.Ar \
ou mieux encore à
ajt
i f ’{*)■*■ j fn+,x. M* j -t- ete.
A»/y=(Axr ; )
(SX)
/,*+'(ar+«Ax).Mi*'.
les facteurs M0 x , M,i', etc., étant des quantités numériques complètement déterminées.
Considérons en particulier le cas où n est égal à l’unité. Il vient alors *
, (sx)'1 (Ax)1'
sy = sx . f (x) ' f"(x) -f. etc. •+- r— — fr(x)
(.r -t- S Sx) ,
et l’on retrouve ainsi le développement auquel nous étions déjà
* l/êquation générale établir ci-dessus
donne évidemment
ou bien encore
^ J-at
g-hi’
parvenus. En eoni parant le terme désigné ci-dessus par R à celui <|ui lui correspond dans la formule (1) du n° 7, page 22, on est conduit à l’égalité
(10) . a)...K(x ~ «)Bi; />-•(*)
où l’on peut remplacer ff+'{x) par une fonction quelconque tic la variable x *.
Reportons-nous à l’équation (8). Lorsqu’on y fait p— \, on trouve
An lieu de procéder comme on l'a fait plus haut , |Kiur déterminer par voie de substitutions successives, les valeurs des quantités M*(.r - «),
M. (x — a) , M„ (,r — a) , etc. , il est plus simple de poser tout d'abord l’équation (10) et de l'appliquer au cas oii la fonction />+■• (x) se rétluit à une constante. L’équation générale
où la constante (r*- 1 (x) intervient comme facteur dans chacun des deux ineinbres, donne, après suppression de ce facteur,
Mà t.x — < i ) >i: ( r — a) . M* (x — a ) = ' J* * .
< in a d'ailleurs . comme ci-dessus , a
(ttrf P+- 1
On peut donc écrire en général
le binôme (x — a) étant répété p fois dans le premier membre.
On ii d'ailleurs , ainsi qu'on le voit aisément.
et, par suite,
<4-âi
Ax
X H if = t H SX
/ «aX-J-A* *
{*> = *Hx * +■ -
\x = x-\--sx
/ \ ,iI+ Si M I
SX <= X
De là résulte, pour x — 0,
m„Ax
On peut donc écrire, en général,
(12) . . A "y =(ax)" [/■"(*)+ ^ ax/'*+,(x + 0ax)].
10. Proposons-nous de déterminer dircelciucnl les valeurs numeriques des facteurs exprimés par les symboles M„x, M„ x1 ...
M, xr dans l'équation (51) du numéro précédent.
Un a, en général,
(x -v- y I)” 1 -*(x -4- yf ' 1 = (7 -4- I) M* 1 (x -4- y)’, ou, ce qui revient au même,
(I) M! ' ‘ (x -4- yf =— — y [(x -4- y- f- l)’Tl — (x -4-/>)’‘t',j.
De là résulte , pour y — 0 ,
Prenons les valeurs moyennes de eliaeun des membres de l'équutioii (2). Il vient, eu égard à l'équation (I),
JtI , _»-p*
Oi»érons sur l'équation (3) eomrne nous venons de le faire sur l'équation (2), et ainsi de suite indéfiniment. Il est aisé de voir que ec procédé conduit à l'équation générale
‘ ^ (x-t-n— 2/+*— etc. ± x'+m j On a donc, en prenant x = U pour limite inférieure,
' + ~lTa ' (W etc. \
llcprésentons par le symbole [""H ] l’expression générale i r j. « , . , n (n — I ) , -i
nous aurons
(n — 2)'+" - eU-.ip n)
et, eu égard à l’équation (3),
Observons que , dans l’hypothèse 7=0, ou a dircclciiHmt pour l'équation (5)
Cela posé, il est visible que l'équation (9) du numéro qui précède, page 30, peut s’écrire comme il suit :
(») /■*(*)-•- [M ^i](^)-H/--+.(J:)+cte.
Si d'ailleurs ou pose
x = cous1' = \x , ec qui donne, en général,
,1’y = (ix)’ . />(*).
On peut écrire aussi
(») • • a"y=[rt]d“v + ["t 1 ]rf"+,y +cic-
le dernier terme H, ou II . (ax)“ étant déterminé par l'équation (fi) du n" !), pour tous les cas où les dérivées d'ordre inférieur à n ■+■ p demeurent continues dans l’intervalle ax, et pouvant s’exprimer de la manière suivante
l*i = P* * (ax)*1 r (x-, sax),
lorsque la dérivée /,+,,(x) ne cesse pas d’être continue dans ce même intervalle.
APPLICATIONS PARTICULIERES
Des rapports qui s'établissent entre lu fonction et. ses dérivées pour certaines valeurs de lu variable.
1 1. Soit une fonction quelconque,
y=f(xY
On suppose que pour une valeur particulière de la variable x la fonction y jusque-là continue se présente sous la forme symbolique - . Soit x j cette valeur particulière * : cela revient à dire que la fonction y croit sans limite à mesure que la variable x se rapproche de la valeur x,.
Considérons le point qui décrit le segment de droite substitué comme équivalent numérique à la grandeur y. La vitesse de ce point a pour expression générale
cl l'on a eu même temps
ai/ = sx M, / (x).
Cela posé , il est visible à priori que la vitesse y ou , ee qui revient au même, la dérivée / '(x) doit croître indéfiniment à mesure que la variable x converge vers la valeur x3. Quelle que soit en effet la vitesse d'un point, du moment qu’elle est limitée, Je segment décrit par ce point reste aussi limité. Or, par hypothèse, la
' Il est entendu que toute valeur particulière d'une quantité variable est une valeur finie, déterminée et réelle.
grandeur y augmente sans limite à mesure <|ue la variable x se rapproche de la valeur x3; il faut doue ipie la dérivée f(x) croisse indéliiiimenl dans cette mémo eireonstuuee, et par conséquent aussi toutes les dérivées successives.
Veut-on procéder plus rigoureusement? Un peut raisonner comme il suit.
Soit x, une valeur aussi rapprochée qu’on voudra de x3 et telle que de X| à x, la fonction y soit toujours croissante en grandeur absolue; soit en outre x, une valeur intermediaire. En admettant que, pour x — x„ la dérivée f'(x) prit accidentellement la forme 1 , celte forme ne pourrait persister. Il est donc permis de poser immédiatement f'(x,) = II, la valeur II étant numériquement assignable. Or, si grand que soit B, je dis que la dérivée /”(x) doit augmenter encore de x4 à x*. Pour le démontrer, prenons, à partir de x4, l'intervalle ax4 plus petit que Xj — x4. .Nous aurons, en désignant par *yt l'accroissement correspondant de 1a fonction
Supposc-l-on maintenant que la dérivée f (x) u augmente pas de x» à x3? La valeur moyenne M**’ A’’ f (x)élant inférieure à 11, il vient
aj/4 < B . ax4
et, « fortiori ,
*!/* < B . (x3 — xt).
Mais, quel que soit B , si grand qu'on le suppose, celle dernière inégalité est toujours impossible, puisque, par hypothèse, la différence s y, croit indéfiniment à mesure que sxt converge vers 1a limite x3 — x4. On ne peut donc admettre que la dérivée /’(x), lors même qu’elle décroîtrait à partir de x4, ne prenne pas ensuite des valeurs toujours de plus en plus grandes, et cela sans limite assignable. Il faut donc nécessairement que, pour la valeur x = x5, elle affecte la forme symbolique-’
De là résultent les énoncés suivants :
Lorsyue pour une vuleur particulière attribuée à la variable
ht fonction, jusque-là continue, se présente sons In forme il en est île même de toutes ses dérivées successives.
Réciproquement , toute valeur de la variable qui ne rend ]>as infinie la dérivée de l'ordre n, ne rend infinie ni la fonction ni aucune des dérivées précédentes.
Ces énoncés ont, en certains ras, leur utilité.
Des limites qui correspondent aux formes singulières
12. Soient deux fonctions d'une même variable, représentées resperlivrment, l'une par z — f(x), l’autre par u =-F(.r). Considérons d'nbord la fonction composée
et supposons, en premier lien, que pour une même valeur ,r=o , on ait en même temps
Cela posé-, on demande de déterminer la limite vers laquelle converge la fonction y en même temps que la variable x se rapproche indéfiniment de la valeur a.
Reportons-nous aux principes fondamentaux du calcul différentiel. L’un de ces principes, tous établis directement et par \oic géométrique, est énoncé comme il suit : *
Lorsque deux variables convergent en même temps vers zéro, leur rapport converge en même temps vers une certaine limite. Celte limite est le rapport des valeurs que les différentielles des variables considérées affectent respectivement lorsque ces variables s'annulent.
* Voir an Is-soin la deuxième partie de cet ouvrage, n° fl , page 101.
De là résulte immédiatement
lun — — — = li m — = Tf(x) Z Z
On a d'ailleurs, en général,
Il vient donc ici, pour x — a,
lin, FW r(”>
Si la valeur x — a annulait en même temps les deux fonctions F(.r), f(j ) et leurs dérivées premières, on aurail de même
lun — — = lun — — — = -,77— *
et ainsi de suite indéfiniment.
Concluons qu’on a généralement
lim — = — ;
n étant l'ordre de la première des dérivées qui ne s’annule point pour x= a.
Le résultat précédent suppose que la valeur x = a annule en même temps les deux fonctions F(x), f(x) et leurs dérivées successives jusques et y compris celles de l’ordre (n — 1 ). Appliquée à ce eas, l’équation (!<) du 11° 7, page 24, donne en même temps, d’une part
ix — tt)n
«l’autre pari
Il vient donc, en général.
et, pour x — « ,
F(x) F" [a -4- i (x — «)] IX*) ~ f ’[«-*- i'(r-a)]
lô. Supposons en second lieu que, pour une même valeur x — a, on ait en même temps
Si nous posons, en général,
nr)~w
il s'ensuit que, pour x = a, les deux fonctions -r(x), (x) s’an-
nulent et qu’en conséquence on peut écrire
Fx *(x) *'[a -4- »(x — «)]
On a d’ailleurs
FM
AM
et par suite.
f(*Ÿ “VM 1
Passons à la limite. Les équations (I) et (2) donnent respectivement et simultanément , la première,
la seconde,
fi*
— lim
On peut donc écrire aussi
lim
/'(*) fi")
lai comparaison des équations (1) et (2) fournit le principe suivant :
Lorsque deux fonctions croissent indéfiniment , à mesure que In variable converge ret s une râleur particulière , le rapport de ces fondions et celui de leurs dérivées premières convergent en même temps vers une même limite. Mais , d'ailleurs, chacune de ces dérivées est alors indéfiniment croissante ; le rapport des dérivées secondes a donc même limite que celui des dérivées premières, et ainsi de suite, à l'infini.
De là résulte
» _ ^ _ ELM _ F '(«) _ »■’* (<o
II semble qu'il y nit rcrrlc vicieux « exprimer la limite ~ parle rapport de deux termes dont chacun, pris isolément, affecte la forme — . Mais ici, de même qu’au n“ liî, l’hypothèse r = a ne doit être introduite dans l’expression qu’après In suppression des facteurs communs mis eu évidence par les dérivations successives.
„V. Ii. Nous avons supposé que les formes ~ affectées par le rapport répondaient à une valeur particulière x = a. Si l'hypothèse faite sur la variable était exprimée symboliquement par x— x , on poserait
et l’on considérerait la variable t comme convergeant vers zéro à mesure que la variable x croîtrait de plus en plus. On aurait ainsi
FM _ F
et, conformément à ce qui précède, on en déduirait pour I = o ou, ce qui revient au même, pour x — «
Rien donc ne changerait dans le résultat définitif. Toutefois il convient d’observer que le symbole — exprime, en général, une impossibilité qui peut sc traduire en solution de continuité et faire tomber en défaut les règles du calcul.
I i. Considérons iiiainlcnnnl Ir produit / ( r) . F (r).
Si pour une valeur particulière x = a, ce produit prend la forme o X * , on peut écrire, en général ,
FM
fTv)
Tout re\ienl donc à considérer une expression de la forme ou ~ , et l’on est ramené à l’un des cas traités précédemment.
Soit encore l'exponentielle /’(x)r(,) supposée telle que pourx = a elle se présente sous l’une des trois formes F* , oo 0“ ; on a généralement
log. f(t)Tr = F* log f{x) ,
et, si les logarithmes sont pris dons le système népérien,
j ( r)r M — gr (*t |oi ff) '
F.a question se réduit donc à déterminer vers quelle limite converge le produit F ( x) . log. f (x) dans l'hypothèse où l’on s’est plaeé '.
* On a
Supposons que pour une valeur quelconque déterminée île l'accroissement ax la variable x croisse imtéliniinenl. En général, il n'v a pas lieu de distinguer entre les limites f ( x ) et /*(*>-+- a.r). On peut donc écrire
/"(*) = lim
Posons >.r = I. Il vient
f ( *) = lim [f(x -t- I) — f(x)\
■Ti. Montrons, par quelques npplieu lions particulières, l'usage qu oi» peut faire des règles établies dans les (rois numéros qui précèdent.
Soit d'abord x—o : on trouve pour ce cas
log x
x log x — lim — - — = hm ( — x ) — o.
a: . c' = li ni — = lint e* — x ,
r -» r - log cos mr , .
[cos mx)x=er — lui» 1,
(I *)*«= e' lo,!,+',= jjm
Soit ensuite x= sc . On a de même,
log * I
— : — Inn — = 0,
— = lim nr. logo = x pour « > o,
.. — log *
lim e* — e' — 1,
1 lo» H’) .. Çl »«>£;?•
e* = lim e'* 1 = e ' < 1
Ile lu résulte, pour le cas oii la fonction f (x) croit indéfiniment avec x,
lim ^ = /*( oc.) = lim [/'(J’ I) — /X-r)!
i n„!î«C!fl Ciiil fi. r j- i \
lim f(x)‘ = e ' = Uni e f(*l — lim — •
fies ilcux formules ont été données par M. Cauchy.
CHAPITRE
SÉRIES 1)E TAYLOR ET DE MACLAl'RIN.
1(5. Reportons-nous à In formule (I) du n" 7, page 2 2, et posons z —x -t- h. On trouve ainsi
(I ) . . f{x- t- h) = f(x) j /'(*) -+- etc. 4-
lT^>ir‘f.'-.r)r+,(4*
Nous savons, d’ailleurs, que si la eondition de continuité, supposée remplie par la fonrtion et ses n premières dérivées, l’est en même temps pour In dérivée de l’ordre (« -t- I), le dernier ternie peut se remplacer indifféremment, soit par
soit par
I . 2 . . Il
0 étant une quantité comprise entre 0 et I.
Supposons que In valeur al tribut à x comme origine «le l'accroissement h se réduise à zéro. Il vient d’abord x — 0, puis ensuite, en substituant x à h ,
f(.r) = f( O) 4- - f(o) 4- etc.
* I.e dernier ternie, lorsqu'on y remplace la varialile .r par «a valeur initiale augmentée de h», devient
MÜ(t— w)»/>+*(.r4-Au).
( iS )
le dernier terme pouvant être remplacé, comme tout à l'heure, suit par
ou par
(Ox).
On ne perdra pas de vue que dans le facteur représente par z — x sous les signes Jl', la quantité z doit être considé-
rée connue constante et comme ayant 1a valeur exprimée par l'indice supérieur. Si l’on craignait quelque confusion , on pourrait prendre une variable auxiliaire qu'on désignerait par « cl substituer aux formules (1) et (i) les formules suivantes
(ô) /(x + li) = / (*) -+■ jf(x) + etc. + J Y ~f" (*)
-4- Ml (I - u)mp+,(x + M>
(t) . • f (*)=*({») + yf\o) + etc. + — j — -/»
+ j )t Ml (1 - u)T+i (x«),
la quantité ii étant la seule qui varie sous le signe M,',.
Au lieu de limiter ces développements par l'addition du tenue qui les complète, on peut concevoir qu'ils se prolongent à l'iniiui, suivant la loi de formation indiquée. Les séries que l'on obtient de cette manière sont généralement connues sous les noms de série de Taylor ou de série de Muclaurin , selon qu’elles dérivent de l’identité (ô) ou de l'identité (4). Il est permis, en certains cas, de substituer ces séries au développement limité de la fonction. Néanmoins on ne doit jamais perdre de v uc qu'elles n'ont d’autre fondement que celui qui résulte de la possibilité présumée de pro-
( to )
longer toujours, et suivant une loi constante, le développement limité sur lequel elles reposent. Lorsque les termes complémentaires
v)"f"+,(x+ lut),
Mi (1 — it)' /"+l (ru)
convergent \ ers zéro à mesure que n augmente, les séries sont convergentes et elles permettent de calculer avec tel degré d'approximation que l’on veut la valeur des fonctions qu elles servent à développer. Dans le cas contraire, elles sont divergentes. Pour que les séries puissent subsister, il faut que toutes les dérivées prennent des valeurs finies à l’origine de l'accroissement que l’on considère, et qu’en outre la continuité s'étende au delà de celte origine. Ces conditions étant supposées remplies, les séries sont, en général, convergentes pour tout ou partie de l'intervalle considéré.
17. Prenons, pour exemples, les fonctions élémentaires et cherchons à les développer suivant la formule de Taylor ou suivant celle de Maclauriu.
Soit, en premier lieu,
Lorsque l’exposant ut est positif et entier, 1a dérivée de l’ordre in étant constante, le développement est limité et I on a identiquement
(\) ... . (x-4 -II)"
lixm~l -4- etc.
ni (ni — !)..(»< -n+ 1) I .î. ...n
-v- etc. -4- /i~.
C’est la formule du binôme de Newton pour le cas de l’exposant entier cl positif.
Supposons l’exposant m quelconque. On a /'*•*-' (*) = m (m — \) . . (m — n)
Lu se reportant au n" 16, on voit aisément que le dernier terme
des formules (I) ou (3) peut s'écrire indifféremment sous l’une ou l'autre des deux formes suivantes
bu)
r^rA_(,
Lx -t- shJ x -+- oA
La première de ces formes montre que pour des valeurs de A positives et moindres que x, le terme complémentaire converge vers zéro à mesure que n croit indéfiniment. La deuxième fait voir (juc celte même condition est remplie pour des valeurs de h négatives *, et moindres que r en grandeur absolue. On peut doue écrire , en général ,
m ni (ni — I ) , „
(l) (x + /»)"'= x'" -4- —hxm+' -t- — ^ -4- etc.
m (tu — I ) . . (»« — n ■+■ 1 ) ,
H- — v •- — A"*"-* -4- etc.
h étant, par hypothèse, moindre que x en grandeur absolue. Si l’inverse avait lieu, A étant supérieur à x, on écrirait
_ r/,— • -i xilr * -4- etc.
Soit A = I et x une fraction quelconque positive ou négative : on a de même
(«) • (i+xr = i-nT
x 1 -4- etc.
* Lorsque la quantité h est négative le facteur représenté par l'expression , h -Oh
fractionnaire — — -r devient — — •
Soit, en second lieu
(*) /» = log*.
Il vient d’abord/’' ( x ) = x et, par suite,
Les dérivées étant positives ou négatives, selon que l'indice n est impair ou pair.
En opérant comme au n° 17, on trouve que le terme complémentaire affecte indifféremment l'une ou l’autre des deux formes
[h — sAy
La’ ■+■ ilt J
X + ôll
La conséquence est la même qu’au numéro précité. On peut donc écrire, en général,
(-) (■*■ •+* A) — I°g — | - j -t- etc. ± — j q: etc.
h étant, par II' pothcsc, moindre que j ; en grandeur absolue. Si 1 inverse a lieu , h étant supérieur à .r, on a de meme
(3) . . log (h -t- x) = log h j — - (~) etc.
h -2 \hl
Faisons li — 1 dans la formule (3). 11 vient
(4) . • . log (I -r- x) = x — — etc.
îc étant une fracliuu quelconque positive ou négative. De là résulte, en changeant le signe de la variable x,
(a) . . . log (I - *) = — x— — — — — etc.
Soustrayons l'équation (îi) de l'équation (4). On a (l’abord
t- x r r* xf
log = 2 * + etc. •
Si l'on pose ensuite
ce qui donne
on eu déduit
Celte dernière formule est très-convergente pour des valeurs un peu grandes de la variable y. Elle permet ainsi de calculer rapidement les logarithmes de deux nombres entiers consécutifs, et, de proche en proche, ceux de tous les nombres entiers supérieurs à celui par lequel on a commencé. On sait d’ailleurs que pour passer du logarithme naturel d'un nombre au logarithme de ce même nombre pris dans un système à hase quelconque a, il faut diviser le logarithme naturel du nombre par celui de la base « *.
I!). Soit, eu troisième lieu ,
* L'équation générale a1' = x donne, en prenant les logarithmes naturels des deux membres,
log <£ = &£• log «.
Ou a d'abord puis généralement
( bÜ )
f\x) «= a‘ log (fl), /» = fl-(log«)\
Le terme complémentaire de la formule (4) du n* II», page 45, devenant ici
A- (logo)- u)(1 „ o*.A-^log«)-
il est visible que ce terme converge vers zéro à mesure que n croit indéfiniment. On peut donc écrire, d’après la formule de Macloiirin ,
x log a (r log fl)* (x log af
*■ + —2- - Tix * "*•
Supposons la base quelconque « prise égale à la base e du système Népérien. On « log e = 1 et, par suite,
•• e='+*-TÎ ‘•)Â3 + "C-
Nous étions déjà parvenus à ce résultat au n° 18, de la deuxième partie (page 116). On en déduit
e =. 2 •+■ - — — -t- etc. == 2,71 828 182845'J
20. Considérons, en quatrième lieu, les deux fonctions circulaires sin x, cos x, et posons d’abord
(0 /(*)=-- s in*.
On a
f'[t) = eos x.
Il vient ensuite
f"(x) — — sin x .
De là résulte, en général, pour les dérivées d'ordre impair • / *"+i(x) = ± sin x, cl pour celles d’ordre pair
[*“(. t) = ± COS x.
Les signes -4- et — se succédant alternativement dans un cas comme dans l’autre.
Reportons-nous aux formules (2) ou (4) du n° 16, pages 44 et 45. Le terme complémentaire devient ici
± — — M„ (1 — «)" sin hu ,
ou bien
± — — M„ (1 — m)" cos hu.
Il s’ensuit qu’il est moindre en grandeur absolue que la quantité
Ml (1 _ «)" =
On voit par là que ce terme converge vers zéro à mesure que « . croit indéfiniment. On peut donc écrire , en général , et sans aucune restriction,
— etc.
On trouverait de même
etc.
Il y a lieu d’observer, relativement aux séries (2) et (3), que, les termes étant alternativement positifs et négatifs , l'erreur commise en s’arrêtant à l’un quelconque d’entre eux est moindre que le suivant. On voit d’ailleurs que , quelle que soit la valeur attribuée
à x, on peut toujours choisir le terme auquel on s'arrête, de manière à obtenir tel degré d'approximation que l’on veut.
21. Considérons, en cinquième et dernier lieu, les fonctions circulaires inverses arc tgx, arc sin x, arc cos x.
Nous pourrions procéder ici comme nous l'avons fait dans les différents cas traités précédemment. Il sera plus simple de suivre une autre inurchc, qu'il* est bon d’ailleurs de connaître et qui sc fpndc sur les considérations suivantes.
On a généralement*
(U /•(*)- /-(o)s=xm;/>) .
et
Cela [*osé, imaginons que la dérixée f (x) soit développable en série convergente, cl que l’on ait en conséquence
(3) f'(x) — u -+- lix ex’ -+- ele.
De là résulte, eu égard aux équations (I ) cl (2),
CX
(4) .... f[x) — f{o) + iu'H — — -t- — -t- etc.
Dans le cas particulier des logarithmes, déjà traité n" 18, on peut poser
/’(*)“= log(l +*)
cl, |>ar suite,
/'(x) — = 1 — x -t- x‘ — x3 -f- etc.
* Partant lie l'equalion générale
f(x + /,)-Ax) = A.MrVV)
l't posant h — — x, on en déduit
Celte série étant convergente pour toute vnleurde x1 moindre que l'unité, on a immédiatement, par application de l’équation (4),
log (I h- x ) =x. M' (1 — x -t- x’ — etc.) — x h — etc.
Passons aux fonctions circulaires inverses arc Ig x, are sinx, arc eos x, et posons d’abord
f(x) = are tg x.
On en déduit
— 1 — x' -t- x* — j-4 -t- etc.
Celte série est convergente pour toute valeur de x* moindre que l’unité. Ou peut donc écrire immédiatement
a rc tg x = x t — - ■■ — — •+■ etc.,
et comme ici la convergence ne cesse pas d'exister pour x = 1, on en déduit cette expression remarquable du rapport de la circonférence nu diamètre • -
- = | h- h etc.
Soit maintenant
f{x) = are sin x.
De. là résulte
et, eu égard à la formule (fi) du n° 17, page 47,
rw - ' - 5 *’ - 57*
II \ ieiit donc aussi
I x* 1 . 5 x* I , lî . 5 ï'
are sin x = x -+- — • — h 1 — h etc.:
ce qui donne pour x = -
etc.,
et pour x = 1
- = I -t — • — h 1- etc.
On trouverait de même
arc cos x = x etc.
Extension générale des formules établies précédemment pour les développements par voie d’identités et par voie de séries.
22. Considérons une fonction de plusieurs variables m = F(x, y, z, etc.). ,
Quel que soit le nombre des variables engagées sous le signe F, elles dépendent ou non les unes des autres. Dans tous les cas, on peut introduire par la pensée une variable auxiliaire, prise pour variuble indépendante, et, afin que toutes les autres en deviennent fonction, concevoir au besoin une ou plusieurs relations arbitraires que l'on ne détermine point aussi longtemps qu’on le juge convenable et dont pourtant il est toujours permis de disposer. Désignons par t la variable auxiliaire prise pour variable indépendante. La fonction « se résout en une fonction de la forme
AO
et l'on peut lui appliquer les formules établies ci-dessus pour les développements par voie d'identités et par voie de séries.
La marche à suivre restant toujours la même, bornons-nous à prendre pour exemple la fonction
(«) r = F(ar, y),
qui peut être considérée comme représentant une surface.
Si nous posons
il vient
On a d’ailleurs, conformément aux équations (8) et (9) du n" IU, patte 34,
(3) . . a-z = [”]d-^[n^,]d"+'*+ele.
-v- + 'jd'+i-'z -r- ^ (ât)"+'7’"+'’ (* iAl)f
les différentielles (lm z, d"+,z, etc., étant toutes déterminées par les formules établies dans la deuxième partie de eel ouvrage ( n* 3fi , page 1 30 ).
Supposons, pour plus de simplicité, que les relations arbitraires x — » (/), i ( I ) soient de la forme
x = a o- ht , y — b -+- kt ,
et que l’on pose
dt = Afz*1.
Il en résulte
dx = \x = h et pour « > 1 d’x — o, dy = a y = k et pour n > I d* y = o.
Convenons de représenter symboliquement par
(*r que devient le développement de ce binôme, lorsqu’nprès l’avoir effectué d’après la formule (1) du n* 17, page 40, on déplace les exposants de la quantité ilz de manière à les transformer en indices de dérivation. Ce procède donne en général
et l’on peut écrire en conséquence
les substitutions à faire dans les dérivées du dernier terme n’étant pas, comme pour les autres, les valeurs initiales attribuées aux variables x, y, mais Lieu ces mêmes valeurs augmentées de oh pour la première et de ok pour la seconde *. Il suit de la que, si l’on conserve les lettres x et y comme expressions des valeurs à partir des quelles les accroissements h et k sont comptés, on a pour les valeurs x', y' à substituer dans les dérivées du dernier terme
x = x -t- Oh, y' — y -t- 9k.
* a et h étant, par hypothèse, les valeurs res|iectives des variables xet i/à l’origine des accroissements que l’on considère , il s'ensuit qu'elles correspondent à / = 0. On a d'ailleurs 4 / = 1 . l.e dernier terme de la formule (3) prend en conséquence la forme
6 étant la valeur à substituer pour t dans la dérivée dont il s'agit. A celle valeur de I correspondent pour x et pour y les valeurs respectives,
x = a -t- Oh , ij s h -t- 9k
Appliquons In formule (.|) nu cns particulier «les différences du 1" ordre. A cet effet nous ferons d'almrd h — t. Remplaçant ensuite p par n et àz pur F ( x h, y -t- k) — F (x) y), il viendra
('•) . . . F (x -t li, y t- k) — F (x, y) ■+■ li
l<lz\ (dz\
[fis) l dy)
rfyj
-+- etc. -t-
\<li/ I2...(« — \j
On peut d’ailleurs, ainsi qu’il est nisé de le voir, remplacer l'équation (3) par l'identité *
(fi) . . F (x -t- A, y + k) = F(x, y) + li
etc.
les substitutions à faire dans les dérivées placées sous le sfgne Ml étant respectivement x ■+■ lui, y -+- kii. On observera que l’cxis- IcHre des formules (4) , (5), (fi) est subordonnée à la condition que les dérivées partielles qui y figurent en dehors du signe M soient toutes finies et continues à partir des valeurs x, y jusqu'aux limites x -t - A, y -t- A. Pour que ces mêmes formules puissent se transformer çn séries, d'après la loi qui régit In formation des premiers termes, il faut en outre que leur dernier terme converge vers zéro à mesure que l’indice de ce terme est pris de plus en plus grand.
11 est aisé de voir ce que deviennent les formules précédentes, soit lorsque les valeurs x, y sont supposées milles et qu’après les nvpir annulées dans tous les termes qui les contiennent , on rem-
* Il suffit pour cela d'opérer sur l’identité (I) du n° 7, page it, comme nous l'avons fait sur les formules (S) et (0) du n” 10, page ôt.
place par x el y les aceroisseinenls quelconques déterminés h et k, soit plus généralement lorsque le nombre des variables est quclcoiii{ue. Un exemple suflira, celui d’une fonction de trois vnrinbles F (x, y, z) = V. S’agit-il en ec cas de la formule (6)? En désignant pur l l'accroissement attribué à la friable z el donnant aux conventions précédentes l’extension qu’elles comportent, il vient, sous les mêmes conditions et réserves,
F(x -v h, y -i- k, : + /) = F(x, y, z) -4- li — -4- k ^V- ■+- 1 — -+- etc.
^ dx f/y riz
CHAPITRE IV
DE LA CONTINUITÉ CONSIDÉRÉE DANS SES RAPPORTS AVEC LA CONVERGENCE DES SÉRIES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN
Soit
Dérivation sous le signe M.
une fonction quelconque supposée continue entre les limites que l’on considère. On a, généralement,
(I). . . F(* -4- h, y) — F(x, y) = fcM'+*F;(x, y), .
et, prenant les dérivées des deux membres par rapport à y.
Le lecteur |ioul passer ce chapitre, sauf à y revenir plus tard , s’il a quelque intérêt à approfondir le snjct'qu’ou y traite
D'un autre c<Mé, on a directement et conformément à l'équation (I)
(3). . P,(t -f- h, y) — F;(*, y) = AMr*F" ,(*, y) = AM,'+*F", (*,;/).
F.a comparaison des équations (2) et (3) donne
kV’Xs,y)
= Mrr;>, y) — m.
•On aurait de même, en prenant de nouveau le-s dérivées par rapporta y des deux membres de l’équation (i)
(,m:+hK(x,y)\
dy
dy
\ dy*
et ainsi de suite indéfiniment.
On peut donc écrire, en général.
f(x,y) étant pris égal à la fonction désignée ci-dessus par F' [x, y). De là résulte la règle, suivante :
Pour effectuer n dérivations successives sur lu valeur moyenne d'une fonction, il suffit de substituer ù la fonction placée sous lo siyue M sa dérivée de l'ordre n.
Cette règle est d’un fréquent usage. On peut l'établir ù priori , comme nous l’avons fait ailleurs *, en substituant aux valeurs moyennes que fou considère les développements dont elles sont les limites d’après leur définition.
• Journal rte mathématiques pures et appliquées, tome XI , 184(1.
Conditions remplies pur les séries de Taylor el de Mucluurin lorsqu'elles sont convergentes.
2t. Considérons nue fonction quelconque
Au lieu de s'en tenir au système des valeurs réelles que la variable x comporte, on peut attribuer à cette variable une valeur quelconque, réelle ou imaginaire, représentée par
Dans cette expression de la variable imaginaire, p et g sont des quantités réelles dont on dispose, si la variable est indépendante, et qui, dans tous les cas, sont considérées comme impliquant la continuité ou la discontinuité de la variable qu elles déterminent, scion qu’elles demeurent toutes deux continues ou quYllcs cessent de l’être, soit ensemble, soit séparément.
Posons
(3) . . . . p -+- g V' — I = r(cos 9 -*-|/ — I sin 9).
On déduit de celte équation
(t) cens 9= p, r sin 9 = g,
et, par suite,
Uing 0 = — *
Quelles que soient les valeurs réelles p et g, il est visible qu’on peut toujours satisfaire à l'équation (3) en attribuant h r et à 6 d'autres valeurs également réelles, les valeurs fournies par les équations (l) et (3). On voit en même temps que la continuité des
quantités p, q implique celle des quantités r, 6; et réciproque* ment.
La quantité r, supposée toujours positive, est dite le tnotlule de l'expression imaginaire p 4- q V — I . L'angle 5 est dit l'argument de cette même expression. Ou n d'ailleurs ‘ .
((») . . . x = r (cos fi 4- i . sin fi) == re®^-1 .
Prenons x pour variable indépendante imaginaire. Remplit çons-la dans f(h-*-x) par re’>^~', et, mettant en évidence les partira réelles et les j^rties imaginaires, effectuons leur séparation dans l'équation symbolique
(7) . , . . f{h + re9l/rT) = t (r, fi) 4- V~\ i (r, »).
Concevons en outre que l'argument 9 varie continûment de 0 à
Cela posé, si les fonctions y(r, 9), o) restent linics^et léelles et qu’elles ne cluingent point brusquement de détermination numérique pour toutes valeurs du module comprises entre deux limites quelconques déterminées, la fonction f(h 4-x) est et demeure continue entre ces mêmes limites. Dans le cas contraire, il y n discontinuité sinon pour les, valeurs réelles, du moins pour les valeurs imaginaires.
La séparation effectuée dans Icquation (7) peut offrir quelque difficulté. Néanmoins elle est toujours possible. S’agit-il seulement des fondions développables en séries convergentes suivant les .formules de Taylor ou de Moolaurin? Rien de plus simple que de constater ô priori la possibilité de la séparation. En effet on a , par hypothèse **,
(X) . . . . /’( li + 1) - a + lix rxi etc.
Voir uii besoin le chapitre VI, n° 53 et suivants, pour la théorie des quantités imaginaires et le sens qui s'attache à leur emploi.
Si le développement effectué eu série d’après la formule de Taylor se présente d'altord sous la forme
ftf4-*) = f t-r) 4- y f (X) 4- ~ f"(. l) 4- etc.,
De là résulte
f(h ■+■ rc9*/~‘) — a l>re 1 -+- crV6 ■+• etc., e'est-à-dire en remplaçant e"® 1 par cos ni ■+- V — 1 sin n%
f ^ ( a -4- br cos 8 -4- cr* cos 20 etc.
f(h+-)a . /' | 1/ — | (6r sin 5 + er* sin 20 -t- etc.
Il vient doue
(9) . . . -r(/-, 0) = a 4- fcr eos 0 ■+- rr* eus 20 -4- etc,
(10) . . . i>[r, 0) = br sin 0 -t- rr* sin 20 +- etc.
Prenons dans la série (8) un terme «usez éloigné du premier pour qu'il de* ienne aussi petit qu'on veut, et qu'en outre les termes •suivants soient tous de plus en plus petits à mesure qu'ils s’éloignent davantage. Deux cas sont possibles selon que ecs termes ont un seul et même signe, ou qu'au contraire, leurs sigucs ne cessent pas d alterner suivant une loi quelconque.
Dans le premier cas, il est visible que la convergence de la série (H) implique celle des séries (U) et (10) et pur conséquent la continuité des fonctions y(r, 0), 4>(r, 0) pour toute l’étendue de l’intervalle précédemment indiqué.
Dans le second cas, la même conséquence subsiste, à cela prè> que la continuité peut s'étendre, d’un coté, jusquà une certaine limite supérieure, tandis que de (.autre côté, celte même limite devrait être exclue. Soit en effet x — xt la plus grande des valeurs pour lesquelles la série (8) ne cesse pas d'être convergente. Représentons pur px'i le terme désigné ci-dessus comme satisfaisant à la double condition d’être aussi petit qu’on veut et de n’avoir après lui que des termes supposés de plus en plus petits à mesure
il suffit d’y remplacer A par x et x par A |>our lui donner celle autre forme, f (A -v- j) = /'(A) -4- y f\li) -4- ~ f"(h) -+- etc.
qu’ils s'éloignent davantage. Si nous remplaçons la variable x par px,, p étant une fraction, et que nous prenions positivement tous les tenues compris dans.la suite infinie
p. r" -4- (fx*+{ 4- etc. , il est clair que nous pontons écrire
p(px,)u + (/(px,)’*1 -t- etc. < px*,[p" p’"1'1 -h etc.] < — 1 px".
Or, si rapprochée do I que soit 1a fraction n, on peut toujours prendre I* nombre n assez grand pour rendre la quantité px r uussi petite qu'on veut. 11 s'ensuit que si l’une ou l'autre des séries (îl) et (10) cessait d'être convergente pour x = x, (les termes n’v changeant pas de signe comme dans la série (8)), il suRirait, pour rétablir la ■convergence, d’attribuer à r une valeur quelconque px, moindre que jr, *.
Concluons que dans toute fonction développable eu série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de la variable la continuité subsiste nécessairement à partir de r = o pour toute valeur inférieure à une certaine limite R.
2a. Indépendamment de lu continuité qui subsiste pour chacune des deux fonctions r(r, 0), (r, 6) , il y a lieu d’observer que
ces mêmes fonctions remplissent en outre certaines conditions particulières plus ou moins remarquables. ta principale consiste
Voici un exemple de ce cas. On a, comme nous l'avons vu au n» 1 K, page ’W,
* jj* j*J
/■(x)=r log (l-t-ac) = x — z- 4- — - - etc.;
et celle série ne cesse pas d’èlre convergente pour X — I Si l’on pose $ — r dans la série (9), correspondante au cas dont il s'agit, il vient
f (r, •) = — r-j- — — etc. — log(l— r).
et celle série, qui devient divergente pemr r— I, reste convergente pour toute valeur de r inferieure à l'unité.
( Ci )
cil ce qu’elles reprennent mêmes valeurs uiix deux limites 9 = o, 6 — 2k. 11 est visible en effet que l'un a toujours et nécessairement
Voilà donc une condition nouvelle, tout à fait distincte de la première et résultant comme elle de ce que la fonction donnée f\h -i- x) est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de la variable x. Celte condition en implique une autre qu’il convient d'indiquer, non pas seulement parce qu'elle est curieuse, mais surtout à raison du jour qu’elle jette sur les déductions ultérieures. *
Imaginons qu’on prenne pour facteur l’expression imaginaire
(1) . . . e~ cos «6 — V' — ï sin «fl, *
cl qu’on multiplie par ce facteur les deux membres de l'équation
il vient
(3) f{h -+■ >es*/_l) = ?(r, fl) cos «e p (/•, fl) sin «fl
— V — 1 [>(»’, 9) sin ni — p (r, fl) eos «#].
Ou a d’ailleurs, comme au n"24,
? (*', 0) = a -h br cos 0 ■+■ cr cos 20 -i- etc., p (r, fl) = Itr sin S -i- rr* siu 2fl •+■ etc.
De là résulte, en substituant ces valeurs dans l'équation (3) et en réduisant
« cos ni br eos (« — 1)9 __ [ e r* eos (« — 2)fl -4- etc.,
(•>) e' 1 f(li + re‘ ^ ~ ') = } -i /»•“ -r- 71" + ' cos fl -1- etc.,
f / «siii»fl4-àrsin(«— 1)9
— V — 1 j + ci3 si 1 1 (« — 2)fl -f- etc., „ ( -+- 0 — tjr**1 sin fl — etc.
Cela («osé, si l'on observe que, pour loutc valeur entière du nom lue m , l'on a généralement et évidemment
(6) . . M‘ cos mx = o, M„ sin mx — o;
il s’ensuit que la convergence des séries qui figurent dans le second membre de l'équation (b), implique comme conséquence nécessaire le résultat suivant :
(7) . M!V’8^Y(A + re®^)==MÎV>',,==/'- reprenons, de part et d’autre, dans chacun des membres de
l’équation (7), la dérivée de l’ordre n par rapport à r. En vertu de la règle du n° 23, page 39, il faut, pour le premier membre, substituer à la fonction /[li la dérivée de l’ordre »,
g.op f "(h -t-re8^"1). La dérivée du second membre est d’ailleurs 1 . 2... h .p. Il vient donc
(8) . . . m! r /'* (A +• ce® V-* ) = 1 . 2 . . . « . p.
I/équalion (8), où le second membre est indépendant de r, montre que le premier n’en peut pas dépendre, il est donc permis de poser r = o et d’écrire , en conséquence ,
De là résulte, eu prenant successivement pour n les valeurs 1, 2, 3, etc.,
f[h)+Tm
/"(/i) 4- etc.
On voit ainsi comment la formule de Taylor peut sctublir à priori par la considération des imaginaires, les cocflicicnts qui se succèdent dans la série convergente
f(x 4- h) = «+ bx 4- ex * *4- dxs 4- etc.,
ne pouvant avoir d’autres valeurs que celles qui leur sont assignées par la loi de formation qui les régit dans cette même formule.
( 6ti )
En restreignant au plus petit nombre possible les conditions qu’une fonction doit remplir pour être développable en série convergente suivant la formule de Taylor ou suivant celle de Maclaurin, nous voyons, d'après ce qui précède, qu’il en faut au moins deux.
La première consiste en ce que la continuité doit subsister d partir de r = o , pour toute valeur du module inférieure d une certaine limite R.
La seconde exige que, dans cet intervalle, chacune des fonctions ÿ(r, fl), t//(r,0) prenne pour 6 = 2n même valeur que pour S — 0.
Ces conditions nécessaires étant supposées remplies, nous allons démontrer qu’elles sont suffisantes.
Conditions à remplir pour qu'une fonction soit développable en série convergente suivant un des types réductibles aux formules de Taylor et de Maclaurin.
2(i. Théorème. — Toute fonction est développable en série convergente suivant la formule de Taylor ou de Maclaurin, tant que le module de lu variable reste moindre que la plus petite des valeurs pour lesquelles la fonction cesse d'être continue ou de prendre mêmes valeurs aux deux limites 0=0, 0=2ir *.
Soit une fonction continue 0) y = /-(A -*-*).•
Remplaçant x par re ^ ou peut écrire
* O théorème intportaut a été donné , pour la première lois , |>ar M. Cauchy, sous une Tonne qui laissait prise à quelque iucerlitude. .Nous avons cru devoir en modifier l'énoncé |>our lui restituer toute la rigueur et toute la généralité qu'il comporte. (Voir le Journal de mathématiques pures et appliquées, tome XI, 1840, et Ionie XII, 1847.) M. Maximilien Marie a rencontré cette même question dans sa Nouvelle théorie des fonctions de variables imaginaires. Il rectifie ce que leséuouces antérieurs avaient de vicieux ef s'accorde avec M. Tcheliiclicir et moi sur le point principal. (Voir le Journal déjà cité , deuxième série, 1" tome V (1860), n" 97 et 98 ; 3» tome VI (1861). Note finale).
(2) . . . f{h re0^') = p y }/— 1.
Considérons le produit
e-.9|/rr + re9V'“)î
équivalent à
(P -h Q V — 1) (cos «fl — V' — \ sin n s),
cl dans lequel n est un nombre entier positif.
La dérivée de ce produit, prise par rapport à l’argument fl, est
V~\ [re ' (-'»8 ^./'(A^re9^) — . f(h + ré^ j.
Supposons que chacune des fonctions réelles P et Q prenne mêmes valeurs respectives aux deuxliroitcsfl — 0, fl = 2ir et quelle ne cesse pas d’être continûment variable entre ces mêmes limites.
Il s’ensuit que le produit e~"®l •+• re 6V~') remplit ces mêmes conditions, et que l’égalité subsistant entre la différence
e~ur^~* . f (h -+- reiT^'~‘) — f\h + r) = o et l’expression
v> . r \re-<'-'»V-'.r(h + re»V-*) )
V \ _ne-9 l^î. f(h + re^) j
implique, comme conséquence, l'équation suivante :
(3) r M!* e-(- "9^-7. f(h + re8^"7) = n Ml* tr*9*'-' f[h -f- re8^~). Posons, pour simplifier,
(t) . . . F(r) = M \T <rn9V~ .f{h-*-rt9V~').
Il en résulte, conformément à la règle üu n" 25, page Î>‘J,
(5) . . . F'(r) = M0,V(-',9l'r7. f'(h + re'V^),
et, substituantdansl’équation (5) les valeurs fournies par les équations (4) et (5),
(«) rF'(r) — «F (r).
Opérons sur l’équation (ü) et sur celles qui s’en déduisent, en prenant les dérivées des deux membres par rapport à r. On trouve ainsi
! rF" r = (« — 1) F'(r)> î rF’" (r) = (u — 2) F”(r),
j rF*- 1 (r) = 2 . F* ~ * (r) ,
et , en dernier lieu,
Fi* *fr* I / »
L’équation (8) n’étant possible qu’autant que la dérivée de l’ordre «, F*(r), est une quantité constante , on a nécessairement
(9) F* (r) — cons1*.
Si , d’ailleurs , on multiplie membre à membre les équations (6) cl (7), il vient
(10) . . . . r F*(r) = 4 . 2 . . . « . F (r), et, eu égard à l’équation (9),
C étant une constante.
Substituons dans l’équation (4) la valeur fournie par I équation (I I). On a, comme conséquence des déductions qui précèdent,
(12) . . C r" = M*r f(h re61*^).
Cela pose, imaginons que le module r puisse varier depuis o jusqu’à une certaine limite R sans que les fonctions P et Q cessent de remplir les conditions précédemment indiquées. En ce cas, la constante C conserve, pour tout cet intervalle, une seule et même valeur; il vient donc, en prenant la dérivée de l’ordre » par rapport à r,
\ . 2 . . . » . C — p (h 4- rc9^).
Le premier membre de cette équation étant indépendant de r, il s’ensuit que le second n’en dépend pas non plus, et qu’on peut V poser »•= o, sans en changer la valeur. De là résulte
Celte valeur transportée dans l’équation (12) donne, en remplaçant r par R,
(ir>) . — ^ L_ = -L m*t e-« V~ . fU -4- Rc4^").
Considérons la série
+- etc. -t- x”
etc.
et désignons par P', Q' les valeurs maxima affectées parles fonctions P et Q, lorsqu'on y remplace r par R et qu’on fait varier !'nrgumenl 8 depuis o jusqu’à 2 r. On a évidemment*,
(18) M \* . Re^/r'HMÎT(P*-osn04-Qsin»8)<P'4-Q'.
* L'équation (15) exige que la partie imaginaire du produit ,_.9|/rr /•(A _t- 1'-|)=:(P + qP- 1)(cos ii 8 — V —1. sin n»)
s’évanouisse dans la moyenne
m!t t~ 4- Re9 t/rTj.
Il en résulte que la partie réelle représentée généralement par le binôme P cos «8 4- Q sin ni est la seule que l’on ail ii considérer dans la formation de celle même moyenne.
Remarquons en outre que, par hypothèse, les quantités P' et Q' sont nécessairement finies.
En vertu de l'équation (13) et de l’inégalité (13), la série (14) est nécessairement convergente pour toute valeur de la variable x inférieure à R. La conséquence évidente est qu’on peut écrire, suivaut la formule de Taylor,
(16) . f(h -4- x) = f(h) 4- ^ f\h) -4- — f"(h) -4- etc.
Si d'ailleurs on pose
ce qui donne en général
il est visible qu’il y a identité entre la formule (16) et eette autre formule dite de Maclaurin
F(x)=F(o)-t — F’(o)-v- — F”(o) etc. -4- — — F"(o) -4- etc.
Résumant ce qui précède, nous sommes en droit de conclure que les deux conditions énoncées h la fin du rt” 23, page 66, et reconnues nécessaires pour la possibilité du développement, sont en même temps suffisantes. De là résulte le théorème qu’il s’agissait de démontrer, et qu’on peut compléter comme il suit :
Toute fonction est déveloj)pable en série convergente , suivant lu formule de Taylor tfude Maclaurin , tant que le module de la variable reste moindre que la plus petite des valeurs pour lesquelles la fonction cesse d’être continue ou de prendre même valeur aux deux limites 4 — 0 , 0 = 2*-. Lorsqu’on dépasse la plus petite de ces valeurs, la série devient divergente ’.
* Il est bien entendu que la fonction considérée est censée n'admettre ]>our chaque valeur de la variable qu’une valeur unique, correspondante il une branche distincte et isolée. C'est relie valeurqui, par hypothèse, concourt exclusivement à la formation de Ions les coefficients de la série.
27. Los résultats qui précèdent comportent une extension qu’il convient d’indiquer.
1" Cas. — Lu condition relative aux deux limites o = 0,8 = 2» étant supposée remplie, il peut arriver que la continuité cesse lorsque le module s'annule. En ce cas, si l’on prend au lieu de la fonction le produit de cette fonction par une certaine puissance de la variable et que l’on pose, par exemple,
la première condition ne cessera pas d’être remplie. On voit en outre que la fonction F(x) sera continue en même temps que / (x -a- A) et pourra l’être encore pour r=o. Il viendra donc , en admettant que l’exposant n soit convenablement déterminé,
x-f(h + x) = F(o) + j F'(o) + — F"(o) -a- etc., et l’on peut en déduire
f(x -a- A) = x_"F(o) ■+■ — j — F'(o) -e* ■ — — — F"(o) -a- etc.
2'”' Cas. — Les fonctions P et Q ne prenant pas mêmes valeurs respectives aux deux limites 8 = o, 8 = 2», cette condition peut avoir lieu aux deux limites 8 = o , 8 =. 2m». En ce cas, tous les calculs, tous les raisonnements qui précèdent demeurent applicables, pourvu que l’on remplace 2» par 2m», et l’équation (8) du n° 24, page 61 , par l’équation suivante :
(I). . . . f(h +■ x) = a -a- 6x™ -a- ex™ -a- etc.
Posons
et
Il vient
F(m) = n -t- Am 4- "Cm* -a- etc.
Par hypothèse , la série a bu ■+• eu* etc. , est convergente à partir de u = o. On a donc, conformement à ce qui précédé,
a = F(o), b = F'(q), c = F''(o), etc.
De là résulte
/(/» •+• x) — F(u) = F(o) + x"F'(o) - — — F"(o) -+- etc.
ô""- Cas. — En admettant les mêmes choses qu’au cas précédent, supposons en outre que pour établir la continuité a partir
de o, il faille multiplier f(x +• h) par a*. Si l’on pose, comme tout à l’heure,
x = um et
.-rf(h + .r) — X(u) ,
il viendra d’abord,
etc.
et, par suite,
f(h -t- x) = x-75. X(o) -v- — X» + -X» ■¥■ etc.
Le théorème du n* 2f> se trouvant ainsi généralisé , nous dirons maintenant :
Toute fonction est développable en série convergente suivant un des types réductibles aux formulesde Taylor ou de Maclaurin, tant que le module tle lu variable reste moindre que la plus petite des râleurs pour laquelle le produit de la fonction, par une certaine puissance de la variable, cesse d'être continu ou de prendre même valeur aux deux limites 6- — o, 9 — 2m-.
Ajoutons que le nombre ni se détermine par In condition des limites et In puissance ^ de la variable par In eondition de continuité à l'origine de» valeurs du module.
28. Les considérations développées ci-dessus s'appliquent de la même manière ou développement des fonctions en séries convergentes ordonnées suivant les puissances descendantes de la variable. Bornons-nous au cas le plus simple, celui où la fonction donnée f(h -h x) reste continue et satisfait en outre à In condition des limites pour toute vnleur du module supérieure a une certaine quantité R.
Si l'on pose
et
f(h -4- x) = flh ■+■ -= F(u),
de même qu’en remplaçant x par re9*’'-1, l’on n,' par hypothèse, f{h + x) = f(h réV=i) = p + Q V~\\
de même, en remplaçant u par r'e9^/~r= i vient néces-
sairement (le signe du radical étant seul changé)
La conséquence est que, pour toute valeur du module r' inférieure i) la fonction F («) reste continue et prend même valeur aux deux limites « = o, 9 = 2t. Il suit delà qu’on peut écrire immédiatement
F (u) = F(o) — F'(o) -4- F"(o) -4- etc.
et, par suite,
f(h -4- x) — F(o) -4 F'(o) -4- F" (o) -4- etc.
29. Terminons ce sujet |>nr une application particulière, et proposons-nous, pour exemple, de rcclierclier dans quels ras la fonction (l -+- a-)" peut être développée en série .convergente suivant les formules de Taylor et Maclaurin \
En remplaçant la variable x par re9* l’on a
(1 -+- x)m = [{-+- = [I -v- r cos 8 -v- V/~— I .»■ sin 8]™.
Faisons
(1). . . 1 -»- r cos 8 = p eos a, r sin 8 = p sin a;
il vient
(2) (l-t-.r)’”— o'"[cosa4-l/ — 1sin«]"’ = p™(eosm* 4V — I sin nia).
et l'on a en môme temps
(3). . p = V I 4- r* 4- 2r cos 8,
tg* =
r sm 8 1 4- r cos 8
De là résulte
r sin 8
». = are tg — ■ >
1 4- r eos 8
et, par suite,
La moindre valeur du trinôme 1 4- r*4- 2r eos 8 est évidemment celle qui correspond à 8 ==r, c’est-à-dire ( 1 — r)'. Elle n’est jamais . inférieure à zéro.
r(r 4- eos 8)
I 4- r* 4- 2r eos 8
* La distinction élaMie entre ces deux formules est plus apparente que réelle. Le développement 1 4- mx 4- W^1 1 x* 4- etc., pouvant être con-
sidéré comme elfe tué suivant la formule «le Taylor ou suivant la formule de Maclaurin , selon que l’on représente par f(\ 4-a1) ou par Kljrtla fonction donnée (t +x)u\
Cela pose5, soit d’abord
La simple inspection des équations (4) et (5) met en évidence les résultats suivants :
L’angle 9 croissant à partir de zéro jusqu'à 2ir, désignons par 9' et 9" les valeurs de cet angle comprises, l’une dans le deuxième quadrant, l’autre dans le troisième, et déterminées toutes deux par l’équation de condition
cos 9 — — r.
L’angle a. supposé nul pour 9 = p croit jusqu à la valeur are tg r comprise dans le premier quadrant et correspondante à 9= 9'. 11 décroît ensuite et s'annule pour 9= 7t. De 9 — jt a 9=2r l’angle a prend négativement les valeurs qu’il a prises positivement de 9 = o à 9 =■ r. Il décroît ainsi jusqu’à la valeur arc tg p7j==p comprise entre o et — % et correspondante a 9 = 9". 11 croît ensuite jusqu’à s’annuler de nouveau pour 9 = 2*-.
Il suit de là, conformément aux e'iquations (2) et (3), que, quel que soit l’exposant m entier ou fractionnaire, positif ou négatif, la fonction (I +■ a)" ne cesse pas d’étre continue et de prendre même valeur aux deux limites 9 — o, 9 = 2*:. Elle est donc développable en série convergente d’après la formule de Taylor ou de Marlanrin, pour toute valeur de x inférieure à l’unité.
Soit maintenant
En procédant, comme tout à l’heure, on reconnaît d’abord que l’angle a ne cesse pas de croître avec l’angle 9. On voit ensuite qu'il passe en même temps que 9 par les valeurs o, n, 2tt. Il suit de là que la continuité subsiste en général, mais que la condition des limites cesse d’être remplie pour toute valeur fractionnaire de l’exposant ni. La conséquence est que la série devient divergente, lorsque, l’exposant m étant fractionnaire, on attribue à x une valeur plus grande que l'unité.
Soit, en dernier lieu,
L'équation (h) se reluisant à
â% — — <fa.
on voit que l'angle a eroil avee 8 et moi lit5 moins vite. De là résulte généralement
On a d’ailleurs
sin 8 = o sin *.
On voit done aussi que la quantité e ehnnge de signe en passant par zéro pour 8- — r. Positive d'abord, elle devient ensuite et reste négative.
En s’annulant pttur 8 — - la quantité p interrompt la continuité toutes les fois que l'exposant m est négatif. Elle la laisse subsister dans le cas contraire. On voit en outre que la condition des limites ne cesse pas d'étrc remplie pour toute valeur entière et positive de l'exposant m, les deux facteurs pm et cos ma prenant tous deux même signe et conservant chacun même valeur absolue aux deux limites a = o, a = r. il suit de là que c’est exclusivement dans le cas où l'exposant m est entier et positif que la série subsiste pour des valeurs de la variable plus grandes que l’unitc. Cecas est aussi le seul où la variable r peut, en croissant à partir de zéro, franchir la valeur I sans solution de continuité. Lorsque l’exposant m est négatif, la fonction (I -t- a:)" prend In forme J pour r = 1 et i = r. Lorsqu'il est fractionnaire et qu’on passe, pour 8 = 2rr, d’une valeur de la variable r, moindre que l’unité, à «me valeur plus grande que l’unité , les valeurs correspondantes de la fonction (I x)”' sont respectivement (t r)“ et (I ■+■ r)m [cos 2w; r -+- V' — I sin 2 m r ] *. On voit donc qu’elles subissent nécessairement un changement brusque de détermination.
* Ne |>as perdre de vue que, par hypothèse, m est rractionuaire et qu’en général , les valeurs de l'angle a qui correspondent à 8 =r 2t sont respectivement o ou 2t, selon que le module r est plus |ielit ou plus grand que l'unité.
THÉORIE GÉNÉRALE UES MAXIMA ET MI.MMA
50. Nous avons déjà vu ce qu'on entend par valeur muximu ou minimu d’une quantité continûment \ ariable. La valeur maximu se distingue et se caractérise en ce qu’elle es* plus grande que celles qui la précèdent et la suivent immédiatement. L’inverse a lieu pour lu valeur mi ni mu : ce qui lu distingue et la caractérise, c'est qu’elle est plus petite que celles qui s’y rattachent, de part et d’autre, par voie de succession continue. A la quantité qui varie substituons, par la pensée, le segment de droite qui la représente comme équivalent numérique. Pour que ce segment prenne une valeur muximu ou minima, il faut que la vitesse du point qui le décrit change de sens, devenant négative de positive qu’elle était ou cessant d’étre négative pour devenir positive. La conséquence évidente est que les valeurs muximu ou minimu d’une fonction correspondent aux changements de signes de la fonction dérivée, les uns impliquant les autres et réciproquement.
Eu général, la continuité subsiste cl si la dérivée change de signe c'est en passant par zéro. Ce sera donc, le plus souvent, en égalant à zéro la fonction dérivée qu’on déterminera les valeurs de la variable qui rendent muximu ou minima la fonction primitive. Déjà nous avons traité celte question en procédant <i priori et d'une manière directe. Résolvous-la de nouveau en nous appuyant sur la formule I du n“ 7, page 22.
Soit une fonction quelconque
ou suppose que, pour uuc valeur a de la variable x, une ou plusieurs des dérivées successives f'(x), f"{x), etc., s’annu-
lent en même temps, la première de celles qui ne s’annulent pas étant la dérivée de l'ordre n , f“{x).
Désignons par h une quantité quelconque prise positivement et aussi petite qu’on veut.
Si dans la formule (1) des numéros 7 ou 10, pages 22 et H, on remplace n par n — 1 , x par a, et qu’on ait égard à l’égalité
— x)~ir\x) = /i “ ~ 1 >1 1 (I — ■+■ uh),
ou a , en général , l'identité
et, par suite,
Cela posé, voici les conséquences pour toute valeur «le h infét Heure à une certaine limite :
1” La quantité /"(a) donne son signe à chacune des deux fonctions
Ml (F — *)—/■(« -t- nk), Ail (! — ti)*“,/’*(u — uh).
2" Les difTércnees f(a •«- /*) — /'(«), /'(« — h) — f(a) sont toutes deux de même signe ou de signe contraire, selon que l’indiee n est pair ou impair.
3* Pour que la valeur a de la variable x rende maxima ou minima la valeur correspondante /(«), il faut qu’elle annule 18 dérivée première f(x), et, si elle annule en même temps la dérivée seconde f"(x ), il faut que la première des dérivées successives qu’elle n'aunulc |>oiut soit d ordre pair.
4° Eli admettant que la valeur a de lu variable x annule la dérivée f'(x) et que la première des dérivées suivantes qu’elle n'annule point soit d'ordre pair, la valeur f\a) est mas > ma ou minium selon (|uc celte dérivée d'ordre pair est négative ou positive pour x—a.
Coueluons que la marche à suivre , pour déterminer les valeurs minimu ou maximu d’une fonction quelconque
consiste, en général, à résoudre l'équation
et, si celte équation admet des racines réelles, à s’assurer, pour chacune, que la première des dérivées successives quelle n 'annule point est de rang pair. La substitution se fait d’abord dans la dérivée seconde f"(x), puis, s’il y a lieu, dans les dérivées suivantes , .jusqu'à celle qui ne s’annule point. D’après l'ordre et le signe de cette dernière dérivée, on juge s’il y a ou non muximum ou minimum, et lequel des deux, le tout conformément aux indications précédentes.
51. Lorsqu'il s’agit d’appliquer la théorie qui précède, il est souvent plus simple de s'en tenir exclusivement à lu considération de la dérivée première et de rechercher, en opérant sur elle, si elle change ou non de signe en passant par zéro. Cela revient à considérer la formule générale
(I). . . . f{a±h) — /•(«) = ± AM! f(a ± uh).
On voit par celle formule, ainsi que nous lavons montré d’abord par un simple raisonnement, que la condition du maximum et du minimum se rédtlit à ce que la dérivée change de
signe en passant par la valeur /'(«). Il y a maximum ou minimum, selon que ee changement a lieu du positif au négatif, ou inversement.
L’emploi de la formule (I) ou, ce qui revient au même, la recherche des valeurs de la variable auxquelles correspondent des changements de signe de la fonction dérivée présente l'avantage d’èlrc applicable à tous les cas possibles. En général, avons- nous dit, la continuité subsiste, et si la dérivée change de signe, r’est en passant par zéro. 11 est des cas, cependant, où la fonction reste continue sans qu’il en soit de même de sa dérivée, celle-ci pouvant changer de signe en passant par la forme £ ou même sans passer par celte forme et sans s’annuler.
Eu posant et résolvant l’équation
on détermine les valeurs de fa variable auxquelles correspondent les changements «le signe que la dérivée peut subir en passant par la forme £. Il suffit ensuite de recourir à l’équation fl) pour reconnaître si ce passage est ou non accompagné d’un changement de signe, et, par conséquent, s’il y a ou non maximum ou minimum dans la valeur correspondante de la fonction donnée.
la» détermination des valeurs que la variable ne peut franchir sans que la fonction dérivée change de signe semble se compliquer et devenir très-difficile, lorsque le changement de signe ne corrcspond pas nu passage par zéro ou par l'infini. En général , les difficultés ne sont point considérables cl, presque toujours, il suffit d’une étude attentive sur la dérivée pour résoudre complètement la question des valeurs maximu et mini ma de 1a fonction que l’on considère.
32. La fonction dont on cherche les valeurs maxima ou m iuima peut être implicite et déterminée par plusieurs équations simultanées. Kieu n’est changé po\ir cela dans les règles à suivre :
( ai )
le calcul seul devient plus compliqué. Soit, pour exemple, uue fonction z déterminée par les deux équations
On en déduit
dF d F dy dF
dz
dx dy dx dz
dx
df <lf dy df
dz
dx dydx dz
dx
Posous
cl éliminons • U vient
dx
dF df~ dF (lf_
dx dy dy dx
La combinaison des équations (1) et (4) détermine les valeurs cherchées pour x, y, z. Le reste s’achève , soit en différenciant les équations (2) et (3) de manière à obtenir la valeur de la dérivée seconde soit en déduisant de ces mêmes équations la valeur
générale de la dérivée première^. Dons un cas comme dans l’autre on applique les principes exposés ci-dessus et l’on reconnaît s’il y a maximum ou minimum.
Soit encore, pour exemple, une fonction u déterminée par les trois équations
En opérant comme tout à l’heure et posant — == 0, on a
(l’abord
rfF
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11 reste ensuite à éliminer les quantités ~ et ^ de manière à obtenir l’équation de condition qui s'ajoute aux équations (5) et fixe avec elles les valeurs cherchées pour les variables x, y, z, u. Indiquons à cet effet un procédé d’élimination, souvent plus avantageux que le procédé direct.
Après avoir multiplié l’équation (7) par le facteur >. et l'équnlion (8) par le facteur ft, ajoutons membre à membre les équations (G) (7) (8) et égalons i'i zéro les coefficients des quantités y- y . De là résulte
rlx ’ dx
(/F df dt
(-)— hu.— - = 0,
dx dx dx
df df df
dy X dy P dy
rfF df df
hi-f + u-f-
dz dz dz
et Uéquation de condition cherchée s’obtient en éliminant à et p entre les équations (9), (10), (1 1).
Le reste s’achève comme nous I’a\ons dit ci-dessus.
33. Considérons le cas où la fonction donnée dépend de plusieurs variables. Ainsi que nous l’avons déjà fait voir et que nous l’avons rappelé au n° 22, page 54, le cas général se ramène trèssimplement à celui d’une seule variable indépendante. Il suffit pour cela d’introduire, par la pensée, une variable auxiliaire prise pour variable indépendante; et, afin que toutes les autres en devieu-
nent fonction, de concevoir au besoin une ou plusieurs relations arbitraires que l'on ne détermine point aussi longtemps qu’on le juge convenable et dont, pourtant, il est (ôqjours permis de disposer.
Soit, pour exemple, une fonction de deux varinbles
Désignons par t la variable auxiliaire prise pour variable indépendante et posons
U vient
La condition du maximum ou du minimum exigeant, en générai, que la dérivée f\() soit égale à zéro, on a d’abord,
Or, s’il s’agit d’un maximum ou d’un minimum absolu de la fonction z, il faut que la relation (2) subsiste indépendamment de toute détermination particulière des fonctions arbitraires -T(t) 'P(t). Il en résulte que cette relation implique les deux équations simultanées,
et que de là se déduisent les valeurs des variables x, y susceptibles de rendre maxima ou minima les valeurs correspondantes de la fonction.
Les valeurs fournies par les équations (3) exigeant, en certains cas, qu’on les substitue dans les dérivées successives f"\l) , etc., il vient d’abord
(iy + 2
Observons que la dérivée seconde /"(*) se présente ici sous une forme particulière. Celle forme est précisément celle qu’elle affecte, en général Jorsque, disposant jusqu’à un certain point des fonctions r{l), ^(0, on les suppose toutes deux linéaires, c'està-dire du premier degré en t. La même simplification se reproduirait pour la dérivée troisième si les valeurs déduites des
équations (3) annulaient les dérivées partielles
et ainsi de suite , pour toutes les dérivées successives.
Cela posé, on voit qu’en ce qui concerne les substitutions a faire
dans la suite des dérivées /”( 0. f"\ 0. clc” 11 csl l‘crrais dc «“P* primer d’avance les termes où figurent les coefficients différentiels ?"'(/), +'"(0. ctc- si la suppression est permise,
en même temps que la substitution devient nécessaire, c’est parce que chacun dc ces termes se trouve affecté d’un facteur qui s évanouit, et non point, parce qu'on dispose en aucune façon des fonctions arbitraires ?(t), On parvient au même résultat lorsnu on traite à priori les dérivées Ÿ'(l), *'(l) comme des quantités constantes, et tel est le point de vue auquel on se place habituellement. Mais procéder ainsi , e’est dépouiller la solution de la généralité qu’elle comporte; il parait donc préférable dc suivre la marche que nous venons d indiquer *.
• La théorie des valeurs ma. rima ou minima des fonctions de plusieurs variables peut s’établir en se fondant sur les formules (5) et (6) du n» » , page 57. Lorsqu’on procède ainsi , il importe d’avoir égard à l'observation développée cidessus. Ces formules ne subsistent, en effet, qu’avec une certaine reslr.ct.on , provenant de l’hypothèse admise en ce qui concerne la forme des fonctions f(t) = a -4- ht , f (0 = b + kl. Ainsi , par exemple , s’il s’agissait d une surface
ayant i»our équation
par cela seul <|u’on supposent y fonctions linéaires suit que la variable y devient fonction linéaire de la
de la variable / , il s’envariable x. La cousé-
En divisant par •.£'(/)* le second membre de l’équation (4), on le ramène à la forme
VWl* /«Pf\ « y (0 / \ (<Pz
L/tJ U** y
Dans le cas du maximum ou du minimum absolu, ce second membre doit satisfaire à la double condition de ne point s'annuler et de conserver un seul et même signe indépendamment de toute valeur particulière attribuée au rapport — . Il faut donc que l’on ait
[£çl < (
iPz
rfx*
ce qui exige avant tout que les dérivées partielles soient
toutes deux de même signe.
Cela posé, deux cas sont possibles selon que les valeurs obtenues pour x et y par la résolution des équations (3) satisfont nu non à l'inégalité (ii). Dans le premier cas, il y a maximum ou ni >ni muni absolu, suivant que les dérivées partielles sont
négatives ou positives. Dans le second cas, il n'y a plus, en général, que maximum ou minimum relatif, ou bien encore la marche de la fonction n'offre rien de particulier.
Lorsque les trois dérivées du second ordre s'annulent en même temps que les deux dérivées du premier ordre, il faut recourir aux dérivées f"(t), etc., et poursuivre le cours des déductions en appliquant les règles du n" 30.
34. Les détails dans lesquels nous venons d’entrer en prenant pour exemple upc fonction de deux variables
quence est que les résultats se présentent comme n’étant applicables qu’aux sections planes faites dans la surface perpendiculairement au plan des ri/.
( «fi )
s'appliquent exclusivement un cas où la dérivée* /'(<) change de signe en passant par zéro. En général on a , conformément à l’identité (6) du n° 22, page 57.
F (x ±h, y db k) — F(x, y) = ± h F, (x ± hu, y ± ku) ± k M* F, (x ± hu, y ± ku),
et, s’il s'agit d’un changement de signe que la dérivée subisse en passant par la forme ^ , c’est û cette dernière formule qu’il faut avoir recours, en procédant comme aun°31.La question se complique ici de In présence simultanée de deux fonctions dérivées susceptibles de prendre en même temps ou séparément la forme - . Toutefois , comme on dispose arbitrairement de chacune des quantités h et k et qu’on peut annuler l’une ou l’autre à volonté, il est visible qu’on doit procéder d’abord en opérant ainsi, c’est-à-dire en annulant, l’une après l’autre et séparément, chacune de ces deux quantités. La continuité qui subsiste, par hypothèse, dnns la fonction exige que chacun des produits
/iMl F, (x ± hu, y) , ArM* F ,(x,y±k).
converge vers zéro , le premier a» ec h , le second avec k. Ce n’est d’ailleurs qu’en passant par zéro ou par l’infini que chacune des deux dérivées partielles F^x,^), F,(x, y) peut, en général, changer de signe. Ce sera donc, presque toujours, en résolvant le système des équnlions simultanées
ou
ou bien encore
= 0, Fy(x,ÿ)==o,
qu'on déterminera les valeurs des variables x, y, auxquelles peuvent eorrespondre les maxima ou minima cherchés.
Pour qu'il y ait maximum ou minimum, il ne suflit pas que l’un ou l’autre de ces systèmes fournisse des valeurs réelles, ni que ces valeurs substituées dans les deux produits
ifc h >1,* F, (x ± hu , k) , ± k M* F, (x , y db ku .) ,
leur donnent un seul et même signe pour toutes valeurs des quantités h et k inférieures à une certaine limite. Il faut en outre que celte dernière condition ne cesse pas d être satisfaite, lorsque à ces produits l’on substitue les suivants :
± h Mi F, (x ± hu, y ± ku) , db k M* F, (x db hu, y ± ku).
Soif
l’équation d’un cercle ayant son centre a l’origine et rapporté h des axes coordonnés rectangulaires.
Imaginons qu!on se donne une droite quelconque
(2) y = ax ■+■ b
siluée dans le plan du cercle (1) et rapportée aux mêmes axes. Imaginons en outre qu’on se propose de déterminer les points communs à ce cercle et à cette droite.
S’il est lin point commun à ces deux lignes, l'abscisse de ce point doit satisfaire à l’équation
(3) x* -¥■ (ai -4- 6)’ — r*.
De là résulte, conformément aux règles du calcul algébrique,
— nb ± |/(a* h- \ ) r* — 6*
L'équation (3) impliquant l’équation (4), il s'ensuit que la valeur cherchée pour i se présente sous la forme
et cesse, par conséquent* d’être numériquement assignable toutes les fois que l'on a
Le second membre de l’inégalité (fi) exprime, ainsi qu’on le voit aisément, la longueur de la pcrpcndicula ire abaissée du centre du cercle (1) sur la droite (2). L’inégalité, lorsqu’elle subsiste, indique que cette perpendiculaire est plus grande que le ravon du cercle. La conséquence est qu'en ce cas la droite ne peut pas rencontrer le cercle , et si la solution cherchée semble faire défaut, c’est qu’on est en présence d'une impossibilité qui se révèle sous la forme d’une imaginaire.
Il peut , au premier abord , paraître singulier que là, où la solution qu’on cherche n’existe pas, l’algèbre semble aller au delà de ce qu’on demande, et fournir, sous une forme rigoureusement déduite, un résultat purement illusoire. Un examen plus attentif du rôle assigné à l’algèbre permet de reconnaître que les solutions, qu’on dit imaginaires , au point de vue restreint du problème mis en équation, ne diffèrent en rien, relativement à cette équation, des solutions réelles qui résolvent en même temps le problème donné cl celui qui résulte de sa traduction algébrique.
Dans l’exemple que nous avons choisi et traité ci-dessus , on voit tout d’abord que s’il y a rencontre du cercle cl de la droite, l’abscisse du point commun à ces deux lignes doit satisfaire à l’équation (5). On pose, en conséquence,
(5) jt* ■+■ («x -+- b)* = r*,
et l’on est assuré d'avance qu'il n’y a pas de solution possible en dehors de celles qui satisfont à cette équation.
Cela posé, remarquons bien ici que, du moment où l’on a traduit par l’équation (5) le problème dont il s’agissait, et où l’on demande à l’algèbre de fournir, comme équivalent de cette équation, une transformée quelconque, et en particulier la plus simple de toutes, celle où l’inconnue x se trouve entièrement dégagée, il ne s’agit plus que du problème purement algébrique dont voici l’énoncé :
Étant donnée l'équation (3), trouver une expression de l'inconnue x qui rende le premier membre identique au second, lorsqu'on la substitue à x et qu'on effectue , suivant les règles de l'algèbre, les opérations indiquées.
En présence de ce nouveau problème , substitué au premier comme conséquence implicite de l'application de l’algèbre à la solution cherchée, il est absolument indifférent que la transformée de l’équation (3) donne pour x une valeur numériquement assignable ou une expression imaginaire de la forme
x=pd=q V — \ .
Dans un cas comme dans l’autre il y a solution réelle de l’équation (3) par cela seul qu’en substituant il x l’expression définitive h laquelle on est parvenu , l’on rend le premier membre identique au second.
On a dit des valeurs imaginaires quelles étaient mystérieuses. Peut être est-ce uniquement à In juxtaposition des deux mots valeur et imaginaire qu'il faut attribuer celte erreur de qualifica-
lion. Les expressions imaginaires ont algébriquement In même réalité que les valeurs réductibles en nombre. Si celles-ci se distinguent des autres par rapport au problème qu’on se propose de résoudre, c’est que ce problème apporte à l’équation par laquelle il se traduit, et sur laquelle on opère, une restriction qui exclut tout ou partie des solutions purement algébriques.
Application des règles du calcul algébrique aux imaginaires.
36. Lorsque l’on attribue à une quantité quelconque une valeur imaginaire et que l’on écrit, par exemple,
x — p-+-qV— i,
il doit toujours être bien entendu qu’il s’agit d’une identité, la quantité x se composant nécessairement de deux parties distinctes, l’une réelle et égale à p , l’autre imaginaire et représentée par gV' — I. Rien n’est cbangé d'ailleurs dans l'application des règles du calcul algébrique, si ce n’est qu’elles acquièrent un sens plus général. C’est ainsi, par exemple, que le produit V — 1 .V — I, équivalant à (1/ — I )4, s’effectue purement et simplement par la suppression du signe (j/-)’ dans la dernière expression. On a donc, conformément aux règles ordinaires, et avec un sens plus étendu,
l/ITT. V~\ = (|/“rj* = — J .
I) vient de même
(v/zr7)s= — |/i7j, (i/3T)‘:=i, (v/iTT)« = i/zrf,
et, ainsi de suite indéfiniment, les résultats obtenus se reproduisant tous de quatre en quatre suivant le même ordre.
Supposons qu'on «il entre des quantités réelles cl imaginaires une équation de la forme
(1) . . . A B - A' -+- B' \- Il en résulte
et , par suite ,
Les quantités A, A', B, B' étant toutes réelles, par hypothèse, l’équation (2) exige que l’on ait en même temps
Telle est done aussi la conséquence impliquée par l’équation (1). Concluons qu’une équation de eette forme ne peut subsister qu’uutant que les parties réelles sont respectivement égales et qu’il en est. de même des coefficients des parties imaginaires.
Relations existant entre les exponentielles et les fonctions circulaires.
37. Considérons les fonctions e*, e\ Lorsque les voleurs x, y sont toutes deux réelles, on a, en série convergente,
etc.,
etc.,
«’+* --I+I+I/+ —z—ï— +■ . etc.
Dr là résulte identiquement
(2) • [< + * •+- V -4- + clr. j
= 1 + i + j+ — — 1- rlc.
L'identité des deux membres de l'équation (2) ne peut être troublée lorsqu'on remplace x par xV' — I , et y par y l/ — I . Mais, dans relie hypothèse, on a, toujours identiquement,
I -h xV
ete.
cos x 4- V' — I
si 11 x
(yV^—Tf (y| /—if
1 4 y V— I 4- *-■ a 4- Z-— -J. 4- etc.
= cos y 4- V' — 1 sin y = e* Y*',
etc.
= eos (ar 4- y) 4- — ! sin (i4-y) = *>('♦»)
les symboles e<-rH"s')^/— *, n’étant autre chose que les
expressions abrégées de ce que deviennent les développements des exponentielles e1, e’, e* + ’, lorsqu’on y remplace x par x v — I et y par yv — 1. Il vient donc, en premier lieu,
(3) . . . . e,^'~ . e,^ r* — elr+,)V~'
Ce qui fnontre que la règle des exposants s’étend à tous les cas, soit d’abord dans la multiplication et la division des exponentielles,
• La marche snivie pour établir cette équation permet évidemment d’v atlrilHierà xet y des valeurs quelconques réelles ou imaginaires.
soit ensuite dans leur élévation à des puissances quelconques et par conséquent aussi dans l’extraction de leurs racines.
Il vient d'ailleurs, en second lieu,
(4) (cos x -4- V — 1 sin x) (cos y -4- V — I sin y) — cos (x -4- y)
-+- V — I sin (i + y),
ce qui montre que, pour multiplier ou diviser des binômes de la forme ços x -b-V — I sin x, cos y 4- V — I sin y , il suflit d’ajouter ensemble ou de soustraire l’un de l'autre les arcs correspondants. L’équation (4) implique en outre la formule générale
(b) [cos x -4- \/ — I . sin x]’" = cos mx -4-1/ — 1 siu inx.
Cette formule est due à Moivrc. Elle fait voir que, pour élever à une puissance quelconque une expression de la forme
cos x 4- V — I sinx,
ou pour eu extraire luYacinc , il suffît d’opérer sur l’arc en le multipliant par l’exposant qui indique l’opération à effectuer.
Les résultats que nous venons d’établir en ce qui concerne les puissances et les racines des exponentielles et des binômes imaginaires COSX-+- — I, sin x, etc., peuvent s’obtenir directement en substituant aux équations (I) les équations suivantes
e* = 1 ■+- x -4- - — - etc.,
(ms)*
e*J = 1 -t- mx h — -4- etc.,
On en déduit, par voie d’identité,
ÏTà
= 1 -4- mx +
(mx)*
— b etc
Le reste s 'achève comme tout à 1 heure, et il vient généralement (C) [e‘^~,]m = e"**^-* = [cos x -4- V' — 4 sin x]*" = cos mx -4- V‘ — I sin mx,
ce qui justifie et confirme les déductions précédentes.
H est visible que I équation (3) ne cesserait pas d'avoir lieu si l’on y remplaçait x par — xV' — 1 , ce qui revient d’ailleurs à opérer sur l’identité (2) en sc bornant à changer y en yV — 1. On a donc aussi
(7) . ex. e* y~l = ei+J' — (cos y -4- V'—Â sin y).
38. En désignant par e^~ 1 cc que devient le développement de l’exponentielle er lorsqu’on y remplace x par xV — I , on a
cos x + V — \ sin x = e' l , cos x — j/ — I sin x = e-1 V ~
De là résultent les équations symboliques e*V~ +
cos x >
e»l/^T_ e-«|/=7 sin x
Si l’on procède en sens inverse et qu’ondésigne par cos (xV— 1), cl sin (x\S — 1) cc que deviennent les développements de cos x et de sin x, lorsqu'on y remplace x par xl^ — 1 , on a de meme
cos x V — \ — V— i sin x V — 1 = e , cos x V — I -+- V— 1 sin x V — 1 =e~‘.
et l’on en déduit
cos x V — I
sin x V' — 1 =
tes résultats coïncident, ainsi qu’il est aisé de le voir, avec ceux
( Oî» )
qu'on obtient en remplaçant x par x V — I dans les formules (I) et (2).
Les équations (3) se résolvant en deux identités, on peut y attribuer à x une valeur quelconque réelle ou imaginaire. Si l’on fait, par exemple,
x — u — zV — 1,
il vient
(5) . cos (z + u y' — 1) — Ÿ — 1 . sin (z n V'— \) e«-> l/^T— e* (eos z — V — f . sin z);
on a d’ailleurs, conformément à la première des équations (3), e* = cos nV' — I — V — I sin uv — 1.
On peut donc écrire aussi
(7) (cos z — V — 1 sin z) (eos u V — 1 — V — 1 sin uV — 1)
= cos (z m \/ — t) — V — l.sin (z -+- u V — I).
On trouverait de même
(8) (cos z -+- V — I sin z) (cos u V — I -4- V — 1 sin « V — 1 )
= cos(z -+- « J/ — 1) +-V — l.sin (z + u V — 1).
Eu égard à l'extension que comportent ces dernières formules, il est visible qu’elles permettent d’appliquer à toutes les valeurs de x, réelles ou imaginaires , les formules du n° 37.
Eu opérant sur la deuxième des équations (3) comme on l’a fait sur la première, on a.
(9) cos (z a- « V — 1 ) * V — ! . sin (z + u V — i ) = e~
"(eus s V — l.sin z).
( «tt )
La combinaison des équations (5) cl (9) conduit aux formules suivantes :
leos(c + h V— I ) = i[(e‘+ e— ) eos = — e—)sin z]
/sin (s 4- k i ) =-[(e‘4- e— ) sin c 4- V — I (e“— e~ ") cos :]
Expressions générales des logarithmes.
39. Lorsqu’on étend aux exposants imaginaires la définition donnée pour les logarithmes dans le cas desexposants réels, l’équation fondamentale
(1) Le’ = x
devient, en y remplaçant x par x 4- yV — 1 ,
(2) Le’ l/=7= x 4 -y V~\.
et c'est à l’équation (2) que se réduit la définition générale du logarithme d’nnc expression quelconque réelle ou imaginaire.
On a pour x — o
(3) L e''*/rî = yt/“*
Ajoutons membre à membre les équations (1) et (3). Il vient
Le’ 4- Le*^- 1 = x 4 -y V' — 1 , et eu égard à l'équation (2)
(4) Le'+,^/;rï = Le’ 4- Le»*'3’1
* On observera que tVx|»onentielle reste la même i>our toutes tes va-
leurs île la variable y qui diffèrent entre elles d’un nombre entier quelconque de circonférences ir. Il s'ensuit évidemment qu’à chaque détermination particulière de cette exponentielle correspondent nécessairement fte infinité de logarithmes distincts.
L'équation (4) suflit pour établir la propriété caractéristique des logarithmes et pour permettre d'étendre nu eus général d'un exposant quelconque les règles établies pour le cas des exposants réels.
Soit
Si l’on pose
;• = y'])* -4- if, o = are fg - >
la quantité r étant positive, l'équation (a) devient, ainsi qu'on l’a vu au n“ 24,
x — v [eos 9 V — I . sin O] = re*V-‘.
Considérons l'expression
rc'A '"= r [eos 9 4 — 1 . siu '»J ,
a laquelle se ramène toute expression imaginaire de la forme
Ou a
(ti). . Lr[cos« + 1/ — l.sin 9] = Lr oV — I,
Lr étant le logarithme arithmétique du nombre r.
Désignons par m un nombre entier quelconque, positif ou négatif, et posons successivement 9=2»» r, 9 = (2 »« -t- 1) rr. De là résulte
(7) L(r) = Lr + 'lin* V — I, L(— »•) = Lr + (2»« -♦ I)- V I,
ce qui donne une infinité de valeurs toutes imaginaires, une seule éventée, celle qui correspond à m— » dans la première des formules (7).
Dans le cas particulier où l’on fait r— 1 , les équations (7) deviennent
(8). . L(l) = -2mir L(— 1) = (2»n*-+- 1 )*V — 1.
Les formules auxquelles nous venons de parvenir expriment qu’il existe pour chaque nombre pris positivement ou négativement une infinité de logarithmes distincts, tous imaginaires à l’exception d’un seul. Voici comment ce résultat s’explique et doit être entendu.
On a l’équation (fi) comme expression des conventions admises, et de l’extension que comportent les règles du calcul algébrique.
Cela posé, imaginons qu'on fasse varier la quantité «à partir de zéro, en l'assujettissant soit à croître, soit à décroître indéfiniment. L’identité qui subsiste entre le binôme eos 0 ■+■ 1/ — l sin 0, cl le développement de l’exponentielle e9^-*, montre que chacune des valeurs de ce développement correspond à une infinité de valeurs de l’argument 0, celles-ci n’étant assujetties qu’à la seule condition de comprendre entre elles un nombre entier de circonférences. Si donc on prend en particulier l’une quelconque des valeurs affectées par le développement et que, conservant au développement son expression générale, on l égale à cette valeur, il est visible que l'équation résultante comprend nécessairement une infinité de racines toutes différentes les unes des autres. Ce sont ecs racines que le second membre de l'équation (fi) met en évidence alors que le premier repasse par les mêmes valeurs. L’on a, d un côté, l’argument 9 qui change incessamment et qui prend ainsi successivement toutes les déterminations possibles; de l’autre, on a une fonction circulaire de l’argument 0, laquelle n’affecte jamais qu’une valeur unique pour toutes les valeurs de l’argument qui diffèrent entre elles d’un nombre entier de circonférences.
nidations existant entre les puissances du sinus et du cosinus d’un arc, et le sinus et le cosinus des arcs multiples.
40. Faisons \oir par quelques applications les avantages que peut offrir , en certains cas, la considération. des imaginaires.
Reprenons la formule (5) du n° 37, page !)3,
(1 )• . (cos J -4- V— 1 . siu x)" = ( OS mx -4- |/H1 . sin tnx ,
et supposons que l’exposant m soit entier et positif. Le dévcloppeincut du binôme (cos a; + t^-Isi'n x)-esl limité en ce cas, et il s’effectue suivant la formule (1) du n» 17, page 4«. Égalant de pari et d'autre les parties réelles et imaginaires on a généralement
Ml («I 1 )
eos mx = eos™ x — — - cos“-‘ (x) sin1 x
\ Mt(m — 1) (mi — -2) (m — 5) (2) ( *" 1.2.3. 4
sin mx = m eos" ~ 1 mi (m — l)(w — 2) 1.2.3
eos" ‘x.siu‘x — etc.
x . sin x eos“ !xsin’x -4- etc.
S’agi t-U, au contraire, de développer une puissance quelconque entière et positive de eos x ou de sin x en fonction des cosinus et sinus des ares multiples? On peut poser
(3) | = eos x +■ V — î . 8j„ x>
| x = eos x — V ^7 . sin x,
ee qui donne, d’abord,
W- X = 2 eos x, */ — Z=2V/in.siux, ys=| puis, eu égard à l’équation (1),
y' -t- z“ = 2 eos mx , Ou déduit de là
U" — z"= 2 1/ — 1 . si
si II MX.
2"' eos'" X = (y -4- s)™ = (,f -+- z») + myz(ym-t + 2._,) Ml (mi — I)
— yV(r-‘+z"-‘;+etc,
cl, par suite ,
! COS MX ■+■ H* <'OS (,n — ') X
-2'" cos“
* - * ) + “'"tri* cos (», -t)x* -*.)
le dernier terme étant
ou bien
COS X
selon ijuc ni est pair ou impair.
On ti de même ,
cos mx — »h eos (mi 2) x j
T (- « r si»'* Æ = 2 1 -4- W(m~-^ eos (Ml - 4) X - ele., \
ou bien
sin mix — mi sin (mi — 2) x
r(-0 ’ si.rx=2 } + MîLzlî,in(m-*)*-ctr,
selon que Ml est pair ou impair, le dernier terme étant
( loi )
dnns le premier en s . el
rfc — sin x
dans I(‘ second *.
Résolution îles équation* binômes.
il. Considérons l'équation binôme
où le nombre « esl supposé cnlicr et positif **.
Si nous désignons pur r la rneine arithmétique l u, il vient
Posons
x — re^/~' = r [eos 0 -e |/ — I . sin 6] ;
substituons celle valeur dans l'équation (2) et supprimons le fneteur commun r”. On trouve ainsi, pour transformée des équations
O) cl (2),'
(ô) eos no Ÿ — 1 . sin n9 = ± 1.
* On observera que, dans les formules qui donnent le développement de la puissanee m de sin .r, les lermcs sont alternativement positifs et négatifs, il s'ensuit que le dernier esl positif ou négatif, selon que les termes sont en nombre pair nu en nombre impair.
" S'il en était autrement, on pourrait toujours ramener à ee eas le cas plus général d’un exposant quelconque.
Ia‘ second membre es( il positif? Ou salisfait à 1 équation (ô) en posant n®=2HUr , mi étant un nombre entier quelconque. Delà résulte, pour ce cas,
m T 2»i* ./ — ? ■ 2 mrl
(4). . . x=r cos hl — l.sin
On a de même, pour le ens où le second membre est négatif.
: = r £cos
II est d’ailleurs aisé de voir qu’il suffit d'attribuer au nombre m les valeurs successives 0, 1 , 2. ...(« — I) ou 1,2... «pour épuiser la série des valeurs distinctes et différentes que l’inconnue x comporte dans les deux cas.
Les solutions fournies pnr les équations (4) et ( î») s'étendent d’elles-mêmes aux équations de la forme,
xtm -+• bx“ -+- c = o.
On prend d’abord la transformée
cl rien n’est à changer si les valeurs obtenues pour x" sont réelles. Supposons ces valeurs imaginaires et représentons les par
x * = a (cos a zt V — 1 . sin a).
En faisant, comme tout à l’heure,
. r = Va, x — r(cmü±V — 1 sin <), il vient
(fi). . . eos »9 ± — | çjn ne — cos a rfc V' — I. sin a.
Cela posé, selon que cos « esl positif ou négatif, on satisfait à l’équation (6), en faisant ou n 8= (2 m -+- 1) n-t-a,
ce qui donne
[« 2»«?r , , t -t- 2mr~l
cos ± V — 1 • s>n J
dans le premier cas, et
(8). x = rl cos
Reprenons l’équation
x" = fl.
En appliquant la formule (7) du n° ÔO, page 07, on a mLx = L(w) = L« -t- 2»t!r 1/ — 1 .
De là résulte en divisant par n, puis revenant des logariilimes aux nombres et désignant par r la racine arithmétique Vu
— i/hï f 2mir y . 2mr"|
x=re = r I cos V — I sin •
La n J
En opérant de même sur l'équation
on trouverait lim+lir
x = re "
7 r (2m + 1 )r — . (2m + ljr]
= rl cos v — I . sin I.
La n • J
Si l’on avait
x" — p + q \/—~i —dhn (cos i -+- \/ — \ . sin a),
Lit fourmille (<i) du n" ô9, page !>7, donnerait d'abord, h L x = L (± a) -f- a V — I •
Le reste s'achèverait eomme ei-dcssus, et l’on retrouverait ainsi tous les résultats du n" <1.
Interprétation générale de la formule de Moirre.
Considérons la formule
( I ). [eos x V— I . sin . xÿ — eos ■■■ x + V—i- sin - x ,
où p et 7 sont par hypothèse deux nombres entiers, premiers entre eux.
On peut voir dans la formule (I) la transformée de celle autre formule
(i).j^eos x -+- 1/ — I . sin xJ = £eos - x -f- \/ — I sin ^ x J :
on a, d'ailleurs, en désignant par jn un nombre entier quelconque,
f eos -+- V— I sin T= eos 'ipi- +V sinî/)»*= I • L 7 7 J
. 2piVl*
sm -- 1
Il vient donc aussi
[eos x + l/ — I sin xJ
1" (eos - a
V — 1 sin— x)
1 '2pi- /— - . îpiA T
eos — h K - 1 sin 1
On déduit de là,
[cosx-i- V/ — I sinx], = eos
-)x-*-2fr)-v 1/ — I sin -(.*■-«- 2/r),
( iOo )
et, pour obtenir lis y valeurs que comporte le second membre de l'équation (1), il sullil d'attribuer successivement au nombre i chacune des valeurs comprises dans la suiteO, I, 2, ô,...(ÿ— !).
De la rnntiniiilé ilaiat la variation dex itnuyinaire*.
44. On odmel cpie toute expression imaginaire est réductible nu type fondamental
Ce n'est d'ailleurs qu'après avoir effectué celte réduction, ou démontré- sa possibilité, qu'il est permis d'opérer sur une expression imaginaire et de In soumettre nu calcul.
Soit, pour exemple, la fonction Lre’l - F.llc n’est que par l'identité
]jretV-ï= I.r -t. fl l/^T:
si donc on fait varier fl c’est dans le second membre et non dans le premier qu'il faut cludicr les modifications subies parla fonction.
Considérons une fonction quelconque imaginaire ramenée à la forme
P + QI/-T
P ctQ seront des fonctions réelles delà variable indépendante subsistant chacune isolement et non réductibles entre elles.
La fonction donnée étant représentée par y, il vient identiquement
u = p + qi/itt,
et ce qu’il faut voir dans y ce sont deux grandeurs l'une égale à P , l’autre h Q, toutes deux réunies symboliquement, mais toifjours distinctes et toujours séparables. Il suit évidemment de là que la variation de l'imaginaire y doit être considérée comme s’identifiant avec celle des fonctions P et Q prises à part et simultanément.
On peut avoir, entre ccrtnines limites,
puis, entre d'autres limites,
les fonctions exprimées pnr P et Q rliniigcnnt en même temps qu'on passe du premier intervalle au seront! et pnr conséquent restant toujours réelles.
Il peut arriver aussi que la quantité Q s’évanouisse par suite d’une valeur particulière attribuée à la variable indépendante ou qu’elle disparaisse dellc-mèmc pour toute l’étendue d’un certain intervalle. Dans le premier cas la valeur affectée par y, quoique réelle en apparence *, ne cesse point d’appartenir au système général des valeurs imaginaires. Dans le second il y a transition d'un système à l’autre et solution relative de continuité.
Une fonction peut être tantôt réelle, tantôt imaginaire, la variable dont elle dépend restant toujours réelle : elle n’affecte ainsi qu’une partie des déterminations compatibles avec son mode d’existence. Si l’on veut l’étudier dans toutes les modifications qu’elle comporte, il faut substituer aux valeurs réelles de la variable un système qui, sans exclure aucune de ees valeurs, comprenne en
* La fonction ( — n), dans laquelle la variable x demeure reelle. offre un exemple remarquable de ce cas. On a généralement
( — n)' = nr(— f)* = (i'.[cos(2m-t- l)T;r-t- V — 1 sin (2m -t- l)Tjq
m étant un nombre entier quelconque. On voit par là que, contrairement à l’idée qu’on s’en forme généralemeut , la fonction ( — n)’ est imaginaire et continue. A chaque valeur du nombre entier m répond un système distinct de déterminations particulières. Il n’y a solution de continuité que lorsqu'on passe de l’un de ces systèmes à un autre. On voit d’ailleurs aisément qu’en désignant par k un nombre entier quelconque, les valeurs de ( — ni' qui affectent la forme
... , „ . . ... 2fr -t- I 2 k
reelle sont relies qui enrresimndent soit a .r =■ .son a r =
2ni -t- t 2m + f
outre toutes les valeurs imaginaires possibles ’. Pour satisfaire à eelte condition x étant la vnriablc, on doit poser
Il faut admettre en outre que les quantités p et y sont susceptibles d'acquérir directement et indépendamment l'une de l’autre toutes les valeurs réelles. Dès lors x devient fonction de ccs deux variables et celles ci seules sont dites indépendantes.
F.n assujettissant la variable x à franchir successivement et avec continuité toutes les valeurs imaginables, on ne détermine aucun des modes particuliers suivant lesquels lu variation peut s'accomplir effectivement. Il est permis de rester à ce point de vue général, comme aussi de considérer spécialement l’un ou l’autre de ees modes, le choix à faire pouvant dépendre des questions à résoudre et offrir ainsi le moyen d’établir entre la variable et la fonction donnée l’ordre de relation le plus propre à remplir l’objet qu’on se propose. Dans tous les cas la continuité n’est possible pour x, qu'autant qu’elle subsiste pour chacune des quantités réelles p et y, prises à part et simultanément Nous admettrons que cette condition nécessaire est toujours satisfaite.
Ce qui vient d’être dit s'applique en même temps et «le la même manière à la fonction
Il s'ensuit qu’à la variation continue de la variable imaginaire correspond une variation continue ou discontinue de la fonction, selon que les quantités P et Q restent, ou non, finies, réelles et continues.
4i>. Les détails qui préeèdentn’offrantaucunedifficulté, je crois
* Le système complet des valeurs imaginaires comprend , comme cas particuliers, toutes les valeurs réelles. Dès qu’on eulre dans ce système, il n'y a plus lieu d'établir entre les unes et les autres aucune distinction, si ce nYsl celle que nous avons déjà mentionnée, licite remarque est très-importante au point de vue de la continuité.
i mil ilo d'insister sur la distinction <| n i I importe d'établir mtr»; ir système général de tous les modes possibles de variation continue et l’un quelconque d'entre eux. Je vais, en conséquence, passer immédiatement ?i celui de ces modes que l’on. choisit habituellement pour l'attribuer à la variable imaginaire.
Il semblerait naturel d'opérer directement sur les quantités p et <[ en faisant correspondre successivement l’une quelconque des Videurs de p à toutes les valeurs de i/ ou réciproquement. Dans l'un et l'autre de ces modes p et q seraient les variables indépendantes. Il est d’ailleurs visible qu'on y réaliserait pour x toutes les valeurs imaginables. Tel n'est point le procédé généralement suivi : moins simple en apparence il offre en réalité certains avantages qui le font préférer. Voici en quoi il consiste.
Faisant
(I ) . . . . r cos 8 = p, r sin fl = y, on en déduit
r =■, \/p* -+- <r, 9 = are Ig - •
Cela posé, on remarque que quelles que soient les valeurs respectives attribuées séparément aux quantités p et q, on peut toujours satisfaire aux équations (I) en attribuant à r la valeur positive jfl -r- y4, et à Força, soit la valeur unique qui, dans l’intervalle de o à ir, remplit les conditions voulues, soit celle même valeur augmentée ou diminuée d'un multiple quelconque de la ciironférenee.
Au lieu de l'équation
il est donc permis d écrire
x = r [eos 5 4- l/ — I sin fl],
et, changeant le mode de variation, de prendrerel fl pour variables indépendantes.
IN
Veut-on u attribuer à r que des valeurs positives et restreindre entre les limites o et Ür la variation de », cela suffit pour réaliser un mode de variation continue où la variable x passe successivement par toutes les valeurs imaginables. Cela ne su dit point, en général, si l’on veut que In fonction acquière elle-même toutes les déterminations qu'elle comporte. Soit, pour exemple, la fonction
y = xH — r [eos î+l/ — I . siu o]
= r j^cos - V— 1 • sin ~ J ■
Il est visible que pour n'cxelurc aucune des déterminations dont elle est susceptible, et, en particulier, pour lui faire exprimer les diverses racines de l'unité, il est indispensable d’assigner comme limites à la variation de 3 des valeurs prises de plus en plus grandes à mesure que y augmente.
46. Lorsqu’on entre dans le système des valeurs imaginaires, il est à observer que, sauf les cas d’impossibilité fortuite, il n'est pour la fonction , de même que pour la variable, aucune détermination particulière que toutes deux n'admettent nécessairement. La seule chose qui change d'une fonction à une autre, c’est l’ordre dans lequel ces déterminations se succèdent, ou bien encore le degré de périodicité. Supposons en effet que la variable soit prise1 pour fonction cl réciproquement. La fonction, prise pour variable, reçoit immédiatement toutes les valeurs possibles. D'un autre côté, à chacune de ces valeurs il en correspond une que la variable, devenue fonction , acquiert forcément. Si donc agissant directement sur la variable on lui fait prendre successivement toutes les valeurs possibles, il faut que la fonction renqdisse elle-même celte condition générale. De là résulte le principe suivant :
Toute variation limitée îles quantités r et 3 qui ne permet pas de réaliser dans la fonction le système entier des valeurs imaginaires est , par cela seul, nécessairement incomplète.
Appliquant ce principe à la fonction particulière
Lx = Lr (eos 3 -v- 1/ — I . siu S) — L re'‘l "* == l.r o Y' — |.
ou reconnaît immédiatement que la variation de H ne peut être complète par rapport à la fonction qu’autant qu'elle est illimitée.
L’exemple que nous venons de choisir est très-propre à montrer comment, en certains cas, la série des valeurs imaginaires est à peine entamée par la variation continue de la fonction, taudis qu’elle est déjà complètement épuisée par celle de la variable. L’explication de ce fait est toute simple: il dépend delà multiplicité des valeurs qui, dans la fonction, correspondent à une seule et même détermination de la variable imaginaire. L’inverse est également possible; nous citerons, pour exemple, la fonction
xm = r" [cos 4 -+- l/ — 1 . sin 4]" = r™ [cos mo -+- [/ — 1 . sin ml].
Essentiellement continue pour toute valeur entière et positive de l’exposant wt, cette fonction est eu même temps périodique, et, par elle, la série des valeurs imaginaires est m fois épuisée, lorsqu’elle ne l’est qu’une fois par la variable x.
La variable x demeurant continue, imaginons que, pour tonte valeur de r comprise entre deux limites déterminées la fonction varie périodiquement suivant un certain mode et qu'au delà de ces limites ce mode change brusquement. 11 estclairque ces limites ne pourront être franchies sans qu’il y ait, en général , changement brusque de détermination et par conséquent solution de continuité. Si donc une fonction a d'abord un certain degré de périodicité, puis qu’elle le perde brusquement ou que, ne l'ayant pas, elle l'acquière tout à coup, la discontinuité surgit en même temps. Cette remarque explique ,peul*étre l'erreur où l’on est tombé en faisant dépendre la continuité de la périodicité et confondant ainsi deux caractères essentiellement distincts *.
’ Voir plus loin la note jilaceo à la suite du n° oit.
( Ml )
Application du calcul différentiel aux imaginaires.
VI. Soit y une fonction quelconque imaginaire définie par l'identité
Pour appliquer à celte fonction les règles du calcul différentiel, il sullit d'opérer successivement sur la partie réelle et sur la partie imaginaire en traitant le facteur symbolique V — I comme un facteur constant. De là résulte
cl l'équation (2) définit la différentielle, de la même manière que l’équaliou (I) définit la fonction.
On voit par ce simple aperçu que les règles établies pour la différentiation et la dérivation des fonctions réelles s'étendent d'elles-inemes aux fondions imaginaires, et qu'aucune difficulté ne peut surgir dans leur application lorsqu’on a pris le soin de ramener nu type fondamental
l'expression imaginaire sur laquelle il s’agit d’opérer.
Veut-on procéder directement, sans passer par l’intermédiaire d'aucune transformation? Il faut s'assurer d'abord que celle voie plus rapide et plus simple peut être suivie légitimement. Tout se réduit ainsi à quelques vérifications faciles et d’ailleurs peu nom- -breuses.
Soit pour premier exemple lu fonction Elle est par
l’identité
(•»} . . . . e* ^ = cos x -t- V — I . sin x.
Si I’oii opère directement sur c’^-1, en traitant le l'acteur sviuboliquc Ÿ — i comme un facteur constant, on a pour la dérivée,
v/irr.
Or, en vertu de l'équation (5), il vient identiquement
e ' . V — î = — sin x 1/ — 1 . eos x,
et celle expression de la dérivée n’est autre que la dérivée du second membre de l'identité (3). Il est démontré par là qu’on a généralement
de- '/r7= V— \ . e* l/zr. <lx
la règle restant In même que s’il s'agissait d’un exposant réel.
Soit, pour deuxième exemple, la fonction. L. e'\ Elle est, par l'identité *
(i) Le’ l/“r= x V' —T.
Traitée directement elle a pour dérivée ,
et telle est aussi la dérivée que l’on obtient eu opérant sur le second membre de l’identité (4).
Soit, pour troisième exemple, la fonction sin xV — 1. Ainsi qu’on l’a vu par les formules (-i) du n” 38, page 1)4, on a identiquement
sin x 1/ — I
COS X 1/ — I
Prise directement In dérivée, de sin .cV — 1 est, d’après les règles ordinaires
l ~T. eos x t/- I =VA“ '■ **— , — •
D’un autre côté, si l’on opère sur le binôme dérivée
on a, pour
Kieu doue n'est changé dans le résultat, soit qu'on opère dune manière directe, soit qu’on suive lu marche générale.
S’agit-il de la formule
(cos x -4- l/— i . siu x)'" = eos nue -4-1/ — I . siu mx /
Il est visible à priori que, subsistant par voie d’identité, elle ne peut avoir pour chacun de scs deux membres qu’une seule et même dérivée. On peut d’ailleurs le vérifier directement, ou bien le déduire de ce qui précède en observant que l’on a
[cos x -4- 1/ — 1 . siu x]"' = c-
Considérons en dernier lieu la fonction zm = (x -4- y 1/ — 1 )'" — / r” [eos mi -4- V' — I . sin t«oj.
On a directement
il(zm) — nizm ~ 1 . il z — mz“~ 1 . (dx -4- il y V1' — I)
= m(x -4- y \/ — 1 )~ — * (t/x -4- tlyV — I), d(z'”) ==. ni . [rc'JV~*]m _ 1 (e® ^ 1 .ilr - 4- e® ^ ' 1 rdi \/ — 1 )
= ni (x V/ —ï)- 1 (e® y=*dr + e® ■'crrrf» V/^T).
Eu égard aux équations de condition
x — /• eos », y — r siu >i , «® l ~ 1 ^ eos 0 -4- 1/ — I sin 9 ,
il vient
, ' (/x -v- ytlg ( Xili/ — ydx
cl Ton en déduit
,;9V'~ + = + ,ly l/— T.
Il y ii donc identité de pur! et d'autre et les règles de la différcnliation ne cessent pus d'être applicables aux expressions symboliques des imaginaires de la même manière que si le symbole \/ — I était en réalité un facteur numérique.
/le/ irvsenliition géométrique des imaginaires.
48. Nous ne terminerons point ce sujet sans ajouter quelques mots sur la construction géométrique des valeurs imaginaires cl sur les avantages spéciaux que ce mode de représentation peut offrir en certains cas *.
Soient I et w deux coordonnées rectangulaires, si l’on pose, en général,
toute valeur de l’imaginaire P-t~(jl/ — I fixe la position d’un point, cl, réciproquement, tout point du plan des coordonnées répond à l une des valeurs de celte imaginaire.
On voit ainsi que toute expression imaginaire considérée dans l’ensemble des déterminations qu’elle comporte, et abstraction faite des solutions de continuité qu’elle peut offrir accidentellement,
* On peut variera l'inlini les différents modes que couqiorte la représentation géométrique des imaginaires. Nous ne nous Occupons ici que d’un seul mode choisi parmi les plus simples et les plus élémentaires ; le lecteur qui voudrait étendre et poursuivre ces recherches peut consulter aveu li uil les travaux de M. Maximilien Marie déjà cités eu note, a" 2ü, page 00.
( HJ» )
d§ns les cas d impossibilité fortuite, est exactement représentée par la suite infinie des points que comprend une surface plane.
Cherchons quelle est, par rapport & la génération de celte surface, le sens exprimé par les divers modes de variation Continue sur lesquels notre attention s’est portée plus particulièrement, dans les numéros qüi précèdent.
Soit, d’abord ,
si l’on fait correspondre « chaque valeur de p toutes les valeurs de q, oïl a pour chaque valeur de p une droite perpendiculaire à l'axe des abscisses, et c’est parle déplacement de cette droite, transportée parallèlement à elle-même, que la génération dn plan s'effectue. Lorsqu’on procède inversement, c’est-à-dire en faisant correspondre à une valeur de q Unîtes les valeurs de p, puis en donnant à q toutes les valeurs possibles, la génération a lieu par le déplacement d’une droite parallèle à l’a.xc des abscisses.
Soit, ensuite ,
x = r [cos 0 t I/— - I . sin v] — l + u [/— I .
Ile là résulte
I = r eos 8, u = r sin 6, et, suivant qu’on élimine r ou 9,
« = G tgO,
ou bien
Dans le premier cas, chaque valeur de 8, se combinant avec toutes les valeurs de r, fournit une droite qui pusse par l’origine cl fait avec l’axe des abscisses un angle égal à 8. Lorsque 0 varie, celte droite tourne et c'est par sa rotation autour de l’origine que le plan se trouve engendré.
Dans le second cas , il y a combinaison directe de chaque valeur de r avec toutes les valtitès de o. Chacune de ces COinbihrii-
sous donne une circonférence de cercle iiyunt sou centre à i origine et In quantité r pour rayon. Lorsque r varie à sou tour, la circonférence se développe progressivement, et lu génération du plan s'effectue.
49. Considérons en particulier quelques fonctions simples et, pour abréger, adoptons exclusivement, en ce qui concerne la variable x, le mode de variation continue qui se traduit par la rotation d une droite tournant autour de l’origine des coordonnées. On sait que, dans celle hypothèse, chacune des valeurs de l'argument 8 se combine directement avec toutes les valeurs que comporte. le module, c’est-à-dire que pour une même valeur quelconque attribuée à o, le module r est censé prendre toutes les valeurs possibles à partir de zéro.
Soit , eu premier lieu, la fonction xm. On a
x = r [eos U. \/ — 1 . sin # ] ,
et, par suite,
x" = r"' [eos mil l/ — t . sin mi# ].
On voit ainsi que, de part et d’autre , c’est par la rotation d'une droite tournant autour de l'origine que se traduisent les variations continues simultanées de la variable et de la fonction. Si l’ou prend pour unité la vitesse angtdaire qui correspond à la variation de la variable, celle qui en résulte pour la variation simultanée de la fonction est représentée en sens et grandeur par l'exposant m.
Soit, en second lieu, la fonction Lr. En posant, comme tout à l’heure,
x — v [cos 9 -v- V — f . siu s] — re‘‘ l ’,
il vient
Lu* = Lr -i- 8 1/ — 1 = t -r- i/ 1/ — I .
Il s’ensuit qu'eu se combinant avec toutes les valeurs de r, chaque valeur attribuée à o donne une droite parallèle à l'axe des
abscisses el silure à la distance o <le cet axe. Ici donc, tandis que le système des valeurs imaginaires se réalise, pour la variable, par la rotation d'une droite qui tourne autour de l’origine des coordonnées , e’cst par le déplacement continu d une droite assu- , jettie à rester parallèle à l’axe des abscisses que ce système se réalise en même temps pour la fonction. Lorsqu’on restreint la variation de l’angle 0 entre les limites o et '2-r (ce qui permet d’olilenir, en ce qui concerne la variable, le système complet des valeurs imaginaires), les positions extrêmes de la droite qui correspond aux valeurs imaginaires de la fonction sont données par les équations
et la surface engendrée se réduit à la bande qué comprennent entre elles ces positions extrêmes. On voit ainsi que la réalisation du système complet des valeurs imaginaires, par la variation conliniie#de la fonction, exige impérieusement que l’on ait pluie successivement à 6 toutes les valeurs possibles et qu'on les prenne chacune positivement el négativement.
Ces exemples suiliscnt. Par eux on saisit clairement ce qu'exprime tout mode de variation continue susceptible d'être attribué à la variable imaginaire. Ils mettent d’ailleurs en évidence la relation qui s’établit entre l'un quelconque de ces modes et celui qui lui correspond dans la varintion simultanée de la fonction. De part et d’autre, il y a d'abord à considérer le mouvement d’un point et par suite la génération de deux lignes répondant, l'une à la variable, l'autre à la fonction : puis vient, avec ou sans changement de forme, le déplacement de ces lignes. De là résultent deux aires planes qui s’engendrent simultanément et se correspondent de la même manière que leurs génératrices respectives. Par hypothèse ( l’un de ces deux systèmes est essentiellement continu, c’est-àdire que dans le mouvement du point qui décrit une position quelconque de la génératrice, comme dans eclui de la génératrice qui décrit une portion d'aire quelconque, il n’y a jamais ni lacune ni saut brusque. Tant que l’autre système remplit les mêmes conditions, il v a continuité relative.
( MH )
En résumé, «oil une fonction quelconque réelle ou imaginaire , In variable peut être ussujcltic à varier continûment entre certaines limites. Quelle que soit , en ce eas, la détermination particut lière du mode de variation, il reste caractérise par l’absence de tout changement brusque, et la fonction varie, en général, de la même manière. Aussi longtemps que celte condition, supposée remplie par la variable, l’est également par la fonction , on dit de celle-ci qu’elle est et demeure fonction continue de la variable que l'on considère.
!)0. Étant donnée une expression quelconque imaginaire P + Q l/~ t .
Prenons pour axes coordonnés rectangulaires les deux droites Fiy. /. OT, OU, cl désignons par ni le point déterminé par les équations %
I étant l’abscisse cl u l’ordonnée de ce point.
I ■+• u 1/ — I = re® V~ ' = r cos 8 +- [/ — 1 . r sin 8 ,
l’on en déduit
(2) . . . . r == t/f* -t- »*, tang 0 = - ,
et, lorsqu'on passe du système des coordonnes OT, OU, nu système polaire dont le pèle est en O et la droite fixe en OT, le point «i se trouve déterminé par les équations (2) comme il l’était d'abord par les équations (1), le module r étant le rayon vecteur du point ut, et l’argument » l’angle de ce rayon avec la droite OT. Supposons le point ni situé sur In circonférence de cerclé décrite
il u point 0 comme centre avec un rayon égal à l'unité, et considérons un second point »»' situé sur celte même circonférence. On aura, d’abord, r=t et, par suite,
x — cos o , 1/ = sin 9.
Du point ni' abaissons sur O in la perpendiculaire m'p’ et désignons par 9' l’angle ni'Op'. On a
O p' = cos b', tn'p' = sin h’.
Soient u' les coordonnées du point ni'. F.n abaissant du point ni' sur la droite OT la perpendiculaire iii'ij, il lient
t' = O q xrr O p' cos b — m'p' sin 9 , m' == m'q = Op' sin b + m'p' cos 9.
Cela posé, puisque l’expression symbolique, qui détermine le point »«', est indifféremment
l/ — I ou bien ens ( b 9') -+- V — I . sin (9 -4- 6'),
il s’en suit que l’on a
cos ( » + b') = /' = cos 9 cos 9' — sin 9 . sin b\ sin (b -+- 9') = u'— sin 9 eos 9' -4- eos 9 . sin b'.
Si, d’ailleurs, on multiplie entre elles les deux imaginaires cos 9 + sin 9, cos 9' + V — 1 sin9', on trouve pour pro-
duit
cos 9 eos 9' — sin 9 sin 9' l/^~l [sin o cos 9' + cos 9 sin 9'].
On peut donc écrire, en général,
[cos 9 -4- 1/ — 1 . sin 9] [cos 9' -4- v — I . sin 9']
= eos (9 -4- 9') -4- \/ — 1 . sin (9 -4- b').
Concluons que In multiplication dos expressions «lo In forme eus 9 -+* V'— 1. sin«, cos 9' + V — ï. sin 9', «‘effectue on ajoutant les angles. <•
l)o là résulte In formule do Moivre *
[eus <i + l/ — I sin 'i]"‘ = oos ih'i -t- l ^ — I si
sin vio.
S'agit-il ensuite des racines de l’unitc? Voici comment on on obtient la représentation géométrique.
Soit une circonférence de cercle ayant l’unité pour rayon et Fig. i divisée en n parties égales à partir du point o.
\ Si de l’un quelconque des points de division , v du point in par exemple , on abaisse sur le diamètre qui correspond au point o la perpenv f diculaire mp représentée par u — sin m . —
/ et qu’on désigne par ( = cosm . — la distance
rp comprise entre le centre du cercle et le pied de celle perpendiculaire, il est visible que l’expression imaginaire.
>ÏÏ.
t -t- m l ^ — I . = cos m
— • -t- v — I . sin ni — , Il u
est une des racines n*m” de l'unité. On a, en effet,
f- âT"!*1 y
I eos m r- — I sin m — = cos 2«ur u- V — \ sin 2 mr — I .
Prolongeons la perpendiculaire mp jusqu'à sa rencontre en tu’ avec la circonférence de cercle déjà divisée en « parties égales. I,e point m' est comme le point ni un des points de cette division. Il
’ Démontrée d’abord pour le cas d'un exposant entier cl positif, la formule de Moivre s’étend sans difficulté au cas d’un exposant quelconque entier ou fractionnaire, positif ou négatif, commensurable on incommensurable.
s'ensuit qtu* les racines n*mr‘ de l'unité qui correspondent aux «leux points ni, m' ont, pour somme,
2rp — 2 ens ni — ,
i*t, pour produit.
(/ + w l/I_ f) (< _ a \/- - | ) iU- u1 = I .
Désignons par z l’inconnue du facteur du second degré qu il faut égaler ü zéro pour obtenir chacune de ees deux racines. Ce facteur est évidemment ,
1 — 2: eos m *- I .
Prenons sur le diamètre or le point a , situé comme on veut à gauche du centre r. Posons
ra = z,
et tirons la droite nm. On n
uni = ni fi
i «/» = sur m h — eos ni — J
■ = c1 — 2r cos ni 1- I .
La conséquence est qu’en désignant par ij„, j/t , y, , etc., , les distances comprises entre le point a et chacun des points de division, o, \ , 2, etc., h — I marqués sur la circonférence , on a généralement
Si, sans rien changer à ce qui précède, on doublait le nombre des divisions, il faudrait écrire
[Ti) ... . z* — i =* yn . y, ..y,....
On mirai», d'ailleurs, en môme temps rl de la même manière, ainsi qu’il osl aisé »lr le voir,
Les équations (S) rt (4) rxprimrnl Ir théorème île Cotes.
NOTE I
Sur la continuité et la périodicité des fonctions d'une variable
imaginaire.
Soit une fonction quelconque
F.a variable x croissant d'une manière continue entre certaines limites, il peut arriver que les valeurs correspondantes de la fonction constituent un système unique ou plusieurs systèmes simultanés et distincts. Dans le cas où la fonction admet plusieurs systèmes de valeurs, nous supposons que l’on prenne à part l'un quelconque de ces systèmes, et qu’on le ronsidère isolément de la même manière que s'il subsistait seul. Il suit de là que la fonction satisfait, en général , aux conditions suivantes :
I* Elle varie continûment:
2° Elle affecte à chaque instant une valeur unique et déterminée.
Lorsque nous disons de la fonction y qu’elle affecte une valeur déterminée, nous entendons exprimer que la valeur «lotit il s'agit est effectivement atteinte par la fonction, et tpi elle ne se réduit pas à une simple limite vers laquelle la fonction serait conver-
genle. Pour bien foire comprendre i<* sens de cette remarque, considérons en particulier I» fonction
(I) • y ~x. smi - .
Si l’on perdait de vue l'impossibilité radicale accusée par le symbole et qu'on traitât l'équation (I) sans tenir compte de celle impossibilité, on serait conduit à confondre parmi les \aleurs effectives de la fonelion x . sin - la limite zéro vers laquelle eette fonetinn converge à mesure que la variable x décroît indéfiniment. On pourrait alors ne pas apercevoir la solution de continuité qui correspond k x = 0, ou bien estimer qu'il n’y a pas lieu d'y avoir égard, l'ne simple remarque suffira pour montrer que la question n'est point indifférente et qu’on doit en réalité mettre le plug grand soin à distinguer les râleurs effectives de ces autres valeurs qu’on peut désigner sous le nom de videurs limites on rappelant ainsi qu’elles restent en dehors de lu suite formée par les premières.
Supposons en effet que, dans l’exemple choisi , la valeur y = 0 , qui répond à x — 0, puisse être considérée, non pas seulement comme une videur limite mais bien comme une râleur effective. Il s’en suivra que la courbe représentée par l’équation (I) atteint l’origine des coordonnées et que, par suite, elle comporte nécessairement un tracé continu av ant cette même origine pour point de départ. Or il est évident qu’un pareil tracé est absolument impossible puisque rien ne détermine si c'est en s’élevant au-dessus de l'axe desx, ou au contraire, en s’abaissant au-dessous qu’il devrait commencer. On voit donc que la valeur^/ = 0 qui répond à x = 0 n’est qu’une valeur limite et qu’il n’est pns permis de lui attribuer le caractère d une valeur effective.
La distinction que nous venons d’établir ne doit pns être perdue de vue en ce qui concerne l’exacte définition de la continuité.
Reportons-nous aux considérations développes , à partir de la page 00, n* 24 et suivants.
.Nous avons «lit h In fin du n" 4fi. page 1 10, qu’en faisant dépen-
dre In continuité de In périodicité (Inns les fondions d'qnc variable imaginaire, on avait confondu doux caractères essentiellement distincts. Pour sc convaincre de l’axactitndc de celte assertion, il suffît de considérer la fonction
fin y posant
.r — r (cos * •+- \S — I . sin 9),
on trouve pour les fonctions désignées au n° 24, page fil, par
?(»•,*), ûir, o),
-, (>•, '/) = r* eos - 9 , i (r, o) = t* sin ■- s.
Il suit de In (pie In fonction r* est et reste continue pour toute valeur du module r. On voit «Tailleurs qu'elle ne reprend pas pour 9=2rr In \aleur qu’elle afTecte pour 9— O. fille n'a donc pas In périodicité \oulur pour être dévcloppnldc en série convergente suivant la formule de Mnelaurin, et ce n’est pas le défaut de continuité, niais bien celui de périodicité (pii accuse ici Timpossildlilé du développement.
Nous avons démontré nu n“ 2li, page 60, le théorème suivant :
Toute fonction eut développable eu série convergente suivant la formule de Taylor ou de Mucluurin tant que le module de la variable reste moindre (/ne la plus petite des valeurs pour lesquelles la fonction cesse d'être continue ou de prendre mêmes valeurs aux deux limites 9=0, 8 = 2t. Lorsqu'on dépasse la plus petite de ces valeurs ta série devient divergente.
M. TchehichelT a proposé en 1844 ( Journal de Crelle, tome XXVIII), un autre énoncé dont je n’avais pas connaissance et qui se trouve reproduit dans le mémoire déjà cité de M. Marie. Voici cet énoncé :
• La série de Taylor
f{a) -I- j fia) •+- -—fi») -v etc.
( las )
* est divergente ou convergente suivant que ic module de z est > (dus grand ou plus petit que relui de la valeur imaginaire x qui
* rendrait infinie ou discontinue une des fonctions,
/(« -+- x), f'(u ■+• x), /"(u -v- x), ele.
Pour que ces deux énoncés concordent, il faut que la condition de périodicité , lorsqu'elle est remplie par une fonction continue, implique en ce qui concerne toutes les dérivées successives, la condition de continuité et réciproquement. C’est eu effet ce qu'on peut établir, comme il suit, d’une manière générale.
Partons de notre théorème et considérons une suite de séries, toutes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la variable, et déduites les unes des autres par dérivations successives. On sait que si l’une quelconque de ces séries est convergente pour toute valeur de la variable inférieure à une certaine limite, cliacunc des autres remplit en même temps celte même condition. Oc là, et eu égard à notre théorème, résulte en premier lieu la déduction suivante:
Étant donnée la suite infinie de» fonctions
/(« ■+■ x), f'(a x- x), f’\a -f- x), etc.
Si, pour toute valeur du module inférieure à une certaine limite, fane ijuelcompte de ces fonctions reste continue et reprend mêmes valeurs aux deux limites 6=0, 6=2ït, chacune des autres remplit en même temps ces mêmes conditions.
On voit ainsi, qu'une fonction ne peut être continue et périodique * pour toute valeur du module inférieure à une certaine limite sans que ses dérivées successives ne soient en même temps continues **.
Lorsque nous (listais ici que ta fuucliou est |>ériodiquc, lions cntcmlous c\|iriuier qu'elle reprend mêmes valeurs aux deux limites $=c(), O—ir.
" Il est clair que ces dérivées ne sont pas seulement continues, mais qu’elles sont aussi Jiérindiqurs.
Supposons que la fonction donnée /'(« -+- jt), soit continue à partir de »■ = 0, et (fü'étahl d’aliord périodique* elle cesse de l’élrt avant de subir aucune solution de continuité. Pour établir In réciproque de la proposition précédente', tout se réduit à démontrer que les dérivées successives comprises dans la suite infinie
/’(« -+- ac), /■"(« *), /’"(« -+- x), ele.,
ne peuvent toutes rester continues alors que la fonction /(« -f- -r ) cesse d’être |iériodique.
Soit
l\it + x) -= f(u 4- re9*/”‘ ) = f (r, 9) -+- l/— I /.(/-, »).
Observons d’abord que pour r = o, ou a nécessairement f(r, o) *= f(r, 2»rj = /\«), +(r, o) = * (r, 2») = o.
La condition de périodicité sulniisle donc ù l'origine.
Soit H la valeur du module nu delà de laquelle la périodicité n’a plus lieu, bien que la continuité persiste. Cette valeur peut être aussi petite qu’on veut, elle peut même sc réduire à zéro, sans modifierai rien les déductions suivantes.
Les fondions s(r, «), 4>(r,b) ne cessant pas d'être continues et périodiques pour toute valeur du module qui uc dépasse point la limite R, il s’en suit, d’abord, qu’on a généralement
f"(u -f- x) = /’ (« < re9Y~') = i*(r, ’i) n- [/ — \ . -p* (r, 9).
Il s’en suit, en outre, que la dérivée quelconque /’"(« -*- re *1 ’)
reste continue et périodique pour toute valeur du module iul'érieure.à R. Est-il possible que la continuité et la périodicité de la dérivée f"r(a -*- s’étendent toutes deux au delà de cette
même limite? Évidemment non \ Il faut donc qu’à partir de la
1 Si la dérivée /“(fl-*- pouvait franchir la limite K en restant con-
tinue et périodique, la fonction donnée /\o-hx) — f(a-k- rv'd' -*) remplirait nécessairement ccUc même condition, ce qui est contraire a l'liv|>o(hésc admise.
limite It la fonction /'“(« -4- n^) devieliné discontinue ou bieil qu’elle cesse d’étèc périodique. Cesse- t elle d’être périodique sans devenir discontinue? Les équations de condition
{r, 3 n) — -r‘ (r, 0) = 0 , f‘(rt in) - f’ (r, o) ** « ,
subsistant pour toute valeur du module inférieure à H et n’ayant plus lieu au delà, il en résulte que les expressions
>; (r, 3t) — v; (r, o), }• (r, in) - i~ (r, o)
sont d’abord indépendantes de r et que, parlant de zéro, pour r = R, elles deviennent et restent fonctions continues de r pour une suite non interrompue de valeurs toutes supérieures à R.
Cette déduction s'applique indistinctement à toutes les dérivées de la fonction /(« x). Si donc il n’était aucune de ces dérivées
qui cessât d’être continue, à partir de r — R, il faudrait que chacun des termes des deux suites infinies
l?r(H -f- r, in) — ?;(R 4- r, o)], [^(R 4- r, in) - ?;<R -v- r,o)], [*(R >■ 1 3tt) — r;*(R r , o)], etc.,
lér(tt + r, 2rr) — f ; r H 4- t, o)], ff;(R 4- r, tn) — ^"(R 4- r, o)], [ér(R ■+• 2*) — f”(R ■+■ 0)], etc.,
pût satisfaire en même temps à la double condition de s'annuler avec le module r et de rester fonction continue de ce même module dans un certain intervalle compté à partir de r=o.
On démontre aisément que la première de ces conditions est incompatible avec la seconde \ Il en résulte que si la fonction donnée f (a 4-jr) cesse d être périodique en restant continue, il est impossible qué ses dérivées successives demeurent toutes finies Cl continues dans un intervalle quelconque ayant pour origine la
' Voir, pitf;c suivante, ta note sur tes fouet tous dont toutes les dérivées successives s'annulent en même temps pour nue meme valeur de la variable.
liuiile au-delà de laquelle il u’y a plus périodicité. Cela revient à dire que ,-duns la suite infinie des dérivées suoccssives, la eontiuuilé ne peut s’étendre plus loin que la limite 11.
Concluons que les deux énoncés reproduits ci-dessus peuvent être considérés comme équivalents. Le premier a l’avantage de tout ramènera l'examen direct d’une seule et même l'onction, qui peut être inditréreinmciH, soit la fonction donnée, soit l'une quelconque de ses dérivées successives; le second présente l’inconvénient de faire intervenir à la fois toutes ces dérivées : néanmoins, comme il lait tout dépendre d’une condition unique, la continuité, il peut, en certains eus se mieux prêter aux applications. Sous ce rapport on doit les cunnaitrc tous deux cl se servir de, l'un ou de l'uuire suivant les circonstances.
Sur tes fonctions dont toutes les dérivées successives s'annulent en même temps pour une même valeur particulière de la variable.
Soit
(i) u -IV)
une fonction quelconque, supposée telle que toutes ses dérivées successives s’annulent en même temps pourx— u. Imaginons, s'il est possible, que la fonction y et ses dérivées successives soient toutes continues depuis a:— «jusqu’à x=a -+• Ii. La formule (f) du n° 10, page 44, donne identiquement
cl le nombre 11 fient être pris aussi ijruiul que I on veut. De là résulte
(3). . . >l| / "+'(« + hu)> [ /'(a -4- /•) — /*(«)].
Attribuons à /* une valeur quelconque, aussi petite qu’on veut, mais déterminée. Si l’on prend pour n des valeurs de plus en plus grandes, le second membre de l’inégalité (3) croit indéfiniment et peut ainsi dépasser tout degré de grandeur assignable. Cela revient à dire que l’intervullc h ne peut jamais être assez petit pour que la moyenne M [fm+> (a a- bu) ne devienne pas infinie avec, le nombre n. La conséquence est que les dérivées comprises dans la suite infinie,
f'(a •+- lui), / ' "(« -4- bu), /""(« bu), etc. .
ne peuvent pas cire considérées connue satisfaisant toutes à la condition de ne subir uucun changement brusque lorsqu’on passe de la valeur u — o a une valeur quelconque aussi rapprochée qu’on voudra de la première.
Pour peu qu’on réfléchisse sur les rapports existant entre l'accroissement d'une grandeur et les vitesses exprimées par scs différentielles, il semble qu'une même valeur de la variable ne puisse jamais annuler en même temps toutes les dérivées successives d’une même fonction. Telle serait, pensons-nous, la conclusion générale à laquelle un aboutirait, si l'on distinguait toujours les valeurs effectives des valeurs limites ‘ et que l'on rangeât parmi les dernières toutes celles qui correspondent à l’apparition du symbole ^ . Quoi qu’il en soit, dès qu'un procède connue on le. fait habituellement, il y a lieu d'admettre qu'il est des fonctions dont les dérivées successives s'annulent tou tes ensemble pour une même valeur de 1a variable; je citerai, comme exemple, lu fonction
■ Voir la note qui précède.
Lorsqu’on pose x = o, la continuité subsistant par hypothèse, on a pour valeur effective
S'agit-il ensuite de la dérivée d’un ordre quelconque «? On trouve aisément que la limite Vers laquelle cette dérivée converge, à mesure que la variable x se rapproche de zéro, a pour expression générale.
.Faisons
m. ii
et observons que, pour avoir x — o, il faut poser ni — x . Le dénominateur
devenant
on voit qu’il satisfait aux deux conditions suivantes :
1" Pour toute valeur déterminée de n il croit sans limites avec ut; 2° Pour toute valeur déterminée de m, il converge vers zéro en même temps que le nombre n est pris de plus en plus grand. On reconnaît ainsi que, s’il est permis de dire de toutes les dé-
rivées de la fonction e *’ quelles s’annulent pour x -=o, il faut ajouter en même temps qu’il n’existe à partir de zéro aucun intervalle qu’elles puissent toutes franchir sans passer brusquement de zéro à une valeur indéfiniment grande.
Imaginons qu’à la fonction
pn substitue cette mitre fonction
ce que nous avons (lit de In première, pur rapport à la valeur x=o, supplique à la seconde pour la valeur x — a. Il en résulte que s’il s’agissait de développer, suivant la formule de Taylor, une expression de lu forme
et que, partant de la valeur x = «, on écrivit
F (x) = F (a) h- ^p-^ F' (a) -t- --p-p- F"(«) + etc.,
la série, supposée convergente, se réduirait au développement exclusif de la fonction /‘(x). Cette anomalie apparente s’explique en observant que, pour être en droit d’appliquer la formule de Taylor, il ne suffit pas que les valeurs uffeetées pour x = « par chacune des dérivées successives F’(x), F"(x), etc., fassent converger la série
(4) . . F (a), — — l-(«)> — - — —F (a), etc.:
il faut en outre que l’expression générale
M* (I — ii)" F’" (« a- hu)
devienne indéfiniment petite à mesure que le nombre n est pris de plus en plus grand, efreela, pour toute valeur de h inférieure à une certaine limite déterminée. S’il arrive, comme dans l’exemple choisi ci-dessus, que cette limite n’existe pas ou , ce qui revient au même, qu’il faille 1a faire couverger vers zéro à mesure qu’on atlribuc à n des valeurs de plus en plus grandes, il s'ensuit que
( roi )
<•»> n’est point comme développement de la fonction t(x) «pie la série (V) peut subsister. La marche suivie pour parvenir a la loi' mule de Taylor ne laisse aucun doute sur ce point.
En appliquant à la fonction c* le procédé de transformation que comporte la règle du n" 2ti,page 70, et posant, en conséquence.
x = r (eos t -i- l/— 1 • sin •>)■
On a d'abord
x* = [eos '20 + \/— I sin 2«] ,
puis
.! = - [eos 2* — V— I si» 2»] î xl r* 1
et, par suite ,
_1 _ / sin 2'< iy. — r . sin 2n
e •* =>= e (eos — —, *■ V — * sin — — J •
De là résulte en général, pour ü — - ,
Il suit de là que la continuité ne s’étend pas jusqu a r—u. Le développement suivant la formule de Mncluurin est donc impossible.
NOTE III
Sur quelques applications de la formule de Murlaurin.
Développement d’une fonction suivant les puissances entières et positivesd'une autre fonction de la même variable. — Soient F(.r) nt (x)doux fonctions données d’une même vnrinble x. Si l’on pose
a éteint une constante, la fonction F(x) devient dépendante de la variable y, et l’on peut écrire en conséquence,
Désignons par A, II, C ce que deviennent les dérivées f (y), /■"(*/), /"'(y), etc., lorsqu'on les exprime en fonction de la variable x. La combinaison des équations (I) et (2) donne successivement.
cl ainsi de suite indéfiniment.
Supposons que la fonction f(y) soit développable en série con vergente suivant la formule de Mnelaurin : Oii a
ou, ce qui revient jiii même.
(*> . Fx « F («) - A. [, (*) - ?(«)] -v B„ <T j— -
. r ['rW-tWF .
etc.,
les coefficients A., B., C„, etc., n’étant autre chose que les valeurs affectées pour x — u par les fonctions A, B, C, etc.
Veut-on substituer aux coefficients A., B„, C„, etc., leurs valeurs respectives? Les équations (ô) donnent
ro { . ' tr'oor
F"'(«) f (g)* - 5 F"(«) y» •/(«) -4- 3 F'((i)y,'(n)* — F'(o) f’” (a) tï").
I, 'équation (4) peut servir en général à développer l’une par l’autre les deux fonctions données F (or) et y(x). Elle se simplifie lorsque la valeur x—a est choisie de manière à annuler *(«): elle tombe en défaut lorsque cette même valeur fait évanouir la dérivée -/(a).
Retour dex suites. — Dans le cas du retour des suites, on a, par hypothèse,
etc..
et, ce qu’on se propose, c’est de développer x suivant les puissances entières et positives de la variable y. Posons F (x)=x : On en déduit,
etc.
Résolution approchée îles ét/ualiuns numérii/ues. — Dans le ras où l’on prend pour .r une racine de l'équation
et pour a une valeur approchée de ectte racine, la différence
■Ax) — v(«) = — ?(«)
étant petite, la série (4) peut converger rapidement et fournir ainsi un moyen prompt et facile de calculer la racine x avec tel degré d’approximation que l'on veut. En effet , si l’on pose comme tou t à l’heure, F(x)=j, il en résulte F(n) = «; et, comme on n d'ailleurs »(ar) = o; il est visible que l’équation (4) donne immédiatement ,
NOTE IV
Sur la convergence et la divergence des séries.
On entend par série une suite infinie de termes qui dérivent les uns des autres suivant une loi déterminée.
Soit une série quelconque
(I) «0. W| , v,, u,, etc.
Considérons la somme de n premiers termes, et posant
S„ — o0 -+- u, «, etc. ,
imaginons qu’on attribue successivement à n toutes les valeurs comprises dans la suite inlinie 4
i, 2, 3, 4, ’>, etc.
Deux cas sont possibles selon que la somme S„ nuit nu non par converger vers une limite déterminée. Dans le premier cas on dit de la série (1) qu’elle est convergente, et qu’elle a pour somme la limite dont la somme S„ se rapproche indéfiniment pour des valeurs de n de plus en plus grandes. Dans le second cas la série est dite divergente.
Pourqu’une série soit convergente, il fautd’abord et avant tout, que les termes qui s’y succèdent en nombre illimité finissent par * converger vers zéro à mcsitroqu’ils s’éloignent davantage. En effet, s’il eu est autrement, suivant qu’ils ont tous même signe ou qu’ils sont alternativement de signes contraires, leur somme croit sans limite, ou elle oscille sans fin entre des valeurs brusquement différentes.
La condition qui vient d’être énoncée est toujours nécessaire : elle ne suffit , en général . que dans le cas où les termes de la série
changent un à un de signe. Voici d'ailleurs , en ee qui concerne les séries dont les termes sont Ions positifs * , les caractères les plus simples auxquels on peut reconnaître qu'elles sont convergentes ou qu’elles ne lp sont pas.
a y a convergence ou divergence selon gîte, à partir d un terme et pour tous les suivants, l'une, ou l'outré des expressions
log n log —
reste toujours inférieure à l'unité ** ou gu'uu contraire elle n'est jamais moindre que un.
Dans le cas où le rapport u l'unité pour limite snpérieure, on peut écrire; en général,
et
lim
// g a d'ailleurs, convergence ou divergence, selon qu'à partir d’un terme et pour tous les suivants le produit iu l’emporte sur un d’une certaine quantité ou qu’au contraire il n’est jamais supérieur à un.
Les règles que nous venons de résumer en quelques lignes peuvent se démontrer comme il suit :
1° Selon que le rapport — — est toujours inférieur ù la frac-
UM
lion quelconque r ou qu’au contraire il reste au moins égal à l’unité, on a
Un
u„ -h m.+, ■+• etc. < m„ [I -i r -4* r’ etc.] < — — »
* Le cas it’uiie série où les termes sont tons négatifs se ramène évidemment à relui où ils sont tous positifs.
*• Nous entendons par là qu’entre l’unité et la limite vers laipielle l’expression considérée peul être convergente, il existe un certain écart.
nu bien
H n ^«+i + ^ii+i + etc. ÜU Mfl (1 + I + 1 + I + CtC.j.
Il s’en suit qu'il y a convergence «lans le premier cas et divergence dans le second. .
2" Selon que l’expression V' u, est toujours inférieure à la fraction quelconque v ou qu’au contraire elle reste au moins égale à l’unité, on a
H„ -4- u,+t 4- w„+t etc. < r" -+- j-*+i + r"+* + etc. < »
ou bien
«„ ■+- m.+i + ".+t + etc. ou I4-1-+-1+ etc.
Il s’ensuit qu’il y a convergence dans le premier cas et divergence dans le second.
ô“ Les termes de In série (1) étant par hypothèse, tous positifs, supposons en outre qu'ils décroissent constamment à partir du premier.
Si, partant de'la série (I) on forme cette autre série
(2) iit, 2m, , 4«s, 8m, , 1I»m,j, etc.,
il est aisé de voir que l’on a, d une part,
«o ■+- 2m, + 4m, -+- etc. > m„ (u, ■+• u,) ■+■ (w, + m, + u, ■+- «,) + (m, -4- m, -4- . . .) -4- etc.
et, d’autre part,
m0 -4- 2m, + 4m, + etc. < m0 -4- 2
( -4- (u, -4- m, u, + m,) •+■ ete.t
Il suit évidemment de là que les séries (I) el (2) sont en métne temps on toutes lieux convergentes ou toutes deux divergentes.
Posons o„ = . Los séries (I) ot (5!) deviennent respeetivc-
ment, la première
la seconde «
(4). . ... . .1, 2‘— , 4* — , 81— , etc.
Or, In série (4) est convergente ou divergente * , selon que l’exposant m l'emporte ou non sur l'unité. Il en est donc de mémo de la série (ô) : convergente pour toute voleur de m supérieure h I , elle est divergente pour m = 1 et pour toute valeur plus petite.
Cela posé , selon que le rapport
log n
log —
est toujours inférieur » la fraction quelconque -- [m étant plus grand que 1), ou qu’au contraire il reste nu moins égal à l’unité, on a généralement
«„< — ou bien m"
. Dans le premier cas, il vient
ou —
I-V-W.+1 + etc
etc.,
et il y a convergence, puisque par hypothèse m est plus grand que I.
• Il est visible que la série (4) est une progression géométrique décroissante ou croissante selon que l'ex|>osani m est, ou non, plus grand que l'unité
Dans lr second cas, il \ iont
»„ -4- «„+ 1 -4- «„ + i-4- etc. on 1 H i- de.
ti n+ I n ■+■ 2!
et il y a divergence, ainsi qn’on l'a vu tout à l'Ueureel qu'on peut d'ailleurs le reconnaître directement *.
4" Supposons que, dans la série (I), le rapport d’un ternie au précédent finisse par converger vers l'unité, tout en lui restant inférieur. On a , en ce cas,
et si l'on allriltuc à n des valeurs toujours croissantes
Considérons la série (3) où le rapport d'un terme an précédent n pour expression générale
in ni (m — îj I in\m — !)(/« — 2)
— -i- ete.
ir
Lorsque le produit 11 x a pour limite un nombre plus grand que
’ On a .
-t- etc.
Il sVnsnil une la série - ,
, etc., est évidemment divergente.
l'unité , on peut écrire pour loin degré de grandeur
toute valeur de » qui dépasse un ecr-
I in (ut — 1 ) (m — 2) t
— i- . - etc.
ni étant plus yrarnl que I.
Divisons par n les deux membres de l’inégalité (S) et ajoutons 1 de part et d’autre. Il vient
lll ( lll — I ) I I . 2 H*
ele.>
et, par suite,
L’inégalité ((i) fait voir que dans la série (1) les termes finissent par décroître plus rapidement qu’ils ne le font dans la série (3). Or, rclle-ei est convergente pour toute valeur de ni supérieure à l’unité; il faut donc que la première le soit à fortiori toutes les fois que l’on a
lim /».*> I.
Lorsque le produit n* croit avec ii sans jamais dépasser l’unité, ou a pour toute valeur de n qui excède un certain degré de grandeur
n% ou I.
Il en résulte
1+ « ou I h — cl par suite ou •
La dernière inégalité fait voir que dans la série ( I ) les ternies
( IM
fi Dissent par décroître moins vite ou, tout oh plus, aussi vite qu ils le font dans la série
— 5 - > r > etc.
Or, eclle-ri est divergente. Il faut doue qu'il en soit de meme de la série (I), lorsque le produit «a croit avec » sans jamais déliasser l’unité.
Indépendamment des règles exposées ci-dessus et choisies parmi les plus simples , il en est encore une que je vais établir comme application de la .théorie des valeurs moyennes à la convergence des séries dont les termes sont tous positifs.
Soit «„ le terme général de la série (I). Si l’on pose
on peut admettre qu’à partir d’une certaine valeur « = m, la fonction f(u) ne cesse pas de décroître continûment et de converger vers zéro à mesure qu'on attribue à h des valeurs do plus eu plus grandes. Cela posé, il est visible que l’on a , d une part
et, d’autre part,
+ I v s. li1" . (
m "n> "m-i-t, ««ifl “„> “m+t> «lC.
De là résulte, en premier lieu,
(7) M“^'o„-i-M”+îon4->C^t «„-» etc. <«„ +«■+,+ «» +» +■ etc-, et, en second lieu,
(8) Mm !/h.+ W»+i m,+ jtf*4 cU*.^ etc.
On a d’ailleurs, en désignant par F(«) la fonction dont la dérivée est /■(»),
(51) M” ' >C+îw.-»-ete.+ M'.. tw.= (p— m)M£w,= F(p)— F(w).
Combinons l'équation (9) avec les inégalités (7) et (8). Nous aurons en même temps
(10) . F(/>) — F(m) <«„ etc. ■+■
et *
(11) . F (p) — F (m) > um+t + umi.t + etc. -+-
La simultanéité des inégalités (10) et (I l)montrc que la série (I) est convergente ou divergente, selon que la fonction F(«) converge ou non vers une limite déterminée pour des valeurs de »
indéfiniment croissantes. ,
Considérons, en particulier, la série
(,) ’’ F ÿ’ ï' tU'’
Ou a
fl-)-;?’
et, par suite,
Il en résulte, conformément à ce qui précède, que la série (12) est convergente ou divergente selon que l’exposant r est, ou non, plus grand que l'unité. ■
Remarque relative aux /fériés dont les termes ne sont /ms tous de même signe. — Etant donnée une série dont les différents termes se succèdent sans cesser île présenter des cliangemenls de signe, on peut la transformer en prenant tous ses termes positivement. S’il \ a convergence après cette transformation, la convergence s’étend d'elle même à la série donnée. Celle-ci, d'ailleurs, peut être convergente alors que sa transformée ne l est pas. C’est ainsi, par exemple, qu'une série dont les termes finissent par converger vers zéro et par prendre alternativement des signes contraires est
( lit )
toujours convergente, tandis quelle peut devenir divergente pur eeln seul qu’on donne le même signe à tous ses tenues. Telle est, en particulier, la série
Il 11
I , — > — > — » eh'.
2 5 4 îi
On observera que, dans le cas où les Alternances de signe s’appliquent à l'ensemble de plusieurs termes, on peut grouper les termes qui se succèdent sans changer de signe, former de chaque groupe un terme unique et ramener ainsi lu série donnée à une série dont les termes sont alternativement, l’un positif, l’autre négatif. Pour qu'il v ait convergence il sudil alors que dans la transformée les termes finissent par converger vers zéro à mesure qu’ils s’éloignent davantage.
( lii )
CHAPITRE I
l.N 1 ElUOtÉTATIO.X CÉMJIALE l»K L Küt'ATIO.V IIIEEEUENÎIELLE df/ = / '(*) . dx
AVEC EXTENSION Al X DlKKKItKNTI ELLES UES OUBLIES SUPÉUIELiiS.
'•* *• îi’0‘entx ct U grandeurs quelconques, dépendant l'ime de I a u lie cl liées entre elles pur la relation,
Lorsqu’on suppose ees grandeurs incessamment variables cl qu'on désigne, par i ou dx pour la première , par y ou rfy pour lu seconde, leurs difFérenticllcs respectives, on a, en général.
.y == x » rw >
ou ce qui revient au même
(*) dtj • - fV) . dx.
Soient p cl y les points qui décrivent les longueurs quelconques, ou, plus. simplement , les segments de droite substitués comme
équivalents numériques aux grandeurs x cl y. On sait que les différentielles dx et dy ne sont autre chose que les vitesses respectives et simultanées des points décrivants p et q. Si, d’ailleurs, ou désigne par ajt et xy deux aecroisscments qui se correspondent à partir d'une origine quelconque déterminée, la valeur attribuée à la variable x restant la même dans les équations (I) et (2), on a, en même temps,
(3) xy = xx . . f'(x).
Lorsque l’on attribue à x une valeur quelconque déterminée, on fixe par cela seul, d’une part, l’origine des aécroissemeuts ax et ai/, d’autre part, le rapport qui s’établit à celle origine entre les vitesses simultanées des points p et q. Imaginons qu’avant fait cela, on assujettisse les points p et q à conserver les v itesses qui les animent à l’origine des accroissements considérés : les longueurs qu’ils décrivent dans celte hypothèse conservent entre elles le même rapport que leurs vitesses respectives, devenues constantes. Lu conséquence est que l’équaliou (2) comporte en même temps deux interprétations distinctes, les différentielles c/.r cl dq pouvant être indifféremment, soit les vitesses des points p et q ii l’origine des accroissements ax et ai/, soit les longueurs décrites simultanément parées points, dans l'hypothèse où ils conservent les vitesses qu’ils ont à cette origine.
Plaçons-nous à ce dernier point de vue. La comparaison des équations (2) et (3) s’accorde avec la déduction précédente en faisant voir que, pour une même valeur quelconque attribuée à dx et à xx. il y a identité entre la différentielle dy et ce que devient l'accroissement ai/, lorsque, au lieu de rester incessamment variable dans l'intervalle ajc, la dérivée f(x) est assujettie à conserver, pour toute l'étendue de cet intervalle, la valeur qu’elle v affecte à l'origine.
Delà résulte le principe suivant :
Lorsqu 'un attribue à la variable \ line râleur quelconque déterminée et qu’on fixe, par cela même, lu valeur correspondante
de la dérivée f(x), les différentielles dy , d\ peuvent être considérées comme des différences ordinaires, ayant même origine que les accroissements effectifs ay,i x, et conservant entre elles au rapport invariable.
b'2. Le principe qui vient d’étre établi s’étend de lui-même aux différentielles de tous les ordres, la variable x étant prise pour variable indépendante et assujettie à croître ou à décroître uniformément. En effet on a, généralement, d'une part,
d"y = /'"(x) . dxn,
et, d’autre part,
\ny =*x. àx“ /'"(x) *•
Il s'ensuit que si l’on attribue de part et d’autre nue seule et même vnleur aux deux quantités dx et xx, il suffit, pour identifier 1a diflércntielle d'y avec la différence ordinaire du meme ordre \“y de soustraire la dérivée de l’ordre n , f'(x), aux cliangemeuts qu'elle subit dans l’intervalle xx et de l'assujettir à conserver, pour toute l’étendue deect intervalle, la valeur qu’elle y affecte à l’origine. Ce résultat peut se formuler de la manière suivante :
Lorsqu'on attribue à la variable x une valeur quelconque déterminée, et qu'on assujettit la dérivée de l'ordre n, P(x) â conserver pour toute l’étendue de V intervalle x\ la valeur qu’elle affecte à l’origine de cet intervalle, les différentielles d"v, dx" peuvent être considérées connue des différences ordinaires ayant même origine que les accroissements effectifs ày , xx et conservant entre elles un rapport invariable.
Il est bien entendu , d'ailleurs, que si les différentielles d'y et dx' sont considérées comme des différences ordinaires, lu pre-
* Voir au besoin, |>our ce qui concerne les différentielles des ordre.' su|ic-
rieut ', le chapitre I** des applications analytiques, te 8, pages 2d et suivantes.
( IW )
inièrc est uuc différence de l'ordre n , lundis que lu seconde est lu |iuissancc de la différence tlx ou ax.
33. Les considérations développées dans le n° 31 conduisent à plusieurs déductions que nous croyons devoir indiquer, tout en avertissant le lecteur qu’il peut passeroulre et les laisser à l’écart, s’il éprouve la moindre difficulté à les bien entendre. Ces déductions ont, à nos yeux, une certaine importuner et nous pensons qu’elles offrent, non-seulement et pour certains cas, un secours utile, mais aussi et généralement, un intérêt métaplasique trèsdigne d’attention. Quoi qu'il eu soit, elles s’écartent assez des idées généralement admises pour soulever des objections spécieuses’, et d’ailleurs, il nous est aisé de poursuivre sans nous appuyer sur elles. Si donc nous les indiquons, c'est en laissanlau lecteur toute liberté d’en prendre ce qu’il vomira, rien même, pour peu qu’il les juge autrement que nous. Voici ces déductions dont l’énoncé suffit, soit parce que nous les avons déjà démontrées ailleurs, soit parce qu’il est très-lacile de les établir comme conséquences des principes fondamentaux exposés dans le cours de cet ouvrage.
I” Dans toute fonction continue, y=^=/’(x),la génération simultanée des accroissements a y et ax commence, eu général, suivant nue raison de proportionnalité incessamment variable. Cette raison est exprimée par la valeur particulière que la dérivée /v(x) affecte à l’origine de ces accroissements.
2" Lorsqu’on considère la raison de proportionnalité exprimée par la dérivée f'(x) comme affectant dans .l'intervalle Ax toutes scs déterminations successives, f équation correspondante
. ai/ = a*. acA' /■'(*)
exprime ta loi variée qui régit le développement continu de la différence ordinaire ai/.
3" Ou peut se placer à un point de vue différent , fixer l'origine des accroissements que l’on considère et supposer que, au lieu de varier incessamment dans l’intervalle ax, la raison dont il s’agit conserve, pour toute l'étendue de cet intervalle, une seule et même détermination , celle qu’elle y affecte à l'origine. L'équation cor-
( fût )
respondantc à cette hvpollièsr «si I équation différentielle rfy = f'(x) . rfi.
Elle exprime la loi uniforme tpii régit le développement continu <le l arcroisscincnt différentiel rfy, les accroissements «/y et ih r n'étant autre eliose <|iie des différences ordinaires qui conservent entre elles un rapport constant.
4“ A partir de toute origine commune, il y a identité entre le mode Ir auditoire suivant lequel commence In génération de l'accroissement effectif ay et le mode permanent suivant lequel s’accomplit la génération de l'accroissement différentiel rfy.
Quel que soit l'énoncé fourni comme traduction directe et è<f nival ente de l’équation différentielle „
dy — f(x).dx,
par cela seid que la condition exprimée a lieu d’une manière permanente et invariable dans la génération des accroissements différentiels ils et rfy, on peut affirmer, sans autre intermédiaire, qu’elle subsiste transitoirement à l’origine «les accroissements effectifs ai et ay.
ti° Soit y une fonction continue «le x à déterminer d'après les «tonnées suivantes :
1“ Une grandeur incessamment variable et représentée mimériquement par »(jr) intervient dans la génération continue «le l'aecmisscmcnt*ay.
2° Si «*ettc grandeur cessait d’étre variable et «pie, tontes choses restant d'ailleurs les mêmes, elle fût assujettie à conserver une seule et même détermination, celle qu’elle affecte à l’origine de l’intervalle ai. l’accroissement de la fonction pris dans relie hy- , politise, aurait pour mesure le produit f(x) ai, i étant la valeur quelconque choisie pour origine de l’intervalle ai.
Cela posé, l’on a comme traduction directe des données du problème,
rfy — . rf.r ,
( ISO )
ri. de cf île équation différentielle, on déduit immédiatement, stj — sx «r â ?(x), ce qui résout In question proposer.
DES TANGENTES ET DES NORMALES AUX COURBES PLANES
*34. l ue courbe quelconque étant donnée, on peut toujours concevoir un point qui la décrive. Quel que soit le lieu actuellement occupé par ce point, lorsqu'il en sort, e’est avec une certaine vitesse déterminée en direction. La droite qui fixe celte direction, et que nous avons désignée sous le nom de directrice, est la tangente à la courbe au lieu occupé par le point décrivant. De 16 les deux définitions suivantes, dont nous avons déjà démontré la rigueur absolue et qu'il importe d'avoir toujours présentes à la pensée dans les applications géométriques du calcul différentiel:
1" Lu courbe est la trace d’un point qui se meut sur une droite mobile, dite directrice, le point glissant sur ladroiteetla droite tournant autour du point, tous deux incessamment.
2" La tangente à la courbe est la directrice du point décrivant, autrement dit, la droite suivant laquelle est dirigée la vitesse de ce point.
Soit une courbe plane S, rapportée à des axes coordonnés rectangulaires O.X, OY et déterminée par l'équation
Désignons par n un point mobile assujetti à décrire la ligne S;
|iar m le lieu choisi pour position actuelle du point u; par x, y 1rs coordonnées du lieu m. (Voir lig. ô, n° 'iti, page |;>4.)
Losquc le point u sort du lieu m, r’est avec une vitesse dirigée suivant la tangente et dont les composantes parallèles aux axes coordonnés sont respectivement, l'une x ou ilx, l'autre y ou il y. De là résulte, en désignant par a l'angle de la tangente avec l’axe des x *,
tang x —
'II
dx
Cela posé, il ne reste plus qu'à déterminer le rapport des deux différentielles ily et dx. La solution générale consiste à différencier l'équation (I). On en déduit
et, par suite,
On a donc aussi
Soient I et u les coordonnées courantes de la tangente en m à la ligne S. Il est visible que l'équation de celle droite étant, d'abord
= tang *,
Cet angle est relui que la partie iIp la tangente située au-dessus île l'axe des x fait avec la partie de eet axe diriger dans Ir sens positif.
( IM
on |xmiI l'écrire, eji général, sons la forme suivante :
+ ( Il — ij)
Si les axes coordonnés sont obliques au lieu d'être rectangulaires (l’angle qu'ils font entre eux étant désigné par 0), la seule différence consiste en ce que l’on doit remplacer tang x par le rapport de sin x à sin (« — «). L’équation (2) devient, en conséquence,
sin (a) <ly
sin -(o — f) dx
< t, comme la même substitution doit être faite partout, il s’ensuit que rien n'est changé dans l'équation (4).
Un observera qu’on peut passer directement de l’équation (ô) à l’équation (4). Il suffit pour cela de substituer aux différentielles il.r et <hy les différences ordinaires qu’elles expriment. Cette substitution s’accorde avec l'hypothèse que les composantes i, y conservent entre elles un rapport invariable, celui qu’elles affectent à l’instant précis où le point u sort du lieu m. La conséquence est que le point u ne cesse pas de sc mouvoir suivant une seule et même direction, celle de la tangente en ni à la ligne S. C’est donc une droite qu’il décrit et l'équation (4) est nécessairement l'équation de cette droite *.
Si l’on voulait procéder ici par application des principes du nu .‘>ô, voici comment ou pourrait s'y prendre.
Parlant de l'équation.
on observerait que l'équation différentielle
e,t cm iliflVmirrx nrtlinaim l'équation <r une liqnr qui tnurli* la conrlto R an
'i.'i. Ln normale nu |>oiul tu de in ligne S est In droite menée paire point perpendiculairement à la cour lie : elle est ainsi déterminée en même temps que In tangente. Si les axes coordonnés sont rectangulaires et qu’on désigne par % l’angle que In normale en m fait avec l’axe des x, on a l’équation de condition
tnng a . tang '/' -t- 1 — o.
De là résulte
tang
et ilésignant par I , u les coordonnées courantes de la normale
Au lieu de déduire l’équation de la normale de celle de la tangente, on peu! procéder directement, sons autre secours que celui de l’analyse différentielle. En effet, soient I, u, les coordonnées d’un point quelconque </ pris sur la normale en dehors du point in. Supposons le point a fixe cl prcnons-lc pour centre du cercle qui touche en m la ligne S. II est visible qu’on peut substituer ce cercle, à la ligne S sans altérer en rien la vitesse du point p au sortir du lieu m, ni par conséquent les composantes ilx et th/. Mais, dans
|K>inl m. Cela résulte de ce qu'en persistant dans sa détermination première, le rapport des vitesses rlx et dij n’est point altéré, ni par conséquent la direction qu’il détermine de part et d’autre à l'origine commune des accroissements.
Considérant la ligue dont il vient d’être fait mention, et substituant aux différentielles les différences qu’elles expriment , il vient, en désignant par / et u les eoordonnées courantes de celle ligne.
» trtf\
~ T) \Tr)
Or, dans un système quelconque d'axes coordonnés rectilignes, celle équation représente nue droite l.a ligne dont il s’agit est doue la tangente ellemême. . •
( IÜ4 )
l'hypothèse où le point ^ sort du lieu ni en restant sur le cercle mn, on a généralement
(2) . . (t — x)’ -t- (u — y)1 — uni = cous1'.
Il vient donc, en différenriaot par rapport aux variables x, y, (ô) . . . (/ — x) rlx ■+• (h — y) dy = n.
Cela posé, on a comme au n* .*>4, page loi ,
du
Substituant au rapportais valeur déduite de cette équation, on trouve, pour équation de la normale,
Si les axes coordonnés sont obliques, nu lieu d’étre rectangulaires, l'équation (2) est remplacée par la suivante
(S) ( t — x)* (11 — y)1 -+- '2 (t — x) (11 — y) cos h = a ni — cons'%
0 étant l'angle des axes coordonnés.
La différentiation de l'équation (.’>) donne
[f — x -f- (« — y) cos 0] ilx -4- [(/ — y -4 - (t — x) cos b] ily = 0.
I)e là résulte, en opérant comme tout à l'heure,
rfF
dx
cos b
Fig t-
et telle est l’équation de la normale dans un système quelconque d'axes coordonnés rectilignes.
ofi. Soient T = mt et N «■= mu les parties de In tangente et de In normale coin-
prises entre le point ni et l'axe des-x. Les
( IM
parties de cet axe comprises entre In projcrliifl) p du point ni et chacun dos deux points t et « prennent respectivement les noms de hou* -tangente et de sous-norniule. Nous les désignerons par les symboles ST, SN.
Cela posé, on parvient aisément aux formules suivantes, les axes étant rectangulaires,
T= ml = ,/ y/l +(£)*,
ST = pt = — y — ,
<hJ
On ohservern qu’en affectant du signe — l’cx|>ression de la sous-tangente, on indique le sens de sa direction à partir du point p.
s Application» particulière ».
’)7. Les formules établies ci-dessus s’appliquent au cas général où la courbe que l’on considère est donnée par son équation. lorsqu'elle est définie géométriquement et qu'on peut déterminer la vitesse du point décrivant, soit d'une manière directe, soit par ses composantes, il est souvent plus simple de s'en tenir à eeltc méthode introduite pour la première fois par Ruben al. Montrons, par quelques exemples, le parti que l’on peut tirer de res diverses ressources.
Considérons d’abord les trois sections coniques et, pour les embrasser toutes trois dans une seule et même détermination, définissons-les comme le lieu des points dont les distances à un point et une droite fixes conservent entre rl’es un rapport constant.
Prenons pour axe des g In droite fixe OY et pour axe des x In perpendiculaire OX abaissée sur cette droite du point fixe/-.
Soit a In distance O/', ni un point quelconque du lieu que l’on considère, mp la perpendiculaire abaissée du point ni sur l’axe
( IM
dos y, r lo rapport constant qui sultsistc, pur hypothèse. entre lo rayon veolcur fin ol lu distance mp.
On sait que le lieu dos points ni est une ellipse, line hyperbole • ou une pural>ole selon que I on a r < I, r> I mi o= I. I. 'équation générale dos trois lignes est, d'ailleurs, ainsi qu'on le voit aisément ,
De là résulte, pour l'équation de la tangente en »»,
x’, y' étant les coordon nées. du point ni.
Soit t le point où cette tangente vient couper l’axe des y. On a, pour ec point, ,
, x' f( I — e’) *' — «] «( x' — fl)
Il s'ensuit que l'équation île la droite tf se réduit à * x ’ — II
et, comme celle de la droite fin est
X — fl
on voit que /es droite. s mf, ft , sont rectangulaires.
‘ Pour obtenir celle équation. Il sullit île ilifferentier l'équation (2) et de remplacer r par x'. i/ par y', ilr |>ar .r - x'. iti/ par (/ —
L équation du Ja numide au |K»iul in étant
si I on désigne par n le point où celte normale \icnt couper l'axe îles a-, on en déduit, en posant y — o,
x — Un — a -t- <’x\
et, pur suite,
On a, d'ailleurs, (5). . . . : .
11 \ icnl donc aussi
fit — c*x'.
lit/ — ex'.
fn — c . mf.
L’é<]ualioii (4) exprime la propriété suivante :
II existe , vulve lu dislunce du foyer f uu point où lu uonuulc coupe l uxe îles x el le rayon vecteur fin . le même rapport yu entre rc rayon vecteur el ta distance du point m a lu droite fixe OY.
Des points m et n abaissons deux perpendiculaires, l’une my sur OX, l’autre ni sur fin. La similitude des triangles mfy, nfi donne, d'abord,
H _ ÏH
fn mf ’
cl, eu égard à l'équation (4),
fi = c . /'/ = c(x' — a).
De là résulte, eu égard à l'équation (3),
(h). . ntt — mf — fi — ex' — r(jçf' — «) — a . c — cons".
( la» )
Ln propriété exprimée par l'équation (.'») peut s'énoncer comme il suit :
Dans les sections coniques lu projection de lu normale sur le. rayon recteur est une quantité constante '.
Dans le cas de l'ellipse et de l'hyperbole on trouve aisément, |>our l'abscisse I du centre,
Fig.
ut, pour l'ei|ualion rapportée au centre.
Soient a', b' les axes principaux etc' l'excentricité, on a
b VT=7*'
et inversement
Soit O' le rentre; m’ le sommet placé sur l'axe b‘ ; m'y la perpendiculaire élevée en m' sur le rayon recteur fm'. On a
Si l'on désigne |>ai Ç l'angle que fait avec la normale en ni le rayon vecteur fm, ou a généralement , comme ou le verra plus loin, n° 03, page 175,
Soient f,f les deux foyers, et r,r' les rayons vecteurs conjugues fm, fm. On a
r = cx,
I iac* \ c
r — c (ia + i e' — x) — cl ia ■+■ — .i l = (ia — x -t- c’x).
Sa^il-il ensuite des longueurs désignées jmr les lettres T, N, ST, SN , an numéro précédent? On trouve
ST
nj \/ x' [il « — (I — C*j x'j
SN
N = r \S ir -4- y’J (I — c1) x’ «.
De là résulté
rr' = -. j ['-‘.c1 + i)ix — x* ] = («* -+- ;/*),
el, par suite,
(2). , . . . . rr' ««s1 1 = -- — — couslr — //*.
La propriété exprimée par l'équation (2) peut s’énoncer comme il suit , eu ce <|ui concerne l’ellipse cl l'hyperbole :
Le produit îles projections des rayons vecteurs sur la normale est le uu'tnc en chaque point. Il a pour mesure le carré du demi-ti.ee perpendiculaire à ta liijne des foyers.
Dans le cas de la paialsdc , il est aise de voir qu'au lieu de l'équation (2), l'on a plus simplement
r cos1 • =— = cous1'.
Dans ce cas, en effet , les longueurs mf, mp étant égales (lig. I, page loti), la tangente ml est bissectrice de l'angle fmp.
Il suit de la qu'eu désignaul par h le |Hiint d'intersection des droites ml, fp et par /, la projection de ce |xMiit sur Of,on a les eousé<|uences suivantes : Les points h et k sont les milieux respectif* des segments fp, fO. Les angles pfm, mpf, pfO sont égaux cuire eux el à l'angle désigné ci-dessus |>ar C.
Les triangles /7on, fhk, tous deux rectangles, l'uu en h, l’autre en k, donnent les relations
fh = r . cos C. kf’szfh. eos ;.
De la résulte, eu remplaçant kf par jy *
lit . eus » — r eos- » = - •
o8. Conscrv uns les notations précédentes et jvrocédons pur voie géométrique.
Lorsque le point in sort du lieu qu’il occupe, lu droite /m tournant autour du point /'et la droite mp se déplaçant sans changer de direction, un rapport constant subsiste, par hypothèse, entre les longueurs que le point in décrit simultanément sur chacune de ces droites. Il s'ensuit que ce même rapport s’établit entre les vitesses simultanées qui animent le point ni, l’une suivant fin , l’autre suivant mp. Un sait d'ailleurs que ce rapport est précisément le même que celui de la longueur fin à la longueur mp. La conséquence est que si l'on prend la longueur mf pour représenter en direction, sens et grandeur la \ ilesse actuelle du point m sur la droite fin, on doit prendre en même temps la longueur mp pour représenter en direction, sens et grandeur la vitesse du point in suivant la droite mp.
Cela posé, le point m étant considéré d’abord comme restant sur la droite fui , il est \ isible que sa \ itesse totale n pour composantes rectangulaires : 1° lu vitesse de glissement mentionnée tout à l’heure et représentée par mf ) 2° une \ itesse de cire ulalion normale à la première et, par conséquent, parallèle à la droite fl menée pur le point f perpendiculairement à fin. Concluons en premier lieu «pic le segment de droite, qui représente en direction, sens et grandeur la vitesse totale du point m, aboutit quelque part sur la droite ft.
Si maintenant nous considérons le point in comme restant sur la droite mp, le même raisonnement nous fait conclure que le segment de droite, «pii représente eu direction, sens et grandeur la vitesse totale, du point m, aboutit «piehpie part sur la droite pO menée par le point p perpendiculairement à la droite mp. Il s’ensuit que, située à la lois sur chacune des droites fl, pO, 1'exlréiuilé de ce segment ne peut être qu'en t, à leur intersection. C'est donc suivant mt qu'est dirigée lu vitesse actuelle du point m et, pur conséquent aussi , lu tangente en ce point.
On observera «|ue , pour parvenir à ce résultat, nous aurions pu nous borner à invoquer la règle générale du «piadrilatèrc «les vitesses, règle exposée à la page 12 de la I" partie, ir 14.
Cette première propriété des sections coniques fournit un tracé très-simple de la tangente eu un point quelconque m.
On élève en f sur le rayon vecteur fin une perpendiculaire i/uel'on prolonge jusqu'à sa rencontre eu t avec la droite OY. La droite lin est lu tangente cherchée.
Les angles mpl , infl étant droits, le quadrilatère mpl/ c st inscriptible dans la circonférence de cercle ayant ml pour diamètre. Il s'ensuit que si l’on tiré la droite fp, le triangle fmp est semblable au triangle nfm, inn étant lu normale au point in. Lii effet, les angles mfn, pmf sont égaux comme alternes internes. D’un autre côté, les anglcsm pf, finit sont égaux entré eux, puisqu'ils le sont à un même troisième (lin, le premier comme ayant même mesure dans le cercle ftpm, le second comme compris entre des côtés respectivement perpendiculaires à ceux de l’angle fini. De là résulte immédiatement .
fn = fut . — - = c . fin.
Mp
Le reste s’achève comme au n” î>7, page I ’>7 . par voie purement géométrique et donne, en conséquence,
(2) mi = c .u — cous1'.
On peut observer, d’ailleurs, qu’eu abaissan l du point n sur in la perpendiculaire ni , un forme deux triangles rectangles, l’un «tin semblable au triangle mft, l’autre uif semblable au triangle fOt La comparaison des deux premiers, donne
•n» fl
in fin
celle des deux seconds,
in <)/' u
De là résulte, en multipliant membre à membre,
mi a
ut, eu égard à l'équation (1),
(3). mi = c . a = eons1'.
Les équations (I) et (3) fournissent les énoncés suivants applicables aux trois sections coniques;
t" Le rayon vecteur du point m eut moyenne proportionnelle entre lu distance de ce point <1 la droite OY et ta distance du jwint f au pied de la normale;
2° Lu projection de la normale mn sur le rayon vecteur fm est une quantité constante.
ü'J. Considérons encore les sections coniques, mais séparément et en adoptant pojir chacune sa définition ordinaire. Pour plus de simplicité nous procéderons exclusivement par voie géométrique.
S’agi tril d abord de la parabole? Elle est définie : le lieu des points équidistants d’une droite et d’un point tous deux fixes. Dès lors rien ne change dons la solution précédente, si ce n’est que I égalité des longueurs mf, mp implique celle des triangles ni fl, mpt, et par conséquent aussi celle des angles fini, pmi. De là résultent plusieurs propriétés dont il sullit que nous énoncions les sui-
vantes:
Sans rien changer aux notations précédentes, transportons 1 axe pjy s des y en A milieu de Of et sommet de
la parabole; prolongeons la tangente mt fÇ , ' jusqu’à sa rencontre en s avec l’axe prin-
\ / _ / . \ eipal /AU pris pour axe des abscisses :
i yS fC if-., i \
fi --.: \ / P--A 1° La tangente ml est dirigée sui- A 0 A ■ /• ' / * vanl la bissectrice de l’»igle pmf. Elle
est parallèle à la bissectrice de l’angle mfq;
2° Le triangle stnf est isocèle : il donne fm — fs. De là, et eu
égard à fin — mp, résulte d’abord fs •*= mp = O q, et ensuite A q = As. La nous- tangente sq est donc, double de l'abscisse Aq;
5" La normale étant dirigée suivant la bissectrice du supplément de l’angle pmf, il s'ensuit que la sous-normale uq est égale à la projection mi de la normale inn sur le rayon vecteur fin , et <|u'en conséquence elle est constante et égale à O /’<= «.
S’agit-il ensuite de l’ellipse? Elle est définie : le lieu des points dont les distances à deux points lixes, nommés foyers , forment ensemble une somme constante.
Soitm un point de l’ellipse; f, f, les foyers. Tirons les rayons vecteurs fin, fin.
Dans la description de l’ellipse le point m peut être considéré comme glissant sur l’un ou l’autre des deux rayons vecteurs fut, frn, tandis que ce niêmi/” rayon tourne autour du foyer qui lui correspond. Il s’ensuit que sa vitesse j_ totale a pour composantes : 1" la vitesse de glisscmrnldu point ni sur le rayon vecteur que l’on considère ; 2" une vitesse de circulation perpendiculaire à ce même rayon. Cela posé, puisque les deux rayons vecteurs forment ensemble une somme constante, il est aisé de voir que les vitesses de glissement du point m sur ces rayons sont égales cl de signe contraire. De là résultent, conformément à la règle du quadrilatère des vitesses, les conséquences suivantes :
riy. H.
1“ Lu vitesse totale du point m et, pur conséquent , lu tangente en m à l'ellipse sont dirigées suivant lu bissectrice de l'angle que l'un des rayons vecteurs fuit avec le prolongement de l'autre;
2” La normale en m est dirigée suivant la bissectrice de l'angle que font entre eux les deux rayons vecteurs aboutissant en ce point. * »
Soit u le point où la normale en m vient couper lu droite ff. I/égalité des angles finit, f ’inn , donne la proportion
fui
fn fin
( Hii )
Eu désignant (Mir '2u lu somme des rayons vecteurs, ou eu déduit celle autre proportion
fin 'lu
— cons,r.
L'équation (I) montre que le rapport des longueurs fm, fit demeure invariable et que, par conséquent, re même rapport subsiste entre les vitesses île glissement du point m sur fm et du point n sur fl”.
Désignons par r la première de ces vitesses, et par u la seconde. On a d’abord
fin
fa
Du point n abaissons sur fm la perpendiculaire ni et considérons les déplacements simultanés des points m et t sur la droite fm, le point m restant sur l’ellipse, la droite fm tournant autour du point f, le point n glissant sur ff et entraînant avec lui la droite ni assujettie à rester perpendiculaire au rayon vecteur fin.
Soit a la vitesse angulaire de la droite fm autour du point /. Lu vitesse de circulation du point m est u.fin. Soit ^ l'angle finn. Cet angle est égal a celui que la vitesse totale du point m , dirigée suivant la tangente ml, fait avec la perpendiculaire élevée en m sur fm. L’est d'ailleurs suivant cette perpendiculaire qu’est dirigée la vitesse de circulation u.fm. On a donc, ainsi qu’on le voit aisément,
co . fin mi * •
e in
■ On déduit de là, eu égard à l'équation {'2) ,
Al
l.a vitesse totale du point m ayant |H>ur composantes rectangulaires les vitesses celui, fm, le rap|Mirt de la première de ces composantes à la seconde n'est autre chose que la tangente de l’angle ” que la vitesse totale du |>oiu( m fait avec la composante -o. fin.
Observons ici que In il roi le in, assujettie à rester perpcndiciilaire au rayon vecteur fin, tourne nu tour du poii^t u avec la vitesse u et communique, en conséquence, au point i une vitesse a. in dirigée suivant fin. La droite in est animée, en outre, d’une translation dirigée suivant ([' pour le point « et représentée par u. Ln vitesse qui résulte de cette translation pour le glissement du pointi sur fm est évidemment u eos ?, * étant l’angle mfn. On a, d’ailleurs,
u eos « — m —
De là résulte, pour la vitesse totale de glissement du point i sur la droite fin,
a. in -+- u . cos «,
mi, ee qui revient au même, eu égard aux équations (2), (S), (4),
mi A fm
(n (n fn
L’équation (o) montre que les vitesses des points m et i sur la droite f m sont égales et de même sens. De là se déduit la conclusion suivante:
La projection île la normale mn sur les rayons recteurs fm, fm est constante.
S’agil-il enfin de l'hyperbole? Elle est définie : le lieu des points dont les distantes à deux points fixes, nommés foyers, diffèrent entre elles d’une quantité constante. Les déductions sont les mêmes que pour l’ellipse. Le seul changement consiste en unr inversion des directions respect i ves affectées par ln langrn te et par la normale.
La tangente en m est dirigée suivant la bissectrice de l'angle que fonlentreeux lesdeux rayons vecteurs aboutissant en ce point.
La normale eu m est dirigée suivant la bissectrice de l'angle gue l’un des rayons vecteurs fait arec le prolongement de Vautre.
( l«fi )
Les propriétés signalées pour l’ellipse subsistent et se démontrent de la même manière pour l’bvperlmle.
Dans le cas de la paral>ole avant pour équation
le ealcul donne, pour équation de la tangente,
et, pour la sous-tangente et la sous-normale,
ST. = 'ix' , SN — p — cons1'.
Dans le cas de l’ellipse un de l’hyperbole gyant pour équation «y ± 6’xa = o1/»*,
le cnleul donne |>our équation de la tangente u*yy' ± li'xx' = aV>*.
GO. Considérons, en dernier lieu, les deux eourbes connues, l’une sous le nom de logarithmique, l’autre sous celui de eyclo'iile. Soit d’abord la logarithmique ayant pour équation
(I) x = a . log— ,
ou, ce qui revient nu même,
y = me".
Le calcul donne :
1° pour équation de la tangente,
2* pour équation dr la normale ,
P0"*’ la sous-tangente et la sens-normale,
ST — a = cons1'., SN = — •
Soit ensuite la cycloîde. Elle est engendrée par un point d’une
circonférence de cercle qui roule snns glisser sur une droite fixe et qui s’y développe ainsi tout entière.
Soit m une |)09ition quelconque du |>oint générateur.
Représentons par nmb le cercle roulant, et parOX la droite fixe suivant laquelle il se développe.
Soit n le point où le eerelc et la droite se touchent. Si nous prenons la longueur On égale à l’are nin, le point O sera l’origine de In cycloîde. Plaçons en ce point l’origine des coordonnées, les axes étant rectangulaires et dirigés respectivement suivant les droites OY, OX.
Du point in abaissons sur le diamètre nc6la perpendiculaire «u/. En désignant par r le rayon cm du eerelc roidant, par x l’abscisse Op du point m, on a, pour équation de la cycloîde,
x = On qp pn=r arc ens — T V '■Iry — y*.
Lorsque le point m sort du lieu qu’il occupe en restant sur la cycloîde , c’est par rotation autour du point» que son mouvement commence. Il suit de là que les droites $nb, mn sont, l’une la tan-
gcnte, l'autre 1» normale en ni. La sous-tangente est pt, la sonsnormale pn. Partant de ces données géométriques, oa trouve :
I" pour équation de la tangente,
2° pour équation de la normale,
On a de même
, « / Sr
N = V '2nf,
sw y/, y'
S.N » V'irxf —
Ces résultats s'accordent avec ceux que fournit l’application des formules générales établies précédemment.
Extension (les résultats précédents an cas des coordonnées ]wl aires.
(il. Proposons-nous de résoudre pour le cas des coordonnées polaires les questions traitées ci-dessus pour un système de coordonnées rectilignes.
Soit m un point quelconque d’une ligne S. Les coordonnées qui pjg $ déterminent le point m dans le système, polaire m\ sont au nombre de deux :
L’une est la distance du point m à un point lise O désigné sous le nom de pèle. Cette disj tance est ce qu’on nomme le rayon vecteur du point m. Nous la représentons par r.
L’autre est l'angle que le rayon vecteur 0*« : / fait avec une droite fixe 01 désignée sons le nom
(• Ifill )
d’axe polaire, ou simplement d'axe, ni menée par le point O. .Nous représentons cet angle par 9. »
Cela posé, l’équation de la ligne S exprimée en coordonnées polaires est nécessairement de la forme
Soit mm' In vitesse du point m au sortir du lieu qu’il occupe sur la ligne S. Du point m' abaissons sur Om la perpendiculaire mm". Le point m glissant sur la droite O m, tandis que celte droite tourne autour du point O, les composantes de la vitesse mm' sont respectivement, l une la vitesse de glissement
mm" — r — dr, ’
l’autre la vitesse de eireidation
mm" =±= rb — r.db.
Désignons par y l’angle m'mm" que In vitesse mm' fait avec le prolongement du rayon vecteur Om. On a tout d’abord
db
On sait, d'ailleurs, que la tangente en ni à la ligne S est dirigée suivant la vitesse mm'.
Par le point O menons une droite nOl perjicndiculaire au rayon vecteur O»», et prolongeons, jusqu'à leur rencontre avec cette droite, d’une part la tangente m'mt , d’autre part la droite mn, supposée normale en m à In ligne S.
Les longueurs que l’on désigne ici sous les noms de tangente, normale, sous-tangente et sous-normale, et que l’on représente comme ci-dessus par les lettres T, N, ST, SN, sont les suivantes,
T — ml, N — mn . ST = O/, SX = O/t. .
Il en résulte. ainsi qit'oiHe voit aisément sur la figura.
T = — = r V I -4- tg*y=f v/l + »'* (4~) *
COS y ▼ \III7
N = -7— — = 1/ 1 h1 tg‘ y — \/ r* -4- ,
sin y Ig y v WH 1/
ST = r Ig y = r* ^ , dr
dr
SN = r rot y = — di
et la valeur «lu rapport se déduit de l’équation différentielle
Si, dans ecttc équation, on désigne par r', 9' les coordonnées du point m, et qu’on remplace Itfs- différentielles dr, du par les différences qu elles expriment, il vient
(5). . . (r — r') F^(r', e') -4- (9 — o'JF^r', 9') = o,
c’est-à-dire l’équation de la courbe connue sous le nom de spirille d’Archimède.
Lorsque l’on substitue l’équation (5) à l'équation (4), en conservant aux dérivées partielles F), (r', 9'), (r',9') ainsi qu’aux gran-
deurs r', 9' les valeurs qu’elles affectent au point m, on n’altère en rien les composantes de la vitesse mm'. Il s’ensuit que l’équation (S) exprime, en général, celle des spirales d’Archimède qui touche en m la ligne S*, et pour laquelle les accroissements simttl-
’ Quel que soit le système de coordonnées que l'on considère, l'équation qu'on obtient en diiTérentiant celle d’une ligne quelconque est toujours l'équation linéaire correspondante à ce système. Elle exprime ainsi, parmi les lignes que l'equation linéaire représente, celle qui louche la ligne donnée au point pris pour origine commune des accroissements
lani-s sr, su, conservent cnlrt' eux un seul et même rapport, celui qui s'établit entre les vitesses r, », an point m de In ligne donnée.
A ppl irai ions particulières.
Ci. Appli({uons a quelques cas’ particuliers les formules établies ci-dessus.
Soit d abord la spirale d'Archimède. Ramenée à sa forme la plus simple, l’équation de cette ligne est
r — no .
De là résulte
tgy = - = 9, SX — a.
Il s'ensuit que la sous-normale est constante et que l’angle y, nul pour a = o, croit constamment avec fl, de manièreà converger vers la limite y à mesure que l’angle fl ^devient de plus en plus grand
Soit , en second lieu , la spirale hyperbolique ayant pour équation
De'là résulte
<gr= =— «, ST== — a.
Ici donc c’est la sous-tangente qui demeure invariable. L'angle y subit d’ailleurs, au signe près, les memes conditions que dans le cas de la spirale d'Archimède. •
La spirale hyperbolique offre l’exemple d’une courbe qui se rapproche indéfiniment d’un point, en tournant autour de ce point et sans jamais l’atteindre.
Soit, ni troisième lieu. In spirale logarithmique avant pour équation
r = tu . e" .
Il vient
tg y — «,'T — c V \ -t- u1, N
ST — r.u. , SN
Ou voit ainsi que celle spirale eoupc en chaque point, sous un seul et même angle, le rayon vecteur correspondant.
Les valeurs de la sous-tangente et de la sous-normalc font voir en outre que les extrémités I et n de ces lignes ( vojr la ligure du numéro précédent, page 108), sont situées respectivement sur des spirales identiques avec la première. Pour obtenir ces spirales dans leurs vraies positions, il faut faire tourner la première autour du pèle pris pour origine, le déplaeenfenl angulaire étant égal à l'angle — « log « s’il s'agit du point I , et à -+- n log a s'il s'agit du point ». Dans le cas particulier où la quantité a est égide à l'unité, les trois spirales se confondent.
Lorsque l’on attribue à l'angle 9 des valeurs négatives de plus en plus grandes, le rayon vecteur converge vers zéro. Il s’ensuit cpie la spirale logarithmique est, comme la spirale hyperbolique, une courbe qui tourne autour d'un point, en s'en rapprochant toujours et sans jamais l'atteindre.
Soit, pour dernier exemple, les trois sections coniques. Les notations restant les mêmes qu’au n* î>7, page li)î), si Ion prend le point / pour pôle et OX pour droite fixe, on peut écrire immédiatement, comme équation générale des trois sections coniques.
r = c(« reos 9),’ on, ce qui revient au même.
1 — r cos o
De là résulte
ou , désignant par g la perpendiculaire abaissée du point m sur la droite OX,
Oii voitainsi que dans les sections coniques , le produit'dc la perpendiculaire abaissée d'un point sur la ligne des foyers par la tangente de l'angle que la touchante eu ce point fait avec le rayon vecteur est une quantité constante.
Soit : l’angle que fait avec la normale en m le rayon vecteur [m. Les angles étant compléments l'un de l'autre, on a
eos f— sin y ,
et, eu égard à l’équation (I) ,
» « eos* C— -■ ,
Ainsi se trouve établie la relation dont nous avons fait usage au n" 37 (voir la note qui se rapporte à ce numéro, page 138), et qui nous a conduit, pour l'ellip^c et l'hyperbole, à l'équation générale
r.r eos j> =
couslr = I/1.
Des ajssymploles considérées comme positions limites îles tangentes dont le jwinl de contact s'éloigne indéfiniment.
03. Lorsqu'une courbe a «les branches qui s’étendent à l'infini, s’il arrive en méinc temps quelles se rapprochent indéliuimeut de quelques droites, ou désigne en général ces droites sous le nom
d ’astijmptotes. A ce point de vue I on peut dire aussi des assymptotes qu’elles sont les limites des tangentes dont le point de contact s'éloigne au delà de toute dislanee assignable.
Soit
(équation d’une courbe susceptible d’avoir une ou plusieurs assymptotes et rapportée , par hypothèse, à un système cpielconquc d'axes coordonnés rectilignes.
L’équation générale d’une tangente à cette courbe étant
la question se réduit a chercher ce que devient, eu égard à l'équation (1), la droite représentée par l’équation (2), lorsque l’on attribue à l’une ou l'autre des variables x, y une valeur indéfiniment croissante. Si celle droite ne cesse pas d’être réelle, etqu’elle tende vers une ou plusieurs positions déterminées, chacune de ces positions fournit une assymptole.
On observera qu’il ne suffit pas toujours d’éliminer de l'équation (2) l’une des variables x, y et d’attribuer à l’autre une valeur infiniment grande. S’il existe une assymptole parallèle à Taxe de même nom que la variable éliminée, elle échappe à la recherche faite dans ces conditions et, pour la mettre en évidence, il faut répéter d'opération , en éliminant à son tour celle des deux variables quei’on avait d'abord conservée.
Nous avons supposé tout à l’heure que la courbe dont on cherchait les assymplotes était rapportée à des axes coordonnés rectilignes. Supposons maintenant que son équation soit exprimée en coordonnées polaires. Les directions des assymplotes sont déterminées pur les limites vers lesquelles l’angle <> peut converger lorsqu’on attribue au rayon vecteur r des valeurs indéfiniment
Uaus cette équation i et u sont les coordonnées coma ni es de la tangente, x et y eélles du point de contact.
grandes. Soit * l’un de ces angles limites. La perpendiculaire abaissée d'un point (|uclconqnc de In courbe sur la droite uitftiéc l>ar le pôle sous l’angle 8 = x a (tour expression générale.
r sin (8 — «).
La limite vers laquelle cette expression peut converger lorsque l’on donne à r des valeurs indéfiniment croissantes détermine la distance de l’assymptote au pôle et sa position relative.
Applications particulières.
61. Recherchons, pour exemple, les assymptoles de quelques courbes.
Soient d’abord les sections coniques ayant pour équation, comme au n* 57, page 156,
(1) . . . - . . y* -t- (x — u)* = c1 or’.
L'équation générale de la tangente devient, après réduction,
(2) . . yy’-<-x[(l — r’)x' — o] 4- a (« — x') = o.
Passant à la limite, les équations (I) et (2) donnent respectivement, la première ,
lim —, = ± \/]* _ |,
la seconde ,
(3) x (I — r*) ± yV c* — 1 *= a.
On voit ainsi que c’est uniquement dans l’hypothèse r > I , c’est-à-dire dans ld cas de l’hyperbole, que les sections coniques admettent des assymptoles. Ces assymplotes, représentées par l’équation (5) sont au nombre de deux; elles se coupent sur l’axe des x au point dont l’abscisse est — - et sont disposées’symctriqucmcul par rapport à cct axe.
Si l’on prend, au lieu de l'équation (1), l'équation polaire du il0 82, page 172,
ne
1 — c eos 6 «= — > r
l'on en déduit
• liin (1 <• eos a) = o ,
ce qui exige comme tout à l'heure que l’on ait <•> I et ce qui donne, en désignant par .x la limite de a,
cos % — - »
cl, pur conséquent,
Ig a = ± |/r* — I .
Si l’on opère ensuite sur le produit
r sin (a — *) — r [s*11 ,J cos * — siu v. cos a] ,
on trouve
uc
lim »• . sin (a — a) =? ± — ■■ ■ ■ »
ce qui exclut la valeur c — I et s'accorde avec les résultats précédents.
Soit encore la logarithmique représentée, comme au n° GU, page IGG, par l'équation
; y = ui . em,
On a, pour équation générale de la tangente,
ou , cc qui revient au même ,
/ x\ mx' -
y = me ( 1 h — I e •
Passant à 1a limite pour des valeurs de x' supposées négatives et indéfiniment grandes, on trouve, pour asymptote,
Ce résultat est d’ailleurs évident « priori.
Soit, en dernier lieu, la spirale hyperbolique représentée au u" 62, page 171, par l'équation
Il vient
lim O — o.
Un a ensuite
. .. /« lu3 \
Inn r sin h — uni . r ; etc. I = «.
On voit doue que celle courbe a pour asymptote une droite parallèle à Taxe et située au-dessus de ect axe à la distance a. Terminons ce sujet par une remarque touchant la courbe
ii — a sin — •
Celle courlie a l’axe des x pour asymptote. Elle présente en ou Ire l’exemple singulier d’une ligne qui se rapproche indéfiniment de l’axe des y sans jamais l’atteindre, sans cesser d’osciller toujours entre les limites y — y — — «.
CHAPITRE
DIFFÉIIE.NT1F.LLES DE l'aRC ET 1)E l'aIKE D’UNE COURBE PLAJSE.
Rectifications et quadratures.
6b. Soit MM' une coürbc plane. Supposons d'abord qu’elle soit
Fig. 9.
rapportée à des axes .réordonnés rectangulaires OX, OY, et désignons par s lu longueur d’un arc quelconque Mm mesuré sur la courbe à partir du point M.
Soit u. un point mobile assujetti à décrire la ligne MM’ et sortant du lieu w à l’instant que l’on considère. La v itesse actuelle du point /u est dirigée suivant la droite int tangente en m à la ligne MM'. Représentons celte vitesse par le segment mm', et du point ni abaissons les perpendiculaires mp, m'a sur les droites mp, mq menées par le point m parallèlement aux axes OX, OY. Les segments mp, mq sont les composantes orthogonales de la vitesse mm' ; on a, d’ailleurs, par définition,
mp — x = dx ; mq = y = dp; mm’ = i = ds.
Le triangle mm'p rectangle en p donne, en conséquence,
r/a* = f/x* -t- dy1.
cl, par suite,
Dans la description de la courbe MM' par le point u, ce point glisse sur la tangente, et la tangente tourne autour de ce même point, tous deux simultanément. La rotation de la tangente n’a d'autre effet que de changer incessamment lu direction du point P : elle n'altère en rien la vitesse de ce point considérée comme grandeur, ni par conséquent l’étendue linéaire décrite en vertu de cette même vitesse. Cela posé, tandis que le point p décrit la courbe MM', concevons un autre point p' mobile sur une droite fixe, et animé d’une vitesse qui passe à chaque instant par les mêmes degrés de grandeur que celle du point p. Il est visible que les longueurs décrites simultanément de part et d’autre, l’une par le point p, l'autre par le point /i' , sont constamment égales. Concluons qu’il suffit de considérer la vitesse ils déterminée par l'équation (2) comme étant celle d’un point qui se meut en ligne droite, pour obtenir au moyen de l’équation (3) la rectification de l'arc décrit par le point p sur la courbe MM' dans le même inter- * vallc.
Veut-on préciser davantage? Tout se réduit à considérer le mouvement simultané de deux points qui décrivent eu même temps des segments rectilignes, l'un avec la vitesse constante (Ijc, l'autre avec la vitesse incessamment variable
(4) *-rf..VI+(c)*
Le premier de ces point? est la projection du point m sur 1 axe OX. Le second est le point p\ Tandis que le premier passe de l’abscisse quelconque x — a à l’abscisse n+ir et décrit ainsi la longueur sx , le second décrit une longueur égale à celle de l’arc a s compris entre les points de la courbe MM' qui correspondent respectivement aux deux abscisses « et a + sx. La vitesse de ce
second point dépend ù chaque instant de la position du premier,
c'est-à-dire de l'abscisse x qui détermine en même temps cette
du
position, et la valeur correspondante de la quantité — . On a d’ailleurs, en général,
.Soient a, C les angles que la tangente en m fait avec les axes OX, O Y ; la simple inspection du triangle inni'p donne immédiatement
.... dx . dy
(II) eus * = -— ) <«S% = -r-‘
«s ils
06. Supposons en second lieu que la ligne MM' soit rapportée à un système de coordonnées polaires, avant le point O pour pôle et la droite OX (mur axe. Supposons, en outre, qu’on prenne pour composantes orthogonales de la vitesse min', d’une part, la vitesse de glissement du point « sur le rayon vecteur Oui, d’autre part, la vitesse de circulation de ce même point autour du *■ pôle U. L’une de ces vitesses étant dr = mp, m'p, on a évidemment *
Fig. 10.
et l’autre, rds
(/s1 — dr* -4- r* </»’.
I>e là résulte
<*> *-*vMî) ’
et, par suite,
(3) . . . . AS- ASM 6S*',\/,t + [t)
Un ilcsignc ici |«ar $ l'angle que le rayon vecteur (lia fait avec l'ave OX.
La rceli lien lion s obtient iri, comme tout à I'Iipupp, en eonsnlérant deux points qui décrivent simultanément des segments rectilignes, l’un avec la vitesse constante do, l’autre avec la vitesse incessamment variable
sur la droite à décrire par le premier point on fixe une origine correspondante à 0 — o. Cela posé, tandis qu'il passe de la position o' à la position o' \o et qu’il décrit ainsi la longueur as, le second point décrit une longueur égale à celle de l’arc as compris entre les points de la courbe MM' qui correspondent respectivement aux deux nngles 6' et 6' -t- La vitesse de ce second point dépend à. chaque instant de la position du premier, c’està-dire, de l’angle * qui détermine en même temps cette position et la valeur correspondante de la quantité r* -t- On a d’ailleurs, en général,
Soient *, et y les angles que la tangente en m fait avec l’axe OX et le rayon vecteur O m, on a
. , ' rdo
tg (* — o) = tg . r== ~ir •
cl, par suite,
do
i. = 9 •+• arc tg r. — dr
(i7. Soit On jh un triangle limité par «leux droites fixes 0«, am Fiij. II. et par une droite O ni mobile autour du point O.
I' étant la surface du triangle On»», h la perpendienlaire abaissée du ]>oint O sur la base ma, cl x cette base, on a généralement
hx
Représentons par mm' la xilcssc x ou ilx du point m et aehevons le triangle mm'm" dont les rôles mm", m'm" sont respectivement dirigés, l'un perpendiculairement, l'autre parallèlement à la droite Om. Si nous tirons les droites Om’, 0/m", il est visible que les triangles Omm', O mm" sont équivalents, puisqu’ils ont meme base Om, et leurs sommets m', m" situés sur une même droite parallèle à cette base. De là résulte en premier lieu la déduction suivante :
La différentielle dll ayant pour expression numérique le produit— on peut la représenter indifféremment par l'aire de l’un ou l’autre des deux triangles Omm', Omm".
Prenons pour expression de la différentielle dû l’aire du triangle Omm", et observons que dans re triangle la base mm" est la vitesse de circulation communiquée au point m par la rotation de la droite Om autour du point O.
Soit 06n un second triangle limité comme le premier, avec cette seule différence que la droite ont soit remplacée par la droite 6m : un" étant la vitesse de circulation communiquée au point a par la rotation de la droite Om autour du point 0, son extrémité n" aboutit nécessairement à la droite Om"; et la différentielle de l’aire 06m est représentée parle triangle Omm" en même temps et de la meme manière que celle de l’aire 0 atn est représentée par le triangle Omm".
Concluons qu’en désignant par A l’aire du quadrilatère amnl> on a, pour expression de la différentielle d\, l’aire du trapèze mm"n"n.
Ce résultat est indépendant des directions suivies pafr les points m et n à l’origine de leur déplacement simultané. La conséquence est qu’il subsiste en général et qu’il s’étend ainsi de lui-méme au cas où les droites am, In seraient remplacées par des lignes quelconques situées dans un même plan et passant, l'iiue par le point
m, l'autre par le point n. Voici (railleurs l’énoncé qu'il fournit, sous forme de théorème :
La différentielle de l’aire engendrée par segment de droite gui se meut dans un plan entre deux lignes quelconques est égale au produit de re segment jnir la vitesse de circulation de son point milieu.
Cet énoncé général comprend le cas particulier où la droite mobile se meut par translation. On peut d'ailleurs prendre ce cas à part, et le traiter directement ou par la réduction à l'absurde. Suivons de préférence ce second procédé qui offre l’avantage d’étre en même temps très-simple et d’une application générale A tous les cas analogues.
Soit z une ordonnée mobile dans un plan et limitée par deux Fig. It. droites fixes ab, cd. L’ordonnée z, représentée r /, par mn conserve par hypothèse une direction
^ ; constante; elle engendre ainsi l’aire trapézoïdale
umne. Soient A cette aire, et li une droite menée c1— ^ par le point «» parallèlement à cd.
"■ ~ ^ I, 'ordonnerez croit ou décroît selon qu’elle va
de gnuehe à droite ou de droite à gauche au sortir du lieu quelconque mn. Dans le premier cas, la différentielle d\ ne peut être inférieure à zù , û étant la vitesse de circulation commune iï tous les points de la droite mn. Elle est donc égale ou supérieure A ce produit. Supposa ns-la représentée par
Il en résulte évidemment que , dans le second cas , elle est représentée en grandeur par
(s — Ré-
cria posé, imaginons qu’après a\oir fait eroitre l’aire A d’une quantité quelconque aA, on la fasse décroître de cette même quantité, l'ordonnée s et la vitesse à repassant eu sens inverse par
( la* )
les mêmes valeurs. /, hypothèse ml mine implique la conséquence absurde exprimée par l’équation
aa - A*(S + ,) « a,/m;+ A“(= - ,),
et consistant , au point de vue des équivalents numériques , en ce que les longueurs décrites simultanément par deux points animés respectivement, l’un d’une vitesse plus grande (z >>) ri, l’autre d’une vitesse plus petite (z — *) ü , seraient égales entre elles. Concluons qu’on a nécessairement
et, par suite,
V— <>, i\\. — zi/.
Ce résultat subsiste indépendamment des directions suivies par les points m et n à l’origine de leur déplacement simultané. Il est donc tout à fait général et s’étend ainsi de lui-même au cas où le segment mn est intercepté entre deux ligues quelconques. Celle remarque suflit: elle montre que le théorème formulé ci-dessus s’applique à tous les cas possibles, la direction du segment uni pouvant être constante ou bien incessamment variable.
68. Considérons l'aire A engendrée par l’ordonnée y d’une courbe plane MN rapportée à deux axes O.X, OY. Soient mp cette ordonnée, * l’angle XOY, cl dx la vitesse du point p sur l’axe OX. La vitesse de circulation commune à tous les points de l’ordonnée y est évidemment dx. sin a. De là résulte , en général ,
dA = y . sin » . dx,
et . si les axes sont rectangulaires ,
(2) d\ — y . dx.
On n d’ailleurs, dans le premier cas,
(ô) sA = a.t . sin r . M*+iry,
pt, dans le second ,
(4) i A AxM’+i,y.
On voit par les formules (3) et (4) que l’aire comprise eglre une courbe plane, l'axe des abscisses et deux ordonnées quelconques, est équivalente à celle du parallélogramme ayant pour base I intervalle \x compris entre les ordonnées extrêmes , et pour coté adjacent l'ordonnée moyenne intermédiaire.
Supposons maintenant qu'il s'agisse d'une aire A engendrée pur le rayon vecteur d’une courbe plane rapportée à des coordonnées polaires. En désignant, comme ci-dessus, par r, le rayon vecteur, et par S, l’nngle compris entre ce rayon et l’axe, la vitesse de circulation du point milieu du rayon r est évidemment -j do. On a donc
(j) il A — — ih:
iJ
et, par suite.
(fi) aA = - ûS . A '' r .
On voit par la formule (fi) que Paire compris^ entre une courbe plane et deux rayons vecteurs est équivalente nu secteur circulaire que ces rayons comprennent entre eux et dont le rayon a pour carré la moyenne arithmétique des valeurs affectées par r' dans l’intervalle ao. On peut dire aussi qu elle équivaut nu rectangle ayant pour hauteur cette moyenne et pour base la moitié de l are qui mesure l’angle so dans le cercle aynnl l’unité pour rayon.
(.a substitution à des aires quelconques d’autres aires équivalentes et susceptibles d’être transformées directement en carrés constitue ce qu’on nomme, en général, la quadrature des aires.
fit). Au lieu de procéder comme nous l’avons fait, dans les deux numéros qui précèdent, il est plus simple d'emprunter le secours ■lu théorème suivant:
Lu différentielle d’une fonction ne change point , en général, de grandeur , mi ai* seulement de signe, lorsgue la différentielle de la variable chunge de signe sans changer de grandeur.
On pourrait croire, nu premier abord, que ee théorème, en quelque sorte évident , est toujours la conséquence immédiate et nécessaire de l’équalion fondamentale
dg — f'(x) . dx ;
ee serait aller trop loin. La dérivée f'(x) jk*uI prendre accidentellement deux déterminations différentes, selon qu’à partir de l'origine fixée par la valeur particulière attribuée à x, cette variable change en croissant ou en décroissant; c'est ainsi, par exemple, que si , sans cesser d'ètre continue, la fonction g f(x) représente le contour d'un polygone quelconque, la dérivée /’(x) affecte en général deux valeurs distinctes pour tous les sommets de ce polygone. Les points susceptibles de fournir ainsi des valeurs multiples sont nécessairement séparés les uns des autres par des intervalles plus ou moins grands. Ln discontinuité qui se manifeste en ees points n’est que l’interruption accidentelle de la continuité qui subsiste en dehors.
Considérons l’équation générale
comme représentant une ligne s rapportée à deux axes coordonnés rectangulaires et décrite par un point mobile n-
Le rapport des vitesses dg et dx, égal à la dérivée f{x) n'est autre chose que la tangente de l’angle que la directrice du points fait avec l'axe des x. Il peut arriver pour certaines positions du point n que lu directrice change brusquement de direction. Il est évidemment absurde et impossible qu'il en soit ainsi constamment sur une étendue quelconque de la ligne décrite. Il faut donc nécessairement que ectle direction soit, en général, constante ou bien continûment \ariable. Dans un cas, comme dans l’autre, la directrice n affet le jamais pour une même position du point n qu’une
seule et même détermination applicable à In fois aux deux sons suivant lesquels le point n peut se mouvoir dans la description de la ligne s. il s’ensuit que la dérivée f'(x) ne comporte, en général, pour chaque valeur de x qu’une seule et même valeur, indépendante du sens dans lequel s’effectue la génération que l’on considère. De là résulte comme conséquence le théorème formulé ci-dessus. Voici, d’ailleurs, les solutions très-directes et trèssimples fournies par ce théorème pour les cas traités précédemment. Elles sont un exemple des ressources qu’il offre dans les différents cas d'application.
Soit U l'aire engendrée par le rayon vecteur Oui qui tourne autour du point O et dont l’extrémité se meut sur la ligne amb.
Du point O comme centre, avec le rayon Orn = r, décrivons l’are de cercle cme. Si le point »i se déplaçait en restant sur cet are, on aurait évidemment
if = - AO,
et par conséquent aussi
(I) rfU ’ = -dt.
Cela posé, lorsque le point m sort du lieu qu’il occupe en restant sur la ligne amb, selon qu’il va de m vers b ou de m vers a, il est visible que la différentielle dû ne peut être, ni moindre dans le premier cas, ni plus grande dans le second, que la quantité ^ do. Or, en général, elle a même valeur absolue dans chacun de ces deux cas. Il faut donc nécessairement qu elle soit égale à ~ do. On voit ainsi que l’équation (1), établie d'abord dans l’hypothèse r = cons,‘, subsiste, en général, pour le cas où le rayon vecteur O»» varie incessamment.
Désignons par r’ la partie du rayon vecteur Oui limitée à la ligne
Fig. 14.
u'm'h' et par lT' l’airr qn’engendre U* segment r'. On a , eomme tout à l’heure,
(2) dl’ = — de.
De lit résulte, en désignant par A l’aire engendrée par le segment >«»«',
(3fc' . . . tl\ «= d*>.= (r — »■') dh.
L’équation (3) a pour traduction l’énoncé suivant, déjà formulé n" (i7, page 183 :
/.a différentielle de Cuire engendrée pur un segment de droite gui se meut dans un plan entre deux lignes quelconques est égale un produit de ce segment pur lu vitesse de circulation de son point milieu.
<>t énoncé u’csl pus restreint au cas où la droite mobile se meut en changeant de direction, et par conséquent en tournant autour de son centre instantané de circulation *; il s’étend de luiuicmc au cas particulier où cette droite se déplace en conservant une direction constante. On peut d ailleurs procéder, pour ce cas et pour tous les cas analogues, en suivant toujours la même marche.
Soit A l'aire engendrée par le segment mn supposé mobile dans /•V;/ un plan, et compris entre la droite cd et la ligne
^ amb. Par le point m menons la droite hui parallèle à cd et désignons par g le segment mn, par
a ^ 1 « l’angle constanl mnd, par x la distance eu.
Si le point m restait sur la droite //, on aurait c et évidemment
■s A = g . 4:r . sin r,
La substitution du centre instantané de circulation au centre iuslautané de rotation n'a d'autre effet que de supprimer le glissement de la droite mobile sur elle-même. La suppression de ce glissement n'altère en rien l'étendue décrite par le segment que l'on considère.
( la» )
cl, pur conséquent aussi,
il\ = ydx . si» «.
Cela posé, puisque le point in sort du lieu qu'il occupe en restant sur la ligne amb, selon qu’il vu de m vers b ou de m vers a, il est visible que la différentielle d A ne peut être moindre , dans le premier cas, ni plus grande, dans le second, que la quanlilé ydx sin x. Or, en général, elle a même valeur absolue dans chacun de ces deux cas. Il faut donc nécessairement que l’on ait, en général,
(!) d\ = ydx . siu «,
lu quantité y n’étant plus assujettie à demeurer constante comme elle l'était dans l'hypothèse où nous avons d'abord raisonné.
l’artaul delà , il est aisé de voir comment l'équation (!) est directeinent applicable au cas où l’on remplacerait la droite cd par une rourlte quelconque située dans le plan de la ligne amb.
70. Montrons, par quelques exemples, comment, en certains cas, la quadrature des aires planes et la reclilication des fourbes peuvent s’effectuer sans autre secours que celui des notions précédemment acquises.
Supposons , en premier lieu , que lu courbe .MX du n* 08 , page 18!, étant représentée par une équation de la forme
'J = ’rW.
la fonction -,(x) soit la dérivée d’une fonction connue f(x) , de telle façon que l’on ait
De là résulte
f (* ■+■ xx) — f(x) = jx.M ;rl7''(x), et, par conséquent,
aA = axMI r %(x) = /(x -+- ix) — /(x).
( HW )
L'hypothèse que nous venons de faire sc réalise (ouïes les fois que la fonction -r(x) est la dérivée d une fonction élémentaire. De là une série d'applications dont il suffit d’indiquer les suivantes.
La dérivée de la fonction — - étant, en général, xm, il s’ensuit que dans le cas d'une courbe MÎS représentée par l'équation
il vient immédiatement
aA = axM^
+ àx (x + j*),+i — x"
Soit m positif. La quadrature prise entre les limites o et x donne
aA =
XI
Désignons par X la valeur x -+■ ax et par Y la valeur correspondante (x va: P; l'équation (1) se réduit à la forme trèssimple*’
XV — xij ni + I
Lorsque m est négatif et égal à I , la formule (I) tombe en défaut. Cela tient à ce que ee n’est plus nue fonction algébrique, mais bien la fonction logarithmique Lx, quia pour dérivée-- Kn ce cas on a , d'une part,
et, d autre part,
axM
Les dérivées des fonctions sin x et e‘ étant respectivement
cos x et e*, il s'ensuit que dans le cas d’une courbe MN représentée par l’une ou l’autre des deux équations
<J — sin x , </ = «'•
On a, pour le premier cas,
a A = sin (r •+- \x) — sin x, et, pour le second ,
71. Supposons, en second lieu, que la courbe MN soit définie géométriquement. Il est alors des cas où la solution peut s'obtenir d’une manière directe et très-simple.
Considérons d'abord la ligne MN comme étant une eycloïde, c’est-à-dire la courbe engendrée par un point d’un cercle qui roule sans gl&ser sur une droite fixe.
Soient amb une position quelconque du cercle roulant; LP la droite sur laquelle ce cercle roule sans glisser; ab le diamètre aboutissant au point de contact a; QH une parallèle à la droite LP passant par le point b.
Le point décrivant étant par hypothèse en ni, sa vitesse actuelle résulte de la rotation qui s’établit autour du centre instantané a. Il s’ensuit qu’elle est dirigée suivant mb et qu’on peut prendre ce segment pour la représenter en direction , sens et grandeur. Du
point mi abaissons deux perpendiculaires, l’une y == tnp sur la droite QR, l'autre x= mq sur le diumetre ab. La première décrit l’aire A comprise entre la eycloïde et la droite QR, la seconde décrit en même temps le demicercle amb, représenté par B.
Cela posé, il est visible que les composantes de la vitesse mb, respectivement pcrpendiculaircsaux droites ub, QR, sont l’une mq , l’autre mp.
i-'nj. m.
( If-' }
Ou a donc, en meme temps,
d,V = y . mq — mp . mq, tlti — .v . mp — mq . mp.
De là résulte
et, eu égard à légalité constante de ces deux vitesses Simultanées,
\A = aB.
Ou voit ainsi qu’en désignant par m, ni deux points de la cycloïdc, et par p,p', q, q' les projections de ces points sur les droites QR et ub, il y a toujours équivalence entre l’aire nim'p'p et la portion du dcini-ccrcle amb qui se trouve interceptée par les droites mq, m'q'.
S'agit-il de l’aire totale comprise entre la eyeloîde et fh droite LP pour une révolution tout entière du cercle roulant? Le rectangle construit sur le développement de ce cercle pris pour base , et sur le diamètre ub = 2r pris pour hauteur, a pour surface 4rr /•’. Il faut d’ailleurs en soustraire la surface du cercle amb égale à 11 reste donc pour l'aire cherchée 5 m*, c’est-à-dire trois fois celle du cercle roulant.
Sans rien changera ce qui précède , représentons-nous le cercle amb comme demeurant fixe, tandis que le point m décrit la cycloïdc cl sort de sa position nclucllc avec la vitesse mb.
Le point m entraînant par hypothèse la droite mq, soit /u le point où cette droite coupe la demi circonférence amb. Les points m et u sont actuellement en m: dans leur mouvement simultané l'un décrit la eyeloîde, l’autre la dcmi-cireonférencc amb; tous deux d’ailleurs restent sur la droite mq qui se meut avec le point m, sans changer de. direction. 11 suit de laque 1a vitesse du point /u se projette sur ub comme celle du point m , c’est-à-dire en qb. Tirons le rayon cm et, du point b, abaissons sur cm la perpendiculaire bc, qui coupe eu t la droite mq. Dirigée suivant 1a tangente en m au cercle amb, la vitesse du point n est parallèle à bc. Nous
savons, en outre, que sa projection sur ba est égaie à qb. Concluons que cette vitesse est représentée par ib. Cela posé, considérons le point p comme glissant sur la corde mb, tandis que celle corde tourne autour du point 6. La perpendiculaire abaissée du point i sur bm étant in, la vitesse de glissement du point u sur mb est nb. Mais, d'un autre côté, le triangle mcb est isocèle; et les droites mq, be sont respectivement perpendiculaires, l’une au rayon cb, l’autre au rayon cm. On voit donc que le point n est le milieu de la corde mb et que la vitesse de glissement du point u sur mb est précisément la moitié (le la vitesse du point in sur lu eyeloïdc.
Soit ni" le point où la droite mq' vient couper la demi-circonférence amb. On voit, par ce qui précède , que l'arc cycloïdal în'm « , pour longueur rectifiée, le double excès de (u corde m"b, sur la corde mb. On déduit aisément de là que la cycloïdc a pour dcuiilongueur 4 r, cl 8 r pour longueur totale.
Au lieu de procéder, comme nous venons de le faire, en ce qui concerne la rectification de la cycloïdc, on peut poser
ds — mb — V in/, dg — bq = ij.
ds = V ir . y *. y*=\/ir. y * .dy et par suite, la rectification étant faite entre les limites y — o,
â* = bq . V ir . M * y 1 — i V^ïry = imb *.
La formule (I) du a° 70, page 100 donne, eu general,
Ou la résulté, l>our /«= — -,
M„ y 4 = if/ *•
Fig. Fi.
Les résultats auxquels nous sommes parvenus pour leensoù la ligne .MN est une eycloïde peuvent se résumer d’une manière très-simple.
Soit b le sommet, ou ce qui revient hu même, le point milieu delà eycloïde. Traçons le eerele roulant dans la position où le point décrivant se trouve en
/? — — — b, et menons parée point la tangente
bQ cl le diamètre bn.
Cela posé, Ht étant un point quelconque de la eycloïde, si de ce point on abaisse deux perpendiculaires mp, mq sur les droites l>Q, lut et qu'on désigne par m* le point où la droite mq vient couper le demi-cercle am'n'b, on a les énoncés suivants :
L'aire pbnm est équivalente à l'aire bn'm'q.
L'arc bnm est égal en longueur au double de la corde bm\
72. Prenons pour ligne MN la courbe connue sous le nom de Limaçon de Pascal.
Soient c le centre d’un cercle au rayon rO ;
Fig. 18.
a,k un point quelconque de la circonférence de ce eerele, lim la tangente en ce point, m le pied de la perpendiculaire altaisséc du point O sur la tangente àm. La courbe, dont il s’agit, est le ;:-'f lieu des points m.
Prenons, pour pôle, le point O, ' et pour axe, le prolongement du rayon cO. Traçons deux circonférences de cercle, l’une ayant K) pour diamètre, l’autre ayant son centre en O et cO pour rayon. Soient n et ;< les points où le prolongement du rayon vecteur hiO vient couper ces deux circonférences. Par le point c élevons sur rO une perpendiculaire cB.
Le ravon vecteur m O étant représenté par r, et l’angle müb pars, l’équation polaire du limaçon est très-simplement
r — mu — Oh=«(I cos S) = 2m sin! ~ ■
On a d’ailleurs, pour la quadrature, conformément h la formule (;i) du n ' f>8, page I8!j,
(/A = — fl h,
et, pour la rectification, conformement à la formule (2) du n* fifi, page 1 80 ,
*-*.Y/hh.(£)’
L’équation (I) donne
fj (j
r* — 4a* sin‘ - = 4u* sin* «* sin* o.
Tirons les droites pli, pc, en. Les angles r<)p, cbp sont resperlivement égaux, l’un à 9, l'autre à -. De là résulte, d'almrd,
rp = 2« sin — » c« = « sin 9 , puis, substituant,
<lk = - ( rp — c« ) du.
Observons ici que les angles Brp, Br« sont respectivement égaux, l'un à - , l’autre à 9. Si donc il s’agissait des aires décrites par les rayons vecteurs rp, en (le point r étant pris pour pèle et la droite rB pour axe) on aurait en désignant ces aires l’une par A', l’autre pur A”,
, I — 5 ilu , en dA ==Sr}J ~À' UA —— • du.
La conséquence évidente est que l’on peut écrire il A = 2 dX — il . A",
Pt , par suite ,
aA = 2 aA' — aA".
Parlons de 8 — o. I/aiee du limaçon comprise entre le rayon v eeleur Ont et l’are qu'il sous-tend , est égale à deux fois le segment circulaire intercepté par la corde rp dans le cercle cpb, moins une fois le segment circulaire intercepte par la corde en dans le cercle rnO.
Allons de 0 o à’ 9 = n. On a ru' pour le douille du premier . segment et — pour le second. Il s’ensuit que l'aire totale comprise entre le limaçon et son axe 00' est égale à 3 — -, c’est-à-dire, à trois fois la surface du cercle c«0. L’aire correspondante du demi-cercle O/iO' étant 2-^-, on voit que l’aire comprise entre le limaçon et le contour de ce demi-cercle est précisément égale à la surface du cercle c/iO.
On a généralement, ainsi qu'il est aisé de le voir sur la figure,
9 — sin 9
20 — si il 2o
Il vient donc, en substituant
— sin 9
sin 29 ___
S agit-il maintenant de la rectification? On a
r1 -+- ^ ^ j = 2h’ (1 — cos 8) = 4«’ sin’ - •
De là résulte
ds = 2n sin - . d 9.
O» a d’ailleurs, en désignant par z l’excès du diamètre cl> sur la rordc bp.
z =■■ in | \ — eos — | :
et, piy suite,
ilz
Il vient donc aussi,
a sin - • tl'i.
dx = 2»/r,
et. conséquemment.
AS
Concluons que l’arc Oem a jrnur longueur rectifiée le double excès du diamètre in sur la corde bp. Cela revient à dire que l’are de limaçon compris entre le point O' et le point m est égal en longueur au double de cette corde. Il s’ensuit que le développement total de l’are Ow/O' a lu pour longueur.
I.es résultats obtenus successivement, en ce’qui concerne 1a cycloïde et le limaçon de Pascal , offrent une analogie remarquable. Nous verrons plus loin, ainsi que nous l’avons déjà signalé dans un travail purement géométrique *, que l'analogie s’étend jusqu'aux développées de ces courbes.
Ou observera qu’en désignant par n' le point où la droite ch vient couper la circonférence du cercle r«0, Ton peut substituer les cordes n' O, O II, Oh uux cordes en, cp, bp, et s'en tenir au tracé des deux circonférences O'/iO, cm' O, pour figurer cl exprimer les solutions précédentes. La droite ch, parallèle au rayon vecteur O /m, suflit pour déterminer les deux points n’ et h. Le reste est d’ailleurs très-facile. S’agit-il, par exemple, de l’are O’w ?.On voit qu'il a pour longueur rectifiée le dotdde «le la corde 07».
* Voir 1rs lltillelinx <lc l'Académie rnt/ale de Behjiipie, 2mr «‘rie, Ionie V, n” (!.
La rectification de l’arc O'w s'obtient directement rie In manière suivante :
Lorsque le point m sort du lieu qp’il oeeupe, c'est en restant sur les droites O m, hm qui sont rectangulaires et qui tournent avec une même vitesse angulaire, l'une autour du point O, l'autre autour du point. A. Prenons cette vitesse angulaire égale a l'unité. Il s'ensuit que la vitesse actuelle du point m a pour composantes orthogonales deux vitesses représentées en grandeur, l'une par O»», l'autre par hm, et qu’en conséquence elle-même est représentée en grandeur par l’hypoténuse Oh. Mais, d’un autre côté, la vitesse du point h (lorsqu'on la- fait tourner d'un angle droit) se trouve représentée en direction, sens et grandeur, par le rayon ch. Si donc on nbnisse du point csur la corde O'Ii une perpendiculaire cy, il est visible que la vitesse de glissement du point h sur la corde O'h est représentée eir grandeur par ry *. Cela posé, la vitesse ry est évidemment moitié de la vitesse Oh. De là donc résulte immédiatement l'énoncé formulé ci-dessus.
La quadrature de l'aire lime O comprise entre la tangente hm , l’arc de limaçon meO et l’arc de cercle Oh s’obtient plus simplement encore que la rectification de l’arc O'm. Il suffit d'observer que le segment km reste toujours égal et parallèle au segment eu. La conséquence évidente est qu’il y a constamment équivalence entre l’aire lime 0 et le segment sous-tendu dans le cercle O/ic par la corde en. Celte déduction s’accorde avec la mesure trouvée plus haut pour l'aire du limaçon.
* Le |»oiiil h peut être considéré comme glissant sur la corde 07/. en même temps que cette corde tourne autour du point 0'.
CHAPITRE IV
THfcOltIK GÉNÉRALE DK I.'OSCILATION DES COURBES PLANES.
De lu courbure proprement dite.
CERCLE OSCULATEIR. — DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES.
75. Soit S une courbe plune ; n un point nsstijct I i à décrire la rourlic S; m le lieu du poinl u à l'instant que l'on considère.
La ligue S étant courbe, il s’ensuit que, dans la description de celte ligue, le glissement du point u sur sa directrice est aocompagné eu générol d’une rotation de cette droite autour du point y. De là résulte la courbure : elle est d’autant plus prononcée que la vitesse angulaire de la directrice est plus gronde pour une rnéinc vitesse linéaire du |M>int décrivant. Lorsqu’un rapport constant subsiste entre ees deux vitesses simultanées, la courbure demeure invariable et réciproquement. Ce cas se présente toutes les fois que lu ligne S est une circonférence de cercle. En dehors de ce eas , le rapport qui s’établit, pour chaque position du point fi, entre la vitesse angulaire de la directrice de ce point et sa propre vitesse, varie incessamment. Considérons la valeur affectée par ce rapport à l’instant précis où le point /u. sort du lieu »n , et représentonsnous In circonférence de cercle qui se substitue à la ligne S, liant l'hypothèse où cette valeur persiste sans changement ultérieur. La courbure de la ligne S nu point m n’est nuire chose que la courbure uniforme présentée par cette circonférence en chacun de ses points : elle se manifeste en cessant de varier : elle devient sensible , en meme temps f/u'elle est rendue permanente.
De là i'('‘sulle la ilrliiiilion suivante ;
La courbure en un point d’une courbe a pour mesure le rapport qui s’établit , au sortir de ce point, entre la vitesse angulaire de In directrice et la vitesse du point décrivant.
On peut ajouter :
Lite a, pour type sensible , la courbure du cercle où ce même rapport subsiste invariablement.
Précisons davantage
Soit v la vitesse du point n au sortir du lien m, et w la vitesse angulaire simultanée de la directrice.
Considérons In droite mn, normale en ni à la courbe s, et supfiij. 19. .posons qu'enirninco par le point décrivant, elle glisse
i avec ce point le long de la directrice en lui ress tant perpendiculaire. Il est visible qu’en se déplaçant ainsi, la normale mn sort du lieu qu’elle occupe dans les conditions suivantes :
I" Elle glisse tout entière avec la vitesse v rendue commune à tous scs points.
2" Elle tourne autour du point »t avec In vitesse te.
On sait d’ailleurs que lu vitesse v est dirigée suivant la droite ml, tangente en m à la ligne s.
De là résultent pour le point qurlronqnc o situé sur la normale «i/i à la distance nio du point décrivant deux vitesses actuelles et simultanées, l’une égale à v, l’autre nu produit wio.tr. Ces deux vitesses ont une seule et mémo direction perpendiculaire à la normale. Elles sont d’ailleurs de même sens, ou de sens contraire, selon que l are décrit, à partir du lieu m, commence par être convexe ou concave du côté du point o, c’est-à-dire, suivant qu’il se projette d’abord sur b* prolongement du segment uni, ou sur ce segment. Supposons le point o pris du côté «le la concavité. Dans celte hypothèse, la vitesse du point o est représentée en grandeur par la différence
r — rno . tr.
Considérons, on particulier, In position que prend le point o, lorsque sa distnnee nu point m est déterminée par l'équntion de eondition ,
ntn — — •
En ee ens, on a évidemment
t> — RIO . V — O.
De là résultent les conséqnenees suivantes :
1° Lorsque le point décrirant entraîne arec lui lu normale à lu ligne décrite , il est un point de lu normale dont la vitesse est nulle. Ce point est situé du côté de la concavité, à une distance du point décrivant exprimée, pour chaque, position de la normale, par la valeur correspondante du rapport—,
2" Deux cas sont possibles selon que le rapport ^ demeure invariable sur la courbe décrite, ou qu'au contraire il varie incessamment d’un point à un autre.
Dans le premier cas, le point de la normale dont la vitesse est nulle reste toujours le même. Il s’ensuit qu'il est fixe et que la ligne décrite en est équidistante. Cette ligne est donc une circonférence de cercle ayant son centre en ce point.
Dans le second cas , le point de la normale dont la vitesse est nulle est le centre du cercle qui se substituerait à la courbe décrite si, sans rien changer d’ailleurs, l’on conservait au rapport-^- la valeur qu’il affecte à l’instant que l’on considère. Ce cercle prend par rapporta la courbe le nom de-c ebci.b oscui.atei'r. Son rayon est dit hayon de cottRMRE. Un désignant par o ce rayon, on a généralement ,
tr
T.i. Soit m une position queleonque «lu point g ; o le rentre de
courbure qui correspond à celle position; ■/ un point mobile assujelti à glisser sur la normale de manière il coïncider toujours avec le centre o du cercle osculateur.
Le rayon o étant , par hypothèse, incessamment variable , il s’ensuit que, dans le passage d'une position quelconque de la normale aux positions suivantes, le point u' s'écarte ou se rapproche du point u‘ en glissant sur la normale. avec une certaine vitesse. Soit ii cette vitesse; elle est déterminée par la variation correspondante du rapport —, c’est-à-dire pur le degré de. rapidité avec laquelle ce rapport augmente ou diminue. Il est \isible d’ailleurs qu’elle constitue à elle seule la vitesse totale du point M'- Affectons à la courbe donnée S le nom de développante et au lieu géométrique de ses centres de courbure celui de développée. Les considérations qui précèdent ont, pour conséquences immédiates, les déductions suivantes :
I" Pendant que le. point n décrit la développante aver la vitesse v, le point u’ décrit lu développée avec la vitesse
(r \ t vdv — vdic
?r / te*
2U Dans la description de la développée le point u' qlisse sur la normale uvec la vitesse u, et, en même temps, lu normale tourne uutour de ce point avec la vitesse w.
3“ Toute normale « la développante est tangente à la développée , et réciproquement toute tangente d la développée est normale à la développante.
4" Dans le passage d'une position « une autre la normale à la développante s'applique sur la développée par voie d'enroulement continu
* Le | K>i u I ,u est le |>oint qui décrit la ligne S II est supposé lixe sur la normale qu’il entraîne avec lui.
** Kii désignant par s' l’arc de la développer . on a évidemment ils' = ri'.,
A»' — ip.
.’»* L'are île développée, compris entre deux rayon» de courbure, de lu développante , a pour longueur rectifiée la différence de res mêmes rayons.
ti" Le rayon de courbure de la développée est représenté, pour le point o, par le rapport - , en même temps que celui de la développante l’est, pour le point iii, par le rapport — .
7° Lorsque les vitesses u et w varient dans un rapport constant, la développée est une circonférence de cercle et réciproquement.
8" Les développantes de cercle sont les seules lignes pour lesquelles les vitesses u et w conservent entre elles un rapport invariable.
La théorie, qui fournit d’elle même ces déduet ions si simples et si directes, suflit, ainsi qu’on vu le voir, ù toutes les applications.
Détermination analytique du rayon de courbure, du centre du rerrle oscillateur et de la développée.
7(i. Soit
l'équation de la ligne S *, dans un système d’axes coordonnes rectangulaires.
Désignons par x , y, les coordonnées du point ni, el para l'angle que la tourhantc en ce point fait avec l’axe des x.
Le rayon de courbure ayant pour expression générale
* Si résiliation do la ligne S était donnée sous la forme K(x, y) — o.
mi en déduirait aisément les valeurs des dérivées f'{x) et f"(x) qui figurent dans les formules suivantes.
cYsl-à -dire le rapport de l.i vitesse du point décrivant à la vitesse angulaire de la diree trier, l'équation (3) revient il
dx
On a, d’ailleurs,
et, par suite,
i are tg f'(x),
rv)
de.
De là résulte, en substituant cette valeur à dv, et en remplaçant du par de V I -4- f (x)‘,
[I -4- f(xf Y
En général, on désigne, par;), la dérivée première /'(x), et par 7, la dérivée .seconde /"(■>)■ L’équation (t) peut ainsi s’écrire sous celte autre forme
Lorsque la variable .r est prise pour variable indépendante et assujettie à croit re ou décroître avec uniformité, il est permis de substituer à y le rapport de la différentielle iPy au carré de la différentielle dx. S’il en est autrement et qu’on veuille exprimer le rayon de courbure en fonction des différentielles correspondantes , ou le peut, soit au moyen des formules établies au n° 38 de la deuxième partie(pagc loti). soit en procédant comme il suit : On a , généralement,
dy
« = are tg — • dx
Il vient doue
On n, d 'ailleurs, De là résulte
ilx tfxtPy — di/d*x
f/x1 -+• rfy* — du'.
‘ rfa dxtPy — rfyrf*x
77. Considérons le cas des coordonnées polaires. Les ronnulcs du n° OC, page 180, donnent d'abord
De lu résulte, en général,
et, pour le eus particulier où lu variable u croit ou dérroit uniformément, la vitesse angulaire dh étant supposée constante,
78. Pinçons -nous de nouveau dans les conditions du n* 76. L’équation de la normale au point m est , ainsi qu'on l a vu au iï’So, page 134,
(I) (/ — x)<lx -4- (u — y)dy = o.
Lorsque le point n sort du lieu m en restant sur la ligne S, la normale tourne autour du centre de courbure comme s’il était fixe. Il s’ensuit que, si l'on considère les coordonnées générales I et u comme étant ccllesdu centre de courbure, et qu'on différencie l’équation (I) dans cette hypothèse , on doit regarder ces coordonnées comme constantes.
De là résulte , .
(2). . . . (t — x)<Fx -4- (u — y'jd* y ~ dx- -4- dy\.
Les équations (I) et (2) déterminent les coordonnées du centre de courbure. Elles donnent, pour l'abscisse de ce centre,
dy(dxi 4 dif)
dxd*y — dyd'x
et, pour l'ordonnée correspondante,
dx{dxi -4- dif)
dxiPy — dytPx
La valeur du rayon de courbure déduite de ces formules est
(:>). . u = v {( — xf 4- (« — y y --
( dx 1 -4- dif y
dxdly — dytPx
L'équation de la développée s’obtient, d'ailleurs, en éliminant les variables x et y entre l équation de la courbe et les équations (I) et (2).
Supposons qu’on prenne la variable x pour variable indépendante, et que l'on ait
Les équations (5) et (i) deviennent
cl i! suffit d'éliminer .c entre ces deux dernières équations pour obtenir l’équation de la développée.
Propriétés et caritclères distinctifs dit cercle oscillateur.
Fig. iO.
79. Soient ul, al', deux courbes passant par le |>oint a et av ant, en ce point, même tangente «X, même normale aY.
Soient u, a', deux points mobiles assujettis à partir en même temps du lieu « et à décrire simultanément, l’un In courbe al, l’autre la ~y~y~ 1 courbe al', tous deux avec une même vitesse
constante v.
On suppose les points l, l' assez rapprochés du pointu pour que dans la description des arcs al , al' les directrices des points n, p tournent toujours dans le même sens et que leur rotation totale soit inférieure à 90". .
Désignons par m, ni deux positions conjuguées des points /t,u’ et par a, à les angles dont les directrices ont tourné simultanément dans la description des arcs uni, uni'.
Les coordonnées du point m étant (x, y) et celles du point ni, (jc'y), on a, d’une part,
(I) dx — - » eos a,
dy =* r sin -/ ,
et, d’autre part ,
(2). . . . dx' — v cos *' , dij = v sin
Les équations (I) montrent que l'ordonnée y croit avec l’ab-
seissc x *. Supposons l’angle jc' toujours plus grand que l'angle a dans l'intervalle que l’on considère. La comparaison des équations (I) et (2) donne dx > dx' et en mèiue temps dg' >dy. Il s’ensuit que, dans la description simultanée des arcs ont, um' , la projection p' reste en arrière de la projection p, cl que néanmoins l’ordonnée m'p' l’emporte en grandeur sur l’ordonnée mp. On a donc np' < up cl m’p' > mp.
Soit h le point de l'arc um situe sur l’ordonnée m'p'. Le point p' étant en arrière du point p, un a
mp> np'.
Il vient donc, ù fortiori,
m'p'ynp.
De là résulte le théorème suivant :
Lorsque deux courbes ont en un point commun meme tangente, celle dont lu courbure , au sortir de ce point, est ou devient plus grande que la courbure de l'autre, s'écarte davantage de la tangente commune.
Ce théorème est en quelque sorte évident « priori. Si nous l’avons démontré , c’est uniquement afin de procéder toujours avec une entière rigueur.
80. Considérons une courbe S, et son cercle osculateur en un point quelconque m.
La courbure de la courbe S est, par hvpolhèsc, incessamment variable. Il s’ensuit qu’en général, elle est croissante d’un côté du point m et décroissante de l’autre côté. Du côté où la courbure augmente au sortir du point m , elle devient plus grande que celle
’ Ou a
dy a dx . tg x.
Il s ensuit que les vitesses ity et dx sont et restent de même signe pou i louio valeur de * comprise entre o et ~ ■
du cercle oscillateur : du côté où elle diminue elle devient plus petite. Dans le premier cas, la courbe S s’écarte plus que le eerclc oscillateur de In tangente commune; dans le second, elle s'en écarte moins. De là résulte immédiatement celle première déduction :
En général le cercle oscillateur coupe la courbe au point d'osculation.
S’agit-il d'uu autre cercle ayant son centre sur lu normale du côté de la concavité et touchant la courbe S au point m ? Selon que ce cercle est moindre on plus grand que le cercle osculaleur, sa courbure, au sortir du point ni , est, en même temps et des deux côtés à la fois, plus grande ou plus petite que celle de la courbe S. Dans le premier cas, il s’écarte plus que lu courbe S de la tangente commune, en deçà comme au delà du point m. Dans le second cas, c’est précisément l’inverse. De là résulte, en conséquence, celte deuxième déduction :
Le cercle osculaleur est la limite séparative îles cercles qui touchent la courbe au point d'osculation , les uns intérieurement, les autres extérieurement.
Observons que les cercles qui touchent lu courbe S au point ni, les uns intérieurement, les autres extérieurement, touchent en même temps et de la même manière le cercle oscillateur. Il n’est donc aucun de ces cercles qui puisse passer entre le cercle oscillateur cl la courbe S. De là résulte cette troisième déduction :
Le cercle osculaleur est parmi tous les cercles menés par le point d'osculation celui qui se rapproche le plus (le la courbe dans le voisinage de ce point.
Remarque sur les courbes oseululrices.
80“* Lorsque deux courbes S, S' ont en un point commun même direction * et môme courbure, celle qui s’écarte le plus de la tangente commune, au sortir du point d'osculation, ne s’en écarte pas autant que toute autre courbe ayant même tangente et une courbure plus grande; celle qui s’en écarte le moins, s’en écarte plus que toute autre eourlte ayant même tangente et une courbure plus petite. De là résulte évidemment la conséquence suivante :
Entre (leux courbes qui ont , en un point commun, meme direction et même courbure , on tien peut faire passer aucune de courbure plus grande ou plus petite.
La courbure supposée la même au point d’osculation des deux courbes S, S' est, en général, pour chacuncdc ces courbes croissante d’un côté et décroissante de l’autre. Si d'un côté la courbure de la courbe S devient d'abord plus grande que celle de lu courbe S’, l'inverse a lieu de l’autre côté. 11 suit de là que ces courbes se c/tu peut au point d'osculation. Celte conséquence subsiste et» général. Elle est en défaut pour le eus particulier où les courbures, affectées par les courbes S, S' au point d’osculation, sont toutes deux des maximu ou des minium.
Indication générale des procédés à suivre pour lu détermination des centres et rayons de courbure des courbes planes.
81. Nous avons établi dans les numéros 7C, 77 et 78 les formules qui permettent de déterminer par le calcul les centres et rayons de courbure ainsi que les développées des courbes donl on a l’équa-
* On entend par direction d'une courbe en un point celle de la tangente en ce point , ou mieux encore celle de la directrice.
(ion, soit en coordonnées rectangulaires, soit en coordonnées polaires. L'emploi direct de ces formules constitue un procédé général , applicable a tous les cas et n’oirranl aucune diilieulté, si ce n'est, quelquefois, la longueur et la complication des calculs. C'est là, sans aucun doute, un avantage précieux. Toutefois il y a lieu d'observer que l’introduction d’un système de lignes auxquelles on rapporte celles que l’on considère, sans qu'il existe entre les unes et les autres aucun lien naturel , doit avoir très-souvent pour effet de présenter les propriétés les plus simples sous des formes complexes qui les voilent et les dissimulent. L’habitude du calcul, les artifices qu elle suggère, remédient plus ou moins à cet inconvénient, mais il faut pour cela quelque effort d'invention. Que cet effort, du moment où il devient nécessaire, s’applique à des transformations analytiques, ou à des recherches de géométrie pure, peu importe, s’il est le même de part et d'autre. Celte remarque suffit pour motiver, en certains cas, la combinaison des diverses ressources dont on dispose et l’abandon plus ou moins complet de la voie analytique pour la voie géométrique.
Le rayon de courbure est exprimé par le rapport de- lu vitesse du point décrivant à la vitesse angulaire simultanée de la directrice. On peut se donner arbitrairement l’une de ces deux vitesses, et dès lors tout se réduit à déterminer l’autre. De là résulte un procédé général, susceptible d’être appliqué de diverses façons pour toute courbe définie géométriquement.
Le centre de courbure est le point de la normale dont la vitesse est nulle à l’instant (pic l’on considère. Cela revient à dire qu'il se confond avec le centre instantané de rotation. C’est donc en commençant par tourner autour du centre de courbure que la normale sort du lieu qu’elle occupe. A ce point de vue, tout se ramène à déterminer les vitesses .de circulation de deux points de la normale. On .peut se donner la vitesse du point qui décrit la courbe; il ne reste plus qu’à chercher, pour un autre point quelconque de la normale, In vitesse simultanée qui correspond à celle du point décrivant. La droite qui joint les extrémités de ces deux vitesses va couper la normale au centre de courbure. Tel est le procédé très-simple qui réussit le mieux dans la plupart des cas, et que
l'on peut d'ailleurs appliquer, soit en s'eu tenant aux ressources offertes par la promet rie, soit en eombinant ees ressources avec celles que fournit l'analyse.
A pjdiiatioHS particulières.
1° Moellon* conique».
82. Reprenons l 'équation générale donnée pour les sections coniques au n" 57, page 156,
On en déduit
»/* ■+■ (x — a)* = è1 x *, il;/ n — (1 — r1) x
et
iix'
De là résulte
r*x . , . id -t- i f
I +p' = — {-> « — [» -e*]jr)-c* —
et par suite
(,)p=— ÿ rf? = e~ lt~‘
Ou sait, d’ailleurs, que la longueur de la normale désignée par N au n° 57, page 151), a pour expression
N = e 1/ x (2a — (I — c*) x) — cl/ «s -+- y5. On peut donc écrire aussi
Soit R le rayon de courbure qui correspond au sommet situé sur l’axe des r et pour lequel y = o; l'équation (l)donne
Il vient donc, en général, pour un point quelconque des trois sections coniques
Fig. il.
Procédons par voie géométrique, en poursuivant les déductions du n" 08, page 100.
La vitesse du point m suivant la courbe est représentée par mt,
en même temps que sa vitesse de glissement suivant le rayon vecteur fm est représentée par mf. On sait de plus qu’il existe un rapport constant entre les longueurs fn, fm, n étant le point où la normale en m vient couper la droite O f. Il s’ensuit que la vitesse du point n sur Of est représentée par fn. Par les points f et n menons deux droites, l’une fe parallèle à la normale mn, l’autre neh parallèle à la tangente mt.
Il est visible que le segment ne représente, par rapport à la normale mn, la vitesse de circulation du point n.
Les segments mt , ne pouvant être pris comme vitesses simultanées des points m et n de la normale, il suffit de tirer la droite te pour avoir en O', à la rencontre des droites te, mn, le centre de courbure qui correspond au point »t.
Si l’on prenait nh, au lieu de ne, pour vitesse de circulation du point n, il faudrait augmenter, dans le rapport de nh a ne, ou ce qui revient au même, de mh à mf chacune des deux vitesses mf, mt. La vitesse mf serait ainsi remplacée par mh et la vitesse mt par mt’, t' étant le point où la perpendiculaire * élevée en h
* On sait que les droites ft , fm sont rectangulaires.
sur mil virnt couper la tangente ml. Cria posé, l'on conclurait, connue tout à l'heure, que le rentre de courbure, cherché pour le point m, est en O', ?» In rencontre des droites t'h et mil.
Arrêtons-nous îi cette dernière déduction qui fournil, pour la construction des centres et rayons de courbure des sections coniques, le procédé suivant :
Tirer le rayon vecteur et la normale qui aboutissent au point in ilonné sur la courbe. Déterminer le point n où lu normale vient couper l'axe Of. Par ce point élever sur la normale une perpendiculaire et la prolonger jusqu’à su rencontre en h avec le rayon vecteur. Par le point h élever sur le rayon vecteur une perpendiculaire et la prolonger jusqu’à sa rencontre en O’ arec la normale. Le point O' ainsi déterminé est le centre de courbure qui correspond au point m.
Désignons par C l’angle foin, et rappelons-nous que la projection mi de la normale mit sur le rayon vecteur /in est une quantité constante, égale au produit c.u. Ou a,
mi = mil . eos S, mn — mh . cos S, mli = mO’. eos C.
En multipliant ces trois équations, membre ?i membre, on en déduit
mO’ = o
mi eos* -
c.a eos* 5
L’angle C étant évidemment nul lorsque le point m est pris sur l’axe Of, l’équation (’i) donne, comme ci-dessus,
11 vient donc aussi
cos’ C
L'équntioi
nu
cos C — — j mn
lorsqu’on y remplace mi par r.u, et nui par r. |/ «* -t- if *, donne
cos C ■
Vn% + y' et , par conséquent.
sin C ■
Il s’ensuit qu’il y a égalité constante entre l’angle C et l’angle p/O que fait avec l’axe OX la droite menée du point f à la projection du point m sur l’axe OY.
Celte propriété curieuse des sections coniques se reconnaît à la simple inspection de la ligure 4, page 1 56. En effet, l’angle fmn ou son égal fini ayant pour mesure la moitié de l’arc fin dans la eireonférencc circonscrite au quadrdatère /i»pO„il est visible qu’il ne diffère pas de l’angle fpm , ni, par conséquent, de son égal p/O.
Cela posé, si l’on désigne par y' l’ordonnée du point O', et que l’on considère les triangles semblables mqn, O'r/'n , on a
ÿ + ÿ' _ P y mn
eos1 C
’ C’est la valeur trouvée |(our la normale aux numéros 57 et 82 , paftes 15tt et 212.
” On a
et
cos C
De là résulte
( ‘iK-* )
ou, icrinii l rompt*1 des signe*:.
Celte relation très-simple, entre l'ordonnée d'un point qucleonque de la courbe et relie du centre de courbure qui correspond h ce point, peut s’énoncer comme il suit :
Dans les sections coniques, il existe un rapport constant entre le cube de l'ordonnée d'un point quelconque et l'ordonnée du centre de courbure qui correspond d ce point. Ce rapport est égal au carré du paramètre a.
Il est bien entendu que les ordonnées dont il s’agit sont prises par rapport Jt l’axe principal OX *.
84. Considérons l’ellipse rapportée à ses axes principaux. Si
* A une même valeur quelconque du paramètre a correspondent deux séries, l'une d'hyperboles, l’autre d’ellipses, et, entre ces deux séries, une parabole imermédiaire. On obtient ces lignes en attribuant successivement à c toutes les valeurs possibles à partir de zéro. Considérons un de ces systèmes. Les courbes qu'il comprend étant toutes coupées par une même droite parallèle à l’axe OX , les angles que les normales aux points d'intersection font avec les rayons vecteurs qui aboutissent aux mêmes points sont tous égaux entre eux. Les centres de courbure qui correspondent i ces mêmes points sont tous situés sur une seule et même droite parallèle it la première.
S’agit-il exclusivement d'une ellipse ou d’une hyperbole? L'angle que font entre eux les rayons vecteurs partant des foyers et aboutissant à un même point est divisé en deux moitiés par la normale. Il s’ensuit que cet angle, dans le cas de l'ellipse, et son supplément , dans le cas de l'hyperbole , sont res|>eetivemcnl égaux au double de l'angle p/Tl. En substituant ce dernier angle à l’angle des rayons vecteurs, on peut se rendre aisément compte des variations qu'ils subissent simultanément.
nous désignons par />' les demi axes et par e' l'excentricité l/ a’* — />'*, on trouve aisément
On a d'ailleurs, pour équation de la cnurlie,
et, pour ordonnée du centre de courbure point (x,y),
iT7 ‘
qui correspond
au
Soit x' l’abscisse de ce même centre. Eu égard à In symétrie *, on peut écrire immédiatement
Les équations (2) et (3) donnent »
Il X S
, ÿV ,
En substituant ces valeurs dans l’équation (I), on a, pour équation de la développée de l’ellipse,
(l>'y'T +• (fl'x')‘= c*.
Dons le cas de l'hyperbole, on a de même pour la développée, ((>'</)* — (®V)* = - c'*,
le signe de la quantité b'* étant changé.
L 'équation (1) étant composée symétriquement, d’une part en y cl li’, d’autre part en x et a , il est clair que si l’on procède, par voie de calcul, à la détermination des coordonnées y', x', elles ne peuvent différer que par la substitution des quantités x et a' à leurs correspondantes y et b'. .
Dans le en* de la para Inde, on a. comme ci-dessus ,
.v* = «lîA
et l’on trouve aisément, r étant égal à l’unité,
Ces deux valeurs substituées dans l’équation de la parabole i/s — "lux — o4,
donnent, pour équation correspondante de la développée,
«3 y'3 = - x' — II.
I« RouleUe».
«S.’i. Reprenons la cycloïdc définie au n" 7 1 . La tangente au point ni étant dirigée suivant In droite mh , on a d’après la figure Iti, page 191,
<lp _ l>Jf
ils ni q
De là résulte
et, par suite.
üüi.n'F,-!.,
On voit parla que dans la cycloïdc le rayon de courbure est égal en grandeur au double de la normale *.
‘ Suit O le rentre de courbure situé sur le prolongement île In normale ma,
fi
Considérons le cas général des courbes dites roulettes
Soient S et S deux lignes situées dans un même plan, l'une fixe, lautre mobile, celle-ci mutant sans glisser sur In première, et entraînant avec elle un point m situé dans son plan. Le lieu des positions que le point w occupe successivement est relui que nous désignons, en général, sous le nom de roulette.
Cela posé, plaçons-nous à un instant quelconque déterminé et nommons:
mi le lieu actuel du point qui décrit la roulette.
« le point de contact des lignes S, S’.
c,c les centres de courbure qui correspondent au point a sur la ligne S et sur la ligne S'.
1 irons 1a droite mr cl prolongcons-la jusqu’à sa rencontre eu e
Fig 2i. avec la perpendiculaire élevée en « sur um.
„ La vitesse «lu point « est dirigée suivant la tangente commune aux deux lignes S, S'. Repré- J sentons-lu par uh, h étant le point où la droite eh r menée par le point e parallèlement à uni vient
'V'I-' .:■/* couper celte tangente.
" ^ / * La droite c’c tourne autour du point c', comme \/ s’il était fixe*, et, par hypothèse, cette rotation
communique au point a la vitesse ah. il s'ensuit qu’eu désignant par u la vitesse de eircula-
i/ lion du point c autour du centre c', on a
. <■ e . ci)
( I ) u = ah . -7- = ah . — - i
c'a ne
à la distance nO=am. Prolongeons le rayon me jusqu'à sa rencontre en h avec la circonférence amb. I.es jioinls h et O sc trouvent sur une même droite /itt égale à îr et perpendiculaire à LP. Il s'ensuit que le lieu des points O s'obtient eu abaissant celui des points 7i de la quantité ir. Concluons que la développée de la cycioïdese compose de deux demi -cycloïdos identiques à la première et disposées par rap|>ort à celle-ci d'une façon qu’il est très-facile de reconnaître. (Voir lig. 10, page tilt )
Il suflil de substituer aux deux lignes S, S' leurs cercles oscillateurs pour reconnaître immédiatement l'exactitude de cet énoncé.
la droite qcp étant parallèle à ne et limitée à In rencontre de In droite c’e.
Les points m et e peuvent être considérés comme tournant tous deux à la fois autour du centre instantané «. Soit v la vitesse du point m. Elle est dirigée tout entière suivant la droite mn perpendiculaire en m au rayon vecteur am, et il existe, entre elle et la vitesse u, le même rapport qu’entre les longueurs mn, ne. On peut donc écrire—,
am
— = ab .
ar
ae
am
ar
Les triangles semblables abe9 acq donnent
et, pnr suite,
nb ae.
ne nq
nm
Le point n de In droite mn étant pris sur le prolongement de la droite ce, on a, comme on le voit aisément sur la figure,
am en mn
nq ep cp
Il vient donc aussi
v = mn.
Mais, d’un autre côté, la vitesse du point de la normale am qui coïncide actuellement avec le point a est représentée par la composante «e de la vitesse ab. Il s’ensuit que la droite c'en passe pnr les extrémités des vitesses qui animent en même temps les points»! et a de In normale nm. De là résulte In déduction suivante :
Le centre île courbure cherché pour le point m est situé en O « lu rencontre îles droites mn et e'e.
La droilc ma est donnée d'avance. Le point e se détermine en tirant la droite me et élevant en « une perpendiculaire sur uni. Cela fait, il ne reste plus qu'à joindre le point c' au point e par la droite c'e. La solution est, comme on le voit, très-simple et purement géométrique. Trnduisons-la en nombres.
Désignons par R, K’ les rayons de courbure uc, ac’ ; par r le rayon vecteur uni ; par S l'angle mue. Un a , d’après ce qui précède ,
h ~ u b . —— = uh c’a
et, en meme temps,
«ni
ac
On déduit de là
et posant (5) . .
il vient
mu = r. ah .
HR
r . uh
mu = — ■
On a d’ailleurs, d'après la ligure,
uni . mu
mu — <w
De là résulte, en substituant,
puis, remplaçant le rapport ~ par son égal — = eos C,
)' — lt cos C
Portons sur ac la longueur uu égale à h, cl telle que l’on ail
(M, = / = _kr_
Si I on désigne par i le pied de la perpendiculaire abaissée du point «' sur le rayon vecteur uni, on a,
h eos 6 — ai.
La formule ((>) peut, en conséquence , s’écrire sous la forme trèssimple
Si le centre de courbure c était situé par rapport au point ii du meme côté que le centre de courbure c, les formules (b), (7) cl (8) ne cesseraient pas d’étre applicables. Il faudrait seulement \ mettre — U' au lieu de -4- II'.
Sagit-il, en particulier, des épi< \ eloïdes proprement dites, les lignes S, S' étant des cercles, et le point générateur étant pris sur la circonférence du cercle mobile? En désignant par ni le rapport du rayon R' au rayon R et remplaçant R' par mit, il \icnl
III 4- I
On a, d ailleurs, cl évidemment,
R eos 0 — -
De là
résulte, eu substituant.
ni -+- I mi -+- 2
Cette formule s'applique au cas où les cercles S, S' sont extérieurs l'un à l'autre. S’ils étaient placés l'un dans l'autre, toutes choses égales d'ailleurs, on trouverait de même
il i - I
tu — 2
87. On observera que, dans la rotation simultanée des deux droites am , uc, autour du point a, les vitesses communiquées aux points a' et ni sont entre elles dans le même rapport que les longueurs au et uni. Si donc ou désigne la première par u , en même* temps que la seconde est représentée par nui, il vient
aa
h' — nui .
uni
Or, on a trouvé ci-dessus
nui — r . ub .
R -v- R' RR'
Ulll
— . ub.
un
Il s’ensuit donc que l'on a très-simplement
u' = ali.
Ce résullul peut s'énoncer de lu manière suivante:
Lu liyne S entra inuni avec elle toux tes points de son plan, le point a' est celui dont la vitesse est précisément éi/ule à relie du centre instantané a.
il est d’ailleurs entendu que celte égalité implique, de part et d’autre, l’identité de direction, sens et grandeur.
La vitesse ub détermine ainsi qu'on l’a vu la vitesse ae. Si l'on suppose que la vitesse nui soit donnée en même temps que la vitesse ub, il s'ensuit que le centre O de courbure est absolument déterminé. Cela posé, imaginons que, sans rien changer d’ailleurs,
( in )
ou substitue, (l’uue pu ri à la ligne S, la circonférence de cercle ayant son centre en a', et ua' pour rayon ; d’autre part , à la ligne S', la tangente commune ul>: il est visible qu'en roulant sur cette droite le cercle ua communique au point m ainsi qu'au centre instantané de rotation « leurs vitesses respectives tnn, et ah, ou ce qui revient au même, d’autres vitesses conservant entre elles le même rapport*, llieu donc n’est changé par là dans la détermination du centre de courbure cherché pour le point m. En se plaçant à ce point de vue, on peut désigner le point a sous le nom de rentre instantané de roulement. Il suflil ensuite de faire la substitution indiquée pour ramener la question générale à scs termes les plus simples, la courbe fixe étant remplacée par une droite et la courbe mobile par le cercle de roulement qui lui correspond à l’instant que l’on considère.
Lorsqu’on rameur le cas général des roulettes à celui d’un cercle roulant sur une droite I), la construction du n"8(i, page 221, se réduit aux termes suivants :
Soient ah la droite D ; a le centre instantané de rotation ; a' le centre du cercle roulant; m le point qui décrit la roulette ; e le point de rencontre de la droite mu' avec la perpendiculaire élevée en a sur le ra\ on vecteur am. Cela posé,
Le centre de courbure cherché pour le point ni est en O « lu rencontre du rayon recteur ma et de lu perpendiculaire abaissée du point e sur la droite ab.
Elevons en m, sur am, la perpendiculaire mi. Pur le point a' menons la droite sy parallèle à ma, et lirons la droite ts. Il est aisé de voir que
* Soit ah la vitesse »lu centre iuslanlané a. CeUe vitesse est eu meute temps celle du centre a'. De lit résulte évidemment pour la vitesse e du point m
. . am
v = ab . — = nm.
aa
Fig. il.
si l’on représente par ml la vitesse du point m, celle qui anime en même temps le point de la normale situé actuellement en a est représentée par as. La» conséquence est que le prolongement de In droit» <» passe nécessairement par le centre O de courbure déjà déterminé. Cette déduction se vérifie d’ailleurs sans difficulté. En effet, soit i la projection du point a' sur le rayon vecteur am ; on ,a d’abord, conformément h la formule (8) du n" 80, page 222,
r mi
ou , ec qui revient au même,
tnO am
am vu
S’agit-il ensuite du point O, considéré comme l’intersection des droites ts, ma? il vient
m O vit ion
ou, remplaçant <js par am, et y a' par mi,
' wO am
am vu
La simultanéité des équations (I) et (2) prou\e la proposition énoncée ci-dessus. Elle fournit, en outre, un second moyen de construire le centre de courbure cherché pour le point »i.
Prolongeons la droite a' a d’une longueur an” précisément égale à au’, il est visible qu’au lieu de procéder comme tout à l’heure, on pourrait faire précisément l’inverse, c’est-à-dire substituer, d’une part, à la ligne S une droite, d’autre part, à la ligne S' la circonférence de cercle ayant son centre en a" et au" pour rayon.
88. Les résultats obtenus dans les numéros 80 et 87 peuvent s’établir directement en procédant de la manière suivante :
Considérons une ligure plane et de forme invariable qui se déplace dans son plan d’un mouvement continu.
Soient a le centre instantané de rotation qui correspond q,unc Fig. ii. position donnée de la figure mobile F; «6 leategmcnt de droite qui représente en direction , sens et grandeur la vitesse actuelle d’un point mobile assujetti à coïncider constamment avec le centre instantané a ; u la vitesse angulaire avec laquelle lu figure F tourne aulourdu pointa à I instant que l’on considère.
\. Si l’on élève en « sur ah une perpendiculaire al cl
0 qu'on désigne par a' le point de cette droite qui emprunte à la rotation établie autour du centre « une vitesse précisément égale à ah , on a •
ah
aa
Soit mn la vitesse qil cmprunte à celle meme rotation un point quelconque in lié à la figure mobile cl entraîné par elle. On a, eu mente temps,
mn — a . am.
Projetons le point b en e sur la droite ae menée par le point a perpendiculairement à am. La vitesse ub aura pour composante perpendiculaire à am la vitesse ae.
On sait que le centre de courbure de la trajectoire du point m est en O, à la rencontre des droites ma, ne. De là résulte immédiatement
mn . am
G as ut O
m n — at
Soit i le pied de la perpendiculaire abaissée du point a' sur am. La comparaison des triangles semblables ube, oui donne
ae ub . — . = m . ai.
au'
De la résulte, en remplaçant mil, ue par leurs valeurs respectives u . am , a. ai,
mit uni
mit — ai mi .
I.a combinaison des équations (I) et (2) donne, d'ailleurs
inn um a b ua'
L équation (4) montre que les choses se passent comme si la figure F était une circonférence de cercle ayant son centre en a', touchant en a la droite ttb , et roulant sans glisser sur cette meme droite. De la le nom de ren te de roulement donné à ce cercle , et celui de rentre instantané tin roulement donné à son centre a'.
La valeur fournie par l'équation (3) devient avec les notations du u° 8ü, page 221,
Désignons pur u la vitesse angulaire avec laquelle la droite rc tourne autour du centre r (lig. 22, page 219) considéré comme fixe. La vitesse du point c devant être la même , soit qu’elle s'emprunte à cette rotation, soit qu'on In fasse résulter de la rotation &> établie autour du centre instantané a, on a évidemment
(a) (H -v- R ) a = Rw.
Ou a de même, en ce qui concerne la vitesse ttb,
(G) «6 = RV.
La combinaison des équations (I), (o), (G) donne
ub ^
RR'
Il + R’ '
ua' . a.
II vient donc, comme au numéro 8G, page 221 ,
et, par conséquent,
au = li =
RR-
r — h eos C
L’inspection de la figure fournil encore la déduction suivante:
Le centre O de courbure eut placé par rapport au point ni du même coté que le point i.
89, Supposons e, connu pour le point m , il vient en général
Cette formule peut servir en certains cas à la détermination directe du centre instantané de roulement. Voici d’ailleurs plusieurs énoncés qui résument les résultats précédents:
1° Le centre instantané de roulement est situé sur la normale à la trajectoire décrite par le centre instantané de rotation de la figure mobile.
'2° La distance comprise entre ces deux centres étant exprimée par li , lavitesse du centre inslantanéde rotation par u’,la vitesse angulaire de la figure mobile par a, l'on a généralement
3” Le point i étant pris sur un rayon vecteur quelconque am = r
* C’est l'équation (l)du u* 88, page Î26. On entend, par vitesse du centre instantané de rotation, la vitesse d'un point mobile assujetti à coïncider constamment avec ce centre. .
et lu distance mi = étant portée, à partir il a jwiul ni, dumi U sens fixé par la position relative du centre de courbure, la perpendiculaire élevée en i sur am passe par le centre instantané de roulement.
90. Plaçons-nous dans l'hypothèse où la ligne S est une ligne quelconque entraînée par la ligure mobile, la ligne S' étant une autre ligne quelconque, supposée fixe et touchée constamment par In ligne S.
Désignons par e le |>oint de contact des lignes S, $', à l’instant que l’on considère; par c, c' les centres de courbure qui correspondent au point e pour chacune de ces courbes; par R , R' les rayons de courbure ce, c'e; par a le centre instantané de rotation.
Il est visible que les points e, c, c’, a sont situés sur une même Fig. 2.7. droite normale en e aux lignes S, S' et que la trajectoire décrite par le point c de la ligure mobile a son centre actuel de courbure en c' *.
- Soit » la projection du centre instantané de rou- ' lement sur la droite ca. On a, en général, et conformément ?» ce qui précède
ar
Cela posé, différents cas peuvent se présenter. Kn établissant,
' La droite ce étant perpendiculaire It la vitesse actuelle du point e, il s'ensuit qu’elle contient le centre instantané a.
On peut substituer aux lignes S, S' leurs cercles osculateurs. Cela posé, lorsque le cercle ce roule avec ou sans glissement sur le cercle c'e, le centre c reste équidistant du centre d et décrit, en conséquence, la circonférence de cercle ayant rc' pour rayou.
** Lorsque la ligne S roule , sans glisser, sur la ligneS', le point a se transporte en e et il vient
II
On en déduit comme au n° 8C, |>age 521,
an'
R ci — H
11* R If
Il H- II' ~ It H- It'
ainsi que l a fait M. Bresse, pour chnetin de eeseas, la règle particulière qui lui eorrespond , on facilite beaucoup certaines applications *.
Supposons, en premier lieu, que la ligne S' soit droite. Il vient, en ce cas,
cl voici la conséquence:
Le centre instantané île roulement est situé sur la droite menée pur le centre c parallèlement à la droite S'
H k Maroc k. — Lorsque la lii/ne S se réduit « un point parcourant une droite, celte droite passe par le centre instantané de roulement. *
Supposons en second lieu, que la ligne S' se réduise nu point e. Il vient, en ce cas,
ac
On sait , d’ailleurs, que le centre instantané de roulement se projette en i sur la droite ce.
Supposons, en troisième lieu, que la ligne S se réduise au pointe. Il vient, en ce cas,
ea
le point i étant par rapport au point e du même côté que le centre c'.
Supposons, en dernier lieu, que la ligne S soit droite. On a, généralement ,
. ne (R -h R')’ — ac I ca \
ri = R + R' = — — =ffl 1 + —
* Voir le Journal île décote pnli/lechniipie . trente-cinquième cahier.
Il vient donc ii la limite
ci = 2r7t.
Si la ligne S' sc réduit, en outre , nu point e, ee point sc confond avec le centre c' et la formule (;i) devient
((>) et — 2ea.
La solution consiste à joindre le centre c', ou, s’il y a lieu, le point e qui le rempluec, au centre instantané a, puis à prolonger le segment c'a, ou ea d’une longueur égnle à lui-iuéme. L'extrémité du dernier seyaient est la projection du centre instantané de roulement.
!)l. Montrons, par quelques applications, l’usage qu’on peut faire «les procédés établis dans les cinq numéros «pii précisent.
Cvci.oïdr. — Soit r le centre du cercle qui roule, sans glisser, Fia ifi su'' *a (l,'0'te fi xe LP, et dont le point m décrit la cyclable.
L’extrémité e du diamètre mee est le point de ren- L contre «!<• ce diamètre avec la perpendiculaire élevée en a sur le rayon vecteur am. Le centre de courxi bure cherché pour le point ni est en o, à la ren-
° contre «lu rayon vecteur uni avec la droite eo menée
par le point e parallèlement a eu \ Or de même que le point c est le milieu du diamètre me, de même aussi le point a est le milieu du segment mo. De lit résulte immédiatement
p = mo = 2 . am.
Il s’ensuit d’ailleurs, comme au n° 8;i, pages 218 et 2111, que la développée de la cycloïde se compose de deux demi-cycloïdes «‘gales à la première.
Cette construction résulte «le la solution groinéli'i«|ue obtenue pour le cas général des roulettes au n" 80, page 219. On peut d'ailleurs y parvenir directement sans la moindre difficulté; il suffit d’opérer, pour ce cas, comme on l’a fait pour celui des roulettes.
Limaçon dp. Pistai.. — Procédons d’almrd en suivant ln marche générale tracée pour la solution géométrique des questions de courbure.
Soient c le centre du cercle bhb'; h un point quelconque de la eir-
Fig. i7.
conférence; mit la tangente en ce point; ni le pied de la perpendiculaire abaissée du point 6 sur la tangente mit. On soit que le limaçon de Pascal est le lieu des points m.
Considérons cette courbe comme étant décrite d’un mouvement continu. Il suffit pour cela que le point h se déplace continûment sur la circonférence bhb'.
Lorsque le point m sort du lieu qu’inoccupé, les droites 6m, lim tournent simultanément l’une autour du point 6, l'autre autour du point h , et comme elles sont assujetties à rester perpendiculaires entre elles, il en résulte qu’elles ont toutes deux même vitesse angulaire. Prenons cette vitesse angulaire égale à l’unité.
Il est visible que la vitesse totale du point m a pour composantes rectangulaires, 1° une vitesse dirigée suivant mit et représentée en grandeur par bm; 2° une vitesse dirigée suivant le prolongement de bm et représentée en grandeur par mh. Imaginons que ces deux composantes tournent, en même temps, autour du point m, de manière à décrire chacune un angle droit et à venir s’appliquer l’une sur mh, l’autre sur m6. Après cette rotation, la résultante est représentée en grandeur ainsi qu’en direction par la diagonale mn du rectangle hmbn, et, comme elle a tourné d’un angle droit , il s’ensuit que la diagonale mn est, pour le point m de la courbe décrite, la normale à cette courbe.
Observons que les diagonales mn, Ith sont égales et que, par conséquent, l’une et l'autre représentent en grandeur la vitesse du point ni.
Joignons le point h aux points c, b'. Le rayon ch est parallèle à la droite bm, cl tourne par conséquent comme elle avec une
vitesse angulaire égale à l'unité. Il s'ensuit que In vitesse du point It, dirigée suivant la tangente tnh, est représentée en grandeur par le rayou ch. Décomposons cette vitesse en deux autres dirigées respectivement, l’une suivant hb\ l’autre suivant le prolongement de hh. Faisons tourner d'un angle droit la vitesse ainsi décomposée, de manière à l’appliquer sur lie , et du point c abaissons sur h' h la perpendiculaire cp. Il est aisé de voir que eette perpendiculaire représente en grandeur la vitesse de glissement du point h sur la corde hh’. On a d’ailleurs
lili — 2 . cp.
Concluons que la vitesse du point m sur sa trajectoire est double de la vitesse du point h sur la corde lib1, ce qui implique la déduction suivante à laquelle nous étions déjà parvenu n° 72, page I !)7 :
L’arc de limaçon compris entre le point b' et le point m est égal en longueur au double de la corde b'h.
Prolongeons le diamètre b'b d’une longueur 6e' égale au rayon cb. Par les points e', 6' menons les droites b'm', ch' parallèles à bm et par conséquent à ch. Prolongeons la corde6'/i jusqu'à sa rencontre en li' avec la droite c h’, et achevons le rectangle h'm'b'n.
L égalité des segments b'c, cb, lie' implique celle des segments interceptés par les parallèles b'm', ch, bm, c’Ii sur les droites b'h’, b'n, mli. Il en résulte que dans le rectangle h'm'b'n, la diagonale tnn’ passe par le point m, comme la diagonale b'h' passe par le point h et que l'on peut écrire immédiatement
hh’ = mm'.
On a, d’ailleurs,
hh’ = 267*.
Il vient donc aussi
mm' = 26'6.
Cela posé , puisque la corde b'h est la moitié de l’arc de limaçon compris entre les points 6' et m , il s’ensuit que la longueur mm' est le développement de ce même arc.
L'angle Idib' est droit par construction. L'angle nmn est évidemment égal à l'angle blih'. Il est donc droit, et, puisque In droite tun est la normale en »i, il s’ensuit que In tangente en ce point est la droite mm’.
Lu droite mm' touchant en m le limaçon construit sur la circonférence de cercle bhb' et ayant pour longueur l'arc compris entre ce point et le point b', il en résulte que le point m' appartient à lu développante qui prend son origine au point h'.
D’un autre côté, In droite c'Ii' est, par construction , triple de ch et perpendiculaire à t «'/»'. Il suit de là que la droite ra'li' touche en li' la circonférence de cercle ayant son centre en c' et c'b' = ô.cb pour rayon. Le point m est d’ailleurs le pied de la perpendiculaire nl*aissée du point b' sur la tangente ni h'. Il s'ensuit donc que le point m’ appartient an limaçon construit sur la circonférence de cercle b h', b' étant le point qu'on projette orthogonalemenl sur toutes les tangentes.
On voit, par ce qui précède, que le point in appartient à la fois nu second limaçon et à la développante du premier. De là résultent les conclusions suivantes :
La développante du limaçon est un autre limaçon construit sur une circonférence de cercle trois fois plus grande que la première.
Le centre de courbure de la développante est en m pour le point m'. Le rayon de courbure correspondant est les deux tiers de la diagonale m'n'.
Réciproquement.
La développée du limaçon est un autre limaçon construit sur une circonférence de cercle trois fois plus petite que la première.
Le rayon de courbure qui correspond au point m est égal aux deux tiers < le la normale mn.
Ces propriétés du limaçon complètent l’analogie déjà signalée
outre celte courbe cl In cvcloïdc, les développées étant de part et d autre de même nature que les développantes, semblables ou identiques, et ne différant d’ailleurs que par leur position relative.
92. Reprenons le cas du limaçon en opérant d'une autre manière. .
Soit bnrr la circonférence de cercle décrite avec rb pour diamètre; r étant le point où In droite b ni vient couper cette circonférence, il est aisé de voir «pie la distance rm est égale à rh et par conséquent à cb. De In résulte In définition suivante :
J. huit donné un point r assujetti ri décrire une circonférence de cercle bnrr, ni l'on /nirte sur In droite br une longueur rm égale au diamètre cb, le lieu des points ni est le limaçon de Pascal.
Partons de celte définition et considérons le point r comme fixe sur la droite mobile lir. Il s’ensuit : I" que le centre instantané de rotation de la droite br est en n, a In rencontre du diamètre rn avec la perpendiculaire élevée en b sur br ; 2“ que In droite mn est normale en ni au limaçon.
Nous pouvons appliquer ici la formule (ti) du n° 90, page 231 *. Prolongeons, en conséquence, bn jusqu’en i où l’on a ni = bn, et, par suite, bi — 2fc«. La droite b'i menée par le point * perpendiculairement a bi contient le centre instantané de roulement. Ce centre est donc en u à la rencontre de In droite b'i avec le prolongement du diamètre rn **.
Soit % In projection du centre a' sur la normale uni. Le rayon
Il suffit pour cela île considérer les lignes S, S' du n” 90 comme se réduisant , la première, à la droite brut, la seconde, au point b. L'équation ei= ira donne, en conséquence, bi = ibn.
" Le lieu des positions successives du centre instantané tt étant U circonférence de cercle ben, la perpendiculaire élevée en n sur la tangente n’est antre chose que le diamètre rn.
île courbure cherché pour h* poinl m est donné par la formule
Cela posé, le triangle mrn étant isocèle, et la droite rs perpendiculaire à la hase mn, on a d’abord
ms = su.
L’égalité des segments ni, hn implique celle des hypoténuses no', »r et, par conséquent aussi, la suivante
ni' =■ an.
De là résulte évidemment
et, par suite,
mn
mi = o . sh = 3 ,
p = — mn.
93. Ellipse. — Considérons l’ellipse engendrée par un point d’une droite, de longueur constante, qui se meut en s’appuyant par ses extrémités sur les deux côtés d’un angle.
Soient bn, bn' les côtés de l’angle sur lesquels s’appuye la Fig. iS. droite nn de longueur constante, et m le point de cette droite qui décrit l’ellipse considérée.
I.e centre instantané de rotation de la droite mn est en a, point de concours des droites nn, n'a respectivement perpendiculaires aux côtés bn, bn'. I.e centre instantané de roulement est en b puisqu’on vertu de la règle exprimée par la formule (2) du il0 90, page 230 (voir la remarque), il doit être en même temps sur chacune des deux droites bn, bn' '.
On peul considérer la ligne S du n*00 comme se réduisant ici à l’un ou l’autre des points a, m'.
Tirons ic rayon vecteur am ; du point b abaissons sur ce rayon vecteur In perpendiculaire bi, et désignons par p le rayon de courbure de l’ellipse au point m. On a
et le centre de courbure est situé au delà du point ni sur le prolongement de am.
Désignons par r la distance uni et par *, }' les segments de longueurs constantes mn, mu. La circonférence de cercle décrite sur ba comme diamètre passe par les points n, n, i. De là résulte
am . mi — i .
et, par suite,
C’est la formule à laquelle nous étions déjà parvenu en suivant nue nuire marche, dans notre théorie géométrique des rayons et centres de courbure.
Cosciioïdk. — Prenons pour dernier exemple la conclioïdc d’Archimède, c’est-à-dire la courbe engendrée par un point d’uuc droite qui tourne en passant par un point fixe et de manière à ce que l’un de scs points décrive une autre droite.
Soientni le point générateur; / le point fixe; m/ la droite mobile;
Fiy *9 e l)0‘nt ‘1e cette droite assujetti à décrire la _ droite fixe II'.
Les droites fa, ni étant respectivement perpendiculaires, l une, à la droite mobile fin , l’autre, à la droite fixe II', leur point de concours a est le centre instantané de rotation de la droite fm. Prolongeons af d’une longueur af égale à fa et par le point f élevons sur (f la perpendiculaire
En vcrlu des règles exprimées par les l'ennuies (2) et (6) du n° ÎH), pages 230 et 231, le centré instantané de roulement est en a' à la rencontre des droites f'a' , II'.
Joignons le point m au point u par la normale ma ; du point a' abaissons sur eette normale la perpendiculaire ai et désignons par o le rayon de courbure cherché par le point m. On a
mu
mi
04. Les applications qu’on peut faire en s'appuyant sur les considérations précédentes comportent une extension qu’il convient d'indiquer. Cette extension re|»ose sur le principe suivant :
Toute liijne plane peut être considérée généralement comme étant une roulette ilu genre cycloidal, c'est-à-dire une roulette engendrée par un point lié à une courbe gui roule sans glisser sur une droite fixe.
Démontrons d'abord ce théorème.
Soient AH une ligne plane; OX une droite tracée dans le même
Fig ’IO.
plan; m un point quelconque de lu ligne AH; mn lu normale au point m.
Supposons le point m lié à une courbe S et cherchons à déterminer cette courbe par la condition qu’en roulant sans glisser sur la droite OX elle fasse décrire au point tn la ligne AB.
La ligne S touche en n la droite OX et l’on a, conformément à la formule générale du n° 88, page 227,
COS C \ al
r étant la normale mn; C l'angle de cette normale avec la perpendiculaire élevée en n sur OX: p et K les rayons de courbure qui correspondent, l’un nu point m de la ligne AU, l'autre au point n de la courbe S.
Si l'on rapporte la ligue S aux axes rectangulaires OX , OY, et qu’on désigne par u l'abscisse du point », on a d'abord
et de là résulte, eu premier lieu ,
On u , ensuite,
et l’on en déduit
u — X 4- IJ.
Par hypothèse, >/ est une fonction conuur de In variable x, un peut doue exprimer >j eu fonction de x , puis x en fouelion de u et parvenir à l'équation déterminée
Désignons par s l’are de In courbe S qui s'esl développé sur la droite OX à partir de l'origine jusqu’en « : on a évidemment u — s cl, par suite',
Remplaçons R par le rapport des deux vitesses r ou ils, te ou ih. Il vient
OU
(la =■=
ds
TV
Donnons-nous arbitrairement la vitesse r, sa direction première et la position initiale d’un point p suppose mobile avec la
vitesse e. Si nous prenons à choque instant pour s la longueur décrite par le point u. depuis l’origine du mouvement, et pour vitesse angulaire de ta directrice du point u In quantité correspondante w, il est visible que la ligne S définie par l’équation (2) se trouve coinplétcmcnt déterminée, ce qui justifie l’énoncé précédent et fournit en outre le moyen de construire la courbe S.
95. Sans rien changer à ce qui précède, proposons-nous d’exprimer l'équation de la courbe S en coordonnées polaires et plaçons le pèle nu point ni.
Soit
l’équation de la ligne AB. En désignant par r le rayon vecteur mn, on a
x — s — r si n £, y = r eus C.
Il vient donc, d'abord.
(4) * = r sin S -t- (r cos £).
Observons que l'angle désigné par ffest l'angle que la normale en h à In ligne S fait avec le rayon vecteur mn, autrement dit l'angle que font entre elles la vitesse ds et sa composante rdo *. De là résulte
rd<t cos C
La deuxième composante de la vitesse ds étant dr, on a de même
On sait que, dans le système des coordonnées |>olaires , nous représentons par 0 l'angle du rayon vecteur avec l’axe. Il s'ensuit que la quantité d<i est la vitesse angulaire de ce rayon, cl n/6 la vitesse de circulation de son extrémité n.
La simultanéité des équations (4) (a) (fi) permet d’éliminer les variables s, ds, 6, d C, et d’obtenir ainsi, pour lu ligne S, une équation différentielle de la forme
dr
do’
Prenons, pour exemple, le cas où lu ligne AU est droite et supposons d’abord qu’elle soit parallèle à l’axe OX. L’équation ( I) du n° 94, page 238, se réduit, dans cette hypothèse, à
R == cons1'.
Cela donne un cercle, pour la courbe S, et le centre de ce cercle , pour point décrivant.
Supposons maintenant que la droite AB soit quelconque. L'angle 6 est l’angle que cette droite fait avec l’axe OX. De là résulte, conformément à l'équation (ü) du présent numéro,
dr
— — = !g C— cons*'.
rdo
Mais, d’un autre côté, ê est le complément de l’angle désigné par y au n" CI, page 109. 11 vient donc ici, comme au n°62, page 172,
(7) Ig y = tons" «= — •
IgC
Ce résultat, évident à priori *, caractérise, ainsi qu’on l’a vu au n"G2, la spirale logarithmique
La constante u est égale à la cotangentc de l’angle 6. La con-
Ce résultat exprime l’invariabilité de l’angle que font entre eux dans ta ligne S le rayon vecteur représenté par ont et la tangente eu n représentée par la droite OX.
stantc m peut être quelconque. Dans tous les cas le pôle est le point décrivant.
90. Nous venons d’établir que toute ligne plane peut être considérée comme étant une roulette du genre cycloïdal. Indiquons ^ deux des propriétés qui appartiennent à ce genre de courbes et qu’il peut être utile de connaître pour certaines applications. Désignons par S la courbe à laquelle est lié le point décrivant et qui roule sans glisser sur la droite LP.
Soient m, a, c, trois positions quelconques occupées simultanément, la première par le point décrivant, la seconde par le point de contact des lignes S et LP, la dernière par Je centre de courbure qui correspond au point a de la ligne S.
Tirons la droite me et prolongeons-la jusqu’à sa rencontre en eavec la perpendiculaire élevée en u sur am. Du |ioint e abaissons sur LP la perpendiculaire eh. Le point o où viennent se couper les prolongements des droites eh, ma, est le centre de courbure qui correspond au point m dans la roulette engendrée par ce point.
Soit i la projection du point c sur ma, et « celle du point i sur uc. On a d’abord cette première propriété :
Les points m, n, h , sont en ligne droite.
* En effet, puisque le point h est la projection du point e sur LP, et que les triangles ueh, icn sont semblables, on a d’abord
ah ae in ic
et, eu égard au parallélisme des droites ae, ic,
ah ma in mi
Cette dernière équation montre évidemment que la droite mn passe par le point h.
Considérons lu section tonique déterminée pur lu condition qu elle ait un foyer en m, qu’elle passe pur le point a et qu’elle «U en ce point même direction et même courbure que lu ligne S. Si 1 on se reporte ù la construction du n" 82, page 214, on reconnaît immédiatement que la droite mn est l uxe principal de celle section conique. Veut-on d’ailleurs fixer les valeurs des paramètres désignes par les lettres c et u dans les numéros 37 et 82, pages 1 35 et 212? En nommant R le rayon de courbure ac, rie rayon vecteur «m, cl 6 1 angle mue, il vient, d’après lu formule (3) du n* 82 page 214, v ’
W a . c — R ros! S,
et, d’après lu formule (1) du n” 38, page Ifil,
On a d ailleurs, ainsi qu’il est aisé de le voir sur la figure,
• • • mn — V r* R‘ Tos1 f~2rR~TOsT :
= V r* sin* C -r- (r — R eos Cf cos* C. ‘
De là résulte
(4). . . c = - V~? sin* S + (y -Tlt fn^f vo»rft
et, par suite, (o)- • • .a
Rr eos3 C
V r’ sin* C -r- (r — R eos Cf eos1 (
La valeur de mn Se déduit de la euusidéialiun du triangle mua, dans lequel on a évidemment
an — It cos* C, et
mn = rJ h- an - 2 r.an. cos ;
La condition c < I revient, d'après la valeur de c, à
((i) H cos C < 2r,
ou
ai < '2 . um.
Concluons que la section conique déterminée d'après les conditions qui précèdent est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, selon que le rayon vecteur am-est supérieur, inférieur ou égal à la moitié de la projection du rayon de courbure ne.
On peut dire aussi plus simplement que celte section conique est une ellipse, une hyperbole ou une parabole , selon que le ray on vecteur uni est supérieur, inférieur ou égal à la distance mil, ou ce qui revient au même, selon que l'angle mua est supérieur, inférieur ou égal ii l'angle mun. Cela résulte de l'équation (2).
Par les points « et n menons les droites uni, np dirigées de manière à ce que les angles pain’, th’np ayent pour bissectrice la droite an, et respectivement limitées , la première à la droite mit , la seconde au rayon vecteur uni. Il est visible que la droite pin’ est parallèle à LP, que les segments ap, am’ sont égaux et que l'on a
uni mi ma
mm' mp ma •+• um'
Un déduit de là
mi mp mu — ap
mu mu am' ma ■+■ an i'
ou , remplaçant par r le segment mu, et par r' le segment um' et son égal ap,
mi r — r'
Soit p le rayon de courbure mu. On a généralement,
De là résulte en substituant
et, |uir suite,
L'équation (9) exprime, en ee qui conecrnc les roulettes, une seconde propriété générale qu’on peut énoncer comme il suit :
La somme des valeurs inverses de la normale et du rayon de courbure est égale « deux fois lu valeur inverse de la somme des rayons vecteurs r, r'.
97. Substituons à mi sa valeur r — H eos 6. L'équation (7) donne
(r -+- r ) eos b
Celle expression particulière du rayon de courbure îles sections coniques peut s'obtenir directement, soit par le calcul, soit, comme nous l'avons fait ailleurs, * par voie géométrique. On recunnaitque le point ni' est le second foyer placé sur l'axe principal nm, en remarquant que la droite ac , normale en a à la ligne S, divise en deux parties égales l’angle main’. Il s’ensuit que les segments r = ma, r' —m'a sont les rayons vecteurs partant des deux foyers pour aboutir au point a.
On observera que l’équation (9) implique la déduction suivante :
Lorsque la courbe roulante S est une section conique, la roulette engendrée par le foyer de celle courbe est telle que la somme des
* Théorie géométrique des rayons et centres de courbure.
valeurs inverses île. su normale et de son rayon de courbure est constante pour tous ses points *•
Prenons cette roulette (tour ligne méridienne d'une surface de révolution autour de l’axe LP, et admettons, comme nous le ver-
(*) Veut-on exprimer en fonction des quantités r, r' et 6 les paramètres a et cqui déterminent celle section conique? on peut partir de l'équation
mn ma r
mm' ma ■+■ am’ r -t- r'
On a d'ailleurs , ainsi qu'on le voit aisément sur la figure,
mm' = Vr* -t- r'* — ïr . r1 . cos 2G = V {r r')* — tir' cos* G.
De U résulte
_ mn mm' . / ^ 4-rr' cos* 6
et. par suite,
_ H cos* 6 ( r -t- r') R cos» 6
r r -t- r' )* — 4rr' cos* 6
On parvient au même résultat en faisant usage de la valeur
r «= - V r» sin’ G -t- (r — R cos G)* cos* G, r
et de l'équation
r — RcosG = r.
On reconnatt aisément que les valeurs des paramètres c et a sont constantes. En effet , puisqu'il s’agit d’une section conique, et que le produit R cos’ G n'est autre chose que la projection de la normale an sur le rayon vecteur ma, on a d'abord
R cos* G = cons1'.
Il vient ensuite . comme on l'a vu dans la note du n* 37, page I MO :
1" Pour Je eas de l'ellipse et de l'hyperbole
rr' cos* G = b'* = cons1';
2" Pour le cas de la paraliole
r cos* G = — =• cons1'.
rons plus loin, que, dans les surfaces de révolution, la courbure moyenne soit mesurée en chaque point par la somme des valeurs inverses de la normale et du rayon de courbure de la section méridienne. La déduction formulée ci-dessus comporte cet autre énoncé :
Lorsque la courbe roulante S est une section conique, la roulette engendrée par le foyer de cette courbe est la ligne méridienne d'une surface de révolution à courbure moyenne constante.
Un certain intérêt s’attachant à la détermination des surfaces dont la courbure moyenne est constante, nous allons compléter ce dernier énoncé, en démontrant la réciproque.
Le problème à résoudre se pose dans les termes suivants :
La roulette décrite par le point m est, par hypothèse, la section méridienne d’une surface de révolution ayant la droite LP pour axe et présentant en chacun de ses points une même courbure moyenne. On doit avoir, en conséquence,
— i — = cons".
ou ce qui revient au même, en vertu de l’équation (9) du n° 96, page 343,
r -4- »•' = cons1'.
Cela posé, il s’agit de déterminer ce que doit être la ligne roulante S pour donner la roulette cherchée.
Plusieurs cas sont possibles selon que l’angle mua est supérieur, inférieur ou égal à l’ongle nam’.
Considérons en premier lieu le cas où l’angle mna est plus grand que l’angle nom', et où, par conséquent, les deux points m, m' sont situés d’un même côté de la droite LP.
La vitesse du point m peut se déduire indifféremment de chacune des deux rotations simultanées établies respectivement, l’une autour du centre instantané o, l’autre autour du centre o de courbure. Si l’on représente par a la première de ces rotations et par v la seconde, on a , d'abord , et généralement ,
rv — p.iv,
A partir du point a portons sur uo ' une longueur ap égale à r' et tirons la droite p'm'. Il est visible que cette droite est perpendiculaire à l’axe LP et que les lieux des points »»', p' sont disposés symétriquement par rapport à cet axe, l’un au-dessus, l’autre au-dessous. La conséquence est que les vitesses simultanées des points m', p' ont mémo grandeur et qu’elles sont dirigées symétriquement par rapporta la droite I.P.
La distance mp', égale à la somme r -+- r', étant , par hypothèse, constante, on voit aisément que, dans la rotation tr établie autour du eentre o de courbure, le point p' doit être considéré comme fixe sur le rayon oui. Il s’ensuit que la vitesse de ce point est perpendiculaire à mo et qu’elle est représentée en grandeur par le produit
( p — [»• ■+• r']) tr = — —— j ru.
On a d’ailleurs, en vertu de l'équation (8) du n" Oti, page 24’i,
I)e là cl de ce qui précède, eu égard à l’égalité des angles Pop', Pfi»»', résulte la déduction suivante:
La vitesse du point m' est perpendiculaire nu rayon vecteur an»' et représentée en grandeur par le produit ru.
On voit ainsi que la vitesse du point m' s’emprunte tout entière à la rotation u établie autour du rentre instantané a, et que, par conséquent, ce point demeure fixe dans le plan de la ligne roulante.
Les points m, m' étant fixes dans le plan de la ligne S, et la somme de le»ivs distances aux différents points de cette ligne étant constante, il est risible gue cette ligne se résout en une ellipse dont les points m, m' sont les deux foyers.
’ Voir la Pieure 31, pape 3(2.
Reuauqi e. — Si lis points ni , ni’ se confondaient on un point unique, on aurait r = r\ et l’on déduirait do l’équation (9) du n° 9(i , page 24b,
L’ellipse S détiendrait un cercle, et la roulette engendrée par le point ni une droite parallèle à LP.
Si le point ni' se confondait avec le point u et restait ainsi sur la droite LP, on aurait »•' — n, et l’on déduirait de loqualion (ft) du n° 96, page 24b,
p = r — eons’'.
L’ellipse S se réduirait au segment rectiligne ma, et la roulette engendrée par le point ni à une circonférence de cercle ayant son centre en « sur la droite LP.
Considérons en second lieu le cas où l’angle mna est plus petit que l’angle nain', et où, par conséquent, les points m, ni' sont situés l’un au-dessus, l’autre au-dessous de la droite LP.
La disposition que prend la figure montre qu’il faut changer le Fig 12. signe des quantités r' et p, ec qui donne pour transformée de l’équation (8) du n° 96, page 24b,
p et, pour équation de condition, r" — r — cons1*.
En opérant’, comme on l’a fait tout à l’heure, on trouve pour vitesse du point p'
ra --r .«.
On voit d’ailleurs, de la même façon, que telle est aussi la vitesse du point m', celle-ci étant perpendiculaire an rayon vecteur am’ comine la première l est ù la droite ap'. ■
il suit de là que les points »«, m' sont fixes dans le plan de la ligne S et que la différence de leurs distances aux différents points de cette ligne est constante. La ligne S se résout donc nécessairement en une hyperbole dont les points m , ni' sont les deux foyers.
Considérons en troisième et dernier lieu le cas où les angles mna, nam' sont égaux, et où, par conséquent, le parallélisme des droites mn , am' supprime le point m' en le transportant à 1 infini. L’cqualion (9) du n" 9f>, page de\ ient, en ee eas,
et l’on en déduit
Il suit d’abord de là que les rotations te et a sont égales et de sçns contraire. La disposition que prend la figure, (le point m étant le milieu de oa) montre ensuite que les angles onm mon sont toujours égaux, et, par conséquent, que la rotation de la droite mn autour du point m n’est autre chose que la rotation a transportée en ce point. La conséquence évidente est que la droite mn est fixe dans le plan de la ligne S.
Par le point o menons une parallèle a la droite nh et prolon- Fig. 33. geons-la jusqu’à sa rencontre en q avec la perpendi-
e culaire abaissée du point m sur la droite LP. Par le
/- ] point q menons la droite qq' perpendiculaire aux deux parallèles aq, nh.
Les points m et q sont disposés symétriquement par rapport à la droite LP. Il en est donc de même de leurs lieux respectifs et, par conséquent aussi, de leurs vitesses simultanées. Or, la vitesse du point
fK
nX !
m est per|»endiculaire au rayon vecteur am. Il faut donc que celle du point q soit perpendiculaire à la droite aq, ee qui revient à dire qu’elle est dirigée suivant la droite qq'.
Concluons que le point q ne sort pas de la droite qq', supposée fixe dans le plan de la ligne S, et que l’on n constamment
um =- aq.
Il .siiil de In ({lie les diffémils points de In ligne S sont équidistants d’un point et d’une druite üxes, situés tous deux dans le plan de cette ligne et entraînés par clic dans son roulement sur la droite LP. l.u ligne S est donc une parabole ayant son foyer au point m *,
* La roulette décrite en ce cas par le point m est la courbe connue sous le non) de chaînette. Elle se caractérise ici par celte circonstance qu’en chacun de ses |H»ints il y a toujours égalité entre la normale ma et le rayon de courbure mo. On peut d'ailleurs , au moyen des données précédentes, en opérer très-simplement la rectification et la quadiature.
Soit b le milieu du segment mq, et bu, bu' deux per|*endiculnires abaissées de ce point sur les droites ma , mh. On a , d’une part ,
my’
mu = mu = — - ,
et, d’autre part,
(2) . 6u = bu' = ■
Or mq' n’est autre chose que le paramètre constant désigné par a aux numéros 57 et 82, pages 155 et 2)2. Il vient donc d’abord
mu ■= j-= cons1'.
La propriété exprimée par cette équation peut s’énoncer comme il suit :
La projection de t'ordonnée sur la normale est constante. Elle a pour râleur la moitié du paramétre a, ou ce qui rerient au même , l’ordonnée de la chainette à son sommet.
On voit aisément que la vitesse d’écart des points q , q' est égale à deux fois la vitesse du point q ou son égale la vitesse du point ni. Mais , d’un autre côté, en vertu de l’équation (î), la vitesse d’accroissement du segment bu est la moitié de celle du segment qq' : elle est donc precisemenl égale à celle du point m. Cela posé , voici la conséquence évidente :
L'arc de chaînette compris entre son sommet et le point m a pour longueur rectifiée le segment bu.
Soit y l’ordonnée mb, v la longueur do l’arc de chaînette compris entre le
Lu démonstration qu’il s’agissait de faire se trouve ainsi complétée, et l'on peut dire, en conséquence:
Les roulettes décrites pur le foyer de l'une ou l'autre des sections coniques sont les seules liynes qui , dans leur révolution autour d’une droite, puissent engendrer une surface à courbure moyenne constante.
sommet et le poiitt ni. Le iiianglc t nbu, rectangle en u, donne immédiatement
Passons à la quadrature. La vitesse d’accroissement de l’aire décrite par l'ordonnée ml) a pour mesure le produit de celleordonnée par la projection de la vitesse du point tu sur la droite LP, ou ce qui revient au même ( la vitesse du |ioiiit m étant per|>cndiculairc au rayon vecteur am ) le produit de celle vitesse par la longueur constante mu. De là résulte, en désignant par A l’aire dont il s’agit ,
a âs
v A = mu . at — — — — ,
* et, si l’on prend pour origine le sommet de la eliatneiie,
- a = — V ii ’ — mu . bu.
La propriété exprimée parcelle équation peut s’énoncer de la manière suivante :
t.'aice ilCcrite par l'ordonnée mb, « partir du sommet de ta chaînette jusguen m , a pour mesure la surface du quadrilatère Immu'.
Désignons par F' le rayon de courbure qui correspond au ftoint o dans la développée «le IsP chaînette, et par r la vitesse du point o sur celle dévelop|>ée. On a d’abord
tr
Or, en vertu de l’égalité qui sui>sisle entre le rayon p et la normale ma , il est
Transformation applicable au cas des coordonnées polaires.
98. Considérons, en particulier, le cas où la courbe, dont on cherche le centre et le rnyoh de courbure en un point quelconque déterminé, est rapportée à un système de coordonnées polaires. Soit p le pôle; m le point décrivant; v la \ilessc actuelle du Fig. 3i. point »t sur la courbe qu'il décrit; ml la direction de e. celte vitesse. On a généralement
visible que la vitesse e est celle du point a sur oa dans la rotation w établie autour du centre o. De là résulte, ainsi qu'on le voit aisément,
e = pto . Ig C = oc . ic,
et , par suite ,
T = oc. •
L'inspection du triangle coa donne, eu conséquence ,
Par ie point r menons une parallèle à LP et prolongeons-la jusqu'à sa rencontre en k avec le rayon vecteur ao. En désignant par R' le rayon de courbure qui correspond au point c dans la dévelop|>ée de la |>aralx>lc roulante, on démontre aisément l’égalité R' = 3 ck. (Voir la uulcqui suit le il" liti.) Les triangles semblables Koc, coa donnent d'ailleurs
ck eu
oc oa
De là tésultc, eu substituant, celte autre rclaliuu curieuse
r 3 It „
' Suit c' lu centre de courbure qui correspond au point o dans la développée de la chaiuctte. Le centre c' u’esl pus eu r , mais bien de l'autre cûlé du poiut o a la distance oc- =oc.
P étant le rayon de courbure cherché pour le point ni et «r la vitesse angulaire qui anime lu directrice de ce point au sortir du lieu qu’il occupe.
Tandis que le point ni , supposé fix^sur la droite pin, se meut suivant la courbe à décrire , la droite put tourne autour du point p et glisse eu même temps sur cllc-méine. Désignons par u la vitesse angulaire qui correspond pour la droite put aux vitesses actuelles t> et ip. Le centre instantané de rotation de cette droite est en a, à la rencontre des deux perpendiculaires élevées respectivement, l’une cnm surmf, l’autre en p sur pin. On a donc
v = uni . a.
De là résulte, en désignant par N, comme au n° (il, page 1 (il) . la normale am,
Al
L’équation (2) fournit l’énoncé suivant:
Le rayon de courbure est égal au produit de la normale par le rapport des vitesses angulaires qui uniment en même temps, l une le rayon vecteur, l’autre la directrice du point décrivant.
Si d'ailleurs on désigne par r le rayon vecteur pin cl par 6 l’angle que ce rayon fait avec la normale en in à la courbe décrite, on peut écrire aussi
te eos c
99. Montrons, par quelques applications, l’usage qu’on peut faire des formules précédentes.
Considérons, d’abord, les sections coniques et commençons par l'ellipse.
Si l’on prend l’un des foyers pour pôle cl qu'on désigne par r le rayon vecteur qui correspond à l’autre foyer, il est visible que
I égalité, qui subsiste entre les vitesses de glissement du point ni sur les deux rayons vecteurs r, r', implique eelle des vitesses de circulation qui se composent avec la première pour donner la vitesse e. Il suit de là qu’en désignant par *>, pour le rayon vecteur r', lu vitesse angulnife désignée par u, pour le rayon vecteur r, on a nécessairement
(») ra= r n'.
Soient f les foyers; nui la normale au point ni ; 0, * et «' les t'iij 35. angles que les droites mf, nui, mf font rcs- « pcclivemcnt, d’un même côté avec la droite //'.
Æ\ La normale mn étant dirigée suivant la bisscc-
L \.>. trier de l’angle fin/' — 26 , il vient
On en déduit
M-f= in.
De là résulte évidemment
* J =m gu; ,
et, eu égard à l’équation (I),
Concluons qu’on peut écrire, d’après l’équation (5) du n° t>8,
2rr'
(r -+- r ) eos S
Dans le cas de l’hyperbole, ou trouve, en opérant de même,
irr’
(»• — r') eus C
Dans lu cas du la parabole, si l'on prend le foyer pour pôle et qu’on trace l’axe principal, on voit immédiatement que l’angle de eet axe avec le rayon vecteur est double de l’angle du meme axe avec la normale. On a donc
cl, par conséquent, •
Il suit de là qu’on peut écrire, en général, pour les trois sections coniques ,
(»• -4- r') eos <
le ra\ ou r devenant négatif ou infini, selon que l’un passe du eas de l’ellipse à celui de l'hyperbole ou à celui de la parabole.
lin se reportant aux notations du n° 57, page 155, et observant que l’on a, eu général ,
rr eos4
la formule (5) de\ ient
u . c cos1 S
résultat identique a\ec la formule (5) du u" i>'2, page 214.
100. Spirale logarithmique. — Dans le cas de la spirale logarithmique, le pôle étant le centre autour duquel tourne le rayon vecteur, et l’angle de ec rayon avec la tangente demeurant invariable, ou a évidemment
u = IV.
De là résulte, conformément à la formule (2) du n“ 98, page ‘J 54,
On voit ainsi que le centre de. courbure cherche pour le point m est précisément en a : ce résultnt Ircs-simple est évident « priori, puisque In directrice et le rayon vecteur constituent un système de forme invariable* et n’ont, en conséquence, à chaque instant, qu'un seul et même centre instantané de rotation.
Si l’on observe que la droite am touche en a la développée et fait avec le rayon vecteur pa un angle map toujours égal à l'angle constant pmi, on peut en conclure immédiatement que la développée de la spirale logarithmique n’est autre chose que cette même spirale déplacée, d’un certain angle, par rotation autour du pôle p. De là se déduit celte autre conséquence:
Lu longueur de l'urc de la spirale logarithmique, com/iris entre le point m et le pôle asymptote, est égale à la tangente mt **.
Il est clair, en effet, que l’arc de la développée compris entre le point u et le pôlep est égal en longueur à la normale ma, ce qui revient identiquement à l'énoncé qui précède.
Fig. 36.
Spirale d’Archimède. — Dans le cas de la spirale d'Archimède, Fig. 37. si l’on désigne, par u = dr, la vitesse avec laquelle ^ le rayon vecteur pm glisse sur lui-inème , et, par y, l’angle qmt que ce rayon fait avec la tangente en m, on a d’abord
— * — cons", y = S.
* Ou oc perdra pas de vue qu’en procédant, ainsi qu'on l'a fait au rr 98, on doit considérer la directrice comme entraînée par le joint m dans son glissement sur la courbe.
" On entend ici [>ar tangente la j>arlie de celte droite, qui se trouve interceptée entre le jioint m et la jierjieudiculaire élevée en p sur le rayon vecteur p m.
Il vient ensuite
(il W
1 % Y — — = r - • qm h
De là résulte, pour la vitesse dy avec laquelle varie l'angle y,
dy — dr . — • eos* y = u sin* S.
Mais, d'un autre côté, on a évidemment
w — ai + dy = u(l ■+■ sin* £).
H vient donc, en dernier lieu ,
‘ 1 -+- sin* C (1 +- sin* 6) eos 6
CHAPITRE V
1" THÉOltlE GÉOMK IltiytE DES ENVELOPPES.
Cas général d'une droite ou d’une courbe mobile dans un plan.
101. Considérons d'abord une droite D supposée mobile dans un plan P', cl de direction incessamment variable.
Soient a, u’ les positions qu'occupent, à un même instant quelconque, les centres instantanés de rotation eide circulation de la droite D *.
Le lieu des points a' prend le nom d’enveloppe pur rapport aux positions successives delà droite mobile.
Soient p, p deux points assujettis à coïncider constamment, le
* Ou sail que le centre a! est le pied de la perpendiculaire abaissée du centre a sur la droite D.
premier avec le centre a, le second avec le centre a'. 11 est visible que la vitesse du point fi est dirigée tout entière suivant la droite D, le point glissant sur la droite cl la droite tournant autour du point, tous deux incessamment. De là résultent les déductions suivantes :
I" La tangente, en un point de l’enveloppe , n’est autre chose ffiie la droite mobile prise dans lu position qui correspond à ce point ;
2® Toute courbe peut être considérée comme l'enveloppe de ses tangentes ;
3" Lu développée d’une courbe est l’enveloppe des normales à celte courbe.
On observera que la vitesse du point u' résulte, en général, de deux composantes distinctes. L’une est la vitesse de circulation que le point a' emprunte à la rotation établie autour du centre instantané a; l’autre est la vitesse qui anime le point j* perpendiculairement à la droite au'. Dans le cas particulier où l’enveloppe que l’on considère est celle des normales à une courbe donnée, les centres «, «' se confondent et, des deux composantes; il ne reste que la dernière.
Sans rien changer à ce qui précède, considérons, en second lieu, une courbe quelconque s, située dans le plan P', liée à la droite D, et participant avec elle à la rotation établie autour du centre instantané «.
Soit a" le pied de la perpendiculaire abaissée du centre a sur la ligne s.
Le lieu des points a" prend le nom d’ksvblofpe pur rapport aux positions successives de la courbe mobile.
Soit fi” urr point mobile , assujetti à coïncider constamment avec le point a". La vitesse du point fi” est dirigée tout entière suivant la tangente en a” à la courbe £. De là l’énoncé suivant :
L’enveloppe de la ligne 2 est une ligne qui lu touche dons toutes ses positions successives.
On observera que la vitesse du point fi" résulte, en général, de deux composantes distinctes. Ces composa nies sont les vitesses de circulation communiquées au point a" dans les rotations établies, l’une autour du centre instantané a, l’autre autour du centre de courbure qui correspond au point a" de la courbé s. Ce qui détermine cette deuxième rotation , c’est la condition qu elle remplit de communiquer au point a la vitesse qui anime le point u perpendiculairement à la droite aa" *. On voit d’ailleurs, sans difficulté, que les composantes dont il s’agit proviennent de ce que la ligne s glisse et roule en même temps sur son enveloppe. La première composante exprime la vitesse de glissement; la seconde est celle qui résulte du roulement. Cette remarque est générale; elle s'applique au cas d’une droite mobile, comme à celui d’une courbe.
Cas général d’un plan mobile sur lui-méme.
tOi. Imaginons que la droite I) des numéros précédents soit liée à un plan P superposé au plan fixe P’, et qu'elle l'cntraine avec elle dans sa rotation autour du centre instantané a. il y a lieu, en ce cas, de considérer séparément les traces du point n sur le plan mobile P et sur le plan fixe P’. Soient S la première et S' la seconde. La rotation établie autour du contre instantané a ne peut altérer en rien la vitesse qui anime le point a dans le plan P'.
Tons les points de la ligure mobile participent eu même temps à la rotation établie autour du centre instantané a.
De là résulte, pour la vitesse totale du point ju", la première de ses deux composantes.
I.a droite fifi" est assujettie, en outre , à passer constamment par le («oint mobile /U et à rester normale à la comité 2. Il s'ensuit qu'elle tourne autour du centre de courbure qui corrcs|tond au |ioiut a" de la courbe 2, eu empruntant à la vitesse linéaire du point n la vitesse angulaire de cette rotation.
De là résulte, en conséquence, In deuxième des eonqiosaiitrs mentionnée dans le texte.
Cette vitesse est donc aussi celle du point p dans le plan P. De là résultent les déductions suivantes :
1" La ligne S' est l’enveloppe îles positions successives de lu ligne S;
2° Le mouvement du plan mobile P est le même que si la ligne S roulait sans glisser sur lu ligne S'.
Supposons que l’on ait tracé les deux lignes S, S', et qu’on réalise le mouvement du plan P en faisant rouler ln ligne S sur la ligne S'. Prenons égale à l’unité la vitesse angulaire de roulement , et désignons par u la vitesse correspondante avee lesquelles le points se meut sur les courbes S, S'.
Soient a ln position actuelle du point /x. ,
a' celle du point p' sur la droite D , o la vitesse du point p', ab une longueur prise égale à la vitesse u et portée sur la normale commune aux deux lignes S, S', du meme célé que la droite I) ou du célé opposé, selon que les deux composantes de la xilesse du point f*' sont de sens contraire ou de même sens.
La directrice du point p n’étant autre chose que la droite D , et celie-ei tournant, par hypothèse, avec une vitesse angulaire égale à l'unité, le rayon de courbure qui correspond au point a' de l’enveloppe décrite par le point u.' a, pour expression,
S’agit-il ensuite des composantes de la vitesse v? Elles sont représentées en grandeur, l’une par aa', l’autre par la projection sur an' de la longueur ab, c’est-à-dire par ae. La conséquence évidente est que le centre de courbure qui correspond au point a' de l’enveloppe se trouve en e sur la circonférence de cercle ayant oh pour diamètre. Ajoutons qu’en désignant par R, R' les rayons de courbure qui correspondent au point a pour les lignes S, S',
on a, comme nu n" 88, page 227 (la vitesse désignée pnr u dans ce numéro étant égale à l’unité),
ab — h
De là résulte le théorème suivant :
Lorsqu'un plan se meut sur lui-même, les enveloppes t les ilroiles situées dans ce plan ont toutes ri la fois leurs rentres de courbure sur une même circonférence de cercle.
Soit « la position du centre instantané de rotation à l'instant que l'on considère, u la vitesse de ce centre au sortir du lieu qu’il occupe, a la vitesse angulaire simultanée du plan mobile. On peut ajouter ce qui suit :
La circonférence dont il s’agit louche en a la droite suivant
laquelle est dirigée la vitesse u. Elle a pour diamètre le rap- . «
port - .
Supposons le mouvement du plan mobile déterminé par celui d’un cercle au rayon R situé dans ce plan et roulant sans glisser sur un cercle fixe au rayon R'. II vient alors
w RR' a R H- R' *
et l’on a cet autre théorème :
Les enveloppes des droites situées dans le plan mobile ont toutes pour développée une même épicycloïde , occupant une même jwsition ou des positions différentes, selon que les droites considérées sont ou non parallèles.
Cette épicycloïde est engendrée par un point de la circonférence qui a pour diamètre — [ -, et qui roule sans glisser sur un cercle fixe, concentrique un cercle R', et ayant lui-méme pour
r"»n" rStT”
Le second théorème peut se démontrer comme il suit :
Soient c, c' les centres des cercles aux rayons R, R'; a le point
Fig. 39.
où le contact subsiste à l’instant que l’on considère; ab le diamètre d$ la circonférence sur laquelle les enveloppes des droites situées dans le plan P ont leurs centres de courbure; D une quelconque de ces droites; «e la perpendiculaire abaissée du point a sur la droite D.
On a , d’après ce qui précède.
ub =
RR'
On sait, en outre, que le centre de courbure, situé sur la droite ne pour l’enveloppe des positions successives de la droite ï), ou de toute autre droite de môme direction, est en e à la rencontre de la circonférence décrite sur ab comme diamètre.
Soient t une deuxième position du point a; h la position correspondante du point b; ie', c'i celles des droites «e , c'a. L’angle ae'i a pour mesure : celui dont les droites D cl ae tournent simultanément, dans le passage de la première position à la seconde, est égale b la somme La différence de ces angles est : elle
exprime l’excès de l’angle e'ih sur l’angle euh. Il suit de là que l’a rc lie' est plus grand que l’arc be de la longueur
= cm' .
" SI le point a restait fixe sur le cercle mobile et qu’on le transportât en i, (le contact subsistant en i comme en a) le cercle mobile tournerait de l'angle ■ Mais il y a roulement , sans glissement. Il faut donc que le |ioinl a supl>osé lixe sur le cercle mobile recule, relativement au point i, d’un arc égal en longueur à l'arc ai. Dp là résulte une deuxième rotation exprimée angulaire-
ni
inenl par — .
Cela pose , décrivons la circonférence de cercle avant son centre en c, et cb pour rayon. On a
(2) . . r'h = R' — abe= R'
RR'
et, par suite ,
Les équations (I) et (3) montrent que le déplacement du point c s’effectue comme s’il était fixe sur la circonférence aeb, et que celle-ci roulât sans glisser sur la circonférence décrite du point c' comme centre avec cb pour rayon. De là résulte évidemment le théorème énoncé ci-dessus.
Rayon de courbure de l'enveloppe d’une courbe qui se meut dam son plan, sans changer de forme. Glissement de la courte mobile sur son enveloppe.
103. Étant donnée une courbe quelconques, supposée de forme invariable et mobile dans son plan, proposons-nous de déterminer le rayon de courbure de l’enveloppe et le mouvement relatif de la courbe mobile.
Soit PQ une position quelconque de la ligne s. Le mouvement de cette ligne peut être considéré comme résultant du roulement d’une courbe S, représentée par LM , sur une courbe S' représentée par UV, la ligne S étant liée à la courbe mobile S et la courbe S' étant lixe.
Soit a le centre instantané de rotation; ab la tangente commune aux courbes LM, L’V; aa la perpendiculaire élevée en a sur ab ; a’ le centre instantané de roulement; R. R' les rayons de courbure des courbes LM cl l’V pour le point a.
Fig. 40.
L’on a , généralement *,
( 2fi5 )
au
RR'
Abaissons du point a sur la courbe PQ une normale am , et prolongeons eette normale jusqu’en n , centre de courbure correspondant de la ligne PQ. L’enveloppe de la ligne 2 est le lieu des points mi.
Par le point a menons une parallèle à ma, et prolongeons-la jusqu’à sa rencontre en b avec la droite ah. En n élevons sur an une perpendiculaire et prolongeons-la jusqu’à sa rencontre en n' avec la droite aa'.
Dans la rotation établie autour du centre instantané a les vitesses simultanées des points «’ et n sont respectivement proportionnelles aux rayons vecteurs aa', an. 11 s’ensuit que si l’on prend ab pour grandeur de la première , la seconde est représentée par n»'. En effet, les triangles aba, nn'a sont semblables et donnent, en conséquence,
ab aa' un' an
La vitesse nn' est la vitesse totale du point n de la normaleoMi**. D’un autre côté, nous avons vu (n° 87, page 223) que la \itesse a b du centre instantané de roulement coïncide en grandeur ainsi qu’en direction avec la vitesse du centre instantané a. Si donc on abaisse
Si la courbe l!V tournait sa concavité du côté de la ligne LM , on devrait changer le signe du rayon de courbure R' et écrire en conséquence
ah —
RR’ R' - R
" Le point n se distingue des autres |ioints de la normale am en ce que sa vitesse s’emprunte tout entière à la rotation établie autour du centre instantané a. Pour les autres points, il faut tenir compte, en outre, de la rotation simultanée établie autour du rentre de courbure n.
du point « sur a'b la perpendiculaire ue, il est visible que cette perpendiculaire représente en direction, sens et grandeur la vitesse du point de la normale am qui se trouve actuellement en a.
Cela posé, il ne reste plus qu’à tirer la droite ne et qu'à prolonger celte droite ainsi que la normale ma jusqu’à leur rencontre en o.
Le point o ainsi déterminé est en même temps le centre de courbure de la trajectoire du point n et de l'enveloppe décrite par le point m.
Il est bien entendu qu’on comprend ici par trajectoire du point . n , la trajectoire que ce point décrirait s'il devenait fixe par rapport à In ligne 2 et qu’il fut entraîné par elle dans son déplacement continu.
Par le point m menons la droite mit' perpendiculaire à ma. La vitesse qui anime ce point sur l’enveloppe qu’il décrit est représentée par ml'. Celle (pii anime le point de la ligne PQ actuellement en m est représentée par mt. Telle est donc aussi la vitesse actuelle du glissement de la courbe 2 sur son cineloppe. Il s’ensuit que In quantité II' exprime la vitesse actuelle du point m sur la ligne PQ, ou, ce qui revient au même, la vitesse qui résulte pour le point m du roulement de In ligne PQ sur son enveloppe. Pour obtenir directement cette dernière vitesse, il suffît de tirer In droite ne. Le segment ms intercepté sur ml est précisément cette vitesse, ainsi que nous l’avons exposé au n” 101, page 2(50, et qu’on le voit d'ailleurs directement. On vérifie, sans difficulté, que l’on a, d'après la figure,
ms = lt'.
Soit i la projection du centre instantané de roulement sur le rayon vecteur am, et p le rayon de courbure de la trajectoire du point ». On a, d’après la formule (3) du n" 88-, page 227,
ni
Dp lu résulte, en désignant par a le rayon de courbure cherché pour le point m de l’enveloppe,
an
a=m mn.
ni
On a, d’ailleurs.
ms mn ai ai
ne an ml uni ’
d’où, multipliant membre à membre, et observant que les longueurs ne, a i sont égales,
ms ai . mn
ml an. uni
Les équations (1) et (2) résolvent la question proposée.
Extension générale au cas d’une ligne gui change en même temps de position et de forme.
104. Soit E une courbe mobile dans son plan et de forme incessamment variable. Prenons un point quelconque m, supposé fixe sur la ligne E, et désignons parmi une droite assujettie à rester tangente en m à la courbe mobile.
Quels que soient, à un même instant quelconque, l’état de mouvement du point m et celui de la tangente mt , ils déterminent un centre instantané de rotation qui leur correspond, et si l'on distingue dans la ligne E le changement de forme du changement de position, on peut considérer celui-ci comme résultant tout entier de la rotation élublie autour de ce centre. Imaginons que l'on procède ainsi. La ligne E subit deux modifications distinctes et simultanées. En vertu de la première, elle tourne autour du centre instantané, sans changer de forme et comme si elle était lice invariablement à la droite mt : en vertu de la seconde,
elle se déplace par rapport à la droite ml considérée comme fixe, et dans ce déplacement elle ne cesse pas de toucher cette droite au point m.
Cela posé, soit/* un point assujetti a se mouvoir siir la ligne E. Les données qui précèdent impliquent évidemment la déduction suivante :
Le point /< sortant (lu lieu m, « l'instant que l'on considère, sa vitesse est la même que si la ligne E persistait dans sa forme actuelle.
S’agit-il ensuite de la directrice du point p? Elle tourne, par rapport à la tangente mt, avec une certaine vitesse angulaire. Cette vitesse, lorsqu’il n’y a pas de changement de forme, résulte exclusivement de la vitesse du point /* sur la ligne E et de la courbure affectée en m par cette ligne. Elle ne dépend, en aucune façon, de la rapidité plus ou moins grande avec laquelle lu courbure de la ligne E peut varier au delà du point m. Mais, d'un autre côté, s’il y a changement de forme, à partir de l'instant où le point/* sort du lieu m, ce changement n’a d'autre effet, par rapport aux parties de la courbe E situées au delà du point m, que de modifier la rapidité plus ou moins grande avec laquelle leur courbure varie à partir de ce point. Or, celte rapidité plus ou moins grande ne peut affecter en rien la vitesse qui anime la directrice du point p au sortir du lieu ni. De là donc résulte cette autre déduction :
Le point p sortant du lieu m, à l’instant que l’on considère , sa vitesse et la rotation de sa directrice sont les mêmes que si la ligne E persistait dans sa forme actuelle.
Lorsqu'une ligne E, mobile dans son plïin et déformé invariable, sort du lieu qu’elle occupe, il arrive, en général, pour un ou plusieurs de ses points, que leurs vitesses actuelles sont dirigées tangcnlicllcincut à ee lieu. Celte circonstance, qui nous est déjà connue, peut se présenter de la même manière lorsque la ligne E se déplace en changeant de forme. Haisonnons dans cette hypo-
tlicsc, et, s'il est plusieurs points qui satisfassent, en même temps, à la condition précédente, liornons-nous à considérer l'un d’entre eux en excluant les autres par la suppression des parties de la ligne E qui leur correspondent.
Plaçons-nous à un instant quelconque. En désignant par m le point de la ligne E que l’on considère et dont la vitesse actuelle est dirigée tangen licitement à cette ligne, on a la définition suivante :
Le lieu (les points m est l'enveloppe (les positions successives de la ligne E, cette ligne étant mobile dans son plan, et de forme constante ou incessamment variable.
Soit fi un point assujetti à coïncider constamment avec le point m. La vitesse du point fi résulte à chaque instant de deux composantes distinctes. La première de res composantes est la vitesse du point ni considéré comme fixe sur la ligne E : elle est dirigée tangentiellement au lieu occupé pur cette ligne à l’instant que I on considère. La seconde est la vitesse qui provient du déplacement du point m sur la ligne E : elle est la meme que si la ligne E persistait dans sa forme actuelle; elle a donc même direction que la tangente en m. L)c là se déduisent immédiatement les conséquences suivantes :
La vitesse du point p est dirigée tout entière suivant la tangente en m à la ligue E.
L’enveloppe de lu ligne E touche cette ligne dans toutes ses positions.
Cette propriété de l'enveloppe est caractéristique. Elle suffît , dans tous les cas, à la détermination de cette ligne.
Imaginons qu’on connaisse, à un instant quelconque, le lieu occupé par la ligne E, la position du point m, la vitesse de ce point considéré comme fixe sur la ligue E, la vitesse angulaire correspondante de la tangente en m. Soient u la première de ces vitesses,
et a la seconde. Le centre instantané qui leur correspond est situe sur la normale en m , à la distance
ma — - • u
On voit d'ailleurs aisément dans quel sens il faut porter cette longueur, le point a devant être tel qu’en le prenant pour centre, la rotation établie autour de ce point communique au point m sa vitesse actuelle w.
Cela posé, si l’on distingue dans la ligne E le changement de forme du changement de position et qu’on détermine celui-ci comme résultant tout entier de la rotation <o établie autour du centre instantané a, on peut faire abstraction de l’autre en ce qui concerne la courbure de l’enveloppe au point m, et appliquer les déductions du n° 103, page 200, de la même manière que si la ligne E conservait en réalité la forme qu’elle affecte à l’instant que l’on considère. Cette conséquence se déduit immédiatement du principe énoncé ci-dessus, dans les termes suivants :
Le point n sortant du lieu m, « l'instant que l'on considère , sa vitesse et ta rotation de sa directrice sont les memes que si la liyne E persistait dans sa forme actuelle.
Soit
l’équation d’une ligne plane E, rapportée à des axes coordonnés quelconques cl dépendante d'un paramètre a dont on dispose entre certaines limites.
A chaque valeur du paramètre a correspond une détermination particulière de la ligne 2, et , en outre, celle d’un point a" situé
( 2ÏI )
à la fois sur celle ligue et sur l'enveloppe de scs positions successives. Il suit de là que les coordonnées du point a" sont fonction du paramètre a. Réciproquement le paramètre a est fonction de ces coordonnées, ce qui implique la conséquence suivante : L'é (/nation (1) peut être considérée comme représentant l'enveloppe, pourvu qu’on y remplace « par une fonction convenable des coordonnées x et y.
Cela posé, suivant que le point a" est pris sur la ligne X ou sur l’enveloppe, lu tangente eu ee point est déterminée par l 'équation différentielle
ou par cette autre équation
Or, ou suit que la ligne X doit toucher en a" l'enveloppe de ses positions successives. Il faut donc que les équations (2) et (5) donnent une seule et même valeur pour le rapport ~ . Ue là résulte nécessairement
di
L’équation (4) détermine la relation qui fuit dépendre a des coordonnées a:, y. Jointe à l'équation (I), elle représente l’enveloppe des positions successives de la ligne X, ce qui revient à dire que, pour avoir l’équation de celle enveloppe, il suffit d éliminer a entre les équations (I) cl (4).
On parvient au meme résultat en procédant comme il suit : Concevons un point a” assujetti à décrire la ligne X et sortant du lieu a" a l'instant que l’on considère. Soient x, y les coordonnées dc*cc point. La direction de sa vitesse actuelle est donnée par l'équation (3), ou par l’équation (ô), selon que la ligne x con-
serve une seule et même détermination, ou qu’au contraire elle passe d'une détermination à une autre.
Mais Si le point a" appartient à l’enveloppe des positions successives de la ligne 2, la vitesse du point fi" doit avoir même direction dans chacune des deux hypothèses précédentes. Il faut donc que les équations (2) et (5) subsistent en même temps. Cette conséquence conduit, comme tout à l’heure, à la solution cherchée.
106. Veut-on procéder directement, sans s’appuyer sur la théorie géométrique développée dans les numéros qui précèdent? Voici comment on peut s’y prendre.
Étant donnée lcquation
Elle représente une courbe qui change en général de forme et de position, en meme temps qu’on fait varier le paramètre a. Soit 2 cette courbe; u un point assujetti à la décrire; x, y les coordonnées de ce point.
La direction suivie par le point à un instant quelconque , est détermine, par l’équation différentielle
ou pur cette autre équation
lia. = u,
selon que la ligne 2 persiste dans sa détermination actuelle, ou qu’au contraire elle passe de cette détermination à une autre. Posons
Les équations (I) et (4) subsistant ensemble, chaque valeur du
paramètre a fixe, cil général *, la position tl un |>oint détermine de la ligne 2. Soient a " ec point et ju" un point moliiic assujetti à coïncider constamment avec le point a", tandis que le paramètre * varie incessamment.
Le point a' se déplace , en général , sur la ligne 2 en même temps que celle ligne etiange de forme et de position. 11 s’ensuit que le point p" se meut sur cette ligne avec une certaine vitesse. D’après ce qui précède, la dircelion de cette > itesse est donnée par l cquation (3), ou ce qui revient au même, par l’équation (2), puisqu'on vertu de l’équation (4) les équations (2) et (3) fournissent une seule et même valeur pour le rapport -* . Mais d’un autre côté, l’équation (2) fixe (tour le point a" la direction qu'aflcclc actuellement en ce point la tangente à la ligne 2. On voit donc que le point p" se meut suivant la direction de cette tangente et qu’en conséquence il a pour trajectoire une ligue qui touche eu u' chacune des positions successives de la ligne 2.
La trajectoire du point p” est le lieu des points Considérée par rapport aux positions successives de la ligne 2, elle prend le nom d’enveloppe. Son équation résulte de l'élimination du paramètre 7. entre les équations (I) cl (4). Cela revient à dire que l'équation de l’enveloppe est
(•) Ff*! y, *)= O,
le paramètre * étant une fonction des variables jt, y, déterminée jmr l’équation de condition
On ne perdra pas de vue que l'existence de l'enveloppe est subordonnée à la condition que les équations (I) cl (4) fournissent, pour chacune des valeurs attribuées successivement ou paramètre a, une détermination correspondante du point désigné para”.
* tille condition pourrait n’êlrc pas remplie , comme ou le voit , par exemple , dans le cas d'une droite qui se meut sans changer de direction. Les déductions suivantes cesseraient alors d’être applicables.
IS
# Applications.
107. Soit d’abord à déterminer l’enveloppe des normales à une courbe plane. Nous savons déjà que cette enveloppe n'est autre chose que la courbe désignée sous le nom de développée. On a, d’ailleurs, pour équation générale de la normale,
(1) (t — x) dx -4- (u — y) dy = o.
De là résulte, en différenciant par rapport aux variables x, y, et considérant comme constantes les coordonnées courantes t et u,
(2) . . . (t — x) rf*x -4- (w — y) (Py = dx* -t- dt/.
Les équations (I) et (2) subsistant avec le même sens qu’au n° 78, page 206, il est clair qu’elles déterminent en même temps les centres de courbure de la courbe dont on considère les normales, et le lieu de ces ccutrcs, c’est-à-dire l’enveloppe des normales ou la développée.
Si l’on différencie l'équation (1) par rapport à toutes les variables qu’elle renferme, il vient , eu égard à l'équation (2),
(5) dtdx -t- du . dy — o.
Lu opérant de même sur l’équation
qui donne le rayon de courbure en fonction des coordonnées x, y, t, u , on a
(5) pda — (t — x) dt -+- (m — y) du.
Désignons par u l’are de la développée et posons, en conséquence,
(fi). . di 1/dÏÏ dtr=^ dt y I -4- (— )
La comparaison des équations (I) et (3) donne
du u — y
dt l — x
Cette valeur transportée dans les équations (5) et (0) conduit, d’une part, à
dp = — ^~ Xi' + — ^ — ‘<l1
d’autre part, à
do == dt On a donc
V7(t — ar)’ -t- (u — y )* pdt
dp = do,
et, par suite, ainsi que nous le savions déjà,
4p = àff.
Soient A, A' deux points pris respectivement sur deux
Fig. Fl.
droites fixes et parallèles AB, A'B'; soit en outre nn' une transversale quelconque assujettie h la condition d’intercepter des segments An, AV dont le produit demeure invariable.
-X Plaçons l’origine en O, milieu de AA', et prenons pour axes coordonnés, d’une part, la droite AA', d’autre part, une parallèle aux droites AB, A'B'.
Si nous désignons par a le segment Au , par 6 * le produit An. AV, supposé constant, et par a' la distunce OA , il est aisé de voir que la transversale nn a, pour équation générale,
Cherchons l’enveloppe îles ilroiles représentées par l’équation (I). En égalant à zéro la dérivée du second membre, prise pur rapport au paramètre a, l’on trouve
De là résulte
et , substituant,
u nj = b'*(u’ — a-).
Élevons au carré et remplaçons ** par sa valeur. Il vient
On toit, par là, que l’enveloppe ehcrehée est une ellipse rapportée à son centre et ayant pour diamètres conjugués les segments 2a', 26' dirigés respectivement l’un suivant AA', l’autre parallèlcmeut aux droites AB, A B'.
Pour passer du cas de la figure à celui où le segment AV serait porté en sens contraire, il suffit de changer le signe de la quantité Z)'’. L’ellipse trouvée pour enveloppe, dans le premier cas, est remplacée, dans le second, par une hyperbole.
Soit > l’angle des axes OX, OY, et ç celui que la transversale nu' fait avec l’axe des x. On a, généralement,
siu 6 a* — b'* sin (à — 6) 2*«'
Différenciant ci posant a = 6' dons le résultat de la différenciation , on trouve
. sin J .
En opérant de mémo sur la valeur
qui sc déduit de l'équation (2), on a
rfjr = — da.
Désignons par a le rayon de courbure qui correspond au point de l’ellipse situé à l’extrémité du diamètre lt'. On a, d’après ee qui précède, et comme il est aisé de le voir,
(fi).
dx a'*
‘ de. b' sin *
De là résulte
o sin >
Or p sin i est la projection du rayon « sur l’axe OY. On a donc l’énoncé suivant , lequel s’applique en même temps à l’ellipse et à l'hj perbole :
Étant donnés deux demi-axes quelconques a’, b', conjugués entre eux , le rayon de courbure , qui correspond à l'extrémité de l’axe b', a pour projection sur cet axe le segment ~ .
Reprenons ee problème en le traitant par voie géométrique. Lorsque la transversale nn’ sort du lieu qu’elle occupe, le produit des segments Au, AV demeure constant. Il s’ensuit que les vitesses des points n , n sur les droites AB, A'B' sont de signe contraire et qu’elles conservent entre elles le même rapport que les segments An, A V. Prenons le segment nA pour vitesse actuelle du point n sur la droite BA. La vitesse simultanée du point n' sur la droite A'B' sera représentée par le segment n'B' AV.
Les vitesses «A, «'B' résultant de la rotation de la droite- nn' autour de son centre instantané de circulation, la conséquence est ([uc ce centre se trouve actuellement en m à la rencontre des droites nn', AB'. On sait d'ailleurs que le lieu des points m est l’enveloppe des positions successives de la droite nn'.
Soient y = mp, x = O p les coordonnées du point m. Si l’on tire la droite n'p et qu'on la prolonge jusqu’en s, h sa rencontre avec la droite BA , il est visible que le segment As est égal au segment An , ce qui détermine la droite ris et par suite le point p où cette droite vient couper la droite AA'. On a, d’une part,
et, d'autre part,
A'B' , , v ri -x , ,
CM
. An.
Multiplions, membre à membre, les équations (8), (9) et remplaçons par b * le produit constant An.A'n'. On trouve ainsi, pour équation de l’enveloppe,
S'agit-il ensuite de la courbure en m? Cherchons d’abord la vitesse v du point m sur la tangente «»’, en observant qu’elle résulte de celle du point p situé à la rencontre de la droite mobile ris avec la droite fixe AA'.
La vitesse du point ri sur A'B' est n'B'. Celle du point s sur «B est «A. Il s'ensuit que celle de l’intersection de la droite ris avec la droite mp, supposée fixe est pm, et qu’en conséquence la vitesse du point p sur AA' est représentée par pg, la droite nig étnnt parallèle à ris'.
’ Concevons la perpendiculaire élevée en p sur ris et déslguons-la par P. La projection de la vitesse pm sur la droite P est la vitesse de circulation du |ioint p de la droite >»’». Si la vitesse py était connue; sa projection sur la
Par If point ij menons la droite ijli p;irulièle à put. Si la droite un' finit fixe, In vitesse p<j du point p sur AA' donncruil mit pour vitesse du point ni sur un. Ce résultat n'est pas changé par la rotation de In droite un autour du point tn. On a done, en premier lieu ,
v = mit.
Soit, en second lieu, te In vitesse angulaire avec laquelle la droite un' tourne autour du point ni. Si par les points n , IV on mène deux droites, l’une B't parallèle à un', l’autre n't normale à la première, il vient
De là résulte, en désignant par p le rayon de courbure cherché pour le point m,
v mit . mn'
Appliquons cette formule nu ras où les segments A» , A V étant tous deux égaux à b', le point ni est le milieu de la droite un. Les droites ««', AA' sont alors parallèles, et il en est de même des droites AB', su’. Il suit de là que les segments mh, mn' sont tous deux égaux à «' et que le segment n't est la projection du demiaxe 1/ sur la normale en ni à la droite nn'. On a donc
mil = mn' — a', n't = b' sin / , et l’on en déduit par substitution
Ce résultat est la reproduction de In formule (7). Il comporte le même énoncé.
limite P donnerait celte même vitesse rie circulation. Il suit évidemment de là (|ue les extrémités ries vitesses pm . p< 7 sont situées sur mie même droite mij, menee par le point w parallèlement à la droite «'*.
Le parallélisme existant, par hypothèse, entre les droites m»i', AA', on a , en désignant par p la distance de ces droites,
p = b' sin à ,
et, par suite,
La propriété exprimée par l’équation (10), n’est qu’une autre forme de celle que nous avons formulée ci-dessus comme interprétation de l’équation (7). On peut l’énoncer comme il suit :
Le produit du rayon de courbure par la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente est égal au carré du demi-diamètre parallèle à celte même tangente *.
* Re|irenons la formule générale
mh . mn’
cl prolongeons la d roi le n'n jusqu’à sa rencontre en u avec la droite OX. Le parallélisme établi d’une part entre les droites n’p , nig , d'autre part entre les droites mp , gh donne
• mn' mli
n’u ~ mu
On a, d’ailleurs, ainsi qu’on le voit aisément sur la figure,
n'u AV _ mn’ _ mrè ^ tin' AV — A « tin' — mn îmi
La combinaison des équations (2) et (3) donne
mu' AV AV
(4) m/i.mii' = 2.mi.mu. — - = 2.mi.mu — — = mi. mu. ■
' ni» A il' + An Oi
Soit Oc la perpendiculaire abaissée du point 0 sur la droite un'. Les triangles n'U't, Oie sont semblables et l’on a , pu conséquence,
n't ti'B’ _ A'»'
109. Soient deux droites fixes A u, Ah' et une transversale un' Fiy. Ai. assujettie à détacher un triangle A nu de surface constante. On demande l’enveloppe des positions successives de la droite nn\
Plaçons l’origine en A, et prenons pour axes coordonnés les droites AwX, Ah'Y. Eu désignant par «
le segment An' et par r1 le produit constant des srg- # <**
ments Ah, An , on a An = — . L’équation generale de la droite mi est, en conséquence,
a* / ax\
Prenons la dérivée du second membre par rapport à a et égalons celle dérivée à zéro. Il vient ainsi
2*Jr — r*.
Delà résulte en substituant dans les équations (4) et (1)
mi . mu
L'équation (5) exprime la propriété suivante que l’ellipse et l'hyperltole présentent en chacun de leurs points : .
Le produit du rayon de courbure par la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente est égal au produit des segments interceptés sur la tangente entre le point de contact et deux axes quelconques conjugués.
Si I*oi» rapproche l’équation (5) de l'équation (10) établie dans le texte (la grandeur représentée par p n’étant autre que la perpendiculaire Oc ), on a
mi . mu . = a’*.
On est ainsi ramené à cette propriété connue de l’ellipse et de l'hyperbole:
Le produit des segments interceptés sur une même tangente entre le point de contact et deux axes quelconques conjugués est constant. Il a pour expression le catTé du <lemi-axe parallèle à la tangente.
Au lieu de procéder, comme nous venons de le faire, par voie de déductions successives, on peut établir « priori celle dernière propriété, et remonter à la précédente en se fondant -111 l'équation (lit).
L'élimination de la quantité x entre les équations ( 1 ) et (2) lionne, pour équation de l’enveloppe cherchée ,
xy
c’est-à-dire une hyperbole rapportée à «on rentre et à ses asymptotes.
Soieni O le centre d'une ellipse; m un point de la courbe; imu la tangente en ce point; OX une parallèle à cette tangente; b' le demi-axe flm; a' son conjugué.
L'équation de l’ellipse, rapportée aux axes 2a', 26', est
Soit m' un point (|uelconque pris sur la courbe. La droite 0 m' a , pour équation ,
t', y' étant les coordonnées du point m'.
La droite Om' coupe en i la tangente im . et il suflll de |»oser y = b', pour avoir immédiatement
Soit Ou l'axe conjugué avec Oi. Cet axe est parallèle 6 la droite qui touche l’ellipse en m'. Son équation est , en conséquence ,
xx ' yy'
De là résulte , en posant comme tout à l’heure y = b',
Les valeurs trouvées pour mi et mu donnent, ainsi qu'il s'agissait de le démontrer,
mi. mu « a'*.
Soit A l'iinglc des axes AX, A Y el 6 celui <|iic In tangente nn fait nvee l’axe des x. On a
sin <>
sin(i — 6)
Le reste s'achève de lui-même.
Considérons la circonférence de cercle circonscrite an triangle l'On et prolongeons la droite Om jusqu’à sa rencontre en O’ avec cette circonférence. On a
O m . m()' = mi . mu = a'*.
et, par conséquent aussi,
= cons1'.
De la, cette autre propriété, commune à l'ellipse et il l'hyperbole et s'appliquant à une tangente quelconque déterminée:
Si t on prolonge taxe qui va du centre au point de contact jusqu'à sa rencontre arec la circonférence de cercle menée par le centre et par les points on la tangente rient couper deux axes quelconques conjugués, ce prolongement a potir longueur constante la projection du rayon de courbure sur r axe dont il s'agit.
Soient , a, b les axes principaux, a étant celui qui coïncide en direction avec la ligne des foyers. Lu égard à la relation connue, a.b= p a', l’équation (10) devient
Soit N la partie de la normale interceptée entre le point m et l'axe principal a. En désignant par N' la projection constante de cette normale sur le rayon vecteur focal et par 6 l'angle que ce rayon fait avec la normale, on a , comme on l’a vu précédemment,
cos’f
La combinaison des deux dernières équations conduit à la relation
n' cos C — \ a .b .S' arçons1'.
cl l’nn en déduit
fi
2 xtl* sin*(» — C.) e* sin à
L’équation (2) donne de même
d.r = do,
■ iX
et, par stiite, en désignant par d» la différenlielle île l’are de l'enveloppe ,
sin l
sin (A — ?)
De là résulte, pour le rayon de eourburc qui correspond nu point de l’enveloppe situé sur la tangente nu,
ds r*x sin*/
’6 dt 2** sins(A — Ç)
Soit m le point dont il s’agit : l’équation (2) montre qu’il est le
Il suffit, d’ailleurs, de transporter le point m à l'extrémité du demi-axe a pour reconnaître que l'on peut écrire plus simplement
a' cos C = consl' = b.
Celte dernière propriété comporte l'énoncé suivant :
Si l'on porte sur In normale une longueur égale au demi-axe qui lui est perpendiculaire et qu'on projette cette longueur sur le rayon vecteur mené par l'undes foyers , la projection est constamment égalé au demi-axe principal li.
On parvient au même résultat en faisant usage de la relation
milieu du segment mi. Kcmplaçons x par--, - par Am et a pur A n. Il vient,
Am* sin* A
’ 4An'sin3(A — 6)
On a d'ailleurs, ainsi qu'on le voit aisément,
sm (A — t) sin 6
Am = — mm . ; i Am — mm
sm A sin a
Ou peut doue écrire aussi
mi . sin A 4 sin ç sin (a — 6^
Par les points m, li, m menons trois droites respectivement perpendiculaires, lune ne à AX, l'autre ne à A ij, la troisième ni ce' à mi. On a
mm , MM
nie = — ept 6, me — — eol (A — ê),
cl, désignant par o le milieu de l'intervalle ee',
HH
(7) nio — — . [eot 6 x- eol (A. — ê)]
MM Slll A
4 sin 6 sin (A — ê)
La comparaison des équations (ii) et (7) montre que le rentre de courbure cherché pour le point m est en o, au milieu de l’intervalle intercepté sur la normale me par les deux perpendiculaires ne, lie’.
Reprenons ce problème en le traitant par voie géométrique.
La surface du triangle \mi demeurant constante, le produit des longueurs An, Am' reste invariable. Il s’ensuit, comme dans le cas du n\108, page 277, que les vitesses actuelles des points m, ii sur les droites Am, Am' peuvent être représentées simultanément, l’une par mA , I autre par m'A' = ii A.
( 28fi )
Par les points n, »' menons les droites np , n'p perpendiculaires à nn', et par les points A, A' les droites Ap, A'p' parallèles à nn'. Les vitesses,des points n,n ont, pour composantes normales à nn, les longueurs évidemment épies np, n'p'. Les composantes de ces mêmes vitesses parallèles à nn sont, d'ailleurs, représentées par les segments pA, p A' et l’on a visiblement
pA ■+■ p A' — nn'.
U suit de là que le point m, déterminé par l'intersection des droites nn', pp, est en même temps le milieu de la droite un cl le point de contact de cette droite avec son enveloppe.
Cette détermination du point m étant générale, on en déduit, pour équation de l’enveloppe ,
An . Am' e*
On en conclut, ensuite, que la vitesse de ce point sur la droite nn' est égale à la demi-somme des vitesses pA et p' A'. Ou a donc, en désignant par v cette vitesse,
nn'
e = — = nui.
On a, d'ailleurs, pour la vitesse angulaire de la droite nn autour du point m ,
nui
Désignons par o le point situé à la rencontre des droites >no, n'o, menées perpendiculairement, l’une sur nn', l’autre sur pp'. Les angles n'mp’, n'mn étant égaux, on a
mn' n'p'
mo mn
Soit p le rayon de courbure qui correspond au poiut m de l’enveloppe. On déduit immédiatement de ee qui précède
Le point o est donc le centre de courbure cherché pour le point m.
Les triangles men , np\ ayant leurs trois côtés respectivement perpendiculaires, donnent
me An
mn np
On a de meme, en comparant entre eux les triangles m'e’n, p'\'n'.
me' A';/ m»' n'p'
Or mn = mn, np — n'p et A p A'// = 2nin', il vient donc,
en ajoutant, membre à membre, les équations (9) et (10),
me -+- me' „ mn
mn' n p
De là résulte, eu égard à l’équation (8),
me ■+■ me' mn’
Ce qui montre que le centre de courbure o divise en deux parties égales le segment ee'.
Cette solution très-simple s’étend d’elle-méme au cas général où la ligne considérée est l’enveloppe des positions d’une corde assujettie à détacher d’une courbe quelconque un segment d’aire constante. La seule modification consiste en ce que les tangentes menées à la courbe aux extrémités de la corde se substituent aux droites An, An'.
En effet, puisque la vitesse avec laquelle s’engendre l’aire décrite par un segment de droite est égale au produit de ee segment par la vitesse de circulation de son point milieu, il s’ensuit que ectlc vitesse doit être nulle. Or cette condition implique comme conséquences toutes les déductions qui précèdent. L'enveloppe est donc le lieu géométrique des positions que prend successivement le milieu de la corde mobile. La courbure en chaque point se détermine ensuite, comme on l’a vu tout à l’heure.
Soient AX, AY deux axes coordonnés rectangulaires, et
Fig. 43.
mi un segment de droite intercepté par ces axes. Le segment un' étant supposé mobile et de grandeur constante, on demande de déterminer l'enveloppe de scs positions successives.
En désignant par c la longueur constante mi et par a le paramètre variable A on a pour équation générale de la droite mi
Prenons la dérivée, par rapport à a, de la fonction g, et égalons cette dérivée à zéro. Un trouve ainsi
cl, par suite,
La combinaison des équations (1) et (2) donne d abord
et, eu égard à 1 équation (5), ■ ■ ■ ■
■Celle dernière équation est eellc de i'cnveJoppe elicrclicc.
Soit m le point de l’cuvcloppc situé sur la droite mm'. Les coordonnées de ce point sont, respectivement,
a’ Am’3
r nn 1
(<:> — **)* An5
nn *
Désignons par 6 l’angle A mm', et par m’ le pied de la perpendiculaire abaissée du point A sur le segment mm'. On a, d’anrès la figure, 4
sm € = - > ta h’ = « «in 6, ma . sin g — y.
De là résulte, en substituant,
mn = — - = wt'ji'.
U différentiation des valeurs trouvées pour sin g et pour x donne *
dx ■
c . eos g ( i
On en déduit, pour la différentielle de l’are de l’enveloppe,
rfx
eos g c*. cos 6 et , pour le rayon de rourbure qui correspond au point m , th 3a V e* — a* Am . Am'
*>• , =3. Ami'.
un
Méprenons ce problème en le traitant par voie géométrique.
Le rectangle nAn'a étant achevé, il «nsi visible que le point « est le centre instantané «le rotation de la droite un.
Soit m le pied de la perpendiculaire abaissée du point a sur la droite un'. Le point mêlant le centre instantané de circulation de celle droite, il s’ensuit que le lieu des points «t est l’enveloppe cherchée. On a, d’ailleurs,
De là résulte, d’après la figure et les notations précédentes,
An'3
(8). . // = mn . sin G = m'n' sin 6 == An sin’6 — — —
On trouve de même.
An5
Il vient donc pour équation de l’enveloppe
An'1 ■+- An* c*
Prenons «A pour vitesse du point n sur la droite AX, et représentons par n'Ii la vitesse simultanée du point n sur la droite AY *. La longueur nu' étant constante, les points u, n' peuvent être considérés comme fixes sur la droite un'. Il s’ensuit que leurs vitesses de glissement sont égales.
Par le point A menons une parallèle à nu , et désignons par «• le pied de la perpendiculaire abaissée du point n sur cette parallèle. Les vitesses de glissement et de circulation du point n sont représentées respectivement l une par eA, l’autre par ne.
Tirons la droite etn et prolongeons-ia jusqu'à sa rencontre en /
On verra plus loin coainicut le point li se trouve déterminé par les constructions ultérieures.
UI
avec lu perpendiculaire élevée en n‘ sur nn. Il rsl visible que la v i les se <le eirctilalion du |M>iut n' est représentée par ni, et sa vitesse de glissement par le segment lli qui joint le |H>int l au point h. Or, nous savons déjà que ec segment doit être égal el parallèle à eA. Il l'n ut. doue que lu droite eml soit parallèle a l'axe AY, ee qui fournit un second moyen de déterminer le point ni, el implique les conséquences suivantes :
Le point a se déplaçant avec les points n , n, les composantes de sa vitesse actuelle sont respectivement, l une an', l'autre n'h. Il s'ensuit que celte vitesse est représentée par ah.
Soit aq la projection de la vitesse ali sur une droite menée par le point a parallèlement à nn'. Cette projection est la composante parallèle à nn de la vitesse du centre instantané a. On n, d’ailleurs, en désignant par i le point d’intersection des droites ni
et aq,'
uq = ai -+- iq = mn' a- ht —
La vitesse que le point ni emprunte ù la rotation établie autour du centre instantané u est la vitesse de glissement des différents points de la droite nn', c'est-à-dire eA ou mn'.
Soit v la vitesse actuelle qui anime le point m dans la description de l'enveloppe. On a, d’après ee qui précède,
e =. nui' •+• aq^= 5»l/i'.
La partie de la vitesse v qui s'emprunte à la rotation établie autour du centre instantané » est, ainsi qu'on le voit, le tiers de eeltc même vitesse. La conséquence est que le centre de courbure cherché pour le point m se trouve en o sur lu normale inu, à la distance tno = ôam. On a donc
(10) p = 3« mi ,
et ce résultat concorde évidemment avec celui de la formule (7).
( in )
Tirons la diagonale A a et désignons par b son point milieu. Si Fig 44 nous traçons les deux circonférences de cercle, dont r l'une a bu pour diamètre, et l’autre Aa pour rayon,
il est visible que le point m est situé sur la première 0 ' — f ', V de ces circonférences. D'un autre côté, l’angle ubm
\ est double de l’angle aA ». On voit donc aussi que 4**- * „ A
I arc
ain — ub . abm = iab . uAn = Aa . a Au a même développement que l'are
„ «X — Au . uAn.
Il suit de là que l’enveloppe déterminée ci-dessus est l’épicycloïde engendrée par le point ni dans le roulement de la première circonférence sur la seconde. 11 suffit, d’ailleurs, de se reporter à l'équation de cette courbe pour se rendrAomplc du motif qui l’a fait désigner sous le nom ù'épicgclo'ide elliptique.
Keportous-nous à la formule (10) du n° 86, page 223 ,
On a ici, m — i, cl r — ma. De là résulte, en substituant,
p — ÙUIU.
111. Soient pe, nb deux droites rectangulaires se coupant en n et liées invariablement l’une à l'autre. Le point n étant assujetti à décrire la spirale d’ Archimède dont le pôle est en p, et la droite pe à passer par ce pôle , on demande de déterminer l’enveloppe des positions successives de la droite nb *.
Procédons simplement par voie géométrique.
’ (ielle enveloppe est la spirale employée pour enrouler la dialnc des ponts levis dans le système du capitaine Dcrcbé.
Assujettie à pnsser pur le point fixe jj, la droite pe tourne autour de ce point et glisse en même temps sur elle-même. Soient u sa vitesse angulaire et u la vitesse de glissement correspondante. On n , par hypothèse ,
— =• eons1' == r.
Désignons par o la position qu'occupe, à un instant quelconque déterminé, le centre instantané de rotation de la droite pe. On sait que la rotation « est établie autour de ce centre et qu’clle communique au point p de In droite pe la vitesse actuelle u. Il s'ensuit que le point o est situé sur la droite menée par le pôle perpendiculairement à pe, et que l’on n
Mais, d'un autre coté, les droites pe, nli sont liées invariablement l'une à l’autre. Elles ont doue, à chaque instant, même centre instantané de rotation.
Soit m le pied de la perpendiculaire abaissée du centre o sur la droite nh. Le point m est le centre instantané de circulation de cette droite et l’on n
h'iij. iS.
mn — po c.
ce qui montre que le point m est fixe sur la droite nh.
L’enveloppe cherchée étant le lieu des points ni , on voit aisément qu'elle a pour développée le lieu des points o. Il est clair, en effet, que, dans la description de l’enveloppe, le point m a pour vitesse totale celle qu’il emprunte à la rotation établie autour du centre instantané o. Ce résultat peut s’énoncer comme il suit:
L'enveloppe cherchée est lu développante du cercle décrit du
point p comme rentre avec un rayon égal au rapport cuti niant - •
Caustiques.
1 12. Considérons les murins désignées sous le nom général de caustiques et occu|>ons-nous, d'abord, des caustiques pur réflexion.
Soient p un point et AB une courbe situés dans un même plan. Du point p partent dans toutes les directions des droites pn. Ces droites viennent rencontrer la courbe AB et sont renvoyées par elle suivant des directions np' supposées telles qu’en représentant par tir la normale au point d’incidence h, les angles pne, p'nc soient égaux entre eux. Cela posé, on demande de déterminer l'enveloppe des rayons réfléchis np', et c’est à cette enveloppe qu’on donne le noin de caustique par réflexion.
Soient c le centre de courbure qui correspond au point n de la courbe AB; q,q' les pieds des perpendiculaires abaissées du point c sur les droites np, np'. On a, généralement,'
(I) nq—nq', cq — cq'.
Prenons le segment qc pour vitesse de circulation du point q l'ig Ui. dans la rotation de la droite pn autour du point p.
Lu vitesse du point q' dans la rotation de la droite np' autour de son centre instantané de circulation sera représentée par q'r.
Tirons la droite pc et prolongeons-la jusqu à sa rencontre en e avec la perpendiculaire élevée en n sur le rayon pn. Le segment ne sera la vitesse de \/ circulation du point n de la droite pn.
r' Soient tib la tangente en » à la courbe AB, et b le
point de cette tangente qui se projette en e sur ne. Le segment nb est la vitesse actuelle du point n sur la courbe AB.
Projetons le point b en e' sur la droite ne menée par le point n
perpendiculairement nu rayon réfléchi np'. Le segment ne' est la vitesse de circulation du point n de la droite np'.
Cela posé, il est visible qu’il suflit de tirer la droite re' pour
avoir en m', à la rencontre de celle droite avec le rayon réfléchi np', le centre instantané de circulation de ce même rayon. .Concluons que l'enveloppe cherchée est le lieu îles points m'. On observera que l'égalité des angles cnp , cnp' implique celle des angles Une, line' et, par suite aussi, celle des segments ne , ne'.
Prolongeons la droite cq d’une longueur égale qc' et tirons la droite c'e, qui vient couper en m le rayon incident pn. Il est aisé de voir que le point m divise le segment nq de la même manière que le point ni divise le segment nq': On a donc
(2) run — uni',
et, en même temps ,
mu ne pn pn
mq cq pq pn — nq
De là résulte
mn pn
nq : ipn — nq
Nommons R le rayon de courbure en , o l’angle pne, et i le rayon vecteur np. Il vient, en substituant,
;R cos a
nm — nm
2/ — R cos H
1 13. Supposons, pour cas particulier, que la ligne AB soit une circonférence de cercle et que le point p soit situé sur cette circonférence.
II est aisé de voir que le point e, devenu fixe, se trouve à l’extrémité du diamètre pc, que le segment qc' est la moitié de la corde ne, et qu'en conséquence le point m tombe aux deux tiers de nq, ou, ce qui revient au même, au tiers de np. Soit np' le rayon réfléchi : on a
np
nm' — uni — — ~ •
( 29fi )
La formule (o) du n" H 2, où l'on doit remplacer R cos 0 par - , conduit au même résultat
, * nm = nm — — •
Soit / le point ou la perpendiculaire élevée. en ni' sur np' vient couper la droite en : on a évidemment
ni = 2 . et.
Décrivons avec le rayon ci deux circonférences de cercle ayant res- Flg. 47. pcctivemcnt pour centres, l'une le pointe, l’autre le point o, milieu de ni. Il est visible que les angles au centre ich, nom' sont égaux entre eux * et que leur égalité implique celle des arcs Iti, nm'. Cela posé, voici la conséquence :
Le lien t les positions tlv point m' est f epicycloïdc engendrée pur ce point dons le roulement du cercle au rayon oi sur le cercle égal au rayon ci.
* Au lieu d’une circonférence de cercle, prenons, pour ligne AB,
Fig. 48. une spirale logarithmique , et plaçons le point p au
t » J> pôle. On sait que, dans cette courbe, le rayon vecteur
! pn coupe la tangente en n sous un angle constant.
I . _ p< Il s’ensuit que l’angle pnp' reste toujours le même
F et qu’on peut, en conséquence, considérer le rayon
réfléchi comme lié invariablement en n au rayon incident. Cela posé, rappelons-nous, conformément aux déductions du n° I0U, page 25(>, que le centre de courbure r se trouve à la rencontre de la normale ne avec la perpendiculaire élevée en p sur le rayon vecteur pn, et que, d’ailleurs, il sc confond avec le centre inslan-
Les-cordes np, np' étant égales et le point m' situé au tiers de la corde np' comme le point o l’est un tiers du rayon en . on voit aisément que Ips angles nom', nrp. sont nécessairement égaux.
Inné de rotation du système invariable formé par les deux droites np, np'. Il suit de là que le rentre instantané de eireulation de la droite np' est en p', à la rencontre de celle droite avec la perpendiculaire alwisséc sur elle du point c, ou, ce qui revient au même, avec la perpendiculaire abaissée du point p sur en.
L’enveloppe cherchée étant ici le lieu des points p', * il est \isible que la droite np' qui la louche en p' fait avec le rayon vecteur pp' un angle constant, égal à l’angle pnb. La conséquence est que celle enveloppe coïncide avec la spirale donnée , lorsqu'on a fait tourner celle-ci d’un certain angle autour du pôle p.
114. Plaçons-nous dans l'hypothèse où les rajons incidents pn sont tons parallèles entre eux. Les vitesses de circulation représentées ci-dessus par qc,ne étant égales, le point »«' se trouve au milieu du segment nq’. Cela revient à l’énonce suivant :
Dans le ras du parallélisme des rayons incidents, le point ni' s'obtient en projetant orthogonalement sur le rayon réfléchi le milieu du rayon de courbure qui correspond au point d'incidence.*
La formule (K) du n” 112 se réduit ici à la forme très simple
R eos o
uni =r
De là résulte , en général ,
, do n/R . î
' ’ 2 L de J
Soit cl la direction des rayons incidents. (Voir fig. 411, page suivante.) Les angles ncl, en m' sont égaux entre eux et à 9. Il s’ensuit qu’en désignant pur te la vitesse angulaire de la droite nm', on a
(I) ’ . tr = 2 . do.
* Les deux points , que nous avons désignés généralement , l’un par m', faut re par tf , se confondent ici avec le |>oiiit p'.
La vitesse du point n sur la ligne AB étant représentée par nA = R ,dt, sa composante suivant tir/' est Fig. 49.
t. e'b — nb . sin 0 . = R . dt . sin 6.
I \»v* Lu soustrayant de ectle vitesse, supposée eom- X , mnnc. à tous les points de la droite nq', la vitesse exprimée parla différentielle </(»»»') on a la vitesse absolue v, qui anime le point m' dans la description de l’enveloppe cherchée *. On trouve ainsi
de r dR T
Désignons par p le rayon de courbure de cette enveloppe au point m', et par R' = celui qui correspond au point c de la développée de la ligne AB. La combinaison des équations (i) et (2) donne, généralement.
[3R sin 0 — R' cos »],
et, pour le cas particulier où la ligne AB est une circonférence de cercle,
(4) p = — R sm 0 = — rq .
Soit o le centre de courbure qui correspond au point c de la développée de la ligne AB. Tirons la droite co, prenons en n le tiers de ro et projetons le point o en f sur cq'. Il vient
co R'cos0
f/ = CO. COS 0 — — COS 0 = - ,
* Il cal aisé de voir que la partie de la vitesse qui correspond à
R =cons,r, est de même sens que la vitesse r’h.
et, |>nr suite,
Considérons on particulier le cas où In ligne AB est une eirconp. rt0 fércnce «le cercle. Soit pn In direction du
rayon incident, et np celle du rayon réfléchi. Le point m'est In projection sur np' du milieu i de cm.
Décrivons deux circonférences de cercle, l’une sur ni pris pour diamètre, l’autre ayant son centre en c et ci pour rayon.
L’égalité des angles pne, cnp' implique celle des angles mm’, nc(/ dans les triangles qui sont désignés respectivement par ces mêmes lettres et «pii sont rectangles, l’un en ni', l’autre en q.
Cela posé, si l’on observe que le rayon du cercle nm'i est moitié de ci , il est. aisé de voir que les arcs nm' et lii sont égaux entre eux. De In résidtc la déduction suivante :
Le lieu îles points m' fst l'épicycloïile engendrée par ce point dans le roulement, du cercle au diamètre ni, sur le cercle au rayon ci.
On sait, d’ailleurs, que le diamètre ni et le rayon ci sont tous deux égaux à In moitié du rayon en ou K.
En appliquant ici la formule (!)) du n" 8<i, page ±25,
Il faut poser m = 2 et r — m i = - sin $. On trouve ainsi, conformément h ce qui précède,
» = - r^-Rsin».
1 l.'i. Los caustiques par réfraction diffèrent «les caustiques par réflexion en ce que le rayon renvoyé par la courbe est situé, par rapport a la normale, du même côté que le rayon incident, et que, au lieu d'être égaux, les sinus des angles rnp\ cnp conservent entre eux un rapport constant, moindre ou plus grand que l’unité.
Cela posé, si l’on procède comme au n" 1 12, page 21) t-, sans rien changer d'ailleurs aux notations, ou a, d’abord,
en'
— - — rons "■ = /.
S'agit-il, ensuite, de la détermination géométrique du point de /•»/. SI. l’enveloppe situé sur le rayon np' ? Elle, s’effectue de la même manière, et en employant littéralement la même rédaction qu'au n" H 2. De là résulte, en conséquence,
m'n ne' ne nq' ne . V I — /* sin* 8 m'q' cr/' cq' nq l . R . sin « cos 8
ou , ee qui revient nu même,
m'n / V \ — P sin* o
m'n — R V/|~/^o ~ /«»».[> — « cos o]
On en déduit, d’ailleurs, pour le cas général,
R*fl — /* sin* ii]
) \ — / 1 sin* e — l eos s [i — R cose]
et, pour le cas où les rayons incidents conservent tous une seule et même direction ,
R(f — P sin* 8)
ni n — — - — -
V' 1 — P sin* 8 — / eos 8
11(1. Cherchons, pour dernière application, l’enveloppe d’un
cercle variable rapporte u des axes coordonnés rectangulaires et déterminé par l'équation
(*)• • • • jy* + (* — «)* — «»* — f(x, y, *) — o.
En égalant à zéro la dérivée ['* (x , ij, #), ou trouve
Éliminons a entre les équations (I) et (2). 11 vient ainsi
(3) <f — mx ■+■ — •
et cette équation, qui représente une parabole, est celle de l’enveloppe cherchée.
On observera que les valeurs de l’ordonnée y deviennent imaginaires pour des valeurs négatives de l’abscisse x supérieures en grandeur absolue à la quantité ~ , ou, ce qui revient au même, pour des valeurs du paramètre a inférieures à celte même quantité. Cela tient à ce que les cercles successifs représentés par l'équation (1) deviennent intérieurs l’un à l’autre pour toute valeur du paramètre a inférieure à , et qu'ils cessent ainsi d'avoir aueuu point où la direction tangenliellc soit indépendant® de 1a \ a Habilité de ce paramètre.
Reprenons ce problème en le traitant par voie géométrique.
Soient c le centre du cercle variable et lt son rayon. (Voir fig.S2, page suivante.) Le centre c glissant sur la droite OX nvcc la vitesse f/a, on a, généralement,
R* = tua ,
et, par suite,
2ÏÏ
Prenons la vitesse (/«égale à R. La vitesse f/R sera constante et égale à .
Suit uuiu' une- poMiioii queli»n«|uc déterminée du cercle variable. Sur le rayon ru pris pour diamètre traçons une circonférence de cercle uer; prenons la corde re égale à cl prolongeons - la jusqu'à sa rencontre en »»» avec la circonférence amu'.
Considéré comme restant à la fois sur la droite re et sur la circonférence amu', le point m a pour composantes «le sa vitesse actuelle :
1° I ne vitesse ih représentée en direction, sens et grandeur
par ac «= H ;
2” Une vitesse il H représentée en' direction, sens et grandeur
Fi ij 3i.
Ut _
par ce ---- - ;
3* Une vitesse perpendiculaire à cm et due tout entière à la rotation de la droite ce autour du point c.
La droite ae représente en direction, sens et graudeur la résultante des vitesses ilx et il R: elle est d’ailleurs perpendiculaire
h ce.
tics diverses données conduisent à la déduction suivante :
Le point m est tel qu'eu le supposant fixe sur le cercle variable, su vitesse actuelle est dirigée tangentiellemcnl au lieu occupé par ee cercle.
Il suit «le ly «pie l'enveloppe cherchée est. le lieu îles points ni. Soit «/ = mp l'ordonnée du point m, et x — Op son abscisse. On a évidemment
cp ■=- ce = a — X.
On a, de même,
y* (a — xf = H* = ma.
Il vient donc, en éliminant a,
y* = mx *- —— ,
et telle est l’équation de I cnvcloppc cherchée.
[/exemple que nous venons de imiter est un de ceux dans lesquels on peut procéder, tout d'abord, en distinguant le changement de forme du changement de position. Pour isoler le premier cri le séparant du second, il suffit de considérer le centre c comme lixe, tondis que le rayon R varie avec la vitesse r/R. Pour isoler le second en le séparant du premier, il suffit de considérer le rayon R comme constant, tandis que le centre e glisse sur la droite OX avec la vitesse r/a.
Parlant de là, cl opérant, comme nous l’avons fait ci-dessus, il est aisé de déterminer les vitesses actuelles de chacun des points du cercle varia Me, et par conséquent aussi de reconnaître que, parmi ces points, les seuls dont la vitesse soit dirigée tangcnticllemcnt au lieu occupé par ee cercle sont, d'une pari le point m, d’autre part le point situé symétriquement au-dessous «le l’axe OX.
CHAPITRE VI
tMlliXTS SI iNGULI EUS.
117. Poi.nts multiples. — On désigne sous le nom de points multiples les points où passent en même temps plusieurs branches d’une courbe et où, par conséquent, plusieurs tangentes distinctes correspondent, en général, à une seule et même détermination des coordonnées courantes.
Imaginons qu'on puisse distinguer les différentes branches d’une même courbe et les représenter chacune isolément par une équation particulière; les solutions communes à deux quelconques de ces équations correspondent à des points multiples et réciproquement.
Veut-on préciser davantage, et échapper aux cas d’exception que comportent les indications précédentes? On peut s’en tenir à l’cnoncé suivant :
Les points multiples se distinguent de leurs voisins en ce que
parmi les valeurs tic l'ordonnée qui correspondent à uue même abscisse et qui sont généralement différentes, il en est plusieurs qui deviennent égales.
11 est un cas général où la détermination des points multiples se ramène à des règles trcs-simplcs; c’est eelui des courbes représentées par des équations algébriques et rationnelles. Soit
une équation de celle espèce. On en déduit
f/x rfy f/x
Cela posé, s’il s’agit d’un point multiple, il faut que les valeurs affectées pour ce point par les dérivées ~ » -- cessent de four-
• “x du
mr une valeur unique pour le coeflicicnt différentiel Celte condition ne peut être remplie que dans le cas où ces deux déri- \écs s’annulent. 11 faut donc que l’on ait en même temps
f/F rfF
*. ix~0’ 77j=0’
Supposons que 1 ensemble de ces-lrois équations comporte des solutions réelles. La différentiation de l’équation (2) donne poulies valeurs correspondantes du coefficient différentiel — .
f/*F , f/T du
f/xs f/x . f/y rfx
f/T (dij V __ f/y’ \dxl
Si le point multiple correspondait à la rencontre en un même point de trois branches distinctes, on devrait avoir, comme on l’a vu tout à l’heure,
f/x’~°’ dxdy °’
Il faudrait donc que les valeurs déduites des équations (5) satisfissent,en même temps, aux équations (5), et c’est à In différentielle de l’équation (4) qu’il faudrait recourir pour déterminer les valeurs correspondantes du coefficient . Le même procédé , constamment poursuivi, s’applique à 1a rencontre en un même point d'un nombre quelconque de branches.
1 18. Soient m un point d’une courbe; ml la tangente en ec point; OX, OY deuv droites quelconques situées dans le plan de la courbe et prises pour axes coordonnés. Il arrive, en général , que 1a courbe s’étend des deux côtés du point m, et que, de part et d'autre, elle se détache de 1a tangente en restant d'abord d’un seul et meme côté. Cela posé, deux cas sont possibles, selon qu’à partir du point m, vu de ai comme au delà, les coordonnées de la courbe commencent par être moindres que celles de la tangente ml, ou qu’au contraire, les premières remportent sur les secondes. Dans le premier cas, ou dit de la courbe qu elle est concave en m par rapport a la droite OX. Dans le second, on dit qu'elle est convexe en m par rapport à celte même droite.
Soit n un point mobile, assujetti à décrire la courbe donnée et Fig. 5ï. sortant du lieu m à l’instant que l’on considère. r, Représentons, par ml , la vitesse actuelle de ce
/ ^ ■' point, et, par mm’, tn’l, ses composantes paral-
4» lèlcs aux droites OX, OY.
o — A L équation de lu courbe étant, par li\ polhè&c,
On a
dy = f(x) . dx ,
et l’on peut supposer constante la vitesse dx—mm’.
Il est visible que la courbe est convexe ou concave en m, par 'rapport à la droite OX, selon que la rotation de la directrice du point n. autour du lieu ih est dirigée de manière à faire croitre ou à faire décroître la \ itessc dij — m'l, et réciproquement. Or, cette vitesse est croissante ou décroissante, selon que I on a
(Fi/ ^ f"(x) . dx- > o,
ou bien
iPy — l "(x) ilx* < o.
Concluons que la courbe est convexe ou concave, par rapport à lu droite OX, selon que la dérivée seconde f"(x) est positive ou négative.
Supposons que cette dérivée soit nulle. La première des dérivées suivantes, qui ne s’annule pas, peut être de rang pair ou de rang impair.
Est-elle de rang pair? Elle se substitue à la dérivée seconde /"(x), et rien n’est changé, d’ailleurs, puisque celle-ci prend le signe de l'autre.
Est-elle de rang impair et positive? La dérivée f"(x) est négative en deçà du point w et positive au delà. Il y a donc concavité d’un côté et convexité de l’autre.
Est-elle de rang impair et négative? La dérivée f"(x) est positive en deçà du point m et négative au delà. C’est donc, en sens inverse, la même conséquence que dans le cas précédent.
Points d’inflexion.— On désigne sous le nom de points d’inflexion les points où la tangente coupe la courbe. Ils se distinguent en ce cpie la courbe, supposée convexe en deçà de ces points, devient concave au delà, ou inversement. La condition analytique qui les caractérise est le changement de signe qui leur correspond dans la dérivée seconde /'"(x). On détermine les points d’inllcxion en posant
ou bien encore (*)• • • '
Dans tous les cas, il faut s’assurer que les valeurs déduites pour la variable x de l'une ou l outre des équations (I) et (2) ne peuvent être franchies sans qu’il en résulte un changement de signe de la dérivée seconde f'\x).
I lit. Points ue rebroussement. — Lorsque deux brandies d'une courbe s'arrêtent en un même point et y ont même tangente, ec point est dit point de rebroussement. Il est du premier genre ou du second, selon (pic les deux branches se détachent de la tangente commune en la laissant entre elles, ou en s’en écartant toutes d eux d’un même cùté.
On rcconnuil qu'une branche de courbe s’arrête en un point, lorsque les ordonnées sont réelles, d’un côté de ce point, et que, de l’autre, elles sont imaginaires. Dans le cas où la tangente en ee point est parallèle à l’axe des y, il faut substituer l'abscisse à l’ordonnée.
Le point de rebroussement comporte, pour chacune des deux
branches qui s'y arrêtent, une seule et même valeur du coefficient
différentiel ^ . Il est du premier genre ou du second, selon que
les valeurs correspondantes de la dérivée seconde f"(x) — —
dx*
sont de signe contraire ou de même signe.
120. Points conjugués. — Points d’arrêt. — Points saillants ou anguleux. — On désigne sous le nom de points conjugués des points isolés qui satisfont à l’équation de la courbe.
On nomme point fl’itrrét tout point où se termine isolément une branche de courbe.
Les points dits saillants ou anguleux sont ceux où plusieurs branches s’arrêtent en conservant chacune une direction distincte.
II est aisé de voir à quels signes un peut reconnaître et distinguer ces points de ceux que nous avons définis précédemment et avec lesquels ils présentent certaines analogies.
Exemples de points singuliers «y ~ o’x* -+- x* :
' Ces exemples sont empruntés aux éléments de calcul infinitésimal de M. Duhamel. Palis, 1856. Tome Pr page. 3oo.
Point multiple, inflexion.
2' y — sin x, y — cos x, y — Ig x, xy = Ig x, y = xtyx: Inflexions.
• , "ÎP I
llckrousseuicnl (lu premier genre, lorsque l'exposant — — — reste compris entre 1 et 2.
Rebroussement du deuxième genre, lorsque cet exposant est supérieur à 2, et que lu dérivée seconde s"(x) n'est pas nulle.
Cas particuliers :
: yi = x\ y == x Je. x V x, y = X- ± X- V X,
I f-taïl1 l-****--
Point d'arrêt à I origine.
Point saillant ou anguleux à l’origine.
l’oint conjugué ou point multiple, pourx — «, et selon que a est moindre ou plus grand que h.
Hfmauqi e. — Il est des points qu’on peut désigner sous le nom de points limites et ranger dans la classe des points singuliers. Ils se distinguent des points d’arrêt et des points saillants en ce que la courbe s’en rapproche indéfiniment sans les atteindre. Cette double condition suffit, en général, pour déterminer les points limites, comme on le (oit dan.- les exemples suivants :
( ÔO!» )
I.e point pris pour pôle est un point limite dans la spirale hyperbolique
et dans la spirale logarithmique
r = inc"
I.e point pris pour origine des coordonnées est un point limite dans la courbe représentée par l’équation
g — x sin — •
jr
CHAPITRE VII
THÉORIE GÉNÉRALE ItES CONTACTS DE TOCS LES OItDRKS.
Voie géométrique.
121 . Soient deux courbes situées dans un même plan et avant un point commun.
Si ces (ourbes ont, en ce point, même tangente, elles se louchent et leur contact est dit du premier ordre.
Si, en outre, elles ont même centre de courbure, leur contact, devenu plus intime, est dit du deuxième ordre.
Soit o le centre de courbure commun à deux courbes qui ont
• Si la courbe atteignait runtime des coordonnées , elle comporterait nu li ace continu ajanUreltc même origine (tour poinl de départ. Or, il est évident qu'un pareil tiacé est impossible, puisque rien ne détermine si c’est en s'élevant au-dessus de l'axe des.r. on au contraire en s’a baissa ni au-dessous qu'il devrait commencer.
entre elles un contact du deuxième ordre; les développées de ces courbes se touchent au pninl o cl leur contact est, en général, du premier ordre.
Supposons que ces développées aient en o un contact du deuxième ordre, le contact des développantes devient plus intime et il est dit du troisième ordre.
Pour abréger, disons immédiatement qu’un contact de l’ordre n — 1 entre les développées implique un contact de l’ordre « entre les développantes et réciproquement. Il suit de là que le contact du quatrième ordre se définit au moyen du contact du troisième ordre, celui du cinquième au moyen du quatrième, et ainsi de suite indéfiniment.
122. Considérons deux courbes Iml, l'ml' passant par le point m
Fiy. 54.
\br~*
où elles ont même courbure, et dont les développées respectives os, os' sont situées toutes deux d’un même côté par rapport à la normale mo.
Occupons-nous , d’abord , des arcs ml, ml' pris à droite du point m et supposons la développée os' intérieure à la développée os.
Du pdhit e pris sur l’arc ml, à proximité du point m, menons deux droites, l une eli tangente en h à os, l’autre e» tangente en » à os . Cette construction, toujours possible pour une certaine étendue de l’arc ml comptée à partir du point m, donne évidemment *
. on -t- ne < oh -+- he.
On n d’ailleurs, conformément au principe du n" 7’i, ** oh -t- he — om.
• L'enveloppe ohe est nécessairement plus longue que l'enveloppée one.
" Toute tangente à la dévelop|téc est normale à la développante et réciproquement. I-'arc de développée compris entre deux ratons de courbure de la développante a pour longueur rectifiée la différence de ecs mêmes rayons. (Voir au Iwsnin le n° 75, page 20:2.)
Il vient donc aussi
on -t- ne < om.
Celte dernière inégalité montre que le point de la développante ml', qui correspond au centre de courbure n, se trouve au delà du point e sur la tangente ne, et, conséquemment, que la développante ml' est extérieure à la développante ml.
De là résulte, en premier lieu, la déduction suivante :
La position relative affectée par les développantes , à partir du point m et d droite de ce point, est l'inverse de celle qui lui correspond dans les développées.
Occupons-nous maintenant des arcs ml', ml situés à gauche du point ni et supposons, comme tout à l’heure, la développée os' intérieure à In développée os.
Du point e' pris sur l’arc ml' à proximité du point m, menons deux droites, l’une e'h tangente en h à os, l’autre en e'n’ tangente en n' à os. La tangente en rencontre en q la développée os, et l’on a
n'e =n'q -e- qe' = no ■+■ om. ^
De là résulte, en remplaçant l’enveloppée n'o par l’enveloppe n'q -*-qo, et supprimant, dans chacun des deux membres de l’inégalité résultante, la partie commune n'q,
qe' < qo -+- om.
Ajoutons, de part et d’autre, hq; il vient hq -s- qe' < hqom,
et, à fortiori ,
he' < hqom.
Cette dernière inégalité montre que le point de la développante ml, qui correspond au centre de courbure II, se trouve au delà du point e sur la tangente lie', et, conséquemment «pie la développante ml est extérieure à la développante ml".
De In résulte , ni second lien, la déduction suivante :
Lu position relative affectée par les développantes, à partir du point ni et à yauelte de ce point, est la même que relie qui lui correspond dans les développées.
Les déductions formulées ci-dessus peuvent se résumer comme il suit :
Lorsque deux courbes ont entre elles un contact d'un ordre quelconque supérieur au premier, selon que leurs courbures sont toutes deux croissantes ou toutes deux décroissantes à partir du point de contact et d'un même côté de ce point , la position relative des développées est l'inverse ou la même que relie des développantes.
I2Ô. Le principe que nous venons d’établir implique comme conséquences plusieurs propositions applicables aux contacts des ordres supérieurs et déjà démontrées pour le cas de l’osculation simple.
Observons d’abord que, dans le cas où le contact établi entre deux combes est d'un ordre quelconque supérieur au second, les développées de ces courbes ont même courbure et se détachent, par conséquent, d’un même côté de la normale. Il suit de là que les courbures des développantes, supposées variables à partir du point de contact, sont généralement , toutes deux croissantes d’un côté de ce point et toutes deux décroissantes de l’autre côté \
Cela posé, puisque d’un côté du point de contact les positions relatives des développantes et des développées sont les mêmes, tandis qu’elles sont inverses de l’autre côté, il s’ensuit que si les unes se coupent, les autres ne se coupent pas, et réciproquement.
S’agit-il maintenant d’un contact d’un ordre quelconque « entre les développantes? Le contact des développées est de l’ordre n — 1.
Soit n t= 3. Les développées ont enjre elles un contact du second ordre et, par suite, elles se coupent. Concluons que les dévelop-
* On ne perdra pas de vue qu'il s'agit du cas général et non des cas particuliers qui correspondent soil à des maxima <»u des minima de courbure, soit il des points d'inflexion , de rebroussement , elc.
pontes no so coupent pas et qu'il on est généralement ainsi pmir tout oontacl du troisième ordre.
Soit n = 4. Les développées ont entre elles un eontaet du troisième ordre et, par suite, elles ne se coupent pas. Concluons que les développantes se coupent et qu’il en est généralement ainsi pour tout contact du quatrième ordre.
I.e même raisonnement constamment poursuivi conduit évidemment nu\ déductions suivantes :
1° En qénérul, lorsque (leux courbes nul entre elles un contact d’ordre puir, elles se coupent nu point de contact ;
2“ lin général , lorsque deux courbes ont entre elles un contact d'ordre impair , elles ne se coupent pas un point de contact.
Considérons une troisième courbe ayant , avec chacune des deux autres et pour le même point, un contact quelconque d’ordre inférieur il celui que ees courbes ont entre elles. Si cette troisième courbe pouvait, à partir du point de contact rester comprise entre les deux autres, il est aisé de voir que sa développée remplirait lu même condition par rapport à celles des deux premières courbes. Soient, en effet. A, U, C les trois courbes que l’on considère; in leur point de contact; A,, B,, C, leurs développées respective?. Le contact des courbes A, B, étant au moins du troisième ordre, il s’ensuit qu’elles ont même courbure eu m, cl, conformément aux déductions du n° 80“’, page 210, qu’aucune courbe de courbure différente ne peut passer entre elles. Par hypothèse la courbe C part du point m et reste d’abord comprise entre les courbes A, B. Il faut donc qu'elle ait en ni même courbure que ces courbes et, par conséquent aussi, même centre de courbure. Soit o ce centre: les développées A,, B,, C, se louchent au point o, et elles sont situées à partir de ce point d’un même cûté de 1a normale nio "
’ Celte [imposition est évidente ea ce qui concerne les courbes A, , B, dont le contact en o est au moins du second ordre. Il est d'ailleurs aisé de voir que si la développée C, était située par rapport à la normale rno du côté opfiosé à celui des développées A,, B, , la courbure de la courbe C serait croissante à partir du point m du côté où les courbures des courbes A , H sont toutes deux décroissantes, et Inversement. Il serait doue impossible que la courbe C. restât d'abord compri-e entre les courbes A, lî.
Rangeons les trois premières courbes dans l’ordre où elles se succèdent, à partir du point m'. Si, comme on le suppose, In courbe C reste, d'abord, comprise entre les courbes A, B, l’ordre correspondant est A , C, B. Mais, d’un autre côte , la position relative des développées est la même ou l’inverse qué celle des développantes. 11 faut donc que l’ordre affecté par les développées, à partir du point O soit A,, C,, B, ou B,, C, A,. De là résulte évidemment la conséquence formulée ci-dessus.
Étendons cette conséquence aux développées successives des courbes A, B, C. Soient A,, B,, C, les développées des courbes A,, B,, C, : A,, Bj, Cs celles des courbes A*, B*, C, et ainsi de suite. Il est visible que si la courbe C ne peut rester comprise entre les courbes A, B sans qu'il en soit de même de la courbe C,, par rapport aux courbes A,, B,, la mcinc conséquence s’étend de proche en proche à toutes les développées successives; la courbe C* devant rester comprise entre les courbes A», B,, la courbe Cs entre les courbes As, B, et ainsi de suite jusqu'à ec que l’on parvienne à une développée C„ dont le contact avec les développées correspondantes A., B. ne soit plus que du premier ordre. Observons ici que le contact des développées A., B, est nécessairement d'un ordre égal ou supérieur nu second. Elles ont donc même courbure, et dès lors il devient impossible que la courbe C. dont la courbure est moindre ou plus grande puisse passer entre elles. On voit ainsi que l’hypothèse d’où l’on est parti implique contradiction. De là résulte^ en conséquence, la conclusion suivante :
Entre deux courbes dont te contact est d’un certain ordre, on n’en peut mener aucune ayant arec elles un contact d’ordre inférieur.
Cette conclusion justifie ce que nous avons avancé au n" 121, en disant du contact de deux courbes, qu’il devenait de plus en plus intime à mesure que son ordre s'élevait.
124. Considérons une courbe plane A et représentons par A,, A, , etc., A. ses développées successives.
Soit p le rayon de courbure de la courbe A;», celui de la courbe A,; p , celui de la courbe A„ et, ainsi de suite, p, étant le rayon de
SIS
«Mirbuir d« In eourl»e A.. Il est entendu quê tons ces mvnns correspondent à un seul et même point de la eonrhe A.
Si nous désignons, par s , la longueur d’un arc pris i\ partir d'un point'ipielronque m sur In courbe A, et, par <u, l’angle que la tangente en ee point fait avec une droite li\e située dans le plan de la courbe, ou a , généralement , pour le point m ,
ils
du
Imaginons, pour plus de simplicité, que la vitesse angulaire du soit assujettie à demeurer constante. Il suffit de se reporter aux considérations du n" 7">, page 202, pour reconnaître que l’on peut écrire immédiatement,
dp iPs
P> “ ffo “ du' ’
et, en général,
iPa
du 5
dp._ , d*Ha
du ~ du ■+' ‘
Mais, d'un autre cété, si l’on rapporte la courbe A à des axes coordonnés rectilignes, et qu'on représente son équation par
il est aisé de voir que les différentielles du et dm+,s dépendent exclusivement : la première, de l’abscisse x et des dérivées f'(x), f"[x) ; la seconde , de ces mêmes cléments et, en outre , des dérivées suivantes f"'( x), /'"(x), etc., jusques et y compris celle de l’ordre n 2, f* + *(x).
Cela posé, s’agit-il d’une outre courbe, ayant pour équation
et susceptible de contracter avec la première un rontaet de l’ordre h -+- 2? Les développées successives, qui se correspondent de part
ri «l'an Ire. devront avoir meme rayon tic courbure jusque* rl v compris celles de l’ordre h. Lh conséquence es! que, pour une même valeur attribuée à la variable x et correspondante an point de contact des «leux courbes, on devra satisfaire, en même temps, à toute la série des équations simultanées,
La réciproque est d’ailleurs évidente.
Les équations qui précèdent étant au nombre de « -»- ô, il s’ensuit «pie, pour établir un contact de l'ordre n -r 2, entre une courbe quelconque A et une courbe 11 d’un genre déterminé, il faut, en général, «pie réipialion la plus complète de la courbe II comporte au moins » + 3 constantes arbitraires. Lors«pie la courbe 11 est une section conique, les constantes arbitraires sont tout au plus au nombre de cinq. On voit, par là, que le contact de l'ordre le plus élevé, qu’on puisse établir, généralement , entre une courbe quelconque et une section conique, est un contact du quatrième ordref Suivant les différents cas, cette section est une ellipse, une hyperbole ou une parabole. La note A placée plus loin, à la suite du nu liti, montre comment ce curieux problème peut-se résoudre par voie purement géométrique.
Procédé mixte.
MU. Soient A cl A' deux courbes avant entre elles un contact «le l'ordre « -t - 2 ; m Te point où ce contact a lieu : y, <■/ les rav ons de courbure qui se correspondent pour des points déterminés, de part et d’autre, par une meme direction langcntiellc.
E» désignant par p„ p„ etc., p„ les rayons de eourburc qui correspondent au rayon p, pour les développées successives de la courbe A, et par c\, p'„ etc., p'„ ceux qui correspondent au rayon />' pour les développées successives de la courbe A', ou a, généralement,
dp,- 1 , dp, _ ,
l)c là résulte
d(pH-i — p«- 1)
dû ~
et, s’il s’agit en particulier du point m, où les courbes A, A' ont entre elles un contact de l’ordre « -+-'2, (la vitesse angulaire du étant supposée constante comme au n" 124)
_ = rf(.6 ~~ .0 = ,, fl iL
c/(,0| — pi) d*(p — p')
pl — Pi -
du
du1
d(pi — pi) d\p — ;/j ■'5 ,,'3~ </« dar
d(p.-i — P.-,) dH,-'(p~p)
du da" * 1 —t>'
La différence p — p' étant nulle en tu , on sait qu’elle change de signe en passant par ce point lorsque la première de ses différentielles successives qui ne s’annule pas est de rang impair, et qu’elle n’en change pas lorsque cette même différentielle est de rang pair. Cela revient à dire que le passage par le point m s’effectue avec ou snns changement de signe, selon que l’indice n est pair ou impair. Mais, d’un autre côté, il est aisé de voir que les courbes A, A' se coupent au point iii, ou qu’au contraire elles ne
s’y coupent pus, selon que lu différence o — p' change ou non de signe en passant par ce point. Ou peut donc poser immédiatement la eonclusion suivante :
En générul, lorsque deux courbes oui entre elles un contact de l'ordre n, selon que l'indice n est pair ou impair, elles se coupent ou ne se coupent pus au point où le contact a lieu.
Considérons une troisième courbe A" ayant, avec chacune des deux courbes A, A', et pour le même, point m, un contact quelconque d'ordre p -h '2 inférieur à celui que ces courbes ont entre elles. Si l’on désigne par p", p"„ pi, etc., pour la courbe A ', les rayons de courbure correspondants à ceux qu'on a désignés cidessus par p, o,, pt, etc., pour la courbe A, et par a', p\, pt, etc., pour la courbe A', il est visible que la position de la courbe A”, par rapport à chacune des deux autres, est relativement la même, puisqu'elle est déterminée , pour l’une . par le signe de la différentielle ,
(i) d^\?-p")=cr+'p-d'+,p",
pour l'autre, par le signe de la différentielle,
(*>■ /^(p-z^ry-rV',
et que l’équation •
implique l’égalité des différentielles (I) et (2).
De là résulte la proposition déjà formulée ri --dessus dans les termes suivants :
Luire deux courbes dont le contact est il un certain ordre, ou n en peut mener aucune ayant avec elles un contact d'ordre inférieur.
Voie analytique.
I2li. Soient A et B deux eourbes quelconques, situées dans mi même plan et rapportées à un même système de eoordonnécs. On dit de ees eourbes qu'elles ont entre elles un eontael de l’ordre n , en un point déterminé m, lorsque les coordonnées de ee point satisfont en même temps aux équations des courbes et à celles qui s’en déduisent par n différentiations successives.
Supposons les coordonnées rectilignes, et les équations des eourbes ramenées à la forme
Si nous développons chacune de ees fonctions, d’après lu série de Tajlor, cl que nous attribuions à la variable x la valeur qui correspond au point m , les courbes ayant en ce point un contact de l’ordre «,on a d’abord, selon la définition ,
et, par suite, conformément à la formule (I) du n° If», *
(I) li) = — - Ml(l— tm+,(x-t-h»)].
Observons ici que, par hypothèse, la différence f"+ 1 (x) — •r"+l (x) n’est pas nulle et qu’en conséquence, elle donne son signe à l’expression symbolique
M[(i - «)- [f*\x + lut) - f-+\x + /'«')].
non pas seulement pour h — o, mais, en outre, pour toute valeur de h qui ne dépasse pas, en grandeur absolue, une certaine limite.
Cela posé , il est visible que la différence ({x h) — *(x h)
* Voir au besoin le n" 1 H, page 4 t.
change un 11011 de signe avec h, selon que l'indice n est pair ou impair. Voici d’ailleurs la conséquence :
Les courbes A, B, qui ont en ni un contact de l’ordre n, se. coupent en ce point ou ne s'y coupent pas, selon que l imlice n est pair ou impair.
Soi! C une troisième courbe passant parle point m cl ayant en ce point avec chacune des deux autres un contact d’un ordre p, inférieur à celui qu’elles ont entre elles. Si l’on représente par
l’équation de celle courbe on a, comme tout h l'heure,
hr
(2) F(x -t- h)-~ f(x-+- h)— Sli (1— »')*■[ t',' t '(x + lui)— fl>+,(x ■+• lui)],
et , en même temps,
IP
(.») F(x-+-/i) — 5 .(x-t-/i) = — Ni(l — ’(x -+- bu) — *'"’,(x-+- lui)],
les diiïércnccs F,+ l (x) — />M (x), F',+’1 (x) — •/ 1 (x), étant i-galcs et lie s’annulant pas.
Il suit de là (pic les différences F (x -i- h) — f(.r-i-li), et F (x -+-/i) — ^(x+li), supposées milles un point m, deviennent en meme temps toutes deux positives ou toutes deux négatives au sortir de ce point. Ce résultat implique la conséquence suivante :
Entre deux courbes dont le contact est d'un certain ordre on n’en peut faire passer aucune ayant arec elles un contact d'ordre inférieur.
Cette conséquence étant générale cl pouvant s’établir à priori pour un système quelconque de coordonnées, il en résulte implicitement que, si les conditions formulées ci-dessus comme celles
du contint de l’ordre », sont remplies pour l'un de ces systèmes, elles le sont en même temps pour tous les autres.
On remarquera que les courbes susceptibles de contracter avec une courbe donnée un contact de l'ordre » doivent, en general, comprendre dans leurs équations n -+- 1 constantes arbitraires. Les plus simples sont représentées par l’équation algébrique
(4) y = o -v- bx ex1 -+• etc. -+- pxn.
Si , d’ailleurs ,
est l'équation de la courbe donnée, et qu’on désigne par x' l’abscisse du point de contact, on a la courbe cherchée eu posant, d'une part ,
et, d’autre part,
— xr ) c (x — x y clc. />(x ~ x )",
_rv) n*) rw
NOTE A
SOLUTION CKONKTIUlitE DU PROBLÈME AVANT PUITI ÉNONCÉ :
Etant donnés une courbe quelconque el l’vn de ses points, on demande de déterminer, pour ce point, la section conique qui y affecte avec la courbe donnée un contact du quatrième ordre.
On connaît In solution donnée, pour ce problème, par M. Transon *. Elle repose, en partie, sur l’emploi de l’analyse infinitési-
* Voir le Journal de Mathématiques pures el appliquées, par J. Liouvillc, Ionie VI , année 18-11.
male. Nous voulons montrer ici comment on peut parvenir aux mêmes résultats sans autre secours que celui de la géométrie élémentaire.
Proposons-nous, d’ai>ord, de rechercher quels sont, pour un point quelconque m d’une section conique, les rayons de courbure p' et p" qui correspondent à ce point dans chacune des deux premières développées. „
Soient /, f les foyers de la section conique ; r, r', les ras ons s ectcurs fm , fm ; mn la normale en m ; mi la projection de la normale sur le rayon vecteur fm ; 6 l'angle fmn.
Reportons-nous au n"9'J, page 255.
En désignant, par u, a , les vitesses* angulaires des rayons vecteurs r, r' et, par w , celle de la normale m», nous avons trouvé,
(>)• • ■ • et, en outre, (2). . . .
ru — r u ,
Nommons te' la s ilesse avec laquelle l’angle $ varie dans la rotation simultanée des droites tuf, mu. On a
«•' — u — te ,
cl, eu égard à l’équation (2),
(5) te' = w.
Soit o le centre de courbure qui correspond au point ni ; o le rayon de courbure wîo; r' la vitesse du point o sur mo. Le rayon de courbure qui correspond au point o, dans la développée première, étant déjà désigné par o, ou a
Ou sait, d’ailleurs, que la projection mi de la normale mn est constante, et que, le centre o se projetant en g sur mf, le point y se projette en n sur mo.
Cela posé, si, sans rien changer d'ailleurs, le point i glissait sur mg avec la \itcsse u, les droites mf, mn tournant l’une par rapport à l’autre avec la vitesse te’, la vitesse du point n sur mo résulterait de ces deux mouvements. La composante due au glissement du point i sur mg serait évidemment
eus 6
La composante duc à la rotation w' correspondrait à une vitesse de circulation qu’on peut représenter par nk ( k étant le pied de la perpendiculaire abaissée du point « sur ng) et, en conséquence, elle aurait, pour expression,
tic = nk . tg 6 *s mn . te' , tg 6.
Appliquons ces résultats généraux à la détermination successive des vitesses qui animent en même temps le point n sur mn, le |H)int g sur mf, le point o sur mo.
S’agil-il dalmrd de la vitesse du point « sur mn? Le point i demeurant fixe sur mf, on a « = o et 1a vitesse cherchée se réduit à
mn . w' . tg €.
S’agit-il ensuite de la vitesse du point g sur mf? On a, pour première composante,
mn . tv' . tg C
cos 6 cos 6
et , pour deuxième composante,
mg . w' . tg 6.
= my.w'. lg€,
La vitesse cherchée est donc égale à
'imij . te' . tg S.
S’agil-il , en dernier lieu, de la vitesse du point o sur *»o. Un a , pour première composante,
h. „ mg . te' . tg 6 _ , . ,
SS
cl, eu egard aux équations (2) et (.1),
p = ù . Of/ . ; •
Soit e le centre de la conique. La droite mit étant bissectrice de l'angle fmf, on a
np r’ ’
et. par suite,
r — r nf — nf ne
r r n/ -*- nf fr
Il vient donc aussi
ne
(?) f,' = Z.of/. — -
Tirons la droite me et prolongcons-la jusqu ?» sa rencontre en o' avec la droite i/o.
La droite gn coupe, en b, la droite me et, en g', la droite ni/'. Par le point y’ menons les droites g'e, g's respectivement parallèles, la première ii ff', la seconde à me. La droite g'e est coupée, en son milieu a, par me. Tirons la droite af.
Les droites nf, g'e étant parallèles et le point n divisant gg' en deux parties égales, le point f est le milieu de ge. Mais, d’un autre côté, le point a est le milieu de g'e. La droite af est donc parallèle à la droite gg'. Il suit de là qu’il y a égalité entre les deux segments fa, ng’ et, par conséquent aussi, entre les deux triangles semblables far, ng’s. Concluons que l’on a
fc — ns.
On a d’ailleurs, d’après la figure,
ne nb ub on'
ns ng' ng ni/
En remplaçant ns par fc, il vient
ne oo'
( ô'ifi )
et, substituant dans l'équation (!>),
(fi) p = 3. oo'.
Ce résultat peut s'énoncer comme il suit :
Soient o le centre de courbure qui correspond au point m d'une section conique, et c le centre de cette courbe. Si l’on élève en o une perpendiculaire sur la normale mo et qu 'on la prolonge jusqu'à sa rencontre en o' avec la droite me, le rayon de courbure qui correspond au point o de la développée est égal en grandeur au triple du segment oo'.
Parlons de la donnée qui nous est fournie par l'énoncé précédent et cherchons le rayon de courbure p" qui correspond , dans la développée seconde, au centre de courbure de la développée première.
Si l’on désigne par v " la vitesse du point o’ sur la droite oo', on a d’abord ,
Soit® l'angle omo’, En représentant par i le segment oo', on a, d'après ce qui précède,
p t= 3> , v' — p’w — 3iu> ,
oo
lg«=— :
mo
La vitesse du point ni dans la rotation établie autour du centre o est pie. Il s'ensuit que la vitesse de circulation de ce même point est exprimée par pw. cos «, lorsqu’on le considère comme restant sur la droite me et qu’on assujettit cette droite à tourner autour du point c. On déduit immédiatement de lit que la vitesse de circulation du point o', autour du centre c, a, pour expression ,
co
p.ir.
cos ».
D'un nuire cèlé, si l’on considère le point o' comme restant sur In droite no', il est animé, par rapport à cette droite, d'une vitesse de circulation qui résulte de deux composantes distinctes, l'une égale à v' — p'w=5iw, l’autre égale à À te. Cette vitesse est donc représentée par
iXtr *.
Elevons en o' deux perpendiculaires, l’une o’d sur u'c, l’autre o't sur n'o. Prenons, sur la première,
co'
o h = ote . — cos a, cm
et, par le point h, menons la droite hl parallèle à o'c.
Prenons, sur la seconde,
o't rr= 4>»e,
et, par le point I, menons il parallèle à o'o.
Soit / le point de rencontre des droites hl, II. D'après la règle du quadrilatère des vitesses, le segment o'I représente en direction, sens et grandeur la vitesse totale du point o'. Concluons que la vitesse cherchée v" est représentée par It.
Cela posé, on a, d’après la figure,
co'
o'd — o't sin * — 4/tc sin a æ o'Ii -4- hd — pxc — cos * Il e os a
cm
De là résulte
r fo'1 / 4i* co’\
U — v" = 4a tg et — p — p — I w ,
L cm J \ p cm!
* Il est aisé de voir que tes composantes ô/tr et ite sont toutes deux de même sens et qu'en conséquence elles s'ajoutent.
et, par suite, eu égard à l’équation (7),
Prolongeons oo d’une longueur égale ou", et tirons les droites co, mo". Soit A le point où la droite o'A, menée par le point o' parallèlement à co, vient couper la normale mo. Soit, en même temps, B lé point où la perpendiculaire, élevée en o" sur mo", vient couper cette même normale. On a, d’après la figure, d’une part,
co' co'
oA = mo — = p — , cm cm
et , d’autre part,
P oo" 4à*
mo p
Il vient donc, en substituant,
p" — 3 [oB — oA] = 3 . AB.
" Si , toutes choses eyales d'ailleurs, le |ioint l tombait ù droite du point t, l'équation (8) ne cesserait pas de subsister |tourvu qu’on y changeât le signe de la quantité p". Celte circonstance correspond au cas oit le rayon p’ serait croissant dans le déplacement que l’on considère, les positions relatives des jx>ints m, c, o' restant d’ailleurs les mîmes.
On reconnaît aisément que, dans le cas de l’ellipse, les points c et o' sont tous deux d’un même côté du point ni , tandis que, dans le cas de l'hypcrliolr, ils sont situés , l’un à gauche, l'autre à droite de ce même |»oint. On voit aussi , pour le cas de l’ellipse, qu’au lieu d'être plus rapproché du point m que le point o\ le |>oiut c peut s’en éloigner davantage. De là résulte un changement de signe portant sur la quantité cm, dans le cas de l'hypcrliole, et sur la quantité co', lorsqu'il s’agit de l'ellipse, et que le point o' si’ trouve placé entre lis points m et c. Rien d’ailleurs n’est modifié dans les déductions ultérieures. On observera seulement que le trinôme 4p',s-9p, — 5pp" devient négatif dans le cas de l'hyperbole et qu’en conséquence il faut changer son signe.
Ce résultat peut s'énoncer comme il suit :
Soit o le centre (le courbure qui correspond ou point m d'une section conique; c le centre de cette section; o' le point de tu droite me qui se projette en o; o" le point de la droite oo' situé de l'autre côté du jwint o' à la distance o"o' = o'o. .SV, après avoir tiré les deux droites eo, mo”, on mène par le ; toi ut o' une parallèle à la première, et par le point o" une perpendiculaire à la seconde, puis qu'on prolonge ces deux dernières droites jusqu'à leurs rencontres en A et B avec la normale mo , le ragon de courbure, qui correspond dans la deuxième développée au centre de courbure de la première, est égal en grandeur au triple du segment AB.
Abordons et résolvons maintenant le problème proposé. Un eonnait, par hypothèse, le point ni, le centre de courbure o, les rayons de courbure (o, o', o". On sait, en outre, de quel côté de la normale mo est situé le centre de courbure de la première développée.
Cela posé, voici comment on peut procéder.
On élève en o, sur la normale mo, une perpendiculaire située du côté opposé à celui du centre de courbure qui correspond au point o dans la première développée. On prend sur cette perpendiculaire les deux points o’, o", déterminés l’un et l’autre par l’équation de condition
On élève en o", sur la droite mo", une perpendiculaire que l’on prolonge jusqu’à sa rencontre en B avec la normale mo.
A partir du point B, on porte sur la normale mo, dans le sens B m , une longueur BA égale au tiers du rayon de courbure o
J.e point A se trouvant ainsi déterminé, on lire la droite Ao' et, par le point o, l’on mène une parallèle a cette droite. Le point c où cette parallèle vient couper la droite m o' est le centre de la conique cherchée.
Selon que le centre c se trouve placé, par rapport au point m ,
«lu même côté que le point o', ou qu’au contraire il est situé du côté oppose, la conique cherchée est une ellipse ou une hyperbole.
Lorsque le point A tombe en m, ou, ee qui revient au même, lorsque le segment »iB est précisément égal au tiers du rayon de courbure p", In conique cherchée est une parabole.
En résume, on a une ellipse, une hyperbole, ou une parabole, selon que le segment mBcst supérieur, inférieur ou égal au tiers du rayon de courbure p".
Nous venons de voir comment on obtient le centre de la conique cherchée; comment aussi l'on reconnaît si cette conique est une parabole, une ellipse ou une hyperbole. Pour compléter la solution géométrique il uc reste plus qu'à montrer comment la construction s’achève dans chacun des trois cas qui peuvent se présenter.
Considérons, en premier lieu, le cas de la parabole.
Le segment désigné par oq ne diffère, en ce cas , du segment oo' p.g que par la position. Il s'ensuit qu'il est égal nu tiers du „ rayon p.
Le point q se trouve ainsi déterminé. On snil, d’ailleurs, que le foyer f est situé sur la droite tnq, au milieu de l’intervalle compris entre le point m et la projection g du centre de courbure o.
Projetons le point g en n sur la normale mo. La droite fn est l’axe principal de la parabole.
On connaît ainsi le point m, le foyer f, l’axe principal fn. Tout est donc déterminé dans les conditions les plus simples. Considérons, en second lieu, le cas de l’ellipse.
Soit p la perpendiculaire abaissée du centre c sur la tangente Fig. 5S. en m- 0° n> conformément à l’équation (10) du n" 108, page 280, *
Delà résulte la détermination du demi-diamètre n'.
' Le produit du rat/nn rie courbure par la perpendiculaire abaissée du
Sur In normale mo prenons une longueur mm' égale nu demidiomètre et, sur le milieu du segment tn'c, élevonsaune perpen* diculnire.
Soit u le point où cette perpendiculaire vient rencontrer la tangenteen m. Du point « comme centre, nvec in longueur ur=unï prise pour rayon , décrivons la demi-cireonfcrcnec lem T, et tirons les cordes le , l'c.
I, angle Irt' est droit et l’on n, par construction ,
ml . vit' — mm' = a *.
Concluons, conformément au théorème rappelé dans la note du n° 108, page 281, que les axes principaux de l’ellipse cherchée sont dirigés respectivement, l’un suivant cl', l’autre suivant cl *.
Sur mo, pris pour diamètre, décrivons In demi-circonférence mgo, et, par le point « situé à la rencontre de la normale mo avec l’axe et', élevons sur mo une perpendiculaire. Le point, où celte perpendiculaire vient couper la dcmi-circonlércnee mgo, est évidemment celui que nous avons désigné ci-dessus pnr g. Il en résulte que le foyer de l’ellipse cherchée sc trouve en f, n In rencontre des droites mg et cl'.
On connaît ainsi le point m, le foyer f et le centre r. Tout est donc déterminé dans les conditions les plus simples.
Rkmxrqi'E. — On sait, conformément au dernier théorème énoncé dans la note du n" 108, page 284, que In projection du segment mm' sur le rayon vecteur fin est égale ail demi-axe principal b **.
centre sur ta tangente est égal au carré du demi-diamètre parallèle à cette même tangente.
‘ l.e produit des segments interceptés sur une même tangente, entre le point de contact et deux axes quelconques conjugués , est constant. Il a , pour expression équivalente , le carré du demi-axe parallèle à la tangente, ou, ce qui revient au même, le produit du rayon de courbure par la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente. ^
” Si ron porte sur la normale une longueur égale au demi-axe qui lui
Oa sait aussi que la projection de la normale mn sur ee même rayon vecteur a, pour expression générale,
a étant le demi-axe principal dirigé suivant la droite des fovers. Considérons, en dernier lien, le cas de l'hyperbole.
Fin 9. On a, comme pour l’ellipse,
Sur la droite me déterminons le point m' d’après la condition
mm'. me — n'* = p.p.
Soit m le point où la perpendiculaire élevée sur me, par le • milieu du segment m'e, vient couper la tangente en m. Du point u comme centre, avec la longueur nc — nm' prise pour rayon, décrivons la demi-circonférence tcm’t' cl lirons les droites te, t'e.
Il est visible, comme tout à l’heure, (pie les axes principaux de l’hyperbole cherchée sont dirigés respectivement, l’un suivante!', l’autre suivant et. La construction s'achève ensuite de la mémo manière que pour le eas de l’ellipse.
Veut-on procéder par voie de calcul? En désignant, pari', le demi-axe cm et, par a', son conjugué, l’équation (8), où l'on peut remplacer co par la différence m o' — me, donne d’abord
vio' . p
est perpendiculaire, et qu'on projette cette longueur sur le rayon l'éclair mène par f un des fqpers , lu projection es I constamment égale au demiaxe b.
puis, substituant h / et à mo leurs valeurs respectives
-y vy -+- y
-+- 9p* — ôfl/'
On a, d’ailleurs.
/> = b' cos « :
t- tg* iX /J-1 -4- 9/l
et de là résulte
V 4/>'2 -4- 9/ — 3 pp"
Dans le cas particulier où l’on a
bp* *+- !)»' — ôpp" = O,
In conique ehcreliée est une parabole, et l’on ne peut plus faire usage de 1’équalion
Ce ras, le plus simple de tous, se résout connue nous l’avons indiqué ci-dessus. Les déterminations numériques qui correspondent à celte solution n'offrant aucune difficulté, nous n’insisterons pas davantage.
* Le cas de l’hyperbole correspond à celui où le trinôme place sous le signe du radical est négatif. Il faut alors changer le siguede ce trinôme.
CHAPITRE Mil
COURBES A DOUBLE COUItBUHE.
Considérations géométriques sur lu génération des courbes dans l'espace.
127. Considérons le double mouvement d’un point g et d’une droite D, le point glissant sur la droite et la droite tournant autour du point, tous deux incessamment.
Soit m le lieu occupé par le point p à un instant quelconque déterminé. Lorsque le point sort du lieu ni, la directrice D tourne autour de ce lieu et ‘les ulesscs de ses différents points • sont toutes dirigées dans un seul et même plan. Soit P ce plan. Cela revient à dire que la droite D tourne autour du point p dans le plan P. H s'ensuit que ee plan remplit par rapport à ectte droite un rôle tout à fait analogue à celui qu’elle remplit rllcincme par rapport au point p. Eu égard à celte analogie, nous désignerons le plan P sous le nom de Plan directeur.
Le plan directeur étant assujetti à passer constamment par la directrice, deux cas sont possibles, selon qu’il reste fixe ou qu’il change incessamment de direction.
Dans le premier cas, le point u se meut dans un seul et même plan. Sa trace est donc plaue.
Dans le second cas, le plan directeur tourne autour de la directrice en même temps que la directrice tourne autour du point a, et comme ces deux rotations sont, en général, incessantes, il s’ensuit qu’il n’est aucune partie de la trace du point p qui puisse demeurer plane. A la courbure qui subsisterait seule, si l’on supprimait la rotation du plan directeur, s'ajoute, en chaque point, une sorte de torsion désignée sous le. nom de deuxième courbure.
De là vient la dénomination de courbes à double courbure donnée
aux courbes qui ne sont planes sur aucune partie de leur étendue.
Soit u In vitesse du point f* au sortir dü lieu ni. A cette vitesse du point f* correspondent deux vitesses angulaires simultanées, l’une io , l’autre ir' ; la première est celle de In directrice U autour du point u, la seconde, celle du plan directeur P autour de la directrice D. * .
La vitesse v est dirigée suivant lu droite U. Elle dépend de la position que cette droite affecte à l’instant (pie l’on considère. Les rotations établies, l’une autour du point u, l’autre autour de la droite D, ne modifient en rien sa détermination actuelle.
La rotation w est établie autour du point p dans le plan P. Elle dépend, quant à sa direction, de la position que ce plan affecte à l’instant que l’on considère. L'état de mouvement qu’elle communique aux différents points de la directrice I) n’est modifié en rien par la rotation du plan P autour de cette droite.
La rotation «>' est établie autour de la directrice D. Elle est sans effet par rapport aux différents points de cette droite. Les vitesses qu’elle communique aux autres points du plan P sont toutes normales à ce plan et respectivement proportionnelles aux perpendiculaires abaissées de ces points sur la directrice.
Considéré par rapport à la courbe à double courbure engendrée ou décrite par le point u, le plan P prend le nom de jtlun oscillateur. De tous les plans menés pur la directrice il est évidemment celui qui se rapproche le plus de la courbe dans le voisinage du point tu, lieu actuel du point u.
La taugculc en in coïncide avec la position correspondante de la directrice. Le plan mené par le point m perpendiculairement à cette droite prend lo nom de plan normal. Ce plan est le lieu des normales menées par le point m. Parmi ces normales il en est une qui se distingue des autres, c’est la normale située dans le plan oscillateur. On la désigne sous le nom de normale prhicijmle.
Concevons que le point p soit lié à la normale principale, et qu’il sorte du lieu m en entraînant cette droite avec lui. Deux états de mouvement simultanés et distincts animent la normale
principale. Le premier csl identiquement le même que si le plan oscillateur demeurait lixe dans la position qu’il affecte au point ni et que, d’ailleurs, rien ne fût changé, ni dans la vitesse r du point p, ni dans la rotation te de sa directrice. Il détermine la courbure proprement dite dans les mêmes conditions et de la même manière que pour le cas des courbes planes. Le second résulte exclusivement de la rotation «>' élablii^autour delà directrice du point n. Il détermine ce qu’on nomme la deuxième courbure. Son effet, relativement à la normale principale, est de la faire tourner autour du point g dans le plan normal et d’imprimer ainsi, à scs différents points, des vitesses perpendiculaires à celles qui résultent de la rotation établie, dans le premier état, autour du centre du cercle oscillateur.
1 28. Les détails dans lesquels nous venons d’entrer constituent , dans leur ensemble, la base géométrique de la théorie générale des courbes à double courbure. Ils mettent, d’ailleurs, en évidence les résultats suivants :
La courbe à double courbure esl la trace d'un point qui se meut sur une droite et dans un plan mobiles, le point glissant sur la droite tandis que lu droite tourne autour du point et le plan autour de la droite , tous trois incessamment.
Soit n le point décrivant, D la directrice de ce point, I’ le plun mobile.
Le plan P prend le nom de clan directeur , ou celui de i>la.n oscillateur , suivunt qu'on le considère par rapport « la directrice du point décrivant, ou pur rapport à la courbe décrite.
La directrice du point n est, relativement au plan mobile P, la droite qu'on désigne, en général, sous le nom de caractéristique.
La courbe décrite pur le point n est l’enveloppe des positions successives de la droite, D.
Le point g étant supposé fixe sur la normale principale et celle-ci se muuvunl avec ce point , le centre du cercle oscillateur
«**/ /e jminl de lu normale principale dont la vitesse résulte exclusivement de la rotation établie autour de la directrice du point u. Il sc distingue, généralement , du point central, celui-ci étant le point de lu normale principale dont la vitesse est la plus petite en grandeur absolue.
Transportons, en un même point m , lu vitesse e du point fi et la Fig. 60 vitesse u du centre du cercle oscillateur. Rcpré-
„ sentons la première par tnt, la seconde par mn.
i L’angle nmt est droit. Tirons l'hypoténuse ni, et désignons, par p, le pied de la perpendiculaire abaissée du point m sur cette hypoténuse.
La vitesse du point rentrai est représentée par la perpendiculaire mp.
Le point central est situé sur le segment compris entre le point décrivant et le centre du cercle oscillateur, de manière à diviser ce segment comme le point p divise l’hypoténuse In.
Désignons, pari/, la vitesse du point central ; par p, le rayon de première courbure; par e, la distance comprise entre le point central et le centre du cercle oscillateur. Ou trouve aisément
V M* -I- Vi.
Formules élémentaires île la géométrie « trois dimensions.
12'.). Nous admettrons, dans ce qui suit, que les lignes considé- Fig. 61. rées sont rapportées à (rois axes coordonnés rcctanji gulnircs OX, OY, OZ.
I T Soit, d’abord , une droite quelconque L), ayant, pour /q—x équations,
x = nz -4- h , i/ = k+ i,
Sur la droite F), prenons une longueur uni égale a l’unité, et projetons cette longueur sur chacun des trois axes OX, OY, OZ.
En désignant, par v, L’angle que la droite D fait avec l'axe OX , la projection , sur ccl axe , de la longueur mn est cos a.
On a, de meme, cos 6 et cos y* pour projections de la longueur mu sur les axes OY, OZ,ç et y étant les angles que la droite D fait avec ces axes. De lit résulte, en premier lieu,
( I ) cos* « -4- cos* 6 cos1 y = 1 .
On > oit d'ailleurs aisément que les paramètres a et 6 ont respectivement, pour valeurs,
ros a eos 6
cos y eos y
De là, et eu égard à l’équation (I), résidte en second lieu,
eos a ^
‘-4-tr'-e I
cos C
— ) eos y = —
Soit une seconde droite I)’, avant, pour équations, x — a'z -i h', y = b'z »',
et faisant, «ver les axes OX.OY.OZ, des angles représentés respectivement para', 6', y'.
Si l’on désigne, par u, l’angle des droites I), I cl que l’on prenne, a partir du point m, sur une parallèle à la droite D', une longueur »»»' égale à l’unité, il vient
nn' wï[l — cos «J, et, comine ou a, d ailleurs,
nn = tcos a cos «T + [cos t — cos 6' Js -+- [cos y - cos y * l ® cos x cos a cos 6 cos Ç* — cos y cos y ]9
il en résulte évidemment
(4). . eos u = eos a eos «' eos 6 eos 6' -t- ros y cos y
_ aa' -+- bb' -i 1
Supposons les droites D, D' rectangulaires. L’équation (4) donne, pour relation correspondante à cette hypothèse,
(’*)■ ■ ,os * eos % -+- cos é eos b' -+- eos y cos y' = u
ou, ce qui revient au même,
(®) »a’ -+- bb' -t- l=o.
IÔO. Soit un plan P, ayant, pour équation,
(*■) Ax -t- Wij h- Cz = 1).
Désignons, par p, un point mobile assujetti à glisser dans le plan P; par m , le lieu du point p à l’instant que l’on considère; par n, un point quelconque de la perpendiculaire élevée en m sur
le plan P; par I , ir, v, les coordonnées du point u; par R, la distance du point lixe n au point mobile n. On a, généralement,
x , y, g étant les coordonnées du point y , et satisfaisant, en conséquence, à l’équation (1).
Lorsque le point y sort du lieu m, c’est suivant une certaine direction et avec un certain degré de rapidité. Quelle que «oit la \ il esse ninsi déterminée; quelles que soient scs trois composantes ils, dy, dz; cette \ilcssc est dirigée perpendiculairement à la droite ny, et l’on a, par conséquent,
Supposons que le point y se déplace parallèlement au plan des xi. Différenciées, dans cette hypothèse, les équations (I) et (2) donnent
Ar/x Cri: = », (/ — x) r/x -4- (c — ;) ilz = »,
et, par suite,
Ou trouverait, de même, eu supposant que le point y sorte du lieu m parallèlement au |>lan des yz,
Les équations (3) et (4) s'appliquent, indifféremment, à toutes les positions qu’on peut nssigner nu point n sur la normale en m au plan P. Il s’ensuit quelles sont les équations de rette même normale.
Voici d'ailleurs les conséquences :
Soit I) une droite quelconque, ayant , pour équations,
x = az -4- li , y — hz -+- t.
Veut-on que eette. droite soit perpendiculaire au plan P? il faut que l’on ait, conformément & ce qui précède,
Veut-on que la droite l)soil parallèle au plan P? Il faut que la normale à ec plan lui soit perpendiculaire. Cette dernière condition exige que l'on ait , conformément ù la formule (ti) du n" 129,
(ti) An -t-B6 + C = o. *
Telle est donc aussi la condition du parallélisme entre le plan P et la droite I).
Soient i, tx, v les angles que la normale au plan P fait avec les axes OX, OY, OZ. On n, conformément aux formules (ô) du n" 129,
) cos i = — — , eos a
-, eos v — -
|/A*+na-4-c* i/A'+ir+c* y' xi -b ip+c*
Etant donné un second plan P', ayant, pour équation,
A'x -+- B tj ■+• C'r = D',
désignons, par y, l’angle des plans P, P'. On sait que l’angle de deux plans est celui que font entre elles leurs normales respccli-
• Autrement et directement. Le point /u glissant dans le plan P, les com- |Hisantes de sa vitesse satisfont à l’équation
\dx -f- ftdy Ois — O.
Supposons la droite I) parallèle à la direction suivie par le point ft. On u
ll.T
tiy
<lz flz
Delà résulte, en substituant,
Ao-t- R'j-t-C = 0.
vos. IV In résulte, eu égard à ce qui précède et eonfonnéiucut h In furmule (4) du n° 1 2!) ,
AA' -+- BB' -+- CC' = O
Reprenons la droite D et supposons-la quelconque. Si l’on désigne, par «, l’angle qu’elle fait avec la normale au plan P, il vient, en général, conformément à la formule (4) du n" 129,
Aa C
eos a = — - ■ ■ ■ — •
Condition: s analytiques du mouvement d'une droite dans • l’espace.
151. Lorsqu’une droite se meut, on n’altère pas les vitesses de ses différents points en établissant autour de la droite une rotation quelconque. S’agit-il, seulement, des positions qu’une droite mobile, considérée comme ligne indéfinie, prend successivement dans l'espace? S’agit-il, en même temps, des équations de cette droite? On ne change, en rien, ni ces positions, ni ces équations, en assujettissant la droite à glisser, comme on veut, sur elle- meme. Celle observation ne doit pas être perdue de vue dans les différents cas d’application.
Etant donnée une droite qui se meut dans l'espace, désignonsla par D' et plaçons-nous à l’instant précis on elle sort d’un des lieux qu’elle occupe successivement. Soient
(I) T — az+lt, y — bz-t-i,
les équations du lieu occupé par la droite D à l’instant que l’on
considère. Les paramètres, a, I), h , i dépendent, en général, d’une seule et même variable, et chaque valeur de cette variable détermine une position correspondante de la droite mobile.
Prenons dans l’espace un plan quelconque P, supposé fixe, et ayant, pour équation ,
Ai + By + G z — o.
En désignant, par a, l'angle que la normale à ce plan fait avec la droite D, on a , en général ,
Au -i- B6 + C
cos a — — — — — — — — — .
^(a’ + è'+lXA’+B' + C1)
De là résulte, pour le cas particulier où le plan P est pris parallèle à la droite D,
(2) Au -f- Bft +- C = o,
et, par suite, da
Posons
A da -+- B dl>
l/(«* + 6* + I ) (A! +Wr-TcTj
(3) A da B (lb = o.
Les équations (2) et (3) suffisent à la détermination du plan P. La première exprime que ce plan est parallèle à la droite D : la seconde, que la vitesse angulaire (la est nulle à l’origine du déplacement considéré, c’est-à-dire que la droite D sort du lieu qu’elle occupe, sans prendre, d'abord, aucune inclinaison par rapport à ce plan.
Ce résultat peut s’énoncer comme il suit :
Lorsqu'une droite sort du lieu qu elle occupe , r’est, d’abord, en restant parallèle à un plan déterminé.
On Toit, d’ailleurs. qu’on représentant, par A.r I \>j -+- C; — o,
l'équation île ee plan, el par
j' — iiz -t- li , >J — bz i ,
les équations correspondantes de la droite mobile, on a, pour lixer la direction du plan dont il s'agit, les deux équations simultanées
(5) A ila -t- Mb = o.
I/équation (4) exprimant qu'il y a parallélisme entre le plan P et la droite D, on observera qu’il suditdcla différencier, par rapport aux deux variables a et 6 , pour exprimer que le parallélisme subsiste à l’origine du déplacement de la droite mobile, cl obtenir ainsi l'équation (5). Ce procédé plus rapide et plus simple n’est pas moins rigoureux que le précédent.
132. Lorsque 1a droite I) sort du lieu qu’elle occupe, deux cas sont possibles, selon qu’elle tourne autour de son point central supposé fixe , ou que ec point n’étant pas dépourvu de toute vitesse de circulation,, une pareille hypothèse est inadmissible.
Considérons, d’abord, le premier de ces cas, el observons que, si le point centrai avait une vitesse quelconque dirigée toute entière suivant la droite 1), il sullirnit, pour annuler cette vitesse, de l’imprimer, en sens contraire, à tous les points de la droite mobile.
Cela posé, si nous différencions les équations (I) du n“ 131, en y considérant les variables x, »/, z comme étant les coordonnées du point central, nous devons égaler a zéro chacune des trois composantes ilx, di/, dz. On trouve, ainsi, que l'ordonnée r du point
central doit satisfaire, en même temps, aux deux équations (1). . . . zdu + dh — o, sdh + di — o*.
Il faut donc que l’on ait nécessairement
ou, ce qui revient au même,
(3). ..... db . tilt — du . di — o.
Les équations (2) et (3) expriment lu condition analytique qui doit être satisfaite pour que l'étal de mouvement de la droite D soit réductible à une rotation simple autour de son point central.
Cette condition reconnue nécessaire est, en même temps, suflisante. Cela résulte, évidemment, des considérations qui précèdent. Veut-on, d'ailleurs, le démontrer sans s’appuyer sur ces considérations? On y parvient aisément, comme il suit :
Reprenons les équations de la droite I)
(t) x — az -t- h , if “ bz -+- i ,
elles donnent , en général, pour équations différentielles correspondantes,
(o). . dx — ntl z -t- ztln -4- dit , dy = bdz -4- zdb -t- di.
Supposons que l’équation (2) subsiste, et considérons , en particulier, le point de la droite 1) qui correspond à l'ordonnée
dit
du db
* On parvient à ces mêmes équations on s'en tenant aux déductions suivantes :
- Lorsque la droite mobile sort du lieu quelle occupe , en tournant autour d'un de ses points , ce |(oiul peu/ être considéré comme fixe à l'origine du déplacement que l'on considère, il faut donc que ses coordonnées satisfassent au\ équations diflïwntielles de la droite, lorsqu'on y |>ose dx — o , dij — o
dz — o.
( âiti )
Eu egard aux équations (!>}, on a, pour ce point,
(7) dx = adz , dy = bdz ,
et, comme on peut poser dz = o, puisqu'il suflit pour cela d’imprimer à la limite D un certain glissement sur ellc--niênic, on voit qu'il vient, en même temps,
dz — o , dx — o , dy = o.
Il suit de là que le point, déterminé par l’équation (6) , peut être considéré comme fixe et, dès lors, c'est par rotation simple autour de ce point que commence le déplacement -de la droite au sortir du lieu qu’elle occupe.
On parvient au incme résultat en mettant en évidence ce qu’expriment les équations (7), a savoir, que la vitesse du point déterminé par l'équation (G) sur la droite D, est dirigée tout entière suivant celte droite. En effet, si l’on désigne, par V, cette vitesse, et, par a', b', y, les angles qu’elle fait avec les axes OX, OY, OZ, on a , d’abord ,
V = Vdx" -r- dy* -+- dzi = dz Va? -v- 6S -♦- 1 .
II vient, ensuite, eu égard à ce que les différentielles d*,dy, dz sont les trois composantes de la vitesse V,
dx a du b
cos r — — = — i cos Ç = — = — ’
V Vu' + h* +■ I V VaU-l?+i
, dz I
' V i ? +■ ïr I
et ces cosinus sont, précisément, ceux des angles que la droite D fait avec les mêmes axes.
De là résulte l’énoneé suivant :
ha condition nécessaire et influante , pour que l'état de mouvement d'une droite mobile soit réductible à une rotation simple
autour île sou point' rentrai , est exprimée analytii/uement par Vèquation
(S) (U) . tilt — (la . (li = o.
Il s'cnsuil que les vitesses simultanées des différents points de lu droite mobile sont toutes situées dans un seul cl même plan. La réciproque est d’ailleurs évidente. .Nous verrons, plus loin, comment l'équation (8) devient celle des surfaces développables, en exprimant que le plan tangent est le meme en tous les points d’une même génératrice rectiligne.
Etant données les équations de la droite D
( I ) x = az -4- h , y = bz -+- i,
on en déduit, par la différentiation ,
(2). . dx ==> ail z ziia dli , il y = lulz zilb -+- (li.
Soit G la \itessc de glissement commune à tous les points de la droite I). En désignant , par « , 6, y, les angles que cette droite fait avec les axes OX, OY, OZ , on a
(ô). G =* dx cos x -+- rfy cos? h- dz eos y
ailx ■+■ bily ■+■ di V' a- + lé -+- I
Les équations (i) et (5) déterminent Ie9 vitesses simultanées des différents points de la droite mobile.
Soit m un point quelconque de la droite D; lT la vitesse actuelle de ce point; mil le segment de droite qui représente la vitesse U. Les coordonnées du point m étant x, y, z, désignons par t, a, v celles du point ». On a
dx — t — x ==• t — az — li, dy = u — y = u — bz — i, dz — r — z. Substituons ces valeurs dans les équations (i) et (ô), et rempla-
cons, par e, le produit Gl/ «4-t- />4-t-l, dont la valeur est indépendante de la position du point ni sur la droite D. On trouve, ainsi,
al lin -4- v — ah — Iii — r
I — «t* — li — a li = — (la;
a1 -t- Ir -t- 1
... ff/ 4- 6m » — ah — lit — c
(•»'. . . u — In i — r/i — ; . r/6.
tr 1- 1
Les équations (4) et (î>) déterminent la droite sur laquelle sont situées les extrémités des vitesses qui animent en même temps les différents points de la droite I). Divisées, membre à membre, elles donnent
t — ar — li — illi du ^ il — hv — i — f/i f lh
L’équation (<i) représente un plan dont la direction demeure invariable, indépendamment de toute valeur attribuée au glissement (r et à la vitesse d'accroissement de la variable indépendante. Il suit de là que ce plan doit avoir même direction que le plan P du n# 131. On vérifie celte déduction en observant que, si l'on désigne, par A, B,C, les coefficients des coordonnées courantes t, u, v, les valeurs qu'ils affectent dans l’équution (ti) sont les mêmes que celles qui résultent des équations de condition
Au -t- B/» ■+■ ('. = o , Af/u -t- Bd h = o.
La droite déterminée par les équations (4) et (b) varie de position avec la grandeur du segment mu , ou , ce qui revient au même , avec la vitesse d’accroissement attribuée à la variable indépendante. Mais, d'un autre côté, elle est comprise dans le plan déterminé par l'équation (ti), et, par conséquent, elle ne cesse pas d’étre parallèle au plan P. La conséquence est que le lieu des positions qu'elle prend, pour toutes les valeurs du segment uni, est un paraboloïde hyperbolique.
Remarque. — Eu egard à l'équation (3), il est aisé de voir qu'en posant
(7) adx 4- bdy 4- dz = o,
on annule la vitesse de glissement (î, el qu'en conséquence, on rend les vitesses des différents points de la droite mobile toutes pcr|>cndiculaires a cette droite.
On peut se donner à priori l'équation (7). Elle exprime , par elle seule, que la vitesse du point m est dirigée perpendiculairement à la droite D. Il s'ensuit qu'il en est nécessairement de même pour les vitesses simultanées de tous les autres points. Celte déduction se vérifie très-simplement par le calcul. Soit en effet m' un second point quelconque de la droite D , et x', y, z les coordonnées de ce point. La distance mm' demeurant invariable, on a, d'abord,
( x — x')"- -t- (y — y'f -i- (c — z'f — cons"., cl, par suite,
(*—*') [dx — dx) 4 -{y—y')(dy — dy) 4- (o - s') [dz — dz') — 0.
Mais, d’un autre côté, les équations (I) donnent
x — x = u(z — z), y — y' =4 b(z — z'), il lient doue, en substituant, et supprimant le facteur commun
(8). . . n(dx — dx')-\-k(dy — > ly') + dz — dz' — o.
La combinaison des équations (7) el (8) montre que l’on ne peut avoir
adx 4- My 4- dz = 0 , sans qu’il n’en résulte
ndx' 4- bd y' 4- dz’ — 0.
La conclusion est d ailleurs évidente.
( 5jO )
Condition* analytiques du mouvement d un plan dans l’espace.
Soit
( I ) Ax ■+• iiy -+- Ci — K , ‘
1’équation d’un plan. P, supposé mobile dans l’espace et considéré ii l'instant précis où il sort d’un des lieux qu’il occupe successive* ment. Les paramètres A, B, C, K dépendent, en général, d’une seule et même variable, et chaque valeur de ectlc variable détermine une position correspondante du plan mobile.
Lorsque le plan P sort du lieu qu’il occupe, c'est, en général, par rotation autour d’une droite située dans ce plan et désignée sous le nom de caractéristique. Dans tous les cas, lors même que cette propriété ne serait pas connue d’avance, on peut toujours faire abstraction du mouvement du plan sur lui-méinc, et considérer ceux de ses points qu’il est permis de regarder comme lixes à l’origine de son déplacement. Ces points se distinguent des autres en ee que leurs vitesses sont nulle» , et qu’ils satisfont, en conséquence, à l'équation différentielle
(2) . . . ... . xdA -t- y dli -+ zi/C = </K.
Il suit de là que les points dont il s’agit sont situés sur la droite représentée par les équations (1) et (2). Concluons que ces équations sont celles de la caractéristique.
On parvient au même résultat, en partant de l’équation différentielle
(3) . . A dx -i- Bd y -+- Cdz •+- xdA -t- yd\\ -\- zdC — dK.
Ln effet , puisque celte équation subsiste, en même. temps, pour tous les |Kiints du plan I1, on peut distinguer, parmi ces points, ceux dont les vitesses actuelles sont compatibles avec un état de mouvement qui résulterait, exclusivement, d’un déplacement du
pian P sur lui-même. Lorsqu'on raisonne dans l'hvpothèsc où lepian P ne sort pas du lieu qu’il occupe, on doit regarder les paramètres A, B, C, K comme constants. Il vient alors
(4) A dx B dij 4- Cilz — 0.
Or, on veut que celle équation subsiste en même temps que l'équation (3). Celle-ci se réduit doue à l'équation (3). Réciproquement, si l'on considère les points du plan P déterminés par l'équation (2), les vitesses actuelles de ccs points satisfont à l’équation (4).
On voit, par là, que, si la caractéristique se meut , c’est dans le plan P, et l’on a l’énoncé suivunt :
L’étal de mouvement d'un plun, qui se meut dans l'espace, résulte, en général, du mouvement d'une droite supposée fixe dans le plan mobile, et d'une rotation de ce plun, la droite ne sortant pas du lieu occupé par le plan mobile à l'instant que l’on considère et le plan tournant autour de cette droite.
La droite, dont il s’agit, prend le nom de caractéristique. Le mouvement qu’elle a dans le plan mobile se communique à ce plan, sans en changer la position dans l’espace ni, par eonséq tient, l'équation. On peut donc la regarder comme fixe, en ce qui concerne, à chaque instant, le mouvement angulaire du plun mobile et les vitesses qui animent les différends points de ce plan perpendiculairement à sa direction actuelle. On voit d'ailleurs, d’après ce qui précède, que la caractéristique est déterminée par les équations (1) et (2).
On observera que les vitesses simultanées des différents points de la caractéristique sont dirigées à chaque instant dans un seul et même plan. Il s’ensuit que cette droite remplit les conditions de la droite mobile du n° 132, et que le lieu de ses positions successives est une surface développable *.
• Il est aise de voir que la condition, nécessaire et sulUsautc |>our qu’une surface réglée soitdé'eliqipatile, consiste en ce qu’elle n'ait qu'un seul et même
Considérons le point de la caractéristique dont la vitesse est nulle, ou peut être supposée nulle, parce qu’elle est dirigée tout entière suivant celle droite. Les équations de ce point ne satisfont pas seulement aux équations (I) et (2), mais, en outre, à celles qui s’en déduisent par la différentiation , soit en égalant à zéro chacune des différentielles dx , thj, dz, soit en annulant, comme on l’a vu (outà l’heure, l’enscinblc des termes qui correspondent à la différentiation effectuée par rapport aux variables x,<j, z. Ou retrouve ainsi l'équation (2), et l’on obtient, en outre, l’équation suivante :
(ü) xd! A •+■ ijdrïï -i- zd'C = (CK.
Le point déterminé par les équations (I), (2), (.’>) est le point cherché. Le lieu de ces points résulte de l’élimination de la variable indépendante entre ces mêmes équations. Il est l’enveloppe des positions successives de la caractéristique. Ce lieu prend le nom d 'arête de rebroussement , par rapport à la surface développable que déterminent les positions successives de la caractéristique.
Hecti/iratiou des courbes ù double courbure.
15b. Considérons une courbe quelconque, située dans l’espace. Désignons-la , par S, et supposons que scs équations soient ramenées à la forme
Soit m un point mobile, assujetti à décrire la ligne S cl sortant du lieu m à l’instant que l’on considère.
plan tangent pour tous les points d une même général ricc quoleiuique rectiligne. Lorsque celle condition est remplie, la surface peut s'appliquer sur un plan, point par point, sans déchirure ni duplicature , sans extension ni contraction d’aucune des lignes qui y sont tracées. On dit alors qu’elle est développable. Telles sont, eu général, les surfaces coniques et cylindriques. .Nous reviendrons sur ce|>oiut, île manière à ne laisser prise à aucune objection, lorsque nous nous occuperons plus loin de lu théorie des surfaces.
Si nous représentons, par x , y, z, les coordonnées du point /x, et par s, la dislance comprise sur la courbe entre un point fixe situé sur celte ligne et le point n, la vitesse du point décrivant a, pour expression générale,
(2) ,1s = V, lx* + dtf + dz\
dx, r/i/,(/;élanlles composantes respectivement parallèles aux axes coordonnés rectangulaires OX, OY,ÜZ. On a, d’ailleurs , comme résultat de la dilTércnlialiou des équations (I) ,
(5). . . . dx — f'(z) . (tz, dy = f'(z) . dz.
De là résulte, en premier lieu,
(4) </* = dz l/l ■+■ f(zy
et, s’il s’agit de la rectification de l’are s,
(5) . . . . a* = â*.M|+4 V ! -+- -r\zf.
Tunyenles elyluns normaux.
156. Sans rien changer aux notations précédentes, désignons, j>ar T, lu tangente en m à la courbe S; part, u, v, les coordonnées courantes de la tangente T; par a, <>, y, les angles de cette droite avec les axes OX OY, OZ. La droite T étant dirigée suivant la vitesse qui anime le point n, au sortir du lieu m, il suffit de poser
(1) . . dx — t — x, dy — u — y, dz — v~-z,
et de substituer ces valeurs dans les équations (5) du n" 135, pour obtenir les équations de la tangente T. Ou trouve ainsi
On a, d’ailleurs,
dx dy dz
(o). . cos a = , eos — eos y = — •
ds ds ils
Supposons, maintenant, que les coordonnées t, u, v soient celles d'un point quelconque situé dans le pian Q mené par le point m perpendiculairement à la tangente T. Le point n étant considéré comme lixe, tirons la droite qui le joint au point p et désignons, par R, la distance comprise entre ces deux points. On a, généralement,
(4). . . . (t — x)’ («/ — ij)' -+-(«— zf = R*.
La vitesse qui anime le point au sortir du lieu m , est perpendiculaire h la droite np. Il suit de lit que la vitesse correspondante dR est nulle, et qu’il vient, en différenciant l'équation (4),
(o). . . (f — x)dx -+- (u — y)dy ■+■ (u — z)dz~o.
* L’équation (5) s'applique à toutes les positions que le point n peut prendre dans le plan Q. Elle est donc l'équation de ce plan. Eu égard aux équations (3) du n° 135, on peut l’écrire sous la forme suivante :
Concluons que les équations (1) cl (2) sont celles de la tangente on m h la ligne S, et que celle du plan normal, mené par ce même point, est indifféremment l’une ou l’autre des équations (5) et (fi).
Plan oscillateur.
137. Soit D la directrice du point n. Lorsque le point p sort du lieu m , In droite D tourne autour du point p, et les vitesses de ses différents points sont toutes dirigées dans un seul et même plan P. Ce plan est, pour le point m , le plan osculateur de la courbe S. C'est dans ce plan que commence la rotation de la tangente, lorsque le point de contact se déplace continûment.
Si l'on désigne, par t, u, t’, les coordonnées courantes et , par x,
y, z, celle» du point de contact, on a, pour équations générales de la directrice I), ou, ce qui revient nu même, de la tangente T,
... dx , du ,
Le plan P passant par le point m, son équation est de la forme
On a, d'ailleurs, conformément aux équations de condition (4) et (5) du n° 131, page 344,
. dx n du A — — h B ~ dz dz
dz dz
Les équations (3) déterminent les valeurs des coefficients - , - • En substituant ces valeurs dans l'équation (2), on trouve, apres réduction ,
(4). . (< — x) (dztPy — dy<f*z) -4- (m — y) (dx(Pz — dzePx)
-4- (v — z) (dyiPx — dxif-y) — o,
et telle est l’équation du plan osculatcur.
On parvient au même résultat en combinant l’équation (2) avec celles qui s’eu déduisent par deux différentiations faites successivement par rapport aux coordonnées x , y, z. La première des équations différentielles que l’on obtient ainsi est
(а) A dx -4- Br/t/ -t- Cdz =■ 0.
La seconde est, de même,
(б) A d*x 4- Bd*i/ + Cd*z = 0.
En écrivant l'équation (îi), on exprime que la vitesse du point p, au sortir du lieu m, ne sort pas du plan P considéré comme fixe. Cela revient à dire que la tangente, en wi, à la ligne S est située dans ce plan.
En écrivant l’équation (fi), comme conséquence d’une différentiation effectuée en même temps sur Ieséquations(2)et(5), on exprime que la directrice du point /x ne sort pas du plan P, à l’origine de son déplacement, ou, ce qui revient au même, que les vitesses actuelles de scs différents points sont toutes dirigées dans le plan P.
11 suit de là que les équations (5) et (fi) déterminent les valeurs
que les coefficients ^ , doivent affecter, pour que le plan P devienne oseulateur.
Nous avons admis, dans ce qui précède, que le déplacement d’une tangente à la courbe S peut être considéré comme ayant lieu par rotation simple autour du point de contact. Les principes sur lesquels nous nous appuyons n’exigent, à cet égard, aucune démonstration particulière. On peut, néanmoins, recourir au calcul comme moyen de vérification.
En comparant les équations de 1a tangente T à celles de la droite mobile du n° 152, page 344, on a, évidemment,
De là résulte
da — d.
dlt =
di — —
et , par suite, (7). . . .
dh di
L’équation (7) implique, comme conséquences, les déductions suivantes, qu’il est, d'ailleurs, permis d'établir directement et à priori :
1“ Le déplacement de la tangente peut être considéré comme résultant d'une simple rotation, établie autour du point de contact ;
2° Pris à sou origine , el continué d'après le mo le gui le régit d’abord, le changement de direction tangentielle s’effectue suivant un plan déterminé;
3“ Le lieu géométrique des tangentes est une surface développable.
Ajoutons, comme conséquences subsidiaires, que, clans le développement de cette surface, la courbe donnée conserve, en chaque point, sa eourbure, et que toute trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes a, pour développée, l’enveloppe de ces mêmes génératrices, c’est-à-dire la courbe que l’on considère.
Normale principale.
I Ô8. La normale située dans le plan oscillateur est dite normale principale. Pour obtenir ses équations, il sitflil de joindre à l’équation du plan oscillateur
( 1 ). ( I — x ) ( dzcPy — dydPz ) -t- ( u — g) ( JxtPz — dzdPx )
-4- ( r — z ) ( dyiPx — dxd*y ) = o ,
celle du plan normal
(2). • (t -x)dx -»-(« — y) dg -4-(« — z)dz = 0.
Veut-on , d’ailleurs , ramener ces équations à la forme ordinaire? On trouve parleur combinaison *,
dx
dsiPx — dxdPs . ds : i-«= — — — (<’---) = —jr (« - «) .
ds/Pz — dziPs
d*<Py — dytPs ilsiPz — dztPs
ds
dz
ds
• On observera que l'on a généralement
r/** = dx* -4- <ty° -4- rfï*,
On fait que c'est en tournant autour de la directrice du point décrivant, que le plan osculateur se déplace sur la courbe. I<a normale principale participe à cette rotation, en même temps qu’elle tourne dans le plan osculateur autour du centre de première courbure. Il suit de là que les vitesses de ses différents points ne sont pas dirigées dans un même plan et qu’en conséquence, le lieu de scs positions successives est, en général, une surface gauche. Pour qu’il en fût autrement, il faudrait que le pian osculateur demeurât invariable. Cette dernière circonstance ne peut
cl que de là résulte
ilstPs — d.rtPs -i- dyd,y -4- dzd’z.
Ost en tenant compte de ces relations que l'on parvient au* équations (3) et au* équations suivantes
se présenter que dans le cas des courbes planes, alors que l’on a , généralement,
dxcPz — dzcPx r
•'•• • d' dsfn-dstfl = °S
dzd *y — dyiPz
r dxiPz — dziPx ducPx — dxtPu "1
3° . dix -t- y. - — - •+■ z -f— — f- — o,
L dzcPy — dyiPz dz(Py — dycPz J
ou, plus simplement,
(6) . . dx [ (PtjiPz — tPzcPy] -t- dy [(PztPx — cPxiPz]
-+- dz [(PxiPy — tPytPx ] = o ,
cette dernière condition n’étant que In transformée commune à chacune des trois autres.
Expression analytique de la vitesse angulaire avec laquelle une droite qui se meut dans l'espace s’écarte, à chaque instant, de la position dont elle sort.
139. Étant donnée une droite D, supposée mobile dans l’espace, proposons-nous de déterminer l’expression analytique de la vitesse angulaire avec laquelle cette droite s’écarte , à chaque instant, de la position dont elle sort.
Soit te cette vitesse : elle est la même, 9 chaque instant, que pour une droite D', menée par un point fixe et assujettie à tourner autour de ce point, en restant parallèle à la droite D.
Prenons l’origine des coordonnées pour point fixe et représentons, par Ont , la droite D' menée, par ce point, parallèlement à la droite D*.
Le point m étant supposé fixe sur la droite IV, et la distance Om
’ Voir la figure 61 , page 538.
( 3tiO )
étant | irise égale à l imité, il est visible que la vitesse du point m , au sortir du lieu qu'il occupe, satisfait aux conditions suivantes : 1“ Elle est dirigée perpendiculairement à O m dans le plan P du n“ 131, page 3i2;
2” Elle est égale en grandeur à la quantité w.
Soient x, 6, y les angles que la droite Obi fait avec les axes OX, OY, OZ. Soient, en même temps, x', 6', y ceux que la vitesse to du point vi fait avec ces mêmes axes.
En désignant par jr, y, z les coordonnées du point wi, on a, évidemment ,
aryens*, y = eos<>, z — cosy.
Il s’ensuit que les projections du point m sur les axes OX, OY, OZ, ont, pour \itesscs respectives,
dx = d cos a , dy = d eos 6, dz — d cos y.
Mais, d’un autre côté , les composantes de la vitesse du point m suivant ces mêmes axes sont, respectivement,
te cos a, te cos 6', te cos y’.
De là résulte
te cos x — d cos x , ic cos t’ — d eos 3 , te eosy' = d eos y. et, par suite,
(I). . . w = I /(d cos a )* -t- (d eos €)’ -+- (d cos y)*.
S’agit-il , en outre , de la direction commune aux vitesses simultanées des différents points de la droite D'? On a,
, d eos a
l eos a = >
i V (d eos a)2 -v- (d cos Ê)1 -t- (d cos y)’
1 d eos 6
(2) . . / eos t' = ■ - — »
|/ ( d eos a )* -t- (d eos6)*-v- (f/eosy)*
d eos y
( cos y'— — •
|/(t/ eos a)’ -v- ( d cos 6 )’ -v- ( d eos y)*
La valeur obtenue pour la vitesse w peut se déduire, par voie analytique, de l’expression générale du cosinus de l'angle de deux droites.
Soient en effet l, u, v les angles qu’une droite fixe F fait avec les axes-OX, OY, OZ. En désignant, par s, l’angle des deux droites I) et F, on a, généralement,
cos f = cos > eos a -v cos u cos fi -t- cos r eos y.
Une première différentiation donne
sin f.d-f — — [eos > .il eos a cosj* .rfcosfi cos v. d cos y].
Il vient ensuite, en différenciant une seconde fois,
(3) . cosç.rfv*-*- sin y-ef*? = — [eos J.r/’cos* cos . rf* cos 6
-4- eos v.rf*cos y]
Supposons qu’au lieu d'étrc quelconque, la droite F coïncide avec la position dont la droite I) sort, à l’instant que l’on considère. Si l’on sc place à ce même instant, on doit poser
o=o, df — w, X — x, (* = «;, v = y.
De là résulte, en vertu de l'équation (3),
(4) . io*= — [ cos x.(P eos « -t- cos 6. ri* cos 6 eos y .(P cos y].
L’équation (4) se ramène à l’équation (1), en observant que la relation générale
cos* a + cos’ fi + cos’ y — 1 .
donne, en premier lieu,
cos a.d cos » -i- eos fi .d cos fi -+- eos y.d eos y — o. et, en second lieu,
cos x . (P cos a cos 6 . rf’ cos fi -4- cos y .d* cos y = — [ (d cos -/)’ -i- (d eos C )* (d cos r)*].
Ii vient donc aussi, par voie de substitution,
te — V (dcosaf •+- (d eos c,)* -t- (d cos y )*.
HO. Sans rien changer à ce qui précède, supposons que la droite D soit déterminée par les deux équations
ou bien, qu’étant assujettie à rester perpendiculaire à un plan mobile, ce plan ait, pour équation,
Les coordonrtées courantes étant représentées, de part et d'outre, par les variables t, u, v, il est visible que Ion a , dans chacun dwees deux cas, '
COS a ms — ■ ■ ■ , cos = - - ,
Va' -t- b1 -t- C* I/o* -+-!>*- 1- c*
cos y —
Cés valeurs, substituées dans l’équation (I) du n“ 139, donnent, d’abord ,
. (r/a)* -t- (<lb)* -t- (de)’ («do -t- M6 -t- ede)*
W = o* + 6* + c* («• + fc* -e c’/ ’
et , après réduction ,
(1). te
Y/(adb — bdaf -+ (6dr — cd/i)1 -t- (eda — ode)’ «’ -t- I-' 4- c*
On trouve, de même,
( 5fiS )
I COS a = — . . . ,
!y/ (adb — bd a)* ■+■ (Iule — rdb)' -+- (n/a — <w/c)f
b . d V' «’ -4- 6* *+• c* — 4^a’-4- 6’-+- c*. rfb ros 6' = ■ ■ ■ ,
K (ad6 — Ma)* -4- (Mc ~ c</b)* -4- ( edu - iule)*
c . d S/l# -4- b* -4- c’ — l^a* 6* -4 c'.dc
t cos y' = — - --
V (adb — Mo)1 -4- (Me — rdb)* -4- (crfa — ùdc)'
Première et deuxième courbure des courbes à double courbure.
144 . La direction tangentielle étant incessamment variable, considérons le changement qu'elle subit à partir du point m. Pris à son origine, ce changement commence par rotation dans le plan P, de la même manière que si la courbe était plane et que son pian coïncidât avec le pian P. De là résulte une première courbure, déterminée, par rapport au plan osculateur, comme la courbure des courbes planes l’est elle-même, par rapport à leur plan.
La courbe S n étant point plane, il y a déplacement continu du plan P, et c’est, par rotation autour de la tangente , que ce plan change incessamment de direction dans l’espace. De là résulte une sorte de torsion , nommée deuxième courbure. Cette deuxième courbure peut, ainsi que la première, demeurer constante ou bien varier incessamment d’un point à un autre. Dans tous les cas, si l’on désigne, par W', la vitesse angulaire qui anime le plan osculateur dans sa rotation autour de la tangente, tandis que la tangente tourne autour du point décrivant avec la vitesse W et que ce point glisse sur la tangente avec la vitesse V, il est visible que la première courbure étant mesurée par le rapport y = - ,
la seconde peut être mesurée de la même manière par le rapport
La quantité p' déterminée par l’équation
a reçu le nom do rayon de deuxième courbure. Le rayon du cercle oscillateur reste détermine par l’équation générale
On le distingue du rayon p\ en le désignant sous le nom de rayon de première courbure.
142. S’agit-il, d'uliord, du rayon de première courbure? La vitesse V étant représentée par ds , les cosinus des angles que la droite D, supposée tarigentf à la courbe S, fait avec les axes OX, OY, 07., sont respectivement
dx di/ dz
eos cos <5 = -— i cosy=— •
ds ds ds
Do là résulte, conformément à la formule ( 1 ) du n" 1 St), page 500, «
ds
ds *
VifCxf (d‘yf + (d‘zf — (tPsf
Au lieu d’opérer, comme nous venons de le faire, on peut partir <les équations de la tangente,
dar , du
et recourir à la formule (1) du n° 140, page 562, en y posant, a =r dx , b — dy, c — dz.
On trouve ainsi
. . W = ^ V ( driPy — dytP.rf -+- (dydlz — dzdiyf -+- (dza:x — dxd*:)\
et, par suite,
V (dxd‘tj — dydxf •+• (dyd1: — dzdtrjf-^-(dzdix — dxiPz?
Soient >, p, v les angles que la normale principale fait avec les axes OX , OY, OZ, et xt , y, , zt les coordonnées du centre de première courbure. L’on a
(5). x, — x = p cos i , y, — y — ? cos n , z, — z = p eos v.
Remplaçons p par la valeur déduite de l’cquation (2); eos A, cos fi, eos y par les valeurs déduites des équations (5) du n° 158, page 558, et posons, pour simplifier,
£ ds
(d*x)1+(d*y)’+(d*z)1- (ds? («■-)*+ (d.-)1 '
Un trouve ainsi
. dx . du
Observons que la tangente sort du lieu qu’elle oceu|)c en tournant autour du point de contact. Il s’ensuit que les vitesses de ses différents points sont dirigées parallèlement à la normale principale et qu’en conséquence, les angles A, p, y sont les mêmes que les angles désignés par x, C , y dans les numéros 1 51) et 1 40. Si l’on substitue pour p la valeur (4) et pour eos > = eos d, eos p = eos 6', eos y = eos y1 j les \alcurs (2) du n° 140, page 505, on retombe sur les équations (0), la quantité E pouvant être écrite indifféremment comme on l a fait ci-dessus, ou sous la forme suivante,
(dxdy — dycPx? -t- (dytf'z - dzdy? + ( dzd'x — dxdz?
145. Les résultats auxquels nous venons de parvenir, en ce qui concerne la première courbure, peuvent être établis dedifféren-
tes manières. On peut se donner les équations générales d'un eerelc quelconque et assujettir ce cercle à contrarier avec la courbe S un contact du second ordre. Soient
ces équations. Les constantes à déterminer sont au nombre de six. Il en est de même des équations de condition exprimant que ce cercle passe par un point de la courbeS, qu’il la touche en ce point» et que, en outre, les dérivées du second ordre y affectent, de part et d’autre, les mêmes valeurs.
On peut aussi se donnet* la normale principale et chercher celui de scs iioints dont la vitesse actuelle est dirigée tout entière perpendiculairement au plan osculateur. Ce point n’est autre chose que le centre de première courbure.
On peut encore considérer la surface enveloppe des plans normaux, en d autres termes, le lieu des caractéristiques de ces plans. Céttc surface est connue sous le nom de surface polaire *. Elle est développable, et sa génératrice rectiligne a pour équations, d’une part, l’équation du plan normal mené par le point x, y, z, savoir,
(I). . . (t — x)dx -4 (« - y)dy ■+■ (v — z)dz = o,
d’autre part, l’équation qu’on obtient en différenciant 1 équation (I) et en annulant les vitesses dl, du, dv, dans le résultat de la différentiation , savoir,
('2). . . (I — x)dix -4- (« y)cPy +■ (t) — z)dtz =* d#1.
L’expression
d'x[dyd*z — dztfrj] d'y [dzd*x — dxd'z] -4- cPt[dxiPy — dyd'x},
étant identiquement nulle, comme on le reconnaît en la développant, il s’ensuit que le plan (2) est perpendiculaire au plan oscu-
* Voir plus loin, ir Uo, pour détails relatifs à la surface polaire.
latcur. Cette condition étant déjà remplie par le plan (I), elle subsiste en même temps pour la droite (I), (2). Or c'est en commençant par tourner autour de celte droite, que le plan normal se déplace le long de la courbe S, Le centre de première courbure se trouve donc au point d'intersection de la droite (I), (2) avec le plan oscillateur.
Si l’on observe que tout plan normal à la courbe S touche la surface polaire le long de la génératrice sur laquelle est situé le centre de courbure correspondant, l’on peut en conclure immédiatement que la tangente au lieu de ces centres est contenue, pour chaque centre, dans le plan normal qui lui correspond. Cette tangente est donc à angle droit sur la courbe S. Elle ne doit pas cire confoudue avec la normale principale. Celle-ci est dans le plan oseulatcur; l’autre s'en écarte généralement. ,
144. Considérons maintenant la deuxième courbure* et reprenons la formule du n° 141 , page 563.
La quantité W' étant la vitesse angulaire qui anime le plan osculatcur dans sa rotation autour de la tangente, elle est aussi la vitesse angulaire a\ec laquelle lu normale à ce plan s'écarte, à chaque instant , de la position dont elle sort. 11 suit de là que, pour déterminer cette vitesse par la formule (I) du n° 140, page 362, il suffit de poser
a — dytPz — dztPy, b^dzcPx — dxiPz, c — dxcPy — dycPx.
En faisant usage de ces valeurs, on trouve
adb — bda = - dz [a«Px bd'y -+- rdlz\ , bdc — cdb — — dx [ad’x -4- bd'y-*-cdrz], eda — ade = — dy [ad'x -t- M'y ■+■ c<Fz].
De la résulte, en substituant,
d'x{dyd*z — dzd1;/) a- dPjf[dz<Px — dxiPz\ -4- d:'z [dxtPy — dydrx] (dydtz — dziPi/f + (dzePx — dxdiz)t + (dxcPy — dyd'x)'
et comme on a, d’ailleurs, V = ds, on jieutécrirc immédiatement
[dyaPz — dzd\i/]‘ -t- [dzd‘x — dxdtz]i [dxiPy — c lycPx]*
^ d'x[dyiPz — dzd‘y] + d'y [dzd'x — dxdPz] a- d'z [dxd'y — dyiPx]
DÉVELOPPÉES DES COURBES A DOUBLE COURBURE
Surface polaire.
143. Étant donnée une ligne quelconque S à double courbure, supposons-la décrite par un point mobile n, et désignons, par ni, le lieu d’où le point u sort, à l’instant que l’on considère.
Imaginons que le point n entraîne avec lui un plan N , assujetti à rester normal à la ligne S.
Le plan N est animé de deux mouvements simultanés, l’un de translation, l’autre de rotation. Le premier rend commune h tous les points du plan N la vitesse du point y. ; le second est établi autour de lu perpendiculaire élevée en ni sur le plan oscillateur P; la vitesse angulaire qui lui correspond est celle de la directrice du point j*.
Cela posé, il est visible que l’état de mouvement du plan N se résout en une rotation simple autour de la droite menée dans ce
* La condition nécessaire et suffisante pour qu'une courlie soit plane s'obtient en égalant à zéro le numérateur de cette expression. Il est aisé de voir que l'équation à laquelle on parvient de cette manière ne diffère pas de l'équation (ff) du n" 138, page 330.
plan, par le cculi-e de première courbure, perpendiculairement au plan oscillateur. Cette droite a reçu le nom de polaire. Désignons-la par L. Elle est la caractéristique du plan N. Le lieu de scs positions successives est la surface dont nous nous occupons ici, et à laquelle on a donne le nom de surface polaire.
Considérée comme génératrice de la surface polaire , la droite L sort du lieu qu’elle occupe , sans sortir du plan K. De là résultent, conformément aux déductions du n° 154, page 550, et comme on peut, d'ailleurs, le voir directement, les conséquences suivantes :
1” Lorsque la droite L sort du lieu qu’elle occupe pour décrire lu surface polaire, elle tourne, en général, autour d’un de ses points;
2“ Les vitesses simultanées des différents points de la droite L, étant toutes dirigées dans le plan N, il s’ensuit que ce plan touche la surface polaire en tous les points de la droite L, et que celle surface est développable;
5° Soient n le point central de la droite L, cl S’ le lieu des positions qu’il prend successivement. La vitesse du point n étant dirigée tout entière suivant la droite L, le lieu S’ est l’enveloppe des positions successives de cette droite, autrement dit, l’arèlc de rebroussement de la surface polaire ;
4” La droite L louchant la ligne S' au point n , et étant perpendiculaire au plan P, il s'ensuit que la vitesse angulaire de la directrice du point « , dans la description de l'arcte S', n’est autre chose que la vitesse angulaire du plan osculalcur de la ligue S, dans la description de celte ligne par le point «;
5* Les vitesses simultanées des différents points de la droite L étant toutes dirigées dans le plan N, ce plan est, pour le point «, le plan osculalcur de l’arèlc S'. Il s'ensuit que la vitesse angulaire qui anime le plan osculalcur de l'arête S', dans la description de cette ligne pnr le point n, n’est autre chose que la vitesse angulaire de la directrice du point p dans la description de la ligne S
• Cette proposition et la piécéileule ont été données par Fourier. Elles éta-
blissent entre les courbes 5 , S' une réciprocité curieuse.
Menons par le point n un plan P', parallèle au plan P. Le plan P' est normal, en n, à l’aréte S'. Mais, d’un autre côté, le plan X normal, en m , a la ligne S est oseulatcur, en » , à l’aréle S', Il suit de là qtie In normale principale au point n de la ligne S' résulte de l'intersection des plans N et P', en même temps que la normale principale au point m de la ligne S résulte de l’intersection du plan X avec le plan P, parallèle au plan P'. De là se déduit l’énoncé suivant:
Les normales principales qui se correspondent, de part et d’autre , l’une pour le point m de la ligne S, l’autre pour le point n de l’arête S', sont toujours parallèles.
On constate l’accord existant entre celte déduction et les deux propositions précédentes, en observant que s’il y a parallélisme pour deux positions quelconques correspondantes des normales principales, ce parallélisme sc maintient nécessairement pour toutes les positions qui se correspondent de part et d’autre. Le mouvement angulaire d’une uormaic principale résulte, en effet, de deux rotations simultanées, respectivement établies autour d’axes rectangulaires. L’une est la rotation de la directrice du point décrivant : clic a , pour axe , la perpendiculaire élevée en ce point sur le plan oseulatcur. L’autre est la rotation de ee plan; elle a , pour axe, lu directrice. Or, lorsqu’on passe de lu ligne S à la ligne S', ces axes se substituent l’un à l’autre, en même temps que les vitesses angulaires correspondantes. L’identité résulte de ce double renversement, et le parallélisme établi, par hypothèse, sc maintient comme conséquence d'un même mouvement angulaire.
Hti. Soit fi' un point quelconque du plan N. Tirons la droite indéfinie fifi’ , et désignons, pari, le point d'intersection de cette droite avec la droite L, suivant laquelle le plan N louche la surface polaire.
Lorsque le point n décrit la courbe S, il entraîne avec lui le plan normal X et le fait tourner autour de la droite L. Le plan X s’enroule, ainsi , sur la surface polaire, en y appliquant successive-
ment tous scs points, et, en particulier, ceux de lu droite pn désignés ci-dessus par » *.
Il suit de là que le lieu des points », sur la surface polaire, est une développée de la courbe S, la droite nn' louchant celle développée au point », et lu quantité, dont le rayon vecteur ni croit ou décroît , dans le passage d’une position à une autre, étant précisément égaie à l’arc de développée compris entre ces deux positions.
On voit, par ce simple aperçu , fondé tout entier sur des considérations géométriques, qu'il existe , en général, pour une courbe quelconque, une infinité de développées différentes, toutes situées sur la surface polaire cl caractérisées, par la condition qu’elles remplissent, de se transformer en lignes droites dans le développement de cette surface. On voit, en même temps, que le lieu des points n est, comme celui des points n, une développante du lieu des points i.
On observera que, abstraction faite du cas des courbes plaucs , le lieu des centres de première courbure n’est jamais une développée de la courbe que l’on considère.
En effet, soit o le centre de courbure qui correspond au point ut de la courbe S. Pour que le lieu des points o soit une développée du lieu des points »n, il faut que la droite oui touche, en o, le premier de ces lieux et qu’elle soit normale, en ni , au second. Cette dernière condition est toujours satisfaite, puisque la droite om est la normale principale, menée, par le point ni, h la ligue S. I.a première condition exige que, dans le passage d’une position aux suivantes, la vitesse du centre o soit dirigée tout entière suivant la droite ont. Or, s’il en est ainsi dans le cas des courbes planes, il en est autrement dans celui des courbes a double courbure, le centre « restant sur la droite om , et celle-ci tournant , autour du point ni , dans le plan normal. De là résulte évidemment la proposition énoncée ci-dessus.
Nous avons vu que le plan N peut être considéré indifférem-
* La vitesse du point n est dirigée tout entière perpendiculairement au plan normal. Cela revient à dire que ee (winl reste fixe dans le plan normal en même temps qu'il décrit la courbe S et qu'il fait tourner la droite /xju' autour du point i.
meut, soit comme entraîne par le point u, soit comme roulant, sans glisser, sur la surface polaire. Ce ne sont là que deux façons différentes d’envisager une seule et même chose, le mouvement qui anime le plan N dans sa rotation continue autour de scs caractéristiques successives. Lorsqu’on considère le plan N comme entraîné par le point p , ce point décrit la courbe S et reste fixe dans le plan N. Lorsqu’on considère le plan N comme roulant, sans glisser, sur la surface polaire, rien n'est changé, ni dans le mouvement du point fi sur la courbe S, ni dans la fixité de ce point sur le plan N. Il suit de là que la trace de la courbe S, sur le plan mobile N, se réduit à un point.
Imaginons que le plan N emporte avec lui la trace de chacune de ses caractéristiques successives, et celle d’une développée quelconque de la courbe S. Si l'on conçoit une droite , supposée mobile dans le plan N, et assujettie à coïncider constamment avec la caractéristique correspondante, il est visible que l’état de mouvement de cette droite sera identiquement le même que celui de la caractéristique sur la surface polaire. De là et de ce qui précède, résultent évidemment les conséquences suivantes :
La trace que l’arête de rebroussement de lu surface poluire laisse sur le plan mobile a, pour courbure en chaque point, la première courbure de cette arête.
Les traces laissées sur le plan mobile par les génératrices rectilignes de la surface polaire ont, pour enveloppe, la trace de l’arête de rebroussement.
Les traces laissées sur le plan moljile par les développées de la courbe S sont des droites toutes issues d’un seul et même point, le point où se concentre la trace de la développante.
L'ensemble des traces laissées sur le plan mobile par la surface polaire constitue le développement de cette surface. 11 est visible que les lignes tracées sur la surface polaire conservent, dans le développement de celte surface, leurs longueurs respectives et les inclinaisons relatives sous lesquelles ont lieu leurs intersections *.
Ou verra plus loin, n" JO 7 cl sunauls, la théorie géométrique des surfaces
1 i7. Proposons-nous de déterminer l’équation de la surfaec polaire et celles de l'aréte de rebroussement.
La génératrice rectiligne de la surface polaire est située dans le plan normal
(1) . . (t — x)dx+(u — y) dy ■+• (r — z)rfz=o. *
Elle est le lieu des points de ce plan dont la vitesse est nulle, ou peut être considérée comme nulle, au sortir du lieu qu’il occupe. Il suit de là que les coordonnées de cette droite doivent satisfaire à l’équation qu’on obtient en différenciant l’équation (I), et en annulant les vitesses dt , du, dr, dans le résultat de la différentiation. On trouve, ainsi,
(2) . (t — x)rPx -+- ( tt — y) (Py + (v — z) rfz = dx* rfy* -t- rfz* — r/s’.
Les équations (1 ) et (2) sont les équations générales de la génératrice rectiligne de la surface polaire. Pour avoir l’équation de cette surface, il su dit d’éliminer les variables x, y, z entre ces équations et celles de la courbe donnée,
Le point de l’aréte de rebroussement situé sur la droite fl), (2), se distingue des autres points de cette droite en ce que sa vitesse est nulle, ou peut être considérée comme nulle, à l’origine du déplacement de la génératrice. Il suit de là que les coordonnées de ce point satisfont aux équations qu'on obtient en différenciant les équations (1), (2), et en annulant les vitesses dt, du, dv, dans les résultats de la différentiation **. Lorsqu’on opère, ainsi, on rc-
développables, et, plus généralement, celle des surfaces qui peuvent s'appliquer l’une sur l’autre, point par point , sans déchirure ni duplicature.
* Dans cette équation t , u, v, sont les coordonnées courantes; X, y, ; sont celles du point de la courbe par lequel passe le plan normal.
” On observera que cela revient à différencier les équations (t), (î), en y considérant, comme constantes, les quantités t, u, v. Cette remarque s'applique à tous les cas du même genre. Elle permet d’opérer directement avec la plus grande simplicité possible.
lomlie sur l’équation (2), pomme conséquence de la différentiation effectuée sur l'équation (I), et l’on trouve, en outre, l’équation de condition
(*). . (t - x) iPx 4- (m — y) (P y 4- (v — z) iPz = ôdsiPs. *
Les équations (1), (2), (*), déterminent, pour une position quelconque de la génératrice (1), (2), le point de l’arétc de rrbrousscmenl situé sur cette génératrice. Les équations (5), (4) permettent d’exprimer les variables x, y, z, en fonction des coordonnées courantes t, u , r, et de reporter leurs Valeurs dans les équations (I), (2). En opérant ainsi, on élimine les variables x, y, z, et l'on obtient les équations finales de l'arête de rebroussement. On peut d’ailleurs considérer les équations (1), (2), comme étant celles de celte arête. 11 suffit, pour cela, d'y traiter les variables x, y, z, comme des fonctions des variables!, u, v, ces fonctions étant déterminées par les équations (3) et (4). Lorsqu’on procède de celte façon et qu’on différencie, en conséquence, les équations (1) et i2), on doit observer que les résultats des différentiations effectuées, par rapport aux variables x, y, z, sont identiquement nuis en vertu des équations (2) et (3). On trouve, ainsi, très simplement,
(5) dtdx ■+■ dudy 4- drdz — o,
(fi) dt<Px ■+• diuPy 4- dvdPz =■ o.
De là résulte, en différenciant l'équation (5) et tenant compte de l’équation (fi),
(7) <Ptdx 4- (Pudy 4- (Pi'dz = o.
La différentiation des équations (6) et (7) donne, ensuite,
(8) . t PhPx 4- (P a (P y 4- (PviPz 4- dhPx 4- dutPy 4- dnPz — 0,
(0). (PliPx 4- rPurPy 4- (PréPz 4- (Ptdx 4- rPitdy 4- dhdz « 0 ,
’ Il esl aisé de voir que la relation
rf.r* 4- rfy* 4- rfï* = ils' ,
donne la suivante
il rrl' r 4- 1I1/1P1/ 4- dziPz = du . tPs.
et l'on en déduit
(10). dltPx -4- ducPy -4- dvdPz = (Pt . dx -+- tPudy + rfV . dz.
L’équation (5) exprime que les tangentes, en deux points conjugués de la courbe S et de l’nréle S' de rebroussement, sont rectangulaires.
Soient m le premier «le ces points , et m' le second. On déduit des éipiations (b) et (G),
dt dzcPy — dytf-î du dxdiz — dztPx
dv dydPx — dxcPy ' dr dyd*x — dxcPy
Les équations (I I) expriment que la tangente, en m', à l'arétc S', est perpendiculaire au plan oscillateur mené par le point m de la courbe S.
La réciprocité qui subsiste, en vertu des équations (5), (6) , (7), s’étend à la proposition précédente. On peut donc dire , aussi , que la tangente, en m, a la courbe S est perpendiculaire au plan osculateur mené par le point m' de l’arétc S’.
En combinant les équations (b) et (7), comme on a combiné les équations (b) et (6), on doit trouver évidemment
dx drdPu — dutPv dy dl<Pv — dï(Pt
dz diuPt — dtdPti dz ducPt — dtdPu
Ces valeurs, substituées dans l’équation ({), donnent
(13). (f — a:) [ded*» — dud*e] ■+• (u — y)[dfd’u — drd*f]
( v — z) [ du<Pt — dtd*u] — o.
L’équation (13) étant celle du plan osculateur mené par le point m' à la courbe S', il en résulte que ce plan n’est autre chose que le plan normal, en m, à la courbe S.
La combinaison des équations (fi) et (7) donne
d:dv<Pzd'v =• [dx(Fl -4- dy<Pu ] [dhPx -4- dti(Py],
et, eu égard aux équations (;>) cl (8),
dzdv [dld'x 4- dud'y -+- d V(f'z) — [ dldx -+■ dndy] [dJ UVx 4- d>ttd,y] — [dxd*t 4- dyePu] [dhPx + dinPy],
De là résulte, toute réduction faite,
dy d*x — dxcPy dz [dtd?x -+- du<Py -+- drcPz]
dv dudrl — dt(Pu
Cela posé, si l’on transporte dans la formule (3) du n° K2, page 304 , et dans la formule (1) du n° 1 44, page 308, les valeurs fournies par les équations (1 1), on trouve, d’abord , pour la vitesse angulaire de la tangente en m,
(lu).
da dycPx — dx<Py dv dsi
la quantité de étant la vitesse du point ni sur l’arête S' et rcmpla çant, par conséquent, le radical
V ' di 4- du2 4- dr2.
On trouve, ensuite, pour la vitesse angulaire qui anime le plan oseulateur de la courbe S, autour de la tangente en tu ,
ds.dv dhPx 4- diicPu 4- dvd3z v ' de dy(Px — dxcPy
Pour passer dej cette dernière formule à celle qui exprime la vitesse angulaire du plan oseulateur en ni à l’arête S', il suffit de remplacer a par s, les coordonnées x , y, z par les coordonnées t, u, v, et réciproquement. Cela résulte, évidemment, de la symétrie des équations (?»), (0), (7), (8) et (!)). On peut, d’ailleurs, se dispenser d'effectuer aucun changement dans le faeteur trinôme dttPx 4- du (P y 4- dvcPz, vu qu'en vertu de l’équation (10), la permutation à effectuer n’altère en rien la valeur de ce terme. Dési-
gnons par W' celte vitesse nngnlnire, et opérons , comme nous venons de l'indiquer.
On trouve, ainsi,
„„ dv.dz dtds'x -+- diitPii ■+- dvd1:
du i huit — <11(1*11
et, eu égard à l'équnlion (14) ,
. dï dtiePjc — dxiPu
La réciproque qui subsiste, de part et d’autre, en vertu des équations (ïi) , (<i), (7), (8) et (!)), sullit pour que légalité des vitesses W, W implique celles des vitesses angulaires qui animent simultanément, l’une la tangente en ni' à l’arête S', l’autre le plan oscillateur en »i à la courbe S.
On voit, ainsi, comment se vérifient, par le calcul, les déductions
géométriques du n° 145, pages 5ti8 et suivantes. On aurait pu se
borner à constater que le produit
. dt<Px dud’t/ -t- drd?z
du . dn
reste le même, lorsqu’on passe du point m de la courbe R au point »i' de l’arête S'. 11 est clair, en effet, que les équations (il) impliquent toutes les conséquences développées, à leur suite.
Conditions générales des contacts de tous les ordres.
t48. Soient deux courbes ayant un point commun mi.
Si ces courbes ont, en ce point, même tangente, elles se touchent, et leur contact est du premier ordre.
Si, en outre, elles ont même plan oseulnleur et même centre de première courbure, leur contact, devenu plus intime, est dit du deuxième ordre.
Soient o le centre de courbure commun à deux courbes qui ont
entre elles un contact du deuxième ordre; L la polaire correspondante, autrement dit la perpendiculaire élevée en o sur le plan osculateur; t un point quelconque pris sur cette polaire, il existe, pour chacune des courbes, une développée passant parle point i. Considérons ces deux développées. Hiles se touchent en », suivant la droite im, et leur contact est, en général, du premier ordre.
Supposons que les développées aient en t un contact du second ordre; le contact des développantes devient plus intime encore, et il est dit du troisième ordre.
Pour abréger, disons immédiatement qu’un contact de l’ordre (n — \ ) , entre les développées , implique un contact de l’ordre n entre les développantes, et réciproquement; Il suit de là que le contact du quatrième ordre se définit au moyen du contact du troisième ordre, celui du cinquième nu moyen du quatrième, et ainsi de suite, indéfiniment.
Soient
(1) * = A*)> Jf— *(*)
les équations d’une courbe quelconque S. Celles de la polaire, qui correspond au point (x, y, z), sont, ainsi qu’on l'a vu tout à l'heure,
1 (t — x)dx -+- (« — y)dy t- (t) — z)dz = o,
( (< — x)d*x + (u — y)d*y ■+ (e — z)d*z = da*.
Considérons les coordonnées t, u, t' comme étant celles du point d'intersection de la polaire avec l’une des développées de la courbe S. Elles seront les coordonnées courantes de celte développée, et celle-ci aura , pour tangente, la droite menée pnr le point (x, y, z) au point (t, u, v). De là résultent les deux équations de condition ,
t — x dt r — z~ dv ’
u — y du
r — z dv
Imaginons qu’au moyen des équations (1) et (3), on détermine les coordonnées x, y, z en fonctions des variables I, ti, r, dt, du, dv, et qu’on transporte les valeurs ainsi obtenues dans les équa-
lions (2). Ces équations deviendront celles d'une développée quelconque de la courbe S. Cela revient à dire que les équations (2) peuvent être considérées conftnc étant les équations générales des développées de la courbe donnée. Il suffit, pour cela, qu’on les traite en regardant les variables, x, y, z comme des fonctions des coordonnées courantes I, u, r, ces fonctions étant déterminées par les équations (1) et (ô). Il suit de là qu'on peut substituer aux équations (2) celles qui s’en déduisent au moyen des équations (ô). On trouve ainsi
, , dt , du dx — rfy — tlz — o,
\ dv J dv
j dt du „ ds*
[ (Px . h (Ptf . h (P Z —
dv dv v — z
Supposons, pour plus de simplicité, qu’on prenne la variable v pour variable indépendante. II est visible que les équations (4)
déterminent les dérivées premières^-, , en fonction des quantités r, x, y, z, f'(z), f'(z), f"(z), y'\z): les dérivées secondes
Jrt » ,77, > en fonction de ees mêmes quantités et des dérivées troisièmes f"’(z), y"'(z); et ainsi de suite indéfiniment *, les dérivées de l’ordre (n- f), se trouvant déterminées en fonc-
tion des quantitésr,x,y, z,f'(z), y'(z),f"(z), y"(z),etc.,jusqucsct y compris les dérivées de l’ordre », f'(z), La réciproque subsiste évidemment, c’est-à-dire que si l’on se donne les quantités
dt du fPt d'n
V> dv dv ’ dv * ’ dv*
etc.
d—'t dv-1 ’
d’ ~^u dv — • ’
il en résulte une détermination complète des quantités correspondantes, x,y, z, /■(*), y'(z), /"(z), ?"(z), etc., f’{z), y"(z).
Admettons, pour un instant, qu'un contact de l’ordre n établi
rf*| d*n
* Pour obtenir les dérivées secondes — , y , il suffit de différencier les
dv ,n ,pu
équations (-4). line deuxième différentiation donne les dérivées — . , — et ainsi de suite, ihdéflniment.
entre deux courbes S, S', implique l’égalité des valeurs que prennent, de part et d’autre, toutes les dérivées successives jusqties et y compris celles de l’ordre n. D’après notre définition, les développantes de res courbes auront entre elles un contact de l’ordre « -+- 1. D’après les déductions précédentes, elles fourniront des dérivées successives qui prendront, de pnrt et d’autre, mêmes valeurs, jusques et y compris celles de l’ordre h -s- 1. On voit par là que si le contact d'un ordre quelconque » implique la condition que nous avons admise, celle condition s’étend d’ellc-même au contact de l’ordre » ■+■ 1, et, de proche en proche, à tous les contacts d’ordre supérieur.
S’agit-il du contact du premier ordre? La condition énoncée ci-dessus subsiste évidemment. Concluons qu’elle a lieu pour le contact du second ordre et, généralement, pour les contacts de tous les ordres.
On observera que l’égalité des valeurs que prennent, en un même point, les dérivées qui se correspondent, de part et d’autre, pour deux courbes S, S', jusques et y compris les dérivées de l’ordre n, implique un contact de cet ordre entre les projections de ces courbes. Il s’ensuit que, pour établir entre deux courbes à double courbure, un contact d’un ordre quelconque, il est nécessaire et suffisant d’élablir un contact de ce même ordre entre leurs projections sur deux des plans coordonnés. La théorie du contact des courbes dans l’espace sc trouve ainsi ramenée tout entière à celle du contact des courbes planes.
141). Nous avons dit du contact de deux courbes qu’il devient plus intime à mesure que son ordre s’élève. Nous entendons, par là , que l’écart qui s’établit entre deux courbes, à partir d’un point commun, commence par être d’autant plus petit que le contact, en ce point, est d’un ordre plus élevé. Cherchons à justifier cette proposition, et, d’abord, établissons les deux lemmes sur lesquels on peut s’appuyer ici, et, en général, pour tous les cas analogues.
Soit x une grandeur quelconque continûment variable; dx, (Px, d’x, etc., ses différentielles successives.
La différentielle dx n’étant autre chose que la vitesse d’accrois-
sentent de la variable x, il est évident que ectte variable croit d’autant plus vile que sa différentielle dx est plus grande.
Supposons que l’on ait dx = o. Partant de zéro, la quantité (Ix commence par être d’autant plus grande qu’elle croit plus vite. Or, elle croit d'autant plus vite que sa différentielle <Px est plus grande. Concluons que, dons l’hypothèse où la première différentielle s’annule, la variable x croit d’autant plus vile que la différentielle est plus grande.
Le même raisonnement, constamment poursuivi, conduit au lcnimc suivant :
Lorsqu’une grandeur continûment variable sort d'un élut quelconque déterminé, elle croit, d'abord, d’autant plus vite que lu première de ses différentielles successives qui ne s'annule pas est plus grande.
Supposons que les différentielles successives dx, dix, etc., <i"_* x s'annulent toutes à la fois , et considérons les deux cas qui peuvent se présenter, selon que la différentielle d‘x s’annule en même temps que les précédentes , ou qu’au contraire , elle ne s’annule point. Dans Je premier cas, les valeurs qu’elle commence par prendre, au sortir de zéro , sont moindres, en grandeur absolue, que celles qui leur correspondent dans le second cas. Cette déduction s’étend, d'abord , à la différentielle d"~'x, et, de proche en proche, à la différentielle dx. Cela posé, voici la conséquence définitive :
Lorsqu'une grandeur continûment variable sort d'un élut quelconque déterminé, c’est en croissant ou en décroissant. Dans tous les cas elle change , d'abord, d'autant plus rite que la première de ses différentielles successives qui ne s'annule pas est d’un ordi e moins élevé.
150. Soient deux courbes S, S' ayant un point commun m, et décrites simultanément par deux points mobiles /u, u'. On suppose que les points ;a, u' sortent du lieu m , à l’instant que l’on considère, et que leur vitesse est lu même en grandeur. Cela posé, on
peut admettre, comme évident, que l’écart qui s’établit entre les courbes S, S', à partir du poiut m, commence pur être plus ou moins grand, scion que 1 écart angulaire des directrices des points et u' remplit cette même condition. Désignons par D, D' ees directrices et par y l’angle qu’elles font entre elles.
Les courbes S, S' étant tangentes en m, la valeur initiale de l’angle y est zéro. II s’ensuit que l’écart angulaire des droites D, D', et, par conséquent aussi, l’écart des courbes S, S' commence par être d’autant plus grand que la première des différentielles successives dy , d'y, iPy, etc., qui ne s'annule pas, est d’un ordre moins élevé.
Admettons, comme vérité de définition, que l’ordre du contact établi, en m, entre deux courbes quelconques S, S', soit marqué par l’indice de la première des différentielles successives d? , iFy, <P'r, etc., qui ne s’annule pas pour y = o; la proposition qu’il s'agissait d’établir se trouve immédiatement démontrée. En effet , le contact étant de l’ordre n, la première des différentielles successives qui nes’annulc pas est celle de l’indice n. Or, si l’on substituait à la courbe S' une courbe S", ayant avec la courbe S un contacld’un ordre quelconque p, inférieur « n, la première des différentielles successives dy, d'y , </>, etc., qui ne s’évanouirait pas, pour y — o, serait celle de l’indice p. L’écart des cou rites S, S" commencerait donc par cire plus grand que celui des courbes S, S’.
Soient x, ij, z les coordonnées courantes de la courbe S, et a ', i/, celles de la courbe S'. On a généralement
dxdx -t- di/dij dzd:’
Les vitesses île, de’ étant supposées constantes et prises égales à l’unité, on peut écrire, identiquement,
,,, .... , (dx — dx'f -t- (dy — dy')* •+■ (dz — dz'f
V 1 ;• COS y — 1 — •
En différenciant deux fois de suite, ou trouve, eu premier lieu ,
siu ; . dy — (<7x — dx ) (tfx — d'x) + etc.
en second lieu ,
(2). . . cos y.dy* -t- siu y. d’y — [d*x — dV]‘ -t- etc.
-t- (dx — ils') tPx — d*x') t- etc,
Posons y — o. En vertu de l'équation (1), il faut que l’on ait, en même temps,
(5). . . .dx — dx', dy — dy’, dz = dz'.
De là résulte, en vertu de l'équation (2),
(4) . . df =* [*ftr - d*x']* + [dry — <Py‘ ]* + [d*s - d'z ]*.
On voit ainsi que les équations de condition
(5) , ...... f = o, dr — o.
impliquent les suivantes :
(li )dx — dx’, dy—dy, dz—dz', iPx—tPx, (P y — dPy', (Pz — dPz. et réciproquement.
Reprenons réquntion (2), et diflcrcnrions-la deux fois de suite. Il vient, en premier lieu,
— sin rdf •+• 5 eus rdfd!-r + siu yd!y • — 5 (i Px.d'x') [d’x dV ] -4- etc.
■+■ [dx — dx' ] [d‘x - d‘x’] -4- etc.
et, en second lieu,
(7) . — eos ydj,4 — fi sin piyiff + 5 cos y[rf*ç,]* ■+ 4 eos ydyd*y -4 sin -..(Pf — 5 [ dPx — dPx'Y -+ etc. -4- 4 [d*x — d*x' ] [d*x — d*x'] -t- etc.
-4- [dx — dx'] [d*x — dsx'] -4- etc.
De là résulte, pour le cas où l’existence des équations (5) implique celle des équations (fi), ou inversement,
(8) . [d’y]1 «. [dsx — d x' ]» + [d5y - d'y']’ + [(fi - d'z' ]».
On vuil, ainsi, que les équations de condition
(!)). ... j» = o, df— o, d'i — o, impliquent les suivantes :
/ dx — de, d'x — il* x', ( (Px — d'x',
dy — dy, dz — dz', d‘y — d:y ', (P z — d1:',
tPy=(Py', Pz — tPz'.
cl réciproquement.
On trouverait, de même, pour le cas où l'existence des équations (9) implique celle des équations (10), ou inversement,
[if, j1 = [d‘x - d'x' f + [d'y - d'y' ]s -+- [d‘z — dlz ]*
et, ainsi de suite indéfiniment, l'annulation simultanée de l’angle y cl des différentielles successives rfy, rf* y, etc., rf*_,y impliquant les équations suivantes,
[dx — rfx']1 ■+- [dy — dy'Y -+- [dz — rfz']*= »,
[ rfx — d3x' fs -[iPy — d*y'f [ diz — dV]*= o ,
[rf"x — d"x']* + [d"y — d" »/']*-*- [d"z — d"z'f — o,
et réciproquement. Ou a d’ailleurs, en même temps,
[d"y]*ass [d“^'x — d“ Mx']a ■+■ [d"+,y — d“+ly']î -t- [d“'Hz — d^'z']1.
On voit, par ce qui précède, qu'il est indifférent de luire dépendre l’ordre du contact établi entre les courbes S, S’ de l’une ou l'autre des conditions énoncées ci-dessus. On peut admettre, relativement à cet ordre, qu’il est marqué par l'indice de la pre inière des différentielles successives rfy, rf*y, etc., qui ne s’évanouit point, ou qu’il est moindre d’une unité que l’indice de la première des différentielles successives rfx, dy, dz, (Px, (Fy, (dz, etc., qui cesse d’ètre égale à celle qui lui correspond dans la suite rfx', dy, dz, rf-’x', (P y, d‘z\ etc., ou bien, encore, qu’il est le même que celui
du contact qui .s 'établît, de part el d’autre, entre les projections des courbes S, S' sur deux des plans coordonnés, ou bien, enfin, qu'il l’emporte d'une unité sur l’ordre du contact établi entre deux quelconques des développées correspondantes de ces courbes. Chacune de ces conditions implique nécessairement les autres, et il est démontré que l’écart entre deux courbes, à partir d’un point commun, commence par être d'autant plus petit, que le contact contracté par ces courbes, en ce point, est d’un ordre plus élevé.
loi. Au lieu de procéder, comme nous l’avons fait tout à l’heure, on peut partir de l’équation générale
(1). = — dnx']i -+- [d“y — d"y']1 ■¥ [dnz — d"z'Y,
supposée démontrée pour le cas où les différentielles successives dy,.d*y, etc., d*_1 j> s’annulent en même temps que l’angle ?. Il vient alors
/Oi 1 TJ = A
K h ' [d"x-dnxr],-*-[d"y-dny']t-A-[dnz—dnz']i ’
et cette équation ne cesse pas de subsister, alors même qu’on se place dans l’hypothèse où la différentielle dn~\ s’annule en même temps que les précédentes. L’expression (2) se présente alors sous la forme , et l’on sait que, pour en avoir la vraie valeur, il sullit de substituer, à chacun de ses termes, sa différentielle respective. Delà résulte, en premier lieu,
[d"x — d"x'] [d"+lx — d"+,x'] -+- etc.
Or, ici encore, l’expression fractionnaire affecte la forme On peut donc écrire, suivant la même règle **,
[d"+,x — d“+,x']* -+- etc.
* ('«la résulte évidemment de l'équation (I).
" Il est visible que la différentielle du numérateur se réduit à [d"f J*, et
Du la résulte, eu conséquence,
(4). . [d»f ]*=:[(*■+'* — (f+'x’]1 + [rf’+'y — tf+y]*
-+- [tf+'z— ir+,2']*.
On voit, par ce résultat, que l’équation (1), supposée vraie pour une certaine Valeur de l’indice », l’est également pour cette même valeur augmentée d’une unité. Démontrée vraie pour « = 2, elle l’est pour»— 5, puis pour » = 4,et ainsi de suite, indéfiniment. Lille est donc générale.
DU COJiTACT DES COURBES ET DES SURFACES.
Sphère osculatriee.
1 52. Étant données une courbe et une surface qui ont un point commun m , on dit qu’elles ont entre elles un contact de l’ordre », lorsque, parmi les lignes susceptibles d’étre tracées sur la surface, celle qui s'écarte le moins de la courbe donnée, à partir du point m, contracte avec Cette courbe un contact de l’ordre ».
Soit
l'équation de la surface donnée A, et
(2). . . y — y(x) = a + bx ex1 •+■ etc. px' ,
celle d’une ligne S', située dans le plan des xy et contractant, avec la projection, sur ce pian, de la courbe donnée S, un contact de l’ordre ». 11 est entendu que le point, pour lequel ce contact sub-
cdledu dénominateur, à
[d»+'* -d'+'x']* -b [d-+'ÿ - tl-+y J1 -b [d’+'i — daus l'hypothèse où l'un a U f = o.
sistc, est la projection , sur le plan des xy, du point supposé commun à la courbe S et à la surface A.
Le cylindre (v2) coupe la surface (I) suivant une ligne dont la projection sur le plan des zjc a, pour équation ,
Cela posé, puisque l’on a, d’une part, les équations de la courlte S, d’autre part, celles de la courbe S' % il est visible que tout se réduit à vérifier si la ligne représentée par l’équation (5) dans le plan des zx contracte, avec la projection , sur ce plan, de la courbe S, un contact de l’ordre n, et à déterminer la plus grande valeur du nombre n compatible avec cette condition. On ne perdra pas de vue que le point où ce contact doit avoir lieu est la projection , sur le plan des xz, du point supposé commun à la courbe S cl à la surface A. On sait, d’ailleurs, que l’ordre du contact est marqué par le nombre des dérivées successives qui prennent même valeur au point rendu commun aux lignes que l’on considère.
Au lieu de s’en tenir à la définition qui précède, on peut dire plus simplement que l’ordre du contact établi entre une surface et une courbe est marqué par l’indice le plus élevé des différentielles successives qui satisfont à la fois aux équations de la courbe et de la surface.
Supposons qu’on ail déterminé, par les équations de la courbe, les valeurs des différentielles successives (dx, dy, dz), (iPx, </*»/,' (Pz) , etc., ce qui ne présente aucune difficulté, puisqu’on dispose arbitrairement de l’une des vitesses dx, dy, ilz, et qu’on peut l’assujettir soit à demeurer constante, soit à varier comme on veut. On substitue ces valeurs dans les équations différentielles de la surface, en opérant d’abord sur l'équation différentielle du premier ordre, puis sur celle du second , et ainsi de suite, aussi longtemps que lu substitution reste possible sans incompatibilité.
* Nous avons fait voir au ir 1 20 , page 321 , comment on détermine les coefficients a, à, c, . . . p de manière à établir un contact de l'ordre n . entre une courbe donnée dans le plan des xij et celle que l'équation (2) représente dans ce même plan.
L’ordre de la dernière des équations différentielles, qui peut être ainsi satisfaite, est celui du contact établi entre la courbe et la surface données.
On observera qu'en suivant ce procédé , il est permis de remplacer par l'équation (2) celle de la projection de la courbe S sur le plan des xy, et de prendre, au lieu de l’équation (I), l’équation (5) qui résulte de la combinaison des équations (1) et (2). Cette simple remarque suffit pour faire voir que la première définition implique la seconde, et réciproquement. On peut donc admettre indifféremment l’une ou l’autre. Si les conditions qu elles expriment diffèrent, c’est par la forme et non point par le fond.
153. Reportons-nous aux considérations développées ci-dessus, en ce qui concerne le cercle osculateur d’une courbe à double courbure et la droite menée par le centre de ce cercle perpendiculairement à son plan. Toute sphère ayant son centre sur cette droite et passant par le point correspondant de la courbe contient le cercle osculateur. Elle a donc, avec celte courbe, un contact du second ordre. On comprend dès lors que, parmi ces sphères, il doit, en général , s’en trouver une dont le contact avec la courbe donnée soit plus intime que pour les autres et devienne du troisième ordre. La sphère, ainsi déterminée , est connue sous le nom de sphère oseulatrice. Elle est caractérisée parla condition quelle remplit d’avoir, pour centre, le point de la polaire dont la vitesse est nulle à l’origine du déplacement de celte droite. Soit
(I). . . . (l-xY + (u-yy + (v-zy=:R\
l'équation de cette shpèrc ;t,u,v étant les coordonnées du centre; R le rayon; x, y, z les coordonnées courantes. I)c là résulte, pour les équations^iffércnliellcs des trois premiers ordres,
I(( — x)dx + (u — y)dy -+ (v— z)dz = o,
(f — x)(Px + (u — y)diy + (v — z)<t‘z — dsi,
(t — x)d?x + (u — y )(Py -+- (e — z)dlz — 3 ds.tPs.
Observons que ccs équations reproduisent identiquement les équations ( 1 ), (2), (4) du n" 147, page 373. La seule différence con-
sisie en ce que les quantités x, y, z sont ici les coordonnées courantes de la sphère, tandis qu’au n° 147 elles sont les coordonnées courantes de la courbe. S'agit-il du point commun a la courbe et à la sphère? Les valeurs qu’affectent, en ce point, pour la courbe, les différentielles successives (dx, dy, <lz), (tPx, d'y, d*z), (iTx, ' iPy, (Pz), satisfont, ainsi qu’on le voit, aux équations différentielles de la surface sphérique. Il est donc vérifié que In sphère dite osculatrice contracte, avec la courbe, un contact du troisième ordre. On sait, d’ailleurs, que les coordonnées du centre de cette sphère sont déterminées par les équations (2).
Application des théories précédentes à l’hélice.
lût. Proposons-nous d’appliquer h l’hélice les théories précédentes, et procédons, d’abord, par voie géométrique. L’uniformité que présentent ici la première et la deuxième courbure facilite, singulièrement toutes les solutions. Elle suffit, d’ailleurs, pour faire voir à priori que l’hélice peut, en contractant, avec une courbe quelconque à double courbure, un contact du deuxième ordre et, en partie, du troisième, remplir, par rapport à cette courbe, pour chacune de ses deux courbures, le rôle assigné au cercle oscillateur en ce qui concerne les courbes planes.
Soient une hélice H tracée sur un cylindre droit, à base circulaire; r le rayon du cylindre; h le pas de l'hélice ; * l’angle que la tangente à la courbe fait avec le plan de la section droite.
Prenons sur cette hélice un point quelconque m , et représen-
Fig. 62.
tons, par ma, la tangente en ce point; par mp, la génératrice correspondante ; par on, l’axe du cylindre; par abop, le plan de la section droité opq.
Le plan map touche le cylindre suivant la génératrice mp. Considérée comme située dans ce plan et comme entraînée par lui dans son enroulement sur la surface cylindrique, la droite «ta vient appliquer successivement tous ses points sur 1 hélice H.
Représentons-nous le plan map !i l'instant précis où il sort du
lieu qu'il occupe en s'enroulant sur le cylindre. L étal de mouvement qui I nnimc consistant en une rotation simple autour de la génératrice mp, il s’ensuit que les vitesses actuelles de la tangente ma sont toutes dirigées parallèlement à la normale mn. De là résultent, en premier lieu , les conséquences suivantes :
Le plan oscillateur de l'hélice H est, pour le point m , le plan amn mené pur la tangente ma et la normale mn.
La normale mn étant située « la fois dans le plan oscillateur et dans le plan mené, par le point m, perpendiculairement à la lunijente ma, est, pour ce point, la normale principale de l'hélice II.
Soit da la vitesse angulaire du plan tangent amp, dans sa rotation autour de la génératrice mp. Celte vitesse est, en même temps, celle du rayon op autour du centre o, et celle de la droite pa autour du point p.
Soit W la vitesse anguluire avec laquelle la tangente ma s’écarte de la position dont elle sort en tournant autour du point m. La vitesse actuelle du point a pouvant s’exprimer indifféremment par chacun des deux produits pa.da, ma.Vf, on a nécessairement
pa
( 1 ) W = da — COS a . da.
ma
Soit V ou ds la vitesse du point m sur l'hélice II. Il existe, entre cette v itessc et celle de sa projection p, le meme rapport qu’entre les deux longueurs ma, pa. Or, la vitesse du point p a, pour expression, r.da. Il vient donc
IHfl V
(2). . . . V = rfs = — .r. «/« = — . rf».
pa cos *
Désignons, par p, le rayon de première courbure de l'hélice H. On a
(ô). . . p==— := — — = r(l -v- Ig*-/) = cons1'.
Le centre du cercle oscillateur étant situé sur la normale prineipale, et celle-ci coupant en n l’axe du cylindre, on voit que ce centre se trouve en m', au delà du point n, à la distance
nnï = p — r = r Ig* a.
Concluons que le lieu des centres de première courbure est une hélice H' de meme pas que l’hélice H, ayant même axe et, pour section droite du cylindre correspondant, un cercle au rayon r.tg'cc.
Soit a! l’angle que la touchante à l'hélice H' fait avec le plan de la section droite opg. De même que l’on a , pour l’hélice II,
de même il vient, pour l'hélice H',
(fi).
tg a'
2 Trr tg* a
La combinaison des équations (h) et (fi) donne (7) tg a . tg a' = 1 .
On voit par là que la tangente en »»' à l’hélice H' est perpendiculaire à la tangente en «i à l’hélice H. On sait, d’ailleurs, qu’elle est perpendiculaire au rayon »«*'. II s’ensuit qu’elle est normale au plan osculatcur atnn, et qu’en conséquence elle n’est autre chose que la polaire correspondante au point ni. De là résultent immédiatement les déductions suivantes :
Le lieu des tangentes A l’hélice H' est la surface polaire de l'hélice H.
L’hélice H' est l’arête de rebroussement de cette surface polaire.
Soit p' le rayon de courbure de l’hélice H'. La formule (5) , où l’on doit remplacer r par rtg%a,e t tga par tga, donne
? — r tg* «(1 -+- tg’a'),
et, en égard à l'équation (7),
(8) P = r(i + tg*«) =■ p.
On voit, ainsi, qu'il existe entre les hélices H, H’ une réciprocité remarquable. Cette réciprocité implique les énoncés suivants :
Les plans osculateurs , qui correspondent aux points conjugués ni, m' des hélices H, H', se coupent « angle droit suivant la normale principale commune mm'.
De même que l’hélice H a son centre de première courbure situé en m', pour le point m, de même l’hélice II' a son centre de première courbure situé en m, pour le point m'.
Le lieu des tangentes ri l’hélice 11 est la surface polaire de l’hélice H' *.
L’hélice II est l’aréte de rebroussement de cette surface polaire.
Menons, par le point m, la droite mb perpendiculaire au plan oscillateur amn. Cette droite est située dans le plan tangent amp et elle y conserve une inclinaison constante. Il suit de là qu'en désignant, par n, la vitesse angulaire avec laquelle la droite mb s’écarte delà position Honlcllc sort en tournant autour du point m, on a, d’après la formule (1), où il faut remplacer l’angle a par son complément ^ — a,
(9) n = sin a . du.
Telle est la vitesse angulaire qui anime le plan oscillateur de l'hélice II dans sa rotation autour de la tangente.
Soit H le rayon de deuxième courbure. On a.
sin a cos a
1 + tg* a tgx
tga
* On voit aisément que les traces de chacune des deux surfaces polaires sur les sections droites des cylindres qui leur correspondent sont les développailles i1ohi*oitIcs île lisse.
Désignons par W R' les quantités qui correspondent, pour ritélicc II', n celles que nous avons représentées par W ,o, R pour l'hélice H. Les formules (1) et (9), lorsqu’on y remplace a par
«' = - — a, donnent
(11) W' =- sin a . du.
(12) a'== cos *.da.
Il vient donc, conformément aux résultats généraux des numéros 1 43 et 1 47, pages 3«9 et 377,
En opérant sur la formule (10), comme on l’a fait sur les formules (1) et (9), on trouve
(15) R'=^ ptg*.
La combinaison des équations (10) cl (13) donne, en conséquence ,
p*= RR'.
Ce résultat peut s’énoncer, comme il suit :
Le rayon de première courbure de chacune des hélices H, H' est moyenne proportionnelle entre leurs rayons de deuxième courbure.
On observera que , dans le cas particulier où l’hélice 11 est inclinée à 43“ sur le plan de la section droite opq, 1 hélice H' lui devient égaie. On a, d’ailleurs, en ce cas
p = R = îr.
133. Considérons une courbe quelconque S. Désignons par m l’un de ses points et donnons-nous les deux rayons de courbure correspondants. Soient p, le premier de ecs rayons, et R, le deuxième. Si l’on pose
P=?r(1 -+- tg’a),
l’on en déduit
,g*”iT
fi
L'hélice délerniinée par les équations (2) prend, par rapport à la courbe S, le nom d hélice osculatriec. Elle est tracée sur un cylindre droit à base circulaire. L’axe de ce cylindre est perpendiculaire à la normale principale : il la coupe à une distance du point m exprimée par la quantité r, qui est le rayon de la base. L’angle qu’il fait avec la touchante en m a la courbe S est représenté par - — a. Cet angle s’ouvre, par rapport à la touchante, du même côté que la courbe s’en écarte à partir du point ni.
On observera que le contact établi entre la eourbe S et l’hélice osculatriec déterminée par les équations (2) n’est pas du troisième ordre, bien qu’il soit plus intime que celui du cercle oscillateur.
I.’iti. L’application du calcul h la détermination des résultats obtenus, dans les numéros qui précèdent, ne présente aucune difficulté.
Si, sans rien changer aux notations du n° \ 54, on prend, pour * axe des z, l’axe du cylindre sur lequel est tracée l'hélice H, on peut écrire les équations de cette courbe sous la forme suivante :
, , , . ha
(1) . x = rcos(u, t/ = rsm», • — = r.a. tg«.
. ZJT
De là résulte, en prenant l’angle a pour variable indépendante,
dx — — r.sinw.rfw, dy (Px = — r . cos u . d-.*, diy * dsx — r sin u.dus, dPy
On en déduit, d'abord,
(2) . . V = du = V dx * -t- dy- + dz- = r V' \ +■ tg* a . du,
== r cos «.d*>, dz — r tg * . d«, = — r sin w.tfua, d*z = o,
— — r cos u.duz, d*; = o.
et, comme on a
, dx COS &>
d. dx
ds V\ + tg*«
il vient
' ds '
sio u dz
ris
V I H- tg*«
Les équations (2) et (3) donnent
f> = — =r(l + tg**).
On a de même
(o) Q = ~ d -<*/] + A [dsd** — dxcPz] d*z [</x<% — dydrx]
[dytPz — dztPyY •+- [ctafx — tfxd*:]* -c- [i/xrf'y — dytfx]* tga
et, par conséquent,
V \ ■+■ tg*«
■ rf« ,
(«) R = X=îlL±i*!^==_i_.
il tg a tg a
S’agit-il ensuite de la surface polaire? Les équations générales (1) et (2) du n° H7, page 373, deviennent respectivement
u cos a — t sin u = (r« tg * — p) tg x , v sin a + t cos a — — r tg* a.
On en déduit
«’ -+-/*— tg* * [>•* Ig* « (r<u tg a — r)*] , et, par suite,
r tg JC V ,« |a* 3
( 59tf )
cc qui donne
pour l'équation cherchée de la surface polaire.
Si l'on ajoute, aux équations (7), l’équation (4) du n° 147, page 374, en observant qu’elle se réduit à
(9) t sin « — u eos u = o,
la combinaison des équations (7) et (9) détermine l'arête de rebroussement de la surface polaire. On trouve ainsi , pour équations de cette arête,
(10) . I = — r' cos ai, u = — r‘ sin a, v = r'a> tg a,
la quantité r' étant égale au produit rtg*a, et l’angle a' au complément de l’angle a , - — a.
La comparaison des équations (1 ) et (10) fait voir que l’arête de rebroussement de la surface polaire n’est autre que l’hélice H' du n° 134, page 391. On reconnaît, d’ailleurs, aisément que les résultats obtenus d’abord par voie géométrique s'accordent avec ceux que nous venons d’établir au moyen du calcul.
157. Reportons-nous aux considérations du n* I4fi, page 370, et proposons-nous de déterminer la forme qu'affectent les développées de l'hélice H. Il est visible d priori que ces développées ne different que par leur position. On sait, d’ailleurs, qu elles deviennent droites dans le développement de la surface polaire et qu’elles concourent toutes eu un seul et même point, le point où se concentre la trace de la développante.
Considérons la transformée de l'hélice H' dans le développement de la surface polaire. Cette courbe a, pour courbure, en chaque point, la première courbure de l’hélice 11'. Il s'ensuit qu’elle se résout en une circonférence de cercle nu rayon
? = r( 1 -4- tg1 x) =r r’(1 -V tg» t’),
1rs Dotations restant les mêmes qu’aux numéros précédents cl r' étant, en conséquence, le rayon du cylindre sur lequel est située riiélicc H'.
Prenons le point o pour centre, et, avec un rayon oni égal à p,
Fig. 63.
traçons une circonférence de cercle C. Si l’on considère cette circonférence comme la transformée de l’hélice 11', la trace de l’hélice II est en o, cl c’est par ce point que pussent les droites suivant lesquelles les développées de l’hélice II viennent se rectifier.
Soit omn l’une de ces droites. La polaire P', menée par le point »»', se rabat sui\ ant la tangente en ni a la circonférence C. Le segment m'n, intercepté sur cette tangente entre le point ni et la droite omn, est la partie de la polaire P' interceptée entre l’hélice 11' cl la développée qui part du point m. De là résulte, en désignant par * l’angle m'ont,
« m'n = p tg v = r'[l •+• tg* «'] tg *.
Considérons la polaire P' dans sa vraie position, I,a projection du segment m'n sur le plan de la scclidfi droite a , pour expression ,
(1) m’n . cos »' = p tg * . cos a.
On a, d’ailleurs, pour la longueur a de l’arc mm',
Sans rien changer à la figure, imaginons, maintenant, qu’elle représente la section droite du cylindre sur lequel est tracée l’hélice H', et que le point m soit la projection du point où cette hélice est rencontrée par la développée que l’on considère.
L’arc a reporté à partir du point m sur l’hélice H', avant conservé sa longueur, aura, pour projection, sur la circonférence C uu are a déterminé par l’équation de condition
a' -- a cos * — p. if cos a’.
Supposons ccl tire représente par mm’, le point m' étant la projection du point où la polaire P’ vient couper l’Iiélicc H' *. Si l’on désigne, par l’angle correspondant mont', on doit avoir
r Y = a’ = p . if . cos
De là résulte
, p ( I -+- lg*« , y
i) —— y ■ cos a = if . cos jt —
r tg‘ jc sui x
Observons ici que la polaire P' se projette suivant la tangente nui. Si donc on porte, sur celle tangente, à partir du point m', une longueur m'a égale à la projection déterminée par l’équation (I), cl qu’on pose, en conséquence,
(3) tu n = p.eos a .Ig >j = r' - ,
sin x
on a, en n', la projection du point où la développée que l’on considère vient couper la polaire P’.
Prenons la droite omit pour axe, cl désignons, par A, le rayon vecteur ou'; par 0, l’angle non. La tangente de l’angle mon étant égale à
On a évidemment
On a, d’ailleurs,
— if' — arc Ig
* sin a
• On ne iicrdra pas do vue que si la figure est restée la nièiue , c'est eu exprimant des choses différentes.
” On sait que le,, angles Jt , a! sont compléments l’un de l'autre.
cl l’cquatiuu (5) donne
* = arc Ig . — — sin * = arc tg sin a r °
IJ vient donc, en substilunnt,
(4). o = — — arctg sin » \/ L. aP(. \ /i i
cl (elle est I équation, en coordonnées polaires, de la courbe suivant laquelle la développée de l’hclicc H se projette sur le plan • perpendiculaire à l’axe de cette hélice. Rapportée au système des coordonnées rectilignes du n" liiti, celte équation devient
u * * /ts -+- u* . /t1 -j- n1
arc *8 7 = ^arc lbr-s'" - V ~ 1 ~arc ’8* V ~ — 1 «
ou, réduisant,
H are tg.sin jcy/ — 1,
1 t sin jc
Si l’on joint, à l’équation (0), celle delà surface polaire
«sin
On peut considérer les équations (G) et (7) comme déterminant d’une manière complète la développée de l’hélice H.
La discussion de l’équation (4) montre que les branches de la courbe représentée par celte équation, et partant du point m, satisfont aux conditions suivantes :
1° Elles ont en m un point de rebroussement du premier genre: leur tangente commune, en ce point, est la droite oui.
Celte équation lie diffère de l'équation (8) du n" tofl, [>age 3ü(j, que par la àulblilutkm de la quantité r’ au pruduit r.lij* je.
2" Hiles oui, pour asymptotes, les droites menées à la distance r du point o sous l'inclinaison
t I — siu X
'2 sin a
Remarque. — Eu désignant, par y, l'angle sous lequel la courbe coupe son rayon vecteur, on a généralement
Ig y =
PRINCIPES FONDAMENTAUX
1 .'j8. Etant donnée une surface quelconque, ou peut la considérer comme le lieu d’un système de lignes qui se succèdent continûment, et l’on est libre de déterminer ces lignes d’une infinité de manières différentes. Admettons, pour plus de simplicité, qu’elles résultent des intersections faites dans la surface par un planmobilcdc directionconstante.il s’ensuitquc la surface admet, pour génératrice, une ligne située tout entière dans le plan mobile, entraînée par ce plan, et changeant, en général, de forme en meme temps quelle change de position. Imaginons qu’on fixe, sur la génératrice, un de ses points, et qu'un assujettisse ee point
à glisser sur lu surface le long d’une trajectoire déterminée. Rien ne s’opposant à cç qu’on procède ainsi, nommons
A la surface donnée;
Q un plan mobile , de direction constante ;
S, la section faite dans la surface A par le plan Q ;
m un point supposé lixe sur la ligne S,;
S, la trajectoire du point m sur la surface A.
Soit ;j. un point mobile assujetti à glisser sur la ligue S, et sortant dit lieu m à l’instant que l’on considère.
La vitesse V du point /a, sur la surface A, a pour composantes :
1" La vitesse V, du point n sur la ligne S,;
2° La vitesse V, du point m sur la trajectoire S,.
Ces deux composantes sont dirigées respectivement suivant les tangentes menées, par le point m, aux sections S, et S„. Soit P le plan déterminé par ces deux tangentes. Les vitesses V,, V, étant dirigées dans le plan P, il s’ensuit que ce plan contient nécessairement leur résultante V et, par conséquent aussi, la tangente menée, par le point m, à la trace du point n sur la surface A.
Observons que le plan P demeure invariable indépendamment du degré de grandeur attribué séparément à chacune des deux composantes Vx, V,. Observons, en outre, qu’en changeant le rapport de ces composantes, on dirige, comme on veut, dans ce plan, la résultante V. Cela revient à dire qu’on est libre de choisir pour trace du point p sur la surface A , l'une quelconque des lignes tracées sur celle surface à partir du point m. Quelle que soit cette ligne, sa tangente, en m, est comprise dans le plan P.
Concluons que le plan P contient, en général *, les tangentes menées en m à toutes les courbes tracées par ce point sur la surface A.
On désigne sous le nom de plan tangent le plan mené, eu un point d une surface, par deux quelconques des droites qui lou-
On voit aisément que la démonstration serait en défaut , si l'une ou l'autre des deux vitesses V,, Vy était nulle, ou qu’il y eût discontinuité dans le cliangcmeul de forme subi par la ligue S, au sortir du lieu qu'elle occu|>e.
client la surface cil ce point. Le résultat auquel nous venons de parvenir peut, en conséquence, s'énoncer comme il suit :
H n existe , en général, pour chaque point d’une surface qu'un seul plan tangent. Ce plan contient « la fois toutes les droites qui louchent la surface en ce point \
159. Nous avons établi au n“ 104 (voir pages 207 et suivantes) que le changement de forme de la ligne Sx ne peut altérer en aucune façon la vitesse angulaire qui anime la directrice du point n au sortir du lieu m. Celte vitesse est la même que si la ligne S, persistait dans sa forme actuelle et qu'elle tournât autour du pointai comme le fait sa tangente en ce point. Plaçons-nous à l’instant précis où le point p sort du lieu m, et nommons
a, la vitesse qui anime la ligue Sx dans sa rotation autour du point m ;
W, lu vitesse avec laquelle la directrice du point /x s’écarte angulaircment de la tangente en in à la ligne S,;
n, la vitesse totale angulaire de celte même directrice.
On a évidemment,
Partons de là et, considérant ce qui se passe dans le plan Q, lorsqu’on le regarde comme fixe, c’est-à-dire lorsqu’on fait abstraction de la translation qui l’anime, proposons-nous la question suivante :
Soit mX une droite quelconque menée par le point m et supposée fixe dans le plan Q. On sait que la ligne S, tourne autour du point m avec la vitesse a. Cela posé, on demande de déterminer la différentielle de la vitesse avec laquelle le point p s’écarte de la droite mX, au sortir du lieu m sur la ligne Sx.
* Ce principe a déjà été démontré au il" 27 de la deuxième |iarlie. Le lecteur peut d'ailleurs se reporter au u° 104 de la troisième partie, pour ce qui concerne l'iudépendance existant , d’une part , entre le changement de forme delà génératrice mobile, d'autre part, entre la vitesse actuelle du |H>int n ,-ur la ligne S, et la rotation de la directrice de ce point au sortir du lieu m.
Supposons le poinl u situé eu n sur lu ligne SJ et représentons, pur nt, In tangente en ee point.
Soient z = np la perpendiculuire «baissée du point n sur la droite »iX;
x = mp la dislanee du point m «u pied de cctlo-perpendiculairc ;
a l’angle de la tangente nt avee la droite mX.
La v ilesse éommuniquée au poinl n de la ligne S„ par lu rotation u établie autour du point m a , pour eoinposanlcs :
I" Une vitesse a.x dirigée suivant pn;
' 2 ° Une vitesse — a.z parallèle à wX.
Soit v la vitesse qui anime le point p sur la ligue S,. Cette vitesse a, pour composantes :
1° Une vitesse e.sin a. dirigée suivant np;
2° Une vitesse v. cos a parallèle h mX.
De là résulte, pour la vitesse totale avec laquelle le point p s’écnrtc de la droite mX , au sortir du lieu n ,
i — tlz— v . sin a -+- a . .
On u, de même,
X — (lx — v . cos a — a.z,
ee qui donne
, cos *
et, par suite,
(i) ilz = (x-¥- u.z) Ig « -f- a.x.
Regardons la vitesse x comme constante et, après avoir différencié l’équation (2), reportons le point « en m , ce qui revient à annuler les variables je et z dans le résultat de la différentiation. On trouve ainsi
<Px-
cos a
-4- w. j(l -4- lg*a)
La vitesse i n’élunt autre ebosc (|uc la vitesse angulaire désignée ci-dcssus pur U dans l’équation (l), on a
à = u •+• NV.
11 vient doue, en substituant,
jr(W-t- a«) *
Ce résultat peut s'énoncer, comme il suit,
Lorsque la ligne S, ne tourne pus autour du point in, lu différentielle d4z est égide à la vitesse du point décrivant multipliée
• Soient (mX,niZ), (mT, ml') deux systèmes d'axes coordonnés rectangulaires , l'un lixe , l'autre mobile avec la ligne S, et parlici|Kinl à la rotation de cette ligne autour du point m. Eu désignant pur », l'angle variable XmT, ou a
3 = t siu y, -+- u cos »,, x — t cos », — u sin i j ,
I , u étant les coordonnées du point n par rap|iort aux axes mobiles (««T, «il'), en meme temps que x , 3 sont les coordonnées de ce meme |>oiul par rapi-n l aux axes fixes mX, mZ. (Voir la (ig. Cl, page i03.)
De la résulte, eu premier lieu,
di = lit . sin », -r- du cos >(-+-(/ cos ij — u sin V)ds, dx= dl cos >) — du sin 1 i — (/ siu >> -t- u cos .
Différenciant une seconde fois, et annulant les quantités t, u, x, s, s dans le résultat de la différentiation , on trouve
diz=diu-\-îdlde =iPu + i*.dx, d‘£—iPl — liitude = iPt — 2 x.dy.
Soit a l'angle que lu tangente en m à la ligne S, fait avec la droite mT, ou a , généralement ,
du = dt .lg a,
et , [>ar suite ,
il! . ila W.rf.r
iPu = — -t-d1Mga = t-f/'t.tgj:.
cos1 a cos* et
la différentielle il* représentant ici la vitesse angulaire avec laquelle la directrice du |mmiiI m tourne par rup|ior( il la droite mT, et étant égalé, eu conséquence, il la quajitile NV.
( to» )
par lu rilesse angulaire tir lu directrice et divisée pur le carré tlu cosinus de l'angle t/tte lu tangente en m fait tirer lu droite mX.
Lorsque la ligne S, tourne autour tlu point m, la rotation établie autour de ee point produit, en ce qui concerne la différentielle d’z, le même effet qu'une rotation double établie autour du point décrivant.
Dans le cas particulier où la droite mX touche en «i la ligne Sr, on a, plus simplement,
(5). ...... rf*r==i[W -4- 24
De là résultent les énoncés suivants :
Lorsqu'un point assujetti à décrire une courbe sort d'un lieu
On a d'ailleurs, d'après ce qui précède,
tl,lT=(Pxs-iu.tly.
De là résulte, après substitution et réduction ,
rf.r(\Y-t- 2k) „
<ftz — -t- tP.r tu x.
cos- x
Cette dernière équation se réduit à
COS* J
lorsqu’on prend x pour variable indépendante et qu'on annule, en conséquence, la différentielle tl'x.
Ce résultat est celui du texte. Si le point n restait quelconque, cj (pic l'on se Ixn-iiàt à annuler la variable tj, on trouverait généralement
tfis — d’u ■+■ idtds xtPs — z (de)' tP. r= (Pt — idude — stP». — x(de)*
et, par suite,
tPz — ^ 1- tPr . tg as-du[x+z tg «)-t-u* (xlgæ — s).
cos* x
On observera que, dans le cas particulier oit l'angle « se réduit à zéro, l'équation du texte subsiste avec ses conséquences, indépendamment delà constance attribuée à la vitesse à- ou dr.
( iOfi )
quelconque déterminé, In différentielle de la vitesse, avec laquelle il s'écarte de la tangente en re lien, a, pour expression, le produit de sa vitesse propre pur la vitesse angulaire de sa directrice.
Si l'écart est pris par rapport à la droite fixe suivant lat/uelle la tangente est d'ubord dirigée , et que cette tangente tourne autour du point de contact , la rotation établie autour de ce point produit, en ce qui concerne la différentielle de la vitesse d'écurt, le même effet qu’une rotation double établie autour du point décrivant.
KiO. Au lieu d’opérer comme nous venons de le faire, on peut procéder directement par voie géométrique. Eu effet, on a d’abord, ainsi qu’on l’a vu tout à l'heure,
Z = (x -h a.z) tg a 4- u.x.
Il est clair, d’ailleurs, que cette vitesse d’écart se compose de deux parties distinctes, l’une a. x provenant de la rotation établie autour du point m, l’autre (i -4- a.z Ig * due au glissement du point p sur la directrice ni. La composante (x -4- az) tgx s’obtient en menant par le point n une parallèle à »|X, prenant sur celte parallèle une longueur nq égale à la somme x 4- a.z et achevant le triangle nqt dont l’angle en q est droit. Cela donne
qt = ( jt a.z) tg a.
S’agit-il maintenant de la partie correspondante de la différentielle r ? Elle n’est autre chose que la vitesse avec laquelle le point t glisse sur la droite qt , lorsque le point q se meut sur nq avec In vitesse rf[x «s], et que l’hypoténuse nt tourne autour du point n avec la vitesse « = \Y -4- «.
La vitesse d[x 4 a:], ayant pour expression générale jr 4- àz -4- àz, se réduit à
i». z = u.x tg a,
dans le cas où le point n est reporté en m et qu’on considère In vitesse x comme constante.
Par le point i menons une parallèle à mX (voir la lig. 04, page 403) et, sur eette parallèle, prenons la longueur
lb = u.x Ig a.
La vitesse du point t a son extrémité située quelque part sur la droite bf menée par le point b parallèlement à qt.
Élevons en t une perpendiculaire à ni et, sur eette perpendiculaire, prenons la longueur
ta — (W + «) ni —
(W -+- w) nq eos a
(W + u)i eos *
La vitesse du point t a son extrémité située quelque part sur la droite al' menée par le point a parallèlement à ni.
Soit t' le point situé à la rencontre des droites ht', al' : If est la vitesse du point I, et bf la composante cherchée.
Prolongeons la droite ni jusqu'à sa rencontre en r avec le segment bf. On a évidemment
, , al . . (W + u)t
Itl =br -h- rt = «.lg* = «.£<• tg’oM - •
eos x eos1 a
La partie de la différentielle z qui correspond à la vitesse u.x est d’ailleurs u.x. I>e là résulte, en premier lieu,
xtg*<»
et, après réduction.
résultat identique à celui du n“ 139, et comportant, en conséquence, les mêmes énoncés.
Théorème îles tangentes réciproques.
Fiy. fi o.
Soient nue surface quelconque A
O un point de cette surface;
OX, OY deux droites mondes par le point O laiigentiellemenl à la surface A ;
0/ la perpendiculaire élevée en 0 sur le plan XOY ;
S, la section faite dans la surface A par le plan ZOY;
Q un plan mobile assujetti à rester parallèle au plan ZOX ;
S, la section faite dans la surface A par le plan Q; ni le point commun aux deux sections S*, S,.
Prenons les droites OX, OA', OZ pour axes coordonnés, cl plaçons-nous à l'instant précis où le plan Q sort du lieu ZOX, le point m étant considéré comme fixe sur la section S, et glissant avec la vitesse g le long de la section S,.
Imaginons qu'à ce meme instant il y ait en ni un point mobile n, assujetti à rester sur la section Sr et sortant du lieu in avec la
vitesse x.
En désignant par AV, la vitesse angulaire de la directrice du point ni sur la ligne S,, la différentielle de la vitesse avec laquelle ce point s'écarte de la tangente OA’ au sortir du lieu O a pour expression le produit
Soit a, la vitesse angulaire de la tangente en m à la ligne S. et \V, celle qui anime la directrice du point u par rapport à cette meme tangente. Si, toutes choses égales d'ailleurs, le point ni était fixe, la différentielle de la vitesse avec laquelle le points s'écarterait de la droite OX au sortir du lieu m aurait , pour expression , le produit
Voir, au liesoin, le ir 1 *»0 on le n" 100. pages 402 et suivantes.
En réalité. In vitesse du point m se communique à tous les points de In ligne S, et, par conséquent, nu point fi. Il suit de là que In différentielle de la vitesse avec laquelle le point fi s’écarte du plan XOY, au sortir du lieu O, est la somme des deux différentielles précédentes. On peut donc écrire
(1) . . . . z — drz m= y.W, -t- 2-r.w, + jrW,.
On voit d’ailleurs, aisément, qne la direction suivie par le point iu, nu sortir du lieu 0, est complètement déterminée, par les deux vitesses i, y
Au lieu d’opérer comme nous venons de le faire, on peut substituer In section S, à la section S, et réeiproquemment, c’est-àdire considérer la section faite dans la surface parallèlement nu plan ZOY comme étant celle qui se déplace et que le points décrit, tandis que le point m glisse sur la section S, supposée fixe dans le plan ZOX. Si l’on désigne alors paru;, la vitesse angulaire «le la tangente en m à la ligne S,, il vient, comme tout à l'heure,
Rien d’ailleurs n’est changé dans la direction suivie par le point fi , au sortir du lieu 0. Il faut donc que les équations (I ) et (2) subsistent en même temps. De là résulte, eu général,
et, pour le cas particulier où Ion prend la vitesse x égale à la vitesse y,
Soit i l'angle XOY, et a celui que fait avec l'axe OX la direction 01. suivie par le point n, au sortir du lieu 0, on a évidemment -,
sia a y
sin(A — *) x
Pans le cas particulier nii l’on pose x — >/, la droite OF, est dirigée suivant la bissectrice île l'angle XOY.
Traduite en langage ordinaire, l’équation (4) exprime une propriété curieuse qui comporte de nombreuses applications cl qu’on peut énoncer , comme il suit :
Soit P un plan tangent en O à une surface A; OX, OY les traces sur le plan P de deux sections normales S,, S,. Nous désignons, sous le nom de tangentes réciproques , deux tangentes conjuguées entre elles et respectivement assujetties, l’une à rester parallèle au plan de la section S, tandis que son point de contact glisse sur la section S„, l’autre à rester parallèle au plan delà section S, tandis que son point de contact glisse sur la section St.
Cela posé, voici l’énoncé dont il s'agit :
Lorsque deux tangentes réciproques sortent en même temps des sections normales qui les déterminent , et que leurs vitesses de translation sont les mêmes en grandeur, leurs rotations autour des directions suivies par leurs points de contact sont égales et de signe contraire.
L’équation (4) exprime directement qu’il y a égalité entre les vitesses angulaires avec, lesquelles les tangentes réciproques considérées s'écartent simultanément des positions dont clics sortent à l'origine de leur déplacement. Pour passer de ces vitesses angulaires aux rotations mentionnées dans l’énoncé qui précède, il faut les diviser chacune par un même facteur, le sinus de l’angle que font entre elles les traces OX , OY. L égalité des vitesses angulaires qui figurent dans l'équation (4) implique, en conséquence, celle des rotations qui leur correspondent respectivement autour des directions déterminées par ces traces. On voit, d’ailleurs, aisément que ces rotations sont de signe contraire, les écarts expri-, més par les produits ÿ.w,, jc.m, étant nécessairement de même signe.
De l’égal ité f", (x, y) — f " , (x, y).
1 1>2. Sans rien changer il ce qui précède, imaginons que les axes OX , OY ne soient pas tangents en O à la surface A.
Si l’on désigne, par jt, l'angle que la tangente en O ii la section
S, fuit nvoc In ilroilr OX rl . pnr b, l'angle que In tangente en O a In section S„ l'nit avec In droite OY, il est visible qu'en opérant, eominc tout n l'heure, on trouvera d’abord
et , ensuite,
y.VV, 2jr.», i.W,
COS* 6 cos* a cos* a
z=iPz
cos* a eos* f, eos* 6
le tout, conformément nu théorème général du n" 159 ou du n° ICO.
Les équations (I) et (2) impliquent, eomme conséquence,
», xcos*6 », .7 eos’a
Supposons qu’on détermine les vitesses r, y de manière n ec qu'il existe entre elles le même rapport qu'entre les carrés des cosinus des angles % et 6; on aura
et, par suite,
x eos3 a.
y eos* b
L’équation (5) subsiste, en général , sous la double condition que l’axe OZ soit jierpendiculairc au plan XOY et que l'équation (4) soit satisfaite. L’énoncé qu’elle comporte est analogue à celui que nous avons formulé dans le numéro précédent.
Soit
l’équation de la surface A; on en déduit généralement (7) lK a ~ /»(x> ?/)•
Différencions l'équation (7) en y considérant In variable j comme constante et en observant que In différentielle æ n’est antre chose que In vitesse angulaire désignée ci-dcssus par w,. On trouve
ainsi
<*OS <x
On n, de meme,
tgÇ = /;(T,y),
et, par suite,
’(f) ït ==•»■■ A'. r(*> ?/)•
cos* c,
La comparaison des équations (8)el (!t) donne, en vertu de l'équation (ô),
(•n) r>.»(x>y)—iïAx>!/)-
Ce résultat, qui nous est déjà connu , s'établit ainsi très-simple-
ment. On sait, d’ailleurs, qu'en le posant à priori , d’après la méthode des limites, on en déduit immédiatement le théorème des tangentes réciproques.
IGâ. L’égalité
peut s’établir sans autre secours que celui de la géométrie plane. Liant donnée l’équation générale
considérons-la comme déterminant, pour chaque valeur de la variable y, une ligne plane désignée par S et rapportée ù deux axes coordonnés rectangulaires OX , OY.
Soit m un point quelconque supposé fixe sur la ligne S et a l’angle que la touchante en ce point fait avec l’axe OX. On a, généralement,
(2). tg a = /;(x,y).
Assujettissons le point vt à conserver toujours lu même abscisse cl différencions l’cquation (2) dans cette hypothèse. On trouve ainsi,
eos* «
à étant la vitesse angulaire qui anime la ligne S dans su rotation autour du point m, alors que ce point glisse sur l’ordonnée qui lui correspond, et qu'entraînée parlai, la ligne S sort du lieu qu’elle occupe en changeant de forme et de position.
Soit u un point mobile assujetti à rester sur la ligne S et sortant * du lieu in à l’instant que l’on considère. L’ordonnée de ce point étant représentée par z, il est visible que la partie de la différentielle z ou ifz qui correspond au glissement du point m sur son ordonnée a pour expression
La partie de celle différentielle qui correspond au mouvement du point jx sur la ligue S est donnée par la formule (4) du n" lai), page 404. On a ainsi
i (W-t- 2à) eos* x
\V..r eos1 a
'lx. y. f y),
et de là résulte évidemment W.r
(3). . . ^ = — ■ + -•*•.!// y) + ÙTA*> y)-
rus» x
Observons ici que pour avoir l'expression de la quantité YV, il suffit de différencier l’équation (2) en y considérant la variable y comme constante. La valeur qu’on obtient ainsi pour à est précisément celle de la vitesse angulaire VV. Ce procédé donne
eos' a
il vient dune, en substituent,
(4). . z = <pz = **/r(x, y) ■+■ üÿ/1;;, (*, //) y • /■,> , y).
Cela posé , différencions deux fois de suite, l'équation (I) cl effectuons cette opération en nous conformant à la marche suivie dans ce qui précède, c’est-à-dire en considérant comme constantes les deux vitesses s, y. Le résultat étant
(b), z — dtz = xif,"(x, y) -+- xy[f;[,(x, y) •+- y)] -i- ÿt[',(x, y),
* on voit, par sa comparaison avec l’équation (4), qu’il implique l’égalité
Cette égalité peut d’ailleurs s’écrire, comme il suit,
Plan tangent. — Normale. — /'/««.s normaux.
Iti4. Nous avons vu au n“ 158, page 402, qu'il existe, en général, pour chaque point d une surface un plan unique, contenant toutes les droites qui touchent la surface eu ce point. Ce plan est déterminé par deux quelconques de ces droites : on le désigne sous- le nom de plan tangent.
Veut-on chercher directement l’équation du lieu qui contient, pour un point quelconque d’une surface, toutes les tangentes menées par ce point? Voici comment on peut procéder généralement.
Soient A la surface donnée, et (*) I’(x, y, Z) *= O
sou équation. Concevons un point u assujetti à rester sur lu sur-
face A et sortant du lieu m à l'instant que l’on considère. Un a, en general ,
les quantités r/x, dy, ilz étant les trois composantes de la vitesse du point p, ou, ec qui mient au même, les projections de celle vitesse sur les axes coordonnés.
Soit mn le segment de droite qui représente, en direction, sens et grandeur, la vitesse du point u nu sortir du lieu m. En désignant, par t, u, v, les coordonnées du point « et, parx, y, z, celles du point m , on a
ilx—t — x, dy — u — y, tlz = v — z.
De là résulte, en substituant,
L’équation (5) est celle d’un plan passant par le point tn et complètement déterminé par les valeurs que les dérivées partielles ) ’ (sÿ) ’ (<!?) a^e< lenl eu ce point. Elle est en même temps le lieu des points n et, par conséquent, celui de toutes les droites qui louchent en m la surface A. Ce résultat s’accorde avec les déductions du u° r>8. Il fournil, en outre, l'équation géuéralc du' plan tangent en un point quelconque d’une surface.
Si l’équation de la surface est donnée sous la forme
W z = IV>y)
et qu’on désigne, comme on le fait généralement, par p et y les dérivées partielles j , l’équation (2) devient
(;») tlz = ptlx -+- t/tly,
cl l’on en déduit , pour celle du plan tangent,
lli.'i. Sans rien changer à ce qui précède , proposons-nous de déterminer les équations fie la droite menée par le point m perpendiculairement au plan tangent. Celte droite est la normale nu point m de lu surface A. l)ésignons-la par .N.
Soit il un point quelconque supposé fixe sur la normale N. Kcpréscnlons, par I, u ,v, les coordonnées de ce point ; par x, y, z, celles du point »; par i, la distauce «a. On u généralement, les axes coordonnés étant rectangulaires,
{l). . . . i‘=(i -*)* + (« -.y)’ -Ht-*)*.
Cela posé, si nous considérons le point as à l'instant précis où il sort du lieu ni, sa vitesse est perpendiculaire à la droite ««. Il s’ensuit que la vitesse de glissement i/a se réduit à zéro. De là résulte
(2). . . (( — ■+• (u — ÿ) (tf — z)di — o.
L'équation (2) subsiste, en général, pour toutes les directions que le point n peut prendre au sortir du lieu m. Elle subsiste, eu outre , nou-seuleinenl pour tous les points de la normale N, mais aussi pour tous ceux du plan mené pai- le point in perpendiculairement à la direction suivie par le point /x dans son déplacement effectif. Ces remarques impliquent évidemment les déductions suivantes :
1" L’équation (2) est celle du plan mené par le point m perpendiculairement à la direction déterminée par les composantes dx , (hj, dz \ Elle peut ainsi représenter tous les plans menés par la normale et désignés sous le nom de plans normaux.
' Les cosiuus des angles qu'une taugrme quelconque l'ail avec les axes
. . dx du dz ,
coordonnés, supposés rectangulaires, étant — ’ * les équations de
cotte tangente sont de la forme
dæ
Il s'eusuil, couforuiuiieul à l'équation du ii“ 130, page 341 , que le plan
2" Si l’on considère , en particulier, deux quelconques de ees plans, leur intersection détermine la normale.
Posons y = cous". Le plan normal, qui correspond à cette hypothèse, a pour équation
On a de même, en posant x = cons",
Il suit de là que les équations (3) et (4) déterminent la normale N et résolvent ainsi la question proposée.
ICC. Les équations (2) et (S) du n° Ki4 subsistent, en même temps quo l'équation (2) du n* 165, pour toutes valeurs attribuées séparément à chacune des deux différentielles dx et dy. Celte circonstance exige que I on ait
De là résulte
(2). . t — xx p(v z) — o ) u— y ■+• </(» — *) = »,
ou bien encore
Les équations (2) déterminent, ainsi que les équations (3), une seule et même droite, la normale N.
mené par le point ni |>erpeiidiculairement à cette tangente a, pour équation ,
(i — x)dx -t- (u — y)(ltj -i- (v — z)dz = o.
On peut donc écrire à priori l'équation (2) et lui attribuer directement le sens exprimé dans le texte.
En procédant, comme nous venons de ic faire en dernier lieu, on démontre directement que les tangentes menées par le point m à lu surface A sont toutes perpendiculaires à une seule et même droite. La conséquence est que ees tangentes sont toutes situées dans uu seul cl même plan, ec qui vérilic les déductions des numéros I08 et 104.
CHAPITRE X
COIKBFRE 1)ES SURFACES.
Théorie géométrique de la courbure des surfaces.
COl'RBl'nE DES SECTIONS NORMALES.
107. Soient A une surface quelconque; O uu point de celle surface ; X lu normale eu ce point; U un plan mené par la normale N; S la section fuite dans la surface A par le plan U.
Lorsque le plan ri tourne autour de la normale X, la ligne S ne change pas seulement de position; en général, elle change aussi de forme, et su courbure en O varie incessamment. Considérons celle courbure. Elle est, par hypothèse, continûment variable, et redevient la même après chaque demi-révolution du plan n. De là résulte évidemment cette première conséquence:
Il existe, au moins , deux sections normales dont la courbure en O est, pour l'une plus grande , jtour l'autre plus petite que celles des sections qui précèdent et stuvent immédiatement.
108. Soit P le plan langent en O à la surface A; S,, S, deux sections normales passant par le point O et dirigées perpendiculairement l’une sur l’autre; OX,()Y les traces des sections S4, S, suite plan P.
Désignons par m un puiut mobile assujetti à décrire lu section Sy et sortant du lieu O n l’instant que l'on considère.
Désignons, en même temps, pnrTy une droite assujettie » toucher en m la surface A et à rester parallèle au plan de la section S,.
Cela pose, considérons l’intersection de la surface A par un cylindre droit, à base circulaire de rayon suffisamment petit, et ayant pour axe la normale N. Soit I celte intersection. En général, elle est fermée, et ses différents points s’écartent inégalement du plan qui touche en O la surface A. 11 suit de là * qu'il est, au minus, deux points de la courbe I pour chacun desquels la tangente à celte courbe est parallèle au plan 1* et, pur conséquent , perpendiculaire à la section normale correspondante.
Cette propriété de la courbe 1 prend naissance avec elle, c’csl-àdirc lorsque le rayon du cylindre qui la détermine s’engendre continûment ù partir de zéro. La conséquence immédiate est que la trace OY coin porte, au moins, deux directions distinctes, satisfaisant chacune ù l'énoncé suivant :
L'état de mouvement qui anime la lunyenle T? au sortir du lieu OX est une translation simple.
Si l'on considère l’étal de mouvement qu’ulTeclc, au sortir du lieu P, le plan tangent en m à la surface A , l’énoncé qui précède implique évidemment cet autre énoncé qui n'en diffère que par la forme :
La caractéristique du pluu lunyent eu m est perpendiculaire ù la section normale S,.
La coïncidence , existant entre les traces qui satisfont à ces deux énoncés et 1rs directions des sections normales dont la courbure eu U est un maximum ou un minimum, est eu quelque sorte évidente. Nous allons neanmoins la démonlrcr.
La continuité qui subsiste, par hypothèse, implique l'absence de tout changement brusque dans les directions tangent idlcs. On sait d'ailleurs qu'eu 0 les tangentes sont toutes situées dans le plan P.
1 G!>. Appuyons-nous sur la condition remplie par lu laugcnic Ty et consistant en ce que Ictat de mouvement, qui anime cette droite nu sortir du lieu OX, se réduit à une simple translation. Il suit de là, conformément aux principes du n° 104, page 207, que tout commence, ri partir du point O, comme si lu surface A s’engendrnit pHr le déplacement de la section Sr, cette section conservant sa forme et se mouvant tout entière par translation avec la vitesse du point in sur la section S,. On observera que, dans celle t hypothèse, les vitesses simultanées des différents points de la section S, sont toujours égales à celle du point m et quYI/es commencent toutes par être parallèles à In droite OY.
Désignons par Tt une droite assujettie à rester parallèle uu plan de la section S, et à loucher la surface A en un point qui sorte du lien O suivant la section normale S, *. 11 résulte de l’observation précédente que la tangente T, sort du lieu OY comme la tangente T, sort du lieu OX, c’est-à-dire avec un état de mouvement qui se réduit à une simple translation. La réciprocité qui s'établit ainsi entre les tangentes T,, T, implique le résultat suivant :
Les directions qui satisfont à l'énoncé du n° 168 sont conjuyitées deux ri deux , rectanyulairement.
170. Les sections S,, S, restant déterminées comme ci-dessus, considérons deux sections normales quelconques également inclinées sur la section S, et représentées par leurs traces OL, OL- (fig. 66).
Les conditions qui régissent la génération de la surface A, ri partir du point O, étant les mêmes pour chacun des côtés de la droite OX , il en résulte nécessairement que les deux sections normales OL, OL' ont même courbure en O **. Cette égalité de cottr-
' Il est visible que les droites T,, Tÿ forment entre elles nn système de tangentes réciproques. La propriété dont elles jouissent ri ce titre n’a pas besoin d’èlrc invoquée ici, comme conséquence du théorème général démontré précédemment. Elle s'établit , d’elle-même, dans les eoudilions les plus simples.
” Nous avons dit que tout commençait . à partir du |>oint O, comme si la surface A admettait pour génératrice la section 8„ et que celte ligne se mùl par
bure s'applique à toutes les sections normales qui se succèdent , à partir de In section S„ et qui sont dirigées symétriquement «le part et d'autre. Il s’ensuit évidemment que chacune des deux sections S,, S„ est une section de courbure maximum ou de courbure minimum. Ce résultat peut s’énoncer comme il suit :
Les sections normales qui satisfont à l'énoncé du n" 108 sont, en même temps, des sections de plus grande ou de plus petite courbure.
Veut-on démontrer lu réciproque de ce théorème? Il suffit de substituer aux sections normales leurs cercles oscillateurs. Cela fait, on voit immédiatement que, parmi ces cercles , les maximum ou minimum satisfont seuls à l’énoncé du n° 108.
Pour plus de simplicité, nous désignerons sous le nom de sections principales les sections qui satisfont à l'énoncé du n" 108, et qui sont, en conséquence, des sections de plus grande ou de plus petite courbure.
Soit p un point mobile assujetti à décrire la section normale OL, et sortant du lieu O à l’instant que l’on considère.
Représentons, par 06, la vitesse actuelle V du point u et, par Ou, al), ses composantes orthogonales i, ÿ. Soient, en même temps, R, R' les rayons de courbure qui correspondent au point O dans les sections S,, S,.
Concevons que le point p entraîne avec lui deux droites respectivement assujetties 6 toucher en fi la surface A et à rester parallèles, l’une au plan de la section S„ l’autre au plan
translation avec la vitesse qui anime le point m sur la section S ». Voici quel est le sens et la portée précise de cet énoncé.
Étant donné un point p assujetti à tester sur la surface A , et sortant du lieu O, à l’instant que l’on considère tout commence par rapport à ce point et par rapport à sa directrice, comme si la surface A s’engendrait par le déplacement de la section S, , cette section conservant sa forme et se mouvant par translation avec la vitesse du point m sur la section S, On sait, d’ailleurs, qu'il y a ici réciprocité complète entre ces deux sections.
de la srrlinn Sy. Les rotations do res droites sont
pour la première, et
NV
pour la seconde. Représentons par Oc la rotation W, , par Oc la rotation NV,, et achevons le rectangle Orne. Oir sait, d’après le théorème du n" 40 de la première partie, page 85, que la diagonale On est la caractéristique du plan qui touche en ,u la surface A, et que la rotation de ce plan autour de cette droite est représentée en sens et grandeur par le segment O».
Imaginons que la section 01. puisse être une section principale, comme le sont déjà, par hypothèse, les sections S,, Sy. Il faudra que la caractéristique On soit perpendiculaire à la droite OL et, par suite, qu’il y ait égalité entre les deux angles aOb , «Oc. Cette égalité impliquant la suivante
ab ne NV, ub R Tût ^ (V — w7 ~ Ôô ÏÏ7
il est visible qu’elle a toujours lieu ou qu’au contraire, elle n’a jamais lieu, selon que les rayons de courbure R, R’ sont égaux ou inégaux. l)c là résultent les déductions suivantes :
1° Il n’existe, en général , pour chaque point (l'une surface, que deux sections principales , l'une de plus grande, l'autre de plus petite courbure. Hiles sont disposées reclungulairement.
2° Lorsqu’il existe en un point (l'une surface deux sections principales disposées obliquement l'une par rapport à l'autre, ou ayant même courbure, les sections normales intermédiaires sont toutes principales et leur courbure , en ce point , est la même pour tontes.
On appelle Ombilic*} ou pointu ombilicaux 1rs points singuliers où les sériions normales ont toutes meme courbure.
171. Complétons la solution précédente, et, à cet effet, commençons par sabstitucr à la rotation On ses deux composâmes Or = NV,, Or = W,.
Si l’on désigne par * l’angle «06, et qu’on décompose chacune des rotations Or, Oe en deux autres établies respectivement, l'une autour de 06, l'autre autour de la perpendiculaire élevée en 0 sur 06, on voit aisément que la rotation du plan tangent autour de la directrice du point u et celle de cette même directrice sont exprimées simultanément, l'une par la somme des premières composantes, l’autre par la somme des secondes. De là résulte, en nommant n la rotation du plan tangent autour de la directrice du point tu et en tenant compte des signes des composantes,
(1) Q — W, . cos a — Wr. sin «.
On a, de même, en désignant par W la rotation de la directrice du point ju,
(2) W = W, eos « ■+• W, . sin a.
On a, d’ailleurs,
jr = V eos * , i/ — V sin « ,
et, par snite, p, R, R' étant pour le point O les rayons de courbure des sections normales OL, OX, OY,
V x V cos x
vv„
»/ V sin x
II'
Ces valeurs substituées dans l’équation (I) donnent, après réduction ,
... ~ j sin 2*
o-vri-ii*
Lu R J
Su)»! i turcs dans l'équation (2), clics donnent, de même,
ou, bien encore ,
I cos* a sin’a
L'équation (3), jointe à l’équation (4) ou à l’équation (5), résout complètement la question proposée.
Mettons à prolit l'indétermination de la vitesse V, représentée par le segment Où et posons, en général,
L'équation (4) devient
jf- , y n'étant autre chose que les coordonnées du point h.
L’équation (<i) est celle d’une ellipse rapportée à son centre et à ses demi-axes principaux \Zl\,\/ll. L équation (5) est l’équation polaire de celle même ellipse, qu'on désigne, en général, sous le nom d'indicatrice. On observera que chacun des demi-diamètres de l’indicatrice détermine, par sa direction, une section normale; par le carre de sa longueur, le rayon de courbure qui correspond au point O de cette même section.
Lorsque les courbures des sections S,, S, sont de sens contraire Vindicatrice se compose de deux hyperboles conjuguées, ayant chacune pour axe réel l'axe imaginaire de l’autre. L’indicatrice de- \ icnl un cercle dans le cas où les courbures des sections S,, Sy sont égales cl de même sens : elle devient une droite dans le cas où ’ l’une de ces deux courbures se réduit à zéro.
On voit aisément comment les déductions du n" 1 70 sont toutes impliquées par les équations (3), (4), (S). Bornons-nous à résumer
Iis points principaux qni résultent ilircclcmcnt de lu discussion de l'équation (4), et qui sont rendus plus manifestes encore, soit par l'inspection de l’équation (5), soit par la considération de l'indicatrice.
I” Les sections rectangulaires OX, OY se distinguent des autres sections normales en ce que leur courbure est un maximum pour l'une, un minimum pour l'autre. Hiles sont dites
SECTIONS DE PLUS GRANDE ET DE PLUS PETITE COl'nBUüE , OU bien
encore, sections principales;
2° Si l'on groupe deux par deux les sections normales qui font un même angle avec une même section principale, la courbure est la même pour les deux sections d’un meme groupe. Hile diffère, en général, d’un groupe à un autre;
ô° Lorsqu’en un point d’une surface les sections principales ont même courbure, cette courbure est commune à toutes les sections normales passant parle même point ;
On appelle ombilic le point singulier oit toutes les sections normales ont ainsi même courbure;
4° Lorsque deux surfaces ont un point commun, et qu’en ce point leurs sections principales ont entre elles un contact du second ordre, ce même contact subsiste entre toutes les sections normales correspondantes. On jiÿul dire alors qu’il g a , entre ces deux surfaces, osculation complète;
5“ Soient p, a les rayons de courbure de deux sections normales rectangulaires , choisies comme on voudra. Les angles que ces sections font avec une même section principale étant complémentaires l’un de l’autre, il en résulte que la somme inverse des rayons p, p’ est constante. On a ainsi
172. On observera que la section faite dans une surface, par un pian parallèle au plan tangent, tend h devenir semblable îk l’indiealriee et semblablement placée, a mesure que l’intervalle enm-
pris entre ces doux plans diminue. Vcul-on le démontrer? On peut substituer aux sections principales leurs paraboles osculatriccs et, pour plus de simplicité , disposer ces paraboles de manière à ce que le contact ait lieu en leur sommet. Le paralmloïde oscillateur ainsi déterminé aura , pour équation ,
(R, H' étant le rayon de courbure des sections principales) et l'indicatrice ne sera autre chose que la projection de la section laite dans ce paraboloïde par le plan z = ^ . Mais, d'un autre coté, les sections faites dans le paraboloïde par des plans parallèles à celui de l’indicatrice sont toutes semblables entre elles et semblablement placées. Il est, d'ailleurs, évident que, il raison de l'osculation établie entre ce paraboloïde cl la surface donnée, 1rs sections faites de part et d'autre par un même plan parallèle nu plan tangent commun, tendent à s’identifier à mesure que le plan sécant sc rapproche indéfiniment du point d'osculation. De là se déduit immédiatement le principe énoncé ci-dessus. Il en résulte, pour le cas général des surfaces du second degré, les conséquences suivantes :
/,« similitude qui subsiste entre toutes les sections parallèles à un même plan tangent s'étend d' elle-même jusqu'à l'indicatrice correspondante.
Dans l'ellipsoïde, l'Iii/perboloïde à deux napjtes et le paraboloïde elliptique, les diamètres conjugués avec les sections circulaires déterminent par leurs extrémités les points ombilicaux.
173. Reprenons les données du n“ 160, page 420, cl proposonsnous de parvenir, suivant une autre marche, à la solution des numéros 170 et 171.
Soit u un point assujetti à décrire la section mobile S, et sortant du lieu O à l’instant que l’on considère.
La vitesse qui anime le point n parallèlement à Taxe OX étant représentée par.r; celle qui anime le point m parallèlement a
l’axe OY étant représentée en même temps par »/, les vitesses x, ÿ sont les composantes île In vitesse totale qui anime le point n nu sortir du lieu O. Désignons, par V, eette vitesse totale et, par S, la section normale qu’elle détermine eomrne trajectoire du point fi sur la surface A.
Soient W, W, , W, les vitesses angulaires qui animent les directrices des points /u et m , et qui correspondent respectivement . la première à la vitesse V du point p sur In ligne S, la seconde ù la \ itesse x de ce même point sur 1a ligne Sf , la dernière à In t itesse y du point m sur la ligne S,. Si l'on désigne généralement, par z, la distance du points au plan tangent XOY', il est visible que la valeur affectée, au sortir du lieu O, par la quantité z = tPz peut s'exprimer indifféremment par le produit V.W, ou par la somme rW, + jW,. La première expression s’applique au cas où l’on considère directement le mouvement du point n sur In ligne S; la seconde, à celui où l’on substitue à ce mouvement les deux mouvements simultanés dont il se compose, savoir: 1“ le mouvement du point n sur la ligne mobile S,; 2° le mouvement du point »« sur la ligne *. De là résulte immédiatement ( équation générale
* Os valeurs de la quantité z —iPz se déduisent de la formule (o) du ir Dît), page -iO.'i, en posant a — o. On peut y |iarrenir directement et d’une façon plus simple en opérant comme il suit, d'après la marche tracée au n° 100.
Soit ju un point mobile assujetti à décrire une courbe plane S et sortant du lieu m suivant la direction ml. La ligne S est rapportée, par hypothèse, à deux axes coordonnés rectangulaires OX, OZ et la vitesse x qui anime le point ju parallèlement à l’axe OX est supposée constante. Représentons par mm' la vitesse x et achevons le triangle rectangle mm‘1. Ou a d'abord
z — riz = m’t.
Soit In la vitesse de circulation imprimée au |>oint t par la rotation W* de lu directrice du point n autour du lieu m. Menons par le point u la droite nu’ parallèle à Mi/ct limitons relie droite en »’ à sa rencontre avec le prolnngc-
Fiy. 6Gkt'.
( te* )
Désignons par R , R' et p les rayons de courbure qui correspondent respectivement pour le point O, le premier à la section S,, le second à la section S,, le troisième h la section S. On a
Ces valeurs substituées dans l’équation (I) donnent
On retrouve ainsi l’équation (4) du n" 171, page 424, et avec elle, toutes les déductions formulées à sa suite *.
174. Au lieu de. procéder, comme nous l’avons fait à partir du n" 1(>7, par déductions successives, on peut s’en tenir à la
ment de la droite m'I. Délit résulte, ainsi qu’on l’a va au n" 100 , cl comme il est , d’ailleurs, aisé de le reconnaître immédiatement,
. z — rPz — In'.
Désignons, par a, l'angle Imm' et son égal nln'. On a, d'après la ligure,
, In W’r.ml \V„ mm'
cos a cos * cos* * cas* x
De là résulte, en général , pour le cas oit l’angle x se réduit à zéro , z — d*z = x ,W„
* Soit a l’angle que la direction de la vitesse V fait avec l’axe OX. Cet angle est , en même temps, celui que font entre elles les deux sections normales S et S, . On a, d’ailleurs,
i = Vcos«, ;/ — V.sinjt.
L’équation (3) devient , en conséquence ,
I cos* a sin’ x
Cette dernière équation n’est antre chose que l’équation (3) du n" 171,
marche suivante, plus generale, plus directe, et non moins facile.
Soient mie surface A; O un point dcccttc surface; P le pion tangent en O; Sy une section quelconque normale en O à In surface A; OY In trace sur le plan P delà section normale Sy.
Sdicnt encore O' et P' un point et un plan mobiles, respective* p.' t . ment assujettis, le point O' à rester sur In sur-
face A, le plan P' à toucher cette surface en O'. Imaginons, d’nlwrd, que le point O' sorte du k~~ ^ p J X lieu O suivant la section Sy. L’état de raouvej / ment qui anime le plan P', au sortir du lieu P,
— c-^ c L consiste en une rotation autour d’une certaine • • • »
droite OX passant par le pointOct située dans
le plan P. Soit S, la section normale dirigée suivant OX et Ty une droite assujettie, d’une part, à toucher en O' la surface A, d’autre part, à rester parallèle au plan de la section S,. Il est visible que la tangente Ty sort du lieu OX pur translation simple, c’est-àdire, sans vitesse angulaire actuelle. Pour le reconnaître, il suflit d’observer que dans la rotation établie autour de la caractéristique OX, les droites menées dans le plan P', parallèlement à cette caractéristique, ne changent pas de direction. De là résulte In déduction suivante:
tr — -t x
Etant donné un point u. assujetti à rester sur la surface A et sortant du lieu O « l'instant gue l'on considère, tout commence, par rapport à ce point et à sa directrice , comme si la surface A s’engendrait par le déplacement de la section S,, cette section conservant sa forme et se mouvant, par translation , avec la vitesse du point O' sur la section S,.
Partant de là, désignons par T, une droite assujettie à rester parallèle au plan de la section normale S, et à toucher la surface A en un point qui sorte du lieu O suivant la direction OX. On voit, d’après l’énoncé précédent, que la droite T, sort du lieu OY, par translation simple, c’cst-à-dirc, sans vitesse angulaire actuelle. Celle propriété doit avoir lieu nécessairement, si la droite OY
est lii caractéristique du plan P', pour un déplaccinculdu puinl O effectué à partir du lieu 0 suivant la direction OX. Elle est impossible, au contraire, si la droite OY n’est pas cette caractéristique. Concluons qu’il y a réciprocité entre les deux droites OX, OY, la première ne pouvant être la caractéristique qui correspond au glissement du point O' sur la section S,, sans que la seconde ne soit, en même temps, la caractéristique qui correspond au glissement de ec point sur la section S, *.
Supposons que le point n soit assujetti à décrire la section mobile S,» Il suffit de conserver les notations du numéro qui précède et de reproduire littéralement les mêmes déductions pour écrire en premier lieu,
(1) v . \V = * . W, jW, ,
et, en second lieu,
Soit OL la direction de la vitesse V, ou, ce qui revient au même, celle de la section normale décrite par le point a. Si I on prend sur OL la longueur U m égale à V «, et qu’on profite de l'indétermination de la vitesse Y pour la représenter par O ni, l’équation (2) devient
les quantités i, ;/ n'étant autre chose que les coordonnées du point m.
’ Il est visible iiue les droites T, , T, forment cuire elles au système Je lanyenlcK ririjtroquex. La propriété dont elles jouissent n ce litre n'a pas besoin d'être invoquée ici. comme conséquence du Ibéorème général démon Ire précédemment. Elle s’établit , d’elle-mème, dans des conditions lieauroup plus simples.
" La seule dilTéreacc consiste en ce que le point désigné par »< au ir 17a. l'est ici par O’.
L équation (5) est celle d'une ellipse rapportée à son centre et à scs dcini-axcs conjugues v R, y ii'. Chacun des demi-diametres de cette ellipse détermine par sa direction une section normale, par le carré de sa longueur le rayon de courbure qui correspond au |ioint O de cette même section. L’ellipse, dont il s’agit, a reçu le nom d' indicatrice. On a oit aisément pourquoi. Elle est remplacée par deux hyperboles, ayant chacune pour axe réel l'axe imaginaire de l’autre, lorsque les rayons de courbure R, R' lie sont pas diriges dans le même sens. Dans tous les cas , il suflit de considérer V indicatrice pour arriver directement à toutes les déductions formulées dans les numéros qui précèdent. On observera que la réciprocité établie entre les directions OX, OY conduit à un théorème qu’on peut énoncer connue il suit:
Les droites, dont l une fixe la direction du déplacement (pie t on considère, l'autre la caractéristique correspondante du plan tangent, forment entre elles et, par rapport à l'indicatrice , un système de diamètres conjugués.
Ce théorème a été donné pour 1a première fois par M. Dupin. Les droites qui se déterminent ainsi, l’une par l’autre, ont reçu le nom de tangentes conjuguées. Il ne faut point les confondre avec nos tangentes réciproques.
Désignons pur x, ê les angles que la droite OL fait avec les axes OX, OY et pur / l’angle de ces mêmes axes. On a
,, sin 6
x = V — — , sm i
sin x sin i
Ces valeurs substituées dans l’équation (2) donnent, en gé itérai ,
sin1/ sin1 6 sin* x
ce qui détermine le rayon p en fonction des rayons R, R’ et de l'un ou l’autre des angles x, 5, dont la somme, égale à > , est donnée en même temps que les sections normales S,, Sr
Veut-on parvenir iiux équations (2), (5), (4) sans passer par l’équation (1), c’est-à-dire sans emprunter le secours du théorème établi dans le numéro 150 ou HiO et reproduit plus simplement dans la note du n"'I7ô? Voici comment on peut procéder.
Les directions OX, OY restant déterminées comme ci-dessus, elles satisfont à la condition de réciprocité démontrée dans le présent numéro. Partant de là, considérons le point (/ comme assujetti à décrire une section normale cl prcnons-lc à l’instant précis où il sort du lieu O suivant la direction Oui de cette section.
Soit V la vitesse actuelle du point p et W la vitesse angulaire simultanée de sa directrice. Représentons par Oui la vitesse V, cl par On, «m ses deux composantes x, y. Élevons en O deux perpendiculaires, l une Or sur OX , l'autre Oe sur OY (voir la lig ti7, page 42!»). .
Concevons que le point n entraîne avec lui deux droites respectivement assujetties à toucher en n la surface A et à rester parallèles, l’une au plan normal OX, l’autre au plan normal OY. I.es rotations de ces droites sont YV, pour l’une, \\'t pour l'autre. Représentons la première par Oc, la seconde par Oe cl achevons le quadrilatère O eue dont les côtés en, en sont respectivement parallèles aux droites OX, OY'. On scit, conformément au théorème du n" 40 de la première partie, page 85, que la diagonale Ouest la caractéristique du plan qui touche en /u. la surface A, cl que la rotation de ce plan autour de celle droite est représentée en sens et grandeur par le segment Ou.
Soient c', e' les points où les côtés eu, eu viennent couper les axes OY, OX. Substituons à la rotation Ou ses deux composantes Oc’, Oc', et, des points c', e', abaissons sur Om les perpendiculaires cp, e'q. Si l’on décompose, à leur tour, chacune des rotations Oc', Oe' en deux autres établies respectivement, l'une autour de Om, l’autre autour de la perpendiculaire élevée en O sur Om, il est aisé de voir que la rotation de la directrice du point n est la somme des dernières composantes et qu’il vient, en conséquence,
Un a , d'ailleurs, d'apres les nolaliuns précédentes et ainsi qu'un le voit aiséuicnt sur la ligure,
Oc = \\\ — Oc. sin > = ~~
sin G
sin / ,
Oe = W, = Oc' sin >
eV
, sin >.
sut X
De là résulte
sin G
sin x
V — ~r— W, , e’tf — W, ,
sm /
SU
et, par suite,
(5). . . . W . sin > = VV, . sin G -r- W, . sin a.
L'identité qui subsiste entre les équations (I) et (3) s'établit, sans difficulté, parla considération du triangle Oowi dont les côtés Ont, Oh, am représentent en grandeur les vitesses V, jr, ÿ et fournissent, en conséquence, les égalités
s sin G ;i sin v.
V sin ï V sin >
Un a , en outre,
Ces valeurs, substituées dans l'équation (3), donnent,
On est ainsi ramené à l’équation (2) et le reste s’achève comme ci-dessus.
Pour compléter celte solution, il ne reste plus qu’à déterminer la vitesse angulaire avec laquelle le plan tangent tourne autour de
la directrice dii point y. Cette vitesse angulaire est évidemment représentée par la somme algébrique
11 est visible, d’ailleurs, que, pour passer des valeurs trouvées plus haut pour les segments e'q , c'p à celles des segments 0<y, 0 p, il suflit de substituer aux sinus des angles x, 6 les cosinus de ecs memes angles. On a donc
cos a cos <>
Oq — 0]> = \\,. -t-t — W,-
sm 1
sm >.
De là résulte, après substitution et toute réduction faite,
Oq — Op =
2 sin* 1
sin2«
sin 2*»']
17a. Appuyons-nous directement sur le théorème des tangentes réciproques, sans autre intermédiaire, et faisons voir, par un dernier exemple , comment .l’applicatioif de ce théorème à la question qui nous occupe fournil une solution géométrique, sinon tout à fait aussi simple, du moins aussi complète que les précédentes.
Soient OX , OY deux droites rectangulaires menées pa r le point O (angcntiellcmcnt à la surface A; O' et P' un point et un plan mobiles assujettis respectivement, le point O’ à sortir du lieu O en restant sur la surface A, le plan P' à toucher cette surface en O'.
Quelle que soit la direction suivie par le point 0', au sortir du lieu O , nous admettrons que sa vitesse est égale à l'unité. Si l’on désigne alors, par W, la vitesse angulaire de la directrice du point O' et, par R, le rayon de courbure de la ligne décrite, on a , généralement,
La vitesse VV, ainsi déterminée, est le module de la courbure cor-
rcspoudautc. Pour éviter toute confusion, nous l’écrivons en la surchargeant d’un trait horizontal. Il en sera de même de toutes les vitesses angulaires que nous aurons à considérer dans le module qui les détermine. La présence du trait placé sur leur signe représentatif indiquera suflisommenl l'hypothèse admise en ce qui les concerne.
Soient S,, Sr, S, les sections normales respectivement dirigées suivant les droites OX, OY, OL; Wr, \V„ W, les modules de la courbure que présente en O chacune de ces trois sections.
Supposons que le point O' sorte du lieu ü suivant la section S, et nommons
T une droite assujettie à toucher en O' la surfaec A et à rester parallèle au plan de la section S,;
« la vitesse angulaire qui anime la droite T au sortir du lieu OL *.
Le point de contact du plan P’ avec la surface A se déplaçant, j)ar hypothèse, suivant la section S,, nous connaissons les rotations simultanées de deux droites situées dans ce plan et se mouvant avec lui. L’une de ces droites est la directrice du point O', l’autre la droite T. La rotation de la première a son axe dirigé suivant OY cl W , pour grandeur. Représentons- la par O b. La rotation de la seconde a son axe dirigé suivant OX et à pour grandeur. Hcpréscntons-lu par 0«.
Soit n le point de rencontre des deux droites bn, an , respectivement parallèles, l’une à OX, l’autre à OL. La rotation de la normale au plan P' est représentée en direction, sens et grandeur, par la diagonale On du quadrilatère O anh. (1" partie, n° 40, page 85).
Projetons le point n en <j sur la droite Oa. Le segment O q représente en direction, sens et grandeur la rotation de la normale autour de la droite OX. De là résulte, en désignant celte rotation par
Fig. 6H.
* Ce que nous désignons ici par », ce n’esl [>as lu vitesse avec laquelle lu droite T s'écarte angulaircmenl de la position dont elle sort, c’est la vitesse angulaire <|ui correspond à la rotation établie autour de la droite OX.
Nt, cl l’angle XOL para,
(1) N, = Oa — aq = û — W, .col a.
Substituons la section S, à la section S,, et réciproquement. La formule (I) ne cesse pas d’être applicable. Il faut seulement remplacer l'indice x par l’indice l et changer les signes des deux quantités à et a *. De là résulte immédiatement
(2) N| = W, COt a — â. •
y, étant la vitesse angulaire avec laquelle lu normale au plan P' tourne autour de la droite OL lorsque le point O' sort du lieu O suivant la section S,.
Veut-on considérer, en particulier, le cas où il s’agit de deux sections rectangulaires S„ S,? La comparaison des équations (I) et (2), où l’on doit poser x = 90° donne
Le théorème exprimé par l’équation (3) a été expose par M. Bcrtrand. On peut l’énoncer comme il suit:
Lorsque deux droites assujetties à rester normales à une même surface sortent en même teints d'une position commune, suivant deux directions rectangulaires et avec une égale vitesse des points où elles s'appuyent sur cette surface, leurs rotations, autour des directions qu elles suivent respectivement en ces points, sont égales et de sens contraire.
On observera que ce théorème est impliqué, comme cas particulier, par celui que nous avons exposé de diverses manières et notamment au n" 161, page 408, sous le nom de théorème des tangentes réciproques.
* Los changements de signe des quantités ü et a ont leur raison d'ètre, le premier dans le théorème des tangentes réciproques, le second dans l’iuversion qui résulte, pur rapport à l'angle je, de lu substitution Tuile mutuellement et réciproquement entre les deux directions OX, OL.
Mit. Poursuivons. La rotation N, changeant de signe dans l’intervalle des deux sections rectangulaires S,, S,, il s’ensuit que ces deux sections comprennent, en général, une section intermédiaire pour laquelle la rotation N, doit s’annuler. Cette conséquence peut ainsi s'établir sans calcul. On peut aussi la déduire des équations
Tirons de l’équation (1) la valeur de a et transportons eelte i aleur dans l’équation (2). Il vient
(4) N, = (W, - W,) col « — N,.
On a de même, en substituant la section S, a la section S, et tenant compte de l’équation (ô),
(•')• • • • • N, = OV,-W,) Ig a -t- N,. *
La combinaison des équations (4) et (!i) permet d'éliminer NV, et d écrire, en conséquence,
(«). . . I\, = cos2a. |^\ - — ~lg2«J-
L’équation (ti) conduit aux déductions suivantes :
1“ En général, N, n'étant pas mil cl \V, n’étant pas égal à \\\, il existe entre les sections Sx, S, vue section normale intermédiaire pour laquelle on a
L'angle », compris entre cette section et la section est déterminé par l'équation de condition
tg 2» =
w, — Wv
Pour |>asser de l'équation (t) à l'équation (5) it faut remplacer l’indice x par l'indice y , et l’angle a. par son complément chaupc de signe.
N, n étant pas nul et W, étant égal à XV, la section pour laquelle on a
est la section dirigée suivant la bissectrice de l'angle XOY. ô" N, étant nul, l'équation (6) devient
(8) N<a*3~W‘sin2ir,
Jm
et, dès lors, selon que les modules W„ W, sont les mêmes ou différents, X, est nul pour toutes les sections intermédiaires ou ne l’est pour aucune.
La section S, pouvant être quelconque, supposons-Ia choisie d'après la condition
_ Dans cette hypothèse, si l'on égale les valeurs fournies pour N, par les équations (4) et (5) , on a
(») W, = W, cos’a -+- XV t sin* *.
Soient R, R' et p les rayons de courbure qui correspondent, pour le point O, aux sections respectives S,, S, et S,; on a, conformément à la définition des modules W% W*, W,,
Il vient donc, en substituant,
1 cos1 * sin’ a
j = ir- + ir
L’équation (10) n’est outre chose que l’équation (5) du n* 171. Elle implique, comme conséquences, toutes les déductions formulées dans ce numéro.
Soit f Je rayon de courbure de In section normnle dirigée à angle droit sur la section S,. Il vient, en vertu de l'équation (10),
Multipliées membre à membre, les équations (10) et (11) donnent, après réduction,
On a d’ailleurs, d’après l'équation (8),
De là résulte, eu égard à l'équation (12),
RR7
Celte relation curieuse nous servira plus loin.
On observera que les sections principales sont caractérisées par la condition qu’elles remplissent, à l’exclusion des autres sections normales, cette condition consistant en ce que la rotation représentée par N est égale à zéro. De là résulte la déduction suivante :
Lorsqu’une droite se déplace en restant normale à une surface, selon qu’elle suit ou quelle ne suit pas lu direction d’une section principale, les vitesses de ses différents points sont ou non dirigées dans un seul et même plan.
Cette déduction n’exige aucun calcul pour s’établir à priori. Elle résulte évidemment des considérations géométriques développées
‘ Celle formule a été donnée pour la première fois, pensons-nous, par M. Bertrand.
dans 1rs numéros qui précèdent et notamment dans le n“ lf*8, page 419. Nous y reviendrons plus loin.
177. Reprenons les données et les notations du n* 175, page 427, avec cette seule différence que les sections rectangulaires Sx, Sy soient quelconques, et qu'en eonséqucnec, la tangente Ty tourne au sortir du lieu OX. Désignons, d'ailleurs, par a — êÿ la vitesse angulaire qui correspond à cette rotation.
Ru égard à l’équution (5) du n° 159, page 405, l'équation (I) du n“ 175, page 427, est remplacée par l’équation suivante :
( I ). V.W. = x .W, 2.rv •+• ÿW, = iW, -+- 'i.rijû y .\V,.
De là résulte, en opérnnt comme au n° 175 (voir la note, page 427)
I cos* a , sin* a
(2). . . . - = v- 2ü sut a cos * h
Considérons la section normale dirigée à angle droit sur celle dont le rayon de courbure est représenté par p. Si nous représentons, par p', le rayon de courbure de cette section, et que nous remplacions l’angle a par l’angle - + *, il vient
1 sin* a eos* a
(5). . . . — == 2ü sin a eos « h
La combinaison des équations (2) et (5) donne
L’équation (4) exprime que la somme inverse des rayons de # courbure de deux sections normales rectangulaires est constante. Il s’ensuit qu’il existe deux de ces sections ayant même courbure. Cela posé, faisons l’angle a égal à -. Il vient en ce cas
La combinaison des équations (5) et (ti) donne, en général,
Supposons les sections rectangulaires qui correspondent aux rayons o, a choisies de 0100101% à ce que ces deux rayons soient égaux. Il cil résulte
et l’équation (I) devient, en conséquence,
1 eos* a. sin* *
p = lt TT
L’équation (8) résout, ainsi qu'on l’a déjà vu, la question projiosée. Elle suffît à toutes les déductions que nous avons développées précédemment. Les équations (5), (6), (7) fournissent, en outre, plusieurs résultats curieux susceptibles de s’exprimer, comme il suit, d’après les notations du n° 175, pages 434 et suivantes : .
La moyenne des courbures, étant la même pour l’ensemble de toutes les sections normales que pour deux sections quelconques rectangulaires, constitue ce qu'on nomme la courbure moyenne de la surface au point considéré. Soit VV le module de cette courbure moyenne et VV', W" ceux des courbures de deux sections rectangulaires inclinées chacune à 45° sur les sections normales S,, Sy. On a , généralement,
(0). . . 5 = W' — VV « w — w — —
Il est visible, d’ailleurs, qu’on peut substituer l’axe des x à l’axe des y et réciproquement. La seule modification qui résulte de cette substitution est un changement de signe du module â.
Courbure des sections obliques.
178. Soient A une surface; m un point mobile sur cette surface; N la normale en ce point; O le lieu du point m à l'instant que l'on considère; OZ le lieu de la normale N à ce même instant.
• Soient, en même temps,
S( une section oblique faite par le point O dans la surface A ;
T la tangente en O à la section S, ;
‘S la section normale dirigée suivante la droite T ;
<f l'angle que la section oblique S, fait avec la section normale S.
Prenons pour plan de la figure le plan P mené par le point O perpendiculairement à la droite T.
Lorsque le point m sort du lieu Osuivant la direction de la tangente T, la normale N sort du lieu OZ, et son mouvement angulaire se compose, en general, de deux rotations simultanées ayant respectivement pour axes r l'une la droite T, l'autre la droite Oa menée, dans le plan P, perpendiculairement à la droite OZ. Désignons par W la vitesse angulaire qui anime la normale N Fig. (<9. dans sa rotation autour de l’axe Oa, et observons que s c’est uniquement de cette rotation que dépend la
» ^ j. courbure en O de la section S.
Le déplacement considéré étant pris à son origine c|/__æ et continué comme il commence, il est visible que la projection de la normale N sur le plan de la section S, r se confond avec la normale à cette même section. Soit N, celte dernière normale. Elle est située d'abord en OL, à l’intersection du plan P avec le plan de la ligne S,. On voit, •d’ailleurs, aisément que son mouvement angulaire au sortir du lieu OL dépend exclusivement de la rotation de la normale N autour de l’axe On.
Soit n un point pris sur la normale N il la distance 1 du point O et »i, la projection de ce point sur le plan de la section S,. I.n vitesse communiquée au point « par la rotation W est représentée en grandeur par W, en direction par une perpendiculaire au plan
P. Celle perpendiculaire étant parallèle à la droite T et, par conséquent, au plan de la section S,, il s’ensuit que la projection du point n sur le plan de la section S, a même vitesse que le point N. Concluons que la vitesse imprimée au point n, par la rotation de la normale autour du point m, est représentée en grandeur par W, cette vitesse étant prise à l’instant précis où le point m sort du lieu O suivant la direction de la droite T.
Désignons par W, la rotation qui anime la normale N, autour du point m et qui communique au point n, la vitesse W mentionnée ci-dessus. L’angle ZOL n’étant autre que l’angle *, In distance On, est égale à cos y, et l’on a, en conséquence,
W, . cos f = W.
De ht résulte, en désignant par p et par p, les rayons de courbure qui correspondent nu point O dans chacune des sections S et S, ,
(1) Pt = P • COS f.
Il est clair, en effet, que pour une même vitesse totale V du point »j, nu sortir du lieu O, le rapport existant entre les rayons de courbure p, pt est l’inverse du rapport établi entre les vitesses angulaires simultanées W, VV,.
Le théorème exprimé par l’équation (1) est dû h Meunier. On peut l'énoncer comme il suit :
Le rayon de courbure d'une section oblique est la projection sur le pion de cette section du rayon de courbure de la section normale menée par la même tangente.
179. Autrement. Soit Q le plan tangent en Ht à la surface Lorsque le point »t sort du lieu O, le pion Q tourne autour de la caractéristique qui correspond à la direction suivie par le point ni. Soit D cette caractéristique. Elle est située dans le plan tangent en O et, en général, elle est oblique sur la tangente T. L’état de mouvement du plan Q consistant en une rotation simple autour de la droite D, on peut toujours décomposer cette rotation en deux
antres respectivement établies, l’unr autour do la tangente T, l’nutrc autour d’une perpendiculaire à celte tangente. U* rotnlion établie autour tle la tangente T est sans effet par rapport à celle droite. Il est donc permis d’en faire abstraction et de considérer exclusivement l'autre composante. Cela posé, si l’on remarque que le plan tangent en m contient toutes les tangentes menées par ce point il la surface A , il est visible que la question h résoudre se ramène aux termes suivants :
Soient O / la direction suivie par le point ni nu sortir du lieu O;
Fig. 70. On l'axe «le rotation situé dans le plan tangent / a en O et dirigé à angle droit sur O I.
y- — / tb, ib, deux droites menées par le point t perpen-
/ )t. diculaircment à Ot , et situées respectivement, l'une
&' dans le plan de la section normale S, l’autre dans le plan de In section oblique S,.
l’n plan Q tournant autour de In droite Ou avec la vitesse \V et sortant du lieu «0/ à l'instant (pie l'on considère, on demande de déterminer les vitesses angulaires qui animent, au sortir du lieu Ot les intersections du plan Q avec les plans fixes Olb, O lbt.
L’intersection du plan Q avec le plan 6/6, étant et restant parallèle à l’axe Ou , il s’ensuit que les points où les intersections du plan Q avec les plans fixes O tb, 0/6, rencontrent les droites tl> , il i, sortent du lieu t avec des vitesses respect i veinent proportionnelles aux cotés tb, tb, du triangle b,tb dont la base 66, est, en même temps, parallèle à l’axe On et perpendiculaire à la droite bt. Mais, d’un autre coté, il existe entre ces vitesses le meme rapport qu’entre les vitesses angulaires qu’il s’agit de déterminer. On a donc, avec les notations du n° 177, page 440,
AV tb
= eos s.
W, tb,
De 16 résulte, ainsi qu’on l’a vu tout à l'heure a, = p eos j.
Autrement et plus simplement. La rotation \V, établie autour de
lu droite Oa, communique une vitesse angulaire VV à l'intersection du plan Q avec le plan de lu section normale S. Soit Oc la normale élevée en O sur le plan de la section S, (voir la ligure 09 page 4-42). Le pian Q tournant autour de la droite Oa avec la vitesse W, on peut substituer à celle rotation les deux rotations composantes dont les axes sont dirigés respectivement l’un suivant OZ, l'autre suivant Oc. La rotation composante établie autour de l’axe OZ fait tourner le plan Q sur lui-même; elle est donc sans effet sur l'intersection de ce plan avec celui de la section S,.
Reste la rotation composante établie autour de l’axe Oc et repré- W
scnléc en grandeur par . La vitesse angulaire que cette rotation communique à l’intersection du plan Q avec le plan de la section S, est évidemment ^7 . De là résulte, en conséquence,
et, par suite,
cos y o, = /J . COS y.
Théorème de f/ucheUe.
180. Désignons sous le nom de centre inverse de courbure le point du rayon de courbure dont la distance à la courbe est cx- . primée par la valeur inverse de ce même rayon. Eu égard à ecltc définition, il est visible que le théorème de Meunier, démontré n° 178, page 443, comporte l’énoncé suivant :
Les centres inverses de courbure de toutes les sections faites suivant une même lani/ente sont sur une même droite perpendiculaire à lu section normale correspondante.
Considérons deux surfaces A, A’ et leur intersection £. Par un point quelconque m de la ligne s menons un plan tangent à chacune des deux surfaces A, A’. Le plan langent à la surface A coupe eu général la surface A’ suivant une courbe S' De même aussi le
plan tangent à la surface A' coupe lu surface A suivant une certaine courbe S.
Soient o, o’ les centres inverses de courbure qui correspondent Fig. 71. au P°>nt 111 dans les courbes S, S'. Sur las droites mo, iiio' prises pour eût (fs, construisons le |tarallélogrnmmc mon/.
Cela posé, voici en quoi consiste le théorème qui est dù à Hachette et que nous nous proposons de démontrer :
Le point c eut le centre inverse de courbure de la ligne z.
Par le point m menons lés droites mn, mn respectivement normales, l'une à fa surface A, l'autre à la surface A’. Les droites mn, mo, me, mo’, mn seront toutes dans un même plan, normal en m à chacune des trois courbes Z , S, S'. Il est visible, d’ailleurs, que les angles nwio', n’mo seront droits.
Soit D la tangente en m aux trois courbes Z, S, S'. Soient en même temps n , n’ les centres inverses de courbure des sections normales faites suivant la droite D, l’une dans la surface A , l’autre dans la surface A'. Si l'on tire les droites no, n’o’ et qu'on les prolonge jusqu’à leur rencontre en r, le théorème de Meunier implique les déductions suivantes :
1° Les droites no, i/o’ sont respectivement perpendiculaires, l’une à la normale mn, l’autre à la normale mn' ;
2" Le centre inverse de courbure de la courbe Z se trouve en même temps sur chacune des droites no, n’o'. Il est donc situé en c à l’inlersedion de ces droites.
On sait, d’ailleurs, que les angles nmo', n'tno sont droits. Il y a donc parallélisme, d'une part entre les droites oc, mo', d'autre part entre les droites o'c, mo. De là, cl de ce qui précède, résulte évidemment le théorème énoncé ci-dessus.
Lignes de courbure.
181. Nous avons vu qu’il existe , en général , pour chaque point d’une surface deux directions rectangulaires, satisfaisant à l 'énoncé du n" 1(>8, page 419, ou, ce qui revient au même, à la condition
-du n° I7(i, page 457. Lorsque la normale à la surface se déplace suivant l’une ou l’autre de ces deux directions, les vitesses de ses différents points sont toutes dirigées dans le plan de la section normale correspondante, il s'ensuit que l’un de ces points, celui qui coïncide avec le centre de courbure de cette même section a une vitesse nulle. Les sections déterminées par les directions dont il s'agit sont dites, ainsi qu'on l’a vu déjà, sections principales. Voici d’ailleurs les conséquences.
1“ Les sections principales sont les seules pour lesquelles il existe, sur la normale à In surface, un point dont la vitesse soit nulle à l’origine du déplacement de cette même normale. Elles déterminent sur la surface, par la direction des tangentes qui leur correspondent, deux systèmes de lignes, dites lignes de courbure ;
2" Les lignes de courbure se coupent partout à angle droit. Elles sont les seules, parmi toutes les lignes tracées sur la surface, pour lesquelles le lieu géométrique des normales correspondantes soit une surface développable * ;
5" Dans les surfaces de révolution , les lignes de courbure sont les méridiens et les parallèles.
Tangentes conjuguées.
182. Reportons-nous aux données et notations du n" 17b, page 454, et raisonnons dans l'hypothèse où les sections S., S„ sont deux sections principales.
’ La théorie des surfaces développables est exposée plus loin n* 205 et suivants.
Considérons , dans chacun des systèmes formés par la section S, Fig 72 et l’une ou 'l'autre des sections principales S„ S,, celle des deux tangentes réciproques dont le point j. / de contact est assujetti à glisser sur la section S,.
la» rotation de l’une peut être représentée par OL, pourvu qu’on ait égard à l'équation de condition N, — o et que l'on pose, en conséquence,
■ ' vt
(1) OL = à=\V, cola*
la» rotation de l’autre peut, de même, être représentée par OL’, en prenant
(2) OL' = W, . tg . a.
Ces deux rotations étant ainsi déterminées, celle de la normale en résulte, pour le déplacement qui correspond à fll direction OL. Elle est représentée par Oh, le point n étant donné par l'intersection des droites L/i, L'n, respectivement parallèles, l’une à OX, l’autre à OY. ( 1" partie, n° 40, page 85).
Soit y l’angle que la droite On fait a» ce l’axe OX. On a immédiatement
Oh OL . sin « \VX cos *
Ig y = - — — ; = -zsr •
oh OL cos * \V sin a
De lit résulte (•>)
Ig a . tg y =
Les tangentes OL, O/i, dont l une fixe la direction du déplarc-
’ Celle valeur fournie |>ar l'équation (1) du n° tT.’i, page iôti, s'applique, avec un signe contraire, à celle des tangentes réciproques du système S, , S, dont le point de contact glisse sur la secliou S, . On peut, en vertu du théorème des tangentes réciproques, considérer cette meme valeur comme s'appliquant à celle des tangentes réciproques , du système S, , S( dont le point de contact glisse sur la section Si . Il sultit d'en changer le signe.
( 4 il) )
«tient que l’on considère, et l’autre celle de l’axe instantané qui correspond, dans le plan tangent, à cette direction, sont dites, d’après M. Dupin, tangentes conjuguées. L’cquation (3) exprime, en vertu d’une propriété connue des sections coniques, que, relativement à l'indicatrice, les tangentes OL, On forment entre elles un système de diamètres conjugues. Ce résultat nous était déjft connu. Nous l’avons établi directement au n° 174, page 431.
Théorèmes de MM. Dupin et Lamé sur les surfaces orthogonales.
1 83, Soient A, A', A" trois surfaces qui se coupent, deux à deux et à angle droit, suivant trois lignes ayant un point commun O. Soient OX, OY, OZ, les tangentes en U aux intersections des surfaces A , A', A ", Soient de plus N, N’, N" trois droites assujetties à sortir du lieu qu’elles occupent avec une égale vitesse de translation * et en restant, comme elles le sont en O, respectivement normales, la droite N tt la surface A, la droite N' a la surface A', la droite N" à la surface A".
Considérons la rotation de la droite N autour de la direction quelle suit, au sortir du lieu OX, et, selon que eefle direction est OY ou OZ, désignons par N, ou par N, la rotation dont il s'agit.
Considérons de même 1a rotation de la droite X' autour de la direction qu’elle suit, au sortir du lieu OY, et, selon que cette dircctiou est OZ nu OX, désignons par Y ou par X" la rotation dont il s’agit.
Considérons enfin la rulution de la droite N" autour de la direction qu’elle suit, au sortir du lieu OZ, et, selon que cette direction est OX ou OY, désignons par N" ou par N" la rotation correspondante.
Cela posé, lorsque les normales X”, N" se déplacent en même temps suivant la direction OX, elles ne cessent pas d’être reetan-
* Cette vitesse est, pour chaque droite, celle du |*>iul oit elle s'appuie sur la surrace qui lui correspoud. On la suppose égalé à t unité.
gulaircs. La même observation s'applique aux normales N", N dans leur déplacement suivant OY, et aux normales N, N" dans leur déplacement suivant OZ. De là résulte, conformément au théorème XI de la lrc partie (n° 52, page 05),
(1) . . . . n;=îs;, n;=n,, n, = N;.
D'un autre côté, s'il s'agit des déplaccmeuts d'une même normale suivant les deux directions rectangulaires qui lui correspondent, l’on a, comme déduction du théorème des tangentes réciproques , et conformément au dernier énoncé du n" 175, page 450,
(2) . . iX:=-N,’, N, = -N„ N) = -K.
Le double système des équations (I) et (2) peut s’écrire de la manière suivante:
(5). n‘,=n;=— N;, ns, n;=n;=~n;.
De là résulte immédiatement
cl, comme l'égalité N) = — Ai) n'est possible qu'aillant que la quantité X) est nulle, il s'ensuit que l’on a nécessairement
(5) . N)=o, N" = o, \=o, Nÿ=o, X. — o, S) = u.
•Nous avons vu, au n° 170, page 4ô!>, que les sections principales sont les seules pour lesquelles on ait
Un a donc ce premier théorème :
Lorsque (rois surfaces se coupent orlhogoualement suirant trois lignes ayant un point commun, ces litjnes sont , sur charnue îles trois surfaces , tangentes aux liijnes île courbure menées par le point commun aux trois intersections.
Il vient ensuite, comme conséquence, rel autre théorème, qui est celui de M. Dupin :
Lorsque trois séries de surf lices se coupent orlhogomtlenienl , leurs intersections ne sont outre chose que leurs lignes de courbure respectives.
183 w' Soient S, S, , S, trois courbes issues d'un même point O
... et résultant des intersections, deux à deux, de trois
Fig. /
surfaces SUS, , S,OS„ S,OS. On suppose que ces sur- ‘s ? faces font partie d’un système triple de surfaces
j / orthogonales. 11 s’ensuit, comme on vient de le voir,
o) s, que les courbes S, S,, S, sont, relativement aux
/ surfaces SOS,, S,OSs, SaOS et pour le pointât) , leurs
ligues de courbure respectives, c’est-à-dire les lignes de courbure qui se croisent en ce point et qui sont, en général , au nombre de deux pour chacune de ces surfaces.
Donnons-nous les modules des courbures affectées en O par les sections principales et désignons-les respectivement, par \Y et Z, pour la surface SOS,; par W, et -, pour la surface S, OS,; par W, et pour la surface S, US, les indices étant les mêmes pour chacun «le ces modules que pour celle des courbes S, S,, S' qui touche en O la section principale correspondante.
Menons par le point O une droite quelconque OU, supposée li\e, et nommons
m un point mobile sortant du lieu O à l'instant que I on considère;
D une droite issue du point ni et entraînée par ce point; T, T,, Ta les tangentes en ni, soit aux courbe s S, S,, S„ soit aux sections principales qui touchent ces courbes en O; 'j. , a,, les angles que font avec la droite OU les tangentes
T, T„Tt;
V, V,, V, les diverses valeurs affectées par la vitesse du point ni selon qu’elle est dirigée suivant la première, la seconde ou lu dernière des tangentes T, T,, T,.
Cela posé, imaginons d’abord que le point ni sorte du lieu O eu glissaut sur la surface S, OS, et assujettissons la droite D à rester
norniiilc à cette surfiiec. Si la direction suivie par le point m est celle de la section principale dont la courbure a pour module la quantité », la droite 1) ne cesseras de coïncider avec la droite T,, et l'on a
( I ) . d cos a, = V» . cos a ,
cette équation pouvant s'ccrirc immédiatement, d’après le théorème général formulé comme il suit * :
La différentielle du cosinus de l’angle qu’une droite mobile fait avec une droite fixe est égale au produit de la vitesse angulaire de la droite mobile par le cosinus de l’angle que fait avec la droite fixe la perpendiculaire élevée sur la droite mobile dans le plan de rotation.
Si, toutes choses égales d’ailleurs, la direction suivie par le
' Voici, au liesoin, la démonstration géométrique de ce théorème.
Soient OU une droite fixe; OD une droite mobile autour du point O ; 001) le pjg - plan de rotation de la droite OD; B un (loiul quelconque de
la droite OU; G et I) les pieds des jierpendiculaires abaissées respectivement, l’une du point U sur le plan GOI), l'autre du point G sur la droite OD.
Désignons par «i l'angle variable UOD et par * l'angle actuel des droites OU , GÜ. Ou a évidemment
et, par suite,
cos Jt, =
OD
ÔÜ
1 1 cos = — </(0D).
' OB v '
Mais , d'un autre côté , si l'on désigne pur u la vitesse angulaire qui anime à la fois les deux droites OD, CD dans leur rotation simultanée, autour du point O pour l'une, et du point G pour l'autre, ou a de même
d(0D)= ». CD.
De là résulte, en substituant , _ .
CD
ri COS Jt, = » . fîzr = B . COS X. C. Q. F. D
point m est celle de la section principale dont la courbure a W, pour module, la droite D ne cesse pas de coïncider avec la droite T, et l'on a de même
(2) dt cos a, — V.\V3 cos a,,
les indices qui affectent la caractéristique il et la vitesse V ayant même sens de part et d’autre.
Imaginons maintenant que le point m sorte du lieu O en glissant sur la courbe S et considérons la droite D comme étant la directrice du point m sur cette courbe. Ainsi déterminée, la droite D se confond avec la droite T et l’on a, comme ci-dessus,
d cos a = — Vu cos *
les quantités Û et 6 se rapportant au point O de la courbe S et exprimant pour ce point, l'une le module de la courbure, l’autre l’angle que la normale principale fait avec la droite OH.
On sait, d'après le théorème de Hachette (voir n" 180, page 443) que la module il, porté sur la normale principale de la ligne S, à partir du point O, est la diagonale du parallélogramme qui a pour côtés adjacents à ce point, d'une part, le module â porté sur la droite T,, d'autre part, le module W porté sur 1a droite T,. Il suit de là que si l’on projette en même temps sur la droite OB ces deux côtés et la diagonale, on a l’égalité
Ü co8 ë — t'COS -t- W cos «j.
De là résulte, en substituant,
(3). . . . rfeosa — — V [« cos a, NV cos a,].
* II est aisé de voir que le second membre de cette équation doit être pris, toutes choses égales d’ailleurs, avec un signe contraire il celui dont se trouve affecté le second membre de l'equation (1). Les droites T, Ti entraînées toutes deux par ie point m sont et demeurent rectangulaires. Il s'ensuit que les cosinus des angles qu elles font avec la droite Oit varient en sens inverse , l'un croissant si l’autre décroil et réciproquement.
Reprenons les équations ( I ) et (2). En leur ajoutant celles qui s’en déduisent par simple voie de permutation tournante, on a les six équations
| il V OS '/, = V.VCOS f/| COSOj — V| .Ü, COSat, rf,COS * = Vj .«j COSOtj ,
( deos-z,— VWeos*, d,cosa = V,\V, cosa,, d, cos «,= Y» .\Y,cos a, ,
Le même procédé s'applique à l'équation (15) et fournit les trois équations
V [â cos a, W cos a,],
— V| [ü, cosltj \V, COS a] ,
- Vj [à, cos « -4- \\*i cos «,].
La simultanéité des équations (4) et (5) permet de les combiner entre elles et d’en déduire, par voie de différentiation, les formules dont nous poursuivons la recherche. Les substitutions que nous aurons à faire exigeant la détermination préalable de chacun des couples (d,V, dVj), ( dV, , d,V), (d,V,, d,V,) nous observerons qu’on parvient sans difficulté aux six équations *
d,V = V.V, «, d,V, = V,Vj â„ dV, = V,.Vüi, rfjV= VVjW, dv, =V,VW,, d,V, = VjV.W,.
Différencions, par rapport à la caractéristique dt, la première
( d cos tt = — (•>)• • • d, e osa, = -
\ d. cos «J = -
’ S’agit-il de la différentielle d,V? La vitesse V, dirigée suivant la drnile T peut se rapporter indifféremment à chacune des deux sections principales faites tangrntiellcment à celte droite , l’une dans la surface SOS, , l’autre dans la surface S,OS. Si on la rapporte à la première de ces sections , on a
y étant le rayon de courbure qui correspond au module W.
La différentielle d,V exprime, par hypothèse, la vitesse avec laquelle varie la quantité V lorsque le |>ojiil m sort du lieu O avec la vitesse V dirigée suivant la section faite dans la surface S,OS par un plan parallèle aux droites T, T, et
des équations (4) et , par rapport à la caractéristique il la dernière de ces mêmes équations. L’identité
</, . il cos a, — il . rf, cos *, ,
qui subsiste en vertu de la règle établie au n" ü'.'i de la 2ro' partie ( page J 4S ) , donne
il^\: cos a) =-- rf(V, W, cos a.).
De là résulte, en développant,
V cos 7 . il, I 4- \’2ilt eos 7-i-Z cos 7 . rf,V — V4 eos .u . il\\\
S\i . il eos 7.. 4- \V2 eos x,. t/V
puis, substituant les valeurs fournies par les équations (4) et (<»),
Veos 7. . ilt 2 -h Y V2.»I2 eos «2 4-VV2.ï\Y eos a=V4 eos «j.iIW, < 4- VVjVV.Wi eos 7 4- VVj.ï,\Vi eos ** .
Divisons par le produit V.V* et remplaçons les rapports par les expressions équivalentes ~ •» (les dénominateurs dé-
qtie ee plan se meut avec la vitesse de translation représentée par V,, la posilion liant il sort étant celle d'une section principale. Il suit de là que tout se réduit à considérer le |M>inl m comme s’il sortait du lieu O en glissant sur le rayon de courbure y avec la vitesse ÿ=Vt et que ce rayon tournât avec la vitesse W autour du centre de courbure qui lui correspond. De là résulte, en vertu de l’équation précédente ,
rf1V = W.y = W.V„ et, substituant à \V le produit égal V.W
.rf,V=V.V,\V.
On |H*Ht obtenir de même les autres équations, ou les déduire de celle-ci par voie de |>crmulation tournaille.
terminant la variable à considérer pour la différentiation indiquée au numérateur). Ou trouve ainsi les équations suivantes, dont la première s’obtient directement, et les deux autres par voie de permutation tournante,
[\V4 — Jj] [W eos a -f- x 4 cos *j] , [W — ü,] [W, eos a, I cos a ] , [W, — “i][W,eos a, -4- I,ros3,].
il NV,
— eos a — eos a, =
1 os, ils
(8)- ÆCos«.-
du,
cos a =
ils dj |
-7— eos «J : — 1 eos a. =
ils 1 ils,
La droite OB pouvant être quelconque, disposons-en pour la faire coïncider successivement avec chacune des trois tangentes T , T, , T,. Il suflit pour cela d’annuler alternativement chacun des trois angles a, a,, a, et d'égaler, en même temps, les deux autres iî 90°. On trouve ainsi trois identités et les six équations
ils
ds,
d\\ rfW, rfW, _ —
-y— — [»,— \N J— = [», W,] U'i, ' J = [ü — NV J -V
ils 5
ds
Au lieu de combiner entre elles les équations (4) on peut les combiner avec les équations (5), sans rien changer d’ailleurs nu procédé suivi. Celte combinaison nouvelle a l’avantage de reproduire les relations précédentes et d’en fournir trois autres. Bornons-nous à un résumé succinct.
Différencions la première des équations (8) par rapport à l’une ou l'autre des caractéristiques </,, ilt. Si nous différencions en même temps la troisième et la cinquième des équations (4) par rapport à la caractéristique il , les identités résultantes
il,d cos a — d.dt eos x , ti,,d cos a — d.dt cos a
donnent
</,V [S eos », -4- W ros a,] = — d(V,VV, cos a,),
t/,V [3 eos x, -4- \V eos «,] = — rf(V,.»j cos a,). »
De là résulte, en développant, faisant les substitutions permises eu vertu des équations (4), (5), (6), et réduisant comme pour les équations (8),
dû dW',1 dVV r
— 1 COSa, -t e08»,= [«i — WfKcOSa,— fw -4 W| -+• K,\V1 cos*„
[dx, dx ds ,
k '/[d W dû,l dû — ~ .
' 1- — — ' eos », -t- — eos», = [W1 — *]Weosa, — [w,-4 W -+- ..W,] cos a;.
I IlSkji (IS “ °
ds ,
On sait qu’il suffit d’annuler successivement chacun des trois angles «, et d'égaler, en même temps, les deux autres à 90°, pour que la droite OB coïncide alternativement avec chacune des trois tangentes T, T,, T,. Cela posé, si l’on fait d’abord » — o, les équations (10) sont satisfaites identiquement. Si l’on pose ensuite », - o, il vient
d~ rfVV,
dx, ds
dû
ds.
[Wt-a']W.
On a de même pour a, — o
d\\ dû,
dx, ds
W -4- SW
dW
dx,
On voit, d’ailleurs, aisément, par voie de permutation tournante, que ces équations impliquent le système complet des équa-
lions (9) cl, on oulrc, les trois relations suivantes dont chacune est deux lois reproduite.
! dl rl\\,
I dx, ' Uh
(II)
'•'li
I •ht
du
d\Vi
ds,
dss
- p| -4- w] 4- :4Vv,],
- [j4 4- W 4- â VV,].
Désignons par y, y,, y» et par c, e,, fjles rayons de courbure qui correspondent respectivement, les premiers aux modules W, W|, W4, les derniers aux modules ï, â,, î-a. Si on les prend avec leurs valeurs absolues, et que l’on tienne compte , d’après les cou voulions adoptées, du sens des rotations, il faut poser
W — , YV,= , W,= — — ,
y ri Tt
Les formules (9) cl (II), lorsqu’on y substitue ces valeurs, prennent la forme suivante, sous laquelle on les doit à M. Lamé ,
ds ' du, r\ y* r y,
Il y n lieu d'observer que ces équations sont nu nombre de neuf, tandis que les rayons de courbure dont elles dépendent sont seulement nu nombre de six. On peut en inférer que trois quelconques de ces neuf équations rentrent dans les six autres *.
Théorème (le Sturm , et autres , sur les déplacements d'une normale à une surfare.
184. Reportons-nous aux données du n" 182 et à la figure 72, page 448.
Lorsque le point O', supposé mobile sur la surface A, sort du lieu O, suivant la direction OL et avec une vitesse égale à l’imité, la rotation de la normale est représentée par On. Cette rotation se décompose en deux autres, l’une établie autour de l’axe OX et représentée en sens et grandeur par On, l’autre établie autour <lc l’axe OY et représentée en sens et grandeur par Ol». On a, d’ailleurs,
(1) . . . . 0« = OL'.eosa, Ofc = OL . sin a ,
et, comme les formules (I) et (2) du n* 182, page 448, donnent OL' = W,.tga, OL =W, . rot a,
il en résulte
— . sin a , — eos a
(2) . 0« — W„ . sin % — , 0 h — Wr eos x — — •
Soient r, c' les points de la normale qui coïncident originairement avec les centres de courbure des sections principales S,, S,. Les vitesses qui animent les points r, c' se composent de la vitesse
■ Nous avons suivi pour rétablissement des formules de M Lamé la marche tracée parM. Ossian Roiinet, dans un mémoire publié en 1 K 48 sur la théorie générale dessin-faces {Journal (le fCrole Poli/terlmique, 32“,f cahier, t. XIX, liages 2i et suivantes). La seule iliirércncc à noter consiste en ce que nous avons procédé géométriquement , -.ans aucune intervention d'inflnimenl petits.
avec laquelle le point O' sort du lieu 0 et de (elles qui résultent des rotations simultanées Oh, Oh. Les composantes de In vitesse du point O' suivant les axes OX, OY sont l'une eos a, l'autre sin au
De là résulte :
4° Pour la \ itesse qui anime le point e parallèlement à O.Y,
(3) ras a — R .Ob = o;
2" Pour la vitesse qui anime ec même point parallèlement à OY,
(4), . sina — R.On=ll — — 1 sin a = — sina;
3° Pour la vitesse qui anime le pointe' parallèlement à OX,
(a). . rasa — R .06= I I ras a-— eos a;
4" Pour la vitesse qui anime ce même point parallèlement à OY,
(6) sina — R'.0« = o.
Les équations (3) et (fi) montrent, eonforniémenl nu théorème de Sturm, que e’esten s'appuyant sur deux droites, parallèles nu plnn tangent et rectangulaires entre elles, que la normale à une surface sort du lieu qu elle occupe. Cette circonstance est remarquable en ce que les droites dont il s’agit restent les mêmes pour tous les déplacements possibles à partir d'un même lieu. On voit, d’ailleurs, comment elles sont situées, chacune d’elles passant par le rentre d’une des sections principales et étant dirigée perpendiculairement au plan de cette section.
La simultanéité des équations (3), (41, (•»', (fi) implique les déductions suivantes :
Lorsqu'une droite assujettie à rester normale à une surface
( i<ïl )
sort du lieu qu’elle occupe , son étui de mouvement résulte , en général, de deux rotations simultanées.
L'une de ces rotations est établie autour du point e. Elle fait tourner lu normale dans le plan de la section S, avec la vitesse angulaire— g— . La vitesse i/u'cllc communique au point e' est dirigée parallèlement d t axe OX et représentée en grandeur par l’expression
«'OS a.
L'autre est établie autour du point c. Elle fait tourner la normale dans le plan de la section Sr avec la vitesse angulaire — j!,1* • Lu vitesse quelle communique au point c est représentée en grandeur par l'expression
R' Sm *’
Fig. 7 /.
On observera que ees déductions s’appliquent au cas où le point O' sort du lieu O avec une vitesse égale à l’unité.
185. Projetons en in sur OX, en n sur OY les extrémités des vitesses qui animent simultanément les points c' et c. Si nous tirons la droite mu et que, du point O, nous abaissions sur celte droite la perpendiculaire O p, il sullil de se reporter au théorème r VH de la première partie (n* 17, page 45) pour
reconnaître que la vitesse du point central est représentée par O p, et que ce point est situé sur la normale de manière à diviser l'intervalle c’e comme le point p divise le segment mn. Désignons par e le point central et par y les angles égaux O np , mOp. On a, d’après ce qui précède,
pn
(I) ce = R— R)i— .
Om R’
cota.
l'équation (2) pouvant s'écrire sous celle autre forme
lg*.lgr = — •
Rapprorliée de l'équation (3) du n° 182, page 448, la dernière équation montre que la droite O p coïncide avec la caractéristique du plan langent (pii correspond au déplacement considéré. Ce résultat est évident à priori. Il est clair, en effet, que l’état de mouvement de la normale est réductible à une translation représentée par O p et à une rotation établie autour d’un axe mené par le point e parallèlement à O p.
Ajoutons II aux deux membres de l'équation (1) et désignons par r la distance du point central e au point O. Il vient
Ou a , d'ailleurs,
mn
pin pin O in . , pu pn On
— = £ sin* y, — = = cos* y.
mn Oui mil mn On mn
Ces valeurs substituées dans l'équation (3) donnent
(4) r = R sin* y R’ cos* y ,
et, par suite,
r cos* y sin* y H7R7 R + R' '
Soit p, le rayon de courbure de la section normale dirigée vaut O p. On a
Pi
cos* y
sin* y
sui-
La comparaison des équations (a) et (fi) fournil la relation générale
ptr — RR’*^= cous"’.
Désignons sous le nom de sections conjuguées deux sériions normales quelconques, dirigées respectivement suivant deux diamètres conjugués de l’indicatrice. L 'équation (7) implique le théorème suivant :
Le produit du ragon de courbure d'une section normale pur I a distance de la surface uu point central de la section conjuguée est constamment égal au produit des ragons de courbure principaux.
Reprenons l’équation (2) du n" 185, page
L’on en déduit
lgy =
U’ eos i
K sin %
s I\ . Slll a , 4 *« wj «.
* C0S y R' sin* a ■+■ R'* eos* a ^ R*sin*a •+- R'*cos*a
Ces valeurs substituées duns l’expression de la quantité r donnent
It
R* sin*« R'* cos-
Soit & le rayon de courbure de la section normale dirigée suivant OL. Du a
1 cos* a sin* a
La combinaison des équations (1) et (1) fou mil la relation
R* sin* « -+• R'* cos* <x
ou , mieux encore,
eos* a sin* a R' ~ + ~R r *
L'équation (0) est l'équation polaire d'une ellipse rapportée à son centre et axant ses axes principaux H, H' respectivement dirigés, le premier suivant la droite OX, le second suivant la /I roi te OY.
Chacun îles rayons vecteurs île celte courbe détermine, pur su position une section normale, par sa longueur la moyenne proportionnelle entre le rayon de courbure de cette section et la distance centrale correspondante *.
Un peut désigner sous le nom de deuxième indicatrice l’ellipse représentée par l'équation (6). La considération de eette courbe n’offre pas les mêmes avantages que celle de lu première indicatrice. Elle permet néanmoins de faire ressortir quelques résultats plus ou moins curieux. Bornons-nous à signaler la propriété suivante que l’inspection de l'équation (6) suflit d’ailleurs pour mettre en évideuce.
Soient p' et r' le rayon de courbure et la distance centrale * qui correspondent à la section normale dirigée à angle droit sur 01.. On a évidemment
; = COliS1',
et, de là résulte l’énoncé suivant :
La somme inverse des produits du ruyon de courbure pur la distance centrale est constante pour deux sections quetconi/ues rectangulaires.
Imaginons qu'on superpose les plans des deux indicatrices, en faisant coïncider les centres respectifs de ces courbes et les directions de leurs axes principaux A une même direction quelconque
Pour abréger, nous désignons sous le nom de distance centrale la distance comprise, pour la section que l'on considère, entre la surface et le point central correspondant.
correspondront deux rayons vecteurs exprimes respectivement l’un par vâ, l’autre par Y^p.r. Le quotient de ces deux rayons détermine In quantité V r , c’est-à-dire la racine carrée de la distance centrale correspondante. Ce résultat peut s’énoncer comme il suit :
Le rapport qui s’établit pour nue même direction entre le rayon vecteur de la deuxième indicatrice et celui île la première est tu racine carrée de la distance centrale correspondante à cette direction.
Multiplions membre à membre l'cquation (6) du présent numéro et l’équation (7) du numéro précèdent, page 462. Il vient
tn\ êi ^ ® • *
(8 = -COS* a -t- — sur a.
Remplaçant le rapport — par sa valeur lq x . Iqy , on trouve, toutes réductions faites,
(b) pt sin . 2v — psin . 2a.
Les équations (8) cl (9) expriment les relations qui s’établissent entre les rayons de courbure de deux sections normales conjuguées.
187. Le point central étant le point de la normale dont 1a vitesse est la moindre en grandeur, on peut, en procédant comme il suit, déterminer directement la position qu’il occupe.
Soit n le centre de courbure de la section normale désignée par S, dans le n° 182, page 448, et dirigée suivant la droite OL.
Lorsque le point O' sort du lieu O suivant la section S,, la nor- Fig 75. male peut être considérée comme animée de deux rota-
0_ L lions simultanées, établies respectivement, Tune autour
du point n dans le plan de la section S,, l’autre autour I j du point O dans un plan perpendiculaire à celui de cette ! . /, même section. La vitesse angulaire qui correspond à la
F première de ces rotations est W,; celle qui correspond à
( itiü )
la seconde est N,. Les vitesses qu'elles communiquent h un même point e de la normale sont rectangulaires entre elles et elles ont pour valeurs respectives, l'une le produit ne’.NV,, l'autre le produit Oc’. N,. Si nous représentons la première par ne' , nous pouvons représenter la seconde par e'Ii’, l’angle ne'h’ étant droit et le segment e’/t’ ayant pour longueur
VV
Tirons la droite O //’ et désignons par > l’angle O lie'. On a
lgi==
Oc’
e'Ii'
Concluons que In direction de la droite O h' est complètement déterminée par le rapport des vitesses angulaires NV,, N,, et que la vitesse totale du point e' est représentée en grandeur par l'hypoténuse nlt du triangle rectangle ne'h'.
Cette conclusion étant générale et s’appliquant, en conséquence, à toutes les positions que le point e' peut prendre sur la normale O/t, il est visible «pie, pour déterminer le point central r, il suflit d abaisser du point n sur la droite Oh' la perpendiculaire nh et de projeter en e sur O/t le pied de celle perpendiculaire. De là résulte immédiatement
Oc = Oh . sin > ==. O/t sin1 A,
et, avec les notations du numéro qui précède,
(I) r = psin*>.
Sans changer la figure, imaginons qu’elle soit tracée dans le plan qui touche en O la surface A', et que la droite 01. , menée par le point O perpendiculairement à On, représente la direction suivie par le point O' au sortir du lieu 0. Les droites O/t, OL représentent respectivement, l’une Taxe de la rotation \V,, l’autre celui de lu rotation K,. Il s’ensuit que la rotation résultante aura
pour axe une droite parlant du poiul O cl faisant avec OL un angle n\ anl pour tangente le rupporl
Mais telle est déjà la condition remplie par la droite Oh'. On voit done que l'angle i de la formule (I) n'est autre chose que celui que font entre elles les deux tangentes conjuguées représentées respectivement par OL et On dans la ligure 72, n" 182, page 448. Oc là résulte, en conséquence,
La formule (I) détermine très-simplement le rapport qui existe pour une section quelconque entre le rayon de eourhure de celle section et la distance centrale correspondante. Combinée avec la formule (7) du n" 185 , page 402, elle donne
(2) ft.p sin* i — HU’ = eous“,
et, par conséquent, aussi
(3) . . . . Vf. V sin J = l/K. V/R'«= cons".
Considérons l'indicatrice déterminée par les demi-axes principaux j/ft , V R'. Les rayons vecteurs V^p, V' p, \ correspondent à deux diamètres quelconques conjugués faisant entre eux l'angle >. Cela posé, il est ais’é de voir que les équations (I) et (3) ont pour traduction immédiate les énoncés suivants :
1" Les racines carrées du rayon de courbure el de la dislance centrale sont déterminées pour une même sertion, l’une par le rayon vecteur qui correspond « cette section dans l’indicatrice, Vautre par lu perpendiculaire abaissée de l'extrémité de ce rayon sur le diamètre conjuyué;
2° Le parallélogramme construit dans l'indicatrice sur deux diamètres conjugués a pour surface équivalente celle du rectangle construit sur les axes principaux.
Ce dernier énonce? exprime une propriété connue des sections coniques. Au lieu de procéder comme nous l’avons fait, on peut poser à priori l'équation (3). Il suffit alors de combiner cette équation avec l’équation (7) du n° 185, page 462, pour parvenir à l’équation (l)du présent numéro et formuler, par suite, le premier énoncé.
Reprenons l’équation (C) du n“ 186, page
1 cos‘a sin*a
7^ “"ST Tr-’
et l'équation (1) du n° 187, page 466, r — f.sin* >.
La combinaison de ces deux équations donne
/14 1 sin* A cos* a sin’a
’ ‘ ' o* sin4 / ~ r* = R* ^ II'*
Considérons l’ellipse que nous avons désignée sous le nom de deuxième indicatrice. Elle est déterminée par ses demi-axes principaux R, R'.
Soient m un point de celle ellipse ; O son centre ; mit la normale Fig. 76. eu »» *; On une perpendiculaire élevée en O sur le rayon m vecteur Ont ; Oe la perpendiculaire abaissée du point O / sur la normale mn.
o 4 — t Les droites On , mn étant respectivement perpendieuè laircs, l’une au rayon vecteur O/n, l’autre au diamètre
conjugué avec ce rayon, les angles Onm, mOe sont égaux entre eux et à l’angle A. Il s’ensuit que le rayon de courbure de lu sec-
* La normale dont il s'agit ici u’esl plus la normale à la surface , mais bien la normale à l’ellipse que l'on considère. Le plan de la ligure est celui de cette même ellipse.
lion dirigée suivant Oni est représenté par nui et lu distance centrale correspondante par me. En elfct, l'équation (1) donne
Oni=fl sin X — »
sin >
et, l'on a, d'après la ligure.
^ • me
O ni — mn. sin X =
sin x
Il vient donc évidemment
(2) p = mn , r = me.
On voit ainsi comment il suffit d’une construction très-simple pour obtenir, en même temps, le rayon de courbure et la distance centrale qui correspondent à une même section quelconque déterminée. Sous ce rapport, la deuxième indicatrice ne le cède en rien à la première. Peut-être même doit -clic être considérée comme lui étant préférable.
Veut-on déterminer, en fonction de l'angle a et des rayons de courbure principaux, la distance centrale r? On a
cos* a sin1 a I \ r cos* a sin'
K1 H'* et l’on en déduit
1 r cos* a sin* a i rU * R' ]’
i ± — tg* a
le signe à prendre étant le supérieur ou l’inférieur selon que la première indicatrice est une ellipse ou une hyperbole, autrement dit, selon que les courbures des sections principales sont de mémo sens ou de sens contraire.
18!). Reprenons In formule (8) du n" I7(î, pagc4â8. En y rem-
pinçant hs modules \V, et W, par leurs valeurs respectives R; cl R ’ e^e devient
On peut écrire aussi, comme on l’a vu au n® 187, page 4(50,
N, = W, col i —
eot >.
>. étant l'angle que la section normale que l’on considère fait avec Fiy. 77. S!l conjuguée- Soit, en effet , On la tangente conjuguée t avec la direction OL. La rotation établie autour de cette tangente se décompose en deux autres, l’une Oaétablie autour d'un axe perpendiculaire à OL et représentée en grandeur par , l’autre O b établie autour de la
droite OL et représentée en grandeur par N(. Cela posé, la simple inspection de la figure suffit pour établir immédiatement l’équation (2).
On a, généralement,
cos* « sin’a
De là résulte pour la vitesse avec laquelle varie le module W,, lorsqu’on passe d'une section normale à une autre.
(3) rf(W,) = [^ ~ ^] sin 2a-,/a-
Prenons la rotation f/a égale à l'unité. La combinaison des équations (1) et (">) donne
et l’on a l’énoncé suivant :
Le module (le lu rit esse. * avec lut/ (telle lu courbure tlet sections normales varie de l’une à l'autre est égal à deux fois le module de la rotation de la normale autour de la direction déterminée par la section que l’on considère.
La formule (2) revient à (5). . ' P.N,.t*/=-l **.
Elle implique le théorème suivant :
Le produit des trois facteurs p, N(, tg * est constamment égal à l'unité pour tous les points de toutes les surfaces.
Désignons par / l'angle que la seelion normale, dont le rayon de eourlmre est o', et qui est dirigée à angle droit sur relie dont le rayon de eourlmre est p , fait avec sa eonjuguée. Lu quantité N, restant la même, au signe près, eouformément au théorème des tangentes réciproques, on a
(fi) /.N, tg *' = 1.
La combinaison des équations (5) et (6) donne
L iÜL ,
et de là résulte l’énoncé suivant :
Les rayons de courbure de deux sections normales rectangulaires sont en raison inverse des tangentes des angles gue chat une de ces sections fait arec su conjuguée.
Nous disons le module pour exprimer (pie celle vitesse répond à l’Iivpo- I hèse à = r/jc = I .
En multipliant les deux membres de celte équation par V ou t ts, on a généralement
(lsrr=p. N tgj.
100. Soit « ln vitesse angulaire avec laquelle le plan tangent tourne autour de la caractéristique 0« , lorsque son point de contact sort du lieu O avec la vitesse V dirigée suivant 01.. (Voir la figure 77, page 470.) I.a directrice de ee point sur la section normale OL tournant avec la vitesse ^ , il est visible que la vitesse du point 6 peut être considérée indiirércnimcnt, soit comme résultant de cette rotation et étant exprimée, en conséquence, par le produit O b. soit comme s’empruntant à la rotation u et ayant, en
conséquence, pour expression le produit de la quantité a par la perpendiculaire be abaissée du point b sur la droite On. De là résulte
<u , be — Ob . — > a
et, remplaçant le rapport. ^ par sa valeur sin A,
«. sin >
L’état de mouvement de la normale se compose de la translation Y et de la rotation u. La translation se décompose en deux autres, l'une V cos ; dirigée suivant On, l'autre Y sin A perpendiculaire à la première. La vitesse Y sin A se compose par ^ic d'addition ou de soustraction avec celle qui résulte, pour chaque point de la normale, de la rotation». Il s’ensuit que le point central est celui pour lequel ees deux vitesses sont égales et de sens contraire. Il s'ensuit aussi que la vitesse de ee point est dirigée tout entière suivant la caractéristique Ow , et qu’elle est représentée en grandeur par la composante Y cos 1.
Soient u la vitesse du point central et r la distance de ee point au point O. On a, d'après ce qui précède,
(2) VcosJ,
et, en outre ,
(ô). . . . . . ru = Y sin A.
La combinaison (1rs équations (I) cl (3) lionne
(4) r = p sin* i,
c'est-à-dire lu formule (I) du n° 187, page 400.
L'équation (1) exprime un théorème qu’on peut énoncer comme il suit :
O étant un point mobile sur une surface et P le plan tangent en ce point, le rapport de la vitesse du point O ti la rotation du plan P est égal au produit du rayon de courbure de la section normale correspondante par le sinus de l'angle que la direction suivie par le point O fait avec la caractéristique du plan P.
Ce théorème se trouve énoncé en d’autres termes dans un mémoire de M. Ossian Bonnet sur la théorie générale des surfaces*.
Si l’on voulait exprimer la vitesse a en fonction du mon de courbure p, d'une section oblique inclinée de l'angle p sur la section normale menée par la même tangente, on remplacerait p par le rapport et l'on aurait, en conséquence,
Y cos j.
p, sin X
On peut, d’ailleurs, établir directement ectte dernière formule.
THÉORIE ANALYTIQUE DE LA COURBURE DES SURFACES
.Motions prélimaires.
101. La courbure d'une surface varie, en général, d'un point à un autre. On l’estime, en chaque point, par les courbures
' Vuir le Journal île l'Ërole polytechnique , cahier, tome XIX (1848),
page 10.
qu'affectent en ee point les divers systèmes de lignes qu'on peut tracer sur la surface. Parmi ees lignes les plus simples à considérer sont celles qui résultent des intersections faites parles plans normaux. On les désigne sous le nom de sections normales, et l’on dit de deux surfaces qu’elles ont même courbure lorsqu’il en est ainsi des sections normales qui se correspondent de part et d’autre sous les mêmes inclinaisons relatives. S’agit-il de deux surfaces ayant un point commun et, en ce point, même plan tangent? Si, de plus, les sections normales faites en ce point par un même plan ont toutes, deux à deux, même courbure , les surfaces dont il s’agit ont entre elles un contact du second ordre, et il y a de part et d’autre osculation complète.
La question du contact du deuxième ordre entre deux surfaces se trouvant ainsi ramenée à celle d’un contact du même ordre entre deux systèmes de lignes déterminées, commençons par établir une proposition dont nous aurons plus tard à faire usage.
Lorsque deux courbes ont en un point commun (t, y, c) même tangente, on peut identifier de part et d’autre les vitesses d.r, thj, ilz. Il suffit pour cela d’identifier leur résultante
(1) do = ^/dx, ■+■ d?/* de*.
Suppose-t-on , en outre, qu’en ce point les deux courbes aient même courbure? Il en résulte que les différentielles secondes d* x, d*y, d*z s’identifient de part et d’autre comme celles du premier ordre, et réciproquement. Soient, en effet, a. S, y les angles que la tangente commune aux deux courbes fait avec les axes coordonnés; on a, généralement,
(2) . . dx — do . cos o , dy— do . cos G , dz — do. cos y , ce qui donne
(3) . iPx = iPo eos a — do. do. . sin a , d’y = iPo . eos G — do.di sin G ,
iPz = tPo eos y — dody sin y.
L'équation (I) donne, en même temps,
... „ tl.rd*x -v- dud‘11 -t- ilzil-z
(4) tPa
V (Ix1 ■+■ dtf -t- Hz*
Cela posé, si 'les courbes ont même courbure, les \ ilesses angulaires il*, f/6 , dy correspondent , de part et d’autre, à une même rotation de la tangente commune. Elles ont donc, deux a deux, mêmes valeurs. Eu égard aux équations (3) et (4), il s'ensuit évidemment que l égalité de courbure implique celle des différentielles secondes iFx, tPy, <Vz.
Réciproquement, si ces différentielles secondes ont, deux à deux, mêmes valeurs, les équations (3) et (4) fournissent, de part et d'autre, des valeurs identiques pour les vitesses angulaires dv, f/6, dy. L’identité de ces vitesses implique celle de leur résultante, et, par conséquent aussi, ( identité de courbure.
Concluons que là où deux courbes ont, en un point commun , même tangente, l’égalité de courbure implique celles des différentielles secondes d*x, d*v , d'z, et réciproquement.
Courbure des sections normales et des sections obliques.
1 1)2. Soit une surface quelconque A , rapportée i\ des axes coordonnés rectangulaires , et ayant pour équation
Pour abréger, nous représenterons, comme on le fait habituellement, par p et q les dérivées partielles du premier ordre Fl(ar, g), Fj(x, y), et par r, s, t les dérivées partielles du second ordre F;(x, y), F;.,(j-,y), F>,y).
On a, d'n bord,
(2) tlz — pdx — qdy = o ,
puis, différenciant une seconde fois,
(3) . . . ifz — piPr — qd'tj -— r.tlx* -t- is.dxdy -t- t.dy'.
Soient ni un point pris sue In surface A, et S une section plane faite dans celle surface par le point ni.
Considérons le cercle oscillateur en m à la section S et, quel que soit ce cercle, concevons-Ie tracé sur la sphère
En opérant sur l’équation (4), corame on l'a fait sur l’équation (1), on Ironie, en premier lieu ,
(5) . . . (x — a)rfx (y — 6)rfy ■+-(* — c)dz — n, et, en second lieu ,
(6) . ( x a)(Px -f- (y — è)iPy •+■ (z — c)rPz—dx* -t- rfy’ -t- dz' = du*.
On sait, d’ailleurs, conformément aux déductions du n° 161, que les quantités dx , rfy, dz, <Px , rf*y, iPz peuvent être considérées comme identiques dans les équations simultanées (2) , (5), (3). (6).
Sans rien changer à ce qui précède, nous pouvons assujettir la sphère à toucher en in la surface A. Il s’ensuit que le centre de celte sphère se trouve sur la normale en m à la surface A et que ses coordonnées u, b, c satisfont à l’équation de cette droite, De là résulte immédiatement *
Ces valeurs substituées dans l’équation (4) donnent
Substituées dans l'équntion (.’>), elles vérifient l'identité de celle
* En désignant par /, u. v les coordonnées courantes de la normale, on sait, conformément aux formules (51 et (t) du n° 165, page il 7, que celle droite a pour équations générales
équation avec l'cquation (2). Substituées dans 1 équation (fi), elles donnent
(9) d!z — pd'x
et, eu égard à l'équation (5),
rdx*
il o'
'2-sdxdy -r- tdif
La comparaison des équations (8) et (10) fournit la relation finale
do 1 \/ 1 ■+- p* (f ‘ rdx' -h 2 xdxdy tdy*
Les coordonnées 11, b, c sont, d’ailleurs, déterminées par les équations (7) et (10).
Cela posé , la section S peut être normale ou oblique.
Dans le premier cas, la section qui lui correspond dans la sphère est un grand cercle, et elle a pour rayon de courbure le rayon p déterminé par l’équation (H). Dans le second cas, la section correspondante est un petit cercle. Néanmoins la sphère sur laquelle ce cercle est tracé ne change pas si les quantités ilx, dy, dz restent les memes, c’est-à-dire si la section oblique a même tangente que la section normale considérée d’abord. Or, en ce cas, si l'on désigne par -f l'angle des deux sections cl pur p, le rayon du petit cercle, un a évidemment
(12). ...... . p, — p.COSy.
De là résulte la conclusion suivante:
Pour toute section normale le rayon de courbure est fourni par l’équation (H). Pour toute section oblique, ayant même tangente , il est fourni par l'équation (12).
1 93. L'équation qui détermine le rayon p peut s'écrire comme il suit :
(I). r{x~xy+îs(y'-y)(x’-x)-i-t{ÿ—y'f=-V'l-*-p,-*-qt,
j éUml une longueur quelconque, mesurée à partir du point m suivant la tangente à la section normale que l’on considère, et x’, y' les coordonnées du point suivant lequel l'extrémité de celle longueur se projette sur le plan des xy.
Le rayon vecteur <7 restant arbitraire, 011 peut le prendre tel que, pour chaque section normale, on ait constamment
Dans cette hypothèse, l'extrémité du rayon vecteur <s reste sur une certaine courbe située dans le plan tangent et ayant pour projection sur le plan des xy
(3) r[x — ur)1 -r- 2«(ÿ' — y){x' — x) /(»/ — yf= V\ + f + q\
La eourbe déterminée par cette é«]iiulion et celle du plan langent est l'indicatrice déjà mentionnée dans les numéros 171 et 174, pages 424 et 431. Il suffit, d’ailleurs, de considérer celte
eourbe pour en déduire directement les énoncés qui suivent :
1° Les rayons de courbure des sections normales comportent , en général, un maximum et un minimum , les plans normaux correspondants étant rectangulaires;
2° La somme inverse des rayons de courbure appartenant à deux sections normales rectangulaires est comptante;
3° Lu courbure d'une section quelconque est déterminée par celtes qu'affectent les sections de plus petite et de plus grande courbure.
Supposons l’origine transportée au point m, et prenons pour plan des xy le plan qui louche en ce point la surface A. Les quantités p et q s'annulant toutes deux , 011 a, pour équation de l'indicatrice,
(4) rx'* -1- '2sx'y ' -t- ty'* — I.
Choisit-on les axes de manière à ce que cette courbe soit rapportée à ses diamètres principaux’.' Il vient en outre s — 0.
Cela pose, si l'on annule les <|uanlités p, q, » dans l’équation (I I) du n” 192, page 477, on trouve , pour le rayon de courbure d'une section normale quelconque,
ilxt -t- il y'1 9 = nlx- -t tdy1 ’
ou, désignant par ji l’angle que la tangente à la section que l'on considère fait avee l'axe des x,
r cos1 a 4- < sur a
Soient R, H' les rayons de courbure principaux. L’équation (G) donne, pour a = o,
ït ~r’,
et pour a = —
De là résulte, en général,
I ros!a sill’a
l'équation (7) n'étant autre chose que l'équation (i>) du n" 171, page 424.
194. Autrement. — Conservons les données du n° 192 cl désignons par ni un point mobile assujetti à rester sur la surface A.
Soient x’, y’, z’ les coordonnées du point ni; li la perpendiculaire abaissée du point ni sur le plan qui touche en m la surface A; m” le pied de relie perpendiculaire; x", y", z" les coordonnées du point »i".
Les points m et m" étant tous deux dans le pian tangent en m, on a
MO
Les points m' et m" étant tous, deux sur une meme droite perpendiculaire au plan tangent en m, on u, eu même temps,
11 est visible, d’ailleurs, qu'en désignant par y l’angle que la normale au plan tangent fait avec l'axe des z, on peut écrire immédiatement,
(d). . . . z — z = h cos y = — —
L’équation (1) revient à
(4) z'-z"=p(x' - X ") +■ q(y'—y")+z’—z -p{x' —x)-q(y — y). Eu égard aux équations (2), l’équation (4) donne
(li] z'—z — p(jc'—x) — (i(iï—y)
Cette valeur substituée dans l'équation (ô) eomluit à la relation
(ti). ,li y I -h p* q*= z —z — p(. r — x) — q{y — y).
Différencions deux Ibis de suite l'équation (ti), en y considérant comme constantes les quantités déterminées x, y, z, p, q, et posons x' — x, y — y, ~ -= z dans le résultat de 1a seconde différentiation, eu qui revient à considérer le point m' au sortir du lieu m. On trouve ainsi
(7 ). . . iPli V I -t- py -+- ij* = iPz — jxPx — q<Py-
Ou peut parvenir à l'équation (5) en posant
h — y W — x’’ f -M j/ - !/")» + Fy,
cl substituant iiour x' — x", \j — y" les valeurs fum nies par les équations (2).
Combinée avec l'équation (5) du n” I 92, page 47.'), I équation (7) donne
, , , rdx‘ isih'du ■+■ idy*
Supposons que le point m" décrive une section oblique Sj. En désignant par li, la perpendiculaire abaissée du point m’ sur In tangente en m à la section S,, et par -r l'angle que le plan de celte section fait avec eelui de la section normale menée par celle meme tangente, on a évidemment
(9) /( = /),. cos -r.
(Pli — (Pli, eos
et, eu égard à l'équation (8),
■ cos ?Vi -+ - p* -*- (/*
Soient (la la vitesse du point »»' au sortir du lieu m ; \Y, la v itesse angulaire simultanée de sa directrice; p, le rayon de courbure corres|iondan(. Ou a, d'après la formule établie dans la note du n° 173, page 427,
(11) (Plt' = 'W,.fla = -—.
Pi
La combinaison des équations (10) et (1 1) donne
, . «fe* V I ■+■ »* «’
(12) . . . . p,— — — — — . COSe.
’ rrfx-t-2s(/xf/y-t- Idy*
S'agit-il maintenant de la section normale S ayant même tangente que la section S,? En désignant par p le rayon de courbure de celte section normale et posant j. = o, on trouve
rdx * -t- 2« Ixdy -t- tdif
et I on cil déduit, comme on l'a déjà vu,
(14) p, = p.cos r.
Le procédé que nous venons de suivre sc simplifie beaucoup lorsqu’on prend le plan des xg parallèle au plan qui touche cil m la surface A. Les quantités/) et q étant milles, l’équation (3) du n° 1112, page. 475, donne immédiatement
(Pz = rdx* -t- 'isdxdg -+- tdtf = (Pli.
De là résulte, en procédant comme on l a fait tout à l’heure, à partir de l’équation (11) ,
da*
rr/x* -+■ '■Isdxdg -+- tdtf
et l'on a , d'ailleurs,
p, p . eos f.
11).’). Autrement. — Soient p un point mobile assujetti à décrire une section normale; a, €, ries angles que la directrice du point n fait avec les axes coordonnés. En désignant par W la vitesse angulaire de cette directrice, on a, d’après la formule (I) du n° 139, page 300 ,
( I ). . . \V = V (d eos -i- (d eos 6)* -+- (fl cos y )*.
Prenons le point p au sortir du lieu m. La directrice tourne autour de ce lieu et les vitesses de ses différents points sont toutes dirigées parallèlement à la normale en m à la surface A. Les formules (2) du n° 139, page 560, permettent d’exprimer celte condition en posant
(2) . . . d . cos %—p.d cos y, d cos 6 = q- d eos y.
La combinaison des équations (I) et (2) donne
(3) . . . . W = :£ V 1 -h p* -t- q* . d cos y.
iHÔ )
On a, d'ailleurs,
(i) cos* a -+- cos* 6 -t- cos’ y — I ,
et, par suite,
(5) . . cos a . A cos se ■+■ cos ç . il cos 6 ■+■ cos y. A cos y = o.
I)c là résulte, en substituant dans l'équation (’i)les valeurs fournies pnr les équations (2) et supprimant le facteur A cos y devenu commun à tous les termes de la transformée,
(6) p eos a •+- q cos 6 eos y — o.
Différencions l’équation (ti) en y considérant comme variables toutes les quantités qu’elle renferme. Cela revient à tenir compte non pas seulement de la rotation de la normale autour du centre de courbure correspondant, mais, en outre, de la rotation de cette droite autour de la directrice du point pi. Cette deuxième rotation ninfluc ni sur la position de 1a directrice, ni sur sa vitesse angulaire actuelle. Elle n’altcre donc en rien les différentielles A vos a, A cos C, A cos y. On peut, en conséquence, substituer dans le résultat de la différentiation les valeurs fournies par les équations (2).
Eu opérant comme nous venons de l'indiquer, on trouve
(7) . ... A cos y
et par suite,
Soit p le rayon de courbure de la section normale considérée.
On a
( A a Ao .V \ •+• p* -(- fy1
^ ^ W Ap . cos a A(f . cos ê
Ap . cos * -4 - Aq . eos 6
Ap cos jc Aq cos 6 V\ +J)! + (y*
Remplaçant les quantités eos a, cos », dp, d< / par leurs valeurs respectives ~ , rdx ■+• s<l;j, sdx + idtj, il vient
da 1 V I -+- p* -+- ‘
rdx* 'isdxdy -+- tdy‘
C’est le résultat obtenu dans les numéros qui précèdent. Il implique toutes les conséquences déjà développées.
1%. Autrement. — Soient x', y', z les coordonnées courantes de la normale; x, y, z celles du point où la normale s’appuye sur la surface A. On a, généralement,
Lorsque la normale sort du lieu qu’elle occupe, les composantes des vitesses qui animent scs différents points satisfont aux équations différentielles
\dx'—dx = — p(dz' — dz) — ( z' — z)dp , j dy' — dy — — q(dz' — dz) — (z' — z)dy.
Soit m le point de la normale qui coïncide avec le centre de courbure de la section normale déterminée par le déplacement initial du point (x, y, z). Le point m' se distingue des autres points de la normale en ec que sa vitesse actuelle est nécessairement * perpendiculaire à celle du point {x,y, z). Cette condition exige que l’on ail
dxdx' -+- dydy -+■ dzdz = o, ou, ce qui revient au même,
(3). (dx'~ dx)dx (dy' — dy)ily -+- (dz' — dz) dz -t -da*=o.
Les équations (1), (2), (3) déterminant d’une manière complète la position du point m', on a d'abord, en vertu des équations (1),
(4). P = l/(x - *)*+ (y- yf+ (z- zf =(z'-z) V I + p*+
Nous disons nécessairement parce que celle condition subsiste indépendamment de tout glissement île la liminale sur elle-mcme.
t, étant le rayon de courbure de la section normale que l'on considère.
Substituons dans l’cquation (3) les valeurs fournies par les équations (2). Il vient
(3). (dz — pdx — qdy) ( dz dz) — (z’ — z) [dpdx + di/dy ] — d»* '
Çf, comme on n
dz — pdx -*• qdy,
il s’ensuit que l’équation (5) se réduit à
dp.dx + dy . dp
La combinaison des équations (4) cl (t>) donne* immédiatement
du* 1/ 1 -4- p* -t- r/a
‘ dp . dx -t- dfj . dxj
Celte solution identique avec les précédentes se distingue , nous parait-il, en ec qu’elle est peut-être plus directe et qu elle offre, d’ailleurs, une extrême simplicité.
197. Considérons, en particulier, les sections principales. La condition qui les détermine consiste en ce que le point de la normale qui correspond à leur centre de courbure peut être considéré comme dépourvu de toute vitesse actuelle, lorsque la direction suivie par le point (x, y, z) au sortir du lieu m est celle de la tangente à ces mêmes sections. Si l’on annule, en conséquence, les composantes dx', dy' dz', on déduit des équations (2)
dx -i- pdz dp
dy -t- ydz dy
Celte analyse n’est pas seulement applicable au cas particulier traité dans te texte. Elle s'étend d'elle-inéme au mouvement d'une droite quelconque dont la direction se trouve déterminée en même temps que les coordonnées de l’un de ses i>oints.
De là résulte, en ce qui concerne les directions des sections principales, l'équation de condition
' dx -4 ]nlz dy +- qdz nix t- sdy sdx ldi/
Remplaçant dz par sa valeur pdx -+- qdtj et développant, on trouve „
pfrf (!+/>«)< h» 1 P'lr- 1 »■*•/»>
Lf/xJ (I -t- </*)* — pql LdxJ ( I -f- qi)s — pqt
L'équation (10) fait voir que les sections principales sont, en général , au nombre de deux. Elle fournit leurs directions et permet de vérifier qu’elles sont rectangulaires, soit en opérant directement, soit plus simplement en prenant le plan des xy parallèle au plan tangent , ce qui donne
et prouve immédiatement la proposition énoncée. L’équation (8) donne, il’une part,
, dx(\ +- pqdy
rdx + sdy
et, d’autre pari ,
(I -« q*)dy + pq .dx sdx •+- Idy
On déduit de la première de ees transformées
il y r(z' — z) -f- I ■+■ p*
d. r pq s ( s ' — 2)
et, de la seconde,
''y __ pq + g)
dx I ■+(/*-(- l(z' z)
En égalant entre elles ees deux \aleurs du rapport ^,on trouve, après réduction,
(H). (,•- ,f * <‘ * Ûi 1 ■ * ?’>'• (,- - ,) H- 1 - ■ f. ' t _ ' rl — s * rt — x 1
Soit R le rayon de courbure de l’une ou l’autre des deux sections principales. L’équation (4) du n" 196, page 484, donne
De là résulte, en substituant,
(12) R' t (1 -t-p*) < — fyr/s -4- (1 +qt) r R ^ i+p'-t-q'
‘ 1 -+-p*+7‘ + rt — s» v/.j+pVç* + r< — **
Au lieu de procéder, comme nous venons de le faire, on peut opérer sur l'expression générale du rayon de courbure, chercher Ja différentielle de cette expression et l’égaler à zéro. On détermine ainsi les directions des sections de plus grande et de moindre courbure, l’équation qui les donne n’étant autre que l'équation (10), et celle qu’on en déduit, pour les rayons de courbure principaux, se confondant avec l’équation (12).
Si l’on appliquait à la normale l'équation (2) établie au n° 132, page 345, comme expression de la condition à remplir pour que la vitesse du point central puisse être nulle à l’origine du déplacement considéré, on devrait écrire,
d(x -+- pz) d(y-t-(]z)
dp dq
* On voit par cette équation que les rayons de courbure principaux sont ou non de même signe , selon que le binôme rt — s* est positif ou négatif. Il s’ensuit qu’à partir du point de contact, la surface commence par être située tout entière d'un seul et même côté du plan tangent, ou, au contraire, patêtre située, partie d'un côté de ce plan et partie de l'autre, selon que le binôme rt — ** est plus grand ou plus petit que zéro.
ce qui lionne
il ij [ ilx -4- pdz + zdp] — dp ( ilij + qdz -t- zdq ) ,
et, supprimant le terme zdpdq commun aux deux membres ,
^ ^ dx -4- pdz dij ■+■ qdz
Ce résultat n’est outre que celui exprimé par l’équation (8) et reproduit sous une autre forme dans l'équation (9).
Ombilics.
1 98. Nous avons trouvé, pour expression générale du rayon de courbure d’une section normale,
t ( ^ du* V 1 -4- p 1 -4- q 1
rdx * -4- 2 sdxdy -4- tdy*
Lorsqu’on y remplace la quantité dz* par sa valeur dx * -4- dy' •+- dz* = ( t •+• />*) dx1 + ipqdxdy -4- (1 -4- r/1) rfy*, il vient
( I -+- P‘) «k* + 2 pqdxdy -+- ( I -+- q*) dy «
S’agit-il maintenant de l'un de ces points singuliers qu'on clésigne sous le nom d’ombilics et pour lesquels les sections normales correspondantes ont toutes même courbure? Le second membre de l'équation (2) devant rester le môme, indépendamment de toute valeur attribuée au rapport ^ , il faut que l'équation
( Wî» )
ne cesse pas d’être satisfaite lorsqu'on y dispose arbitrairement de la quantité ~ , et que l’on considère toutes les autres comme constantes.
De là résulte ,
I 4- p*= c. r, /jff = c.s, 1 ■+■ ff'—c.t,
cl, par suite, élimination faite de la constante quelconque c,
(-) + < _ pr,
Concluons que tout point d’une surface est ott n’est pas un ombilic , selon que les coordonnées de ce point satisfont ou ne satisfont pas aux équations (5).
On parvient au même résultat , en partant de l’équation (10) du n" 197, et exprimant qu'elle subsiste indépendamment de toute valeur attribuée au rapport ~ .
LIGNES DF. COURBURE
Lieu des normales menées suivant ces lignes. Arête de rebroussement de ce lieu.
199. Les lignes de courbure étant définies, comme on l’a vu au n° 181, page 447, on reconnaît immédiatement qu’elles satisfont, en chacun de leurs points, à la condition exprimée par l’une quelconque des équations (9), (10), (13) ou (14) du n“ 197. Il s’ensuit que chacune de ces mêmes équations est l’équation différentielle de la projection des ligues de courbure sur le plan des xy.
Supposons qu’on ait déterminé les équations d’une ligne de courbure. Celles de la normale étant, comme au n" 196, page 484,
*'— * -+-p(z'—z) = o, y'—y + q{z'—s) = o, il sufiil d’éliminer les variables r, y, z entre ces équations et
celles de In ligne de courbure que l’on considère pour obtenir l'équation du lieu des normales menées suivant ces lignes.
Imaginons que les coordonnées courantes x', y', z soient parti» culnrisées de manière à s’appliquer exclusivement h l’arète de rebroussement du lieu mentionne ei-dessus. Celte arête est en même temps sur le lieu des centres principaux de courbure, c’està-dire sur In surface qu’on oblienten éliminant les variables x,y,z entre l’équation de la surface donnée et les équations (I) et (6) du n° 196. Cette élimination faite, les équations obtenues pour le lieu des normales et pour celui des centres de courbure principaux sont les équations de l'arête de rebroussement cherchée.
APPLICATIONS GÉNÉRALES CONCERNANT LES SURFACES
Courbure des surfaces de révolution.
200. Lorsqu’une droite se déplace en restant normale à une surface, selon (/uc sa trace sur lu surface suit ou ne suit pas la direction d'une section principale, les vitesses simultanées de ses différents points sont ou non dirigées dans un seul et même plan. Supposons que la direction suivie soit celle d'une section principale : les vitesses des différents points de la normale sont dirigées dans un seul et même plan. Néanmoins, elles peuvent être toutes égales, ou toutes différentes. Elles sont toutes égales dans le cas particulier d’une section principale dont la courbure est nulle à l’origine du déplacement considéré. Elles sont toutes différentes dans le cas général d’une courbure quelconque, et l’on peut appliquer à ce cas général la déduction suivante, déjà indiquée au n” 181 , page 447 :
Lorque la normale à une surface sort du lieu qu elle occupe suivant la direction d'une section principale, elle a un point
dont lu vitesse est nulle el réciproquement. O point eut le centre de courbure de la section principale qui correspond au déplacement considéré.
Crin posé, s’agit-il en particulier d’une surface de révolution* Il est visible que lu section méridienne est une section principale. Il est visible aussi que la direction perpendiculaire h la section méridienne, est fournie par le parallèle, et que, pour cctle direction , le point de In normale dont la vitesse est nulle est précisément celui où la normale vient couper l’axe de révolution. Concluons que
Dune les surfaces de révolution les rayons de courbure principaux sont respectivement , l'un celui de la section méridienne au point considéré, Vautre la partie de ta normale ' comprise entre ce même point et l’axe de révolution.
On voit aussi, sans aucune difficulté, que
Les lignes de courbure sont déterminées, en chaque point , par lemiridien et le parallèle correspondants.
Courbure des surfaces développables.
201. S’ngit-il d’altord des surfaces cylindriques? Les sections principales sont déterminées, en chaque point, par In section droite et par la génératrice rectiligne correspondnnlcs. Ici donc aucune difficulté. L’une des courbures principales est nulle. L’autre est celle de la section droite nu point considéré. Les lignes de courbure se confondent cl coïncident avec les sections principales
’ l.a normale il la surface sr confond , en chaque point , avec la normale à la xcrlioo méridienne correspondante.
S’agit-il ensuite dune surface quelconque développable et non cylindrique? On peut, en général, la considérer comme le lieu des tangentes à son arête de rebroussement et partir des données suivantes qu’il suffît d’énoncer.
Lorsqu'une droite assujettie à décrire une surface développable sort du lieu qu’elle occupe, elle reste tangente à l'arête de rebroussement et son état de mouvement se résout en une rotation autour du point où elle tourbe cette arête. La vitesse de ce point étant supposée nulle, celles des autres points sont toutes perpendiculaires à la génératrice et situées dans un même plan. Il suit de là qu’il n’existe qu'un seul et même plan tangent pour tous les points d’une même génératrice, et que ce plan coïncide avec le plan oscillateur de l’arête de rebroussement.
Cela posé, voici les conséquences immédiates :
Les sections principales sont dirigées, pour chaque point, l’une suivant la génératrice passant par ce point , l'autre perpendiculairement à cette même génératrice.
L'une des couibures principales est nulle. L’autre varie généralement le long de lu génératrice.
Les lignes de courbure sont, d’une part , les génératrices rectilignes, d'autre part, les trajectoires orthogonales de ces mêmes génératrices.
Soient m et o deux points d’une même génératrice, l’un quelconque, l’autre situé sur l’arête de rebroussement. lorsque la génératrice om sort du lieu qu’elle occupe, elle tourne autour du point o avec une vitesse Wet communique au point m une vitesse actuelle V. De là résulte, en premier lieu,
h étant la distance du point m au point o.
Soit W” la vitesse angulaire simultanée du plan qui touche la surface le long de la génératrice om et qui coïncide en o avec le plan oscillateur de l'arête de rebroussement. En désignant par II le rayon de courbure de la section principale faite en m per-
pcndiculaircincnl h la génératrice, on peut écrire immédiatement
o et a étant les rayons de première et deuxième courbure qui correspondent au point o de l’arétc de rebroussement.
L'équation (2) montre que le long d une même génératrice , le rayon principal K croît proportionnellement à la distance comprise sur celte génératrice entre l’arètc de rebroussement cl le point que l’on considère. Elle suffit, d'ailleurs, pour résoudre complètement la question proposée.
Si l’on pose h = o, il en résulte
De là, l'énoncé suivant :
Soit S une ligne quelconque à double courbure; A la surface développable dont lu ligne S est l’arête de rebroussement ; o un point de cette arête; opi lu tangente en ce point ; Sm la section faite dans la surface A par le point m , perpendiculairement à lu droite orn. Cela posé , si la distance oin est prise égale au rayon de première courbure de la ligne S au jnjinl o, l’égalité subsiste entre la deuxième courbure de la ligne S en ce 'même point et la courbure en m de la section principale S„.
On observera que, dans le cas des surfaces développables, il n'existe en chaque point, pour toutes les directions, qu’une seule et même caractéristique du plan tangent, la génératrice rectiligne passant par ce point.
Courbure des surfaces réglées gauches.
202. Soit I) la génératrice rectiligne d’une surfuec gauche quelconque A. Si, dans le déplacement de la génératrice D, on assujettit un de ses points à décrire la trajectoire orthogonale des
positions qu elle prend successivement, ses autres points remplis* sent en même temps eette même condition *. On sait, en effet, que les vitesses simultanées des differents points d'une droite mobile sont, à la fois, toutes perpendiculaires ou toutes obliques à eette droite.
Supposons la droite I) projetée en O sur un plan P perpendieu-
l’ig. 78. laire à sa direction. Supposons, en outre, qu’elle sorte h du lieu qu’elle occupe en remplissant la condition préi» ccdenle. Les vitesses des différents points de la droite 1) ^ sont , par hypothèse , perpendiculaires à cette droite et , par conséquent, parallèles au plan P. Il on résulte que
o‘ !° si l’on transporte en O les vitesses de ces différents
* points, leurs extrémités viennent toutes aboutir à une même droite BB' située dans le plan P. ( I ,e partie, Théorème VII, page 45 ). Il en résulte aussi que les vitesses ainsi transportées sont les projections sur le plan P de ces mêmes \ itesses considérées dans leurs vraies positions.
On sait que les vitesses des différents points de la droite 1), lorsqu’on les prend dans leurs vraies positions, ont pour lieu de leurs extrémités une droite oblique sur la droite D. (I" partie, Théorème VI, corollaire 4, page 45.) Désignons par * celte deuxième droite et observons qu’elle est située dans le plan mené par BB' |H.>rpcndiciilairemrnl au pian P.
De là résultent immédiatement les conséquences suivantes.
Il est un point de la droite D dont la vitesse représentée par la perpendiculaire O» abaissée du point O sur la droite BB' est moindre que toutes les autres. Ce point dit point central , d après M. Chasles, est situé sur la plus courte distance des droites D, x.
Soit O le point central ainsi déterminé. L'étal de mouvement de la droite I) consiste en une translation u représentée par 1a vitesse Oa du point central et en une rotation a établie autour de la droite Oa.
* Celte remarque s'applique à toutes les surfaces réglées. 11 eu résulte que, dans ces surfaces, il y a toujours équidistance entre deux quelconques des trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes.
Soient ro un point quelconque «le In droite 1); On Ih vitesse actuelle de ce point.
Considérons les deux sections normales faites en m dans la surface A, l’une suivant la droite On», l’autre perpendiculairement à cette droite, et désignons eelle-ei par S„. Considérons, en même temps les tangentes réciproques déterminées par ces deux sections. Celle de ces tangentes dont le point de contact glisse le long de la génératrice Ont tourne autour de cette génératrice, comme la droite On tourne autour du point O dans le plan P. Or, en désignant par h la distance O/u comprise entre le point m et le point central O, on a
(1) un^h.u,
et, dans celte équation, la quantité u doit être considérée comme constante.
De là résulte, en prenant cigale à l’unité la vitesse du point m sur la génératrice Om, et en représentant pur nn' la vitesse correspondante du point « sur BB',
nn = a.dh -= ai.
Par les points n , n menons les droites nb\ n'b', l’une perpendiculaire, l’autre parallèle à O n ; désignons, d’ailleurs, par e l’angle nOu et son égal b'nn'. On a , comme expression de la vitesse angulaire des tangentes réciproques considérées,
nb'
Oh
hh. cos e a
= — cos1 f
Oh u
Soit a l’angle que fait avec la section S. l’une des sections prin-
* La longueur 0 a représentai!!, par hypothèse , la vitesse u , on a Ou = u = On .cos t ,
et, par suite,
. 1 cos £
On u
cipalcs passant par le |H>inl m. La formule (7) du n° 170, page 457, donne
Or, ici l'on a
CO
>',== — cos’ï, \V,= o, W., = ->
« fi
p étant le rayon de courbure de la section S„. Il vient donc, en substituant,
(2) tg 2a = 2 - . p cos’ e.
Soient it, H’ les deux rayons de courbure principaux.On a, conformément aux équations (10) et (1 1) du n* 1 70, pages 458 et 430,
COS a
(sin’ a COS* a
et, par suite, (a étant l'angle que la section normale dirigée suivant la génératrice rectiligne fait avec la section principale dont le rayon de courbure est R'),
V I ■+• tg’ — I
R’— p [1 — col* a] =
1 — V \ -t- tg* 2a
Tout est ainsi déterminé en fonction du rayon p de la section S„.
On observera qu'en élevant au carré les équations (5), puis les soustrayant membre à membre, on trouve, après réduction,
205. En divisant membre à membre les équations (4) et donnant un même signe aux deux rayons de courbure principaux, on trouve
(5) *B « -* ty^ïF' ‘
On sait, d’ailleurs, que l’angle a est celui que la section normale dirigée suivant la génératrice rectiligne fait avec la section principale dont le rayon de courbure est représenté par IV. Multipliées, membre à membre, les équations (4) donnent
RR' = -
tgs 2« ’
et, eu égard à l’équation (2),
RR'=
u* cos4 1
On a trouvé précédemment
N, = — cris- f .
On peut donc écrire
RR
L’équation (8) exprime la propriété suivante :
Lorsque la normale « une surface ijauclie sort du lieu qu elle occupe, suivant une génératrice rectiligne, et arec une vitessede translation égale à l’unité, le carré de sa rotulionautovr decette génératrice a pour valeur inverse le produit des rayons de courbure principaux correspondants.
Désignons par A' la distance comprise entre le point central O cl le point de la droite D où le plan tangent à la surface A fait un
angle de 4b° avec le plan langent au point central. On a, généralement ,
an ail u .
De là résulte, en faisant e = 45° et remplaçant h par /*',
et, par suite ,
Ou a, d’ailleurs,
js e < h 1
Substituant cette valeur et remplaçant - par h' dans l’équation (7), on trouve
ltR
Soient O k la génératrice, et e/ unc perpendiculaire à cette génép. -g ratrice menée par le point central O. Prenons Oe égal à h', joignons le point e au point considéré m, et, sur , em, élevons en m la perpendiculaire mf. Ou a ainsi,
em = /** -+■ li'1 = h'.ef.
Ii'+ h
Il vient donc
et, par conséquent,
(10) RR' = — (e/")1.
Les équalions (*J) et (10) expriment plusieurs propriétés eu-
rieuses des surfaces gauches. Ces propriétés peuvent s’énoncer comme il suit :
1° Les rayons de courbure principaux en un point quelconque d’une surface gauche, sont de signes contraires;
Ü° Le produit des rayons de courbure principaux est le même en lieux points situés, sur une même génératrice à égale distance du point central ;
3° Le produit des rayons de courbure principaux au point central d'une génératrice quelconque est égal au carré de lu distance comprise sur cette génératrice entre le point central et le point où le plan tangent fait un angle de 43° avec le plan tangent au point central ;
4° Si l'on substitue au point central le point où le plan tangent fait un angle de, 43“ arec le plan tangent au point central, le produit des rayons de courbure principaux est quatre fois plus grand;
3° Le produit des rayons de courbure principaux , en un point quelconque d'une surface gauche, est égal au carré de l'hypoténuse du triangle rectangle ayant pour hauteur la distance du point donné au point central de la génératrice correspondante , et, pour segment adjacent à cette hauteur, lu distance de ce même point central au point de la génératrice où le plan lungent fait un angle de 43° avec le plan langent au point central.
ÜU4. On a directement (voir la ligure 78 > page 41)4)
Ou u
V étant la vitesse totale du point tn.
Si l’on substitue cette valeur dons l'expression de la quantité N, et dans l’équation (7), il vient
( jOO )
rl
UR
De là résulte, eu ne considérant que les valeurs absolues des rayons de courbure principaux ,
^RR7
ou
Soit m un point d’une surface A; R, R' les rayons de courbure principaux correspondants. On peut convenir, avec M. Gauss, de
considérer In quantité-^. — comme exprimant la courbure de la
surface A au point m. Cela pose, il est aisé de voir que les équations (8) et (12) expriment, par rapport aux surfaces réglées gauches, les deux théorèmes énoncés comme il suit par M. Ossian Bonnet * :
1° « La courbure dans une surface gauche est égale à l’angle
> des plans tangents au point considéré et au point infiniment • voisin appartenant à la même génératrice rectiligne divisée par
> la distance de ces points. »
2" « La courbure de la surface varie le long d’une génératrice » rectiligne dans le rapport inverse du carré de la perpendiculaire
> menée à celte génératrice cl terminée à la génératrice infini- » ment voisine. »
Si l’on dégage ces énoncés de la considération des infiniment petits et qu’on les traduise en langage ordinaire, on peut les formuler de la manière suivante :
1“ La courbure dans une surface gauche est égale au module; de la vitesse angulaire gui anime la normale dans son déplacement suivant la génératrice rectiligne ;
2° La courbure de la surface varie le long d'une génératrice
' Journal (le J École polytechnique , 32*" cahier, tome XIX. (1818), pages 18 et 01.
rectiligne dans le rapport inverse du carré de la vitesse de circulation communiquée au point que l’on considère par le déplacement de cette même génératrice.
Appliquons au point central 0 In formule (H). U vient, en faisant V = u,
et, par suite,
1 _ 1 t/RK' *'
Celle dernière formule comporte l’énoncé suivant :
Lu courbure au point central d'une génératrice rectiligne est égale à la valeur inverse de la distance comprise , sur celle génératrice, entre ce même point et celui où le. plan tangent fait un angle de 43° avec le plan tangent au point central.
Remarqie. — Oii observera que l’équation fondamentale
ÏÏÏÏ7
peut s'établir « priori comme conséquence immédiate de l'équation (14) du n° 170, page 439. Il suflit pour cela d’observer que l’une des courbures exprimées par — ou par ~ pour le cas général, devient nulle dans le cas particulier d'un déplacement effectué le long d’une génératrice rectiligne.
Théorie des surfaces enveloppes.
Étant donnée l’équation
elle représente une surface qui change, en général, de forme et
de position en même temps que l'on fait varier le paramètre t. Soient A celle surface; y un point assujetti à s'y mouvoir; ar, y, z les coordonnées de ee point.
I-n direction suivie par le point y à tin instant quelconque est déterminée par les valeurs correspondantes des quantités dx, il y, ilz et celles-ci satisfont à l'équation différentielle
ou bien à cette autre équation
selon que la surface *A persiste dans son état actuel ou qu’au contraire elle passe de cet état b un antre.
Posons
La combinaison des équations (I ) et (4) donne, en général, pour chaque valeur du paramètre a une section déterminée de la surface A. Soit S celte section. Elle est caractérisée par la condition qu’elle remplit de rendre l’équation (3) identique b l'équation (2).
Supposons le point u assujetti b décrire la section S et désignons par m le lieu qu’il occupe sur cette ligne b l’instant que l’on considère. L'identité des équations (2) et (3) montre que la vitesse du point u , ail sortir du lieu m, ne subit aucune modification pur suite du changement d'état de la surface A.
filant données les équations (I) et (4), elles déterminent la ligne S, et celle-ci change, en général, de forme et de position, en même temps que l’on fait varier le paramètre x. Le point y étant astreint, par hypothèse, à rester sur la ligne S, la direction qu’il
suit à un instant quelconque est déterminée par l'équation (2) et, en outre, par l'équation différentielle
ou par celle autre équation
selon que (aligne S persiste dans son état actuel ou qu’au contraire elle passe de cet état à un autre.
Posons
La combinaison des équations (1), (4), (7) donne, en général, pour chaque valeur du paramètre a un point déterminé. Soit m ce point. Il est caractérisé par la condition qu’il remplit de "rendre l’équation (fi) identique A l’équation (5). L'identité de ces équations montre, d'ailleurs, que la vitesse du point n, an sortir du lieu m, ne subit aucune modification par suite du changement d'étal de la ligne S.
Cela posé , voici les conséquences.
Reprenons les équations simultanées
La ligne qu’elles déterminent et que nous avons désignée par S a reçu le nom de caractéristique.
Le lieu des caractéristiques s’obtient en éliminant le paramètre a entre les deux équations (8). Cela revient a dire que ce lieu est représenté par l’équation
le paramètre a étant une fonction des variables x, y, z déterminée par l'équation de condition
Soit A' le lieu dont il s’agit. Il cstVenveloppe des surfaces A. On voit d’ailleurs aisément que la surface A' touche chacune des surfaces A en tous les points de la caractéristique qui leur est commune. Il est clair, en effet, que si le plan tangent, en un point d’une ligne S , est déterminé, pour la surfaee corresp.ondantc A, par l'ensemble des équations (2) et (4), il l’est en même temps cl de la même manière, pour la surface A’, par la différentielle de l’équation (9).
Aux équations (9) et (10) ajoutons l’équation
Le point déterminé par les équations (9), (10), (H) est celui que nous avons désigné par ni et qui jouit par rapport au point /* de la propriété formulée plus haut en italiques.
Le lieu des points in s’obtient en substituant dans les équations (9) et (10) la valeur déduite pour a. de l’équation (11). Ce lieu est évidemment l 'enveloppe des caractéristiques. Il prend , par rapport à la surface A' sur laquelle il est situé, le nom d’arête de rebroussement. On vérifie, sans la moindre difficulté, que celle arête touche chacune des caractéristiques au point qui leur est commun de part et d’autre.
On observera que les surfaces A peuvent, en certains cas, n’avoir pas d ’ enveloppe, et que, dans les cas où elles en ont une, cette enveloppe peut ne point avoir d'arête de rebroussement. Lorsque l’enveloppe n’a point d’arète de rebroussement, la caractéristique prise pour génératrice de celte surface sort du lieu qu’elle occupe sons qu’aucun de ses points puisse être considéré comme dépourvu de toute vitesse actuelle. Néanmoins il arrive, en général, pour l’un des points de la caractéristique que sa
vitesse est un minimum. La suite des points qui remplissent cette condition, pour les positions successives de la caractéristique, forme sur l’enveloppe une ligne particulière nommée ligne de striction.
206. Autrement. — Sans rien changer a ce qui précède, proposons-nous de déterminer directement les points de la surface A qu’on peut considérer comme fixes, à l’instant précis où ccttc surface sort d'un état quelconque pris, comme on voudra, parmi ceux qu’elle affecte successivement. Ces points se distinguent des autres en ce que leurs coordonnées x, g, z doivent satisfaire à l’équation (3) lorsqu'on y annule en même temps chacune des trois vitesses dx, dy, dz. De là résulte immédiatement l'équation (4) et les déductions suivantes :
Le lieu des points cherchés est représenté par l’ensemble des équations (1) et( 4). Il constitue la ligne S, désignée sous le nom
de CARACTERISTIQUE.
Le lieu des caractéristiques est représenté par l’équation (I) où le paramètre a, déterminé par l'équation (4), devient fonction des variables x, y, z. Ce lieu constitue la surface A’, désignée, par rapport aux surfaces A , «oms le nom (Texveloppe.
Il est visible que Z’exvei.oppe A' touche chacune des surfaces A en tous les points de la caractéristique qui leur est commune.
Opérons sur la ligne S déterminée par les équations (1) et (4), comme nous venons de le faire sur la surface A. S’il est un point de la ligne S qui puisse être considéré comme fixe, tandis que cette ligne sort d’un état quelconque pris, comme on voudra, parmi ceux qu’elle affecte successivement, ce point se distingue des autres en ce que ses coordonnées x, y, z doivent satisfaire à l’équation (6) lorsqu’on y annule en même temps chacune des trois vitesses dx, dy, dz. De là résulte immédiatement l’équation (7) et les déductions suivantes :
Le point cherché, désigné par m, est déterminé pour chaque videur du paramètre -/ , par l’ensemble des équations (1), (4),
Le lieu des points ni est représenté par les équations (I) et (4) où le paramètre a, déterminé par l'équation (7), devient fomtion des variables x, y, z. Ce lieu constitue , par rapport ri la surface A', sur laquelle il est situé, la ligne particulière désignée sous le nom d’ ARÊTE DE REBROUSSEMENT.
Il est visible que / arête de rebroussement touche chacune des caractéristiques a« point qui leur est commun, départ et d'autre.
Caractères généraux des surfaces développables.
207. On désigne sous le nom de surfaces développables les surfaces qui peuvent s’appliquer sur un plan, point par point, sans déchirure ni duplicaturc, autrement dit, sans extension ni contraction d’aucune des lignes tracées sur ces surfaces. Celle condition est évidemment remplie par les surfaces réglées qui n'ont pour tous les points d’une même génératrice qu’un seul et même plan tangent. 11 s’ensuit, en effet, que si l’on assujettit le plan tangent à tourner autour de la génératrice rectiligne, tandis que celle-ci se meut de manière à décrire la surface considérée, cette même génératrice peut être regardée comme se déplaçant dans un plan qui tourne autour d’elle, et dont le mouvement n’altère, en conséquence, ni les vitesses de ses différents points, ni celles des points qui se mouvraient sur elle, ni, par conséquent, non plus les longueurs décrites en vertu de ces mêmes vitesses.
Soit A une surface réglée et développable. Soient en même temps S, S' deux lignes quelconques tracées sur cette surface. Supposons la surface A développée sur un plan P. On peut se tenir au résultat de celte première opération; on peut aussi, et cela d’une infinité de manières, se scr\ir du plan P pour reprendre le développement effectué et le reporter, comme on veut, soit sur la surface A, soit sur une autre surface quelconque réglée et développable. Dans tous les cas, désignons pars,!;' les transformées des lignes S, S'.
L’observation que nous avons fai lî* en commençant, implique évidemment les déductions suivantes :
Quelles que soient les transformées i , s', elles ont respectivement mêmes longueurs que les lignes données S, S'.
Lorsque les lignes S, S 'se coupent sous un angle quelconque , leurs transformées 2, 2' se coupent sous ce même angle. ■
Lorsque la ligne S se ferme en revenant sur elle-même, de manière à couper deux fois les mêmes génératrices rectilignes, la transformée 2 remplit ces mêmes conditions. On voit, de plus, que les aires circonscrites, de part et d'autre, sur les surfaces correspondantes sont superposables par voie de développement et d'enveloppement. Elles ont donc nécessairement même étendue.
208. Reportons-nous aux notations du n" 192, page 47b, et supposons qu’il s’agisse d’une surface A, réglée et développable.
I.a direetion du plan qui touehc la surface 4, en un point quelconque m, est déterminée par les valeurs que prennent, en ce point, les dérivées partielles p et q. On sait, d’ailleurs, que ce plan reste le même pour toute l’étendue de la génératrice rectiligne menée par le point »». Il s’ensuit que l’on n , pour tous les points situés sur une même génératrice quelconque rectiligne,
p = cons'*, q = eons'*, ou, ce qui revient au même,
dp = rdx -t- sdg = o , dq = sdx -+- tdy = o.
De là résulte,
(2) rt — s*=o.
L'cquation (1), où l’on peut remplacer les vitesses dx et dg par les segments x — x, et g' — g qui leur correspondent respectivement, est l'équation de la génératrice menée par le point m et projetée dans le plan des x g. Cela revient à dire, en d'autres
dg r s
dx s t
termes, qu'elle est Y équation différentielle de la projection de l'arête de rebroussement.
L'équation (2) subsiste pour tous les points de la surface A. Elle est l'équation de condition qui caractérise , en général, les surfaces développables.
Procédons autrement. Lorsque la normale à la surface A se déplace le long d'une même génératrice rectiligne, elle conserve une seule cl même direction. Il s’ensuit que cette génératrice constitue une des lignes de courbure de la surface A et que l’un des rayons de courbure principaux doit se présenter constamment sous la forme symbolique - •
Cela pose, il suflit de se reporter à l’équalion ( I 2) du n* 107, page 487, pour reconnaître immédiatement qu'on doit avoir, en . chacun des 'points (Te la surface A ,
rl — s* — o.
Réciproquement, si cette condition est satisfaite, il y a, en chaque point, une des sections principales dont la courbure est nulle. Il suit de là que la ligne de courbure correspondante est droite et qu’en conséquence la surface A est une surface réglée. Elle ne peut, d'ailleurs, être gauche, puisqu’en ce cas les génératrices ne correspondent pas aux directions des sections principales. Il faut donc nécessairement que lu surface A soit réglée et développable.
Nous verrons plus loin qu’eu dehors des surfaces réglées, il n’en est aucune qui soit développable d'apres la définition donnée précédemment.
( oO'J )
THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES LIGNES CÉODÉSIQIES
Définition et propriétés fondamentales.
209. Ou désigne sous le nom de lignes géodésiques les lignes d'une surface en chaque point desquelles le plan oscillateur est normal à cette surface. Une propriété remarquable caractérise les lignes géodésiques. Elle consiste en ce que ces lignes sont celles qui déterminent, sur In surface, le plus court chemin d'un point à un nuire. Démontrons d'abord cette propriété.
Soient S une ligne quelconque; m un point suppose mobile sur la ligne S; D une droite entraînée par le point m et assujettie à rester perpendiculaire à la ligne S; n un point supposé fixe sur In droite D et, pur conséquent, tel que la distance m n demeure invariable.
Si nous considérons le point m au sortir d'une position quelconque déterminée, il est visible qu’il communique sa vitesse actuelle à tous les points de la droite I) et que ceux-ci sont animés, en outre, de lu vitesse qu'ils empruntent à la rotation de celte droite autour du point m. Les vitesses qui se transmettent ainsi au point n sont toutes normales à la droite D. Il en est donc de même de leur résultante. De là se déduit , en premier lieu, la conclusion suivante :
Quelle que soit la ivtalion de la droite D autour de la tangente en m à la ligne S , le lieu des points n est une trajectoire orthogonale des positions successives de la droite D.
Considérons la droite D dans l’ensemble de ses positions successives. Cela revient à considérer une suite continue de droites D, toutes perpendiculaires à la ligne S, ou, plus simplement encore, la surface réglée que ecs droites déterminent comme lieu de leurs positions simultanées. Soit U cette surface.
Imaginons que les droites I) sc meuvent toutes à la fois, eliacune d’elles tournant autour de son point in, où elle coupe la ligne S, et restant perpendiculaire à la tangente en ce point. La surface B changera de position et, généralement aussi, de forme. Dans tous les cas la déduction précédente ne cessera pas d’étre applicable. Si donc on désigne par S' le lieu d’une suite continue de points ni pris sur les droites D, d’un même côté et à égale distance de la ligne S, il est visible que la ligne S' sera et restera une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes de la surface B.
Concevons qu à un instant quelconque, on fixe chacun des points ni dans la position qu’il occupe à ce même instant. Concevons, en outre, que chacune des droites D continue à tourner autour de son point ni comme elle tournait d’abord autour de son point m, c’est-à-dire en restant perpendiculaire en ni à la ligne S', au lieu de l’être en m à la ligne S. La déduction précédente ne cessera pas encore d’être applicable. Si donc on désigne par S" une suite continue de points m" pris sur les droites D au delà et à égale distance de la ligne S', il est visible que la ligne S" sera et restera une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes de lu surface B.
Cela posé, considérons la ligne S comme étant tracée sur une surface quelconque A, et représentons-nous, pour chaque point de celte ligne, la ligne géodésique issue de ce point perpendiculairement à lu ligne S. Si ces lignes géodésiques sont toutes décrites simultanément par autant de points partant ensemble de la ligne S et animés d’une vitesse éguie en grandeur pour chacun d’eux, il est aisé de voir que les directrices de ces points réalisent les conditions supposées remplies tout à l’heure par les droites D *.
’ Les ligues géodésiques sont caractérisées par la condition qu’elles remplissent d’avoir, en chaque point, leur plan osculu leur normal à la surface A. Il s’ensuit que la directrice du poiul qui décrit une ligne géodesique tourne dans le plan mené par la normale à la surface et par la tangente à celte ligne. L’axe qui correspond à celte rotation est dirigé, eu conséquence, suivaul la tangente menée par le point décrivant perpendiculairement à fa ligne décrite.
La seule différence consiste en ce qu’au lieu de laisser entre elles certains intervalles, les lignes S, S', S", etc., se succèdent d’une manière continue, chacune d’elles étant le lieu des centres autour desquels les directrices des points décrivants tournent toutes ensemble A un certain instant. Les vitesses des points décrivants sont par hypothèse toutes égales en grandeur. II s’ensuit que les points qui deviennent è un instant quelconque les centres simultanés de rotation des directrices sont situés primitivement sur ces droites ù distance égale de ta ligne S. C’est, d’ailleurs, lorsqu’ils s’appliquent sur la surface A qu’ils deviennent centres de rotation et qu’ils se fixent dans la position qu’ils occupent. Il suit de Ta que le lieu déterminé par leur ensemble est une trajectoire orthogonale des lignes géodésiques qu’ils décrivent, et, en outre, que les arcs de ces lignes compris entre cette trajectoire et la ligne S sont tous égaux entre eux. •
De là résulte un théorème important, démontré, pensons-nous, pour la première fois par M. Gauss et formulé, comme il suit, par M. Ossian Bonnet *.
« Si sur une surface on conçoit une courbe quelconque et que,
* des différents points de celle courbe, l’on mène à angle droit » une série de lignes géodésiques de même longueur, la courbé » qui joindra les extrémités de ces lignes coupera chacune d’elles
• à angle droit. •
Ce théorème s’étend de lui-même au cas d’une suite continue de. lignes géodésiques toutes issues d’un même point. On le reconnaît, soit en considérant ce point comme un lieu de concours et renversant ainsi les termes de la question, soit en répétant pour ce cas la démonstration précédente, soit encore en prenant une courbe fermée pour lieu de départ des lignes géodésiques et resserrant cette courbe de manière à n’en faire plus qu’un point.
210. Soient m et n deux points situés sur une surface A. Parmi les lignes géodésiques issues du point ni, il en est une qui passe par le point n; soit man cette ligne. Si nous considérons les trajectoires orthogonales des lignes géodésiques issues du poiul m et
’ Voir le mémoire déjà elle, j>agc il.
uuc courbe quelconque mu'n tracée sur la surface A par les points m et n, il est évident que les intersections de la courbe ma'n avec ces trajectoires 11e se feront pas toujours à angle droit.
Cela posé, concevons deux points mobiles parlant ensemble Fig. 80. du lieu in, et assujettis à décrire simultanément, l’un la courbe «ia«, l’autre la courbe ma'n, le premier avee
Y\ , une vitesse t constante en grandeur, le second avec une
JJ vitesse u.
«■ Décomposons la vitesse u en deux autres, l’une «' di-
rigée normalement à celle des trajectoires orthogonales que le point franchit à l’instant que l’on considère, l’autre « ' dirigée suivant la tangente en u' à celle même trajectoire.
La vitesse u pouvant cire quelconque, supposons-la déterminée de manière à ce que le point u' se trouve à chaque instant sur celle des trajectoires orthogonales que le point n rencontre à ce même instant. Pour qu’il en soit ainsi, alors que l’écart qui s’établit entre les trajectoires orthogonales successives commence en chaque point avec une égale vitesse, il faut nécessairement et évidemment que la composante u de la vitesse u soit constamment égale à la vitesse t*.
La composante u' étant et restant égale à la vitesse v, il s'ensuit que partout où la courbe ma'n coupe obliquement les trajectoires orthogonales mentionnées ci-dessus, la vitesse u l’emporte sur la vitesse v , et que, nulle part, d’ailleurs, elle ne peut être moindre *. Ce n'est donc qu’en vertu d’une vitesse toujours supérieure, ou tantôt égale et tantôt supérieure à celle du point fi, que le point p' peut décrire la courbe ma'n en même temps que le point u décrit la courbe man. De là résultent immédiatement les conséquences suivantes :
1° La courlte man est plus courte que la courbe ma n.
2° Le plus court cbemiti d'un point à un autre sur une surface est la ligne gèodésique passant par ces deux points.
• On a généralement u =r «’*■+. 1<"*= L' v’ -t- m"*. La vitesse u ne (« ut donc être inferieure à v, et elle est nécessairement plus grande pour tous les ixiints où l'obliquité des intoi sections implique l’existence de la composante u".
Courbure géodésique.
211. Soient une surface A ; S' une courbe tracée sur celle surface; ni un point quelconque de la courbe S' ; P le plan qui touche en m la surface A; S" la projection orthogonale de la ligne S' sur le plan P.
Considérons la courbure affectée en m parla ligncS". Elle est évidemment nulle lorsque la courbe S' est une ligne géodésique. Dans tout autre cas elle est, en général, plus ou moins prononcée, et elle constitue, par rapport à la ligne S', une courbure particulière. Cette courbure est désignée sous le nom de courbure géodésique. De là résulte, en conséquence, la définition suivante :
La coirbcre géodésique d’une courbe quelconque tracée sur une surface est la courbure affectée, pour le point que l'on considère, par la projection de la courbe sur le plan qui tourbe lu surface en ce même point.
Soit n un point mobile, assujetti à décrire la ligne S', animé d une vitesse égale à l' unité , et sortant du lieu m à l’instant que l’on considère. Désignons par N la normale en m à la surface A; par Q le plan qui projette la directrice du point u sur le plan P; par p le rayon de courbure qui correspond au point m de la ligne S'; par pi' I» projection du point n sur la ligne S".
Lorsque le point n sort du lieu ni, le plan Q peut être considéré comme tournant autour de la normale N ét cette rotation doit être telle qu’elle communique à la directrice du point In vitesse angulaire
Prenons pour plan de lu figure le plan mené par le point m perpendiculairement à la ligne S', et représentons , par mk la normale N ; par ma la truce du plan P; par me celle du plan osculatcur en m à la ligne S'; par 6 l’angle unie que cçs deux plans font entre eux.
Soit mb la rotation établie autour de la normale mk ou Ai. Elle se communique tout entière à la
Fiy. SC
directrice du point Décomposons celle rotation en deux autres, l une établie autour de l'axe um et représentée par mh, l'autre établie autour de In perpendiculaire élevée en m sur me et représentée par mh. La rotation mil est évidemment snns effet sur le mouvement actuel de l'intersection du plan Q avec le plan oseulateur en m à la ligue S'. Il s'ensuit que 1a vitesse angulaire de la directrice du point fi dépend exclusivement de la 1*01011011 mh. Posons, en conséquence,
mb = ■
Il en résulte, d'après la figure,
cos 9
mh — — — >
et tel est le module de la courbure affectée en m par la ligne S". Disons plus simplement que la courbure géodésimte de la ligncS' est représentée, pour le point m, par l’expression fractionnaire
eus 8
P étant le rayon de première courbure de la courbe S' au point m, et 0 l'angle que font entre eux, pour ce point, le plan oscillateur de la courbe S' cl le plan tangent à la surface A.
O11 parvient plus simplement h l’expression (1) en considérant le cylindre qui projette la courbe S' en S". En effet, sur ce cvlinilre , la ligne S" est une section normale, et l'on peut substituer à la courbe S' la section oblique déterminée par son plan osculatcur. Si donc 011 désigne par p" le rayon de courbure qui correspond au point m de la ligue S", on a, d'après la formule «le Meunier, *
(2) ?' = p"- COS 8,
* Voir au besoin le ir 17b ou le 11 171), payes 443 et 444.
( Mo )
et, par suite,
eus 0
212. Soient T', T" deux droites menées par le point /x', à angle droit l’une sur l’autre, et assujetties à rester constamment tangentes, l une à la ligne S', l’autre à lu surface A. Désignons par P' le plan de res droites et imaginons, comme tout à l’heure, que le point fi' sorte du lieu m en glissant sur la ligne S' avec une vitesse égale à l’unité. Les droites T', T" font entre elles un angle constant : e/fes ont, en conséquence, mêmes rotations autour des memes axes \
Considérons d'ahord la droite T'. Elle coïncide avec la directrice du point fi' sur la ligne S'. Il s’ensuit que sou état actuel de mouvement se résout tout entier en une rotation représentée en grandeur par p , et ayant pour axe la perpendiculaire élevée par le centre de courbure de la ligne S' sur le plan osculatcur de celte meme ligne. Dans le cas le plus général, cette rotation ne peut sc composer qu'avec une rotation sans cfTcl actuel sur lu droite T' et établie, par conséquent, autour de cette droite.
Soit o' le centre de courbure qui correspond au point m de la ligne S' cl o't' la perpendiculaire élevée en o' sur le plan oscillateur correspondant La droite T" est située dans le plan ino't'. Représcntonsla par ml' et nommons o l’angle qu'elle fait avec le rayon de courbure mo'. Il est aise de voir que la rotation y, , établie autour de l’axe ot', a pour composantes :
1" Une rotation — (J établie autour d’un axe normal au plan P ** et représentée par la perpendiculaire o'o" abaissée du point o' sur la droite ml';
Fin. Si.
• 1* partie. Théorème XI. Page Oü.
** Le plan P est le lieu occupé par le plan P’ lorsque le |>oint ju' est en m. Le segment o't' étant pris pour mesure de la rotation p , il est évident qu'elle a |K>ur composantes les rotations représentées eu grandeur, l’une par le segment o'o", l’autre par le segment o"ï.
2" Une rotation ~~ établie autour d’un axe mené par le point a' parallèlement à cette même droite.
Ajoutons à ces deux rotations composantes celle qui résulte, en général, de la rotation du plan oscillateur et qui a pour axe la droite T'. Nous aurons les trois rotations simultanées qui déterminent, en même temps, les états actuels de mouvement des droites T', T” et celui du plan P' dans l'hypothèse où ces droites restent fixes dans ce plan.
Supprimons, en ce qui concerne le plan P’, la rotation — — établie autour de la droite o'o” et dont l'effet consiste à faire tourner ce plan sur lui-mcmc. 11 s’ensuivra que pour restituer aux droites T', T" leur mouvement effectif, il faudra les considérer d’abord comme participant au mouvement du plan P', et, en outre, comme tournant dans ce plan autour du point o" avec la vitesse . Ce premier résultat confirme la déduction du n° 211 . il est clair, en effet, que la rotation— déterminée, comme on vient de le voir, n’est autre chose que le module de la courbure géodésique définie et mesurée précédemment.
Supprimons encore, en ce qui concerne le plan P', la translation qu'il faut composer avec la rotation^- lorsqu’on transporte celte rotation autour de l’axe ml'. L’effet de cette translation consiste à faire glisser le plan P’ sur lui-même avec une vitesse parallèle à la droite T' et égale en grandeur au produit o'o". — • 11 s’ensuivra que pour restituer aux droites T', T" leur mouvement effectif, il faudra les considérer, non plus seulement comme participant au mouvement du plan P' et comme tournant, eu outre, dans ce plan, autour du point o", avec la vitesse , mais, de plus, comme y glissant en même temps avec une vitesse égale en grandeur au produit o'o et dirigée parallèlement à la droite T'.
Transportons en m autour de la normale à la surface A la rotation . La translation qu’il faut composer avec cette rotation , pour qu’elle produise, après son transport, le même effet qu’avant , est égale en grandeur au produit o"m.^r .
Cela posé, voici d'abord comment se résument les déductions (|tii précèdent.
I.e plan tangent, lv roule sans tourner ni glisser sur lui-mémc, de manière à s’appliquer successivement sur tous les points de la ligne S'. Sou mouvement consiste en deux rotations simultanées,
l’une -'"—établie autour de la droite ml' ou T", l’autre établie
autour de la tangente T' avec la vitesse angulaire représentée par N, dans la formule (8) du n° 170, page 438, et dans les formules (1),(2), (4) du n* 18!) *, page 470.
• Veut-on procéder directement, et d’après les données precedentes , à la détermination de celte vitesse? Voici comment on |>eut s’y prendre. Considérons la caractéristique du plan P' et représenlons-la par ma.
Soient d'ailleurs ml, ml' les droites T', T" et fa une parallèle il T' menée par le point I’.
I.a rotation établie autour de la droite mf comniu- P
Fig. «*“■
nique au point a de la caractéristique nui une vitesse perpendiculaire au plan P' et représentée en grandeur par le pro- , , , sin 6
duit al — — - .
Soit Ni la rotation établie autour de la droite m/ou T'. La vitesse imprimée au point a par cette rotation est perpendiculaire au plan P' et représentée en grandeur par le produit mf. Ni . Elle doit d’ailleurs être telle qu'en se composant avec la précédente elle l’annule. De là résulte l'égalité
mf Ni = af
siu é P'
Désignons par i. l'angle mal' que la caractéristique ma fait avec la tangente ml ou T. On a
tg 1 =
mf
af'
et, par suite,
- sin 9
Ni tg ) = -r- P
Soit N la normale en m’ à la surface A. Elle tourne comme le plan P’, c’està-dire avec la vitesse — dans le plan de la section normale niellée par la tangente ml, et avec la vitesse N» autour de cette même tangente. Il suit de
Le point m‘ glisse sur la ligne S' avec la vitesse
, sin 9 ,,003 0 . , ,
o o . t-o ut. sur 9 eos 9 = 1,
ce qui vérifie les données précédentes.
La droite T" participe au mouvement du plan P' de la même
là, qu'en désignant par o le rayon de courbure de la section normale menée par la tangente ml, on a
sin 9
ce cpii donne, conformément au théorème de Meunier,
ft =■ P sin 9 (•),
et, en outre, eu égard à l'équation (3)
— col À
On parvient directement à l'équation (3) en représentant par ma la rotation
totale du plan P' et considérant ses deux composantes rectangulaires ml', ml>, sin 0 —
dont Pmie, mt\ est — , et Pautre, mb, est la quantité cherchée N i . La simple
inspection delà ligure permet d’écrire immédiatement l'équation (3).
Soit mX la trace sur le plau P' de la section principale dont le rayon de courbure est R. Si l'on désigne par a et par y les angles que la droile mX fait , d'une part, avec la tangente ml, d'autre part, avec le prolongement île la caractéristique am, on a , d'après la ligure,
et , conformément à la formule (8) du n" 182, page 148,
tg« igr = — •
( •) On observera que l'angle désigné ici par fl est le complément de celui que la seelion nhliqiio S' fait avw In *-erlinn normal* mené* par U tangent* »«f.
manière que si elle y était fixe. Kilt.* a de plus, il mis ce plan , deux mouvements distincts, l'un de translation qui rond commune à tous scs points la vitesse du point m-', l’autre «le rotation autour du point m et correspondant à la vitesse angulaire .
Ce qui vient d’élrc dit de la droite T" s’applique évidemment et dans les mêmes termes à la droite T\
Consid«!rons la droite T" et tenons compte exclusivement du double mouvement qu'elle a dans le plan P'. La vitesse de translation communiquée au point t' est «!gale a limité. Celle qui résulte pour ee nubile point de la rotation -'”/J établie autour du point m dans le plan P’ a pour expression le produit
^ eos 0 o'wi
Ces deux vitesses sont, d’ailleurs, de même direction et de sens contraire. La conséquence est que le point /’ de la droite T" n’n point de vitesse actuelle dans le plan P'. Il s’ensuit qu’on peut niodifierl'undes énoncés «pii précèdent et dire plus simplement :
Lorsque le plan P' roule , sans glisser ni tourner sur luimême, de manière à s'appliquer successivement sur tous les points de la ligne S', le mouvement, qui anime lu droite T" dans ce plan, se réduit à une rotation simple autour du point t', lu distance mt' étant égale à — .
213. Le théorème que nous venons de formuler conduit à plusieurs conséquences importantes.
Le plan P' se mouvant, comme on l’a supposé tout à l’heure, il est visible que la courbe S' s’y développe sans changer de longueur et qu’elle s’y transforme en une ligne dont les centres de courbure successifs sont situés en t'. Cela revient à dire que, dnns ce développement, la transformée de la ligne S'a pour courbure, en chaque point, la courbure géodésique qui correspond à ce point «le la ligne S’ sur la surface A.
On peut observer, d'un autre côté, que le plan P' ne eesse pas de toucher la surface A le long de la ligne S', et que sa rarnctériss tique, autrement dit son axe instantané de rotation, sc confond à chaque instant avec la tangente conjuguée correspondante. Le lieu de ces axes ou, ce qui revient au même, de ces caractéristiques est évidemment une surface développable sur luqucile la ligue S' est située et qui a pour chacun des points de cette ligne même plan tangent que la surface A. Soit A, cette seconde surface. Un peut 1a substituer à la première sans qu'il eu résulte aucun changement dans la ligne S' et dans le plan taugeut à considérer pour chacun des points de celte ligne. Il s'ensuit que cette substitution n’altère en rien les quantités représentées ci-dessus par p et par 9, ni, par conséquent non plus, la courbure géodésique de la ligne S'. On peut dire ainsi de la courbure géodésique d’une ligne quelconque S' tracée sur une surface A , qu’elle est la courbure de la transformée de cette ligne dans le développement de la surface A,.
Ces premiers résultats peuvent sc résumer comme il suit :
Soient une ligne S' tracée sur une surface A; m un point de celte ligne; S" la projection orthogonale de la ligne S' sur le plan qui touche en in la surface A. Considérons le lieu des caractéristiques qui correspondent au mouvement du plan tangent, lorsque le point in devient mobile et décrit 1a ligne S'. Ce lieu est une surface développable. Désignons par A, cette surface et par S, la transformée de la ligne S’ dans le développement de la surface A,. Cela posé , voici l’énoncé dont il s’agit :
La courbure géodésique de la ligne S' est la même en chacpie point sur chacune des deux surfaces A, A,. Elle est représentée en granileur par lu courbure qu’affecte au j>oint que l'on considère chacune des deux lignes S", S,.
Thènrhnc île Laneret . — Deuxième courbure (fèmlêsiifue.
214. Soient S' une ligne quelconque tracée sur une surface A; in un point décrivant la ligne S'; V la vitesse actuelle du point in ; I) la tangente en ni à la ligne S'.
Désignons par P le plan qui touche en ni la surface A ; par Q le plan osculateur en ni à la ligne $'; par N la normale au plan P; par N' la normale principale qui correspond au point ni de la ligneS' et qui, par conséquent, est située dans le plan Q.
Soient « la rotation du plan P autour de sa caractéristique, et X l'angle de cette caractéristique avec la droite D.
La rotation a a pour composantes rectangulaires dans le plan P : I" Pne rotation établie autour de la droite I) cl représentée par
(1) N, = w.cos i ;
2“ l’nc rotation établie autour de la perpendiculaire élevée en lu sur la droite D, cl représentée par
(2) W = a. sin i.
La rotation composante W détermine le rayon de courbure p de la section normale faite en m suivant la droite D. Cela donne
et, par suite, comme on l’a vu déjà au n" l'AO, page 472,
p.sin x
Elle détermine, en même temps, le rayon de courbure p' qui correspond au point ni de la ligne S'. En effet, si l’on désigne
par f l'angle des deux normales X, N', on a, d'après Ir théorème dr Meunier, et eomme on peut, d'ailleurs , le voir directement,
p’ — p COS y.
De là résulte, en désignant par W' la vitesse angulaire de la directrice du point ni,
... V V COS y W — - — — =r= \\”. COS y,
et, par suite, comme au n" 190, page 475,
^ V COS f W" cos y
p' sin * sin i
On a , d’ailleurs,
(7) M* = NJ -4- W* =- Xî + W'* cos’ y.
Soit X" la rotation du plan Q autour de la droite I). Ho la supposant de même sens que la rotation N,, il est visible que la différence X) — XT, exprime la rotation relative des deux normales X’, N', c'est-à-dire la vitesse angulaire avec laquelle l'angle y croit ou décroît. l)e là résulte,
ou, ce qui revient au même,
Le théorème exprimé par l'équation (9) peut s’énoncer, comme il suit :
La rotation du plan P autour de la droite D est égale à l'excès de ta rotution du plan Q sur la vitesse angulaire avec laquelle varie l’angle des deux normales N, X".
On penl observer <i priori que le plan des droites N, N' est le plan normal de la ligne S'. L’équation (8) peut, dès lors, s’écrire immédiatement, comme traduction directe du théorème XII de la première partie (page 67).
Reprenons l’équation générale
Dans le cas particulier où la ligne S' est une des lignes de courbure de la surface A , on a pour tous les points de cette ligne
De là résulte
Le théorème exprimé par l'équation (I) comporte l’énoncé suivant :
Lorsque la tique décrite est une tique de courbure , il y a constamment égalité entre la rotation du plan oscillateur autour de la tangente et sa rotation relative par rapport au plan tangent *.
Ce curieux théorème a été énoncé, pour la première fois, par Lancret, dans son premier mémoire sur les lignes à double courbure. On voit, par ce qui précède, comment il se déduit immédiatement «lu théorème XII de la première partie. Il implique, d’ailleurs, la conséquence suivante :
Lorsque deux surfaces se coupent partout sous un angle constant , et que leur intersection est une ligne de courbure de l'une de ces surfaces , elle est aussi pour l'autre une ligne de courbure.
Il est clair, en effet, que chacun des deux plans tangents à considérer en chaque point tourne avec la même vitesse par rapport
’ La réciproque est évidente, les lignes «le courbure «‘tant les seules pour lesquelles on ait
au plan oscillateur de l'intersection commune aux deux surfaces. Or, pour l uflc des deux surfaces, il y a, par hypothèse, égalité constante entre la rotation absolue du plan osculateur et sa rotation relative par rapport au plan langent. Cette même égalité subsiste donc, en même temps, pour l'autre surface.
Lorsque la ligne S' est untrxles lignes géodésiques de la sui face A , la normale principale N' se confond avec la normale N et l'angle -r demeure constamment nul. On a donc
De là résulte, en général,
ou, substituant à ces rotations leurs modules respectifs, ce qui revient, comme on sait, à prendre la vitesse Y égale à l'unité,
Quelle que soit la ligne S', sa deuxième courbure est toujours représentée par le module N,. Lorsque celle ligne est une des lignes géodésiques de la surface que Ion considère, le module N, devient égal au module S',. Cette égalité ne subsistant pas en général % M. Ossian Bonnet considère le module comme déterminant ee qu'il nomme la deuxième courbure géodésique de la ligne S'. On a, d’ailleurs, en vertu de l’équation (1),
On déduit de là et de ce qui précède les énoncés suivants :
1° La deuxième courbure géodésique a même module que la rotation du plan tangent autour delà tangente.
2° Lu vitesse avec laquelle le plan tangent tourne autour delà
* L’égalité ilual il s'agit n’a pas lieu seulement pour les lignes géodésiques, elle subsiste, en même temps, cl de la même manière, pour toutes les lignes qui satisferaient il la condition p = constante. Ite là résulte, en effet, v = o et , par suite
direction suivie par le fwint décrivant est égale au produit de la vitesse de ce point par le module de la deuxième courbure géodésique.
3" lorsque la ligne décrite est une ligne de courbure, la deuxième courbure géodésique est constamment nulle et réciproquement.
On ne perdra pas de vue que ces énoncés n'apprennent rien de neuf. Ils ne font que reproduire des résultats déjà connus sous une autre forme.
liquation générale des lignes géodésiques.
210. Considérons une courbe plane- OS rapportée à des axes coordonnés curvilignes. Les abscisses et les ordonnées qui déterminent les différents points de la ligne OS sont, par hypothèse , des courbes quelconques situées dans le plan de reltc ligne, sous la seule condition que les unes soient relativement aux autres leurs trajectoires orthogonales.
Soit y un point mobile assujetti à décrire la ligue OS et sortant du lieu O à l’instant que l’on considère.
Ou peut se représenter le point y connue glissant sur la ligne p.. OX, eu même temps que le point O glisse sur la
ligne OY et entraîne avec lui la ligne OX. On peut ^ supposer, d’ailleurs, que la ligne OX reste normale
en O à la ligne OY, et, qu’en outre, elle ne change
x pas de forme. Rien n'est altéré par là, ni dans la
xitesse actuelle du point />, ni dans la rotation simultanée de sa directrice sur la ligne OS *.
Soient \Vy, W,, W, les vitesses angulaires qui animent simultanément la directrice du point O sur la ligne OY, et les directrices ^ du point y sur les lignes OX, OS. Si l’on désigne par » l'angle que font entre elles les tangentes en y aux deux courbes OX, OS, et qu’on suppose de même sens les trois vitesses angulaires W,, W„
* Voir, au besoin, le principe exposé au U" 104, page 267.
( îttti )
0," V ®V.id<;,n,"c,a • l’001, «pression de la vitesse avec laquelle )iiiKrlc i varie a I origine du déplacement considéré,
rft«= w,+ W,— w, *.
Supposons qu’il s’agisse de trois courbes tracées sur une surrai e A et ayant pour projections sur le plan tangent en O les lignes mentionnées «-dessus et auxquelles l’équation (I) s’applique. Le vitesses angulaires W„ W„ W, s„„t celles qui correspondent au v courbures geodésiques des courbes S„ S„ S. tracées sur la surlace A et projetées actuellement en OX, OY, OS. De là résulte
I indice inférieur indiquant celle des courbes à laquelle se rapportent les quantités qui figurent dans l’expression fractionnaire mise entre parenthèses.
Ces valeurs substituées dans l'équation (I) fournissent immédiatement 1 équation générale
ou les symboles différentiels jicuvent cire considérés comme ex- I” "liant, au punit de vue géométrique, les vitesses qui leur cor- Supposons que la courbe S, projetée en OS, soit une des lignes geodésiques de la surface A. Le module sc réduit à zéro
d 'ailleurs, 0H “ P°Ur ^ ^ ‘,C co"c **nc «-W- On a,’
dx ( Is
CO Si,
dU ds 1
Il vient donc, en substituant,
di
‘ cos 0 “I
"eos 6 "J
ds
— — - 1 cos l -+■* L p A,
L'équation (5), obtenue ainsi très-simplement, est l’équation générale des lignes gévdésiques tracées sur une surface quelconque, les coordonnées étant curvilignes et formant les unes par rapport aux autres un double système de trajectoires orthogonales.
Application aux surfaces de révolution.
i!7. S’agit-il en particulier des surfaces de révolution? Lorsqu’on prend les méridiens pour lignes des ordonnées et les parallèles pour lignes des abscisses, l’équation (5) du n* 210 se réduit à
di
ds
f eus 8 T
L TT
Il est clair, eu ciTct, que les méridiens sont des lignes géodésiques cl, qu’eu conséquence, on doit, ainsi qu’on lu vu tout à l'heure pour la courbe S., supprimer le terme où le module intervient comme facteur.
Désignons par r le rayon du parallèle représenté par p dans l'équation (4). Il est aisé de \uir que l’un a, généralement ,
dr
eus 6 = — - »
dg
et, remplaçant dg par la valeur égale ds . sin i (voir n“ 2 Iti),
dr
ds. sin i
Celle valeur substituée dans l'équation (4) donne
i dr
(Il . tg { -=a !
ou, ce <|ui revient au même,
d. Iog(r. cos i) = o.
De là résulte
(6) r . eos t = cons" = H eos t ,
R cl r étant les valeurs que les quantités r et «' prennent respectivement au point où la ligne géodésique que l'on considère vient couper l’axe des abscisses.
On voit ainsi comment les lignes géoddsiqucs d'une surface quelconque de révolution sont représentées par l'équation (fi).
Soit S une ligne géodésique tracée sur une surface de révolution. Considérons un point quelconque m de la ligne S cl menons, par ce point, les droites I , T respectivement tangentes, l’une h la ligne S, l’autre au parallèle correspondant. Soit n l’extrémité d’une longueur égale au rayon de ce parallèle et portée sur la tangente T à partir du point m. L’équation (6) exprime le théorème suivant :
Lu projection de lu longueur mu sur lu droite I est constante pour tous les points d'une même ligne géodésique S.
Dans le cas particulier de la sphère, on vérifie aisément que les ligues géodésiques déterminées par l'équation (6) coïncident avec les grands cercles de cette surface.
Soit, en effet , A B C un triangle sphérique rectangle en C. Si
Fiy.Si l’on représente par A, B, C les angles et para, b, H c les côtés opposés, la formule générale
eos A = — eos B eos C -t- sin B.sin C.eos u ,
où l’on doit poser C — !)()", donne
eos A = sin B . eos u.
On a, d’ailleurs,
eos a — — i sin B = eos i ,
K étant le rayon de la sphère, r eelui du parallèle mené par le point B parallèlement au plan du côté b, i l’angle (pie fout entre elles les tangentes menées par le point B, l’une à ce parallèle, l’autre au côté c. De là résulte
(7) H eos A = r cos i ,
et telle est l'équation du grand cercle AB dans le système de coordonnées que nous considérons, le grand cercle AC étant pris pour axe des abscisses.
L'identité visible des équations (ti) cl (7) fournit la vérification annoncée. Le fait , consistant en ce que les lignes géodésiques de la sphère sont toutes des grands cercles, n’exige en lui-inéinc aucune démonstration. Il résulte à priori de la définition de ces lignes.
2 1 8. Proposons-nous de traduire en coordonnées polaires l’équation (6) du numéro précédent.
Le point ni étant projeté sur un plan perpendiculaire à l’axe de révolution, plaçons l’origine au point où cet axe vient percer ce plan, et désignons par a l’angle que la projection du rayon r fait . avec la droite prise pour axe dans ce même plan. On a, d’abord, (voir 11° 217)
dx rdi
et, en outre,
(2) ds1 = dr ’ ■+■ r‘dx! -4- d:‘,
z étant la hauteur du point m au-dessus du plan dr projection. Soit
l’équation de lu ligne méridienne en coordonnées «ordinaires. On en déduit
dz — P (r) • dr,
et, par suite,
(i) </«*= dr* [1 + f(r)*] -t- r'dS.
Considérons l’équation (0) du n” 217, page 528. On a
.... . , fia
(5) r cos î = r* — = cons1' = c.
as
La combinaison des équations (4) et (5) donne, en conséquente,
(fi).
(la. —
air « / 1 -+- /’ ( rf
Lcqualion (fi), ainsi déterminée et ramenée à une simple quadrature, est l’équation polaire des projections des lignes géodésiques pour le eas général des surfaces de révolution.
Dans le cas particulier de la sphère, l’origine étant au centre, ou a
De là résulte
Celle valeur substituée dans l'cqualion (ti) conduit à
R.r.rfr
On vérifie d’ailleurs aisément que l'équation (7) est l'équation polaire d’une ellipse rapportée à son centre cl à son axe principal r, le second axe principal étant égal à R. Si l’on observe, en outre , qu’eu désignant par e l’angle sous lequel la ligne géodésique considérée vient couper Je plan central de projection, on a
c =- R cos t,
il est aisé de voir que l’ellipse, dont il s'agit, est la projection du grand cercle dont le plan passe par l’axe R et fait l’angle c avec le plan de projection.
APPLICATION A L'tLLli>iK>ÏUË ET A l’hYPEKBOLOÏDE.
Théorème de Jouchimslul. — Equation ijènèrule des lignes géodésiques.
oL
219. Soient o ie centre d'un ellipsoïde ; m un point de la surface; ont, ott, ol> trois demi-diamètres conjugués; ma', mb' deux droites situées dans le plan tangent en ni et respectivement parallèles, l'une à la droite oa , l’autre à lu droite ob.
Considérons l’ellipse qui résulte de l'intersection de l’ellipsoïde par le plan diamétral mou.
Si le point m glissait sur celte ellipse, et qu’il entraînât avec lui Fig. 83. unc droite assujettie à rester parallèle à lu tangente mb', il est visible que cette droite ne cesserait pas de toucher l’ellipsoïde. 11 suit de là, comme on l'a vu au n° 174, page 429, que la tangente mb' est la caractéristique qui correspond, pour le plan langent en m , au glissement de ce point suivant la direction ma'.
Soient S la ligne géodésique issue du point m suivant la direction ma', et A l’enveloppe -d’un plan mobile Q assujetti à toucher l’ellipsoïde en chacun des points de la ligne S. L’enveloppe A , lieu des caractéristiques du plan Q, est une surface développable, et nous savons que, dans le développement de cette surface, la ligne S devient droite.
Considérons le point m , le plan Q et le demi-diamètre ob comme assujettis respectivement et simultanément, le point ma décrire la ligne S, le plan Q à toucher en m l’ellipsoïde, le demi-diamètre ob à tourner amour du centre o de manière à rester parallèle à la caractéristique du plan Q. Devenue mobile avec le point m la droite ob engendre un cène. Soient A' ce cône; Q' le plan qui le touche suivant la droite o6;S' le lieu des points b, lieu situé à lu fois sur l’ellipsoïde et sur le cône A’. Le plan Q' ne cesse pas
d'clre parallèle au plan Q, ni, par Toiiséquenl, de cou tenir la droite ba” menée par le pointé parallèlement à la tangente mu'. Mais, d’un autre cèle , la droite bu' est la directrice du point b sur la ligne S' et , comme elle se meut en restant parallèle à la directrice du point m sur la ligne S, les vitesses qui résultent, pour scs différents points, de la rotation du plan Q' autour de In droite 06 sont toutes perpendiculaires à ce plan * **. Il suit de là, sans autre intermédiaire, que la ligne S' est une des lignes géodésiques du cène A', qu elle devient droite dans le développement de ce cène ", et que, par conséquent, la perpendiculaire abaissée du point o sur toutes scs tangentes est constante en grandeur. L’égalité qui subsiste entre cette perpendiculaire et celle abaissée du point 6 sur le demi-diamètre ou implique, en conséquence, le théorème suivant :
filant donné, sur un ellipsoïde, un point quelconque m d’une ligne (jèodèsique S, si l’on mène deux demi-diamètres respectivement parallèles, l’un il lu tungente en m « lu ligne S, l'autre ù la tangente conjuguée, la perpendiculaire abaissée de l’exlrè-
* Celle condition cesse d’avoir lieu lorsque le plan oscillateur de la ligne S n’est point normal à la surface A. Dans ce cas, eu effet , taudis que le plan tangent en ni tourne autour de la caractéristique mb', la tangente nui' tourne dans ce même plan , comme on l’a vu au u° 212, page 315. Il s'ensuit que la directrice du |>oint b sur la ligne S' ne tourne pas seulement autour de la droite ub , mais qu’elle tourne en même temps autour de la uormulc eu b au cône A'. La conséquence évidente est que les vitesses de ses différents points cessent d’étre perpendiculaires au plan Q'-.En d’autres termes et plus simplement, il y a en même temps parallélisme d’une part entre les plans tangents tl , Q', d’autre part, entre les plans qui sont osculateurs, l’un en m à la ligne S, l’autre en b à la ligne S'.
** Étant donnés le point m et la direction de la ligne S en ce |M>inl , ou connaît la longueur ob et l’angle oba”. imaginons qu’on trace la droite ba” et que, sans changer les distances de ses différents points au |>oint o. ou l’applique sur l’ellipsoïde. La transformée de cette droite sera la ligne S’. Cela |>osé , si , pour chaque point de la ligne S', on construit le plan diamétral mené par la tangente en ce jioint et sou diamètre conjugué , il est visible que les extrémités de ce diamètre auront |>our lieu géométrique la ligue S à déterminer.
MO
mité du second de res demi-diamètre s sur le premier est ronslante en grandeur.
Soit I* la perpendiculaire abaisscc du centre o sur le plan langent en mi à l’ellipsoïde. On sait que le volume compris entre les six plans tangents menés par les extrémités de trois diamètres conjugués est constant. De là résulte, évidemment,
P.D.II = cous1',
D étant le demi-diamètre dirigé suivant oa , et H la perpendiculaire abaissée du point b sur ce demi-diamètre. Mais on a déjà
Il =- cons1'.
• On peut donc écrire aussi ( I ) P.D — cons*'.
Le théorème exprimé par celle équation est dû à M. Jnachimstal. On peut l'énoncer, comme il suit:
filant donné sur un ellipsoïde un point quelconque m d'une ligne géodésique S, le produit du diamètre parallèle ù la tangente en m à la ligne S par la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent en m est constant.
Il est entendu .pour ce théorème’, comme pour le précédent , qu'il s’applique à tous les points d’une même ligne géodésique, celle ligne pouvant, d’ailleurs, être tracée soit sur un ellipsoïde, soit sur un hyperboloïde.
On voit aisément qu'il existe une infinité de lignes geodésiques, correspondantes à une même valeur quelconque du produit PI). En général, ces lignes sont au nombre de deux pour un même point. Lorsqu'elles sont au nombre de trois, le point est un ombilic et les lignes géodésiques issues de ce point correspondent toutes à une seule et même valeur du produit P.D.
220. Si I on se reporte à la démonstration précédente, il est aisé de voir qu’elle s’applique aux lignes de courbure, tout aussi
bien , et mémo pins simplement qu’aux lignes géodésiqitcs de l’ellipsoïde et de l’hypcrboloïde. Supposons, en effet, que la ligne S, issue du point m suivant la direetion ma', soit une ligne de hourbure. II s'ensuit que la ligne S' est partout normale au \ génératrices reetilignes du cône. A' et que, par conséquent, le rayon vceteur ob est de grandeur constante *. De là résulte ee premier énoncé:
Etant donné sur un ellipsoïde un point quelconque m d'une ligne de cnurlnire S, si l'on mène deux demi-diamètres respectivement parallèles, l'un à la tangente en m à la ligne S, l'autre à la tangente conjuguée , ces deux demi-diamètres sont rectangulaires et le second est de grandeur constante.
Le reste s’achève comine au numéro précédent. On peut, en conséquence, énoncer aussi eet autre théorème :
Etant donné sur un ellipsoïde un point quelconque lu d'une ligne de courbure S, le produit du diamètre parallèle <i la tangente en m à la ligne S par la perpendiculaire aba issée du centre sur le plan tangent en m est constant pour tous les points de cette meme ligne.
Ces déductions sont, ainsi qu’on le voit , d une grande simplicité.
. Polaires conjuguées.
221. Reprenons les données du n" 219 à cela près qu’au lieu de ranger la ligne S parmi les lignes géodésiques, nous la supposions tout à fait quelconque, sous la seule condition d’appartenir à l’une ou l’autre des surfaces du second degré qui sont pour\ lies d’un centre. Quelle que soit la ligne S, elle ne cesse pas de déterminer, ainsi qu’on la vu, la ligne correspondante S'. De là résulte
' La construction indiquée dans la dernière note, page 532, [tour le tracé d'une ligne géodésique devient plus simple encore lorsqu'il s'agit du tracé d'une ligne de courbure. Dans ce cas, en effet, la ligne S’ n'est autre chose que l’intersection de l'ellipsoïde par une sphère concentrique de rayon connu. On déduit aisément de là l'équation des lignes de courbure.
entre ees deux lignes une dépendance mutuelle cl réciproque qui les lie de telle ffiçon que l une ne peut être donnée sans que l’autre ne s’en déduise immédiatement. C’est à raison de celte dépendance, et pour en rappeler le mode constitutif, que nous désignons les lignes S, S' sous le nom de polaires conjuguées. Nous nommons en même temps roues centraux de conjugaison les cônes dont le sommet est au centre de la surface du second degré que l’on considère et qui ont respectivement pour bases, l’un la ligne S, l’autre la ligne S'.
Cela posé, si nous prenons deux points ni et b, conjugués entre eux, et situés respectivement, le premier sur la ligne S, le second sur la polaire conjuguée S', il est visible que les déductions des numéros 219 et 220 impliquent les énoncés suivants :
Les plans osculateurs qui correspondent aux points m et b de deux polaires conjuguées S, S' sont parallèles entre eux. Il en est de même des deux plans qui touchent en ces points, l'un l'ellipsoïde on l’hyperboloïde donné , l’autre le cône central de conjugaison.
Lorsque la ligne S est une ligne géodésique de l'ellipsoïde ou de l'hyperboloïde , la polaire conjuguée est une ligne géodésique du cône central de conjugaison qui lui correspond.
Lorsque la ligne S est une ligne de courbure de l'ellipsoïde ou de l’hyperboloïde , la polaire conjuguée est une ligne de courbure du cône central de conjugaison qui lui correspond.
222. Le théorème du n" 219 conduit très-simplement à l’équation générale des lignes géodésiques de l’ellipsoïde *.
Supposons qu’on prenne pour coordonnées le double système des lignes de courbure correspondantes aux differents points de la surface. On aura généralement
1 cos’ « sin* »
* Les mônips déductions s'appliquent à l'Iiyperltoloïde.
( :>3fi )
R, R' et p étant les rayons de courbure qui appartiennent respectivement, pour un même point quelconque ni, les «leux premiers aux sections principales, le dernier à la ligne géodésique inclinée de l'angle i sur celle des sections principales dont le rayon de courbure est représenté par R.
Considérons la section faite par le centre de l'ellipsoïde, parallèlement au plan langent en m.On sait, conformément aux déductions du n° 172, page 425, qu'on peut substituer cette section à l'indicatrice. Cela revient à dire , qu’on peut remplacer dans l’équation (I) chacune des quantités R, R' et a par le carré du demi-diamètre dirigé parallèlement à la tangente correspondante. Désignons par A, B les demi-diamètres respectivement parallèles aux tangentes dirigées, pour le pointai, suivant les sections principales, ou , ce «pii revient an même, suivant les lignes de courbure qui se coupent en ce point. Le demi-diamètre parallèle à la tangente en m à la ligne géodésique que l’on considère, étant représenté comme ci-dessus par D, il vient, d’après ce qui précède,
1 eos* i sin* »
^ D* ~ A’ + Bs ‘
Prenons la perpendiculaire désignée par H au n” 219, page 553. Nous savons qu’elle est constante pour tous les points d’une même ligne girodésique, et que l’on a, d’ailleurs, en vertu d’une propriété connue de l’ellipse,
Klevons au carré les deux membres de l’équation (3) et inlroduisnns-lcs comme facteurs dans l’équation (2). On trouve ainsi
(4) . ... B* eos* « ■+- A* sin* « = II’ = eons1*.
Les quantités A et B sont données en chaque point par la direction qu’y affectent les sections principales, il s’ensuit quelles sont indépendantes de l’angle ». L’équation (4) suffit, en conséquence, à la détermination des lignes géodésiques «pii passent par
le point m et pour lesquelles In pcrpemliculairo H affecte l’une quelconque des valeurs qu’elle comporte en ec point. On observera que ces lignes sont, en général, au nombre de deux pour une meme valeur de la quantité II. Cette circonstance ne fait point obstacle à cc qu’on les distingue aisément l’une de l'autre, l'angle qu’elles font entre elles étant le même que celui que font entre eux, dans l'indicatrice centrale, les deux demi-diamètres dont la longueur est I).
On voit ainsi comment l’équation (4) représente, sous une forme à In fois très-simple et Ircs-remarquable, l’équation générale des lignes géodésiques de l’ellipsoïde. Cette équation a été donnée,, pour la première fois, par M. I.iouville, qui la ramène à la forme,
(U). ... f/.1 vos* i >' sin* « — f' — II* — cons'%
p étant le plus grand des demi-axes principaux de l'ellipsoïde. L’équation (îi) revient à
(p4 — a1) CO.V i + (/T — •/*) sin4 » = 114.
Elle doit , d’ailleurs, s’identifier avec l’équation (i). 11 en résulte «pic les variables qui figurent de part et d’autre dans les é«piations(4) el(îi), sont liées entre elles par les relations
(fi) B* = p* — u4. A4 — p4 — >4.
Nous montrerons, dans le numéro suivant, le sens particulier qui s’attache directement aux variables u, y, et comment il s’ensuit qu’elles satisfont aux équations (fi).
223. Considérons un ellipsoïde quelconque et représentons ses ilcmi-nxcs principaux , le plus grand par o, le moyen par V^4 — è\ le plus petit par V^p4 — c4. Soit, d'ailleurs,
l’équation de cet ellipsoïde.
Si nous désignons par u et v deux quantités, l’une comprise entre b et c , l’autre inférieure à b, et que nous prenions, d’une part, l’hyperboloïde & une nappe
d’autre part, l'hypcrboloïdc à deux nappes
^ b1— fl — U,r= ’
il est visible, qu’indépendamment de toutes valeurs particulières affectées séparément par chacune des trois quantités p, a, v, ces trois surfaces sont lioinofocales. On peut vérifier, en outre, que leurs intersections se font partout orlhogonalement ",
* Considérons deux quelconques de ces surfaces, la première cl la deuxième par exemple. Les équations de leur interseclion |>ouvenl s'écrire comme il suit:
fis'*' (p> -<*){?• -c*)~ ’ (/>* — — ft*) ^ (i»*-c*)(A‘* — <•*>
Si , d’ailleurs , on désigne par p et q les dérivées partielles pour la première surface,
on a ,
et , pour la seconde,
Il en résulte, pour condition de perpendicularité entre deux normales quelconques menées par un même point de l’intersection de ces deux surfaces,
r* -4- IJ* *+* 5* = O.
Supposons que l'ellipsoïde soit donné. Il en csl de même des quantités o ,li, r. Les quantités p, v restent néanmoins iudélcrminées et, si l’on en dispose de manière à les faire varier, soit ensemble, soit séparément, on réalise trois séries de surfaces qui se coupent toujours et partout à angle droit. Concluons, conformément au théorème de M. Dupin sur les surfaces orthogonales, (voir n" 183, page 431 ), que les intersections de l’ellipsoïde (1) avec chacun des hyperholoïdes (2) et (3) constituent, par rapport à l’ellipsoïde, les deux systèmes de scs lignes de courbure. Précisons davantage. Lorsqu'on se donne un point m pris sur l’èllipsoïde, on connait les trois coordonnées de ce point. Eu transportant les valeurs de ces coordonnées dans les équations (2) et (3), on détermine les valeurs correspondantes des quantités p et v. De là résulte la détermination complète des deux hyperholoïdes représentés par les équations (2) et (3) et, par conséquent aussi, celle de leurs intersections avec l’ellipsoïde. Ces deux intersections passent par le point m et constituent, par rapport à l’ellipsoïde, les deux lignes de courbure qui se croisent en ce point. Ces lignes étant prises pour coordonnées comme au n" 222, on voit
Substituons aux quantités x*. //• les valeurs fournies par les équations (1). L’équation (2) devient, d'abord ,
Tfl U ~ </>*-r*)(p*— r*)
on, après réduction,
ft* T* L &* + ï*
Il suit (le là que l’équation (2) est satisfaite indépendamment de toute valeur attribuée a la variable s , c'est-à-dire pour tous les points de l’intersection considérée. Le même calcul s’appliquant à deux quelconques des trois surfaces dont il s’agit, il en résulte que partout où elles se coupent c’est à angle droit.
comment elles sont déterminées en ehnqne point de l’ellipsoïde par les équations de condition
(4) [t — eons1' , v = eons1'.
Les détails dans lesquels nous venons d’entrer ajoutent un complément simple et satisfaisant à la solution du numéro qui précède. Pour donner à ce complément toute sa signification , il nous reste à montrer que les quantités n cl v sont les mêmes, de part et d’autre, ici et dans le n° 222, pape o37.
S'agit-il d’abord de déterminer en fonction des variables t* et y les coordonnées x , y, z d’un point quelconque de l'ellipsoïde? La combinaison des équations (I), (2), (ô) permet d'arriver sans peine aux valeurs suivantes :
p.p.y Vu- - b i VL* - ■/-
h L'ÿ — lr
S’agit-il ensuite d’exprimer en fonction de ces mêmes variables les valeurs des demi-diamètres représentés par A et par B dans le n" 222, page 536? On peut procéder comme il suit:
Considérons la ligne de courbure déterminée sur l'ellipsoïde par son intersection avec l’hypcrboloïde (2). On trouve aisément pour les équations de cette ligne,
fV ■** (p,_ c*)(c* — f**) * ' ’ (.•*—*-)(#.*— ft*) “ (f- r*j (e*-p*) ~
Soit mi un point de cette ligne et T la touchante en ce point. Les angles que les projections de la droite T sur les plans des zx et des zy font avec les axes des x et des y ont pour tangentes respectives, ainsi qu'on le voit aisément d’après les équations (G),
dx pV*.( e’-6’) s dy c *(ps— &*)(**-/>') t
' ‘ ’’ dz ~ 6V— «\> .«*) * ’ fl' ~ fc*(p*— O (r’— f**) V
De là résulte, cil subsliluaul aux quantités x, z 1rs valeurs fournies par les équations (b) ,
dx o. a Ve* — fc1 V r1 — y* ,{z ~ b.v V j^e l/c*— a*
c VJ^y Vf— b* y//— y* b VT— s V?=? l/fi^v
Menons par le centre île l'ellipsoïde une droite T’, parallèle a la tangente T, cl désignons par x’, y", c’ les coordonnées du point où cette droite vient percer l’ellipsoïde. Le dcini-diaiuètrc dirigé suivant la droite 1" est celui que nous avons représenté par A dans le n° page bâti. Ou a donc, eu premier lieu,
On a, d’ailleurs, d’une part,
et, d’autre part ,
(II)
De là résulte , immédiatement ,
( ÎH2 )
et, |wr suite,
rfut1 r* dzl + o*— r*
-b* \ dz
Substituant aux quantités ^ les valeurs fournies parles équations (8) cl réduisant, ou trouve, pour le numérateur de la partie soustractive du second membre de l’équation (14),
cV— r»)
(P*— «*)(«"— I**) (*=*) ’ et, pour le dénominateur de cette même partie,
Il s'ensuit que l’on a, toute réduction faite,
(15) A 4=pJ— v*.
Si l'on considérait la ligne de courbure déterminée sur l'ellipsoïde par son intersection n>ec l’hypcrboloïde (5), il est évident qu’en répétant les mêmes calculs, on arriverait à l'équation finale
L’identité qui subsiste entre les équations (15) et (16) du présent numéro et les équations (6) du n" 222, page 537, met en évidence la vérification qui nous restait à faire.
Formules générales relatives à la théorie des surfaces.
224. Reportons-nous aux considérations du n” 20!), page 509, et développons-lcs davantage.
Soient S une ligne quelconque d’une surface A; p un point sup-
posé mobile sur la ligne S; m le lieu aeluel du poinl p; U une droite issue du point p, entraînée par ee point et assujettie à rester normale à la ligne S; n un point de la droite D; i la distance du point n au point p.
Désignons par e la vitesse aetueilc du point p; par u celle du point n; par P le plan que déterminent la droite 1) et la tangente en m à la ligne S; par S', m' et p' les projections orthogonales de la ligne S et des points m et p sur le plan P.
La vitesse « résulte de deux composantes rectangulaires, l’une parallèle à u et située dans le plan P, l’autre perpendiculaire à ce plan et provenant de la rotation de la droite D autour de la tangente en m à la ligne S.
Nommons ® l’angle des vitesses r, u. La première composante a pour expression
H COS f.
Mais, d’un autre côté, le mouvement de la droite D dans le plan P sc compose d’une translation qui rend commune à tous les points de celte droite la vitesse v du point p, et, en outre, d'une rotation établie autour de ee point avec la vitesse angulaire qui anime la directrice du point p' sur la ligne S'. Soit \V' cette vitesse augulaire et b l’angle que la droite D fait avec la normale principale menée en m à la ligne S. Lu désignant par p le rayon de courbure qui correspond à ce même point, on a
YV
eos b
la quantité étant , comme on l’a \ u aux numéros 21 1 et suivants, le module de la eourburc géodésique affectée en tu par la ligne S, ou, ce qui revient au même, le module de la courbure affectée en tn' par la ligne S'.
Supposons le point n pris du côté de la concavité. La vitesse qu’il emprunte à la rotation Y\" est exprimée en grandeur par le produit
AV
cos b
Elle est, d'ailleurs, de sens contraire à la vitesse r. De là résulte, pour la vitesse totale qui anime le point n, dans le plan P, parallèlement à la tangente en m à la ligne S,
eos 8
Celle même vitesse est déjà représentée par le produit m. eos -r.
Un a doue, en général,
(1) V — V./ . — U. COS v,
ou, ee qui revient nu même,
eos 8 «
(i) I — A.' = — eos f.
I/équalion (I) subsiste en même temps pour tous les points de la droite I). Les quantités 1, u et -f sont, d’ailleurs, les seules qui varient, lorsque, pour une même position quelconque de celte droite, on y passe d’un point à un autre. Plaçons-nous dans cette hypothèse et exprimons par la caractéristique J les vitesses d accroissement qui correspondent, pour chacun des deux membres de l’équation (I), a un déplacement continu du point « sur la , droite D. On a, d’abord ,
/ . , / cos 6\
t? (W . COS v) — 0 ^0 — U . /. J ,
cl, effectuant les différentiations indiquées pur rapport aux variables A, u, v,
cos 8
cos — u siu tf.df — — v • o’i.
Appliquons celle dernière équation au cas particulier où il s'agit d'un |M>inl supposé mobile sur lu droite D et sortant du lieu mi,
à l'instant que l'on considère. Ou doit, eu ce eus, poser « =*r, et f —■ o. Cela donne immédiatement l 'équation générale
(5) . J|) er — V 0 \ .
Remarque. — La rotation de la droite D autour de la tangente en m à la ligne S pouvant être quelconque, il cal permis de la déterminer par la condition que cette droite soit et reste tangente à la surface A. On peut, d'ailleurs, sans rien changer à ce qui précède, imaginer que la ligne 8 tourne autour du point »t, Si la droite D.participe à ce mouvement, les équations (2) et (3) ne ressent pas de subsister. On doit observer seulement qu'au lieu d’exprimer les vitesses absolues des points p et n, les quantités v et « ne sont plus que les vitesses relatives de ces mêmes points dans le mouvement qui vient d’être indiqué et qui, par hypothèse , leur est rendu commun.
Reprenons la formule générale
eus » n
( t ) I — à — - cos y.
Le point n étant supposé fixe sur la droite I), désignons par 2 le lieu de ses positions successives. Toutes choses sont égales de port et d’autre, en ce sens que les lignes S et I sont deux trajectoires orthogonales d’une même surface réglée A' On peut dès lors substituer l’une de ces lignes à l'antre et réciproquement. l)e lù résulte, par inversion de l'équation (I),
cos <>' Il
(2) I i — eos
‘ Les formules (i) et (3) reproduisent , sous une forme différente, les équations données par M. Ossian Bonnet , aux pages 33 et 37 du mémoire déjà cite.
" (ietle surtoce est déterminée par l’ensemble des positions que prend la droite D lorsqu'on l'assujettit à rester tangente à la surface A et qu'ou la fait passer successivement ou simultanément par tous les points de la ligne S.
les quantités e' et o avant respectivement, par rapport à la ligne l, les mêmes significations que les quantités 0 et p par rapport à la ligne S.
Multipliées, membre à membre, les équations (I) et ('2) donnent, après réduction ,
eos 8' cos 8 eos 8' cos S sin* y
La ligne S étant supposée fixe, appliquons l’équation (3) au cas où lu ligne £ sort du lieu qu’elle occupe en restant sur lu surface A’. Cela micut à passer, sur cette surface, de la trajectoire orthogonale S à celle qui lui succède immédiatement. Cela revient, eu d autres termes, à différencier l’équation (3) par rapport à la caractéristique à, comme nous l’avons fait tout à l’heure, c’est-à-dire en ne considérant comme variables que les quuntitéss',/, > et -..Un trouve ainsi
sin-.-cos» sin’v
2— *r+ ~ T-oi.
[cos b" 1 eos b' eos b' eos b
p j p pp
Sans rien changer à ce qui précède, imaginons que la ligne £ coïncide originairement avec la ligne S. Pour appliquer l'équation (4) à ce cas, il suflil de poser ) = o et, par suite, e’ = 8, />’=/>,
o = o. De là résulte, en observant que le rapport — dont les
deux termes s'annulent a pour limite le rapport—*,
CO S 8 \ T cos* fi
La quantité -j; est évidemment celle que nous avons désignée par N, dans le n° 205, page 4117, et pour laquelle nous avons
* Chacune des quantités sin f et À s'anuulanl à la lois, oïl sait, couluriueincnl au principe ex|K>sé dans la 2m' partie (n° !), page 104), que leur rapport a pour limite celui qui s'établit entre les dilTémi licites cos f. if et J> lorsqu'on attribue la râleur /.cm a chacune des deux variables f et >.
trouvé, soit directement, soit comme conséquence immédiate de l'équation (14) du n° 17(> *, page 451),
L'équation (;i) peut, en «onséqueucc, s’écrire comme il suit.
cos fl
tcos* 8 1 *1
H et R' étant les rayons de courbure principaux qtii correspondent au point m de la surface réglée A'.
Reprenons la ligne I au sortir du lieu S et imaginonsqu’au lieu de décrire la surface A', elle soit assujettie, toutes choses égules d’ailleurs , à décrire la surface A. Au- lieu de décrire la génératrice rectiligne qui lui correspond dans la surface A', le point n de la ligne I décrit la ligne géodésiqitc tracée sur la surface A perpendiculairement à la ligne S. Au lieu d’être fixe, la directrice de ce point tourne avec une certaine vitesse «. 11 s’ensuit que la courbure géodésique varie, comme tout à l’heure, avec la vitesse
eus* b
cl, eu outre, avec la vitesse angulaire relative
o\ cos fl P
la caractéristique a ne s’appliquant ici qu'à la variation partielle subie par l'angle 9, eu égard à la rotation de la directrice du point in. Cela revient à substituer la vitesse angulaire « à 1a quantité JO dans le résultat de la différentiation. On tromc ainsi
o ios 8 si U b
* Voir au besoin la foi mute (H) du u“203, page 407, et lu remarque luiulcdu n" 224, page 343.
De In résulte, par voie de simple addition,
cos 6
f" eos* 0
sin 8
Fig. FF.
l’équation (7) subsistant avce le sens de I équation (b), non plus seulement pour le eas de b» surface réglée. A' *, mais bien pour le eas général d’une surface quelconque A.
Veut-on procéder autrement? Soient mn la posi- * / lion actuelle de la droite I); mo celle de la normale
y principale <{ui correspond au point m de la ligne S;
ma une droite fixe située dans le plan normal nmo.
L équation (5) ne s’applique pas seulement au cas où les génératrices rectilignes de la surface A' restent (ixes, elle s’applique, en même temps, à celui où ces génératrices sortent des lieux qu’elles occupent , en tournant chacune autour de In tangente qui lui correspond sur la ligne S. Désignons par 8" l’angle amo cl pare l’angle umn , c’est-à-dire l’excès de l’angle 8" sur l’angle 8. On a
cos J cos (8 — r) cos 8' . suit
= -- cos £. r -+- sin f.
PP PP
De là résulte, en indiquant par la caractéristique <?, les différentielles prises dans l’hypothèse t— cons,r,
cos 8 „ / cos 6 \ . sm 8 r , cos 6 ' sin 8 1 .
(8). a — cos e. 8,1 l-t-stne.^, Isine eost !«■
Pour plus de simplicité posons t = u. Il en résulte o'' = 0 et l’équation (8) se réduit à
eos 8 cos 8 sin 8
(il) a' =<?, H Je.
P PP
’ Dans le cas de la surface A' on a évidemment ~ — o, ce qui réduit l'equalion (7) a l'rquation (5).
Observons que lu différentielle ^i— y-, prise dans l'hypothèse r — cons‘% correspond au cas où la droite 1) reste fixe, et qu’en, conséquence, elle a pour expression la valeur fournie par le second membre de l'équation (’i). Observons, en outre, que la différentielle car est précisément la vitesse angulaire désignée plus haut par u. Cela posé, il est visible que l’équation (fl) revient identiquement à l’équation (7).
Considérons les sections normales rectangulaires faites dans la surface A, l'une suivant In droite D, l’autre suivant la tangente en m à la ligne S. Si l’on désigne par r' le rayon de courbure de la première et par r celui de seconde, on a, d’abord et évidemment,
11 vient ensuite, conformément au théorème de Meunier (voir n* 178, page 443),
stn s
On déduit de là,
w.sins 1
p.tfi rr’
La quantité ^ n’étant autre chose que le module représenté par Nj au n° 176, on a, d'oprcs la formule (H) de ce même numéro, page 430,
On sait, d’ailleurs, que les quantités H, IV sont les rayons de courbure principaux qui correspondent au point m de la surface A.
Fu égard aux égalités (10) et (11), l’équation (7) devient cor 9 T cos* 6 1 "1
«*>• • • • *-r=l-r+M'Vx-
Elle ne fuit doue que reproduire l'équation (6), en lu généralisant, c'est-à-dire en la rendant applicable non plus seulement au _ cas de la surface réglée A', mais bien à celui d’une surface quelconque A.
220. La formule à laquelle nous venons de parvenir peut s'étendre aisément du cas traité ci-dessus au cas général de deux systèmes de courbes quelconques tracées sur la surface A, sous la seule condition que les courbes de l’un de ces systèmes soient les trajectoires orthogonales des autres.
/ Soit mm' la position actuelle d’une ligne géodésique G assujettie
Fy s- à rester sur lu surface A et à couper reetangulai renient la courbe S, tandis que le point m glisse sui-
S"T 1 vaut cette courbe.
»L p Imaginons qu'on ait tracé sur la surface A une k > suite continue de courbes quelconques toutes perpendiculaires à la ligne S. Désignons par Z, les trajectoires orthogonales de ces courbes, et, comme tout à l’heure, par Z celles qui correspondent à l'ensemble des positions de la ligne G.
Prenons sur la ligne G un point quelconque n. Par ce point passent en meme temps deux trajectoires orthogonales désignées respectivement, l’une par la lettre z, l’autre parla lettre Z,. Selon que le point », tout en restant sur la ligne G, est assujetti a décrire l’une ou l’autre de ees trajectoires, sa vitesse actuelle est représentée par np ou par nr, ees droites étant dirigées chacune suivant In tangente qui lui correspond. Lorsque le point n décrit la trajectoire Z, il reste fixe sur la ligne géodésique G, et sa vitesse np est dirigée perpendiculairement à cette ligne. Lorsqu’il décrit la trnjceloirc Z, sa vitesse nr se compose de la vitesse np et d’une autre vitesse dirigée suivant, la tangente en n à In ligne G.
Tirons la droite pr, et désignons par y l’angle rnp; par A l are vin; par m lu vitesse np. Il est visible que la vitesse nr a pour composantes orthogonales, d’une part, la vitesse np ou u , d’autre part, la vitesse pr ou rfi, la caractéristique d s'appliquant aux vitesses qui résultent du glissement du point m sur la ligne S. De
là résulte , en général.
(«)• • • • et, par suite,
dy
eus’ y.il . — -
Soit \V — — - le module de la vitesse angulaire nvee laquelle
fi
la directriec du point n sur la ligne £ tourne autour de ee point dans le plan tangent rnp. Cette vitesse avant pour expression correspondante le produit u . , il s’ensuit que la vitesse angu-
laire simultanée de la directrice du point n sur la ligne ïj est représentée par la somme
cos 0
ti -* dy.
Désignons par—— le module de cette dernière vitesse angulaire. "Pour obtenir ee module, il faut diviser l’expression précédente par la vitesse nr, ou, ce qui revient au même, par le rapport — — . On trouve ainsi
* po* y
eos 9, T eos 9 dy 1
,°i L p ii J
<-os y ,
et , différenciant par rapport à la caractéristique J ",
.eos 9, T
Pi L
f eos 9
. dy~
f cos b d\ ~1
COS 1 H
L o il J
y.oj
Plaçons-nous dans l'hypothèse où le point n étant d'abord en ni les lignes £, r, coïncident primitivement avec la ligne S. Il faut
’ Ou sc rappelle que la caractéristique $ exprime les vitesses avec lesquelles varient tes quantités que l’on considère , lorsqu'on passe d'on point à un autre sur une même ligne géodésique fi.
poser 7— o, et l'on peut remplacer la vitesse, u par In vitesse », ou , ee qui revient un même, par lu différentielle dx qui est identique à la vitesse ». I.n combinaison des équations (2) et (4) donne, en conséquence.
Substituons à In vitesse
eos b
In valeur fournie par l’équa-
On a , généralement.
dy
S .dy
ily.S
l)e là résulte, pour le cas oti les lignes Z et 2, coïncident originairement avec la ligne S, (la quantité dy s'annulant eu vertu de l'équation (3)),
dy S .dy S-dy
u u du .
L'équation (2) donne d. — pour valeur à substituer à dy. Exprimons u en * “
fonction de », au moyen de l'équation (t) du n° 224, page 344. Il vient, en général ,
De là résulte, pour le cas dont il s’agit, les quantités y, > , f s’annulant toutes trois, et l'équation (I) impliquant , comme conséquence . l’annulation de la quantité d),
dy ss d .
tl
d * ^ dl
v du
On voit, par ces détails, comment on a, en toute rigueur.
dy t.dy du
u du ds
lion (12) du n° 225, page Jii'.l, cl, apres celle substitution, remplaçons les quantités »„ o, par leurs valeurs initiales 0, o. Un trouve ainsi
( eos 0 r eosa « Il
’y^LT ' kr J d'
ii ■
du
L'équation (0) résout la question proposée pour le eas général de (leu s systèmes quelconques de courbes tracées sur une surface, sous la seule condition que les courbes de l’un de ces systèmes soient les trajectoires orthogonales des autres. Le premier membre exprime la vitesse avec laquelle la courbure géodésique varie dans un même système lorsqu’on passe d une courbe ù une autre suivant la trajectoire orthogonale qui correspond au point que l’on considère. Le seeond membre fournit la valeur développée de cette même vitesse.
• On observera que dans les cas traités précédemment, la quantité preste constamment nulle, ainsi que l'angle y. Il en résulte que le dernier terme du seeond membre de l’équation (G) s’évanouit, et l’on retrouve ainsi I cquation (-12) du n° 225. Dans le eas général, on a d'abord, conformément à la règle du n“ ô.'i de la deuxième partie,
il.d.
dx
ds
dx
dm
Il vient ensuite, comme on le voit aisément \
ds ds
* On a. généralement,
rlX
dï
S.dx
rts
-h dX.i
De là résulte, |iour le eas dont il s’agit, tes quantités y et dx s’annulant à la foi9en vertu de l'équation (O,
. dx S.dXr
ds ds
Il suit de lit que l'équation (ti) peut prendre In forme suivante, sous laquelle elle n été donnée par M. Ossinn Bonnet *,
eus h r eo$*6 I "]
ds
ds
Il est visible, d'ailleurs, que si In quantité J- avait même valeur pour tous les points île In ligne S, ee qui nous ramènerait aux eas traités précédemment, la différentielle d .Jy serait identiquement nulle et fernit ainsi disparaître le terme qui lui correspond.
22 7. Les formules (I) et (2) du n" 224 ne ressent pas de subsister, lorsque In droite D s’arrête au point n et se continue au delà par une courbe qui In touche en ee même point. Cette simple observation implique évidemment In conséquence suivante.
La formule (5), qui se déduit de la formule (2) en posant ; —n, s’applique, en même temps et de In mente manière, au cas traifé dans le n" 224, page 342, et nu cas plus général où I on remplace la droite D par une courbe quelconque qui la touche en m , c'estm à-dire qui soit assujettie à rester normale en m à la ligne S.
Cela posé, si nous nous reportons aux données du n° 22li et que nous remplacions v par du dans la formule (3) du n” 224, nous avons, comme tout à l’heure,
eos 9
[eos* 9 I T
P* HH J
d .')/ ds
ds
et, en outre,
cos s
(2) i}.ds = .ds.èy.
Appliquons l’équation (2) à celle des trajectoires orlhogonules de la ligne S qui passe par le point m. il faut pour cela substituer l’une à l’autre et réciproquement , d’une part, les quantités S et A,
‘ Voir le mémoire déjà cité ( page .‘>2).
( ùüs )
d’autre pari, les caractéristiques d et i. Il faut, de plus, remplacer les quantités 8 et p par celles qui leur correspondent sur la trajectoire dont il s’agit. De là résulte, en désignant par »' et p' les valeurs nouvelles des quantités « et 0,
cos 6'
Différencions l équalion (3) par rapport à la caractéristique d. Il vient
d.il
cos «’ cos 6' .
— — (Uk— ik.d. »
et, par suite, eu égard à l’équatiou (3),
cos 8 cos 6 ■ dx
— d» — a* àk
Cette dernière équation n’est autre chose qu’une forme particulière de la réciproque de l’équation (I). Sou premier membre exprime la vitesse avec laquelle la courbure géodésique varie dans le système des trajectoires orthogonales considérées, lorsqu’on passe d’une courbe à une autre suivant la direction fournie par la ligne S à partir du point m. Le second membre est la valeur développée de cette même vitesse.
Ajoutons, membre a membre, les équations (I) et (4), après avoir divisé la première par <#a, la seconde par ils. On trouve ainsi
cos 8 COS 8
p • p eos* 6
0* dx p1
eos* 8’
1TF
’ L'orllmgonalité qui persiste de part et d’autre permet d’appliquer ici la remarque finale du n° 22 1 , page 34‘i. Il en résulte qu’on peut différencier i équation (i) par rapport à la caractéristique i et , par conséquent aussi , l'équation (3) par rapport à la caractéristique d.
( 5bO )
les détails qui précèdent impliquant la conclusion suivante : *
L'équation (!>) peut être considérée comme exprimant d’une manière générale la condition nécessaire et suffisante pour que deux systèmes de lignes tracées sur une surface soient orthogonaux.
Reprenons l'cquation (4). En opérant sur elle, comme nous l’avons fait sur l’équation (2), par voie d’inversion ou de réciprocité, on en déduit immédiatement
t.ds
cos’ 0 4x
p* ds
On peut, d’ailleurs, parvenir à ce même résultat en observant que, du moment où l’orthogonalité persiste, l’équation (2) subsiste d’une manière générale, et peut, en conséquence, être différenciée par rapport à la caractéristique 4. Il n’est pas besoin de faire ici ce calcul. On reconnaît ri priori qu’il conduirait nécessairement à l’équation (fi).
Lu combinaison des équations (I ) et (6) fournit la relation
rf
d.4x ^ é.ds ds 4X
ds.4x
rTr7
On voit, d’ailleurs, d’après ce qui précède, que cette relation subsiste, en général, pour deux systèmes quelconques de lignes tracées sur une surface, sous la seule condition que les lignes de l’un de ces systèmes soient les trajectoires orthogonales des autres.
Supposons que, disposant des deux variables s et X, on assujettisse l'une et l’autre à croître ou décroître uniformément. Dans cette hypothèse, les vitesses ds cl 4 A deviennent constantes; et
* L'équation (5) et la conclusion qu’elle implique se trouvent dans le mémoire déjà cité de M. Ossian Donne! (pages ’v* et 34).
l'on peut, tn conséquence, écrire l'équation (7), sous celte nuire forme ,
ds1. à i*
(8). . . . <&..(**.*- 4- ds. (#*(/«=
APPLICATION A QUELQUES CAS PARTICULIERS
1“ Surfaces et courbes orthogonales.
228. Donnons-nous, comme nu n* ISo*1, page 451, trois courbes S, S,, S, issues d’un même point O et résultant des intersections, deux à deux , de trois surfaces SOS| , S,OS„ S, OS. On suppose que ces surfaces font partie d’un système triple * de surfaces orthogonales. Il s’ensuit, d’après le théorème de M. Dupin, que les courbes S, S,, S, sont, relativement aux surfaces SOS,, S, OS,, S,OS, et pour le point O, leurs lignes de courbure respectives, c’est-àdire les lignes de courbure qui se croisent en ce point et qui sont, en général, au nombre de deux pour chacune de ces surfaces.
Soient yct r, , pour la surface SOS,; y, et c, pour la surface S,OS,; y, et e pour la surface SOS, les rayons de courbure principaux qui correspondent au point O. On observera que les indices sbnt les mêmes pour chacun de ces rayons que pour celle des courbes S, S, , S, qui touche en O la section principale correspondante.
En appliquant aux courbes S, S, la formule (5) du u° 227 , page 555, on a d’abord
cos 8
ds,
ds
cos1 «'
les quantités (8, p), (8', p'J se rapportant aux courbes S, S, cl au
• Voir n" 183, page -MO.
plan qui les touche en O. Il est visible, en effet, que le sens attaché aux s) mboles
eos 9 cos 9
i il.
$> dx,
peruicl de mnplaeer indifféremment l’un jwr 1 autre.
Considérons la courbe S comme appartenant à la surface S, OS. L'angle 8 est celui que lu section oblique oscu la triée en O à la ligne S fait avec In section principale dirigée suivant lu même tangente. De là résulte, en vertu du théorème de Meunier,
eos 6 1
On trouverait de même, en considérant la courbe S, comme appartenant à la surface S,OS,,
eos 6' 4
P Yi
Ces valeurs substituées dans l’équation (I) donnent
ri
ils, ds e*
ri ru
Il suffit, d’ailleurs, d’une simple permutation tournante pour déduire de l’équation (2)
r, yt ils*
ds,
cf ? \
ri fi
et de l'équation (û)
Les équations (2), (3), (4), ainsi obtenues, sont les trois dernières des neuf formules que l'on doit à M. Laine, sur les surfaees orthogonales et que nous avons établies dirceteinent nu n* 183"*, page 438.
Supposons que les trois systèmes dont les surfaces SOS,, S, OS. , S,OS, font partie se réduisent respectivement, le premier à un plan unique, chacun des deux autres à une-s ni le de surfaces cylindriques avant toutes leurs génératrices perpendiculaires à ee plan. Il s'ensuit que I on n'a plus a considérer, en réalité, que deux systèmes de lignes orthogonales S, S, situées dans un seul et meme plan. On voit, d'ailleurs, aisément que pour passer du eus général traité ci-dessus à ce eas particulier, il sullil d’annuler eu même temps chacune des quantités - , - - , - , Ou trouve ainsi
deux identités et, en outre.
ils, ils
rï
Au lieu de procéder, comme nous venons de le faire, on peut appliquer directement au cas dont il s'agit l’équation (3) du n" 227, page 333. On a , par hypothèse,
cos 0=1, cos o' — I , -—7 — O,
KM
et de là résulte, immédiatement,
Eu égard aux égalités c = &, y, =/, il est visible que les équations (3) et (ti) sont identiques. Ducs à M.Lamé, comme les précédentes, elles expriment la condition à remplir pour que deux systèmes de lignes tracées sur un plan soient orthogonaux.
On observera que l'équation (3) ou (fi) peut s’obtenir dans «les
( ’>oo )
conditions |>liiâ simples, en traitant la question d’une manière directe, d’après la marche tracée au n° 183“*, ou selon les procédés des numéros 224 et suivants.
229. Considérons deux systèmes conjugués de trajectoires orthogonales appartenant a une même surface A et proposonsnous de^ccherchcr les conditions à remplir pour qu’en prenant dans chacun de ces systèmes deux lignes quelconques déterminées , les scgmqnts interceptés sur ces lignes par celles de l'autre système conservent entre eux un rapport constant.
Soient MM', NN' deux lignes déterminées du premier système et uni une ligne quelconque du second. Si l’on considère la surface A comme engendrée par le déplu* cernent continu de lu ligne mit, il faut, par hypothèse, qn'il existe un rapport constant entre la vitesse r du point ni sur la ligne MM' et la vitesse simultanée du point n sur la ligue NN'. Représentons pur u celle dernière vitesse et assujettissons le point m de la ligne uni à glisser unifornivinenl sur la ligne MM'. On a
v étant une constante absolue et C une quantité Indépendante de la position du point in sur la ligne MM’.
L’équation (I) subsiste eu général. On peut l’appliquer, eu conséquence, au cas où la ligne NN' sort du lieu qu’elle occupe en glissant Sur la surface A. De là résulte, en différenciant, comme au n" 224, par rapport à la caractéristique 4,
la quantité C' dérivant de lu quantité C et restant, comme elle, indépendante de la position du point m sur la ligne MM'.
Sans rien changer à ce qui précède, appliquons l’équation (2) au cas où la ligne NN’, devenue mobile , sort du lieu MM'. On peut remplacer u par v, et r par ds. Il vient ainsi
(3) 4 . da = C' . ds .
Fig. SS.
On h, d'ailleurs ,, conformément à I équation (2) du n° 2:27, page 554,
. eos o
(4) â. ( ls — o/ .ds.
La simultanéité des équations (ô) et (4) conduit à l’identité
co s fl
(5) C' — .<fi,
cl, puisque la quantité C' ne dépend (tas de la position du point m sur la ligne MM', la meme condition subsiste nécessairement en ce qui concerne le produit —p—jA.
Cela posé, si l’on différencie l’équation (5) par rapport à la caractéristique d, ou a évidemment
COS 6 cos 9
U.'j't + oA.lt. =0.
Désignons par — y pour la ligne mit, la courbure géudésiquc exprimée par^-L? (tour la ligne MM'. L’équation (4) a sa corrcspondanle
cos s' ,
d . 0/ — ; — ds.â).
De là résulte, en substituant cette valeur dans l'équation (<i),
COS (I
. eos fl
ds
* Ou parvient directement à ce résultat eu partant île l'équation (4) et ett observant , comme il est aisé de le voir à priori, que dans riivpolhèsc ob Ion raisonne, la vitesse (/«étant supposée constante, ou doit avoir
d.S.ds — u.
■ ( Mi )
et telle est l'équation (le condition qui doit être satisfaite, pour qu'en prenant à volonté deux lignes du système MM', les segments interceptés sur ces lignes par deux quelconques de leurs Ira' jcctoircs orthogonales conservent entre eux un rapport constant.
Supposons que les lignes du système MM' soient toutes des lignes geodésiques. L'équation (7) est satisfaite identiquement par l’annulation simultanée de ses deux membres. Ce résultat s’accorde avec le théorème de M. (lauss, démontré au n® 209, page SI I.
Supposons que chacune des ligues du système MM' soit d’égale courbure géodésique. L’équation (7) ne peut subsister, en général, que si les trajectoires de ces lignes sont clles-inêmcs tics lignes géodesiques.
Revenons à la question proposée. Toutes choses égales (le part et (l'autre, la réciprocité, qui subsiste, par hypothèse, entre les deux systèmes considérés, permet d’écrire immédiatement, comme conséquence de l’équation (7),
eos 6 cos 8' *
il a — - —
ds
Cette dernière équation résout la question proposée. Ou vérifie aisément qu’elle subsiste pour le cas des surfaces de révolution en prenant, pour double système de trajectoires orthogonales, les méridiens et les parallèles.
Si l’on voulait que la surface A pût se subdiviser en uue suite quelconque de quadrilatères, tous rectangles cl équilatéraux, il faudrait que I on eût à la fois
â.ds — o, d . 4 A — o ,
cos 6 cos 8'
’ Oa prendra garde aux signes dont les quantités qui figurent dans cette équation doivent être affectées : ils dépendent du sens îles déplacements que l'on considère et de la convention généralement adoptée |«>ur tenir compte du seus des rotations.
et, par suite , (»)
cos 6 cos 8'
Di
( :jüô )
Eu égard à l'équation (12) du n* 22.'), page 349, les «;i|iia lions (9) exigent que l’on ait
Hit
Ce n’est doue que dans le cas des surfaces développables que la condition dont il s'agit peut se réaliser, et , dès lors, il est évidemment une iulinilé de façons d'y satisfaire, en prenant pour trajectoires orthogonales conjuguées deux systèmes quelconques de ligues géodésiques.
2“ Sur/ace s gauches.
230. Soient A. une surface gauche quelconque; 1) sa génératrice rectiligne; ni un point de cette génératrice; Sla trajectoire orthogonale qui correspond au point m et aux positions successives de la droite D sur la surface A.
Lorsque le point m sort du lieu qu'il occupe en glissant sur la
Fig. 89. ligne S, il entraîne avec lui la droite D cl lui fait
m _ ( prendre un état de mouvement déterminé comme
, i • . / il suit :
! / ’ Soient ml la tangente en «i à la ligne S; mu la po-
o silion actuelle de la droite O; o le centre qui cor-
respond à la courbure géodésique affectée en m par la ligne S.
Lu droite I) eut animée de deux rotations simultanées u et W, respectivement établies, la première autour de lu tangente ml, l'autre autour de lu normule en o au plan tangent omt.
Opérons comme si la vitesse w était égale à l’unité. Ce procédé plus simple exige que nous substituions à la vitesse NV la vitesse — . Si, d’ailleurs, nous voulons plus tard restituer leurs «
vraies valeurs aux vitesses considérées, il suflira de les multiplier par le facteur o.
Représentons par ml la vitesse du point m. Elle est due tout
entière à la rotation établie autour du point » dans le plan tau gcnl oint, et l'on a, par hypothèse,
(I) ml — — ,mo.
Tirons la droite ot et eonsidérons un point quelconque n de la droite D. La vitesse du point n a pour composantes rectangulaires deux vitesses représentées en grandeur, l’une par nin, l'autre par np, le segment np étant parallèle à ml et se terminant à la droite ol ; il s'ensuit qu’elle est représentée en grandeur par I hypoténuse mp, et qu'en conséquence elle atteint son minimum lorsque le point n est choisi de manière à ce que la droite mp tombe à angle droit sur la droite ot.
J)e là résulte immédiatement la déduction suivante :
Selon que le point ni est ou n'est pas le point rentrai île lu droite 1), la courbure yéodésique affectée en ni par lu liyne S est nulle ou n’est pas nulle.
Il est clair, en eirct, que le point m ne peut se conl'ondrc avec le point n, supposé central, qu'autanl que la droite ol devient parallèle à la droite I), ce qui correspond à l’annulation de la vitesse W.
Considérons le lieu des points centraux, autrement dit lu liyne de striction de la surface A, et reportons-nous à l'équation (2) du n° 216, page 526,
Si nous appliquons celte équation à la ligue de striction, eu prenant pour axes coordonnés, d’une part, les génératrices rectilignes, d’autre part, leurs trajectoires orthogonales, on a d'abord et généralement, en ce qui concerne les génératrices rectilignes,
( ses )
On a ensuite, d’n près ce qui précède,
cette dernière équation subsistant pour le lieu des points centraux et rien que pour ce lieu.
De In résulte
l'équation (ô) s'appliquant à In ligne de striction et déterminant celte ligne à l'exclusion de toute uulre. On voit, d’ailleurs, aisément, «pie l'équation (3) implique les déductions suivantes :
1° I.a ligne i le striction des surfaces gauches est ou n'est pas une de leurs lignes géodésiques selon qu’elle coupe ou qu'elle ne coupe pas sous un même angle toutes les génératrices rectilignes ;
2 • Parmi les lignes tracées sur une surface gauche, la ligne de slrictio)i est la seule qui puisse satisfaire en même temps à la condition d’être le chemin le plus court entre ses différents points et de couper sous un angle constant toutes les génératrices rectilignes.
Revenons aux données premières et proposons-nous de déterminer, comme nu n" 224, page '14 '2, la différentielle de In vitesse mp dans le passage d’un point à un autre sur la droite ma. Si nous partons du point ni et que nous représentions par to la vitesse du point t sur la droite fixe ot, il est visible que le segment ml représente en même temps la vitesse du point m et sa différentielle. On voit aussi , sans la moindre diflieulté, que la quantité (ft du n" 224,
* Celte équation se trouve avec ses conséquences dans le mémoire déjà cité* de M. Ossian Itonnel, (pnfîe 71).
( Sfifi )
n’est autre chose que le segment mo. Il suit, de là, qu’on peut écrire lYnmédinlcnicnl
(4) . . . oint — — mt — mo = o).
Soit » la vraie valeur de la vitesse représentée ci-dessus par mt. Il suffit d’introduire le facteur constant a dans les deux termes de l’équation (i) pour en déduire , comme conséquence directe,
eos 9
la vitesse W étant évidemment égale au produit de la vitesse r par le module ^-^dc la courbure géodésique.
Un retrouve ainsi l'équation (3) du n“ 224, page 342.
3° Lignes et surfaces minima.
231. Soit S une ligne assujettie à rester sur une surfaee A et pouvant s’y déplacer comme on veut, avec ou sans déformation.
Plaçons-nous à l’instant précis où la ligne S s'écarte d’une position quelconque déterminée. Scs différents points peuvent être considérés comme sortant des lieux qu'ils occupent avec des vitesses normales à la ligne S et tangentes à la surfaee A. Ces vitesses, dites de circulation , sont précisément celles qui figurent sous le signe il dans tout ce qui précède. On doit observer, sans doute, qu’elles sont continûment variables d’un point à un autre; quoi qu’il en soit, il est visible que la quantité <?r = i.ds des numéros 224, 227 et 230 ne cesse pas d'exprimer la vitesse avec laquelle la différentielle ds croit ou décroît sur la ligne S à l'origine du déplacement que l'on considère. On peut, en conséquence, formuler dès à présent la déduction suivante :
* Théohéie 4. — Étant donné sur la ligne S un segment guelcongve, limité par deux points déterminés, ce segment commence
par croître ou par décroître selon que les rilesses exprimées, pour chacun île ses points, par <?. <ls sont toutes positives on toutes négatives.
Il est un second théorème applicable au cas qui nous occupe. Démontré plus loin, n° â.'iO, il S'énonce comme il suit :
TiiéoRF.MK H. — L'aire engendrée par une ligne S qui se meut dans l'espace arec ou sans changement de forme a pour di/Jérentielle le produit de cette ligne par sa vitesse moyenne de circulation.
Partons de ces prémisses et proposons-nous le problème suivant :
Trouver la ligne de longueur donnée qui circonscrit une aire maximum sur lu surface A, ou , ce qui revient au même, la ligne de longueur minimum pour une aire circonscrite de grandeur donnée.
On voit à priori que la ligne cherchée ne peut avoir aucun segment dont la courbure géodésique tourne sa convexité vers l’intérieur de l uire circonscrite. Autrement, en effet, on pourrait augmenter cette aire et diminuer son contour. Il suflirait pour cela de prendre deux points quelconques du segment convexe et de substituer à l’arc qu'ils comprennent entre eux la ligne géodésique qui leur correspond.
Ce premier point résolu, imaginons, d’ailleurs, que la ligne cherchée soit quelconque. Il s’ensuit que la courbure géodésique varie généralement d'un point à un autre et que, tournant partout sa concavité vers 1 intérieur de l'aire circonscrite, elle ne. cesse pas d’étre constamment croissante sur une certaine étendue M.Y.
Prenons sur .MA' deux arcs S, S' île même longueur cl repré*sentes respectivement, l’un par MA, l'autre par M’A'.
Soit m un point quelconque <le l’npc S cl »«' son conjugué sur Fig. Do. l'nrc S'. Ces points sont dits conjugués parce
V -y que les distances nrcuelles Mm, M'/n’ sont
M Jf' égales de part et d’autre.
Désignons par et par -jr- les courbures géodésiques qui correspondent respectivement l’une au point m de l are S, l’autre au point m de l’arc S'. Si nous posons, en général ,
eos s'
cos 0
il est visible ipie la quantité u reste toujours positive et supérieure à zéro.
Assujettissons l’arc S' à se déplacer sur la surface A, ses extrémités restant fixes et chacun des points qu’elles comprennent entre elles glissant vers l’ intérieur de l’aire circonscrite sans qu’il y ait solution de continuité.
Soit o/ la vitesse de circulation communiquée au point quelconque ni dans le déplacement dont il s'agit pour l’arc S'.
Opé rons de même en cc qui concerne l’arc S, à cela près que le point ni conjugué avec le point ni’ glisse vers l'extérieur de l’aire circonscrite, et que sa vitesse de circulation soit égale au produit
(1 -+- fi ) .
Considérons, en premier lieu, la somme algébrique des aires engendrées par les arcs S, S', dans leur déplacement simultané sur la surface A. En vertu du théorème 2, elle a pour différentielle
S.M(f -♦-;*)(?> — S'.M'fi,
et, eu égard à l’égalité des longueurs totales S, S',
Celte différentielle étant positive, on voit qu’elle implique, comme première déduction , l’énoncé suivant :
L'aire circonscrite commence par augmenter.
Considérons, en second lieu, In somme algébrique des différentielles, exprimées simultanément pour les points quelconques conjugués mi , m', l'une par <$.ds, l'autre par i.ds. On a , d'après ce qui précède, et coul'ormément à la formule (2) du n" 227, page o5i,
. . , eos 6
<a . ils =» (1 « ) è ) .ils . »
rj.lls' = 'J J .ils’
— (I 2 «) ’ii.tls'
eos 6
De là résulte, eu égard à l’égalité constante des quantités ils et ils’
PAC A
(3) fi (ils + ds')=—ft.'h.ds.—--
La somme exprimée par l’équation (ô) est constamment négative pour toute l'étendue des ares conjugués S, S'. On n donc, en vertu du théorème I , relie autre déduction :
Le contour de l uire circonscrite commence pur décroître.
Les résultats auxquels nous venons de parvenir et que nous avons formulés en italiques, sont absolument généraux. Ils prouvent, pour toute, ligne dont la courbure géodésique n’est point uniforme, qu'on peut en diminuer la longueur et augmenter en même temps l’aire qu'elle circonscrit. On en déduit , comme conséquence directe et évidente, le théorème suixnnt qui résout la question proposée *.
Lu ligne de longueur donnée, gui circonscrit une uire maximum sur une surface, n même courbure géodésique en chacun de ses points.
’ O théorème, démontré depuis longtemps dans le journal de M. Crelle. a été donné plus récemment par MM. Drlaunoyet Ossiau-l>nnnel.
On peut dire, plus généralement,
Les lignes dont lu longueur est un minimum, par rapport aux aires qu'elles limitent sur une surface, oui leur courbure géodésique constante et uniforme dans chacune des parties dont on peut disposer séparément.
252. Appliquons la marche que nous venons de suivre au cas d’un segment unique S dont la courbure géodésiquc tournerait sa convexité vers l’intérieur de l'aire circonscrite. On a, en même temps, pour la différentielle de l'aire engendrée,
et, pour la vitesse f.ds,
. , . eos 0
(5) à . tis = — <?l ,ds »
le déplarement ayant lien de l’intérieur vers l’extérieur.
On voit, par là, (pie l’hypothèse d’un segment convexe implique la possibilité d’un changement qui diminue le eontour en même temps qu’il augmente l’aire circonscrite. Celle hypothèse est donc inadmissible, ainsi que nous l'avons établi tout d'abord.
Prise à part et considérée isolément , l’équation (5) fait voir que la ligne tracée entre deux points sur une surface ne peut être la plus courte qu'mitant qu’elle satisfait partout à la condition générale
vos 0
Ce résultat nous ramène à la propriété connue des lignes géodésiques.
S’agit-il île la plus courte distance comprise sur une surface entre un point w et une ligne S? Soit n le point de la ligne S on vient aboutir la plus courte distance cherchée : ou sait déjà que la ligne mn est une des lignes geodésiques passant par le point m. On voit, d'ailleurs, aisément qu elle doit tomber à angle droit sur
la ligue 8 : cela résulte impliciteroent des considérations precedentes. On peut aussi le reconnaître en se représentant, d’une part, toutes les lignes géodésiques issues du point ni, d’autre part, celle de leurs trajectoires orthogonales qui passe par le point n. Les differents points de cette trajectoire étant tous équidistants du point m, il est visible que si elle coupait obliquement la ligne 8, la distance ni» augmenterait ou diminuerait selon qu’on déplacerait le point « dans un sens ou dans l’autre.
Déterminée par la condition d’étre géodésique et de tomber à angle droit sur la ligne S, la ligne mn peut être un minimum ou un maximum. En général, elle sera l’un ou l'autre, suivant que la courbure géodésique affectée en « par la ligne S sera moindre ou plus grande que celle qui correspond à ce même point dans la trajectoire orthogonale mentionnée ci-dessus *.
S’agit-il enfin de deux lignes S, S' tracées sur une même surface et dont on demande la plus courte distance? 11 n’est pas besoin de nouveaux détails pour reconnaître que cette plus courte distance doit tomber à angle droit sur les lignes S, S'. La ligne géodésique déterminée par cette condition peut donner, suivant les cas, un maximum ou un minimum. Cela dépend , comme tout à l’heure, des courbures géodésiques à considérer de part et d’autre, à chacune des deux extrémités de la plus courte distance. Si- les différences que ces courbures présentent, en général, étaient de signe contraire, la solution tomberaiten défaut et cesserait ainsi de correspondre, soit a un minimum, soit à un maximum proprement dit.
Résumant en quelques mots les détails qui précèdent et les déductions du n° 251 , nous dirons :
Les lignes (le longueur minimum tracées sur une surface ont même courbure géodésique en tous les points de chacune de leurs parties distinctes. Cette courbure est toujours nulle pour le cas
* On ne perdra pas de vue que la courbure géodésique affectée en n par la ligne S est considérée comme |*osili vc ou comme négative selon qu’elle tourne sa concavité ou sa convexité du cOlédu [point ni.
du minimum absolu. Elle n'est pas nulle, en général, pour le ras du minimum relatif.
233. Les considérations développées dans le n° 231 peuvent aisément s’étendre au cas des surfaces et des volumes qu’elles circonscrivent. Commençons, à cet effet, par établir les théorèmes dont nous avons besoin.
Soit A une surface quelconque, pouvant se déplacer comme on veut, avec ou sans déformation.
Plaçons-nous à l'instant précis où la surface A s'écarte d'une position quelconque déterminée. Ses différents points peuvent être considérés comme sortant des lieux qu'ils occupent avec des vitesses normales à la surface A. Représentons par?; ees vitesses, dites de circulation, et cherchons d’abord comment elles déterminent les vitesses correspondantes avec lesquelles la différentielle d.d\ croit ou décroît sur la surface A, à l’origine du déplacement que l’on considère.
Soient S une ligne tracée sur la surface A ; ni un point quelconque de eette ligne; B le lieu des droites menées suivant la ligne S normalement à la surface A. En même temps que la surface A sort du lieu qu’elle occupe, le point tu glisse sur la surface B avec sa vitesse de circulation »? A et l’on a, conformément à la formule (2) du n" 227, page 55i ,
eos 0
(1) I.ds = — ?).(/*.— •
.Soit P le plan oscillateur et R, le rayon de courbure qui correspondent respectivement pour le point ni, l’un à la ligne S, l’autre à la section normale de même direction. L'angle 6 est^ l'angle du plan P avec le plan qui touche eu m le lieu B, autrement dit l’angle que la normale en m à la surface A fait avec le rayon de courbure a. De là résulte , conformément au théorème de Meunier,
et, par suite,
p = R, eos h.
v. ils—- —
Ji.ds
Soi) a une deuxième ligne tracée sur la surfucc A el passant par le point m. On a, routine ei-dessus,
o. (la
à) .da
Its riant le rav on de courbure de la section normale qui correspond pour le point m à la direction fournie pur la ligne a.
Supposons que les lignes S et a se croisent au point m sous un angle quelconque ». On déduit aisément de lu formule upplieuble aux quadratures et démontrée plus loin, n° 231 ,
d.dA — du. du. siu ».
De là résulte, en général,
à. (d.dA) = [ds.'ï.da da . à. dis j silt» (Is.da.à a.eos »,
et, pour le cas particulier où les lignes S el » sont orthogonales,
(4) f(d.dA) — ds.i.da -«• do. 8. dis.
La combinaison des équations (2), (3) et (4) conduit au résultat cherche
(3). . . . j(d.dA) =— ^-] ds.da. Si.
Soient H et H' les rayons de courbure principaux qui correspondent au point iii de lu surface A. On a, généralement,
la quantité VV étant, comme on l a vu au n" 177, page 441, le module de la courbure moyenne affectée en ni par la surface A. Ecrivons, d’après ce qui précède,
(l>). . i(d.dA) = — j^-- -r- —1 dts.da . à> — — Vk’.dis .da.it.
L’équation (ti) est, par rapport aux surfaces, ce qu’est, par rapport aux ligues, l’équation (*2) du n" 227, page 334.
354. Ucportons-nous à la dernière équation. Elle implique la déduction suivante :
Théorème I. — Etant donné sur la surface A un segment quelconque, limité par une suite continue de points déterminés , ce segment commence par croître ou pur décroître selon que les vitesses exprimées pour chacun de ses points par la quantité o ( d . dA ) sont toutes positives ou tontes négatives.
Il est un second théorème applicable au cas qui nous occupe. Démontré plus loin, au a" 2(53, il s’énonce comme il suit :
Théorème 2. — Le volume engendré par une aire qui se meut avec, ou sans changement de forme a pour différentielle le produit de celte aire pur su vitesse moyenne de circulation.
Partons de là, cl proposons-nous le problème suivant:
Trouver lu surface d'aire donnée qui circonscrit un volume maximum, ou, ce qui revient au même, lu surface d'aire minimum pour un volume circonscrit de grandeur donnée.
Comparons ce problème à celui du n° 231 , page 3G(i : comparons, en même temps, les équations et les théorèmes qui se correspondent de part et d’autre. Si d'un côté, pour les lignes, c'est leur courbure géodésique qui intervient comme principe et base de solution, de l’autre, pour les surfaces, c'est leur courbure moyenne qui remplit identiquement le même rèle. Celle simple observation permet d étendre immédiatement aux surfaces les résultats obtenus pour les lignes et de les résumer, comme il suit :
Les surfacesdont l’aire est un minimum ont même courbure moyenne en tous les points de chacune de leurs parties distinctes. Celte courbure est toujours nulle pour le cas du minimum absolu ; elle n'est pas nulle, en général, pour le cas du minimum relatif
Ajoutons quelques détails pour juslilicr, s’il en est besoin, l’énoncé précédent.
S'ngil-ii d'abord du minimum absolu? Quelle que soit In surface cherchée, si sa courbure moyenne u est pas nulle eu cha<iuc point, on peut toujours trouver sur cette surface un segment A, supposé tel que la courbure moyenne n’y change pas île signe.
Prenons à part le segment A. Fixons-en le conlour et, sans le déchirer communiquons a ses points intérieurs des vitesses de circulation qui les portent tous à la fois d’un seul et même cété de leur lieu actuel. Selon que ce déplacement s’effectue dans l’un ou l’autre des deux sens qu’il comporte, les vitesses correspondantes
<?.(d.rfA)=- W ds.da.4x
sont toutes positives ou toutes négatives. Il suit de là et du théorème I que le segment A commence par croître ou par décroître suivant le sens qu’on attribue à son déplacement. Cette première déduction implique évidemment la conclusion suivante :
Les surfaces dont l’aire est un minimum absolu pour un conlour quelconque déterminé ont leur courbure moyenne constamment nulle.
S’agil-il ensuite du minimum relatif? On voit tout d’abord qu’il ne peut y avoir sur la surface cherchée aucun segment A dont la courbure moyenne tourne sa convexité v ers Vintèrieur du volume circonscrit. Autrement, en effet, si l’on déformait ce segment, sans le déchirer, les points du contour restant fixes, et chacun des autres glissant vers ('extérieur, suivant la normale qui lui correspond, les vitesses <? ( H.tlX ) seraient toutes négatives. Il y aurait donc à la fois augmentation du volume circonscrit et diminution de l'enveloppe, ce qui, par hypothèse, est contradictoire.
Cela posé, il sullit d’opérer, comme au n" 251, pour parvenir, en ce qui touche les surfaces, aux résultats obtenus concernant les lignes.
Il suflil J h tu r eela qu'il n’y ail aucun changement brusque dans les vitesses de circulation communiquées simultanément aux différents points du segment A.
Lit courbure moyenne devant être partout de meme signe, elle ne peut varier, d’ailleurs, sans être constamment croissante sur une certaine étendue. On peut, dès lors, substituer aux aresS, S' deux segments A, A', donner à chacun de ecs segments même grandeur totale et les conjuguer entre' eux, points par points, de tell» façon que la courbure moyenne l'emporte en chaque lieu du segment A’ sur celle qui lui correspond au lieu conjugué du segment A. Le reste s’achève sans difficulté, la marche restant absolument la ifiême et conduisant à la conclusion suivante :
Les surfaces, dont tuire est un minimum par rapport aux volumes (/u elles limitent, ont leur courbure moyenne concave vers l'intérieur, et la même en tous les points de chacune de leurs parties distinctes.
Indiquons comme corollaires deux conséquences faciles à établir d’après les données précédentes.
Soient A une série de surfaces a courbure moyenne nulle et sc succédant d’une manière continue. Traçons sur l’une d’elles un contour quelconque fermé, cl, par ce contour, concevons une surface B assujettie à couper orthogoualemcnt toutes les autres. Les aires interceptées par la surface B, sur les surfaces A, ont toutes même étendue totale.
Soit encore A une surface assujettie à être un minimum sous la seule condition d’aboutir librement à une surface donnée B. Déterminée par lu condition d’avoir en chaque point une courbure moyenne nulle , lu surface A doit , en outre, tomber à angle droit sur la surface B.
Voir, pour dernière application, la note finale, placée à la suite du chapitre XIV. On y fixe, par rapport au tracé des lignes considérées, le sens géométrique de l’équation
, cos fl cos fl’
ds il
CHAPITRE XIII
THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES SURFACES (Ju’üK l'EUT AI’l'LIQUEll L’UNE SUR L’AUTRE SANS DÉCHIRURE NI DUFLICATURE.
• 235. Nous avons vu au n* 207, page 50(>, quelles sont, parmi les
surfaces réglées, relies qu’on désigne sous le nom de surfaces développables. Elles se distinguent des autres en ce qu’elles n’ont qu’un seul et même plan tangent pour tous les points d’une même génératrice rectiligne. De là résulte la propriété fondamentale qui les caractérise et que leur nom rappelle : elles peuvent se développer sur un plan et s'y appliquer , point pur point, sans déchirure ni duplicuture. Celte propriété comprend implicitement les suivantes :
I" Les surfaces développables peuvent toutes s'appliquer l'une sur l’autre, sans extension ni contraction d'aucun de leurs éléments linéaires ou superficiels ;
2" Étant données deux surfaces développables, un peut toujours pour chaque point de l'une, trouver sur l’autre un point correspondant , les points ainsi conjugués ayant pour lieux respectifs des arcs de même longueur.
Arrêtons-nous au dernier de ces deux énoncés, bien qu’il soit, en apparence, plus restreint que le premier, on reconnaît aisément qu’il l’implique. On conçoit, dès lors, que, procédant par voie d'extension et considérant, non plus seulement deux surfaces développables, mais bien deux surfaces quelconques cboisics.de manière à remplir, l’une par rapport à l’autre, la condition du dernier énoncé, on ait été conduit à dire de ces surfaces qu’elles sont applicables l'une sur l’autre sans déchirure ni duplicalure.
Dans tous les cas, rien ne fait obstacle à ce que l'on admette, comme vérité de définition, 1 énoncé général ainsi formule:
Etant données deux surfaces , si pour chaque point de l'une on peut trouver sur l'autre un point correspondant , les points ainsi CONJUGUÉS AYANT POUR LIEUX RESPECTIFS DES ARCS DK MÊME LONGUEUR, on dit de ces surfaces quelles sont applicables l’une sur l'autre sans déchirure ni duplicature. ,
Avant d’aller plus loin, cherchons s’il n’est pas, pour d’autres surfaces que les surfaces développables proprement dites, quelquç procédé simple qui permette de les appliquer ou de les transporter l’une sur l’autre, sans déchirure ni duplicature, autrement dit, sans extension ni contraction d'aucun de leurs éléments linéaires *. Les exemples qui suivent résolvent, en partie, cette question délicate.
23<i. Considérons, en premier lieu, les hélicoïdes gauches et proposons-nous la question suivante :
Étant donné un liélicoïde gauche, déterminer la série des hélicoïdes qui comprennent l’hélicoïde donné et qui peuvent se développer l'un sur l'autre, sans déchirure ni duplicature.
Soient II l’hélicoïde donné; A son axe; D sa génératrice rectiligne. On sait comment s'engendre l’hélicoïde 11, la droite D étant animée à lu fois de deux mouvements uniformes qui consistent respectivement, l’un en une translation parallèle à l’axe A, l’autre en une rotation autour de ce même axe.
Prenons la droite D dans une position quelconque déterminée. Nous pouvons la faire tourner sur elle-même, sans modifier, pour aucun de scs points, ni la vitesse actuelle de ce point, ni le plan tangent qui lui correspond sur l’hélicoïde. Quelle que soit la
* Dès qu'il y a transport sans déchirure ai duplicature, il s'ensuit également qu’il n'y a ni extension ni contiactinn d'aucun élément superficiel. Celle conséquence peut être considérée comme évidente à priori. Elle résulte, d'ailleurs, des principes exposés dans le chapitre suivant, en ce qui concerne la quadrature des surfaces.
rotation introduit? additionnclleinent autour de la droite I), des qu'on la compose avec In translation et la rotation déjà mentionnées, clic se résout en une translation parallèle à un certain axe A' et en une rotation établie simultanément autour de ce même axe.
Fixons l’nxe A' et assujettissons la droite I) a sortir du lieu qu’elle occupe, en persistant par rapport h eet axe dans 1er double mouvement qui résulte de la composition précédente, li en résulte que la droite D engendre un héiicoïde H', avant avec l’hélicoïdcll une génératrice commune et touchant ce même héiicoïde en tous les points de cette génératrice.
Celn posé, imaginons qu'on communique à chacun des hélicoïdes H, II' le double mouvement déterminé d'abord pour leur génératrice respective. Il est évident qu’ils ne sortent ni l’un ni l'autre des lieux qu’ils occupent cl qu’ils se développent l’un sur l’autre, point par point, sans déchirure ni duplicaturc. On voit, d’ailleurs, aisément, qu’ils réalisent , l’un pur rapport « l'autre, toutes les conditions établies au n° 207, comme conséquences du développement des surfaces développables proprement dites.
Les détails qui précèdent indiquent suffisamment la marche à suivre pour résoudre la question proposée. Tout se réduit à quelques constructions très-simples, fondées sur les notions élémentaires de cinématique et de géométrie. Bornons-nous à présenter le résultat final et laissons au lecteur le soin d’en vérifier l’exactitude, ce qui ne présente aucune difficulté.
II étant donné, par hypothèse, on en connaît les divers éléments : soient , en conséquence,
1° DD la génératrice rectiligne;
2" o son point central *;
5“ oui la vitesse de translation parallèle à l’axe A ; 4" on la rotation établie autour de ce même axe; 5° p la plus courte distance des droites A et D. Le plan de la figure étant celui que déterminent les droites oD, on i, désignons-lc parQ. (On soit qnc distance p se projette en o sur le plan Q).
le point central est situé sur la plus courte distance des
L héiicoïde Fig. 91.
la plus courte
‘ On sait que droites D et A.
Par le point n, menons la droite indéfinie BB, parallèle à DU, et du point o, abaissons sur cette droite la perpendiculaire oit.
Elevons en tn sur otn une perpendiculaire et déterminons-en l'extrémité a par la condition que la projection du segment mu stjr la droite DD soit égale au produit connu p . ob.
Tirons oa, et sur cette droite prise pour diamètre, construisons la circonférence de cercle omar.
Cela fait, voici la solution.
« On peut, toutes choses éyules d’ailleurs, substituer à la » corde ont une corde quelconque otn'. L’hélicoidc désigné par » Il et correspondant à la corde ont est déterminé comme il
> suit:
• Son axe A' est parallèle ù oui'; il coupe la plus courte dis- » tance p h une distance du point o représentée par le rapport du » segment ne' au segment ob , ae étant la projection de la cordc » m'a sur la droite DD ou sa parallèle ca.
• Dans 1a génération de l’hélicoïde II', la droite D glisse paral-
> (élément à l’axe A' avec la vitesse om’ ; elle tourne eu même » temps autour de cet axe avec la vitesse on' • \
Les hélicoïdcs. il' ainsi déterminés sont tous conjugués u\cc riiélicoïdc 11. Ils peuvent se développer l'un sur l’autre, sans dccnirurc ni duplicalure. Parmi ces hélicoïdcs, il eu est trois, eu général, qu'il convient de distinguer.
L’un est l’hélicoïde dont l’axe dirigé suivant ou coupe la génératrice 1) au point o.
Le second est riiélicoïdc gauche à pian directeur, dont l’axe est dirigé parallèlement à la droite oc.
Le troisième sc résout en un hypcrholoïde de révolution dont J'axe a pour direction celle de la droite qui touche eu o la circonférence omac.
Dans le eus particulier, où la vitesse oa du point central est dirigée perpendiculairement à la génératrice I), les deux premiers
* On observera que l’axe A' est situé en avant ou en arrière du plan y, selon que le point ai' est au-dessus ou au-dessous de la |terpcndiculaire ai a baissée du point a sur la droite OU
( Ml )
de ecs trois liélieoïdes se confondent en un seul. Le dernier se réduit à son axe et s évanouit en s'identifiant avee la généra triée. On voit, aisément, qu'en ec cas, le produit des vitesses de translation et de rotation est constant pour tous les liélieoïdes *.
Rien ne changerait dans les déductions précédentes, si, au lieu de demeurer fixe, comme on l’a supposé pour la génération de l'hélieoïde II', l'axe A' passait continûment par toutes les déterminations qu’il comporte, et qu’en même temps, la génératrice D prit, pour chacune de ces déterminations , les vitesses de translation et de rotation qui lui correspondent. De là résulte une infinité de surfaces gauches, comprenant les liélieoïdes II', conjuguées comme eux avec l’hélieoïde II et susceptibles de se développer les unes sur les autres, sans déchirure ni duplicaturc.
Nous avons fait observer que parmi les liélieoïdes H', il en est un dont l’axe est coupé par la génératrice D. On voit, d'ailleurs, aisément, que cette génératrice coupe sous un angle constant le lieu des points centraux, autrement dit, la ligne de striction. Il suit de là, que les lignes de striction des hélieoïdes IL et des surfaces susceptibles de s’appliquer sur eux, sans déchirure ni duplicaturc, sont les chemins les plus courts entre les différents points de ces lignes , et quelles sont coupées sous un angle eonstant par les génératrices rectilignes qui leur correspondent respectivement. Ces résultats s'accordent avec les déductions du n" 2ô0, page ;>(m.
2ô7. Considérons, en second lieu, une surface gauche quelconque et proposons-nous lu question suivante :
Etant donnée une surface gauche quelconque , déterminer la série des surfaces de même genre qui comprennent lu surface donnée et peuvent se développer l’une sur l’autre, sans déchirure ni duplicalure , par application mutuelle et réciproque de leurs génératrices rectilignes.
Soit A la surface donnée et D sa génératrice rectiligne. Imngi-
* Voir au besoin pour plus de détails, les Ihdlctivs (te !' Académie roi/alr de IleUjique, ( 2""' série , Ionie XI , n" 4).
non* que la droite D se meuve en restant sur In surface A. On peut, à mesure qu’elles s’engendrent continûment, distinguer les parties déjà engendrées par In droite D de celles qui ne le sont pas encore, et assujettir les premières à tourner autour de cette droite d’un mouvement commun. Quelle que soit la rotation établie, comme on vient de le dire, autour de la droite mobile I), elle ne modifie en aucune façon les vitesses actuelles des différents points de cette droite. Il suit évidemment de là, qu’elle a pour unique effet de transformer la surface donnée A en une surface A', susceptible d'une infinité de déterminations différentes, exprimant pour chacune un des développements que comporte la surface A et résolvant ainsi la question proposée.
Sans rien changer à ce qui précède, imaginons qu’à partir d’une position quelconque de la droite D, on continue la surface A' en lui assignant d’avance sa forme définitive. La rotation établie autour de la droite D aura maintenant pour effet d’appliquer continûment et successivement toutes les génératrices rectilignes de la surface A' sur les génératrices correspondantes de la 'surface A, de telle façon que ia droite D pourra être considérée comme décrivant à la fois les deux surfaces A , A', la première étant fixe et la seconde tournant tout entière autour de la droite D.
Lorsque la droite D se meut sur la surface A', il est indifférent que cette surface demeure fixe ou qu’elle tourne autour de la droite D. Rien n’est modifié par ce mouvement, ni dans les grandeurs absolues, ni dans les directions relatives des vitesses actuelles de ses différents points. Concluons que les lignes décrites simultanément par un même point quelconque de la droite I), l’une sur la surface A, l’autre sur la surface A', ont même longueur et coupent sous un même angle les génératrices rectilignes qui se correspondent de part et d’autre.
On sait que, pour identifier les états de mouvement de deux droites qui sortent en même temps d'un même lieu, il est nécessaire et suffisant de faire coïncider leurs points centraux, les vitesses de ces points et, en outre, celles de deux autres points quelconques, situés en un même lieu sur chacune de ces droites.
Partant de là, et dejpe qui précède, on peut formuler comme il suit les conditions h remplir pour que deux surfaces gauches puissent se développer l’une sur l’autre, sans déchirure ni duplicalurc, par application mutuelle et réciproque de leurs génératrices rectilignes :
1" Les génératrices rectilignes conjuguées doivent couper sous un même angle les lignes de striction correspondantes ù chacune des surfaces et intercepte y sur ces lignes des arcs égaux;
2° La distance comprise, sur deux génératrices conjuguées, entre leur point central et celui où le plan langent fait un angle de 45“ avec le plan tangent au point central , doit être lu même de part et d'autre.
Observons que les plans tangents tournent d’un même angle pour d’égales distances franchies, à partir du point central, sur deux génératrices quelconques rectilignes et conjuguées. Il en
résulte que les modules N, et des numéros 203 cl 204, pages
497 et 499, sont les mêmes de part et d’autre. On peut exprimer ce résultat, en disant que les surfaces A et A' ont même courbure en leurs points conjugués. Nous verrons plus loin comment cette dernière condition suffit à elle seule pour impliquer les autres.*
338. Considérons, pour dernier exemple, les surfaces de révolution et proposons-nous la question suivante :
Etant donnée une surface de révolution, déterminer parmi les surfaces de mêjne genre celles qui comprennent la surface donnée et qui peuvent se transporter l’une sur l’autre , sans déchirure ni âuplicature , par application mutuelle et réciproque de leurs parallèles respectifs.
Soient MN, M'iV deux droites indéfinies, parallèles fixes. Fig. 9î. Soient en même temps mn , mn deux segments quel- M jy conques de grandeur constante, assujettis à glisser rom- „ me on veut, l’un sur la droite MN, l’autre sur la droite
M'N”. Tirons les droites mm, nn‘ et considérons le trn- «• ~l père mnn'm’. Quelle que soit In position relative des segjr »
menu mil, im V, l uire trapézoïdale mun'in' demeure invariable. De là résulte, en ce qui concerne les surfaces cylindriques, le théorème suivant, facile à démontrer en toute rigueur *.
Lorsqu'on fait (/lisser, les uns pur rapport aux autres, les segments interceptés sur les génératrices d'un cylindre entre deux lignes quelconques , (chacun d’eux conservant sa longueur primitive et restant sur la génératrice qui lui correspond) l’étendue de l'aire déterminée par l'ensemlde de ces mêmes segments demeure invariable.
Cela posé, soient A une surface de révolution, au’ son axe, ce Fin. !>3. 11,10 portion de la ligne méridienne,
x' Prenons la ligne ce' pour section droite d'un cylindre dont les génératrices puissent glisser sur ellesmêmes, indépendamment las unes des autres, et cela sans sortir du lieu qu’elles occupent dans l’espace.
Imaginons que la surface A tourne d’un certain angle autour de l’axe au, et supposons que, pgpdant cette rotation, chacun des parallèles correspondant au segment ce' communique à la génératrice qu’il touche la vitesse de son point de contact. Il est visible qu’au moment où la rotation s’achève, l’arc compris, pour chaque parallèle, entre le point où le contact subsistait a l’origine et celui où il s'arrête, se trouve développé suivant la génératrice correspondante du cylindre, et que celle-ci a glissé sur elle-même d’une longueur précisément égale à cet arc.
Désignons par E l’aire que détermine sur la surface A un contour quelconque tracé entre les deux parallèles e«, c'a' et les positions extrêmes du méridien qui coïncidait d’abord avec la ligne cc'.
Tous les points de l’aire E se sont appliqués successivement sur la Surface cylindrique, de manière à former une série de
* Il suilit [lourcelade développer sur un plan le cylindre que l’on considère cl d'opérer, soit directement, soit en se fondant sur ce (pie l'aire engendrée par nu segment de droite a |iour différentielle le produit de ce segment par la vitesse de circulation de son point milieu.
segments rectilignes juxtaposés, parallèles, et n’ayant subi les uns par rapport aux autres aucun déplacement, si ce n’est celui qui résulte du glissement inégal des génératrices sur lesquelles ils sont situés respectivement. La conséquence évidente est que l’aire déterminée sur le cylindre par l'ensemble de ces mêmes segments a une étendue précisément égale à celle de l’aire E sur la surface A. Il ne resterait donc plus qu’à développer le cylindre , c'està-dire qu’à rectifier sa section droite, si l’on voulait obtenir le* développement lio7iialograj>liique de l’aire E *. Notre but étant autre, poursuivons.
Soient A, A' deux surfaces de révolution ; M, M' leurs méridiens respectifs; C, C' les cylindres droits circonscrits à ces surfaces le long des lignes M'.
Le procédé suivi tout à l’heure montre qu’après avoir transporté la surface A sur lc.cylindrc C, on peut replier eelui-ei sur le cylindre C', et reporter la surface A sur 1a surface A' d’une infinité de façons différentes.
Considérons le cas où le cylindre C est replié sur le cylindre C', de manière à ce que la ligue M soit appliquée sur lu ligne M'. 11 est visible que le transport de la surface A sur la surface A' se résout généralement en un développement homalographique de la première surface sur la seconde. Pour qu’il en fût autrement ; pour qu’il y eût développement sans extension ni contraction d’aucun élément linéaire ou superficiel; pour que toute ligne transportée de la surface A sur la surface A' reprit et conservât sa grandeur première, il faudrait que les génératrices du cylin- # dre C', alors qu’elles sont entraînées par la rotation de la surface A', glissassent avec des vitesses respectives précisément égales à celles qui animaient ces mêmes génératrices dans le déve-
' On entend par développement homalographique un développement dans lequel les lignes tracées sur la surface à développer changent, en général , de forme et de grandeur, tout en conscrvaul aux aires qu’elles circonscrivent leurs étendues premières. La projection Flamsleed présente le résultat d’un développement homalographique effectué d’après les indications du texte. Il n’en est j»s tout à fait de même de la projection homalographique de M. Italiinet. Elle est analogue à ce développement , mais non pas identique.
loppement de la surface A sur le cylindre C. Veut-on remplir cette condition? Il suffit de déterminer la ligne M' de telle façon qu’étant appliquée sur la ligne M, les rayons des parallèles, qui correspondent de part et. d’autre aux mêmes points, conservant entre eux un rapport invariable. Supposons, en effet, que ce rapport soit exprimé par m et qu’il s’agisse d’un point pour lequel les rayons des deux parallèles soient respectivement r et r'. On a, par hypothèse,
Cela posé , si dans le .transport de la surface A sur le cylindre C,
la vitesse de rotation est W et qu’on la prenne égale à — dans l’opération subséquente, c’est-à-dire, lorsqu’on reporte cette même surface du cylindre C' sur la surface A', il est clair que la génératrice correspondante aux deux parallèles, dont les rayons sont respectivement r et r' aura, dans le premier cas, une vitesse r. W et, dans le second, une vitesse ^ . L’égalité visible de ces deux vitesses implique, comme conséquence, la possibilité de transporter la surface A sur la surface A' ou réciproquement, sans déchirure ni duplicature.
239. Rapportons la ligne M à deux axes coordonnés rectangulaires, dont celui des x coïncide avec l’axe de révolution de la surface A. Désignons par n un point quelconque de cette ligne; par x, y les coordonnées du point n; pars l’arc de la ligne M compris entre le point « et un autre point quelconque déler- . miné
La ligne M' restant à déterminer, d’après les conditions précédentes, supposons-la rapportée aux mêmes axes et désignons par n'„ les points de cette ligne qui sont conjugués, par hypothèse, le premier avec le point n, le second avec le point Soient x', y' les coordonnées du point ri, et s' l’arc de la ligne M' compris entre les points ri et h'. Les équations du problème sont très-simplement
m étant une constante.
De là résulte
dx* -+- dy* — dx'* -+- d;/’- = tlx'1 4- *M* i/i/', et, par suite,
(1) i/i * = dx * -4- (I — wi*) cly*.
Soit.
(2) ÿ => fi*)
l'équation de lu ligne M. On a, pour équations correspondantes de la ligne M',
... j.V' =«iy= >»f(x)
( x'= ax-RC”*' V \ 4- (I — ui*) f'(x)\
L’équation de la ligne M étant mise sous la forme
on a de même, pour équation correspondante des lignes M',
(5). . . m . ar'= \ÿ. M,’i+ ^ \/ \ — m*+f' (^)*-
On observera que la deuxième des équations (3) et léqualion (5) éipii valent respectivement, la première à l’équation différentielle
(li). . . . dx' = dx V' 1 4- (I — m*)f(x)*; la dernière à l’équation différentielle
w.rfx' —
Concluons que, quelle que soit l:i ligne >1, on peut toujours trouver une série de lignes M', conjuguées entre elles et mer la première, de telle façon que les surfaces engendrées par ees lignes dans leur rotation autour de l’axe des x soient toutes transportables, lune sur l’autre, sans déchirure ni du plicature.
Considérons, en particulier, le cas de la sphère, la ligne M avant pour équation
On déduit de là, pour équations des lignes M',
(8). . y' =r m .y cos -r, dx'—nlt\/\ — tir sin* s,
la variable y étant remplacée par r.cos
Les équations (8) sont précisément relies qu'on obtient pour la ligne méridienne de l’hélicoïde à génératrice courbe, qui dérive de la sphère * et qui jouit de la propriété d’avoir en chacun de scs points une même courbure moyenne. Il est remarquable que cette même ligne, suivant qu’elle tourne , sans glisser, autour de l’axe des x ou qu'elle tourne nutour de eet axe, en glissant , suivant sa direction, avec une vitesse dont le rapport à la ylrs**' de rotation est exprimé par le produit r V I — m *, engendre, dans le premier cas, une surface d'égale courbure et, par conséquent , applicable sur la sphère; dans le second, une surface à courbure moyenne constante.
On peut multiplier indéfiniment ees applications. Bornons-nous à en donner une seconde.
Soit un ellipsoïde ayant pour ligne M une ellipse dont le petit axe est situé sur l’axe de révolution. L'équation de la ligne M étant
Voir, au besoin, les Bulletins de l'Académie roi/alc de Belgique, (2mr série , lame VI , n° ô).
Si l’on désigne par c l’excentricité V l>‘— «*, et qu’on attribue à m la valeur r- , on trouve, pour équation correspondante d’une des lignes conjuguées M',
,j = mtj — m.lt eus », x' = «.i? . M ( 1 ) = «.y, et, par suite,
(10) y ’=ccos — •
Dans l’Iiy potlièse où l’on attribuerait à m une valeur quelconque moindre que l’unilc, on aurait pour équations générales des . lignes M
. . / mïbi— e’ .
(11) , y =m.b. cos», x —u. As.Hr fV/ * 5 sm* ».
Changeons le signe de la quantité u‘. A l’ellipsoïde se substitue l’Iiypcrboloïdc de révolution à une nappe; à la sinusoïde représentée par l’équatiou (10), l’espèce de chamelle ayant pour équation
On a, d’ailleurs c = V u* -4- b1, et les équations (I I) sont remplacées par les suivantes
es;
). y' — m.b.cos j, x' = a.iy.M’ + i,> y/” , * — sin*y — I.
Rappelons-nous, conformément aux déductions du nu 2ô(i, page 580, que l’hypcrboloîdc de révolution à une nappe fait partie d’une série d’hélieoldcs développables l’un sur l’autre, sans déchi-
Cette équation se déduit directement de l'équation (10) eu remplaçant a par a — I et faisant usage de la formule 2 du n° ô8, page 01. On |>eul s'assurer de sou exactitude , en constatant qu'elle \ érilie l'équation
rare ni du plicature. Ce même hvpcrboloïde pouvant se transporter sur chacune des surfaces de révolution déterminées par les équations (13), on voit qu'il sert de transition entre ces surfaces et les hélicoïdes gauches, ceux-ci devenant applicables sur celles-là, et réciproquement, le touLsans extension ni contraction d’aucun clément linéaire ou superficiel *.
240. La solution du n" 239 s’applique, eu général, à toutes les surfaces de révolution. Ell^ comporte, en outre, une extension qu’il convient d’indiquer.
Soient S, S' deux lignes planes, l’une quelconque, l’autre déterminée comme il suit :
Soient u un point mobile assujetti à décrire la ligneS; V la vitesse de ce point à un instant quelconque; u la vitesse angulaire simultanée de sa directrice, u' étant un second point mobile, on suppose qu’à ce même instant il est animé d’une vitesse V' *=. m. V et que sa directrice tourne avec une vitesse angulaire a' —— . Cela posé, la ligne S' est la trace du point /a', cl les positions conjuguées des points u, «' sont celles qu’ils occupent simultanément, l’un sur la ligne S, l’autre sur la ligne S'.
Par hypothèse, M, M' sont deux courbes planes, telles qu’en les prenant pour lignes méridiennes «le deux surfaces de révolution , ces surfaces peuvent se transporter l’une sur l'autre kinine on l’a vu tout à l'heure.
Prenons la ligne S pour section droite d’un cylindre C et faisons coïncider l’ave de la ligne M avec une génératrice quelconque D de ec cylindre. Soit b la surface engendrée par la ligne M , lorsque son plan s’enroule, sans glisser, sur la surface du cylindre C.
Prenons de même la ligne S' pour section droite d’un cylindre
* Le lr.tns|iorl «l'un liélicotde gauclu; sur une surface de révolution <|ui n'admet pas de génératrices rectilignes présente , au premier abord , assez de dilUcullés, pour qu'il semble impossible de se le figurer nettement et, surtout, de le réaliser par voie géométrique En déterminant les transformations successives qui |ieriuettenl d'effectuer ce liausporl et d'en suivre tous les détails, ou jette, pensons— nous , quelque jqur sur une questiou qui offre de l’iulérét et qu’il n’est |«s indifférent d'éclaircir à raison même tic sou importance.
( SSII )
C', et faisons coïncider l uxe (le lu ligne .M avec la génératrice de ce cylindre qui correspond à la précédente, e’est-à-dirc qui coupe la ligne S' en un point conjugué avec celui où la génératrice D vient couper la ligne S. Soit B' la surface engendrée par la ligne M', lorsque son plan s’enroule, sans glisser, sur le cylindre C'..
Cela posé, il est aisé de voir et de démontrer, comme on l’a fait pour les surfaces de révolution engendrées respectivement par les lignes M, M', que les surfaces B, B' sont transportables l’une sur l’autre, sans déchirure ni duplicature.
Les équations différentielles qui déterminent la ligne S', en fonction de la ligne S, s’obtiennent aisément sous forme de quadratures. On les déduit directement des équations de condition
Bornons-nous à signaler les résultats suivants :
I” Lorsqu'on prend pour ligne S une circonférence de cercle au rayon r, la ligne S' est une circonférence de cercle au rayon
2" Lorsqu’on prend jiour ligne S lu développante du cercle au rayon r,^a ligne S' est lu développante du cercle au nu on w*.r.
lies résultats n’exigent aucun calcul pour s’établir directement: On voit d’ailleurs « priori que si l’on désigne par p, p' les rayons de courbure qui se correspondent en deux points conjugués des lignes S, S' on a, généralement
p = Ms . p.
Vérifions pour le cas des surfaces de révolution, comme nous l’avons fait pour celui des surfaces gauches, qu elles ne peuvent s'appliquer l’une sur l’autre, d’après les conditions du n* 259, sans avoir même courbure en leurs points conjugués.
Soient R , R’ les rayons de courbure principaux d'une surface de révolution. Rien n’étant changé aux données du n° 239, désignons pur a. l'angle que la tangente eu un point quelconque du
méridien fait avec l’axe de rotatien. On a pour l'un de ces rayons , celui que lu normale détermine en position et grandeur,
<*OS a
et pour l’autre, celui de lu ligne méridienne au point considéré, , <b*
R* = — cos a, *
la vitesse f/s étant supposée constante.
De là résulte, pour la surface A du n" 239 , page 580,
RR'=y.
S’agil-il ensuite des surfaces A'? Les équations de condition *=*«'» y' — m.y,
ils' = f/« , tPy' = lu . (P y.
donnent
Il s’ensuit évidemment qu’il y a, de part cl d’autre, égalité de courbure.
* Parlant de l'équation
Jij s= (/s. siu «c,
et assujettissant la vitesse ils à demeurer constante , on a tl,ij = ds. cos *. fl*.
Mais, d’un autre côté, on a généralement,
W rfjc
Il vient donc aussi, par voie de substitution,
II' — COS JC.
Celle démonstration s’étend d'ellc-nicmc aux surfaces H, B". Il csl visible, en effet, <|iiesi l’on a pour l'une, (ouïes choses égales d’ailleurs,
ou a, en même temps, pour l'autre.
Y — jy' m.c — mY.
241. Aboi-dons mainlenanl la question générale, eu la traitant comme elle sc pose d’après la définition du h" 23b. Il s’agit de déterminer les conditions à remplir pour que deux surfaces quelconques A, A' puissent être considérées comme applicables l une sur l’autrosans déchirure ni duplicalurc.
Les surfaces A , A' satisfont, par hypothèse, h la condition suivante :
A tout point de la surface A correspond un point déterminé de la surface A', les points ainsi conjugués uguut pour lieux respectifs des arcs de même longueur.
De là résultent plusieurs conséquences relatives aux ores tracés sur chacune des deux surfaces A, A', et qonjugués entre eux comme les points dont ils sont les lieux respectifs. Disons, d’abord, les ' plus simples et les plus directes.
1” Les points 31 , N étant pris, comme on veut , sur lu surface A, et leurs conjugués M', N' sur la surface A’, l'arc géodésitjue MN « pour conjugué l'urc gêodêsique M'.V;
2° Soient O.M , ON deux arcs quelconques issus du point O sur la surface A : ces arcs et leurs conjugués O'M', O’ IV se coupent sous un meme angle, les deux premiers en O, les deux derniers en O' * ;
* Il csl entendu que chaque couple de )>oilil8 conjugues est désigné par une même lettre, accentuée ou non accentuée, selon qu'il s’agit de la surface A’ ou de U surface A
3“ Deux arcs quelconques conjugués mire eux et situés respectivement, l’un sur lu surface A, l'autre sur la surface A', ont même courbure géodèsique en chacun (le leurs points conjugués.
Ces premières déductions sont en quelque sorte évidentes. Déinonlrous-lcs néanmoins. Nous dirons ensuite quelles sont les autres.
Il n’c.vistc, eu général, entre deux points d’une meme surface qu'une ligne géodésique. Si l’are MN est la ligne géodésique allant du point M au point N sur la surface A, il est le chemin le plus court qu’on puisse y tracer entre ces deux points. L’are M N' étant le conjugué de l’are MN a, par définition, même longueur. On conclut aisément de là que l’are M'N' est sur la surface A' le chemin le plus court du point M' au point N' et qu’il se «onfond, en conséquence, avec l’arc géodésique correspondant. Le premier des trois théorèmes énoncés ci-dessus se trouve ainsi démontré. Passons au second.
Les lignes OM , ON étant tracées sur la surface A et supposées quelconques, concevons deux points mobiles j», , assujettis à les décrire, et sortant du lieu O à l’instant que l'on considère. Soit r, la vitesse actuelle du premier de ces points et r, celle du second; u leur vitesse d’écart à l’origine de leur déplacement; a l’angle des tangentes eu. O aux ligues OM, ON. On a évidemment
M* = l’î -+- t’i — COS a.
Supposons, toutes choses égales d'ailleurs, que l’on substitue aux lignes OM, ON leurs conjuguées O'M , O .V. En désignant ici par u' et a' les quantités désignées tout à l’heure par »/ et a, ou a , comme ci- dessus,
«'* = c| -r- rj — 2e, v* cos a'.
Mais, par définition , et comme conséquence directe de l’égalité qui subsiste, de part et d’autre, entre les arcs conjugués, les vitesses u, a' sont nécessairement égales. II faut donc aussi que l’on ait
L'égalité îles angles x, a’ justifie lu seconde des propositions énoncées plus haut. On peut aussi la considérer comme impliquant la troisième. Quoi qu'il en soit, procédons pour celle-ci, comme pour les deux autres, en la traitant directement.
Soit OM un arc quelconque donné sur la surface A. Représentons-nous le système des lignes géodésiques issues à angle droit des différents points de cet arc, cl considérons ce même arc comme une des trajectoires orthogonales de ce système. On a, conformément à l’équation (3) du n" 224,
. co s éi
(1) 4v — — o Ji.
Substituons à l’arc OM.son conjugué O’M' et répétons pour ce second arc ce que nous avons fait pour le premier. En désignant par v', 9' et p' les quantités désignées tout à l’heure par v, >, 9
et p, on a, comme ci-dessus,
US
(2) . iv <= — V i't .
Egalons entre elles, d'une part, les vitesses r, v', d'autre part, les vitesses ii'. L’équation (2) devient
. cos 9'
(o) i5v = — v — — SX.
On voit, d’ailleurs aisément, d'après ee qui précède, que les trajectoires orthogonales qui se correspondent sur les surfaces A, A' sont conjuguées entre elles et qu’elles impliquent, eu conséquence, pour chaque point de l’une et son conjugué sur l’autre, l’équation générale
(4) ât>' — âv.
La simultanéité des équations (1), (3), (4), donne, pour chaque point de l’arc OM et pour son conjugué sur l’are O M’,
eus 9 COS 9'
l)c là résulte immédiatement la dernière des trois propositions formulées ci-dessus.
242. Poursuivons le cours des déductions précédentes et restons, à cet effet, dans les conditions établies pour lu démonstration du dernier théorème.
Lorsqu'on se donne l’are OM, son conjugué D M’, et le double système des lignes géodésiques issues à angle droit des différents points de ces ares, il est visible que les trajectoires orthogonales de ecs lignes se correspondent de part et d'autre, de manière à formerune double série d'arcs équidistants, conjugués deux à deux et offrant en chacun de leurs points conjugués même courbure géodésique.
Cela posé, si l’on part de l'équation (12) du n" 22o, page b Ail,
eus 0
■ cos* 0
RIT J
cl qu’on l’applique à deux quelconques de ecs trajectoires conjuguées, l’identité qui subsiste, de part et d’autre, entre les quantités correspondantcsexpriméespar , <î , o>. implique celle du produit des rayons de courbure principaux H, R'.
La conséquence à laquelle nous venons de parvenir est à la fois curieuse et importante. Le théorème qui en résulte est dû à 31. Gauss. On peut l'énoncer dans les termes suivants :
Lorsque deux surfaces sont applicables l'une sur l'uutre sans déchirure ni dupliculure , le produit de leurs rayons de courhure principaux est le même en deux quelconques de leurs points conjugués.
Nous avons mi nu n" 204, page ;>00, qu’en désignant par tu un point d’une surface A , et par 11, R’ les rayons de courbure principaux correspondants, on est convenu de considérer la quantité
_ . ^ cum|,le exprimant la courbure do la surface A au point in. Ou peut doue dire aussi et plus simplement :
Lorsque deux sur fores sont applicables l’une sur l'autre sans déchirure ni duplicalure, elles ont meme courbure en leurs jioinls conjugués.
243. La proposition qui précède « sa réciproque énoncée comme il suit :
Lorsque deux surfaces ont même courbure en leurs jyoints conjugues, elles sont applicables l'une sur l'autre sans déchirure ni duplicalure.
Avant »lc démontrer cette réciproque, il faut d'abord spécifier «l'une manière précise en quoi consiste, pour les deux surfaces que l’on considère, la eorrespondancc établie entre un point quelconque de l'une et son conjugue sur l’autre.
Le point O étant pris sur la surface A, représentons-nous «‘elle surface comme le lieu des ligues géodésiques issues de ce point, et, parmi ces lignes distinguons 1'unc d'elles, la ligne OB, par exemple, que nous supposerons fixe et déterminée *.
Opérons de même en ce qui concerne la surface A'. Au point O se substitue le point 0‘, à la ligne OB la ligne O'B', le point O' et la ligne O'B' étant choisis comme on veut.
Cela posé, faisons correspondre, d'une part, les lignes géodél'ig. 04. siques qui coupent sous un mémo angle quelconque u,
l'une la ligne OB, l’autre la ligne O'B', d’autre part, les points de ces lignes qui sont situées sur elles à égale distance de leur origine respective.
Il est visible qu’en opérant d’après ces conventions, on détermine pour chaque point de lu surface A un point correspondant de la surface A'. Ces points vont ainsi par couple et il en est de même de leurs lieux respectifs.
Lorsqu’on dit des uns et des autres qu'ils sont conjugués entre
eux, on entend exprimer qu’ils se déterminent l’un par l’autre,
suivant le mode exposé ci-dessus.
* On ne perdra pas de vue, pour ce qui suit, qu'il n’existe, en général , qu’un seul plan tangent eu O à la surface A.
Celte explication donnée, rappelons-nous et ne perdons pas de vne que, par hypothèse, les surfaces A , A' ont même rourhure en leurs points conjugués.
Soit Miu une trajectoire quelconque orthogonale des lignes géodésiques issues du point O sur la surface A. Soit M'i»»' sa conjuguée sur la surface A' *.
Supposons que les arcs conjugués de ces deux trajectoires aient même longueur, et, pour chacun de leurs points conjugués, même courbure géodésique.
En appliquant au point ni, pour la courbe Mo», et à son conjugué »»»', pour la courbe M'm' l’équation (12) du n” 22, page 549,
cos 8 f cos* 8 i = I r— H
ù L p KH J
et l’équation (2) du n" 227, page 554,
cos 8
i.ns — ds.tix,
on reconnaît immédiatement que les conditions supposées remplies par les trajectoires orthogonales Mm, M'm' s’étendent, de proche en proche , à toutes les courbes qui font partie de leur système, et qui sont comme elles, par rapport aux lignes géodésiques issues des points O et O', des trajectoires orthogonales conjuguées. Il est clair, en effet, que l égalité primitive des ares conjugués et celle de leur courbure géodésique se maintient de part et d’autre, puisqu’il y a identité dans les vitesses avec lesquelles ces ares et ces courbures croissent ou décroissent simultanément pour un même déplacement effectué suivant les lignes géodésiques correspondantes.
Observons ici que pour réaliser l’hypothèse admise, en ce qui
' Ou sait que les serments interceptés sur les lignes géodésiques par deux quelconques de leurs trajectoires orthogonales sont tous égaux entre eux II en résulte que l’arc M m' conjugué, par hypothèse, avec l’arc Mm est une des trajectoires orthogonales des lignes géodésiques issues du point O' sur la surface A'.
concerne les courbes Mm, M'nt',il suffit de les prendre dans In position où elles se confondent, en même temps, l'une avec le point O, l’autre avec le point ()'. Cette simple remarque permet de poser, dès à présent, la déduction suivante
4° Lorsque deux surfaces oui meme courbure en leurs points conjugués, les arcs conjugués, pris sur les trajectoires orthogonales des lignes géodésiques , ont même longueur et, pour chacun de leurs points conjugués , même courbure géodésigue.
Cet énoncé s’étend en quelque sorte de Iui-méme à tous les ares qui sont conjugués entre eux sur les deux surfaces que l’on considère. Soient, en effet , mn, m'n' deux ares quelconques conjugués et situés respectivement l’un sur la surface A, l’autre sur la surface A'. Imaginons que ces deux ares soient décrits simultanément, le premier par un point u animé d’une vitesse constante, le second par un point p' assujetti à prendre à chaque instant sur l’are m'n la position conjuguée avec celle que le point u occupe à ce même instant sur l’arc mn. Pour que celte condition soit remplie, il faut, d’après ce qui précède, que les vitesses simultanées des points u, p‘ aient mêmes composantes, d’une part, suivant les lignes géodésiques (V, O '/u', d'autre part, suivant les trajectoires orthogonales de ces lignes. Il faut donc aussi que ces memes vitesses soient égales. Il suit de là que les ares conjugués mn, m'n' sont égaux entre eux et qu'ils coupent sous un même angle les lignes géodésiques conjuguées qui leur correspondent respectivement de part et d’autre.
Ces dernières déductions impliquent évidemment la réciproque qu’il s’agissait d’établir. On 'peut donc conclure en résumant comme il suit les deux propositions fondamentales que nous avons démontrées successivement :
Pour que deux surfaces soient applicables l’une sur l’autre
Si la rigueur de celte déduction devenait douteuse; s'il arrivait, par exemple, que l'un des points O, O' ne satisfit pas à la condition générale de ne comporter qu’un seul plan tangent, on pourrait s’en tenir il la donnée première, et maintenir, comme devant être réalisée, la supposition faite en ce qui concerne l'égalité de longueur et de eonrtmre géodësique des arcs Mm, M'm’.
sans déchirure ni duplicaturc, il rat nécessaire et suffisant c/u'elles aient même courbure en leurs points conjugués.
244. Le théorème qui vient de Ire énonce offre de précieuses ressources pour les différents cas d’application. Bornons-nous à formuler quelques-unes des conséquences qui s’en déduisent immédiatement.
S'agil-il d’abord des surfaces développables proprement dites? Ces surfaces étant, par hypothèse, applicables sur un plan sans déchirure ni duplicaturc, il faut que leur courbure soit nulle en tous leurs points. Il s’ensuit qu’elles doivent cire réglées et qu’elles ne peuvent être gauches.
On sait, conformément à l’équation (12) du n° 1 07, page 487, que le produit inverse des rayons de courbure principaux a pour expression générale
I _ rt — s*
RR7 ~ (1 -t- ;r -v- q*f '
Il s’ensuit, comme nous en avons déjà fait la remarque au n°208, page 808, que les surfaces développables sont toutes déterminées par l'équation de condition
rt — ,s’ — o.
S'agit-il ensuite des surfaces gauches? En sc reportant aux théorèmes exposés, à partir de la page 467, dans les nOT 203 et 204, on reconnaît aisément que, dans le cas où leurs génératrices rectilignes sont conjuguées entre elles, les conditions à remplir, pour qu’elles soient applicables l’une sur l’autre sans déchirure ni duplicaturc, sont les suivantes en ce qui concerne deux quelconques de ces génératrices conjuguées :
Les points centraux doivent être conjugués entre eux; leurs vitesses doivent être les mêmes en grandeur absolue et en direction relative *. Les distances comprises entre ces points et ceux
I.a ligne dite de striction n’élanl autre chose que le lieu des points centraux, les conditions énoncées reviennent à dire que, de pari et d'autre, les lignes de striction doivent être conjuguées entre elles.
où le plan tangent fait un angle de 43" avee le plan langent au point central doivent être égales de part et d’autre.
S’agit-il encore des surfaces de révolution'? Pour qu’elles soient applicables l’une sur l’autre sans déchirure ni duplicature, par superposition de leurs parallèles respectifs , il faut que les parallèles ainsi conjugués aient même courbure géodésique; il faut, en outre, qu’elles présentent même courbure en chacun des points conjugués de leurs méridiens. Ces deux conditions reviennent il celle que nous avons formulée dans les n”’ 238 et 23!l, pages .')83 et l>8(i, et qui consiste en ce que les rayons de deux parallèles quelconques conjugués doivent conserver entre eux un rapport constant.
L'égalité de courbure qui doit avoir lieu en chacun des points conjugués de deux méridiens implique, conformément aux données du n" 240, page ’i!»0, l'équation générale
fl* if d*y
Si celte équation subsistait seule, on pourrait y satisfaire, soit en posant
(2) — = cons",
soit, plus généralement, en se donnant iy en fonction de la variable s', considérant la vitesse ds comme constante et résolvant l’équation différentielle
ds *
• One équation revient il la suivante
y.dif — y' ily = c . ds’.
Différenciée dans l'hypothèse où la vitesse ds est considérée comme constante, elle donne
y.dV — t/rPy=:o, et se ronroml ainsi avec l'équation (I).
où r est une constant? quelconque, et qui se trouve ainsi l’amenée à une simple quadrature.
Mais, d'un autre côté, la courbure géodésique eu un point quelconque d'un môme parallèle a , pour expression générale.
cos O cos 0 I <hj
a y y du
et l'on doit avoir, par hypothèse, même courbure, géodésique pour ehnque couple de parallèles conjugués. De là résulte ccttc antre équation de condition
dy'
qui revient évidemment à
yd,/ - y dy =
et donne en conséquence,
— = cons1'.
Il suit de là, que l'équation (2) satisfait seule aux données de la question et que les deux conditions, d’n bord énoncées, se réduisent à la condition unique formulée en dernier lieu.
24;i. S'agit-il enfin de deux surfaces quelconques, n'ayant l’une et l’autre en lotis leurs points qu’une seule et meme courbure. Il est une infinité de manières de les appliquer l’une sur l’autre et sur la sphère de courbure égale, sans déchirure ni duplirature. Considérons, en particulier, le cas où les surfaces à déterminer sont en même temps d'égale courbure et de révolution.
Soit A , l’une de ces surfaces. Si nous désignons par r* le produit de scs rayons de courbure principaux cl que nous déterminions l’ordonnée y de la ligne méridienne en fonction de son
( fiOâ )
itrc * (la vitesse ds étant supposée constante), on a pour équation (iiiïérentielle de cette ligne
le tout, conformément à la formule générale du n° 240, page îiî)2, et, eu égard à ce que le second membre doit être pris avec le signe supérieur ou avec le signe inférieur, selon que la ligne méridienne tourne sa convexité ou sa concavité vers l’axe de rotation.
Observons ici que les fonctions exponentielles e+r et les fonctions trigonométriques sin x, cos x, ont pour dérivées secondes des quantités qui leur sont égales en grandeur absolue et dont le signe reste le même ou change, selon qu’il s’agit des premières fonctions ou des dernières. Partant de là, il eslnisé de voir et de vérifier que l'équation (4) est satisfaite en posant, pour le cas de la concavité ,
(S) y = f, sin — i-C' cos->
cl , pour le cas de la convexité,
y—.C.er C'e r,
C, C' étant deux constantes arbitraires.
Les équations (îi) et (6) déterminent, par leurs lignes méridiennes, l'ensemble des surfaces de révolution dont la courbure est ~ . Dans celles qui correspondent à l’équation (.'>), les lignes méridiennes ne cessent pas de tourner leur concavité vers l’axe de rotation. L'inverse a lieu pour les autres.
La sphère au rayon r est une des surfaces comprises dans l'équation (5). En plaçant l’origine commune des variables au point y — O, s= O, on n, nécessairement, C' = O et l'équation (ïi) se réduit à
»/ C sin - »
Il est d'ailleurs évident que dans le ras où il s’agit dr relie sphère, ou plus généralement d’une ligne méridienne, roupnnl à angle droit l’axe de rotation, on a d’ahord, comme tout à l'heure, (7=0, et, en outre, pour s = O,
IVqualion (7) donnant, en général,
du C x — — — eos ds r r
On voit qu'on ne peut satisfaire à l'équation (K) qu’en posant C = r. Il suit île là, que la ligne méridienne, représentée par l'équation
y — r si» -
est la sente qui puisse couper à angle droit l’axe de rotation.
Il est visible, d’ailleurs, que cotte ligne n’est autre chose que la demi-eirconférenee de cercle avant son centre sur l’axe et la quantité r pour rayon.
D’autres déductions très-simples découlent immédiatement des équations (h), (G) , (7). Bornons-nous , pour le cas de l'équation (7), à signaler la suivante. On a, en général,
dx' = dx1 — dij',
et , dans le cas particulier dont il s'agit,
r* dy* r'
De là résulte
,/.«* = •*- -= du'.
C* ,s G4 — y' ’ eos' —
( titlS )
cl, telle est, en coordonnées ordinaires, l'équation différentielle des ligues méridiennes comprises dans l'équation (7).
lU.MAiiQiE. — Lorsqu’on se donne une surface quelconque et qu’on prend un point de cette surface, on peut toujours trouver pour ce point une sphère ayant même plan tangent et même courbure que la surface donnée. On conçoit, dès lors, que la sphère, ou plus généralement les surfaces d’égale courbure, soient aptes à remplir par rapport aux autres surfaces un rôle analogue à celui du cercle osculatcur en ce qui concerne les lignes courbes. La considération des surfaces d'égulc courbure et plus particulièrement de la sphère peut ainsi détenir quelquefois trèsulilc dans certains cas d'application *.
CHAPITRE XIV
OIH ÉltE.MTELLES DK8 AllES, MUES ET VOLUMES OLELCO.Ny I.ES.
llecli/iculiuns. — (ji nul ru lu res. — tubulures.
2it>. Nous avons su , dans les numéros tio et suivants du chapitre III, page 178, comment on détermine les différentielles des arcs et des aires pour le eus des ligues planes, conimeul aussi l’on procède h la rectification des uns, à la quadrature des autres. La marche suitie, eu ce qui concerne les arcs, s'étend d'elle-méme au cas général des lignes à double -courbure. Il n’en est pas tout à fait ainsi, lorsqu’on passe des aires planes aux aires courbes. La question ne conserve pas toujours le meme degré de simplicité , et, comme celle des volumes circonscrits par des surfaces quelconques, elle exige de nouveaux détails.
* Voir au besoin, pour détail» , le mémoire déjà cité de M. Ussiau llomict, page» 1U7 et »ui\ ante».
( «Oü )
Occupons-nous d'abord des arcs dans l’espace. Nous traiterons ensuite des aires et des volumes.
Différentielle et rectification d’un arc quelconque.
247. Soit Suite ligne à simple ou double courbure. Rapporlons-la d’abord à des axes coordonnés rectangulaires OX , OY, OZ.
Désignons par m un point mobile assujetti h décrire lu ligue S et sortant du lieu qu'il occupe à l’instant que l’on considère.
La vitesse actuelle du point m étant représentée par de , elle est dirigée suivant la tangente à la ligne décrite cl a pour composantes orthogonales les vitesses dx, dy, dz respectivement parallèles aux axes OX , OY, OZ. On peut écrire, en conséquence,
( I ) ds* = d. x* dy* -i- dz*.
De là résulte
et, par suite ,
Les équations (2) cl (5) résolvent la question proposée, eu ce qui concerne la différentielle d'un arc quelconque et la rerlilieation de ce même arc. S’il restait quelques doutes sur le sens et la portée de cette solution, on les dissiperait en se reportant aux développements du n“G5, page 178. Il est, d'ailleurs, aisé de voir comment la formule (3) se prête aux différents cas d’application, soit que l'on considère séparément et successivement chacune des parties où la différence ùz ne change point de signe, soit qu'on prenne pour la somme des valeurs absolues qui correspondent respectivement à ces mêmes parties.
Prenons pouf exemple «rnppiicHtion un cas très-simple, celui de l’héliec déterminée, comme au n* lot», page 394, par les équations
x = r eos a, y = r sin a ,
r. a Ig a.
De là résulte, ainsi (|u’on l'a vu au numéro précité, ds = r V' \ -+- tg* « . (Ui.
On peut, en conséquence , écrire immédiatement a* = r V I tg4 a . &a.
Supposons maintenant que la ligne S soit rapportée à un
fjy g;; système de coordonnées polaires, et, sans rien
z w changer à ce qui précède, prenons le point O pour
pèle, le plun des xy pour plan de projection, la ! / I droite OX pour axe.
Projetons le point in en « sur le plan XOY, et Ÿ " nommons
r le rayon vecteur Oui , y l’angle du rayon »• avec sa projection O/i ,
9 l’angle de la projection On avec Taxe OX.
Lorsque le point in sort du lieu qu'il occupe, on peut le considérer comme entraînant avec lui le rayon vecteur r et le plan mOn. De là résultent, pour la vitesse ih, trois composantes distinctes dr, rdy, r cosy do, dues respectivement, la première au glissement du (Hiint in sur le rayon vecteur r, la seeonde à 1a rotation dr du rayon r dans le plun rnO/i, la troisième à la rotation du plan mOn autour de l'axe OZ.
Ces trois composantes étant rectangulaires, ou a, évidemment,
0). . . . ds — V' dr* -+- r'df* -t- r* cos* y.i/O4,
et, par suite,
i«=air.Mr
r1 cos2 f
L'n[i|ilicaliou de la dernière formule ne l'ait connue nous l’avons indiqué pour la formule (5) du numéro précédent.
Différentielle et quadrature d'une aire quelconque.
24!). On conçoit « priori qu’il existe nécessairement un rapport déterminé entre l’aire plane, prise pour unité de mesure cl une aire quelconque circonscrite, comme on veut, sur une surface courbe. La dilliculté consiste à préciser ce rapport, lorsqu'il s'agit d’une aire que sa double courbure ne permet pas de ramenerau type plan , à moins d’une transformation préalable ou de quelque artifice équivalent.
S agit-il d’abord des surfaces développables? Par cela seul qu’on peut les appliquer sur un plan sans extension ni contraction d’aucun de leurs éléments linéaires ou superficiels, il est visible qu’elles comportent l'application directe des formules établies pour les aires planes aux numéros G7, «8 et G!) du chapitre III.
S’agit-il ensuite des surfaces de révolution? On peut, ainsi que nous l'avons fait voir au n° 258, page 585, les transporter sur un cylindre. Si, dans ce transport, les éléments linéaires changent, en général, de forme et de grundeur, ils ne cessent pas néanmoins de conserver aux aires qu'ils circonscrivent, leurs étendues premières. II ne reste donc qu’à développer le cylindre cl l'on est ramené, comme tout à l’heure, au cas des aires planes.
S’agit-il enfin d'une surface quelconque, prise dans son ensemble, ou réduite à l'une de ses parties# Désignons pur A la portion considérée et supposons quelle s’engendre par le déplacement continu d'une ligne S incessamment variable.
PJaeons-nous à un instant quelconque déterminé et nommons A' l'enveloppe des plans qui, à cet instant, louchent la surface A le long île la ligne S. Cette enveloppe étant par rapport à ces plans le lieu de leurs caractéristiques, on est en droit de formuler immédiatement les déductions suivantes :
I" L’enveloppe A' est une surface développable;
2" Les plans qui touchent la surface A' le long de si> géuéra-
( (iO'.f )
triées rectilignes, (oucUent cil même temps la surface A le long de la ligne S ;
3° Les vitesses qui animent les différents points de la ligne S , au sortir du lieu qu’elle occupe sur la surface A , sont toutes contenues dans les plans tangents à la surface A';
4° On peut substituer la surface A' à la surface A , tout en conservant Jt chacun des points de la ligne S sa vitesse actuelle.
Mais, d’un autre eAté, c’est uniquement des vitesses actuelles des différents points de In ligne S que dépend la différentielle de l’aire engendrée par cette ligne au sortir du lieu qu’elle occupe sur la surface A. On peut donc aussi substituer la surface A’ à lu surface A sans modifier en rien cette différentielle.
Cela posé, développons sur un plan la surface A' et, après avoir tracé sur ce plan la transformée S' de la ligne S, déterminons la différentielle de l’aire engendrée par la ligne S', eu égard aux vitesses que ses différents points conservent dons le développement. L’identité qui subsiste entre cette différentielle et la précédente montre suffisamment comment le cas général d’une aire courbe est réductible à celui d’une aire plane.
250. Le problème à résoudre, d’après ce qui précède, consiste à déterminer la différentielle de l’aire engendrée par une ligne plane S' qui sc meut dans son plan, a\ec ou sans changement de forme, et dont on connaît, pour chacun des points, la vitesse actuelle. On peut supposer, d’ailleurs, que celle vitesse est constamment dirigée suivant la normale correspondante. Il suffit, pour cela, qu’on se donne les trajectoires orthogonales des positions successives de la ligne S sur la surface A et qu’on assujettisse chacun des points de cette ligne à décrire celle de ces trajectoires qui lui correspond.
Soient MNle lieu actuel de la ligne S' ; m un point de celte ligne;
tno la tangente en ce point; me la normale; u la vitesse du point ni.
On sait que la vitesse u , dirigée par hypothèse
e - — —y» suivant lu normale cm , est dite , en général , vitesse
<lt circulation.
Représentons par dA la différentielle cherchée
cl supposons qu elle corresponde à l’aire engendrée par le segment Mm de la ligne S'. Si, au lieu de rester fixe sur la ligneS', le point m sort du lieu qu'il occupe en glissant sur cette ligne , la quantité d\ devient variable en même temps que la longueur Mm, et clic croit ou décroît avec une certaine vitesse (( (d A). Proposons-nous de déterminer cette vitesse. Toutes choses égales, d’ailleurs, elle est la même que si la ligne S' était remplacée de part et d’autre du point m pur sa tangente en ce point. Mais, dans cette hypothèse, en désignant par o le centre instantané de rotation de la tangente mo , et par u sa vitesse angulaire , on peut écrire , conformément à la formule (o) du n° 08, page 185,
HO . U = U
et, désignant par ils' la vitesse du point m sur la ligne S',
</(mo) = ils’.
Il vient donc aussi, par simple voie de substitution,
(1) d(dX) — u.ds.
Au lieu de procéder comme nous venons de le faire, on peut se donner le centre c. de courbure qui correspond au point m de la ligne S', et observer que la différentielle cherchée d.(dA) conserve une seule et même détermination, soit que l’on considère la ligne S', soit qu’on lui substitue, à partir du point m, le cercle osculatcur avant son centre en c et le segment cm pour rayon. Si l’on désigne idors par W la vitesse angulaire de ce rayon, on a comme ci-dessus
d A = - cm .W,
et , par suite ,
( «Il )
d.[d\) — cm . W. d [cih).
Ou a, d’ailleurs, ainsi qu’il est aise de le voir, d(cm) — u , cm . W — ds'.
Ces valeurs substituées dans l'équation précédente conduisent au même résultat que les premiers calculs.
La formule (I) implique, eomme équivalent, la relation générale
ou, ee qui revient au même,
(2) dA==s’ . M. m ,
les quantités dA. et s' s’annulant toutes deux, en même temps, à l’origine commune de leurs accroissements simultanés.
Les équations (I) et (2) ne cessent pas de subsister lorsqu’on revient de la transformée S' à la ligne S. Ou peut donc écrire généralement, d’une part,
(3) d(d\) — u.ds,
et d’autre part
(i) d\ = s. Ml u.
Le théorème exprimé par l'équation (4) est général. On peut l’énoncer comme il suit :
L’aire engendrée par une ligne quelconque S qui se meut duns l’espace, avec ou sans changement de forme, a pour différentielle le produit de cette ligne par sa vitesse moyenne de circulation.
Il est entendu que les facteurs de ce produit sont respectivement, l’un la longueur rectifiée de la génératrice S, l’autre la
moyenne des vitesses de circulation qui uniment à la lois les différents points de cette ligne.
2?il. Reprenons la question générale des aires courbes et traitons-la directement.
Soient ni un point d’une surface; P le plan tangent en ce point; 2 un contour quelconque ferme passant par le point m et circonscrivant sur la surface donnée une aire A.
De même qu’en se rétrécissant d’une manière continue le contour 2 peut décroître jusqu’à s’évanouir et faire évanouir avec lui l'aire A, de même et inversement il peut prendre naissance à partir de zéro, étant , d’abord, comme concentré tout entier dans le lieu m Plaçons-nous à ce dernier point de vue et concevons en ni une infinité de points mobiles, désignés par u. etassujettis à former par leur ensemble le contour 2. La vitesse avec laquelle faire A s’engendre à partir de zéro ne peut évidemment dépendre que des vitesses qui animent respectivement et simultanément chacun des points u nu sortir du lieu m. Mais, d’un autre côté, ces vitesses sont toutes dirigées et comprises dans le plan P. On voit donc que tout se passe, ?i l’origine, comme s’il s'agissait de faire plane circonscrite sur le plan P par la projection du contour 2.
Par le point m menons dans le plan P deux droites rectangulaires ml, ml. Soient p et q deux points pris, comme on veut, l'un sur la droite ml, l’autre sur la droit*1 int. Achevons le rectangle mpnq et eonsidcrons-lc comme étant la projection du contour 2 sur le plan P *.
En désignant par A’ faire du rectangle mpnq, on a, généralement,
A' = mp.mq.
Supposons d’abord (pic le point q soit fixe et que le point p glisse sur la droite ml uvcc la vitesse w. Si l’on prend, dans cette hypothèse, la différentielle de faire A', il vient
*/A' = ti.mq.
' Cela revient à dire qu’on détermine le couleur 2 par la condition qu'il ail pour projection sur le plan P le contour mpnq.
l'iij. H7.
Supposons mnintcnanl que le point ij se déplace en glissant sur la droite ml avec la vitesse r. La quantité d.\' devient variable avec le segment mr/, et elle n pour difTérentiellc
L'équation (I) ne cesse pas de subsister lorsque les points p et ij sont situés primitivement en m et qu’ils sortent de ee lieu, en glissant , l’un sur la droite nj, avec la vitesse u, l’autre sur la droite ml avec la vitesse r. Mais, dans cette hypothèse , on peut substituer l'aire A à l’aire A’. On a donc aussi
(2) d(dA) = u . v.
Désignons par s une ligne quelconque tracée sur la surface A et touchant en m la droite mt. La vitesse v n’étant autre chose que la difTérentiellc ils, l’équation (2) devient
(3) il.(d.\) = u.ds,
et l’on en déduit, comme ou numéro précédent,
(4) </A=-â*.M,’+ ii.
2.’>2. Sans rien changer à ce qui précède, considérons, d'une Fi<j. fl.V. part , les lignes déterminées sur la surface A par les
Y fl positions successives de la génératrice s, d’antre
; part, les trajectoires orthogonales de ces lignes. Soit
pjf M- ^ OX l’une de ces trajectoires. Prenons-la pour a\c * des x ct plaçons l’origine en O.
^ M MN étant une position quelconque déterminée de
la ligne s, soient m l’un de ses points et PmQ la trajectoire orthogonale correspondante.
Lorsque le point M glisse sur l’axe OX avec la vitesse dx et qu’il entraîne avec lui la ligne MN, le point m de cette ligne glisse sur la trajectoire PQ avec la vitesse u , et l’on a généralement
(1). « -=/». dx.
( Gli )
De là résulte,
(2) d\ — dx. f(s).
On voit, d'ailleurs, sans difficulté, que le produit is.M,’ + A' f(s) se résout nécessairement en une fonction déterminée de la variable x. On a donc aussi
(3) Ax.Ml+i*[is.Mi+i' /*(«)]•
Cette dernière équation peut être considérée comme résolvant, d une munière générale, la question proposée. S’il s’agissait d’applications particulières, on ne perdrait pas de vue les détails qui précèdent. Us indiquent la marche à suivre dans les diverses opérations à effectuer successivement.
Veut-on préciser davantage? On peut prendre pour axe des y celle des lignes s qui passe par le point O. Si l’on désigne alors pars et <j les segments Mo», Pot, on a
De là résulte, en premier lieu,
u = dv — f,{x, y).dx,
et , par suite ,
rfA = rfi.AS.M,'+A' /](x,t/)— dr.is.M]+A’ f‘‘(x, ÿ(x, s)), ce qui donne, en dernier lieu,
(4) . . . aA=ax.Ml+‘>I[A«.M)+A‘/;(x,f (*,*))].
Quant aux opérations à effectuer, elles consistent:
1“ A déterminer pour une valeur quelconque de x, supposée constante, la moyenne
( «iï )
2" A exprimer relie moyenne ainsi que la différence as en fonelion de la variable x, de manière à pouvoir écrire
3" A poser cl résoudre l'équation finale
(7) aA== aar.lC4'F(x).
2’>3. Au lieu de s'en tenir, comme on l’a fait jusqu’ici, à la considération directe de la surface donnée, il est, en général, plus commode et plus simple de substituer à cette surface sa projection sur un plan déterminé. JLc principe sur lequel on s’appuie pour opérer cette substitution s’établit aisément de la façon suivante :
Soit A une aire quelconque située dans un plan P et projetée en A' sur un plan P'. On peut considérer les aires A, A' connue engendrées simultanément, l une par un segment de droite mobile dans le plan P, l’autre par la projection sur le plan P' de cc même segment. Soient A, A' les deux segments dont il s’agit. On peut en disposer de manière à cc qu’ils soient et restent perpendiculaires à l’intersection des plans P, P'. Supposons qu’on les assujettisse à remplir cette condition, et désignons par t> leur vitesse commune de circulation. On a, conformément à la formule (2) du n" 68, page 184,
(1) dA = l.v, d\' *=* i'.v.
Il est visible, d’ailleurs, qu’en désignant par y l’angle des plans P, P' on a constamment
(2) A' = i . cos y.
De là résulte
(3) dA' = cos-r.dA,
et, par suite,
(4) aA'=aA.cos?,
ou ce qui revient au même, puisque les aires A, A' s'annulent, en même temps, à leur origine commune,
(5) A' = A cos <j .
L’équation (5) exprime pour deux aires planes quelconques, dont l’une est la projection de l’autre, le théorème suivant :
L’aire projetée est égale au produit de l’aire projetante par le cosinus de l'ungle que les plans des deux aires font entre eux.
On peut dire de la même façon :
L'aire projetante est égale à l’aire projetée divisée par le cosinus de l’angle que les plans des de&r aires font entre eux.
Cela posé, soit
(6) zr=f{x,y),
l’équation d’une surface quelconque rapportée à des axes coordonnés rectangulaires OX, OY, OZ.
Prenons sur cette surfuce un point ni, projeté en ni sur le plan Fiy. 99. des x!/‘ S* ll0lIS désignons par A une aire quelconque située dans ce plan, et que nous appliquions au point ni de celle aire la formule (2) du 251 , page 01 ü , il vient, en général,
d(dX’)-
Soit d ( r/A ) In différentielle pour le point ni d’une aire quelconque A située sur lu surface donnée et projetée en A' sur le plan des xg. On peut toujours déterminer la différentielle d {(IA) par In condition que l uire plane qui lui correspond dans le plan tangent eu m ail pour projection sur le plan des xg le rectangle ayant pour côtés les vitesses r et u. On a dès lors, conformément à ce qui précède ,
y riant l’angle que le plan tangent en ni h la surface donnée fait nvee le plan des xy.
Représentons parp et q les dérivées partielles |^| i En combinant les équations (3) et (4) du n° 1(53, page 417, avec la dernière des équations (3) du n°129, page 338, on trouve aisément
(9) cos f = — — •
4 V I -4- //* qx
De là résulte, en substituant,
(10) . . . . d.(<l\) — v.u. V' \ -+- ji1 -+- q*.
L’équation (10) a la même généralité que celles d’où nous l’avons déduite. Comparée à l’équation (2) du n" 231, page <>13, elle offre l’avantage d’être mieux préparée pour le cas ordinaire des applications.
234. Les vitesses u et v netant assujetties qu’à la condition d’être rectangulaires, prenons-les constantes et dirigeons-les de manière à ce qu’elles soient respectivement parallèles, l’une à l'axe OX, l’antre à l’axe OY. Cela revient à poser
m = (I x = cons", v — dy — cons".
On a, d’ailleurs, d'après l'équation (10) du numéro précédent,
(1) . . . . d.(d\) = dx.dy. V' \ -+- p* -+- q*.
Supposons que le point m' se déplace le long de l’ordonnée qui lui correspond. L’abscisse x demeurant constante ainsi que la vitesse dx, l’ordonnée y varie seule dans les fonctions p et q. De là résulte, en premier lieu ,
(2) . . . . r/A = dx.My. M**4* V' \ q*.
Soient
les équations des lignes qui limitent, de part et d'autre, l'ordonnée y dans le plan des xy. Il vient
et comme la moyenne qui figure dans le second membre de l’équation (2) se résout nécessairement en une fonction de l’abscisse x, on peut écrire
ay.Mj+ V\ ■+■ f»*- 4- 7*= F(x),
et, par suite,
(ô) rfA = F(x) . dx.
Imaginons maintenant que l’ordonnée y se déplace de manière à décrire Faire A'. L’abscisse x supposée jusqu’ici constante devient variable à son tour. Néanmoins I équation (â) ne cesse pas de subsister. De lit résulte, en second lieu,
(4) aA= ax.M*+A'F(x).
On voit, par ces détails, comment l’équation (I) implique l’équation correspondante
(5) . . . iA = AX.Ht+4*(ay.Mj+â,|'/! + p* ■+■ q%),
et comment il fout opérer sur celle-ci pour en déduire l’expression numérique de Faire à mesurer sur la surface que l’on considère.
Observons qu’on peut procéder en sens inverse, c’est-à-dire en opérant d’abord sur l’ordonnée y comme nous l’avons fait sur l’abscisse x et réciproquement. On trouve ainsi
(fi). . . aA = ai/.Mj+i*(ax.M’+ •+• p* q*).
Les équations (b) et (fi) conduisent également au résultat cherché. Le choix à faire entre elles dépend des facilités plus ou moins
grandes qu'elles présentent au point de vue des opérations indiquées dans leurs seconds membres. Prenons pour exemple le cas où le radical V 1 ■+ q* dépendrait exclusivement de la va-
riable y. L’équation (fi) devrait, en général, être préférée, vu qu’elle se réduit immédiatement à la forme plus simple
a A = at/.M*+4" ax V I -t- p* ■+■ 7*.
Le contraire aurait lieu si le radical V 1 7* ne dépen-
dait que de l’abscisse x. On atteindrait plus aisément le but en recourant h l’équation (5) et posant, comme 011 le peut alors,
aA = ax.M*+lil ay V \ p*+ 7 *.
2bii. Montrons par quelques applications le parti qu’on peut tirer, en certains cas, de tout ce qui précède concernant la quadrature des aires courbes.
Considérons d’abord les surfaces développables. Il est visible à priori qu’il existe une infinité de manières de tracer sur ces surfaces un double système de lignes géodésiques dont les mies soient les trajectoires orthogonales des autres. On voit de même qu’en prenant pour génératrices les lignes de l’un de ces systèmes, et pour directrice l’une de leurs trajectoires orthogonales, on a, comme dans le cas des aires planes ,
aA=ax.Mr y.
La seule différence consiste en ce que, au lieu d’être rectilignes, les segments représentés par y pour les génératrices, et par ax pour la directrice, sont généralement courbes.
On parvient au même résultat en partant de l’équation (4) du n° 2'il, page fit ô. On peut, en outre, faire l’observation suivante:
Il su (lit que les génératrices soient des lignes géodésiques pour qu’elles se rectifient dans le développement.
Cela posé, il est aisé de voir que le théorème du n" fi7, page 18Ô, comporte l’extension suivante :
La différentielle de l'aire engendrée par un segment de ligne
géodésique , qui se meut sur une surface développable entre deux courbes quelconques , est égale au produit de ce segment par la vitesse de circulation de son point milieu.
S’ngit-il en particulier des cônes ou des cylindres et de l’aire comprise sur ces surfaces entre deux quelconques des trajectoires orthogonales de leurs génératrices rectilignes? L’énoncé qui précède implique cette autre déduction :
L’aire engendrée sur un cône ou sur un cylindre par le segment compris sur les génératrices rectilignes entre deux quelconques de leurs trajectoires orthogonales a pour mesure le produit de ce segment par la trajectoire de son point milieu.
Considérons en second lieu les surfaces de révolution
Le procédé que nous avons décrit au n° 238, page 383, sous le nom de développement homalographique, fait voir immédiatement que pour obtenir l’équivalent de l’aire circonscrite sur ces surfaces par un contour donné, tout se réduit aux opérations suivantes:
1° Rectifier un méridien quelconque;
2" Conserver sur le méridien rectifié les points de division marqués par les parallèles;
3° A partir de ces points rectifier les parallèles suivant des perpendiculaires au méridien rectifié;
4” Reporter sur les parallèles rectifiés les points de division marqués par le contour donné.
Parlant de là, on voit aisément que la différentielle de l'aire engendrée par un parallèle a pour expression
(I) d\ = '2n.y.ds,
y étant le rajon du parallèle que l’on considère et ds la vitesse d’un point quelconque de ce parallèle sur le méridien qu’il décrit.
Observons que la quantité ds est la vitesse de circulation commune à tous les points du parallèle considéré. Cette simple observation suffit. Elle permet d’écrire l’équation (1) comme traduction directe du théorème général formulé au n° 230, page 611.
L'équation ( I ) donne
('!) aA = aa.M^'sbr.y.
Il est visible, d'ailleurs, que s’il s’agissait de l uire comprise entre deux parallèles et deux méridiens, ceux-ci faisant entre eux un certain angle a, on devrait remplacer 2rr par cet angle, et écrire en conséquence
(3) aA-=as.M, *. y.
Le lliéorème exprimé par l’équation (3) peut s'énoncer comme il suit :
L uire engendrée sur une surface de révolution pur lu rotation d'un segment méridien a pour mesure le produit de ce segment par l'arc moyen qu’il décrit.
Il est entendu que les facteurs de ce produit sont respectivement, l’un la longueur rcctiliéc du segment générateur, l’autre la moyenne des arcs décrits pur les différents points de ce même segment.
Appliquons la formule (I) au cas d'une surface sphérique. En désignant par H le rayon du méridien et par x la distance du centre de la sphère au parallèle mobile, il est uisé de voir (pie I on a généralement
yds — Rf/x.
De là résulte, par \oie de substitution,
(4) d\ =* 2nR.</x.
L'équation (t) donne
aA = 2tR . AX,
c'csl-à-dirr la mesure couiiue de la zone sphérique.
Lu combinaison des équations (2) et (4) conduit à la relation générale
Ml+i* 2ny = 2jtR
àX
SS
On en déduit, pour le cas où il s’agit de toute la sphère, ss devenant égal à rit , et Sx à 2H ,
M2ri/ = 4.R.
On voit par là que la circonférence moyenne qui correspond à l'ensemble des pnrullèlcs, lorsqu'on les distribue uniformément suivant le contour du méridien, a pour longueur quatre fois le rayon de la sphère.
2îi7. Reprenons la formule
(1) . . dk — inyds,
et montrons conimcul elle s’applique au cas général où le méridien considéré se compose de deux segments MN, M’N' disposés symétriquement par rapport à un centre C , ou par rapport à une droite LCK parallèle à l’axe de révolution IG.
Soit h la distance de la droite LCR à l’axe IG. Si l’on conjugue entre deux points queleonqucs m, m situés symétriquement, l’un sur lare MN, l’autre sur l’are; M'N’ et qu’on désigne par s lu distance de ces points à la droite LGK , on a généralement
Fi<j. 100.
i ŸAf
le signe à prendre étant le supérieur ou l'inférieur selon qu’il s’agit du segment MN ou du segment M'N'.
Distinguons les portions de surface engendrées simultanément et symétriquement, l'une par l’are MN, l’autre par l’are M'N'. On a, pour la première ,
i/A = 2~ (li -4 z) ds ,
et, pour lu seconde,
<1 A' = 2ir (/t — z)ds ,
la quantité ils affectant, de pari et d'autre, une seule et même valeur.
La combinaison des -équations (3) et (4) donne, d’une part,
(3). . . . d\ dA’ = </(A ■+■ A ) = inltds ,
(6) a{A A') — Vtt/i . as,
d’autre part,
(7) . . . . rfA — dA' = tif A — A'] = bnzds,
et, par suite,
(8) a[A- A'] = t7rA«.Siri's.
Ces résultats impliquent les énonres suivants, où l’on doit observer que les aires changent de signe pour les parties des segments générateurs qui s’abaisseraient au-dessous de l’axe de révolution :
1“ Les surfaces engendrées par les segments MN, M'.Y dans leur révolution autour de l’axe IG ont pour somme algébrique le double produit du segment MN par la trajectoire du point C;
2" La différence algébrique de ces surfaces est indépendante de lu distance du point C à l'axe de révolution. Elle a même mesure que si la révolution s'effectuait autour de la droite LC K.
Dans le cas particulier du tore, les segments MN, M'N' étant situés tous deux sur une même circonférence de cercle au rayon r, on a, comme au numéro précédent,
zds — rdx.
Celle valeur substituée dans l'équation (7), donne d (A — A) =*= 4nr . rfa; ,
et , par suite , .
(9) a(A — A ) = 4irr. ai.
On a, d'ailleurs, comme dans les cas generaux traites ei-dessus,
(10) A (A -t- A') = inh . As.
De là résulte, d’une part,
aA = 'inli as 2irrAx,
d’autre part,
aA" = 2jt/»as — ’inrsx,
et la question se trouve ainsi complètement résolue.
2o8. Considérons, en dernier lieu , le cas général d’une surface quelconque et bornons-nous à ajouter un nouveau théorème à ceux que nous avons exposés précédemment.
Reproduisons l’équation (4) du n" 2’iO, page 01 1.
tl\ —
et l’énoncé qu elle implique,
L'aire engendrée par une ligne quelconque s qui se meut, arec ou sans changement de /'orme, a pour différentielle le produit de cette ligne , par sa vitesse moyenne de circulation.
Soit A une portion de surface eireonscrite par un contour donné. On peut toujours, et ecla d’une infinité de manières, considérer faire A comme le lieu d’une suite continue de lignes c, toutes géodésiques. Assujettissons la ligne s h se confondre successivement avec chacune des trajectoires orthogonales des lignes a. Il s'ensuit que la vitesse u est à chaque instant la même pour
tous les points de la ligne S et qu'on peut écrire en conséquence, d\ = S.U=*S. di.
De là résulte, immédiatement,
.iA = aj.Ms,
cl l’on a ce nouveau théorème :
L’aire engendrée sur une surface quelconque pur ta trajectoire orthogonale d'une suite de lignes géodésiques a pour mesure l'arc compris sur ces lignes entre les positions extrêmes de la trajectoire, multiplié par la longueur moyenne du segment générateur.
il est deux eas généraux où l’on peut se donner à priori une suite continue de lignes géodésiques. Ce sont ceux «les surfaces réglées et des surfaces de révolution.
Dans le eas des surfaces réglées, l’énoncé général formulé cidessus comprend la déduction suivante :
L uire engendrée sur une surface réglée par la trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes a pour mesure la distance comprise entre les positions extrêmes du segment générateur, multipliée par la longueur moyenne de ce même segment.
Dans le cas des surfaces de révolution, si l’on prend pour lignes géodésiques la suite des méridiens, ou a les parallèles pour trajectoires orthogonales de ces lignes. On retombe ainsi sur la solution du n" 256, page 621.
Supposons, pour terminer, qu’il s’agisse du développement homalographiqtie d'une aire A circonscrite par un contour donné sur une surface quelconque. D’après ce qui précède, tout se réduit aux opérations suivantes :
f° Hcctilicr une des lignes
2“ Conserver sur lu ligne a rectifiée les points de division marqués par la ligne S dans ses positions successives;
( G2ti )
3" A partir de ces points , rectifier la ligueS suivant des perpendiculaires à la ligne a rectifiée;
-i” Reporter sur la ligne S rectifiée les points de division marqués par le contour donné de l’aire A.
Il est visible qu’au point de vue des quadratures, ce procédé établit une analogie complète entre la mesure des aires planes et celle des aires courbes, les lignes a jouant le rôle des abscisses et leurs trajectoires orthogonales celui des ordonnées.
Différentielle et cubature d’un solide quelconque.
25U. Soit 11 un cylindre droit à base quelconque A. Désignons par P le plan de la base, par S une surface à déterminer comme on veut, par V le volume intercepté dans le cylindre H par le plan P et la surface S.
Supposons, d’abord, que la surface S se réduise à un plan P' parallèle au plan P. En désignant par z la distance du plan P' au plan P, il est visible qu’on peut écrire à priori
— = cons1' = C, sz
et, par suite,
(1) V = Cz.
On voit de même que la constante C ne peut être ni moindre, ni plus grande que la base A. Elle lui est donc nécessairement égale. De là résulte
et, par suite,
(3) dV == \.dz.
Considérons un cas plus général , celui du volume engendré par l’aire A, lorsqu’elle se meut avec ou sans changement de
forme, le plan qui la contient conservant d’ailleurs une direction constante.
Donnons-nous l’aire A dans une position quelconque déterminée et représentons-nous le cylindre droit dont elle est actuellement la base. Soit H ce cylindre. L’aire A pouvant sortir du lieu qu’elle occupe suivant deux sens directement opposés, comparons le volume qu’elle engendre à celui que son plan intercepte dans le cylindre If. Si ces volumes demeuraient égaux de part et d’autre, on aurait, comme tout h l’heure,
dV = A . dz.
En général, iis sont inégaux , et si le premier l’emporte d’abord sur le second pour l’un des deux sens à considérer, l’inverse a lieu pour le sens contraire. S’agit-il du sens où le premier volume commence par l’emporter sur le second? La différentielle cherchée ne peut être moindre que le produit A .dz. S'agit-il du sens opposé? Le premier volume commençant pur être inférieur au second, la différentielle cherchée ne peut être plus grande que ce même produit. Mais , d'un autre côté, celle différentielle n’admet, ainsi qu’on l'a vu au n° 09, page 18b, pour l'un cl l’autre cas, qu’une seule et même valeur. On a donc nécessairement, et toujours ,
(4) dV = A.dz.
De là résulte , en général ,
(5) AV=az.l<+âJA,
et l’on a le théorème suivant :
Le volume engendré par une aire plane qui se meut dans l'espace, avec ou sans changement de forme, et dont le plan conserve une direction constante a pour mesure le produit de la valeur moyenne de l’aire génératrice pur ladistance que cette aire franchit perpendiculairement à son plan.
Ce simple théorème peut être considéré comme résolvant à lui
seul la question générale des cubaturcs. Quel que soit, en effet, le solide que l’on ait à cuber, rien n'cmpéchc qu’on se donne pour aire génératrice la section faite à l’intérieur par un plan mobile de direction constante.
200. Reprenons les données premières du n° 2b9, en supposant que la surface S se réduise à un plan quelconque P’.
Soit I l'intersection des plans P, P'. Considérons la base A et le Fig 101 v°lumc V comme engendrés simultanément, la base A par un segment rectiligne MN, assujetti à rester parallèle à la droite 1, le volume V par le rectangle qui se projette en MN et dont la base supérieure est située dans le plan P'.
En désignant par dx la vitesse de circulation du segment MN, par y la longueur de ce segment, parz la hauteur du rectangle projeté en MN, on a, d’après la formule (2) du n" 08, page 181,
d A =y.dx,
et, d’après la formule (4), établie tout à l’heure au n" 2b!),
dX = zy.dx.
De là résulte ,
(1) dX = z.d\,
et, par suite,
aV=a.\.MÎ+4a(z
ou, plus simplement,
Les équations (1) , (2), (3) résolvent la question proposée en
ec qui concerne la différentielle et la cubature d’un tronc de cylindre.
Sans rien changer à ce qui précède, imaginons que le plan P’
sorte du lion qu'il occupe cil tournant iiiilour de In droite I. Différenciée dans celle hypothèse, l'équation (I) donne
(4) d.dV = dz.dA,
et, par suite, l’ordre des difTérentiations effectuées sur le volume V étant interverti,
(5) ^r/V= AA.M;+4*(«fc),
ou plus sim|dentent ,
L’équation (li) est générale. Appliquée au cas où le plan P' sort du lieu P en tournant autour de la droite 1 , elle s'étend d ellcmcinc au cas d'une aire plane qui se meut comme on veut dans l’espace avec ou sans changement de forme. Cette extension pouvant sc démontrer par un procédé identique à celui que nous avons suivi pour généraliser l’équation (3) du n° 259, nous nous bornons ù constater sa légitimité. On a, en conséquence, le théorème suivant :
Le volume engendré par une aire plane qui se meut dans l'espace, avec ou sans changement de forme, a pour différentielle le produit de cette aire par sa vitesse moyenne de circulation.
261. Reportons-nous, de nouveau, aux données premières du n" 259.
La surface S étant quelconque, considérons la base A cl le volume V comme engendrés simultanément, la base A par un segment rectiligne MN de direction constante, le volume V par la section plane B, faite suivant AIN perpendiculairement 'au plan P.
En désignant, comme au numéro précédent, par dx la vitesse de circulation du segment MN , par g la longueur de ec segment, par z l’ordonnée du point de la surface S qui sc projette en in sur
le segment MN, on a d’abord, conformément aux formules (2) et (4) du n" «8, pages 184 et 183,
(1) dB = z.dy, B = y.Ml(*).
Il vient ensuite, d’après ce qui précède,
(2) dV = B . dx.
On peut écrire, en conséquence,
(5) rfV = y.rfx.M'(z),
et , substituant à i j.tlx sa valeur d\ ,
(4) </V = rfA.M* (s).
De la résulte, en général,
et s’il s’agit du volume V qui correspond à la base donnée A,
Le théorème exprimé par l'équation (G) s’étend de lui-même an cas où le volume à mesurer est limité par une enveloppe quelconque. On peut, en effet, projeter ce volume sur un plan et prendre sn projection pour base du cylindre à considérer. Les droites projetantes étant par hypothèse perpendiculaires au plan de projection, il est aisé de voir qu’on a l’énoncé suivant:
Tout solide qu’on projette orthogonalement sur un plan a pour mesure le produit de l'aire projetée par la longueur moyenne des segments que l'enreluppe intercale sur les droites projetantes.
On ne perdra pas de vue que la moyenne dont il s’agit correspond à une répartition faite uniformément sur l'aire projetée.
Si les droites projetantes étaient obliques, relativement au plan de projection, rien ne serait changé, si ec n’est l’unité de mesure, Je cube étant remplacé par un parallélépipède, ayant scs côtés égaux à ceux du cube, sa base carrée, ses arêtes latérales inclinées sur la base comme les droites projetantes sur le plan de projection.
262. Considérons la base A comme étant la projection sur le plan P d’une aire courbe qui se meut dans l’espace avec ou sans changement de forme. Différenciée dans cette hypothèse, l'équation (6) donne , en général ,
rfV = A.M((/z) -t- rfA.M(z).
De là résulte, pour le cas où la surface S se confond d’abord avec le plan P, chacune des valeurs représentées par z se réduisant à zéro,
(7) dX = A.M (dz).
Revenons à l’équation (2). En la différenciant par rapporta B, dans l'hypothèse où , sans sortir du lieu qu'il occupe, le segment y s’allonge ou se raccourcit par le déplacement de l'une de ses extrémités, on a, d’abord,
d.d.X— dB.dx,
puis, remplaçant </B par sa valeur z.dy,
(8) d.d.X = z.dy.dx.
Appliquons l’équation (8) au point m du segment MN et, ce point restant fixe, imaginons que la surface S se déplace avec ou sans déformation. La quantité d.dX devient variable, en meme temps que l’ordonnée z, et elle a pour différentielle
(9) d.d.dX = dz.dy .dx ,
celle différentielle étant prise à partir du point où l'ordonnée z vient couper le lieu actuel de la surface S.
L'équation (9) s’étend à tous les cas , l’aire dx.dy pouvant être indifféremment constante ou variable le long de l’ordonnée z. Cela résulte du théorème du n° 260, page 029. On le voit aussi en différenciant l’équation (8) d'après la règle établie pour le produit de deux facteurs, et en observant que pour attribuer à la différentielle cherchée sa vraie valeur, il faut opérer comme si l’ordonnée z avait son origine sur la surface S: il s’ensuit, en effet, qu’on doit annuler z dans le résultat de la différentiation , ce qui revient précisément au même que si le facteur z était seul variable.
La différentielle exprimée par l’équation (9) est absolument générale. Elle s’applique à tout point pris comme on veut, à l’intérieur d’un solide.
S’agit-il d’une suite de points déterminant, par leur ensemble, une surface quelconque S, sortant tous à la fois des lieux qu’ils occupent et glissant, chacun sur la normale qui lui correspond? On peut pour chaque point substituer à la surface S le plan qui la touche en ce point. On peut aussi mesurer les vitesses dx suivant des lignes géodésiques dont on prendrait les trajectoires orthogonales pour y porter les vitesses dy. Supposons qu’on opère de cette façon et qu’on effectue le développement homalogruphique de la surface S, d’après le procédé décrit au n° 238, page 023. Si dans ce développement, on conserve à chaque point sa vitesse de circulation représentée par dz, rien n’est changé ni dans la différentielle d.d.dV, ni dans aucun des trois facteurs dx, dy, dz. La conséquence évidente est que l’équation (7), établie d’abord pour le cas d’une aire plane et applicable, en conséquence, au développement homalographiquc de la surface S , ne cesse pas de subsister pour le cas d’une aire courbe dont les différents points se déplacent normalement à cette aire. De là résulte le théorème suivant :
Le volume engendré par une aire qui se meut, avec ou sans changement de forme, a pour différentielle le produit de celle aire par sa vitesse moyenne de circulation.
Ce théorème comprend, comme cas particulier, celui que nous avons formulé au n” 200. page 029, pour le cas des aire»: planes.
263. Indiquons, d’après ce qui précède, comment on peut opérer, en général, pour effectuer la eubature d’un solide rapporté à des axes coordonnés rectangulaires OX, OY, O Z.
Soient
les équations des surfaces qui limitent supérieurement et inférieurement le volume à mesurer.
On peut partir de l cquation (9) du n” 262 ,
(2) d.d.dV = dx.dy .dz.
Les vitesses dx, dy étant supposées constantes, on en déduit
(3) . . d .d .\ — \z.dx .dy — [V{x,y) — f(x, y) ] dx . dy.
L’équation (3), où la variable x doit d'abord être considérée comme constante, donne de môme
(t) . . . rfV=dx.ay.M;+i’[F(x,y)-/'(x,y)].
Il est visible, d’ailleurs, que l'équation (4) peuts’écrirc « priori, soit parce qu'elle est identique à l’équation (3) du n° 2CI, page 630, soit parce qu’en prenant pour aire génératrice du volume V la section faite dans le solide par un plan parallèle à celui des zy, l'équation (4) n'est autre chose que la traduction algébrique du théorème formulé au n° 260, page 629.
Observons ici que la différence ày et la moyenne qui figure dans le second membre de l’équation (4) sont toutes deux fonction de la variable x. On peut écrire, en conséquence,
De là résulte,
i/V = <r{x).dx,
et, par suite,
(«) aV= at.m;+ a‘ v(x) = A.T.wr ir[i.V.M;+ à\F[T,rj)-r(x,y))].
La remarque faite au n° 2!> 4 , page «18, s'applique de la même manière au cas des cubutures. La symétrie qui subsiste en vertu de l’équation (2) permet de substituer l’une à l’autre chacune des trois coordonnées x , y, z. Ce résultat évident à priori résulte aussi de l'équation (4) où l’on peut remplacer le plan des yz par le plan des zx ou celui des xy. 11 convient en chaque cas de choi-' sir parmi les trois formules équivalentes, dont on peut ainsi disposer arbitrairement, celle qui rend plus faciles les opérations à effectuer.
Si les axes étaient obliques au lieu d’étre rectangulaires, rien ne changerait si ce n’esl l'unité de volume, le cube étant remplacé par le parallélépipède dont les cùtés égaux à celui du cube sont respectivement parallèles aux axes coordonnés.
204. Considérons le cas général où le solide a mesurer est rapporté à un système de coordonnées polaires défini, comme au n" 248 , page 007.
Prenons un point quelconque m du solide et représentons-nous pour ce point les vitesses exprimées ci-dessus par dz, dy et dx. Ces vitesses n’étant assujetties qu’à la seule condition d’étre rectangulaires , nous pouvons supposer qu’elles soient dirigées respectivement, la première suivant le rayon vecteur Qm , la seconde suivant la perpendiculaire élevée sur ce rayon dans le plan projetant, la dernière suivant la normale à ce même plan. Il vient ainsi, d'après les notations du n" 248,
dz — dr, dy — r.d-, , dx = r cos y . r/9, et, de là résulte, en conséquence,
(I). . . d.d.dV = dx.dy.dz = r’.cos y.r/r.r/y.r/9.
Regardons d’abord comme persistant dans la détermination
qu’elles affectent, les quantités y, 6 cl leurs différentielles tlr,<le. L'équation ( I ) a pour équivalent
(2) f/.c/V=^eos <p.(lv.(h.br.Mrr^ irr*=cos y.rff.ds.
Conservons à » sa valeur actuelle et faisons varier l'angle 9. Les quantités r et &r deviennent fonction de la varinl)le9 et l’on déduit de l’équation (2)
,-v , „ „9+a9 (»*-»- Ar)'
Cela fait, il suffit d’exprimer en fonction de •. l’angle 9 et In différence A4, puis de faire varier l'angle y, pour passer de l’équation (Â) iï I’éqnntion finale
(4) . . aV = Ay.M^^cos y.A6.M^A9 — — ^ — -]•
Dans le cas particulier où le rayon vecteur Om est toujours nul à l’une de ses limites et où les angles 9 et f varient constamment , le premier de o à 2tt, le second deo à on peut désigner par r le rayon vecteur représenté ei-dessus pnr r-+-Ar, et, dès lors, écrire plus simplement
(5) aV= — M* tcosji.M^r*].
Quanti la marche à suivre pour effectuer les opérations indi-
* La formule (1), du n° 70, page 100, donne, on général,
AX.Mr+irx"
(x -4- ax)" — x " ri ■+■ 1
On verra plus loin, au n° 266, page 6 il, commenl l'équalion (2) peut s’ol>tenir à prinri.
quées dans le second membre de l'équation (a), elle résulte des détails qui procèdent el peut se résumer comme il suit :
1“ Remplacer ;• par sa valeur en fonction des ongles 6 et y;
2“ L'ongle y étant considéré comme constant et quelconque, déterminer la valeur générale de la moyenne M’!T’rî;
3“ Cette valeur étant obtenue sous la forme d'une fonction de y représentée par F (-,) calculer la moyenne
M: COS y. F (y).
On voit, aisément, comment celle marche s’applique au cas général; comment aussi, il peut être quelquefois plus simple d'intervertir l'ordre des opérations, en parlant de l’équation ( I ) et choisissant, pour les considérer d’abord comme constantes, celles des variables r, 6 et y qui permettent d’arriver ainsi plus promptement au but. Prenons pour exemple le cas d'une sphère, le pèle étant au centre. Si l’on considère d’abord comme constantes les quantités r, y et leurs différentielles dr, rfy, l’équation
rf.rf.rfV = r* cos y .rfr.rfy.rfo, où la quantité 9 varie seule, donne immédiatement,
rf.rfV = r’cos y .rfr.rfy . a 9 = 2îrr*cos y. rfr.rfy.
Partant de là, et restituant à l'angle y sa variabilité, on trouve dX — 2irr*rfr . a y . A ? cos y.
On a, d’ailleurs, entre les limites y == o, y-*- a y = - ,
A y . M ? ‘ COS y = I *.
‘ L’équation
d sin f — cos y.d y
a pour équivalent général
A sin y = Ay.M!+‘i?eosy = sin(y -t-iy) — sin y. De là résulte , entre les limites o et ^
A y.M ens y = t.
Il vient doue, cuire ces memes limites, d\ = înr'dr,
el, par suite, ainsi qu’un l'a vu tout à l’heure,
Les angles 9 et -r ayant varié, l’un de o à 2a-, l'autre de o à le volume exprimé par la différence aV est évidemment la moitié de la sphère. On a donc pour le volume total
2(i5. Le cas d’un solide rapporté à un système de coordonnées polaires, peut se traiter directement au moyen du théorème du a" 202, page G32. Il snflit pour cela qu’on se donne une sphère de rayon variable, ayant son centre nu pèle et qu’on prenne pour aire génératrice du solide la section qui lui est commune avec 1a surface de cette sphère. Soit A celte section : on peut écrire immédiatement
(1) dV «= A.dr,
cl, par suite,
(2) AV= Ar.M;+ir(.\).
De là se déduit le théorème suivant : .
Le volume engendré pur une uire sphérique qui se meut dans l’espace , sous lu seule condition de conserver toujours un seul et même centre , a pour mesure le.produit de la valeur moyenne de l’aire génératrice par la distance franchie suivant le rayon.
Ce théorème comprend implicitement celui que nous avons
( »>ÔR )
formule au n" 2a'J, page <>27. Il peut, de meme, être considéré comme résolvant à lui seul la question générale des cubaturcs.
Revenons à l’équation (1). On a, d'après la formule (2), du n” 251, page 61 3,
d.dA =u.v.
Remplaçons, comme au numéro qui précède, u par r.it? et v par r eos f.<l6. Il vient
d.dA — r* cos <f.df . de.
L’équation (â), où la quantité r doit être considérée comme constante, donne, en attribuant à « une valeur quelconque déterminée et faisant varier la quantité e,
(4) dA = r’ eos y . dj>. ao.
Supposons qu’on ait remplacé Afl par sa valeur eu fonction de f , l’équation (4) a pour équivalent
(5) A = r*.Af.M^+A>ieos ?.ae.
De là résulte, en substituant celte valeur dans l'équation (1),
(fi) .... dV = Hdr. a ?.Mÿ * cos y. a«.
Il ne reste plus qu’à exprimer les limites générales y et ?-<- a y eu fonction de r pour passer de l’équatiou (fi) à l’équation finale
(7) . . . AV=Ar.M'+Ar[rïAy.My+û?eos y. as].
Dans le cas particulier où le rayon r est nul à l’une de scs limites et où l’angle fl varie constamment de o à 2r, on peut remplacer Afl par 2* et écrire plus simplement
(8) . . . a V == 2;rR.»C [r*A f. My+ 4 * cos y],
R étant la limite supérieure dli rayon r.
( tir»!» )
Supposc-t-on , en outre, que l’angle y varie constamment de o « j? L’équation (8) ne subsiste plus que pour le cas de la sphère. On a, d'ailleurs, entre ces limites,
..?+Ay • .
Ay. Mp eosy = 1 .
Il vient donc, en substituant,
aV=2*R.M?r*= '
On en conclut, comme au numéro précédent, que le volume total de la sphère a pour expression
V= * jrR‘.
2liti. Montrons, par quelques exemples, le parti qu’on peut tirer, en certains cas, des théorèmes exposés précédemment pour la cubature des solides.
S’agit-il d’abord d’un cône à base plane quelconque? Nommons U la base de ce cène, h sa hauteur, A une section quelconque faite parallèlement à lu base R, : la distance du sommet du cône au plan de la section A. On a, généralement,
De là résulte , en vertu du théorème du n" ÜM>, page <>27,
V=A.MÎA= .LmU',
et, remplaçant la quantité A.MÎz* par sa valeur y,
' Voir au besoin la deuxieme noie du u“ i(î i , paye G3ti. " Voir au besoin la première uote du n° -61, page 63o.
S agit-il ensuite d une sphère au rayon il? Le théorème du n° 263, page «37, se traduit directement par lcquation
v = r.m.bw.
On a, d’ailleurs,
il vient done, en substituant.
On peut aussi partir de la formule (1) établie ci-dessus pour le cas général d’un cône à base plane, et, désignant par A la surface de la sphère, poser à priori
d.dV=:~d.d.A.
Cela donne, d'abord,
et, ensuite,
Ce dernier procédé s’applique au cas d’un solide quelconque, rapporté à un système de coordonnées polaires. Plaçons le pôle 0 a I intérieur du solide et nommons B la surface enveloppe, m un quelconque de scs points. 11 vient, connue tout à l’heure,
d.dV =-d.d B.
L aire d.dB étant située dans le plan qui
touche l'enveloppe au
( lül )
point m, et In hauteur h étant la perpendiculaire abaissée du pôle 0 sur ce plan.
Soit a l’angle ipie le rayon vecteur O m fait avec la droite li , et ,n Projection orthogonale de l’aire t/.rfB sur le plan mené par le point m normalement à O m. On a, simultanément,
//= reos«, d.d\ = d. dB. cos a.
De là résulte, en substituant,
d.dV=-d.dA,
et l'on peut disposer comme on veut de l’aire d.dA. Déterminée comme au n" 265, page 638, elle a pour expression
d . dA — r* cos Ÿ-df.dÿ.
Un en déduit
— eos f.de.do ,
et , pour le cas où le pôle est extérieur ou volume h mesurer,
d.dV
<vr)s — r3
— COS y . df . t/9.
On retombe ainsi sur la formule (2) du n" 204, page 633.
267. Considérons maintenant l'ellipsoïde et supposons d’abord qu’il soit de révolution. Rapporté a ses axes principaux, il a pour équation
Comparé à la sphère concentrique dont le rayon est a, il n’en diffère que par la substitution de l'ordonnée - z à l'ordonnée z. Il suit, de là, et du théorèmedu n» 261, page 630, que pour passer du volume de la sphère à celui de l’ellipsoïde considéré, il suflil
de multiplier le premier par le rappuri . On trouve ainsi , pour le volume cherché,
(2) V = — • — jt. et5 = — r.a* v.
Passons maintenant dcleHipsoïdc (I) à l'ellipsoïde quelconque, ayant pour é({ualiou
(Comparé au premier, cet ellipsoïde n’en diffère que par la sub_ slitulion de l’ordonnée à l’ordonnée iy. Il suit de là et du théorème rappelé ci-dessus, que pour passer du volume de l'ellipsoïde (I) à celui de l’ellipsoïde (3), il suffit de multiplier le premier par le rapport ^ . On trouve ainsi, pour le cas général d'un ellipsoïde quelconque,
Si l’ellipsoïde, dont nous venons de déterminer le volume, était rapporté à un système d'axes obliques, dirigés respectivement suivant trois demi-diamètres a', b\ c' conjugués entre eux , son équation deviendrait
Les équations (3) et (3) étant de même l'orme, il est visible qu’en appliquant, pour chacune, le procédé déefit au n" 263, • page 033 , ou parviendrait nécessairement à des résultats de forme identique et ne différant l’un de l’autre (pic par la substitution des quantités a , li', c' à leurs similaires «, b, c.
Rien, d’ailleurs, n’est changé par là, si ce n'est l’unité de volume, le cube étant remplacé par le parallélipipède dont les côtés égaux à ceux du cube sont dirigés suivant les axes a', b', c'.
La conséquence évidente est, qu'eu prenant ce parallélipipèdc pour unité de volume, on a, comme expression numérique du volume de l’ellipsoïde,
(0) -it.a.b.c.
Soit y l'angle que l’axe & fait avec le plan des axes a, b', et 6 celui que font entre eux ces derniers axes. Pour revenir de la seconde unité à la première, il suflit d’introduire , comme cocflicienl, le facteur sin y. sin 6. On a donc aussi,
(7) V = — n.u'.b'.c'. sin Ç.siu y.
La comparaison des équations (4) et (7) fait voir que le parallélipipèdc construit sur trois diamètres quelconques 2«', "2l Y, "2c' conjugués entre eux a toujours même volume que celui qui correspond aux diamètres principaux "2a, "2b, 2r.
2<î8. Considérons en dernier lieu le volume engendré dans un solide de révolution par une portion quelconque A de l’aire méridienne. Le théorème du n" 2(i<), page 629, implique évidemment la déduction suivante :
Le volume engendré tlu nu un .solide de révolution pur une portion quelconque A de lu section méridienne a pour mesure le produit de l’uire A pur l'arc moyen qu’elle décrit.
Pour établir celle déduction, il suflit d’observer que l’on a, comme traduction directe du théorème invoqué,
(1) . . . * d\ = A.Mi/.da = X.daMy,
dx étant la vitesse angulaire de rotation et y la distance d’un point quelconque de l’aire A à l’axe de révolution.
La quantité représentée par M y est évidemment constante De là résulte, en vertu de l'équation (1),
(-2) xV = A.x* . M y = A.M(ÿd«).
( (iti )
On voit, d'ailleurs, aisément, (j ne l'énoncé formulé ci -dessus n’est autre chose que la traduction littérale de l'cquation (i).
Extension générale au cas où les grandeurs à déterminer sont données comme limites de certaines sommes.
269. En traitant, comme nous l’avons fait jusqu’ici, la question générale des rectifications, quadratures cl cuhalurcs, nous avons voulu faire voir comment clic sc résout, indépendamment des procédés fournis par la méthode des limites. Peut-être avonsnous ainsi négligé quelqu'une des ressources qui, sans nous être nécessaires, pouvaient néanmoins nous servir. Il est, d’ailleurs, des cas où la considération des limites s’impose d’cUc-mdme comme expression directe du problème à résoudre. Obligés d'aborder ces cas, nous trouverons dans la solution qui s’y applique des éclaircissements utiles et de nouvelles facilités.
Commençons par établir le théorème fondamental qui permet de substituer les différentielles aux différences, lorsqu’on en fait la somme pour un intervalle quelconque déterminé cl qu'on les assujettit à converger toutes cuscmblc vers zéro.
Soit
J = IV
une fonction quelconque de la vuriablc x. On a généralement et simultanément,
(I). . . ày — ax.M*,+ A‘ f'(x), dy = f'(x).dx.
Supposons la fonction y toujours croissante dans l’intervalle ax, et divisons cet intervalle en « parties égales *. Soit li l’une de ces parties.
Si nous appliquons, d’une part, à la valeur quelconque
* La démonstration qui suit se ferait de la même manière si la fonction au lieu d'être toujours croissante, était toujours décroissante daus l'intervalle ax. Klle se ferait , sans plus de dilticullé , si la division s’effectuait eu parties inégales, toutes chose" testant d'ailleurs les mêmes.
xp=x-t-p li, il’autn* |>nrl, à lit valeur correspondante yf, les équations (I); nous avons,
(2). . . ay, = AM^V(ac), dy, =*= dxr.f{xr).
La vitesse dx, pouvant être quelconque, prenons-la égale à h. Il vient, par voie de substitution ,
d!U — hfi*,)
Considérons le binôme
et désignons par z la plus gronde des valeurs qu'il affecte, lorsqu’on pose successivement p — o, /) = I , p i , etc., p — n — 1. Il s'ensuit que si, parmi les valeurs de ce binôme, il en est une pour laquelle on ait, exceptionnellement,
on a, en même temps, pour toutes les autres,
rw
De l/i , et, eu égard à l’équation (3), résulte évidemment,
(4). dy,-*- <ly,-*- etc. -h dy. ,-=(! — <r) ay,-» ete.-f-
■f étant une quantité nécessairement comprise entre o et z.
Observons ici qu’il suffit d’attribuer au nombre « des voleurs de plus en plus grandes, ou, ec qui revient au même, d'attribuer a h des valeurs de plus en plus petites, pour que In quantité z et
à fortiori lu quantité >j sr rapproche indéfiniment de zéro. L’éq nation (t) implique , en conséquence, l’équalion finale
cte.+ A ^/"'(jc)= lim [dy„ c/»/, 4- etc. + d
On voit, d’ailleurs, aisément, que celte équation s’établirait de la même manière si les subdivisions de l’intervalle a.r présentaient des inégalités, pourvu qu’elles restassent assujetties à converger toutes ensemble vers zéro.
Le théorème exprimé par l’équation (S) comporte l’énoncé suivant:
Les valeurs affectées par la différentielle dans un intervalle quelconque déterminé ont , pour limite de leur somme, la somme des différences qui leur correspondent, ou, ce qui revient au même , le produit de l’accroissement total de la variable par la valeur moyenne de la fonction dérivée.
. Il implique, en outre, la déduction suivante :
Lorsqu’on subdivise l’accroissement total d'une fonction en parties qu’on prend de plus en plus petites et qu’on fait ainsi converyer vers zéro, on peut substituer à ces parties les différentielles qui leur correspondent et prendre pour somme des unes la limite de la somme des autres.
Cela posé, occupons-nous d’abord des cas auxquels nous avons fait allusion dans le premier paragraphe du présent numéro.
270. Étant donnée une grandeur géométrique complètement définie cl pouvant être indifféremment une ligne, une surface, un solide, imaginons qu’on la subdivise en parties de plus en plus petites, et qu’on multiplie chacune de ces parties par un facteur dépendant des coordonnées de l’un de scs points.
Ce problème à résoudre consiste, par hypothèse, à déterminer la limite dont la somme des produits ainsi obtenus sc rapproche indéfiniment à mesure que les subdivisions faites dans la grandeur donnée convergent tonies ensemble vers zéro.
Pour plus de généralité, eonsidérons le ras d'un solide el représentons par Vr son volume.
Soient m le point pris pour origine d'une partie quelconque aV; x, y, z les coordonnées de cc point; F (x ■+- ) ax, y -+- /*At/, z -+- yAz) le facteur à introduire comme coefficient de la partie aV.
Il est visible que la valeur absolue de chacun des trois coeflii^ nts ), v reste nécessairement comprise entre o et I.
Si l’on désigne par P la somme des produits à considérer, on peut écrire , en général,
fl). . . aP = aV. F[x -r- Aax, y -+- pAy, s -+- vaz].
On voit, d’ailleurs, aisément, que si l’on fait converger à la fois vers zéro, chacune des trois quantités ax, a y, a z, les différences aP, a V su bissent celte même condition, tandis que leur rapport converge vers la limite F (x, y, z).
Partons de là , et observons qu’en vertu du principe établi dans notre exposé général îles règles de la différentiation *, la limite du rapport n’est autre chose que le rapport de la différen- , tiellc r/P à la différentielle r/V. L’équation (I) donne, en conséquence ,
De là résulte, conformément au théorème du n“
(3) lim . P = V. M* F(x, y, z).
L’équation (") résout évidemment la question proposée.
S'agit-il de déterminer la valeur exprimée par la movenne qui figure rions le second membre de l’équation (ô)? Il faut, en général , remonter à l'équation (1 ) et procéder avec plus de détails que nous ne l'avons fait.
Supposons, pour fixer les idées, que le solide soit rapporté à des axes coordonnés rectangulaires OX, OY, OZ. Supposons, cil
* Voir, au besoin , la deuxième partie, n" 0, pages tl)3 el suivantes.
outre, que les subdivisions a V résultent, en général, de trois séries de plans respectivement parallèles aux plans coordonnés YOZ, ZOX, XOY et distant entre eux, les premiers de la quantité ax, les seconds de la quantité Ay, les derniers de la quantité a z.
De là résulte, généralement,
(4) aV= AX.Aÿ. az, •
et, par suite,
(î>). . aP= AX. Aÿ. AZ.F[x -t- 1AX,»/ -4-/UAy, Z -4- v\z].
Imaginons d'abord que l'écart az converge seul vers zéro, les deux autres demeurant Constants. On a, comme ci-dessus,
(6) . . . </,P= ax. Mj.dz. [F(x -+- Mar, y ■+■ pAy, z)].
Supposons maintenant que l’écart a y converge vers zéro. Les quantités <l; P et ai/ s’annulant à la fois, on peut substituer à . leur rapport celui de leurs différentielles et écrire, en conséquence,
(7) . . . </,.rf.P = M.dy.dz. F(x-t- iAx,y,z).
Opérons en dernier lieu sur l'écart ax supposé jusqu’ici constant, et faisons-le converger à son tour vers zéro. Les quantités il/!. P et ax s’annulant à la fois, on peut substituer à leur rapport celui de leurs différentielles. On a donc, comme résultat final ,
(8) . . . . rf,rfrrf.P = dx.dy.ilz.T[x, y, z).
Observons qu’on est libre d'intervertir à son gré l’ordre des opérations précédentes, et, par conséquent aussi, celui des indices. Mieux vaut alors supprimer ces indices et écrire simplement ,
(0) . . (/.(/. </P — <lx.ily.ilz. l'jx, y, z).
Quant aux opérations à effectuer pour passer de l'équation (S)) à la détermination de la quantité lim. P, elles sont suffisamment indiquées par les détails qui précèdent et par l’équation générale, dont le sens nous est bien connu ,
(10) lim P = ax.M*+ A F(x, y, s))].
La quantité lim P étant ainsi déterminée, on connaît d'avance, ou, si on ne le connaît pas, on peut calculer de la même manière le volume V. On est, dès lors, en mesure de compléter la solution cherchée, en posant,
lim P M, *(AzM;+a'F(x,ÿ,*))]
M, [iyM, az]
Il n’échappera point au lecteur que les résultats établis cidessus s’étendent d’eux-mêmes à un système quelconque de coordonnées, et que pour les appliquerai) cas d’une surface ou dune ligne, il sullit de supprimer celles des variables qu’on se donne en fonction des autres. Les détails qui suivent éclairciront, nu besoin , ce qui parailrait obscur dans ce simple énoncé de l’extension que comportent les déductions précédentes.
271. Appliquons la solution détaillée du numéro précédent, au cas où le facteur à introduire comme coefficient du solide partiel aV est l'abscisse x ■+■ Ju de l un des points de ce solide. En désignant par lim P, la limite vers laquelle la somme des produits aV [x -+- ijx] converge à mesure que chacune des parties aV converge vers zéro, on a, d’après l'équation (â), du numéro 270, page (Î47 ,
(I) lim P,= V.m'(x).
Substituons successivement ù l'abscisse x chacune des ordonnées y et z. On a, de même, pour l’ordonnée y ,
(2) lim.P,** VJlJy,
( C.'iO )
et, pour l’ordonnée s,
(ô) lim P; = V.mIî.
Soit g le point de l'espace dont les coordonnées ar, , y, , z, ont pour valeurs respectives
(4). . . ar, = M.* (ar) , y, = M„V (y), z, = M J (s) ,
et expriment, en conséquence, la distance moyenne du volume total V à chacun des plans coordonnés YOZ, ZO.Y, XOY.
Ainsi déterminé, le point g jouit d’une propriété curieuse, facile à établir et consistant en ce que sa distance à un plan quelconque n’est autre chose que la distance moyenne des différents points du solide V il ce même plan. On ne perdra pas de vue que la moyenne dont il s’agit correspond à une répartition faite uniformément dans toute l'étendue du volume que l’on considère.
Soit Q le plan quelconque sur lequel on projette orthogonalement les différents points du solide V. Menons par l'origine O un plan Q' parallèle au plan Q et désignons par «, la distance des plans Q,Q'; par v, la perpendiculaire abaissée du point m sur le plan Q'. On a d’abord,
(а) Mj (o -+-«) = a -4-M.w.
Quant à la longueur u , elle est la projection du rayon vecteur Oui sur la normale nu plan Q' et, par conséquent aussi, la somme des projections des coordonnées x, y, z sur celle même normale. De là résulte,
(б) »i = x eos a y cos 6 -4- z cos y,
a, 6, y étant les angles que la normale au plan Q' fait avec les axes coordonnés OX , OY, OZ..
La combinaison des équations (4), (5), (G) donne
M!(a -4- u) = a cos a.M'x cosC.M^y -i- cos y.M,' z — a -+- x, cos a -4- y, eos 6-4 - z, cos y.
( «ai )
L'observation faile en ee qui eoneerne la perpendiculaire 1/ abaissée du point ni sur le plan Q' s’applique de la même manière à la perpendiculaire ti, abaissée du point </ sur ce même plan. On a donc, en vertu de l'équation (ti),
«, = x, cos 1 ■+■ y, cos f, s, cos y.
Substituant relie valeur dans l’équation (7), il vient, a ■+■ u, = M* (« ■+• w)>
et la propriété qu’il s'agissait d’établir se trouve ainsi démontrée.
Si le lieu des points considérés était une surface A ou une ligne S, rien ne changerait dans la démonstration précédente si ee n’est que, partout où la lettre V figure, on mettrait à sa place In lettre A ou la lettre S. I.a propriété dont il s'agit est donc tout à fait générale. Elle s’applique à la fois aux lignes, aux surfaces et aux solides. O11 pourrait dire du point g qu'il est le centre îles distances moyennes à un plan quelconque. Envisagé sous un autre rapport, il n reçu le nom de centre de gravité. Nous lui conserverons eette dernière dénomination et, résumant eequi précède, nous dirons :
.1 tout assemblage de points uniformément répartis sur une ligne, sur une surface nu dans un solide, correspond un centre des distances moyennes, autrement dit, un centre de gravité.
Ce centre est déterminé par la condition suivante : sa distance à un plan quelconque est la distance moyenne comprise entre ce plan et les différents points de l'assemblage.
Supposons qu’il s’agisse d’une ligne ou d’une aire plane: au lieu de prendre leur distance moyenne par rapport à des plans quelconques, on peut 11c la prendre que par rapport h des droites situées dans leur propre plan. Rien 11'cst changé, d’ailleurs, puisque pour rester dans les conditions générales, il suffit de ronsi-
dércr chacune dp cos droites comme la trace d’un plan normal au plan de la ligne ou de l’aire donnée.
Partons de là, et reportons-nous aux formules des n°‘ 256 et 268, pages 621 et 643. Il est visible que la moyenne représentée dans ces formules par le symbole Mt/ n’est autre chose que la perpendiculaire abaissée de leur centre de gravité sur l’axe de révolution. On peut, en conséquence, énoncer les théorèmes suivants dus à Guldin :
L’aire entptndrée par une ligne qui tourne autour d'un axe situé dans son plan a pour mesure le produit de cette ligne par l’arc que décrit son centre de gravité.
Le volume engendré par une aire qui tourne autour d’un axe situé dans son plan a pour mesure le produit de cette aire par l’arc que décrit son centre de gravité.
272. La quadrature des aires peut, ainsi que la cubature des solides, s’obtenir aisément par le procédé général du n“ 270. Bornons-nous à quelques exemples.
S’agit-il d’une aire plane A? Supposons d'abord que In division se fasse par des droites mp perpendiculaires à l’axe OX et distantes entre elles de la quantité ix. Cet intervalle pouvant être pris aussi petit qu'on veut et n'ayant plus d’ailleurs qu’à décroître, on a évidemment
Fig. iOi.
Ldi.
(1) a A -Jta sx [y •+• fiiy ],
y n’étant autre chose que l’ordonnée quelconque mp.
De là résulte, comme au n" 270, pages (:46 et suivantes,
(2) d\ = y:lx ,
et par suite, l'accroissement ix devenant quelconque,
(a) aA «=» iar.M, y.
Si la division s'effectuait par des droites Om partant du pdint O pris pour pèle, en désignant par r le rayon vecteur Om cl par \9 l’angle compris entre ce rayon et le suivant, on aurait, comme tout à l’heure,
(*) aA = - ( r -t- juir)*.
' Il viendrait donc
et par suite, l’accroissement a» devenant quelconque,
(fi)
S’agit-il du volume intercepté dans un cylindre droit entre sa base A et une surface S? Eu désignant par ; la distance d'un point quelconque m delà surface S à la base A, et prenant la projection du point m pour origine de l'accroissement aA, supposé très-petit et n’ayant plus d'ailleurs qu’à décroître, il vient
aV — aA [: + vAz] ,
a V étant la partie du volume V qui se projette sur l’aire aA.
On déduit de l’équaliou (7)
(8) rfV — zdA ,
et par suite, l'accroissement aA devenant quelconque ,
(9) aV = aA.M* + AA(z).
Veut-on opérer sur l’équation (7) en y remplaçant l’aire aA par le produit ai. ai/? On a
(10) aV=a jT.ai/[z ■+■ vaz],
cl, prenant
pour équation delà surface S,
(11) . aV = ax.a»/ [z + y ( f(x -r- iax, y + p*y) — f(x, y))].
Passons à la limile en ce qui concerne l'accroissement mj. U vient
(12) . d,V = A*.(/y[z-t- * (/■(*-♦- la x,y) — f{x,y))].
De là résulte, en passant à la limite pour l'accroissement a.r,
(13) tljlyV = z.dx.dy,
et |>ar suite, ainsi qu'on le voit aisément, les accroissements ax et a y devenant quelconques,
(14) . . . . AV=Ax.M:+A'(ay.M; + i,z).
273. Méprenons, comme exemple général, la question des cubaturcs et traitons-la de manière à faire ressortir les moyens de solution fournis par le théorème du n° 2«î), page «40.
Soit V le volume du solide à mesurer. Divisons ce solide connue au n° 270, page «47, et considérons d’abord la suite des tranches formées par les plans parallèles dont l’écart est ax. Cet écart étant pris aussi petit qu'on veut et n ayant plus qu’à décroitre, il est visible qu’en désignant par A l’aire de la section faite dans le solide par un des plans de division, et par a V le volume de la tranche qui a cette même section jwiur base, on peut écrire généralement,
(1) aV = ax[A •+• àaA],
A étant une quantité comprise entre O et 1.
De là résulte , eu passant à la limite, comme on l’a \ u précédemment,
( liüJ )
Dans celte équation dx n'est, si l'on veut, autre eliosc que l'accroissement ax supposé très-petit et n’avanl plus qu'à décroître *. Quant à la quantiléaA, clic doit être considérée comme constante aussi longtemps qu’il s’agit de la tranche qui prend son origine à partir d'un seul et même plan de division. Il suit de là que la différentielle d,V se confond avec le cylindre droit ayant la section A pour base et l’écart dx pour hauteur.
•Soit» ce cylindre. Les plans parallèles dont l’écart est Aydivisent en même temps la base A en bandes a A elle cylindre II en prismes ayant tous pour hauteur commune l’écart dx et chacun pour base respective la bande aA qui lui correspond. Soit a (d,V) le volume de l’un de Ces prismes. L’écart a y étant pris aussi petit qu'on veut et n’ayant plus qu’à décroître, il est visible qu’en désignant par z la hauteur que la bande A présente à son origine, on peut écrire généralement
(3) aA = Aÿ [z + VAZ] ,
v étant une quantité comprise entre U et 1. On a de même
(4) a(</j,V) = c/x. &y [z-t-vAz].
De là résulte, en passant à la limite pour l'accroissement mj,
(5) d/l, S -z.dx.dy.
Dans celte équation où la différentielle dx n’a pas change, l'écart dy n’est si l’on veut, autre chose que l’accroissement ai/ supposé très-petit et n’ayant plus qu’à décroître. Quant à l'ordonnée z, elle doit être considérée comme constante aussi longtemps qu’il s’agit du prisme qui prend son origine à partir du plan de division considéré. Il suit de là que la différentielle d,d,V se confond avec le prisme droit ayant pour hauteur l’ordonnée z et pour base le rectangle dx.dy.
‘ Pour ne pas changer la hase A , il suüit de faire décroître dx, en lui sulistituant sa moitié et ainsi de suite indéfiniment. Celle observation s'applique, de la même manière, au décroissement de l’écart a y. On peut, aiusi, la généraiier
( (i.'jti )
Cela posé, prenons la somme des prismes droits qni correspondent à une seule et même position de la section A, à une seule et meme valeur de l’écart dx, i» la suite des écarts dy. Si l’on désigne par z„, , z,, etc., les différentes valeurs affectées par l'or-
donnée z aux points de division uniformément répartis sur l’étendue totale d'un accroissement quelconque ay, on a pour ectle somme
(6). dx.dy.[z„ 4- z, 4- etc. 4-z„_,] — dx.\y.
Z, , 4- Z, 4-cte. 4-z„_,
Il est visible, en effet, que le nombre des divisions étant marqué par >i , 1 accroissement total iy a pour valeur le produit n.dy.
Attribuons à l'accroissement quelconque a y la détermination qu’il acquiert comme projection de l’aire A sur le plan des xy. En vertu du théorème du n" 269, page G46, la somme exprimée par l’équation (G) a pour limite le volume de la tranche d,\' . De là résulte, en passant à la limite,
(7) . . . . dIV = .U*x==rfx.xy.Mj+i,’(z).
Faisons la somme des tranches en supposant qu’elles aient toutes meme épaisseur dx et qu’elles soient au nombre île n pour un intervalle quelconque déterminé xx. En désignant par A0, A(, A,, etc., les valeurs affectées par la section A et correspondantes aux divisions successives de l’intervalle xx, on a pour celte somme
/u. - r, . , A„ A| 4- etc. A„_,
(8) . dx [Au A, + etc. 4- A„_,] = ax.
En vertu du théorème du n° 261), cette somme a pour limite le volume total exprimé par iV pour un écart quelconque ax. De là résulte, eu passant à la limite,
(9) aV«-4*.M'+A'A,
et , eu égurd à l'équation (7) ,
(lü). . . . aV.*= A*.M‘+A*[a»/.MÎ+A,'(z)].
L’équation (10) résout évidemment la question proposée.
Au lieu de s’en tenir à l’équation (o), on peut pousser la division plus loin et substituer au prisme droit que l’on considère la suite des parallélipipèdes rectangles qui résultent des sections de ee prisme par les plans parallèles dont l’écart est a:. Soit s(dtdt\) le volume de l’un de ces parallélipipèdes, il vient d’abord
(H) i[d,.</,V] = dx.dij.iz,
et, par suite,
( 1 2) d.d/ltW — dx . dy . dz ,
l’équalion (12) ne cessant pas ici d'etre identique à celle dont on la déduit d’après le procédé fourni par la considération des limites.
Si l’on parlait de l’équation (12), on remonterait à l’équation (’i) en faisant la somme de tous les parallélipipèdes qui correspondent à un seul et même prisme droit. Le reste s’achèverait connue ci-dessus.
274. Un parvient plus rapidement a l’équation (12) du n° 275, en partant, comme nu n°270, de l'équation générale
(I) aV= ax. Ay.AZ,
et substituant successive meut à chaque différence sa différentielle. Ce procédé donne d'abord
(2) dt\ — dx. AIJ. AZ,
puis
(5) d,d, \ *=dx.dy.AZ,
et, enfin,
(4) dzdtdy —dx.dy.dz.
( Gb8 )
Cela pose, on peut considérer le volume V comme la somme d’une suite de parallélipipcdes rectangles tous égaux entre eux et représentés chacun par le produit dx. d\j. dz, ou plus exactement comme la limite de celte somme.
Prenons, pour deux valeurs quelconques déterminées des variables x et y, les parallélipipcdes qui se projettent sur la même base dx. dy. Leur somme est égale au produit de cette base par la hauteur totale z. Exprimée par le produit
('») z.dx.dy,
clic représente un des prismes compris dans la tranche qui correspond à l’abscisse x et dont l’épaisseur est dx. Faisons la somme de ces prismes. Elle donne la tranche et a, pour expression, le produit de l’accroissement de la variable par la valeur moyenne de la fonction dérivée, c'est-à-dire
(«) dx.ûÿ.M’+iiy(2).
Ajoutons toutes les tranches. Leur somme, considérée dans sa limite aV, est le produit de l’accroissement total ax par la valeur moyenne de la fonction dérivée a y.Mv(+i,(c). Il vient donc, en dernier lieu ,
(7) aV = (*)]•
Le procédé que nous venons de suivre est, comme celui du n° 273, tout à fait général. Si, après avoir subdivisé le volume V en parallélipipcdes rectangles, on avait à multiplier chacune des subdivisions par un facteur de la forme
F(x ■+■ Aax, y -t- n±y, z-\-v as),
les coordonnées x, y , z étant celles du point pris pour origine de la subdivision considérée, il est visible qu’en désignant par P la limite de la somme des produits obtenus, on aurait, comme tout à l’heure,
(8) d,dyd.V — dx . dy . dz . F (x, y, z).
Il est clair, eu elTel, que du moment où l'on passe h lu limite, chacun des binômes x ■+■ \\x, y -+- u±y, s vit se réduit à son premier ternie.
L’équation (8) traitée comme l’équation (4) conduit au résultat final
(!)). . il* = [WM? F (x, y, z))\
Appliquée au cas d’une surface quelconque A , elle donne , connue au n" 234, page 018,
(io). . àA = ].
275. Le principe qui permet de substituer les différentielles nuv différences qui leur correspondent, cl de prendre pour somme de celles-ci la limite de la somme des autres, est susceptible d’applications nombreuses. En procédant, d’après ce principe , comme on l’a fait aux numéros 273 et 274, on peut établir sans difficulté les différents théorèmes que nous avons démontrés successivement en ce qui concerne les quadratures et les eubatures proprement dites. De là de nouvelles ressources qu’il convenait de mettre en lumière pour les cas où l’on doit nécessairement y recourir, et qu’il nous suffit, d’ailleurs, d’indiquer pour ceux où elles ne sont pas indispensables, les développements déjà donnés offrant par eux-mémes tout ce qu’il faut pour en bien comprendre l’emploi.
Nous terminons ici In série des applications directes du calcul différentiel. Dans les parties suivantes, nous traiterons du calcul intégral, du calcul des différences, et du calcul des variations.
m UE I.A TROISIEME CARTIE.
( liGO )
AU NUMÉRO 22<J DU CHAPITRE XII
DIVISION DUNE SURFACE EN QUADRILATÈRES RECTANGLES SATISFAISANT A CERTAINES CONDITIONS PARTICULIÈRES.
. Considérons deux systèmes de trajectoires orthogonales sijtpai’tenantà une même surface A, et supposons d’abord que, satisfaisant à l'équation générale
ros ft eos h'
p p eus 6 eos 6' .
ds ê > p p'
elles remplissent, en conséquence, lu condition suivante :
I. — Deux lignes guelcongue» étant prises a volonté dans l’un ou l'autre des deux systèmes, les segments interceptés sur ces lignes pur leurs trujectoires orthogonales conservent entre eux un rapport constant.
Fig. I.
rj
ri
fl
JJ
1 /ri
Soient [tiwi’iii".,, min"..., pp'p"..., etc.], [mnp...., m'n'p'...., m"n"p"...., ~~ etc,], deux suites de lignes prises respectivement, les premières dans l’un des systèmes considérés , les secondes __ dans l’autre.
Les trois lignes min'tn"..., nn'n"..., - mnp...., pouvant être choisies comme on veut, déterminons les autres eu posant
mm — mn ,
mm
’ = m'ri.
m" m"' = ni' n'
' , etc
np = HH y
Pfl
= VP y
gr = qq'
, etc
. . . ros 9
Les quantités —j—
eus 9’
sont les modules des courbures géodésiques
D'après la condition générale formulée ci-dessus, on a
, „ , »»»'«" (o). . .no— no . »
mm'
il p — np. —
De là résulte, en vertu des équations (2),
I. 'équation (4) jointe nux équations (2) donnerait île même n"n”'=n"p", p’q' = pp", et, ainsi de suite indéfiniment.
On voit par là comment la eondilion I implique eelte autre condit ion :
II. — Etant données trois lignes choisies comme on veut, lieux tlans Vitu îles systèmes considérés, lu troisième ihins l'autre, elles déterminent une double suite dont les liynes divisent lu surface A en quadrilatères rectangles ayant tous deux cédés de même longueur, adjacents l’un à l'autre et placés de la même manière *.
On peut, avons- nous dit, choisir comme on veut les trois
qu'affectent en on même point quelconque m les deux trajectoires orthogonales passant par ce point. Les caractéristiques <l,<i correspondent à des déplacements effectués à partir du point m, l'un suivant l’arc m de la ligne dont la
cos 0
courbure géodésique a pour module—^—, l’autre suivant Tare A de la ligne
dont la courbure géodésique a pour module — —
J’ai montré, au n° 229 , page 300, comment l'équation (t) peut s’établir en quelques lignes . par voie géométrique.
On peut, à volonté, donner à ces côtés même longueur ou mainfrnir entre eux un rapport constant a. Ils sont de longueur égale, lorsqu'on pose, comme ci-dessus.
j m» _ mV m"n" np pq qr
mm' m'm" m"m"' un' pp' qq' ~
lignes inm'm"...., Minp...., et déterminer les autres d’n près
les équations (2). Sans rien changer à cet égard, considérons un groupe quelconque comprenant quatre quadrilatères accolés autour d’un même point central, et, au lieu de la condition I, donnons-nous 1a condition plus restreinte énoncée comme il suit :
III. — Quel que soit le groupe considéré, si trois des quadrilatères qu'il comprend ont deux côtés de même longueur, adjacents l'un à l’autre et placés de la même manière, celte même condition est remplie par le quatrième.
Appliquons cet énoncé en prenant d’abord pour exemple le groupe dont n' est le point central. On a, d’après les équations (2),
(;>). . . mm' — mn , mm" — m'n', np = nn'.
De là résulte, comme conséquence immédiate de la condition III ,
(11) nn" = n'p'.
S’agit-il maintenant du groupe ayant sou point central en n"?
Ils seraient inégaux et conserveraient entre eux le rapport constant a, si l’on posait
ma m'n' np pq
mm' m'm" nn' pp'
Celte extension subsiste alors même qu’au lieu des équations (3) du texte, on aurait, pour chaque groupe de quadrilatères accolés autour d’uu même point central, des équations de la forme
.... , mm" , , ■ m'n'
nn =k.nn. -, np=k.np. ,
mm mn
la quantité k étant la même dans ces deux équations et pouvant varier d’un groupe à un autre.
( «fiô )
L'équation (Pi) jointe aux équations (2) donne
Il vient donc, comme tout « l’heure , n"n"‘ = n"p",
et ainsi «le suite, de proche en proche. Il suit évidemment de là que la condition II est également impliquée par l’une ou l’autre des conditions I et III.
Partons de la condition III.
Si nous désignons par s les lignes de la première suite, par i celles de la seconde, et que nous fassions usage de la caractéristique Dou de la caractéristique a, selon que les différences à considérer dépendent d’un déplacement effectué suivant les lignes s nu suivant les lignes i, nous pouvons écrire
( mu = Ai ,
et, par suite ,
m'm" = D,s D.Ds, m'n' = Ai -4- l) . a* ,
np = Ai a- A . A i , un = D* a . I)»,
= un' -4- Don' = Ds -4- a.Ds -4- D.Ds -t- D.a.Ds, — m'n’ -4- a m'n' — a> -4- D. Ai -4- a . Ai -4- a .1). Ai.
Les équations (il) comprennent les équations (5) et, par conséquent aussi, celles qui s’en déduisent, eu égard aux équations (7) , savoir :
(9). . . Ds=a), D.Ds = D.Ai, A.Ai = A.I)s.
Cela posé, pour que la condition III subsiste, en général, il faut et il suffit que, «lans l’hypothèse d«*s équations (9), on ail, en même temps,
( fifii )
ou, ce cpii revient au même, ou egard aux équations (S), (10) n.a.Ds= i.D. Ai.
Supposons qu'il on soit ainsi. La condition II subsiste indépendamment do tout degré do grandeur nssigné nu quadrilatère mm’n'n. Imaginons qu’après avoir décru continûment jusqu'à s'annuler, eo quadrilatère accomplisse l’évolution inverse, et plaçons-nous à l'instant précis où il s’engendre à partir de zéro. La dépendance établie entre ce quadrilatère et les autres se manifeste à ce même instant qui fixe leur origine commune. S'agit-il, en effet, pour l’un quelconque d’entre eux , de ceux de ses côtés qui sont assujettis à prendre même longueur? Il est visible que leur génération simultanée commence, «le part et d’autre , avec une égale vitesse.
Arrêtons-nous à ce dernier résultat. Il peut subsister alors même que les équations (0) n’impliqueraient pas l'équation (10). Tel est évidemment le cas plus général où, toutes choses égales d'ailleurs, l'équation (10) est remplacée par l'équation aux limites
lim
D . a . Ds A .D.i*
ou, ce qui revient nu même, par l’équation différentielle
(12) d.9.dxs=t.dS\.
Restons a ce nouveau point de vue qui comprend tous les cas précédents, sans en impliquer aucun, et qui comporte ainsi une extension plus grande. Au lieu des équations (ît), nous avons à poser les équations correspondantes
(1Ô). . . = d.ds = d.S A, = S.dity
et tout se réduit à ce (pie l'équation (12) résulte, en général, des équations (lâ).
Nous verrons tout à l'heure à quoi revient la condition qui doit être ainsi satisfaite. Commençons pareil fixer le sens par rapport au tracé des lignes qu’elle détermine.
Concevons «l’abord que les lignes nim'm" mnp...., glissent sur
la surface A, de manière à prendre successivement les positions conjuguées m'n'p'....\, [ pp'p iri'ri'p"....] etc. Il
est visible que leur point d'intersection occupera successivement les lieux m, n\ p", etc., et qu'il sortira de cliacun de ces lieux suivant la bissectrice de l'angle des deux trajectoires orthogonales qui s’y coupent. Concluons que, dans V hypothèse où nous raisonnons, les points m,n',p”.... sont tous situés sur une même trajectoire à 43° des lignes orthogonales que l’on considère.
Prenons maintenant dans chacun des quadrilatères mm' n' n , m'ni'n'n', nn'p'p, etc., celui de ses sommets pour lequel les côtés adjacents s’engendrent à partir «le zéro avec une «!gale vitesse. S'il s’agit, par exemple, du quadrilnt«*re nn'p'p, ce sera le sommet n. Concevons que deux points mobiles, placés d’almrd en », sortent en même temps de ce lieu avec une égale vitesse, représcnléc, pour l’un par nn', pour l'autre par np. La direction suivant laquelle ces points se détachent l’un de l’autre, au sortir du lien n , est évidemment inclinée à 43“ sur chacune des vitesses nn’ et np. La meme observation subsiste en général. Elle s’applique, en conséquence, de la même manière, à deux points mobiles qui seraient placés, d’abord, en m et qui sortiraient, en même temps, de ce lieu avec une égale vitesse représentée, pour l’un par m'm", pour l'autre par »«'»’. Supposons qu’il y ait, de part et d’autre, simultanéité. Les quatre points mobiles arrivent, en même temps, l’un en p, deux en le dernier en m". Il suit de là, comme tout à l'heure, que les points m", n', p sont situés sur une seule et même trajectoire à 45” des lignes orthogonales considérées. On voit, d’ailleurs, aisément qu’il en est de même «les points m’", n", p', q et, ainsi de suite, de proche en proche *.
Le résultat auquel nous venons de parvenir implique, comme eons«:quence , la déduction suivante :
* Veut-on procéder autrement ? On peut prendre à part un groupe quelconque de quadrilatères aecolés à un même point central, soit, par exemple, le gmu|M‘ dont le point central est en a', fixer ce point, le réunir par des droites aux sommets m" et p, puis passer à la limite. La conclusion sera la même.
( fif>« )
IV. — Los trajectoires orthogonales qui, dans l'hypothèse des équations (15). satisfont à réquntion (12), remplissent, en même temps, celte autre condition :
Étant données trois lignes choisies, comme on veut, deux dans l'un des systèmes, la troisième dans l’autre, elles déterminent une double suite de lignes gui découpent la surface A en quatlrilatères rectangles admettant tous pour diagonales les trajectoires à 45" de ces mêmes lignes.
On a, d’ailleurs et évidemment, ce corollaire :
La propriété établie pour les lignes données s'étend d’ellcméme au double système orthogonal que forment entre elles leurs trajectoires à 45°.
Revenons aux équations (12) et (15), les équations (13) se posant à priori et devant, par hypothèse, impliquer l’équation (12). Si l’on représente par les courbures géodésiques qu’af-
fectent en un point quelconque m les deux lignes orthogonales s et i passant par ce point, on a, en général, d après l’équation (2) du il" 227, page 534,
. cosO . . , eoss'
(14). . J .ds — ± ils.#) , i/.Jj =dz ds. d* — - — •
De là résulte, en premier lieu,
cos 9 * ros o
d. d. ds — ± [ds.d.iîi -+- oj.d.ds] rfc ds.'h.d ,
et, par suite, eu égard aux équations (13) et (14),
. , cos 9 .. . eosa . „cos0 eo$9' cos0
( 1 5) d. S.ds = db 2d«. d.ii ± ds'.d = 2 rfs* — - — rh ds*.d
P P PP P
On trouverait de même
. . COS0 eoss' . , ross' (1 «). . . S . dM » 2i/.s*. ; — ± ds'A — r-
Il s'ensuit que, pour satisfaire ù l'équation (12), nu doit avoir cos 0 cos <f
et réciproquement.
On ne perdra pas de vue que I équation (17) est subordonnée ù la condition ils — 3k Veut-on tout exprimer en une seule et
» . „ .. _ . . . COS 9 a COS B'
meme équation ? il suint de substituer aux vitesses rt — — > leurs modules respectifs. Celn revient à écrire
rose'
L’équation (18) remplace à la fois les équations (l 2) et (13). Elle implique, en conséquence, l’énoncé suivant :
V. — Pour qu’un double système de lignes orthogonales remplisse la condition IV, il faut et il suffit que les vitesses, arec lesquelles les courbures grodésiques varient à partir d’un point quelconque sur les lignes qui s'y troisent , aient, de part et d’autre, même module absolu.
On voit par la que l’équation (18) ne peut subsister pour un double système de lignes orthogonales, sans subsister, en même temps, pour le double système orthogonal des trajectoires à 45° de ces mêmes lignes. Cette déduction peut s’établir à priori de la manière suivante :
Soient O un point quelconque de la surface A ; OX, OY les lignes
Fiy i.
s et x issues de ce point, OX, , OY, les trajectoires à 43° correspondantes.
Assimilons la ligne OX, à In ligne OX la ligncOY,à la ligne O Y, et conservons, de part etd’autre, les mêmes notations, en nous bornant a les accentuer lorsqu’il s'agit de la ligne OX, au lieu de
la ligne OX, ou de la ligne OY,' nu lieu de la ligne OY.
S’ngil-il, d'abord , «le in ligne OX, ? Supposons-ln décrite, à pnrlir ilu point O, pnr un. point u assujetti à glisser sur la ligne s en même temps que relie ligne sort du lieu OX, le point de In ligne # qui se trouve actuellement en 0 étant désigne pnr m et glissant sur In ligne OY.
Les vitesses ds et o> avec lesquelles les points « et m sortent en même temps, l’un du lieu m sur la ligne s, l’antre du lieu O sur la ligne OY, sont nécessairement égales. De IA résulte , pour In vitesse d,s, avec laquelle le point u sort du lieu O sur In ligne OX,, ‘ .
(10) d, s, = vl. du = v~l- 'h ,
et, pour In vitesse nngulnire avec laquelle In directrice du point u sur In ligne OX, tourne autour de ce point nu sortir du lieu O,
eosfl, . . — , cos 9, ' =K2.ds.
Eu égard au double mouvement qui anime n ln fois In directrice du point u sur la ligue s et cçlle du point >n sur la ligne OY (celleci tournant, par hypothèse, en sens inverse de l’autre) In vitesse nngulnire d,s,. ■ a pour expression équivalente
eos 9 eos 0'
ds. <?>. — — •
Il vient, en conséquence,
eos 9, cosO eos fl'
d, s, = ds — — — 'h — —
Pi P P
et, par suite des équations (10) et (20),
eos 9, 1 r eosfl cos 9' 1
Pt |/2 L P P J
L’équation (21) subsiste, en général , pour toutes les positions
( fiü'.l )
, ... ..... , eu» #, cu*lj ™»
successives du point p sur la ligue OA|, les modules — — » — — » — indépendant du lieu que ce point occupe à l'instant que l’on considère cl variant ainsi d'une manière incessante. On peut , par conséquent, la différencier. Soit, comme ci-dessus, d{ la caractéristique correspondante. Elle exprime , par rapport à chacun des termes du second membre de l’cquation (il) une différentielle totale, ou, cc qui rc>icnl au même, la somme des différentielles qui correspondent respectivement, l’une à la caractéristique d , l’autre à la caractéristique «?. De là résulte,
cos s,
~ pT i
/ COS 8 COS 8’ V / cos 8 cos 8 \
— — . — - dis h ! — Ot,
ds **
et, eu égard à l'équation (lit),
eos H
eus 9’ ^cos9
cos 9’
n fi
~~ds
S'agit-il main tenant de la ligue UY, ? Le même procédé donne , en premier lieu ,
Pi
I r eos 0 cos 8' "|
i/jL p p' -I
et, en second lieu ,
eos 8.
eos 8
eos (t
cos 0
cos 9'
ds
Observons ici qu'avant de combiner entre elles les équations (22) et (23), il faut avoir égard, pour la dernière, à l’inversion du sens de la ligue OX cl y changer, en conséquence, le signe
des différentielles qui ont la lettre d pour caractéristique. On lrou\e ainsi
ros 8', <?« — — Pi
COS 8' COS 0 cos »'
Si Si dx
Ajoutant, membre à membre, les équations (22) et (24), il vient
, cos 6, rose', .rose cos 8'
Pi h P<_ _ P P_
d, s, S, i, ds Si
L’équation (25) met en évidence la proposition qu’il s’agissait d’établir ci priori ou de vérifier ci posteriori. Il est clair, en effet , qu’on ne peut avoir
COS 8 COS
sans qu’il n’en résulte
Pi
cl, >,
et réciproquement.
Terminons par quelques applications particulières.
Si nous considérons d’abord les surfaces de révolution , il est visible que les méridiens et les parallèles constituent un double système de trajectoires orthogonales, dont chacune, suivant qu’elle est un méridien ou un parallèle, satisfait en tous ses points à la première ou à la seconde des équations
cos 8 cos 6'
- — - = o, — ; — = cous".
Il s'ensuit que ces lignes satisfont à l'équation (I) cl remplissent, en conséquence, les conditions I, II, 111, IV.
Ce résultat est en quelque sorte évident et l'on peut l'établir ri priori sans aucun calcul. Il en est de même dans le cas où les lignes considérées étant planes, les unes sont des circonférences concentriques, les autres des droites issues du centre commun aux premières. On reconnaît immédiatement que ces circonférences et ces droites constituent un double système de trajectoires orthogonales satisfaisant à toutes les conditions formulées ci-dessus.
Restons au point de vue des trajectoires planes.
Deux paraboles homofocalcs, dont les axes principaux font entre eux l’angle 2a, se coupent sous l'angle a. 11 s’ensuit que les paraboles homofocaJes , dont l’axe principal est dirigé suivant une même droite et dans le méinc sens, ont pour trajectoires orthogonales d’autres paraboles ne différant des premières que par le sens de Taxe principal.
Plaçons l'origine au foyer commun de ces paraboles et prenons pour iixe des x la droite dirigée suivant leur axe principal. Elles ont pour équation générale, les unes
y’ = a* 'îux ,
les autres
y1 = b1 — ~2bx ,
et pour ordonnées des points où elles se coupent
y = :fc V' a . b.
On trouve , pour les premières
,hJ « ,
ds-.
dx y
ày, />==
a* 5 ds
De là résulte, en remplaçant y* par u.b, d'-
ds «-*-/>
Il est visible qu’on trouverait de même , pour les secondes,
Concluons que ces paraboles constituent un double système de ligues orthogonales satisfaisant à l'équation (18) cl remplissant, en conséquence, la condition IV. Ici, d'ailleurs, se manifeste d’elle- même la réciprocité établie entre ces lignes et leurs trajectoires à 4b“. Il est clair, on effet, que celles-ci s’obtiennent en faisant tourner les autres d’un angle droit.
Vérifions , en ce qui concerne les paraboles ainsi déterminées , la propriété qu’elles ont de découper le plan qui les contient en quadrilatères rectangles, admettant pour diagonales les trajectoires à 4b" de ecs mêmes paraboles.
Soit O le foyer commun pris pour origine des coordonnées;
ACI), A'C'D', HCC trois paraboles choisies, comme on veut, les deux premières dans l’un des systèmes considérés, la troisième dans l’autre; SIC!)' l’une des trajectoires à 4b“ passant par le point C; D' le point de rencontre de cette trajectoire avec la branche A'C'D'; B'D'D la parabole du sy stème HC C menée par le point I)'; D le point d’intersection des deux brandies ACD, H'D'I). Tout se réduit à démontrer que la trajectoire a 4b” menée par le point C' et représentée par NC'D passe par le point I).
Donnons-nous les équations îles paraboles ACD, ACD, HC C, H'D'I) et rcpréscnlons-lcs respectivement par
2e ix, y* — u'*-t- 2«'jr, ÿ!=è* — 26x, ys= b - — ‘■Jbx.
Ou trouve aisément , pour les coordonnées du point C,
Fig. J.
polir celles du point C'.
pour celles du point I)’,
pour celles du point D ,
Soit
x — - — , ij = V a .//.
x‘ — - — -my,
l’équation de la trajectoire MCI)'. Cette trajectoire passant par les deux points C, D', on a
— M* — 2»* v ii. h, - = in1 — 2m V' b\
ou, ce qui revient au inéntc,
Les équations (2(>) déterminent les paramètres ni et h' supposés tous deux positifs. Elles donnent , d’abord,
l> a , li' li
»i = — h P «/./», — m — Vu'.h’.
De là résulte
et , par suite,
(27) Vb^Vâ t-Vb-V h7.
Soif
xs= »* -+- 2 ny,
l’équation de la trajectoire NC'I). Étant menée par le point C’, son paramètre « est déterminé par l’équation de condition
On en déduit, comme tout à l’heure, 6 -t- a'
Cela posé, pour que celte trajectoire passe par le point D, il faut et il suffit que l’on ait
ou, ce qui revient au même,
La simultanéité des équations (28) et (29) donne b' -4- a
et, par suite (b' étant plus grand que 6, et u plus grand (pic a')
La concordance des équations (27) cl (30) fournil la vérification cherchée.
Passons des paraboles aux autres sections coniques. On reconnaît immédiatement, par la construction des tangentes, qu'un
système quelconque d'ellipses lioniofocalcs n pour trajectoires orthogonales, les hyperboles ayant les mêmes foyers que ees ellipses.
Soit
l'équation générale des lignes du premier système. On a pour relie du second
la quantité r étant constante et la même, de part et d’autre.
Considérons un point quelconque où viennent se couper l’une des ellipses et sa trajectoire orthogonale. On trouve aisément poulies coordonnées de ce point
et, par suite,
rf- -,
ils («’ — »!*)’ 9 y
le rayon p, l'are s et la caractéristique d s'appliquant à l'ellipse, le rayon p", l’are ) et la caractéristique 9 à l’hyperbole correspondante.
L’équation (âl) montre que le double système des lignes orthogonales forme par les ellipses et les hyperboles de mêmes fojers remplit la condition IV. Ces lignes permettent, en conséquence, de découper leur plan en quadrilatères rectangles admettant pour diagonales leurs trajectoires à 45".
Revenons au cas général des lignes planes et indiquons une dernière application.
Supposons les lignes s isothermes. Le flux de chaleur \ est proportionnel en chaque point au quotient -- , et ce quotient doit
pouvoir rester le même, non-seulement d’un point à un autre d’une même ligne s , mais, en outre, dans le passage d’une qneleonquc de ces lignes aux suivantes. Cela revient à dire que si l’on se donne à priori les équations (13) (ce qu’on est toujours maître de faire), il faut que l’équation (12) en résulte.
On déduit de là l’énoncé suivant :
Pour qu'une suite de lignes situées dans un même plan soient isothermes , il faut et il suffit qu’elles fassent partie il'un double système orthogonal satisfaisant à l'équation
Cet énoncé revient à celui que M. Ossian Bonnet * a formulé comme expression équivalente d'un théorème de M. Bertrand **. Nous croyons pouvoir le compléter en \ ajoutant ce corollaire :
Lorsqu'une suite de lignes situées dans un même plan sont isothermes, il en est de même non-seulement de leurs trajectoires orthogonales , mais , en outre , de chacun des systèmes formés par leurs trajectoires à i!>°.
’ Voir le mémoire déjà cité (|iagc 18 y.
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