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L'histoire des mathématiques chez les Arabes est une des parties les plus curieuses et les plus obscures de l'histoire générale des sciences exactes. Les Arabes ont été, dans les sciences, les élèves et en partie les héritiers des Indiens et des Grecs, et ont transmis, à leur tour, le dépôt qu'ils avaient reçu, à l'Europe moderne, après l'avoir augmenté par leurs propres travaux. Ce n'est que par l'étude attentive des ouvrages des mathématiciens arabes de différentes époques, que nous pouvons nous rendre un compte exact de ce qu'ils ont emprunté à l'Inde ou à la Grèce, de ce qu'ils y ont ajouté eux-mêmes, et de l'état dans lequel les Européens ont reçu d'eux la science.
Ces études n'ont encore été faites que très-partiellement, quoiqu'il ait paru récemment des travaux considérables , surtout sur l'astronomie arabe. Mais les mathématiques proprement dites, et notamment l'algèbre des Arabes , laissent encore un vaste champ aux recherches des savants.
On avait publié à Calcutta, en 1812, le Khilâcet Alhiçâb' de Behâ Eddîn (h- 1622); mais ce traité ne peut donner aucune idée des progrès que les Arabes ont faits en algèbre.
« The Kkoolcuut-ool-Uisab , a Compen- « Muolowee Ruoshun Ulee of Juonpoor, lo
tt dium of Arithmetic and Geometry , in the « which is added a Treatise on Algebra by
«arabic language, by Buhae-ood-Deen of « NudjmoodDeen Ulee Khan, etc. b (Cal-
« Amool in Syria , with a translation into cutta, printed by P. Pereira al the hîndoos-
«persian and coramentary, by the late tanee press, 181a.)
Plus tard, M. Rosen publia à Londres l'Algèbre de Mohammed Ben Moûçâ*. Il démontra que cet ouvrage, écrit à l'invitation du khalife Almâmoùn, porte des traces évidentes d'une influence indienne, influence qui s'explique par la réputation dont les savants indiens jouissaient à la cour des premiers Abassides comnae astronomes, mathématiciens et médecins.
Cette publication donna un nouveau crédit à l'opinion généralement adoptée, que les Arabes n'avaient pas dépassé en algèbre les problèmes déterminés du premier et du second degré. Mais M. Sédillot découvrit à la Bibliothèque impériale un fragment de l'Algèbre d'Alkhayyâmî**, à l'aide duquel il put prouver que les Arabes s'étaient occupés aussi des équations déterminées du troisième degré.
J'ai publié récemment le traité complet d'Alkhayyâmî***, en y joignant des extraits tirés d'autres mathématiciens arabes. J'ai tâché de réunir dans ce petit ouvrage un ensemble de données sur la manière dont les Arabes traitaient les problèmes qui dépendent de l'intersection de deux coniques, et sur l'emploi qu'ils en ont fait pour la construction des équations déterminées du troisième et du quatrième degré.
Cependant, il restait une lacune importante à remplir; on manquait absolument de données authentiques sur l'Algèbre indéterminée des Arabes, au point qu'il paraissait douteux qu'ils se fussent jamais occupés de cette branche de la science. J'ai été assez heureux pour découvrir à la Bibliothèque impériale un manuscrit, dont le contenu me fournit le moyen de déterminer les progrès que les Arabes avaient faits à la fin du x® siècle, dans cette partie de Talgèbre.
J'ai cru le sujet assez important pour me décider à donner un extrait complet de l'ouvrage d'Alkarkhi, et à entrer dans une discussion
* The Algebra of Mohammed ben Musa, de la Bibliothèque impériale, t. XIII, p. i3o-
edited and translated by Frédéric Rosen. i36. (London, i83i.) *** L'Algèbre d'Omar Alkhayyâmî, pu-
** Voir le Nouveau Journal asiatique, mai bliée, traduite et accompagnée d*ex traits de
i83â. — Notices et extraits des manuscrits ms. inédits, par F.Wœpcke. (Paris, i85i . )
détaillée de quelques points qui se rattachent aux questions qu'il a traitées. J'espère prouver dans ce mémoire les points suivants :
1** Que les Arabes connaissaient l'algèbre indéterminée;
2^ Que leurs travaux sur ce sujet sont basés sur l'ouvrage de Diophante ;
3° Qu'ils ont ajouté à l'algèbre de Diophante, tant en inventant de nouveaux procédés, qu'en se proposant des problèmes de degrés plus élevés;
4-° Que jusqu'à la fin du x® siècle ils ont ignoré les méthodes d'analyse indéterminée qu'on trouve chez les Indiens;
6** Que les travaux de Fibonaccî n'ont pas le degré d'originalité qu'on a été tenté de leur attribuer; mais qu'ils sont en grande partie empruntés aux Arabes, et particulièrement à Alkarkhi.
L'ouvrage que je vais analyser* a pour auteur Aboû Beqr Moham-
Le manuscrit dont je me suis servi a élé rapporté de Texpédition d'Egypte. La couleur brunie du papier ainsi que Tétat usé et taché de certaines pages attestent un âge considérable. De nombreuses restaurations ont été faîtes sur les bords, notamment au haut des pages, où ces restaurations ont quelquefois empiété sur ]*écriture. En ce cas, les lignes qui auraient été enlevées ont été restituées par une seconde main, dont on retrouve Tencre et récriture sur les feuillets 9 et 88, de même que sur les dix derniers feuillets du manuscrit, du 98" au 108*. Ces feuillets sont d'un papier plus neuf et remplacent évidemment des feuillets perdus du manuscrit original. Le restaurateur semble avoir relu le manuscrit entier, car on trouve en différents endroits des corrections marginales , de courtes gloses , des indications du contenu des chapitres, toutes de sa main. Dans la seconde partie du manuscrit, qui est formée par un recueil de pro-
blèmes, il a placé en marge, près du commencement de chaque problème des quatre premières sections, son numéro d'ordre. Enfin , on trouve des lignes et des passages marqués complètement de tous les signes de l'écriture : ceux-ci semblent avoir été ajoutés comme par distraction , pendant que le lecteur réfléchissait sur les théories proposées ; car ce ne sont pas exactement les passages obscurs dont on aurait voulu faciliter ainsi l'intelligence.
L'écriture du copiste original, large et lisible, a cela de particulier, qu'approchant du caractère africain , le point du cJ est placé sous la ligne. On trouve aussi de la main de ce copiste des corrections marginales , notamment des restitutions de passages omis dans le texte.
Malgré toutes ces corrections , il est resté encore des erreurs, quoique peu nombreuses : j'ai fait abstraction , dans mon analyse , de ces erreurs qu'O faut évidemment mettre sur le compte du copiste.
med Bea Alhaçan Alkarkhi\ et fut dédié par lui à Aboû Ghàlib Mohammed Ibn Khalaf , surnommé Fakhr Almoulq ", vizir du prince Bouïde Behâ Aldaoulah, fils du célèbre Adhad Aldaoulah ***.
Ce traité, qui doit donc avoir été composé à peu près au commencement du XI® siècle de notre ère, nous ofire d'abord la plus complète , ou plutôt la seule théorie du calcul algébrique chez les Arabes que nous connaissions jusqu'à présent; mais il devient beaucoup plus intéressant encore par un recueil de problèmes qui, en partie, forment presque une reproduction exacte de plusieurs livres de Diophante, et dont une autre partie se retrouve dans cet ouvi'age de Fibonacci, qui le premier enseigna Talgèbre aux Occidentaux.
On savait, depuis longtemps, que l'ouvrage de Diophante avait été connu aux Arabes; qu'il avait été traduit et commenté par Aboûl Wafâ. On savait, d'un autre côté, que Léonard de Pise avait voyagé en Egypte et en Syrie, et qu'une partie plus ou moins grande des connaissances nouvelles contenues dans son Traité de l'Abacus devait avoir été puisée par l'auteur à des sources arabes.
Mais cela n'était connu qu'historiquement. On avait grandement regretté que l'ouvrage d' Aboûl Wafâ semblait manquer aux bibliothèques de l'Europe. On avait vivement discuté le degré d'originalité ^u'on devait accorder aux travaux de Fibonacci.
Un ouvrage arabe , qui contient presque une traduction d'un livre
L*ouvrage actuel, ainsi qi]*un traité du même auteur qui avait pour titre j \S0 \ c^L«ifcJl fjf sont mentionnés par Hadji Khalfa, éd. de Fluegel, vol. IV. p. 388, et vol. V, p. ao. D'après Hadji Khalfa, Alkarkhi avait le surnom de Fakhr Eddîn, était vizir de Behâ Aldaoulah , et avait composé le Fakhrt pour ce prince. Mais ce dernier détail paraît inexact.
** C est probablement en honneur de ce vizir que Touvrage reçut le titre d'Alfakhrî.
*** Ibn I(.hallican, manuscrit de la Bibliothèque impériale, n" 70a, suppl. ar.
fol. 264 V': oiJllI ^jAi. ^ 0^ oJLc j^J yy^y\ {J^<^^ O^^ *Hy j^'
(Traduction anglaise de M. de Siane, volume III, page 283 sqq.) — Ce vizir mourut le vingt-septième de rabîa premier de Tan 407 (septembre de Tan 1017 de noire ère). Voir aussi Abulfedee Annales muslemici, éd. de Reiskeet Adler, tom. III , p. 6 et 7.
entier de Diophante et des extraits considérables de deux autres, dans lequel on retrouve textuellement les énoncés d'un grand nombre de problèmes de Fibonacci et quelques-uns des procédés de résolution qu'on a considérés comme faisant particulièrement honneur au géomètre dePise, cet ouvrage, dis-je, me semble avoir une certaine importance historique.
Cependant, ce n est pas à ce seul titre que l'algèbre d'Alkarkhî doive nous intéresser. On ne connaît, jusqu'à présent, «aucun ouvrage arabe où des questions un peu élevées d'analyse indéterminée soient traitées* ». Or, l'ouvrage d'Alkarkhi contient plus de soixante problèmes d'algèbre indéterminée en dehors de ceux tirés de Diophante; et remarquons que ce sont en majeure partie des problèmes des degrés supérieurs jusqu'au neuvième inclusivement, tandis que l'auteur n'a pris d^ Diophante que des problèmes du second degré. Ajoutons que l'auteur donne une véritable théorie, quoique imparfaite, de la résolution des équations indéterminées du second degré; qu'il réunit, dans un chapitre à part, plusieurs des porismes les plus importants de l'analyse indéterminée du second degré ; qu'on rencontre , dans son recueil de problèmes, diverses méthodes originales et ingénieuses pour résoudre les égalités doubles , et l'on accordera peut-être quelque attention à l'examen détaillé de ce traité auquel je procède.
L'ouvrage d'Alkarkhî est divisé en deux parties. La première partie contient la théorie du calcul algébrique, de l'algèbre déterminée et de l'algèbre indéterminée. La seconde partie est formée par un recueil de problèmes algébriques.
La première partie se compose d'une suite de chapitres que j'ai numérotés, afin de pouvoir les citer plus facilement. Les neuf premiers chapitres nous présentent pour la première fois une théorie complète du calcul algébrique chez les Arabes ; car ce qu'on en trouve dans le traité de Mohammed Ben Moûçâ n'est qu'un commencement bien faible et bien incomplet en comparaison des développements qu'Alkarkhî donne à ce sujet. Et, d'un autre côté, les règles conte-
Libri, Histoire des sciences mathématiques en Italie, vol. II, p. 3oâ.
nues dans la première partie de Touvrage de Behâ Ëddîn ne se rapportent pas au calcul algébrique, mais à Tarithmétique vulgaire.
Les deux premiers chapitres traitent des puissances algébriques et de leiu:*s valeurs réciproques, et rappellent respectivement les définitions 1, 4 et 3, 5, 7, 8 que Diophante a placées en tête de son ouvrage. Seulement Diophante , qui n emploie les puissances que jusqu'à la 6' inclusivement, s'arrête à cette dernière, tandis qu Alkarkhî, qui définit et discute encore les trois degrés suivants, fait réellement usage de ces puissances, jusqu à la 8^ dans les problèmes déterminés, et jusqu à la 9^ dans les problèmes indéterminés.
Les chapitres in-viii traitent de la multiplication , delà division , durapport , de l'extraction de la racine carrée , de Taddition et de la soustraction des expressions algébriques rationnelles, s'élevant toujours des expressions les plus simples à des expressions de plus en plus compliquées.
Les règles exprimées en termes algébriques que contiennent ces chapitres sont généralement suivies d'un exemple numérique servant moitié de preuve et moitié d'explication. Souvent l'exposé de cet exemple numérique est entremêlé de raisonnements qui approchent quelquefois d'une démonstration de la règle. Mais, en général, l'auteur ne donne que rarement des démonstrations, et, s'il en donne, il se borne à les ébaucher et à faire ressortir seulement les points essentiels sur lesquels repose le théorème. Il dit même expressément qu'il a adopté à dessein ce mode de rédaction*; et, en plusieurs en -
Par exemple, fol. 29 v* : eM"^ 0^^
dJi ^^ '6ySiS3\ iJbUifl^ J:3^Wf t/Jf^
Lt^^j
jrt
3« ij
«Je me suis fait une loi, dans cet ouvrage, d*en bannir les démonstrations, et les longues explications, et les exemples nombreux; mais, malgré cela, je ne peux pas me passer d*un exposé succinct et abré-
gé de la démonstration des problèmes com> posés (du second degré) et de la raison pourquoi on prend la moitié (du coefficient) des racines , et des opérations qui s'y rattachent. B
Je fais remarquer à cette occasion que (^Uy signifie, chez les algébristes arabes plus spécialement, une démonstration au moyen d'une construction géométrique , et que '^yJi « explication » correspond ici à ce que nous appellerions une démonstration algébrique ou arithmétique.
droits, il renvoie, pour des explications ultérieures et détaillées, à un commentaire dont il se proposait d'accompagner l'ouvrage actuel. D'un autre côté , Tauteur fait souvent observer qu'on doit être préparé à Inintelligence des règles du calcid algébrique (c:»^^^^! c^Um.».) par les règles de l'arithmétique vulgaire («^U^Xjdt v^^*»*^) qu'il dit avoir enseignées dans une première partie ( J^^l iOUJlt) de son ouvrage. Il y a lieu de croire que cette première partie était formée par le Qâfifil Hiçâb, ouvrage du même auteur, qui est mentionné par Ibn Khallican et Hadji Khalfa.
Dans le ix^ chapitre on trouve les règles qui se rapportent au calcul des racines de différents degrés. Ce chapitre, ainsi que le chapitre suivant, qui contient la sommation d'un certain nombre de suites, fixeront sans doute l'attention du lecteur. Si l'auteur abandonne dans ces deux chapitres les expressions générales et n'opère que sur des nombres donnés , cela ne tient pas à ce que ses méthodes soient ici moins générales que dans les chapitres précédents, mais à ce que la forme parlée de l'algèbre arabe l'aurait obligé à des circonlocutions et à des tournures compliquées qui auraient nui à la clarté. Il donne donc à ces théorèmes une forme spéciale qui, cependant, permet parfaitement de voir comment le théorème s'applique à un autre cas quelconque.
Dans le xi® chapitre , l'auteur a réuni une suite de théorèmes qui sont plus tard d'un usage fréquent, surtout dans la résolution des problèmes indéterminés, mais quelques-uns aussi dans la discussion des problèmes déterminés. Le plus remarquable de ces théorèmes est sans doute la formule sur laquelle repose la résolution de l'égalité double, selon la manière de Diophante, et que l'auteur a placée en tête de ce chapitre.
Les chapitres xii et xiii contiennent la résolution des équations déterminées des deux premiers degrés et des équations dérivatives du second degré. Outre l'explication que l'auteur donne des deux mots^-!^ et «>olJU, et qui s'éloigne un peu des significations que les algébristes arabes assignent ordinairement à ces deux termes, on remarquera ici que l'auteur, de même qu'Omar Alkhayyâmi , fonde les démonstrations géométriques de la résolution des équations trinômes du second de-
gré sur les propositions connues du second livre des Eléments d'Euclide ; on remarquera aussi la construction géométrique , non pas de la valeur de l'inconnue, mais de son carré, construction qu'on ne trouve dans aucun des autres traités arabes d'algèbre connus jusqu'à présent. Mais je pense que surtout on ne lira pas sans intérêt ce que l'auteur dit au sujet des équations dérivatives. C'est pourquoi j'ai donné presque une traduction textuelle du xiii* chapitre, dans l'extrait du manuscrit entier que j e fais suivre ci-dessous.
Par les mênies raisons, j'ai reproduit de la même manière la théorie de la résolution de l'équation indéterminée aa:»-i-6x-t-c=/, qui forme le sujet du xiv* chapitre. Cette théorie est telle qu'elle devait résulter d'une étude approfondie de l'ouvrage de Diophante. Tout au moins, l'auteur aurait donc le mérite d'avoir présenté sous leur forme générale ces théorèmes que la pratique de Diophante ne donnait qu'implicitement. Mais l'auteur a fait davantage. Tandis que dans ce chapitre théorique il déclare encore comme une condition nécessaire de la solubilité de l'équation ax*-hba!-^c=y^ que a ou c doivent être des carrés positifs, nous le verrons résoudre, dans son recueil de problèmes, des équations de la forme ±(6x — c) — x*=/, et énoncer la condition M :^c=x*-^y,*\ D'ailleurs, l'auteur déclare exprès, à la
* Diophante résout une seule équation de ce genre; c'est Téqualion 3 j:-f-i8 — x*=y, k laquelle il ramène le 33' problème du IV* livre. Mais , de la manière dont il s*y prend, il ne résulte nullement que Diophante ait connu la condition de la solubilité à laquelle les coefficients de Téquation particulière dont il s*agit satisfont par hasard. Les théorèmes relatifs à la solubilité, énoncés formellement par Diophante, ne se rapportent qu'à la forme ax* ±. c = j". Cest d'abord que, si la somme a-f- c est égale à un nombre carré ^Z, on peut trouver une inûnité de valeurs de x satisfaisant à l'équation o x*-+- c =y ( VI , 1 2 , Lemme) .
La solution de Diophante nous donne :
. û ± djr,
d étant un nombre entier quelconque.
Puis, Diophante énonce (VI, i6) que, si Ton a ax,' — c = ji', on trouvera toujours une valeur x >> X| satisfaisant à l'équation ax* — c =j'. Diophante obtient
ax.
rfy,
Enfin , on trouve chez Diophante ( VI , 1 5) , la condition de la solubilité de l'équation ax* — t = y*, connue aussi aux Indiens ( voir ci-dessous , p. 36) , que a doit être égal à la somme de deux carrés.
fin de ce chapitre , qu'il n'avait pas l'intention de donner en cet endroit une théorie complète de l'analyse indéterminée , qu'il réservait à son commentaire des développements ultérieurs concernant les équations indéterminées des degrés supérieurs, et qu'il avait écrit un ouvrage à part qui traitait d'une manière détaillée de l'analyse indéterminée. Les parties de son recueil de problèmes qui se rapportent à cette matière 9 et que je soumettrai plus loin à un examen spécial, doivent faire regretter que les ouvrages auxquels l'auteur fait allusion ne nous soient pas parvenus. ,
Le XV* chapitre, qui termine la partie théorique, a pour objet la recherche d'un facteur qui, multiplié par Une expression donnée de la forme a± v/'^, produise l'unité. Ce problème sert à l'auteur dans la résolution des équations du second degré à coefficients irrationnels et des équations dérivatives , lorsque le terme le plus élevé de l'équation se présente sous la forme aa^ -+- \jTôF\
Passons maintenant à l'examen du recueil de problèmes qui forme la seconde partie de l'ouvrage d'Alkarkhî.
Ce recueil est divisé en cinq sections, contenant respectivement 5i, 5o, 5o, 60 et 43, en tout 264 problèmes. L'auteur ne s'est proposé, dans cet arrangement, que de s'élever graduellement à des problèmes de plus en plus difficiles; mais il a négligé l'ordre des matières*, de sorte qu'à l'exception de la dernière, aucune de ces sections ne contient exclusivement im genre déterminé de problèmes.
Je vais donc commencer par classer ces problèmes suivant le genre d'analyse auquel ils appartiennent, et suivant le degré des équations dont ils dépendent.
III
(b) Du second degré.
II, 22-33, 5o.
III, 1-4, 36-45, 5o.
rV, i-i4, 27-39, 4i-6o.
(c) De degrés supérieurs.
Je désigne ici par ce nom des probièmes déterminés , mais soumis à la condition d*ètre résolus en nombres rationnels.
En vérité, ce ne sont que les énoncés de ces problèmes qui soient indéterminés ; l'auteur rend ces problèmes tout de suite déterminés, en choisissant arbitrairement la valeur d*une ou de plusieurs inconnues.
Cependant il fait ressortir, dans la plupart des cas , ce qu'il y a d*arbitraire dans la solution donnée. Comme Diophaiile, auquel plusieurs de ces problèmes sont empruntés , Tauteur n'exclut pas des valeurs fractionnaires. Il ne s'agit donc pas ici d'une méthode semblable à celle des Indiens ou des modernes, pour la résolution des équahons indéterminées du i^degr»*.
Aussi bien que Diophante , Alkarkbî résout des problèmes renfermant plusieurs et jusqu'à six inconnues; une grande partie de ces problèmes sont même tirés de l'ouvrage de Diophante, ainsi que je le montrerai plus loin. Mais Diophante n'a qu'un seul symbole pour désigner Tinconnue, ce qui l'oblige à suppléer par le choix ingénieux des inconnues, par une séparation habile des différentes parties du problème, et surtout par la supériorité de son génie, à la défectuosité de son algorithme qui, à cet égard, est resté non-seulement au-dessous de celui des modernes, mais aussi de celui des Lidiens.
Or, c'est ici que je dois signaler un fait extrêmement curieux , à savoir qu' Alkarkhi , dans deux de ses problèmes , fait usage d'un terme spécial pour désigner une seconde inconnue, dont il se sert dans la résolution du problème, absolument comme nous calculons avec x et y\ Cependant, l'auteur ne se sert pas du même terme dans les deux problèmes pour désigner la seconde inconnue, et n'emploie ce procédé que cette seule fois. Cela nous prouve que nous avons ici affaire à un de ces premiers pas dans le chemin d'une découverte importante, que malheureusement il n'a pas été permis à la science arabe de poursuivre jusqu'au bout. Mais cela nous prouve aussi que ce n'était ni la profondeur, ni l'esprit d'invention, mais uniquement le temps qui manquait aux géomètres arabes pour mériter toute l'admiration de la postérité.
Cojnme tous les algébristes arabes, Alkarkhi n'admet pas des valeurs négatives ** de l'inconnue. C'est ainsi qu'il déclare absurdes les problèmes I, 38; II, 38, 46, dont les énoncés conduisent à une valeur négative de l'inconnue, et dont il modifie ensuite les constantes pour rendre ces problèmes résolubles. De même la détermination que , d'après Diophante, il ajoute au problème III, 2 5, n'a d'autre but que d'empêcher un résultat négatif. Ce qui est plus remarquable, c'est que l'auteur exclut aussi la valeur zéro, ainsi qu'on peut le voir dans les problèmes 1 , 33, 34.
J'ai donné, dans Taddition I,le texle ** Ni, à plus forte raison, des valeurs
el la traduction de ces deux problèmes. imaginaires.
Dans les problèmes indéterminés, l'auteur admet, comme Diophante, des solutions fractionnaires, et n'exclut que les solutions irrationnelles.
La théorie de la résolution des équations déterminées, tant du second degré que des équations dérivatives, est traitée par l'auteur dans la première partie de son ouvrage, aussi complètement qu'on peut le 1 désirer. Il n'en est pas de même pour les équations indéterminées; je I vais donc suppléer à ce défaut par un examen détaillé de tous les problèmes indéterminés de son recueil qui ne sont pas tirés de l'ouvrage de Diophante. Cet examen formera en même temps un aperçu de l'état de l'analyse indéterminée chez les Arabes au commencement du XI* siècle.
Voici d'abord l'analyse des problèmes, n'appartenant pas à Diophante , qui se trouvent dans les sections II , III et IV.
(i) Les problèmes II, 32-27 et 33 n'offrent rien de remarquable. L'auteur fait simplement usage, pour leur résolution , de la méthode qu'il a exposée dans le xiv® chapitre de la première partie.
(2) ttipj;=/, a'zfx=z\ (II, 29, 3i ; IV, 29, 3i.)
On a f-^(a—a)=z\
et en posant z =y ± m.
on obtient
a — a — nr ^ dz 2 m
Le problème II, 3o , qui est d'une forme un peu différente , à savoir :
conduit également à l'équation
(3) a-t-x==/, a'—x==z\ {IV, 3o.)
Ce problème se ramène immédiatement à l'équation
Comparer d*ailleurs, relativement à rorigînalité de ce procédé, ci-dessous, p. ao, ]. 5-10; et p 4a 1 1- 9-
(/i) a^-f-fcx=/, ± x« H- 6'x = .-«. (II, 28, 32; IV, 27, 28.)
L'auteur résout d'abord
ar,* -t- 6j, = v\ ± Ti* -4- t'^, = w* ;
il pose, pour cet effet, by^ = zniXy-\-m\
ce qui donne v' = (^1 -h m)",
w' = =fc a;» -+- "ï" 2mj:, -f- — m*.
Cette dernière équation peut toujours être résolue lorsque x^* est affecté du signe positif. Dans les exemples où .r,* est affecté du signe négatif,
on a j = w',
et, dans ce cas, l'équation se laisse également résoudre. Ayant ainsi trouvé des valeurs ar, , y^ qui satisfont aux équations
on multiplie celles-ci par
et l'on obtient fîL)Viîi^=^\
donc
a;,* v'jTi* _^
/a:. Y ^ ^,ar,* u;»x,*
\7. / yi yi*
Ji
L'auteur pose y = x-{-i, z = nx — 1,
cequidonne .^'-^^^ , y = {l±2llZl, .^iJL±±±l.
n' — 2 n — 2 nr
En supprimant le dénominateur, on obtient la formule de Platon (ou, d'après Boèce, d'Archylas) pour la construction du triangle rectangle en nombres entiers. Je fais remarquer, à cette occasion, que l'auteur ne se propose qu'une résolution en nombres rationnels, tandis
que les formules de Pythagore, de Platon, d'Euclide(£/^mente,X, 29, lemme 1 ) et de Fibonacci ont pour but la construction du triangle rectangle en nombres entiers*.
Diopkante , qui dans tout le VI' livre triangle rectangle ayant pour côtés des ne s'occupe que de problèmes relatifs au nombres rationnels , y emploie constam-
(6) Les problèmes 111 ^ k et 111, 3 9 ne donnent pas lieu, en ce qui concerne la méthode de la résolution, à des remarques particulières. Ils portent entièrement le cachet qui caractérise tant les énoncés que les résolutions de Diophante, et je serais très-porté à croire que ces deux problèmes appartiennent réellement à Talgébriste grec, et font partie des pertes que le texte de Diophante, que nous possédons, a éprouvées dans la suite du temps. Le problème III, 5o, qui a pour but la construction de deux triangles rectangles rationnels et ayant la même hypoténuse a:*-i-/=a«, et 2'-i-t' = u% prête à la critique, par la manière dont Tauteur construit le premier triangle. Il pose ^ = a? -f-n , et a « égal à im nombre donné quelconque » m. On aura conséquemment
2 jr' -i- anx -|- n' = m*.
et ^ = î I V^2m* — H* — n\.
11 faut donc choisir m et /i de sorte que 2m* — a» soit un nombre carré, ce que Tauteur oublie de faire remarquer. D'ailleurs, ce problème n est qu'une combinaison des problèmes III , 3 et 111 , 87, et se retrouve considérablement généralisé dans IV, 60.
(7) dz(ax-6)~x«==/. (IV, 32,33.)
Ona — ^\/|gy-^h^'"-
L'auteur énonce maintenant, comme condition de la solubilité du problème, que T-j t h doit être la somme de deux carrés /-4-^'; en
ce cas, on aura
x = =fc - ± r.
(8) ttV-i-èa:-+-c=y, av -♦- fc'x -+- c' = 2». (IV, 34-39.)
Âlkarkhî pose ? = ± \J a^'a^ -\- bx -\- c ± m,
ce qui donne aV-4-fc'x-4-c' = aV-+-6a?-+-(c-4-m*) ±. yjlxa^nex^ -+- /|fcw*j7 -H 4cm%
men t le procédé suivant : il forme le triangle clide el de Fibonacci ( voi r ci-dessous, p. 3q ,
rectangle j:* -f- ^ = 2' des nombres a et |S, dernière note) qu*on obtient en posant
en posant x = «* — ^»/ = a«(3, r = «•-+- 13*. f* = 2. Cest le cas particulier de la formule d*Eu-
donc lia*ni*a:^ -h ^hm*x -+- hem* = [(b' — h)x -^ (c — c — m*)Y
^ ((,'— fc)V ^ 2(fc'— 6) (c'-— C — m*)x -H- (c'— c — m')»;
en prenant maintenant m
on obtient a::
Je passe maintenant à Texamen de la V® section du recueil de problèmes qui a pour objet l'analyse d'équations indéterminées des degrés supérieurs, et qui parait être d'origine purement arabe.
On pose
X my, z ny,
et l'on aura
{m« zt i)y» — n-=*=' ./=^'.
donc
««*' •'' °" •'' m-db .
En posant
j' m*, z naf.
on aura
Maintenant, si l'on peut faire o-h-6— pc=dzi,le problème est résolu :
Ji' m*
on aura ^ = — * ou x == -- .
Sinon , l'équation x^ . f^z' est ramenée à la suivante :
j^ •*■ b — pc yb __ gC
qui, dans certains cas, sera plus facile à résoudre que x',y = z'\
On voit qu*en répétant ce procédé dépendra donc, diaprés cette méthode, de fi fois , on obtiendra, comme exposant de j;, la résolution de Téqualion indéterminée
a-t-ptt — (p-H^,-H^.-h. ..)<^ du i" degré
où p, Pift ' ' • ont des valeurs arbitraires. (a ± i) -h 6x1 — cj, = o,
En définitive, la résolution de Téquation où Ton prendra ensuite
(3) X- -^ ' rfc fc-r- =- y'. (V, Q , I O.)
Posons y = »u? y
on obtient x" ■*-'--( m" q= *) ar-, jr =- m- 41 h.
(4) ««^^y. fcr^z'. (V, ll-l4.)
On a
donc, en posant y = mz,
(5) ax = z\ by=-.z. (V, l5.)
Posons ^ = /»/ ,
on aura anf = hy.
donc
Ou bien on posera simplement
an
ni' m
(6) Les problèmes V, 16-20 et 43 sont déterminés. Ils sont de la forme suivante :
donc ^ = Y/ p
Mais comme l'auteur désire avoir une solution en nombres entiers , il ajoute la condition ^ = n»'^''~'^-
Le dernier de ces problèmes présente une solution en expressions générales, comme on en trouve aussi chez Diophante.
Posons y = tnx^y ^ = naf ;
on obtient ***=*=/• "** .af'' = n'. «''.
Dans les problèmes 21-27, ^g-SA, on peut choisir/) et q de telle sorte , que des trois quantités a, pb, qc^ deux deviennent égales et plus grandes ou plus petites que la troisième, d'une unité, après quoi le problème est résolu. Dans le problème 2 8 , on arrive à une équation de la forme a^-^fjx' = z*; on pose z = mx\ en choisissant m de telle sorte que m' — </=='»% et l'on a œ = n.
(8) ±x'-^ax*=y\. ± a;^ H- a.x» = z». (V, S'J-^O.)
On pose y==mx, 2 -= nx ;
il suit ±07^-4- ar* = mV, zti x^ -H a,a:' = hV ;
donc a?==zfc(m» — a) OU a;= ± (u* — a,) ;
il faut donc choisir m et w de telle sorte qu'on ait
m^ — n" =^ a — aj .
Dans les deux premiers problèmes, l'auteur fait observer qu'on peut aussi résoudre ces problèmes en employant le procédé ordinaire de l'égalité double.
Posons x=^px^, y = qx^,
ce qui donne p''x,''-^f-'x,''-' = z\ i S/î-x," — 7''-'a:,''-'| = ^^ Maintenant :
1° Si a est pair, on pose
z =r= mr, ' , 1 = nxi '' ,
et l'on a />" J?." -\- f - ' j-/ - ' == m^j;,", zt p^'x^^ qz 9« - 'ji/ - ' =- u'x^\
ou
donc
il faut dont choisir w et w de telle sorte qu'on ait
c'est-à-dire zp" == m* ± n\
* 35 est de celte forme; mais Tauteur ensuite le procédé ordinaire de l'égalité le résout en posant^ = lu; , et en employant double.
— ni'Xi ,
àz p'^Xi qz 9«
ou
Xt
2° Si a est impair, on pose
z = wur, ' , / = Fiar, " ,
et Ton a f)-V"H^"~V-*=m«jî,«-', ±l p-x,- zçl 9— v-'=nV-'-,
donc a;, = f OU
condition : 29» - » = m* ip ?<*.
Voilà un aperçu succinct du contenu de cet ouvrage , contenu qui me semble devoir lui assigner une place honorable dans Thistoire du développement de la science, et contribuer, sous plusieurs rapports, à relever les Arabes du reproche de n'avoir pas su reculer les limites des connaissances qu'ils avaient reçues des Grecs.
Occupons nous maintenant de l'intérêt non moins considérable que ce traité nous offre, non comme ouvrage original, mais à cause des emprunts faits par Alkarkhî à Diophante , et par Fibonacci à Alkarkhi.
Je commencerai par passer en revue les problèmes des trois premiers livres de Diophante, en désignant pour chaque problème, ou chaque groupe de problèmes, les problèmes correspondants du recueil d' Alkarkhî, et en faisant remarquer l'identité ou la différence de l'original et de la reproduction.
Dans le premier livre de Diophante , les problèmes 2 et 3 correspondent aux problèmes I, 16, 19 d' Alkarkhî; les problèmes 4» 8, 9, 10, 12 , à II, 45-48, et III, 7 respectivement. Toutefois, les problèmes d' Alkarkhî diffèrent, dans les valeurs données aux constantes, de ceux de Diophante; en partie, ces problèmes sont si simples et se présentent si naturellement à l'esprit, qu'on ne peut pas considérer comme démontré qu Alkarkhî les ait pris dans Diophante. Cela est encore plus le cas pour les problèmes 1 1 , qui offre quelque analogie avec I, 35 d' Alkarkhî, et i5, dont III, 5 d' Alkarkhî présente une forme, étendue à un plus grand nombre d'inconnues.
Quant aux problèmes i3, 16-28 et 43, c'est bien différent. On les retrouve dans les problèmes III, 20, 24, 26, 29-32, 34» 35, 26,
27,28 d'Alkarkhî (en laissant de côté les propositions 19, 21, 28 de Diophante, qui ne contiennent que d'auti^es solutions des problèmes 18, 20, 2/i). Quoique dans quelques-ims de ces problèmes Alkarkhî ait changé les constantes de Diophante, que quelquefois il ne choisisse pas la même inconnue comme celle au moyen de laquelle les autres inconnues du problème sont exprimées, quoique enfin Alkarkhî suive dans lune ou l'autre de ses solutions un procédé un peu différent, qu il ne reproduise pas toujours toutes les méthodes différentes proposées par Diophante , ou qu'il ajoute à celles-ci des méthodes de sa propre invention, je dis : malgré les différences que je viens d'indiquer, la conformité du reste est tellement grande , qu'il n'est pas permis de douter qu Alkarkhî n'ait réellement emprunté ces problèmes à l'ouvrage de Diophante.
Quant aux problèmes 3 1 , 32 , 33 dont les énoncés sont essentiellement conformes à ceux des problèmes III, 8, 9 et I, 36 d'Alkarkhî, celui-ci a emprunté les deux premiers, non pas à Diophante, mais à Mohammed Ben M oùçâ , chez lequel on les retrouve à peu près textuellement *; aussi , le procédé suivi par Alkarkhî , dans la solution de ces deux problèmes, est-il essentiellement diflFérent de celui de Diophante. La différence entre Diophante, I, 33, et Alkarkhî, I, 36, est encore plus grande; car Alkarkhî arrive à une valeur irrationnelle de l'inconnue, ce qui est entièrement contraire, même au caractère des problèmes déterminés de Diophante; aussi ne trouve-t-on pas chez Alkarkhî la condition que Diophante place au commencement de ce problème, afin d'empêcher un résultat irrationnel.
Les problèmes qu'on vient d'énumérer sont, à deux exceptions près**.
Voir Tédition de Rosen, p. Sg, Aa> du second, il emploie un raisonnement
Outre ces deux problèmes , Alkarkhî a en- différent.
core emprunté à Mohammed Ben Moûçâ ** A savoir, les problèmes I, 36; 111, 8
les problèmes III, 10, 22 (éd. de Rosen, d*Alkarkhî. Quant aux problèmes III, 26,
p. M et 65); mais dans la résolution du 27, 34 « 35 qui, diaprés leurs énoncés,
premier de ces deux derniers problèmes , seraient indéterminés , il en a été question
il ajoute d'autres méthodes à celle de Mo- ci-dessus (p. 10, 2' note), hammed Ben Moûçâ , et dans la résolution
déterminés et dû premier degré*. Passons maintenant aux problèmes indéterminés du second degré qu'Alkarkhî a empruntés au second livre de Diophante. Les problèmes 8 (dont 9 n'est qu'une seconde solution peu diflFérente de la première) 10 et 1 1 se retrouvent avec des constantes changées dans III, 36-38 d'Alkarkhî. Le problème III, ko de celui-ci ne reproduit que la première méthode de résolution de II , 12 de Diophante; mais on trouve la seconde employée dans II, 3 1 et IV, 3i d'Alkarkhî. III, 4i d'Alkarkhî n'a de commun avec II, i3 de Diophante que l'énoncé ; mais la méthode suivie par Diophante , dans ce problème, a servi à Alkarkhî pour les problèmes II, 29 et IV, 29. Au contraire, III, 4 2 d'Alkarkhî ne diffère de II, 1 4 de Diophante que par les constantes, et présente les deux méthodes de Diophante. II, 16-17 de celui-ci sont presque textuellement reproduits dans III, 43.45 d'Alkarkhî.
Bachet a déjà fait observer que la solution du problème II, 19 de Diophante n'est réellement qu'un à^koôs de II, 1 8 , et qu'elle est étrangère à l'énoncé du problème II, 19; or, l'énoncé de ce problème est conforme (abstraction faite des constantes) à celui de IV, 4o d'Alkarkhî , qui résout ce problème par la méthode des deux fausses positions. Si maintenant on voulait penser qu' Alkarkhî ait tiré ce problème d'une rédaction moins mutilée de l'ouvrage de Diophante que ne l'est celle que nous possédons actuellement, il serait pourtant difficile de croire que Diophante se soit servi de la méthode des deux fausses positions. Quoi qu'il en soit, toujours est-il surprenant de voir ce problème, dans le recueil d'Alkarkhî, suivi par un problème (IV, 4 1) qni ne diffère que dans le choix des constantes de II, 20 de Diophante. Cette circonstance ne favorise pas l'opinion émise par Bachet, que les problèmes II, 18, 19 de Diophante aient été originairement placés après la 2 5* (ou plutôt la 26') proposition du premier livre. Du moins, il paraît assez probable que les problèmes II, 19 et 20 se suivaient dans la rédaction qu' Alkarkhî avait sous les yeux. Peut-être cette rédaction
Remarquons qu*Alkarkhî omet les énoncés généraux que Diophante a placés en tête de la plupart de ces problèmes.
NOTICE SUR LE FAKHRl 21
^tait-elle déjà presque aussi mutilée que la nôtre , et le géomètre arabe, voyant bien que la solution qui suivait l'énoncé du problème II, 19 ne s'y rapportait aucunement, en donna la solution à sa propre manière, en y employant la règle des deux fausses positions.
Tout le reste des problèmes du second livre, du 21* au 36^ est fidèlement reproduit dans les problèmes III, 1, 2 et IV, i-i4 d'Aïkarkbî, si ce n'est que le problème IV, 4 (II, 26 de Diophante) présente un léger changement des constantes.
Enfin, les problèmes IV, 42-60 d'AIkarkhî sont des reproductions exactes de tous les problèmes du troisième livre de Diophante, en en exceptant seulement le 4% le 8® et le 1 8', dont les deux derniers ne sont que des secondes solutions des problèmes 7 et 1 7 . Dans cette suite de problèmes, Alkarkhî ne s'est éloigné de son original que par le choix d'une constante dans les problèmes i o et 1 1 , et en supprimant, dans les problèmes 12 et i3, ces essais de solution que Diophante ne propose que pour les rejeter, et pour montrer qu'une certaine méthode ne peut pas servir dans ces cas. L'ordre des trois derniers problèmes est interverti dans le manuscrit arabe, et le procédé employé pour résoudre III, 2 4 de Diophante y présente de légères différences qui, cependant, sont à l'avantage de l'auteur arabe.
Il résulte de l'examen précédent :
D'un côté, que plus d'un tiers des problèmes du premier livre de Diophante, les problèmes du second livre, à partir du 8% et les problèmes du troisième livre presque intégralement, ont été insérés par Alkarkhî dans son recueil;
De l'autre côté, que les problèmes 2 4-45* de la IIP section, et les problèmes i-i4 et 4o-6o de la IV® section du recueil arabe, sont tirés de l'ouvrage de Diophante**.
n faut excepter les problèmes III , 33 tous les deux le cachet particulier aux
et 39 d* Alkarkhî, qui ne se trouvent pas énoncés et aux solutions de Talgébriste
dans Touvrage de Diophante, du moins grec.
pas dans ce que nous en possédons aujour- ** Je fais abstraction, dans ce résumé ,
d*hai. Cependant, ces problèmes portent de quelques autres problèmes épars dans
Ajoutons que Tordre de ces problèmes est, en uiajeure partie, le même dans les deux ouvrages.
Ce fait curieux qui nous intéresse surtout sous le rapport de l'importance que doit avoir une reproduction , quoique partielle , de l'ouvrage de Diophante, faite au commencement du xi® siècle, a été remarqué aussi par les lecteurs arabes de l'algèbre d'Alkarkhî. C'est ainsi qu'à la fin de la IV^ section du recueil de problèmes*, il se trouve dans notre manuscrit la note marginale suivante, faite par le copiste :
C'est-à-dire : « J'ai vu en cet endroit ime glose de l'écriture d'Ibn Alsirâdj conçue en ces termes : Je dis, les problèmes de cette section et une partie ** de ceux de la section précédente , sont pris dans les
la partie antérieure du recueil d'Alkarkhî et mentionnés déjà ci-dessus.
* Fol. 98 r'.
** Cette acception du mot ^ajo résulte , avec une certitude absolue, d'un grand nombre de passages de Falgèbre d'Alkarkhî, où celui-ci s* en sert pour désigner des fractions de quantités mathématiques, ce qui met toute incertitude hors de question. Ainsi, on lit dans les règles qui se rapportent à la résolution des équations trinômes du second degré :
f^f JUÎ o^^ oJl^o' ^L. -OjCi-y
«Quant au procédé pour déterminer la
valeur de 1 a* , il consiste à réduire les carrés à un seul carré, s'il y a plus d'un seul, ou de compléter (ce terme) de manière à produire un carré, s'il est au*de89ous d*un carré, ou de le laisser tel qu'il est, si c^est un carré; puis de soumettre les choses ajoutées au carré , etc. à toutes les opérations exigées par la nature des carrés, selon que c'est un carré, ou plus d'un carré , ou une fraction de carré. » Et , d'une manière semblable , ce terme se trouve employé partout dans la suite de l'ouvrage.
Comme celte signification est aussi donnée par les dictionnaires , je n'en parlerais pas , si, d'un côté, il ne m'importait pas de préciser bien exactement le sens des expressions de la glose dont il s'agit, et si, d'un autre côté, Rosen ne s'était pas trompé à ce sujet , en traduisant Jl:^. ^jl» par « certain persons,» tandis que le sens était « une fraction de personne. » (Voir Mohammed Ben Moûçâ, p. 69 de la traduction.)
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livres de Diopbante, suivant l'ordre. Ceci fut écrit par Ahmed Ben Abî Beqr Ben AIî Bén Alsirâdj Alkelâneci. Fin (de la glose.) »
Cette glose m'avait beaucoup frappé et m'avait fait espérer que j'avais retrouvé , dans Alkarkhî , une partie perdue de l'ouvrage de Diopbante.
En disant que les problèmes de la III* section sont empruntés à Diopbante, en partie*, et en ne faisant aucune restriction semblable pour la IV® section , l'auteur de la glose donne à entendre qu'il attribue cette dernière section, en entier, à l'auteur grec.
Or, cette section commence par quatorze problèmes correspondant aux quatorze derniers problèmes du second livre de Diopbante , et se termine par une reproduction exacte du troisième livre, et, entre ces deux parties, se trouve une série de vingt-cinq problèmes que nous ne retrouvons pas dans l'ouvrage de Diopbante, tel que nous le possédons. On pouvait donc croire que cette série représentait un livre perdu de l'algébriste grec, qu'on aurait à placer entre le second et le troisième livre de la rédaction actuelle. Mais j'ai fini par abandonner cette supposition , par les raisons suivantes :
Les douze premiers des vingt-cinq problèmes dont il s'agit , dépendent d'équations déterminées, deux du premier, les autres du second degré , ou dérivatives du second degré, conduisant, à deux exceptions près, à des résultats irrationnels, ou affectées déjà dans l'énoncé, de coeffi^ cients irrationnels. Cela est entièrement contraire au caractère de l'ouvrage de l'algébriste grec, et on ne peut pas douter un instant, que nous n'ayons ici devant nous un produit de l'esprit arabe. Il y a même une circonstance, minime en apparence, mais qui acquiert ici un poids
La traduction latine publiée par M. Libri {Hist. des sciences maihém. en Italie, vol. I, p. a85], porte ici très-bien : «Dragma et « semis fuit divisa per hominem et partem « hominis. • Il est vrai qu'au premier abord, il peut paraître étrange de parler de fractions de personnes.
Cest la suite des problèmes a4-Â5
de cette section , qui sont empruntés tous à Diopbante , à l'exception seulement des problèmes 33 et 3 g que, d'après le caractère de leurs énoncés et la manière dont ils sont traités, je serais très-porté à restituer à Diopbante, comme appartenant réellement à celui-ci.
particulier pour prouver que ces problèmes sont étrangers à l'ouvrage de Diophante. C'est que dans un de ces problèmes, on arrive à une équation renfermant la 8* puissance de l'inconnue, tandis que Diophante ne définit que les puissances jusqu'à la 6* inclusivement, et ne fait réellement usage que de celles-ci.
Les treize autres problèmes sont indéterminés et du second degré. J'ai discuté ci-dessus (pages 12- 15, n** 2-4, 7 et 8) les méthodes employées dans leur résolution. Or, d'un côté, quelques-unes de ces méthodes, notamment celles des numéros 4 et 8, montrent un caractère étranger à l'analyse de Diophante. D'un autre côté , il y a encore ici une circonstance particulière, à savoir, que l'auteiu" ajoute à la fin de deux de ces problèmes (IV, 2 7 et Sg) des remarques sur l'utilité et sur les limites des méthodes employées , et qu'il renvoie même , pour des explications ultérieures, à son commentaire, ce qu'il ne fait jamais à l'occasion des problèmes tirés de Diophante. Je suis donc porté à croire que ces treize problèmes n'ont, pas plus que les douze premiers, appartenu à un exemplaire plus complet de l'ouvrage de Diophante, d'où l'auteur arabe les aurait extraits.
Passons maintenant à l'examen des emprunts faits à Alkarkhi par Léonardo Pisano.
Je me servirai, dans les rapprochements à faire à ce sujet, du XV® chapitre du Traité de l'Abacus de Fibonacci , inséré par M. Libri parmi les pièces justificatives jointes au second volume de son Histoire des sciences mathématiques en Italie. Comme, cependant, ce morceau a été publié par M, Libri avec toutes les défectuosités que présentait le manuscrit, je ne pourrai pas me borner à y renvoyer simplement, comme je viens de le faire pour les problèmes de Diophante. Je vais donc reproduire, un à un, les énoncés des problèmes de Fibonacci qui présentent des analogies avec ceux -d' Alkarkhi \ Je traduirai ces énoncés en formules algébriques et les accompagnerai de remarques sur la conformité ou la différence des solutions qu'en ont données l'aigébrîste arabe et le géomètre de Pise.
Je suivrai , dans celte énumération , Tordre des problèmes d* Alkarkhi.
Libri , l. II, pag. 4o3 , Hg. 19. x (a? -+- \/Tô) = gx.
'' io6, 17. \/6x ,\/Jx-\-2o = x',
407, 20. y 6a? . y5ÏF -f- ï oa? -H 20 = a;*.
Ces trois problèmes ne diffèrent que dans le choix des constantes , le second d'une seule, de II, 35, 36, 37 d*Alkarkhî. Fibonacci en oLtient la solution en les construisant géométriquement, suivant la manière dont les algébristes arabes se servent pour démontrer les règles algébriques de la résolution des équations du second degré.
Pag. 4i 1 I 1- l3. ar-f-/=io, y* — a?y^8 = 4o.
4i4. l5. ^ — 7=5, yjx. ioa!=y.
Ces problèmes sont identiques avec II, 39, 4o, 4i d'Alkarkhî^ et sont traités par Fibonacci de la même manière que par Alkarkhi; seulement, celui-ci se borne, pour le premier et le troisième de ces problèmes, à les ramener à la forme canonique de Téquation du second degré. Dans le premier problème, Fibonacci, après Tavoir ramené, comme Alkarkhi, à l'équation a?^ -h 60 = 20a; -hv^S ajoute une seconde solution, dans laquelle il ramène ce problème à l'équation y-^s/sy^Ho-hy/sôZ^ qu'il construit géométriquement.
Pag. 4o8,l. 3i. x-h7=io, .Îj2L = i/6
ne se distingue de II, /ig d' Alkarkhi qu'en ce que le second membre de la seconde équation est, chez celui-ci, v^Tô. Après avoir ramené le problème à une équation du second degré, Fibonacci construit celle-ci géométriquement, et vérifie ensuite le résultat obtenu.
Pag. 388, L 20. a;-H-7=io, l-^x==h\.
389, 17. a:-H-J==io, ^•?^-4-jfJ a;=3o.
390, 7. ar-H7= 10. «^^ . ^=9.
386, 3. a;-H-7=io, •?^(y — a;) = 2A.
Ces problèmes sont identiques avec III, i3, i3, i4, 16 d' Alkarkhi. Tandis que Fibonacci ramenait les problèmes précédents , de la même manière qu' Alkarkhî , aux équations du second degré dont ils dépendent , pour résoudre ensuite celles-ci par ime construction géométrique, il ne s'occupe, dans les problèmes actuels, que des opérations nécessaires pour arriver à l'équation du second degré. Il représente, pour cet effet, les deux inconnues et leurs différentes combinaisons par des lignes , d'une manière qui approche d'une véritable notation algébrique , surtout dans le troisième de ces problèmes *. L'équation du second degré obtenue , il la résout algébriquement dans le premier de ces problèmes; dans les trois autres, il se borne à la faire suivre simplement des valeurs des inconnues qui en résultent. Enfin, tandis qu Alkarkhi élimine y pour obtenir des équations en x, Fibonacci élimine x, et obtient des équations en j.
Pag. 38a, 1.4- x-h^==io, [--h 10) K-h loj = 122 j.
383, 7. X'\~y=\o^ fio-f--j(io j :^ 107^.
Le premier de ces deux problèmes ne diffère de III , 18 d'Alkarkhî , que par la valeur numérique du second membre de la seconde équation. Fibonacci le ramène à celui-ci : x -+-7 = a, - -h - = fc **, en employant sa notation linéaire. Le second problème est identique avec III, 19 d'Alkarkhî. Fibonacci le résout en combinant, d'une manière ingénieuse, sa notation linéaire avec une construction géométrique.
Pag. 392,1. 6. ("^""i) •3v/i = a:.
Ce problème est identique avec 111, 3 2 d'Alkarkhî. Fibonacci le résout par un raisonnement différent de celui employé par Alkarkhî.
11 faut bien distinguer la construction celui-ci , Fibonacci se sert de ces lignes
géométrique des problèmes précédents de uniquement pour désigner, d'une manière
cet emploi de lignes dans des opérations plus concise, les quantités qui sont Tob-
algébriques. Celle-là sert pour résoudre jet ou le résultat des opérations algébri-
Téquation, celui-ci pour l'obtenir; celle-là ques.
commence où celui-ci Unit. Dans celle-là ** Il avait résolu ce problème plus haut,
on substitue la géométrie à Talgèbre ; dans p. 369 , 1. 27.
Pag. Sga, 1. 13. Ay/x' — 3a; -i- Sx = 20.
SgS, 17. 4\/«* — si -f- 3 j? = *" H- 4.
3û4» l3. 1 oy x* — SiT -H 8 j: = a:' -H- 2 1 .
Ces problèmes sont très-semblables à III, 21, 23 d'Alkarkhî. Fibonacci se sert , pour les ramener à des équations du second degré et pour résoudre celles-ci, de considérations et de constructions géométriques.
Pag. 442 j. 3. V^-^-y 7-^^/7 =^'-
Ces problèmes sont identiques avec IV, 17, 18 d'Alkarkhî. Fibonacci résout le premier par des considérations géométriques , le second par un procédé purement algébrique, mais diflFérent de celui employé par Alkarkhî.
Pag. 447, 1. 26. (a: -H 7) .y^3j7== 102;.
448, 16. 7==3x, {y-\'\/y)[x-\-\Jx)=^\oy,
449 1 3 1 . X -^ \/x -\-\f2x -H sfhâ? =10.
Ce sont les problèmes IV, 20, 21, 22 d' Alkarkhî. Fibonacci procède, dans leur résolution, d'une manière purement algébrique qui, dans le premier problème, s'éloigne de celle d' Alkarkhî, mais dans les deux autres présente la plus grande conformité avec les procédés de Fauteiu- arabe.
Pag. 45 1» 1. 3. ic^-\-y^ = z^, x.z=y^, x.y=\o.
Dans la résolution de ce problème, qui est identique avec FV, 2 3 d' Alkarkhî, Fibonacci reproduit d'abord les procédés au moyen desquels Alkarkhî ramène le problème à une équation dérivative du second degré. Ensuite il construit géométriquement les valeurs des inconnues.
Pag. 461, )• l4- J7 -1-^=10, X 2^=J-H2^/.
Ce problème, ainsi que la première des solutions qu'en donne Fibonacci, sont entièrement conformes au problème et à la solution
IV» 24 d'Alkarkhî. Cest donc à celui-ci que stressent les éloges de Cossaii\ au sujet du choix ingénieux des inconnues dans cette solution**.
Pag. A75, 1. 16. a?-f-7=io, fl^-
Ce problème ne se distingue de IV, 2 5 d'Alkarkhî que par la valeur numérique du second membre de la seconde équation, et la résolution qu'en donne Fibonacci est, de tout point, la même que celle d'Alkarkhi.
Il résulte des rapprochements que je viens de faire, quune partie considérable"* des problèmes de Fibonacci est tirée de l'ouvrage d'Alkarkhî; que les énoncés de ces problèmes sont identiques dans les deux ouvrages, ou ne présentent que des différences non essentielles; mais que les solutions de Fibonacci sont, pour la plupart, différentes
Origine delV algehra, t. I, p. 5.
'* Les deux solutions suivantes ne sont pas essentiellement difFérentes de la première ; mais la quatrième solution que Fibonacci donne de ce problème (p. 464, 1. i5 sqq.) mérite d*être remarquée. De
œ—'p\/x=jr-hp\/},
on tire p= ^J^^ =\l~x — \lj, \Jx-^r\Jy
ce qui donne
de sorte que, en posant
y = x,*, jf = 1 o — a?,', on aura x^ -H- aa;, = x, . ^10 — j^A ou (a?! -H- a)* = 10 — «i",
ou x^ -»- ax, = 3 ,
d*où il suit a;, = 1 , ^ = 1 , X = 9.
Fibonacci démontre le théorème général que, lorsque
x — psjx^^y-^r-psfy, on a aussi
X —p\Jx=^y'>irp\Jy = \Jx .\fy,
au moyen de la figure suivante ,
sjx
sjx
VJ
OÙ Ton voit, en effet, que tant kg = x — a^^,
que ce = y-^ 2 yjy
sont aussi égaux à \Jx . \jy. Ensuite , il se sert de la même figure pour construire Té-
quation x^ -»- 2a?, = 3.
Souvent Fibonacci, après avoir discuté un problème , indique comment la solution s obtient d*une manière plus ou moins analogue, lorsque Ténoncé subit certaines modiEcations. Cette circonstance ne permet pas de préciser exactement le nombre des problèmes de Fibonacci. J*ai compté quatre-
de celles d^ Aikarkhî , montrant un caractère arabe lorsque ce sont des constructions géométriques , un caractère original là où Fibonacci se sert des lignes comme de représentants des expressions algébriques.
J aurais pu étendre ces rapprochements à plusieurs autres problèmes de Fibonacci , mais je n'ai pas voulu entrer dans des comparaisons trop vagues. Je me suis donc borné à ne faire remarquer que les identités ou les analogies évidentes. Je dois cependant signaler encore une circonstance qui me paraît digne d'être remarquée. C'est que souvent les problèmes de Fibonacci forment des groupes, de sorte que chaque problème d'un tel groupe ne se distingue des autres, que par de légères modifications de l'énoncé. Or, plusieurs fois le recueil d'Alkarkhî contient un seul ou quelques-uns des problèmes d'un semblable groupe, tandis que les autres ne s'y trouvent pas.
Cela peut s'expliquer de deux manières. Ou bien le recueil d'Alkarkhî lui-même ne serait que l'extrait d'un autre ouvrage arabe du même genre , d'où Fibonacci , de son côté , aurait tiré ses problèmes ; ou bien Fibonacci aurait multiplié ainsi les problèmes qu'il trouvait dans l'ouvrage d'Alkarkhi, en modifiant les énoncés de la manière que
vingl-dix à cent numéros, de sorte que les problèmes énumérés ci dessus constituent au moins un quart du recueil entier. Une autre partie considérable des problèmes de Fibonacci est empruntée à Mohammed Ben Moûçâ, ainsi qu*on le trouvera en comparant les endroits suivants de Tédilion du chapitre de Fibonacci par M.Libri, et de Tédition de Mohammed Ben Moûçâ par Rosen :
Libri, t. II.
Rosen, trad. angl.
Libri, t. IL
Rosen, trad. angl.
Pag. 564 • ligr- 20.
Pag. 35, lig. i5
Pag. 369, lig. i4- 369, 27.
Pag. 4o. lig. 21.
je viens de dire. Je penche pour cette dernière opinion, parce que la même chose se répète à l'occasion de problèmes tirés de Mohammed Ben Moûçâ , et qu'il est très-invraisemblable que Fibonacci ait également eu à sa disposition les sources auxquelles avait puisé ce dernier auteur.
On sait que Fibonacci a composé aussi un traité des nombres carrés, et qu'il a discuté, dans cet ouvrage, diverses questions d'algèbre indéterminée. J'aurais voidu examiner si cet écrit ne présente pas également quelques traces d'emprunts faits au traité d'Alkarkhî; mais l'original de cet ouvrage de Fibonacci étant perdu , j'ai dû m'en rapporter à l'analyse qu'en a donnée Cossali*.
Cette analyse est divisée en quatre parties. La première traite de la génération des nombres carrés par la sommation de la suite des nombres impairs, et de problèmes qui en dépendent. Cette théorie est étrangère à l'ouvrage d'Alkarkhî **.
La seconde partie contient des problèmes d'égalité simple. Le premier de ces problèmes*'* correspond à III, 38 d'Alkarkhî, qui est la reproduction de II, i i de Diophante. Cossali a montré **** la différence qui a lieu entre les solutions de Fibonacci et de Diophante , en faisant valoir, surtout, que celle de Diophante est plus générale. Mais, de la manière dont Alkarkhî a reproduit ce problème, il se rapproche sensiblement de la forme sous laquelle il se trouve chez Fibonacci.
Les trois problèmes suivants ***** correspondent à III , 3 , 36 , 3 7 d'Al-
Origine delV algehra, t. I, p. 1 15 sqq.
Voir aussi raddilion II.
OrigA, I, p. 117, 167, 168.
Cossali , Orig. 1. 1, p. 118, 119, 167, 1 68. On en trouve une rédaction originale dans le fragment du Traité de TAbacus , publié par M. Libri, HisL des sciences mathématiques en Italie, t. II , p. 3^3 , 1. 3 1 à p. 348 , 1. 9. En enchaînant Tune à T autre les solu-
tions des problèmes, Cossali arrive, dans son exposé, à des formules très-compliquées.
Voici des formules plus simples que je tire du fragment original que je viens de citer :
Prenons deux nombres de la forment a', fl|S^ étant tous les deux pairs ou impairs, on
aura x = fiap, r = = |ip%
Celte solution est la même que celle d*Eu-
karkhi; mais les méthodes de Fibonacci sont entièrement différentes de celles qu Alkarkhî reproduit d'après Diophante.
Les problèmes 5 , 6 , 7 * correspondent à II , 22, 23 d' Alkarkhî ; ce qui est bien remarquable, c'est que, de même que je viens de le faire observer au sujet du problème III, 38 d' Alkarkhî, la méthode de celui-ci étant plus générale, sa solution est pourtant, de fait, conforme à la règle plus restreinte de Fibonacci. Cela pourrait fairç croire que Fibonacci ait formé sa règle d'après la solution d' Alkarkhî, dont il ne reconnut pas la méthode générale dans l'application faite à un cas particulier. D'ailleurs, Alkarkhî donne, dans la partie théorique de son ouvrage *\ la formule générale de laquelle dépend la résolution de ces problèmes ^ à savoir que , si l'on suppose a = m.n^ nn — n \ _^ ^ ^^ f "^ "*" " j —a sont des nombres carrés. Les solutions de Fibonacci correspondent au cas spécial de n = 1 .
Les deux derniers problèmes de la seconde partie, ainsi que toute la troisième partie de l'exposé de Cossali n'ont pas des problèmes correspondants dans l'ouvrage d' Alkarkhî ***. Notamment la théorie des nombres « congrus et congruents » est étrangère à celui-ci.
Enfin, quant à la sommation des cinq suites que Cossali discute dans la quatrième partie de son exposé, la première et la quatrième***\ à savoir, la somme de la suite des nombres carrés et des nombres cubes, sont données aussi par l'auteur arabe "***, et il me paraît assez
clide , Eléments ^ X , a 9 , lerame 1 . Une au Ire solution est fondée sur la génération des nombres carrés par la sommation de la suite des nombres impairs.
Trouvons (d'après 1 ) trois nombres a, (3 ,7, tels que a' -h |S* = y*,
Bésolvons encore a' -h (3* = 7%
on aura
on aura x =
aa ± h^
a|3 zp ba
(Cossali, t. I, p. lao, 12 1, 168.) Fol. 26 r* du ms.
Quant aux n°* 2 , 3 et 4 de la troisième partie de Texposé de Cossali, qui présentent une certaine analogie avec II, 29, 3 1 et IV, 29, 3 1 d* Alkarkhî, jV reviendrai plus loin. (Voir p. 43, deuxième note )
Cossali, 1. 1, p. i55, i63.
Fol. 21 r" sqq. fol. 23 v* sqq. du ins.
probable que ces deux théorèmes ont été empruntés pai- Fibonacci ,
soit à Alkarkhî, soit à un autre auteur arabe.
Je répète, cependant, que l'absence de l'original du traité des nombres carrés, m'oblige de donner les rapprochements que je viens de faire entre celui-ci et l'ouvrage d'Alkarkhî, plutôt comme des conjectures que comme les résultats d'un examen rigoureux.
Après avoir constaté ce que l'algèbre arabe du x* siècle a pu léguer au premier algébriste italien et emprunter au dernier algébriste grec, je devais naturellement examiner aussi , si elle n'était pas redevable d'une partie des éléments qu'elle renferme, aux algébristes indiens. C'est ce que j'ai fait en comparant l'ouvrage d'Alkarkhî aux ouvrages ou parties d'ouvrages de Bbascara ' et de Brahmegupta , traduits par Colebrooke. Le résultat de cet examen a été négatif, tant en ce qui concerne le caractère général des méthodes, qu'en ce qui concerne les éléments particuliers dont se composent le traité arabe et les traités indiens.
D'abord, quant aux méthodes, les travaux des Indiens ont un caractère de généralité qui les rapproche de ceux des modernes , et auquel ni les mathématiques des Grecs, ni celles des Arabes n'ont réussi à s'élever.
Puis, quant aux détails, s'ils semblent montrer en partie une certaine conformité, on s'aperçoit pourtant bientôt que cette conformité n'existe que là où la nature même de la chose l'exige, et qu'elle disparaît partout où une différence dans la manière de traiter le sujet devient possible.
Ainsi, on trouvera naturel que les savants de deux nations qui connaissent r.ilgèj)i-e, possèdent aussi des principes de calcul algébrique , et qu'en exposant ces principes ils soient obligés, les uns et les autres, de dire à çnu prés la même chose. On ne s'étonnera donc pas de voir traiter, par e\(>mple, le calcul des quantités irrationnelles aussi bien
' Il ne pcul pas s'agir ici d'emprunts vantes recherches de Colebrooke, l'olgèbre
malériels faits par le géomètre arabe à indienne avait atteint, longtemps avant
Bbascara, qui est postérieur n Alkarkbî Bbascara, l'état de perfection qne pré-
d'un siècle et demi : mai» d'après les sa- sentent les ouvrages de cet auteur.
par Alkarkhi que par Bhascara. Au contraire, en supposant que des ouvrages indiens aient servi de modèles à Alkarkhî , on devrait s'étonner que celui-ci ait manqué d'enrichir son traité de la méthode des Indiens , pour la division des quantités irrationnelles, qui est fondée sur la
formule
.__ , ainsi que de leur méthode ingénieuse
pour l'extraction de la racine des aggrégats de quantités rationnelles et irrationnelles *\
De même, il ne me paraît pas extraordinaire que les géomètres arabes, initiés par les ouvrages grecs, notamment celui de Nicomaquc, à l'étude de l'arithmétique spéculative, aient trouvé la somme de la suite des nombres natm-els, des nombres carrés et des nombres cubes, sans les apprendre des Indiens. Mais il me paraîtrait fort surprenant qu'un auteur arabe qui aurait puisé cette connaissance dans les ouvrages indiens, n'en eût pas tiré aussi celle de la formule générale pour la sommation des progressions géométriques***. D'ailleurs, Alkarkhî en s'efforçant en vain de donner une démonstration satisfaisante de la formule pour la somme de la suite des carrés ****, nous laisse entrevoir comment lui, ou ses prédécesseurs avaient pu être conduits à la découverte de ces formules.
Il ne serait pas moins invraisemblable qu'un géomètre arabe connaissant Talgèbre indienne et l'emploi constant qu elle fait de plusieurs inconnues, se fût borné au faible essai d'un calcul, comme celui que j'ai fait remarquer dans les problèmes III, 5 et 6 d'Alkarkhî, et qui porte aussi bien le cachet de l'originalité que cehii d'une première tentative.
Mais surtout il me paraît impossible qu'un géomètre qui appréciait l'analyse de Diophante au point de copier presque trois livres de son ouvrage, et qui avait essayé, non sans succès, de reculer les limites des théories qu'il avait puisées dans l'étude de l'algébriste grec, il
Colebrooke, Algebra, etc. ofBrahmegupta and Bhascara y p. 1A7. Ibid. p. 1^9 sqq.
Jhid,.p, 55.
Pol. 2 1 r" sqq. du ms.
me parait impossible que ce même géomètre ait pu connaître, sans en parler, ces belles méthodes indiennes d'analyse indéterminée, qui font l'admiration des géomètres modernes.
Or, on ne trouve chez Âlkarkhi ni la méthode des Indiens, essentiellement conforme à celle des modernes, pour résoudre en nombres entiers les équations indéterminées du premier degré , ni la méthode , découverte une seconde fois par Euler, qui sert à trouver un nombre inQni de solutions de l'équation cx'-ha^f , ni la plupart des autres méthodes indiennes relatives à la résolution des équations indéterminées du second degré.
Comme ce dernier point me paraît particulièrement important, j'ai voulu mettre le lecteur de cette Notice en état de se convaincre lui-même de la différence fondamentale qui existe entre l'algèbre indéterminée d' Alkarkhi et celle des Indiens.
Je fais donc suivre ici l'exposé, en notation algébrique moderne, de tous les chapitres ou sections de chapitres, des ouvrages traduits par Colebrooke qui se rapportent à la résolution des équations indéterminées du second degré.
TROISIÈME CHAPITRE
Première section. cx*-\- i =/.
i** méthode. Si Ton a car* -+-0 = 1*
et C Jj* -h ttj = y,',
il suit c(^J'i =t /x, )* -H tta, = (cjfj:, ± J'J'i)* *î
donc, en résolvant cx»-h2 = /, équation à laquelle on pourra toujours satisfaire, parce qu'on peut choisir arbitrairement 2:, on aura
OU
Le théorème sur lequel ce procède est fondé, sert aussi à trouver un nombre infini de solutions de Féquation cx*-{'a = y\ si Ton connaît une solution , et en même temps une solution de Téquation ex* h- 1 =/.
2® méthode. On pose
ni'
en prenant pour m un nombre quelconque".
Deuxième section. Si fon a trouvé des valeurs entières satisfaisant
à l'équation cÇ» -h « = !?'»
en résolvant l'équation indéterminée du premier degré
on aura
OU
j X* — c /cÇ-t-irxV
— ^ sera également un nombre entier ***.
' En effet, en multipliant la première des deux équations par jr*, on a
//i* = cx*jr* -H a(cxj» -H a, )
=cx*yi*-{'(y* — ex*) c x,*-Hoa, ,
OU jr'j'i'-H cVxj*= cx*^!* -t- cx,y -H aa, ,
et ± 2CXX,^^, = ± 2CXX,J^7, ;
donc(cxx, ±^j',)* = c(x^', ± j'Xij'-t-afl,.
** C'est ce qu'on obtient en posant
Y = mx — I .
*** Je fais observer que cela n'est vrai que tant que a et £ n'ont pas de commun divi-
seur. Car, supposons a = mf, Ç=nf^ il suivra de l'équation ^x -h i? = aj^, que aussi V = pf. Conséquemment
cÇ-Hï7X VY 1 pjff — 1
ô I nf
ce qui ne peut pas être un nombre entier.
La même observation s'applique aussi au terme constant de la nouvelle équation :
X* — c ay* — 2vy-h i (wy — ^p)yf'-\-^
Mais dès que £ et a n'ont pas de commun diviseur, on a
Troisième section. ex* — i = y*.
Cette équation ne peut être résolue que lorsque c = m* -h n\ Cette condition étant remplie, on aura
c — »ii* = n* , c — ii'== m*\
donc c (^)' - . = (^)'. -(;)*-■ = (7)'-
L'équation proposée étant
on aura x=( mj:2C, ^==1 Hmjra'.
SEPTIÈME CHAPITRE
Ce chapitre traite de la résolution de l'équation
et plus spécialement des difierents cas que peut présenter l'équation
Quant au premier membre, on peut toujours le ramener à la forme (ma:-hn)", notamment en le multipliant par 4ûm et en ajoutant au produit ^* — 4a,ci, de sorte que si l'on peut satisfaire ensuite à l'équation
on aura ar = ^ — - .
Il s'agit donc de discuter les différentes formes que peut présenter le second membre de l'équation proposée, après la transformation du premier membre dans un carré complet.
cÇ= — = — , iix== — ^ ; commun diviseur, 11 suit que -i^— - — ou
ce. ç
et, c5 et rtx étant des nombres entiers, — soit un nombre entier; c. q. f. d.
leur somme ^ "^T" • sera également un * C*e»t ce qu'on obtient en posant
nombre entier; mais a et £ n*ayant pas de y^=cx-\-m.
On pose ay -hh = z\
équation discutée dans le troisième chapitre.
On résout a/ -h fc = z\
et l'on a ^
zf—n
(3) ay-hhj-hc.
On pose ay-hhj-hc = z\
ce qu'on peut toujours transformer dans
on résout a'^» -h fc' == t\ et 1 on a a; = , y ==
On pose ay-{'h = m^\
m^ étant choisi arbitrairement,
et 1 on a « = -î , 7 =
ma
(5) ayH-6«*-Hc.
On suppose, dans ce cas et dans les cas suivants, qu^il s'agit de satisfaire en même temps à une seconde équation F[y,z) = o. On choisira « avec sagacité, » un nombre iWi ou n^ tel qu'en posant ^ = m,f ou
J' = ^-hn,, on obtienne (aiih*-hfc)2*-hc==<*, ou (o-+-6)«'-H îoii|ZH-(c-han|»)
= t'*. On aura a:=:— ^. Puis on résout F(m,z,«) = o ou F(z-t-nj,«)==o,
On satisfera à la première ou à l$i est donc ramené à TéquationaXi'-^-^^^i^
seconde équation , si Ton peut faire respec- ce sera même la seule équation à résoudre ,
tivement a m,* -♦- fc ou anj* h- c égal à un lorsque c = o. carré; dans Tun et dans Tautre cas, on
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Conformément à la dernière règle du m' chapitre , on pose
-m nii •
on aura x=r^ n]:m;
puis on résoudra P (LUzzaiL ,z)==o.
r \ 2ami y
(7) ay-{'bjrz-\-cz\
On pourra transformer cette expression dans
(m,y -H mzy-^piy -h 9, z\ et Ton posera, diaprés la règle qu'on vient de citer,
^ly -\-n,z^ r r, 1 : 2.
La règle indienne ne va pas plus loin. L'exemple qui se rapporte à ce cas est de la forme
tt'r* -♦- fc/2 -H c 2*,
ce qui peut être transformé dans
de sorte qu'eu prenant z en place de la valeur arbitraire r^ , on obtient
donc y= ^^'"~^"'"~ ' .2.
ce qu'on peut substituer ensuite dans F(^,2) = o.
On donne kt^v^w . . . des valeurs arbitraires, et sera ainsi ramené à un des cas de af-\-f[z).
Il esl bien entendu qu'on pourra qui contribuera, selon les circonstances, prendre ici pour m, une fonclion de 2: , ce k simplifier considérablement le problème.
(9) Si Ton a (inx-hn)*=ay-^i=^z\ a,j'H-i=««.
posons z = o» -f- 1 »
on aura ^ = ai;*H-ii>,
donc a, a»* -I- 20i t> -♦- 1 = (%
ou (a^av-h(l^Y = aalt* — aui-t-aj';
ainsi, le problème est ramené à la forme a/-Hfc = z'; on trouve les valeurs de f et de ajav-^at, donc aussi de v, et Ton a
av — n -♦- 1
y = oi»-4-2Wf a? = •
On trouve encore dans ce chapitre une ou deux autres règles que je ne reproduis pas, parce que, en vérité, elles ne se rapportent qu'aux particularités de problèmes spéciaux. Mais je fais observer que dans la discussion d'un des exemples, on trouve exposé le procédé particulier à Diophante pour la résolution de l'égalité double.
Le chapitre se termine par la résolution, en nombres entiers, des équations
x* — a = hy et ^ — a = hy.
(1) x" — o=fcj'.
Condition : a = tt|* ou aztmh=^ a,*.
Prenons un nombre quelconque n tel que y et ^y^ soient des nombres entiers, puis posons x = n* h- a,.
Condition : a-^a,^ ou a± mh = a*.
Prenons un nombre quelconque n tel que j et — p soient des nombres entiers, puis posons x^m-^a^.
Si l'on avait à résoudre
ex* — a = by OU ex* — a = by,
cela revient, comme on voit, à résoudre
X* — ac =-by OU oi^ — « c' = hy.
HUITIEME CHAPITRE
Equation proposée x.y .z.t,.. ==j\x,y,z, t. . .)
1 "^ méthode. On donne ky^z^t, . , des valeurs arbitraires et résout 1 équation en x seul qui en résulte.
2^® méthode. On ramène (s'il est possible) le problème à Féquation
jry = ax -{- by -i- c^
et Ion pose x = b±:m, y = a±: ;
, , afc -4- c
OU x = b ± , y = a dt m.
La démonstration de Fauteur indien consiste à faire voir que
xy — ax — b(y — a) = a6-4-c,
de sorte que [x — b)(y — a) = m. " "^^ ;
en prenant pour m une valeur arbitraire positive ou négative.
ni. OUVRAGE DE BRAHMEGUPTA.
THÉORÈMES CONTENUS DANS LA SEPTIÈME SECTION DU DIX-HUITIÈME CHAPITRE ET QUI NE SE TROUVENT PAS DANS LES TRAITES DE BHASCARA.
( I ) Quand on a r ^' -+- a =/, en posant ' — ; — x = x^, • y^-jx^
on aura cx,^-^ i =y^'
Quand on a c.t» — a =y\
en posant '-^ '-xy = x,.
on aura car,* -h i =71».
On vérifie ces deux règles par un calcul facile.
(2) Problème. aa?-Hi=/» hx-hi=z\
S(a-hb)
On pos(
(a - by
et 1 on obtient /= r , z = .
(3) Problème . x-hy^=z\ x —y == »", xj-^\^== w*. Brahmegupta pose
(g» -H 6») -H (g' >- 6') . .^fc.N_,
(-'-*')-(-;z:Sn.K-n=..
r (a'-Hfe*) — (g' — fr'n
on obtient ^"^'(ï)' ""^^î* "'^^'(ï) — '*
(4) Problème. x db g = v*, «±6 = 2*.
'fl-6 ^ « ± m
En posant x^\ I qpa
g — fc - g — fc
± m rp I»
on a y = , z =
(5) Problème. aF-Hg=/, x — fc = 2*.
En posant a?= l — îî! 1 -h6,
on obtient y
Voici maintenant tout ce qu il y a de commun entre les méthodes indiennes dont je viens de donner l'aperçu , et celles d'Âlkarkbi.
C'est d'abord la résolution indienne des équations ca:'-Hi = y' et
c^x^-ha=Y* par les formules a? = -p— et a?== ^^'" , qui est conforme
aux principes qu Alkarkhî trouvait employés dans un nombre abondant de problèmes de Diophante. Personne ne conclura donc, en se fondant sur cette conformité, qu Alkarkhî ait nécessairement connu les méthodes indiennes, ou que ce soit d'une source indienne que Talgébriste arabe ait dérivé sa théorie de la résolution de l'équation aa:'H-6a:-Hc = r% lorsquc tt OU C sout dcs carrés positifs.
Ensuite, c'est la résolution des problèmes II, 29, 3o, 3i et IV, 29, 3 1 d*Alkarkhî, qui dépend d'une formule essentiellement identique avec celle donnée par Brahmegupta dans les deux derniers problèmes rapportés ci-dessus. Mais Alkarkhî rend compte, d'une manière détaillée, de la marche suivie dans ces résolutions, et celte marche est celle qui devait se présenter tout naturellement à l'esprit d'un géomètre, initié comme Alkarkhî, à l'analyse indéterminée de Diophante.
Ces deux points auxquels se borne toute l'analogie entre les méthodes d'AIkarkhî et celles des Indiens, me paraissent entièrement insuffisants comme preuve d'une connaissance de l'algèbre indienne de la part d'AIkarkhî, lorsque celui-ci ne reproduit ni les plus belles méthodes indiennes, ni particulièrement tout ce qui se rapporte à la résolution des équations indéterminées en nombres entiers.
J'arrive donc à la conclusion, qu'à la fin du x® siècle de notre ère, l'analyse indéterminée des Indiens était inconnue aux Arabes, et qu'après avoir reçu probablement la résolution des équations déterminées du second degré de savants indiens qui visitèrent la cour des premiers Abassides, les Arabes cultivèrent l'algèbre en l'enrichissant tant d'éléments puisés directement dans des ouvrages grecs, que de découvertes originales, mais portant essentiellement le cachet de l'influence des mathématiciens grecs dont l'étude les avait inspirées.
Il me reste maintenant à dire un mot d'une objection qui se présente naturellement à l'esprit du lecteur.
M. Chasles a montré , par des rapprochements ingénieux*, que la résolution que Fibonacci donne de Téquation indéterminée a;* -h/ = a» h- 6% est essentiellement contenue dans un théorème géométrique de Bralimegupta; et je fais observer que la résolution du problème x-ha=y\ x — b = z* qui, d'après Cossali**, faisait partie du traité des nombres carrés, est la même que celle qu'on trouve ci-dessus parmi les problèmes extraits du xvni* chapitre de l'ouvrage de Brahmegupta.
Or, Fibonacci ne pouvait connaître les méthodes indiennes que par l'intermédiaire des géomètres arabes. Si donc les solutions dont je viens de parler sont dérivées nécessairement des théories de Brahmegupta, on est obligé d'accorder aux Arabes une connaissance des méthodes indiennes que je ne puis trouver dans Âlkarkhi.
Il serait facile de donner une solution plausible à cette difficulté. Il y a entre Alkarkhi et Fibonacci un intervalle de deux siècles, pendant lesquels les mathématiciens arabes ont pu faire de nouveau connaissance avec l'algèbre indienne, et d'autant plus facilement, que la conquête de l'Inde par Mahmoud le Ghaznavide avait ouvert ce pays à leurs recherches"*. Mais il serait inutile de vouloir résoudre la difficidté par une hypothèse, puisque l'étude des mathématiciens arabes du xi® et du xn* siècle nous fournira, sans doute, le moyen de résoudre ce problème par des données tout à fait historiques et certaines.
Voir Aperçu hbloriqne du développement des méthodes en géométrie, p. 44i •
Origine delT algebra , 1. 1 , p. 1 2 4 > n" 2 . Les problèmes n* 3 et n° 4 ne sont que des cas particuliers du problème générai qui les précède. Dans Ghaligai, Pratica d'Arithmetica, fol, 61 r*, n° Sg, on trouve seulement la solution particulière
au lieu de
D*ailleurs, cette résolution n*est pas essentiellement différente de celle qu*Alkarkbi donne des problèmes II, ^Q-Si, IV, 29, 3i de son recueil, dont il a été question ci -dessus. On peut donc aussi supposer que Fibonacci marcbait ici sur les traces d*Alkarkbî, dont il connaissait évidemment le trailé.
Voir les savantes recherches de M. Reinaud : Relations des voyages faits par les Arabes et les Persans dans l'Inde et à la Chine, t. I, p. xlviii et xlix, et Mémoire sur VInJe, p. 24-3 1, 3o8 et suiv. et 32 1.
PRÉFACE DE L'AUTEUR
Au NOM DU DIEU CLEMENT ET MISERICORDIEUX! F. i v*.
Aboû Beqr Mohammed Ben Âlhaçan Alkarkhî, le calculatemr (que Dieu soit miséricordieux envers lui!) , dit : «J'ai trouvé que le calcul a pour objet toutes les espèces de détermination des inconnues au moyen des connues, et j ai remarqué que la plus claire des règles et 1« plus évident des moyens pour cet effet est lart de i algèbre, à cause de sa puissance et de luniversalité avec laquelle il s'étend sur les variétés de tous les problèmes du calcul. J'ai vu que les ouvrages composés sur cet art ne contenaient qu'incomplètement ce dont on a besoin en fait de connaissances élémentaires; qu'ils étaient
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insuffisants par rapport aux théories auxiliaires nécessaires à l'étude de ses doctrines spéciales, et que leurs auteurs avaient négligé l'explication de ses théorèmes qui conduisent au plus haut degré ( de savoir dans cet art) et permettent d'arriver à la perfection. Puis j'ai fait dans cet art des découvertes excellentes que je n'ai vu discutées par aucun de ces auteurs , et j'ai résolu des difficultés dont je n'ai trouvé dans leurs ouvrages ni une mention, ni l'explication. Or, après avoir acquis cet avantage , et après avoir éprouvé le besoin de suppléer à ce défaut, je ne pus m'empêcher de composer un ouvrage qui contînt complètement ces connaissances supérieures, et dans lequel je donnasse une explication choisie des éléments de l'algèbre , exempte d'une prolixité désagréable et d'une verbosité rebutante. Mais je fus empêché d'accomplir ce projet par les obstacles qu'y opposaient une époque pleine d'adversités et les malheurs de périodes désastreuses, ainsi que la terreur, la violence et la tyrannie qui frappaient tous les hommes, jusqu'à ce que Dieu, qu'il soit béni et exalté! envoyât à leur aide notre protecteur, le vizir, le seigneur illustre, le parfait dans le gouvernement, le vizir des vizirs, revêtu des deux autorités, Aboû Ghâlib, l'affi^anchi du commandeur des croyants, que Dieu prolonge son existence ! Dieu rendit les hommes heureux par l'excellence de son administration, et, pendant la durée bienheureuse de ses jours, leur accorda, au plus haut degré, tout ce qu'ils désiraient en fait de justice , de sécurité , d'abondance et de bien ; il arracha , par son gouvernement, le monde au mal et aux malfaiteurs, et l'illustra par sa surveillance éclairée et par la manière dont il fit revivre les traces efiFacées de la science. Dieu fit de lui un modèle de toutes les vertus, qui guide les hommes
^ il^ j^^U i^-^iAiuJi si^jj^ s ^'^r^^h ^^^^f^^ *^ ^j*^ ^ ^^
aS^ls^^ yboJl jjt^i» >^3 yU)JI 2»Ui 4^:>l^ JJi> (j^fi â3*^^ u*0 y^^ uj^3 li^^ J\jù3 4)^ ^1 f^^^l u' (il Jt^3 v^3 O^ (j^ AAi lyir l^ ^Ul
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par sa direction et les éclaire par sa lumière. C'est ainsi qu'il dilata les poitrines 2 r" des hommes et délivra leurs cœurs de la tristesse. La part qui m'échut de ce grand et universel bienfait , ce fiit d'entreprendre avec ardeur la composition de cet ouvrage , dès que les occupations qui m'en empêchaient et les accidents qui y mettaient obstacle eurent cessé, dès que je fus entouré d'un bien-être suffisant, et dès que les hommes jouirent universellement de la tranquillité, du bonheur et du repos dans le pré luxuriant de sa grandeur et dans le pâturage de l'ombre de sa bienfaisance. Je commence donc par la louange de Dieu, qui est la meilleure des introductions et le plus sublime des exordes; je le supplie de donner sa bénédiction à ses saints prophètes et apôtres, et en implorant l'assistance de Dieu (quel protecteur! certes, il nous suflBt), pour qu'il me fasse arriver au désir et au but que je me propose , je dis : « Sache , etc. »
<i ^LJI iL53U^3 aajKJI iU:^)UJi J^^ iÛ2>U!l (5^|yt!l3 iuuUt JUâ^t Jtj^
I. PUISSANCES ALGÉBRIQUES ( c;>y^.^-:g&t <^\j^ OU C9^j4^l ^U>l).
oinésATIOR. ftOH ABABK. TmA»UCTI01l DU HOU ABABR.
f"^^*^ ^(^ oaj4X^ ncioe ou chose. . . c6të. 2
11*:^ a. a. ttAiMM^ JU carré sarface. 4
a?=za*.a, 1^**^ tg<u»J cube solide. 8
a* = a' . a :^ a* , a*. JU JU carré-carré. 1 6
a* = a^ .a = a* , a*, 4«ajO JU quadrato-cube. 82
a* :^ a* . o :^ o* . to* = a* . o*. i^fUUjuuu cnbo-ciibe. 6 ï
a^ ^=a* , a. V^''^ J^ «3^ quadrato-quadrato-cube. 128
a*:^a^.a. c^aiu 4«ajO JUi qaadrato-cabo-cube. a 56
(if:=tâ,a, ci^uu ci^uij c^uu cobo-cobo-cube. 5 1 s
et ainsi de suite jusqu'à l'infini.
Généralement : lorsqu'on multiplie une quelconque de ces puissances a \*. par un certain nombre de racines, le produit est de Tordre de la puissance suivante.
L auteur compare ces puissances aux unités, dizaines, centaines, etc.; car, ainsi que i : a = a : a* = a* : o* = etc. à Tinfini , de même on a 1 : 10 = 10 : 100 = 100 : 1000 = 1000 : 10000 = 10000 : 100000 , OÙ 1 o Correspond auj^x» , 1 00 au JU, 1000 au 4;ajO, 10000 au jU JU, 100000 auc^AiiS^JU.
Note. Le nombre simple est désigné, dans le cours de f ouvrage, par les expressions ^L^i «unités», ou âl«Xxt «nombres», ou <^|;^ udirhems». Uauteur se sert aussi de ^«K» «nombre», au singulier, pour désigner une expression algébrique en général. Quant au terme JU , il signifie aon-seidement le carré de l'inconnue, mais aussi une quantité en général. Je cite, à ce sujet, le problème I, 1 1 du recueil d'Alkarkhi, où Ion trouve ces deux significations Tune à côté de l'autre : JljLtl ajl^I ^is> A^^Jb S ^j^ J^
^Uût iu^r,! J j^ji^ dJs^ iiu (^ iuJLi i A^^l^ \1aX JUI Smst^ i^:^\ JU»
JUt y^^ Jf\j^ Mjt^j] ^f^yUi\^ « Lorsqu'une certaine quantité est midtipliée par eUe-même, ilrésidte quatre fois la première quantité. Posez la quantité chose , et multipliez-la par elle-même, il résidtera un carré; et celui-ci est égal à quatre choses, donc la chose égale à quatre dirhems, ce qui est la quantité ( cherchée ) . » Bosen , qui s'est donné la peine , dans sa traduction de Mohammed Ben Moûçâ, d'ajouter en note, partout où mal n'a pas la signification de carré, les mots : « square, in the original », a distingué dans sa note, page 5o, trop de cas. Les ras q , 3 et & doivent être réunis dans la signification générale de quantité.
A. MULTIPLICATION DU NOMBRE SIMPLE
Multiplication du nombre simple par le nombre simple. Elle se ramène à ce qui précède de la manière suivante :
5a* X 5a* = (5x5) (a* X a*) = aSa'.
10a X «oa*= (10 X 20) (a X a') == 200a*. 4 r"
*^ X 5a' = (5 X 5) (- X oM = 25a.
5o EXTRAIT DU FAkURl.
— ;■ X i«r = J»X-a — r • <ir' = 2®-B= 2'0.
il /■ i> i«
Autre esofce de multtîpiltBcattkiiii do iKmlhre souple.
lO : fl ' • i» = "■© X 1© :: « = lOO zm\
lO : «P X « = ■© : ■ «' : « ) = lO : «, OU bien = .iO«3 - «";
on se senrîia de Fun on de Tautre selon les besoins et les oironstances.
io:< X v«rHK«; = :ic»: v :*r : ni- : lo . V i.v; = :io:< HH : lo : «»:, Qu bien
Rè^e générale : mzJk],€ = mz .«jr^^i, ou bien =[«,tf^':*-
Aotre espèce de oioltîplkatko do monifare sômple.
Règle générale : :«-.*:<•':- i ^ i« . c . I' = *,
'lO: ;3«: («-I- i-r X 3* = ^;iO X »«-!- 1 :; :3^' X 3«= ia*^HiO,
puisque {«:».UI»=«.
Aotre espèce de oioldplîratîciii do oombre simple.
6r*- (lo — m] X 1©^= ^lo K lO — ^«t x i© = lOO — lo***.
* JeBKsendebnotatk» ioz«poarcxpri- «Tmi onAre dîHmiit. Mab 3 o'cm est pas ainsi , ■MT •éacwÊÊÎÊêi ^xûéa par clnr* i^^J iy^ parce «que eo dbant : Hr wmmî thmat» mas in-
^ 1 . . . , . lo dîqpDeK on setd a cMtt l i ff e de Tordre désunîtes;
P cic Jj>««JLi, et de b noWMO — pour - i« . . -, ir i e
^ <c s.an ben de cyia. uvarait en: «UT «tors dhacr.
'£j» «^ «^«-iJUi, « «» ■ nooDoi — pour - .« . . -■ «- ■ i
*^ ^ <c st^annen de cxia, u y arait en: «UT |»arsdhasr^
• dur pmrtia èr chuar» «^y^î iy«S;» c«b aurait «f<è cioanpaaè. Gfpoidant^ |4aee2 les
'if- cipresaàiMis de ee gnve du» «pieile catés^e
" lâ^ranienrajoate: «Il y adespenvinnnt voiiSTiMMlr»,,relji ne ckaa^rtemaax principes
«pii sool dam iqne ce nombre 'lo — it{estciw»> ducaictd, • poié, puisipi'îl cit to/rmà par deoi eipmsMns
(lo — u] X (lo — fl) = (io X io)-+-|( — a) X ioj-+-j(— a) X ioj-4-j(— a) X [—a)\
= loo — loa — ioa-Ha'= loo-Ha' — 200*,
puisque (n-a) X (-Hfc)==-+-(a X b) et ( — a) X (— 6)=-4-{tt X 6),
tandis que dans les autres cas le produit est négatif.
Autre espèce de multiplication du nombre simple.
[10: ja«: (a-h- i)|] X [5: j (a -H 1) : « j] = [| 10 X (a -H i)j: a*] X [(5 X a) : (a -h 1)]
= i(ioa-4- 10) X 5o| : ja' X (a-h i)| = (5oa» -H 5oa ) : {a*-H-o'); 6v"
Règle générale : (a -. h) x (c : d!) = (a x c) : (6 x rf) ,
et aussi (o : h) x (c ; d) = (a : d) X (c : b).
\ loa : (a-H i)j X (20 : «) = |(ioa: a) X 20) : (a-H i) = 200 : (a-^ 1). 'jr'.
j 10a : (a-H i)j X |(ioa-|- 10) : a| ^^[loa: a) X j(ioa-H 10) : (a -H» )j = 10 X io = ioO'
B. MDLTIPLIGATION DU NOMBRE COMPOSE
Elle consiste à multiplier chaque nombre simple du multiplicande ( yj^^^â^) par chaque nombre simple du multiplicateur (*a* c-^yj^L*), puis à additionner les termes du même ordre. Le nombre de midtiplications simples 7v". à faire est égal au produit du nombre de termes du midtiplicande par le nombre de termes du multiplicateur. «Et,» ajoute lauteur, uil faut ici compter les quantités négatives (SUSx^t j-j^UW) comme des termes. » Par exemple, dit-il, on voit bien que dans la midtiplication de (lo — 2a) par (10 — 2a)ilya4 produits simples à former.
(lo H- a* -h- a) -H (8 -h- 2a' -H- 2a)
= (iox8) + (ioX2a*)-f(ioX2a)-|-(a«x8)H-(a*X2a*)H-(a'X2a)+(ax8) + (aX2a*)-»-(aX 20)
= 80 -H 3oa* -H 20* -H 28a -H 4a*.
* Voici ie texte de ce passage, pour servir ïyJLc j (J» ^^^ JuaiU >Lâl tL«&i^ l)^ de spéchnen de la terminologie de fauteur, re- ^j ^j ^.^. ^^^ ^
lativement aux quantités négatives : '■^ ^-' 3 J **' ^
«jyiU tjî 5f iyîft j ji^\ »>is* -u*^ 1^;^ ^L. ^f QjX;> o^f) Jl-^t^ ûl( tyU. ^ ^^ if^ iyL. ^^- »yi* j ïys* ^ Oi^r» ^' JS
(5o* -H 3a' -h- 4a) X (4 -H 5a« -4- 3<i) 8 p*. = (5tt* X 4) -4- (5a* X 5a') -h- (5a' x 3a) H- (3a' X 4) -4- (3o' X 5a') -+- (3a' X 3a)
-H (4o X 4) -h (4a X 5a') -h- (4a X 3a) = 2oa* -H 25a' -h- 1 5a* -4- i aa' -h- 1 5a* -h- 9a* -h- 1 6a -h- 20a' -H 1 20' = 25a' -+- 3oa* -4- 49a' -H 24a' -f- 16a.
L auteur fait observer qu'il nira pas, dans ces exemples de multiplication, au delà des cubes, parce que les problèmes généralement connus n'en exigent pas davantage , mais que le lecteur sera suffisamment instruit par ce qui précède, pour s'avancer au besoin au delà de cette limite.
|(io;a)-H-3a-H2| X [20 -H |5a' : (a-+- 2) j]
= |(io:a) X 20] -H [(10: a) X |5a' : (o-H 2) |] -4- (3a X 20)
-H[3aX l5a':(a-H2)j]-h-(2 X 20) -H [2 X j5a' : (a-4- 2) j] = (200 : a) -H 1 5oa ; (a -4- 2) | -H 60a -4- j 1 5a' : (a-4- 2) j -4- 4o -4- j 1 oa* : (a -4- 2) | 8v'. = j(5oaH- i5a'-4- 10a') : (a-4- 2) | -H (200 : a) -H6oa-4-4o.
[5a'-4-|ioa: (a-4-2)| — 3a] X jôa'-H — -h (i5:a)|
= (5a»x5a')4-(5a'x^,Vt5a'x(i5:a)|4-[|ioa:(a4-t)|x5a']4-r|ioa:(a4-2)tx-^l -4- [| loa : (a-h 2) j X (i5 ; a)] -H I (—3a) x 5a' j -H | (—3a) X ^1 -+- j (—3a) X (i 5 : a) t = a5tt'-4-i5-4-75a-+-|5oo*: (a-4-2)j -+- |— : (a-4-2) j -4-|i5o: (a -4- 2)} — i5a* — ? — 45 == 25a' -H 75a -4- I fsoa* -h 1 5o -H — j : (a -h 2)} — (1 5o* -4- - -h 3o).
|iO-4-3aH-2a» — (4:a)| X ^3a»H-4a— .A^
9r*. =(iox3o»)-H(ioX 4a)-4-|ioX (— ^)|-^(3«X 3a')-4-(3«X 4a) -nisa X f— 4) ( -4- («a*X 3a') H- («a' x 4a) -4- lia» x ^— A^ |-+- [|-_ (4 : a)| x 3a'] -+- [[— (4 : a)) X 4a]
4o 12 16 »^ 3oa' -H 4oa r- -1- 9a' -4- 1 »a' 1- 60* -4- 80* — 8 — 1 sa — 16-4
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IV. DIVISION
La division est TopëratioD inverse ^lT^) ^^ ^^ multiplication , parce qne^ si Ton pose « x * = c, on aura c:«^*, et c:* = «. Les carrés divises par d^ <i^*' choses produisent des choses; les choses divisées par le nombre produi>Jei)l des choses, et divisées par des choses, elles produisent le nombre; une quaib^ tité d'un degré quelconque divisée par une quantité de même dogre produit un nombre. Lorsqu*on pose « : & = c, on aura c x & =^ «.
iCtf* : io* = S«u
u On ne peut pas diviser une puissance d*un certain ordre par une quantité composée de deux puissances d'un ordre diflPérent; on énonce^ en ce cas, le résultat de la division en disant: une telle quantité divisée par unc" telle, n Exemple : loa -. (a-h >).
Au contraire, on peut diviser deux ou plusieurs puissances d ordres diHbrents par une seule puissance; par exemple :
(loo*-*- loa*) : 5o= la-i- aa*.
(iooa*-H iooa*-t- looa) : 5a= aoa"-*- aoa-t- lo.
(lOoi^-H iooa*-f- lOoa) : 10=^ ioa*-f- loa*-»- loa.
Pour que ia division soit possible, il est nécessaire que le dividende ior\ (|*^4mJU) soit au diviseur (aaI^ |> ^ ^- t . « ) dans un rapport connu; par exemple :
Ma': nja = ii,a , iia:ii,o' = — , n:ii,a = — , iia:ii, = ft.a.
t I oo" -♦- » oa' — ( I oa H- I o) I : 2a = ( 1 00* : aa) -f- (1 oa* : 2a) -4- j ( — i oa) : 2a | H- | ( — 10) : Sa|
Suit une longue remarque dans laquelle l'auteur explique que les puissances ascendantes et descendantes forment deux séries partant de lunitë ; que lorsqu'une puissance est plus grande que l'unité, ia puissance correspondante de ia série opposée est plus petite que Tunité; qu'une puissance de la série descendante peut être plus grande que Tunité (par exemple, ~ >> 1 , lorsque « = ^ ) i qu'ici l'unité n*est pas supposée indivisible ; que toutes
ces puissances forment une suite dont les termes sont en propoi'tion géo- lov'. métrique, jouissant de la propriété que le produit de deux termes, pris À
Textaellement : « lorsque nous divisons ies carrés par les choses , il résulte des choses* »
distances égales d'un certain terme moyen, ou de deux termes moyens, est égal au produit du terme moyen en lui-même , ou au produit des deux termes moyens.
1 1 r*. 1 oo : ( I o : « ) = { i oo X «) : I o == 1 ooo : i o =^ i oo.
lOO : [20 : j(a-|- 1) :oj] = j 100 X (a-+- 1)] : J20 X aj = (iOoa-|- 100) : 20a = 5 -H - •
V. RAPPORT (iÛuMMj
« Le rapport d une quantité quelconque à une autre quantité est la chose qui, midtipliée par le second terme du rapport (xjJI cj^^amuLU), produit le premier terme ( LjytJM ). « — « A cet égard, la division et le rapport sont la même chose. »
> ' >'"• Ainsi , Sa^ par rapport à 3oa^ * font -^ ; 3a par rapport à ga^ font ^ •
Dune manière analogue à ce qui a été observé au sujet de la division, on peut former le rapport de deux quantités à une seule , mais pas celui d*tme quantité à deux quantités, à moins quelles ne soient pas des expressions algébriques, mais des nombres connus d'unités.
L'auteur termine ce chapitre en caractérisant la diflFérence qui existe entre la division et le rapport , par l'exemple de 20 -. 4. et de 4 . 20 ; il dit que 20 : 4 = 5 rentre dans la catégorie de la division, et 4 : 20 = ^ dans celle du rapport.
i2r*. VJ. EXTRACTION DES RACINES CARREES [j^ù<Â, gj^. fWgV m\).
« La racine carrée d'un nombre quelconque est ce qui , multiplié en luimême, produit le nombre dont on cherche la racine.» L'auteur explique que ce ne sont que les puissances d'un ordre pair qui ont des racines carrées, tandis que les puissances d'un ordre impair n'en ont pas.
1 2 >•. De même , on extrait la racine d'expressions composées de 3 , 5 ou 7 termes, par exemple :
y/tt'-4- 4tt -+- 4 = a H- 2
OÙ l'on prend les racines des deux termes extrêmes.
Pour extraire la racine de a* -+- 4o' -i- loo' h- i au -f- 9 , on prendra d abord les racines de a^ et de 9 , et formera le double produit de lune par lautre ; on le retranchera du terme moyen de l'expression proposée; du reste lia^ on prend la racine 2a et l'ajoute aux deux premières racines ; la somme a' -h ao h- 3 est la racine de l'expression proposée.
\/ha*-^ I — ha
VII. ADDITION {^y
Pour ajouter deux expressions, formées chacune par un seul terme ou par deux ou plusieurs termes de diflFérents ordres, on joint ensemble les termes du même ordre.
Si un terme de Tune des deux expressions n a pas de correspondant dans l'autre expression , on le laisse tel qu'il çtait.
(5o -h 2a') -+- (4o -h- 5) = (5o H- 4a) -+- 2a' -+- 5 == ga -+- 2a* -4- 5. 1 3 r*.
Lorsqu'une des deux expressions contient un terme négatif (^USiU»l ), et que l'autre expression ne contient pas un terme du même ordre, on laisse le terme négatif tel qu'il était; au cas contraire, on le supprime (textuellement : tu le restitues ^jj^^) contre son équivalent pris sur le terme du même ordre.
(8a-+-5a' — 5)-+_(ioH- 5a) = i3o-4- 5a' H- (10 — 5)= 1 3a -4- 5a' -+- 5.
(5a — 3) -4- (5 — 3a) = (5a -4-5) — (3a -4- 3) = (5a — 3a) -f- (5 — 3) = aa H- 2.
(20 — 4oa) -+- (4o — 20a) = 60 — 20a — 4oa.
(200a — 10) -f- (200 — loa) =190-+- 200a — 10a.
Lorsque les deux quantités qu'il s'agit d'additionner n'ont pas le même diviseur, ou qu'elles sont d'un ordre différent, on ne peut pas les additionner, et. il faut, dans le résultat de l'addition, les énoncer séparément; par exemple ;
VIII. SOUSTRACTION [(^jJù
Pour retrancher d*une expression consistant en un seul ou en plusieurs termes une autre expression semblable , on retranche chaque terme de celui qui lui correspond; si im terme de là seconde expression (laiu^b^) na pas de correspondant dans la première («JU kiu>»,<), on le retranche (du reste].
lii^^ (loa-H lo) — (3a-+-4a') = (loo — 3a) -h- lo — 4a* = 70-+- 10 — 4a'.
j aoa ; (0-4- a) j — 1 10a : (0-4- 2)| = (20a — 10a) : (o-H 2) = 10a : (o-H 2).
Lorsque la seconde contient un terme négatif, on ïy supprime et ajoute son équivalent à la première; et lorsqu'un terme de celle-là est plus grand que le terme correspondant de celle-ci, on retranche le plus petit du plus grand et retranche la différence de ce qui reste de cette dernière.
(8a -H 20 -H 2a') — (10a -4- d — a') = j (8a -h- 20-+- 20*) -Ha'| — (10a -h 4) = (8a -H 20 -H 3a*) — (10a -H 4) = (8a -4- 3a*) -H (20 — 4) — 10a = (8a -H 3a* -4- 16) — 10a = (3a*-+- 16) — 20. (200a H- 20) — (20 — 3ooa) = (2 . 200a -H 20) — 20 = 4ooa. lAv'. (20tt' -H- 8a* -4- 5a — 20) — (10a» -4- 10a* -4- 10a — 8)
= I (20a' -H 8a* -4- 5a — 20) -4- 8 j — (loa* -h 10a* -4- 10a) :^ (20a* -4- 8a* -4- 5a — 1 2) — (lOa* -4- loa* -f- 10a) = (aoa* — 10a') -4- (8a* — 10a*) -H (5a — 10a) — 12 = ioa' — 2a* — 5a — 12 = loa' — (2a*-|-5a-4- 12).
IX. RÈGLES ET TH^ORÂlIBS DONT ON A BESOIN DANS LE CALCUL ALGEBRIQUE
A. MULTIPLICATION DES RACINES DES DIFFÉRENTS DEGRES* ( c^Li^^l^ j^ JsiL f^j^)-
y/a. \/6== y/776; 2 \/io = y/2 . 2 . 10 = \/àô\ lyJTô=^\, J . 10
= V^"' 2^/4.1 J\/9 = v^ • V/^ÔÏ == v^i6. 2oi = y/324 .
V^8. ^^ = ^7877^ = ^^/176; 2yJ^8 = vJ^Vl = y764; iv^^vTTTT^ = V^3-*-|-4-J; 2\^.2V^ = v^64.v^TT6 = v^64.2i6.
La racine carrée est désignée par ^j^ s appellent oaCJI «JL« »jUt jLt JL« etc. «racine. i Les racines cube, carré-carrée, etc. «côté du cube, côté du carré-carré.»
V^76.v^8T* = v^i6 . 6i=^\/i2%6 = 6', 2 y/Te = y^î . 2 . 2 . 3 . 16 = ^s/ïbE ; i5v-.
^â.;y/fc = v/â.v/c = y/v/i^» où c est un nombre tel, que y^==iy/6, nombre qu on détermine de la manière qu'on vient de montrer.
\/i,^2'j=y à\/l. 27 ==Yv/i6 . i . 27=y^/64 . 27 ==y v/64 . 27 . 27 ==y^2T6.
B. DIVISION DES RACINES DES DIFFERENTS DEGRES. l6r^
^io:v/â = ^V/{lo.io):(4.4.4)==^V/ioo:64===^\/, _Hi-+-i = V^»;
\/^ par rapport à V^9 = v/i-
G. ADDITION DES RACINES CARREES
v/4-h-v/9 = y2V/4 . 9 -H 4 -H 9 = 5. lOv".
Ici i auteur fait observer que les paragraphes proposés sur le calcul des racines sont destinés seulement à servir au calcul des nombres sourds (^jai\ ^iJi^^l ), parce que, pour les nombres dont on peut extraire la racine (Ai^ycUl il«>s«fti^l), on n'a pas besoin de ces règles. Il remarque encore que les paragraphes précédents sur la multiplication et la division s'appliquent à tous les nombres sourds, tandis que le paragraphe actuel ne s'applique qu'aux nombres semblables (iC^jlûJdt ^tJ^-^^l), c'est-à-dire à des paires de nombres de la forme a,by c .d où a:h = c:d ^ qui jouissent de la propriété de produire un carré lorsqu'on les multiplie l'un par l'autre **.
\/8-Hv/i8 = Y2\/8. i8-h-8-H i8=:\/-24-+-8-f- i8 = v/5o.
\/iS — ^S=^S-¥- 18 --2 y/8. 18 = y/2. »7»*"
* cl J^ J^^ y^ Jù^« wwkft *>Lw «X-i> •* Comparer Euclide,É(^men(5 ^Vll,déf. 21,
JL. JLty oyl^3 o^^3 vjy^j 00.1 çU cl IX, prop. i.
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La preuve de la justesse de ce procédé , c est que (a-f- 6)' = 2a6 -h (a* -h 6*), et que 2 \[^ = 2 y/â . y/p.
Si , au lieu de Tune des deux racines , on a le multiple d une racine , on le remplace par la racine qui lui est égale , et procède comme auparavant.
D. ADDITION DES RACINES SUPERIEURES
= ^3v'^7^-4-3v^583i;-H27-+-8 =^ y^36 -H 54 -t- 27 -H 8 = y^TâS.
Ce procédé ne sapplique qu'à deux nombres jouissant de la propriété que le carré de chacun deux, multiplié par lautre , produit un nombre cube.
= y/3 y/ïTÏÏ -i- 3 v^5832 -+- 2 -+- 54 = V^i8-4-54-l-2-H54== v^Tâs.
= ^(3 v^TTe -H 54) — (3 v^583^ -♦- 2) = y^(i8 -h 54) — (5A -h 2) = v^72 — 56 = \f^.
La démonstration consiste en ce que (a -h 6)* = a' . a -h 6* . 6 -h 3a' . 6 -h 36». a.
18 v*. L auteur explique ce théorème en multipliant tout au long {2 -+- 3) par (2 -h 3)
par (2 -h 3) ; puis il additionne ^2 et ^54 , en formant Texpression v^2 . {v/2)»
-+-V^. (v^)»-+-3^2 . v^. v^ -+-3^54. v^. v^i= 2 -+- 54 -4- 3 vTTTTh
igr». -4-3^/54.54 . 2 OU 2-+-54-+-^27.2.2.54-i-v^27. 2 .54 .54,cequi, dit-il , revient
à ce qu'il a exposé au commencement de ce paragraphe.
E. SOUSTRACTION DES RACINES {(jàJU (gf^ W^»^"^ fr^Li6^l JoUUwl]*.
L'auleur commence par énoncer le théorème (a — 6)* = {a'-+-6*) — lah; il en donne l'exemple (3 — a)» = (9 -h 4) — (6 -4- 6) ; puis il explique que, pour for-
mer le cube (v»*^ u' *^^j' '^' ) ^® (3 — a)» il faut multiplier le résultat précédemment obtenu , à savoir {9 -4- 4) — (6 -h 6) , encore une fois par (3 — 2). Après avoir terminé cette opération, il en fait lapplication à la construction igv'. de v^ — ^2 , en formant de la manière suivante Texpression qui se trouve sous le signe radical :
= (54 -H 3 v^ïTÏÏ) — ( 2 -*- 3 v^583a).
X. THÉORÈMES UTILES DANS LA RESOLUTION DES PROBLÈMES AU MOYEN DE L*ALGÈBRE** 30 r*.
lO . lO -h- lO 1 . lO
Théorème. i-+-2-h3-»-4-i- — -+-io = — '■ ' , ou bien = (i -*- lo)
Si on prend les termes de la suite des nombres naturels de deux en deux, la somme sera encore égale à la sonmie du premier et du dernier terme , multipliée par la moitié du nombre des termes ***.
L'auteur démontre ces procédés en expliquant que chaque nombre est la moitié de la somme de deux nombres pris à distances égales de chaque côté de ce nombre; que dans la suite iH-2-+-3H-...H-io,en ajoutant chaque to v'
* On areiiianpé,saiisdoate,qiieraateara s'eipUqoe par Temploi qa*AlkariJii lait des traité ce sujet déjà dans les deux paragn^bes théorèmes de ce chapitre, dans les proïAkmeA précédents; anasi ne dimne't-il dans celui-ci qui se trouvent au commencement de la II* secrien d*essenti^ement nouveau. tion de son recueil.
Ce cfai^itre traite de la sommation de '" aJ| 3y^UI ^juJ[ (^^^'
différentes suites. Le titre que fauteur lui donne
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nombre au nombre correspondant à partir des deux extrémités, on obtient la somme 1 1 cinq fois, c est-à-dire la moitié de fois du nombre de termes. Il fait observer que cela vaut également pour les suites dont la différence constante (»ôl»^I) n'est pas f unité.
Pour déterminer la somme des 20 premiers tenues de la suite
H7-f-ii-f-i5-H
on trouve d abord le dernier ternie = 1 9 . 4 h- 3 = 79 , puis on forme l'expression
(79 "^ ^) "T "^ ^^° » ^® ^* ^^* ^^ somme demandée.
Trouver la somme des nombres pairs ou impairs depuis 1 jusqu'à 1 o revient à trouver la somme des 5 premiers termes de la suite qui a pour différence constante 2 , et pour premier terme 2 ou 1 respectivement.
Théorème. 1 -+-2» -+-3* -4- ...-+- 10* = (1 -4- 10) . 10 (^-+-i) = no. 3^ = 385, ou bien ={i-f- 2 -+-3 -+-...-+- 10) (|. 10-f-j).
L'auteur avoue qu'il n'a pas réussi à trouver la démonstration de ce théorème, et qu'il a seulement observé qu'on obtient toujours
21 v°. (1 -4- 2' -H 3*-+- -f-n*) : (1 H-2 -h3-H . . . -f-ii) = |n-f-|.
Mais il promet d'en donner un autre qu'il démontrera et qui sera fondé sur le théorème que voici :
5«_hA .6-f-3.7 -H... -4-1 .9 = 5»— ii*-+-2»-H3*-f-... -f-{5— i)*|
L'auteur démontre ce dernier théorème en expliquant que [a — n) (o-f-n) 2 2 v\ = a* — II'. Puis il trouve la somme de la suite 1 -h 2* -h 3' -+-... -f- 10* en formant successivement les expressions
|(i -H 10) r^\ . io = 55o,
C'est-à-dire (i«-f-2»-4- . . -Hio') = (i*-f- a*-f- 3«-f- . . . -f- 9*-+- io*)-h(i .9
===. (1 -H 2 -f- 3 -H. ..-f-io).io — [2(1.9 -+-2.8-f-3.7-f-4.6).2-f-5.5
-f-2 .8-H. . . H-4.C-f-5') — 5'j. = (l'-f- 2'-i-... -f- io')-f-2Ji .9-H2.8
On voit aisément comment l'auteur a été con- -H. . . -H 4 . 6 -f- 5* j — 5*,
duil à ce théorème. On a donc i* -h- 2* -f- 3* -+-. . . -f- 1 o* = (1 -+- j
(i _4_2 -4-3-+-. . . -H 10) . 10 -H 3 H-. . .-+-10) .10 — ja .(1 . 9-+- 2. 8
.j(<y^3j-4-S(S-f.2)-f-9(9-Hi) La détermination de la somme de la Suite des
-H 10 . 10 nombres carrés au moyen de ce théorème a
Théorème, 6.5-+-7.4-»-8.3-f-...=6.5.5 — |i.2-f-2.3-+-...-+-4.5j
= 6.5. 5 — |(i -+- 2 -H. . . -f- 5)1(5 — »)! = *5o — 4o= 1 lo.
L'auteur démontre ce théorème en expliquant que
|(a-f-i)-4-nt . jfl — n\ = (a-h i)a — n(n-Hi).
Théorème, i.2-H2.3-f-3.4-+-...-H9.io = (i-H2H-3-H/4-4-...H-io)(3.io — |) 22 v*.
Théorème,
i*-H 2'-+-3*-f-. . . -+- io' = (i -f-2-f-3-f-. . . -H 10)'.
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DEMONSTRATION
(i-+-2-t-3-H. . .-Hio) = 55 = 45-Hio,
En continuant ainsi on vérifie le théorème. Et de même, on a 23 r° dans la figure ci-contre :
DE -H EA -f- EB = 6*,
à savoir, EA = 6,6, DE = EB==6. 15 = 90, EA-f-DE-+-EB= 216.
La raison de cela c'est que
et que
C'est ainsi qu'on a
KZ -H ZE -f- ZF = iCL\ LH -H HZ -H HS = Lm\ MT -+- TH -h TN = Mx\
l*air d^un cercle , mais elle ne Test pas; car pour trouver la somme des carres jusqu à 1 o', l'auteur ne suppose connue , dans son théorème auxiliaire, que la somme des carrés jusqu'à 4'; c*est une espèce de formule de réduction. Quant à la démonstration du théorème actuel promise par l'auteur, il faut croire qu'il la réservait à son commentaire.
* Voici comment Tauteur est probablement arrivé à ce théorème. 11 avait
-+-. . . -+- {lO* — 10)
— (i-H2-»-3-^.. .-Hio) |(îio-|-{) — 1|.
XT -4- IT -H IW = XÔ\ enfin IC = ÔcT; donc AC==i'-i-2»-i-3'-h...-h6\ c. q. f. d.
Théorème. (i.3-i-3.5-f-. .. -4-7 .9) -i-(« . 4^4.6-4-. . . -i-8. lo)
^àr\ = (, -+- , -H 3 H-. . . -+- .0) . (^-^~ 1 î) -H I
Démonstration : (i.3-i-3.5H-...H-7.9)-i-(a.4-+-4.6^...-+-8.io)
= (3' — a .3-t-5* — a. 5 4-. ..4.9» — j .9) + (4' — , .4-^.6* — a .6-h. .. 4- 10* — 2 . 10) = (3«-h-4'-+-5«-i-... -h-io') — a(3-h-4-h-5-i-. .. -h- 10);
mais 55 (-^ ifj =(t*-h-a*-H. . . -H 10*) — 2(1 -l-a-+-3H-. .. -H 10)
et !*-+- a* — a(i H- ï) = — 1, ce qui fait qu'il faut ajouter 1 au produit
Théorème. 1 .a.3-i-2.3.4-i-3.4.5-f-...-+-8.9.io
OU bien = 45 . 44 = 1980.
24v*. La raison de cela cest que (#1— i;ii («-+- i) = n* — ».
XI. TH^Rl&MES DONT LA CONNAISSANCE SERT X R^ODDRB LES DIFFICULTES
l'auteur ajoute que ce théorème s*appelle it^Um « l'égalité ^. n
* A savoir, Tégalité double, puisque c est sur trouve-i-on en plusieurs endroits de ce recoeii celte formule qu est fondée la résolution de Té- de problèmes, cette dernière eipresaion en en* galilé double à la manière de Dic^hante. Aussi tier iUâII iLLhlf*
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am-\-bm-hcm-\-.,. =^=(aH-fc-*-c-f-...)ïii.
afc-h-fo — j OU afc-f-f 6j =f j ;
l' auteur fait obsei'ver que ce théorème est donné implicitement parEuclide *. 25 \".
(may -H o' ifc 2 (ma) . o sont des nombres carrés;
l'auteur ajoute que ce théorème est fondé sur la proposition d'Euclide, a6i". Éléments, II, 4.
o"-H(aa-+- i) et a* — (la — i) sont des nombres carrés.
En supposant
( j H- « et ( j — a sont des nombres carrés , à savoir»
XII. DES six PROBLÈMES
L auteur explique que le but de lalgèbre cest la détermination des inconnues au moyen de prémisses connues; quon nomme le sujet (J^^l) du problème « chose , » et qu'on le soumet aux opérations enseignées dans les chapitres précédents de ce traité , conformément à ce qu'en porte i énoncé du problème; après quoi on procède ^vljj^s»- et à la *kjUU. L'auteur définit 27 r°. ces termes de la manière suivante :
« Le à^ahr c'est qu'on trouve des termes négatifs dans les deux aggrégats opposés l'un à l'autre , ou dans l'un d'eux , qu'on les restitue par leurs équivalents, et qu'on ajoute à l'autre aggrégat l'équivalent des quantités au moyen
* ^ouÈUmetiis, II, 5. — ** ^f .ij^ ^o^ «tX*-* ^ù^
desquelles on a restitué laggrégat opposé *, afin que l'égalité des deux aggrégats soit conservée; puis quon retranche les quantités égales du même ordre des deux côtés d'une manière égale. »
« La mokâbalah c est qu on obtient "* un aggrégat, formé par un seul terme ou par deux termes (d'ordres différents), qui est égal à un autre aggrégat dun terme ou de deux termes, par exemple : Des choses sont égales à un nombre , et : Des choses sont égales à des carrés , et : Des carrés sont égaux à un nombre. Ces trois espèces sont appelées les équations simples [^\2tjÀX\ ) , parce qu'un seul terme simple est égalé à un seul terme simple. Lorsque deux termes (d'ordres différents) sont égalés à un seul terme (le problème) s'appelle composé ((^^J^Ji^); il y en a trois cas. »
Note, La suppression des quantités égales qui se trouvent dans les deux membres de l'équation , est ce que les algébristes arabes désignent ordinairement par le nom de mokâbalah ***; elle est comprise ici dans l'opération du djabr, et la mokâbalah n'est ici que l'action d'opposer l'un à fautre , en les égalant, les deux membres de l'équation. Aussi, dans le cours de l'ouvrage , la suppression des quantités égales est désignée souvent séparément par les expressions iuMiWvJlI ^U«w^l ^UIIouiLS^jUmj^dUill ^UJ^, mais jamais par le terme mokâbalah.
A. PROBLÈMES SIMPLES
] QJC = ..... . X = — •
A ax^ ^=hx x = - •
L'auteur fait observer qu'une des opérations essentielles de l'algèbre (XioUU^ jifatt ^jj;-û) est la réduction des carrés à un seul carré. Cette opération s'appelle :^l lorsque le nombre des carrés est plus grand que l'unité, et Jbb^l lorsqu'il est une fraction de l'unité.
ax' = h
* L*algébri8te arabe considère les termes né- leçon véritable est judcf « tu trouves » comme
gatifs qui se trouvent dans un aggrégat de dans la définition du djabr. termes, comme une lacune quMl faut combler, *** Voir Rosen, The Algehra of Mohammed
pour restituer (yo^) Tintégrité de Taggrégat. Ben Musa, pag. 177-186.
" Le ms. porte ^^^ « il vient » ; peut-être la
B. PROBLÈMES COMPOSES
Il, ax^ -\- bx = V.
OU bien ^ "^ 1 v/ (~ ) "^ ^'^ ! • "*
Pour obtenir directement le carré de l'inconnue, on ramènera d abord 29 v'. l'équation à la forme x^-^hx = c, et Ton aura
-'-'i+'^-sjQ'^'"^-
Démonstration de la résolution lorsque Téquation renferme un seul carré complet. Qu'on ait à résoudre l'équation a^'-H iox = 39'.
C B D A Posons BC = .c, AB= 10, et prenons le
""'""""""'^~"""~""""""""""'""~"" point milieu D de AB. Conformément
à la proposition connue d'Euclide **, on aura AC.CB-f-DB =DC ; mais 3or'. AC.BC= (a;-+- io)x = 39 et DB = 5; conséquemment , 64=DC et y/64 = DC, ou 8 := 5 -4- BC ; il reste donc 3 = BC = x.
Démonstration de la résolution sans réduction préalable des carrés à un seul carré. 1" Que l'équation proposée soit 3«*-H6a?= 24.
A Posons BC = 3a: , AB = 6, prenons le point
milieu S de AB, faisons GD = BG, et divi-
T sons CD en E et H, de sorte que chacune
j des parties soit = a?; enfin menons ET» HI
parallèles à BC. On aura AE = AC . CE = 3ar*
-f- 6« = 24 , donc AD = 72 ; mais AD = AC . CD 3o v*.
* Je fais observer que cette équation se trouve ma traduction) et chez Fibonacci (dans Libri,
aYee les mêmes coefficients dans Talgèbre de Hut, des sciences mathématiques en Italie, t. If,
Mohammed Ben Moûçà (p. 8 et 1 3 de la trad. p. 359). de Bosen) , dans Talgèbre d'Alkayyâmi (p. 1 7 de ** Eléments, 11,6.
= AC . BC ; en même temps SB = 9. Donc AC . BC -♦- SB = 81 . Conséquemment se = y/87 = 9. Mais se = BC -H SB = BC -+- 3. Donc 6 = BC = 3a:, donc x = 2.
ir".
2° Le carré étant incomplet , comme dans Téquation Ja:* -f- aa? = 6, on pose ç g ^ AB = ia:, BD=2, Al = ar. Faisons AS==AB = ^AI, me-
' ' nons ST parallèle à AO , et prenons le point milieu
C de BD. On aura AZ = AD. AI = (iar-+- 2) a? = ia;* -h 2j:
S =6,etSD = ^AZ = 3.MaisSD = AS. AD==AB. AD;donc AB . AD --- 3. Et DA . AB -h- BC == AC ; conséquemment AC =3-4-1=4 et AC = 2 ; mais BC == i , donc AB -- 1
et ir =^ 2 .
Démonstration de la résolution qui donne directement le carré de Tinconnue.
L'équation proposée étant a:*-f- ioa? = 39 , posons CD = a^, DE = 10a?, de sorte que CE = 39. Faisons AD = DE et complétons le carré BD;la mesure de sa surface sera looa;'. Faisons le rectangle CT=BD. On aura, parce que CD == x", DT = 1 00. Donc CI = CE . TD == 3900 , et conséquemment aussi TB == 3900. Mais TB == IB . AB = IB . EB. Prenons le point milieu S de lE. On aura IB . EB -h Es'
= BS' ou 3900 -+- aSoo = BS . Donc BS = y/64oo = 80. Con- 3,v». séquemment DE -f- ES = 80 ; mais ES — 5o, doncDE==3o. Or, on avaitCE = 39, conséquemment CD = 9 , ou a;' = 9.
Résolution à la manière de Diophante
L'équation proposée étant a?»-H ioa:==39, on cherche un nombre qui, ajouté à a:* -4- loar» produit un nombre carré. On n'en trouve d'autre que aS, et l'on aura ar' -h 1 ox -h 25 ou (a: -h 5)* = 39 -4- 25 =- 64 , donc ar -+- 5 = \Jh = 8 et
ax^ -\- c ==bx.
Lorsqu'on ne peut pas retrancher - de ij-j , le problème est absurde; et 3
lorsque -= U-j on a ^ = î--
Sans réduction du nombrç des carrés, on aura
ar
= JU ± t /(-l — ac } :a.
Pour obtenir directement le carré de l'inconnue , Téquation proposée étant Sav" x--hc = hx ^ on a
--tT^©'--'-
Suivent quatre démonstrations absolument analogues à celles proposées ci- 32 v'-
dessus pour l'équation ax^-^- bx = c^ et qui n'offrent rien de remarquable, si ce n'est que l'auteur ne démontre jamais que l'un des deux cas de la formule , à savoir, le second. J'analyserai ces démonstrations ci-dessous.
Note, Dans le recueil de problèmes, les problèmes qui dépendent d'une équation du second degré, appartiennent en majeure partie à cette espèce. Il n'y a que trois problèmes , à savoir, III , 8 , i o , 1 8 , où l'auteur énonce formellement les deux solutions. Si cependant, dans tous les autres problèmes de cette espèce , l'auteiir ne donne qu'une seule des deux solutions , ce n'est pas toujours qu'il ait simplement négligé l'autre. Dans les problèmes II, 4o, 49-, III, 11, i4, i5, 16, 19; IV, i5, 25, il s'agit de trouver les valeurs de deux inconnues, et la seconde solution de l'équation du second degré aurait conduit à une valeur négative pour l'une de ces inconnues. Dans les problèmes II, 19, 3A; III, 21, on part d'une relation algébrique renfermant un radical , et la seconde solution de l'équation du second degré correspond au cas du problème qu'on aurait obtenu en donnant à ce radical le signe opposé. Au contraire , dans les problèmes II , 1 1 , 4A ; III, 12, 1 3 ; IV, 20, la seconde solution négligée aurait également bien satisfait à la question proposée.
Résolution à la manière de Diophante. 34 r".
Pour résoudre l'équation a?'-*- 21 = io«*, on cherche un nombre carré tel
' Comparer, relativement à ces coefficients, Talgèbre de Mohammed Ben Moûçâ, p. 1 1 et 16 de la traduction de Rosen.
que si on retranche de [x* plus] ce nombre i ox, il résulte un nombre carré. Posons ce carré égal à (jr — 5)' ou égal à (5 — x)\ ce qui donne a?' -+-25 — loa == a?' -+- 25 — ( j?* -H 2 •) = 4 ; donc 5 — xouar — 5 = y/4 = 2,et conséquemment
x = 3, ou j?=^7.
34 v". 6. bx-h c = ax^^
Pour obtenir directement le carré de Tinconnue , l'équation proposée étant
«*= fcj7-f-C,
on a
35^0. Suivent quatre démonstrations analogues à celles proposées relativement
^^'''* aux deux espèces précédentes.
Note. Je n ai pas reproduit ci-dessus les démonstrations relatives aux deux dernières espèces des équations du second degré. L'auteur y procède d'une manière spéciale qui, rendue avec exactitude, aurait empêché de voir quelle est proprement la marche suivie par lui. C'est pourquoi je vais proposer ces démonstrations sous une forme plus générale qui permettra de reconnaître la méthode de l'auteur, en faisant ressortir le parallélisme de ces constructions.
ou
ou
donc
x^ -^bx== c, AC . BC -+- BD* = CD*,
OU
(ax
ax* -H bx = c.
AC.BC-f-BD =CD,
donc *^|Y/"-''"^(â) ""ip"*-
ax
\(ur
Seulement, au lieu de dire directement que
AC . BC= (ax -h- h) , ax= \(ax-\~b) , x\ , a = c , a,
1 auteur arrive à ce résultat par une considération géométrique , en construisant d'abord un rectangle AN = (aa?-Hfc) .a? = c, puis un rectangle AM égal à a fois AN et égal aussi à AC . BC , de sorte que AC . BC = ac.
L auteur distingue, pour chacune des trois espèces, le cas de a fractionnaire, par une démonstration particulière; mais cela ne change, en effet, que la figure, en ce que AM sera une partie de AN, tandis que dans la figure actuelle, AN est une partie de AM.
Posons FE = X*, EB = fc X , .
EG = carré EC = 6 V.
On aura FB = c , FG = b\
et AC . BC = AH = AF = fc» . c.
Mais AC . BC -H Bd' = CD ;
bx
bx{
donc y^'^-^-(7)' = CD =
BD-+-BC = BD-i-(BF — FE)==:--i-c — a;";
conséquemment
fc'
IX
et
(h — ax] . ax = ac\
donc
"H^-VGy-H="'
Et pour démontrer que AC . BC == ac , lauteur construit d abord CN = ( fc — ax) x = c , puis CM = o . CN et = AC . BC.
bx.
Posons FE = X*, FB = c, EG = carré EC.
On aura BE = 6a?, CE = fcV, FG = 6', et AC . BC = AH = AF == fc* . c.
Mais AC . BC -f- Cd' = BD*;
fc»
bx hx
donc i/(~y — fc»c = CD = BD — BC = BD — (BF-f-FE)=^ — c — x», conséquemment ^' = 7 — ^ — y ( 7 ) — '''^*
ou
donc
AC . BC -H BD* = Cd',
(,-«fc),^Q'=(,_^y, ou c-f-Q'^.-^)';
OU
et
donc
AC . BC -+- BD == CD
donc xj t'c -nf^y =-^ CD = BC — BD =^ ( FE — BF) — BD
conséquemment
yAv7(5'.
Xin. EQUATIONS DES DEGRES SUPERIEURS.
L'auteur fait d abord observer que le nombre des problèmes algébriques est illimité; puis il donne les règles suivantes :
1. Lorsqu'on a (une équation à) trois termes de degrés quelconques*, mais tels que (abstraction faite des coefficients) ces termes soient en proportion continue, on réduit d'abord tous les termes, de sorte que le terme de l'ordre le plus élevé (iUj; ^j\ ^ is^^) ait pour coefficient l'unité. Puis Sôv" on prend le carré de la moitié (du coefficient) du terme (du degré) moyen [àiAm\^\), Lorsque ce terme ne forme pas à lui seul un membre de l'équation, on ajoute le susdit carré au nombre, et prend la racine de la somme. On retranche de cette racine la moitié du terme moyen , lorsque ce terme
L'auteur sous-entend , sans le dire, que Tun des trois termes soit constant. Dans ce paragraphe , il résout directement les trois équations :
Y 4a a 2tt
Y 4tt' a 2a
h fh* 7
Dans le second paragraphe, Tauteur explique que cette résolution de l'équation aa?^ -4- hx' -\- c = o, n'est, en effet, autre chose que celle de l'équation du second degré aa^ -4- fcj? -+- c = o. Enfin , dans le 3* paragraphe , il ramène la résolution de l'équation aar *'"*-' -f- fcx '' "^ ' -4- ex ' =^ o à celle de Téquation aar'-+-6af-4-c = o.
se trouve ensemble avec le terme du degré le plus élevé; on ajoute la racine à la moitié du terme moyen , lorsque ce terme se trouve ensemble avec le terme du degré le moins élevé (âa3; ^^I ). Il résulte une unité du degré du terme moyen. Lorsque le terme du degré moyen se trouve seid dans un membre de 1 équation, on prend le carré de la moitié (de son coefficient], et retranche de ce carré le (coefficient du) terme de Tordre le moins élevé; puis on ajoute la racine de la différence à la moitié ( du coefficient) du terme 37 r'. moyen , ou on l'en retranche. Exemples : a*~^bs^= 1 a6 ;«;•-+- a 4 = 1 o«*; a;*= 2x*-f-8.
2. Lorsqu'on a trois termes de degrés quelconques, dont deux (ensemble) sont égaux au troisième , qu'on peut mettre le terme moyen à la place de la racine, et le terme du degré le plus élevé à la place du carré, en laissant le nombre tel qu'il est : alors les rè^es données ci-dessus (chapitre xii) s'appliquent sans aucune difficulté, si ce n'est que la racine obtenue est en vérité une unité du degré qui était celui du terme moyen avant la transformation ( J^). Par exemple , l'équation proposée étant «• = 3«* -h 4o , on résout x' = 3x-\' 40. Le critérium de la possibilité de la transformation , c'est que le terme moyen multiplié en lui-même soit (d'un degré) égal au (degré du) produit de l'un des deux autres termes par l'autre.
3. Lorsqu'on a (une équation à) trois termes dont celui de l'ordre le moins élevé (n'est pas un nombre simple, mais) est formé par des carrés, ou par une autre puissance, et que ces termes sont en proportion continue, alors on divise tous les termes par la quantité qui réduit le terme le moins élevé au nombre simple. Exemple : l'équation proposée étant x'=rha^-^ca^,
37V*. on divise para?*, et l'on obtient x^ = bx*-hc\ on transforme cette dernière équation dans la suivante x» = fc jr -»- c , ce qu'on résout suivant les règles données.
XrV. DE L»ANALySE INDETERMINEE [^)jXLm^] jS^).
nVistikrâ dans le calcul, c'est qu'on vous propose un aggrégat formé par un , par deux ou par trois termes de degrés consécutifs , que cet aggrégat n'est pas un carré suivant les expressions de l'énoncé, mais qu'on sous -entend que c'est un can*é et que vous désirez en connaître la racine *. »
• »X^ JJ^ Sjj- (jl 4-)LJ j *fyu*-ifl ^\sX\ j Oj^j -^' "^ J^ ^ *^
Exemple : x'-^-àx^y. En vertu du chapitre sur {extraction des racines, on sait qu'on ne peut pas extraire la racine de a^-hias\ on sait en môme temps que cette racine doit être ce qui , multiplié en lui-même , peut être égalé (J^Ub yl (j^ï) à j;*-4-4x, de telle sorte qu'après la restitution des quantités négatives et après la suppression des choses homogènes [yA «>^ XMôl^m ^Uû^l ^Ull^) *, le problème se réduise à une égalité entre un seul terme et un seul terme, telle que aj; = fc, ou o«* = t«, ou aa;* = t«*. Dans l'exemple actuel, on posera j^=2a?, donc jp* -h 4ar = 4«', ce qui donne, après l'emploi des opérations algébriques ,«=>?, donc ar*-h4« = (i-hïH-f)-f-l5-Hî) = 7^, ce dont la racine est 2|. 38 r*.
Les problèmes de ce genre admettent une pluralité de solutions. Ainsi on peut, dans l'exemple actuel, poser y = nx*\ ou ^ = j?— i , ou^ = ^ — n. En prenant7 = j: — i , on aura a?»-4- àa? = ic'-H i — sa?, donc x = ;, et jj« -4- 4^1? = fj. On obtient ici la solution, parce que des trois termes qui résultent de la multiplication (deo;— 1 en lui-même), un terme est supprimé comme se trouvant également dans les deux membres.
Il faut prendre garde, en choisissant la racine [y] par tâtonnement (^I^JûLm^L) , de ne pas la prendre de manière qu'après lapplication des opérations algébriques, on arrive à une égalité entre un terme et un autre terme dont les degrés ne se suivent pas immédiatement, ni de manière qu'on arrive à une égalité entre un terme et deux termes, comme si, par exemple, on arrivait aux équations ^=10, a^-4- 2^=^ 10.
Lorsque l'expression proposée est composée de trois termes , il est nécessaire que le terme des carrés, ou le nombre, soit, pris isolément, un carré positif, non pas négatif, afin que, lor$qu*on multiplie la racine (y) par elle- 3S^. même, il puisse résulter un terme égal, soit aux carré» ^ soit au nombre, et qu'on puisse supprimer ce terme dans les deux membres.
Exemple : Ax^-i- 1 6^-1-9=/. On pose 7 = «j? — «, en prenant n de sorte que Ji*r>9. Posons, par exemple, / = 2x — 5; on aura y^-kx^-^i^^ — «oj? = 4x^-1- i6x -1-9, donc 3Gj;= 16. On a posé devuc x pour obtenir, en multipliant j en lui-même, quatre x*^ afin qu on pui§se supprimer kx* dans les deux membres^ et qu^on arrive à une égalité entre des choses et un nombre.
On peut aussi poser / = 3 — «x. en choisissant n de telle sorte que «*>^ 4*
* Goiii|Uirer ckapiilrf u% , p. 63 <?< <)4. — " 1>iUi«Jleii»4'jii . un* <|uiujiljté ijut^ieourtju*' 4e dU^Mie»
- 3 — le ; on aura / = gjf -h 9
Posons, par exemple , _y =^ 3 — ix-, on aura y ^ gjf -h 9 — i8x^4a^-t-i6j-i-9, donc 5*" = 34t.
Exemples d'expressions dont on nepeutpastrouveria racine : lox — (x'+i).
Exemples de cas résolubles : i^' >+- 1 œ, i o-e — ii*. ïi' — 1 o« ; car en posant 391'. j. = jx, on obtiendra la solution.
En terminant ce chapitre , l'auteur s'exprime de la manière suivante ; «Ceci doit suffiri; en cet endroit; mais. t^Rrliiiiiemeiit , je forai menfioii. dans le commentaire de mon ouvrage , de ce qui concerne les cubes , Irï. carré-carrés, et les ordres suivants. J'ai aussi composé un ouvrage qui traitp. d'une manière développée , de la méthode de ïistilirâ en particulier *'. »
XV. CAS PABTIClîLIEIlS DE l,A REOUCTrflN DES CABHKS
Lorsqu'on veut réduire .'i^-y'ô à l'unité*"', on cherchera le nombre qui, multiplié en 3 -H \/& , produit l'unité. On posera ic [ 3 -h \/5) = 1 , ou 3i -t- </bx' = 1 , donc Si' = ( 1 — 3x)' = I ■+- yj;' — Gj. On appliquera les opérations algébriques , et résoudra l'équation. La valeur trouvée pour x est le nombre par lequel il faut multiplier 3-t-^ï pour obtenir l'unité. On procédera d'une manière analogue, lorsque le coediciont du carré est fractionnaire, comme dans les fxpressions suivantes ; ij'^y'ej', ;-t'-H\/5.r'-
■" A savoir lorsque, en nimenant i'énonei':
il'iiiL |>rl)bl^nlpà .sou eï|ire(Bloii algébrique, ou uiriïc A une équation telle que ix' -k-^bx' = bx H- c, et (ju'oii dfsire réduire ceHc éqiialioii â la fiiimi' cHuouiqiie i' =^ inx H- n.
■ Les dtux iireuiferes eipressions ne pciivenl réellcuieat pas avoir <lc raciTics ralionnelles, parce que les formulta ôt* ^ u' et 5C -(- a«' ne pouvant pas ^Irc des carrés. Au conlnire, 1 oa — 4^' — 5 pDul devenir un cari'é , ce qu'où voit en posoni a: = 7, ou a =^= 3 ; cl l'aiilcur liiimfnie rèsoiil des eupressinns dp ce yuire. nin^i que je l'ai l'nil remarquer ei-dessus p. H n .A.
PREMIÈRE SECTION
H h- 4 == ao.
arH--H-5
fyj 2|2(2jr — 10) — 10 1 — 10=^^0.
= lO.
ar= 12.
[il] X ,x=^ kx,
X » "tX —— •• .
Air". ar=y/6Î=2^.
(l/i) j:=3./, a?.^=ioo.
3/=ioo, ^==V^33Ï.
On pose x = Xi^;
donc ^Ti' == Ax, , a?i' = 1 6 = a:, y/a; = 4.
(16) j;H-JV=«0, x=:3j'\
(17) a;H-^=io, j;— ^=y.
7«=io; z=i|,j=2|, j;=5f.
/iiv". (19) x-Hj'= 10, 2j:h-4=^".
(20) rH-j'-l-5-f-f=- 10, ^='^» -^^3' '""4
* Comparer Diophanle , I, 2. — ** Comparer Diophante, 1,3.
lo; x = ^,y = j^, 2-
sa» * * s»» ' ^
7sa
(21) Un serviteur reçoit comme salaire dun mois (de 3o jours) l\o dirhems et tme bague , la bague représentant le salaire de 5 jours; quel est le prix (.t) de la bague?
[22) S'il reçoit comme salaire dun mois Ixo dirhems, une bague et un vêtement, ceux-ci représentant le salaire de 3 et de 6 jours respectivement; quel est le prix [x) de la bague, et celui [ix) du vêtement?
Aîi'
(a 5) Posons
^3 4 ^ Iv 3
^ = 3n *, disons =3;
ixH-i = 2-|--, aî=2.
Posons on aura
Aï»'
Posons
y = gn , dlsODS = 9 ;
on aura
* Textneilement : • nn nombre quelconque qui a un tien. 1
L*auteur ajoute : « et si Ton veut , on prendra le triple de chacune des deux quantités, afin de ne pas y avoir de fractions. » On aura donc
Posons x = 3n , disons = 3 ;
43i^onaura a-t- -^ ^ =j^i— - ^ ^y=x\,
Posons X égal à un nombre quelconque n et r = n -h 4. Ou bien posons y égal à un nombre quelconque, disons j^ ==10;
on aura j;-f-2 = 8, x = 6.
(3 Cl) x-h 1 = 2y,
Posons
on aura ^ = » i
Posons J = A ;
on aura kx — 4 = 5, a?= 2!
43v". (32) x-\-i = iy, j)'-f-i=3x.
•^=('îb'' ^ = 3>''
mais j'-+-^= !' j)7 n'est pas égal à 2^== (5J)j;le problème n admet donc pas de solution*.
44 r*. Ce problème n admet pas de solution **.
' Voir ci-dessus, p. 11. — ** Ibidem, On a x == o ou ^ quelconque.
(35) a: -+- 3 = I or, J -H a = ^•
T-i- 3 = loj?' — 20; J'= 2 j, j = J.
(36) X j'=2, Jf.jr==20.
L auteur en fait la preuve ( ^^L^JO»! ) en multipliant (y/77 — i) par (y/77 -+- 1 ), ce qui donne, en effet, 20.
Ay = 1 6 ; y = y/4 = 2 , x = 8.
(38) Un lingot dor, pesant 5 mithkâl, contient de lor à 3o dirhems le dinar, et à 26 dirhems le dinar; la valeur du lingot est de 120 dirhems; combien d'or contient-il de chaque sorte ?
Posons X le poids de Tor à 3o dirhems ; on aura
3ojî H- 2 5 (5 — j?) = 1 20.
Mais cela devient absurde, à moins quon ne remplace 1 20 par 1 4o. Alors on aura
j:=3 mithkâl, et le reste 2 mithkâl.
Posons - == «I ;
on aura x, -+- -^ -f- -i = 1 o , .r, = 417; A5 t\
donc l^^Tï' l^^^'' Ix^^'^'
[ko] ^ ^ =,0.
Posons
on aura 2ar, -|-(i Jja?, -f-a:, = lo, ar, = 2j;
[lx\) 7 H 1 =10.
Prenons un nombre divisible par 4 , 9 , 10, disons 1 80 , et posons 7 = -7-*i == 45 X| etc. ; on aura
45xi H- aox, -H i8x, = 10, T, = ^;
JH J =20; j=i6^, ^=»4i^.
(43) a?H-^-+-5 = 20, jr-i---f-6 = 20.
[Ixlx) Dune quantité de dattes \ reviennent au propriétaire et \ au cultivateur; le maître reçoit 7 djarib 5 kafîz de plus que le cultivateur. Quelle est la quantité totale [x) des dattes?
Ja?=i4d. 10 k., |j?=2i d. i5k.
(45) De 100 djarîb \ reviennent au propriétaire et \ au cultivateur. Le cultivateur en prend une certaine quantité (x), et le propriétaire le reste; puis le cultivateur rend au propriétaire \ de ce qu'il a pris, et le propriétaire rend au cultivateur \ de ce qu'il a pris, après quoi chacun a ce qui lui est dû. Qu est-ce que chacun avait pris d'abord?
^gv« On a X — - H — = 4o, ou bien 100 — x h - = 60;
l'un et l'autre donnent j? == 36 ^ .
Suit la preuve.
(46) Les mêmes choses étant supposées, le cultivateur rend 5 djarib au propriétaire, après quoi chacun a ce qui lui est dû. Combien (j;) le cultivateur avait il pris?
(47) De 100 dirhems ii revient à iun de deux hommes 3o dirhems, à l'autre 70 dirhems. Le premier en prend une certaine quantité (x), et l'autre le reste; puis le premier rend un tiers de ce qu'il a pris, et le second un quart de ce qu'il a pris. De la somme des deux quantités rendues, le premier prend un tiers et le second le reste. Alors chacun a ce qui lui est dû.
Un aura ^"3"^ 3 = 3o; a? = 3ij. '
Suit la preuve.
(48) Il reste de la nuit (de 1 2 heures) \ de ce [x] qui en est passé, et \ de ce qui en reste *.
On aura ar -+- - = 1 a ;
donc a? = 8 heures.
(49) Il reste de la nuit \ de ce qui en est passé, et \ de ce [x) qui en 47V*. reste **.
On aura 12 — x = Z\x', /r = 2J|.
Suit la preuve.
(50) arn- (ar-h i) -+- (a?-h 2) -f- (j; -h 3) -f- (a? -H 4) = 5o.
(51) xH-(a:-+-2) -H (a:H- A)-l-. . . -l-(a;-h 18) = lOO. 48 r».
DEUXIÈME SECTION
(1) i -h 2 -h3-i-. . . -Haj = aïo.
=3 10; j? = ao.
(2) 3 -<_ 5 _^- 7 -+-.. . . (x termes) = 255.
(3-ht(^— i).aH-3|)^=a55,
* G>mparer les épigrammes n** 9 et 33-35, Diophante, ëdit. de Bachet, p. 353 et 365-366. ■ " Ibidem.
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i^ >*• (3) I -(- 3 -t- 3 -H. . . = io fois le nombre des termes.
I I- = lar; x=\^.
[k) i-»-2H-3^..- (x termes) -hl
-i-2-Ki-4-6H-. .- (x termes]
Iix-è- Jj -== i65; jp=io
(5) De deux messagers partis en même temps, le premier fait lo parasanges chaque jour, le second successivement i , 2 , 3 parasanges , etc. En combien de jours atteindra-t-il le premier?
4j^r*, iH- 1-4-3 H- -HJF= lor; JF= 19.
(6) Si le premier fait 1 1 parasanges chaque jour, étant parti 5 jours avant le second , quand sera-t-il atteint par celui-ci?
= llJF-»-55, «• = 1I4P-I-I10;
(y) Partis le même joiu*, ils font, Tun successivement i , 3 , 5 . . . para- 49 v% sanges, Tautre 10 parasanges chaque jour. En combien de jours se rencontreront-ils?
«*= io«; x= 10.
(8) Les mêmes choses étant supposées, mais le premier faisant successivement 2, il, 6 parasanges, on aura
(g) lo-h i5-h ao-+-... (x termes) =335.
5or^. |io-h (5x-h 5)>- = 3a5; x= 10.
(10) On a le mithkàl à 5 , à 7, et à 9 dirhems. On prend quelque chose de chaque sorte, en tout 1 mithkàl à 8 dirhems. Combien a-t-on pris de chaque sorte?
Posons ce qu*on a pris de la première sorte , et également ce qu'on a pris de la seconde , = x. On aura
(il) On achète pour 20 dirhems de froment à q dirhems le kafiz, et pour 5 dirhems un certain nombre [x) de kafiz de millet à un prix inconnu. En vendant le firoment au prix du millet, et le millet au prix du froment, on gagne 5 dirhems.
io:(3o — aar)=j?:5, 5ov*.
«»-i-a5 = i5x; « = 7î — y/Si J.
(12) Un journalier reçoit 1 o dirhems par mois, s*il travaille; mais s*il ne travaille pas, il est obligé de payer 6 dirhems par mois. Il a passé un mois de sorte qu'il ne reçoit ni ne doit rien. Combien [x) de jours a-t-il travaillé?
(1 3) S'il reçoit U dirhems â la fin du mois, combien de jours a-t-il travaillé?
( 1 k) S'il est obligé de rendre 1 dirhems , combien de jours a-t-il travaillé? 5i r^.
la--l-2=l(3o — x); x = 'jI.
(i5) Trois fontaines versent de l'eau dans un réservoir; la première le remplit en 1 jour, la seconde en 2 , et la troisième en 3 jours; toutes ensemble en quel temps?
x-^{x-\-jx=i-, « = 17 d'un jour.
(16) Toutes ensemble combien de fois le remplissent-elles en 5 jours?
(5-+-2i-+-iî) fois*.
(1 7) La nourriture de 1 o pièces de bétail est de 4oo par mois; de combien [x) est celle pour 3 pièces en 7 jours?
^x==^.4oo; jF=a8. 5^^.
(18) La nourriture étant par mois cinq fois égale au nombre {x) des pièces, celle de 5 pièces a été, en 6 jours, un quart de leur nombre.
j^x: b = {x:x\ x=io.
* Résolu sans cidcal, par un simple raison- insérées par Bachet à la fin du V* livre de son nement. Comparer, relativement anx énoncés édition de Diophante, n** a3-36, a 8 et 43 , de ce problème et du précédent , les épigruumes p. 36o-36 a , 363 , 369. LUtufod, S gi .
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(19) D'un c^ertain iHMnbre (x) de vêtements, le premier vaut 1 dirhem, le second 2 , le troisième 3 dit h^ns , etc. La racine de leur prix total ajoutée à leur nombre donne 1 A.
(20) Un journalier reçoit par mois un salaire inconnu; ayant travaillé 5 jours, il reçut 1 y de la racine de ce salaire.
3o : JP = 5 : {1 -H f ) y/jc; « == loo.
(a 1) Un journalier reçoit un certain salaire pour un certain nombre de jours. Il a travaillé le quart de ce temps, et a reçu la racine de ce salaire.
En posant le salaire = x",
on aura Ax = jc*; x*=i6.
Quant au nombre de jours , on pourra le poser ^al à tout ce qu'on veut.
Posons ^==j:-+-,,
on aura j:*-i-5 = jc*-Hijf-t-i;
donc x = a, x"^4.
Posons V = X — 1 ,
5«v*. on aura x"— io = x*-f- 1 — 2x; x==5^, jc^^aol.
(24) ac" -\-bx=y*.
Posons y = nx,
disons =3x;
on aura x'h-5x = 9x»; x = i, x* = 7j.
(2 5) jc» -+- 5x -H 5 =/.
Posons y = x — 3,
on aura x*-|-5x-H5 = a:*-H9 — ôx; «==17, a:* = T^.
Posons 7 = X — 2 ,
on aura x" — (ix -♦- a) = x* -4- 4 — 4a:-, x = 3 , x* = 9.
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(27) JC — x«=/.
Posons y=znx,
disons = 2x\
on aura t — x' = 4a;^ x = \, x* = ^. 53i^.
Résolvons d abord y, -h j?,* = «iS ^, — a?,* = «,*. En posant j'j = 2^» -h 1 ,
on aura y, h- j?,' égal à un nombre carré , et j', — a;,* = 2JC| -m — a?,» = r,*;
posons '1 = 1 — a;,,
on obtient 2jp, -h 1 — x^* = x,* -h 1 — ax, ;
donc a;, = 2, -r,«=4,^, = 5. «,'=i, z,' = 9;
puis on aura ^ = î, *' = tÎ-
(2 g) jc-^jr= 10, 20-1- JP = 2*, 5o — ^ = f''.
Posons x = Xi* — 20 , r = 3o — a;,*,
on aura 20 -+- x^* = e.
Il faut choisir t de sorte qu'on obtienne a?,*>2o et «,•— 2o<:io, ou 53v^. 4 i <: a:, <: 5^"; en conséquence , posons t = a?, — 1 1 ; on aura
JC,* -f- 20 == a;»* -H 121 — 2 2a;i , x,= 4i|îa;={4iir-20.:r=«o~|(4ljr-2o|.
Posons a^ = i o — a?i*,
on aura 20-+- a;,* = 2»;
prenons z de telle sorte qu'il résulte a?,' < 10 , disons z = x» -h 3 ; on aura
20 H- ar,* = a:,' -I- 6a;, H- g,
£n8ubfttitaani,dan8laderiiièrede ces trois sous laquelle je Tai placé p. 12, n* 2. On voit
équations, la valeur dey tirée de la première, que la nouvelle variable «, introduite par Tau-
on a teur n*est autre chose que z.
20H-ar=2% ào-hx = l*; - Cela équivaut à 20 J < a:.» < 3oi au lieu
ainsi, le problème est réellement de la forme de 20 <C ar,* <: 3o.
(3l) x-+-io=j^, «-4-i5 = z*.
On a /-H 5 = 2*;
54 (^. prenons z de telle sorte qu'on obtienne j^r> lo, disons z=^H-f; on aura
Résolvons Aj', -h x^ = z,«, ^, — x^=^ e,».
En posant j, = x, -^ i ,
on aura kyx-^-xf égal à un nombre carré,
et y^ — a?,*==jr, -Hi — a?|*=f,*;
posons
tx—Xy— i;
on obtient
Enfin on aura
• 'il:* •*
,1 10» ** lOO*
On posera
j' — na?.
lO
54 V*. 10— a« = y3^ a;* -4- ioo= 4oj?; a7= 20 — y Sou.
(35) x(x-hy/5)= lox*.
(37) sjîx . \/Âï-»-5a?-»-20 = a;**".
a; = { 2 1 -^ V/^) -f- y/agï-i-v/TS.
* Comparer Libri, //»f. c/fi sciences math, en ** Gomp. ihid. p. 4o6, 1. 17.
Italie, t. H, p. 4o3, 1. 19. *'* Gomp, ibid, p. 407, 1. 20.
On obtient u5H-5a?*-i-5oa; = a;*, ce qui est impossible; mais si le second membre de Téquation proposée était ix, on aurait àjc*= ibSh-Sox, ce qu'on résout selon la règle.
(39) x-{-y=io, y — ^.ar=4o*.
On aura 6o-Ha;*=2(M;-4-y/8Î?i 55v*.
ce qu'on résout selon la règje.
(ào) X — y =5, yxTïoi ==y **,
y/iox*H- iar= 26 -H x*; a?= (5-f-v/â|) -^-l/2î-^- v/^^o, y = x — 5.
aafH-yTï? = 3o;
multiplions par \/^ , on aura
ce qu^on résout selon la règle.
(da) X* = ko -{- y/TâF.
(/l4) af-«-j'=io, j?^=4a?-H-5.
Comparer Libri, t. II, p. 4i 1 1 1. i3. *** Comp. ibid. p. /iao, 1. 18.
Gomp. ibid, p. 4i4 , 1- 15. **** Comparer Diophante , 1,4*
X-^20=3(x-k- lo
On obtient a; -^ ao = 3« + 3o , ce qui est impossible ; mais si , dans Téquatioii proposée, on change 20 dans 4o, on aura a;= 5.
20 J7=: 4[lO x)
-hj= 10,
lOJ? — a;'
= \/io, \/iooo-f-ar= iox-+-\/4<MP*;
a; = (5 -h y/Tô) — y/35.
(.So)
Posons on aura
Il reste à résoudre ou
posons on aura
a7-hj-<-a^= [x-^ 1)'.
JF* -+- 4a? -h 2 = <*;
ar*-<-4«-h2=a;*-f-4 — kx\ a? = J, y==:il.
TROISIÈME SECTION
Posons on aura
* Comparer Diophante, I, 8. Gomp. ihià. I, 9.
Gomp. ihid, I, 10.
jr= 2a: -4- 1,
Gomparer Libri , t II , p. 4o8 , 1. 3 1 .
Comparer Diophante, II, s3.
Gomp. ihià, II, ai.
Il reste à résoudre (ia;-|-i)*-+-a:=4a;*-<-5a?H- i =it*;
posons I = aa; — 2 ,
donc 4a:" -H 5« H- 1 = 4«* H- 4 — Sx\
•* la » y is •
Posons j? = j?i -♦- 1 , ^ = 2a?i H- I ;
on aura «• — / = ^i*-
n reste à résoudre (îa?» h- i)* — (a?i -+- 1) = 4*1* -♦- Sa?» = £*;
posons l=3a?i,
donc 4a:,* -+- 3a;, = 9a?,", a:, = |;
En posant ^ = a:* -<- 2* -+- 1 ,
on aura à résoudre 2a:* -+- aa? -+- 1 == «*;
posons z = 2x — 1 ,
donc 2a;* -»- 2a: -+- 1 = I -+- 4a;* — 4a;, a:=3;
(4) a:*-f-/ = 2», so^-^y^e, y*^x = v\
Posons x" = 9a;,», / = 1 6a:,* ; 58 y*.
on aura 9a:,* -h 4a:, = t*, 1 Ga:,* -h 3a;i = u* ;
V* — «* = 7a:,* — ar, == (7a:, — 1) a?, ,
^,«^/ (7^'— O-^^M ^ ou i6a?,*-f-3x,=: i6a;,*-f-i — /ix,;
donc a;, =='•:« — — y i-
* Comparer Diophante, II, 22.
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- + 3i=3(ï— î), i = ij:-(-3i;
Jî+J'-t-r
l,'uuL<!Lir iKtsP I I. 11 suit alors de la première des trois équations
Kii siiliglîluailt celle Videur de y dans le premier membre de la troisième dus ii(|Uiitioiis |)i'opos(U^s . on obtient
tiiiidis qu'on a dans \v second membre
donc ■.':'' + U = H'' — r;> ^^îî-
/r. 33, v==ii-; = j3.i=i,
^=10 — Xy t= 10 — àx; 10 — a;=20 — 8x; «ï=i|;
(8) a:-h^=io, x^-^y=bS
jc* -H- a 1 = 1 oo? ; .« = 5 ± a .
Lune des deux parties sera y, Tautre 3.
(9) x-t-7=io, y — a;*==4o"*.
(10) :r-h7 = io, î-|-^=ai--. gir'.
On sait que (ï "^ 3 "^ "" "' "^ ^'""**'
donc ar*-*-(io — x)» = x.(io — *) . ai,
H«*= io«; 0?= 5 di
Lune des deux parties sera 6, Tautre à-
Autre méthode. Comme on a ^ • - = i ••••", on pourra poser
et l'on aura j?,(2i — x,) = 1, x*'^i = 2\xy, a;, = f|±f,; 6,v".
i un des deux nombres cherchés sera 1 y et 1 autre -f .
Il reste à résoudre a?-f-7=io, -=iiou- = ï;
on aura >o— j = (ii)^ ou ,0—^ = 17,
donc 7 = 4 ou 7 = 6.
* Comparer Diophante, 1, la. — Libri, t. II, p. 369, 1. 5. — Diophante, I,
** Comparer Mohammed Ben Moûçâ, éd. de 3a.
Rosen, p. 3g. — Libri, Hist. des sciences ma' *'** Comparer Mohammed Ben Moûçâ,p. 44.
thématiques en Italie, t. II, p. 368, 1. 9. — Dio- — Libri, t. II, p. 369, 1. 37.
phante , 1 , 3 1 . ***** Voir la partie théorique , ch. xi , fol. a 5 r".
Comparer Mohammed Ben Moûçâ , p. 49* Voir ibid.
TBOISièME liéTHODE. PoSOnS i = 5 -H :t,. /= 5 — ie,;
on aura (5-i-:r,)'-»-(5 — i,)' = (5-+-i,) (5 — t,)iî,
ou 5o-hix,' = 5ii — (ii)x,".
ou (ii)a,' = ii. *,'=', ', = >:
Cir". Quatrième méthode '. On a 1 — ^- =■ >;;
multiplioris toute cette équation par (lo — t), on aura
multiplions de même para;, on aura
ou j'-l- îi^ lOi,
ce qui donne pour l'une des deux parties 6, el pour l'autre k-
Posons - =-■ j"i ■ - = -ti + J -i- i i
1 v\ on aurii ,i-,' -i- [ ; -h ;. ) jr, = i ; x, = ^/—-t- i — ( ; + î ) = ' ■
Il restf donr à résoudre a:-i- v= lo, - =f , ce qui donne i ^=i. y = r>.
AdtRE MÉTHODE. On a 'Z~^'-'*''''
en multipliant par {lo -j), on aura
puis, en multipliant par ,c. on aura
eSr'. ou H-.- ,îu = 3ij-i ï= .7— i3= 'i.^^ '1
Celle mëlLode n'esi pas esscnlicllemenl différeatc de la premiÈre.
(12) a;-4-j^=io, --t-a? = 5i*.
(l3) a?H-7=io, ^^-4-j^a? = 3o**.
/lo — a? ^ o •
( f- 10 — a? la? =00, .r'-4- 20î= gjî;
= 9, jr* -h 100 == 29J7;
a;= i4^ — ioi = 4, 7 = 6.
(l5) a7-h-jK=io, Kj .a:=9.
(16) a:-t-7=io, ^(^_a;) = 2r*".
(10 — 2a:) = 24, a;* -h 00 = 27ar;
ar = I 3 ^ — 1 1 1 = 2 , r == 8.
(17) a:-t-j=io, ^■^-t-,oJ7 =
* Comparer Libri, t. II, p. 388, 1. 20. *** Comp. ihià, p. 390, 1. 7.
•• Comp. '\\)\A. p. 389, 1. 17. **** Comp. ihià, p. 386, 1. 3.
[^ h loHio — a?) = 112, a'-4-(3f)a7= ni; 64y'.
loa?;
a:= 5 it 3.
L une des deux parties sera a , l'autre 8.
X H-^= lO
[lOH j [lo ) = >07j, x*-|- i20 = 34ar;
(20) x-^y = 100, z -{- 1= 100, t -+-ti>= 100, j; = 3t, 2 = 2m;, t = 4y *". 55 r». j^=ioo — 3t, » = 4oo — lat,
w=i2t — 3oo, z==2àt — 600; 100 — t = 2àt — 600, t=28;
On sait que
3a? -H y?-— 3Ïc =1 4 '***.
ir«^,4i=(iol)a;. a> = 5Jj— iJ;=4.
on aura donc 1 1 == 3j? , consëquemment a?* = J ; a? = J.
3j7 -h 2 \/x^ 'dX = X^
a:» — 3x = 2 y/a;* — 3a;, conséquemment a?* — 3ar == 4 ;
* Comparer Libri , t. II , p. 382 , 1. 4.
^ ** Comp. ibid, p. 383, 1. 7.
Comparer Diophante , 1 , 1 3.
Comparer Libri, t. Il, p. 3g2-394.
Comp. ibid, p. 392 , i. 6. — Mohammed
Ben Moûçâ, p. 65.
* Comparer Libri, t. II, p. 392-394.
(2Z1) a:-4-^==20, ^-Hr==3o, z-|-x = 4o*.
Posons jr-»-7-H« = JP,;
on aura (a?, — 29) -+- («i — 3o) -4- (a;, — 4o) = «j , ar, = 45 ;
(^2 5) a?-i-^-4-z = 3o, /-+-2-4-f = 45, 2-4-f-HJP = 4o, e-4- j -4-^' = 35 **.
Posons X -I- J' -H 2 -+-'== «1 ;
on aura (a?, — 3o) -+- (x, — 45) -h (a?» — 4o) -1- (x, — 35) = j:^ , jc, = 5o ; 67 r*.
/==2o, a?=5,^=io, 2=i5.
L* auteur ajoute : « 11 faut que la somme des quantités mentionnées dans l'énoncé, divisée par le nombre des nombres cherchés moins un, soit plus grande que chacune de ces quantités; sinon, le problème est impossible.» Par exemple , le problème
n'admettrait pas de solution , parce qu'on aurait
L'auteur explique aussi qu au moyen du procédé suivi dans la solution de ce problème, on peut deviner un nom, imaginé par une autre personne, en se faisant donner d'abord le nombre de lettres dont ce nom est composé, puis les sommes des valeurs numériques de toutes les lettres moins une , en 67 V'. en omettant successivement toujours une autre. Suit un exemple dans lequel il s'agit de deviner le nomjJb«-sr.
On a ^-f-r = 6o — Zx, 4^ H- 2: = 80 — X;
donc 3j=20-+-2x, ou ^ = 6|-»-}ari
ce qui, retranché de 60 — 3a?, donne 2 = 53^ — 3fa?.
Comparer Diopliante, I, 16. — ** Comp. ibid. I, 17. — *** Comp. ihid. I, 27.
Puis on a loo — a7=5z-|-^, 60 — 3x=y -^z;
donc 4o-i- 2a?==4«»
ou io-4-- = 2 = 53j — 3jj?;
*= io|, ^^=13}, «=i5|.
L*auteur ajoute : Si les seconds membres des équations proposées ne sont pas donnés , on peut leur assigner ime valeur arbitraire , et Ton procédera ensuite comme auparavant; on peut aussi leur donner une valeur inconnue et poser x-\-z égal à Ix , parce qu'on doit prendre le quart de cette somme , 68 v^ ou bien, égal à un autre nombre quelconque. En s*arrétant à la supposition a? -h £ = 4 , on aura
— r-^=^-+-i, OU 47-H 5 =x-|- 5 «;
mais 4=a:-|-z,
donc 4^-f-i==4z, ou 2=j-+-i;
conséquemment x= i — fjr -4- 1) = (3 -4- 1 -h i) —7;
mais ^"*" 3 — =7"*"''
donc (3-Hi-hi) — i7=7-hi, ou^ = 2i = ii,
_ 1* -, IS
Puis l'auteur ajoute que ^=17, 2=19, x= iZ satisferont aussi aux équations proposées*.
Mais si Ton avait [en place de a? -+-2=4] la condition
X ■+- ^ ^ ^ ■+- (^ -+-7 -hz) = 5o,
on substituerait , dans le premier membre , les valeurs 1 3 , 17, 19, ce 69 r*. qui donne 76; puis, en multipliant i3, 17, 19 par yj, on obtiendra des valeurs de x, y, z qui satisferont à la nouvelle supposition «s'il plaît à Dieu. »
* A savoir, en changeant aussi la supposition x -H * = 4 dans x -H * = Sa.
Posons
on aura
donc
OU
mais donc
On a de même
ZH ^ _^
donc
mais donc
= Î7-+-ii OU 47H-5=a?-HtH-5r;
Puis
on a
donc mais donc
On a donc
conséquemment ou
"3 — = s7-^»»0U 2jr-H3 = 3a?-f-2-h-(;
Posons ensuite - = 47, 7 = 77. -- = 9». t= .0.. Ces valeurs satisferont au
Comparer Diophante, I, 28.
probième, et Ion aura g =137. Si [au lieu de x-i-z-i-f = 4 ou =a4o] l'on avait demandé que
on formerait g-i-jf-+-j'-+-2-+-f==454, puis on multiplierait les valeurs kj^
77, etc. par -^\ les nouvelles valeurs ainsi obtenues satisferont également au problème.
70Ï-. (28) (ar-+- 3)5 — (3 -H 5)x= (3 -i- 5) x — (5 -H x)3 \
Suit la preuve.
Posons X -^y -4- z = RX, »
disons =2 0?,;
70 v". on aura ar-i-j-H2=a2-H 20, ou JT, — 10 = 2;
et de même x^ — 1 5 == a?, x^ — 20 =y\
donc 3*1 — 45 = aa?, , j?| == 45;
(3o) ar-t-j H- z = «-l- 20, jk-H « -I- f = ar-f- 3o,
Posons a? -»-^' -I- 2 -»- ^ = na?! ,
disons = 2ar, ;
7ir*. Onaiura x, — io = f, a;, — i5 = ar, a?, — 20=^, ar, — 25=2;
donc 4*1 — 70 = aa?, , a;, = 35 ;
• Comparer Diophante, 1^43, premier ca». — ** Comparer ihid. I, 18- — "' Comparer ihid.
(3l) x-^y-^:=ioOy x-\-y = Zz, y^t=^x\
vJn a iz= loo,
donc 2 = 25,
conséquemment ^ ^^^ ^ 5 _ ^ .
mais
JK-H 25 — 4a:,
donc
lOO -
Posons
donc
a:_(3j)jr,H-2;
mais
donc
3a:, (2i)ar,-|-6f,
ou
^i — 7iî
donc
(34) i^ + ^ = |.^^- = ix^i
Posons 7 = 4;
on aura 3H-x = iZ-Hi, ou ^=2i-h({-^i)x.
Mais aussi ^^"^5 ^^ (i-+-î)*-*- ï==3 -h|;
donc x==6, z = 5.
Comparer Diopbante, 1,23. — ** Com|>arer ihid. 1 , 2Â. — *** Comparer ibid, 1,25.
Posons 7 = 4;
on aura 4-t-3 = r-Hi, ou 2 = 3-|-x- ^ar»,
Dun autre côté onaa:-+-|ou(i-+-îJa:-t-| = 4-Hf;
(35) î^H-it=jy-H}a. = ^-Hi:r=^-*-f
Posons J = 4 ;
en procédant comme dans le problème précédent, on aura
^tpuis îx-+.ieou (î^è)a:H-i = 3-hJ;
donc X :
V — il z iîi t JUL»
J a»» * «1» ' SI*
(36) ar»-H/ = 9"
posons 7 = aar — 3 ;
donc 9 — a-' --= 4«* -H 9 — 1 2a?, a; = 2 1;
à résoudre par deux nombres carrés autres que 1, 9 **V
Posons X* =- jc,* -H aa;, -f- 1 ,
donc
posons r = 3ar, — 3 ;
on aiu'a 9 — x,* — 2 j, = 9a?,* -1-9 — 1 8^, , x, =.= 1 i ;
Posons y' = x« -H la; -J- 1,
donc i) - - 2X -h I , .T -= 2 ;
• Comparer Uiophante , 1 , 20. **' Comparer tfcid. II, 10.
*• Comparer ilid. Il , 8. "" Comparer ihid, II , 1 1
(39) a;«-hz=f", /-f-2==v*.
Posons z= aa?-+- 1 , et / égal à un carré quelconque, tel que (a: -4- 1)*; on aura à résoudre
x* -t- 4* -+- 2 = w* ; posons v = x — 2 ;
il suit x*-i- 4a?-4- 2=a;*-f-4 — àx^x = {; 73v'.
(ào) a;-f-3=/, a: -4- 5 = 2**.
On a 2* — / = 2 == 4 . 1 ;
on pose ^ = ^ = 2{;
donc
,> = 5h.|, x = ï, / = (i-h.i-hi)'.
{^\) 5 — jr=/, 3 — a;=2*".
On a y — ««=2 = 2.1;
on posera , soit y = ,
donc 5— a?=(J)", x=2Î;
2 — 1 soit « =
donc 3 — aj=(J)«,
ce qui donne également ar = 2 -♦- J -+- {.
(42) jf— 5=/, «— 9 = 2«-". 74 r\
On a f — z»=4 = 4.i;
on posera , soit y = •
donc X — 5 = 6J, a:=iii;
Comparer Diophante, II, i3. — '* G>inparer ihid, 11, i3. — '*' Comparer ihid»\\, i4.
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bOlt
donc
L'auteur fait obsenrer qura a résolu ces trois deniîers problèmes par la luétbode de régalité double (iLJblI i1^LMjj#). Mais si Ton veut, on résoudra le problème acUieP par la méthode de Ilstikia [A^iZtmSt ^j^^i^]. On posei'a , pour cet effet
X = Xj' -^ i ,
et Ion aura j: _ i = x,% x — 9 = «,' — i = r*;
on posera r==jcj — 1,
et Ion obtient x,» — i = x,» -»- 1 — ix, ;
donc
ra = ai, x=iif
(43) x-|-j=io, xH-2* = <", j-|-r« = r*-.
Choisissons deux nombres tels que la somme de leurs carrés soit plus petite que 30; disons n et 3.
74>'- On posera r»=(r-Hi)'=2*H-A-Hi«, x = 4-Hir;
r"=(r-+-3)* = ^-4-9-H6x, jr = 9-H6r; ;ix-f-4)-l-i;6r-i-9) = io, « = iV5
Posons ï' = x,' -4- 4x, -♦- 4, X = ixj -+- â , j ^= IX, -H 3 ;
OU aura z* — x = x.% ** — ^ =.. (x, -♦- 1)%
X -H/ = 6x, -H 7 = io
cloue
' Et du nu'iue les dciu pn^ciulcnU ; comparer ** Comparer Diophante, 11, 1 5.
les problèmes utj t>l 3i de la deuxième section. *" Comparer i6ii/. Il, 16.
(45) y:==^JP, 9-|-a; = 8*, g^^^C*. y^r'
Posons « =« a?,* -I- 6a?, » y= Sa?/ -f- 1 8«t ;
on aura 2" = (a;, -+- 3)", Sa?»* -4- i8a?, -4- 9 = f";
posons t = 3j?, — 3 ;
on aura 3V -1- iSxi -1- 9 ^ 90^1* -+-9 — 18*1, x, = 6 ;
ar= 72, ^= 216.
Posons
on aura
3«, = j'-+-|> donc ^ = (2ï)*^M
3jP|=z-4--, donc « = (2f)a:i;
3x,= t-4--» donc t=(2^)a;,.
En ajoutant, on obtient {9rrô)^i = ^o» ^1 = 2^;
(47) JF-+-^-H2-4- f = 20, 2X = 3j = tiz = ^t.
Xi X^ X^ X\
Posons '*^"" 7' •^'^■3 ' ^^7* '""5'
on aura ^x, = 20, x, = ^',.
(48) x^y^z^20, -==ijr =
Posons x=2a?,, ^ = (ii)a:,, z=(ii)ar,; T^r*.
on aura {4-t-7-f-ï)x, = 20, x,=^^^\
Comparer Diophante , II , 17.
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(^19) *-f.jr-|-*=îO, |* = ij = |r.
Posons , = lx„ jr==(.i)x,, x = îx,;
on aura (, h- 2 h- i)x. = jo, x, = ^;
se ^ •• , *•
•» — — T 7 — — . ^== — (5oj x»-f-/ = «», X* -+-!»=«».
76^*. Posons j ==^ 1; -f- 2 eta égal à un nombre donné quelconque, disons 1 = 10;
on aura ax* -»- 4jp -»- 4 == 100, x = — 1 -+- ^1 -i-48 = 6, 7 = 8.
Le reste du problème consiste à diviser 1 00 en deux nombres carrés autres que 36, 6ii , problème discuté antérieurement*.
QUATRIÈME SECTION
Posons ^ = a:-+-i;
on aura «* = (x -+- 1)', et a:» -1- 4a? -1- 2 = <•;
posons f = a:— 2,
donc j?* -+- 4a? -f- 2 = a:* -H 4 — 4a?; j?= J, 7 = i f
(3) ar« — [w -H7) = z% / — (a? -+-7) = f "\
Posons ^ =^ X -f- I ;
on aura «' = a:",
fit a?* — aa? — i==2«;
771^. posons 2 = a?— 2,
donc il?" — aa? — I = a?" -^ 4 — 4a?; a? = 2 i , 7 = 3f
' Voir i« problème «37 de colle seclion. — ** Comparer problème 3o de la deu&iëme seclîon, et Diophanlfl II, 23. — "* Comparer Diophanlc II, 24.
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(3) (ap-t-^)«-ha; = z«, (a?-H^)*-h^ = t* \
Posons (x -hyY = "^1*» ^ = 3^1*» y = 8a?,* ;
donc iixî' = Xi, on Xi==jj;
(4) [x^yY — x==z\ [x^yY—y=e
Posons (a? H-^)« = ga?,*, ar = 5aîi*, y = 8a:,*;
donc i3a?,» = 3a:|, a?,==^, j;,»=^;
le»» J ■ 161'
(5) ar .^-4-a;=2*, x .y-hy=t*^ z-\-t = 6
Posons y=hx — 1 ;
on aura z* = àx*^ z = ix^ e = 6 — aa?;
donc 4a;* H- 3a? — i = 4^ H- 36 — a4ar;
^ ai» 7 S7
Posons
on aura
Z* — 4ar», z — 2a?, t —
donc
z-Hf=5***\
se .. 19 1
Posons 'f' égal à un nombre carré quelconque , disons = i ; on aura
posons z = x — 2 ,
donc a;*-!- 1 =a?*H-4 — 4x; a?==?, ^ = 77» ^' = f|-
Mais maintenant il faudrait encore que [ti-A-^ti fût un nombre carré, ce
* Comparer Diophante , Il , 3 5. **** Comparer i6i(/. II, 38.
Comparer i6i(l. II , 26. "*'* Comparer i6i<2. II , 29.
Comparer xhià, II, 37.
Tï^-t-^-»'.
qui n*est pas le cas. Recommençons donc la solution et posons
donc
ou
posons
on aura gar* -t- 9 = 9**-»- 16 — aA»; a? = ^, a;»= AL.
Posons /=!»
on aura a;' — 1 = **;
posons z = x — 2 »
791". donc ar»— 1 =a;*H-4 — 4a?; OU a?=i|, a;' = H' *' = 17'
Mais maintenant il faudrait encore que (77. i) — U fût un nombre carré, ce qui n*est pas le cas. Recommençons donc la solution et posons
J — le»
donc lia;«_U=z«.
divisons tout cela par 1 ^ qui est un nombre carré; on aura à résoudre
posons z = x — 4;
on aura a^ — 1 = a;* h- 1 6 — Sx,
mi X — ai aï* — iAl V* — iiî
uu X — 2jy X- — -^, y — -j^.
(9) ^•.r-*-(^-+-»=2% x.y—{x-hy)r=i^'\
Résolvons d abord jf,-h^, = ?,«, a?,— ^, = e,*, ce qui est facile, parce quon 79 v*. a toujours (a*-4-fc') ± 2ah égal à un nombre carré***. Prenons donc a;, = i3,
Ensuite posons y = 1 3a?, a? -h^ = 1 sa?*;
on aura 2»= 2 5a?*, e»=ia?»,
et i4a:= 12a?*; a? = J, j'==^.
* Comparer Diophanie, H, 3o. *** L auteur désigne ici la quantité lab par
" Comparer ibid. If , 3 1 . Texprcssion t>^-*-J^'-
Résolvons d*abord a?, -h^,«= e,«, a?, — j^,«=t>,*; cherchons, pour cet effet, deux nombres a, jS tels que 2»^ = /; prenons
on aura < [ a;, = 20, ^,*=i6.
Ensuite posons a?== 2^, ^= 10^, de sorte que a?^= 20I*; et déterminons Ç de telle sorte que x-^y= 16?;
on aura donc 12^= 16I*, ^= J; a? = i, ^==^.
Posons ^ = 20? -t- 1 ;
on aura t« = (a;H- i)',
et ^ == 4a:* -t- 4a: -H I ;
posons 2 = 4a; H- 3 ;
on aura v* = (2a? -4- 2)*,
et i6a?'-4- 25a?-+- 9 = u;*;
posons w = 4a: — 4 ;
donc 1 6a?* H- a 5a: -t- 9 :^ 16a;* H- 16 — 320?;.
Posons a; = jj, -4- 1 , 7 = 2a:, -H I ; ^o ^'
on aura a?» — ^ = a?,',
et / = 4a?,' -t- 4a;, H- I ;
posons 2 = 4a;, -4- i;
on aura y _ z == ( 2a;, )',
et 1 6a;,* -t- 7a?, = to* ;
posons w = 5a?, ;
donc i6a?,'-4- 7a;, =- 2 5a;,', OU a;, = J;
Comparer Diophante , II, 32. — ** Comparer ibid. H, 33. — *** Comparer ibid, Jl, 34.
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Résolvons d abord « -4- (S* = c*, a-Hy« = u*, a-HiJ» = ô.«.
Prenons, pour cet effet, un nombre divisible en deux facteurs de trois manières différentes , par exemple 12 = 4.3 = 6.2 = 12.1.
On sait que si a = m . n, a-t- l j est un nombre carré;
on obtient donc 1 2 h- (i)* = (3^)*,
Maintenant posons a: = 50?!, ^= ïj?!, z = (bj)xi, x-f-jK-*-2= 12a?,';
donc Sa?! = I 2a?|', a:, = I ;
^=,-»/=iï» z = 3f.
(14) ûc^—(x-hy-{-i) = l\ y— (a: -HJ -4- -&)=»', 2» — (ap-+-_y H- z) = u;' *'.
On sait que si a == »n . n , f j — a est un nombre carré , et i on obtient
(6i)"-.2 = {5i)'. Posons x= {3^)j:,, ^ = 4j?j, 2 = (6ï)a:|, x-^y-h z= i2Xi*,
donc 1 4a;i = 1 2X,', a?4 = J ;
«,v" x iiv il» li
(15) a:— ^ = 5, y/x,(iox) = f*'\
y/ioar* = a;*-4- 25 — 10a?;
(16) (y/2â?-f-2)jr = 3o.
y/2x*-t- 2a;=3o, OU a?* H-y/âï" = y^45o;
8ar*. * = i/ï-t-V/45^ — v/i-
Comparer Diophante , II , 35. *** Comparer le problème 4o de la deuxième
Comparer ibid. I[, 36. section. — Libri, vol. Il, p. 4 1 4, 1. i5.
x = j-HV'î-HV/ï-
i-t-Vi+Vî
Posons
on aura
4x,*-h4^i' 7j:,% ou x,*-hx,_
-4-ï-Hïi ^, = V^ —
Posons
( J7 -H 7 ) ySar = i ox
on aura î^i'-h7Jf, = (3j)j7i% ou a?,*-»-2ia?, = lox,», x, = 5 — 2 = 3;
(3x-Hy/3x) (x-4-y/x) = 3x'-j-y/3x*-H\/9x*-*-y/3x* = 3ox,
ou , en divisant par x, 3x -h v/3 -»- y/gx -h ^3x = 3o ;
donc
ou
ou
1 ^x -H y/ 1 o8x^ r= go3 -H 9x' -H y/ioSx* — 1 8ox — y/ 1 0800 ,
i()2ic==: ^ -f- go3 — y 10800,
ce qu on résout selon la règle.
* Comparer Libri, Hist* des sciences math.
vol. ]I, p. 442 , 1. 3.
** Comparer ibid, p. 443, 1. 1.
*** Comparer iôicL p. 446,1. 14* **** Comparer ibid. p. 447> i* 26- '"** Comparer ihid, p. 448, 1. 16.
3« H- y^SJ? =100-4- 6** -♦- \/ïôi* — aojc — \/iooojc", OU î3«-|-V^aoooj:'-4-y/8** = ioo-4-6j^-l-V^JO«*.
Pour réduire le nombre des carrés , on multiplie par \ — g" » ^^ T^ donne
83V. =V(»8»ï)^-HV(rï)l? — Y/(Ai-i-i-h|)**--(3J)x — V/RI
On a donc ramené le problème à une équation de la forme «* -h a = 6x qu*on résout selon la règ^e.
On a
donc
en multipliant para:®***, on obtient
loojc* -+-«■» jr*==\/i25oo — 5o;
X = y Y \/ 1 25oo — 5o.
Posons x = 5-i-a?,, ^ = 5 — x,;
8/4 r". on aura 5 -h x, — 2 v/5 -t- x, «= 5 — x, -4- 2 v^5 — x,,
ou 2x, = y/20 H- 4*1 -H V 20 — 4«i ;
donc 4x,« = 4o H- V'i6oo — 64x,",
' Comparer Libri, HUt, des sciences math, *** L*autear multiplie d'abord par x*, et en-
vol. 11, p. 4 dç), I. 3i. suite par X*.
*' Comparer ibid. p. 45i, 1. 3. *'" Comparer Libri, vol. II, p. 46i, 1. i4.
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et consëquemment 1600 — Ux* = (ix,« — io)» = lôx,* -4- 1600 — 3»ojc,%
ou
(26) ir-H^==10, ^l^H-y^ =ao-.
Posons x = 5-|-x,, ^ = 5—*,;
on aura (5-4-x,) (5— x,)v/ao ou V 1 aSoo -+- lox,*— I oooar,* =100,
parce que ^--l_^^j . (ja — 6| . fc) = a';
donc 10000= laSoo -f- sojt/ — iooojt,*,
OU 20jr,* -H 25oo = 1 ooca?!* , OU x/ H- 1 25 == 5ox,' ,
^* =25 — y/5oo, X, = i/25 — y^5oo.
^ /3o 3o\* /lo io\*
Ona ^_ + _j=9.(_H._j.= .8o;
donc | — -+~) =20,
ce qu'on vient de résoudre.
Résolvons d*abord j, -t- ar,* = «,*, y, >— x,*= f,».
Posons j, = 2Xi -H 1 ; 85 r'.
on aura 2,*=={x,-+- i)%
et 2X, -Hi — X|' = f,';
posons f, = 1 — X,;
on aura 2a?, -+- i — x,* = i -+- x,» — 2x, ,
donc a;, = 2, x/ = 4, ^^, = 5.
Comparer Libri, vol. If, p. 475, 1. i6. —** Comparer le problème 28 de la deuxième section.
Puis on aura .r r= i, a?* = i}.
L auteur fait observer que la méthode quon vient d'employer est d*une grande utilité dans la résolution des problèmes de la forme ji^-^mx=z\
X* — nx — : t*.
(a8) «• -h aa; r= 2% ac^ — 3j: = t*.
Résolvons 4*abord x* -4- a^, -= z^\ a?»» — 3/, = t,\
Posons
y, = aa?, -H 2 ;
on aura (a:,-t- 2 )' = «,",
nt «,' — 6xj — 6 = e,";
poMons /, =a?, — 4;
on aura a/ - 6x, — 6 --= a:,* -t- 1 6 — 8a:, , H5v*. (i( a?, ^== 1 1,
donr .r,«-^ lai, ^,==24;
puis on nur» a; -^ Vr "~= ^ -*-
On n .r--2« — ao;
donc y r= 3o — 2
«t t"r^lO-h2*.
Prenons / de sorte quon obtienne «»:>2o et 2*— 2o<:io; posons doncî r =-- 2 -»- 1 ;
on aura ,o-H5'-^2*-h jr-hi. ^==4^;
(3o) .r-h4-=/. 9— ap==2*.
On nVsoul / h^'- i3 par deux nombres carrés autres que 9, à. Puis on rolranrho l\ du plus grand des deux carrés trouvés, le reste sera x.
* (loiiipnrt^i* le pi'obl6me 29 de U deuxiè^me section.
(31) x-Hio=j", x-k-JO = z^\
On a 7*-»- io=-=r';
posons z =jr H- 1 ;
on aura y h- io=j"h-27H- i; j= 4?» y = îo^, x= lof
(32) lox— 8 — jr»=7*. 86r'
L'auteur fait d'abord observer que le problème n aura de solution qu'autant que ( — j — 8 peut être divisé en deux nombres carrés. Dans l'exemple actuel, on a 17 = i6h- i.
Posons x*H- 16 = i<MP — 8,
ou a?* -4-1 = KM? — 8;
on aura x = 6 ou = 4 ,
[ou de l'autre côté a? = 9, 1].
Divisons f-j -h 260 en deux carrés; on a 269=io*-4- i3*.
Posons ioo-4-x'=26o — 6ap,
ou 169 -H a;* =260 — 6a?5
donc a?=io, OU x = '].
(34) ar*H-ar=/, x» -H i = «'.
Posons 7 = y/a:' H- 1 — î ;
on aura a:*-+-ar = a;*H- 1^ — \/a;*-4-i, 86v'
OU 1 X — a? = v/^' -+- » î * = T»-
On a «■ — 5 -Hy/a;* — 5 = z*;
posons z=^x — \\
* Comparer le problème 3 1 de la deuxième section.
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donc a?* — ô-h-v/** — 5=^-+- î — ^» ou y/x* — 5 = 5i — a?;
consëquemment a:* — 5 = (a7-hî-»-|:)-Ha?"— lo^a?;
Syr*. (36) a;*-+-3a:-»-i =/, a;* — ( Sa? — a) = 2*.
Posons z = y/a;* -4- 3a; -4- 1 — 3;
on aura a;* -h 3a; -4- lo — \/36a;'-H36-h io8a? = a;* -♦- 2 — 3a;;
donc 36a;* -»- 36 -t- io8a; == ( 6a; -h 8 )* = 36a;* H- 64 -♦- 96a;, OU 12a: =28, a; = 2j.
Posons y = 1 —sjoc" -hx— 1,
87 V". donc a;*-Hi — x = a^-^-x — \J ka^ ~\~ kx — 4;
consëquemment 4a;* -+- 4a; — 4 = (2a; — 1)* = 4** h- 1 — 4^;
Posons y = 1 -t- y/ a;* -H a? — 3,
consëquemment a;*-h2 — x^a^-^-x — a -4-^/43;* -f- 4a; — 12;
donc 4a;* -H 4a; — u = (4 — aa:)* = 4a;* -j- 16 — 1 6a;;
ar = i|.
88 r'. (39) a;* -t- a; -t- 1 =/, a;* -f- ax H- a == **.
Posons z == ï -t- y/a;*-t-x-H i,
consëquemment a;*-haa;H-a=a;*-«-x-H 17-t- y/ar* -4- x -f- i; donc ar*-Hx-t-, =(x-Hi)* = x*-t-(ii)x-t-(i-t-t);
Après la fin de ce problème, Tauteur ajoute :
« Parmi ces problèmes, il y en a qui ne sont pas rësolubles par cette méthode. J'expliquerai , dans le commentaire de cet ouvrage , lesquels d'entre eux sont rësolubles, et lesquels ne le sont pas, de même que je montrerai en quoi consiste l'artifice dont on se sert pour leur rësolution. »
(4o) x-hy-h-t==ào,
Posons 7 ==8;
on aura -^ ~" ("^ ^ ^) "*" (i "*" ^) "" ^ "^ 5 '
donc ^~ (I "*"')■*" (l"^"^) "^^"*"f'
ou 2=i5 — (i|)j:;
conséquemment « — f ^ -*- 4 j =8 — (i \)x, et *^-h 3 == 5;
donc i3— (ii)a: = 5 -H ^a?,
ou ^ = 4^, 7 = 8, z = 7,
ce qui donne x-hjr-\-z== lyj;
tandis qu on désirait obtenir a? -1-7 -+- z = 5o.
Recommençons donc ia solution, et posons 7= la;
on aura -^^ U"^^) "^ (j"*" ^) ^^~^y
X = lOj, y= i9y 2=ia;
donc ^"~ (3"*"^) "*~ (i"^^) "^^
ou 2 = 3o — (lî)a:;
conséquemment « — fr-4-4J h- f^-*-3j = 26— (i{)j;, 89 r\
donc 26 — (ii)a? = 8-4--;
Or, en augmentant y de 4 , la somme a? -4-7 -t- 2 s est augmentée de 1 5 , de sorte qua chaque unité du premier nombre correspondent (3-4-^-4-^) unités du second. Mais on désirait obtenir ime augmentation de 3oy, au lieu de
1 5 , ce qui donne, pour augmentation de y, -rY = 8— -,
* Comparer Diophante , renoncé de II , 19.
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consëquemment , posons ^ = 1 6 ^ ;
on aura -^""(4"*" v"^ (i"*" V "^ *' " '*'5'
donc ^-(i-^O^G-^^-^^-^r
89V. ou 2 = 45i{— (if)x;
consëquemment ^ — f ^ -»- 4 j = Sa^j — (1 1) a?,
et 4~*"^^77?;
donc ^gii — (ii)«= ii^-4-|;
Posons y = 2» -4- ar H- 1 , ,
on aura j^ = 2* -4- 62: -1-3;
posons a; = « -H 2 ,
gor". on obtient 2* -t- 6z -+- 3 = z* -4- 4z -4- A ; 2 = i;
Posons ^== aa?, a?H-jr-+-z = 5a?*;
on aura «■ = (aa?)*, t>« = x".
Ensuite divisons 5 en deux nombres carres autres que 1 , 4 , problème résolu ci-dessus; on aura 5=jL-j-m.
Posons 2 = far,
on obtient 3a: -»- fa? = 5a;*;
donc * = i?»7 = iT» '^Is*
Comparer Diophanie, II, ao. — ** lh\à, III, 1.
(43) (ap-4-^-l-*)*H- j:=(% (ar-H^ -♦-«)*-+- y = »", (a? -4-^ -H 2)*-*- 2 = w**.
Posons (a: -1-^-4-2) = a?!, x = Sarj*, ^ = 8a?i*, z == 1 5a?,* ;
on aura x^ == 26*,% ar, = ^, a;/= ^ ; ^^ ^o
^ — ïTê' 7 — «Tï» * — "-•
JJ
(44) (a?-+-^-+-2)« — ar=«*, (x -hy -^ z)* —y = v\ (ay-t-^H- «)' — 2 = u>«**. Posons a? -4-^ -j- 2 = 4a?| , a: = 1 ax,*, ^ = 7a?!", 2 = 1 bx* ;
on aura Aa:, = 34a?,\ a:, = ^, a:,* = ^{^ ;
(45) a: -4-^ -4- « = t*, a:-4-^ = 2 -hB*, ^ -4- « = a: -4- w*, 2 H-a:=^ -4-ti>' "*. gir*. Posons t* = a?|* -♦- aar, -4- 1 , u* == 1;
on aura a;-4-^ = ^a:,'-4-a?, -4- i» 2 = ^a?,* -4-a;,.
Ensuite posons «' = a?,* ;
on aura 7 -4- 2 = a?,* -4- a;, -h J , a; = a;, -♦- i.
En même temps on avait a? -4-7 -h « = a?,* -4- aa;, -4- 1 ,
donc y == ia:,* -H j.
Enfin on a posons^ on aura
x = S{, y = Z2jy 2=4o.
Autre MÉTHODE****. On résout a»-f-(S»-*- y' = ^, ce qui est facile. On trouve , par exemple 36 -4- 9 -4- 4 = 49.
Ensuite résolvons cH-Ç=n-4-36, Ç-4-n = e-i-9, n-4-c = ÇH-4;
on aura c=2o, Ç= aa^, »? = 6î.
Ces nombres satisfont aux conditions ci-dessus. La raison de cela c est cpie
a; -4-^ -4- 2 = tt* H- V* -H w*. 91 v'
• Comparer Diophante, III, a.—*' Ihid. III, 3.—"* Ibid. lïl, 5. — "" Ihid. III, 6.
aa^j
(46) x-\-y '^' z = 1^y a?-f-7 = tt*, ^H-z = v*, z-t-a; = u>**. Posons t* = a:,' -H aa?, -4- 1 , x -^y = a?!*, ^ -j- « = a?,* -H i — îa?, ;
on aura r = aa?, -t- i , aî = 4j?, , ^ = a?,* — 4a?i ,
et 6 a:, -t- 1 = u;* ;
comme on a j. = a;,* — da?, , d'où il suit que a;, > 4 ,
il faut choisir w de sorte que u;*>> aS;
prenons w* = i a i ,
on aura a;, = 20, "^
a; = 8o,^ = 3ao, 2==4'i.
(47) a? — y = i — a?, ar-t-^==t', ^-+-z = t>*, z -4- op = «;• **.
Cherchons d'abord trois nombres carrés satisfaisant aux conditions suivantes :
y* — (S» == ^» — a», «»H-p>y% ^»-Hy»>«*, y'-4-a«>^». Posons a?,* = «», a?!» -^ aa?, H- 1 = (3» , a?,' -f- 4a?, -f- 2 == y*;
9a r'. prenons y de sorte qu'on obtienne a:,*>> aa?, -t- i, afin qu'on ait «"-t-l3«>y"; disons y = j;, _8,
on aura a?,* -t- 4a:, h- a = a?,' -h 64 — 1 6a?, ,
ou ^i=T7Î
jî * = îli == a* fi' = '•" v' = i^'-i- •*'! lou ' r 100 ' / 100 •
Ensuite posons a: -h j h- « =- ^,
a;-4-^ = 961, j^-H 2 = i68i, 2 -t-a;= 24oi ;
on aura 2 = $ — 961, x = ^— 1681, [^ = €— a4oi];
donc a; -H^ -H r = 3^ — 5o/i3 = ^,
OU ^ = a5ai^;
z= i56oJ, ar=^84o;, y= lao^.
* Comparer Diophante, Ilf, 7. — ** /6irf. III, 9.
(48) a?-H^-+-3 = t*, jf-i-z-H 3 = H», 2-4-a?-H3 = »S J?-h^ -H z H- 3 == w* *. 92 v' Posons j;-H^==a:i*-f- 4a?, H-i, [y-H « = a;|*H-6j;, -4-6J a? -f-^-f- 2 = a?|*-H8j:,-t- i3;
on aura 2 = 4a?i -h i a , x == 2a:, -4- 7, j' = a?,* h- 2x1 — 6 ;
donc 2-Ha;-t- 3 = 6j;|-|- 22 =«';
posons «« = 49,
on obtient a;, = 4^,
(/ig) ar-+-^ — 3 = t*; ^-4-2 — 3 = u*, 2-4-a:--3 = w', a;-t-^H-z — 3 = ti;»**.
Posons a? -♦- ^ = J7,* -4- 3 , ^ -4- 2 = a?,* H- aa?, -4- 4, a? h- ^ -4- 2 = a;,' -t- 4ar, -h 7 ;
on aura 2 = 40;, -1-4, a? == 2a?| -4- 3, y = x* — 2x1; g3r"
donc 2: -h a: — 3 = 6a?, -4- 4 = w';
posons i,« = 25,
on obtient a?, = 31;
a?=io,^==5j, z=i8.
Résolvons d*abord a' -t- 1 2 = f**, |3* h- 1 2 = v' ; on trouvera «* = ï 1 jS* = 4.
Ensuite posons a? = 4a:,,^ = — , ^ = y
a?.r-t-i2etv.2-4-i2 seront des nombres carrés,
et Ton aura a; . 2 -f- 1 2 = a?,' -h 1 a = u>*;
posons u> = 0?, -4- 3 ,
il suit a?,' -4- I 2 = X,' -H 6X| -h 9 , X, == i;
Comparer Diophanie, III, 10. — ** Jhià. III, 11. — *** /6i(2. III, 12.
(5l) x,y — I0 = f', ^.Z, 10 = l>", Z,X — lO = W*'.
Résolvons d'abord «• — i o = (**, /3* — i o = »*, ce qui est facile, par exemple a*=3oi, (S*= 12J.
Ensuite posons a?=(3o^)jr,, ^ = — , z = (iai)a?,;
X ,y— \o ^\y .z— \Q seront des nombres carrés, et Ton aura x.z — io=370Yja?,* — io=ti;*,
ou 5929X1' — iGo = ti;'*;
posons u>' = 7-737, — 2 ,
il suit 5929J?,* — 160 = 5929X1* -H 4 — 3o8x,, a?, = î||;
ï^' * — »o» » 7 i6«» * — ao» •
Posons X .^ -H « = X,' -H 6x, -4- 9 , 2 = 9»
donc X .^ = x,*-H 6x, ;
posons a; = X|, ^ = x, -4-6,
donc X2 -4-7 = 1 oxj -I- 6 , ^z -4- X = I ox, -H 54 »
Mais on trouve facilement deux nombres carrés ayant 48 pour difiFérence . par exemple, 1 6 et 64 ;
posons 1 oxi -4- 6 --= 16,
ou bien lox, -h 54 = 64;
on aura <r = X| = 1, ^ = 7, « = 9.
(55j X »y — zzz^ i^^ y , z — X = vS z . X — y = 10^ ***.
Posons j' = x-|- 4, z = 4x;
94v». on aura x^ — z==x»,
xz — y = 4x* — (j: -H /| ) = lo*, yz — x = 4x* -h 1 5x =^ «*;
• Comparer Diophante , III, i3. — " Ibid. lll, i4. — *" IbidAll, i5.
Résolvons « . /3 = i6a? -i- 4 ;
on aura « = 4 , /3 = 4a? -+- i ;
puis on aura , soit — - — = « »
soit
donc v= 2af-4- 2^, t»* = 4a:*-H6i -»-ioa;= iar'H- iSx;
(54) a?^ -H 2» == t*, yz-^x' = v\ zx-{-f = w*\
Posons ^ = 4a: -f- 4 , 2=1;
on aura xy -{- z* = hx' -^ àx -{- t ^= (2X -{- i)\ jz -{- x* == x* -^ àx -i- i = (x -\- 2)\
posons w = 4a? — 5 ,
il suit 16a:* -4- 16 -H 33a? = i6a:*-4-25 — 4oa?;
(55) a?.^-HXH-^ = t*, j' . z -H^ -4- z = V*» z. a: -4-2-4-
Posons «=4,7 = 9, parce que a«. (o-f- i)*-4-a«-+-(a-4- 1)« est toujours un nombre carré***; on aura 5z-f-4 = w% ioz-f-9 = v%
Résolvons a |S = Sz h- 5 ,
disons a = 5, |S = 2-|- i;
on aura ''*""(""T^^) "^(^"^0 =9-+- y-*- 32= 102-1-9,
— =72, ou 2 = 28.
On serait arrivé au même résultat en posant «»*== {— — 1 =52-4-4.
Comparer Diophante, III, 16. "* a* (a-+- i)' -4- a* H- (a -4-»)"
" IhidAll, 17. =(a.ia-M|)*+20(a-M)-»-i=-(aja+i j-M.'.
(56) a!y—(x-{-y) = e, ^2 — (^-+-z) = t;*, zx — (z-+-x) = te»*.
Cherchons d'abord deux nombres a, j8 tels que «.jS — (tt-f-l3) = f»% et ,6a — i6 = 4^ — 4 , où Ton pourrait prendre en place de 4 , 1 6 aussi bien deux autres nombres carrés.
Posons donc a = x, -4- 1 , (3 = 4a?i -+- 1 ;
on obtient «/3 — (a -h (3) = 4a;,» — 1 = ji« ;
posons fi= 2x1 — 2 ,
donc tix* — I = kx* -H 4 — Sa;,,
et a;, = j ,
Maintenant posons «; = ^, 7 = ^;
9O r". on aura ^z —^--^--w* et , en multipliant par 16, 1 02 — 26 = id,*,
ii 2 — 2J» = y» et , en multipliant par Ix, 1 oz — 1 4 = »i* ; donc V,' — w,'= 12.
Prenons deux nombres dont le produit soit 1 2 , disons 2 et 6;
on aura f — ; — j ou 16=102— lA,
donc 2 = 3;
/Cl \ S
oX Ton serait arrivé au même résultat en posant f — - — j = 102 — 26.
96 v". (57) xy -I- x---t^, ^y-^y = v*y x J -f- a; -f- y = w* **.
Posons ^ =- 4a? — 1 ;
xj-i-x sera un carré ;
puis on aura xy-hy^-^ hx^ -+- 3a; — i = i;% xy-^x -4-7 = 4a;* -J- 4a; — 1 =^ w",
Prenons deux nombres dont le produit soit x, disons kx et ^;
^f^±-iy=.= 4x»-4-;a;-|-J = »i;'=-4a;*-4-4a;- 1;
on aura
(iOmparcr Diopliaiitef llî, 19. — ** IbidAll^ 20.
(58) xy — ar = f*» xy — y = v*^ xy — (x-\-y)=w**. 97'"'*
Posons X = Xj -+- 1 , ^ = 4a?| ;
xy—y sera un carre ;
puis on aura xy — x = ^x^* -h Sxi — i == t", xy — {x -{-y) = iXi* — Xi — i = u;',
Prenons deux nombres dont le produit soit Ixx^ , disons kcc^ et i ;
1-J j = l^x* -♦- 2X, -*- { = f* = 4a:,* -h 3ar, — i , j:, = i {;
Posons x= 2t-f- I, ^=4t-H4î
on aura x-^y = 6t-{-b = io[x = ^, y = ^, * = ï]î
et pour résoudre x -{-y =10, t* — a? = v*, t* — r = w* **",
posons t* == x,* -H 20?, -4- 1 1 x= 2X1-^ }, y = 4x, ;
on aura 6j:,-+- 1 [= 10, a? = 4, ^ = 6, f = f].
(60) [(x -+- y -h z ^ ty -i- X = m*, {x -^ y -\- z -h ty — a; == m|^
(x -{- y -h !t -^ ty -\-y = n% (.r -^y -a^ z -^-^ t)* — y = n,*,
( X H- ^ --H z -H <)' ■■^2=^ p*, [x -Y-y -^z-^ty — z= Pi*,
(x~^y-\-z-hty-^t^(f\ [x-^~y~{-z-\~ty— « = 9,'""*.]
On sait que si i oîi désigne l'hypoténuse et les deux eathètes dun triangle rectangle par h, fc, , fe, respectivement, on a fe* -f- 2/f,^', = fx% fe* — 2fe,A', = i;*. Il 97^' s'agit donc de trouver quatre triangles rectangles ayant tous la même hypoténuse , mais des eathètes différentes. Prenons d abord deux triangles rectangles quelconques, disons 3, 4, 5 et 5, 12, 1 3; on sait qu'alors 39, 62, 65 et 25, 60, 65 seront aussi des triangles rectangles. On a donc deux des quatre triangles cherchés. Maintenant, résolvons deux fois a'-HjS' = e5' par des nombres autres que Sg, 52 ou 2 5, 60; disons 33, 56 et 16, 63.
Comparer Dioplianlc, III, 21. *** Ibid. iU, 2Z.
" /6iV/. III, 24. '•** llmL ni, 22.
98 r'. Ensuite posons x -4-^ -+- z -h « = 65*,,
a? = 2 ( 1 6jf, . 63*1 ) = 20 1 6af,*, z= 2 (60*1 . aSjp,) = 3oooâ;|\ y= 2 (33«i . 56x,) = 3696^;]% t = 2 (39^?! . 620:1) = 4o56x,';
donc
65a;, = 1 27680:1*, OU *i == ^.o » ^i*
ar = ,^ =
12768 1 56 I 56oo
98 v'. Posons on aura posons il suit
Posons on aura posons il suit
CINQUIÈME SECTION
(3) Posons
on aura
il suit
5x' = *»; [posons 2 = x] ,
{à) Posons
on aura il suit
3y' = j« [posons z =j] ,
J'^3; / = 9, ir" = 36, z'=2j.
(5) Posons
(6) Posons
on aura
posons
il suit
(7) Posons
on aura
posons
il suit
Posons donc
4a;* == z'; [ et , en posant z = x],
* — *» ^ — le»/ — i«'
8j;*= i6ar*, a;= 2; .T>=4, / = 64, 2* ==256.
a;« == jr«, j? = 1 , a:' = 1 , ^ = 1 , «' = 1
/ = SA Sx* = z\
Il faut maintenant qu'on pose cela égal au produit de deux nombres, lun carré, 1 autre cube, sous lesquels est contenu un nombre carré, pro-
blême qu'on vient de résoudre*. Recommençons donc le problème et posons f = 64jf*,
99 v". donc • j.y = 64ar* = 2";
posons 2=i6jc»;
il suit 64«^=256ar»,
ou 256 = 64a?», a^=^k, a?=2;
x' = 8, jr*= 5l2, «'=4096.
(9) **-4-ioaf»==/.
Prenons y de sorte que / > loac*,
disons jr = 4x-,
on aura x* -h 10a:* = i6«", a: = 6 ;
x* = 2 1 6 , 1 ox* = 36o , ^==576 = 24.
(10) a?*— iOJr*=7'.
Posons y = ^,
on aura iix» = a:»,
ou a; == 1 1 ;
ar*=i33i, ioa^= 1210, ^= 1 21 = 1 1 .
(11) 5a; =j^, ioaî==z'.
On a
5 jo
oor".donc 2* = 2/, et, [en posant ^ = 2],
si Ton ne veut pas qu'il soit ^ = 2, posons 7= 22;
on aura 2* = 82*, 2 = 8, 2* = 5i2, /=256, x = h\\.
On avait résolu a?,' . jx = 2,* ( n* 6 ) . ou «* = x,*.
Or, en posant / =^,' . «», 2 =- r, . a% l^ substitution indiquée par Tauteur est donc
on aura a:* . y =^,' . a;*, 2' == 2,*. a:* =^ a;,* . j',* . «•; réellement nécessaire , afin que a? ne devienne
donc yf ,j^ z^ jfj« . j^,» . a;*, pas irrationnel.
(12) iox=y, 5x=^:*.
On a j» = ar*;
posons / = hz\
donc jt»==£», «=a;
Autre méthode. Posons y = --, ou =nz, par exemple =2r.
On aura dans le problème n" 1 1 , |2» = a?,
dans le problème n" 1 2 , ^z*==x.
Donc , dans le n° 11, 10, jz* ou 8s' = z\ z = S\ 100 v".
a? = — OU =!-• 10 5
Dans le n° 1 a , on aura |2* = x» 5x ou 2c' = r', 2 = 2;
Les équations proposées étant
ax-=y^ hx==z*^
on peut aussi poser j ,a = z* ou = (m]*;
dans le premier cas on aura —.6 = 2».
Posons
donc
Posons
encore
donc
-'x* — x*. X — i: X» — 1 X*. JL.
Mais si Ion ne veut pas qu'il soit x=y, posons :
iN 1 O . X -— 2^,
12iî
RXTR vrr Dr farehl
(ionc
irti l'
on ;wira
Hori<t
icnav'
manv*, ^ = 2, * = ^fT.
Orj p<*nf ausîii prendr*^ an rixbe cpiel<!onque et son côte; F un et Fautn? diviî^^ pfnr I o, donnent re^p^^.tLvetnent le» deçà nomJbre» ch<»rchésv-
iw* = r»
Pùnf quf*. If". pTohIfrme puisée être résolu, H est nécessaire que h . 9 soit
(Vmt
r'^Six*,
3îi:r* = x»,
t4f1t^/'HU^:tmflffii
fph^
(fU
ft/|;e*--324;
ou 6»4?' = o», x = * "^i
Vi=iV-*^
fifi voit donc que x ne sera rationnel qu autant mit* ah eut un nombre carré.
Zy, 3** =
Ici , il faut que le facteur commun (à savoir 8) soit un cube*, On a a^ = 27/,
donc 216/ = 64/, 216=^64/, /== 34;
^=ij, x=àj, a;' = 9»î»[/ = 3J, 2* = 729» ^ = 27],
aa^ = l*, 6af* = r.
Ce problème ne peut être résolu (juautant qu'on a p; égal à un nombre
carré * *.
Conséquemment, posons « = 64 » 6 = 2; on aura 6àa:* — (2x»)'=^4a;*» 64 = 'i^', j;*= 16, a; = 4; «•= ioa4, e = 32.
(-9) On a
donc
il faut donc que u soit un nombre cube.
Posons
on aura
2j!r'=^,j2ar';
mais on sait que
donc
aar*,
OU
16 = aar*;
donc
ir> = 8, «= 2.
* En effet, les équations proposées étant X = my, na^ = 2*, n/ = z ,
donc
il faut donc que n soit un nombre cube.
on aura m^ . n .y = n*/,
Puisque
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Posons « = 64, fc= i;
on aura j7» = y/64x';
mais
OU
donc "^ ^'
Ici, il faut que ^* soit un nombre dont la racine carrée est un cube.
(ai) .,*-H/ = 2*.
Posons /=fi'a:»,
disons = 4 '' i
on aura > 7^* = ^* î
posons
loSr'.il suit i7.r» = a7.i>; 0^ = 77» y =
Posons ^' = "Y '
disons = '*/ •'
on aura i5/ = 2';
posons
et, puisque -
lOJ
on obtient IJ^^^*' '^■^^»'''
donc 7 = »P a;-=3f
• Le leite porte : «le nombre majeur divisé On a ax^ = b*x\
par le carré du nombre mineur. * H fallait dire cube. 'l^"^
(2 3) Posons disons
disons il suit
disons on aura
donc
on aura ja _^^3 = , « .
posons 2 = ny,
Posons
j:» — ar* = 2'';
posons 2 = 3a;;
Posons j==^, on aura x» .^» =^ -« .
posons
parce que si Ton posait r = a? ou = nar, on aurait z^>x* — *';
il suit
^._^3_i^.^ ^=(i-4-i), a:» = ^,/ = ll, . = i.
(26) ar*-H/ = 2».
Posons ^« = 4^«,
on aura a?» ->- 40;' = r' ;
posons 2 = 2;i',
, x-^ -h4a:' = 8«»; ar=ri, a;'r=.;îi-, y'.-^li.
il suit
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Posons / = 4a:», r=î*;
on aura x* — 4x» = ia:»;
donc jr = 4i,^ = 9i,
(a 8) (ar»)« -+- 5/ = r».
Posons j = n»%
disons = îar*;
on aura x* -1- aar* = 2*.
Posons 2 = ma;*, en prenant m de sorte que m*— ao soit un nombre carré;
résolvons donc «• -4- 30 == (S* ;
on trouve a* = 1 6, /S« = 36 , /S = 6.
Gonséquemment , posons z = ex» ;
on aura a^ -+- 20a* = 36a?*,
x*= 16, ar== 4; ^* = (2«*)*= 1024, x' = 64.
(a 9) {^«)*-4-io/r=r«.
Posons x» = 4/,
on aura 1 6/ -h 1 0/ == «* -, posons z = 6/,
donc 16/ -H 10/ = 36/; ^ == 7» j:* == 1 , / = 5.
1 o4 V*. Posons «' = 4/r
on aura 16/ -h/ = 2*;
posons 2 == 6^,
donc i6y -\-y == 36/; y = ao, / = 8000, j:' = 64oooo.
Posons on aura posons donc
Posons on aura posons
(^)'-tr')' = ^'-
z == aar*, a^ — 1 6a;* = 4«*; x = 20 , a:* = 8000 , jr* = 64oooo.
et, comme on a
il suit
ou
8/ — i/=2/, ^=12; y =1728, ar=a88, «" = 82944.
io5r'.
Posons on aura posons il suit
2ix*= 2*;
7at •
(34) Posons
on aura
posons
il suit
Posons io3 v'. on aura
^-Hr
j;* -t- 4x» = z\ ar» — da:* === «",
posons il suit
(36) Posons
posons ii suit
ou
ii faut donc qu on ait
Or on a
ii faut donc qu*on ait
ou
t==x, 3^ — ka?^ = x'; j: == 5 , ^* = I oo\ X* = I aS.
/ = m,/, / = «i/, ^=='»i» et j' = «»;
on trouve
Maintenant posons
io6r*.il suit
w» =7»» " — TT-
et l'on serait arrivé au même résultat en posant 4/ -+-/== ^/.
Donc
«» » *• est ♦ ^ iBoT*
(3?) On a
et Ton pourrait maintenant employer la méthode de Tégalité double. On
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peut aussi résoudre
ce qui donne '2 5 , 1 6 , et puis poser «• -h 4x* = aS*"-,
donc
ou bien
ce qui donne également
X* — bx* 3= 1 ôop*,
doi
x' = 44ii «* = cj26i
x* -H 5ar* = j'*, «* -f- i o** = «*.
On peut maintenant employer Tégalité double. Mais on peut aussi poser
ce qui donne
et il faudra qu^on ait
x=m* — 5, jf = n" — 10;
io6 v'
OU
on trouve
Maintenant posons, soit x" -h 5x»= (53J)a?*,
soit
x"^ ,Oj:« = (58J)ar*;
lun et l'autre donne x = 48 J. x* == ^^J^ , a:* = — ]-
j;* — bx* =y^ x^ 1 OJC* = 2*.
En posant ^ = mx, t = nx, on sera amené, comme ci-dessus, à chercher deux nombres carrés m^, v? tels que n" -i- 5 = m*,
disons
on posera , ou bien
ou bien
lun et lautre donne
a:* — 1 QX^ = 'iX* ;
don
(4o) Sa:* — x*=/, 7^* — x* = 2«.
En posant y=:mxy z^^nx^
de telle sorte que m« <: 3 , »* <: 7,
il faudra, comme ci-dessus, quon ait 3 — m" = 7 — u\
ou n* = AH-m*;
on trouve m* = a ^ , n* = 6f
Maintenant on posera , ou bien 3a:" — «» = ( 2 i ) a?*,
ou bien 7jt* — a:»==(6i)a?»;
lun et lautre donne * = î ;
donc ^*==^7T* ^ — fï-
Posons x" =^ 4aîj% j' = 4a?, ;
on aura 1 6a?,* — 64a?,* = z\ 1 6a?,» -t- 64a?,* = «*.
107 v*. En posant z = mx^\ t == nXi\
il faudra qu*on ait 16 — m* = ii*— 16;
en même tenips il faut qu*on ait iii*<:i6, n*::>i6; il s agit donc de résoudre m» -4- «* = 3a ;
on trouve "»* =- îï» n* = 3 1 ^.
Maintenant posons, ou bien 16a?/ -♦- 64a?,»= (3i ^)a?,%
ou bien 1 6a?,* — 64a?,* = ^ a?,*,
lun et Tautre donne x, == ^ = ^ î
_1 l»Ofl! -J _^ HOOOQO
* »7*» 7^ — lie •
(42) «* H- [y*y = z\ a^ — (fY = ««.
En procédant comme dans le problème précédent, on aura
et en posant z = mjr,*, t=n:i,\ io8r*.
il faudra chercher deux nombres carrés m^ n* teis que iii*==n*-4-3a; on trouve m* = 36, «" = 4.
Ensuite on pose, soit 6Aa?,*— i6a:,*= 4a?i\
donc X, = 3|î
soit 64a-,* -H 1 6jr,* = 36j:,\
ce qui donne également a?, ==3J;
donc Y* = ~-^—, a^ = '*-mJ^
(43) aj^=/, hc^=y\
Ici, il faut que ti soit un nombre cube.
Posons a = 3a, 6=2;
on aura ax'^yJJâ^-,
donc -— r = ax*,
ou 16 = 20:', a:* = 8.
On voit qu'on a divisé 3 a successivement deux fois par a pour obtenir le cube, c'est-à-dire qu'on a divisé 3a par le carré de 2 ; de là, la condition cidessus.
Ce problème est identique avec le 19' de cette section.
CONCLUSION
Fin du livre Âlfakhri , qui contient ies éléments de l'algèbre et les éléments des problèmes. Louanges sans bornes et sans fin à celui qui donne Imtelligence ! Que sa bénédiction repose sur notre seigneur Mohammed le prophète, siu- sa famille et sur ses pieux et saints compagnons! Écrit et terminé io8v".par Sâliq. Dans un autre exemplaire, lauteur a ajouté : «J'ai exclu de mon ouvrage actuel ce qui est étranger à son sujet. J'avais désiré y faire entrer quelque chose sur les particularités des figures, du cercle , et des testaments*; mais je ne l'ai pas fait, pour deux raisons : la première, c'est mon aversion pour la prolixité ; la seconde , c'est que j'ai déjà composé sur chacune de ces questions un ouvrage volumineux contenant les éléments de chacune , leurs théories exactes, et la solution des problèmes les plus subtils, d'après leur vraie méthode. Je prie Dieu qu'il m'assiste dans l'accomphssement des devoirs de l'obéissance envers lui, et qu'il facilite à toutes ses créatures ce qui doit les déhvrer de l'erreur. Je le supplie de répandre sa bénédiction sur Mohammed le prophète , son élu parmi ses créatures , et sur sa sainte famille. Fin de l'ouvrage, à savoir, du traité connu sous le nom d' Alfakhri. Écrit par Sâliq le pauvre.
JuUJi .^1^3 J^iai J^-iol^ AJoUll3^H-4 J^ï ^ cUAit ^^\ V^^fs
pp. .fi
* Comparer rAlgëbre de Mohammed Ben Moûçà, éd. de Rosen, p. 70 et suiv. et p. 86 et suiv. de la traduction anglaise.
ADDITIONS ET NOTES
PROBLÈME III, 5 D'ALKARKHt.
Si ie premier de quatre hommes reçoit du second un dirhem , il aura le double de ce qui reste au second ; et si le second reçoit du troisième deux dirhems , il aura le triple de ce qui reste au troisième ; et si le troisième reçoit du quatrième trois dirhems, il aura quatre fois autant que ce qui reste au quatrième; enfin, si le quatrième reçoit du premier quatre dirhems, il aura cinq fois autant que ce qui reste au premier. Combien à chacun d*eux?
Posez la quantité du premier chose, et la quantité du second mesure; retranchez de la quantité du second un dirhem, et ajoutez-le à la quantité du premier ; alors le premier possède chose plus un dirhem , et cela est égal à deux fois mesure moins un dirhem ; prenez la moitié , il résulte [la moitié de] chose plus la moitié dun dirhem égal à mesure moins un dirhem; donc vous trouvez la mesure égale à la moitié de chose plus un dirhem et demi. Et cela est la quantité du second.
Maintenant posez la quantité du troisième mesure; retranchez- en deux dirhems, que vous ajouterez à la quantité du second; celui-ci aura, en conséquence, la moitié de chose plus trois dirhems et demi, ce qui est égal à trois fois mesure moins deux dirhems , ou égal à trois mesures moins six dirhems. Ajoutez six dirhems à trois mesures et à ce qui leur est égal, on aura la moitié de chose plus neuf dirhems et demi égal à trois mesures.
ô^l ^j\^ «iJUJi ^ ^UJI JU*! i^-:W- Ax^ y\r (^:> eJUJt c:^ jUJ! Jsi.1 yU ç^\ji] 4X^1 yt^ ^]ji\ ^ âlJl JlJUt »juj\ ifM ^^ -?[;:> a5^- ^SjiS (^ eJUJI
^.^ ù^\^ JS' ^ ^^^:^\ f* ilfJî Jo*! iLiJt *** o^ (^b^ **e;' J-?^' c:^•
J^^l JU vie »:>3 l%:> ^UJI JU (^ 0^3 Ua^ âUJi JU^ lluû J^^l JU Jocs-U
iju^j^a^oAi ^IXJI JU^ »:>j^ c^j^ *jU 0^3 Ik--^ eJUJi JU Jo^U jUJ! JU àS^ ^^ (J^%:> ^! k^ JIjU! &S^ Jo^ viUi^ vJuai^ J^ji> aSAS^ s^^ vJuaj
Gonséquemment une mesure est égaie à un sixième de chose plus trois dirhems et un sixième. Ceci est donc la quantité du troisième.
Ensuite posez la quantité du quatrième mesure; retranchez-en trois dirhems, et ajoutez-les au sixième de chose plus trois dirhems et un sixième. Il résulte un sixième de chose plus six dirhems et un sixième , ce qui est égal à quatre mesures moins douze dirhems. Donc, après avoir «restitué», on a quatre mesures égales à un sixième de chose plus dix-huit dirhems et un sixième. Gonséquemment une mesure est égale à un tiers d'un huitième de chose et quatre dirhems et demi plus un tiers d un huitième.
Ensuite prenez au premier quatre dirhems. Il lui restera chose moins quatre dirhems. Ajoutez-les à un tiers dun huitième de chose plus quatre dirhems et demi et plus un tiers d un huitième. Il résultera un tiers d un huitième de chose plus huit dirhems et demi et plus un tiers d un huitième , ce qui est égal à cinq choses moins vingt dirhems. Donc, lorsqu'on aura restitué et enlevé ce qu'il faut enlever, il reste quatre choses plus vingt-trois parties de vingt-quatre parties de chose égal à vingt-huit dirhems plus treize parties de vingt-quatre parties. Gonséquemment six cent quatre-vingt-cinq parties de cent dix-neuf parties de lunité sera la quantité du premier.
Et parce que nous avons posé la quantité du second égale à la moitié de chose plus un dirhen) et demi, elle sera cinq cent vingt et une parties de cent dix-neuf parties de l'unité.
Et parce que nous avons posé la quantité du troisième égale à un sixième
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de chose plus trois dirhems et un sixième , il aura quatre cent quatre-vingtonze parties de cent dix-neuf parties de Tunité.
Et parce que nous avons posé la quantité du quatrième égale à un tiers d un huitième de chose pins quatre dirhems et demi et plus un tiers d un huitième , il aura cinq cent soixante-neuf parties de cent dix-neuf paities de l'unité.
PROBLÈME m, 6 D'ALKARKHi.
Une certaine quantité (doit être divisée) parmi trois personnes. A la première personne revient la moitié, à la seconde un tiers , et à la troisième un sixième. Elles se partagent d'abord (le tout dune certaine manière). Ensuite celle qui devait recevoir la moitié, rend la moitié de ce qu'elle avait pris; celle qui devait recevoir le tiers, rend le tiers de ce qu'elle avait pris; et celle qui devait recevoir le sixième , rend le sixième de ce qu'elle avait pris ; elles divisent parmi elles la masse rendue en trois parties égales, après quoi chacune d'elles ajuste la partie qui lui était due. (Combien chacune avait-elle pris d'abord ?)
Posons la masse entière une chose plus une partie plus un dirhem , en sorte que le possesseur de la moitié prend chose y le possesseur du tiers partie, et le possesseur du sixième un dirhem. La masse rendue sera alors : une moitié de chose plus un tiers de partie plus un sixième d'un dirhem. Ils divisent cela parmi eux en trois parties égales. Le possesseur de la moitié recevra en conséquence un sixième de c/i05eplusun neuvième de partie plus la moitié d'un neuvième d'un dirhem. S'il ajoute cela à ce qu'il a déjà , il aura deux
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tiers de chose plus un neuvième de partie plus la moitié d*un neuvième d*un dirhem. Mais il lui revient la moitié de chose plus la moitié de partie plus la moitié d un dirhem ; cela est donc égal à ce qu'il a. Supprimons les quantités égales du même genre; il reste un sixième de chose moins quatre neuvièmes dun dirhem égal à trois neuvièmes et la moitié d un neuvième de partie. Gonséquemment, une partie est égale à trois septièmes de chose moins huit septièmes d'un dirhem. C'est ce qu'a pris le second.
Donc le premier a pris chose, le second trois septièmes de chose moins huit septièmes d'un dirhem, et le troisième un dirhem. Mais nous savons que si le premier rend la moitié, le second un tiers, et le troisième un sixième de ce qu'ils ont pris, et qu'ils divisent cela ensuite parmi eux, il retourne au premier un tiers de ce qu'il a rendu, plus un tiers de ce qu'a rendu le second, ce qui est un neuvième de ce que le second a pris, et plus un tiers de ce qu'a rendu le troisième , ce qui est la moitié d'un neuvième de ce que le troisième a pris. De même, il retourne au second un tiers [de ce qu'il a rendu, ce qui est un neuvième] de ce qu'il a pris, plus un tiers de ce qu'a rendu le premier, ce qui est un sixième de ce que le premier a pris, et plus un tiers de ce qu'a rendu le troisième , ce qui est la moitié d'un neuvième de ce que le troisième a pris. Enfin, il retourne au troisième [un tiers de ce qu'il a rendu , ce qui est la moitié d'un neuvième de ce qu'il a pris , plus] un tiers de ce qu'a rendu le premier, ce qui est un sixième de ce que le premier a pris, et plus un tiers de ce qu'a rendu le second, ce qui est un neuvième de ce que le second a pris.
Donc, si vous prenez le dirhem et que vous en retranchiez un neuvième,
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il reste au troisième huit neuvièmes dun dirhem. Ajoutez-y un sixième de chose et un neuvième de ce qu a pris le second , ce qui est trois pai'ties de soixante- trois parties de chose moins huit parties de soixante-trois [parties] d un dirhem. Il résulte neuf parties de quarante-deux parties de chose plus trente-deux parties de quarante-deux parties dun dirhem, ce qui est égal à un sixième de ce que tous ensemble ont pris; à savoir, dix parties de quarante-deux parties de chose moins une partie de quarante-deux parties dun dirhem. Conséquemment, si vous u restituez et opposez lun à l'autre», il reste une partie de quarante-deux parties de chose égaie à trente-trois parties de quarante-deux parties dun dirhem. Donc une chose est égale à trentetrois ; et c'est ce qu'a pris le premier.
Et ce qu'a pris le second , c'est treize , parce que cela a été posé égal à trois septièmes de chose moins huit septièmes d'un dirhem.
Enfin ce qu'a pris le troisième, c'est un dirhem. — Remarquez cela.
J Js«j p^ ^ \pysr ij^j^3 (ijv^'î C:^• ^>^ iïi oJob^ ^jJ^ Islj ^^3 ^ \fys>-
La Bibliothèque impériale possède deux manuscrits de la Pratique de la Géométrie, ouvrage composé par Fibonacci en 1220. Ce sont les manuscrits latins, ancien fonds, n° 7228, et supplément latin, n** 78. On trouve dans ce dernier manuscrit (p. 387 et suiv.) la discussion des deux problèmes indéterminés x*zta =fy et ce passage m'a semblé d'autant plus digne d'attention, que les constantes choisies par Fibonacci sont exactement celles des problèmes II, 22 et 28 du recueil d'Alkarkhî.
Fibonacci résout d'abord le problème a:' -4- 5==/ d'une manière entière-
ment conforme à la théorie et à la pratique d'Alkarkhî, en posant j égal à x-+-n, OÙ n<c\/l- Puis il explique le problème par une figure géométrique. Je fais observer à ce sujet que c'est simplement une illustration et non pas une construction géométrique du problème. Enfin , il résout le problème d une manière qui parait lui être particulière , en employant la théorie de la génération des nombres carrés par la sommation de la suite des nombres impairs. Cest que pour résoudre a^^^n=y, n étant un nombre impair, il
prend la somme i-4-3-h5-4- -+-(n — 2) = f -) , ce qui lui donne
f — ^,— j -^n= ( — - — j . Ou bien, en multipliant Téquation proposée par un carré impair m*, il résout par la même méthode a?i»-Hm*rt=^i", et a ensuite ^ =— » j' = — . Mais si Ton multiplie 1 équation proposée par un can'é pair, de sorte que mn est divisible par 2^ on prendra la somme des nombres
impairs depuis 1 jusqua — (»''-♦- »)*ce qui donne [ ^ j , et en prenant cette valeur pour x*, on aura
mrn _\ nrn m n
Fibonacci donne ces derniers procédés sans démonstration. Enfin, il ramène le problème x" — 10=/ au problème précédent, en remarquant que si
X* — u =y , on a J'* -+- a = a:'.
Je fais suivre ici le passage du manuscrit latin que je viens d'analyser, ainsi que le texte et la traduction des problèmes II, 22 , 28 d*Alkarkhî. Jai donné dans des notes la leçon originale où j'ai fait des corrections au texte latin, et j'ai placé entre parenthèses les restitutions que j'ai cru devoir faire en plusieurs endroits.
Ëxpiiciunt quœstiones geometricales et incipiunt quaestiones quarum solutiones non sunl terminalae, hoc est quod non cadiint ad unum lerminum tanlum, sed ad plures.
(( Ut est ista in qua proponitur inveniri aliquis quadratus numerus , cui si « addatur 5 , proveniat inde quadratus numerus , et hoc potest fieri multipli- {( citer. Pone pro radice majoris numeri rem et aliquot dragmas, quae cum
Il faut observer qu en supposant m = i 2^, oh i représente un nombre impair, on doit choisir
p <C 2^, donc tout au plus p= 2q — i , parce que autrement — ; ( 2^* -4- i ) cesserait d*élre un
nombre entier et impair.
« in se multiplicatae fuerint , faciunt minorem numerum quam 5 ; etsît dragma , ({ et multiplicetur res et dragma in se , veniet census et a res et dragma una, wquae aeqnantur censui et 5 dragmis; abjice ab utraque parte censum et « dragmam , remanebunt 2 res aequales li dragmis , ergo res est 2 dragma- (( rum , et quadratum ejus est 4 , quaesitus numerus , cui si addatur 5 , veniet {( g , qui numerus quadratus est, et radix ejus est 3 ; et si ponamus cum re «dragmas 2, multiplicemus ea in se, exibit census et li res et Ix dragmae, « aequales censui et 5 di^agmis ; projiciamus ab utraque parte censum et A , «remanebunt k res aequales uni dragmae, quare res est -^ dragmae, quae in (( se multiplicata facit -~^ unius dragmae pro quaesito numéro , cui si addatur 5 , «venient 5^, qui numerus quadratus est, et radix ejus est 2^.
« Aliter pone pro ipso quadrato numéro quaadratum a^*, et addatur ei superficies de, quae sit « 5 , et jaceat linea ge in directo lineae hg, et erit « numerus superficialis numerus ae, et provenit ex « ab in be, et proponitur numerus ae esse quadra- « tus», quare numeri ab et he similes superficiales sunt , hoc est quod proporu tio numeri eb ad numerum ab est sicut quadratus numerus ad quadratum «numerum **. Unde possimus infinitos duos numéros invenire habentes « inter se proportionem sicut quadratus numerus ad quadratum numerum « cum quibus poterimus ad propositum devenire ; quai*e ponamus propor- « tionem numeri eb ad numerum ba , hoc est ad numerum gb , esse sicut « [9 ad] lir quare proportio eg ad gb erit sicut 5 ad 4; et est proportio su- « perficiei de ad quadratum db sicut eg recta ad rectam gb , ergo superficies « de ad quadratum db est sicut 5 ad 4 ; unde si superficies de est 5, et qua- V dratum db est 4 ; ergo quaesitus quadratus numerus est 4 , cui si addatur 5 , «venient 9, qui etiaiki quadratus est; et nota quod proportio superficiei de, uquae est 5, ad quadratum db oportet esse sicut aliquis numerus*"^ cujus «quinta pars sit quadratus, ad aiium quemlibet**** quadratum numerum. « Verbi gratia sit proportio eb ad bg sicut 8 1 , quae est quadrata , est ad 1 , erit «ergo proportio de, quae est 5, âd db sicut 80 ad 1, de quibus 80 [5 est] «sexta décima pars, unde quadratum dh est -p^ de i, cujus radix est -f, M quod habetur pro latere gb , et sic tota superficies ae erit 5 7— , cujus radix « est 2 -J-, ut superius inventum est.
La figure manque dans le manuscrit. — ** Comparer Euclide, Éléments, IX, a et VIII, a 6. — '** Le ms. porte : « aliquis quadratus numerus. » — *'** Je propose de lire « quendam. a
« AlHer, quia omnes quadrati numeri ordinate pitnremunt ex aggreg ali one « imparium nmneronun ab uoitate asceDdenthun per ordinem, si oolligamus « impares numéros qui sunt infira 5 , sive i et 3 , procreabuntur inde h , qui «numerus quadratus est, cui si addantur 5, yeoient g, qui est quadratus u numerus; et si multiplicayerimus aliquem imparem quadratum numerum, u ut dicamus g , per 5 , venient &5 , et acceperimus quadratum qui proyenit tt ex a^[r^atione omnium numerorum imparium qui sunt ab uno usque tt in 43 , hoc est qui sunt infira 45 1 qui quadratus numerus est 484 , et ejus « radix est 22 , et super ipsum quadratum addiderimus 45 , nimirum in quau dratum numerum 52g yeniemus, et quia ita est, si diyiserimus utrumque «quadratum numerum per ipsum quadratum numerum, per quem multi> i/ plicayerimus 5 , nimirum duo quadrati numeri ex ipsa diyisione proyenetf rint, quorum unus excedit aiterum in 5, ut qusesitum est, et erit unus «ipsorum quadratorum 53-^ et aiter 58-^; et si yis habere radiées eorum «diyide [per] radicem de g, yenient 7 y. Similiter si multiplicayerimus 5 a per aliquem quadratum parem [ac diyiserimus productum ex multiplicau tione] in duas, yel in quatuor, yel in plures partes impares, itaque una- « quaeque pars sit impar, et jaceant ipsae partes impares in ordine imparium « numerorum , poterimus ad solutionem suprascriptœ quaestionis deyenire. a Verbi gratia multiplicemus 5 per 1 6 , yenient 80 , et diyidamus 80 in duos 'îc[im] pares numéros qui sint continui in ordine imparium numerorum, « eruntque 3 g et 4 1 ; deinde aggregamus onmes impares numéros ab unitate a qui simt infra 3g, quam aggregationem habebis, si multiplicayerimus in a se medietatem duorum extremorum, siye de 1 et 3 7, de qua muitiplica- (( tione exibit 36 1 , cum quibus si addiderimus 80, yenient 44 1 ; si diyiseri- «mus hos duos quadratos per 16, habebimus 22-p^ et 27-^, et radiées « eorum babebimus, si per radicem de 1 6 , quae est 4 , diyiserimus 1 g et 2 1 , K qui sunt radiées de 36 1 et de 44 1 ; et si de 80 fecerimus quatuor partes ((impares, quae sunt 17 et 1 g et 21 et 23, quae quatuor partes sunt circa «quartam de 80, quae est 20, et aggregabimus numéros impares, qui sunt ((infra 17, yeniunt 64, qui est quadratus numerus, cujus radix est 8, super ((quem si addiderimus 80, yenient i44i unde si diyiserimus i44 et 64 u per 1 6 , et radices eorum per 4 , habebimus optatum ut supra.
« Et si dicemus : de quodam quadrato numéro abstuli 10, et * remansit ((quadratus numerus, haec quaestio similis est antecedenti, quia si super
Le ms. porte : • abstuli t et. •
« minorem quadratum addantur i o , provenit inde quadratus numerus; ope- « rare ergo in eam secundum quod superius operati fuimus et inveniemus *. »
PROBLÈME II, 2 2 D'ALKARKHÎ.
:>j^ ilU JUt Jouî^UjJ^ *i ^^ ^\j:> iU4- a^ ^:>j u' J*^ ^ JU Ju^J yU ^W" u' y^^ ^l^^l* »j^>^^ Ô^-à- ^^j^ i^-^3 ^U^^^uâ^ ,i^l;ô iUy^- **^ Jj.^1^ i^^^ûJU ,^!;:> iL-*^^ JU ^:>U^ U,:>^ (j^lû^ AIU^^a.»^ \ij:>^ \!^
,^lj^ iU^J JIH3 cjv*,à
Si à une certaine quantité qui a une racine, on ajoute cinq dirbems, ia somme a une racine. Posez cette quantité carré, et ajoutez-y cinq dirhems; il résulte un carré plus cinq dirhems; prenez-en la racine au moyen de Tistikrâ, ce qui consiste à la poser égale à une chose plus un dirhem; on aura un carré plus deux choses plus un dirhem égal à un carré plus cinq dirhems. Donc la chose est égale à deux dirhems, et le carré est égal à quatre dirhems.
PROBLÈME II, 2 3 D'ALKARKHÎ.
^\ JUt S^\ijS.^ 5UM y\^ ^\j:> ijjAs, xJU ou^ uh^ ii JU Juy^ yU J^\j:> ij^^b^ ^1 JU (^, ^\j:> '»jjS*s> aju jaib!^ ^U aKju^U c»:>;! j^j^-ss ^^ ^\j:> ij^jù^ ^! JU ^^Ijm (jv.iUi ^1 1$,^^ ^U jmij %:> ^t Cui ») J^ J^Ju^l \juii^ ^]j^ iL^ Jj^ ^(^1^ CjvA^ Jj^ji-3 U,:>>i^ •î^J^ 4Xjv>uâ^
Si dune certaine quantité qui a une racine, on retranche dix dirhems, le reste a une racine. Posez pour cette quantité une chose quelconque dont on peut extraire la racine, disons carré; retranchez-en dix dirhems; il reste un carré moins dix dirhems. Posez la racine de cette expression égale à chose moins un dirhem. Il résulte un carré plus un dirhem moins deux choses égal à un carré moins dix dirhems. Donc, après avoir exécuté lopération du djabr, on aura onze dirhems égaux à deux choses , et la chose égale à cinq dirhems et demi; conséquemment le carré égal à trente et un quart, et c'est ce qu on avait cherché.
Il vaudrait peutrétre mieux lire « invenimus. •
Jai dit, au commencement de cette addition (voir aussi ci-dessus, p. 3o), que i^emploi de la théorie de la génération- des nombres carrés par la sommation de la suite des nombres impairs pour la résolution de certains problèmes indéterminés du second degré , semble être une découverte de Fibonacci. En effet, jusqu'à présent je nai encore rencontré cet emploi nulle part chez les Arabes. Au contraire, je fais observer que cette génération des nombres carrés elle-même était parfaitement connue aux Arabes. C'est ce qui résulte du passage suivant que j'extrais du manuscrit arabe , ancien fonds , n° 1 io5 (page 16}, manuscrit de l'ouvrage encyclopédique intitulé: Traités des [khwân Alçafâ :
« Il est encore du caractère de la suite des nombres impairs , que s'ils sont additionnés suivant leur ordre naturel, les sommes sont alternativement paires et impaires, et que toutes ces sommes sont des carrés se succédant l'un à l'autre. »
C'est sans doute dans l'arithmétique de Nicomaque que les Arabes avaient puisé la connaissance de cette propriété des nombres impairs.
«-> O rBw
NOTES
Pag. 3 , lig. 1 5 et suiv. — Pour obtenir une donnée sur Tâge probable de la partie ancienne du manuscrit (96 feuillets sur 108), j'ai consulté M. Relnaud, que son immense expérience en fait de manuscrits orientaux rend plus que personne juge compétent en cette matière. Selon Tavis de r illustre professeur, le manuscrit appartient, d'après son papier et son écriture , à une époque comprise entre les années 4oo et 600 de Thégire, ou 1000 et 1200 environ de notre ère.
Pag. h , lig. 1 1 . — En disant « le premier » , j'entendais parier d'ouvrages originaux , composés par des auteurs occidentaux; car je n'ignorais pas que la connaissance de l'algèbre fut introduite en Europe déjà antérieurement à Fibonacci, par des traductions de traités arabes faites au xii" siècle. Mais il résulte des savantes recherches que M. Gbasies a réunies dans un mémoire sur l'époque où l'algèbre a été introduite en Europe (Comptes rendus des séances de V Académie des sciences, tom. XIII, pag. h^'] et suiv.], que parmi les travaux algébriques de ces traducteurs, il se trouve des ouvrages originaux , aussi originaux du moins que ceux de Fibonacci. Il faut donc rectifier dans ce sens la phrase ci-dessus, que J'avais écrite sous l'impression d'une opinion reproduite pendant longtemps par les ouvrages les plus estimés relatifs à l'histoire de l'algèbre , mais réfutée désormais par le mémoire de l'illustre géomètre que je viens de citer.
Pag. 1 4 > problème n" 8. — J*ai classé sous cette forme le problème 35 de la IV* section (p. 1 1 3 ) , et lorsqu'on écrit son énoncé comme il suit :^ -4- 5 = a:*, ^* -^^ = 2*, ce problème est en effet de cette forme et parfaitement analogue au problème précédent (34)' Cependant, tel qu*il est traité par Àlkarkhî, il contient en germe la résolution (en nombres rationnels) d'une autre espèce d*égalité double, qu*il ne sera peut-être pas superflu de faire remarquer, et dont voici Texposé :
a'x* -t- fcar -4- c =^*, ai*/* -H to' -H c en posant 2 = db mx ± n,
on
aura a*(a*a^ -h bx -\- c) -4- fci ^a*a^ -♦- ^J? -t- f -H c, = m*x* zt anina? -4- «';
donc y/ a* b*x* -f- b bxX -\- c 6j' = ( rit* — a'ai*)ar*-H (=i= ima — fcaj'ja: -H (ft* — ca* — Cj);
et si Ton prend m = aai,
a*b*x*-\-bb*x-\-cb*=(±: 2oa,fi--6aj*)'j7*-|-3 (±2aa,ii— 6ai") (n*— cai"— c,)a:-|-(ii*— ca,*— c»)*;
± abt-+- but* b, ba,
donc , SI 1 on prend n = = ± — dt — »
±1 2aai aa, aa
cfc,«— (n«— ca,*— c,)«
2 ^ ± aattiii — bui*) (fi* — cUi* — c,) — bb* j==— [±: 2aai n — ba*] x-\- — (n* — ca* — c,) , où, en place de rt, il faut substituer sa valeur en a, aj, 6, b^ qu'on vient de déterminer.
Pag. a 1 , lig. 17. — L'ordre adopté par Àlkarkhi est plus naturel que celui du texte de Diophante que nous possédons actuellement, et je suis très-porté à croire que c'est celui que présentait la rédaction originale de Diophante.
Pag. a4, dernier alinéa. — Mes traductions en formules algébriques pourraient quelquefois paraître inexactes, lorsqu'on voudrait les comparer superficiellement avec les énoncé sde Fibonacci, tels qu'ils se trouvent dans le morceau publié par M. Libri. C'est que souvent ceux-ci sont fautifs , confondant, par exemple, namerus mo/or avec numéros minor, lorsqu'il s'agit de distinguer deux inconnues, donnant des chiffres faux, etc. de sorte quon n'est jamais bien sûr de l'exactitude de ces énoncés, à moins d'avoir suivi le problème, en en refaisant le calcul, jusqu'à la fin. C^est ce que j'ai toujours fait, et je crois devoir en prévenir ceux de mes lecteurs qui voudront vérifier mes formules sur le texte publié par M. Libri.
Pag. a6, lig. 8. — Comme cette observation touche à un des points les plus délicats de l'histoire de l'algèbre, je dois ajouter que la notation linéaire de Fibonacci, tout en approchant, en quelques cas isolés, d'une véritable notation algébrique, est loin cependant de l'être réellement, et loin surtout d'en présenter la généralité et l'uniformité. Je renvoi»^ d'ailleurs à la dissertation profonde et détaillée que M. Chasles a consacrée à l'éclaircissement de cette importante question. [Comptes rendus des séances de l'Académie des ^sciences, tom. XII, pag. 74 > et suiv.)
Pag. 34 et suiv. — Au sujet de mon exposé des méthodes indiennes, je dois faire une remarque semblable à celle qu'on trouve dans une note précédente sur ma traduction algébrique des énoncés de Fibonacci. C'est que je prie ceux de mes lecteurs qui compareraient mes formules avec la tra-
duction de Colebrooke, de ne pas se laisser tromper par une différence, quelquefois considérable, qu au premier aspect mes formules pourraient leur sembler présenter avec les énoncés indiens. Bien que la traduction de Colebrooke soit excellente , ou plutôt parce qu'elle Test , ces énoncés sont d'une obscurité extrême, ce qui na rien d'étonnant lorsqu'on se rappelle que les ouvrages scientifiques des brabmanes étaient écrits pour ne pas être compris par les profanes , et que toutes les explications étaient réservées à un enseignement ésotérique. M. Cbasles, qui a rétabli, par une brillante divination , le véritable sens de la géométrie de Brabmegupta , et dont Tautorité , en cette matière, doit certes être d'un grand poids, s'exprime ainsi à ce sujet [Aperçu historique, etc« pag. 419) : «Tel est l'objet de l'ouvrage de Brabmegupta, si nous ne nous abusons dans notre interprétation de la plupart de ses propositions , dont le sens doit être deviné , à cause de la concision extrême des énoncés, où manque la plus grande partie des conditions cpi devraient y entrer. » Pour les règles idgébriques en particulier, il n'est guère possible d'en saisir la signification exacte qu'en faisant le calcul de tous les exemples qui s'y rapportent, et c'est cette métbode que j'ai suivie pour me rendre compte du vrai sens des tbéories indiennes. Qu'on me permette ici l'assurance que les formules, telles que je les ai données, sont le résultat de l'examen le plus consciencieux et le plus réflécbi. Je me suis efforcé aussi de rétablir la liaison qui existe entre différentes règles d un même chapitre, mais qui est complètement supprimée dans les ouvrages indiens. Ainsi , j'ai fait voir comment la première section du troisième chapitre du Vija-Ganita a pour but exclusif de résoudre l'équation ca;*-h 1 = j*, qu'elle y conduit réellement par deux méthodes différentes, et que le théorème retrouvé par Euler, qu'on pourrait être tenté de considérer comme le véritable objet de cette section, parce qu'il en est la partie la plus remarquable, n'est, en cet endroit, qu'un théorème auxiliaire sur lequel Bhascara fonde son procédé pour résoudre l'équation cx^ -\- 1 =y*' De mêmej'ai tâché de faire ressortir le point de vue commun sous lequel les règles du tu* chapitre se groupent comme parties intégrantes d'un seul problème générid. Pour facilitera ceux de mes lecteurs qui voudraient entreprendre ce travail, l'identification de mes formules avec la traduction de Colebrooke, je fais suivre ici la spécification , pour toutes mes formules , des paragraphes d'où elles sont tirées.
Lilavati, m* chap. 4* sect. Première et seconde solution, S 59-60; troisième solution, S 61.
Vija'Ganita, ui* chap. 1 " sect. S75-81. Énoncé ca^ ■+■ 1 =y, S 75. — i" méthode: cx^-^a=y,
cxi* -K a, =^^A S 76. — c[xjri ± 7*1)* -H «a, = (csxi ± yyi)\ SS 77, 78. — cl — ^J -t- 1
fcx H- y«\* V ^ /
= f ^j » S 79. — 2* méthode , S 80-8 1 .
2* sect. S 83-86.
3* sect. ex* — 1 =j\ S 88-89. — (^x^ -f- a ==^*, S 95.
VII* chap. (1) S 176-176. — (2) S 179-180. — (3) S i83. — (4) S 174, pag. 346, second alinéa. — (5) S 186, pag. 252. — (6) S 186.— (7) S 186.— (8) S 186. — (9) S 195-196. — (1) a;» — tt = 6^, S 2o3-2o5. — (2) a?' — a = hjry ihid, pag. 264.
VIII* chap. 1'* méthode, S 208. — 2* méthode, S 212-214.
Brahmegupta (1) caj*-+- 4 =^» etc. S 69. — ex* — i=^» etc. S 71. — (a) S 78. — (3) S 80.— (4) S 82.— (5) S 84.
Pag. 46 , lig. 7 du texte arabe. J'ai adopté la leçon ç^ô>M (ce que j ai traduit par fia violence») , parce qu'il y avait en quelque sorte une double preuve que le texte portait 3 avec un point. C'est que récriture de cette page du manuscrit ayant été très-effacée , on l'a rajeunie , et le point du 3 se trouve aussi bien dans les traits renouvelés que dans ce qui reparait en-dessous de l'ancienne écriture. Sans cette circonstance particulière, j'aurais lu ^^o^ « disette » , surtout à cause du contraste avec u>«â.^ I abondance», qu'on lit dans ce qui suit.
Pag. 48 et suiv.— Dans mon Extrait du Fakhri, tout i^partient à l*auteur arabe, à Texception seulement de quelques remarques précédées du mot Note, et de quelques passages ou formules renfermées entre crochets. Les alinéas précédés du mot Noie contiennent des observations sur certains termes techniques, et des rapprochements relatifs aux méthodes de Tauteur, que je croyais utiles , et trop essentiels ou en partie trop étendus , pour être confondus parmi les notes placées sous le texte au bas des pages. Les parties renfermées entre crochets sont destinées à suppléer à des lacunes du manuscrit, provenant évidemment de la négligence du copiste. Mais, à ces deux exceptions près, tout ce qui se trouve dans le texte de mon Extrait offre (abstraction faite de la traduction en langage algébrique) , la reproduction exacte des théories de l'auteur arabe, en conservant même scrupuleusement la manière dont il les présente et les énonce. Entre autres, j*ai conservé dans ma transcription la manière dont fauteur énonce les fractions , au moyen des valeurs réciproques des neuf unités, conformément à la coutume des algébristes arabes; ce qui lui fait dire tantôt « la moitié d*un huitième • pour « un seizième » , tantôt « un demi et un quart • pour « trois quarts » , etc. Mais à côté de cette méthode , on trouve aussi la manière plus naturelle d'énoncer la fraction simplement au moyen de son numérateur et de son dénominateur ; elle est employée surtout pour les fractions ayant pour numérateur et dénominateur de grands nombres. Dans ces cas, l'expression arabe est, par exemple, pour ^ «cent soixante-quatre parties de trois cent huit
parties de Tunité» Jo^L ^ '^"y^ ^^J «jI^^sAJ ^ l#%ab Moa^* ^^lJ <^^*
Pag. 54 1 lig. 5 en remontant. — L^auteur ne donne pas d'exemple pour le cas de sept termes, mais on ne doit pas douter que les Arabes n'aient su traiter ce cas. Voici un exposé de cette méthode sous sa forme générale. Posant
(aj,-+-a,a-t-a,a*-+-aja*-4-a4a*-Ha5a"— )* = jS,-4-jSia-+-jS,a*-h|Ssa*-+-jS4a*-*-jS5a*
on trouve, en multipliant a^ -»- aja -H ««a^ -H . . • en lui-même, que
jSj, = a^ ft == 2 (aoa4 -h «!«,) -+- a,*
jS, = iao», ft = a («o«5 -*- «là* H- «««5)
jSj = 200 «s -H «1* |S« = 2 («o»* -h «ifts -H «saa) -H ««'
jS, = 2 (a«a, -*-«!««) jS? = 2 (o^a, -H ai», -+- «,«5 -H a^a») et ainsi de suite, donc
^râ ft— (2a,a, -+-«,*) «0 = V Po «4 = ■
jS, — - 2a,a,
ft-
ft-
- 2(a,a5-f-aja4) '¥-a^\
2ato
2C(o 2ao
et ainsi de suite , c'est-à-dire que chaque a s'exprime au moyen du |S correspondant et des a précédents, et, en conséquence, au moyen des j3 seuls. Ces formules ayant ccq au dénominateur deviendraient illusoires en cas de jS, = o , donc a == o. Mais le carré d'une fonction entière et rationnelle de a ne peut jamais être que de la forme
Si m = , |3q ne sera pas o , mais = 70 , et c'est le cas que nous venons de considérer. Si m est
ADDITIONS ET NOTES
un nombre entier quelconque , on prendra séparément ia racine de aV^ qui est a"*, et la racine de 7^ -h 7, a -i- 7a a' H- ... suivant la méthode ci -dessus.
Pag. 1 38 , jig. 6 du texte arabe. — I^a^^ j^^ est une conjecture que je substitue au mot 1^3^ qu'on lit dans le manuscrit, et qui ne présente aucun sens satisfaisant. Au contraire, (^jjfej^ est le terme spécial pour désigner ujie méthode de solution. Voir, par exemple , pag. 66 , 1. 7 en remontant.
Pag. 1^7, probl. II, 22 , lig. 3 du texte arabe. — cJbtV^* ^ manuscrit porte constamment et invariablement (js^ 1 j*ai donc cru devoir tenir compte de celte leçon , et j'écris en conséquence {Jt:-^ . Mais la leçon (J^^^ adoptée par M. Rosen, dans son édition de Mohammed Ben Moûçâ , est préférable. (Voir la Granun, ar. de M. de Sacy, deuxième édition, tom. I, S 23i, note.)
CORRECTIONS
Pag. 2 , lig. 1 , en remontant , 2' col. au lieu de ms. lisez mss,
Pag. 3i, lig. 2 , en remontant, 2* col. au lieu de fol. 23 v". lisez /b/. 22 i>°.
Pag. 33, lig. 22, au lieu de an faible essai d'un calcul, comme, lisez à un faible essai (Tun calcul
de ce genre, comme,
Pag. 36. lig. I 2. Le signe de fonction /n'étant pas bien venu dans le tirage des bonnes feuilles,
ressemble ici , et plusieurs fois dans la suite , à un signe d'intégration. Je dois en prévenir le lecteur,
pour lui éviter des méprises.
Pag. 56 , lig. 1 1 , au lieu de la différence, lisez Vexcks,
Pag. 62 , lig. 3 , en remontant, 2' col. au lieu de de ce recueil, lisez du recueil,
Pag. 64« lig' if en remontant, i^col. au lieu de ^_^.t lÎBez ^y^ (sic),
Pag. 65, lig. 1, en remontant, i'* col. au lieu de Alkayyâmi, lisez Alhhayyàmt.
Pag. 78, lig. I, en remontant, au lieu de ou y quelconque, lisez et y quelconque,
Pag. 80 , probl. 44 « 1 " équation, et probl. 45 , 1 ** ligne, au lieu de | lisez |.
Pour rester conforme au mode de transcription que j'ai adopté pour les mots orientaux , à savoir
de rendre ^ par h ei (A par 9> je prie de lire, dans tout le cours de l'ouvrage, Alqarkhi an lieii
de Alkarkhi, et sur le titre, M6oir Beqr au lieu de Aboû Belr,
c:Acme |
Bookbindino ^" •"« |
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/extraitdufakhrt00karagoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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