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CHAPITRE PREMIER THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN
Objet du coui's. — Nous allons étudier la fii^ure créqnilibre d'une masse lluide animée d'un mouvement de rotation : les seules forces anxquelles est soumis le système sont des forces intérieures dues à l'attraction newtonienne : deux points s'attirent en raison directe de leurs masses et en raison inverse du carré de leur distance. Nous allons d'abord rappeler quelques résultats connus sur le potentiel newtonicn.
Définition et propriétés du potentiel. — Un point de masse /;2, soumis à l'attraction de tout le reste du svstème, est soumis à une force dérivant d'un potentiel V, c'est-à-dire que les composantes, suivant les axes de coordonnées, de la force agissant sur ce point, sont les dérivées partielles d'une même fonction
aV ()V ()^'
ni — — , m ~ — , m — — ■ 0.r Oi/ ôz
Si les masses attirantes sont discontinues, le potentiel a pour expression
e:i appelant /•, la distance du point de masse m au point de masse /;/,.
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Si ces masses sont continues, le potentiel a pour expression
o' étant la densité de l'élément de volume d'z' , r étant sa distance au point /;/, et Tintéf^ralc étant étendue à tout le volume attirant. On sait que l'intégrale a un sens.
Si la masse attirante est répandue sur une surface, avec une densité superficielle jj.', le potentiel a pour expression
Enfin, si c'est un volume infiniment mince d'épaisseur s', alors et le potentiel est
Pour un volume, en dehors des masses attirantes, Y est une (onction continue, ainsi que ses dérivées premières, dans tout l'espace, et on sait que l'on a
Ô-V eVV Ô-V
u.t *'// or
A l'intérieur, en un point de densité p, on a AV = — 4^0.
Les dérivées secondes sont discontinues en une surface de séparation de deux milieux différents.
Pour une surface, V est continue dans tout l'espace, mais ses dérivées ne le sont pas sur la surlace elle-même.
Sur la normale en un point A d'une surface S (fig. i), prenons deux longueurs
AB = ^/?,, AC = f//^.
TlIKOItEMI-: DE GAISS
Si \^ est le potenliel en A, le potentiel en B cl C est
( )n a d ailleurs
'j. étant la densité de la niasse attirante.
Si Ton désigne par /, /n, n les cosinus directeurs de la normale., supposée dirigée vers l'extérieur, par
il)-
les valeurs des dérivées partielles à l'intérieur et à l'extérieur de la surface, on a
OV
OV \ . / OV
OV
OV
OV
OV
Théorème de Gaiiss. — Gauss a démontré que, en dehors des masses attirantes, V n'a ni maximum ni minimum, puisque l'on a -iV = o.
D'une façon générale, si AY est positif ou nul, la fonction V n'a pas de maximum; si AV est négatif ou nul, il n'y a pas de minimum. Dans le cas qui nous occupe, AY est nul ou négatif: V n'a pas de minimum et n'a pas de maximum en dehors des masses ag-issantes.
Donc, si sur une surface fermée ne renfermant pas de masses attirantes, Y est compris entre deux nombres g et //, il en résulte qu'en tout point situé à l'intérieur delà surface, on aura is<\<h.
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Théorème de Green. — Si U et V sont deux fonctions continues à l'intérieur dun volume T limite par une surface S, on a l'égalité
U -—-chôn
UA\Wt
Dans celte égalité, on peut permuter U et Y, et en retranchant les deux égalités obtenues, on a
Cas particuliers de l'égalité (i) : faisons U = i / OV
^cr =
A\Wt.
Faisons :
Si V est une fonction satisfaisant à l'équation de Laplace, AV=o,
"^^--JmA-^ïAW
ch;
le second membre étant positif, le premier l'est aussi.
Si U et V sont des jiotentiels, sur une sphère de rayon sulfi-
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snmment orrand, U et V sont de Tordre de-— , leurs dérivées
premières de l'ordre de — . On peut alors appli([uer la formule (ij à l'espace extérieur à une surface S et intérieur a une sphère de rayon très grand. Si ce rayon est suffisamment grand, l'intégrale prise sur la surface de la sphère o est négligeable :
c'est-à-dire est de l'ordre de — ; mais on a la relation
car les éléments de l'intégrale se détruisent deux à deux.
Quant aux intégrales des seconds membres, leur somme donne des intégrales étendues à Tespace entier, et on a, en ajoutant les deux égalités obtenues :
les intégrales étant étendues à tout l'espace. De même, la formule (2) donnera
UAV — yAU)(/T = o
et, en se rappelant que
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Cette formule est analogue à celle que Von trouve dans la théorie de l'électricité,
> /«Yj — ^ nt^\ :^= o.
Dans la formule {7), faisons
on en conclut la formule
(8) / {\dp — :.d\)ck=o.
Travail de l'attraction. • — Supposons un système de masses m', /«', ..., etc. attirées par un autre /;/j, m'\, , etc.
Soit Y'j, V'\,... le potentiel aux points /«', ni'\.,., etc., dû aux masses attirantes /«'j, in'\, ,.., etc.
V, Y'..., le potentiel aux points m\^ ni'\...^ dû aux points ni\ ni",
Les masses attirées se déplaçant, on a comme travail
en appelant o.r, oij , 0-, le déplacement du point de masse m ;
Si je pose
II = y];;.Y„
j'aurai
s = oII.
Si les masses attirantes se déplacent aussi, mais seules, le potentiel Vj deviendra
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et oii a
oïl -^^ 7 /;/o \ .'.
Là
Silos Jeux déplaccmenls ont lieu simultanément, on a
S=0ll-f-r:il.
Supposons que les niasses altirées lornient un volume T, on a
cette inlégrale pouvant d'ailleurs s'étendre à l'espace entier, puis([ue 0 est nul en dehors de T. On a
étendue de même \\ l'espace entier.
Si la masse attirante est la même que la masse attirée, on a V = V^,
oll = / Yr/of/T, ce c[ui peut s'écrire en tenant compte de (8)
oH= / '.oVc/t,
ou encore
oli = I ~ '— ai.
Posons maintenant
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l'intégrale étant toujours étendue h tout l'espace; West l'énergie du système.
On a
oW = £.
On peut d'ailleurs écrire, puis(|uc AV = — 4'^^)
et, en tenant compte de (6),
l'intégrale étant toujours étendue à l'espace entier.
Conditions d'équilibre — Ceci étant rappelé, nous allons commencer létude du problème que nous nous sommes proposé.
Considérons une masse fluide, isolée de toute influence extérieure, tournant autour d'un axe fixe que nous prendrons comme axe Oc, d'un mouvement uniforme de vitesse angulaire w; prenons les axes Ox et Oy, invariablement liés à la masse fluide.
Soity^» la pression en un point (.r, ij, z) ; p ne dépend que de X, y, z, la force s'exerçant sur l'élément de volume d- a pour composantes
A = --~d-z, 1 ^= -7— d'z, L = — î- dx. 0:r 0^ 03
Ecrivons les conditions d'équilibre relatif, en remarquant que l'accélération de Coriolis est nulle. Si on appelle X, Y, Z les composantes suivant les axes de coordonnées de la force agissant sur la molécule (,r, ?/, -), on a
et. on posant
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OU
OU
ou
d'où Ton tire
O.r Oy 0" \ O.r oij O3 /
Cette relation montre que c est uniquement (onction de p ; L' csl par suite, aussi uniquement (onction de p et, par suite, de ^. On arrive alors au théorème suivant:
Théorème. — Quand une /nasse fluide, animée d'un moui^emenl de rotation autour d'un axe fixe, est en équilibre relatif, les surfaces de niveau sont les surfaces d égale pression, et aussi d'égale densité.
A la surface de la masse, on a p^:^o. Donc U est une constante. La surface libre est donc une surface de niveau.
S'il n'y a pas de rotation, on a U = V.
Dans le cas général on a AV = — 4~?- -^^^ est donc simplement fonction de U.
Kemarquons que la iorce totale -- — , — — , -— — est en gênerai ^ ^ O.c ' Oy 0; °
normale aux surfaces de niveau, U:^=C.
Ces conditions d'équilibre sont nécessaires.
Une condition nécessaire et suffisante d'équilibre est que le travail résultant d'un déplacement virtuel soit nul. Ce travail comprend le travail de l'attraction, plus le travail dû à la force centrifuge.
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Le premier a pour expression oW, que nous avons déjà étudié, le second a pour expression
et, si J est le moment d'inertie par rapport à Oz^ le travail dû à la force centrifuge est
La condition d'équilibre est donc
o\\ -\ oJ = o
pour tout déplacement compatible avec les liaisons. Cette condition n'implique pas nécessairement que
soit maximum; il faut encore d'autres conditions ; mais je dis que si cette fonction est maximum, l'équilibre est stable. Soit T la force vive relative, on a l'égalité
Posons W -j- J =U, et supposons que pour le maximum
U soit égale à U„.
On a
RELATIOy r.yTJlE LA MA^SE. LE VOLUME ET LA VITESSE n
Si on (loimc inaintcnaiil: ;i U une valeur U < U^ et i» T„ une valeur a, on aura
La force vive dans les instants suivants sera inlérleure a 1"^, réquilibrc est doue stable.
Relation entre la masse, le volume et la vitesse de rotation. — Une condition nécessaire de l'équilibre est, qu'en tout point de la surface libre, la forc(> soit dirigée vers l'intéiieur, aulreinent
une partie se (b'tacherail. 11 faut donc — — <o et par suite
La formule (3) transforme cette inégalité en la suivante :
l lVck<o.
En désignant le volume par T et la masse par iNI, il vient — 4-M + 9.oj-T<o.
Dans le cas particulier où la densité est constante et égale h p, on a
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Dans l'applicalion de cette formule, il faut se rappeler que les unités sont telles que la force d'attraction newtonienne s'exprime par la formule
j. mm'
MASSE HOMOGÈNE FLUIDE
LA MASSE EST SANS M OC VE MENT DE ItOTAlION
Simplification des formules g-énéi^ales. — Etiulions le cas particulier d'une masse homogi-ne fluide et sans iiiouvement de rotation.
En appliquant les théorèmes généraux, on trouve que la surface libre doit être une surface équipotenlielle V = V, .
Si on prend la densité de la masse pour unité de densité, le potentiel en un point a pour expression
L énergie est
tJ T
V est continu dans tout l'espace ainsi qu'à la surface libre ; il est nul h l'infini ; à l'extérieur il n'a ni maximum ni minimum et est compris entre o et V^, ; à l'intérieur il est supérieur à \\ et a un maximum.
L'intégrale I - — d? étendue h une surface fermée enlou-
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r;uvt le corps a pour valeur | AVr/-:, étendue au volume limité
par cette surface, et on a 1 Wd' = — 4~ / oth = — /^tzSL.
Ce théorème est encore vrai pour la surface limite, et il s'applique que le corps soit creux ou plein, et même si l'on a affaire ;> une distribution superficielle.
Comme enfin nous supposons le corps homogène et de den-
sité I , on a
en désignant par T son volume, et par S une surface cjui le renferme complètement, en particulier sa propre surlace.
Si on porte sur la normale en JM à la surface extérieure un segment MM' = f///^, (fig. 2), le potentiel en INI' a pour expression :
Fig. 2.
on en conclut que
On a vu que cette condition était nécessaire pour l'équilibre : ici elle est toujours remplie.
Soit Vg le potentiel de la masse fluide sur sa surface, et supposons maintenant une couche électrique de masse M, en é{|uilibre à la surface du corps, et produisant dans l'espace un potentiel V'tel que sur la surface et à son intérieur le potentiel soit V'==Vg.
A l'extérieur, on a Y' ^V. En effet, sur la surface V == V^ et à l'infini V'=^ o. Or Y' et Y sont deux fonctions satisfaisant i\ ré(piation de Laplace, ayant les mêmes valeurs sur la surface et sur une sphère de rayon très grand. Ces deux fonctions coïncident donc : c'est le principe de Dirichlet.
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On a, d'après des lorimiles connues,
Donc la niasse ]M répandue à la surface a pour valeur T cl réciproquement si
IM = T, Y' = Y
Le rapport -:r^ est ce que Ion appelle la capacité électri([ue
du corps.
Cette notion va nous être utile pour résoudre le problème proposé.
Théorie de Liapounoff. — Parmi les figures d'équilibre, il v a une solution évidente qui est la sphère : mais peut-il v avoir d'autres figures d'équilibre ? Nous n'en savons rien : mais si l'on se propose de chercher les figures d'équilibre stable, le problème est différent.
Le maximum absolu de W est bien atteint pour la sphère, mais a pi-iori nous ne pouvons affirmer que W n'ait pas d'autres maximums relatifs. Cela a été démontré par Liapounoff; la démonstration est assez longue et on va procéder par étapes.
L'énergie a un maximum. — Le potentiel d'un volume quelconque par rapport à un point quelconque, est inférieur au potentiel d'une sphère de même volume par rapport à son centre.
Du point ]M, comme centre, je décris la sphère - ayant le même volume que le corps S (fig. 3).
Le corps S est partagé en deux volumes : le volume K intérieur il 2l, et le volume A extérieur.
Soit B le volume de S extérieur à S.
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On a par hypollièse B = A.
Si U est le ravon de la sphère, on a
Potentiel de A < -pi—
Potentiel de B '
Fier. 3.
lï ' ~ H
D^où
Potentiel de B > Potentiel de A
Potentiel de S = Potentiel de K + Potentiel de A
Potentiel de 2C --^^ Potentiel de K -j- Potentiel de B.
Donc
Potentiel de S > Potentiel de S.
Si V est le potentiel au point M, et R le rayon de la sphère ï, on a donc
L'énergie qui est égale à
Vr^-:
est donc inférieure à
et il vient
W<ixR^T
en appelant T le volume de la niasse.
On a d'ailleurs
T = — TzR^ 3 '
d'après la définition de R.
Donc
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L'énergie W due à un volume T est donc limitée supérieurement ; W a donc un maximum. Je dis que ce maximum n'est atteint que si la surface extérieure est une sphère.
Nous allons d'abord démontrer le théorème suivant :
La capacité électrostatique a un minimum. — De Ions les corps ayant même volume, la sphère est celui ([ui a la moindre capacité électrostatique. •
En effet, la formule (9) (p. 8) donne
l'intégrale étant étendue à tout l'espace.
Supposons que sur un corps conducteur de volume T il y ail une masse électrique T en équilibre. Si Y' est le potentiel correspondant, sur la surface du corps on a
W = — CY
Elle est d'ailleurs éa'ale à
l'intégrale étant étendue, soit à tout l'espace, soit au volume
PoixCAKK. — Figures d'équilibre. 2
.MASSE HOMOGEyE ELUDE
extérieur seulement, puisque V est constant a rintérieur du volume.
Nous allons voir qu'elle est inférieure it Téneroie ^^ due au potentiel newtonien du corps supposé homogène et de den-
sité éffale à l'unité.
Soit V = V'+U ce potentiel : je p(
sp(V' + U)1
\vv'+u)"
l'intégrale étant étendue a tout l'espace.
^\' OU ov m ^\' r>u
î^.f O.f 0// ù// i)z Oc
ch.
La première intégrale est W.
La deuxième se décompose en deux : l'une prise à l'intérieur
OV OV OV du corps, qui est nulle, puisque — — = - — = -;-- ^ o. ^ ^ ox 0// Or
L'autre, prise a l'extérieur, se translormc par la formule de
Green en
X'MJd-:.
La seconde de ces deux intégrales est nulle puisque AU est nul à l'extérieur.
La première est également nulle : en ellct, sur la surlace. \'
est constant et égal à V^
TIIKOIUE DE LfAPOi\\0/T
L'intégrale est donc
^'» ' "lr^^^-^'« / ^r^^^'
celte intégrale est donc nnlle.
On a par suite
R^ ' et enfin
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G a donc un minimum. Je dis que ce minimum ne peut être atteint que pour la sphère.
Le minimum est atteint pour la sphère. — Supposons qu'un corps conducteur ait la forme pour laquelle ce minimum est atteint : on a
-!— désignant la dérivée suivant la normale èi la surface équipotentielle passant par le point (.r, >/, z).
Déformons le conducteur de façon que l'élément de surface
(h devienne dn' (fig. 4)- Appelons -^^,<ia' "C, la projection sur la normale à la
surface du déplacement ch compté avec son siffne.
L'augmentation du volume est
al(
Fi;?- 1-
L'augmentation de l'intégrale est
^-fm^M^Mm
Ceci suppose que le potentiel reste constant: mais, par hypothèse, la figure est en équilibre. Donc il y a un minimum pour
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^ — ; la variation de riiiléoriale duc à la varialion du potentiel
est donc nulle, puisque cette intégrale est minimum. Or, si on appelle ;j. la densité superficielle, on a
On a donc
Or, il faut que dC = o : donc
et comme on doit avoir en même temps / 'C,d7=o^ quel que
soit !^, il faut que Ton ait a = C'''.
On a d'ailleurs jNI = ;j.S en appelant S la surface du conducteur : on a donc
Supposons maintenant que le conducteur se déforme en restant semblable à lui-même : la capacité est proportionnelle à la racine cubique du volume, et on a
dC _ i (/T .
d'où on conclut
S-2=i2-TC.
Tous les corps dont la capacité est minimum sont donc tels
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que cette relation existe entre leur capacité, leur volume et leur surface.
Mais alors, pour tous les corps de même volume, la capacité est minimum si la surface est minimum ; or, parmi tous les corps de même volume, la sphère est celui qui a la surface minimum. C'est donc celui dont la capacité électrostatique est minimum.
Nous arrivons maintenant au théorème que nous nous étions jDroposé de démontrer.
La sphère est la seule ïlgiire d'équilibre. — Je dis que W est maximum quand le corps de volume T a la forme d'une sphère.
Soit T le volume correspondant, donnons-lui un accroissement (fig. 4)
Comme on a
Y dp (h.
Le corps étant supposé de densité égale à i, dp est égal à — i, o ou I ; dp n'est différent de zéro que dans le voisinage de la surlace, qui est une surface équipotentielle, le corps étant supposé en équilibre ; c'est-à-dire que V est constant.
cfW-=V„ / dpd-
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et rintéîxi"''*-^ Pst éi^ale à dT . On a donc
On peut (''l;il)lii' uno anlic r<»]alion ontie tlW rt dT . Supposons que le e(>r[)s varie en restant semblable iilui-nirnie :
l'éneioie varie en restant j)i'opoitionnelle ;i la puissance -, du
volume. On a donc
d\\ _ ^ dl
Eliminant d\\ et <^/T entre ces deux dernières relations, on trouve
D'après la définition de W, on voit ([ue Ton peut appeler
le potentiel moyen. Il est égal à
Av.
Or W est aussi donné par lintégrale
étendne à l'espace entier.
La partie étendue l\ l'espace intérieur est, d'après la formule de Green 1,4) :
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Sur la surface, V est conslant. L'intégrale a donc pour valeur
ce qne l'on transforme immédiatement, puisque — AY ==-. 4~p = i-, en
T. a partie de l'intégrale étendue au volume intérieur est donc à la partie étendue au volume extérieur, dans le rapport constant -p-, en supposant évidemment le corps en équilibre.
Mais l'énergie de ce corps est en raison inverse de sa capacité électrostatique.
Nous voyons donc bien C|ue la sphère est le volume pour lequel W est maximum.
LA MASSE EST ANIMEE D UN MOUVEMENT DE ROTATION
Formules générales. — Supposons maintenant le corps, homogène, soumis à une rotation to autour d'un axe fixe. Appelons J le moment d'inertie autour de cet axe.
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Si le corps cluuige de forme, de faroii que la projection du déplacement de rélément de surface ch sur la normale soit IÇ, J varie et on a
Nous avons appelé U la fonclion \ -\ (.t- + //"),
W représente toujours l'énergie due au potentiel new Ionien.
On a
,AV+ — r/J
A la surface déauilibre U est constant et éaal à U„ On a donc
d\\^—cn=V\ I r77 = LV7T.
D'ailleurs si le corps se déforme en restant semblable à lui-même. \V et J varient comme la puissance— de T.
On a donc
et par suite
UT = W4--^J=U
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On a
AU = 2(o- + AV,
On a déjà vu (pnge ii) qu'une condition nécessaire pour l'équilibre est que
c'est-à-dire que AU soit négatif.
Donc U, à l'intérieur du corps, ne peut avoir de minimum, et comme sur la surface il est constant et éaal à U„. à l'intérieur on aU>U„.
Si AU est nul, U est constant et égal à U^.
F.nfin si AU était positil, U serait dans tout le corps inlérleur
Considérons maintenant l'intégrale
Suivant que AU est négatif, nul ou positif, le premier membre est supérieur, égal ou inférieur à
u,^. = u„ / ,^^ = uj = A(^w+-^j).
On a donc dans les trois cas :
AU < o 4- (w + -^ .]) < 2AV + ^ J W > or J
AU = o ~ l\y^^]\ = 2W + -^ J \Y = coM
AU > o A (' w + -^ j)> 2W-f- -^ J w < to^J .
MASSE E.\ ROTATION
Limite de la vitesse de rotation. — Supposons niainlenaul (iiic (.0 varie d'imo l'aouii coiiliiuic. La figure se dcfornie d'une manière continue, et ou a
la figure étant supposée en équilibre, W -| J est maximum
ou minimum, en tous cas
Il reste
Doue
dl\ — r-^>o.
U^, croit quand (o augmente.
Y étant le potentiel newtonien, on a sur la surface
Si donc la surface rencontre l'axe de rotation, V:^ est le potentiel newtonien au pôle. Si oj croit, ce potentiel croît également. Uj, ne peut d'ailleurs dépasser 2-R- (page i6), R étant le rayon de la sphère ayant même volume que la masse fluide.
En divisant membre à membre, ou a
Si on fait croître w indéfiniment, or finira par dépasser -. W sera inférieur à orJ ;
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et par suite
3 co - U„
Si oj croît indéfiniment, U^ devra croître indéfiniment ; mais U„ ne peut dépasser a-R^ ; il est donc nécessaire, ou bien que co cesse de croître, ou bien que la surface d'équilibre ne rencontre plus l'axe ; on a alors une figure annulaire.
Nous verrons que parmi les figures d'équilibre, il y a des ellipsoïdes de révolution ou des ellipsoïdes à trois axes inégaux. Pour les premiers, tu est inférieur à 4~ X 0,112. Pour les seconds, to < 4~ X 0,09,3.
Il est aussi possible qu'il existe une succession de figures d'équilibre, pour lesquelles w passerait par une infinité de maximums ou de minimums. Ici, le raisonnement ne s'appliquerait plus et 10 pourrait augmenter indéfiniment.
Permanence de l'axe de rotation. — Jusqu'ici nous ne nous sommes préoccupés que d'un mouvement de rotation uniforme.
On pourrait se demander s'il peut y avoir des figures d'équilibre relatif pour une masse fluide animée d'un mouvement de rotation non uniforme.
Nous allons prouver que c'est impossible.
Nous pouvons d'abord supposer le centre de gravité du corps immobile; puisqu'il n'y a aucune force extérieure, son mouvement est un mouvement rectiligne et uniforme.
L'équilibre ne sera pas troublé si on ajoute une nouvelle liaison au corps, si on le solidifie. Alors le mouvement du solide autour de son centre de gravité est un mouvement h la Poinsot.
D'après le principe de Dalembert, le travail virtuel de la force totale, pour tout déplacement compatible avec les liaisons, est donc nul. Dans le cas qui nous occupe, il n'y a qu'une liaison, c'est l'incompressibilité du fluide, s'il s'agit d'un liquide. Si l'on a affaire à un gaz en équilibre, l'équilibre subsiste a fortiori en supposant le corps incompressible.
Si o.r, oy, 0- représentent les déplacements virtuels d'un point
PEIUIANEXCE DE L'AXE DE ROTATIOS ag
.r, //, -, lu condiliou dincompressibilik' s'exprime par la relation
d.v ■ ' di/ •' ' dz ^
Il peut y avoir Irois sortes de déplacements virtuels :
i" Les déplacements de toute la masse, considérés comme les déplacements d'un corps solide. L'application du principe de Dalembert montrerait que le corps doit avoir un mouvement à la Poinsot autour du centre de gravité, comme on l'a déjà vu.
2" Il y a les déformations du corps.
3" On peut supposer que la masse soit animée d'un mouvement tel c[ue les molécules se déplaceraient sur des surfaces à densité constantes.
Les surfaces d'égale densité étant aussi des surfaces équipo- Icntielles, on aurait
u,^■ Oij dz
Les surfaces d'égale densité restant les mêmes, il en est de même de la forme extérieure. Tout se réduit donc à des déplacements internes dont nious allons étudier le travail virtuel.
Soit un point JNI de masse m, de coordonnées .r, y, z, animé d'une vitesse .r', y', z\ l'accélération du mouvement étant r", ?/", -•". La force d'inertie a pour composantes /n.r", nii/", inz" .
Appelons cop to^, 0)3 les composantes de la rotation instantanée suivant les axes liés aux corps O.r, Oij, Oz.
D'après les formules connues, on a
— co,
L'accélération a pour composantes
.r" = (co,^' - co,c') + [,0'^y - co'.c), z" = {uy/ — (o,//') + (o/, r — 0/,//).
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L'équilibre relatif ayant lieu, il y a équilibre entre le travail de l'attraction et la force d'inertie ni.v", mij" , mz" .
Cette force se compose de deux parties : l'une est ce que l'on trouverait si l'on supposait le mouvement uniforme; l'autre est due à l'accélération du mouvement de rotation.
A un instant /, l'axe de rotation est OP (oj^, to^, 103) ; à l'instant t-\~dl l'axe instantané de rotation est OP' (fig. 5). Le vec-
pp/
Fi&- 5.
teur OQ éqnipollent au segment
dl
tend^ lorsque dt tend vers zéro, vers une position limite, et ses projections sur les trois axes sont
Si on prend cet axe OR lui-même comme axe Oz
La force d'inertie due à l'accélération angulaire se réduit à
Appliquons maintenant le principe de Dalembert aux déplacements virtuels que nous considérons.
Le travail de l'attraction est nul, puisque la forme du corps n'a
pas changé. Le travail de la force centrifuge est éo-al h -— oJ, en
posant to- = (jjj -f- to:, -j- wj.
Ce travail est nul puisque J ne varie pas. Le travail de la troisième partie est
ni[//o.v
xoi/).
Puisqu'il y a équilibre, il doit être nul. Or, on peut toujours choisir un déplacement virtuel tel que
2^m{7JO.V — A'?Jlj)
ne soit pas nul; il suffît de supposer un courant autour de Oc. La somme aurait pour mesure l'aire du plan des a-0)j, limitée par la projection du courant sur ce plan.
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Il l;uiL tloiic ({lie 0)3 soit nul, c'esl-ii-dirc que Ton ait un niouvenient de rotation unitorine. (.. (^. 1'. 1).
Il faut de plus (|ue Taxe de rotation soit un des axes piincipaux d'inertie; cela résulte de l'étude du niouvenicnt d"uu corps solide.
Stabilité de l'équilibre. — Jusqu'ici on ne s'est pas préoccupé des conditions de stabilité de l'équilibre.
Lejeune-Dirichlet a démontré que la condilion nécessaire et
suffisante de la stabilité de l'équilibre est (jue W + .1 soit
niaxiniuin.
.Mais il l'aut l'aire la distinction entre la slabllilé temporaire et la stabilité séculaire. Lord Kelvin qui le premier a lait celte distinction, appelle stabilité séculaire celle (jui a lieu même en tenant compte du l'rottement; tandis que la stabilité temporaire, <|ui subsiste quand on ne tient pas compte du Iroltement, ne subsiste plus si on en tient compte. Lord Kelvin a démontré que :
La condition nécessaire et suHisante de la stabilité séculaire de ré(juilibre relatif est la condition- de Diriclilet.
Evidemment celte condition est toujours sullisante ; mais supposons que W +- J ne soit pas maximum, il pourra, d'après
le théorème de L. Kelvin, y avoir équilibre stable, à condition qu'il n'y ait pas de frottement. Mais s'il y a un frottement, si petit qu'il soit, l'équilibre ne sera plus stable.
On ne peut appliquer immédiatement le théorème de L. Kelvin, car il suppose que tout mouvement détermine un frottement, ce qui n'est pas le cas pour cette masse fluide : en effet, si la masse isolée dans l'espace se déplace d'un bloc, k la façon d'un corps solide, il n'y aura pas de frottement.
Solide équivalent. — Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de définir ce que nous appellerons le corps solide équivalent à la masse fluide. C'est un solide où, à l'instant considéré, les molécules ont la même position que dans le système fluide.
La vitesse de son centre de gravite est la même que pour le fluide.
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Les axes principaux d'inertie ayant évidemment la même position, les trois moments de rotation autour de ces axes sont les mêmes que pour la masse fluide.
Son mouvement est donc bien défini à l'instant considéré ; mais il faut remarquer que le solide équivalent à l'instant t, n'est pas le solide équivalent à l'instant //.
Théorème. — La force çU>e du fluide est èquwalenle à la force vù'e du solide èquiçaleiit^ augmentée de la force vii'e du fluide dans le mouvement relatif par rapport à des axes hwariahlement liés au solide équi^> aient.
En effet, appelons ^, tj, ^, les composantes selon ces trois axes de la vitesse absolue de la molécule m ; i', t)', (^' les composantes de la vitesse de la molécule correspondante du solide équivalent ; ç'', rf , ^" les composantes de la vitesse relative de cette molécule par rapport au solide équivalent. On a
Les trois forces vives considérées ont pour expression :
et il faut démontrer que
On a
T = ^ ■f-[(i' + l"Y + (V + -rrf -h {K' + K'f]
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Je vais démontrer que
/ "^; ; -]- r, fi + s s ; — o.
Cette expression représente le travail cFiin système de force S', tel que la force agissant sur la molécule di ait pour composantes /;?;", /»■/■/', /«^", mais ce système est la difTcrence de deux autres S et S', dont les forces sont /«;, mr^, niZ^ et /;;;', /«r/, m^' ; ces deux systèmes de forces sont écjuivalents. La résultante générale est la même et les moments résultants des deux systèmes sont les mêmes par rapport aux trois axes, par la définition même du solide équivalent.
On a en eiret
^nr,=y^ml'
puisque la vitesse du centre de gravité du solide équivalent est la même que celle de la masse fluide.
De même on a
puisque les moments de rotation sont les mêmes autour des trois axes de coordonnées. Donc S = S' et S" est nul; son travail l'est
aussi.
Par suite
ym(;'r + VV' + ;T)=o.
Condition de stabilité de Lejeune-Dirichlet. — Revenons maintenant a notre masse fluide.
On a Tégalité
D'où
Cette égalité suppose qu'il n'v a pas de frottement : autrement X' -j- T" — W ira constamment en diminuant.
PoiNCARÉ. — Figures d'équilibre. 3
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Si on pose
— ^ est nul s'il n'y a pas de frottement. dt
Mais alors c'est qu'il n'y a pas de mouvement relatif, et par suite T" = o.
Si T">o, ^<o.
Dans ce mouvement de rotation le théorème des aires s'applique, et on peut considérer comme des données les trois moments de rotation.
Je vais démontrer que la condition nécessaire et suffisante de stabilité est que T' — W soit minimum.
Pour une position d'équilibre relatif, on aura
Si l'on part de cette position d'équilibre, et que l'on fasse varier très peu les éléments des mouvements des molécules, mais de façon que les moments de rotation ne soient pas altérés (c'est une restriction sur laquelle nous reviendrons), la masse fluide ne s'écartera pas beaucoup de la position d'équilibre.
En effet, soient T' et W, les valeurs de la force vive et de l'énergie, on a
On a a fortiori
T -|- T" — "\V = 2 est d'ailleurs voisin de T^ — Wo-
Cette quantité ne peut jamais croître, donc elle restera toujours voisine de T^ — W,,.
Les valeurs des variables ne différeront que très peu de leurs valeurs pour T^ et W^, donc il y a équilibre stable : la condition est suffisante.
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Elle est aussi nécessaire. En efTet, si T„ — W^ n'est pas minimum, je puis choisir T' et \V de manière ([ue
et même que
T" claut suffisamment petit.
Mais alors T' -j- T" — W ne peut que décroître ; T" lui, tendra vers zéro; T' et ^V ne pourront alors reprendre leurs valeurs primitives.
Il V a une restriction à lever. Supposons que Ton écarte le corps de sa position d'équilibre sans conserver la valeur des moments de rotation autour des axes principaux ; on sait alors que le solide équivalent aurait un mouvement où les moments de rotation auraient des valeurs peu différentes de celles qu'ils avaient précédemment et l'on est ramené au premier cas.
L'axe de rotation est le petit axe de l'ellipsoïde d'inertie. — Je vais démontrer maintenant que l'équilibre n'est stable que si l'axe de rotation est le plus petit axe de l'ellipsoïde d inertie relatil a la masse fluide.
Soient (fig. 6) O.iijz un trièdre fixe de coordonnées ; OA,OB, OC, les axes principaux d'inertie; to la vitesse instantanée de rotation dont les composantes sont tOj^, tUj, 0)3 suivant les trois axes fixes,/?, </,/• suivant les axes OA, OB, OC ; on a F'&- ^
(o- = toj + to] + M2 = p- -hq''-\- '•' •
Soit OR l'axe instantané de rotation, J le moment d'inertie par rapport h cet axe.
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On a
T'=— (A«- + Br/^+C/-^) = — J.
Soient ULj, p-jiF'-s' ^^^ moments de rotation par rapport aux trois axes de coordonnées. Le segment OM, dont les projections sont (H"-!' [-'■25 \^z)y ^^^ ^^® dans l'espace (théorème des aires), et l'on a
Les projections de OM sur les axes OABC sont A/;, B<^, Cr, et l'on a encore
La condition de stabilité, comme nous l'avons dit, est que T' — W soit minimum. Or, si on change l'orientation sans changer la forme du corps, W ne variera pas. Donc il faudra que T' soit minimum. OM est fixe dans l'espace.
Si on pose
On a
IX- = (AX- +BY- + CZ-) = C
Donc, le point X, Y, Z doit être sur un ellipsoïde donné et sur une sphère de rayon minimum. Donc l'axe instantané de rotation est le plus petit axe de l'ellipsoïde donné et par suite, de l'ellipsoïde d'inertie.
Si A est la plus grande des quantités A, B, C, l'axe de rotation sera l'axe des x. Alors on a/>> = (0, q^^^o^ /■=o.
aJ
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Il faut donc que
(i) AV_T' = W ^
soit maximum ; donc que
Il suffit aussi que
soit maximum (p. 10), condition qui n'est pas nécessaire. Donc
Les deux conditions donnent
oW +
oW + ■
"' oJ
On doit donc prévoir que si la condition (2) est remplie, la première le sera également.
Supposons qu'il en soit autrement, c'est-à-dire que l'on puisse avoir en même temps
-IT' ''^" T ITT f'^' T
^^ +— J<Wo+— Jo V 2J 2J„
Comme on a ]j, = <jj]^, on conclurait facilement
CHAPITRE III
FONCTIONS SPÎIÉRIQUES
Expression de av dans un système triple orthogonal. —- Soient
trois laniilles de surfaces, constituant un système triple orthogonal.
Considérons le petit parallélépipède rectangle dont les faces sont les 6 surfaces.
■fi ='^.0 +^'^i»
Les arêtes de ce parallélépipède ont pour longueurs rtï/ç, hd-r^, ccIZ.
La diagonale est
Supposons une fonction V (;, r, , v) et cherchons à déterminer la valeur de T'intégrale
/iVi.
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étendue au volume du parallélépipède; elle est égale à
étendue à sa surface.
Le volume étant infiniment petit, la première intégrale a pour expression
LN.a.h.c.dl.dr^.d'C,.
La seconde est la somme de trois intégrales étendues chacune aux deux faces opposées du volume.
Pour la face i = ç^, on a
^^ I 1 ir
Pour la face opposée ç = H^ -|- <:/^, on a hc ÔV . ô / hc ÔV
[^'w^-ki~'ky¥""^
et par suite pour l'ensemble des deux faces, on a 0 f hc ()V\
0; \ a i)ç On a donc
LNahc.dl dr^ dX,
jr j ;.. r ^ l'c ^V c^ ca OV 0 ah DV 1
= dz dr, dC I — v- • — = 1- ■ 1- • I
et finalement on a
bc OV
AV
_ I "S^ ô / ùc ô\ a Oc / i 0; \ a 0; ,
Application aux coordonnées polaires. — Dans ce système on a
,r = r sin 0 cos es,
y =^ r sin 0 sin 'j, c = /• cos 8.
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et, en posant cos 0 = 'j., on a
.r = /• ^ I — 'j.- cos 'j,
y = /• ^ I — |jL- sm '^,
L'élément linéaire clans ce système de coordonnées a pour expression
h- = dx- + (hf + dz- = ^^z-- + /•-f/O- + /•- sin-Of/'^-
= di- -\- /•■ ! 7-+ '■'(.! — !i.')ac5'.
Au lieu de ;, r, , ^, nous avons /•, 'x, -i et dans ce système
On calcule alors facilement
I cVV
Folynomes sphéiùques. Fonctions sphèriques. — On appelle polynôme splièrique un polynôme homogène en a*, ?/, .c satisfaisant à Téquation de Laplace, A P = o.
b il est de degré ii en x, u. z il contient — coelii-
cients arbitraires. Mais il y a un certain nombre de relations
entre ces coeificients puisque l'on a AP„ ^ o. Cette relation est
[n — i) de deçrré n — 2. Il va donc n relations entre les coef-
ficients.
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Il y a donc
(«+0(n+2) Ji[n—i)
polynômes sphériques, indépendants du degré ii.
On peut exprimer x, //, z en coordonnées polaires : on aura alors
Y„ étant uniquement une fonction de o et de y., que nous appelons fonction sphérique d'ordre n.
On a évidemment la relation
Considérons maintenant Tégalité (2) démontrée page 4
-|H.)./.= / (UâV-VAU)rfx.
Supposons que la surface S soit une sphère de rayon i, que U et V soient deux polynômes sphériques d'ordre ;« et n, le second membre sera nul, et on aura
Donc, en tenant compte de l'égalité (i), on a
[m — n) I P,„ Prt d(j = G.
Si j)i est différent de n, on a
Pm^nd7= o,
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rintégrale étant étendue à une sphère de rayon i ; et on peut
encore écrire ceci
Si m = n, ce résultat n'est plus vrai.
Fonctions sphériques fondamentales. — On a vu que Ton a
x = r \/ 1 — a" cos '^ = /• y I — ;j." y r= ;• y/i — u.- sin -j = /■ y i — o."
Si on remplace .r et // par ces valeurs dans P„, on aura
X^ étant une fonction de [x seulement ; ce sera un polynôme en u. et en y/ i — 'j,-. Les polynômes oùp est pair, ne contiendront y/ I — [j.- qu'à des puissances paires. Les polynômes où p est impair, ne contiendront \/ i — [j.- qu'à des puissances impaires.
Les premiers seront donc des polynômes en y., les seconds seront des polynômes en ^ multipliés par y i — [i.^.
Substituons la valeur de P dans l'équation A P„ = o.
On obtient
En annulant le coefficient de /"-- e'>r, on obtient l'équation à laquelle doit satisfaire Xf;. C'est
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L'intéffrale générale de cette équation est une fonction transcendante, mais il y a une intégrale particulière qui est de l'une des deux formes exigées par la définition de Xf„ et qui est déterminée à un facteur constant près.
On voit que Xf^ et X~'' satisfont à la même équation. On a donc
x^; = AX-",
A étant une constante quelconque. On a ainsi la forme des 27? -f- I fonctions spliériques cherchées.
X" XV''= X- p^î X"e'"'ï
On peut écrire autrement iji -\- i fonctions indépendantes en
posant
X° , X,\C0SCp, XfjCOS 2Cp ,..., X;^cos/i'^,
X,\ sin cp, X;, sin 2cp , . . . , X" sin /?cp.
Deux fonctions spliériques diffèrent donc soit par «, soit par/;, soit que Ji el p soient égaux, mais que l'une contienne le sinus, l'autre le cosinus de jrs).
On a déjèi démontré que
est nul si m ^ n ; nous allons achever la démonstration et démontrer que l'intégrale
est nulle si Y et Y' sont deux fonctions différentes.
Il suffit de le démontrer dans le cas de deux fonctions de même ordre.
On a alors
■^H ^H "l-*- / cos po cos fj'^ d'o
ou bien
DÉTERMISATIOy DES POLVyOMES \\\
X;; X;{ <^;ji \ sin pz s'm rj-^d-^, »+i
Dans les trois cas, la seconde intégrale est nulle.
est difFcrent de zéro.
Détermination des polynômes Xj;. — Proposons-nous maintenant de déterminer X^;, et pour cela, commençons par le cas où /) = o.
L'équation est alors
C'est l'équation qui définit les polynômes de Legendre, et on a
X° (Cos 0) est donc une fonction sphérique où 0 représente l'angle d'une direction avec Taxe Oz.
Par raison de symétrie, X°(Cos£), où s représente l'angle de la direction considérée avec une autre direction cjuelconque, mais fixe, sera aussi une fonction sphérique ; mais on a
cos î =: cos 0 cos 0'-}- sln 0 sin h' cos {'i — -^'j et cela, quels que soient H et H'.
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Donc
X", I cos 0 cos 0' + sin 0 sin G' cos (-^ — cp') I
sera encore une fonction spliérique.
Si on pose
sin 0' e~'^' = 2ç,
sin Q' e'^' = 2r, ,
cVoù on conclut, en ajoutant membre à memljre après avoir multiplié ces deux équations respectivement par e'? et e~ '?,
sin 0' cos (cp — '/) = ;e'> +r,e-'>
et en multipliant membre à membre,
sin- fj' = 4cr, ;
d'où
cos'-f)' ^ I — 4i'''i j
la fonction
est donc encore une fonction spliérique quels que scient ç et r,. En particulier, si on fait
„[p. + V/i— re'> J
est une fonction spliérique.
Si je développe suivant la formule de Taylor, j'ai un polynôme :
p dtx^' "' i.'2...n rfji
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Chacun des termes de lu somme est une fonction sphériquc.
On a donc défini les fonctions \',[ h un facteur près.
(fj."+P
Propriétés des fonctions sphériques. — Soit U une fonction de /•. et P„ un polvnome sphérique :
Proposons-nous de calculer A ^U P„\ On a
mais
OU rfU 0/- f/U .r
AP„ = t) ; -^ — = —7 — . -r — = —j — . — O.f dr v.v dr r
dr-
o dV -j
A (UP„) = P, ^ 2 dV I 0P„ , OP, 0P„ \
et, parce que P" est une fonction homogène,
//•- ' /• di
Proposons-nous maintenant de calculer
A(UY„^=A[-l-xPn]
on d\}
puisque P„ = '"" Y,i.
A(UY„)=p„r4-4^+^^
A(L-Y„) = yJ |1L + a 4L _ ^V!±0£ L di- /• fi/' /•■
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Couche sphéroïdale. — Nous allons appliquer ce qui précède à l'étude d'une masse fluide sphéroïdale, c'est-à-dire d'une masse lluide dont la figure d'équilibre est peu différente d'une sphère, ou, d'une manière plus précise, dont la surface est comprise entre deux surfaces sphériqucs de rayons voisins. Une couche sphéroïdale sera une couche comprise entre deux surfaces sphéroïdales.
Action d'une couche sphéroïdale. — Soit (fig. y) f/o- l'élément de surface d'une couche de rayon i, s l'épaisseur de la couche
sphéroïdale, d-: l'élément de volume de la couche sphéroïdale ; on a
d'=td7.
On peut supposer que la masse contenue dans d-z est sur l'élément d7, et est représentée par u.d'j
Soit un point M dont les coordonnées cartésiennes sont .r, y^ z, les coordonnées sphériqucs
/•, a^cosO, C2.
Fig. 7-
Soit un point M' dont les éléments analogues sont x', y' , z' ; = I, p.' = cos()', 'i'.
La distance MM' est égale à i + /" — 2r cos (OINI, OM'). Cos Y = cos (OM, OM') = cos fJ cos H' + sin 9 sin 0' cos (cp — f) .
Développement en série de la couche sphéroïdale, est
MM'
Le potentiel en M, dû ii
s'dy'
c' est une fonction de u. et de z> ; /• est plus petit que i. Or
MM'^ =1 — 2/- cos Y +/•-=( I — /-e'ï ) ( I — ;-e-'v) , 1 / \ I
MM'
I — re~
DEVELOrPEMEST E.\ SERIE DU POTEMIEL
On a
C'est une série absolument convergente pour /• < i . De même
I — re-"-\ ■^= i-\ /r-'v4-...-| -^ L ,-"e-'":-i-..
Le produit de ces deux séries est une série encore convergente, si /• < I ; le coellicient du terme en /•" est
Le coeflicient du terme en e''- égale celui du terme en e''''-.
On a donc un polynôme ii coefficients réels du cosinus de l'angle v et de ses multiples jusqu'à n ; comme les coefficients de ce polynôme sont tous positifs^ ce polynôme atteindra sa valeur maximum pour Y = o. Mais alors :
MM
Donc les coefficients du développement sont inférieurs ou éo-aux à l'unité.
On peut donc écrire
Ta,,.",
MM
A„ étant une fonction de ;j., de -s, de <x' et de -f'-
Développement en série du potentiel d'une couche sphéroïdale. — Le potentiel V sera alors égal à
PoiNCARÉ. — Figures d'équilibre.
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Les termes de \ sont moindres que /•" I t' d'y.
L'erreur commise quand on prend pour V la somme des n pre-
miers termes, est moindre que / z' àrr.
La série sera donc convergente si /•<!.
^ peut être développe suivant les puissances croissantes des variables x^ y, ',
MM'
et, si on revient aux coordonnées polaires, on aura un développement suivant les puissances de /•".
Si j'appelle V„ l'ensemble des termes de degré ?i dans Y, j'aurai
Or V satisfait h l'équation de Laplace : on a donc
Cela exige que chacun des polynômes V„ soit un polynôme sphérique; et, si on remplace dans V„, x, y, c, en fonction de r,y^x et cp, on aura un résultat de la forme /" Y,j où Y,j est une fonction sphérique. On a donc
Cette formule est valable si /• est plus petit que i. Supposons maintenant /• supérieur à i, et considérons le point Mj image du point M, tel que OM^ X OM = i (fig. 8);
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j'ai OM = /', OMj = — . Si M est un point de lu sphère, on a les égalités
MM' __0M^__0M^_\^0>1><()M' _. /ÔM'_
liîW~15ÂF-T)M7-^OM'xOM, "~V ôm;-'-
Or le potentiel en M^ est On a donc
Or le potentiel enMj, point
situe a une distance — du /•
centre, est
Le potentiel en M est donc
Supposons maintenant que !M et M, se rapprochent de la surface de la sphère en restant inverses l'un de Tautre. Les valeurs du potentiel M et ]Mj sont voisines, mais les dérivées ont des valeurs différentes de part et d'autre de la surtace et on a
l-ig. 8.
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On a donc lorsque /• tend vers i
lim
Dans les mêmes conditions, puisque -y;- est fini, on a
h m lim
?nfin
lim V (i — /■-):=o.
Si on ajoute ces quatre égalités, on voit que l'on a
Posons
^^ Or
Si 7- est inférieur h i, 4> peut se représenter par une série de la forme
cf.= y (2^4- I )/•'%,;
^ est donc une fonction satisfaisant à l'équation de Laplacc, puisque c'est une somme de polynômes sphériques.
Si /• tend vers i, ^ tend vers 4"^-- Si on démontre que ce développement est encore valable pour / = i, on arrive au théorème de Laplace :
Théorème. — Une fonction quelconque de deux variables est développable en une somme de fonctions sphériques.
Potentiel en un point de la couche sphèroïdale. — Soit ; la fonction donnée sur une sphère de rayon i.
POTEXTIEL Ey UN POIXT DE LA COUCHE SPIlÉnOIDALE 5J
Elle définit a rintcricur de la spluM'c un potentiel V, picnaiiL sur la sphère la valeur 4~î-
Ce potentiel est développable en une série entière
converoente si /• est inférieur à i : et, si on resiirde /• connue une variable complexe, cette série définit une fonction <!> convergente à l'intérieur du cercle de rayon i, et qui sera obtenue en faisant dans y, /• = pe'î.
Dans V, faisons r ^ e''; on a une fonction <I>' (b-finie sur le cercle de ravon i, sauf peut-être en un certain nombre de points singuliers. Si la série (i) converge pour p :=r i , elle représentera <I>' d'après le théorème d'Abel.
Je dis qu'il en est ainsi dans le cas où <!>' est développable en série de Fourier.
Nous avons alors
Je dis que l'on a
En effet, d'après le théorème de Gauchy, la suite des valeurs <!>' définit à l'intérieur du cercle de rayon i une fonction qui n'est autre que la fonction V (pe'r).
Cette fonction est développable suivant la série (i), et on a d'autre part
les deux intégrales étant prises le long du cercle de rayon i. Mais la première intégrale se réduit à A'„, la seconde à B'„. On a donc
Donc, si <!>' est développable en série de Fourier, la série sera encore convergente pour /-^e? et en particulier pour /• = i .
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Tout revient donc à démontrer que $' est développable en série de Fourier, c'est-à-dire que <!>' est une fonction de cp admettant une dérivée, sauf en quelques points singuliers, et qu'en ces
points singuliers l'intégrale / | *î^' ! dz
■0 a un sens.
Nous allons maintenant démontrer que s est développable en une somme de fonctions sphériques. Le potentiel en un point M de coordonnées (/•, 0, cp) est
MM'
t' étant la densité de la couche sphérique, au point (OVf)- On a
Comme cela a été démontré, nous avons
Ô/- / MM
Supposons que OM soit une direction fixe que nous allons prendre comme axe Oc :
Ô = o, [J. = 1, MM' =1 — IV cos y -1- /■- = I — 2|j.'7- + r^ .
L'élément de surface est di' =:.d^^x'd's\ et ou a pour valeur en M de la fonction 4>
POTENTIEL EX f.V POiyT DE LA COUCHE SPIIÉROIDALE 55
car s' seul dépend de -s' . Si on pose
<ï) = fi — /•-)
F • 'jS d'x'
_i (i — ir[x' -\-r-)
Supposons que lu sphère soit partagée en un nombre fini de polygones sphériques dont les côtés soient des arcs de courbes analytiques, et que dans chacun de ces polygones t' soit une fonction continue de <j' et de cp'.
Dans ces conditions, F([jl') sera une fonction analytique de ;a.', excepté pour les valeurs de 'x! correspondantes aux sommets des polygones, ou aux parallèles .de la sphère tangents aux côtés des
polygones. La fonction ' sera alors intégrable entre — i et
Si on pose ;- = e'^, on aura
MM' = i?\~ (r + — ) — ;/]= a/icos •} — ;/l et si on pose ensuite
cos 'l — <x' ^ Z",
on aura
Nous démontrerons plus loin que <î> est une fonction de 6 admettant une dérivée, et est par suite développable en une série de Fourier.
Enfin, si nous développons suivant les puissances de r, nous aurons une série convergente pour|/-|<i. Elle sera sûrement convergente même si [ /• | = i , dans le cas où t ne comprend qu'un nombre fini de termes.
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Voyons quelques exemples qui nous serviront par la suite-
Si on fuit £';^= , on aura
Vi^.x']= I -l-=i.
SI on lait £ := , on aura
On pourra prendre pour fonctions sphériques correspondantes Yo = -^ouYo = — .
ix' .
De même, si e' = '_ ,on a en appliquant la formule de la page Sa
Dans le cas qui nous occupe
et
Théorème de Laplace. — On a toujours le droit d'écrire
« et ^ étant des constantes quelconques ; ^ sera alors de la forme
2^4- 2be''^ -\- «l'j et si on pose
, ■ V I — /•" — i sin 'il . i,
on aura
F. fuWa'
^,=-ni^) j ^lATl^-
Tlir.OIiEMF. DE LA PLACE 5^
Ceci posé, pour étahlii- que '!> est tl('vel()ppal)lc en série de Fourier, il laul déinoiUrcr : i" que — jj- existe et est Imi saul eu un nombre limité de points singuliers de la fonclion «I» ; u" que
I <I> I <^/'I> est fini en ces points singuliers. Il y a une difliculté,
car Z s'annule si a' :^ cos 6. Il faut donc que F (ijl') s'annule pour u.'=:cos6 et alors on doit étudier vers quelle limite tend la fonction lorsque [jl tend vers cos J/.
rfij/
existe. En effet on a
Or, je puis disposer de a et b, de façon que l'on ait
F, (cos 'D = o, Fj (cos 'l) ^= G.
Si donc cos -i — ijl' est un infiniment petit du premier ordre, F(|Jl'), qui est analytique au voisinage de cos ô, sera un infiniment petit du second ordre, et, sous le signe d'intégration, les
dénominateurs sont respectivement d'ordre — et — • : le numé-
rateur est d'ordre 2. I/intégrale est donc finie, sauf si cos '|/ est une valeur singulière de F(;jl'). Il faut qu'en ces points singuliers, où 'j = '1^, l'intégrale
soit finie.
Supposons
a = F (cos 'i^g) b=o.
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On a alors
|a>|^.}<2 / lF(cos^)l4+ / -r^d'l I 1F(!^0 n^<^'^)\^^^
Le second membre doit rester fini. La première intégrale est finie. Il faut démontrer qu'il en est de même de la seconde.
C'est une intégrale double qui, aux points singuliers, doit être un infiniment petit d'ordre inférieur à 2, et aux lignes singulières d'ordre inférieur à i .
Or, nous avons ici une ligne singulière, la ligne [j.' = cos t]>,
mais pour u.' = cos '\)q le dénominateur est d'ordre — , le numérateur est d'ordre 1, sauf aux points singuliers de F(;J-')- Donc l'élément de l'intégrale devient infini de l'ordre — , l'intégrale
a un sens.
Aux points singuliers F([j.') i^ F(cos '|), la fonction est d'ordre
— , l'intégrale a encore un sens.
La fonction *P remplit donc les conditions nécessaires pour être développablc en série de Fourier.
La formule de Laplace est valable pour ^= i, et l'on a
Le théorème de Laplace est ainsi démontré.
Préliminaires. — Supposons le mouvement de rotation Je lu masse suffisamment lent : la surface dilTèrera peu de celle d'une sphère, le carré de la vitesse de rotation oj- sera considéré comme un infiniment petit du premier ordre.
On a déjà vu que si le mouvement de rotation est nul, les surfaces équipotentielles sont également des surfaces d'égale densité. Le potentiel ¥„ en un point est uniquement fonction de /• et l'équation de Laplace se réduit à
La masse contenue entre deux sphères infiniment voisines de rayon ;• et /• -\- dr est
et la masse totale contenue à l'intérieur de la sphère de rayon /• est
^-r-odr.
Si on appelle D la densité moyenne de cette sphère
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D est une fonction de /• dont la dérivée D' est négative dans l'hypothèse d'un équilibre stable.
En différentiant cette dernière équation, on a
En supprimant le facteur ^Tj--dr., on a
En prenant encore une fois la dérivée, on obtient la relation
(3) 3p' = 4D'+rD"
qui nous sera utile par la suite.
Faisons encore la remarque suivante. (3a a évidemment :
La première inégalité est vérifiée puisque D' est négatif* la seconde l'est, car p est positif. On a donc
— D Un a - ■ =0 SI la masse est homogène.
Un a — pp = — 0 si toute la masse est concentrée au centre.
Le potentiel de la sphère de rayon /• en un point de sa surface est
La force qui s'exerce sur une molécule de la surface est
Puisque p et Vg sont uniquement fonction de /•, on peut les supposer fonctions l'un de l'autre, et, en vertu de la relation (i),
DKVELOPPEME.yr DU POTRyTlKL E.\ SEIllE 6i
AVy est fonction de \^, et on peut ('crire AV^ =/i^Vy) ; en dillérenliant
^/•,V„) ^ r/(AY,.) _ dr_ _ -^T.^'
dr 6
En tenant compte delà relation (3 j , on a
Développement du potentiel en séi-ie. — Supposons maintenant un mouvement de rotation lent. La surface se déformera, mais peu. Le potentiel en un point d'une sphère sera développable en une somme de fonctions sphériques, et l'on aura
Y représentant une fonction spliériquc et H étant un coefTicient qui est une fonction de /• de l'ordre de i<r , puisque Y diffère peu de Y^.
L'équation de Laplace peut s'écrire
(G) AY=AY„ + Va11Yj = -4t:o.
On a d'ailleurs, d'après une formule démontrée plus haut
(PU 2 m
A flIYl = Y
f dm o. dn n{n-\-i) -1
\ dr' "^ /• dr /- J
en supposant que n soit l'ordre de la fonction sphérique Y. Si on pose
la condition créc[uilibre est, comme on l'a démontré plus haut, (|ue les surfaces U = constante coïncident avec les surfaces d'éorale densité.
On a donc
AY = — 4~? = fonction de U.
w- étant très petit, V diffère peu de V^ ;
AV diffère peu de AVg.
La relation entre AV et V diffère peu de la relation entre AV„ et Yg, et on peut par suite écrire
AV=AU) + cp(U),
'S étant une fonction dont la valeur est constamment de l'ordre de i.o''.
Si l'on développe le second membre suivant la formule de Taylor, on a
+ ?(Vo) + (U-VJ'/(V„)+...
En vertu des hypothèses faites, on peut négliger les termes infiniment petits du deuxième ordre et écrire
AV =f(y,) + (u - Y„) f (v„) + '. (v„)
AV„ + (U-VJ/'(Y„) + '.(V
Enfin, en tenant compte de (6), on peut écrire
^A(IIY) = (U-YJf(YJ+'.(Vo).
On a d'ailleurs
Lu'
— (•^'^ + y") est lui-même décomposahle en une somme de fonctions sphériques
__ [x- + y-) ■= — (.t- + y- + ,3-; + — (.r- ArV — 2--) Lù'v' orr' x~ -\- jf — 2Z^
DÉTEnmX.iriOX des COEFFICIESTS du DÉVELOPPEMEyr (3 5
Le cléveloppciuenl se réduit à la somme des deux lonctions
sphéiiques Y = i et Y = '■^, ^^^- an'eetées lespeetive-
ment des coellicients C, =^ — r. — elL,, = — - — .
Les autres coellicients sont nuls.
On peut dans ces conditions écrire
^A (IIY: =^(II+C)Y/'(VJ + 'f (VJ.
Détermination des coefficients du développement. — Pour trouver les valeurs de 11, on })eut égaler terme à terme les coefcients dune même lonclion ^ .
A(HY
contient Y en facteur ; on a donc
A(IIY)=Y(IH-C)/-'(V,)
= ^ (" + Cj j:^
Si on prend Y = i , on a
6 / iD
H est donc déterminé par une équation linéaire du second ordre.
Si on prend
H est déterminé par l'équation :
(«) MHV)=(.i;4i)v.2:±i2:.
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Pour les autres, ou a siuiplement Tcnjualiou
(.„, .(„v) = ,n-ii^l^.
Ces dernières équations ont une intégrale évidente, II = o; nous allons démontrer que l'on ne doit pas en considérer d'autres.
Dans le cas où Y est une fonction du premier ordre, on peut trouver la valeur correspondante de II. En efTet, il y a trois fonctions indépendantes du premier ordre :
Considérons l'une d'elles, — par exemple, on a vu que l'on
avait
Si je prends les dérivées des deux membres par rapport à Xy j'ai:
iH' \ ÙV.,
A(-^)=nv.:
dr ' dx) ' ^ '' dr ' dx' d\, x\ d\, X ,D" + 4D'
dr r iD
On voit que si Y est égal à — , l'équation
A (IIY) = IIY
îst satislaile pour 11 = « — -— . 11 en est de même si i =; -^
ou Y
LES SURFACES DE MVEAU SO.\T DES ELLIPSOÏDES Cy)
On a alors pour les l<'nnes du premier oidre
a, i, c étant des constantes quelconques. — Nous verrons prochainement qu'on peut les supposer nulles, a condition de j)rendre le centre de gravité de la masse comme origine des coordonnées.
Les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes. — (Considérons une surface de niveau primitivement spliéii(|ue, l(jrs(|ue la rotation est nulle.
Pendant la rotation (Hg. 9}, le point ^I est venu en M' sur la nouvelle surface de niveau. Le déplacement normal est
:; = i\IM'cos(/-, MM').
Avant la déformation, on avait en M
Après la déformation, la densité en !M est encore p. La dcnité en M est ^i= — -j—-, en appelant V le potentiel en M, et
on a la relation
On a de plus
AY = AV
dr
dW
dr d\\ ' dr
et, en se servant des relations (4) et (5),
AY--=:AY„+4?-^(4D'+rD")
PoiNCARÉ. — Figures d'équilibre.
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Nous avons (.railleurs déjh écrit
On a Jonc
Revenons maintenant aux équations déterminant les coellicienlsll.
L augmentation de volume entre la figure d'équilibre au repos, et la ligure d'équilibre dans le mouvement de rotation, est nulle. On a donc
Ceci peut s'écrire
AIIY./7 = o.
^ cp (/•) 1 \(ll^= o.
(diaque terme s'annule séparément, saul toutelois le premier, pour lequel Y est égal a Tunité. On a donc, en désignant le coefcient de Y^ = i , par H^,
A(Ho) = o, mais W^ est uniquement fonction de R si bien que
" rî/- r ar
1/intégrale générale de cette équation est
IIo = A+ V'
A tt B étant deux constantes.
M'l.MISSF.Mi:.\T {-,-
^lals remarquons que V = A^ -|- i] II Y ; à linlini, \ doit (Mie nul comme ^'„. Doue A est nul. De même B est mil ; autrement le poteulu'l au eenlre serait iiilini, ce (jui est absurde.
l/<M[uation (8) qui dt-linit II se réduit dans ce cas ii
dette équation définit ç; (V^ .
Il nous reste eneore ii voir que pour les autres valeurs de ^ , les seules valeurs possibles de H sont les valeurs II = o. Si nous admettons ce résultat, nous vovons (pic 1^ se réduit ii un seul terme, et que Ton a
AIIY, . . , , .
D H-/D On a donc
(]eci montre que les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes. Vax ellet, on a
mais nous iiouvons néuliffer îl", et il reste
C'est l'équation d'un ellipsoïde derévolution autour de l'axe Or.
Aplatissement. — L'aplatissement est le rapport de la différence entre le rayon équatorial et le ravon polaire, au rayon moyen, que nous pouvons supposer égal à/-.
Pour avoir ces rayons nous pouvons calculer ^ pour les valecirs (.r = y = o, - = /•) et pour iy ■= z =^o, x = /), on trouve les deux valeurs respectives
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f>a différence est
et raplatlssement est
e = — — - = ôrJ ir)
en désignant par Y lu fonction sphérique •'■' + //" — 2::-
On a vu que
3 lAIIY
^ 4- ,D" + 4D' La somme se réduit ici à un seul terme. L'équation (9) donne
to-/- \ ., 4D' + /-D '
A (HY) = (il + -^) V (V.) = (il + -i^) Y ,.^
Donc,
D<;Y = (iI + -Î^\y
A..=DY=-|,[.l.Y+^.,.n-].
On a d'ailleurs aussi
I uisque Y est une fonction sphérique du second ordre. On a aussi
-9_ _^iiY ^ '/-D" + 4D') crY, 47:
L'équation devient donc
Acr-DY = (;-D"+4D')e/-Y.
LIMITES DE r, G ,
On a démontré que si P est un polvnoine sphériquc cForclre n.
A(up)=pru"+2(/i+i)-^i.
Si nous posons pour « = 2
U=eD, P = /-Y,
On aura l'équation
d'{eT>) , 6 d.e\) ,,„ 4D'e
//- ' /• dr
en développant les caleuls on trouve,
C'est une équation linéaire du second ordre que Ton peu! ramener ii une équation du premier par le changement de variables.
re'
, re" re'- e'
L'équation devient
C'est l'équation de Clair a ut.
Limites de r^. — Nous avons vu ^p. 60^ que l'on avait
Dans l'équation (12), substituons ces valeurs extrêmes de /D .
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et considérons les deux paraboles (fig. lo), où l'on a porlé en abscisses y, et en ordonnées rr.'
et
Fig-. 10.
Le point dont les coordonnées sont rt^' ai r, ne peut se trouver qu'entre les deuxparaboles (dans la région hachurée sur la figure. )
Je vais maintenant démontrer que r, est compris entre t) et 3.
r\ ne peut être négatif. En elî'et, s'il est négatif pour une râleur /-p, on pourra trouver deux nombres positifs a et [j tels que l'on ait
— 'P<-fi< — ^-, a et [ii pourront même satisfaire à l'inégalité o < a < 2 < 5 <fj.
Je dis que r, ne peut dépasser — a.
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Eu cllct. si Y, atteignait le valeur — a pour une valeur /• inlV-
neure a /•„, — ; — serait ne-ialit, /• -— — serait negatil. dr ^ dr
I,e point dont les eoorclonhées sont /v/ et y, = a ne se trouverait pas alors dans la région hachurée.
De même y, ne peut dépasser — 3. En elTet, si pour une valeur
di. . ... /v/y,
de /■ inférieure à r„ on avait /• < /•„, -yr serait positil, — — serait
positif aussi et le point représentatif serait dans une région du plan où le point (/y/, y,) ne peut se trouver.
Donc si pour une valeur de /•„, y, esl négatif, il est, pour toute valeur de /-inférieur il /■„, compris entre deux nom])res — act — [i, on a donc
re' < — a ;
Va\ intégrant de /-^ à /■ </"o, on a
Or e croîtrait plus crue lorsque /• tend vers zéro, ce qui
est imj)ossible pour ;■ suKisamment petit, car e serait très grand. Donc y, ne peut être négatif.
Je dis maintenant que Y, est inférieur à 3. Le raisonnement est le même.
En elTet, supposons que pour r=^ /'^ on ait y, = y.^ > 3, je dis ({ue pour /■ inlérieur à r^, on aurait encore y, > 3.
En efFet, l'inégalité ne cesserait que si y, devenait inférieur à 3, ou si Y, devenait négatif en passant par l'infini. (]ette dernière hypothèse est \\ écarter d'après ce que l'on a vu plus haut. Il reste donc à montrer que y, ne peut devenir égal ii 3. En effet, pour Y, = 3, y;' serait positif, /-y/ serait positif, ce qui est absurde,
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le point (/•■//, V,) ne serait pas compris entre les deux courbes. On a donc toujours
On a d'ailleurs
/•// -\- y,"- — r, — 6 < o pour r, > 3. A fortiori on a
et en multipliant par dr qui est négatif si /• décroît de r^ à zéro, on a
dr . dr^
c'est-a-dire
Le second membre est une quantité Unie ; le premier est une somme de deux termes, dont le premier seulement devient infini lorsque /■ tend vers o, l'inégalité est donc impossible.
On a donc bien
o<rj <i,
Les limites peuvent-elles être atteintes? hi on a - • = o, 1 équation se réduit a
et admet la solution
LIMITES DE -r,
bi — j-p ^ — .), 1 iMjualion se reiliul a
([111 ;ulinct la Sdlution /, =: 3.
Le premier cas correspond à un point intérieur de la masse supposée homogène; le second correspond aux points extérieurs il la niasse, et en particulier au cas où toute la masse est concentrée au centre.
Je dis que dans ces cas particuliers, les seules intégrales admissibles sont les solutions r, = o et r, = 3.
En ellet :
Supposons — — — = o. L équation se reiluit a
dr (h
iloiit la solution est
Pour /• =^ o, on aurait
donc y, = — .j ; or pour /' quelconque, r, est toujours positif : donc la constante d'intégration ne peut être que — oo , et l'intégrale se réduit à r, = o. Il en est donc de même pour y, ^= 3. dans le cas de la masse concentrée au centre. A l'extérieur de la masse, on a l'équation
dont l'intégrale générale est
y. 4-2 La constante d'intégration ne peut être que o et on a y, ^ 3.
Ce sont les seuls cas où y> puisse attcindic ses limites. Eu effel, supposons cVabord que pour une valeur r^, on ait y, = o, pour /• différent de zéro, 7> est supérieur à zéro, donc y/ (r^) = o, et en portant ces valeurs dans l'équation de Glairaut, il vient
D' = o, mais comme
on a D= 0. La densité en ce point est donc éaale à la densite moyenne, et- comme par hypothèse la densité ne peut diminuer vers le centre, on a un novau homooène.
Supposons de même que pour /• ^ /-^ on ait y, = 3, de même que précédemment il faudra que y/ ;= o ; donc
p =. o en ce point, et pour /• y-r^on a encore 0 = 0; p ne peut augmenter puisqu'il y a équilibre, et par suite y, = 3 pour /• > j\^.
Il reste à voir ce qui se passe pour /• < i\^. Je dis que Ton a encore y, =3. S'il en était autrement, yj serait plus petit que 3, /■' (y, — 3) serait une quantité qui diminuerait avec /•, sa dérivée serait positive. On aurait donc
~ /yZ+o^y. — 3)>o.
Or, l'équation de Glairaut peut s'écrire
;.,/_!_ 5(r.-3) + (Y.-3)^+[-^ + 6J |"i+YiJ=o.
Les deux derniers termes étant essentiellement positifs, il en résulte que l'on devra avoir
ce qui est contraire îi ce que l'on a établi plus haut. Pour /• < /y, on a donc encore y, =^ 3, et par suite
FORME DES COURBES ISTEGRALES
DoiK- 0 ^= o pour /• < r^.
La masse de la planète est donc cnlièrement concentrée an centre.
Forme des courbes intégrales. — Etudions niainlcnant la lornie des courbes représentées par lécpuilion
rr, -\--fr -f ^'^+— [3~ .' +■'". = o-
Traçons les axes de coordonnées Oy, et ()/".
II suKlt évidi'ninient d'étudier les courbes comprises dans les n'-oions où Ton a
Traçons la droite D d'équation y, = 3.
l*ar un point du plan passe en général une courbe et une seule, ;i moins que r/ ne soit pas une lonction liolomorplie. Oi', on a
•^.-+or.+ — ly- fi+r.)
7/ n'est pas liolomorplie si /• = o ; la droite /■ = o est une courbe intégrale de ré([uation ; il y a sur cette droite deux points remar- (juables y, ;=: g et y, =r — 5, pour lesquels y,' est indéterminé
il condition (pie — j — tende en elTet vers zéro avec /•. Or, on a
Le second membre est essentiellement négatit', la densité d une couche étant inférieure ii la densité moyenne de la niasse intérieure à cette couche, puisque par hypothèse il y a équilibre.
Lorsque /• tend vers zéro, s tend vers une limite p„ et Ton a
?<iJ<?..
mais I leiicl vers zéro avec /■, donc -r—
Po , ^^
zéro et par suite — p— tend vers zéro avec /•,
I tend aussi vers
Aux deux points
les deux courbes intéorales ne sont pas définies d'une lacon uni([ue.
Faisons maintenant r suffisamment grand, alors
L'équation devient
Elle s'intègre immédiatement, et son intégrale générale est
Les courbes représentatives sont toutes asymptotes à la droite Y, = 3, mais elles ne sont pas nécessairement asymptotes à la droite
/•= o, car on a - =^ — 3 pour
/• = o : le raisonnement ne s'applique plus.
Considérons le rectangle OABC (fig. Il) formé par les droites Y, = o, /• = o, Y, = 3, /• = /;„ /;, étant une valeur quelconque. Par un point P, pris sur le côté OA, passe une courbe intégrale et une seule. Pour cette valeur
yig. ••.
la portion de la courbe qui pénètre dans le rectangle est donc
FORME DES COURBES IXTEGRALES
dirigée vers le côté AB, quel que soit le point P. Une courbe intégrale ne peut donc sortir du rectangle par le côté OA, car si elle ressortait en un point P', elle aurait une forme analogue ii la courbe P.MP ^fig. 12), ce qui est inipos-
siblc puisftue — — ne peut être nul clans le
rectangle.
Donc cette courbe ne peut sortir du rectangle que par un point M de la droite AB. De même, si 1 on considère la courbe intégrale passant par un point Q du segment CB, la tangente en ce point a comme coetlicienl angulaire
dr ~d7,
quantité ([ui est négative puisque l'on a
La branche de courbe qui pénètre dans le rectangle est donc dirigée vers l'arc AB, le même raisonnement que précédemment montre que cette courbe ne peut sortir du rectangle que par un point X de la droite AB. Evidemment, d'ailleurs, le point M est il gauche du point N puisque deux courbes intégrales ne peuvent pas se couper.
Les points M ont donc une limite M' lorsque le point P se rapproche de C, de même les points N ont une limite X' lorsque le point Q se rapproche de C.
Le lieu des points M' sera une courbe complètement comprise entre les droites y, ^o, y, = 3. 11 en est de même pour les lieux des points X'.
Est-il possible que INI' et X' coïncident ? Supposons, ce qui sera démontré un peu plus loin que cela arrive. Alors il y aura une courbe intégrale et une seule qui passe par le point 0. Cette courbe sera évidemment la courbe intégrale convenable, puisqu'elle restera constamment comprise entre les droites y, = o,
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y, = 3. lien résulte que la fonction 7, (/•) est parfaitonient déter-
mini'C, est donc parlaitemcut déterminé ; e est alors, en
désignant par E la base des logarithnies népériens
La constante Cy sera connue si on se sert de Tune des équations précédentes, par exemple
OT^ Q /tt w" /■
Une seule courbe est acceptable. — Démontrons maintenant qu'il y a une seule courbe intégrale acceptable. Nous allons, pour cela, démontrer qu'il y en a une et une seule qui passe par le point /■:=^o, 7, = o, et que toutes les autres passent par le point /-i^ro.
Démontrons d'abord ([u il y a an moins une courbe pnssant par le point ri =;:;:= o, et une passant par r, = — 5.
Nous avons déjà vu quel était le signe de /•// pour diverses valeurs de r, ; /•// est négatif si y, est inférieur à — 5, ou supérieur à -[- 3 et positif si r, est compris entre o et — 2.
Dans les autres intervalles, les deux signes sont possibles.
Pourri = — ^1 'W peut être nul ou négatif, mais non positif.
l^our 7, ^ — 2, rr/ ne peut être que positif ou nul.
Enfin, nous avons vu que — =- — est une fonction tendant vers o
avec /•, de façon, qu'étant donné un nombre positif y. voisin de zéro, on peut déterminer un nombre >\ tel que l'inégalité
entraîne
L'équation de Clairaut peut s'écrire
i.\i-: sF.ULi: COLRBI-: i:st ACCEi'T.ini.i-:
|i et "rtaiil des ii()ml)i'es positifs, tendant l'un vers zéro, l'autre vers 5 lorsc[ue y. tend vers zéro.
Ceci va nous donner des indications sur le signe de /r, . lorsque /• est inlérieur à /•,. On a le tableau suivant:
r, 1 — ce — 5 ■ 1 o ,3. -f~^
Il v a deux intervalles pour lequel le signe de /y, est douteu.x, mais ces intervalles sont moindres que ceux précétlemmeul déterminés.
(leci posé, je vais démontrer ([ue pour /■</•,,•/•, est nécessairement inlérieur ii [b. Supposons que pour une valeur r,<Ci\ on ait Y, =: y, ,> ,i. Je dis que si /• < /•, on aura encore /■ > ,j. I^n eU'et, l'inégalité ne pourrait cesser que si v/^ |î, mais alors dans lintervalle, y/ sera positil, ce ([ui est contraire h la règle des signes.
Or 1 équation peut s'écrire :
vY)'
par hvpothése
on a donc
.1 fortiori on a
et, si on intègre de r^ ii r<r^,
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Or 7, — ,3 serait positli : on aurait a fortiori L — <l h
Le second membre est fixe, le premier peut grandir au delà de toute limite, Ihypotlièse faite est donc absurde. Par suite
7, a pour limite zéro lorsque ;• tend vers zéro. Je dis maintenant que l'équalion de Clairaut admet au moins une intégrale tendant vers - — 5.
En effet, étant donnée une valeur 7,^ comprise entre — y et — 5
considérons une courbe intégrale passant par le point {j\i'(n), je dis que si r^ < r^, 7,, < v. Autrement 7/ serait négatii'pour '/■(>—- Y, ce qui est contraire à la règle des signes. On a donc pour /■ suffisamment petit
mais V pourra être choisi aussi voisin de 5 que l'on voudra ; il en résulte que 7, tend vers — 5.
Soient 7,|j et /^^ les deux intégrales dont nous venons de démontrer l'existence. Il leur correspond des intégrales e^ et e^ de l'équation linéaire du second ordre
Ac'D + 2e'D + -^ D' H e'D = o.
L'intégrale générale de cette équation sera
A et B étant deux constantes. L'intégrale générale de l'équation de Clairault sera
_ _re^ AreJ -j- Bre[
■''-~r= AT:+Be,
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Or. quand /• tend vers zéro, r.j tend vers — 5, y,„ tend vers zéro. 11 en résulte que y,, — y,,, pourra être inrérieiir à — 4. On aura
re' re',
c'est -h-dire que la limite de —^ est zéro quand /• tend vers
zéro. Donc quand /■ tend vers zéro, la limite de/, éstla même que celle de r.^ tant que B est diflerent de zéro. Si B = o la limite est r,g. Il en résulte qu'il va une intégrale et une seule de l'équation de Clairaut tendant vers zéro avec /• : c'est celle qui correspond il B = o.
Relation entre l'aplatissement, la pesanteur et la force centrifuge à l'équateur. — A l'extérieur de la planète, comme cela a déjii été remarqué, on ne peut parler de surftices d'érrale densité, mais on peut encore parler de surfaces de niveau.
Pour ces surfaces, on a toujours l'équation
AV=AV„ + A,IIY)=o;
mais AV„ =: — ^T.z est nul à l'extérieur de la masse fluide. On a donc
A(HY) =0 A(HY} =Y[ir +-f li -'-^^i j= o.
Faisons ;? = 2, on a
tF+_llI'_4-II = o.
L'intégrale générale de cette équation est
PoixcARÉ. — Fig-ures d'équilibre. C
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mais àrinfini II doit être nul, il faut donc que A = o. On a donc
Comme on a posé
en a finalement
^■'■+='=1te --D
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Celle relation établie pour rcxtérieur de la niasse, est eneori' valable à lu surface. On peut lui donner une autre forme.
La force centrifuge à léfjuateur est égale à to-/- ; la pcsanliur
à la surface est ~^y- -r\) . Si on désigne par '^, le rapport de la premii're ;i la seconde de ces ([uantités, on a
Or r, est compris entre o et 3; il en résulte la double iaég;dité
Y, =: 3 seulement si la planète est liomogènc. L aplatissement ne peut atteindre la limite -^ — que si la planète est lioniogène.
Détermination complète des coefficients. — Xt)us allons maintenant démontrer (|ue les équations
MIY ='■"'+/"" 11 Y ru
qui déterminent les coefficients H du développement
V = V„+VllY,
n'admettent C|ue la solution II = o.
En effet, soit n Tordre de la fonction sphérique, posons
II = Z/"D
L'équation devient
/•"Y est un polynôme sphériipie; en applicpumt la formule
on oljlient finalement
ce qui, développé, s'écrit :
Si l'on fait le même changement de variables
?yj _
on a
Ck^lte ('([iialion se discute de la même manière que Téquation de Clairaut ; — — — est compris entre les limites o et — G. On est donc amené à considérer les deux équations :
rz' -f- ^'+ (2/2 — 5) £ — 6 [n — i) =0.
On construit les courbes en portant £ en abscisses et /'s' en ordonnées (fig. i3); on obtient deux paraboles, et comme précédemment on démontre que £ ne peut être compris qu'entre o et 3.
A l'extérieur de la planète on a A (HY) =0, ce qui peut s'écrire
H" 4--ir- -^^^^^4=^11 = 0.
L'intégrale générale de celte équation est
Il devant s'annuler à l'infini, on a « = o, et par suite
II=Z;/-"-i,
DÉTERMIXATIOX rRÉCISE DE L' APLATISSE»! EXT
OU
Maisî doit être compris entre o et 3 ; donc h doit ètic nul.
11 = O est donc lu seule solution possible, h lextérieur de l;i masse. Il en est donc de même à l'intérieur.
Ce résultat ne subsiste pas si « = i ou a, mais nous avons déjà examiné ces cas.
Détermination précise de F aplatissement. — Nous avons trouvé
Nous avons donc l'équation
A:IIY)=--t:c='/Y,
et, en se rappelant la formule
AfHY
^ y[ IF+ — — ''- +'^ II 1
clans laquelle ?i = 2, on arrive pour déterminer II à l'équation linéaire avec second membre :
I/intérrrale aéaérale de l'équation sans second membre étant
où a et [j sont des constantes d'intégration, on déterminera l'intégrale de l'équation avec second membre, en regardant a et [j comme des fonctions de /•. La méthode de variation des constantes donne
(i) aV^+[^y/-^ = o,
par suite
ir = 2a7- — 3;ii/-''
H" = 2aV — 3 ^'r-' + aa + 1 9. [i,-' et, portant ces valeurs dans l'équation primitive, on a
(2) 2aV — 3fiV-' = -^ -ep'r.
Les équations (i) et (2) déterminent a' et ^i'
3' = —-^- eo'i-\ ' i5 '
On a donc
ii^iîïl / ,,'^,_ 4!!;:!- / .,w/-
nrrFRMry.inox précise de l'aplatissemest %-
Cotte (onction comprend deux constantes arbitraires a et h. Clinniucnt faut-il les choisir ? Suit t\ le rayon de la planète ; pour r supérieur à/',, 0 = 0, c'=:o, par suite les intégrales se réduisent à di's constantes
et
Pour /-.-^cc. H doit s'annuler. Donc le coelHcienl de /• est nul; on a donc (i ='",•
De même pour i= o,!! doit être fini; donc le coefficient de /• ■ doit être nul, si /■ = o, on a donc /; = o.
H est ainsi complètement déterminé.
Portons cette valeur de II dans l'équation
ei
Il vient
(^ue devient cette expression à la surface pour /• = /-^ .^ D devient l)i la densité moyenne de la planète, et on a
{^) c = — -4— / eoW/
'^ étant comme on l'a déjà indiqué le rapport de la force centrifuge a l'équateur, a la pesanteur.
Moments d'inertie de l'ellipsoïde. — Calculons l'intégrale / \-d<7, Y étant la fonction
On a
a; = 7' y I — (ji- cos (5,
1/ = r \/ I — [j." sm C2,
di = d^xds.
On a donc à calculei"
PC qui donne
(4) /YV.= -i|^
Calculons les moments d'inertie A, B, G de la masse
On a
Or on a
AY=-47rp,
-4^B = rAV(c^ + .r^y/T,
— 4TtC=j''AY(.t- + 7/-^)^T
_ o:,(A + B + Cj =J^\[.^+,f+.-')d'.
c— A)^— i\\y-\d- — f\[\ri)r^Xih
La première intégrale est nulle, car c est le produit de deux, intégrales :
jW.r'dr j\\h.
dont la seconde est nulle. L'intéçfrale
r dr I \ d'y ;
et comme on a
COMPARAISOS DE LA TULORIE ET DES OIJSER\ATIO.\S <,,
il vient
, . . . i6- / A IIY . ,
-~- -ez r dr j 1 S
nz r\li
Doue on a
C'Jr'\lr
(jnantilé positive.
On a done en se reportant à la formule .5 P'^'gf ^7
Ou aurait pu faire une hypothèse différente de celle de Clairaut, par exemple, supposer un novau solide non homogène, recouvert dune masse fluide ; la relation établie plus haut subsisterait encore.
Compa.ra.ison de la théorie et des observations. — Poson;
= J, on a
ty 0 I 2 / r'Vidr
e, est mesuré par la géodésie, on trouve — ^-r ; '-^ est ^ ^ 29.3,;) '
par la physique, on trouve ; J est mesuré par la préces-
sion des écruinoxes, on trouve o,oo32753 = t; — zr— — on a donc ^ ' aoD,3i
l'égalité
2 fr'Ddr
Revenons maintenant à Téqualion de Clairaut
/■r/D + (-v+ 5r.)D + 2/'D'(i -{--f,) = o ; on a
rf'- L J 2v/i+T, 'fv/i+7i Vi+'^<
yA+y, L 10 J D J
On peut donc écrire l'équation de Clairaut
d r ., , ^ "1 5/''D r vr rj \
dr I J y/1+7. L 10 '^- J
~ V/i+rj L' ' 10 J'
J'intègre de o a /-^ et j'ai
On peu't appliquer le théorème de la movenne, puisque 5/' D est une fonction positive; q désignant une valeur comprise entre o et 3, et correspondant à une valeur de /■ comprise entre o et i\, j'ai
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Vovons les variations de
lorsque ; varie de o à S on trouve
K= I ,oooj5 niaxinuim
iv, =0,99954
On voit que K varie très peu et reste compris entre 1,0007."), et o, 99954. K est donc très voisin de i ; et si dans la formule ou remplace 7,, par sa valeur 0,544? on trouve
2 fr'DJr
rV» + ^.
Précédemment on a trouvé pour la même valeur
Comment peut-on expliquer cette dilTérence? On peut admettre qu'il y '<^ tles erreurs sur les quantités qui entrent dans le calcul : c'est-à-dire des erreurs sur J et e^. La première équation donnerait alors comme valeur exacte :
2 fr'Ddr
= 049140 p oe^ H —- oJ
= 0,49145 — 3o5,3i oe^ --{- 155,26 oJ.
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La seconde équation donnerait :
d.KÇr'\)dr , , ,,
./ — (/., + i]de
alv I r'\ydr , „ ^
j = 0,49700 — i20,iooe^.
/■îD,
Supposons oJ = o; pour que ces formules soient comparables, il Faudrait que ot'j soit égal à — 0,000027 et la valeur de e^ serait
alors
295,85 Si on suppose que Terreur est commise sur J, on a
oJ= o,oooo34-
J'aurai alors pour valeur -r^ .
^ 002, ib
Cela est-il admissible ? Remarquons d'abord que le J ipii
. , , , . . C— A ligure dans cette lormule n est qu a2)proxiniativement —, — .
Cela revient à remplacer J par
L'erreur commise est oJ::^^j- J' : on trouve
oJ = 0,000006.
Ce n'est pas de la que provient l'erreur.
D'autre part les mesures de nutation sont assez précises. Si on désigne fiar N la constante de la nutation, on a
en désignant par [j. le rapport — de la masse lunaire, à la masse
COMPARAISOy DE LA THÉORIE ET DES OnSEIiVATIOys i/,
torrcstre ; le nombre cnlre parenthèse étant non le coellici.'nl mais le logarithme cle ce nombre.
Soit p la précession des équinoxes : c'est la somme de deux t larmes
celui dû ii lattraction de la lune
celui dû il ratlracllon du soleil
Posons
p est mieux connu que X. ou peut donc supposer 0/^ = 0; et
, oJ . ,
résolvant les deux équations où Ion regarde — comme égal
o,oooo34 x3o5,3i =o,oio3, on trouve :
Cela revient ix prendre pour X la valeur 9 17 au lieu de 9' 21
et pour 'j la valeur -^ au lieu de-^. Ces chiffres paraissent ^ ' 81,0 02
dilticiles à admettre.
On peut alors supposer que Terreur provient de la somme des erreurs commises sur chacun des termes.
Une autre explication serait que Thypothèse de Clairaut n'est approchée qu'aux termes du second ordre près. M. Callandreau, qui a fait le calcul, a montré que considérer les termes du second ordre reviendrait à creuser l'ellipsoïde de 9 mètres seulement. C'est négligeable.
On pourrait alors se demander jusqu'à quel point l'hypothèse de Clairaut serait exacte : par exemple, on peut supposer la terre complètement solide sauf la mer. Au moment de la solidification, les couches obéissaient a la loi de Clairaut, mais depuis ce moment, la vitesse de rotation aura pu varier (par exemple, les marées diminuent cette vitesse de rotation) ; et de plus l'aplatissement des ellipsoïdes internes aura pu se modifier par suite des tassements qui ont produit les continents et les montagnes.
Enfin on pourrait supposer qu'une portion intérieure de la terre est restée fluide ; les deux parties fluide et solide, agiraient alors séparément dans le phénomène de la précession : mais l'hvpothèse de la fluidité intérieure de la terre n'est guère vraisemblable.
Jusqu'à présent nous avons considéré les planètes comme fluides et nous avons montré quelle devait être la distribution des densités à l'intérieur.
Supposons maintenant que l'on ait une masse solide, de forme quelconque, où la distribution des densités est quelconque, mais entièrement recouverte d'une masse fluide de laible épaisseur, soumise à la pesanteur et à la force centrifuge due à la rotation.
La surface extérieure sera une surface de niveau, sur laquelle on aura
mais à l'intérieur les surfaces équipotentielles ne sont pas nécessairement les surfaces d'égale densité.
CIIAPlTlll- y MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE FLUIDE
Théorème de Stokes. — S(/j)/)osons que Von ail diUenuinê la forme de la surface extérieure S, la niasse M et la rotation co, on pourra déterminer en tout point extérieur la caleu/' du potentiel V.
Il y a une infinité de lois de distribution de la matière dans le novau, qui peuvent donner une même surface extérieure, mais quelle que soit cette distribution, le potentiel V, à l'extérieur, est complètement déterminé par les éléments S, M et o).
En effet la fonction V satisfait à l'extérieur de la masse ii l'équation AY^o. A l'infini Y = o; sur la surface on a
et enfin l'égalité
Le problème de la détermination de Y est complètement déterminé. En efïet, soit Y' une autre solution. Sur la surface, on a
Y — Y'=U — U' = K — K'= constante.
On a d'ailleurs A (V — Y') = o.
PoixcARÉ. — Figures d'équilibre. 7
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Donc V — V est le potentiel d'une charge électrique répartie sur la surface, puisque c'est une fonction constante sur cette surface.
La charge a pour expression
()(V — VQ
l'intégrale étant étendue à la surface extérieure ; mais elle est nulle puisque l'on a par h3q30thèse
on
V — V';le potentiel d'une charge nulle, estdonc nul. C'est ce que l'on voulait démontrer.
L'expérience du pendule qui peut faire connaître les valeurs de i,'- à diverses altitudes ne peut donc rien nous apprendre sur la distribution des masses intérieures, que ne nous fassent connaître les éléments considérés dans le théorème de Stokes. De même, nous ne pouvons rien apprendre de plus par les perturbations produites sur le mouvement des autres astres.
Développement de
Soient
622 série de polynômes.
0 l'origine des coordonnées (fig. i4), M' un point attirant de coordonnées x\ y' , z' , de densité p', M [x, y, z) un point attiré. En prenant les coordonnées polaires on a :
X := /-y I — [j.' cos 'j, y =7\/i ;:: == ru
a" sin o,
cos
Fii
y' = r'\j'i — YJ' sin cp',
SUR i:\ CERTMX DEVELOPPEMENT ES SERIE
MM'-^/- — 1 rr' cos'( -\-r'-
= ^' + f+^'-'^ (.r.r' + y^j'-^r zz') + x'^ + y" + z" I I
MM
î>/' COS "'
os Y =
Développons ,,.,, suivant les puissances croissantes de — -; MM /■
le coefïicient de — ;psera un polynôme II,, {x,y^ z ; x\ y' , z').
On doit avoir les deux relations
la première étant obtenue en considérant x, y, c comme variables, x'y'z', comme fixes; c'est l'inverse dans la seconde.
I \ MM' ' M:\i' MM'
MM'/ ù.t- ' dy- ' dz-
I \ MM ' MM' MM
MM7 dx'- ' ôy- ' ôc'^
On sait que l'on peut écrire
V 1-2 7rCosY+^
où P„ est un polynôme en cos v de la forme Ay cos"*' + A., cos"~-v -[-. .
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si on y remplace cos y par sa valeur, on aura
Le polynôme Q sera un polynôme homogène et de degré n par rapport à chacun des systèmes de variables (.r, ?/, .z, /■), Çf' , y' , z', /•'). Il ne contiendra d'ailleurs /• et /•' qu'il des puissances paires, on pourra donc remplacer /■■ et /'" par leurs valeurs
on aura donc :
z^ et y^ + y^ + c'^
MM'
(V représente un polynôme homogène et de degré n par rapport il chacun des systèmes de variables x,y,z; x' ,y\ z', chacun des deux ensembles y entrant de la même iaçon que l'autre. On a d'ailleurs
Donc on a
et, comme /• ne dépend pas de .r', ?/', -', on a :
A'(QO=o.
iV est donc un polvnome sphéricpie d'ordre n par rapport aux variables x',y',z' et par suite par rapport aux variables (^x, y, z). Nous savons c^u'il y a 2/;-(- i polynômes sphériques d'ordre/;, de (orme
'>EPARTM£NT Q„ MATHEMATO
MNiVERsiTYQ^roRor/ra
CAS OU H EST SUFFIS. IMMEXr GRASD loi
où (j prend les valeurs
On peut donc écrire
formule où P est un polynôme fondamental en .v, y, z, Q u:i polynôme en (.r', ij\ z') ; Q' est d'ailleurs fonction de
cos Y = a|i.' -\- y/ 1 — |ji.- \ I — |j.'' cos ['S — '^')
Cy ne dépend donc que de la dlfTérence ['o — 'J/') : lien résulte (|ue le coefficient de P,„^ne peut être que
et on pourra écrire :
MM'
Zj 1-'' + '
A^,,^ est un coefficient numérique que l'on peut déterminer facilement.
Application. — Supposons que /• soit suffisamment grand par rapport au rayon de la planète. On pourra développer le poten-
tiel suivant les puissances croissantes de et on aura
Y . \ 7"! ^pq
D'après ce que l'on a démontré plus haut, la connaissance de SjlNletoj suffit pour déterminer V, donc ces éléments permettent de déterminer B^,,^; or, on a
I MM' ^ r-''-^' I ? i>'-i '
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il vient donc
P'^, ,^ est l'un des polynômes sphériques fondamentaux d'ordre p. On doit donc savoir calculer
Considérons d'abord le polynôme d'ordre o : Po,o== i ; on a
>Wt' = M.
Les polvnomes d'ordre i sont .v', i/\ z' : on connaît donc la valeur des intégrales
Ce sont, à un facteur près, les coordonnées du centre de gravité de la niasse. Supposons que la surface extérieure possède un centre de symétrie, et prenons l'origine des coordonnées en ce centre ; les intégrales sont nulles puisque ce sont les coefficients des termes en A^, ^r-, — n dans le développement du j.i j.-. j.i
potentiel et que les surfaces équipotentielles doivent admettre l'origine comme centre de symétrie. Le centre de gravité de la planète coïncide avec le centre de symétrie. Les j)olynomes de second ordre sont
Si / x' y' rJd-z est nulle, ainsi que les deux autres intégrales
RELATION ENTRE L'APLATISSEMENT, LA PESANTEUR, ETC. lo'j
analogues, les axes de eoordonnées sont les axes principaux d'inertie du système. Si / Lv'- — ij'-) zd- est connu, on connaîtra la dilTérence entre les moments principaux d'inertie.
On a trouvé une relation entre e^^i\, D^ et (o ; les deux premiers éléments sont donnés par la connaissance de S; D^ est connu puisque l'on connaît M et S ; '^ est connu puis<[ue l'on connaît to ; C — A est aussi connu. On doit en conclure que la relation déduite de l'équation de Clairaut est vraie, quand même la distribution intérieure de la matière ne serait pas conforme à l'hypothèse faite pour l'établir.
Relation entre l'aplatissement, la pesanteur et la force centrifuge à l'équateur. — Proposons-nous de calculer les premiers termes du développement de ■..,., '
On a d'après la formule du binôme
]\or
néofliffeant les termes de l'ordre de — —; nous avons
I I /•' cos -' , I r '■ ' 3
iMM' /•
MM'
/• cos 7 , I r '■ ' 3 r> o H
MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'UNE MASSE FLUIDE
On a alors
Si ÎNI est la masse, a, [j, y les coordonnées du centre de gravité, A, B, C les axes principaux d'inertie, on a
+(,r= + ,/ — j=')(— A — B + 2C)-6y^^ / .ry?Wx'. I
Supposons que la snrface soit de révolution, que l'origine des coordonnées soit placée au centre, que les axes de coordonnées soient les axes principaux d'inertie : alors
B = A et
Calculons maintenant la valeur que Ton déduit pour V de la forme extérieure de la surface, que nous supposons un ellipsoïde d'aplatissement e,. Ce potentiel est de la forme
M V= — +I1Y4-SQZ, /•
liELATlOX EXTRE L'APLATrSSEME.XT, LA PESASTEUR, ETC. lo")
oîi Y est la fonction
et Z est une fonction sj)li('ri([iic JifTcrente de Y.
II et Q doivent être d'une loruie particulière, puis(jue le potentiel doit s'annuler à Tinfini, nous avons déjà vu que l'on avait
II = A
O— _Zo__
Ily et q^ sont des constantes; on a donc A la surface libre on a
11 vient donc
M , (o^,- , „r/-Y , II J , V' Qo'/^
Posons
On a vu (p. 69) que l'on avait
de plus on a
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Tous les termes étant petits, sauf le premier, on peut y négliger e\ et on a
L'équation U = C" se réduit donc h M M^-.Y , or/7 , ^n^ , H„Y , ^J. _ ^,^
Comme par hypothèse nous avons un ellipsoïde : y^ = o ; donc
V se réduit à
M IIqY
et on conclut, en comparant les deux valeurs de V, que
On a donc l'équation
M / ls\e^ C — A \ CO-/-I to-z-^Y _ ^^
on en conclut que le coeflicient de Y est nul, et que l'on a Me, C— A co-/'î
3/-J 'ir{ ' 6
On a d'ailleurs
fO ,.2 ' ' i.
Il vient donc
^ — ^ ,^ ''i^i 'fr^V'i
OU OU OU
de la pesanteur sont ^-^r— , -r— , et on a
dx ' 0?/ ' Oc
\/(fMl)M17-
La composante suivant le ravon OM est, t étant le cosinus de l'anale de la verticale avec le ravon OM,
ou
comme s est petit, g cos s est sensiblement égal à ^'. aux (juaiitités du second ordre près, on a donc
OU
tr .
M ^ fC — A) Y 2to-r to-/-Y
Si maintenant on lait /• ^ i -|- Ç,
on trouve
<>-=oJ I Z^l—]^crle^ — -^lY
'+-3 -JV-~J
io8
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C'est la formule de Clairaut qui donne la pesanteur en un point, en fonction de la latitude de ce point.
Influence de l'altitude. — Si on s'élève en ballon, la correction est facile à faire, on n'a, dans la formule, qu'à remplacer /• par i -\-^-\- h, au lieu de le remplacer par i -|- "C^ mais ce n'est pas dans ce cas que l'on a à faire la correction d'altitude : le plus fréquemment cette correction se présente pour un
lieu situé sur un plateau, et il faut tenir compte de l'attraction due à ce plateau.
Il faudra donc tenir compte des aspérités positives ou négatives; il laudra d'abord cboisir une surface définissant le niveau général du
plateau : cette surface sera la spbère décrite sur OM comme diamètre (fig. i5), 0 étant le centre du spbéroide, M le lieu de l'observation.
Fig-. il. On calcule l'attraction due au vo-
lume compris entre les deux spbères, l'erreur est peu considérable et d'autant moins que l'attraction des montagnes est très faible. On prend, en général, comme densité de la masse la densité moyenne des roches a la surface,
c'est-à-dire Dj, en représentant par D^ la densité moyenne
du sphéroïde.
Correction de Bouguer. — Supposons une couche sphériquc homogène d'épaisseur // et de densité p ; le volume de cette couche sera
et sa masse
La correction apportée à la mesure de g sera /\T^^hi\ et on a 01^ ^-oh 3ph
connr.CTioy de dougueh
D'un point M situé ii une certaine distance au-dessus de la couche, menons le cône tangent à la sphère (Hg. 16) ; le cercle de contact partag(> la couche eu deux portions, et nous savons que les attractions de chacune de ces deux portions sur le point M sont égales.
Appliquons ici ce théorème. Nous avons supposé que la surface de la planète était limitée ii la sphère décrite sur OM comme diamètre ; si donc on suppose que l'attraction de la masse MliS se compose de Tattraction dun certain nombre de couches homogènes et minces, la partie de ces couches limitée à la sphère (OM) aura sur INI la même action que la moitié de la couche totale. Il faut donc calculer l'attraction sur M d'une couche entourant le sphéroïde de densité p et d'épaisseur li égale à l'altitude du point M. La correction à apporter a la pesanteur sera la moitié de cette attraction.
L'épaisseur li de la couche peut se représenter par un dévelop pement de la forme
Fi
[•ig.
le potentiel du h cette couche, d'après une formule connue sera
AY
Y 4v:AY .
l'accroissement de g sera
car on fait ensuite /• = i dans la formule, et on a
é'o d^^Zj 2/^ + 1
o MASSE SOLIDE RECOUVERTE D'USE MASSE FLUIDE
Si on se borne au terme /« = o
si on en prend la moitié, c'est la correction de Bouguer.
La correction totale comprend donc deux termes : i'^ celui qui provient de l'augmentation d'altitude sans tenir compte du plateau; 2° celui où l'on tient compte de la masse du plateau, on a finalement la formule
oi,»- 2 II 3 pA
Si on applique cette formule on trouve une valeur trop faible : la valeur fournie par l'observation est, en général, sur les continents, inférieure à la valeur calculée ; elle lui est au contraire supérieure sur les océans et dans les îles isolées.
M. Faye a ainsi trouvé qu'il vaut mieux ne pas tenir compte de la correction de Bouguer, ce qui correspond à des masses qui devraient se trouver sous les océans, et à des vides qui existeraient dans les continents.
A la surface des mers ou a U == U^. La surface U = LI^ est une surface qui, se prolongeant sous les continents, doit donner une surface de révolution, mais il n'en est pas ainsi. Cette surface s'appelle le géoïde.
Pesanteur en un point de la surface du géoïde. — Considérons une sphère de ravon voisin du rayon de la terre ; soit "C Taltltude du continent au-dessus de cette sphère, on peut écrire
'C,' la distance à l'ellipsoïde, peut s'écrire
Z, — Ç' est la distance de la sphère à l'ellipsoïde au lieu considéré :
Ç-^'=^ryY.
PESANTEUR ES EX POL\r DE LA SEREACE DU GÉOIDE m
Soit 11 raltitude du point au-dessus du géoïde,
^' Il est lu surélévation du géoïde au-dessus de l'ellipsoïde :
î; — j;' se réduit à deux termes : celui qui correspond à Y = i , et celui qui correspond a i = —
A la surface du géoïde U = ^4'„ = constante ; en un point d'altitude A, on a
On a d'ailleurs
ôU
Donc
— =i+VfII_/OY
— = i+V(ll-_A-_vU'.
Les coeflicients ysont connus : ils correspondent au développement de
si on rétablit l'homogénéité, on a
V_^_^_^S(II-J^-y)X
et comme on a :
dr '
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on en conclut :
g _ l , S(/.-f,)(II-A--y)Y
Les opérations géoclésiques font connaître //, les opérations de nivellement font connaître ^, les observations pendulaires font connaître i,''. Théoriquement, deux séries d'observations suffiraient pour connaître ^, Ji ai g ; mais pratiquement les observations d'aucune des trois espèces ne sont assez nombreuses, ni assez précises pour qu'on puisse se passer d'une série d'observations.
Jusqu'à présent l'on peut dire que l'on a trouvé la surface du géoïde peu différente de celle d'un ellipsoïde de révolution.
Nous allons, dans ce qui suit, montrer qu'il peut exister des figures d'équilibre autres que l'ellipsoïde de révolution.
CHAPITRE VI
Coordonnées elliptiques. — Considérons les quadiiqucsliomofocales
Par un point de Tcspace passent trois de ces surfaces : en effet, .r, ?/, - étant donnés, on a pour déterminer )>" une équation du troisième degré dont les trois racines sont séparées par les nombres a-, h', c".
Il en résulte que l'une des racines, la plus grande, supérieure à a', correspond à un ellipsoïde; la racine moyenne, comprise entre cr et/r, définit un hvperjjoloïde à une nappe; la troisième, comprise entre h' et c' , définit un livperboloïde à deux nappes.
Soit p-, ;jL-, V" ces racines, on a donc
Réciproquement si p, |j., v sont donnés, ou a trois surfaces se coupant en huit points, placés symétriquement par rapport aux divers plans de coordonnées.
Si on ne considère que les points situés dans un trièdre trirectangle donné, les trois nombres o, •;., v définissent un point et un seul.
On peut écrire
,_^-0^-rp'-^);^'-
a' "a- — ù- ' A- — c- ' Ç/r — cr j (a- — ù-) ("a" — ir)
PoiNCARÉ. — l'igures d'équilibre. 8
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Si on multiplie par )." — r/", et qu'on fasse ensuite ")? = «',
on a
(rr — p-) [a —IX-) {a- — v-
{(r — ù-j {a- — C-) on obtiendra donc
i /(p' — ^^;) iy^' — a') ['>' — fi'') .
[a- - b-) et de même pour y et .',
{c^-a^){à-lr)
Le signe qu'il faut prendre devant le radical correspond au Irièdre des coordonnées que Ton considère. Soit/^(.j) un polynôme, et posons
RiNlN sera un polynôme symétrique des trois quantités p", [a", v" racines de l'équation
et par suite une fonction entière de x', ?/', c". Si on pose
R_^(p^)v/^^^^^7?" ou bien
ou encore
ELEMENT LINÉAIRE E.\ COOIiDOWÉES ELLIPTIQUES ii5
et que Ton prenne pour M et X les mêmes fonctions de ;jl et de V, RMX sera un polynôme en .r-, //-, z- , multiplié par.r, par.ry ou par .ii/z.
Supposons que R soit un polynôme entier en o^ ; on peut le décomposer en fadeurs du premier degré et écrire
Alors
L A^ — a /- — ù- Aj — 6- J
RMX sera donc, dans tous les cas possibles, un produit de facteurs de la foi-me (i) multiplié par un certain nomI)re de (|uantités r, //, 3.
Élément linéaire en coordonnées elliptiques. — Les surlaces z =L''\ |j.= C'% V = C''- forment un système triple orthogonal et l'élément linéaire peut s'écrire :
df>' = yrdf-\-^'dy^-\-f(h\ étant des fonctions de z, ;j., v que nous allons déterminer;
ds' = dx- + di/- + dz\
on a
d.r pdz
\xd'j.
X ^—il^
<x' — cr
V" — cr
dij pdp
<xd'x
vdy
'jr — b'
dz zdz
'xd'X
On ;
i donc
,/.,- -h du- + dz- = z'dz-\~^ U ^—t 1 fl__]
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et ensuite
Je vais poser
A" et C" sont positifs, B" est négatif; donc A et G sont réels, B est purement imaginaire.
Avec ces notations on a
— rt"
■ir-)
cv/?^— r '
y/v^ — p^est purement imaginaire, donc [ii est réel.
Equation de Laplace. — Voyons ce que devient Téquation de Laplace en coordonnées elliptiques. Nous avons déjà établi (p. 4o)> ^I^e si on désigne l'élément linéaire par
on a
aî^Y jLi^Ç-L a ùp J
L'équation AV = o devient donc :
ô / p^Y ÔV
roxcnoys de lame
On a
J?L = AU v/___J^L:ir__
et réqualion de Laplacc est alors :
A seul dépeiul de p. On a donc
VJ
^ BC e\o en multipliant par ABC on obtient Téqualion
Les coefficients de cette équation sont réels, car A', B', C" sont réels, et par suite leurs dérivées le sont aussi.
Fonctions de Lamé. — Parmi les solutions de réqualion de Laplace, il y a des polynômes de la forme RMN : on les appelle fonctions de Lamé.
Remarquons d'abord que nous avons les identités évidentes ;
^(a^ — v^) = o; Il en résulte que l'équation (2) est équivalente à la suivante
ii8 FONCTIONS DE LAME
Supposons que l'on aitV= RMN et que R satisfasse à l'équation
. , c^'R . clK f/R ^^ ,„ ^,_,
(3 k'-j-^ + h. -j --+rip^R+KR = o;
^ ' rfp^ dp dp '
M et N satisferont à des équations analogues, et la fonction V satisfera à l'équation de Laplace. Cette condition suffisante est aussi nécessaire, c'est-à-dire que si V est de la forme RMN et satisfait à l'équation de Laplace, R satisfait à l'équation (3), et par suite M et N satisfont aux équations analogues obtenues en remplaçant p par a et v, et A par B et C.
En eflet si on fait u = v l'équation doit être encore vérifiée; R se réduit îxM en ce cas, et l'équation se réduit à
^, d'M ^ dB dM „ ,,^ ,,,, B--^-^+B , hnu.-M+IvM=o.
«[J.' du. «[JL
Existe-t-il de telles fonctions ? Considérons la fonction p (//) définie par l'équation difTérentielle
j)'a = 2 \/{pn — e,) {pn^e,} [pu — e^) ,
Posons
on en conclut
On a donc
p2 =^pu + ]l,
r=2Ap.
On a d'ailleurs
, du p'u _— = 2p;
donc
et par suite
L'équiilioii
devient
Foycrio.ys de lame ng
ati
, dR dix dp dl\
A-rr- =
do do du du
d'ïi ^- ., .,, T-,
-^ + (IIp-+K R = o.
Peut-on choisir II et K de manière que R soit un polynôme en 0, ou un tel polynôme multiplié soit par \ z- — <^/-, soit par
y/p- — b-, soit par y/p- — c'-"}
Ce polynôme, si on y remplace p" par p [u), sera une fonction doublement périodique admettant les deux périodes de p[u) 2to, et 20J.,. Elle admettra une double infinité de pôles qui seront les pôles de p (?/), c'est-à-dire u = imto^ -\- i «to.,, m et n étant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Ces pôles qui sont des pôles doubles deyj(«) seront pour le polynôme des pôles d'ordre in.
De plus y/o" — ci- ^=Ypi/ — e^, est une fonction doublement périodique admettant les périodes 2t0j et 4^., et ayant comme pôles simples les pôles de /; [u); donc si on ajoute à u la valeur aWj, 20)^ ou 2(03, la fonction R garde sa valeur ou change de signe suivant qu'elle contient o ou 2 radicaux, ou bien qu'elle est le produit d'un polynôme par i ou 3 radicaux.
Donc R est une fonction paire, ou une fonction impaire, mais dans un cas comme dans l'autre on doit avoir le développement
si on porte cette valeur dans l'équation, en se rappelant que
p[u)=—r +azr+ ...,
on obtient Icquation :
Pour que cette équation soit vérifiée il faut d'aliord que le terme en ~ disparaisse, ce qui n'est possible que si Ton a
II = — n(« + i).
On a d'ailleurs si q est le degré de R, et qu'il faille lui ajouter j) radicaux, (p z= i, 2 ou 3) :
Formation des fonctions de Lamé. — Ainsi donc les polynômes de Lamé, doivent s'ils existent satisfaire aux conditions suivantes.
Regardés comme fonctions de .r, ij, z ce sont des produits de facteurs quadratiques mnltipliés par un ou plusieurs des facteurs .r, //, 3. Si on remplace ,r,//, -par leur valeur en fonction de p%;-«-', v',on obtient une fonction de la forme R^IX, où R désigne, soit un polynôme en 0", soit un tel polynôme multiplié par 1,2 ou 3 des radicaux
et ^I, N désignent les mêmes fonctions ou p est remplacé par ^u et V.
On a pour Q huit formes possibles, à chacune desquelles correspond une forme pour R. Si n est le degré de cp, le degré de R en 0" sera suivant le cas
n 11 — I II — 2 n — 3
■ — , , ou ,
suivant que R contiendra o, i , 2 ou 3 radicaux.
Enfin si dans R on remplace p-par /;//, on obtient une fonction qui, lorsqu'on remplace it par a -\- 2oj^, change son signe«ou reste
dj:ti:/{M!.\.itjo.\ de k 121
Invai'iable, suivant qu il y a un nombie impair ou pair des deux
radicaux \ z' — />-et\ s' — t", car \ pi( — <?, ne change pas de signe pour if-\-ii.o^.
De même quand on augmente ii de :i(.o,,\ p/t — ^jet\//;/< — e^ changent de signe et par suite R changera de signe ou non, suivant qu il contiendia un nombre impair ou pair de ces radicaux.
Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant, où la première colonne contient la (orme de Q. la seconde la (orme correspondante de lî. la troisième le degré du polvnoine <{ui entre dans R en (onction du degré de Q, la quatrième et la cinquième indiquant si la (onction change désigne pour Tadjonction à «des [)ériodcs 2(0^ et 2co^; Q^ désigne uniquement un produit de facteurs quadrati([ues.
QiJ"- ■
Q,zx .
Q .rvr.
R ne contient pas de radical Rconlicntl/o- — a- i
I IL
Détermination de K. — C4eci posé, cherchons tt déterminer K. Pour les (onctions du premier genre, R est un polynôme
tl orctre contenant h i coeiiicients homogènes.
Substituons dans l'équation diflférentielle, nous avons un polynôme de degré- h 1 5 <P'i devra être identiquement nul. Le
coefficient du terme de degré le plus élevé disparait de lui-même
il cause de llivouthèse II ^^ — n [ii-\- \ . Il reste alors — + i
coe(ficients a faire disparaître.
Les — -I- I coefficients du polvnome doivent donc satisiaire 2 '
a 1- I équations linéaires et homogènes, dont les coefficients
dépendent linéairement de K; l'élimination des coefficients du polynôme donnera donc pour K une équation de degré (- i.
Si R est du second type, on aura a déterminer coeffi-
cients d'un polynôme de degré -. Le degré de l'équation
en K sera donc, d'après un raisonnement analogue au précédent,
Pour ceux du troisième, l'équation en K sera de degré — .
Pour ceux du quatrième, l'équation en K sera de degré .
Ces résultats figurent dans la sixième colonne du tableau précédent.
Il résulte de ceci qu'à chacune des racines des équations en K ainsi obtenues correspond un polynôme et un seul.
Si 11 est pair^ il n'y a de polynômes que de première et de troisième espèce ; leur nombre est
Si n est impair il n'y a de polynôme que de seconde et quatrième espèce ; leur nombre total
Donc il y a au plus i7i-\- i polynômes de Lamé, Je dis au plus, car les équations en K pourraient avoir des racines multiples ; nous verrons qu'il n'en est rien.
Analogie avec les fonctions sphériques. — Supposons que .r, y, z soient infinis du premier ordre ; [j. et v restent essentiellement finis, mais p deviendra infini du premier ordre aussi.
L'ensemble homogène des termes de degré le plus élevé dans
ASALOGIE AVEC LES FOyCTIOyS SPHÉRIQIES ii3
la fonction de Lamé, satisfait éviclcniment à l'équation de Laplace. C'est donc un polynôme sphérique que l'on peut écrire II .^•,y,c). Le terme de degré le plus élevé dansRMX en z sera ao'"MX. Passons aux coordonnées polaires
X = r sin H cos o,
. Il = r sin h sin 'j,
:: 1^7- cos 4,
si 0 est très grand il difTère peu de /■; y., v dépendront au contraire de cp et de h.
En effet l'équation qui détermine y. peut s'écrire
Si .r, //, - sont très grands, l'unité est négligeable; il reste une équation du second degré ; a et vies deux racines non infiniment
grandes ne dépendent que du rapport -^— et ^ c'est-a-dire de -ç
et de h.
On peut alors écrire
/■"n sin 0 cos '^, sin h sin -s. cos S = ap"MN,
et comme /• = ^, on a
n (sin 0 cos 'p, sin h sin -s. cos S^ = aMN ;
le produit ^IN apparaît donc comme une fonction sphérique. et n sera décomposable en un produit de facteurs quadratiques i'). M. ^Moutard a démontré que c'était le seul cas où un polynôme sphérique était décomposable en un produit de lacteurs quadratiques et de facteurs linéaires.
MX, considérée comme fonction de H et de -s., est donc une fonction sphérique : il en résulte que toute fonction de a et v peut se mettre sous la forme d'une somme
(*) Voir Journal de Lioinille, t. XI, 1846, p. 278.
puisque toute fonction peut se mettre sous la forme d'une somme de fonctions sphériqucs ; mais l'analogie des fonctions sphériques et des fonctions de Lamé, va apparaître davantage quand on étudiera le cas où les surfaces homofocales sont de révolution.
Cas des ellipsoïdes de révolution. — Cela peut se présenter de deux manières difl'érentes suivant c[ue l'on a « = Z», ou Z* = c.
1° Si « = h, on a des ellipsoïdes de révolution aplatis cjuand A' est supérieur à à' et des hyperboloïdes à deux nappes si ^r<A^<6-. Les hyperboloïdes à une nappe se réduisent à des plans passant par Taxe Oz.
2° Si ^ = c, on a des ellipsoïdes de révolutions allongés autour de O.r, pour )," > a' . Si cr > '/.' > Ir on a des hyperboloïdes i» une nappe, les hyperboloïdes à deux nappes se réduisant à des plans passant par l'axe O.r.
Dans ces deux cas, soit [j., soit v ne peut servir de paramètre, on est obligé de prendre comme paramètre l'angle du plan avec un plan fixe, le plan .vOz par exemple dans les deux cas. Nous avons :
Si h tend vers a, [x tend aussi vers a, et l'on voit que l'on a :
-^ = lim\/l^ .V ^ (i- -
Si C3 est l'angle du plan passant par le point (.r, ?/, z) et l'axe Oz avec le plan .vOz, on voit que 'ji. peut être considéré comme fonction de cp, et l'on a
jj." = «" cos' 'j -f- /;- sin" 9.
On voit que l'on a
li ^'- '^
:sin9,
lim\/4^ = '
, , — cos ':>.
CAS DES ellipsoïdes DE REVOLUTIOy laî
Dans les mêmes coiulitlous réquatioii qui détermine v peut s'écrire en supprimant Tunité, négligeable devant .r, ij et r,
Si on passe aux coordonn«''es polaires, on a ;■' sin"0 /-cos-'O
et ensuite
sin h^\/ —, r
Dans ce cas on peut immédiatement former les fonctions de Lamé.
Nous savons que MX est une fonction sphérique ; M ne dépend que de z>, N ne dépend que de 0 ; MX est donc l'une des fonctions sphériques fondamentales considérées plus haut (p. 42;.
On peut alors écrire M = cos y;.p ou sin p-^ \ et pour X on prendra
F1;(cosO;=F;;[v/^]
en posant
On voit que les zéros de X se déterminent en calculant les zéros de ¥\\, abstraction faite des zéros ± i. Ces zéros sont tous réels et distincts ; car, comme on le voit par le théorème de RoUe, les zéros de Ff^ séparent les zéros de F'^~^ On a
Donc si p est pair, F^^ ne changera pas de signe avec sin 0; au contraire siy^ est impair, F,,^ changera de signe avec sin H.
Si on remplace .r, ij, z par leurs valeurs en coordonnées polaires,
ij.6
Q changera de signe s'il contient l'un des facteurs .r ou y ; mais s'il n'en contient aucun, ou s'il en contient deux, il ne changera pas de signe; p sera donc impair dans le jjremier cas, et pair dans le second.
On voit aussi que y et sin p 's> changent de signe en même temps; donc si Q contient le facteur //, M devra être pris égal i» sin/.i'^, sinon JM devra être pris égal a cospo.
De même si P = c", on prendra comme coordonnées polaires
.r = r cos 0,
y =1 r sin 0 cos '^,
" = /• sin 0 sin -j.
La fonction N sera siny;cp ou cos j)'s>, lu fonction M sera
Fi; (cos B).
On prendra y; impair si Q contient l'un des facteurs // ou -; p sera pair au contraire si Q ne contient aucun de ces facteurs ou s'il les contient tous deux. On prendra pour N, sin y> 'i ou cosp'^ suivant que Q contient ou ne contient pas le facteur c.
Résumé. — Le résultat de cette discussion est résumé dans le tableau suivant : la première colonne contient les 8 formes possi-
= Ir
Cos Cos Siu Cos Sin Cos Siu Sin
Pxx. . .
Pxj. . .
Px=. . .
Pxzy . .
Y'Xzx . .
p X xj . .
p X xjz . .
Cos
IW/p' — a-
Cos Cos Sin Siu Sin Cos Sin
R[/p-~lj-
RV/(p' — ^-j(p- — f-y
li\/{p' — c'){9' — »^)
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bles de Q, la seconde contient les lornies coiiespondantes de 11, la troisième et la c|uatriènie contiennent les cas limites pour d' = b-\ dans la troisit'nie on a mis le signe o si p est pair, i si p est impair ; la quatrième indique si ]\I se réduit à cos p'Z) ou sin p'^; la cin([uièmc et la sixième contiennent les indications correspondantes dans le cas où />-:=6-.
Les valeurs de K sont réelles. — Nous allons maintenant démontrer que les équations en K ont toutes leurs racines réelles.
Supposons d'abord a-=^lr. On sait alors trouver les valeurs de K. Xous pouvons poser <x' ^= a' cos" o -\- Ir sin" C5, puisque <j. est compris entre (i et h et lorsque a ^ b, ceci est encore la valeur de M ; l'équation qui définit 'x
[n {n-\-i) u- — KjM ^= 0 ,
peut s'écrire, en prenant comme variable es
'— d r /— dM I r ,
rt' 1 sm -z. cos 'i
et si on Tait cr = h' on trouve ré(|uation
Cette équation doit avoir comme solutions cos/;c2 et s'in /)■:>, on a donc
L'équation en K a donc n -}- i racines réelles, correspondant aux valeurs de /;,
On voit que les équations en K ont toutes leurs racines réelles ; les valeurs paires de p, séparent les valeurs impaires.
Lorsque h variera de a vers c les racines des équations correspondant aux deux groupes de fonctions de Lame, contenant zéro et deux radicaux d'une part, sépareront les racines correspondant aux deux autres groupes contenant un ou trois radicaux ; cela ne cessera d'être, que si une des racines d'un groupe d'équations, devenait égale ii une racine cp d'un autre groupe.
Soient, K cetle racine, R et S les fonctions de Lamé correspondantes, appartenant par hypothèse à deux groupes diderents : on a par hypothèse
ir — (IIp-+K)R=o,
S" — (IIp- + K)R = o; on en conclut
RS"_S"R=o.
On peut intégrer immédiatement et écrire
RS' — S'R = a.
Si on suppose R et S exprimés en fonction elliptique du paramètre //, on sait que l'on pourra augmenter il de i to, de i oj^ ou de 2 0J3 de façon que R par exemple ne change pas de valeur, et que S change de signe, et de même pour R' et S'; mais alors le produit RS' — SR' aurait changé de signe ; on a donc a = o ;
on en conclut que -— est une constante, ce qui est évidemment o
faux.
Deux équations en K correspondant h une même valeur de n ne peuvent donc admettre de racine commune.
Remarquons que dans l'équation en K le coefficient du terme de degré le plus élevé se réduit à l'unité; il est donc impossible que le degré de l'équation s'abaisse.
Les fonctions de Lamé sont linéairement indépendantes. ■ — Je vais démontrer maintenant qu'entre les p Ibnclions de Laméj d'une même forme, et pour une valeur de ?i donnée il
n'existe aucune relation linéaire a coefficients constants ; ip est
1, , , Ji n — \ n -\- \ n
1 un des nombres [- i , , —
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En efrct : supposons que Ion puisse avoir une relation Je la forme
en portant R,^^, clans l'équation du second ordre, on aura à écrire que les p coelficlents d'un polynôme seront nuls ; on aura pour déterminer a^ y.,... a,^ . p -{- i équations du premier degré, dont la première sera satisfaite identi([uement. Il restera donc p équations homogènes h fj inconnues. L'élimination de ces inconnues donnera un certain nombre d écjuations en Iv de degré au plus égal il fj et ces équations devront être satisfaites pour les p valeurs de K ; ces équations se réduisent alors à des identités. On peut donc déterminer les coefficients a^, a.,... v.,^ quel que soit K, et on aurait alors un polynôme comme solution de l'équation de Lamé, et cela quelque soit K; c'est une contradiction.
Les polynômes de Lamé ont leurs l'acines réelles. — Je vais maintenant démontrer qu un jndvnome R quelconque a toutes ses racines réelles et comprises entre cr et c' .
On peut partager l'intervalle de — ce à + ce en quatre autres par les nombres «", h' et c".
Je vais d'abord démontrer que le nombre de racines compris dans chaque intervalle est constant lorsque h- varie de a- à c-. En elTet, il ne peut en être autrement que si, pour une valeur de ^, deux racines réelles devenaient imaginaires. Mais alors, pour cette valeur de h, ce polynôme aurait une racine double : R serait nul. On a
R =FR = o,
F étant (IPp -|- K ; on a
R"' = FR-f-F'R, R^v^pf.'/_I_2F'R'+FR' etc.:
toutes les dérivées seraient nulles, ce qui est impossiljle.
Il pourrait encore arriver que l'une des racines devienne égale a r/-, h- ou c-. Supposons par exemple qu'une racine devienne égale à à' : comme ou a posé
pu — ?i = '-' — «',
Poixc.^RÉ. — Figures d équilibre. ç)
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la valeur de u correspondante serait Wj, or on a j/lo^ = o, Wj est un zéro de p'to, ; donc ce serait un zéro de R' efc l'on revient au cas précédent.
Ceci posé soit t^ le nombre des racines imaginaires de Tensemble des polynômes correspondant à une valeur de n ;
£.,, le nombre des racines réelles comprises entre «" et P ;
Sg, » )' réelles comprises entre b' et c" ;
e,, » » réelles non comprises entre a- et c^.
Le nombre total des racines est égal à la somme des degrés des polynômes
Lorsque i- est égal à a-, toutes les racines s^ se réduisent h a' et e'g se réduisent à «- ou à c^ ; lorsque Ir est égal à c", toutes les racines Sj se réduisent a c^ et £o se réduisent à «" ou à r".
Mais si rt" = Ir les polynômes sont les dérivées successives
de (v" — i)" et ils ont toutes leurs racines réelles; il yen a un qui
a o racine, un qui en a une, un qui en a deux, ... un qui en a —
abstraction faite des racines ± i ; on a donc
le même on a
n l n Nous avons donc l'égalité
d'où l'on conclut
et par suite
Le théorème est donc démontré.
DÉVELOri'EMnyT D L\\E lOyCTIO.X i3i
Pour savoir maintenant combien il y a de racines dans chacun des intervalles a-... h-, //-...(-, on voit que dans le cas général il v en a autant que dans le cas particulier, où a' = ù'.
Et on voit qu'il v a :
un polynôme ayant o racine entre a- et /r, et — entre l/- et c'.
Développement d'une fonction en une somme de fonctions de Lamé. — Soit un ellipsoïde de la famille, dclerminé par le paramètre p ; si je pose
/MX.M^\./7
MX désignant un des produits déjà désignés, M^X^ en désio-nant un autre, et l'intégrale étant étendue à toute la surface de l'ellipsoïde.
Soit
V = RMX, V^ = R^M^X\.
Puisque Ton a AY = o, la formule de Green donne
l'intégrale étant étendue à une surface fermée quelconque ; supposons que cette surface soit rellipsoïde ; R et R^ sont alors des
constantes. Calculons —, — et —~- : cruand on se déplace sur la
an du ^ *■
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normale à l'ellii^soïde, a et v demeurent constants, p augmente de rfp ; et on a
dN _ ÔY _^ _ _^ J^ J?_ dn Oo f//ï 0?/ do dn
_ ÔV r/// _ mais nous avons
l'intégrale devient donc
MN. INI^N, (RR\ — R,R') ^d<j = o;
mais RR'^ — R^R' ne dépend que de p et comme c'est une constante, on peut la faire sortir du radical. On a d'ailleurs
il vient donc en changeant le signe
dn
Tout revient a calculer
du du do
dn dp dn
nous avons vu que l'on avait, en posant p- =pu -\- h
du
? 4fr = - V (?' —"')(?' — ^') i?' — '^') '
d'où
du
lorsque p tend vers l'infini, pu tend vers oc , u tend vers o, donc décroit ; on doit prendre le signe moins.
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On a crailleurs, puisque rélénient linéaire est ds- = a" dz- -f- 'j'dy -\- Y'(/v" et c[ii<' z seul varie sur la nurniale :
On a donc, en posant
dn
dn •
ce qui est légalité annoncée. L'intégrale, d'ailleurs, ne dépend pas de p. Car nous avons
^7= 'i"d'j.d'j ; et par suite
Uh
I (l'|Jt.-'/v
BC
— I d'jjh
BC
On a démontré que toute fonction déterminée sur l'ellipsoïde peut se mettre sous la (orme d'une somme de fonctions de Lamé ;
Le théorème précédent permet facilement de trouver les coefficients. On a
fl<P M/, X;, d7 = fy^ A;7M/, X/, :\I i X, d7 ; le second membre se réduit à A,, / l^l'[Sldi : ce qui détermine A/,.
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Les fonctions S. — Nous allons maintenant considérer une autre fonction de p satisfaisant aussi à l'équation de Lamé; nous la définirons ainsi qu'il suit.
Soit R une fonction de Lamé de degré n définie par la relation
R/'+FR = o; la fonction S, associée a la fonction R, sera définie par la relation
S" + FS = o où F a la même valeur : on en conclut que
en intégrant on trouve
S'R_RS'=C
et nous prenons arbitrairement cette constante égale à 2« -|- i ; on a donc
S^R_RS^ _ 2/?+i
on peut choisir arbitrairement la limite inférieure d'intégration et on a
Pour p^ très grand
R = Ap",
A étant une constante que nous pouvons prendre égale a l'unité ; u est alors très petit : puisque
fj:S FO.\CTIO.\S s I J:
û" est approxiinativoinenl égal ii — -
On a donc
S est donc sensiblement égal à ii" + ' =: — ;7— 7 ; le produit SMN
satisfait aussi à i'é(|uation de Laplace.
CHAPITRE VU
xVïTRACTION DES ELLIPSOÏDES FIGURES d'Équilibre
Problème de Dlrîchlet sur l'ellipsoïde. — AIjoicIods maintenant le problème de Dirichlet pour un ellipsoïde, dans lequel on se donne, sur un ellipsoïde déterminé par le paramètre p^, les valeurs d'une lonction V, en proposant de trouver la (onction V satisfaisant ii rccjuation de Laplace et prenant sur Tellipsoïde la série des valeurs données.
Soit sur l'ellipsoïde
on peut poser
R- étant la valeur pour p = p^ de la fonction R associée ;i M et N, et S" » » S; » K,-
On a alors
cD=^a,R?S«M,N,.
Ceci posé, considérons la fonction définie par l'expression
aS'RMN
il l'intérieur de l'ellipsoïde, et
VaR^SMN
Là
il l'extérieur du même ellipsoïde.
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(les deux séries sont convergentes dans les espaces indi(jués, la fonction est donc bien déterminée.
Calculons les ([uanlités
OV V^ ^„ ^, ,, ,- du
VII, ' ' an
On a de nirnie
Y est une fonction continue quand on traverse la surface, mais ses dérivées ne le sont pas. V est donc le potentiel d'une masse superficielle, dont la densité o est déterminée par la relation
OV _ _^ _ _ r_^ d/i, 0/?,-
Au lieu de supposer la densité varialde, on peut supposer une distribution de densité égale ii i, mais d'une épaisseur "C, telle ([ue l'on ait
_oy ^__,^^
équation qui détermine 'C, car on a
/i^=-l^.Y\^Sr- R'?S°)M,N,
Si l'épaisseur de la coucbe est déterminée par une fonction de la forme
/.^MX ,
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on en déduira réciproquement le potentiel sur la surface par la formule
d'où Ton déduit simplement le potentiel à l'intérieur et a l'extérieur de la surface.
Application. — Voyons maintenant les plus simples des fonctions de Lamé.
1° pour « = o on a
pour ti = i on a trois fonctions R
On a
?/ = AoR.ÎNIoN,,
en posant
3° Pour /? = 2, on a :
d'abord deux polynômes du second degré
et
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que Ton peiil calculer lacilement ; on sait que 1 on a
a- > Ir > Ir > h'' > c", et ensuite les trois fonctions
Rv = vn?^-^'K?^-
I'^5 = V'i?'— Ol?' — "').
On a
R. =RoR3,
R, = R,R,; le produit RM.N. est à un facteur constant près //c.
Remarquons encore la signification des fonctions R^, R^, R^, qui sont les demi-axes de l'ellipsoïde correspondant à p. Son volume est
Supposons qu'à la surface de l'ellipsoïde, soit répandue une couche de densité constante^ et d'épaisseur
le potentiel à la surface sera
V = 4t:RSSSM,X„=4^..„
les indices inférieurs indiquant le numéro d'ordre de la fonction de Lamé, l'indice supérieur indiquant qu'on y fait z=zz^. A 1 intérieur, le potentiel sera
le potentiel sera constant h l'intérieur; on peut donc considérer la distribution de matière comme la distribution d'une couche électrique en équilibre h la surface de l'ellipsoïde supposé conducteur.
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Le potentiel sera à l'extérieur
Les surfaces équipoteutielles seront donc les surfaces u = C'^, c'est à dire les surfaces p =^ constante; ce seront des ellipsoïdes homofocaux.
La couche correspondante est celle comprise entre deux ellipsoïdes homofocaux comme le montre la valeur de l^.
Attraction d'un ellipsoïde homogène. — Considérons (fig. ij) un ellipsoïde homogène dont le potentiel soit V. Déplaçons l'ellipsoïde parallèlement à l'axe O.r, d'une quantité c; le potentiel en un point (.r, ij, z) va devenir
et l'ellipsoïde prendra la position E'. La différence de potentiel provient de ce qu'il y a en plus la région ombrée à droite, et Fig-. 17. en moins la région ombrée à gauche. On
peut supposer que c'est le potentiel d'une
épaisseur ^ répandue à la surface de l'ellipsoïde, ^ étant positif
à droite et négatif à gauche.
Calculons ^ : si PP" est la normale commune aux deux ellip-
soides, 'Ç = PP"; PP' = t, et le triangle PP'P" est rectangle
en P", on a donc
dn
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de CCS cgalités on clédiiit
D.f dp t\r du O.r
Oo ^/i 0» d/i du
Nous savons aussi (|ue :
en posant
et comme
on en conclut
et l'on a
Il vient donc
cosP = ///R°M^N,,
^ = sAZir,M,N^.
On peut donc maintenant déterminer le potentiel Y' relatif à la couche d'épaisseur t, en appliquant la formule connue : ou a ;i la surface
AR«SÎR?M,N
A l'intérieur de l'ellipsoïde on a
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et, puisque R^^I^N^ =:x,
îT.rSÎ
on a donc
T.rS?
Rî
A rextéi'ieur on a
ÔV /\tJi
R?RÎS,M,N,
T.rS.
ùV
A l'intérieur -r— est donc proportionnel h ;r, à l'extérieur la
relation est plus compliquée; -y-; représente la composante de l'attraction parallèle à O.r.
Thèoi'èine d'Yvory. — Considérons deux ellipsoïdes homofocaux, correspondant, le premier E^ au paramètre o^, le second E^ au paramètre p^ ; p^ > p^ (fig. i8). Soient P^ et P^ deux points correspondants, c'est h dire ayant respectivement pour coordonnées elliptiques (p^,, a, v) (p^, jU, v). Les coordonnées rectangulaires de deux points correspondants sont proportionnelles, c'est-à-dire que l'on a
Fia:. i8.
vz,
p^ q^ r étant seulement fonctions de p^ et de p^.
Le théorème d'Yvory consiste h comparer l'attraction de l'ellip-
ELLIPSOÏDE DE MAC LAURIS
solde l"., sur Pg h rattraction de rellipsoïdc V.^ sur Pj. La première a pour coniposantcs suivant 0^'
la seconde a pour composantes suivant O.r
le quotient est donc
on trouverait de même que les rapports des attractions suivant Oij et 0" sont respectivement
RI Rr
Ellipsoïde de Mac Laurin. — Considérons un ellipsoïde homogène, ([ue nous laisons tourner autour de l'axe Ox, d'une rotation infiniment petite to ; le point de coordonnées x, ij, z, aura pour nouvelles coordonnées
son potentiel sera
V [x, y + ^-w, z—iji.y,=\ [x, ij, zj + Lo [--j-- — U ^_ j .
V — Y est le potentiel dû à la couche superficielle comprise entre les deux ellipsoïdes.
Si (.r, y, Z-) représente un point intérieur, l'action eu ce point a pour composantes
T.rS? T//S^ Te S»
Rî ' {\\ ' R° '
elle dérive d'un potentiel
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en appelant V^ le potentiel au centre ; et cette formule est encore vraie à la surface : donc
et
sont proportionnelles à >/ et à ;:, et on a
En appliquant la lorniule démontrée précédemment (p. i3^), l'épaisseur de la couche en un point est
Pour que l'ellipsoïde puisse être une figure d'équilibre, il faut qu'à la surface on ait
Nous allons traiter un problème plus général ; de savoir si un ellipsoïde à trois axes peut être une ligure d'équilibre, sachant c[u'il est soumis, outre les attractions mutuelles de ses parties, ii une force dérivant d'un potentiel
a, [j, Y étant des constantes.
Pour que l'équilibre ait lieu, il faut que
TS, \ ,/,, TS., \ . / TS
R. / ^ V il, / V H.
soit constant à la surface de l'ellipsoïde dont l'équation est :
.r^ ir z~
Il faut donc que l'on ait (l) aRJ — TS^R, = :5lRi — TS.R, = 7R5 — TS^R^.
rj.UPSOIDE DE MAC LALRIX 1^0
Dans le cas particulier qui nous occupe, c'est-à-dire quand 1 ellipsoïde est en rotation, on a, a = o, ^ = v =:: eu", et nos formules deviennent
TS Jl, = orlli — TS,R, = crRj — TS3R, ;
on a donc
(Il) -Y-=, H| = . ^ >
et d'ailleurs
T est une donnée du problème où les inconnues sont z- — a-,
On a une première condition, qui est que ur doit être positif; donc il faut que
Ces inégalités sont toujours vérifiées. Démontrons par exemple que la première Test, c"est-ii-dire que 1 on a
Remarquons que R^, R,, S^ et S^ sont des quantités positives, puisque p" > «' ; il faut donc que Ton ait
c'est-à-dire
/ du
RI
/ Ri
Poi>'CARÉ. — Figures d'équilibre.
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et on est ainsi ramené à un théorème d'arithmétique connu. Le
premier rapport est compris entre la plus grande et la plus
petite valeur du rapport des quantités placées sous le signe J: la
plus grande de ces valeurs est i correspondant à u ^0,0:^ 00,
0" — a' la plus petite est '-5 r-j ; le théorème est donc démontré. On
en donnera plus loin une démonstration plus générale.
On voit de suite que Taxe de rotation ne peut pas être l'axe Oy, car il faudrait que R,S., soit la plus grande des trois quantités analogues.
La relation (11) a une solution évidente, c'est R., = R3, qui conduit à un ellipsoïde de révolution autour de O.r : c'est l'ellipsoïde de Mac Lauriu.
Ellipsoïde de Jacobi. — Les relations (II) peuvent aussi être satisfaites pour un autre ellipsoïde découvert par Jacobi, mais nous devons, avant de le rechercher faire la remarque suivante :
Si nous nous donnons un ellipsoïde homogène quelconque, nous pouvons toujours choisir les constantes a, |j, y, de manière à satisfaire aux relations (I) c'est-à-dire de façon que cet ellipsoïde soit en équilibre sous l'action de la gravitation et d'une force supplémentaire dont les composantes sont a.r, [j^, yz ; nous allons supposer a = o,
La condition d'équilibre d'un ellipsoïde homogène E soumis à la gravitation et à une force perturbatrice dérivant d'un poten-
tiel — C^if' -\- Y^") est que, à la surface
soit une constante.
Supposons que l'ellipsoïde se déforme mais peu, de façon que la nouvelle surface S ne diffère pas beaucoup de l'ellipsoïde, et
ellipsoïde de j.icoin i.i^
cherchons à quelle eoïKlIlioii ï sera une future d'équilibre, en continuant à supposer (pie le lluidc reste soumis aux mêmes forces, c'est-à-dire à la gravitation et à la force a,r, |j//, "z.
La condition d'équilibre est que, en désignant par V -j- v le potentiel dû à la figure i] ;
soit une constante à la surface.
Soit ^ la longueur de la normale comptée de E à ï ; on pourra développer Ç en une somme de fonctions sphériques :
et l'on aura à la surface
D'autre part, on aura, à des quantités près de l'ordre de v",
et, en appelant i^ l'intensité de la pesanteur ii la surface, il vient
OU
d'où
La condition d'équilibre est que U soit une constante et comme la condition d'équilibre est que
i48 ATTRACTION DES ELLIPSOÏDES
soit une constante à la surface c'est-à-dire que
(,) y _i!!Ë_RosûMN — y ^miN = C''-.
Je dis que gl est une constante sur l'ellipsoïde ; en effet, déplaçons l'ellipsoïde parallèlement h l'axe O.r, l'équilibre ne sera pas troublé, car par suite de la condition a = o, le travail de la force (a.r, fjy, y-) est nul. Nous avons vu que l'on avait pour Ç la valeur
K étant une constante ; l'équation précédente se réduit en ce cas à
ceci ne sera constant que si
gt q i^^Wi-
L'équation (i) devient alors
et l'équation d'équilibre devient, en supprimant l'indice zéro, R,S, U.S,
rr-'- = O.
Si la masse est en équilibre sous l'action de l'attraction et de la force centrifuo-e, elle le sera encore si on lui donne un mouvement de rotation. Cette rotation est une des transfoi-mations que l'on peut faire subir à un ellipsoïde de Jacobi, sans troul^ler l'équilibre.
Nous avons vu que dans ce cas, on avait à un facteur constant près (p. i44)
ellipsoïde de JACUIII I j,j
on en conclnl f[ue r<'lli[)soïdc de Jaeobi doit satisfaire ii la relation
Réciproquement, supposons (ju'un ellipsoïde soit en équilibre sons l'action de l'attraction et d'une force dérivant du ])otenti<,'l
je dis que si on peut le faire tourner d'un annle u) sans tioubler l'équilibre, c'est que ^^^^^.
Vax ellet, à la surface on doit avoir, en ajipelant \ le potentiel newtonien
au sommet du petit axe V = Vj; si on fait tourner l'ellipsoïde il'un ano'le lo autour de Ox, le sommet du petit axe restera sur la sur-face de l'ellipsoïde, la constante Vj n'aura pas changé, V n'aura pas changé non plus.
Or
il faudra donc que sur la surface et en tenant compte des relations
rjij = ^,)Z
on devra avoir sur la surface donc
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Discussion de Féquation des ellipsoïdes de Jacobi. — Nous avons donc à discuter léquation des ellipsoïdes de Jacobi
Cette équation ne convient pas aux ellipsoïdes de révolution, cela provient de la façon dont on a établi cette équation : dans le cas d'un ellipsoïde de révolution, on aurait en effet Ç=o.
Au lieu de discuter l'équation (i),nous allons discuter l'équation plus générale
ijn-{- I 2.n-\- i
où l'on a p" > «- ; ni étant l'ordre de la fonction R;_, n étant
l'ordre de la fonction R,.
F et -—-sont de même signe, de plus R,, ne peut pas s'annuler
puisque les racines des polynômes R sont comprises entre o' et c' ; donc l'équation
__ F _ S, S; Rf _
' ' ~ l'^i- " (2/« + i) R/. i>« -1- I ) R, "Rf ~ ^
a les mêmes racines que F = o.
Les racines de l'équation -jr-r- = o sont séparées par celles
R/i de la dérivée :
^F, I d S, I Rf d S,
du 2/«-f-i du W, 2n-\-i ni du R,
I S; ^/ / Rr
2/1 + I R, du \ l\l
On a par définition
du R;. R^
D/scrssio.y di-: lkquatiox des elupsoides de jacoiu o, et par suite
d\\ _ o S, R, r;r,, — r,r;, _ as, r;i{, — r,r;, .
mais S, ne peut s'annuler : donc les racines de — — - snnl les
racines de RiR/, — I^,l^/-- Nous ne nous occupons évideninient que des racines supérieures l\ a'.
Cherchons la dérivée de cette fonction par rapport a //. c'est :
et, d'après la dtWinilion de R, et W,^,
r;/ = (iIo^ + K)r„
R^R^ ;[«(«+ i)—m '/H+i)] p-+Ki— K;,;.
Les deux premiers facteurs n'ont pas de racines en p- supérieures i» a~ ; le troisième ne peut évidemment en avoir qu'une
seule : donc — - — ne peut en avoir plus de deux, F ou F ne peudn
vent en avoir plus de trois.
buj^posons que - — soit constamment croissant, sa dérivée ne
R/ s'annulera pas; donc F^ sera constamment décroissant et ne
• Il pourra avoir qu une seule racine. Au contraire, si -—- est toujours
décroissant, Fi sera toujours croissant. D'ailleurs pour u = o,
0 = OD , —7^ est à peu près égal h— ; donc F part de zéro et est
toujours croissant ou toujours décroissant, donc n'a pas de racines, sauf la racine p = ^o c|ui n'est pas admissible.
Dans le cas le plus général, F peut avoir, nous 1 avons vu, trois racines : mais parmi celles-là se trouve la racine p = xi ,
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F a donc zéro, vme ou deux racines supérieures a cr ; si-j^- est
toujours croissant ou toujours décroissant, elle n'en a aucune. Revenons alors à Téquation
(P \ - — ' I sera un polynôme
dont toutes les racines sont réelles et comprises entre cr et 6'-; donc la dérivée ne peut s'annuler pour une valeur de p^ supérieure à à^. L'équation F n'a pas de racine supérieure à «^. Supposons maintenant que R; ne soit pas divisible par yp- — «% et que n soit plus grand que i, je dis que l'équation a au moins une racine. En efFet, substituons cr, le premier terme s'annule, le second est négatif : on a donc une somme négative ; remplaçons p par 00 ; le premier terme de l'équation est à peu près égal à
le résultat est positif; il y a donc un nombre impair de racines entre a' et + co , il ne peut y en avoir plus de deux, il y en a donc une et une seule.
Ce raisonnement n'est pas valable si /^ = i, c'est-à-dire si
ou bien
dans ces deux cas, la quantité
Rf
çj~lr
Rï
et les quantités analogues sont toujours croissantes lorsque p" varie de oo h a'. Donc l'équation correspondante n'a pas de racines : c'est un théorème déjà énoncé (p. i45).
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Appliquons ce principe \\ rdlipsoïtle de Jacohi. Il laut considérer l'équation
R, n'est pas divisible par R^ : donc il y a une racine, et une seule. Donc parmi les ellipsoïdes homolocaux, il y a nn ellipsoïde et un seul, qui soit une ligure d'équiliijrc ; c'est l'ellipsoïde de Jacobi.
Figures dérivées de l'ellipsoïde de Mac Laurin. — Supposons que //- = (■- et cberchons s'il y a des (inures peu difFérentes de l'ellipsoïde de Mac Laurin. Pour qu'il existe une ligure d'équilibre ï peu diflerente de cet ellipsoïde, il faut que l'on ait la condition
iS'ous avons vu qu'en posant
on avait
N,= cosy^'j,
// étant une constante. On a posé
La condition nécessaire et suffisante pour ([ue l'équation (i) ait une racine est que R, ne soit pas divisible par y p' — (i^' '■, donc M, ne doit pas être divisible par y «- — ij.", donc ii-\- p doit être pair, n et p étant déterminés, une figure d'équilibre voisine d'un ellipsoïde de révolution est déterminée par la relation :
J^= £ DIj cos po
ou, d'une façon plus générale,
Ç = ^]Nb (^t cos p's-\-t' sinp'-^).
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On peut supposer s'^o : cela revient à faire tourner les axes de coordonnées d'un anorle convenal^le autour de O»;. La licfure que l'on obtient ainsi est une figure admettant l'axe Ox comme axe de symétrie d'ordre y^. F (ç) ne change pas si l'on change \ en — ^, donc le plan des yz est un plan de symétrie. Si/; = o, (i^ ne dépend pas de cp, la figure est de révolution.
On ne doit pas conserver parnn les équations obtenues celle où /? = o, car le volume ne serait pas conservé; de même on doit exclure /? = i , car alors R^ serait divisible par y/p- — a- : donc la valeur minimum de n est 2; à cette valeur de ?i correspondent deux valeurs àe p : y; = o, et p^ 2.
Quelles sont celles de ces figures qui sont ellipsoïdales : considérons un ellipsoïde E^ et un autre E^ qui en soit peu dillerent mais non homofocal. Le potentiel de chacun d'eux h son intérieur est une fonction du second degré des coordonnées cartésiennes ; la dillerence des potentiels est donc aussi un polynôme du second degré : c'est d'ailleurs le potentiel dû h la couche comprise entre les deux ellipsoïdes. On peut par suite développer ce potentiel sous la forme
sRMN,
R, M, N étant des fonctions sphériques d'ordre o, i ou 2. A la surface on a
Y=^ sR^MN, et à l'extérieur on a par conséquent
V = y si SMN, l'épaisseur de la couche produisant ce potentiel est donc
Zj 4- s
=y£'mN.
MN
VAIUATIOSS Di: i.,2 AVEC LAPLATISSEMF.ST , y^
Il 11 y a que des termes cVordre o, i on 2, mais nous avons tilt que M ne pouvait être d'ordre o ou i ; il reste donc /« = 2 et ^>;=o ou/>>=:2. Si/;:^o, la surface considérée est de révolution, c'est un ellipsoïde peu difllereiit du premier; siy^ = 2, on a un ellipsoïde de Jacobi.
Variations de i<>- avec l' aplatissement. — Si on fait varier p- de a- i\-\-zc . 1 aj)lalissenu'iit des ellipsoïdes considérés varie de o à I .
Lorsque l'aplatissement est nul or = o ; l'aplatissement croissant, or va aussi en croissant; mais il peut avoir des maximums et des minimums; lorsque l'aplatissement augmente, le moment d'inertie principal augmente aussi.
On a vu que
TU, = II=W4--^ J
ne pouvait pas dépasser une certaine limite. On a de plus
dll = d\\ + toidoy -i- — di:
dans une position d'équilibre on a
il en résulte que pour une position d'équilibre on a aussi
dll = oj hho.
Lorsque raplatissement augmente. J augmente indéfiniment : donc w doit diminuer et tendre vers zéro ; or part de zéro, revient h zéro, donc a un maximum dans l'intervalle.
Remarque. — Faisons varier p- de ce h cr. On obtient des ellipsoïdes de plus en plus aplatis : on en rencontrera pour lesquels on aura
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je dis que la première figure d'équilibre que l'on rencontrera
p est celle d'un ellipsoïde de Jacobi. En effet, si on suppose que -r^
est toujours croissant dans rintervalle considéré, on voit que
est toujours positii.
ô in-\- i
Pour p'^ 20 on a
'6 5 in-\- 1
si 0 décroit, on finira par avoir
p continuant h décroître, on aura alors
mais on voit que l'on rencontre d'abord un ellipsoïde de Jacobi.
Figures dérivées de l'ellipsoïde de Jacobi. — Il reste à étudier les figures d'équilibre qui diflerent peu de l'ellipsoïde de Jacobi. Pour cet ellipsoïde on a
pour une figure peu différen
te.
on aura
la hauteur de la surface au-dessus de l'ellipsoïde étant
On a donc à considérer les deux équations R^S, R,S, liiSi
FiGiREs Di':i{n-/':/:s m-: l'ellipsoïde de jacodi i^-j
On a trois incoiiiuics o" — ci', v — Ir , y — c' ; et on a pour le volume qui est donné
Pour que l'équation
RjS^ _ R,S,
ait une racine, il ne faut pas que R; soit divisible parRj=Y' p- — a''; pour que Téquation
ait une racine il laudra ([ue — — ne soit pas constamment croissant,
R, a donc comme seules Tormes possibles les formes suivantes, où P désigne un polynôme en p-.
Voyons si ces quatre formes sont possibles et rappelons que
l'on a R.. = \/ (p' — Ù-) (p- — c--).
1" Tijpe. R, est un polynôme ; si a est la plus grande racine de R, on pourra poser
a est compris entre cr et c' et on a
n, croit constamment,
\/ -~ 'r croît constamment,
1/ J^ L croît si a est inférieur à Jr. décroît dans le cas con-
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traire; il ne faut pas que i / -4 '- soit décroissant : donc a < b-
et toutes les racines de R, sont par suite comprises entre h' et c^ .
Parmi les lonctions de Lamé d'ordre /?, il y en a une et une seule ayant toutes ses racines comprises entre b' et c' \ c'est cellelà que l'on doit prendre pour R,.
2" Type. Prenons R, = \/ 0- — (r P et appelons a la plus grande racine du polynôme P ; on a
Les trois facteurs sont constamment croissants, donc toutes les fonctions de ce type sont à rejeter.
3^ Type. Posons
n étant un polynôme dont les racines sont inférieures à a; nous avons
v,^?v/ief"'
Pour que l'équation puisse avoir une solution, il est nécessaire que y.<b-. Donc toutes les racines de P sont comprises entre b^ et c^.
4" Type. On voit de même que les fonctions du quatrième type
sont telles que — - soit un polynôme sans racines supérieures a
a^, donc il n'y a pas à considérer de fonctions du 4" type.
Donc pour qu'une figure peu différente d'un ellipsoïde de Jacobi soit une figure d'équilibre, il est nécessaire que R, soit une des lonctions que nous avons appelée Ro„. Je dis que cette condition nécessaire est aussi suffisante : en effet, supposons que b' varie de c' il cr: a chaque valeur de b' correspond une valeur de p- telle que
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considérons alors la lonction,
pour 6" = f^", -—— est constaninient croissant, donc i* est positil ; si /;- = (^r, la valeur correspondante de p' tend vers a-, alors
R,=^ 0 puisque R, ne contient ni y p- — tr ni y y — r", et que toutes ses racines sont comprises entre Ir et c" : donc
et il y a certainement un svstème de racines pour les équations considérées.
Nous voyons donc qu'il v a des figures d'équilibre voisines des ellipsoïdes de Jacobi.
Remarque. — Quelle est la première figure d'équilibre que l'on rencontre ? c'est-à-dire, pour quelle valeur de n la valeur correspondante de p est-elle maximum?
Considérons deux fonctions Ro.,» et R,,,,,
m > n ; je dis que
Ro.. R/.
Ro.. R.
est constamment croissant; nous allons montrer que la dérivée, prise par rapport h ?/, est constamment positive; cette dérivée est à un facteur positif près
R'/tRi — RaR'o
si R, n'est pas divisible par y/p- — a'-, R/ l'est; et réciproquement, ^lais ici R^ et R/^ ne sont divisibles ni pary p' — cr ni par y,/p" — b'\ il en résulte que
s'annule pour p' = cr.
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Si on exprime R; et R/. en fonction de l'argument ?/, on a
et on voit (jiic la dérivée n'a pas de racine supérieure à cr. En effet la dérivée de cette fonction (prise par rapport à u) est
(R;'R,-R,R;') = (cp,-cp,)R,R,
comme on l'a déjà vu ; R, et R;. ne peuvent s'annuler, cp, — cp; ne peut s'annuler deux fois, puisque c'est un polynôme du premier degré en p^. La dérivée ne peut donc s'annuler plus de deux fois pour a'^ ^ 0", c'est-à-dire pour o < u ^ e^.
La dérivée qui s'annule pour u =: o, u = e'j, ne peut donc s'an- '
nuler dans l'intervalle; ~r^ est donc constamment croissant lorsque
p" varie de cr ;» -)- co . Il en résulte que l'on a aussi
in-
lorsque p- varie de oo k a'\ on rencontre donc d'abord une valeur satisfaisant à l'équation
puis ensuite la valeur de p" satisfaisant à l'équation
La première des valeurs de n que l'on trouve est donc n = i , puis 71 = o, : on a déjà examiné ces valeurs; il faut maintenant examiner la surface voisine de l'ellipsoïde de Jacobi et correspondant à R^, .5 ; nous allons étudier d'une façon générale la surface correspondant à Ry,,,.
L'éi^aisseur de la couche sera
MN
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cette épaisseur sera nulle aux points où Ton a
M.\=o, ou bien
Ceci est décomposable en facteurs quadratiques de la forme
vr — b
les a sont d'ailleurs compris entre h' et c" ; les surfaces correspondantes sont donc des hvperboloïdes h deux nappes coupant lellipsoïde suivant des ligrnes de courbures
dun seul système.
D'un côté d'une de / / ces lignes ~ sera positif; l [ et de l'autre côté ^ sera \ \ négatif. On peut, avec \^ "^ ces données construire la 6gure dans l'hypothèse de « ^ 3. On représente (fig. 19) en
ponctué le contour apparent de l'ellipsoïde, en traits pleins l'intersection de la surface avec l'ellipsoïde ainsi que le contour apparent extérieur h l'ellipsoïde, en pointillé le contour apparent de la surface intérieure à l'ellipsoïde. L'une des lignes de courbure est d'ailleurs l'ellipse principale, comme on le voit en remarquant que
On construira avec les mêmes conventions la figure d'équilibre correspondant à R^^ , (fig. 20].
Je remarque qu'on ne peut prendre pour les fonctions R, de fonction du second ordre, car il faudrait prendre pour la fonction Rj.T un polynôme de la forme p- — /r, ce qui donnerait un autre ellipsoïde et nous avons vu qu'il ne pouvait y avoir qu'un ellipsoïde de Jacobi pour une vitesse de rotation donnée,
PoixcARÉ. — Figures d'équilibre. 11
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En résumé, si on fait varier P de c^ à a^, on obtient des ellipsoïdes à chacun desquels correspond une valeur oj et une seule; oj ne peut avoir de maximum ou de minimum, car s'il y en avait
un Wj, à une valeur voisine de Wj correspondraient deux figures ellipsoïdales ce qui n'est pas. Donc to varie toujours dans le même sens.
Supposons que U^ et 6'^ tendent vers zéro, la forme de l'ellipsoïde tend alors vers une aiguille allongée; co a d'ailleurs la même valeur pour deux ellipsoïdes semblables. Il suffit donc de voir ce qui se passe dans le cas où 6 et c restant fixes, a augmenterait indéfiniment. On aurait alors un cylindre elliptique, la force résultante de l'attraction du cylindre sur lui-même et de la force centrifuge doit être normale au cylindre, c'est-à-dire parallèle au plan yOz. Considérons un point d'une génératrice passant par l'axe de révolution : par raison de symétrie, l'attraction doit être parallèle au plan î/Or, il en résulte que la force centrifuge qui est perpendiculaire h Oc ne peut être que nulle, et par suite w tend vers zéro lorsque a augmente indéfiniment.
On peut d'ailleurs remarquer que le cylindre ne peut être que de révolution pour que l'écjuilibre soit possible.
Stabilité des figtjkes trouvées
Représentation graphique des résultats précédents. — Prenons deux axes de coordonnées (fig. 21) et portons en abs-
cisses les valeurs de -^A- et en ordonnées -r^; ces quantités sont Hj ni
les rapports de l'axe moyen et du grand axe au petit.
On a un premier point A correspondant au cas où ces rapports
sont égaux a i, la figure correspondante est une sphère. La partie
JC
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de lu bissectrice de l'angle a:Oy partant du point A correspond aux ellipsoïdes de révolution. Les ellipsoïdes de Jacobi sont représentés par une courbe CBC symétrique par rapport à cette bissectrice et la coupant en un point B.
Pour les ellipsoïdes de Mac Laurin, co^ va en croissant quand on part en croissant du point A, jusqu'à ce que l'on arrive en un point D, puis il décroît quand on s'éloigne du point D jusqu'à rinllni où il arrive à la valeur zéro. Sur la courbe CBC deux points svmétriques par rapport à AU représentent le même ellipsoïde ayant tourné de 90° : or décroît quand on part de B pour aller vers C ou vers C; les points C et C s'éloignanl indéfiniment correspondent au cas du cylindre de révolution, la courbe CBC est asymptote aux droites x = i, y = i.
Nous marquons sur AU les points E, F, correspondant aux figures peu différentes de l'ellipsoïde de révolution, de même sur CBC, nous remarquons les points GKLM, G'K'L'M', correspondant aux valeurs R(,„ donnant les figures peu différentes d'un ellipsoïde de Jacobi, que nous avons rencontrées précédemment.
11 faut remarquer que les paramètres que nous avons pris ne correspondent pas aux vraies données du problème. Les paramètres sont le volume T, la rotation 'o et le moment principal d'inertie J. Si on pose |jl=oj-J, y. et T sont des données du problème, puisque oj-J doit être constant; u est du cinquième ordre par rapport aux longueurs, T est du troisième ; si on pose
Fi g. 21
M sera une donnée du problème indépendante de l'unité de longueur choisie.
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Liouville a cherché à cruelles valeurs de M correspondaient les divers points des lignes AH et CBC. Il a montré que lorsqu'on se déplace sur AU, M croît lorsqu'on va de A à D et décroît si on va de D vers H. Sur la ligne CBC, M décroît lorsqu'on s'éloigne du point B soit vers C, soit vers C.
Donc si co est très grand, il n'y a pas de figure d'équilibre possible; si to est compris entre o\ et to^,, il y a deux figures possibles qui sont des ellipsoïdes de révolution.
Si to est inférieur à co^, il y a quatre figures d'équilibre possible, dont deux sont des ellipsoïdes de Mac Laurin, et deux des ellipsoïdes de Jacobi; ces deux ellipsoïdes de Jacobi sont d'ailleurs égaux comme on l'a déjà remarqué.
Courbes d'équilibre. — Considérons un système dépendant de n variables .i\:v., ... .r„, soumis h un système de forces dépendant d'un potentiel F (.r^.r^ ... .r„, a) ; la condition nécessaire et suffisante de l'équilibre est que F soit maximum par rapport aux x, ). étant donné ; on a ici
La condition d'équilibre est que
dF _ t»F _ _ _^ _
pour que l'équilibre soit stable, il faut de plus que la forme
jLà ^X^^Xu
soit une forme définie négative ; on peut la mettre sous forme d'une somme de n carrés :
Ces coefficients ay sont appelés coefficients de stabilité ; si l'un de ces coefficients s'annule, le discriminant de la forme <ï» s'an-
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nule, puisque cette forme est alors réductible :i une somme de moins de n carrés; ce déterminant est, en posant
Si deux coefficients y.,^ sont nuls, tous les mineurs du premier ordre de A sont nuls; nous supposerons qu'il n'en est pas ainsi. Si A est dififérent de zéro, on peut résoudre les équations
OF
Or
OF
OF Oa„
et on aura
OF
Différentions la relation — — = o par rapport à A, on aura
cVF dx^ O.r. O.z-, d\
ce qui peut s'écrire
dx. Oa
Si A est différent de zéro, on peut trouver les valeurs de .. ' ■>
puisque l'on a n équations linéaires a n inconnues et les .r seront des fonctions uniformes de À, dans le voisinage des valeurs considérées.
Supposons A nul, sans que tous les mineurs du premier ordre le soient, supposons que l'on ait par exemple
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Nous pouvons alors résoudre les ii — i dernières équations linéaires par rapport à
ce qui montre que x.^, x.^, ... x^ seront fonctions uniformes de x ^ et de \.
Substituons dans la fonction F les valeurs de x^^x.^. ... x^, en fonction de x^ et )v tirées des équations
ÔF _ _dF_ _
on aura une fonction ^j^(.rj,).), et on a
rf^ _ ôF c^F dx, DF dxn .
dx^ ô^j O.r^ dx^ '" dXn dx^
mais par hypothèse
ôF OF
5^2 dXn
quand on y remplace x.^x.^ ... x,, en fonction de x^ et de À ; on a donc
dà _ OF
La condition d'équilibre est alors que l'on ait
C'est une relation entre .r^ et A qui définit une courbe, .r^ sera
d-6 une fonction uniforme de A si — j-V- est différent de zéro ; la
dxi
condition A = o équivaut donc a — t-~- ^=^o.
'■ dxi
Supposons que cette condition soit remplie sans que l'on ait
d-'h en même temps —7 — ^=:o, la courbe a alors une tanojente ver- ^ dx^dK ' °
ticale (fig. 22).
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Quand \ traverse la valeur de l'abscisse de cette tangente, il y a pour a\ deux valeurs réelles qui viennent se confondre, puis deviennent imaginaires ; de même pour X.,, ... .2„.
bi —, — V— = o, le point corres-
pondant de la courbe est un point double, à tangentes distinctes ou confondues ; Tune des tangentes peut être verticale ou non, on a deux dispositions princijDales :
celle qui correspond à doux tangentes distinctes et non verticales correspond à une tangente verticale et une non verticale (fig. 24).
Fi g. 22.
fig. 28) et celle qui
Fig. 2J.
Fig. 24.
On a deux cas à distinguer : dans le premier cas, deux valeurs réelles de x se confondent et redeviennent réelles quand on traverse la valeur correspondant au point double.
Dans le second cas, deux groupes de valeurs réelles se confondent et deviennent ensuite imaginaires lorque ). traverse la valeur critique dans un sens convenable, une autre valeur de .r est réelle avant et après la valeur critique. Les autres dispositions de figures peuvent se ramener à celles-là, du moins au point de vue qui nous occupe.
Échange des stabilités. — H y a équilibre stable, avonsnous dit, lorsque F est maximum, x^x., ... .r„ étant variables. Il faut a fortiori que F soit maximum si x^ étant donné on fait
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varier .r^, Tg, ...,Xn d'une façon arbitraire, il faudra donc que ÔF ÔF OF
(Sx.
On tirera x.^^x.^^ ••-•^n de ces équations dont le déterminant fonctionnel n'est pas nul par hypothèse, on portera ces valeurs dans F (.r^.r^ .■..î'„), et on aura une fonction qui devra être maximum pour qu'il y ait équilibre. Donc J/ {x^, \) doit être maximum ;
il y aura donc équilibre si -7-!— = o, mais il n'y aura équilibre
stable que si 1 on a en même temps — r^<o.
ax\
Un arc de la courbe 7" ^=0 partage la région du plan où
il se trouve en deux parties, 1 une ou , ^ > o, 1 autre ou , ' <o ;
SI c est un arc sans singularité — y~ ne sera pas nul et sera
" dx\ ^
négatif si la région où ■ , est positif est située au-dessous de dx^
. d'I l'arc de courbe; et au contraire sera positif, si est positif au-
dx^ ^
dessus de l'arc de courbe considéré. Le premier cas correspond à une position d'équilibre instable.
En couvrant de hachures la région où est positif, on voit
que la figure 20 correspond au cas d'un équilibre stable et la figure 26 au cas d'un équilibre instable.
Fig. 23.
Fi g. 26.
Dans le cas où l'arc BAC a une tangente verticale en A, deux cas peuvent se présenter, suivant que c'est la partie convexe ou la partie concave qui est hachurée.
ECIIA.\GE DES STABIUTKS
Dans la figure i-j :
l'arc BA correspond ii des positions d équilibre instable, l'arc AC » » stable ;
dans la figure 28 :
l'arc BA correspond a des positions d'équilibre stable l'arc AG » j) instable.
Fig. 28.
Ce qu'il y a d'essentiel, c'est qu'en suivant l'arc et en passant par le point A, les deux systèmes de figures d'équilibre échangent leur stabilité.
Dans le cas d'un point double sans tangente verticale, deux cas peuvent aussi se présenter; dans les figures 29 et 3o, les
JC
Fig. 29.
Fig. 3o.
arcs BA et AC correspondent à des figures d'équilibre instable, les arcs B'A et AC correspondent à des figures d'équilibre stable. Remarquons encore qu'en suivant l'arc BAC ou l'arc B AC les figures d'équilibre, de stables deviennent instables ou réciproquement.
Enfin dans le cas d'un point double avec une tangente verticale, on arriverait à la même conclusion, les figures d'équilibre
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que l'on obtient en suivant un are quelconque échangeant leur stabilité quand on passe par un point où -^~r= o (fig. 3i et Sa).
'''/Mh.
iàk
Tjii
Wf//
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Fig. 3i,
Fig. 32.
Stabilité de l'équilibre des figures trouvées. — Appliquons ceci à notre problème et considérons la figure 21; ce que nous avons appelé [x représentera ici ce que nous avons appelé X et co correspondra h :i\.
La fonction F, qu'il faudra rendre maximum est
10^ augmente lorsqu'on se déplace de A sur D, et décroît de D à H; sur AU, M va en croissant, et croît aussi de B à G ou à C.
Il s'agit maintenant de traiter la question de stabilité.
Partons de A, où co = o et où on a une sphère, nous savons que dans ce cas l'équilibre est stable : donc tous les coeflîcients de stabilité sont négatifs. Ils cesseront d'être tous négatifs quand on rencontrera une figure de bifurcation.
La première bifurcation que l'on rencontrera en suivant AH sera au point B, où l'ellipsoïde de Mac Laurin diffère peu d'un ellipsoïde de Jacobi. Le coefficient de stabilité s'annulera donc en même temps que
Après cela il ne s'annulera plus; quand on arrivera en E, un
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autre coefficient s'annulera en changeant de signe, mais le premier coefficient restera positif. Donc de A à B nous avons un équilibre stable, au delà de B il est instable.
Sur la branche BC, on a au contraire des ellipsoïdes qui sont stables jusqu'en G ; en G l'un des coefficients s'annule et au delà reste positif, donc à partir de G sur la ligne BC on aura des positions d'équilibre instable, mais à partir de G commenceront de nouvelles figures d'équilibre et ce sont celles dont il faudra étudier la stabilité ; il y a une difficulté, car, pour ces figures, M peut croître ou décroître.
Il est aisé de voir que l'on a en tous cas un maximum ou un minimum ; on a en effet pour ces figures, si elles correspondent à des formes peu différentes de celle que l'on a en G
en G même, £ = 0, Si on change c de signe, la figure a une forme symétrique de la première, M garde donc sa valeur; il en résulte qu'en G la quantité M passe par un maximum ou un minimum. Si M<MGon a après une seule figure d'équilil^re ; si, au contraire, M > M^ on aurait trois figures d'équilibre dont une est stable. On n'a pas encore fait le calcul complet, bien qu'il semble plus probable que l'on a un minimum.
Conclusion. — Quoi qu'il en soit voyons les deux hypothèses : supposons une masse fluide homogène animée d'un mouvement de rotation et soumise à un refroidissement assez lent pour qu'il ait le temps de se propager dans la masse ; supposons de plus que le mouvement de rotation soit le même dans toute la masse, et cela en supposant le frottement suffisamment grand.
La vitesse du mouvement de rotation n'est pas constante, ce qui est constant c'est 'jl:^oj-J, en vertu du théorème des aires ; le volume T doit diminuer puisque la masse se refroidit, donc M augmente. Ou a des figures d'équilibre stable jusqu'en B ; après cela, ce qui devient stable ce sont les ellipsoïdes de Jacobi et cela jusqu'en G ; le refroidissement continuant, on ne peut plus avoir d'ellipsoïdes de Jacobi, puisqu'ils sont instables. Si, pour l'autre série, M^ est un maximum, cette seconde série ne donnera aucune figure, et le corps se dissipera dans l'espace; si, au contraire,
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Mq est un minimum, on aura une sorte d'ovale étranglée que l'étranglement divise en deux parties inégales.
On n'a pas fait le calcul jusqu'au bout pour voir ce qui arriverait ensuite : peut-être l'étranglement s'accentuera-t-il et la masse pourra se diviser en deux parties. Remarquons que ceci ne jDcut s'appliquer directement à rhvpothèse de Laplace, car la nébuleuse considérée par Laplace n'est pas homogène, elle doit au contraire être fortement condensée au centre.
Quoi qu'il en soit, on ne sait pas jusqu'à présent si en G correspond pour M un maximum ou un minimum.
CHAPITRE VIII ANNEAU DE SATURNE
Etude des figures annulaires d'équilibre. — On peut faire trois hypothèses sur l'anneau de Saturne : on peut admettre qu'il est solide, qu'il est fluide ou qu'il est composé d'une masse de solides indépendants ; la troisième hypothèse connue sous le nom d'hypothèse de Cassini paraît être l'hypothèse véritable.
H Y P O T H È: s E DE l/ A X N E A U SOLIDE
Historique. — Laplace est le premier qui ait examiné cette hypothèse : et il a remarqué que si l'anneau était homogène son mouvement serait instable ; pour peu que son centre s'écartât du centre de gravité de la planète, l'anneau se précipiterait sur celle-ci ; l'attraction de Saturne ne tendrait qu'à accentuer l'anomalie. Si donc l'anneau est solide il doit présenter des irréo-ularites ; Laplace ne chercha pas à déterminer l'ordre de grandeur de ces irrégularités ; Maxwell a fait le calcul et a reconnu qu'elles doivent être considérables ; ces irrégularités sont inadmissibles.
Equations du mouvement. — Parmi les forces qui sont appliquées à l'anneau il n'y a pas h s'occuper de l'attraction de l'anneau sur lui-même parce que l'anneau étant solide ses diverses parties n'éprouvent pas de déplacement relatif; il n'y a donc à s'occuper que de l'attraction de Saturne et de celle des autres corps célestes ; nous négligerons cette dernière action et nous allons nous occuper seulement de l'attraction de Saturne.
Nous allons supposer que l'anneau a son centre de fio-ure au
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centre 0 de la planète : Tobservation montre qu'il en est ainsi; le centre de gravité G de l'anneau est supposé difFérent de 0. Un point M de l'anneau, puisque l'on ne parle pas de l'attraction de l'anneau sur lui-même, est soumis à l'action de l'attraction de Saturne ; l'ensemble des forces d'attraction fait donc équilibre à la force d'inertie. Un point M de l'anneau est soumis à l'attraction de Saturne et à la force centrifuge : si l'anneau conserve son centre de figure au même point cette force centrifuge et cette attraction sont constantes : M tournera alors avec une vitesse égale à celle d'un satellite placé à la même distance ; c'est la condition nécessaire et suffisante de l'équilibre. Si l'anneau est homogène, cette condition n'est pas nécessaire, car la vitesse de rotation peut être quelconque : chacun des points de l'anneau serait soumis à la même force, et l'équilibre aurait lieu quelle que soit la vitesse de rotation. Dans le cas général le centre de gravité G décrira donc d'un mouvement uniforme une circonférence autour de Saturne.
Prenons comme unité de longueur le rayon de l'anneau, comme unité de masse la masse de l'anneau ; son moment d'inertie par rapport au centre de figure sera égal à i. Il reste à déterminer l'unité de temps : on peut la prendre de façon que, en désignant par M la masse de Saturne et par /*le coefficient de la gravitation, on ait fM= i.
Etudions le mouvement : soient x et y les coordonnées du centre de gravité, nous avons
pds= I 0 coss.ds.
y I pds ^ I 0 s'ni s. ils.
en appelant p la densité de l'élément linéaire de l'arc ds de l'anneau supposé étroit.
est la masse de l'anneau.
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Les équations du mouvement du centre de gravité sont
c ds = j 0 cos s ds = X 1 zds,
d'où
(il' d'i/
IF
Les intégrales de ces équations sont, en prenant une origine, des temps convenable,
i .r = v cos t,
j sin /.
Le point G décrit donc une ellipse dans le cas général ; si c'est une circonférence, elle est décrite avec une vitesse angulaire égale à l'unité : c'est la vitesse d'un satellite placé à l'unité de distance et décrivant un cercle et dans ce cas, a = 3.
Stabilité du mouvement. — Il reste à voir si ce mouvement est stal.>le. Supposant négligeable, par rapport à la masse de Saturne, la masse de l'anneau, nous pouvons supposer Saturne fixe.
Par son centre 0, faisons passer deux axes fixes OX et OY (fig. 33) ; par le centre de figure de l'an-
neau, faisons passer deux axes ox, oi/ invariablement liés h l'anneau, leur position, et par suite celle de l'anneau, sera déterminée, si l'on se donne les coordonnées X et ij de 0 par rapport à xoy^ et l'angle ^1 de l'axe ox avec OX. Soit G le centre de gravité de l'anneau, qu'on peut supposer
Fig. 33.
sur ox ; on a oG = a, c'est une donnée du problème; les coordonnées X et Y du centre de gravité sont
f X = — 7/ sin 9 + (« — .r) cos 0, ( Y= ycos9-)-(« — .1') sin 9.
La force vive de l'anneau est égale à la force vive de trans-
lation (X'"-f-Y'") augmentée de la force vive de rotation JB'".
Le moment d'inertie par rapport au point o est donné par la relation I = J -|- a'. La force vive est donc une fonction de .v, jj, 6 et de leurs dérivées et on a
X'^ + Y'- = .r'^ + ,/ ^+ r- [f + (« - xf] - 28' [x'^j + {a —x) //'] .
L'énergie potentielle est
U = — /MV
V désignant le potentiel de l'attraction de l'anneau au centre de gravité, et comme on a
on a
Supposons que la densité de l'anneau soit une fonction développable en série de Fourier. Si d>J^ est l'angle sous lequel on voit du centre de l'anneau un élément linéaire, on aura, en appelant p la densité au point déterminé par l'angle 6,
p = p„ j I + 2a cos (^ -| :t- cos 2'J -| r^ SIU 2U; -j- ... I ;
si ^ et r, sont les coordonnées d'un point de l'anneau par rapport aux axes mobiles, on a
p^Js = a,
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On trouve encore
p (ç- — r,'^' «6- = I 0 cos 2y f/y = —
d.s = I z sin 2'1 d'I = -rr--
Le potentiel en G de l'attraction de Saturne sur l'anneau est, comme on le voit en efTectuant le calcul,
Les équations de Lagrange donnent
d_ /^\ i)T DU _
"dT \"ô7/ ~~"ô7~^~^~~'^'
mais comme U ne dépend pas de rj' on a
dt d(j' d(j
On peut écrire
où l'on il posé pour abréger
PoiACARÉ. — Figures d'équilibre.
remarquons que T — U ne dépend pas de B ; la première des équations de Lagrange donne donc :
^p D(T — U) dt
et, comme U ne dépend pas de 0, il reste
cW
p étant une constante. Il est d'ailleurs facile de calculer cette constante, étant données les conditions initiales ; si on développe l'équation on a
Ae'+B=:/;.
Supposons .{■„= o,?/o= o, et par suite x\ et y^, très petits, on trouve
Ao=i, Bo = o,
et par suite p = ^'^-^ donc c'est la vitesse de l'anneau, supposé en équilibre : on a, comme on l'a démontré plus haut, ^\ ^=^ i ; donc p=i : l'équation obtenue est l'équation des aires.
Transformons maintenant les équations de Lagrange : posons
Les équations de Lagrange conserveront la même forme, si on y remplace T — U par II ; car, si q est l'une des variables, on a
OG
àq -
iVy ' OO' dq
et, comme on a
ôT ^'- 09 '
on conclut :
OH 0(T— U) dq dq
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De même on voit que l'on a
OH _ 0(T — U) ^(j' dfj'
On peut faire disparaître 'j'de ces équations, on n'a en efTet qu'à remplacer 0' par
et comme, ni T ni U ne contiennent 0, H ne sera plus fonction que des deux variables x et y, et de leurs dérivées. On trouve
ii^_>-Br^^_v.
Supposons maintenant que le centre de l'anneau soit très près de Saturne, c'est-à-dire supposons .r et// petits, et voyons si dans le mouvement ultérieur x et i/ resteront petits.
Les termes de degré zéro qui entrent dans II peuvent être négligés, car ils n'interviennent pas dans les équations de Lagrange. Les termes du premier degré en x et ij doivent disparaître d'eux-mêmes : en effet, dans les équations de Lagrange ils donneraient des termes constants, et ces équations doivent admettre la solution .r = o, i/ = o. Quant aux termes du premier degré en .r'et ij' ils disparaissent dans les équations de Lagrange. Il ne reste donc que les termes du second degré, que nous appellerons W, le reste étant négligeable.
Développons H, en ne conservant que les termes du second degré ; on trouve pour W le développement suivant :
Ex'^2Cxy-{-Fy--h-^ + ^ ~ ^' !/" — x'y +(1 — ^a'jXij' en posant
cr
ICI
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Les équations de Lagrange, comme on Ta remarqué, peuvent se réduire à
d ôW _ OW dt ôx' ôo-' '
c'est-à-dire
x" — 2(1 — a~) y' :^i Y.X + 2 C?/, ( I — rt-) y' + 2 ( I — «-) .r' = 2C.r + 2F//.
Ce sont deux équations linéaires à coefficients constants ; pour intégrer on pose
On aura quatre valeurs possibles de to, et Téquation générale du mouvement sera
les / et les m étant des constantes quelconques déterminées parles conditions initiales. Pour que le mouvement soit stable, quelles que soient ces conditions, il faut que les valeurs de to soient à partie réelle négative ou nulle.
Pour déterminer oj, on remplace x et y dans les équations difFérentielles et on a
oi'-x — 2(1 — a-) toy = 1 E.r + 2 Cy , ( I — à') to'y +2(1 — rt") iox = 2 Cx -\~ 2 Fy ,
on peut éliminer x et y entre ces deux équations, et on trouve
to* ( I
L'équation en oj- doit avoir ses racines réelles : car si elles étaient imaginaires, les racines carrées de ces deux racines ne
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seraient pas des imaginaires pures, et par suite, comme elles sont égales et de signes contraires, lune serait à partie réelle positive.
Or, pour un anneau homogène, où
l'équation se réduit à
les racines en sont imaginaires : si ^, a, [i sont voisins de zéro, elles seront encore imaginaires. Il faut donc que <7, a et ^j soient grands, il y aurait donc de grandes irrégularités dans l'anneau : et sa régularité apparente serait inexplicable.
Maxwell a fait le calcul dans l'hypothèse où l'anneau serait homogène, sauf en un point, où il y aurait une niasse supplémentaire : et il a trouvé que cette masse devrait être au moins
les -p- de la masse totale de l'anneau, cest-à-dire que Ion aurait
M. Radau a examiné le cas où l'épaisseur de l'anneau serait variable d'un point à un autre, et il a trouvé que la densité devrait varier de 2,7 à o,o4, ce qui ne parait pas probable.
De plus, la section de l'anneau étant mince, il lui faudrait une grande résistance pour résister h l'attraction des satellites : Hirn a calculé qu'il lui faudrait une résistance mille fois supérieure à celle de l'acier : donc rannean de Saturne ncst pas solide.
HYPOTHESE DE L ANNEAU LIQUIDE
Potentiel d'une circonférence homogène. — Cherchons le potentiel d'une circonférence homogène, en un point P de l'espace. Soient PA = a, PB = b les distances minima et maxima du point P à la circonférence. La circonférence étant donnée de rayon R, a et b déterminent complètement le potentiel.
Soitw l'angle AOM (fig. 34), on a
PM = «■ cos" 1- b- sui- —
Fig. 34.
Comme le potentiel ne dépend que de a, de b et de la masse de la circonférence, on peut ramener le calcul de V au potentiel d'une circonférence, en un point de son plan :
on décrit une circonférence de diamètre [a -\- b), et on calcule le potentiel de cette circonférence en un point situé à une distance a d'une des extrémités du diamètre (fig. 35).
Le potentiel en P est le même, on a
Fig. 35.
ch
>- \/ a cos" —
mais on a aussi
V OA' cos- J;+QP' sin
Q étant le point de la circonférence dont la projection sur le diamètre AB est en P, ^ étant l'angle AOM ; on a donc
cp(a,^.)=:'^(OA,QP)
= ?{^^-^'\/ab
POTESTIEL D'iWE CIRCONFÉRENCE HOMOGÈNE ,3:{
Si donc on forme une série de quantités
telles que l'on ait
on aura
et cela quel que soit l'entier n. On démontre facilement que a„ et /',j tendent vers une même limite qu'on appelle la moyenne arithmético-géométrique de a et de h.
Soit m cette limite, on a
y=M f — _=iL_==M
, / 0 2-y / m' cos" — — \- m- sin- -^—
cp (rt, h) est une fonction homogène de a et de ^. de degré — i, c'est-à-dire que l'on a
on peut donc écrire
et, remplaçant cp (a, i) par o («), on a
Que devient la formule si P est rapproché de la circonférence? a est alors une quantité très petite. On sait que l'on a, en dési gnant par L le logarithme népérien
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p désignant la distance du point P au point P^, le plus voisin du cercle, t étant une quantité tendant vers zéro avec p, u.g et K étant des constantes ne dépendant pas de la position du point P par rapport à P,, non plus que de la position du point P^ sur le cercle. En reprenant les notations précédentes on a
et comme
h diffère peu de 2R, à l'ordre d'approximation adoptée ; on a d'ailleurs
Cette relation permet de calculer la constante K : on a en efï'et si on fait h = 1 on a
\a]= ■ es ■
Il vient donc dans le cas qui nous occupe, en négligeant a devant l'unité
? («) = 2cp (2 sja ) ;
mais on a aussi
L(Ji) = .L
LK — \m = 2 LK — 2 log 2 — La ;
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d'où on conclut
LK=:2L
et finalement
avec rapproximation donnée.
On peut chercher une forme plus exacte pour -^ [a). Posons
'f(«) = ^log4[/-+-V + -Vr+...]
+ -^[l^o + B../ + B,.r-f-...]; en se servant de la relation
on trouve facilement que Ton a
de façon que Ton peut prendre pour -^ [a] la ionction
et cela en négligeant seulement les termes en — -„ .
Masse annulaire de révolution. — Soit G le centre de gravité de la section méridienne, menons Gij parallèle à l'axe de révolution et Gx dans le plan méridien, perpendiculaire à G// et tel que le sens positif soit dirigé de l'axe de révolution vers le point G, soit l la distance du point G à cet axe de révolution. Un élément de surface (h' de la section méridienne, de densité z' et de coordonnées .^•' et y' engendre un anneau dont la masse est
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Cherchons le potentiel de cet anneau en un point P du plan méridien, dont les coordonnées soient x et ?/ ; il faut d'abord calculer les quantités a et h. Si on suppose le point P du même côté de l'axe de révolution que l'élément di^ on a
Supposons l'anneau mince et le point P situé près de G, de façon que x., y, .r', y' soient négligeables devant /; a est une quantité du même ordre ; on peut prendre pour valeur approchée de h
car [y — y')' est négligeable ; il faut maintenant calculer cp (r/, h). On a
'■?(«'^) = -r ? hr
I la
2 l -\- x-\-.v' a Le potentiel en P est donc
on a
l + x' _ l-\-x' b il-{-x-\-x'
comme par hypothèse x et .r' sont petits, on peut écrire approximativement
Il vient ensuite
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ce qui peut s'écrire, avec le degré d'approximation donné
on peut alors écrire aussi
Le potentiel de l'anneau sera donc
2'.'L ch -^ I -, — z L (h -{- I :^(h,
les autres ternies étant négligeables, et les intégrales étant étendues h la surface de la section. Nous allons supposer l'anneau homoffène et nous écrirons 0' = i.
Les deux premiers termes sont des potentiels logarithmiques qui jouent, dans l'attraction des masses planes, le même rôle que le potentiel newtonien dans l'attraction des corps célestes ; les propriétés du potentiel logarithmique dans le plan sont analogues à celles du potentiel newtonien dans l'espace : on démontre, par exemple, que le potentiel logarithmique d'un cercle homogène est le même que si toute sa masse était concentrée au centre.
Si le point P est h la surface d'un tore, h une distance a^ du centre du cercle générateur, il suffit de considérer le potentiel logarithmique en P du cercle de rayon «„ ; sa surface est nal, Son potentiel est donc
-a-^L — ; la première intégrale est par suite
La seconde est la somme de deux autres :
la lia
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dont la seconde se calcule immédiatement, on trouve pour sa valeur
-y- TMq L ;
la première va se calculer plus tard.
On trouve de même
puisque le centre de gravité est h l'origine des coordonnées. Il reste à calculer
nous allons employer un procédé de calcul dont nous nous sommes déjà servi dans une autre question : supposons que la densité du cercle soit
le potentiel sera
U= / rJch' L —
la densité ne dépendant que de la distance au centre, le potentiel logarithmique du cercle est le même que si toute la masse est concentrée au centre. Cette masse est facile à calculer, c'est :
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Le potentiel est donc, en un point A, situé h une distance a^ du centre du cercle rtj > a^,
Supposons que le cercle C se déplace d'une quantité s parallèlement a Taxe des .r, de façon à occuper la position C^; le potentiel en A sera (fig. 36)
la différence de potentiel sera donc dU
Fig. 36.
Nous allons étudier d'où provient cette différence : en un point de l'intérieur du cercle la densité était p', elle est devenue
Dans la région du cercle C extérieure au cercle C, la densité était nulle, elle est devenue égale à p' qui est petit puisque la densité o' est nulle sur la circonférence du cercle C, et Taire de la région considérée est de l'ordre de s. Il y a encore à considérer l'aire égale à la précédente, intérieure au cercle C et extérieure au cercle C , la variation de densité en sens contraire de la précédente est aussi de l'ordre de s au plus, puisqu'en un point de cette aire la densité p', petite sur le bord du cercle, est devenue nulle.
La variation de potentiel due à ces deux aires est donc néglififeable, et on a
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Or
il vient donc, en supprimant le facteur s,
.'Lii<fa'='^"
L'intégrale que nous voulons calculer est donc, au facteur^ près,
' 1 ^ t)U OU ,
effale a — — ; or - — est la composante de 1 attraction suivant ° ox ox
Ox ; cette attraction est , sa composante suivant O.f est — — .
On a donc
x' -. 8^ , Tzaix I
la /\l a^'
et, si on suppose le point situé sur la surface du tore, c'est-à-dire si l'on a a^ = a^, il vient pour la valeur de l'intégrale
On a donc pour le potentiel en un point de la surface du tore
V == 27zaô L- r.a-L---i-—- rui;,
a^ en négligeant les quantités de l'ordre de —~ .
Section méridienne de l'anneau. — Si l'on appelle M la masse de Saturne, to la vitesse de rotation de l'anneau, une condition nécessaire de l'équilibre est que, à la surface du
tore, la fonction U -] soit une constante, U représentant
le potentiel de l'anneau sur lui-même augmenté du potentiel de
SECTIO.y MÉRlDIE.yyE DE L'ANSE AU 191
Saturne, ce dernier peut être représenté, avec l'approximation employée, par -y- et l'on doit avoir à la surface de l'anneau :
En posant
R^ =r Z^ 4- ilx ; la distance d'un point de la surface au centre du tore est
ce qui, avec l'approximation que l'on cherche, peut s'écrire
d'où enfin on a
La condition d'équilibre peut s'écrire
il faut donc que le coefficient de x soit nul, ce qui donne
, L jr, — h orl = 0 .
4^ lai'
Celte équation donne to", aux quantités du deuxième ordre près.
Comme —j- est aussi petit, on a
IF
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La vitesse de rotation d'un tore engendré par un cercle, de rayon suffisamment petit par rapport à sa distance de Saturne, est donc la même que celle d'un satellite placé à la même distance. S'il n'y a pas de corps central, M = o : on voit alors qu'en l'absence de corps central il peut y avoir une figure annulaire
d'équilibre : a- est alors très petit, mais le rapport tend vers
l'infini quand a^ tend vers zéro, car L augmente alors
indéfiniment.
Si on voulait pousser plus loin l'approximation, il faudrait calculer les termes de la forme de
et
.r"' îf r.r""' y'"'drj.
Supposons maintenant que le tore ait une section elliptique ; nous devons alors calculer le potentiel logarithmique d'une ellipse. Or le potentiel newtonien d'une droite indéfinie en un point, est le potentiel logarithmique en ce point de la projection du point sur la droite ; il en résulte que le potentiel logarithmique d'une ellipse en un point de son plan est le potentiel newtonien d'un cylindre long par rapport à sa section droite, en un point situé à une petite distance de sa surface. On est donc amené à calculer le potentiel d'un ellipsoïde très allongé pour lequel on supposerait c^ infini.
Le potentiel intérieur est donc une fonction du second degré
dont les coefficients sont faciles à calculer (page i4o). Pour le potentiel extérieur on a
V = A„ + A^.r + A,:r^ + Kf + • • •
HYPOTHESE DE L ASSIS
'93 On peut calculer A„, A^, A, coinnie on la lait précédeniinent. ais les intécrrales devro
ellipse dont ré([ualion est
mais les intégrales devront être étendues \\ la surface d'une
Les quantités du troisième ordre sont négligeables. La fonction de force peut de même se développer en série de la forme
La condition déquilibre est que l'on ait
(A. + C,;;.r+(A, + C,;u" + :A,-|-C,iy^ = C" à la sui'iace de l'ellipse; il laut donc que 1 on ait
Laplace avait lait le calcul, et a discuté léquation mais siins tenir compte des termes en A., et A.^.
M'"" de Kowalewski a été plus loin et a fait voir que la section méridienne du tore n était pas svmétrique par rapport à 1 axe des y.
Nous étudierons plus tard la question de la stabilité; nous allons d abord discuter 1 hypothèse de Cassini.
H Y p o T H i; s i; de c a s s i m
Vraisemblance de l'hypothèse. — Cette hypothèse est la seule compatible avec les travaux de Maxwell sur l'anneau de Saturne. L'observation confirme cette hypothèse, car l'anneau est transparent et la lumière le traverse sans trace de réfraction ; il faut donc supposer qu'il est composé de corpuscules solides (ou liquides), isolées les unes des autres. Les observations spectroscopiques montrent d'ailleurs que la vitesse d'une molécule de l'anneau n'est pas la même sur le bord interne, ou sur le bord externe.
PoiNCAKÉ. — Figures d'équilibre. i3
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Equations du mouvement — Nous allons commencer par étudier un cas très simple : nous allons considérer p satellites de même masse [jl, équidistants sur un cercle ; la distance
de deux satellites sur ce cercle sera = a'J; le rapport -^-
n'est pas infiniment grand.
Un mouvement possible du système est celui où chaque satellite parcourrait le cercle d'un mouvement uniforme, avec une vitesse w, déterminée par l'attraction de la planète, augmentée d'un terme où il faudrait tenir compte de la masse des autres satellites ; et nous allons chercher s'il y a un mouvement peu différent de celui-là.
Soit M/, le satellite de rang k, son rayon vecteur sera i + p/,, son angle polaire sera o)/ -f -^'^^ + ^/. ! "^^''"^ ^'^' mouvement non troublé on aurait
si le mouvement est stable p/, doit rester petit.
La force vive T, et la fonction de forces U, sont fonctions de z,,
et de cT/. ; les équations de Lagrange donnent
d / OT \ _ JT_ OU ^
dt VO^'J cH 0^/, ""^'
d / OT \ OT OU
en posant
on a
dl \ Op'/, / Op,, Op,
T— U= II
d on on
d( dçy, dp
Nous pouvons supposer que Saturne est fixe, c'est-à-dire que nous négligerons les perturbations apportées dans le mouvement de Saturne par celui des satellites ; la mise en équation du problème est alors indépendante du mouvement do Saturne.
j-:QrATioys du molvf.mf.st ,ù5
T-;i force vive du système est
et, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre :
^ V -ji r ,, , , , , ,, -|
La tonction de forces est
R représentant la partie complémentaire du potentiel due à l'attraction des satellites les uns sur les autres; si Ton pose :
on a
^ asin^: / 2 4 8
cotg-'I.
+ (?/.+?/.) '-^^ cotg-}+-t^-^ cotg.:
H g -;l4-2COlg-'L) +..<
les termes non écrits étant négligeables. On peut écrire aussi
Les termes les plus importants de R sont évidemment ceux
pour lesquels 6 est petit, sin à étant un infiniment petit du pre-
cotgJ; . • r • ^ 11 1 cotg-'i;
mier ordre, — . ^, est un infiniment ij-rand du second, et — ^— sinO '^ sin y
est un infiniment grand du troisième.
U et T comme on le voit ne dépendent pas de /, et sont du second
OT i-\T
degré par rapport a 0,^,7 et 7 ; — — , -— r- sont du premier
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,. d / dT \ degré par rapport a ces quantités; entin — ^^ — l——p est du premier degré avec des dérivées du second ordre. Les équations de Lagrange sont donc des équations à coefficients constants de la forme
A étant une constante, et B étant une fonction linéaire des arguments ; mais ces équations doivent admettre la solution o = s = o; il faut donc que A disparaisse de lui-même ; les équations sont alors des équations linéaires et homogènes, qui s'intègrent par les exponentielles, et on a,
ae"
les ). étant des racines d'équations algébriques, et les a étant des constantes.
Le mouvement sera stable si p ne croit pas au delà de toute limite ; en mettant en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de )., on a
le mouvement sera stable si \ est négatif ou nul ; mais si nous démontrons que l'équation en )> a ses racines deux à deux égales et de signes contraires, nous verrons que \ ne peut être que nul. Or si nous changeons t en — t les équations ne changent pas, puisque les termes du second ordre seuls interviennent dans les équations de Lagrange ; il en résulte que si l'équation en À admet une racine, elle admettra aussi la racine de signe contraire, et par suite, la condition nécessaire de la stabilité de l'équilibre, est que les racines de l'équation en X soient purement imaofinaires. La condition est d'ailleurs évidemment suffisante puisque, dans ces conditions, p s'exprime par des fonctions trigonométriques de la variable réelle t.
Vous avons 2.p équations du second ordre, donc ). satisfait à une équation algébrique d'ordre 4p 5 c'est une équation en A", de degré 2p dont toutes les racines sont réelles et négatives.
(ll.iSGEMF.yr DE VAlilMil.ES
Les jnemitTCs des équations de Lagvange sont
?/. — ^»\ I + ?/,) — 2c>7 /. + 1 — ao, = ;/ \jr^^ ;
on peut écrire, en mettant en évidence dans R les termes de dei^rés o, i et y.
Il — H„-f-R. + R,:
et Ton a
i^R i">R. OR,
•Mi, OR, ,. . ,. . .
est une constante. —r-^- est une lonction linéaire.
Les secondes équations sont
OR
4 /u sin-!/
y prend les valeurs 0, 2^1, ?)h, ..., (/; — i) H. Dans le cas ou y.=:o on aurait oj- = i .
Les équations sont donc
OR
Changement de variables. — Faisons le changement de varia])les.
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Oïl a par exemple
Posons de même
^;c-= 7 -fh e
WcA
Les ^., d'iiiic part et les Tj , de Tautre sont denx à deux imagijiaires conjuguées ; d'une façon plus précise je dis que ç, et ç^_^ sont imaginaires conjuguées. En effet, on peut écrire
>2'^-(p-v)« = VL_.,e--'/'
Celte seconde valeur de p/. se déduit de la première en changeant i en — i et \.^ en ip— . t il faut donc que ^p_., se déduise de E., par le changement de i en — i; donc ^.^ et Hp_.^ sont imaginaires conjugués. On démontrerait de même que 7;, et •/•,^_.^ sont imaginaires conjugués. Si p est pair, ^p est réel, car il est à lui-même
son imaginaire conjugué.
I 'M sera un polynôme du second degré en ç'., qui ne renfermera d'ailleurs que les termes de la forme ç .. ;';>-;• En effet, T et R sont svmétiiques par rapport aux p/, et aux i,.; si l'on permute circulairement les p/, d'une part et les i,^ d'autre part, c'està-dire si l'on remplace ç.. par H, e-'v^, ^'.^ est multiplié par le même facteur.
De même pour rj.^ et r/.^ . Par ce changement ni T ni R ne doivent être modifiés : il faut donc qu'un terme ^'., ç'.,/ se transforme en lui-même ; donc il faut que le changement de variable multiplie ce facteur par e-'^'^' ; il faut donc que
CIlAyaKMEM Di: V.iliJADLh'S
Kii ;ippli(|ii;iiil t()ii|ours le môme raisonnement, on voit qu'en définitive T et l\ ne doivent eontenir ([ne des termes de la forme
Si maintenant on regarde de plus pri's la lormation de la fonction II, on voit (pie Ton peut poser
n = ii.+ iL + ... + ii.^ _!-... + 11^,
en écrivant II ii la place de
p _ . H- ■>-(•-) .;■• A /) - ■ + Çp - :u v H-
L, M, X sont donnés par les iormules
■Vl / sin"*'v cos''^
4 s in" y
VI sm s-'y cos y
■ ' ' 8 sin''v
VI / sin-"vcos" ■!/ sin' vy
2 sin 'y 4 si'* V
Les équations de Lagrange seront alors
,/ / nii \ .Ml,.
et on aura en supprimant les indices
; ' — ; '}'y + 2) — 2(or/= ;j. 'L; + Mr,],
L'équation en ). est
(/.- — t-r — 2 — L;jl) "a- H- X'i.' — ;j.-M- — 4<'-»'>'>') = O-
Discussion des équations. — Quel que soit y, les racines de cette équation en ).■ doivent être réelles et négatives ; on voit que cette condition sera remplie si a est suffisamment petit ;
Maxwell a démontré qu'il fallait que l'on eut a < \ — . Dans
^ jr
ces conditions u.p tend vers zéro quand y; augmente indéfiniment; c'est là une difliculté, car la masse de l'anneau précisément égale à [xp, serait négligeable ; mais cette difficulté disparaît d'ellemême si on suppose les satellites répartis non sur une circonlérence, mais dans un certain volume.
Si les racines de l'équation en A' sont négatives, on pourra poser
^., = Ae'-'= Ae'"',
n étant une quantité réelle, et en prenant
on aura
On aura une solution particulière si à ;„ 7,., on ajoute les solutions,
et on aura alors une solution particulière pour les p/, en posant
p;.=AQeM"*-^'^ + -^'.");
à cette solution on peut ajouter la solution imaginaire conjuguée; on obtiendra ainsi des solutions de la forme
p/. :=: A„ cos [n / + 'i + a/i-y')) , ' c-/,=r Bq cos {lit + 'j + 2/iyf)).
Si on suppose un système d'axes entraînés constamment avec le satellite M;, dans son mouvement non troublé, et tel que l'un d'eux
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coïncide avec le rayon OM,,, p/. cl cJ/, seront les coordonnées du satellite, par rapport ii ces axes, et on voit que le satellite décrit j)ar rapport ii eux une petite ellipse.
On passe de la ti';i)t'cloire d'un satellite à celle du suivant en cliant'eant /■ en /. + i ; le second satellite est donc en retard suile pieinier, et ainsi de suite; il v a ce que l'on appelle un déc;ilane éoal \\ -^]. Si /r'O est un multiple de :>.- le satellite de ranii" /•-|-i sera dans la même position que le premier satellite; celui du rang k -{- '>■ dans la même position que le second et ainsi de suite.
Le mouvement sera comme s'il se transmettait dini sutellite ii l'autre avec un certain relard; on peut aussi diic (|ue le mouvement se transmet comme une onde, dont la longueur serait .
Les ondes qui sont les plus danocieuses j^our la stabilité sont les ondes courtes ; les ondes qui compromettent le plus la stabilité sont donc celles qui correspondent aux grandes valeurs de y. Considérons en efï'et une valeur de n, sulïisamment grande; pour une grande valeur de y, l'onde serait très courte, deux satellites voisins pourraient se rapprocher d'une manière sensible, et leur action mutuelle ne serait plus négligeable par rapport à l'action de Saturne.
La masse totale >j.i) tloit être inlerieure a - — —; si on suppose
p= loo, on voit que la masse de l'anneau devra être inférieure à
'■ , c est un inconvénient de la théorie de Maxwell ; mais
lo ooo
c'est un inconvénient artificiel, car l'hypothèse que nous avons faite est trop simple et il faut supposer une distribution de satellites occupant un certain volume de l'espace.
La perturbation apportée au mouvement d'un satellite par l'action d un autre est de l'ordre de — ^-~ i *^" appelant o la distance
des satellites.
Si les satellites sont répartis sur une circonférence de
longueur l. on a o= : le mouvement sera stable si la per-
turbation a une valeur moindre qu'un nombre donné A. Dans
rhypolhèse de satellites répartis sur une circonférence, il faut donc que l'on ait
ou bi
Si les satellites sont répartis sur une couronne comprise entre deux cercles de distance comparable à la longueur de l'un deux, Je nombre des satellites sera comparable h. jr . S'ils sont dans un anneau de volume fini, leur nombre sera comparable à p\ la masse de l'anneau sera égale à \j.p^ et la condition de stabilité sera que l'on ait
la masse de lanncau devra donc être inférieure ii un nombre qui ne dépend pas du nombre des satellites.
Stabilité de l'anneau supposé liquide. — Nous allons maintenant, d'après ^Maxwell, examiner de plus près la stabilité du mouvement, dans le cas où l'on suppose l'anneau, soit fluide, soit composé de corpuscules indépendants. iJans cette partie du travail de Maxwell, les raisonnements ne sont pas tout à fait rigoureux, ni même très clairs, mais on doit en accepter la conclusion ; il est probable qu'un calcul rigoureux conduirait à des résultats peu différents de ceux auxquels nous arriverons.
Soient .r, //, z les coordonnées d'un point dans le mouvement normal; //, <>, o', les composantes de sa vitesse ;
les mêmes éléments dans le mouvement troublé. La force vive du système est
d-f, ~dï
~di
Of/T
STAUILITÉ DE LA^SEAl- SUPPOSÉ LIQUIDE
réiiergie polenlicllc — l' esl (-oiilo \\
/ ll:^l_l±ïl
en appelant V el z le potentiel et la tlensité clans le mouvement
nonual, ^ -j- \ , z -\- z' , ce qne deviennent ces quantités dans le inouvenienl Irouhh'. ^ esl une somme de (juatrc int<'j4ialrs :
La première intégrale est une constante ne dépendant pas de ;, Y,, ^; la seconde et la troisième sont égales, comme on la vu au commencement du cours. Elles représentent la moilii- de l'énergie potentielle due à l'attraction de la matière répartie, comme dans le mouvement normal, sur l'excès de matière ([u'il v a en chaque point dans le mouvement troublé.
On peut poser en négligeant le cube de ç. y,, "1.
La somme de la seconde el de la troisième intégrale peul donc s'écrire
'V-^:-4--LV^:^-+-VrY
VV
zd-.
11 laut maintenant calculer la dernière intégrale; je peux supposer ([ue le déplacement ;, y,, ^ est la somme de deux déplacements, lun dans le sens de la propagation de ce mouvement, l'autre transversalement ii ce sens : on posera ainsi :
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On sait d'ailleurs, d'après les formules connues des vibrations loncritudinales et transversales que
pçj^.r + py,/// + Ov/Zr = r/0 est une différentielle exacte et que l'on a
d.v "^ du '^ dz On a d'ailleurs la relation
^^ ^ ^/j- "^ r/// "^ dz ~ Dans ces conditions on peut écrire
v?'^/^=^ / .v/.ir.+v. + :^j.
Prenons maintenant des axes mobiles tournant avec une vitesse to autour de l'axe de l'anneau, l'expression de V ne chancre pas. T devient dans ces conditions
La condition d'équilibre est que
/ {T-U)di ioit maximum; si l'on tient compte de la relation
coscLVsioy 20»
on Innivo les t'(|uati()ns
P est un polvnoine du second degré en ' ç. /,, ^ , 0 est une varlidjle auxiliaire lif'e aux trois premières par la relation.
^x ^ dy ' Oc
Conclusion. — Maxwell est arrivé au résultat suivant : pour
(lue léffuilibre soit stable, on doit avoir : v<- .
* ^ ' JOO
Ce résultat est vrai pour un amas de poussières cosmi([ues comme pour un anneau liquide ; mais il y a une condition de plus pour un anneau liquide : la pression à la surface doit être dirigée vers l'intérieur ; or. Laplace a trouvé pour l'anneau à section
elliptique que la densité doit être supérieure h —, pour l'anneau
extérieur et à 2 pour l'anneau intérieur.
On peut alors se demander s'il y a d'autres figures d'équilil)re. Rappelons que l'on a trouvé qu'il fallait que
or < 2-p.
Dans cette formule, to doit être pris égal à la vitesse angulaire d'un satellite dont l'orbite coïnciderait avec l'anneau. On a donc, en désignant par M la masse de Saturne et par L le rayon de l'anneau.
Si pg est la densité de Saturne, R son rayon, on a
A.\yr:AL- de sArriiyr:
On trouve donc
Le second niemljre est supérieur ii — r-
ID
si on rapproche ce ré-
sultat du résultat précédent, on voit que l'anneau de Saturne ne peut être liquide. On a d'ailleurs vu plus haut que les ohservations )non Iraient qu'il était prol)ablement composé d'une masse de petits corpuscules.
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