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PRÉFACE
Parmi tous les problèmes d'équilibre que se pose la Physique mathématique classique — en langage purement analytique, parmi tous ceux qui sont en relation avec les équations aux dérivées partielles du type elliptique — le plus attachant pour le Mathématicien, par la nature même des difficultés qu'il présente, sans contredit est celui de la figure des planètes. Ce qui caractérise en effet la catégorie des problèmes en question, ce qui ju$tufie Le labeur énorme dont ils ont été chaque jour l’objet, est
l'influence si mystérieuse, d’une nature si cachée, qu’exerce la forme du
- domaine à l’intérieur duquel on opère. En général, ce domaine est
donné. Dans l'étude (!) de la figure d'équilibre d’un fluide en rotation,
c’est lui qui constitue l’inconnue à déterminer.
Un tel sujet devait donc exciter, à un bien plus haut degré, intérêt qu'ont soulevé, depuis Dirichlet, le problème qui porte son nom et les autres problèmes analogues tels que celui de Neumann. S'il n’a pas provoqué, à beaucoup près, le même nombre de travaux, n1 accompli les mêmes progrès, cest que la même raison qui rend le problème si attachant le rend aussi presque inaccessible à nos méthodes classiques de calcul.
Notre conception actuelle de ce problème évoque avant tout le nom de Poincaré, et c’est seulement depuis sa venue qu'on a la sensation d’une marche en avant dans cette étude. Il était impossible que Poincaré ne fût pas aturé par elle, et il est dans la nature des choses que, dans
l’œuvre même de Poincaré, elle occupe une place à part. C’est, à notre
(1) On ne peut la comparer, sous ce point de vue, qu’à certains problèmes dits « inverses » récemment posés sur les fonctions harmoniques par M. Riabouchinsky et M. Demtchenko (C. À. Acad. Sc., 1930) à la suite de recherches hydrodynamiques; et, au reste, c’est à un problème tout analogue que M. Wavre sera éventuellement conduit a la ramener.
vi PRÉFACE.
connaissance, le seul de ses Mémoires où il se place au point de vue du
Calcul fonctionnel, duquel relèvent, incontestablement, les admirables découvertes que chacun connaît et qui sont relatives aux figures de bifurcation et à l'échange des stabilités.
L'influence féconde de l’œuvre de Poincaré ne s’est pas arrêtée avec cette œuvre même et le progrès dont elle a été le signal se poursuit chaque jour dans les travaux contemporains. C’est ainsi qu’on sait établir aujourd’hui, pour toute figure d'équilibre relatif, l'existence d’un
plan de symétrie équatorial, c’est-à-dire perpendiculaire à l'axe de rota=
tion, ce qui permet d'affirmer que, pour le cas du repos, l'axe de rotation.
étant alors de direction indéterminée, la seule figure est la sphère, alors
que du temps de Poincaré, on connaissait uniquement pour cette figure :
la propriété de réaliser le minimum d’énergie potentielle. C’est ainsi que la célèbre inégalité par laquelle Poincaré est parvenu à limiter la vitesse angulaire possible en fonction de la densité moyenne a été, dans les travaux récents, notablement améliorée moyennant des restricuons simples.
Seulement, par une malchance trop fréquente dans nos essais d’explication des phénomènes, le but vers lequel nous semblons ainsi avancer quelque peu au prix de pémibles efforts tend par ailleurs à s'éloigner, et les résultats visés, à s’avérer inopérants au moment même où nous en alteignons quelques-uns. Ün examen plus attentif des faits les montre sous un Jour notablement moins simple que ne le supposent les théories classiques, même celle de Clairaut où 1l est tenu compte de la constituion hétérogène de l’astre considéré. Le cas où celui-ci Lourne d’une seule pièce n'est pas le seul, ni même peut-être Le plus intéressant, comme le montre l'observation du Soleil, voire celle de Jupiter et de Saturne. y a plus : ainsi que le rappelle M. Wavre, des faits comme ceux-là ne sont pas sans rapport avec l'étude de notre Terre elle-même; ils peuvent être confrontés avec les données des géologues, y compris la toute récente idée de la dérive des continents.
D'autre part, le moment arrive peut-être de renoncer à certaines simplifications classiques et qui, en effet, s’imposaient jusqu'ici : telle celle de distinguer entre le mouvement des centres de gravité des corps célestes et l'étude des formes de ces corps, alors que les deux phénomènes réa-
gissent forcément l’un sur l’autre et que la théorie de la Lune, par
exemple, nous conduit d'ores et déjà à tenir compte de cette interaction;
PRÉFACE, VII
telle aussi celle de réduire à des rotations autour d’un axe fixe les mouvements dont nous savons qu'ils sont affectés de précession et de nutation, etc. ; à
Il y a dans tout cela de quoi tenter grandement un chercheur, M. Wavre s’y est adonné avec un remarquable succès et, qui plus est, il a déjà fait école, en provoquant, dans la même direction, les premières recherches d’un jeune savant qui a obtenu d’autres résultats encore dans cette branche de la Science, M. Dives. Le corps de doctrine qu'il à pu constituer est assez nouveau’, assez original, assez nourri pour qu'il ait pu consacrer à ce qui est son œuvre personnelle, el non à un exposé
encyclopédique, le volume qu'il nous présente aujourd’hui.
Ce n’est pas cependant que le lecteur ne puisse trouver dans ce volume un grand nombre des progrès auxquels nous avons fait allusion plus haut el qui ont renouvelé cette question de la figure des corps célestes. À plusieurs d’entre eux, en cffet, l’auteur a coopéré en perfectionnant les résultats ou les démonstrations et en particulier en écartant certaines hypothèses restrictives. Tel est le cas pour le théorème (dû sous sa forme primitive à M. Lichtenstein) de la symétrie du système par rapport à un plan équatorial; pour le théorème de Stokes, pour les théorèmes de d’Alembert et de Clairaut, pour beaucoup d’autres points
encore.
Mais surtout, M. Wavre arrive, par une méthode entièrement nouvelle, à parer à la grave difficulté dont, en particulier, Tisserand avait
signalé l'importance et qui paralysait jusqu'ici la théorie dans son organe L : , ° j + I ° le plus essentiel, le développement du potentiel élémentaire = — inverse
de la distance entre deux pointsquelconques — suivant les puissances du rapport entre les rayons vecteurs qui joignent ces deux points à l’ortcine des coordonnées. Un tel développement n’est convergent que si
Von fait figurer en numérateur le plus petit de ces deux rayons vecteurs, * de , ù A Le » I ï, de sorte qu'on est obligé de représenter cette même quantité > par deux
expressions différentes suivant les régions où se trouvent le point attirant et le point attiré. Point n’est besoin de rappeler longuement les difficultés inextricables auxquelles donne lieu cette circonstance. Le lecteur verra par quelle transformation d'une remarquable habileté l'auteur
arrive à une méthode uniforme, c’est-à-dire n’utilisant qu’un seul des
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première approximation, c'est-à-dire aux termes de l’ordre du carré de la vitesse angulaire de la Terre. Or cette vitesse est assez grande pour qu'il y ait incontestablement lieu de pousser jusqu'aux termes qui en. introduisent la quatrième puissance, ce que la méthode uniforme permet | de faire d’une manière vraiment systématique. On voit alors le désaccord | s'évanouir, ou à très peu près : toutes les catégories d° observations | — lriangulations, mesures de pesanteur, précession et même inégalités de la Lune — conduisent, pour l’aplatissement, à des valeurs très voisines les unes des autres. Puissent ces clartés arracher à la politique — qui, paraît-il, se niche partout — les principes de la géodésie internatio=
nale ! ne
Les nouveaux moyens d'action qu'il a créés et, comme il est naturel, | l'intervention du Calcul fonctionnel permettent à M. Wavre de pousser. plus loin 12 Ds et de s ts aux pe singulièrement >
nous Lous si solides liens d'amitié.
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INTRODUCTION
Dès que l’on fut en possession du principe de l’attraction universelle, trois problèmes généraux se posèrent dont la solution constitue l’objet principal de la mécanique céleste.
Le premier consiste à déterminer le mouvement des astres les uns par rapport aux autres. En raison des distances très grandes qui séparent les corps célestes, on put faire abstraction de leur forme particulière et on les assimila, tout simplement, à des points matériels.
Le second problème est inverse en quelque sorte. Il consiste à envisager un seul astre supposé fluide et à calculer la forme qu'il doit prendre en tant qu’effet de sa rotation propre et des attractions réciproques de toutes ses particules. Ce second problème est celui des
_ figures d'équilibre, il domine la théorie des figures planétaires et la géodésie supérieure; c’est lui qui nous retiendra principalement dans les pages de ce livre.
Mais ce sont là deux cas limites, leur rapprochement donne lieu à des questions fort délicates et beaucoup moins élaborées. Elles consistent à tenir compte de la forme des astres dans le calcul de leurs mouvements relatifs et de ces mouvements dans le calcul des formes. C’est le troisième problème. Il est résolu en première approximation d’une manière satisfaisante dans deux cas spéciaux qui tous deux font intervenir l'attraction lumi-solaire dans les déformations ou déplacements du géoïde : la précession des équinoxes où l’on cherche à mettre en évidence un changement d'orientation, à longue période, de l’ellipsoïde terrestre autour de son centre, êt le phénomène des marées océaniques où l’on considère au contraire une déformation à courte période du
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géoïde Jui même. Mais ces deux cas sont encore idéaux et limites.
Les géologues, en effet, se posent aujourd’hui des he nos où la Terre A son ensemble paraît devoir intervenir.
On connaît, en effet, l'hypothèse de M. Wegener (!}, aussi audacieuse que féconde. Les continents, assimilés à des corps flottants, se seraient déplacés au cours des âges et ces déplacements se seraient accompagnés d'une migration des pôles dans la surface terrestre.
Cette idée, qui ne laisse pas de troubler notre quiétude astronomique, ”
doit être abordée sans parti pris, au point de vue mécanique. Elle a pour
elle d'expliquer un faisceau de phénomènes des ordres les plus divers » paléontologiques, climatologiques, techtoniques, etc., qui paraissent
absolument inexplicables autrement.
A cet égard, 1l faut remarquer que les astres de notre voisinage, le Soleil et les grosses planètes, présentent une singularité qui est peut-être caractéristique, du stade qui a précédé celui où la Terre se trouve aujourd’hui et dont M. Dive (?) vient de faire une étude méthodique. Ces corps ne lournent pas tout d’une pièce sur eux-mêmes. Les différentes zones parallèles cheminent avec des vitesses angulaires différentes: L’équateur solaire, par exemple, accomplit sa révolution en 25 jours, tandis que le voisinage des pôles en exige au moins 28. La viscosité du fluide enrayera à la longue ce mouvement zonal mais elle n’y a pas encore réussi complètement mi sur le Soleil, ni même sur Jupiter et sur Saturne. Dès lors, je ne vois pas d'arguments décisifs qui s’opposeraïent à ce que le magma terrestre eût été animé au cours des époques géologiques de courants très lents, derniers vestiges d’un mouvement zonal troublé par un mouvement de précession. Ces courants peuvent avoir
entrainé lentement les masses continentales et s'être accompagnés d'un
déplacement des pôles sur la surface terrestre.
Ni le scepticisme absolu, n1 le dogmatisme ne sont admissibles dans ce domaine. Il faut simplement requérir avec Laplace : que la force des preuves soit proportionnée à l’étrangeté des faits.
D'ailleurs, ce sont les mesures de longitude, reprises avec beaucoup
de précision ces dernières années, qui décideront si les continents se
déplacent actuellement.
M. Milankovitch (*) a signalé, d'autre part, une coïncidence frappante
(1) À. WEGENER, La genèse des continents et des océans (collection Juvet, traduc=«
tion française par M. Reichel, 1924, et 4° édition allemande, 1929). (?) P. Dive, Rotations internes des astres fluides, Blanchard, Paris, 1930. (5) M. MiLANKOvITCH, Théorie mathématique des phénomenes thermiques produits
& uk 3
MN
INTRODUCTION. n 3 entre les variations de l'orbite terrestre que prévoit la théorie des perturbations et les refroidissements périodiques correspondant aux différentes glaciations. | :
Par ces quelques renseignements sur la géologie contemporaine, j'aurai, je l'espère, montré combien une solution plus complète et moins idéale du troisième problème serait importante pour les sciences naturelles.
Il faudrait tenter de mettre en évidence le comportement d'une masse fluide, visqueuse, hétérogène, animée d’un mouvement qui diffère très peu d’une rotation d'ensemble autour d’un axe moyen dont la direction
pourrait varier lentement, tant par rapport aux étoiles fixes que relati-
vement au fluide lui-même.
L'idée d’une attraction entre les corps célestes n’est qu’une représentation d’un phénomène plus subüul que la gravifique d'Éinstein nous a révélé et M. Crudeli (!) est parvenu à écrire les équations du champ créé par la Terre au point de vue de la théorie de la relativité généralisée. Mais, la loi de Newton fournit une excellente approximation pour la recherche du mouvement des astres. Au point de vue mathématique, la difficulté qui est inhérente à la recherche des figures d'équilibre se présente d’ailleurs, quel que soit le système adopté, newtonien ou einsteinien. Cette difficulté provient en eflet de ce que chaque particule est soumise à l’action des autres et dépend de la répartition de toute la matière envisagée. Or c’est cette répartition qui est précisément l’'inconnue.
Dans le langage technique, on peut dire que les domaines d’intégration sont les véritables inconnues du problème. Et ce sont ces domaines
qu'il s’agit de déterminer.
Ce livre n’est nullement une œuvre encyclopédique sur ces vastes questions. Au contraire, c'est un exposé d'ensemble de mes recherches personnelles. Celles-ci sont parties des instruments mathématiques que l'on utilise habituellement depuis Laplace dans ce genre de recherches. Mais la mise en œuvre de ces instruments est, je crois, très différente de ce qu’on a fait jusqu'à maintenant. En paruculier, la méthode dite « procédé uniforme » permet, par un chemin nouveau, et en satisfaisant
par la radiation solaire, Gauthier-Villars, Paris, 1920, et Mathematische Klimalehre und astronomische Theorie der Klimaschwankungen, Gebruder Borntraeger, Berlin, 1930. 4
(1) U. Cruneur, /l Campo gravitationale terrestre (Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo, t. LEV, 1950).
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matiques. Quelques travaux plus récents sont mentionnés en note. En outre, une certaine indépendance a été maintenne entre les rentes parties de ce livre pour rendre sa lecture plus facile. Je uens à dire, tout particulièrement à M. G. Julia combien g est ma reconnaissance envers lui et envers la maison d'édition Ga Villars. Puisse cet ouvrage modeste n’être pas indigne de la mag collection des « Cahiers scientifiques ». à
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1. Terminologie relative à la théorie des ensembles. — Par voisinage d'un point, nous entendons l’intérieur d’une sphèré de rayon arbitraïrement petit centrée en ce point. Soit e un ensemble de points. Nous dirons qu'un point P est point d’accumulation de e, si dans son voisinage il y a des points de e, autre que lui-même au cas où il ferait partie de e. Alors, 1l y a évidemment aussi une infinité de points de e dans le voisinage de P, et en particulier une suite de points de e : P,, P;, P;,..., qui tendent vers P.
L'ensemble dérivé e! de l’ensemble e sera l’ensemble des points d’accumulation de e. Le complémentaire c(e) de e sera l’ensemble des points qui ne font pas partie de e. La frontière F(e) de e sera formée des points communs, soit à e et à c'(e), soit à e! et à c(e). Symbolique-
ment on aura Pleterec(e)#ié ele).
Dans le voisinage d’un point frontière, 1] y a au moins un point de l’ensemble et un point du complémentaire. Un ensemble sera fermé s'il contient toute sa frontière. Il sera dit ouvert s’il ne contient aucun point de sa frontière. Exemple d'ensemble ouvert : un cube faces non comprises; exemple d'ensemble fermé : un eube faces comprises. La fronuière est ici constituée par les faces.
| Un point sera dit intérieur à un ensemble s’il fait partie de l’ensemble
… sans faire partie de la frontière. Il appartient donc à l’ensemble ainsi que tout son voisinage. Un ensemble ouvert sera dit un « domaine ». Il ne contient par ce qui précède que des points intérieurs.
2. Fonctions régulières et surfaces régulières. — Dans la suite nous aurons constamment à considérer des fonctions de trois variables o(x, y, z) et les surfaces que l’on obtient en exprimant que cette fonction se réduit à une constante. Telles seront les surfaces de niveau dans le problème des figures d'équilibre. On ne verra pas d'objection à ce
que je distingue ici par deux termes différents une régularité au sens
faible et une régularité au sens fort. Je dirai qu’une fonction (x, y, 3) définie et univoque dans un domaine D est régulière au sens faible
dans D si elle est continue ainsi que ses dérivées paruelles du premier
ordre dans D. Je dirai qu’elle est régulière au sens fort si les dérivées partielles secondes sont également continues dans D. L'existence et la continuité des dérivées ne sont sas que jusqu’au premier ordre pour la régularité au sens faible et jusqu’au second ordre pour la régularité au sens fort.
Donnons-nous maintenant une surface S > par une représentation paramétrique eny'elt p,
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Supposons que les fonctions +, y, z soient continues et admettent des dérivées partielles premières continues, et que, en plus, l’un: des
jacobiens D(i7), DO) Dia) Dose) MD Cu Pr) NIDruri6)
soit différent de zéro en un point M de la surface. Ce point M sera dut
un point régulier de la surface. Une portion de la surface sera dite”
régulière si elle ne contient que des points réguliers. Si, au voisinage
d’un point régulier de la surface, les fonctions x, y, z de uw et de pu
admettent des dérivées partielles secondes continues, le point en ques=« tion sera dit régulier au sens fort, et une portion de surface qui ne”
contient que des points réguliers au sens fort sera dite régulière au
sens fort.
En un point régulier, la surface admet un plan tangent et une nor
male, ces deux éléments varient d’une manière continue quand on passe …
d’un point à un autre, d’une portion régulière de surface. Si la surface est régulière au sens fort, elle admet en plus des courbures principales” qui varient aussi d’une manière continue d’un point à un autre. Il enest
de même de la courbure moyenne et de la courbure totale.
En vertu du théorème d'existence des fonctions implicites, ces pro-"« positions ont leur analogue dans le cas où la surface serait donnée par une relation de la forme F(x, y, z)= const. Si la fonction Fest régulière au sens faible et si de plus en un point l’une des dérivées partielles premières est différente de zéro, ce point est un point régulier. Au voisinage de celui-ci, le plan tangent et la normale existent et” varient d’une manière continue. Si, en plus, la fonction F est régulière
au sens fort, les courbures existent et varient également d’une manière continue. :
3. La dérivée normale. — Soit w(x, y, z) une fonction régulière dans un domaine D. Soit en plus S une surface régulière immergée dans D. Considérons un point M de la surface et la normale en ce point. Prenons un autre point P, voisin de M et situé sur la normale. Formons
le rapport FOIRE MP
puis faisons tendre P vers M, le rapport tend vers une limite que l’on
représente par do
dn et qui est la dérivée de o suivant la normale, ou simplement la dérivée
normale de ©. On précise d'ordinaire la direction choisie sur la normale et dn est compté positivement dans cette direction-là. Ecrivons
dp _ de dx do dy de dz
dn — 0x dr dy dn 0: dn.
Si æ, 6, y sont les cosinus directeurs de la normale dans le sens de parcours choisi, on a donc encore
d? do 9? à , 09.
_ Pour les surfaces fermées que nous aurons à considérer plus tard, 1l est utile de faire la convention suivante : désignons par dn, et dns les éléments de normales dirigés vers l’intérieur I et vers l'extérieur E de la surface. Les deux éléments seront comptés tous deux positivement quoique dirigés en sens inverse. Alors, on a évidemment
y | ir d? do
nr nr
La dérivée normale varie d’une manière continue quand le point M se déplace sur la surface comme le montre la formule (1), puisque, dans le
… cas envisagé, les dérivées partielles de o et les cosinus directeurs &, B, y
varient d’une manière continue.
4. Les identités de Green. — Formons, avec une fonction 9 régulière
ca au sens EE l'expression TANT
GE ne: HU
Cette somme s'appelle le « laplacien » de 0. Elle s sera ra représen 3 Ne symbole Ag; AU est Hise définie et continue dans ! toute sai
faible et ÉRN ee qui peut avoir 1 connexité de la it ou en tore, et X, Y, Z trois fonctions régulières au sens faible dans le volun intérieur à Z ainsi que sur cette surface elle- même ; C 'est-à-dire l’ensemble V + X. | La première identité de Green s'écrit
DPPON OT NE ARE ne (3) A
dirigée vers V ete | | . Si les fonctions X, Y, Z sont les dérivées partielles premières fonction régulière au sens fort o, 470
la quantité entre parenthèses du premier Route de (3) de laplacien de « et celle du second membre, la dérivée normale de vers l'intérieur. La relation (3) donne lieu alors à cette deuxièm tité de Green, |
too Jen-fie = 0.
Enfin, si l’on considère deux ot régulières au sens fort :
dans le domaine D et que l’on prenne
la première identité de Green (3) donnera
de db 0 0 de dÿ bd dV AHSA Jos si “ dE ay dy — 0x 02 have On obtient, évidemment, une relation semblable en LE ar lettres 9 et Y, et une soustraction donne la troisième identité de G
(5) Jane ÿ A9) dV PA an A ae
Cette formule (5) est encore vraie si les fonctions © et Y cessent d’être régulières au sens fort sur une surface S régulière, fermée ou non, qui divise le volume V en deux régions V' et V”, pourvu que ces fonctions restent régulières au sens faible sur S. En effet, envisageons le cas où la surface S serait fermée, l’autre se traite d’une manière analogue. V! sera la région intérieure à S et V” la zone comprise entre S et Ë. L'identité (5 est valable pour chacun des deux domaines :
D ; A Poe PE D UT )dS = 0 dn Y
pour V'qui est Dre par S; et pour V” qui est limité par S et par È
f(eav— va) av + fCT ss — 9%) (AS +42) =.
Mais sur la surface S, dans la première formule, les dérivées normales doivent être prises vers V', dans la seconde vers V”, c'est-à-dire en sens inverse. En vertu de (2) ces expressions égales et de signe contraire disparaissent par addition et l’on trouve la relation (5)
La formule (5) jouera dans la suite un rôle fondamental. Elle est encore valable dans les circonstances suivantes :
1° La frontière est formée d’un nombre fini de surfaces régulières; »° Les fonctions © et Ÿ sont régulières au sens faible sur l’ensemble V + À; 3° Les dérivées secondes contenues dans les laplaciens sont continues dans un domaine V ——S, où S est un ensemble d’un nombre fimi de surfaces régulières ; 4° Les laplaciens sont bornés dans V —S.
5. Fonctions harmoniques et problème de Dirichlet. — Une fonction régulière au sens fort o(x,7, z) dans un domaine D sera dite harmonique dans D si son laplacien y est identiquement nul A9 — 0. On sait qu'une fonction harmonique dans un domaine n'a ni maximum, ni minimum dans ‘ce domaine. Sa plus grande et sa plus petite valeur seraient atteintes sur la frontière. Une fonction harmonique dans un
domaine est analytique dans ce domaine, c’est-à-dire développable en yuq : PP
série procédant suivant les puissances des trois variables x, y, z au voisinage de chaque point du domaine. Si la fonction est identiquement nulle au voisinage d’un point, elle est identiquement nulle dans tout le domaine.
Soient, maintenant, 2 une surface fermée, régulière, et f(x, y, 2) une fonction bien définie, univoque et continue sur la surface £,
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Le problème intérieur de Dirichlet consiste à déterminer une fonction harmonique à l’intérieur de tout le volume V limité par À, continue sur l’ensemble V + X et qui prenne sur Z les mêmes valeurs que la fonction donnée f. Ge problème, on le démontre, admet une solution et une seule. Le problème extérieur de Dirichlet consiste à trouver une fonction harmonique à l’extérieur V de la surface 2, nulle à l'infimx, continue sur l’ensemble V+ È et prenant sur 2 les mêmes valeurs que f: Ce second problème admet également une solution et une seule.
6. Le potentiel newtonien et les potentiels de surface. — Soit.
p(æ, y, z) la densité d’une matière réparüe dans un volume V limité par une surface fermée Z. Nous supposerons que la fonction p est régulière au sens faible dans le volume V +2 (!). |
Soient, en plus, P un point quelconque de l’espace et P' un point de, . |
enfin, r leur distance. Formons l'expression U(P) = de a dY.
Cette fonction U sera le potentiel newtonien créé par la matière répartie dans le volume V. Il est défini dans tout l’espace, On démontre
que U est une fonction régulière au sens fort à l’extérieur de V et à :
l'intérieur de V. Mais les dérivées secondes subissent généralement une discontinuité quand on traverse la surface ZX. Les dérivées premières restent continues sur 2, la fonction est donc régulière au sens faible dans l’espace entier. Elle est nulle à l'infini. A l’extérieur le potentiel newtonien est harmonique, il satisfait à l'équation de Laplace AU =: À l’intérieur il satisfait à l’équation de Poisson :
AU = — 47%p.
Les dérivées partielles premières du potentiel newtonien
oÙ oÙ OU
0x ? dy ? oz ne sont autres que les composantes de l'attraction que la matière envisagée exerce au point P de coordonnées x, y, 3. Pour la clarté, nous
appellerons dans la suite P le point potenté, et P'le point potentiant Soient Z une surface fermée, régulière, et une fonction univoque et
(!) On peut se placer dans des circonstances plus générales (voir O. D. KELLO@&G, Foundation of potential theory, Springer, Berlin, 1929). :
continue sur ©. On appelle « potentiel de simple couche » l'expression
Ui(P)= f Fa.
_ La fonction U, est univoque et continue dans l’espace entier, elle est régulière au sens fort et harmonique à l'intérieur et à l'extérieur de Z. Ses dérivées premières subissent une discontinuité sur la surface À, qui se manifeste sur les dérivées normales de la manière suivante :
dU; dU: y — 7x 4 TO.
ne M Ste dnx dnr
Cette somme devrait être nulle, comme le voudrait l'équation (2) si le potentiel U, était régulier au sens faible sur Z. On appelle « potentiel de double couche » l’expression
j CR AE U,(P) fe ae ;
La dérivée normale est à prendre au point potentiant P' vers l’intérieur de 2. S1 à désigne l’angle de PP’ et de dn, en P',ona
U,(P) =+ fe 5e da.
Le potenuel de double couche est régulier au sens fort et harmonique à l’intérieur comme à l'extérieur de ZX; sur cette surface, 1l subit en général une discontinuité; l'intégrale de Gauss en fournit un exemple.
7. Intégrale et formule de Gauss. — Un cas particulier du potenuiel U, est celui où la densité est constante. Supposons-la égale à l’unité. Le potentiel se réduit alors à l'intégrale de Gauss
” cos d ch A:
Mais d2 cosŸ est la projection de dE sur le plan normal en P’ à la droite PP’ et l'élément sous le signe somme est l'angle solide d£ sous lequel dZ est vu de P. L'intégrale de Gauss se réduit donc à
Si le point P est à l’intérieur de '£, elle vaut 47; s’il est sur X, elle
vaut 27 ; enfin, si P est à l'extérieur, elle vaut zéro. On a donc
Les lettres |, X, E qui suivront, à l'avenir, une formule indiquent, que la relation exprimée est vraie quand le point potentié est à l'intérieur Î d’une surface fermée À, sur cette surface elle-même, ou à l'extérieur E.
La troisième identité de Green, formule (4), s'applique à un potentiel newtonien ct donne
} Wet ŒUREC LATE L'équation de Poisson donne d'autre part AU — — 4 xp et l'équation (5)
devient S AU = | = a3.
A x fe d\ = | ET d
La première intégrale est égale à la masse totale M de la portion intérieure à À de la matière qui crée le potentiel U. On a par conséquent
dni
Cette formule est encore due à Gauss.
8. Sur le potentiel créé par une masse homogène. — Nous allons montrer que le potentiel créé par une masse homogène, tout entière à distance finie, est une fonction analytique à l’intérieur de la masse.
Soient, en effet, V le volume occupé par cette matière homogène ets l'intérieur d’une sphère contenant le volume V; soit, enfin, Z la partie de la sphère extérieure à V. On a symboliquement V—s—7Z. Le potentiel créé par V est la différence des potentiels créés par la sphère entière et par la zone, la densité étant supposée être toujours la même: . Le potentiel créé par Z est harmonique et analytique dans V, le potentiel créé par s est aussi analytique dans s et en particulier dans V quoiqu'il n'y soit pas harmonique. En effet, si + désigne la distance du point potentié au centre de la sphère et tle rayon de celle-ci, ce potentiel est, par une propriété connue des sphères homogènes et des couches sphériques homogènes,
Le paramètre t est constant et l’on a T= x?+ y? + 3?. C'est une fonction analytique. La différence des deux potentiels de s et de Z est bien analytique dans le volume V considéré. Cette propriété particulière interviendra plus tard.
L'équation de Poisson permettrait de démontrer la proposition suivante, plus générale : le potentiel newtonien est analytique dans tout domaine où la densité est elle-même analytique.
9. Sur les charges électriques en équilibre. — Envisageons un potenel U, de simple couche (voir $ 6) et supposons qu'il soit constant à l’intérieur de la couche. Alors, l'équation (6) se réduit à
car On a:
La densité a en chaque point de la couche un signe constant, le même
que UÜ,. En effet, si U, était positif et la densité négative, la dérivée _ serait positive. Le potentiel croîtrait quand on traverse la surface vers l'extérieur ; 1l devrait avoir un maximum à l'extérieur, car 1l s’annule, comme on sait, à l'infini. Or cela est impossible puisque ce potentiel est harmonique à l'extérieur de la surface. Si U, était négatif, ce raisonnement se conduirait de la même façon. Enfin, si U, était nul, la densité serait nulle partout, sans quoi Ü, aurait soit un maximum soit un minimum à l'extérieur de la surface, ce qui est exclu.
Traduite dans le langage de l’électrostatique, cette proposition a une signification physique immédiate : une charge en équilibre à la surface d'un conducteur ne peut pas changer de signe. Elle a le signe du potentiel, et si celui-ci est nul, la charge est nulle partout.
10. Polynomes de Legendre et fonctions sphériques. — L'emploi des fonctions sphériques s’est toujours révélé très utile dans la théorie des figures d'équilibre depuis que Laplace les y a introduites.
À plusieurs reprises, nous représenterons le cosinus par la lettre c et le sinus par la lettre s, afin de condenser les formules. Ainsi c9 remplace cos0 et 50 remplace sin9.
Le ni" polynome de Legendre X,(x), où n peut prendre les valeurs V2, 3, ..., est défini par la relation ES dn(æ?—1».
RE SE Cho are
Pour x — o, on fera X,(x) — 1. Posons d'une AA plus générale
I 28 he D p RO NL REA EE Va DNS EL NX EREONM EEEN
nes (n + p)! Lot dxn+p
où p prend les valeurs entières allant de 1 à .
Cha NE UE) D ELA PT er or
Remplaçons ensuite æ par cô et formons Ÿ: 2n—+ 1 fonctions de deux angles 6 et d
(8) Xh(c0), XE(cb)ep®, XS(cb)spd.
Ce sont les 2n +1 fonctions sphériques fondamentales d'ordre n.
Toute forme linéaire Y,(0, L) des fonctions sphériques fondamens tales d'ordre À sera dite « fonction sphérique d’ordre n ». Les coeflicients des fonctions fondamentales sont des constantes, j'entends que ces quantütés sont indépendantes de 6 et de Ÿ; mais si la foncuon Y, dépend encore d’un paramètre, les coefficients pourront dépendre eux aussi de ce paramètre :
S1 L désigne la longitude et 0 le complément de la latitude d’un point situé sur une sphère, les fonctions sphériques s’interprètent comme fonctions d’un point de la sphère. Un théorème de Laplace permet d'affirmer que toute fonction univoque et continue f (6, L) sur la sphère est représentable par une série de fonctions sphériques
—+ D JS, =D Yan, v)
FL
Indiquons les expressions des trois fonctions X,, X:, X,
AG CCO YU, X,(c0) = - c20 —
3 I me 2 (9)
; 34 X;:(c0) — cie — eg e 3.
Les fonctions X, d'indice impair sont des polynomes impairs en c0. On üre des relations (9) les suivantes, utiles dans les calculs pratiques:
js 2 2 7 | SA (| ras 5 te è X:(c0), e
(10) N st0— — — SX (e0) +
20620 = © + MR te = X;(c8).
Pour incorporer une équation de Poincaré à une certaine suite de relations, il nous sera nécessaire d'introduire un polynome de Tang — 1, il sera égal à l’unité par définition X_, —+1. Sa valeur, on le voit, est la même que celle de X,.
11. Propriétés intégrales des fonctions sphériques. — Les fonctions sphériques fondamentales (8) pourraient être ordonnées en une seule suite dénombrable pour toutes les valeurs de p et de n
Je ER I. ES RENE ee 13 A PES PEAU AVÉCL AUDI X Cette suite est une suite orthogonale sur la sphère unité; c’est-à-dire
que 7 et Z' représentent deux fonctions fondamentales quelconques mais différentes, prises dans celte suite, on a, sur la sphère unité,
(11) | [72 dQ — 0.
Il résulte de là que deux fonctions sphériques d'ordre différent sont également orthogonales Ë
(12) fm %n A0, Si, maintenant, ou considère les fonctions sphériques spéciales X,(c0) et que l’on tient compte de l’expression de dQ en coordonnées 8 et
| dQ = 50 dû dy, on trouve
27 2 | 0) SUNT En 4 dy | Xn(ct) XiCCU) SO 0 4x 0 0 | ANNE STE Nr.
2N +I d’où, en posant cô — x, FU 0 Si M , Arte IX ATOM — 2 À “y Re AT SL EU, DAT (ln mai |
Le polynome complémentaire X_, est lui aussi orthogonal à toutes les fonctions sphériques fondamentales, sauf à X,, et l’on a
[xx HO.
Considérons, à partir de maintenant, deux points sur la sphère. . unité P : 9, L et P': 0!, d’. Soient O le centre de la sphère et y l'angle des deux rayons OP et OP".
_ fonction sphérique d'ordre ñ, évidemment symétrique | _ deux points, c’est-à-dire aux dos groupes de variable 8, d et g', _ donne lieu aux relations suivantes, Yn étant toujours une f sphérique d’ordrem: : F ET (es
0 oO SmMAÉR,.
4T LU UE NAS ts Ro Ÿ) SE PNLNE=NTT NS \ J ? DTA
(13) Fa LV) Xu(c y) d0 —
d'u une fonction done f; écrivons
f6, = Sy, (6, ).
en vertu des relations Gé }
(0, 4) = EE fie, d) Xutey) de.
fondamentales. Ce sont d’ailleurs les seules dont nous aurons be
Re tie Van)
avec pe on + 1 fonctions Ho de degré n. Et, en effet, ns Cor! pondance entre coordonnnées, polaires et cartésiennes
d'ÆiR SN es RSA RSTR ed. SRE
permet d'écrire PAU dis k Pa(æ, y, 3) = Re Y,(8, gp). ru
La fonction Y, est une fonction sphérique d’ordre n. À la fonction sphérique la plus générale, dépendant de 2 x + 1 coefficients, correspond
le polynome harmonique de degré n le plus général et aux 27 +1 fonc-
ons sphériques fondamentales 2 nr +1 polynomes harmoniques fondamentaux. Ces derniers sont linéairement indépendants et orthogonaux sur toute sphère centrée à l’origine.
D'après ces remarques, la résolution du problème de Dirichlet pour la sphère est presque immédiate. On prendra le rayon de la sphère comme unité de longueur, on développera la fonction donnée en une série de fonctions de Laplace
puis on formera la fonction
e =D Re YA (0, 4)
qui résout le problème. Elle est harmonique pour R 1 et prend les mêmes valeurs que f pour R — 1, c’est-à-dire sur la sphère.
Ün cas particuher interviendra plus tard : supposons que la fonction f prenne les mêmes valeurs qu’un polynome quelconque Q(x, y, z) de degré 7» sur la sphère unité. Dans ce cas, la fonction © est aussi un
RES ; Pa(r, J; =).
polynome de degré m
Dans la suite, nous aurons encore à déterminer une fonction harmonique ne dépendant que de 3 et de x?+ y?, par les valeurs qu’elle prend sur un segment de l’axe des z. Il faudra, naturellement, que cette succession de valeurs soit fournie par une fonction analytique
+ © (14) (2) + byzn.
NE
La solution, ici encore, existe et est unique. En effet, la fonction harmonique ne dépend pas de la longitude d en coordonnées polaires KR, 4, 4, elle est de la forme
— co | D an R Xn(20), n=0 :
et pour 8 — 0, on a X,(c9) —1 et R — 3 et la fonction se réduit à
Cette série devant être identique à la série (14), on a ay = bs, pou toute valeur de 72. Cette condition nécessaire est aussi suffisante, Ja solution (15) existe et est unique.
Enfin, on démontre que si o(x, y, 3) est une fonction harmonique, la fonction
est encore harmonique, en x, y, 3. Comme cas particulier, envisageons
les polynomes homogènes et harmoniques P,(x, y, z). Ils donnent lieu aux relations suivantes :
I AT à A I ï Yh(6, 4) R Pr (rer er) = rm Pre, 7, 5) = RE
qui sont autant d'expressions de ce que l’on appelle les polynomes harmoniques inverses,
13. Une question de convergence et les développements de l'inverse de la distance. —— Ecrivons l'identité, facilement vérifiable :
1—2ÀCYy+}?=(1— Xe) (1— À eV), puis formons le développement suivant les puissances de À de la puis-
I ; * ; sance — — du premier membre. On démontre que le coefficient de À
n'est autre que X,(cy)
(16) (LS NET = Xo+ À Xi(cy)+22X,.(cy) +...
D'autre part, on peut écrire
NE I Le 155 (I— À ei ) ad A PL Per AREA (17) us | R (LL NET) AE RES Re UE RACE 2 2.4
et la série (16) n’est autre que le produit des deux séries (17) ordonné suivant les puissances de 2.
Or, chaque terme des séries (17) est inférieur ou égal en valeur
| RAPPEL DE QUELQUES NOTIONS MATHÉMATIQUES. 19 absolue au même terme où l’on ferait y—o. La série produit (16) jouit de la même propriété, elle admet donc pour dominante la série (I A) =IHÀA HA +...
On a par conséquent pour 7 = 0, 1, 2,
| Xn(cy)IST,
l'égalité n'ayant heu que pour y = 0, si n => 0. La série dominante est convergente pour o <À<T 1 et uniformément convergente pour o <1<Tk<T1, Æ étant un nombre aussi voisin de l'unité que l’on voudra. La série (16) jouit des mêmes propriétés de convergence; elle diverge d’ailleurs
PounAE=t el y— 0 puisque l'on aX,(co) = 1
Maintenant, soient : O une origine, puis P et P' deux points à distance R et R’ respectivement de l’origine; y l’angle des rayons vecteurs OP et OP’; enfin, r la distance PP’.
Le théorème du cosinus donne *
rè= R?4+R°?—2RR'cy,
d'où, en mettant en évidence le rapport des rayons qui jouera le même rôle que À,
| I I R' RUN 2 ZE = Fr ON pre , : - 2
bn Pi
pcs ‘ R " AR DAT ha)
Développons ces expressions suivant les puissances du rapport des Der D
PA RRARNN Se ME
La I TNT ARINES
La première série est convergente pour R’<R, la seconde pour RTK. /
rayons
: î . R à Elles sont uniformément convergentes, la première si: <{ # <1, k étant
Dr | Et ‘h aussi voisin que l’on veut de l’unité mais fixe, la seconde si ne Het.
… Les séries divergent pour R —R' et y — 0.
…_ 14. Les développements en série du potentiel newtonien. — Envisageons un potentiel newtonien dû à une matière de densité p occupant
U= È Le 2 fes sRm Xe (nav, . dr } AAC
nee AN ; me) É
On sait que X,(cy) est une Con Lon sphérique d’ RO ñ par | ap ) or à 0 et d, comme par rapport à À et V/ et UE FS Abel +4 sont
En définitive, on trouvera
(8) Dr mn va, #
», 3 et les termes de la première des Di dore barmoniqus Ce sont 2 des développements us |
Fig. 1. su
développement (19) pour o£R<R; ce quiexige que R; ne soit pas nul, cest-à-dire que l’origine ne soit pas intérieure au volume V. Le premier (18) sera valable pour R > R «. En effet, les développements (18) et (19) peuvent, dans chacun de ces cas, être intégrés terme à terme.
Mais si le point potentié P est à l’intérieur de la matière, il n’est plus possible de représenter U par un seul des développements précédents; il faudrait employer les deux développements à la fois. Le premier (18) pour le domaine V' où R’<R, le second (19) pour le domaine V” où R'> KR, domaines qui varient d’ailleurs avec R.
C’est cette difficulté que le procédé uniforme exposé au Chapitre IV évitera systématiquement. |
Indiquons enfin les trois premiers termes du potentiel à l’extérieur du corps, dans le cas où ce dernier est de révolution autour de l’axe
polaire 9 — o et admet Le plan de symétrie 9 — ne En posant
BR s0cY;, RS 0 Su Poe LATE mu SUCc de VisiRis SU, Sec on trouve
GES (xx + yy'+ 23).
RR
On peut à partir de là former les différents polynomes X,(cy). Les expressions R’?X,(c7) deviennent des polynomes homogènes de degré n en z', y’, z/; tandis que les quantités _ eo = restent touJours exprimables en 0 et d. On trouve ainsi à grande distance
(20) D EX, (e0)e à OL NP
La constante M est la masse totale, les constantes À, C, E, F G sont
A = fet?+e)av, E= | px dV, F = J ext EN.
C = fe(a+y2) av, G = be z* AN, = fers FAT
Les deux premières À et C sont des moments d'inertie.
15. Autres expressions du potentiel newtonien et de sa différentielle totale. — Prenons l’expression du potentiel d’une masse homogène en un point de coordonnées #, y, z
U=p f rev
te Has re y P+(=r)
Na x
et Ja différentielle totale de U peut aussi bien s'écrire
L dz\ 0 {dy d [ds ae fe) A0 GC Je Or, l'expression « entre crochets » est une divergence et fi
s'exprime par un flux au travers de la surface S qui limite le envisagé. On démontre que la première : identité de Green 6 ss
encore à ce cas, malgré la singularité de = ee.
S1 «, 5, y sont les cosinus directeurs ue la normale i intérieure a potentiant, on obtient | 2 A D RARE NE A AS ES
Hits | TETE de Sora.
Si ds est la longueur du déplacement dé Con ont dx et d la direction de ce déplacement, (pe n' la rc de 1 n intérieure à S, on aura ds
pr ue ne A:
pe. he
Cette expression peut être considérée comme el'expression diff en d’une formule donnée par Gauss
| Eee ns,
Re
mules (21) et (22). On a par exemple
QU y ds aU 1 QU dx' dy ef ©, D= = ef scos(ds, n')4s, = ef
Ces trois expressions sont équivalentes. Dans la dernière, l’élément dx dy' sera pris positivement ou négativement suivant que le côté intérieur de la portion dS de surface est tourné vers les 3 positifs, ou vers les z négatifs. En x et y les dérivées seraient analogues.
Considérons ensuite une masse hétérogène. On peut évidemment la décomposer en une superposition de masses homogènes. Avec plus de
précision, soient S,, S2:, S3 une succession de surfaces fermées, régulières, emboîtées les unes dans les autres, puis : V, le volume limité par S, et Z, la zone comprise entre S, et S,,,,. Enfin, soient o, la densité d’une matière homogène répartie dans Z,, puis p» la densité de Z,, .... On supposera ces densités croissantes. Cette masse hétérogène peut, 1l est clair, être considérée comme formée du volume V, à la densité w,, auquel se superpose une couche de densité 03 —0,, remplissant V,; puis une couche de densité p3 —p, remplissant V;, etc. Le potentiel s’écrira, en conséquence,
U= a / RdVi+ (pa pi) [ SdVa (ape) f EdVa..
Enfin, à la limite pour une infinité de couches homogènes infiniment _ minces, on peut écrire
: Co (22). U=ei [Fais f de [ +av:
? on
po est la densité maximum, V le volume limité à la surface régulière S de densité op.
Ainsi la matière hétérogène envisagée se présente bien comme une superposition d’un nombre fini ou d’une infinité de masses homogènes. Pour, cette masse hétérogène, grâce à l’aruifice du début, on pourra écrire
dU à AE ne en [ cos(d, n4)dSi+ (eur) f <cos(d, No) dS2 +...
puis, en passant à la limite, le nombre des couches augmentant indéfiniment,
GENS = a f - dos(d,-n1) 48 de f <cos(d, n')dS.
Pa
Les dérivées parüelles sont à leur tour
[ 2] ! ! Po Ÿ, 2 !
j dx” d (23) _ ÆS ef ee (A4 + f de Î Mdr 6 2 — .
JZ A %n à
, Les formules sont analogues pour les deux autres dérivées. La première intégrale est étendue à S, et la dernière en x’, y! est étendue à la surface S de densité o.
Les transformations précédentes sont légitimes si la densité est régus lière au sens faible et si les surfaces S sont formées d’un nombre fim de portions régulières. Cependant, la frontière de l’ensemble, où la densité est po, peut être absolument quelconque. | |
S1 la densité subissait un saut p'— 0” sur une surface fermée, régulière, intérieure à la masse, l'élément do devrait être remplacé par p"— p! pour cette surface-là.
16. Les équations de l’hydrodynamique. — Considérons un fluide parfait, c'est-à-dire sans viscosité, et détachons par la pensée une particule infiniment petite de centre x, y, z et d'accélération y+, };, 72. Soient p la densité, et p la pression rapportée à l'unité de surface, puis X, Y, Z les projections de la résultante des forces extérieures rapportées à l’unité de volume. Les équations bien connues qui régissent le mouvement de la particule s’écrivent
pe 03
(24 ) Æ X —y;, —— = ma À ces trois équations, on adjoint habituellement deux relations : l'équation caractéristique
SES F(o,p,Tt)=0, dans laquelle + est la température, et l'équation de continuité (26) e =D,
où D est le coefficient de dilatation cubique, et 0, la densité au point que la particule occupait initialement.
Mais, l'équation de continuité n’interviendra qu'excepuonnellement dans ce livre, car les mouvements étudiés, une simple rotation par exemple, seront toujours tels que la densité d’une particule reste constante au cours du temps, et le coefficient D sera toujours égal à l'unité.
Quant à l'équation caractéristique, elle ne s'applique, sous la forme (25), que si le fluide est chimiquement homogène, par exemple s'il s’agit d’un seul fluide compressible. Les fluides considérés 1c1 peuvent être constitués au contraire par plusieurs ou même une infinité de fluides chimiquement différents. De sorte que, si l’on voulait tenir compte d’une équation caractéristique, il faudrait l'écrire, avec M. Dive,
Us, P; T,À) A
ne Je paramètre d caractériserait la nature chir
fluides envisagés. x Hya plus; nous verrons que dans des cas assez 2 généraux, la
et la pression seront liées par une relation ur en
RU
indépendante de la température, et cela à cause de da nature même
mouvement et non pas en vertu d’une équation CaractérisLique donnés
l'avance. | d' Pour les étoiles pulsantes nous écririons, daleurs ; Door
où £ est le temps. à | 1° FRAC de continuité et DE caractéristique ne jouer nt :
donc ici qu’un rôle secondaire. as Cu des raisons de stab té,
attractions OO de d’un potentiel UC V, 3; « x
& Le & =
où
fixe. Lacblaaude de nu particule est de vers le cent cercle trajectoire et l’on a, c’est bien connu, 1
Vue 7 WE, pa
Les seconds membres changés de signe constituent les compo de la force centrifuge. Les équations qui terminaient le Parasis cédent s'écrivent maintenant |
(29) RE M me UE TA RE
ÉQUILIBRE RELATIF ET ROTATIONS PERMANENTES. A ra
en coordonnées d’Euler par rapport à un système d’axes solidaire du fluide. Introduisons le potentiel de la force centrifuge Q — _ (x? + y?) et
posons :
® sera appelé « potentiel du champ de la pesanteur » et les équations (28) s’écriront
Enfin, en mulüpliant par dx, dy, dz et en additionnant, on trouve (30) | = dp = d®.
De cette équation qui résume les trois relations (29) et qui leur est équivalente, on déduit habituellement les conséquences suivantes.
Si, pour un déplacement du point ZT, Y, z le long d’une ligne ou d'une surface, p reste constant, alors ® reste constant, car dp — 0 entraîne d® — o et réciproquement. |
Les surfaces d’égale pression et d’égal potentiel ® coiïncident, d’où
Puis, l'équation (30) prend la forme
Lab
bp d'où
DD
La densité, elle aussi, ne dépend donc que de la pression, ce qui se formule encore par la relation
pe CU
Les surfaces d’égale densité et d'égale pression coincident.
Nous appellerons surfaces de niveau les surfaces d’égale pression.
Ces propositions, au point de vue de la rigueur, exigent quelques remarques qui pourront être omises en première lecture.
18. Remarques. — 1° Dans un fluide homogène, toute surface sur laquelle la densité est constante n’est pas d’égale pression.
0 Dans le cas de deux fluides distincts et distants, étoile double par exemple, la densité sur la surface libre p = o du premier astre peut avoir une autre valeur que la densité sur la surface libre p — o de l’astre jumeau. Le potentuel & peut
… différer aussi. Quoique les fonctions p(x, y. 3), b(x, y, z) et o(x, y, 3) soient
28 CHAPITRE Il.
univoques, les fonctions
ne sont pas forcément univoques.
Cette remarque s'applique à l'intérieur d’un fluide d’un seul tenant. II n’est pas exclu, en effet, que les surfaces d’égale pression de connexion sphérique au voisi= nage de la surface libre tendent vers la forme d’une haltère quand p augmente; puis s’étranglent, se scindent et donnent ensuite deux familles distinctes F; et Re de surfaces emboitées tendant vers deux points différents ou deux ensembles différents de pression maximum. Dans une telle stratification, en l’absence d’équation caractéristique donnée, il n’est pas exclu que l’on ait sur une surface de F, et sur une surface de F, : pi = p2, Di :£ d, p1 5 00. Il convient donc de préciser un peu.
Les ensembles d’un seul tenant; lignes, surfaces, domaines, sur lesquels est constant, sont à p constant et réciproquement; car dp = 0 implique dd = o. Les surfaces ® — c coïncident avec les surfaces de niveau.
Les dérivées partielles de ® existent et sont continues dans toute la masse, la fonction ® est donc régulière au sens faible et les surfaces de niveau sont régulières en tous points où la pesanteur n’est pas nulle.
Envisageons maintenant une couche de niveau S telle que, d’un côté au moins,
le potentiel ® varie. Alors, en chaque point de S, le rapport . est bien déter-
RE I k ; miné et sa valeur - ne dépend que de p. De sorte que, sur une couche à p cons-
tant, o est constant. Ainsi, il est juste de dire que Ia densité est constante sur une surface de niveau.
3° Sans vouloir subtiliser à l’infini, il est utile, en particulier pour démontrer l'existence d’un plan de symétrie, d'introduire les notions suivantes qui permettent de préciser encore [es énoncés du paragraph'e précédent. |
Envisageons un fluide, tout entier à distance finie, réparti en un ou plusieurs volumes distincts et séparés.
Soient :
M, l’ensemble des points où la pression est supérieure ou égale à p; M; l’ensemble des points où la densité est supérieure ou égale à p M l’ensemble des points où le potentiel est supérieur ou égal à ®.
Ces ensembles sont emboités, c'est-à-dire que M,; fait partie de M, sie > pa Il en est de même des autres. De
Appelons : S, la frontière de M,; S, la frontière de M,;; Sœ la frontière de Mœ:
Les frontières S, et Sæ sont à pression p et à potentiel ® respectivement, cela se démontre très facilement, car les fonctions p et ® de x, y, z s nt continues:
Si la densité varie d’une manière continue les frontières S, sont à densité p, sans ambiguïté possible.
Un domaine où p est constant sera caractérisé par l’absence de frontière S, dans ce domaine.
Nous supposerons ces frontières formées d’un nombre fini de surfaccs régulières; cependant aucune supposition n’est faite sur les ensembles où la densité atteint
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un maximum absolu ou relatif, ils pourront être quelconques ainsi que leur frontrère.
Ces définitions posées, voici ce que l’on peut affirmer :
Une frontière S, coïncide toujours avec une frontière S ;
Une fr ntière Sæ coïncide toujours avec une frontière S,;
Une frontièré S, coïncide toujours avec une frontière Sp;
Une frontière S, coïncide toujours avec une frontière S.
4° Tandis que le potentiel ® et la pression sont des fonctions continues, la densité pourra subir des sauts brusques sur un nombre fini de surfaces fermées intérieures à l’astre. Sur la surface libre, cette particularité se présente toujours, à moins que la densité n’y soit nulle. Sur les surfaces de saut ellesmêmes, nous conviendrons de donner à la densité sa plus grande valeur.
19. Mouvements généraux et pesanteur généralisée. — Les équations
du mouvement d’un fluide parfait dans un champ newtonien fixe ou
variable dérivant d’un potentiel U(x, y, 3, t) s’écrivent (31) non PU rpire Lane ous Bd 0€ [æ, Drop op 4 COR Ne 0z Les seconds membres ne sont autres que les composantes, suivant les
> axes fondamentaux, de la résultante g de l'attraction et de l'accélération renversée. On peut appeler ce vecteur la « pesanteur généralisée » et poser
(32) Ce fo LS a
TAN SC
RE S1 À désigne la résultante des attractions newtoniennes s’exerçant sur
une masse unité et y l’accélération, on a donc géométriquement
I d (33) Per,
Des relations (33) on déduit facilement les conséquences suivantes :
le vecteur pesanteur g est normal aux surfaces d’égale pression et 1l est dirigé du côté où la pression augmente, si dn est l’élément de normale dirigé dans ce sens-là, on a
; t'dpiir,
dn CES
ne)
où g est l'intensité de la pesanteur. Ensuite, les équations fondamentales,
30 : MA NCHAPITRE LI D, 6 TRS FE multipliées par les composantes d’un déplacement arbitraire, donnent |
. (34) sdp= gx dr + 8, dy + gd3.
De cette relation, on déduit l’équivalence des trois propositions suivantes, J'entends que si l’une est vraie, les autres le sont aussi :
IL'existe un potentiel du champ de la pesanteur; 2° Il existe un potentiel des accélérations; 3° Les couches d’égale pression coïncident avec les couches d’égale densité ; | 4° La pesanteur est normale aux surfaces d’égale densité.
Il est bien entendu que, par « surface d’égale densité », nous entendons une surface régulière sur laquelle la densité est constante, mais croît ou décroît quand on traverse la surface dans un certain sens. Cette précision, nous dispensera, aux yeux du lecteur, de revenir ici sur les subtilités du paragraphe 18. |
Nous appellerons mouvement de genre un ou barotropes, ceux pour lesquels ces propositions sont vraies, et mouvements de genre deux ou. baroclines, ceux pour lesquels elles ne sont pas vraies. Puisqu’elles sont équivalentes,on peut dire que les mouvements de genre un sont carac= térisés par l'existence d’un potentiel de la pesanteur, et les mouvements. de genre deux, par son inexistence.
Prouvons l’équivalence des propositions ci-dessus.
Montrons d’abord que la proposition 1° entraine les trois autres et. que, PAPE chacune des trois autres entraînent la proposion 1°. Cela suffira à prouver l’équivalence de sens quelconques de ces pr po
Si 1° est vrai, l’on a
Les dérivées partielles et les différentielles rates seront toujours | prises à { constant. | Les équations (32) montrent que Ü — ® est un DEL EN des accélérations, donc 2° est vraie. L’équation (34) s’écrit LUN (357 — dp = d®. ADS à FA
Un déplacement sur une surface à ® constant donne d® —0, d'où. dp — 0, la pression est constante sur les surfaces de niveau d = c. On.
peut écrire
D= dpt, p=pl®,t).
L'équation (35) devient pe 0B(p, t) e 0p La densité est constante sur les surfaces à pression constante. D'où
BNC E):
Enfin, la pesanteur, toujours normale aux surfaces d’égale pression, est normale aux surfaces d’égale densité.
Réciproquement, s’il existe un potentiel F “ie accélérations, la foncuon U — l'est un potentiel de la pesanteur.
Di. 1à proposition 3° est vraie, on peut écrire :p=— f(p,t). Formons alors l'intégrale indéfinie
dp io = | ——, (P) J(P;t) et l'équation (34) devient
dP = £, dx + g, dy + g,dz;
. mais, considérée comme fonction de x, y, z, la différentielle d® est une différentielle totale exacte et l’on a
® est bien un potentiel de la pesanteur. Enfin, si la pesanteur est normale aux surfaces d'égale densité, un déplacement sur une de ces sur- . faces donne par (34) : dp — 0, d’où p — c, et l’on retrouve la proposition 3°. L’équivalence des propositions 1°, 2°, 3° et 4° est bien établie. Ces propositions subsistent si la force X, Y, Z dérive d’un potentiel quelconque au lieu d’un potentiel newtonien.
20. Les rotations permanentes. — Considérons un fluide et un axe fixe À, puis les circonférences perpendiculaires à À et centrées sur cet axe. Ce fluide sera dit en « rotation permanente » autour de A si toutes les particules situées sur une même circonférence ont la même densité et décrivent cette courbe avec une même vitesse indépendante du temps. _ La vitesse angulaire pourra varier d’une circonférence à une autre. Si “OZ est l’axe de rotation et / le rayon d’une circonférence, la vitesse
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Les différentes molécules qui se succèdent en un même point de l'espace ont donc même vitesse et même densité. Le mouvement est permanent au sens de la mécanique des fluides.
Cette définition est purement cinématique. L’accélération d’une particule est dirigée vers le centre du cercle trajectoire et vaut en GTA deur &?{. Ses projections sur les axes sont donc S
ONE ARS EN AD TE AO L’accélération renversée définit une force centrifuge, de composantes
GA LS QE PE EN O
Si le mouvement est de genre un, on dira que la rotation est baro=" trope. Il existe, alors, un potentiel des accélérations :
21h : PIA ; dE = —— WT, — =. 0) Y, 7 — ; 93
dx dy
La dernière équation montre que F ne saurait dépendre de =; mas alors, w n’en dépend pas non plus, les deux premières le prouvent.
Pour une rotation barotrope, la vitesse angulaire ne dépend que de la distance à l’axe de rotation. |
Réciproquement, si la vitesse angulaire ne dépend que de la distance à l’axe, la rotation est de genre un. La fonction
ref w?(E) dl
' 0 d est, en effet, un potentiel des accélérations, ce qui entraîne l’existence” d’un potentiel de la pesanteur. | Pratiquement, 1l est plus simple d'introduire le potentiel de 5 force centrifuge Q sous la forme [2
Que sh w)2( [2) dE?.
2 Jo
Si l’astre est en équilibre relatif w — c, on retrouve l’ancienne forme ox so(æ ne Dans ce livre, nous nous occuperons principalement des rétations
barotropes ; ape présentent une grande analogie avec l’équiibre relatif Au point de vue analytique, les rotations permanentes du premier
QC CO
genre sont caractérisées par les équations équivalentes :
du) de — 0, P JA D'autre part, le potentiel du champ de la pesanteur s'écrit Ê _dp F)
Il ne dépend quê de la pression p tandis que le potentiel de la force centrifuge ne dépend que du carré de la distance à l’axe
Q(E) = ef w?( 2) de.
MR
Ces choses si simples n’ont pas toujours été remarquées et quelques auteurs ont considéré comme nécessaire que le champ de la pesanteur soit normal aux surfaces d’égale densité sans s’apercevoir que, dans ce cas,
. ces surfaces coïncident avec les surfaces à pression constante, et que U A RARE x l'on a par conséquent p — f(p) et un mouvement de genre un.
L’équation ® — U -- Q résume encore ici les trois équations du mouvement. Elle leur est équivalente et puisque ® ne dépend que de p et p que de p, on peut écrire (36) B(p)= Ur QC).
Le potentiel de la pesanteur devra conserver la même valeur sur les surfaces d’égale densité.
M. Dive a prouvé la possibilité des rotations baroclines ou de genre deux qu'il a étudiées d’une manière approfondie, par une très belle méthode totalement différente de la nôtre.
Remarque. — Le potentiel newtonien pourra être créé par la ou les masses fluides elles-mêmes, ou bien encore, par des corps extéricurs au système des masses fluides dont on cherche la configuration.
21. La méthode de M. Dive. — Je n'indique ici que le point de départ des remarquables recherches de M. Dive (!) sur les rotations permanentes baroclines. Le potentiel de la pesanteur n'existe plus, mais l'équation fondamentale (34) peut s’écrire
(35) dp = p[ dÜ + w? (2 z dx + y dy)].
Le premier membre est une différentielle totale, 1l doit en être de
(1) P. Dive, Rotations internes des astres fluides, Thèse, Paris, 1930. Voir aussi Comptes rendus des Séances de l’Académie des Sciences, t. 194, 1932, p. 58.
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même du second. M. Dive envisage une répartition des masses qui détermine p et U. Il cherche ensuite à déterminer la fonction w?(x, y, =) de telle manière que la densité devienne facteur intégrant du crochet de la formule précédente. [Il montre enfin que certaines répartitions de. matière, ellipsoïdales ou annulaires, donnent lieu à des rotations baroclines.
En coordonnées p, { on trouve, p, étant la densité superficielle,
pa FJQU) + 2 Pat = L'ee GT
On cherche, ainsi, de quelle vitesse 1l faut animer les différentes partie cules pour que le fluide conserve sa structure initiale. |
La réparuition des matières ne sera plus soumise qu’à certaines inégalités, provenant, par exemple, du fait que w? ne peut être négatif. ra
méthode de M. Dive permet de formuler des relations entre les varia-: üuons de la vitesse angulaire et la répartion des masses pour toute rotation permanente.
22. Extension d’une équation de Poincaré. — Reprenons léquation (36) et faisons agir l'opérateur de Laplace,
Ad — AU + AO.
Mais l'équation de Poisson permet de transformer AU et la relation
précédente devient AB =—47xto + AQ,
où.t est la constante de l'attraction universelle. Intégrons les deux membres de cette équation dans le volume V occupé par le fluide,
(38) Javav= ii feav + faeav.
AD est la divergence du gradiant de ® et la formule (4), ou deuxième ue de Green, permet de remplacer la première intégrale par l'intégrale de © 2 étendue à la surface S qui limite le fluide. Cette dérivée normale
n Due que l'intensité de la pesanteur 9. La seconde intégrale de la formule (38) n’est autre que la masse totale M du fluide et l’on trouve
(39) DAS TA — fac AN.
Cette équation est valable pour toute rotation de genre un.
EE
Un calcul simple donne du)?
dE
AQ
Si le fluide est en équilibre relatif, w est constant et AQ a la valeur 2°. Alors si V désigne le volume lui-même, l'équation (38) prend la forme
fe dS = +4riM — 20? V.
C’est l'équation de Poincaré. Remarquant que 2 n’est Jamais négatif
(æ sur 5, sans quoi les particules quitteraient cette surface, Poincaré en
déduit que l’on a
Le rapport de la masse au volume n’est autre que la densité moyenne
et la relation (39) s'écrit pu, 2 ——+ M. Crudeli a prouvé que si S
TL
est une surface convexe, on peut affirmer une inégalité plus restrictive :
Pmoy
GW? TiOmoy- De l’équation (38) on déduit la relation suivante, valable pour tout mouvement de genre un,
far dV<4riM.
Pour l'équilibre relatif la limitation de w vient d’être reprise par diftérents auteurs (!).
23. Extension du théorème de M. Lichtenstein. — M. Lichtenstein (?) a fait connaître un théorème de la plus haute importance : une masse fluide dont toutes les particules s'attirent mutuellement suivant la loi de Newton, et qui se trouve en état d'équilibre relatif, présente un plan de symétrie droite perpendiculaire à l’axe de rotation.
Lé fluide pourra être réparti en plusieurs masses, à l’intérieur de chacune la densité sera supposée régulière au sens faible.
Les ensembles où la densité atteint un maximum absolu ou relatif peuvent être quelconques; mais les autres couches d’égale densité
seront supposées formées d’uu nombre fini de surfaces régulières au sens faible. Enfin, nous admettons que la densité ne décroît pas quand
la pression augmente.
(1) NikziBoRo, Ein Satz über die Winkelgeschwindigkeit der Gleichwichisfiguren (Mathematische Zeitschrift, B. 31, H.2 et 3, 1929). — CruDEur, Velocita angolare e schiacciamento delle figure di equilibrio dei fluidi rotanti (Coop. Tipografica Azzoguidi, Bologna, 1930).
(?) Mathematische Zeitschrift, B. 28, H. 4, 1928.
Je tiens à dire que les raisonnements mis en œuvre dans les pages suivantes sont, à peu de choses près, ceux de M. Lichtenstein, quoique les hypothèses transcrites ci-dessus soient d’une autre nature ct que nous visions le cas général des rotations barotropes. M. Plancherel a, lui aussi, donné une den titton très remarquable du théorème pour l'équilibre relatif, il nous l’a communiquée dans une lettre.
L’axe de rotation est l’axe des z et, pour simplifier, nous appellerons!
le : d’un point « la hauteur de ce point ».
La démonstration sera délicate, en voici tout d’abord le jil conducteur.
Nous envisagerons les cordes parallèles à O 3 de toutes les surfaces d’égale densité et l’ensemble des milieux de ces cordes. La borne supérieure des hauteurs de ces milieux sera appeléc'z,. Si le plan de symétrie n'existe pas, c'est que toutes les cordes ne sont pas à hauteur £,.
1° On montre alors qu’à une hauteur supérieure à £, — €, « étant fixe, la pesanteur serait dirigée vers le bas, la densité ne diminuerait pas vers le bas et, par conséquent, au-dessus de 3, — € 1l ne pourraitexister d’extrémité inférieure d’une corde. Une corde de longueur nulle, cas de tangence par exemple, à hauteur 3, serait donc impossible.
° Ensuite on prouve qu’une corde de longueur non nulle centrée à hauteur z, serait encore impossible. [l n’y aurait donc pas de corde dont le centre soit à hauteur 3,.
3° En vertu de la définition de la borne supérieure, 1l devrait alors exister une suite de cordes dont les centres tendent vers la hauteur ,. Par le principe de l’extraction des suites, on prouve que cela entraînerail l'existence d’une corde dont le centre serait à hauteur z,, ce qui nous fait retomber dans la contradiction. Il faut donc admettre que toutes les cordes ont leur centre à même hauteur, c’est-à-dire qu'il y a un plan de symétrie.
Démonstration. — Soientp, la densité la plus faible etp* la densité la plus forte. Soit enfin, M, l’ensemble des points où la densité est supérieure ou égale à p.
On démontre aisément que la frontière S, de M, est à densité p et que les ensembles M, sont fermés. Les frontières S, sont les couches d’égale
densité, Les ensembles de densité maximum M, sont caractérisés par le,
fait qu'ils ne contiennent pas d’autres M, avec p” >> p'. Considérons une parallèle à l’axe Oz de coordonnées +, y. Nous appellerons corde relative à æ, y un segment de cette parallèle dont les points font tous parue de M,, les extrémités étant sur S,; nous entendons que la corde
n’est pas prolongeable dans ces conditions, cas, par exemple, où le segment appartiendrait tout entier à une frontière S,. Il peut y avoir plusieurs cordes relatives à un même M, et sur une même parallèle, et des cordes de longueur nulle, cas de tangence par exemple.
Envisageons maintenant l’ensemble des milieux 3 de toutes les cordes relativement à toutes les valeurs de p et à toutes les parallèles æ, y.
Soit 3, la borne supérieure des hauteurs 3 des milieux des cordes. On aurait, au moins, pour une corde z < 30.
1° À hauteur 3, la pesanteur serait dirigée vers le bas. En effet, on a 9% I 0 QU to) ARR Z e 0z dz Il suffira de montrer que cette dernière dérivée serait négative à hauteur 3,. On peut écrire, en vertu des résultats du paragraphe 15,
formule (23),
OÙ i 1 qe I 1 (41) pa = (5) dx dy + f do Î (> — à) dr dy, HE r° 7° ï D 4 F r ;
où 7’ est la distance d'un point fixe quelconque à hauteur 3, à l’extrémité inférieure d'une corde de coordonnées x, y; r' la distance à l’extrémité supérieure. S'il y a plusieurs cordes sur une même parallèle, on fera une sommation préalable des parenthèses avant d'intégrer en #, y. On a toujours 3, 23 et par conséquent 727", d’où
È — — Lo.
A RER
Mais l’inégalité serait valable pour une corde au moins et par conséquent pour le voisinage de cette corde, de telle manière que les parenthèses négatives contribucraient dans l'intégrale et donneraient 9, < 0 à hauteur z,. La fonction £- étant continue dans l’espace entier, on peut même affirmer qu’elle serait encore négative jusqu’à la hauteur 3, —e, € étant un nombre positif suffisamment petit. Or, l'équation (40) montre que la pression augmenterait vers le bas à hauteur supérieure à 3, — €. La densité ne diminuerait pas vers le bas au-dessus de 3,—e sur toute parallèle à l’axe des z. Si un point d’un tel segment appartient à un M,, de ce point jusqu à la hauteur 3, — « le segment de parallèle est encore tout entier dans M,. Il n’y aurait pas de corde qui ait son extrémité inférieure au-dessus du plan 3, — €; et en particuher pas de corde nulle.
2° Si un point P, à hauteur z, est centre d’une corde P', P? de lon-
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gueur non nulle, le potentiel U ne pourrait reprendre la même valeur en P'et en P?. On aurait, en effet, par la formule (22°) du paragraphe 15,
(42°) U(P1) — U(P?) — pe fée ay f. (+) AE ' LUN ES p+ peu : ; + f de fax dy f. (= ) z:
O+- A ri l'
étant les hauteurs des extrémités d’une corde x, y; r, et r: les
S'HOCLS distances des points P' et P? à un point de cette corde. S'il y a plusieurs cordes sur une même parallèle, il faudra additionner les intégrales en z avant de sommer en x, y.
On vérifie que les intégrales en 3 ne seraient jamais positives puisque la corde P', P? serait, en moyenne, plus élevée ou à même hauteur que la corde 3’, 3”. [l y a même une intégrale négative et, encore ici, celles de son voisinage contribueront à rendre les intégrales en #, y négatives. On aurait donc
U(PH-=U(P2) oo.
Il y a là une absurdité, car le potentiel ® reprend la même valeur en P' et P? puisque ces deux points sont sur une même surface Sp; 1l en est de même du potentiel Q qui est constant sur toute la corde P, P,
et l’on a PBEPA) SO CPE TR OCPRE
Il ne saurait donc exister de corde de longueur non nulle dont le centre fût à hauteur z,.
1° et 2° En résumé il ne saurait exister de corde dont le milieu fût à hauteur 3,.
3° La définition de z,, en tant que borne supérieure, implique alors l’existence d’une suite infinie de cordes distinctes dont les centres tendent vers le plan 34. Ces centres auront un point d’accumulation P4 à distance finie, à hauteur 3,; cela en vertu du théorème de Bolzano. On peut alors extraire de la suite une nouvelle suite de cordes dont les centres P, tendent vers P,
Pi = map ny +
De cette suite, on peut extraire une nouvelle suite, telle que les extrémités inférieures des cordes tendent vers un point P'(%65,Y0,%0—A), et l’on aurait Ze. Les extrémités supérieures tendent vers le point
P2(%5, Yo, oh). Appelons de nouveau » l'indice de cette suite. Le segment P!', P? serait donc de longueur non nulle et centré dans le plan z,. Il suffira de faire voir que ce segment est bien une corde pour retomber dans la contradiction précédente et il n’y aura plus d’échappatoire.
La densité est la même en P! et P pans pl el 0" [es densités en P'\et P*. Puisque l'on a P'— HimPret
soit p, cette densité. Soient, en
? — lim P? on peut encore écrire Gi hime,, 0 —hnro,carla densité est une fonction continue. Mais ces deux dernières limites n’en forment qu'une seule. Posons maintenant p!—p? —p,. Les points P} et P? appartiennent aux frontières Sp,. Les points P' et P? sont sur des fronuères; en effet, sans cela, ils seraient dans des domaines d’homogénéité, qui ne contiennent, on le sait, aucune frontière, et les points P} et P? ne pourraient pas s en approcher. Cette frontière est S9,. Je dis maintenant que le segment P', P? est bien une corde de So,
En effet, s'il existait un point P* du segment P', P? qui ne fût pas dans M,,, il éxisterait une corde P‘, P? telle que P' < P* << P'<P?; mais cette corde aurait son centre au-dessus de 3, milieu de P', P?, Ce qui n'est pas possible. COS:
S1 la densité pouvait subir un saut Ab sur un nombre fini de surfaces régulières, la nécessité du plan de symétrie subsisterait. Mais les formules (41) et (42) contiendraient des termes en As et le raisonnement 3° devient plus délicat. Pour des raisons de simplicité, nous avons préféré admettre la régularité au sens faible de la densité dans toutes les masses
fluides.
24. Autres propriétés. — Le paragraphe précédent a montré l’existence d’un même plan de symétrie pour toutes les surfaces d’égale . densité d’une masse fluide hétérogène en rotation permanente de genre un, qui n'est soumise qu'à l'attraction newtonienne de ses particules et en l’absence de tout corps étranger. Nous savons encore que Pattraction newtonienne est différente de zéro, sauf en certains points du plan de symétrie.
M. Lichtenstein a déduit de son théorème les conséquences suivantes qui sont d’une très grande importance et s'étendent aux rotations de
genre un.
1° [lest impossible que la masse fluide se compose de plusieurs morceaux situés « au-dessus » l’un de l’autre; 1ls seraient « à côté » Les uns des autres; cela résulte de ce que toute corde est dans le plan de symétrie.
40 CHAPITRE Il.
2° La pesanteur ne pouvant s’annuler que dans le plan de symétrie,
® oU v Le | SR ailleurs on à g, — TE 7 0 les surfaces de niveau sont donc régulières, (84
sauf peut-être dans ce plan où elles pourraient admettre des arêtes, des. points coniques, etc.
3° S'il y a repos absolu, l’axe de rotation est indéternuné et il doit y avoir plan de symétrie relativement à toute direction. Il n’y a que les sphères qui puissent jouir de cette propriété.
Une masse au repos est donc composée de sphères concentriques.
La démonstration de Liapounoff était relative au cas spécial d’une figure d'équilibre stable d’une masse homogène au repos (t).
Enfin, les propositions suivantes sont immédiates :
4° Une figure étant donnée, une infinité s’en déduit en multüipliant les densités par une constante À et la vitesse angulaire par A 5° On peut aussi faire une homothétie, la densité restant la même aux points homologues.
6° Ces transformations laissent invariable l'expression, où {, est une. des dimensions de l’astre, son rayon polaire par exemple : &? L?
iM
Cette quantité est en plus sans dimension physique; c’est elle qui caractérisera la tendance de la planète à s'aplatir.
25. Extension du théorème de Stokes. — Le théorème de Stokes se formule ainsi : le potentiel à l'extérieur de l’astre est entièrement déterminé par la surface libre S, la vitesse angulaire w et la masse totale M. Symboliquement,
DÉS FES; GeMÉTELT
la lettre E rappelle qu'il s’agit de l’extérieur de l’astre. S’il existe différentes répartitions de malière qui conservent les éléments S, w, M, elles créent le même champ newtonien en dehors de S.
C'est par le principe de Dirichlet pour le problème extérieur que Poincaré et Tisserand démontrent ce théorème. Voici d’ailleurs la. remarque qui y conduit inductivement : sur la surface libre, le potentiel de la pesanteur doit être constant, soit ®, sa valeur; on à donc
U — DE Q
(1) Voir Poincaré, Figures d'équilibre, p. 13-22.
ÉQUILIBRE RELATIF ET ROTATIONS PERMANENTES. | At
mais si l’on suppose connus ®, et w, UÜ est donc connu sur la surface hbre. Devant être nul à l'infini et harmonique à l'extérieur, le potentiel newtonien Ù est donc entièrement déterminé à l'extérieur de S. Ensuite, on montre que la constante ®, est entièrement déterminée par la masse totale.
Nous préférons suivre une méthode différente, Nous emploierons certaines transformations qu, généralisées plus tard, conduiront au procédé uniforme.
Supposons connues la masse totale M, la vitesse angulaire et ses variations w ({), ainsi que la surface libre S. L'équation de Poisson, pour le champ de la pesanteur, peut s’écrire
AB =— 710 + AQ
Divisons par l'inverse de la distance de deux points P et P/ et inté- D grons en P' dans le volume total. On trouve
AU p = A0 PA 4 = AD dV, ; -
cette relation est vraie partout et U est le potentiel newtonien. La fonction ® étant constante sur S satisfait à la relation
f = Abav=— fr Pas, Co dn
sur la surface et à l'extérieur. Le potentiel peut s’écrire
(4 LAON fire.
(43) 4x UÜ + = AQ d\ ir ds
Mais sur la surface S, l'équation D, = U + Q doit être vérifiée, d’où
[ - LES ind 4rQ— fra av, car LA D l
r dn Cette relation, vraie sur S, l’est encore à l’intérieur 1 de S, car les deux membres sont harmoniques dans [. Le second représente un HR NE potentiel de simple couche, créé par une densité £ es répartie sur la surface S. Il est done connu à la constante D, près. S'il existait deux couches 2' et 2”, leur différence donnerait
I < fi Ca —e")dS = tn (Ds),
où ®, et D sont deux valeurs de ®,. Mais alors la densité 2’ — g” serait
celle d’une couche électrique en équilibre à la surface du conducteur V: Elle créerait, en effet, un potentiel constant dans V. Cette couche ne pourrait changer de signe, en vertu d’un résultat rappelé au para graphe 9.
L'équation de Poincaré, étendue aux rotations de genre un, donne q Ù ;
ensuite
La densité £' serait identique à g”. On en conclut : La pesanteur sur la surface libre ne dépend que de cette surface 5, de la vitesse angulaire w ({), et de la masse totale M. Symboliquement,
Ensuite, le potentiel newtonien peut s'écrire, en vertu de la relation (43),
É : ï I s : I Re
Il est donc, lui aussi, fonction de S, w ({) et M.
Le potentiel newtonien à l'extérieur de l’astre ne dépend que de la surface libre S, de la vitesse angulaire w (1) et de la massetotale M; symboliquement,
EE
U=F|S;0(1), Mi E.
C’est l'extension cherchée du théorème de Stokes. Cette méthode a l’avantage de fournir en même temps l'expression (44) de cé potentiel à l'extérieur de l’astre. M. Dive a étendu ce théorème à toute rotation. permanente par une autre méthode.
26. Les moments d’inertie et les valeurs stokiennes. — Soient À, B, C les moments d'inertie du corps par rapport aux axes. Le premier ous s écrit
À = fr(2+#)aN,
et les autres s’obliennent par permutation des lettres. Supposons la masse fluide en équilibre relatif et extrayons la densité de l'équation de Poisson pour le champ de la pesanteur :
ATtp = 2w?2— A,
puis portons p dans l'expression de À. L'application de l'identité (5) de
Green donne, sans grande difficulté, PRE À fcœ — D) dV + feve+ 32) dS + ve [O2 + 32) dV.
Cette expression montre que les moments d’ineruie dépendent du champ de la pesanteur à l’intérieur de l’astre, puisque la première intégrale porte sur D, — D dans l’astre. Mais la soustraction de deux formules semblables élimine ce premier terme et 1l reste (45) ÉRUA Bd e(yi or)as + vu? f (22?) a\.
S1 les éléments de Stokes S, w, M sont connus, # est connu sur la surface libre S et la différence À — B est entièrement déterminée par ces éléments
Abe R SAN.
Si l’astre était en rotation permanente de genre un, on aurait
4rtU(A —B) = for æ?) dS + [az æ2)AQ dV
A—B=FIS,;w(7), M|.
et
Les autres moments d'inertie satisfont à des relations semblables, bien entendu.
Nous appellerons « constante stokienne » une quantité qui ne dépend que des éléments de Stokes : S,w(/), M.
Les trois différences des moments d'inertie sont des constantes stokiennes.
Revenons à l'expression (18) du potentiel à l'extérieur du corps, en coordonnées polaires R, 9, d
+ UCR, 0, Ve er Ya(0, b).
Ce potentiel ne dépend que des éléments stokiens. Les coefficients des fonctions sphériques fondamentales, en lesquelles s'exprime Y,, sont donc autant de constantes stokiennes.
Il en est ainsi notamment des coeflicients du développement (20).
27. Le point de vue de la théorie des équations aux dérivées partielles. — Nous voudrions envisager 1c1 le problème des figures d’équilibre dans ses rapports avec les problèmes classiques de Dirichlet et de Neumann. Cette analogie n’a de sens que si la frontière, 1c1 la surface
libre, est supposée connue. L'essentiel de nos remarques s’étendrait |. d’ailleurs aux rotations de genre un.
Reprenons l'équation fondamentale
(46) Dis UE 0
et faisons agir l'opérateur de Laplace A
AD — AU +AQ
La relation (46) implique la relation (47), mais l'inverse n’est pas vrai et (45) implique la relation plus générale que (46), où H est une fonction harmonique
Mais, sila relation (46) est satisfaite sur une surface fermée s, par éxemple sur la surface libre, alors les équations (45) partout et (46) sur s équivalent à (46) partout et constituent la condition suffisante et nécessaire pour qu'il y ait équilibre relatif. En effet, la fonction H nulle sur une surface fermée serait identiquement nulle. La surface fermée, dont il est question 1c1, pourrait d’ailleurs être remplacée par un ensemble plus restreint de points jouissant de cette propriété qu'une fonction harmonique dans un domaine, nulle sur cet ensemble de points, soit identiquement nulle.
Faisons maintenant intervenir l'équation de Poisson pour le champ de
la pesanteur AB —— 4r1o0(D)+ ou?
La densité ne dépend que de ® et l'équation précédente revêt la
forme AD = F(D).
Quant à la condition supplémentaire que l’équation
soit satisfaite sur la surface hibre , elle est équivalente à une condiuon de Neumann, comme nous allons le voir.
En effet, nous savons [$ 25, formule (45)|, que le potentiel U sur la surface S est donné par l'équation |
LES Q
‘La condition complémentaire ® — U + Q sur S s'écrit
\ € (48') f > PUS = hr Ds — 47 Q — not AV, S, I
r dn
et la\ masse totale M détermine dx. L'équation précédente donne à son (co : ET AURtE tour sur S. Cette succession de valeurs de la dérivée normale est
donc déterminée par les éléments de Stokes et la connaissance de cette dérivée remplace la condition supplémentaire.
Appelons probléme de Neumann-Dirichlet généralisé la question suivante :
Étant donnée une surface fermée S, déterminer deux fonctions P(x, y, s)et F(®) satisfaisant à l'équation
AD = F
à l’intérieur de S et telles que l’on ait sur cette surface elle-même
À db DT Ji et 2Trs sn Je;
f1 et f> étant deux fonctions données.
Le problème des figures d'équilibre d’une masse [luide hétérogène est au point de vue des équations aux dérivées partielles un problème de Neumann-Dirichlet généralisé si l’on suppose connus les trois éléments de Stokes S, w, M qui fixent la frontière et les conditions aux limites. |
S1 la masse totale M n’est pas donnée, les conditions de Neumann et de Dirichlet s’élargissent.
En effet, la valeur constante ® de ® sur S reste arbitraire et la
LR dæ , : Er a :
dérivée normale > PAL est plus alors déterminée qu'à une charge élec- { ÿ
trique en équilibre près comme le montre l'équation (48). Remarquons que si la Terre était parfaitement fluide et si, par les
mesures de triangulation, nous connaissions exactement la forme de
la surface libre S et par les mesures de pesanteur la succession des
| Rte
valeurs £, c’est-à-dire 7 Sur cette surface, ce serait un problème de Neu- : ( &
mann-Dirichlet généralisé que l’on serait amené à résoudre pour
trouver la ou jies répartitions possibles de la matière à l’intérieur du
globe.
Dans son remarquable ouvrage Astronomy and Cosmogony ('),
(!) Cambridge University Press, 1929.
* M. Jeans énonce sans démonstration complète une proposition d’après laquelle les éléments de Stokes et l'équation caractéristique du fluide déterminent entièrement la fonction p(x, y, =). Traduite dans le lansage actuel, cette proposition revient à affirmer que s'il existe une solution du problème de Neumann-Dirichlet où les fonctions f, et f, = csont données, et où la dépendance entre F et ® est également connue, cette solution est unique. Nous verrons plus tard que la densité superficielle, qui serait connue dans ce cas par l'équation caractéristique p — (0), ferait connaître la dérivée seconde _ sur la surface libre. Ces conditions paraissent en effet suffisantes pour assurer l'unité de la solution et je partage à cet égard l’opinion de M. Jeans.
Ces quelques remarques suffiront, je l'espère, à montrer la parenté entre le problème des figures d'équilibre d’une masse fluide hétérogène et ceux que l’on rencontre dans le domaine classique des équations aux dérivées paruelles.
On me pardonnera d’insister sur une analogie avec les équations intégrales quoique je n’apporte pas ici de résultat positif concernant les figures d'équilibre. Peut-être les remarques suivantes suggéreront-élles à quelques mathématiciens l’idée de poursuivre des recherches dans cette direction-là.
Au point de vue des équations intégrales, la relation primitive
D = LU — Q s'écrit
(49) pif ED av = 0:
I] faut la résoudre avec la condition ® — const. surS et c’est suffisant.
En F elle s'écrit encore
à résoudre avec la même condition à la limite. |
Appliquons l'identité (5) de Green aux deux fonctions = ct® en ayant soin d’entourer le point potentié P d’une petite sphère, comme on le fait habituellement. L'identité s’écrira
d— {D (5) 470 + [av a = [DT as — f : — 48.
# ù dn r dn
Donnons-nous maintenant les conditions de Dirichlet et de Neumann et l’équation AD —F(d). L'identité précédente entraïînerait la consé-
ES re
EN SI
| | quence suivante :
i2d + JP F(D)4V =fhras- fs; Las
ute solution ‘du problème de Dirichlet-Neumann sera solution de nouvelle équalion. Si la fonction F était identiquement nulle, on aurai affaire à au lé oblème de Dirichlet et les deux conditions aux ue
{rd Se CA las
et ® ne tendrait pas vers la fonction f, quand on se rapproche de Ia frontière, du moins pas en général. Les mêmes remarques subsisteraient à l’égard de l’équation (5”) si la fonction F était une fonction connue de æ, y, z et, dans ce cas, on aurait affaire simplement à un problème de Dirichlet transformé. La masse homogène est dans cette circonstance, car F est une constante
F=—/rie +20.
Pour la masse hétérogène, l’équation (5”) est une relation intégrofonctionnelle, puisqu'il s’agit de déterminer à la fois la fonction D (x, y, 2) et la fonction F (D). Si l'équation caractérisuque du fluide est donnée, la dépendance entre F et ® est connue, il reste à déterminer ® (x, y, =) et l’équauion (5”) revêt alors la forme d’une équation intégrale en général non linéaire.
Nous avons vu que toute solution du problème de Neumann-Dirichlet est solution de (5”); mais, toute solution de l'équation intégro-fonctionnelle (5°) qui satisfait à la condition de Dirichlet est solution du problème de Neumann-Dirichlet. En effet, une solution de (5°) satisfait à l'équation Ab — F(d) et l'identité (5!) étant toujours vraie, on aurait entre les deux potentiels de surface la relation
è (5 Pere r' db Ne D —— ]. LRS noue £ La ds f\ AVR Î[- ; ) 7° qui serait satisfaite dans tout le volume V à l'exclusion de la frontière,
sur laquelle le potentiel de double couche subit une discontinuité. Et, alors, si la condition de Dirichlet ® — j, est remplie, la condition de
dŒ Neumann _ — /, l’est aussi, en vertu d’une remarque du paragraphe 9,
le potentiel de simple couche devant être identiquement nul.
On peut dire qu'au point de vue des équations intégr (49) et (5"), la condition de Dirichlet intervient seule. | Puisque l’on peut, dans le problème général, disposer de la Fou or “ ser il Hib en résolvant (®° mate respecter la première condition, da \ seconde s'ensuit. "e ji 4 Dans le problème des figures d'équilibre, la fonction ® n’est déter- ne.
minée qu ’à une constante près. On peut la supposer nulle sur la al
et alors l'équation intégro- -fonctionnelle
où G (P’, P”) est la fonction de Green relative à S, n’est pas sans rap port avec notre problème, puisque toute solution de cette équation serait solution de AD — F(®) avec D — 0 sur S.
Pour la recherche des figures d'équilibre voisines d’une figure dons
Ps
on pourrait songer à employer l'équation aux dérivées fonctionnelles de M. Hadamard (!) relative à la variation de la fonction de Green quand on passe d’une surface à une surface voisine. ne
M. Lichtenstein (?) a, par une méthode toute différente, introduit, : dans la recherche des Fe d'équilibre, la théorie des équations a intégrales linéaires. no DR US
(!) Hapamarp, Lecons sur le calcul des variations, p. 3u3. (2) LIGHTENSTEIN, Astronomie und Mathematik in ihrer eee p.ù 3. si et suivantes. 1 AE RENTE
28. La formule de H. Bruns. — Les trois équations fondamentales de l'hydrodynamique se résument ainsi pour toute rotation permanente de genre un :
Per = U #0; ® est le potentiel de la pesanteur, ilne dépend que de la densité o, U est le potentiel newtonien et Q le potentiel de la force centrifuge.
Faisons agir sur les deux membres de l'équation l'opérateur de Laplace A :
AD — AU + AO
_ Si z représente la constante de l'attraction universelle, la formule de _ Poisson, appliquée à UÜ, donne
(50) AP =— 47x10 +A
Nous appellerons cette relation « équation de Poisson pour le champ de la pesanteur ». Nous allons la transformer de manière à faire intervenir deux éléments importants : la pesanteur elle-même et la courbure moyenne des surfaces d'égale densité.
Soient, en effet, «&, 6, les cosinus directeurs de la verticale dirigée
vers le bas, et g l'intensité de la pesanteur ; les projections du vecteur £ sont :
0 PH UNE ob
Re Rp ANe — $ D, = SY.
dx dy : * Des ARE
- Le symbole de Laplace n’est autre que la divergence du vecteur 2
Rosa ue dé one ; dx dY Dati - S1 dn représente l'élément de normale à la surface de niveau ®— const., dirigé vers le bas, la somme des trois premiers termes donne
(PNA 6 RES PT N'a ni og dz de
ne Ordre NN d20 dr Ton à
étant comptés positivement vers le bas, on à
2 0, de DRE AP DE
Cette équation, d’ ddibte strictement géométrique, sera nu. graphe suivant. Le laplacien s'écrit donc, ie ces transformation
(51) | Nu ce
dn
et l'équation de Poisson pour le champ L Ja pesanteur CIS
de -hrie + A0.
ORNE 4 a 2 dn à |
tion (5o). En se AQ par sa valeur facile à caleuler
, dot
10 —- Vars
AE EL
et pour toute rotation barotrope
de Ft do?
CE ET 4 REP BAD A dn + Lo Pen dLè ve
Enfin, M. Dive a montré que pour tone rotation baro revêt la forme Po 44 Ê
de y 5 é Le dJw?
T NEC ETS ATL è w? fre mg rC:
din é g 0?
pression PER au pis Rene Cette tre pe coïncide lus LE
L de
La ue (52) a été indiquée par H. pro dans son n Mé oire é
sance, le seul auteur qui l'ait mentionnée; n1 Tisserand dans son Traité de Mécanique céleste, ni Helmert dans son ouvrage Hühere Geodäsie, ni même l’Æ#ncyclopèdie mathématique ne lindiquent. Son intérêt est cependant immense puisqu'elle joue le même rôle que l’équation de
Lo
Poisson pour la pesanteur. C’est une relation entre €, ?, =) l, 9 EL o qui an
permet de calculer l’une de ces quantités si l’on suppose les autres connues. Elle est entièrement rigoureuse et remplace avantageusement les formules approximatives que l’on donne, par exemple, pour l’accroissement de la pesanteur suivant la verticale.
Admettons que les mesures précises de pesanteur soient praticables dans un sous-marin, qui échappe au balancement que les vagues font subir aux corps flottants à la surface. Deux mesures de la pesanteur à deux profondeurs différentes suffiraient, en théorie, pour déterminer la courbure moyenne de la surface libre des océans.
29. Complément analytique. — La transformation précédente (51) est à recommander dans tout problème de physique mathématique où un laplacien A intervient et où les surfaces ® — const. et la dérivée nor-
db À CR : À : CE male es Ont elles-mêmes une signification physique immédiate, comme ri 2
c'étail le cas au paragraphe précédent. Aussi voulons-nous indiquer r'ap1dement trois méthodes conduisant à la transformation dont nous avons
fait usage.
1° La première consiste à partir d’une expression (!), quilielelaplacien À au paramètre différentiel du second ordre de Beltrami À,. Pour toute fonction ® régulière au sens fort et toute surface À régulière, le A s'exprime en un point de À, au moyen du A,%, du double c de la cour-
bure moyenne de la surface À au point considéré et des dérivées normales
«lp d2 pb
relatives à la surface —— et ——. Ona ni AR
dd db
SN GE PS CRE C CE dn? dn
Ab=A BE
Mais, si la surface È coïncide avec la surface D — const., le paramètre
de Beltrami est identiquement nul et 1l reste
a Ta enr e:
= > —cC— dn? dr
(1) Voir par exemple HADamarD, Leçons sur les ondes, (p. 50, édition 190).
2° Démontrons que l’on a bien, comme nous l'afjirmuions,
dx 93
Pour cela, envisageons une famille de surfaces dépendant d’un paramètre; «, B, y seront les projections d’un segment de longueur unité » porté par les normales aux surfaces de la famille: Le premier membre de (54) n’est autre que la divergence de ces vecteurs normaux. Nous la représenterons
par div 2.
Soient, alors, dS un élément d’une des surfaces et dS' l'élément correspondant d’une surface voisine, détaché sur S' parles normales élevées à S sur le contour de dS. Une relation connue dans le calcul des variauons, en particulier dans la théorie des surfaces minima, permet d'écrire
(55) dS'— dS —— cdS dn,
où dn est la longueur moyenne des normales envisagées allant de S à S°.
Considérons alors le petit volume V limité par dS, dS'et les normales au contour de dS; appliquons au vecteur normal l'identité (3) de Green du flux et de la divergence. On trouve
fais n AN = faux de n aS'— fu de n dS.
e lone des parois normales. le flux est nul. Comme le vecteur x est de Le long des p les, le fl taul. C l te td ongueur unité, le second membre vau -_ dS. Ouant au premier, 1 long té, 1 d b t dS/ 1S t P Na vaut dS dn div n. On a donc dS dn divn = dS! — dS. En rapprochant
cette formule de (55) on trouve immédiatement
div = 20:
3° Enfin, dans sa thèse, M. Dive déduit cette dernière relation d’une expression de la courbure moyenne donnée par M. de la Vallée Poussin dans son Cours d'analyse infinitésimale, p. 431.
- 30. La stratification et sa représentation paramétrique. — La stratili-
cation sera la répartition des surfaces d’égale densité au point de vue
strictement géométrique. Nous dirons : straüfication ellipsoidale, ou
encore homothétique, si les couches d'égale densité coïncident avec une
famille d’ellipsoïdes, ou encore une famille de surfaces homothétiques: Les surfaces d’égale densité seront caractérisées par un paramètre &. Le choix de cette lettre est certes critiquable, mais le temps ne figurant pas
dans les équations des rotations permanentes, on peut bien employer la lettre & pour cet usage. La notation £ est aussi critiquable mais serait-il plus naturel de désigner la constante de l'attraction par f comme on le fait d'ordinaire ? ù
Nous appellerons « densité transformée », pour l'équilibre relauf, l'expression
f=—4{rie +2?
et
pour les mouvements de genre un. La première n’est qu'un cas particulier de la seconde.
Enfin, nous appellerons avec Liapounoff « loi des densités », la fonction p(£) qui attache à chaque surface £ une densité p. Les fonctions p, et la pression p ne dépendent que de £ pour tout mouvement de genre un; et pour l'équilibre relatif, la densité transformée f ne dépend, elle aussi, que de {..
Envisageons maintenant les trajectoires orthogonales des surfaces d’égale densité. Ce sont les lignes de force du champ de la pesanteur. Quoiqu’elles forment une multiplicité à deux paramètres, nous les représenterons, 101, par un seul 9, pour simplifier. La valeur 0 — o représentera une ligne de force particulière. Un 4 représentera une différentielle relative à un déplacement sur une ligne de force 0, tandis que un 0 marquera une différentielle relative à un déplacement sur une surface d'égale densité; d est donc relatif à 0 constant, 0 à { constant.
Enfin, une parenthèse affectée de l'indice 9 ou des indices 0/, 9" signifiera que la parenthèse doit être prise le long des lignes de force 0, 0", 0”. Posons, dn étant un élément de normale compté positivement dans Île
sens de { croissant, | an
sr = NUE NL La quantité N n’est jamais négative. 5 F0 31. Relations entre la stratification, la densité et la pesanteur. — La’. ÿ 4 pesanteur n’est autre que la dérivée normale du potentiel ® et l'on peut. À écrire | SET pe dŒ dt CRE Éd 00 EEE La dérivée de ® par rapport à { sera désignée par ® et la formule précé- ÿ 4 dente s'écrit, avec N, a Ne = P”. À se Elle traduit une propriété appartenant à à tout champ de force dérivant 1 d’un potentiel : la force varie en raison inverse de la distance des surfaces de niveau. On peut lui donner une forme légèrement différente . à (56) (SN)= (a Ne. 2
9 et 0” étant de nouveau deux ones de is quelconque. La formule de ie
Bio peut s’écrire
(a és = cP'+ FN.
Elle est vraie le long d’une ligne de force quelconque et sur toute : surface t.
Ceci étant, dérivons par rapport atles due membres del équation 66)
pue D CN NP dR ds à dN ÿ à ; (3 ae (5: We = (HN+s de k À
Puis remplaçons la dérivée de g par sa valeur (57) et réunissons dans le premier membre ce qui ne déve que de £{. On trouve facilement pour l'équilibre relatif
d cn Ë ui (eN+ IN) — (en+ GUN), SE ME DEV GR LA ME NME VC NE ALT VCNNRR NP TITRES. L Éd
Œ'(4) A (N2)5 — (NN
proie LS
L désignant le logarithme népérien. Dans cette relation, le premier # HAL ne FL HÉpES de t tandis Vie le second ne contient que 4
at:
: Qt Qt
désignerons par W(£) la valeur commune des rapports précédents :
‘ JE) (60) 3 PUY dt) (ex + BEN) (CN + RLN).
6 SN GA Let Are An + e CNE — NO
W ne dépend, d’une part, que de £ et, d'autre part, que de la stratification. Il y a plus, la fonction W(#) pourrait être déterminée par la stratification au voisinage d’une seule ligne de force, car on peut prendre deux lignes 0’ et 9” aussi près l’une de l’autre que l’on voudra. Pour une valeur particulière de t, la fonction W ne dépend même que de la stratification au voisinage d’un point. L’équation (60) peut s’écrire
J. = NN
et le second membre, ici encore, ne dépend que de la stratification.
À. Le rapport, en un point, de la densité transformée et de la pesanteur ne dépend que de la stratification au voisinage de ce
point.
Revenons, maintenant, à la formule (35) en remplaçant f par W@':
PP Do EN).
puis remplaçons ® par gN et divisons par ÿ, 14e RE = 7 =cN+WN?.
Intégrons en t le long d’une ligne de force particulière ÿ — o, à parur d’un point quelconque { — 0, et soient £,,, la valeur de £ en ce point et 2, la valeur de z le long de la ligne de force 0 — 0. On trouve facilement
£ (eN + WN2), d/ D die CAO
Enfin, les relations (56) et (62) donnent en un point quelconque
SN UNS (63) J= 80,0 WNo 2
t J Î (CN + WN2), de (64) S —= £&o,o NoN-te (] :
. Dans les seconds membres de ces deux formules g,, représente donc
te,
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la pesanteur en un point particulier et les autres symboles ne dépendent que de la stratification.
B. La densité transformée et la pesanteur sont déterminées dans toute la masse par la stratification et la pesanteur en un point:
C. Sur une stratification donnée, la répartition de la densité transformée et de la pesanteur n’est possible que d'une seule manière à un facteur multiplicatoire près.
Ce facteur £o,, peut être envisagé, si l’on veut, comme la pesanteur au pôle de la surface libre; il est alors entièrement déterminé par les éléments de Stokes S, w, M. On en conclut :
D. La densité et la pesanteur sont en tous points déterminées d’une manière unique par la stratification, la vitesse angulaire et la masse totale.
32. Le cas exceptionnel des sphères concentriques. -— Les formules
précédentes (63) et (64) deviendraient 1llusoires si le rapport W n’était plus défini d’une manière univoque par la stratification. Mais 1l n'y a ue le cas banal des sphères concentriques qui puisse donner lieu à cette q P 1 qui P imprécision.
Pour que la fonction W cesse d’être déterminée par l'équation (65), il faut qu'il existe un intervalle &« #4 6 sur lequel le second membre [ q
“ O # ÿ se présente constamment sous la forme * On devrait donc avoir No= Nr,
puis Co — Cor,
quelles que soient les lignes de force 4! et À” et les valeurs de £ sur
l'intervalle &, 6, les surfaces de niveau devraient être à courbure moyenne constante, parallèles entre elles, et en plus fermées. Il n’y a que des sphères concentriques qui satisfassent à ces conditions.
En résumé, la fonction W ne cesserait d’être déterminée univoquement
par la stratification que s’1l existait une zone d'épaisseur finie composée
exclusivement de sphères concentriques. Ce cas exceptionnel pouvait
être prévu a priori, puisque des couches sphériques au repos peuvent être chargées arbitrairement sans que cela trouble l'équilibre.
39. Une condition nécessaire purement géométrique. — Pour simpli-
fier, introduisons deux symboles X et Y définis comme suit : (65) X — 4 (66) HU RON EE EN.
L'équation qui servait à définir la fonction W au moyen de Ja stratification s'écrit : . | Yo — Yo” WE) —=— AUS VA n X 0 — X0" S1 l’on considère alors trois lignes de force 0, 0'et 8” on peut éliminer W
et l’on obtient Vo Yo Yo Kg X 0 2 X0 Xp
Cette relation est purement géométrique. Elle exprime une condition nécessaire à laquelle doit satisfaire toute stratification d'une masse fluide en équilibre relatif.
Elle est indépendante, non seulement de la densité et de la pesanteur, mais encore des éléments stokiens : vitesse angulaire et masse totale.
Remarque. — On peut donner du second membre de (66) une autre représentation. En effet, soit « une aire élémentaire quelconque de la surface t; la formule (55) fournit la relauon
canal
Dès lors, à étant une différentielle prise à £ constant, (66) s'écrit :
se d Ve
| et l'équation (62) devient, en multipliant les deux membres par N,
Fe da
Oo ô
ô dn
C’est une nouvelle expression du rapport de la densité transformée à la pesanteur, au moyen de la stratification au voisinage du point considéré.
34. L'impossibilité des stratifications homothétiques. — En 1903, M. Volterra a publié dans les Acta mathematica, t. 27, p. 105, un mémoire « Sur la stratification d’une masse fluide en rotation », où 1l prouve que les surfaces d’égale densité ne peuvent pas être des ellipsoïdes homothétiques.
Plus tard, M. Pizzetti est arrivé au même résultat par une méthode beaucoup plus simple. Je généraliserai la proposition en question en prouvant qu'une stralification en surfaces homothètiques de forme quelconque est impossible pour une masse hétérogène en état d'équilibre relatif.
La surface extérieure sera fermée et régulière, elle contiendra le centre O d’homothétie. Considérons deux rayons vecteurs r! et 7”, la longueur du premier arrêté à la surface libre £ — o sera prise pour unité et 1 — t sera la distance du centre à un point quelconque de ce rayon. Le long du premier rayon r' on aura N — À, le long du second 7° on aura N —1". Cela résulte de l’homothétie, À! et À sont des constantes.
Le rapport W donné par la formule (61) se simplifie beaucoup et s'écrit :
Ar.
DRNHeAE 7
3/9 S Ho AE = né PAU DS
Les courbures moyennes varient en raison inverse de la distance au centre, puisque les surfaces sont homothétiques. S1 €, et c, sont les valeurs de ces courbures sur la surface libre, on aura en tout autre point
des rayons r'etr” Co CR I— { I—
et le rapport W s'écrit : | WE) = (x — 1) 1 Yo).
Nous savons que la fonction W ne peut être indéterminée que si la stratification comporte une sphère au moins. Ja stratification serait maintenant entièrement sphérique. Ge cas ne nous intéresse pas, c’est
le repos absolu. La fonction W ne peut pas être identiquement nulle car
il en serait de même de f en vertu de l’équation / — W®", mais l'inégalité de Poincaré implique f(£) <T 0, tout au moins au voisinage du centre. La foncüon W(t) augmente donc en valeur absolue comme (1 —6) ! lorsque { tend vers l'unité.
Il existe au moins un rayon vecteur qui est une ligne de force, le plus long par exemple, car il est bien normal aux surfaces de niveau. Nous le
renons pour rayon 7° et soit £ à)
£, la pesanteur au point où r' perce la sur-
face libre, on a par (63)
at PA 11 PAU | ch + Wu)]t— 41-141 JU) = go F(o)}(i—t) te )
et, en posant À =+c,+W{o), TE) — SE w(o) (1 — L)TiTE,
PA, PE EL PR 7, SE
S: Rd: , f(t) tendrait vers zéro quand # tend vers 1. C’est impossible, en vertu de l'inégalité de Poincaré, car f(t) est inférieur à un nombre négatif au centre de l’astre et dans son voisinage;
Si = +1, la densité serait constante et la masse homogène;
Si Æ>> +1, la densité tendrait vers l'infini quand on se rapproche du centre, ce qui est physiquement exclu. Il n’y a pas d’autre possibilité.
Il n’y a donc que la masse homogène qui puisse être stratifiée en surfaces homothétiques.
Nous verrons plus loin que les surfaces d’égale pression sont bien homothétiques pour les ellipsoïdes homogènes de Maclaurin et de Jacob.
90. Sur la représentation analytique des surfaces équipotentielles. — Partons de l'équation de Poisson pour le champ de la pesanteur, elle
peut s’écrire | AD — f(t)
et envisageons deux représentations des surfaces de niveau :
1°. La famille de ces surfaces peut être représentée au moyen du paramèêtre £ par une équation de la forme
(67) A ÉN TE z)—t—o.
Pour que cette famille représente la stratification de la figure d’ équilibre, 1l faut que l’on ait ® — D (#) et par suite D=Pie(x, y, 3)]
L'équation de Poisson impose donc à la fonction o (x, y, 3) une condition qu'il est facile de dégager. Elle s'écrit :
_ (68) Ao + P(4) ae (2) +5) |= Q(4) os en jt Gas et QUI
L'équation (68) devra être satisfaite quelles que soient les valeurs des variables x, y, z, t, liées par la relation (65).
2° Envisageons une famille de surfaces données sous la forme la plus
générale (69) F(x, Mes 1 0.
Ün calcul sans grande difficulté montre que la fonction F devra satisfaire,
60 CHAPITRE Ill. | quelles que soient les variables x, y, 3, t, liées par (69), à l'équation
NAN HORS EX (70) AF RER D Se See
où les fonctions P et Q sont les mêmes que plus haut et où R représente
it Le ? [OR ue Lo 5) dy 03
ot
En d’autres termes : pour que la famille de surfaces (69) puisse représenter la stratification d’une figure d'équilibre, il faut qu'il existe deux fonctions du seul paramètre t : P(£) et Q (+) telles que l’équation (50) soit une conséquence de l'équation F — o.
36. L’impossibilité des stratifications ellipsoïdales. — [lamy en 1887 a démontré l'impossibilité pour une masse en équilibre relatif d’être composée de » fluides homogènes séparés par des ellipsoïdes. En 1903, M. Volterra démontrait l'impossibilité des stratifications ellipsoïdales homothétiques même s’il y a une infinité de couches différentes. En 191», M. Véronnet établissait l'impossibilité des couches ellipsoïdales, même si la densité varie constamment. Enfin, en 1925, M. Dive a établi Pim= possibilité des stratifications ellipsoïdales pour toute rotation de genre un. MM. Hamy, Véronnet et Dive emploient dans leurs thèses les expressions classiques du potentiel newtonien des ellipsoïdes homogènes.
Montrons que l'impossibilité des stratifications ellipsoïdales découle très facilement des formules (69) et (50) du paragraphe précédent. Je tiens à dire que M. Pizzetti s'inspire de considérations analogues dans son livre : Principit della teorica meccanica delle figure dei pianeti.
Les surfaces d’égale densité sont données par l'équation
(71) F= ax +by?+cz—1=0, où les coefficients ne dépendent que de £. En formant la condition (50) on trouve facilement une relation (a+ b+c)(a' x?+ by +cr)+...= 0, | ‘eproduis F Te elle est Ï EI que je ne reproduis pas entiérement parce qu elle est assez IoOngue. (a
contient des formes homogènes d'ordre 4 et d'ordre 6 en x, y, z. La
forme d'ordre 6 est Q(t)(a'x?+ b'y2+ c'2?).
Cette expression ne doit dépendre que de #, si x, y, z sont liées par
STRATIFICATION, DENSITÉ ET PESANTEUR. Gt
(riret Q (1) ne peut pas être nul identiquement à cause de l'inégalité de Poincaré. Il faut donc que l’on ait
et la signification du paramètre £ n'étant pas imposée à l’avance, nous pouvons égaler ces rapports à {-!. Cela donne a = at, b—b,t, c—cit Où &\, 0, €, sont des constantes. Les couches seraient homothétiques et par conséquent, la masse serait homogène ou composée de sphères concentriques, en vertu du théorème du paragraphe 34. La démonstration est faite.
3/. La stratification au voisinage du centre. — Nous supposerons ici que les surfaces d’égale densité tendent vers un seul point, le centre, lorsque la densité tend vers son maximum et il s'agira de savoir vers quelle forme tendent ces surfaces quand on se rapproche du centre.
Nous supposerons la fonction 9 (x, y, 3) régulière au sens faible au voisinage du centre. La fonction D(x, y, 3) sera, par suite, régulière au sens fort et stationnaire au centre de l’astre. Développons ce potenuel par la formule de Taylor (32 D, Y 2)= D (0; 0, + (et y D 2)
Dans la puissance symbolique (2), les dérivées secondes doivent être prises au point 0x, 0y, 0, le nombre 8 étant compris entre © et 1. Puisque la forme seule de ces surfaces nous intéresse, on peut supposer faites une homothétie et une rotation des axes. En remarquant en plus que les surfaces à ® constant sont à p constant, la forme des surfaces d’égale densité est à la limite la même que celle de la quadrique
a Hope 40.
7 tin der dy? . Oz 2
les dérivées étant prises à l’origine. Cette quadrique, tout entière à distance finie, est un ellipsoïde, mais elle peut être dégénérée; ainsi les surfaces de niveau pourraient tendre, en forme, vers un cercle ou une aiguille. En résumé, st la fonction p (x,y, 3) est régulière au sens faible, les surfaces d’égale densité tendent, en forme, vers un ellipsoïde qui pourrait être dégénéré lorsque la densité tend vers son maximum.
S1 la stratification était homothétique, elle serait ellipsoïdale, on déduit, alors, le théorème du paragraphe 34 de celui du paragraphe 56, mais au paragraphe 34 on supposait simplement que la densité restait bornée.
ve (PUR CORRE 62 CHAPITRE Il, 38. L’équation de Clairaut. — (Quoique la méthode la plus satisfar-
sante pour retrouver les résultats classiques et les généraliser soit le procédé uniforme que nous exposerons dans le chapitre suivant, nous voudrions montrer ici avec quelle rapidité on peut les déduire des” résultats du paragraphe 31. |
Les surfaces d’égale densité seront supposées de révolution. Soient a(t}) et b(t) le rayon polaire et le rayon équatorial de la surface #, (cet ck(€) le double de la courbure moyenne de cette surface au pôle et à l’équateur, et, enfin 9,(4) la pesanteur sur l’axe polaire. L’équation (61) peut s’écrire sous la forme suivante :
a” b" CR0'— cpa' + TACTREES D a b
Les accents représentent ici des dérivées par rapport à £. Gette rela= tion est rigoureuse et convient à toute surface de révolution autour de l’axe de rotation.
Supposons maintenant, avec Clairaut, que.la stratification soit formée d’ellipsoïdes concentriques et que t représente le rayon polaire de ces ellipsoïdes. Posons & — b — a. Pour des ellipsoïdes peu aplatis, c'est-àdire en négligeant les termes de l’ordre de &°?, les courbures sont
2 2 E CE =» CPE SET 2e l l t
et l'équation (74) s'écrit, pour une telle stratifcation,
ï ATio —920?, € 2 (55) ———— 3 = + ie -:".
gr(t) t te 2
S1 w? est très petit, €, €', e” le sont aussi; on peut négliger &'w? dans le €; MALE 8118 premier membre et calculer g% (t) dans l'hypothèse d’une stratificauon
sphérique. Si D (t) désigne la densité moyenne de la matière intérieure à la couche t, on trouve facilement, par un calcul classique,
et l'équation (75) s'écrit sous la forme
. - LL € \ 4 LA Enfin, en introduisant l’aplatissement e =; un calcul tout élémen-
taire donne l'équation de Clairaut qui lie l’aplatissement des couches __ à la densité moyenne
sa Aie MAR Eee € D +'3eD F5 e Dir 7e D = 0
39. Les théorèmes de Clairaut. — Soient : C, le double de la courbure moyenne des surfaces à p constant et C4; la même quantité pour les surfaces à Ü constant, surfaces équipotentielles pour le champ de Newton.
Sur l’axe polaire, la formule de Bruns donne
el l'équation de Poisson s’écrit au même point
de dt
+ Cug = 47ip.
En soustrayant membre à membre, on trouve
Puisque les surfaces sont de révolution, on a plus simplement
ja L ; tu)? I I mn (70) | oo he
Oo o
“ les Rétantles rayons de courbure des méridiennes. Les surfaces équipotentielles varient entre deux répartitions limites qui correspondent
1° au cas d’une concentration de toute la masse au centre et, 2° au cas | d’une répartition homogène. On trouve, pour ces deux circonstances,
ONE
L’équation (56) fournit alors facilement les deux relations qui consütuent, elles aussi, un important théorème de Clairaut:
ae RENE à £e<- .
Rene à RAC An
40. L’équation de d’Alembert. — Reprenons la formule (55). Dans” le premier membre, e'w? doit être considéré comme nul en première approximation; à l'extérieur de l’astre, la densité est nulle aussi et la relation se réduit à
C’est une équation linéaire qui s'intègre facilement et donne, À et w étant deux constantes,
(55) se = O2A(Lt+ uit),
Nous allons voir que À est lié à la masse totale de la planète et w à ses moments d'inertie.
Soit S une surface de niveau extérieure à l’astre. Intégrons les deux membres de l'équation de Poisson pour le champ de la pesanteur à lintérieur de S puis faisons usage d’une identité de Green. On trouve, comme nous l’avons déjà vu, l'équation de Poincaré : |
(38) fe 18 RIM UV
où M est la masse totale et V le volume total intérieur à S. | Désignons par 0 le complément de la latitude d’un point de S où la pesanteur est 2 et par 2, la pesanteur au pôle de S. On a
(59) pi nn oy(1— € sin?0) ñ4 | F dm 1+z:sin?0 go ( :
di 4 | Fresnes dS = (t+ :sin?0 }? dË, ne)
dE étant l'élément de la sphère unité. Portons ces expressions dans la formule (58). Intégrons et remplaçons & par sa valeur (55). On trouve
AA it CE Ne re — — Lol S0 202) Luis es} |.
TU
Puis mettons en évidence la partie principale de la pesanteur P P
ce qui donne
gi=2:Mrutst+ LAC -— 21MX).
Le coefficient de t doit être nul, car g\ ne peut pas croître avec t; on
Lo Ps er À ET 7 7 om À 2iM”? CUS
Les deux relations déduites de (77)
4 4 « 80) : — AU + ut?) (81) = WC — ut)
Û donnent par addition
à « es
: 1 | ei : +.
4 Ce sont ‘a relations de Clairaut. En introduisant la pesanteur £'équa # sur l'équateur de S donnée par (79) el’ aplatissement lui-même, la der- 1 | nière (83) s'écrit sous la forme classique
EH
— $'pôle 5 w?4
_ Soient A le moment d'inertie de la masse par ROC à un diamètre ‘équatorial Ox et Cle moment d'inertie par rapport à l’axe polaire Oz.
Nous avons déjà montré au paragraphe 26 que la différence de ces deux moments satisfait à la relation
(83) Gri(C—A)= f (a 2) 08 +ou f(at— at) a.
Mettons en évidence une sphère de même pôle que S. Dans cette sphère, l'intégrale qui figure dans le dernier terme de la relation précédente, est nulle. Il ne subsiste qu’une intégrale étendue à la zone qui va de la . sphère précédente à la surface S ; mais cette zone est de l’ordre de «° et … le dernier terme de la formule (83) est de l’ordre de w'; nous pouvons le négliger. Il reste simplement
ee = fete) ds.
… En remplaçant £ par sa valeur (79) on trouve facilement
té fiM \ RD) Où CSA 35 u
me relation cherchée. au moment d’iné on trouve à l'équation de d'A
Cette relation intervient Le la théorie 1 précession des équ
nous la retrouverons sous une autre forme plus tard. LUS HSTE La
On voit avec quelle rapidité la formule de Bruns et la relation permettent de retrouver les résultats classiques de Clairaut et d
lembert.
41. Le desideratum formulé par Tisserand. — Quelques auteurs ont, —. depuis Laplace, développé l'inverse de la distance en série procédant _ suivant les polynomes de Legendre X.. Ce développement procède aussi
ü suivant les puissances des distances OP et OP' des deux points P et P’ à une origine O. Si r — PP'et si représentent l'angle POP’, on peut écrire d’une part
a: = = “ie Di ee } XA(COSY) pour OP'<OP
OP
et, d'autre part,
+20 2 ei Vi OS . OP - OP Se a (+) X,(CO0SY) péeur-OP:<"O0OP"
F Le premier développement diverge si OP' > OP, le second si D OP OP.
+ Cherchons à calculer le potentiel newtonien en un point intérieur à la matière qui constitue la planète. Le point potentiant P' devra balayer
| l’'astre tout entier, il sera à une distance OP’ de l’origine, tantôt plus …._ grande, tantôt plus petite que la distance OP. Il est donc impossible de | calculer ce potentiel en faisant usage d’un seul des développements précédents, comme nous l'avons déjà remarqué au paragraphe 14. Il faudrait nc les employer tous les deux, l’un pour la matière intérieure à la sphère de rayon OP, l’autre pour la matière extérieure. Cela conduirait à d’inextricables difficultés théoriques et pratiques.
Certes, on pourrait légitimer, dans certains cas, l'emploi du développement divergent. Poisson a fait d’intéressantes remarques à ce propos et la théorie des séries divergentes, développée au début de ce siècle spécialement par M. Borel, permettrait peut-être de maitriser une partie de la difficulté. Mais 1l est préférable de satisfaire au desideratum que
Tisserand formule à la page 315 du Tome II de son «Traité de Mécanique céleste». Cet auteur demande que ces difficultés de convergence soient rigoureusement élucidées. La méthode de ce Chapitre satisfait entièrement à ce vœu. Nous creuserons une cavité à l’intérieur de la masse fluide, en remplaçant la matière enlevée par une couche de niveau étalée sur la surface de la cavité. Le point potentié pourra être supposé à l’intérieur de cette dernière et même aussi près qu’on voudra de l’orieine placée au centre de l’astre.
42. Les données du problème. — Envisageons une masse fluide hétérogène. Supposons que les différentes particules du fluide s’attirent suivant la loi de Newton, nous n’excluons pas d’ailleurs l'attraction de corps extérieurs, mais nous supposons que le fluide ait atteint un état d'équilibre relatif et tourne tout d’une pièce autour d’un axe fixe Oz avec une vitesse angulaire constante ©. On sait que les équations de l’hydrodynamique impliquent la relation suivante :
où Ü est le potentiel newtonien, Q le potentiel de la force centrifuge et D le potentiel du champ de la pesanteur; ce dernier ne doit dépendre que de la densité p à l’intérieur de l’astre.
Je supposerai que les surfaces d’égale densité sont de connexion sphérique et se réduisent à un seul point, le centre de l’astre situé sur l'axe de rotation lorsque la densité tend vers son maximum. Jointe à la condition que la densité ne décroisse pas de la surface libre au centre de l’astre, l'équation (84) représente la condition nécessaire et suffisante pour que le fluide soit en état d'équilibre relatif.
Le potentiel de la force centrifuge est Q — (a? + 7?);1lest défini dans l’espace entier, ainsi que le potentiel newtonien U; l'équation (84) définit à son tour ® dans l’espace entier. Nous appellerons S, la surface libre et les surfaces S à ® constant, surfaces de niveau; elles coïncident à l’intérieur de la masse avec les surfaces d’égale densité. Les surfaces de niveau auront encore la connexion de la sphère à l'extérieur proche de la planète. La dérivée normale de ®, prise vers l’intérieur de S, fournit, On le sait, l'intensité g de la pesanteur.
Nous ferons, comme précédemment, suivre une formule des lettres 1, S, E pour exprimer que la relation est valable à l’intérieur I de S ou a l'extérieur E de S ou sur cette surface elle-même. |
La fonction Q est analytique dans tout l’espace. La fonction U l’est à l'extérieur de l’astre. Elle est régulière au sens fort à l’intérieur de la
Me,
masse s1 la densité, comme nous le supposons, est régulière au sens faible. La fonction ® est donc régulière au sens fort dans l’astre et analyuique à l'extérieur. Elle est régulière au sens faible partout. L’équation de Poisson et l'expression de Q donnent
où c est la constante de l'attraction universelle.
43. Usage d’une identité de Green. — Revenons pour un instant à l'analyse. Soit D (P") une fonction régulière au sens fort dans un volume V limité par une surface fermée régulière et sur cette surface elle-même. Soit s la distance du point P' à un point P. Supposons en plus la fonction ® constante sur S et soit d, sa valeur.
Sr le point Pestextérieur àS, la fonction . de P’est régulière dans V et sur S. L'identité de Green (5) donne
Fes
fa aV— faasiav+ fit ne — fo-7as in
Nous employons la notation de l'intégrale simple, l’élément devolume dV ou de surface dS indique qu'il s’agit d’intégrales triples ou
doubles.
: ts - I :
La seconde intégrale est nulle, puisque — est harmonique dans V, la
dernière intégrale est égale à D, que multiplie une intégrale de Gauss nulle. Il reste simplement
= AD 4V +fiT So E.
Sc le point P est intérieur à S, il faut entourer P d’une sphère & entièrement intérieure à V et appliquer l'identité de Green au volume V'
. . £ * L r # Lie D limité par S etc. Les fonctions ® et = étant régulières sur V'+S +5,
on trouvera
[il l'ad av— [wa SAN [2 a ee) — fo z2 (as + ds) = 0, I. ' 7° D a - ; dn
La seconde intégrale est encore nulle, la première intégrale étendue à s, tendra vers zéro avec le rayon de o, et la dernière intégrale étendue à o, tendra vers la valeur ®, que multiplie l'intégrale de Gauss étendue à «. La seconde intégrale étendue à S est égale à ®, que multiplie l'inté-
GIE EMPIRE 5 Le PER re # " CA ; J x Ù bac a: E La; CONS 4 IR See
grale de Gauss. D'autre part, lorsque le rayon de g tend vers zéro, 1 première intégrale tend vers la valeur qu’elle a pour V'= V. On
obtient à la limite,
[> AP dV +fiTas- Ar (DS Dep il
Si le point P est sur la surface S, on construira de nouveau la petite sphère ç. La deuxième intégrale double étendue à S donnera — 27, et l’intégrale en s est à étendre seulement à la demi-sphère o intérieure àS, ce qui donne 2 r®,. La relation, pour la surface S, est |
f: A dV . 9 27r( Ps — Pp) — 0, Se
Mais actuellement ®,— ®,, et cette discussion se résume par les relations
; ee | 0, Fa (85 f= AD Ve +fiT se 2 in an‘ | Ar(Ps — Pp), 5. L.
Les deux formules se raccordent naturellement sur la surface S.
Si AD subit, sur une surface régulière intérieure à S, la discontinuité de première espèce signalée au paragraphe précédent, l'identité de Green n'en subsiste pas moins, comme nous l’avons vu au paragraphe 4. Les relations précédentes subsistent également. Sur la surface extérieure de la planète, la densité subit en général une discontinuité, 1l en est de même de Ad; mais, comme nous venons de le voir, cela n'empêchera pas que l’on puisse prendre la surface de niveau S à l’extérieur de l’astre, pourvu qu'elle reste fermée.
4%. La transformation fondamentale. — Le potentiel ® de la pesanteur satisfait aux conditions requises pour l'application de l’identité de Green; les surfaces de niveau sont régulières, comme nous l’avons vu, sauf peut-être dans le plan de symétrie, et les relations (85) sont valables, que la surface S soit intérieure ou extérieure à l’astre, pourvu qu’elle soit toujours fermée.
Nous avions
(86) P—=U+Q, (87) AD = — 4710 + 2w?,
et le potentiel newtonien s'exprime ainsi :
(88) U=if ea.
irons la densité o de nr. (87) et portons-la dans (88). On trouve
Remplaçons la seconde intégrale par sa valeur extraite de (85)
De one = J: nn 27 AT [A dn | Pp — Ps, S, +:
Puis remplaçons is. par sa valeur extraite de (86). On trouvera
à vu)” I 1 d® Dr, E, S, (89) ei: a\ + frs eee
Faisons plus. Décomposons le volume total V en deux parties par une surface S de niveau. Soient C la cavité intérieure à S et Z la zone comprise entre S et la surface libre S,. Si S est extérieur à l’astre, la cavité est plus grande que l’astre et la zone Z, qui devient soustractve, est remplie d’une densité nulle. |
Le potentiel peut, en tout état de cause, être décomposé en deux par-
tes relatives à Get à Z :
U= if Sedt+if red.
Faisons subir à la première intégrale seule la transformation fondamentale exposée ci-dessus. On obtient
nee : »? Ps I O0 Des 0 U=if <edt+? sdt+ ie fit r° 27 r Er r dn Phi ee
et remplaçons U par sa valeur ®, — Q, à prendre au point potentié P :
SFA USE (QE L Pr 0 D ( Pr, -E,s, D |-edrs |-ace = | de
Cette relation nous procurera une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait équilibre relatif.
45. La condition nécessaire et suffisante. — Reprenons la relation P
sénérale précédente exprimée pour l’intérieur d’une surface de niveau,
elle-même intérieure à l’astre
| 0 LD (90) oi f Fedr+ frac f ds + Qr— Ps, I.
Il est bien entendu que p et D doivent être constantes sur S.
Jointe à la condition que la densité ne décroisse pas de la surface au centre, la relation (90) représente la condition nécessaire et sufjisante pour qu'il y ait équilibre relatif.
La condition est évidemment nécessaire, puisqu'elle est impliquée par les équations de l'équilibre, et par elles seules.
La condition est suffisante. En effet, en vertu de l’idenuté (85), on peut écrire
et la relation (90), satisfaite par une fonction régulière ®, donne | CCR ; SPARAT (91) () = f (ua) dé + érif = odL+zx(Qr—®Dp), C.
Considérons alors une nouvelle surface de niveau S', la cavité C’ et la zone Z/, correspondantes. On aura de même
| 1 4 AE À nes (92) o= f L(out—ab)aC'+ jai f Le dl'+ Ka(Qr— br), Ge = 5 )
Soustrayons membre à membre les deux équations précédentes, alors
o= f (au Ab — sie) dt", me
Z" étant la zone comprise entre S et S’, et C” la partie commune à Cet à C’. Le potentiel créé par la densité 2 w2— Ad — 4 zip est donc nul à l'intérieur de C” et cela, quelle que soit l'épaisseur de la zone Z”. A la limite, lorsque S'tend vers S, c’est un potentiel de simple couche nul à l'intérieur de C. La couche est en équilibre électrostatique, elle doit être nulle partout, puisque le potentiel est nul dans le conducteur (voir S9). On a donc, tout d’abord,
AP
dans l’astre entier et la relation (92) donne, en vertu de (93), oi f LedG+ if Le dl + Qv— dr dans toute la planète, enfin cette relation s'écrit P=Dr0.
C’est l'équation de l'équilibre relatif; la proposition est démontrée. Pour trouver les figures d'équilibre, il suffira donc de résoudre l'équation (90) au moyen d’une fonction ® régulière au sens fort et
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d’une foncüuon 9 régulière au sens faible et constantes sur les surfaces S. C'est une équation fonctionnelle d’un genre particulier.
46. La cavité et le desideratum de Tisserand. — L’artifice précédent revient à creuser une cavité variable GC à l’intérieur de l’astre et à remplacer la matière enlevée par une couche de niveau égale à la pesanteur 7 — . étalée sur la frontière de la cavité. L’équation à résoudre s'écrit
alors I il . ; I u)? ere :
(94) fisdS+ifear+ D f <dC + Qr— ds = 0, C.
RE 1 À
Le premier membre est une fonction analytique dans la cavité.
En effet, 1l en est ainsi des trois potentiels, les deux premiers ne sont créés que par de la matière extérieure à la cavité ou sur la frontière, le troisième est celui d’une masse homogène. [ls sont tous trois analytiques dans la cavité, il en est de même de Q». Quant à ®, c’est une constante pour une même cavité, elle est indépendante du point potentié. |
Fig. 3.
Le premier membre est entièrement défini par sou développement taylorien au voisinage d’un point de la cavité, du centre par exemple. Pour que l'équation (94) soit satisfaite, il faut et il suffit que cet élément de fonction analytique soit identiquement nul au voisinage du centre, qui est intérieur, on le sait, à toutes les cavités.
Cette remarque faite, divisons la cavité en une sphère s de même pôle que S et une marge C+. Le potentiel de la masse homogène se calcule directement pour la sphère et il ne subsistera que le potentiel dû à la marge CT, L'équation (04) devient
ÿ TE CHAPITRE IV.
r désignant le rayon vecteur du point potentié P, £ le rayon de set 6 le complément de la latitude géocentrique.
Soient, enfin, R le rayon vecteur du point potentiant P'ety l’angle des deux rayons. On peut écrire
I I g Nr (96) LS r> (à) X4(cosY).
Le point P pourra être placé aussi près que l’on voudra de l’origine, tandis que le point P' balaie C+, S et Z. Le rayon R sera, pour chaque surface S, supérieur à un nombre positif. On peut supposer que l’on a, relativement à chaque surface de niveau,
Le développement (96) convergera absolument et uniformément dans la région où l’on a besoin de recourir à lui, région qui se réduit au voisinage du centre de l’astre.
Le desideratum de Tisserand est ainsi satisfait.
La condition nécessaire et suffisante s’exprimera maintenant par l’annulation des coefficients de toutes les puissances de +7 après avoir remplacé l'inverse de la distance par son développement (06) dans l’équation (95). On obtient ainsi la suite des relations en nombre infini
» I ; " ! N a) DE 2 I x (97) fines +if apart [xp de Ps — uw? 6? S1g 0,
u)? Z ; = z A:(cosb) sl 00
[e) HT Ro NOR
Ce tableau exprime, lui aussi, lacondition nécessaire et suffisante d'équilibre.
4T. Équation de Poincaré et masse totale. — Reprenons l'équation de Poisson pour le champ de la pesanteur (85) et intégrons les deux membres dans le volume V occupé par l’astre. Appliquons au premier membre la deuxième identité de Green (4), et désignons par M la masse totale. On obtient, comme nous le savons, l'équation de Poincaré :
fe US = Ar IM 20,
En subdivisant de nouveau le volume en une cavité C et une zone Z
Eté À
I ne DE ca (99) = fur ++
nous trouverions, par le même procédé, l’équation suivante
à - o dS ; Lis y NE (98) 7 J € ds +i fe di + 2 facr= im? es
que nous appellerons « équation de Poincaré transformée »., Elle peut être incorporée au tableau (97). Elle figurerait en tête, car elle correspond à la valeur 49 — — 1 ,en convenant de poser X_, — 1. Elle fournira M, mais 1l convient de remarquer qu’elle ne figure pas dans la condition nécessaire et suffisante de l’équilibre relatif. Elle est cependant utile si la masse totale est supposée connue. Le tableau s'écrit maintenant
2) N D 10 i as ëM— > wi St. —=—1, _ Ps — w°? 12 Si gr=0,
+ X: (0050) Sid 2,
(0) LE ÉAT M ÉUe pAR PS DÉC
Le premier membre est le même que dans le tableau précédent (97).
48. Les éléments géométriques du problème. — Envisageons une surface de niveau S et soit, comme précédemment, { son rayon polaire; il servira de paramètre pour distinguer les surfaces les unes des autres. Le rayon vecteur À allant de l’origine O, centre de l’astre, à un point M de S, sera la première coordonnée polaire. L’angle du rayon avec l’axe de rotation, ou complément © de la latitude, sera la seconde coordonnée polaire, et la longitude sera la troisième. Sur la surface t: R —R(4,0, 4).
Appelons » l'angle de la normale extérieure N en M à S et du rayon
OM prolongé. Les coordonnées de M sont avec les mêmes abréviations
qu’au paragraphe 10 :
eve = Rss, SR Ch:
Les cosinus directeurs de OM sont :
Me=stet, M,=s05%, M.=ct.
Les paramètres directeurs de N sont :
ÉD _ DC æ) 20 D De de dou Dit
et l’on a, par une propriété connue du produit intérieur, M; N,+ My N,+ M, Ne
CV
(N2+ Nè+ N2)
On trouvera facilement la relation
| re 1 JRNE 1 dRA?
Ho) ee nc
Soit, maintenant, dn un élément de normale à la surface S en M compté positivement vers l'extérieur. Comme nous prendrons la pesanteur g positivement vers l’intérieur, 1l faut écrire 1e1
Or, D ne dépend que du paramètre t de la surface S et l’on a
Li db dt
Fur
Le segment de normale en M à S s'exprime au moyen de l'accroissement du rayon vecteur dû à une variation dt de t seul, donc à ÿ et L constants
an JR
Te CY.
d£ ot
L'élément de surface dS s'exprime au moyen de l'angle solide élémen-
taire dQ par la relation R2 dQ = cv dS.
L'élément de volume dZ s'exprime ainsi
AL = dS dan Fe dti Re d'do:
Dans le tableau fondamental (99) le cv n'intervient d’ailleurs que par l'inverse de son carré dans
db R?4Q EP ne
LES ce? \ dl
Enfin, pour simplifier, nous poserons
; ad D'— —— di TOR X: 1 1 OR \?
RECOUR R 08 s20\R où Dr
Une dérivée par rapport au paramètre { se marquera par l'accent (!)
même s'il s'agit d’une dérivée partielle. IT faudra se rappeler cette convention.
49. Transformation du système fondamental. — En tenant compte
des expressions du paragraphe précédent, le système (99) s'écrit, le rayon plaire de la surface libre étant pris pour unité de longueur,
Le fran PRdo +6 f p dt [X,R1-7R'd0 +2 fr af Ri-v dR 4 7 r
D) à M 3 w°4? Si g——I
D — w?r? Si 4 708 w° !
(ct) SION
L- 52 Lu V4 1 0 CS ENT ARR ES Cie PEN 6 de OR
La dernière intégrale du premier membre est à prendre de la sphère de rayon £ à la surface de niveau de paramètre 4. On peut la calculer
R I I R1=2-4R = R2—9 — — 1279 Fi Ve 0 Si g = 2 un logarithme népérien s'introduit | R . R1=9 dR = LR — Li: PE.
: | S19—=1,2,3,4,9,... le second termeest orthogonal à X,et disparaît; . sig——1ets1g—o le secondterme fait disparaître le terme en w? des
seconds membres des équations correspondantes. Cette simplification u s'impose. Nous convenons en outre de représenter par
. R2—9 : Pres l'expression | eo ST LR Sig = 2
En plus, on peut intervertir les intégrales en t et en Q, le tableau s'écrit alors
4° 1 D (oi) = | X amine gi [ bR1-9 AR + 20° a ne | do ©! rs
M Sig = —1
D SI q = O,
a ca) si g =, J a sig —=1, 3,4, 5,..
Maintenant, si Y, représente une fonction sphérique quelconque
he) CHAPITRE IV.
d'ordre n, on a, comme on sait (voir S 11) 0 SIVESE 90
I É de v\ Y EEE Lee ne: \ .
- J Xg(cosy) Y,(0, #°) da ARE b) GR Où
Pl À
ni 2q +1
Le tableau précédent (101) exprime donc la valeur des fonctions sphériques d'ordre g du développement du crochet. Cette remarque donne heu à une simplification. Nous représenterons par
ANT, 0, d) \a
la fonction sphérique d'ordre g du développement en 0 et 4 de À. Cette fonction de Laplace pourra, ainsi que À, dépendre du paramètre £. Dans le cas actuel, nous poserons en plus, pour simplifier
/ < : / s To (102 } Re = DHREIR EI Gai f p RIT R' di + 20? - RE PAR 5 et le tableau fondamental s'écrit M SJ =—1I, , D SLT 0, (103) R ta ñ me à 30° X(c0) situe) 0 SU ED M 0 es d0. Un changement de fonction inconnue. — On sait que la première équation, celle relative à g = — 1 n’est pas essentielle, elle détermine la
masse totale. Ce sont les relations relatives à 9 = 0, 1, 2, 3, ... qui représentent la condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait équilibre relatif. Parmi ces dernières, comme nous le verrons, celles qui correspondent à q—1,2,3,... déterminent la stratification; c’està-dire la forme des surfaces de niveau, tandis que l’équation relative à q = 0 détermine le potentiel ® par une équation différentielle du premier ordre. Il s’introduit alors une constante arbitraire. Cette constante peut être, si on le désire, déterminée à partir de la masse totale par l'équation relative à g = — 1. Nous supprimerons à l’avenir cette équation de rang — 1.
En plus, le théorème de M. Lichtenstein affirme l’existence d’un même plan équatorial de symétrie pour toutes les surfaces de niveau. Pour les corps de révolution, le développement de R ne peut contenir que les fonctions sphériques X2, (c0) d'ordre pair et il en est de même de laccolade du tableau précédent. Les équations relatives à une valeur impaire de 4 sont superflues si l’on tient compte & priort de la symétrie.
‘ . . . T Si la masse comporte trois plans de symétrie droite, 0 = 5 Y=o,
RE
tels seraient les ellipsoïdes homogènes, les équations relatives
LP sont encore satisfaites identiquement, ear il n’y a que
les fonctions sphériques fondamentales \
Rice) cp ÉD SO TS TR ONE 2 0000
qui puissent intervenir dans le développement de {R}.
Il est vraisemblable que l’on peutinversement, pour les stratifications à connexion sphérique, déduire l'existence du plan de symétrie des équations 9 — 1,9,5,7,....
Si l’on fait a rraction de toutes les équations de rang impair, on peut poser qg — 2pet le tabléau s'écrit comme suit :
(D SIDE O, (104) JR hp 0 Xo(c0), sip=i,
0 See de ALU
Lorsque l'indice p augmente. les exposants de R diminuent et sont q P aug ) Î L
négatifs dans {R}:,. Mais il est bien facile de remédier à ce défaut pra-
tique, 1l suflit de poser r — R7?. L'étude des figures ellipsoïdales montrera combien cette substitution est avantageuse. En posant
Lx (x) r or in nil Ts où
le système fondamental s'écrit
/ j | : ®, RER | + ru 5.
105) à D'ArP—1 71 — 9 ; P—? dr — 0»? FPT Mn NS en e0 (105) | 1 7 RL p7 / ne le 12" 5 X2(e0), à 0; pour les mêmes valeurs de p que ci-dessus, tableau (104). BL Cas particulier de la masse homogène et des ellipsoïdes. — Si la
masse est homogène, les surfaces d’égale densité disparaissent à l’intérieur du fluide, mais les surfaces d’égale pression subsistent et en sont la trace. Par stratification d’une masse homogène, il faut entendre la répartition des surfaces d’égale pression. Le système précédent s'écrit alors, débarrassé de l'intégrale en £,
(106) D'ArP—1r lo xio
pee .
: rit +(2rip — w?) ®, SD 0, == FLD X:(c0), SE Det:
0, SD Do Ut
Le système (103) se simplifierait également pour une masse hompbgéne. ; 1
L'indice 1 affecte toujours ce qui a trait à la surface libre. Ges équaons régissent les figures d'équilibre d’une masse homogène à connexion sphérique. |
Pour une stratification ellipsoïdale, on a, &, B, y étant des fonctions de
t seul, ax? + 6y2+yz2= 1.
En passant aux coordonnées polaires r, 9 el 4, on trouve
r=(a cd+$ s24)s20 + y c20,
h = (atc?d + f2s24)s20 + y2c20.
Pour p > 1, {r?P-t},, ne contient que des fonctions sphériques inférieures à 2p, comme nous l’avons vu au paragraphe 12. On a donc
i rP—i j2p= 0 BEST):
Pour avoir de même
il suffira que la stratification soit homothétique. Les équations relatives à p—2,38,4, ... sont alors identiquement satisfaites. Les équations relatives à p— 0 et p—1 donnent ensuite les formules classiques qui
lent le rapport des axes au quotient
: On retrouve ainsi par une noluoO
velle méthode la théorie des ellipsoïdes de Maclaurin et de Jacobi er
22. Remarques sur la stratification d’une masse hétérogène. — En dérivant les équations (105) par rapport à {, on trouve, pour p >1,un crochet ayant même sens qu'une accolade
D'ERrPr IT, PLhre tre + Ori vw)[ 28600,
puis en éliminant ®”, d'et 2710 — w°?, on obtient la nouvelle relation qui exprime une propriété de la stratification
Pan lon à.
Carpet OT hr ir, rer le le 0
ERA TO ea at"
et qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs supérieures à l’unité de p, p'. p'. C'est une condition nécessaire et purement géométrique. La surface libre a été supposée de connexion sphérique. La pesan-
(1) Voir P. ArPeLlr, Traité de Mécanique rationnelle, t. IV, Chap. III.
| LE PROCÉDÉ UNIFORME. 81 teur nly serait nulle en un point que si elle était nulle en tous les points de cette surface, ce qui n’est pas possible, car sur l’axe de rotation, la pesanteur n’est pas nulle, cela résulte de l'existence du plan de symétrie,
On a donc dd -<o, et comme ®’ est une fonction continue, on a encore d' 0 pour des valeurs de t allant de 1 à une valeur plus grande £*. La surface libre est donc entourée d’un nimbe dont l’épaisseur est différente de zéro partout, formée par les surfaces fermées et _réguhères à ® constant. Quand ces surfaces de niveau se rapprochent de la surface libre, le rayon R et sa dérivée R' restent continus, même au travers de la surface libre { — 1 ; c’est la dérivée seconde R” qui subirait une discontinuité. On ferait les mêmes remarques pour 7, r° d’une part, et» d'autre part. Cette discontinuité est due au fait que la densité fait en général un saut sur la surface libre. Dans le nimbe en question, la densité est nulle et le tableau (105) toujours applicable s'écrit :
D Si D = 0, D'Ahr'—1rP—1 e Ne
ar I 7 PT I — w? rl + ueX,(el) SEE 1; 3 PE 2p 3 0 D RE ol one
Les équations relatives à p = 2, 3, 4, ..., donnent
vu)?
PÉRRETFERL, = [rRETE,.
Maintenant, si l’on donne à p une seconde valeur p', on obtiendra une autre relation de même forme et par division
rPT Ai 71 bp
[ h [ RrPE At 7 lp f be 1) rech É
= Ge) [ rP'—1 Jp
Cette relation, d'ordre strictement géométrique, doit être satisfaite pour toutes les valeurs de p et de p' supérieures à l'unité. Des relations semblables existent avec le rayon R et l'indice 4.
PA LP LE
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D3. Le principe des approximations. — Dans leurs remarquables travaux sur les figures d'équilibre d'une masse fluide hétérogène, Clairaut, Laplace, Poincaré, ont négligé systématiquement les termes d’un ordre supérieur au carré de la vitesse angulaire. Ce procédé, tout à fait légitime pour des rotations lentes comme celle du Soleil, n’est déjà plus suffisant pour le cas de la Terre où l'influence des termes d’ordre 4 commence à se faire sentir, et c’est jusqu'à l’ordre 6 qu'il conviendrait de poursuivre les approximations dans le cas de Jupiter et de Saturne, si l’on voulait comparer avec précision les chiffres relatifs à la forme et à la rotation de ces astres, et expliquer en plus les anomalies du mouvement des satellites.
J’appellerai « première approximation » celle où l’on tuent compte des termes de l’ordre de w? et où l’on néglige les termes d'ordre supérieur. La deuxième approximation consistera à tenir compte des termes en w? et w' mais à négliger les termes d’ordre supérieur, etc. ; w étant, comme toujours, la vitesse angulaire.
Le système fondamental (103) s'écrit, y compris l’équation de Poin-
caré, M Si g=—1I.
| D Sig = 0, (107) RÉ NN eue :
3 0? X(cÙ) SL A, + SET AS SAS à
Mettons en évidence, dans l’expression du rayon vecteur, le rayon { de la sphère de même pôle que la surface de niveau à
La fonction e de 4, 8 et d s'appellera la déformation à partr de la sphère {. La quantité te représente l’excès du rayon vecteur sur le rayon de la sphère. La déformation sera toujours nulle sur l’axe polaire.
Développons e formellement en série de puissance de w?
(109) e=uwell+uwtetl+wies)+,..+orem+,...
IH n'ya pas lieu d'introduire un terme en w° car pour 6 = 0 la stratification est sphérique en vertu du théorème de M. Lichtenstein. Le potentiel de la pesanteur se développera d’une manière analogue
(110) D = Po) + Di) + ptD2+.. +ownbirie....
Quant à la fonction (1), elle sera considérée comme donnée, les inconnues étant e({, 9, 4) et D(t). Si maintenant l’on substitue les développements (109) et (110) aux fonctions e et ® dans le système (105), on obtiendra une expression formelle que l’on pourra ordonner suivant les puissances de w? et relauvement à toute valeur de g. Ces équations revétiront la forme symbolique
QU ME E PER RE
Les fonctions F ne dépendent plus de w. Il est à remarquer que F” ne peut contenir que ®(° et p(t); F} ne peut contenir que ®'0, dt), M D)(t); Fe ne peut contenir que D(0), Di), Di?) eût), el) et p (1), etc. Par équation à °" près, nous entendons les relations
(112) dE + GED +... + w2-2FU- DE 0,
dans lesquelles sont négligés les termes en w?* ainsi que ceux d'ordre supérieur. Revenons à l'expression symbolique (111). Nous considérerons « comme une nouvelle variable et la relation (111) devra avoir lieu quelles que soient «, €, 0, 4. Ceci nous oblige à annuler toutes les foncüons F/°. L'approximation d'ordre zéro consiste à poser F} — 0. Ces relations établiront simplement les formules connues pour des couches sphériques concentriques et le potentiel ®:° qu’elles créent; potentiel qui se confond, dans ce cas, avec celui de Newton.
L’approximation d’ordre 1 consistera à écrire F — 0. Ces équations lieront les fonctions el! et D) aux fonctions (0 et p(t). Elles indiqueront la déformation de l’ordre w? et l’altération 1 du champ de la pesanteur, qui proviennent toutes deux du fait que l’astre est supposé tourner lentement. Le système F}' — o résume, comme on le verra, la
théorie classique.
L'approximation d’ordre 2 consistera à écrire F7 — 0. Ces relations lieront les fonctions e°? et D? aux fonctions ett?, D11), Do et (1) obtenues par les approximations précédentes, elles indiqueront la correction
84 CHAPITRE V. | à faire subir à la première approximation, correction de l'ordre de w‘; etc.
Après la première approximation, la déformation e et le potentiel D
s'écriront e = w?eli) et D — D(0) + w2 PU) + wi pl),
Après la seconde approximation, ces fonctions s’écriront
e = w? el) + wt el?) et D — (0) + 62 PU) À wi pl.
34. Remarques. — Les approximations successives constituent un procédé itératif ou plus exactement récurrent, dans ce sens que les fonctions el”) et D? seront déterminées par les fonctions de rang moins élevé el), el2),,..., ef) et bo): pb), . 7, DAT!) obtenues précédeme, ment. Les approximations d'ordre 0, 1, 2, ne fourniront que des surfaces de révolution et il en sera de même des suivantes. Mais cela ne veut pas dire que la résolution simultanée des équations (111) ou même des équations (112) ne fournissent également que des surfaces de révolution. Car le procédé récurrent employé revient à considérer tout d'abord la vitesse angulaire comme nulle, puis à animer la masse d’une petite rotation, telle que les termes en w? puissent être seuls pris en considération, puis une rotation un peu plus forte qui mette en jeu les termes en w', etc. Le principe de raison suffisante vient confirmer cette proposition, en effet, dans cet astre qui est supposé. partir du repos absolu et de l’état sphérique et qui s’anime d’une rotation croissante, il n'y a aucune raison pour qu'une dissymétrie se manifeste à une longitude plutôt qu'à une autre. Cette remarque devait être faite, et les figures d'équilibre que nous trouverons répondent d'avantage à un astre primitivement assez étendu (nébuleuse), qui s’est concentré petit à petit, en tournant de plus en plus vite pour que le moment cinétique reste constant, qu’à une planète dont la rotation aurait diminué au cours des siècles à cause d’un freinage comme celui que les marées exercent.
Nous dirons par exemple qu’en première et seconde approximation, les figures sont de révolution. Mais cela n'exclut pas absolument que la Terre ait une forme légèrement polyédrale; cela montre simplement que si cette forme, d'ailleurs invraisemblable, existe réellement, c’est que la Terre a diminué de vitesse angulaire sous l'influence d'astres perturbateurs comme la Lune et le Soleil. |
L'étude de la stratification au voisinage de l’ensemble de densité maximum est fort délicate si l’on se refuse à admettre quelques hypothèses supplémentaires sur la répartition des densités.
LES: APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. 85 Dans son livre sur les figures d'équilibre, Poincaré rejette & priori
que la déformation des couches puisse devenir infinie. Cette hypothèse est nécessaire si l’on veut que la méthode des approximations s'applique, car si la déformation et devenait infinie au voisinage du centre, le
… terme w?el!) ne pourrait être envisagé comme de l’ordre de w?. Nous rejetons également «a priori qu’un de coefficients e(*) puisse devenir
infini au voisinage du centre.
S'il s'agit d’une recherche des figures stables, cette hypothèse est encore plus légitime, car la forme générale de lastre ne peut pas dépendre de la manière dont se comportent les densités dans un volume plus petit qu’une tête d’ épingle placée au centre de l’astre.
Pour les figures instables, il est bon de remarquer que l’on exclut ainsi le cas où la stratification tendrait en forme vers un segment de droite, ou encore un cercle, quand on se rapproche du centre.
99. L’approximation d’ordre 7. — Dans le tableau (105) remplaçons R par {(1+e) et développons e et ® en série procédant suivant les puissances de w? comme nous l’indiquions au paragraphe 53. La fonction et) apparaît pour la première fois à l’approximation d'ordre »
où elle figure linéairement. Nous poserons
CE
| as) je)=du-r(ge +1) + Ti l o d(et?—1),
Le système fondamental s'écrit alors, 1l n’y a pas de grande difficulté le vérifier, sous la forme suivante pour n > 2 :
ddr {= SI 4 = —]I di 1 À : (114) Len ig=— {Ras fe , ab" p a a SI q 0) dt :
Q AG Et a à (FR
Dans l’accolade en R du second membre, l'indice inférieur 7 —1 … rappelle qu'il faut remplacer R par sa valeur après la (n — 1)°"° approxiÿ mation é Ru tli+ oo elER se; Rouet)
… et l'indice supérieur 272 indique qu’il ne faut considérer dans cette | accolade que le coefficient de w°?”.
La fonction el” peut être développée en une série de fonctions sphériques, mais seule la fonction sphérique d'indice 4 interviendra dans
l’accolade du premier membre; il faut poser
ERP ex tel) =) ep XP (cb )cpy 5e el, XP) (C0) spŸ: DE DEA Le tableau doit être satisfait quelles que soient les valeurs de Ü et 4. On peut donc procéder à une identification suivant chaque fonction sphérique fondamentale. Le système s'écrit, toujours pour n > 2,
, dr :
S] Ca EAN | 0 di q ? P ) = MAS Ne au T \an dr | (15) legpi=— {Ras ip té Dr+s 7 Si 7 —=0, pP—0, 0 pour toutes les autres
combinaisons.
Les équations sont les mêmes avec — p.
L’accolade en R d'indice q, p indique qu’il faut prendre le coefficient de la fonction sphérique 4, p dans le coefficient de w?*. EVE Il importerait de démontrer que les fonctions e{” sont dominées par
des nombres w:°" à partir d’un certain rang
(116) el) } Lu?
pour prouver la convergence des approximations successives. Si, en effet, la relation (116) pouvait être établie, la série
e= w'ell+uwrell+,,,.+w2relnt)+,,,
serait convergente pour 0 ds w << w.4. Je n'ai pas recherché cette démonstralion.
Les tableaux (114) et (115) ont l’avantage d’expliciter le procédé récurrent dont il était question au paragraphe 54.
00. Un raisonnement par récurrence. — Désirant réunir en tête de ce Chapitre ce qui concerne l’approximation d'ordre quelconque, j'invoquerai un résultat qui ne sera démontré qu'au paragraphe 59; c’est d’ailleurs un théorème de Laplace. En première approximation, la
déformation est ei) — ef (4) Xo + es)(t) X> 2(C0);
elle ne dépend que de t et de 8 et n'introduit que les polynomes X, ét Xs:
Voici ensuite quatre remarques ;
1° La déformation el?) se calcule à partir de et), Les seconds membres
| Æ Hi des équations seront indépendants de la longitude Ÿ et par conséquent tous les termes du premier membre avec p < 0 correspondront à des | - seconds membres nuls.
2° La fonction
Ce
est un polynome d'ordre g en c?8 et par conséquent 1l s'exprime à son tour par une somme de polynomes de Legendre d'ordre pair X,, ay
3° Les seconds membres de (11) ne contiendront que des termes pars en cÿ convertibles à leur tour en polynomes d’ordre pair X,,
. X,(c0), .... Dans le tableau (115), les seconds membres seront donc nuls pour toutes les valeurs impaires de g.
4° On sait qu'un produit de polynomes de Legendre d'ordre gi, > :.., In est un polynomé d'ordre gi; + g>—+...—+qn en cô qui sexprime à son tour par une somme de polynomes de Legendre jusqu'à Pordre qi + g2—+...+ qn au plus. Ceci étant, supposons que les fonctons et), e(2), ..., et—1 soient respectivement des sommes de polynomes de Legendre d'ordre 2, 4, ..., 27 — 2 au plus. _ Je dis que e(” sera une somme de polynomes d’ordre 27 au plus. En effet, reportons-nous au tableau (115) du paragraphe précédent. Dans le second membre, R doit être remplacé par
R=t{i1i+uwteltl+...+uw?1-2e(2-1)]
et dans l’accolade en R, il ne faudra retenir que le coefficient de w?*. k Dans les différents termes qui le constituent, les fonctions elt),el2),.,., …_ el71) ne peuvent figurer que multipliées par les puissances de ? cor-
respondantes,; la somme des indices de ces fonctions dans un produit
ù ne pourra dépasser 27.
; 0X4 1 gÙ Mu reront dans l’accolade en R par l'intermédiaire de H, paragraphe 49. …. Alors, en vertu de la remarque 4°, les seconds membres de e") ne
Et cela est vrai, même si l’on tient compte des termes en qui figu-
contiendront aucune fonction sphérique d'ordre supérieur à 27.
En résumé, les seconds membres du tableau (115) seront nuls si l'une M dés circonstances suivantes se produit p =< 0; q impair à party —=—1 et kb q Ds 2 nr.
. Les équations revêtent alors la forme
Nous ferons voir au pur suivant que ces équations n’admettent pas d’autres solutions que er Fer:
Dès lors, tous les coeflicients e, ON A DE—0,7 — De es ot La déformation e!* s'écrit
seront nuls identiquement, sauf si
ces ee Xo + es X, +. + en XS A, et la déformation totale est, après la n°"° approximation,
ie. ur es ?X,] +wi[e?+erX,+eR)xX,]
+ot[elt+ es X, +.,.,+ en sn |.
Laplace et Poincaré ont établi que la déformation est en première approximation e=w?[ef" +esl x].
En plus, Legendre ea indiqué pour la seconde approximation la forme
générale e = fo Xo re jo X, + ur X, Ë
L'analyse précédente permet de conclure :
La déformation, après la n°" approximation, procède suivant les polynomes de Legendre X,5(c0), X:(cô), X,(c0) jusqu'à Xsn(c0).
Nous avons démontré en même temps que les surfaces sont de révolution et présentent le plan de symétrie 9 — = Ce dernier résultat pou-
vait être d’ailleurs prévu par le théorème de M. Lichtenstein.
57. L’équation homogène. — L'équation | e/ , | — 0 s'écrit en supprimant les indices :
Posi—g(ge +te') +1 si f pd(el?74) —0.
La dérivée ®, n’est autre que la pesanteur changée de signe, créée par des sphères concentriques. Soit D(+t) la densité moyenne de u matière intérieure à la sphère de rayon {. On a (voir $ 58)
LS
L'équation en e s'écrit sous la forme suivante :
(119) SDE-u (ge + te') = 12 pti=9[(2 — q)e +te lat.
Wa
Montrons qu'elle n’admet pas d’autre solution bornée au voisinage de l’origine que e=0, si g—1, 2, 3, 4, .... Différentions la relation (115), on trouve facilement
“ (118) (3+ g)(2— g)De+t(2D'e+6ve +tDe")—o.
ÉD + PRES
Lu € VIE = U > ï a € f
En posant n —t= l’éq iation (119) s'écrit d'autre part
4 de
D (119) 2 Dés e(q + n) — f pii-qe(n — g+2)dt.
‘ 4 pe
M On sait qu'on peut faire t > 1 et que p est nul de 1 à #, dans ce cas. A l'extérieur de l’astre la relation se réduit donc à
ef(g+n)=0:
1° Sie —=o, on a e/=0 à l'extérieur et sur la surface libre 4 — 1,
mais alors l'équation différentielle (x 18) n’admet pas d'autre solution à - l'intérieur { < r que e = 0 qui réponde à ces conditions de Cauchy aux limites.
…. Rappelons que c’est la dérivée seconde seule qui subit une disconti-
… nuité au travers de la surface libre.
2° Sig+n—=o, alors posons n=—9+n* et l’on a n*— 0 pour 5 — 1. Dans ce cas e n’est pas nul pour {—1. L’équation (119) s'écrit ;
5 D 42-49 Fees pii-Je(nt+2—2q)dl.
Si g —1 l'équation n’admet pas d’autre solution que n*=0, en effet,
si n° s’annule pour é — 1 comme ({ — 1)” dans le second membre, elle
S’annulerait comme ({ —1}”"*! dans le premier, ce qui est absurde.
k …_ Sig >1, la parenthèse du second membre est négative pour £ voisin
de 1: ; 1l en sera de même de n° puisque D est positif et cela quel que —coit le signe de e qui figure en facteur dans les deux membres. La fonction n restant négative lorsque { diminue, la parenthèse restera néga- “ tive et cela jusqu’à & — 0. On aurait donc
€ ES Oo; nñ £— q; = £— — d’où l’on déduit
quand on se rapproche du centre de l’astre.
[1 ne reste que la possibilité 1° qui implique e = 0.
58. L’approximation d'ordre zéro. — Identifions les termes indépendants de w dans le système (115). Il ne subsiste que deux équations, celles relatives à g = —1 et g — 0. Ge sont :
db, At CE BE = iMért f. pt dt,
{œ(0) Le Po + 4° = rio) pt dl.
du
La déformation est nulle et la pesanteur s'écrit
VE do) OT SEL £ (120) gl = — TE ArUT? pi? dt.
Si D est la densité moyenne des sphères intérieures à la sphère #,
On a vs
(121) D | pt? dt.
En rapprochant (120) et (121), on trouve les expressions que nous uti= liserons plus tard :
(122) UE 3 *üD,
Lo) o = D + -iD°.
59. L’approximation d’ordre un. — L'identification des termes en w? donne le système suivant qui domine la théorie classique :
/ Der , dû) ; | A NU LAS Si g —=—1etp=0, | DU dl) / (124) ele — © + + À TE ORNE D ED
SÈ g 2 et p— 0;
pour tous les autres coefficients el}.
La dernière ligne exprime le théorème de Laplace, l’avant-dernière« n’est autre que l'équation fondamentale de Clatraut, enfin les deux» premières qui ne seront reprises que plus tard, fournissent une équation de d’ Alembert . E
La déformation s'écrit donc, puisque les e,}, sont nuls pour p £o et DOUL 9-0 eos
en = ehh+el)X,(cb).
‘ve à e
. La déformation s'écrit 1 (5) el a(t}s20.
… On vérifie aisément par la géométrie élémentaire qu'il n’y a que des ‘1e de pie qui répondent à cette déformation.
En pr emière approximation, la stratification est composée a ’ellipsoides de révolution. C'est le théorème de Laplace.
- L’équation relative à g — 2 donne en & M (126) Fa DIGG sf o a dt.
- Cette relation dérivée par rapport à & fournit l'équation de Clairaut liant les variations de l’aplatissement à la densité :
DGr27) 2D'a + 604 +1Da"— 0.
RS: l’on remplace p par sa valeur (122), on retrouve l'équation en D du paragraphe 38. La discussion de l'équation (126) sera entreprise au Chapitre suivant.
non d'ordre deux. — L'identification des termes en
w! du tableau (115) donne
= Grérefgenre] etre, + SE 174 Gg,p (el Dani f pl Hg,p(el)) de p 20° sig —=—I ou di Dh sig —06 et p—0,
(Je pour toutes les autres combinaisons g, p.
Les fonctions G et IL sont quadratiques en e à I 7 Jde de \? de \ ? 1 f/de\? ; G(e)= satg+ne+(gænet + (rt) + (5) + (5) ; I de H(e) = SCT DT RE RTE
Par G,,» et H,» nous entendons évidemment le coefficient de la foncuon sphérique q, p dans le développement de ces expressions. A part les termes en D) sous l’accolade, les premiers membres sont calculables à partir de la première approximation. On les calculera sans difficulté théorique à partir de l’expression elf)= as20. On trouve ainsi :
do de es de te F2 ES ot1—q|(9 — 2 és | (129) Fr u (gr) Se ol de ge + 1% | dt
> db) do RU : db) dei die a + ta en a? + ta} |+-05a—t?
2 re É ? ‘dr le fer 3 dt Q il + Sém f pd(a?t3) pour. g.=—1et ee); ane eo La’ : l ei [a+ ata + (ta }| à + = — — 2 + a 2’)?
Re à F5 dt , 12 ral d!?) / RP, LT — (2?) 3 dt : j + set op d(a?t?) pour 9 = 0 et eee 5 1 : 2 ee. 8 ee dote pas ta) + À re — [5a? + Gata+o(ea}] = Ÿa 8 1 ie ed(a?) POUrT 7 mel eee < 8 do, à : :
à — get de [6a?+ sata + (ta }] 12 > y—9 > . (ay T 3347 paf d?172) pOUT gr 4er mers ;
à o pour tous les autres coefficients et les valeurs g = 1, 2, 5,
correspondantes.
La dernière ligne montre que la déformation e( ne procède que suis vant les polynomes X,, X,, X,, comme nous l’avions prévu par la théorie générale du début de ce Chapitre :
e= ep X;+eX,.(c0)+e 2 X;(c8).
Les surfaces de niveau sont encore de révolution, mais ce ne sont plus
des ellipsoïdes.
be ti, obé :
me
La
nan d'ordre 3. Fe
61. Le système fondamental et sa résolution à l’extérieur de l’astre. — Afin que ce Chapitre puisse être lu indépendamment des précédents, je rappellerai la signification des notations :
t sera Le rayon polaire d’une couche de densité p(t):
w est la vitesse angulaire;
w?a sera la déformation de cette couche, différence du rayon équatorial et du rayon polaire rapportée à ce dermier; elle se confond avec l'aplatissement au sens ordinaire en première approximation;
D(t) la densité moyenne de la matière intérieure à la couche t;
i le coefficient de l'attraction universelle:
9 le complément de la latitude géocentrique;
D! la correction à faire subir au potentiel de la pesanteur dû au fait que les couches ne sont pas sphériques.
Enfin, l'indice inférieur 1 affectera ce qui a trait à la surface libret—=1 et l'accent (‘) indiquera une dérivation par rapport à #.
La déformation différence d’un rayon quelconque et du rayon polaire rapportée à ce dernier s'écrit, comme on sait,
(130) e = uw? a sin?0
et le système fondamental se réduit à
/ L (131) — $riDe-A(qa + tal) + ini f o d(at?—4) 13 = #2 D) H Lier + P si q 1 3 3 3 do tr ph EE) SU, 2 2 2 5 à nt - rs) 3) nr ve
Les équations relatives aux valeurs 4 —1, 3, 4, 5, ... exprimaient pré-
cisément que la déformation e devait être de la forme (130), il n’est pas nécessaire de les retenir ici, l'équation (130) les résume. À l’extérieur du corps € > 1 la densité est nulle et le système (131) s'intègre facilement. L’équation relative à g — 2 s'écrit
RAS LE ES
mais la densité moyenne à l'extérieur est égale à la masse totale M
divisée par le volume #7t° de la sphère de rayon £. On trouve ainsi }
(132) 2a + ta = 5Xxt avec (133 Re, : ) 21M
L’équation (132) s'intègre immédiatement et donne
(134) GE AU UT), (155) ta = À(50—oultT?), u étant une constante. Ensuite, l'équation relative à 49 — —1 donne
PU = uit,
à l'extérieur de l’astre. Or la pesanteur s'écrit sur l'axe polaire
g = iME2—u2DU)= M2 w2utt,
tandis que la déformation prend la forme
e = GA(E + ut?) sin?0.
Ces deux dernières relations ne sont valables qu’à l'extérieur de l’astre.
: 62. L’équation de Clairaut et ses transformées. — L'équation relative à g = 2 du tableau (131) peut s’écrire K137) D2a+ta)= — +3 e da, OTL à dérivée par rapport à {, elle donne l’équation de Clairaut, liant les variations de l’aplatissement aux variations de la densité :
_ (138) + 2D'a#6pa EtD4—=0.
Faisons la substitution classique pour une équation de ce genre
MERE
_Radau a (139) Line nm (ra ee a re
Poincaré a fait une étude approfondie des A cette sh dans ses Figures d' ÉTMErE (P- Lors
Clairaut. Pour onu posons C — —— 8x£
nf A
5De + (Da) deb a a de.
Dérivons par rapport à it
6(Da)+t(Da) =3as
les deux membres sont nuls pour t = 0 et l’on trouve, en
(Day= ses ff aû de x “/0 è
C' est l'équation cherchée.
Remarque. — La fonction G s'écrit encore
er) <
GS
G tend vers zéro quand on se rapproche He centre © car vers 0. 6
À l'extérieur du corps p—0, G——3, Si la masse est homogène p—=D—const., à l'intérieur, elG— 0. Dans ce dernier cas, la formule (140) montre que a’ est nul, puisque do est identiquement nul et D constant. L’aplatissement pour une masse homogène est constant et les couches d’égale pression sont homothétiques.
63. Discussion des variations de l’aplatissement. — Je m’'exprimerai comme si l’axe polaire était décrit de l’infini au centre du corps, done, dans le sens des { décroissants. C’est plus commode. Quand je dirai qu'une fonction croît, il faut entendre quelle augmente quand t diminue.
Reprenons alors l’équation de Radau valable partout, à l'extérieur comme à l’intérieur :
tn=—n(n+5)—2G(1+n).
Les relations o = — G<3 impliquent les propositions suivantes :
Si n < — 5, alors n 0; n croîtrait;
Si — 2 <n <o, alors n' > 0; n décroîtrait.
En conséquence, si n est sur l'intervalle &, : — © <n<—o, n se rapproche de l'intervalle 29 : — 5 << n<<— 2 et le point n resterait sur £2 s'il s’y trouvait déjà ou s'il y parvenait. L'intervalle #, est attractif, peut-on dire, sur l'intervalle z,. Il en résulte que si n était négatif pour une valeur € de t, on aurait
NA L— A pour 0 <<,
2 de : ; ; a x étant une constante positive. La signification de n : n— t— montre
que l’on aurait aussi
a A Loi a (TA a FN DES PA d'ou pure ee à
et 4 augmenterait en valeur absolue au delà de toute limite quand £ tend vers zéro. L’aplatissement deviendrait infini au voisinage du centre, ce qui est exclu. On a donc
n 20 pour 0 LÉ <L+ 0.
A l'extérieur de l’astre, les fonctions «& et {a sont données par les for-
mules (134) et (135)
a=XA(BHUT?), La = A(SE—autr?),
Pour { — + , «a et ta’ sont positives, elles ne peuvent changer de signe
en même temps; leur rapport n'étant pas négauf, elles devraient cependant changer de signe en même temps; elles ne changent donc pas de signe de { = 0 à t — 1. Sur la surface libre, on a encore
ai20, da, 20,
A l’intérieur du corps également a et (a! devraient changer de signe en même temps; mais cela est impossible en vertu de la relation (13)
TT rs Ë 15 :
(141) Da) +3 f o & dt, \ OL
car, la première fois que & et a’ s’annuleraient, le premier membre serait nul et le second positif.
En résumé : on a, quelle que soit la valeur de £,
Les couches sont aplaties ou peut-être sphériques (repos) et l’aplatissement ne croît jamais de l'infini au centre de l’astre. C’est un théorème de Clairaut. Enfin, les relations « 2 o et do 2 o donnent, en vertu de la formule (140), le résultat classique (Da)'<o. Le produit Da ne décroit Jamais de la surface au centre. On en déduit
ce qui revient à dire que n ne surpasse pas — G. En définiuve, on a, pour toute valeur de #,
(142) 0£n<—GSS3.
A l'extérieur de l’astre, on peut écrire
345—9ou ; (143) À =) 9 S5+u d’où D) - D À:
(144) D eh, 2 + Mi
et l’on déduit de (142) les inégalités suivantes pour w : (145) 7 ITR ET R
La première limite est atteinte si la masse est tout entière au centre, la seconde si le fluide est homogène. Enfin, la formule (141) permet
…._ d'écrire au centre de l’astre 1) I
É DEN RE DRE (146) a(o)2 S xt D(o)
C’est une limite inférieure de Paplatissement et cette limite est atteinte pour la masse homogène.
64. Variation de la pesanteur avec la latitude et avec l'altitude. — Soient comme précédemment 2, la pesanteur au pôle de la surface t et g la pesanteur en un point quelconque M de la même surface de niveau. Si dn représente l'élément de normale en M à la surface € arrêté à la surface { + dt,ona
à dt * dn dR di % QE ee OP — — = — e .
o ol Un dt dt dt
Un calcul simple donne ensuite, pour une surface { quelconque et à la
latitude = —6,
(147) g = £8Pp(1—/6sm?0) h avec D (148) F = w2£œ + ta").
— À l'extérieur de l’astre, les formules (134) et (135) permettent d'écrire D no) B = WA ut).
Enfin, calculons la déviation de la verticale le long d’une normale à une
surface d’égale densité. Cette déviation dY est, pour un déplacement d1, donnée comme suit, la figure (2), page 53 permet de l’apercevoir :
À dn £p < : À — = 4 5 7 1 ddn dt dt Ci er ee: £ : [4 A PEL == F3SS ° 10 Re eo de D où.
à —_ et l’on trouve, tout calcul fait :
ESS ACIDE (PRES = 3 sin20.
Les formules (145) et (151) sont encore de Clairaut.
65. La différence des moments d'inertie. — Soient S, la surface libre du corps puis À et C les moments d'inertie par rapport à un diamètre équatorial Ox et par rapport à l'axe polaire Oz. Une formule (45) du paragraphe 26 donne, en négligeant le dernier terme qui est d'ordre
quatre, CE g(x?— 3?) dS:.
A TL ; Le calcul du second membre à parur des expressions (147) et (149) s'effectue sans grande difficulté et donne
tu)?
(152) CSA EST 1 | / 31 La constante w est donc proportionnelle à la différence des moments d'inertie.
Il est clair que l’on peut calculer directement ces moments eux-mêmes
C = feta+y) LYS Aie fe (y2+ 32) dV,
la répartition des densités étant supposée connue, on trouve : os CG 8x F.
ñ 8 T à : 5 4 pt des x f e d(atÿ),
4 convient à C et 3 à A. Ces expressions, valables en première approximation, ont déjà été données par Clairaut. La différence donne
ô T (154) C— A — of. p d(atÿ).
Elle est de l’ordre de w? bien entendu et, comme C — A ne dépend, on le sait ($ 26), que de la surface libre S,, de w, et de la masse totale M, l'intégrale précédente ne dépend, elle aussi, que de ces éléments. On peut écrire
fe d(ats) = F|Si, », MI.
C'est un invariant intégral pour toutes les répartitions des densités qui laissent inaltérés les éléments stokiens : S,, w, M.
66. L’artifice de Radau. — Dans les expressions de la déformation et des variations de la pesantéur, la constante w est toujours multiphiée par &?. Il suffira de connaître w à w? près pour connaître e et g à w' près, donc en première approximation.
Rappelons la relation
HD
di
PRE GT ENT MT US PRIE à
LES RÉSULTATS CLASSIQUES. 101 et posons C—A=CY,
J est une valeur qui sera fournie, entre autres, par les mesures précessionnelles. La constante est comme CG — A de l’ordre de w?. Nous poserons en conséquence Ÿ — w° Ÿ'. La constante w s'écrit alors
(155) Hit;
Il suffira d'avoir C à ©? près pour connaître w à w? près, el c'est ce que l’on cherche. Mais la formule (153) se réduit, dans ces circonstances, à
AE | Ce = | pi dé, Ne)
Cette constante GC n'est pas stokienne et dépend de la manière dont les densités se répartissent à l’intérieur de l’astre. Mais Radau, par un artifice fort habile, a montré que l'intégrale
(137) f pti dt Q
est cependant quasi stokienne; c’est-à-dire qu’elle peut être calculée avec une faible erreur, sans faire intervenir la répartition des densités à l’intérieur de la Terre. En effet, remplaçons p par sa valeur en D
I ' ®) et intégrons le second terme par partie, on trouve
(158) à, biidi = ED L Di" dt.
Or, l'équation de Clairaut-Radau (139) s'écrit, on le vérifie directement,
SCIRS)
ni" I+ - — —
è TS re M + 262 10 (159) (Dé VT+n) =5D# Y(n) avec L(n) = —— :.
Vin
En intégrant les deux membres de (159) entre { —0o et (—=1 puis en appliquant au second la formule de la moyenne, on trouve
(160) Dir eme yCnt) f° Dé dt, à 0
n* étant une valeur convenable de ñ qui correspond à une valeur (*Ÿ
comprise entre zéro et un. Les formules (158) et (160) donnent ensuite
Qt] ©
I PORTES BCnt) Vi mi) :
L et di = Di (1—
La valeur n, est liée à la constante w par la relation (143)
167 = ———"* (161) di I+u
La fonction L() varie très peu lorsque n varie de zéro aux valeurs 7; qui répondent aux figures planétaires peu aplaties. En passant de n, à
u on trouve donc 1 5 LACET TA I DL — (162) + étldl= In 1/2 }:
à 3 : JU Sum
et les expresssions (155), (196), (162) donnent, en définitive :
ST u
(163) Se -LDie AD aveu, AU) Cie
4—-u À pont À 2
tee J
Pour la Terre, la quantité Y sera égale à lunité à moins d’un millième près. La formule (162) montre bien que l'intégrale (157) est, à peu de chose près, stokienne, puisqu'elle ne dépend que des éléments D,, w et Ÿ. |
67. Loi de Lipschitz et hypothèse d’un noyau central. -- Soient p, la densité au centre, puis æ et n deux nombres positifs, et posons
DU Do(i— alt).
C'est la loi de Lipschitz de variation des densités, à trois paramètres 9,, æ, n. Dans le cas particulier r = 2, elle se réduit à la loi de Roche. La
densité moyenne s'écrit
D = po(i— : “1” DL
et l’équation de Clairaut (138) s'intègre dans ce cas par la série hypergéométrique, comme Tisserand l’a démontré.
Envisageons maintenent une distribution des densités correspondant à un noyau central homogène entouré d’une écorce homogène et de densité moindre. L’aplatissement se calculera facilement, à partir de la formule (140) |
{ (164) CHOSE Van e aiÿ do.
RTS RE EC RE NT I RON CRT, IL re
rs
Soit, en effet, {, la valeur de { pour laquelle la densité subit le saut, Po pis Po étant la densité du noyau et », la densité de l'écorce. Il est clair que l’on peut supposer ici une sorte de « polissage des fonctions » comme celui qu'on envisage dans le calcul des variations, et dire que seules les valeurs voisines de £, fournissent un db différent de zéro. On
a donc : do à{. |
ÉD 0 Dao ai:
ttdé st 1,
(Da) = 3/Maot$ (pi — 00).
De cette dernière relation, on déduit, en posant 0—#.(°!,
ww) 3 NS < é Da = podo + z dope pi ANR cures
On a d’autre part
bo) D = p1+(eo— 1)07#, d’où
=) C0 Pour OST, et
I Jde 0 Or de. AU PH M rar) (166) D on tr 5 Bi + Che pa} Le
Enfin, 1l nous sera utile de former ta’ qui s’écrit
ñ 3 g 2.0p + 3pi—- 5010 2— 9(po— p3)0—5 )
(165) CO EE ne ae OT ne on Re ne SOU 20 Ps pr) EtPos- pi) 0
S1 la densité subissait deux sauts brusques ou À sauts brusques séparant des régions d'homogénéité, la formule (164) permettrait d'obtenir par des expressions semblables à (166) les valeurs de l’aplatissement des différentes couches. On retrouverait ainsi les résultats de la thèse de Hamy qui envisageait le cas d'une superposition d’un nombre fin d’ellipsoiïdes homogènes.
68. Sur la dérivée de l’aplatissement. — Nous aurons besoin, dans la suite, de quelques renseignements sur la manière dont varie la fonction u, — «a {”. |
, Montrons tout d’abord que w, croît toujours avec £. En effet, on a
Midi ant, tu, = al(tn +3n +n)=2at(—n—G—Gr)
et cette dernière expression n’est jamais négative, puisque l’on à
O < di <—- G.
Montrons en plus que pour la Terre et les lois des densités admises
au paragraphe précédent, la fonction w, — ta'— an est louJours croissante du centre à la surface.
En effet :
t(an) = an(tn + n?); posons, alors,
(168 ) H —=4tr+ 12, d’où (168') H=—(5+2G)n —26G,
en vertu de l'équation de Radau (139). Pour t— 0, H est nul, pour que H devienne négatif, il faudrait avoir à la fois H — o et H'<o. Gela impliquerait, on Le vérifie aisément, à partir des deux expressions (168) et (169) de H que l’on eût
(170) TR AL — = 2 ; ÿ a Joue Il faudrait que la fonction — G, ou encore 1 — ne füt décroissante et
avec une certaine rapidité du centre vers la surface sur un certain intervalle.
La relation (150) ne peut être sausfaite par une loi des densités telle que celle de Lipschitz. Cette dernière donnerait, en effet, au heu
de (170)
qui est une absurdité, puisque & et n sont tous les deux posilifs.
La loi de Lipschitz implique donc l'inégalité (£a) > 0.
Démontrons maintenant la proposition suivante : dans l'hypothèse d’un noyau central et d’une écorce homogène, la fonction £a’ est également toujours croissante si densité moyenne et densité superficielle ont des valeurs voisines de leur valeur pour la Terre.
En effet, pour que ta’ fût décroissante il faudrait que le dénominateur de la formule (165) fût croissant avec 9. Pour cela, il faudrait avoir
QUE
fn ete à caca — - Pi
Ja Terre, cette relation est impossible, Car Pm_>9, et une | densité 5 moyenne donne pi > 2,79 est sans doute trop line étude. plus. approfondie de l'équation de Radau montre
que … cas que nous venons d'envisager serait Le plus favorable pour à avoir (ea) 0. Mais, comme nous venons de le Voir, cela ne se produit
_/ ER
69. Résolution à l’extérieur de l’astre. — Il me sera sans doute permis de ne pas reproduire le tableau (129), p. 92, qui régit la seconde approximation. Les calculs que la résolution de ce système comporte ne seront pas retranscrits non plus. À l’extérieur de l’astre, les intégrales ,e2,e? peuvent être calculées
en 9 disparaissent et les déformations e,
ainsi que la fonction ®?. La relation ep) + ES + e(2) 0 peut ensuite servir de vérification du calcul fait.
La déformation est après la seconde approximation, comme nous l'avons déjà montré ($ 60), |
e = w?as20 +owt(elXs+ eS)X, + e2X,;).
le premier terme correspond à la théorie de Clairaut. Le passage des
polynomes de Legendre aux fonctions trigonométriques donne, tout calcul fait,
avec, pour l’extérieur de l’astre, c’est-à-dire pour t21
m(t)= do (+ ut?) + Mowt(346 + 3 ut — rt), n(t) = X204(3 6 + ul Dr 7 Di k).
r et sont deux constantes stokiennes, liées entre elles par la relation
PERTE u”.
VIN
La pesanteur sur l'axe polaure s'exprime encore comme Ceci :
g(t)=1M(T— 92 )u ut t+ 8 X'wtrt 6)
et les variations de la pesanteur avec le complément 8 de la latitude géo-
= À , centrique sont données comme suit :
ne =i1— X(4)s520 + Y(4)s20c20, # (4)
avec ee
X(t)= Au (40— ut?) + Lot (su+ss ut— 3 ot — = y? ec),
Y(t)= ot +iqut + oreti+ uit),
Supposons données les deux constantes w et M ainsi que la déformation
de la surface libre e(i) = mn(1) 520 — n(1) 520 c26,
qui fournit S, en seconde approximation; dès ce moment, les surfaces de niveau à l'extérieur de l’astre et le champ de la pesanteur sont entièrement déterminés en vertu du théorème de Stokes. Il n'y a donc que deux constantes, par exemple m(1) et n(1) qui puissent intervenir dans les expressions de e (4, 0), g(t) et de g(t, 0) à l'extérieur de l’astre. Les constantes introduiles ici & et 7° remplacent avantageusement les deux précédentes. Quant aux constantes À et », elles ne sont pas indépendantes des précédentes.
Après la seconde approximation, la pesanteur et les surfaces de niveau ne dépendent à l'extérieur de l’astre que de deux constantes w et r, les éléments w et M étant supposés donnés.
10. Passage à la latitude géographique. — L’angle 9 représentait le complément de la latitude géocentrique. Soient 9 la latitude géographique et » l'angle de la normale à la surface de niveau dirigée vers l'extérieur avec le rayon vecteur prolongé. Ces trois angles sont hés
par à — 0 — 5 — y et la formule (100), p. 76, peut s’écrire maintenant I de(t, 8)\?
[A Re nn | ER AE ENENARES .
À / 1) c?y “Æ ( PT) )
Les fonctions c°0 et s°9 qui interviennent dans e et g étant toujours multpliées par ?, on peut, pour l'estimation de l’angle », négliger les termes en w* dans le développement de e. On trouve
c20 = s20'(1— Aw?ac?20 ( — 924024 s0 cû à :
ÿ 2W?2AS ; s20 = c20(1+ 4w?as?20").
La variation de £ avec 0 étant donnée par la formule
$ pôle
= X$s70 + Ys20 c20,
AAA, Tr
Ë CHAPIT E VIL
le passage de 9 à 0’ fournit la nouvelle in
EC 0) x Gp OV ua X) so | Ms 2:
Spôle 4 re Enfin, en comparant la pesanteur 2 à la latitude ÿ avec sa valeur sur TER
l'équateur g,, on obtient
à il
O° * 24 xs0— y s0c20%
Seq
Les coefficients æ et y sont pour {21
bete A ul D Ub+ TT EN) y = X'ot(gié— out + 5u?trhi— 01 PET :
L'importance des termes de l’ordre de w‘ n’est nullement négligeable 5 dans le cas de la Terre, comme nous le verrons au Chapitre suivant.
3 Me Pete
74. Ellipsoïde et correction. — Reprenons l'expression de La détor= mation de la couche t à la latitude géocentrique 8
Pour 0 —
cette DR en la déformation équatoriale e, ce.
DIE a
et l'équation 159) peut s’écrire
e—ers?0— n(t)s20 c20. ET =
de. que la surface 1 niveau Le Sa déformation est
: 520 — Ÿ 68 520 20. ss FEES
l’ordre de wf, La différente des deux déformations de + 0 niveau 5 et de l’ellipsoïde s s'écrit Re
(156) es — e,=— vw E (4) 520 c°0. 3 LT NSES
Elle est nulle au pôle 8 — o et à Ra? Es oi maximum pour g-
sur celui de s A une même don 0.
PR Des
LA SECONDE APPROXIMATION. 109 Un calcul simple permet d'écrire \
\ | \ BEE D ee) — Tat(e)
et l'équation du tableau (129), p. 92, relative à g — 4, se simplifie beaucoup si l’on prend E(t) pour fonction inconnue. Elle devient
(73 4E+tE — D / ACEE-2) Lta (2 a ta!) Ü
Cette équation en E fera l’objet d'une étude spéciale dans les deux paragraphes suivants. Elle joue pour la seconde approximation le même rôle que l'équation (137) pour la première et régit les variations en # de la correction à faire subir à l’ellipsoide de comparaison pour retrouver la surface réelle.
On trouvera pour tout astre,
(178) Ef)20, 2 SEULE (G)20, et pour la l'erre, (179) ÉGi£0,. E(G)20,
Ces dernières relations se traduisent ainsi, si l’on se réfère à l’équauon (176) de la correction :
a. La surface libre des océans est un ellipsoïde déprimé entre le pôle et Péquateur. Callandreau (!) l’a déja démontré par une méthode toute différente.
b. Cette dépression diminue quand on passe de la surface libre aux surfaces d’égale densité voisines.
L'intégration de l’équation en E s'effectue facilement à l'extérieur de l'astre où les fonctions a et 44’ sont données par les formules (134) et (135) et l’on trouve, p étant nul
— 340— Qui — Suit — rot".
Les relations (158) et (179) impliquent, alors, les conséquences suivantes. Pour toute planète, la constante s est liée à w par les inégalités
(:) Mémoire sur la théorie de la figure des planètes (Ann. de l’Obs. de Paris, 18S9.)
Pour la Terre, les inégalités plus resserrées suivantes ont lieu |
(181) J— qu = SU2IAPe FA ou + Enfin, si la masse est homogène, a’ est identiquement nulle et l’équauion À en E se réduit à l'équation | e | = o du paragraphe 57, pour g=4; elle n’a pas d'autre solution que Ë — o, c’est-à-dire que les figures sont des 4 ellipsoïdes. En effet, ce sont les ellipsoïdes de Maclaurin. L
Remarque. — La limitation de par les relations (180) ou (181) est très suffisante, car cette constante n intervient jamais que dans les termes
d'ordre «wi, :
12. La correction dans le cas de la Terre. -—- Il nous reste à établir les inégalités (178) et (179). Commençons par le cas de la Terre. L’équation en E s'écrit | ir A Me Re 2 : É (182) SRE pt (—2E+tE)dt+F, &.
Jo
La fonction F n’est jamais négative, en plus, elle n’est jamais croissante de la surface libre au centre, car F = ta'(2a + ta') et ses propriétés ont été reconnues aux fonctions & et £a’ par l’étude entreprise au para= ki
graphe 63. “ | à Encore ic11l est plus bref de s'exprimer comme si la variable £ était toujours supposée décroissante. C’est ce que nous ferons. a 1. Je dis que l’on a E(1)2 0. En effet, dans le cas contraire, E, <0,0on aurait pour £ —1 3 l'intégrale étant nulle, d'où 2 Dane. È
E, serait positif. Tant que E reste «positif, E diminue et le second | 2 : | 2 s - a,
membre de (182) reste positif; la fonction # reste négative et bien | pa LA " 2 : -4 déterminée. Ecrivons 1
= « il $ ch JT? E’ E[4+i=)= — QUE —2+it—<)di+F.
(é ) DJ : E
La fonction E restant négative et le second membre positif, la fonction
+ it et
D'OR S TENTE ET eu
tive; alors, E! ne peut plus s’annuler. On aurait donc
ne
PR Re (Ke Mine DE de dede
Mais e’est impossible, cela entraîne
ue
| LI L L] D L et — E augmenterait au delà de toute limite au voisinage du centre, ce qui est exclu a priori, $ 54, p. 85.
IT. Je dis que l’on a E’(1) 2 0. En effet, dans le cas contraire, E’(1) < 0, on aurait pour é =1I
AE: + rt dre d’où fEi > Fr,
E, serait positif, E croîtrait tant que E’ reste négatif, l'intégrale de l'équation en E resterait négative. Alors, E/ ne pourrait plus s’annuler, car si = o pour £, on aurait
jet eh dr,
ce qui est contradictoire, puisqu'il faudrait avoir, au contraire, E, >E,.. En résumé : la dérivée E/ ne saurait s’annuler de {= 1 à 4 — 0. Je prétends qu’il y a là encore une absurdité. En eflet, représentons par H le terme contenant l'intégrale de l'équation (182) en E. Cette dernière s'écrit
et la fonction H serait négative de t—1àt—o. Mais on peut intégrer
cette équation comme si le second membre était connu et l’on vérifie le droit d'écrire € t E = #4 f FE & dt + T4 H 4° dé.
La fonction IT étant négative de { — 1 à t— 0, on aurait
E < A Er GE.
La formule de la moyenne s'applique et donne, {, étant une valeur com-
prise entire o et é,
E Ps fe B dt <
ST
Mais F tend vers zéro avec t, E lui aussi tendrait vers zéro, au lieu
d'augmenter constamment à partir de la valeur positive E, comme il
l’eût fallu.
73. La correction pour un astre quelconque. — [La démonstration donnée au début du paragraphe précédent pour établir l'inégalité E(1)21 est valable pour tout astre; en effet, elle ne fait intervenir que le caractère positif de la fonction F. Mais la seconde démonstration prouvant E’(1)20o supposait la fonction F non croissante; valable pour la Terre, elle ne Le serait plus nécessairement pour une figure quelconque.
Afin d'entreprendre une étude approfondie de ce cas général, nous introduirons un paramètre & tel que l’on ait o < & < 4 et la fonction
qui en dépend AC GEAR.
Cette fonction ne peut rester négative de t—1 à {= 0. On aurait en effet E, => o, comme précédemment, et en plus
) EE> Hit;
E augmenterait au delà de toute limite au voisinage du centre, ce qui est exclu.
Alors, si l’on avait A(1) 0, on devrait avoir À — 0 pour une valeur #, comprise entre 1 et o. Supposons que £, soit « la plus grande valeur » de & sur cet intervalle qui annule À. On s’assure que cette plus grande valeur existerait bien. L’équation E s'écrit, en remplaçant tE par À —@E,
at É pt[(2+a)E— A] SO 4
Pour { —1, puisque À, est supposé négatif, on aurait (183) CSL) = 6.
Puis, sur l'intervalle 12 t >> t, où À est encore négatif, E => E,{-* et par.
suite
(4—a)Et+3(2 +2)E, nf. DITES D+
En mulupliant par £# et tenant compte de l'inégalité (183), on aurait encore
te DES F (184): HN DES de re ere A. D: A F;
LA SECONDE APPROXIMATION. 113 Voilà à quelle conséquence conduirait l'hypothèse (185) | 2E1+ EE Lo.
On démontrerait maintenant, sans difficulté, que la fonction F4 ne
croit jamais de la surface libre au centre de l’astre. Pour cela, nous
écrirons F — a n(2 +n) puis dériverons, enfin, pour prouver (F4*) 20, nous remplacerions tn! par sa valeur — n?— (5 + 2G)n — 2G et enfin, nous invoquerions la relation n <—G.
L'inégalité (189) est donc impossible pour & — 3. Le premier membre serait supérieur à l'unité et le second inférieur ou égal à l’unité. En définitive, la relation suivante est toujours vraie
c’est ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. — 1° La relation (186) jointe à l'équation E,20o et à 4E,+E, —F, donne les deux limites suivantes de E, valables pour
un astre quelconque o<E1<Fi.
2° Pour avoir E < o, il faudrait que la relation (184) fût satisfaite pour une valeur £{, au moins, & étant un nombre positif et inférieur à quatre. Cela paraît peu vraisemblable. Cette remarque me conduit à affirmer sans démonstration les propositions suivantes, dont je ne fais, bien entendu, aucun usage dans ce livre :
a. Pour un astre quelconque, on à E20 de t=1àt—o;
b: On à également E/2 0 de t=1àt—o;
c. E tend vers zéro avec £.
3° L’équation en E revêt une forme d'apparence plus simple après le changement de fonction inconnue e — Et"?; elle devient
PTE (es)= — L ode+Ft.
ds
4° Une étude de l'équation en E aussi approfondie que celle que Poincaré a consacrée à l'équation de Radau, présenterait de grandes difficultés.
14. La différence des moments d'inertie. — La formule (45) du paragraphe 26 où 5 est la surface libre et V” le volume compris entre S
et une sphère de même pôle, s'écrit encore
C—A = — fat) dS + à ftet—er) di Fa TELE re DATE
OR PARU per ME ET HER D. ; ' MERE 1 Lil s
114 re CHAPITRE VII.
V' est de l’ordre de w?, le dernier terme est donc de Fordre ED". ul futé en tenir compte ucle nr Le calcul du second membre à wf près, à partir des pren de g et de e transcrites au paragraphe 69, donne la même relation qu ‘au Chapitre précédent
:G — Le
RER
Introduisons de nouveau la constante Ÿ fournie par l'observation C—A == Cr Comme précédemment, elle est de l’ordre de w? et nous poserons 3 = 53". | La constante w s'exprime de nouveau au moyen de G et de # Hot Gi mais cette fois, nous voulons avoir w à w* près pour avoir e et g à 6 près.
Dans le ici dei par (199). il faut tenir compte du mo en 62. Écrivons, en vertu de (153) et de (134)
CR ECC ANR NUE avec
ÉD) R. et ea Jo) expression de © à w‘ près. Ensuite, w devient u = 31ŸJ (1+40Y")R.
Cette formule ne diffère de celle du paragraphe 66 que par la présence du terme 46°". Nous calculerons de nouveau l'intégrale R en p par le. procédé de Je ce qui donne, en fin de compte, |
an p SE À re 4W2I)D;,= f(u) Pts [42 * J(u) = Se 4 —.U 1— - 1) — “en I1+u Remarque. — 1] faut prendre garde, si l’on désire revenir de la
densité moyenne D, à la masse totale, que D, n’est pas la densité moyenne de l’astre lui-même, mais des sphères concentriques, chargées « de la densité 2(t). Cette distinction n’avait pas lieu d’être faite en pre“
Qt
mière approximalion, tant qu'on cherchait une relation entre Ÿ et « à 6? près, mais actuellement, il faut la faire, me semble-t-il. Soit alors, \
2e / Ms la masse totale des sphères. On à Ms — 27 D, d’où
(187) f(u)=218" (1 +4wd')M
M étant la masse totale de l’astre. Cette dernière, nous pouvons facile-
ment la calculer, et l’on trouve à w' près
st
M=M,+ of pd(at).
Au même ordre, on a
| Î et2(3a + ta) dt 11760) :
tente os AVée pe
+ ol? ci
Appliquons la formule de la moyenne à l’intéerale numérateur PPAG 5
ES CIN
7 | : o82(3a+ta)dt =(3a + ta) o 4? dt i y \ + Î 2
la parenthèse est à prendre pour £, telle que o<£,<1r et la foncuion P devient 2] PS (2 A+ > ra) s J _
Les relations (146) et (ta')'= 0 de la fin du Chapitre précédent donnent
2 ! LA £2 a(o)<P£oa+ <a S2ai+ a.
= ST sue
. Cette dernière limite vaut 5A, En prenant les valeurs extrêmes, P est
donc limité par 0 £ P <52. Enfin, la relation (185) s'écrit | re JS Es f(u)= <(i+40 I — w?P), d’où, en tenant compte des inégalités précédentes,
(188) (1 +Aawd)2/(u)2S QE 409 — Su?X).
sf!
Cette formule sera très utile dans la question de l’accord entre les
- mesures géodésiques et précessionnelles.
me ©) —
15. Rappel des résultats obtenus par le procédé uniforme. — Afin de dispenser le lecteur qui s'intéresse plus spécialement à la forme théorique de la Terre et aux variations du champ de la pesanteur, de lire les pages ardues des Chapitres précédents, résumons ici les résultats obtenus pouvant paraître utiles pour la géodésie.
Je me restreindrai à ce que le procédé uniforme nous a donné et laisserai de côté la formule de Bruns qui fit l’objet d'un Chapitre spécial.
Voici tout d’abord les notations employées :
uw est la vitesse angulaire supposée constante;
t Le coefficient de l'attraction universelle:
M la masse totale de l’astre ;
t, le rayon polaire de la surface hibre;
t le rayon polaire d’une surface équipotentielle pour le champ de la pésanteur ;
) le complément de la latitude géocentrique
9! la latitude géographique;
g(t) la pesanteur sur l’axe polaire;
g(t, 9) la pesanteur sur la surface de niveau de rayon t à la latitude r — 6:
ele, 5) la déformation de la couche du niveau à la même latitude, c’està-dire la différence entre le rayon vecteur et le rayon polaire rapportée à ce dernier.
La déformation équatoriale sur la surface bibre sera représentée pare,, c'est donc la différence du rayon équatorial E au rayon polaire P rap-
FE P portée à ce dernier, AZ pp: L'aplatissement au sens ordinaire est à — Et les inverses de ces deux quantilés sont liées par la relation a ui I (189) = EL.
C est le moment d'inertie du corps par rapport à l'axe polaire, À par rapport à un axe équatorial.
Entin, u, #, r sont trois constantes liées par la relation
Vo RE VET SR A OR I €
(190) D+r— -u?, Elles n’ont pas de dimension physique, ce sont des nombres purs. Il 3 A s La 3 :
—. en est de même des quantités suivantes :
IOI Ne | (gr) 21M Pet t (192) Lis es
La surface libre correspond à la valeur 7 —1 du paramètre +, les surfaces de niveau extérieures à des valeurs 5 => 1, et les surfaces d’égale densité intérieures à T< 1.
La constante À est de l’ordre de w?. Nous appellerons résultats après la première approximation ceux dans lesquels on néglige les termes en A?, et résultats après la seconde approximation ceux dans lesquels on ne néglige que les termes d’un ordre supérieur à A?. La seconde approximation tient compte des termes de l’ordre de la quatrième puissance de la vitesse angulaire.
Le procédé uniforme permettrait de calculer les termes d’un ordre quelconque w°?!, n —1, 2, 3, 4,...; mais, pour la géodésie, l’ordre n — 2 suffit amplement, ainsi qu’on va le voir.
La déformation est, à l’intérieur comme à l'extérieur proche,
4 _ (193) e(z, 0) = m(T)sin?0 — x(+)sin?0 cos? 0 et, pour T21 Mn (194) 6 17 Gr ee Cr UT?) + A(3Ti+ Sur — rt t), D (195) n(rT)=A2(3+ut— Jet t).
- La pesanteur sur Vase polaire est, à l'extérieur et jusqu’au pôle:
(196) Poire (r2—oAuTTi+ 8A2rT7 6).
Les variations de la pesanteur avec le complément 9 de la latitude sont, rapportées à la pesanteur sur l’axe polaire,
J (197) ee —=1— X(x)sin?0 + Y(+)sin?0 cos?0 + > S
et, pour 21,
(198) AIT E ACER ur) + A? Én n
ROUE IQUT + PRÉ URI
Ces variations s'expriment aussi au moyen de la tte séogra is se Te
nous he rapporterons à la pesanteur sur l équateur Fa : (200) Re ee sin? 0 — y sin?0”cos: 0
1 S'équa Re ER el, pour T21,. ; | :
(201) rm = A4 ur?) + SA? (7T + QUT + F TASER # (202) J= AH oQTui—our— our i—orpr ft), La constante w est liée à la He dés moments d’inerti relation | (203)
Elle est toujours comprise entre les limites. 0 .
La valeur répond à la masse homogène AR RS matière serait concentrée à l’ origine. er te Pour la Terre, on doit avoir
(204) —6+8u+iqu? < 987 L9—ou+Iiqu?
et pour une planète quelconque, en état d'équilibre relatif, ne
(205) — 6 Bu +iqu < 287 < 4 deu +, | Pa
La différence d entre d ie de niveau de paramètre ts polaire t, et l’ellipsoïde de comparaison, tangent au it et àlé à la surface précédente, est ES
(206) robes LA E(r) sin20 cos20 EUOpOoUr Ce L'eU A STARS CSN Bo aer Er) =37i— juz —: 2e php “ Se “ Pour la Terre E(r1) > 0, l’ellipsoïde de comparaison est en géoïde. C’est un EUR de Callandreau. Enfin E’(1)2 0, la diminue quand on passe de la surface libre aux surfaces
voisines. m2 Nr Es
ue
ad
pour la surface libre + — 1 et dans le plan équatorial = 0, les résultats précédents s’écrivent :
(208) | e = A(I1+u), (209) S—A(4 Zu), (210) 4e 0 £<u Sr) o-G—AÀ .
Gt D enr da «2 {912) Re Spôle— Séqua
Ces relations expriment, sous une forme condensée, les principaux théorèmes classiques. En effet, introduisons pour simplifier le rapport
Où t; oi — ou D Ne i œ
Dès lors, en éliminant w entre (208) et EE 1), on trouve l'équation de
1 oi É
L’addition membre à membre de (208) et (209) donne e, + x — 5 A qui n'est autre que la relation de Clairaut,
Spôle — S'équa aplat pt EN DRÉOREE ne EEE
0° le]
N | xt -G
Enfin, les équations (208) et (209) et les inégalités (210) donnent
relations qui constituent, elles aussi, un remarquable théorème du même ‘auteur.
11. Les relations sur la surface libre en seconde approximation. — Tenons compte des termes en A? et introduisons la constante À liée aux mesures précessionnelles. Faisons enfin 7 = 1 et nous trouverons
(213) e=A(i+u)+ A(3+3u—7r), Or, æ
A(fA—u)+3A2(7+2u+r).
La constante r est limitée par les inégalités (204). Les constantes À et u sont elles-mêmes liées entre elles par les relations
ti h
t)= BE Nr \ ) ; 2 £pôle
avec (216) h—=1—2Au+8SA?7r,
où apparaissent le rayon polaire £, et la pesanteur au pôle. Enfin, Les constantes À, Ÿ et w sont liées par les relations (188) (pour f voir ST4),
RE < (217) G+48)2f(u)22G+ 4954)
On pourrait naturellement tirer de ces formules des relations qui généraliseraient les théorèmes classiques; mais nous préférons les laisser sous cette forme succincte.
Le véritable problème à résoudre est celui-ci : montrer qu'ilya accord entre les relations précédentes et les faits d'observation.
1° Les réseaux géodésiques font connaître la déformation équatoriale e, et le rayon terrestre moyen; 2° Les mesures de pesanteur font connaître
Spôle — $'équa ,
HE
S'équa 3° Enfin, les mesures précessionnelles fournissent la constante Y qui est, comme on le verra, liée à la constante p de la précession générale.
78. Le désaccord souligné par Poincaré. — En 1885, dans un Mémoire aux Acta mathematica, puis en 1903, dans ses Figures d'équilibre (p. 92-96), Poincaré montre qu’il y a un désaccord en première approximation entre les trois ordres de mesure. Voici comment ce désaccord apparaît avec notre méthode. Le rapport © peut s’écrire, à w' près,
uw?4; w24
TON PR ne ie ( D LE ï £ 1M
Prenons pour 9 la valeur communément admise
I Are I De ce Poincaré) © — Pizzetti).
Prenons, d'autre part, pour # la même valeur que Poincaré
I SON
Ceci étant, la relation (215) réduite au premier ordre, donne
D Te :
d’où u — 0,94. La formule e, — A(1 + w) donne ensuite =. 207,9 el
pour l'inverse de l’aplatissement
Are 008,0:
tandis que Poincaré admettait, pour des raisons géodésiques, la valeur
de Clarke
6o inadmissible à juste titre.
Callandreau avait déjà entrepris une étude en deuxième approximauon par une méthode toute différente de la nôtre et1l était arrivé à cette conclusion que l'influence des termes en w' reviendrait à creuser la surface terrestre de 9" seulement entre le pôle et l'équateur.
Nous regrettons de ne pouvoir souscrire à celte conclusion qui revient à supposer nul le terme en A? de l’expression (213) de e, et à négliger ainsi 300" dans la différence des rayons. Poincaré invoque l'étude de Callandreau et doute que la seconde approximation puisse expliquer la divergence entre les mesures géodésiques etles mesures précessionnelles. L'illustre savant se demandait s’il ne fallait pas renoncer à l'hypothèse primordiale de la fluidité du globe terrestre pris dans son ensemble.
L'influence des termes en w*' se manifeste au contraire doublement. Ils augmentent u à partir de Ÿ et e, à partir de uw. Et, indépendamment de toute autre hypothèse, les valeurs de Poincaré
La différence relative de — environ entre ces deux chiffres lui paraissait
AE
SOIR de 4 589138 donnent les limites suivantes pour l'inverse de l’aplatissement : à I È 209,70 = 12070.
La conclusion n’est guère modifiée si l’on prend au lieu de #, et g dans © le rayon équatorial et la pesanteur équatoriale. 11 faut alors écrire
et les formules (193) et (200) impliquent
Qu EC |.
NN
La valeur adoptée par Poincaré pour © donne maintenant environ
Avec la même valeur de Ÿ que précédemment, on trouve £ I 294, 36 Z È 200,07
Ces limites sont toutes deux plus rapprochées du chiffre de Clarke : 293,5 que l’aplatissement précédent : 298,3.
On conçoit ainsi la possibilité d'établir un accord complet entre les trois ordres de mesure. C’est ce que nous allons tenter au paragraphe 79.
Avant cela, rappelons les inverses des aplatissements admis depuis un siècle par différents géodésiens, mentionnons aussi quelques valeurs de x déterminées par les mesures de pesanteur :
Besse en SE TS ARR SU de ue ONE EE 299 Glarke en ISO ME SN MAR SA DE ri EEE 209, 9 Helmert en 71007-72302 SR RMS SE ER ES HAV Or en MODO LES RTE PR 297 FLOTDEFL ER ON. REC NE 296 Helbronner en 192Q (par le réseau des Alpes françaises)... 293,3 ACTOR ET UNIS RL PE RS DNS æ = 0,00513 < CHarke- en 100 ILE CARPE ET TS RE à 0,00523 Eleliniert én TOR T NES a Re Peer me 0,00531 D en DO R Cendte ee os OT ED OU 0,00930 » ÉRATOTD FRE me EL RU NT 7 PES de ee CL RE « 7K 0 0005208
Enfin, en 1915, M. E. Brown montrait que le chiffre 294 est celui qui conviendrait le mieux à la théorie de la Lune.
719. Les éléments fondamentaux. — Les éléments les mieux déterminés par les mesures astronomiques et géodésiques, j'entends ceux pour les quels l'erreur relative est la plus faible, sont : la vitesse angulaire w, le
rayon terrestre moyen, la pesanteur en différents points, la constante pu à r : , r r = "M : F de la précession générale dont on déduit Ÿ. Or, il se trouve que les « séodésiens paraissent s’accorder sur les valeurs suivantes eu rayon 4 polure et de la pesanteur au pôle k ti = 6356,5 km, Pablo == 003; 20 CIN, E
T6 Ep ;
Pour la valeur , nous prendrons tout d’abord le chiffre indiqué par
Poincaré, mais nous y ajouterons un facteur de correction # dont nous
- discuterons les limites possibles dans un paragraphe spécial. Posons
donc
S1 À —1, À est compris entre les limites suivantes, comme on Île montre par les relations du paragraphe 77
(221) : SAS £ e 5H au 583,55?
l'écart provient des erreurs admises ci-dessus pour £,, g,4, et des inéga-
Dités (215).
Mettons, alors, en regard, différentes valeurs de l'inverse de l’aplatisse-
. ment qui sont encore aujourd’hui prises en considération et les valeurs
Fu nr aéchié À audi ts it -C ds
de uw, de x, de gi, et enfin de logk correspondantes. Pour ce dernier facteur, nous indiquerons toujours deux limites qui proviennent de l’indétermination à 10-* près de la constante Ÿ figurant dans f(u) et des écarts admis ci-dessus pour #1, gyste Et À :
2 u. TL. 8'équa:
300 0,943 5321 977,996 — 1098 < log £ < — 606 299 0,949 311 978,007 FAO n° —440 208 0,996 5299 978,016 0 Die 200 297 0,962 5290 978,027 — 587 » <L—135 296 0,969 5276 978,038 — 338<L » <L+ 6 29) 0,976 5265 978,090 102 un << +.9200 _ 294 0,983 5253 978, 062 24 << » <L+ 476
Les chiffres relatifs à gau Sont à prendre à Æ 0,050 près. Pour x il faudrait écrire 0,009321 etc. et pour logk : —0,01058 et + 0,00476 par exemple.
S1 l’on suppose rigoureusement exacte la valeur de Ÿ prise par Poin-
caré, 1l faut remplacer logÆ par zéro et seuls les chiffres 296 et 205 con-
… viennent, Mais il importe de discuter, à première vue tout au moins, les
écarts possibles pour SJ en vertu de la théorie de la précession.
80. La constante J et les mesures précessionnelles. — Dans les para-
Loraphes précédents, la constante Ÿ représente le rapport
Cette valeur 4 est liée à une autre , par la relation
dora FRS CR ER UE Qe
La constante 4, est proportionnelle à la valeur p de la précession générale et l’on a, d’après Poincaré,
866135 + 4871,05 —= PQ PARTS ml ee Ti
Le rapport est celui de Le masse de la Lune à celle de la Terre. D'après MM. Hinks et Brown, on a — — 81,93 E et la valeur de pest exprimée
en secondes d’arc par année au moyen de la relation de Newcomb
me
Prenons T — 1000, ce qui Frs ) il
LION TOUS et — = 305,08 E 14,
ou encore 0,000 16 < log À 0,000 51.
M. de Sitter estime que p est déterminé par les mesures précessionnelles à 0°,1 près par siècle, c’est-à-dire à 0,001 près par année, ce qui donne
: — 0,00001 << logk + 0,00001.
Suivant M. de Sitter, la théorie d’'Einstein apporte à la précession générale une correction de 1,91 par siècle. Prenons 2°, ce qui donne
— 0,00020 < loxk L'+ 0,000 20.
Ajoutons ces corrections — 0,00005 << log Æ <0,00072.
Dans ces circonstances, l’aplatissement d’inverse 207 reste exclu, les chiffres 296 et 295 restent possibles, 294 le devient, tandis que 293. reste exclu.
SI. Conclusions. — L'hypothèse de la fluidité du globe terrestre; pris dans son ensemble, reste de beaucoup la plus naturelle, au point de vue géodésique.
Si l’on s'en tient aux nombres entiers pour l'inverse de l’ aplatiss sement, le chiffre 205 est compatible avec les mesures fondamentales,
EU] cie
di
les chiffres 296 et 204 pourraient éventuellement convenir aussi,
mais les autres sont exclus.
En 1919, Helmert adoptait le chiffre 296 pour des raisons géodésiques, après avoir admis des chiffres supérieurs, 298,3 par exemple. La même année, M. E. Brown montrait que le chiffre 294 est celui qui convient le mieux à la théorie de la Lune, après avoir admis antérieurement 2973. Nous trouvons 295 avec un écart possible comprenant les chiffres de Helmert et de M. E. Brown.
Le problème posé par d’Alembert de l’accord entre les mesures géodésiques et précessionnelles se résout en tenant compte des termes de l’ordre de la quatrième puissance de la vitesse angulaire.
Le tableau du paragraphe 19 est construit avec les seules données w.
Li, Ÿ et ge. La manière dont la matière se répartit à l’intérieur du globe
n'intervient que par la valeur de la pesanteur en un point, au pôle dans le cas particulier.
Les hmites de l’aplatissement indiquées ci-dessus sont done indépendantes de la facon dont les densités sont distribuées à l’intérieur de la Terre.
À ce propos, dans une intéressante étude qu’il ne m'est plus possible de reproduire ici, M. Tiercy (!)a montré que nos valeurs de A et l’aplaissement d’inverse 294 se concilient en particulier avec la loi de Roche
p = pi ar?)
et donnent une densité superficielle pouvant aller jusqu’à 2 ,6 tandis que les anciennes valeurs de © donnaient une densité superficielle inférieure à 2,1, Ce qui paraît invraisemblable (?).
D'autre part, la formule donnant la variation de la pesanteur avec la lautude géographique, s'écrit :
s se : :
—— =1+ xsin?06 — y sin?0 cos?0.
S'équa
Les géodésiens indiquent souvent pour y une valeur positive a, mais
avec un écart z dans les deux sens supérieur à a, y — «a Æ 3, de sorte que la vraie valeur de y paraîtrait pouvoir être négative. Les inégalités (205) et l'expression (202) de y montrent ceci : Pour toute planète, le nombre y est positif, en théorte. Pour la Terre, on aurait + 0,00002 € y <0,00004.
(:) G. Trercy, De la densité superficielle moyenne de la Terre (Archives des Sciences physiques et naturelles, mars-avril 1950). | (2) BoaGa, Atti del R. Istituto Venezo di Scienze, Lettere ed Art, 3 juillet r929.
Enfin, les limites de w compatibles avec les mesures de 2, de a et avec la théorie de la précession, sont
Elles montrent que r est lui-même limité par 03 AD ETS NOR
Ces limites, jointes aux suivantes
1 I ACTA SERA ee 559,58 & 5080
permettent de calculer les coefficients X, Y, x, y, m(1), n (1) des formules du paragraphe 75 et donnent en particulier, pour la correction à
nm
partir de l’ellipsoïde de comparaison, un chiffre de 17° au plus.
Je n’éprouve pas le besoin de proposer des valeurs plus précises pour A, u,ret cela à cause de l’hétérogénéité de la surface terrestre, océans, montagnes, etc. Une précision plus grande me paraît 1ilasoire dans Pétat actuel de nos connaissances. Mais, grâce au développement de la tech- ‘nique, les mesures astronomiques et géodésiques deviendront de plus en plus exactes et l’on pourra diminuer les écarts sur les mesures fondamentales, ce qui permettra de resserrer les limites des constantes À, w, r dont dépendent les déformations et les variations de la pesanteur.
Poincaré aimait à dire qu'il n’y a pas de problème important qui sort résolu; il n’y a que des problèmes plus ou moins résolus. Notre recherche, dont l'intérêt est avant tout mathématique, n’a visé qu'à mieux résoudre le problème des figures d'équilibre dont dépend la géodésie supérieure.
Prise dans son ensemble, la Terre est un cosmos susceptuble d’une théorie mathématique. Elle n’a que les apparences d’un chaos. La géodésie supérieure est une science où l’accord entre les faits observés et les éléments prévus par le calcul se concilient aussi bien, si ce n’est mieux, que dans bien d’autres domaines dits scientifiques.
nn (JR
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AUTRES APPLICATIONS
82. Le potentiel newtonien à l’extérieur de l’astre. — Le procédé uniforme permet d'exprimer le potentiel newtonien à l'extérieur de l’astre au moyen des constantes À, w, 7° qui interviennent dans l’aplatis
sement.
D'autre part, on peut facilement calculer ce potentiel à grande distance
- de la masse attirante par un calcul classique, celui du paragraphe 14. … Enfin, pour l'étude du mouvement des satellites de Jupiter, M. Sampson … et Andoyer donnent, du même potentiel, une autre expression encore. D! s’agit de comparer entre eux ces trois développements; ce sera l’objet | de ce paragraphe.
Pour abréger les expressions du potentiel, nous supposerons la constante & de l'attraction égale à 1 et la masse de révolution. On sait, en … plus, que cette dernière admet un plan de symétrie, perpendiculaire à … l’axe. Soient : R la distance du point potentié P au centre O de l’astre | et 0 l'angle de OP avec l'axe de révolution. 1° Au paragraphe 14, formule (20), nous avons trouvé
à NI 7, Re —6F :
(223) pue — enr ne
ES (à à de mes SAC
NE
Les lettres A, CG, E, F, G représentent des moments d'inertie de la masse potentiante. Si p est la densité et OZ l'axe de révolution, on doit poser
= / p(x?+ y?) dV, E= (4e av
A = fete 2)dV, G= fpesav
= frats d\:
2° Dans un Chapitre consacré aux mouvements des anciens satellites … de Jupiter, Andoyer ( !) donne un développement de U qui se ramène
(1) Cours de Mécanique céleste, t. I, p. 402 (édit. 1926).
facilement à la forme simple suivante :
| 2 DEF DTA SC 8 J'a* (224) U=u|5—; Rp AI) +S
R__3 UE
où a est le rayon équatorial de la planète, puis Ÿ et Y” des constantes auxquelles M. Sampson et Andoyer attribuent certaines valeurs numériques afin de rendre compte du mouvement des quatre premiers satel-
lites.
3° Enfin le procédé uniforme fournit l’expression suivante : : £ M 2 li ER 5 ta XE St Sr Au) ire tel ou (225) (8) A É sau(r) X:(c0) + = A r (à) te ]
La comparaison des développements (223), (224) et (225) donne
(226) u—= —(C—A)45, db (227) r= = MU IO(E—GE +6), 2-0)" (238) J a?
(220 Hi eee à Â l é Lo (229) FRS AR re DEA Ja?= - (230) «a : in , : | 15 Feb +U Éeei 2JE k — — —r———————————— € + oe M |
La première de ces relations a déjà été obtenue au paragraphe 74, La
seconde (227) donne l'interprétation de la constante r qui, comme w, est une constante stokienne. L'expression E — 6F -- G ne dépend done, pour une figure d'équilibre, que de la surface libre, de la vitesse angulaire et de la masse totale. C’est un nouvel invariant intégral relativement aux différentes répartitions des densités à l’intérieur de la planète.
83. Données et premiers résultats relatifs aux planètes. — Lorsque l’on ne fait pas soi-même de l'observation astronomique, rien n’est plus embarrassant que d'interpréter certaines tables de constantes où les astronomes réunissent ce que l'observation nous apprend des planètes: On trouvera par exemple les rayons équaioriaux et polaires de Jupiter indiqués à 10" près : 71372*",71 et66617*",01. Ailleurs, on trouve pour les mêmes rayons des chiffres qui différent des précédents par 5o!"et
Skm
même 79°". Alors, pourquoi donc indiquer les centièmes si l'on n’est
CP PE PP TS PT
AUTRES APPLICATIONS. “1 Tag pas sûr des centaines ? À cet égard, il est intéressant de rappeler quelle distance latérale correspond sur la Lune, le Soleil, Jupiter et Saturne au dixième de seconde d’arc, seuil au delà duquel une mesure directe d'angle ou de différence d'angle devient imprécise.
Un arc de o”,1 correspond sur la Lune à 180", sur le Soleil à 50", sur Jupiter à 300“" et sur Saturne à 600" en chiffre rond et au moment
où ces deux derniers corps sont le plus rapprochés de nous.
Le rehief de la Lune, les protubérances solaires, la grande atmosphère dont les grosses planètes sont entourées créent une difficulté de plus pour l'obtention de chiffres précis relatifs aux rayons, que l’on procède
par mesure d’arc ou par le passage d’étoiles ou de satellites derrière les
astres envisagés.
Voici également en chiffre rond, pour quelques corps célestes : le rayon polaire; le logarithme vulgaire de la masse, satellites et anneaux compris, rapportés à la masse du Soleil; et la durée de la révolution :
Dole... 695550 km 0 25 Jours-28 jours au moins AUDE... 600620 > 4 ,9800 9 h. 50 m.- 9h. 55 m.
Batuene 2. 54000: 4,4557 10 h. 14 m.-10 h. 38 m.
Uranus): 924840 .… - 5,6408 10 h. 45m.
1 ITS ER SAPER 6356,5 - 6,4570 24 h.
Les trois premiers corps présentent le mouvement zonal et la révolution n’est pas la même au pôle et à l'équateur. Mais le tableau’ précédent suffit pour se faire une idée de l’ordre de grandeur du rapport
suivant les puissances duquel nos approximations procèdent. Cette
constante est indépendante de tout choix d'unité. Entre A pour un astre
quelconque et Ag pour la Terre, 1l existe la relation A AU TAYOnN\ RS (ete T2 Ag \rayæ masE , \ révols
Pour chacun des corps envisagés ci-dessus, les valeurs de À sont
ENV ON :
Soleil. Terre. Jupiter. Saturne. Uranus.
Le carré du chiffre relatif à Saturne est supérieur au chiffre relatif à la Terre, ce qui signifie qu’une étude de Saturne en deuxième approximation laisse plus d'erreurs possibles qu'une étude de la Terre en première
Lt
approximation. Pour Jupiter et Uranus, un accord ou un désaccord après la seconde approximation correspondrait à un accord ou à un désaccord après la première approximation dans le domaine géodésique: Tandis que pour le Soleil, il serait vain de tenir compte des termes en A2;
Les formules qui lient l’aplatissement à à la déformation équatorialee, et cette dernière aux constantes À, w et r sont :
AAC E HU) RASE Sur)
L'influence du terme r est si fuble qu’on peut le négliger à première vue, et les valeurs de & observées font connaître l’ordre de grandeur de w. Gette constante est liée à n, par la relation
3—9U T1 ZE ——— 0 PE UTE Le paramètre n, serait nul pour une masse homogène et égal à trois pour une masse tout entière concentrée. On peut bien dire que n, mesure le
degré de concentration de l’astre. Voici alors différents renseignements à
I I Jüpiter oae Me Var 05 62. Fee 0:86 KM ET Ia 19250 A VMTO
Saturne it à 2 a 2 : AO EL 000 L , 00 TA RIT Hénne san A 0,969 << u < 0,983 0, 52 TN ONE
Les deux grosses planètes sont donc plus concentrées que la Terre, mais moins qu'on ne l’affirme d'ordinaire, Callandreau et M. Véronnet obtiennent pour Saturne n, = 2,56, chiffre voisin de la concentrauon
totale n, — 3. Je ne pourrais retrouver ce chiffre qu'en admettant que
l'anneau représente une portion importante de la masse de la planète.
Remarque. — La pesanteur et ses variations ne sont pas directement mesurables pour les astres sur lesquels nous n’habitons pas. La constante x, différence de la pesanteur au pôle et à l'équateur rapportée à cette dernière, ne nous est pas connue, comme dans le domaine géodésique. C’est un renseignement qui nous fait défaut. Par contre, les mouvements des satellites autour de Jupiter et de Saturne constituent une donnée importante et jouent un rôle analogue au mouvement de la Lune pour la Ferre. Pratiquement le mouvement des satellites permet d'indiquer avec plus ou moins de précision la valeur des coefficients des termes en RTtet en R# du développement du potentiel à l'extérieur de l’astre.
AUTRES APPLICATIONS. A 4 131 Le premier D hoient n’est autre que la masse gravifique i] M de la planète, le second joue un rôle analogue à la constante J liée aux mesures
_ de précession.
84. Le cas de Jupiter. — Je voudrais ici examiner si les chiffres relaufs à Jupiter indiqués par M. Sampson et adoptés par Andoyer sont compatibles avec la théorie des figures d'équilibre. Les formules essenuielles se réduisent à ceci :
rue LH : ne k A 1) To AN Cu
dub ae, ne Ur
Nous savons que le terme r n’a qu’une importance minime, nous le néglhigerons. Il reste donc à concilier les chiffres suivants de M. Sampson :
t1 = 66618 km, re 0) 02097
avec le rapport des masses de Jupiter et de la Terre que nous prenons
égal à 317 + 2 et avec la rotation de 952" environ. Le rayon polaure 4,
km
de M. Sampson sera pris, d'autre part, à 100" près. J'obtiens
PTT) 96.5 LYY 20,5
_ Ensuite, supposant Ÿ connu exactement, Je trouve à — 5; apres la pre-
a : sus I : . :
mière approximation el œ — —— après la seconde. Ce dernier chiffre È 1
est-il admissible ? Il correspond à une différence entre les axes de 200!"
de moins que l’aplatissement &« — — admis par M. Sampson. C’est inféq P ‘5 P
rieur au dixième de seconde d'arc.
54 aplatissement — étant au contraire admis, je trouve Ÿ => 0,0223: de
mouvement des Latellites DénnnnEl celte correction ? ? Il y aurait à ajouter différentes corrections relativistes (!). Le mou-
…. vement des satellites de Jupiter a été étudié dans la théorie d’Einstein
… par M. de Sitter.
Au point de vue newtonien, la solution qui me paraît la plus vrai-
…. semblable serait de prendre un aplatissement voisin de celui de
(!) CHazy, La théorie de la relativité et la Mécanique céleste, 1928, p. 79.
+ she Écars
132 j CHAPITRE IX.
Struve et une valeur de À légèrement plus grande que celle de
), 4 M. Sampson.
Sans vouloir préciser davantage, puisque nous sommes au seuil de ce qui est vérifiable et qu'une troisième approximation serait utile, je dirar qu’en seconde approximation les chiffres
Ex a
DEN
\ —= , JE 0,00140: Pi
se concilient au point de vue de la théorie newtonienne des figures d'équilibre.
8). Figures à anneaux. — Le procédé uniforme s’appliquerait à la recherche des figures annulaires ; 1l suffirait de prendre un point de densité maximum intérieur à l’anneau comme origine des coordonnées polaires. L'identité de Green (5) s'applique encore au cas où les surfaces de niveau ont la connexion du tore et il n’y a pas théoriquement de difficultés nouvelles, mais Je ne dois pas cacher qu'il ÿ a de grandes dif ficultés pratiques à résoudre, dans ce cas, les équations du problème.
D'autre part, l'anneau de Saturne est très probablement composé. d’une multitude de corps distincts et distants les uns des autres qui gra vitent autour de la planèle comme autant de satellites distribués suivant des circonférences concentriques. ;
Pour ces raisons, nous n'avons pas entrepris l'étude des figures annulaires et ne voulons écrire ici que les équations de la figure de la pla= nète, étant admise l'existence d’un ou plusieurs anneaux. Il suffira d'ajouter au potentiel newtonien de la zone Z le potentiel newtonien créé par les anneaux.
L’équation de Poincaré est la même que si la planète était isolée, et la condition nécessaire et suffisante s'écrit :
1 o dS u)? TC :
(552) = Je + f if Sdi=d—Qif £as; Are " 2 T ï A MES à r
d'A est l'élément des anneaux. les autres notations ont déjà été employées
et sont les mêmes qu’au Chapitre IV.
Sur l'axe de rotation, à distance £ du centre, l'inverse de la distance d'un point potentié aux différents points d’un anneau équatorial de rayon & esl
TES
… les c, étant les stone du Delon ment en série de 1090 é AUS
(1 + ax?) ?
Le potentiel sera lui-même, pour un anneau de rayon & et de masse
totale M,
né | . ï de \ 24 ï De (33 | MN CENT À. (2 ) fi AS Fay (2) X24(c0)
… à la distance + du centre et à la colatitude 0 pour 7 < 4, et
. | : + © ‘48 L | à à M 24 D (254) RE 2 Cr (&) X>g(c0) ne A fi |
bu nee R du centre et à même latitude pour R ed Dans la condition (232), seul le premier développement (233) figu- De, on Je sait, puisque + peut être supposé aussi petit que l’on veut.
D SU out ne Fe. SR M _ Ko FOR URE D C0 M SR 0) E. hote (gui Y =) X:(c8) Te D, 74 [e) Rd LU 7 x ‘42 I 1 — ic D 2X,(c0) Lt GS 4 bu Bi vo.
4 Ces is es sil ya de at anneaux none les 2'ée
D L expression tETau one créé par la sos à l’extérieur; il suffira d’y ajouter les différents potentiels U,, U;, Us, :.. créés
par les anneaux | U, — fie HR ei X, (e ct) |; R ? R?
et le mouvement des satellites se faisant sous l'influence du potentiel Us +U, + U; +..., on peut espérer compléter par cette méthode une étude où Tisserand s'était proposé de peser les anneaux de Saturne. Les M, seraient les véritables inconnues qu'il s'agirait de déterminer à partir de ce que l’on observe de la planète et de ses satellites.
86. Le problème des étoiles doubles. — Le procédé uniforme s’applique à la recherche des figures d'équilibre de deux étoiles qui s’atürent mutuellement, le système ainsi constitué étant animé d’une rotation constante. | Ù
Pour trouver la figure de la première étoile, il suffira d'ajouter le potentiel newtonien créé par la seconde au potentiel de la zone de la première.
Un accent (”) désignera tout ce qui a trait à la première étoile, un accent (”) à la#feconde. Il s’agit alors de résoudre les deux équauons simultanées qui représentent la condition nécessaire el suffisante d’équihbre relatif :
ANT ee SN Pa =v— o—ifE PAL
A De
4 T 7 TK ss Le dS"+ sh d1"= € Qi fE av A AS 27 | ë
dV’ est l'élément du volume de la RÉ étoile, dV” celui de la première. Q'est à prendre dans la cavité de la première et Q"de la seconde: Les équations de Poincaré transformées s’écrivent à leur tour :
I à ; OS :
n STD | EN sp LE l'a iM, 47 ; Z DE ;
: o! AS" : D! d1" w° JC" = :M"
An Le dS'+r | pal + pau =iMe
Le système de coordonnées polaires qui paraît le plus naturel est celui-ci :
la droite O'O” qui joint les centres des deux astres sera l’axe polaure, a! sera l’angle que fait avec OO” le rayon vecteur O'P qui joint O!à un: point P, d’l’angle du plan PO'O” avec le plan O'0" qui contient les deux centres et le vecteur rotation w. Pour la seconde étoile, on défi-=
nirait de même «&” et 7.
re . L2 LA L2 Le vecteur w rencontre la ligne des centres en un point O qui est le
AUTRES APPLICATIONS. Li
es centre : de te sé ae Nos poserons
'RpNONPESS 00" a et O0" a’ _ et l’on à L a'M' = a'M"
La position du départ pour les approximations successives sera l’état sphé- … rique des deux astres. Une propriété des sphères donne, avec a — «+ a/,
M" : cM' es .M'+ M” a = u2 4” — ; d’où CP SEE AA NES € a” a? a
Dans l’approximation d’ordre x pour l’une des étoiles, l’autre sera sup-
posée avoir la forme obtenue à l’approximation d'ordre n — 1. Ainsi,
‘à pour obtenir la figure du premier astre en première approximation, » l'autre sera supposé sphérique et, dans ce cas, son potentiel est le même que celui de la masse M” située en O”. Des calculs sans grand intérêt E. théorique permettent d'écrire
on :
iM Si {—=—I,
Run de #9 —=0,
2 am —5(° on ia KA fcu oo dt bl Dee 2
Pod De — X, (ca!) SL DT A ON,
agi ; el pour la seconde Boite on aurait un système analogue en intervertissant les accents. La résolution n'offre plus de grandes difficultés, 1 elle se fait comme précédemment. Si l’on met en évidence la déforma- Dion e, en posant R—{(1+e), on retrouve au premier membre + l’expression(r113). page 35 :
ik GS GR . Enfin, en posant comme d'habitude
De —e+...+ + ee X, (ca) +. .+e8!X0 (ex )caÿ +. HR ed D 'XJ(CXN +...
LENS RIT
1 # $ LEP ia 0) PU ee Me ) SLÉQ ET AE ERTE "ONE
; nt a, leg. es es ME MO sur ee te M" HÈS. c à NNSES 2 (2q +1) —— ar on Et Pl in.
membres nuls et à l’ équation LE EDS sauf és qui est déterminé. 1
relation QE Lo dia te EC OS?
En négligeant les ton en M'a-1-4 à partir des Fe Le At ke équ relatives à e, ete sont semblables à l'équation (7 ) de de théo Clairaut qui peut se mettre sous la forme
dp , da De
e = A(tI)s?x + B (4) S2X:c DA,
et les coefficients À et B satisfont aux relations
dA D dB à dt = ? dt É
Les surfaces d’égale densité sont des ellipsoïdes à trois axes + inégar Ils sont Mongés dans la direction de l'étoile sœur en même.
qu os re la direction indiquée par le vecteur vitesse an
très grandes par rapport aux densités p’, RS
We
su ho on | doit retrouver,
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87. La condition nécessaire et suffisante. — Le procédé uniforme s'applique sans difficulté théorique nouvelle au cas où le fluide m'est plus en état d'équilibre relatif, pourvu qu'il soit animé d’une rotation du premier genre.
Nous pourrons être brefs dans cet exposé et ne signaler que les différences essentielles que la variation de la vitesse angulaire introduit; d'autant plus que, dans le Bulletin de la Société mathématique de France, nous avons exposé le procédé uniforme précisément pour ces rotations-là (t. LVIL, 1929, p. 222).
La vitesse angulaire w d’une particule ne dépend que de la distance l à l'axe de rotation. Le potentiel de la force centrifuge s’écrit
Q(E) = f w?(2) dl.
HA
Nous supposerons que la fonction w?(/?) est continue et admet une
Là 8 s AS ® dw? ° je) A r V4 GS Le dérivée première continue DRE L’équation à résoudre s'écrit toujours
de la même manière :
Bo) U:" 0 0720
où ® est le potentiel du champ de la pesanteur, p la densité et U le potentiel newtonien. Les transformations du Chapitre IV s’apphquent au cas actuel, mais le laplacien de Q, qui était égal à 26° pour Péqui-« libre relauf, n’est plus constant et ne peut plus être placé en facteur devant l'intégrale étendue à la cavité. Il reste sous le signe somme. Soient comme au Chapitre IV : S une surface à ® constant, g la pesanteur, 1 la constante de l'attraction, Z la zone comprise entre S et la sur N face libre, M la masse totale, C la cavité intérieure à S, et enfin 1 la dis=« tance de deux points.
L’équation de Poincaré transformée s'écrit
= feds+ifedz= im faoac, Re LL es
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et la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait rotation de genre un devient
f£as+ifta-à— Q— fac.
Cette dernière doit être satisfaite quelle que soit la PoMuon du point potentié à l’intérieur de la cavité.
Les deux membres sont harmoniques dans C, comme on le vérifie facilement, 1ls sont analytiques et il suffira de nouveau d'identifier leur développement de Taylor au voisinage du centre.
Il n’y a aucune difficulté théorique nouvelle, mais 1l se présente une
difficulté pratique dans le calcul de l'intégrale
je = AQ dc.
La vitesse angulaire est supposée connue et la cavité peut être supposée sphérique. C’est le potentiel d’une sphère hétérogène qu'il s’agit de calculer, les couches d’égale densité étant cylindriques.
88. Sur une loi spéciale de variation de w. — Envisageons un cas particulier, celui où la vitesse angulaire est une expression linéaire de {?, avec deux coefficients constants et petits w° et w°
. O2(02) = 6? + wi 2,
Ce cas a été approfondi par M!e N. Danoz. Les équations deviennent
(235) ra D “ [ mac, LE FE ; pi (ue = fiac)-w1(5 +2 f£ac).
2 RUJINT Aer
La dernière intégrale du second membre de (236) représente un potentiel d'une sphère hétérogène, la densité variant comme le carré de la distance
à un diamètre. ® étant mis à part, c’est la scule expression des seconds membres dont le calcul offre de la difficulté.
Mais remarquons que toute expression de la forme TE LES AN 75 J A0 ac
est harmonique à l’intérieur de la sphère GC et si f ne dépend que de la
| vecteur 7 let de ti 9. ne tr ce e rayon. avec le ME pr ee
peut écrire
Or, cette fonction A sera entièrement ire É sur l'axe 8—0 qui correspond à !=0 6 12, p.15). Dans actuel, on a DES.
Ai Tac
el pour oo: À sé réduit au potentiel de 14 no h che d’ une densité Ê à Pas sur l'axe lEtor Le caleul
Idenufiant ce développement particulier avec le développe ral (237) pour 0 — 0, on trouve
Un en
sn EN CM RE è MP EE ne at . x . pt se |
traire l’ expression : ve mais ce n’est pas ce qui: nous intéresse [ SA
LAVE edL AE IÈT nr ee Lo ve RIT | "1 FM Lot En LE
Me DEAN Puf ut
w? X (60) + Loin x RON iQ 2)
He — 2 où X;(cû) van si CE PE
!. AUDE A MAT de Ge do One
4 au lieu du tableau (99), p age 79. Posons de nouveau R -- Cr —e), puis % = w?elt) + wa e0), D = Po + w? Pi) + w3 PR),
Identifions en &4 et w>, ainsi d’ailleurs qu’en ÿ et £.
_ 1® L'identification des termes indépendants de w, et w, fournit la stratification sphérique et donne, comme précédemment,
At 1. ne dt. | . 7 L D Ë,
D, étant “ Notes DAPAne de la manière intérieure à la sphère de ray on ({.
1740 L'identification des termes en ©, fournit un système identique à | lu de la première approximation pour l'équilibre relatif, tableau (1 24), et l'on retrouve la déformation
_eD= a(t)s?0, He
_ 3° L'identification des termes en w, donne le système suivant :
dpi ï L5 SI g == —]1 el MODO AE ci fi À db?) 0 nie PU) + 3 dr Skg =D, LEP UOMER me dr | 4 ÿ AI mir Si 2) PE RAM À ñ 35 SE (92 paacre 44 () : SR ML E D en
‘ete l'équation à résoudre se !
out out autre coefficient qi Cle
solution que e = 0. La déformation e!? est donc
ee) Xi+ e8)X,(c0) + eP/X,; (ch).
JU t La déformation totale s'écrit enfin, en posant r = z; La
pour toute valeur de 7 et pour r21, lon a
m(r)= MT +ur 2) AS IT, »
AG A (Sr 7 mr) |
u et æ sont deux constantes stokiennes, ainsi que les suivantes :
uw)? 4% 24?
A je CALUL Anne Eu.
MEME ae iM
On a, d’ailleurs, la durée de la révolution T étant exprimée dans un système d'unité quelconque
Toote + Te équa
\ 5 Re et pote — T'éque ) iX1
Doté
Le potentiel ®, la pesanteur sur l’axe polaire et le potentiel newtomien s’écrivent à l’extérieur de l’astre :
M 2 | 8 \ D(T ) = in We sd 50 To UCR, 6) — js Ne x 0 f sua 0 ut SRE (60) + 7 aw(R) xite0)|, M.
gr) = (Au 8A2wT 6).
La constante w est, comme dans l'équilibre relatif, comprise entre ©
et
N | Co
90. Ellipsoïde tangent et correction. — L’approximauon faite est d'ordre un. On doit négliger les termes d'ordre quatre en w, etws. Alors l'ellipsoïde tangent au pôle et à l'équateur, à la surface de paramètre z;
CSL e— m{(s)s?0:
La correction rapportée au rayon polaire n’est autre que
CRT) c20S70
| APPLICATIONS AUX ROTATIONS PERMANENTES DE GENRE UN. 143 . Mettons en évidence le coefficient A»,
_ E(r) est, à l'extérieur de l’astre,
GA ma 7 ACTU
RCA
Pour toute valeur de +, E(r) doit satisfaire à
Or te 7 p+=e = f d(br nu 2
pe HUE
Or, cette relation est identique à celle (182) du paragraphe 72, en
SERA sort D paragraphe 72 s'applique et donne E,2 0, E 20.
. La fonction F décroît avec 7. Le raisonnement du
posant F —
On en déduit les relations À — 4 £<56w< 5.
Enfin, si l’on prenait la loi de variation des vitesses angulaires
w3 par —w3 et A, par — A2.
M" Danoz a pu conclure ainsi : Dans tout mouvement de genre un, où la vitesse angulaire est donnée par la relation suivante :
W2(/2) = @f + w3 [2 la surface libre est un ellipsoïde déprimé entre le pôle et l'équateur
si ce dernier tourne le plus vite, c’est un ellipsoide dilaté si l’équateur tourne plus lentement que les calottes polaires. Cette correction
D RS CS Se im 8. SR nee UT
… diminue de la surface libre aux surfaces d’égale densité voisines. 1 Ce résultat est relatif à la première approximation.
É. 91. Le cas du Soleil. — L'équateur solaire fait un tour en 25 jours et ;. les calottes polaires en 28 au moins; nous prendrons 28. Le rapport des À prés > I
4 deux À est donc d'environ + — 7» et nous avons d'autre part
ù, Ci uen LA
Le rapport provenant du mouvement zonal de est donc 30000 fois su pé- {
D, ns : :
SRI à _
les calculs précédents restent valables, mais il faut remplacer partout
termes en Ja re puissance de Ja vitesse nt L’aplatissement m(1) est compris entre les limites suivantes | EVA RTE Sr DS 120000 — = 120000
etla correction rapportée aux rayons polaires e est à | 450 de latitude
prise entre les limites 0,28 oSA(I a RDA — 120000 # Le rayon polaire étant de 695550" environ, la différence des r o équatoriaux et PR ne dépasserait Bas 1 5 et la correction à
est inférieure à 1*",65.
Ceci soit dit, nie e faite de toute considération thermique, taches, des ne etc. ; Le Dot) à l'extérieur s at
iM VE 2 li AUS Le Rss 50 (f) XC0)+ + Ta0000 5”
d'ou les coeR cn u et æ devraient pouvoir se culeu F\ À
pers en w, Car le AT . est el RE Mercure, l'aratie
rs d'Einstein y parvient.
92. Objet du Chapitre et notations. — Le phénomène de la variation des latitudes, les marées terrestres et océaniques, la précession des équinoxes appellent une étude approfondie des mouvements d’un fluide dans un champ newtonien qui ne se réduisent pas à de simples rotations.
Dans la théorie classique du mouvement de précession, la terre est assimilée à un corps solide, et ce sont les équations d’Euler qu'on lui apphique. Mais s’il s’agit de tenir compte de la fluidité du globe et des déformations qu'il est susceptible d’éprouver, il faut prendre quelques précautions. En effet, on ne peut plus, dans ce cas, parler en toute rigueur d’un axe de rotation.
Dans le but de préparer une étude plus générale, nous envisagerons différents trièdres de référence attachés au fluide et se mouvant avee lui. Ils devront être solidaires de ce dernier s’il y a équilibre relatif, 1ls serviront à repérer les déformations si le fluide en subit au contraire, La rotation de ce trièdre pourra être regardée comme une rotation moyenne de l’astre lui-même. Nous formulerons les équations d’Euler pour le fluide ainsi que l'équation des forces vives. Celle-ci conduit, on le sait, aux questions de stabilité. Nous n'avons pas cherché à être complet, au contraire, nous avons évité tout ce qui pourrait faire double emploi avec le quatrième tome du Traité de Mécanique rationnelle d'Appell qui traite en particulier de la stabilité.
Notations. — Dans la suite, L est un indice qui prend les valeurs 1, 2,et3; h, h!, h” trois indices se suivant dans l’ordre circulaire 1, 2, 3. Un trièdre trirectangle sera représenté par X;. Les moments d'inertie et produits d'inertie donnent lieu aux équations
A D PEN EE Xfr), Br, = Zn Xp'Xpr.
La lettre & affectera ce qui a trait au mouvement absolu et la lettre 7 au mouvement relatif par rapport aux axes entraînés X,. Une paren-
thèse désigne un a produit inté (P, Le = PQ PQ PQ . Un crochet représente un produit extérieur ou vectoriel
VO D Qi = P;r D Pr Qu ï Ua |
Dans les équations à signification géométrique, les projectior À toujours faites sur les axes mobiles. Pour simplifier, nous appell « moment cinétique » le vecteur somme des moments des 1:22) it mouvement. | 4
Maintenant, si P; représente les projections sur les axes et de rotation instantanée du trièdre mobile, on a en général : =
(238) Fee DA BR DSP AMEPEC L'énergie cinétique T4 s'écrit
(2381) Tarte rr+(P, Gr);
en posant ceci
Te As Pr AL
ment par rapport à ce trièdre.
Deux systèmes d’axe s ‘imposent tout d’ abord à l'attention :
te
(239) | ZM =0, (240) D) m£nLir 0
Si le fluide est en état d'équilibre relatif, 1l se meut à la manière
de et les axes Lx sont bien solidaires de ce He
mr
pe
ES RLSUX
Chi 3.3
ch
Ces axes sont définis par les nt
(ar) ZE nLh= OS
dZpr DUNIZE ARS Fe Em AE
(242) - Em Zy Sr
Actuellement, (243) PORTES EP (244) Gr AnPr— Br'Pa— BP.
Considérons alors un solide qui serait constitué par les particules du
fluide telles qu’elles sont à l’instant £ et qui serait animé de la rotation P; il a même moment cinétique que le fluide. Ce solide est celui que Poincaré appelle « solide équivalent ». [Il est relatif à un instant. n'existe plus à l'instant suivant où il est remplacé par un autre, puisque la masse s’est déformée entre temps. 0 . S 3 AI 2 a AU e s 1)
3° Envisageons un système Z; plus général que le précédent, où l'on
aurait simplement ue: Gr) 2" 0:
L'énergie cinétique revêtirait encore la forme simple
Te T'+ Tr.
Mais dans les expressions (238) du moment cinétique, les G ne seraient plus forcément nuls. Il y a encore une infinité de manières de faire en
sorte que ces axes 2, soient liés au fluide dans le sens précisé au début. 4° Enfin, avec M. Le Roux, on peut définir des axes liés tels que T”
soit minimuim.
Remarque. — Afin d'éviter de fâcheuses confusions, il est bon de remarquer que les deux premiers trièdres ne coïncident pas forcément. En effet, la condition (240) donne, par dérivation et pour À = 3,
L A (7/00) Don M Pre
dt dt ?
tandis que la condition relative au moment cinétique s'écrit
à , d£; FAN (246) Smli—2mz ie Ô
S1 les axes que l’on se propose de définir, Z, et Z' d’une part, Z, eZ, d’autre part, coincidaient constamment, les quatre sommes 2 précédentes devraient être nulles. Or, voici un système matériel où elles ne sont certainement pas toutes nulles.
Deux barres homogènes, de mème densité, de longueurs inégales, se coupent en leur milieu et tournent en sens inverse dans le plan Z, 7, qui est fixe. Au moment où ces deux barres sont à angle droit, elles coïncident avec les axes Z,, Z, qui sont bien déterminés. Les deux barres se rapprochant de la bissectrice du premier quadrant Z,O7;, les sommes
de (245) sont toutes deux positives si l'équation (246) est satisfaite et si l’ona Z, =Z et 7, =7,.
94. Déformation et stabilité. — La notion commune de stabilité cons siste en ceci : au voisinage d’une position d’équihibre stable, un petit ébranlement initial ne crée pas de grands effets, tandis que sil équilibre était instable, il pourrait entrainer des effets disproportionnés avec la cause, et en particulier une catastrophe.
Si le système matériel envisagé ne possède qu'un nombre fini de degrés de liberté, cette notion de stabilité est susceptible de beaucoup de précisions; elle conduit à la définition classique, celle qui intervient dans le théorème de Lejeune-Dirichlet. |
Mais s’il y a une infinité de coordonnées, comme dans un fluide, les mots « voisinage », « petit ébranlement » n’ont plus un sens aussi précis et la notion de stabilité en devient beaucoup plus délicate. D'ailleurs, de l'avis des meilleurs auteurs, les questions qui s’y rapportent sont loin …
d’être complètement élucidées.
L'usage du point représentatif du système dans l’espace à À dimensions pour un système à degrés de hiberté conduirait normalement à la
représentation dans un espace à une infinité de dimensions des systèmes dépendant d’une infinité dénombrable de éoordonnées. Des difficultés surgissent, car la notion de distance et de np dans cet espace est susceptible de plusieurs définitions différentes qui s'imposent toutes plus ou moins suivant que la fonction de force dépend uniformément ou non des différents paramètres. Il serait trop long de retracer 1c1 ce genre de difficultés, bien connu d’ailleurs dans le calcul fonctionnel, et je préfère donner une définition de la déformation d’un fluide et du voisinage de 4 deux configurations, qui soit indépendante des coordonnées du système, … sans vouloir les imposer, d’ailleurs, car je conçois très bien que Le lecteur puisse préférer d’autres Ne dr
Soient dm une portion de la matière et E le volume de la région de l'espace que cet élément balaie au cours du temps. Üne région où là masse dm reviendrait serait comptée autant de fois. J'appellerai « mesure du déplacement de [a masse fluide » l'intégrale suivante étendue à toutes
fe dm.
Considérons maintenant deux configurations du fluide, j'appelle
les particules
« déformation » la borne inférieure des mesures des déplacements virtuels qui font passer de l’une à l’autre des deux configurations. La défor-
mation pourra également s'appeler « distance des deux configurations ». Elle satisfait aux axiomes de la distance dans les ensembles abstraits.
S1 le mouvement du fluide est périodique, la mesure du déplacement peut croître au delà de toute limite, mais la déformation atteint son maximum durant la première période et ne le dépasse Jamais dans la suite. La force vive totale du système joue un rôle différent, elle peut rester petite, bien qu’au cours du temps la déformation puisse devenir . considérable. |
Ceci étant, nous dirons qu'un état d'équilibre est stable si, étant donné un nombre n arbitrairement petit, on peut déterminer un autre nombre e tel qu’une position initiale quelconque à distance inférieure à & de la configuration d'équilibre et une énergie cinétique initiale également inferieure à e, ne créent à l'avenir que des configurations à distance inférieure à n de la configuration d'équilibre.
S'il s’agit d'équilibre relatif, les déformations et l'énergie cinétique se mesureront naturellement à des axes liés au fluide. :
Îl y aura stabilité s’il existe un trièdre lié tel que le critère précédent s'applique à ces axes-là. Pour rendre rigoureuse la démonstration qui généralise celle de Lejeune-Dirichlet, 1l suffit de préciser la notion de maximum de certaines fonctionnelles,
Nous appellerons « sphère de rayon r » centrée en e, l’ensemble des configurations à distance 7° de la configuration e.
Une fonctionnelle F\c| des configurations € sera continue en un état e s'1l existe une fonction e(r) tendant vers zéro avec r° telle que l’on ait
lFlcl—F e | RE) pour toute configuration c à distance r de e. Une fonctionnelle F|c| continue sera maximum au sens faible en e
s’il existe une sphère de rayon 7 donnant lieu à l’inégalité
here;
quel que soit l’état c à l’intérieur de cette sphère et différent de e. Une fonctionnelle F|c| continue sera maximum au sens fort si sur, toute sphère de rayon suffisamment peut 7, on a
Flei—F
cl>Æ(r),
K2(r) étant une fonction positive qui naturellement tend vers zéro avec r.
Le sens fort ne dérive pas du sens faible comme pour les fonctions
ra ete on eh bac au sens de M. He f _n’'insistons par sur Ce genre de difficultés bien connues en calcul on tionnel. NUE #
95. Un critère général de stabilité. — Nous supposons que les fo dissipatives, c’est-à- dire celles qui proviennent de la viscosité, créen travail élémentaire dh. Ensuite nous admerte ons que JE puisse pc
FES RENE
tante. Pour une na de initiale c, on aura
Le LE Lo ai V ü La différence peut s’écrire
(247) nie Ti + aa ea en
Alors a ditibre sera nr ene-llest a en Étrer de déterm er 1
une sphère s centrée en e telle que sur celle-ci on ait 1 ë
à. QURS Ve LAURE k?,
Æ? étant un nombre à PROD ABreRt pas Et l’on Fat prendre u un nou- Ne kÆ2 e
DUR dé démontrer que la force vive relative restera extréAl
petite à la suite de l ébranlement initial, mais elle ne permettrail pa : L à
démontrer d’une manière générale que les configurations restent tance faible de l’état d’ équilibre. |
Poincaré a introduit une réciproque en quelque s sorte qui s’ interp rèt ainsi, dans le langage actuel. AS Tee _ Supposons que V puisse prendre au voisinage du e des ls rieures à V.. Il existerait un état initial c, pour lequel
REMARQUES AU SUJET DES MOUVEMENTS GÉNÉRAUX ET DE LA STABILITÉ. 151 k? étant suffisamment petit, et l’on pourrait prendre T£ < Æ? de sorte
que Vo— TS > Ve+ A,
mais on à, d'autre part, V— Tr = — ph,
Au cours du mouvement — À ne peut décroître et, à parür de l'instant initial, on peut écrire
V—T=—h2—h= NVo— TS > V,+ Æ2.
La configuration ne saurait se rapprocher de e puisque l’on a
Il existe donc une sphère centrée en e assez petite dans laquelle la configuration n'entre plus. |
S'il y a dissipativité, le rayon de cette sphère, dans laquelle on est certain que la configuration n'entre plus, peut croître au cours du temps. Ainsi, la dissipativité peut rendre instable un équilibre qui, sans elle,
pourrait être stable, comme Lord Kelvin l’a remarqué.
96. Un théorème récent d’'Appell. — Poincaré et Liapounoff ont démontré qu'une masse fluide homogène et isolée ne peut atteindre un état d'équilibre relatif que si elle est animée d’une rotation autour d’un axe de direction fixe. Dans un article aux Acta mathematica en 1026, Appell a généralisé ce théorème au cas où la densité ne dépendrait que de la pression, la masse fluide pouvant d'autre part être soumise à l’attraction newtonienne d’autres corps fixes ou variables.
Ce dernier théorème se démontre aisément. Soient X, les axes liés au fluide. Un accent (') représentera une dérivation par rapport au temps. Les expressions de la vitesse sont \
A Ds
en projection sur les axes mobiles et celles de l'accélération sont lr — [P, LP, X]},+ EPA P XX:
Soient U, le potentiel newtonien des attractions des particules du fluide et U, le potentiel des attractions des corps extérieurs. S'il y a équilibre relatif, on peut écrire, en se référant au système mobile Xz. po étant la densité et p la pression,
dpt Ur RIUs)
DR ANS A COR Pre aXz ox: 5
les accélérations devront dériver du potentiel V. De l'état d' " _relauf, on a | RAS à 143 Ne ee Mais les dérivées de L s’écrivent
dr ! or LA D = PyPy— Pr, 4
OX n° COR RO CR
et puisqu'il faut qu’elles soient égales on en conclut Pro te tion instantanée est fixe par rapport au système mobile, she ne peu
genre un et il doit exister un baténtiel des accélérations, ce hs ex
pe Où | ho DY:
Dans son beau mémoire, Appell étudie épalsaent le cas où la
ne dépend pas de la seule pee
X} quelconques. | AH en no Â le vecteur, moment CE des forces exté
négatif ou nul.
De
(248) | 1 (Pr Go)
(249) | Gh= AnPr— BP BrPyr.
Le moment cinétique se calcule facilement et s'écrit actuellemen ; (250) Gi = 6j, + Ge. LACS Le théorème des moments donne
dG?.
(251) (at)
men n re Eu la = An;
RAT Nm "A s » <
Lrholl ‘ALES ar Ô
ces équations sont analogues à celles d’Euler pour le mouvement d’un solide.
Le théorème des forces vives s'écrit d’autre part
(252) dTa = AW + (N, P)dt + dh.
Mais on a, comme précédemment,
(253) Ta T'+T'+(P, G)
et l'équation des forces vives devient, par substitution.
d | | “e DRE Te (HG NICE no.
ou encore, en vertu de (248) et de (250), en éliminant (P, G'),
U É d D Rte GP
et par suite, en dérivant le produit intérieur,
pt darts dP? 2 ie dh D 2 nice ) ) + -
Mais l'équation des moments (251) donne
Ainsiles moments A disparaissent de l'équation de l'énergie qui s'écrit
Pardi
(255) Store (Ge ©).
Cette relation est très générale, puisque le système de référence est resté d'orientation quelconque, fixe ou variable.
Si, maintenant, on adopte le système des axes Z, définis par
(CE à l'équation (254) s’écril
d K di 256 ET OA UE PA DS 1 VA a ER ANS En célte dernière sera utile, notamment s'il n'y à pas de forces extérieures ou si, simplement, le moment A est nul.
98. Les critères de stabilité de Lord Kelvin et de Poincaré, — Recherchons les états d'équilibre relatif qui puissent être stables. Nous savons que la rotation instantanée est dans ce cas de direction fixe et nous pourrons la prendre comme axe des X;.
se
avec
En définitive, l'énergie cinétique relative peut s’écrire
Tr RENE nn !
RAT Me
W est l'énergie botentielle des attractions newtoniennes des part | du fluide entre elles. Cette fonctionnelle ne dépend que de la co ration du système. Si elle est maximum au sens fort pour une co ration, cette dernière représente un état stable d’ équilibre relati l’étude des variations de cette fonctionnelle avec les configuration i quantité & doit être considérée comme une constante. 10 cs le critère de ae Kelpin. | |
» S'il n’y a pas de forces extérieures ou si A — 0, le vecteu r G constant en grandeur et direction. Dans l’état d’ équilibre, il ne pe | coïncider en direction avec le vecteur r P. Actuellement P peut varier grandeur, mais on à toujours SUR i
AGE IP et
et l'équation de l’énergie prise sous la forme (254) s'écrit
Tr=r+W io
A SE TES RE Ie Et US LOL L E VEPE * x = MERS Ed k MED Fa . =
99. Les mouvements de genre un. — Afin de mieux apercevoir la portée de l’artifice de la cavité et du procédé uniforme qui en découle, rien n'est aussi instructif que de chercher à les appliquer dans des circonstances de plus en plus générales.
. Nous montrerons que cette méthode s'étend à tous les mouvements dits de genre un, dont les propriétés essentielles vont être rappelées dans ce paragraphe.
_ Puis nous procéderons à l'étude des petites vibrations des astres fluides, objet d’une très belle étude de Lord Kelvin (!), dont il est possible de rétrouver et d'approfondir les résultats.
Considérons un fluide parfait soumis à l’attraction newtonienne de
ses propres particules et de corps étrangers fixes ou variables. Les équa-
tions du mouvement s’écrivent
1 Op OÙ
(257) de .
les deux autres sont analogues; 9 est la densité, p la pression, U le
potentiel newtlonien et les y sont les composantes de l'accélération; enfin
PH sera le temps.
… S’il existe un potentiel —Q (x, y, :,t) des accélérations, les équations (297) s’écriront l'O 5 0 D RAS re LÉ Eee mel # (en) = ( .
be de avec + Q En multipliant ces relations respectivement par les composantes dx, dy, 03 d’un déplacement purement spatial, à £ constant, on trouve
Licass) Lip id.
| (1) Phil. Trans, 1863, p. 533-616.
Fa
La densité elle aussi ne pourra dépendre que de p et de £ et l’on aura
celte Ace pourra Varier au Cours du temps. | Réciproquement, l'existence d’une Flan de la fer (59): impli l'existence d’un potentiel des accélérations.
En effet, la relation (259) permet de former le potentiel
l'intégrale étant prise à ‘ constant. Les équalions (257) s’ écriven * ÿ® | OU OR HA
ce qui signifie que les accélérations dépendent du potentiel “
pressions différentes au cours du temps. L Nous appelons comme précédemment « mouvement de genre nn
ou encore «mouvement barotrope » tout mouvement pour las
P=P(Pt}
où test le temps. Ces mouvements sont aussi caractérisés par tence d’un potentiel des Er E ations. M. Bjerknes dirait fluide
RUE
100. Résumé et extension de la méthode de la cavité. -- Pour tout mouvement de genre un, les équations de lhydrodynamique (255) se résument en celle-ci, où ® ne dépend que de p et de t:
(260) P—=U+OQ.
Le laplacien étant pris à { constant, bien entendu, on a
(261) AD = AUHAO = = Frto A0,
où & est la constante de l’attraction universelle. Soit, maintenant, S une surface régulière à l’intérieur de laquelle D est supposée être une fonction régulière au sens fort.
En tout point P intérieur à S, l’idenuté suivante est vériliée :
(262 ) f :av a+ f ue + AT de f DT ON
dans laquelle Cest la répion intérieure à S et les dérivées normales sont prises vers l’intérieur. De la relation (261) on tire
(263) £rio —AQ— AD.
Le potentiel newtonien s'écrit d'autre part
U =if <e d0 + if = o Z, ' : F
où Z est l’espace entier extérieur à S.Tirons la densité de l’expression (263) et portons-la dans l'intégrale étendue à la cavité. On trouve ainsi
GRU = f FAQaC— f abaG+ ri f 2e a.
Enfin remplaçons U par ® — Q et l'intégrale en A® par sa valeur tirée de (262), ce qui donne à l’intérieur de S “
) . A( à (264) ne MAS +anif sedt— [bas +irQre f Race.
LE
Je dis que cette équation est équivalente à l'équation fondamentale (265) b=U+Q
dans ce sens que (265) implique (264) comme nous venons de le voir et que réciproquement si (264) est satisfaite pour toute surface S fermée
n appartenant à une fam | satisfaite aussi. Li die je _ Cette réciproque se démontre comme précédenn nen Deus d'écrire (264) sous la forme
1266) 14% nn 20 A) AG re dde
AD MO
1° Le fluide envisa gé peut ére animé d'un mouvement de, ge ret n il suit donc ne Fo he
pour lesquelles l'identité (262) est encore vérifiée. 3° L’astre peut être soumis à E influence newtonienne cons! ste variable de corps étrangers. :
401. Remarques sur les re arguments. — Due choi liers de familles de surfaces S s'imposent à à l'attention : é
les Rite dans leurs mouvements sf CAN et ne ee ch ‘ b. Les surfaces sur lesquelles la pression dr tei porellement la même valeur p(x, y, 3, t)— const. | LU “ K. Dans ce dermer cas, il faudra que ces surfaces restent fermées scindent pas quand on passe de la surface libre à l'i intérieur. F0
tan TT QE
AN QE Ca te SAONE LE PÉNUES SATR
constant-sur S puisque l’on a D — d(p, «). L'équation devient
On connaît l’avantage de cette relation : aucune des deux intégrales du premier membre ne porte sur la cavité intérieure à S et l’on peut déve-
I À ‘ « * i opper - suivant les puissances des distances du poin 5 P : i lopper - suiv P point potentié P au point
. potentiant P', et ce développement pourra n'être employé que là où il
converge absolument et uniformément, c’est-à-dire au voisinage du centre de l’astre, point commun à toutes les cavités. Les deux membres de (267) sont d’ailleurs harmoniques à l’intérieur de la cavité et il suffira d'identifier leur développement de Taylor au voisinage du centre pour satisfaire à l'équation.
On peut déduire de (267) une nouvelle extension du théorème de
Stokes.
102. Le procédé uniforme — Comme précédemment, + sera la distance du point potentié P au centre O de l’astre, R la distance de O au point potentiant P', j'entends au point variable d'intégration; y sera l'angle POP’ et X, le g°"° polynome de Legendre. Nous pouvons écrire
I TL TNT RL QU SA EU ESS r Ha a L LEE Y) F0
D'autre part, les surfaces sur lesquelles la pression est et reste constante seront caractérisées par un paramètre 7. On a évidemment p(}}), p(J,t} puis R (/, 9, b, t), où 6 est la colatitude géocentrique et la longitude.
Dès lors, le coefficient de +? dans le premier membre de l’équation fondamentale (267) est
(268) Re Dn(T
1 CU oR :.
RES BALE Lane TL 14 — Q a 4 Ri—9 + azi f o RIT d]
La fonction H a la même valeur que précédemment
el I he I 1 OR \?
TOUR 00) Fine Ü(R 26) ?
en plus 7, est la valeur du paramètre 7 qui caractérise la surface libre p —= 0. La dernière intégrale de (268) provient de Ia zone Z allant de la surface 7 à la surface 7,. S'il ya des corps extérieurs, leur potentiel
TO UIU sera inSCrit ei simplicité.
Posons encore
(269) Q + sf AQ dG = ru vAQ, 0 ou #0,
Er
l astre, et c’est tout ce qu ‘1 nous faut. | Este des puissances de + dans les deux membres del tion fondamentale (265) donne |
M faQ dc (270) IRk= D Vo —(2q +1) Ya 0, Ÿ Le
re 1.5 a ner
rang q du développement du cr AM comme précédemment. le RAS note absolument He io 1 es
surfaces. Nous poserons en conséquence
CD = 8 D+el( et PU) = 0) Pt D
Pour les petits mouvements au voisinage d’un état. Abe d' qi absolu ou relatif, on conviendra utilement que p° et ®° représ valeurs de o et de ® dans cet état. de :
= Au voisinage du repos absolu, caractérisé par une réparti
rique des couches d’égale densité et d’ égale pres Ï res
rayon de la sphère sur laquèlle la pression PASS Se l'état de repos absolu. | 5
Pour l’étude des petits mouvements au voisinage de l'état haies nous poserons, comme précédemment,
R=7(1+e) aveôr el, ab cr.
Cette fonction e est encore la déformation radiale rapportée au rayon SS la sphère.
Enfin, nous envisagerons : les accélérations et leur potentiel 0. les modifications p! et D! de la densité et du potentiel de la pesanteur, enfin la déformation e comme de l’ordre de grandeur d’une quantité petite À. 5
Développons les deux membres du système (230) suivant les puissances de À et identifions en À. Les termes en À° donnent
) Îs = te Gi f GITE
( iM Si g ——I, l po si q = 0.
Ce système correspond à la stratufication sphérique et au repos absolu.
[l se résout ainsi :
do ne
Ie
ri. D),
D) étant la densité moyenne de la matière intérieure à la sphère de
rayon 7. Le premier membre n'est autre que la pesanteur sur cette
sphère. | a L'identification des termes en À! donne ensuite
l ji _ jar | PJ dj. [agde SLg—=-—-H#,
ee EC EM LACS NE D CAL L Ci y = \ dt! . à RE Ë Fe “ 0] K g ;:
; j —(2q +0 Y,(7, 0, dt) ERP RU TELE
… L'accolade en e est analogue (!) à celle déjà rencontrée précédemment (?)
: ) ; ” ja d— lp RE D ja V7 + 1 + 5 à dy.
Le tableau (231) est encore très général et convient à tous les petits
(:) Elle n’en diffère aue je le facteur ri.
(2) Page 85.
cation des termes en À À d'un ordre menque.
rons là. | Aer me ce £ Si la relation es bp
Mas nou
quement Aa
1 FENp :
| — -— | AQ dC Sig —=—I,
(272) rile = ne : He Je (29 2)Y,(00 2) EEE go, L 2 Fo
les équations relatives à GET, 2; É Ée . qui interviennent et c'e ces dernières aie nous allons porter notre altention. ME.
cette dernière relation est immédiate puisque l’accolade représer t opération en 7. Le tableau Lei s'écrit pour 4 > 0 2q +1
(273) lei nu dt 0, 4, t):
na
eg(J; 6, Ÿ, t) + >: gsm]; t) ER CDN m=— |
Ya: 0, Ÿ, €) = D 2g,m(fs ©) Yg,m(6, p).
Mm—=—
en ne Xqg,m (5 t).
(274) fer JD =
l’astre étant actuellement exclue a priori (p. 85). On aura
; £ + co . a ‘ egm(ps t) = agim(e)j".
Le système (274) se réduit au suivant :
+ © ; ne 29 +1 Ë (275) Dar) (ie rar Cum n=0
Enfin notons que l’on a, pour une masse hétérogène, - (R n+gn,. ee (276) Ce Has D tir gEen) DJ TER).
Le î el, pour une masse entièrement homogène,
ce n+4g.….
ED Yen Lui l ES 3— - 2 —+ Die .
(Lot TES D(— 5 J? q+n ji 4+n J? re
Puis, pour une masse quelle qu'elle soit, ; FALSE 2 (278) PE ee cd sub,
comme le montre la formule (256) dans laquelle on fait n = g — 2, Les calculs précédents consistent à pousser l'identification des deux membres du tableau (272) aussi loin que possible pour g—1,2,3,::.. Ces développements généraux faciliteront beaucoup les applications de la fin de ce Chapitre. Ils permettent de traiter d’autres problèmes encore.
105. Équations complémentaires. -- Invoquons quelques résultats généraux qui s’établissent directement et, pour ne pas interrompre Îa continuité de cet exposé, renvoyons la démonstration des trois premiers à la fin.
1° L’équation de continuité dont on n’avait pas à tenir compte dans la recherche des figures d’équilibre ou dans les rotations permanentes implique la relation suivante :
DT AQ
où la dérivée de o est prise en suivant la particule dans son mouvement. 2° Si le fluide est incompressible, la densité est constante le long des trajectoires et le potentiel des accélérations est alors harmonique.
3 0 même et ne a
30 81 j 1 représente la projection sur le rayon vecteur du de la particule dans son petit mouvement, On aura 14
ns gi 0. , o À TS 5
n° est } accélération radiale rapportée.
p = 0 est une the ous Done cette dernière, on doit avoir
stamment en ete — nn. Des Bulle atvériter FA 5° Pour une masse Lonioane et incompressible, le volume Lota
tera constant et l’on aura à chaque 1 instant | |
re
où ËX est la sphère de rayon J,. Cette cahuan implique que le
Le du A à de e soit identiquement nul. |
26° Le centre de gravilé de la masse supposée end ne pourra p Le par rapport aux axes æ, y, = qui lui sont attachés,
| implique que l’on ait constamment + ee
| fau =, es | _fzav = 0,
à leur tour heccence du terme e, dans Le développement de », d’ Er, ini 0ù RER es Ce développement s’écrira
Le] ; Ca , Cq:
en subir en l'absence de parrhtns. On a donc
(259). ET 2; ne Pie Su Y, (0, d, d. 5
La présence de corps étrangers modifierait cette dernière remarque, comme on le verra au paragraphe 109. Passons aux applications.
. 406. Les vibrations propres d’un fluide homogène et incompressible, — Le fluide satisfait actuellement aux deux relations p — const. et AQ — 0.
Le potentiel ® se réduit at et les fonctions o' et ®' sont identiquement
nulles, D’autre part, les Y, représentent les fonctions sphériques du développement de Q. Ce potentiel n’étant défini qu’à une constante près, on peut supposer Ÿ, nul. Le tableau (271) en e s'écrit donc pour un fluide homogène et incompressible
(a si = I, (280) = 9 ig=e, se 2g +1 7 EE S Sel | des dot) de,
et Les caleuls faits au paragraphe 104 s'appliquent. Les seconds membres de (280) sont indépendants de 7 ; 1l doit en être de même des premiers, ce qui exige, en vertu de (257), que l’on ait n — g — 2. Ensuite, en tenant compte de (278) et posant
Ha
N | Co Le) SK .
en
l'équation (275) se réduit à
ajntt) = Mg 4g,m(t).
Puis on trouve
(281) Ey,ym(]; A ee DAFT 77 me).
Mais d’autre part, pour les déplacements radiaux des particules, on a
(282) Da nie (à) FINS IT? Xq,m Ce).
Or, la surface libre est suivie par ses particules et c’est une surface à pression constante. On aura donc sur celle-ci
Pl) ARE RE à 0e Eg.m Es Ng,m) " = Ji, et les équations (281) et (282) donnent lieu à la relauon A : Ha tqim(t) = — 4 4g,m(t).
Si cette équation est vérifiée sur la surface libre j — 7,, les dérivées
W 11 .. . = : à © ? RER ? :
Cqum EN q,m coïncideront pour toute valeur de y, € est-à-dire dans l’astre entier; et l’on peut même écrire e — 1 quels que soient 7 et, caril est
note l’équation (83). Elle s'écrit
ay,m(t) + 03 ag,m(t) =0.
AVEC
a = À g,m COSOgt + By,m Sinwgt.
les fonctions . m. Elles ne nn que du premier indice de la tion sphérique. Les déformations radiales sont
ra (4, dau re mo ÿ)sinwyt]
avec E Es
YHG, deu © Agm Kan(8, Ve
Y3(0, Y) = Lg D Bam Y lg,m (0, 4).
radiales pour la surface libre à l'instant initial { — 0, car P | ;
e(0) => Jane 0 L
e‘(o) => vit? va(u y),
cients ce Ag,m), Bg.m pour g22; * sde 2
les autres sont nuls.
La vibration propre d'ordre q possède la période
2 4/5 2e 29 +1 I g(q—1) VeD D:
déterminée par Lord Kelvin (!).
Elle est inversement proportionnelle à la racine carrée de la densité
du fluide, elle est indépendante des dimensions et décroît avec le rang q de la fonction sphérique. Sa valeur asymptotique est
Ta NN : eee : ID |/
D'autre part, la vibration d'ordre g, représentée par 7e,, diminue comme 77 ! quand g tend vers zéro ; elle atteint la n°"° partie de sa valeur sur une sphère 7, telle que l’on ait
et si g est très grand, 7, peut être très voisin de /,. Cette question est analogue à celle de la houle. Les vibrations fondamentales je, d'ordre élevé répondent aux petites vagues, elles ont une période très courte et leur influence est minime à quelque profondeur.
Au centre de l’astre, la vibration d’ordre 2 est seule à se manifester sur la vibration radiale rapportée; on a en effet
(Je) 0 ee) Ye(0, VE).
Enfin, dans l'expression (258), les intégrales prises de 7 à 7, ont disparu pour n — q —2. Cette zone crée donc un potentiel constant, Île
| même que dans l’état d'équilibre absolu.
Le potentiel créé par la matière répartie entre les deux surfaces fluides p—0 et p—=c reste constant à l’intérieur de cette seconde
surface.
_ La pression étant constante sur la seconde surface, on déduit aisément de cette dernière propriété la proposition suggestive suivante : chaque cavité vibre comme si la zone correspondante n'existait pas. Par cavité nous entendons, bien entendu, le noyau qu’elle remplace.
Rien ne serait modifié du mouvement d’une cavité st à partir d'un instant la zone était anéantie.
(:) Phil. Trans., 1863, p. 610.
_ Îl'existe un potentiel des us re ee
nr. ns. — - snoyt =} cyt) : ee E
de degré q en x, - z:
107. Sur les petites vibrations d’une masse incompressible hétérogène. — Demandons-nous s’il est possible que les particules suivent le surfaces à
à pression constante pour un fluide incompressible € et étéro: gène ? On aurait encore pour Re er
5 ol AE a ="; déistnh
mais les accélérations radiales donnent en vertu de (239)
Ping = g TT) Ya, 4,4) FÉL les tonne radiales, en vertu du tableau 8e) .
ee
Sen
Y(0, d, DS nie d, or
_ pressible. Fes _ Les surfaces d’égale densité ne no. pas, cepen. _des surfaces d’égale pression pour une masse RÉtÉrOERES
SUR. LES PETITES | VIBRATIONS DES ASTRES FLUIDES. ee 169
“Non, car on aurait une relation de la forme o — p{(p, t); la méthode
: RES s appliquerait, les surfaces d’ égale densité seraient des sur- _ faces fluides puisque le liquide est supposé incompressible, elles pour-
raient pie pour surfaces S et l’absurdité signalée serait inéluctable si D n'est pas constant.
Pour une masse hétérogène et incompressible, ilest impossible que
la famille des surfaces d’égale densité coïncide constamment avec la … famille des surfaces d'égale pression au cours des petits mouvements
au voisinage de la sphère.
Les deux stratificauions devraient ere. | Une relation de la forme o —p (p, {) est donc impossible, ce qui implique, on l’a vu, l’inexistence des potentiels D et Q. Pour les petits mouvements au voisinage de lasphère d’un fluide
_ hétérogène incompressible, il n’y a nt potentiel de la pesanteur ni
potentiel des accélérations. S'es oscillations sont donc baroclines.
108. Le cas d’un astre perturbateur. — Si un corps étranger attire l’astre envisagé, son potentiel sera porté dans le second membre de l'équation fondamentale (269) qui s'écrit
2 Te ds + ixi f : p dZ ir AT irQe— f - AO dG r dn
Pour simplifier les écritures, supposons qu ÉCTE y ait qu’ un corps perturbateur et de forme Dh Soient m sa masse et L sa distance au
centre de l’astre primitif. Le dernier terme s'écrit, comme on le sait,
_ y étant l'angle du vecteur OP avec la droite qui unit les centres; on aura pour ce corps étranger
I I S {ta à Re
Le système fondamental s'écrit encore, par identification en 7, pour
| tout fluideà relationo—/(p, t)
”, l 2 | iM— = fAQdG SL get,
détruisent si l’on repère, comme nous le supposons toujours, 1e mouv ment du fluide au moyen d’un SHC d’axe de direction fixe attaché centre de gravité. On sait en elet qu’en obéissant à un champ de gra tation on le supprime. Il n’y aura donc pas lieu de tenir con de l équation g = 1 qui est identiquement satisfaite. Les équations en e deviennent pour g > 1
(284) él — Re, Za(0, ÿ, 4)
avec |
(285) Zg(0, ÿ, 4) = V0, d, t)+ EX, (cosy).
La Ho Ly RU ce par l'intermédiaire de ss les ïe
y faire figurer. Nous poserons comme précédemment
EE
o Z4(0, d, €) = = ag,m(t) Ya,m(0, ).
Mm—=—q
par des calculs di à ceux du A tte 106,
(286) eg = bal? Lg(0, Ÿ t).
(287) nq = — JT? Y4(0, dt) et sur la surface libre on a à chaque instant e — n, d’où LY + wWr a Vq —0;
mais nous avons posé (285). è Da peut élininer Y, entre cette ne et l’é équation (285) 22 à
è Wÿ * LP (288) L!, + w2 La in pp Ko) a
C'est une équation en t à coefficients REA avec second membr Son intégration pourrait se faire comme précédemment sur les coef
À Les équations seraient de le forme # plus simple
20) + wa(2) = = ft).
PLa on no L de cette dernière équation peut s'écrire, comme con le vérifie facilement, :
20 = À coswt+ B soc 1 f° L(s ) sinw(é— +) de,
_ etlona | RÉrR ,t a'(t) = — w À sinw£ + wB coswt + f f{r)cosw(t—7t) dr. pit : 0 Pour { — 0, & et «' se réduisent comme précédemment à À et oB. Si l’on revient à l’é équation (288) on trouve | | ZIUR? t)= Y{ (0, a (0, d)sinoys
BEF Ne T) dr.
_ Sim est nulle, Z, se réduit à la vibration fondamentale d'ordre g ren- . contrée précédemmment. La déformation radiale s’ écrit | en e y Me DAC di ER q=2
. À l'instant initial, on pourra se donner e et sa dérivée e’ sur la surface libre en respectant les conditions relatives au volume et au centre de gravité par rapport aux axes entraînés. On a en effet
e(o) <>. My J1? YE (0, d),
ee
e’(o) “QUE 0 ®),
conditions qui déterminent les fonctions sphériques Y} et Y. _ Les positions initiales et les vitesses radiales initiales des points de la . surface libre peuvent donc être données à l'avance et le mouvement est _ entièrement déterminé à partir de là. On démontre encore les proposi- _ lions suivantes que la présence de l’astre perturbateur n'empêche pas. d’être x vraies. |
- Les particules au cours de leur petit mouvement restent à pression constante pour un fluide homogène et incompressible. Le potentiel d’une zone reste constant à l’intérieur de la cavité.
Ja cavité.
- mations s ’ajouteront tout simplement et au lieu des termes en im nous #3
La: zone peut être supprimée s sans que cela char É-
Les molécules pour une masse hétérogène el incompressible ê à pression constante dans toute la masse fluide : $
peuvent pas rester à cours de leur petit mouvement. CR ES OR ET ;
Cette dernière pr oposition s'établit ainsi. Où aurail en, dote 1 d’où {e,}—{n,}, mais cette relation implique par 56) et (289)
Z, (0, Lt) =— ne A et 0 d, .
CI D
Zyet Y, ne contenant pas /, il faudrait que D fût une constante. ni est 2. encore impossible que les surfaces d’égale densité coïncident au point. de vue géométrique avec les surfaces d’égale pression, et il n’y à mi potentiel de la pesanteur, ni potentiel des accélérations. | La présence d’un astre perturbateur ne pouvait, c'était à | prévoir, mettre en défaut les propositions Re au paragraphe précédent, puisque son potentiel newtonien s’ajoutait simplement au potentiel de la zone. AU
Remarques. — a. Quelle serait la forme de l'Océan si l’astre perturbateur restait immobile par rapport à la Terre ? La réponse est immédiate pour un astre complètement fluide. En effet, cette configuration d’ équi-
libre répond à la solution particulière à — “4 de l équation (289) en œ
où f est alors constant. La déformation AE est pour cette marée sta
__—- Ja DU ETAT. PES. ; ARC) SE) ten
La déformation principale (celle d'ordre 2) s’écrit >
tique
&= 5 m Ja 3 | Cy — ps M (5) X,(cosy).
direction de l’astre, l’autre dans le sens opposé. Ce sont fee deux maréi hautes aux ni l’une de l’autre.
D. Il est clair que s 1l y a plusieurs corps perturbateurs, les défo
aurions une somme de termes semblables en ëm', ëm”, .... FE c. Il ne serait pas difficile d'étudier par cuite ro les petits S
F mouvements de dur corps fluides homogènes s attirant mutuellement et situés assez près l’un de l’autre pour qu’il y ait lieu de faire intervenir les changements de forme de l’un dans le calcul des changements de forme de l’autre.
109. Petites vibrations au voisinage d’un état d'équilibre relatif. — _ Un astre en état d'équilibre relatif doit, comme on le sait, tourner autour d’un axe de direction fixe passant par son centre de gravité avec | _une vitesse angulaire constante w. :
Soit Z, y, z, un système d’axes solidaires du corps dans cet état de cœur libre ur On considérera ce système comme fixe et, pour l'étude des petits mouvements, on ajoutera aux forces données les deux forces fictives : centrifuge et centrifuge composée. Les équations s'écrivent
= F0p alu D de + wx—7Yy,+ {force centrif. comp.
Soit alors ?. l'ordre de grandeur des petits mouvements, la force. cen- É 0e composée sera de l’ordre de 62. Si À est lui-même de l ordre de °? la force centrifuge composée de l’ordre w® est négligable vis-à-vis des termes en w? qui créent l’aplatissement. Les équations précédentes _se résument donc ainsi, à cet ordre de grandeur,
, ss u)? :
Deer Q Cape)
Le potentiel des accélérations est actuellement formé des deux derniers termes changés de signe; — Q reste toujours le potentiel pour les petits
mouvements. Posons À :
e = w?ell) + kel?)
pour mettre en évidence les deux déformations : celle qui provient de la rotation d'ensemble et celle qui provient des déformations passagères. Le système fondamental s'écrit actuellement
[ iM— got fa dC 1 q —=—I À\ q 7. Qc si — 21? : Si dre 0, FR =: (e) SET et
a Xe cos 0) 9 Vol, O. V-r\e di de :
(2761) Ya(J: 0, %, €) si 4 =53, 4
: L’approximation d'ordre zéro est la même que précédemment. L'ap-
— Su X (cut) 5 a 0 —(2q +1) Y,(J, 6, Ÿ, Le
Il faut identifier les termes en w? et les termes en de La première identification donne |
Si g =—1, si q = 90, si q = 2,
si g = 1, 3; He
système qui résume la théorie classique de Clairaut sur les figu planétaires. Notons en passant que le système de repérage des su d’égale densité n’est pas le même que précédemment. 2 OR _ La seconde identification redonne le système envisagé précéde
et pour q > o on retrouve 2q +I
eh =— : ARS Ya(J; b, Ÿ, t).
Re
comportant noyau et ee paraîtra Re dans le V4 des Commentarii Mathematici Helvetict.
0 ra nn de. V; 3, ee HO ou Ë | nous pourrons négliger systématiquement les quantités du second ordre en Tao ne de dp
+ Y, . da ee dt”. 4
en.
JP dt ” 0x ” de +.
et même d'un potentiel des déplacements y s
. î _ . + af Q ar.
L'équation de continuité elle-même s’écrirait
et le potentiel des one est harmonique, AQ = o. ER potentiel des accélérations est harmonique, le fluide est incompressible.
ment X; YŸ, Z de la particule On a évidemment
ai dy 22 | / J: F
Dérivons deux fois par rapport à { en suivant la particule, on trouve :.
NE ne À Ve D es ce
et, s’il existe un potentiel des accélérations —Q (a, b, €, t),.
mes PRE
ee ne AU. db + ‘de
point, le développer en une somme de polynomes homogènes en &, L,
Q = P,(a. be, 0.
Le théorème d'Euler sur les fonctions homogènes permet D
jèn = Ÿ a Pi(e, Hit ti:
Er À
rtante, comme nous l'avons vu, pour l'étude des petites vibrations. ee portée et la signification de cette méthode apparaissent d'autant mieux
| s'attaque à des problèmes plus compliqués.
E | LPSE
que voici : £ L'écorce terrestre serait animée d’un mouvement d'ensemble par rapport noyau central.
pousser la résolution rigoureuse aussi loin que possible. Il serait pic intéressant de se rendre Fu tout au moins dans à
on on prodigue le pe tout le possible arrive».
Problème spécial.
Je supposerai : |
19 l'écorce E et le noyau N, tous deux solides;
20 Ja surface de séparation X, sphérique;
3° l'existence, en chaque point de la sphère de séparation, fonction de la vitesse relative des points en contact; 4° les centres de gravité de E et de N, au centre de la sphère X; 50 les ellipsoïdes d'inertie centraux de E et de N, sphériques.
TS
is axe ee crées <
FX: Ya représentera qe sn extérieur de deux vecteurs X et Y. Les vitesses V et; 0 dun point de E et de N seront données par les équations
— = {P, Xe é .
PL Te = ee. lp, æ |n;
NVra—vi= fo, 7}.
Soit W(V —+) l'intensité de la force f de frottement, de composantes :
Ne Poss Vn— 0».
Fe de D Lément, est dirigé suivant É vecteur w} ; on s’en persuade aisément, il suffit d'en obtenir la pi Si R est le rayon de £ et 0 l’angle que fait une
eo ie (halte) 7: nn
: | se Y(wR sin 8) sin? 0 db.
- a étant le moment d'inertie de E, à celui de N, par rapport à un diamètre de EX. Les équations d'Euler du mouvement des axes s’écrivent
“ dGr in dS h : :
de dt de dPy 1 ; dpn _ 1 (w)
NOTE I
Soustrayons la deuxième des équations (4) de la première, afin d'oblenir l'équation donnant la vitesse relative
du) en) Re HU ss ot AVEC À = ——— dt EE 6 ab
Ph, Q%
Cette équation montre que la vitesse du point w est dirigée suivant le vecteur w} de sorte que ce dernier a une direction fixe æ;. Posons donc wy = s;w et l'équation (5 )se réduit à la suivante :
Atfectons de l'indice zéro les grandeurs se rapportant à l'instant initial 4 = 0; alors l'intégration de l'équation (6) donne |
do) (: = Ledres (3) | j . :
relation qui, inversée, fournira la vitesse angulaire w en fonction du temps. En vertu de (6), les équations (4) deviennent
dP y, b : do dph ARE I CO YS EE © —— 3 Re Vs, à dt Hi DUT dE RE PE À au et, en intégrant, b b 8 P Spy ee Ne SO A PR ) BD Sd CR LOIS DR DD EE eee IDE tee (9) A de db ah Or la relation b a 0 0 0 De 0 10 PRE RER RER DE tu) (10) nes les au ile
équivaut à l'identité wÿ = wŸ; désignons donc par A} la valeur des deux membres de (10). Les vecteurs P} et p, se décomposent ainsi, chacun en deux vecteurs, l’un de direction A», l’autre de direction &, :
(11) Pi À y+ MA at (47
(12) Ph= An— ph v;
ils restent donc au cours de leur mouvement dans un même plan fixe x, déterminé par leurs positions initiales P? et pŸ, et le plan x contient également les vecteurs az et A». 5
Dans tous les cas de frottement que nous envisagerons, w tendra vers zéro, dé sorte qu’alors les vecteurs P; et p; tendront vers le vecteur A}.
Soient À, P, p, Ps, po les extrémités des vecteurs envisagés, les équations (11)
tion invariable ; la recherche du mouvement d'un point de E ou de N ne présente _ plus de difficulté, je laisse donc ce cas de côté. Ë , Calcul ns la perte de force vive au cours du mouvement.
a force vive totales Test he" Er
D ou
dernière expression provenant des équations (11) et (12). Fe Te erte de force vive depuis l'instant initial jusqu’à un instant quelconque est
(og)?
a disparition du mouvement relatif elle serait
fie par les ‘équations (14) et (6) que la différentielle de l'énergie ciné en égale au travail élémentaire des forces de frottement: 3 Woo’ dt = — 1(0)o dt =— À w dt. ve ?
Di
en énergie tre ou ‘autre.
nn quelques cas particuliers de te . Frottement HFGpoRtonpEl à la vitesse r'élalive ARS 1 PV 0) = KV) alors RE PRE (GO) SCENE 3stR'K, et l'équation (7) inversée donne
6) = jy erhct,
Pu te de la vitesse relative
FE
Distinguons deux classes de valeurs de n :
101 TL Aloe t: 7 0; m >o et le mouvement relatif disparaît en fini /’. -
un point y} de 2. Les vecteurs us Eh; di sont ici
G= ff (e[x, 1e, x dr, su= f [ fMztrsil,an,
| = f fsv Le ha de.
Les intégrales précédentes doivent être prises au cours du coordonnées X, æh, Ya étant fonctions du temps.
el
. a PRE lions. On eut fort bien supposer que
orcé ne recouvre ne toute la surface 2 ou ne frotte que par une partie d'elle-
DE L'ÉQUATEUR e >.
bre d Se te idee sur à foie qui re un tétoies ou a onti
nent à fuir le pôle. M. Ru DCE résume les principaux résultats obtenus
des Dee (2?) et donne Îles re bibliographiques. Voir aussi la 4°. allemande. PAR Ne ie
St
ne — Le plus ne As ces études d un a local L
rapport à celui hs Dolipsotde Re Notre rue étude portera « sur un | élément de socle, de volume :
surface immergée du socle hr : “ 3e Nous discuterons séparément l'influence de la Parties émergente.
_ partie immergée sur l’intensité de la force translatrice. e Soit E la partie émergente du continent, et J la partie immergée, c'e
comprise dans l'ellipsoïde. Par socle ou continent nous entendons
us de E et de J.
eur, it ‘y A donc ne relatif dans Pétat [ entre Ja partie J à den- Fe et le reste du géoïde. Cette partie J que l’on peut, si cela semble bon,
de DS pi.
r'Éle-e
Soit alors S Le système résultant de forces appliquées au socle
S = Eie PT.
= PE bi Se pi _.
En sine brie nous aurons.
: . Co ae os
Ro | ifrorel SIA AE
. de l'élément. — L'élément sera composé ne normales à l'ellipsoi traversent une portion de surface ds de l’ellipsoïde, limitées à la hauteur la Ni h;. ls agit donc d un élément de fuseau dont Ja section par 1°
s’écrira
le bas. À 2308 Affectons de l'indice X Îles composantes suivant Paxe ox et faisons de même
pour Ÿ. ST Tenons compte des relations
5 ae et s deviendra, en projection sur OX TH Pi to) = eg ds f G+ “E 26% dh + (e— à) g de
HOT Sex est boat dans E, il ne peut être que déni dns J. que l'e soit DOMOSÈRE: ou qu'il Y ait une forte concentration LAS masse en s
RES
'affirmer l'existence d'une
Elle nous montre que les effets dus à la partie E et à la partie J s'ajoutent, cela que la condition d'isostasie soit satisfaite ou ne le soit pas. Projetons s sur l'axe OY :
| fe S :
SE = eg do Gæ 2) (108) ah
RUE at s ; x 0 :
TARN tee ds [ (+ ‘£ ) ner)
ee dû aux différences de l'intensité de la Delon ous ne. -maintiendrons ici que les parties RESpaReantes- Alors (8) et (9)
pe + eg de f 7 dh+(e—i)g ds Î 09X dh, .
| 0 hs ee
Ses te eds ds hs.
as d'une centaine de kilomètres. La force tangentielle s ‘écrit ë
JE
Re ss — > eg(he+ hs) do (4 RS u)sin0 cos 0 Ag.
Le rapport de cette force au poids P qe Jotteur ne dépenc que de la de la partie phntibe ; | | P . des 7. sinbcos0. : Se É
SL T'ON prends 4-20 ;0 764000, =
583,5 du poids du SR RUS à
Fo
ER) D
translätrice. est FA au To
de la oo moyenne des océans, c 'est-à-dire de la limite du sima. force translatrice agit sur tous les corps flottants : icebergs, bateaux, etc. Pour les plus grands transatlantiques, elle n’atteindrait pas 18
à se épices tangentiellement par on au a # état LE, attraction lunissolaire agit au contraire différemment sur Re
‘attraction de la masse par la Terre du même ordre que le poids du continent -
e approximation,
+. peu près, M'= 01,5% M et — Re enfin fes séologues indiquent Hordre de grandeur du FAGRAE on est ainsi
totenee: LP 10°
rpte de des Séances de la Société de physigre et 5 histoire naturelle ?, Rs Sa. | A te
Cette oc F est done 30000 fois us € faible que. € celle q nent à fuir le/pôle 2 4 BA le à Quand la Lune n’est pas au ni et c'est he en qu? une f gentielle se manifeste, cette force est encore plus faible ; elle agi it d'ailleurs nativement vers l'Est et vers l'Ouest, elle ne peut pas être la cause de dé DE
ments continentaux. Telle est la ‘conclusion de M. Berner. a,
Rare au Fees des mouvements internes.
la seule possible est d'admettre que les continents se sont peu déplacés par ra port au milieu ambiant immédiat mais ils peuvent avoir été entraînés avec. milieu par des courants de sima de grande amplitude et très lents. Cette suppo= sition rendrait mieux compte en tout cas de la conservation des profils (Afrique, et Amérique du Sud). a
Ces courants de sima relèvent du troisième problème défini au début de cet ouvrage. [ s'agirait de savoir quels mouvements internes ont pu se maintenir à a cours des époques géologiques.
M. Dive a démontré la possibilité d’une rotation permanente pour un flui parfait où les couches internes auraient une plus grande vitesse angulaire qi la surface libre. Ceci l’a conduit à formuler des idées très suggestives au poin de vue géologique sur l'influence qu’aurait un léger courant dirigé vers l'E à la profondeur de 1ook", c’est-à-dire à la base des socles continentaux.
La viscosité est évidemment la grande inconnue du problème. Les question qui s’y rattachent sont fort complexes et l’on est mal renseigné. Certains argu ments militent en faveur d’une forte ns d’autres d’une faible en ee
Ces effets varient même en raison inverse du carré des des
Il faut à cet égard se départir de la tendance à confondre l'échelle: humaine avec celle des dimensions terrestres.
Si une expérience faite dans un laboratoire sur un fluide visqueux nou : montre, par exemple, que les couches n’ont cheminé que de 1m et se, son arrêtées au bout d’une seconde, il faudra néanmoins en conclure que le phénomène, pris à l'échelle Lerrestre, aurait duré plus d'un milion Jane et 1
sphère en eau qui cn à notre échelle une image véritable de la Pn
CHAPITRE l Rappel de quelques notions : d'analyse
‘Terminologie relative à Ja lieteee des ensémbles 2... SRE er dois fonctions régulières et surfaces régulières. RATER D Sd DA do au D + La dérivée a ES A RE a Re D Re de Crée... 2. des nie eerisc RSR onctions harmoniques et NC AE NE en ee Me Pr | RSS newtonien et les potentes dérSUniAre er RS PR ne Re
AE
‘ 9 Sur les charges. électriques en n équilibre. … NA TES Re de 0
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