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INTRODUCTION
Les ponts supportent, comme on sait, non seulement leur poids propre et certaines charges permanentes, mais aussi des charges mobiles dont le poids s’accroît des forces d’inertie résultant des accélérations verticales subies par ces charges à la traversée de l’ouvrage.
Ces accélérations proviennent, d’une part, de la courbure de flexion des poutres et, d’autre part, du déphasage périodique entre la réaction élastique de celles-ci et les forces agissantes.
L'effet de courbure constitue ce qu’on a appelé l’effet centrifuge et ce que nous nommons ici flexion dynamique. Le déphasage périodique est la cause même des oscillations qu’on observe dans tous les ouvrages.
Pour tenir compte de l’ensemble des forces d’inertie engendrées au passage des charges roulantes, on affecte le poids de ces dernières d’un coefficient dynamique que les règlements sur la construction des ponts déterminent au moyen d’une formule empirique.
En France, le règlement du 10 mai 1927 impose une formule fonction seulement de la portée des poutres et du rapport de la charge mobile à la charge fixe. La vitesse de passage n’y figure pas, maïs la formule sous-entend une application instantanée de la charge mobile et donne au coefficient la valeur maximum 2 si la longueur des poutres et la charge permanente tendent chacune vers zéro.
Cette formule est inspirée des travaux de Barré de Saint-Venant sur la flexion par choc des barres élastiques de masse non négligeable. Cependant, ne contenant pas explicitement la vitesse, elle ne se prête pas à la détermination des vitesses admissibles sur les ouvrages anciens
es Mae
ou avariés, ni à l’appropriation des ouvrages nouveaux aux vitesses plus grandes que les chemins de fer envisagent maintenant de pratiquer. Il est donc nécessaire de la refondre en s’appuyant sur les phénomènes fondamentaux ci-dessus.
Les phénomènes dynamiques ont cependant donné lieu à des recherches théoriques et expérimentales remarquables (1), mais la technique n’en a pas tiré parti.
Dès le début des chemins de fer, en 1847, Srokes, Professeur à l’Université de Cambridge, avait été chargé de résoudre le problème de la majoration dynamique à appliquer à une charge concentrée franchissant à vitesse constante une poutre qui fléchit à son passage. [équation différentielle à laquelle conduit ce problème présente de grandes dificultés d’intégraiion et STOKEs n’en a donné la solution que par l’emploi des séries. Encare ne s’agit-il là que de l’effet centrifuge. En retraçant ici cette solution, nous la complèterons par celle de l'effet oscillatoire dont nous avons pu intégrer l’équation correspondante.
En 1861, REenaunor (2), considérant le cas des grands ouvrages, traita le problème d’une charge répartie partielle progressant sur une longue poutre qu’elle couvre finalement en totalité. C’est la traduction évidente de l’effet d’un train homogène franchissant un grand pont. RENAUDOT a donné la solution de ce problème, qui ne concerne également que l’effet centrifuge, sous la forme de séries et en a déduit un coefficient dynamique analogue à celui de STOKESs.
Enfin, BRESSE (3) reprenant en 1880 le problème de RENAUDOT pour le cas particulier où la charge uniforme mobile couvre entièrement le pont, tire des conséquences intéressantes de ce cas particulier en le rapprochant d’un effet de flambage.
Ces études ont fait ressortir l’existence de vitesses critiques pour lesquelles la poutre doit se rompre par exagération de sa courbure, celle-ci provoquant elle-même l'effet centrifuge qui l’accentue.
Maïs RENAUDOT avait déjà montré combien cet effet centrifuge est faible aux vitesses pratiquées sur route ou sur rail. On doit noter, d’ailleurs, qu’en donnant à la poutre une contre-courbure initiale on peut réduire beaucoup et même annuler l’effet centrifuge.
(1) GRELOT. — École Nationale des Ponts et Chaussées. Cours de ponts métalliques, p. 184 à 207.
(2) RENAUDOT. — Annales des Ponts et Chaussées, 1861-1, p. 145.
(3) BRESSE. — Cours de mécanique appliquée de l’École Nationale des Ponts et Chaussées, 1880, p. 148.
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L'étude des phénomènes oscillatoires n’a été abordée que plus tard _et c’est RÉSAL, semble-t-il, qui s’y est intéressé le premier (4). Une partie importante de son cours de l’École des Ponts et Chaussées, professé de 1893 à 1912, est consacrée à l’étude des phénomènes oscillatoires. Il y étudie, notamment, l’effet d’une charge fixe appliquée sur une poutre pendant une durée inférieure à la période d’oscillation de celle-ci et trouve que la poutre fléchit d’autant moins que la durée d'application de la charge est plus courte. Il en conclut qu’aux grandes vitesses la charge pourrait franchir la brèche en utilisant à peine la réaction de la poutre.
En fait, ceci exige une vitesse supérieure à la vitesse critique dont nous avons parlé, en sorte qu’on aurait déjà couru de grands dangers pour l’atteindre. Nous verrons ici comment le point de vue de RÉSAL se trouve confirmé et renforcé pour les grandes vitesses, par l’allongement de la période de l’oscillation sous les charges mobiles. Ce curieux effet entraîne l’arrêt complet de la flexion à une certaine vitesse que nous appellerons vitesse critique d’oscillation.
Avant que soit résolu le problème de l’oscillation simple, le Congrès international des Chemins de {er tenu à Amsterdam en 1925 proposa l'étude des effets de la résonance entre les oscillations propres des ponts et la cadence des impulsions des pièces à mouvement périodique des locomotives.
En 1929, des essais furent entrepris aux Indes et en Angleterre pour mesurer ces effets. Mais ceux-ci se montrèrent peu importants du fait que le déplacement de la charge sur le pont modifie sans cesse la période d’oscillation propre du système et s’oppose ainsi à l’accumulation des effets du synchronisme. De tels effets seraient cependent à craindre, par exemple, au passage d’une longue suite d’essieux équidistants heurtant un joint de rails sur un pont. Toutefois, ce cas théorique est rarement réalisé d’une façon parfaite (condition essentielle) et il n’a lieu, en tout cas, que sous des charges remorquées ordinairement légères.
Par ailleurs, les expériences anglaises de 1929 ont montré que des machines électriques non munies de pièces à mouvement alternatif imprimaient également aux ouvrages des mouvements oscillatoires et que certaines machines à vapeur à bielles mal équilibrées n’en donnaient parfois guère plus.
(4) RÉsAL. — Cours de ponts métalliques de l'École Nationale des Ponts et Chaussées, tome II, 2 fascicule.
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Les études de MM. Inczis et TIMOSHENKO {1), qui avaient inspiré ces essais, n’ont pas trouvé là une confirmation très nette. Celle de M. TIMoSHENKo se réfère bien au problème de'STOKES, mais en ramenant celui-ci au cas d’une charge fixe variant périodiquement dans le temps. L’équation posée ne devient intégrable que si l’on néglige la variation de masse qui accompagne nécessairement celle du poids. Certes, c’est là un artifice acceptable quand on a en vue une solution de fortune, mais il laisse échapper des phénomènes intéressants d’amortissement et d’auto-oscillation qui expliquent certaines particularités des diagrammes relevés dans les essais de ponts.
En vue du Congrès de 1930, l’Association Internationale des Chemins de fer organisa de nouvelles expériences qui, confiées à la France, furent exécutées à Douai sous la direction de M. CAMBOURNAC, alors Ingénieur en Chef à la Compagnie du Nord.
Dans ces expériences, qui portèrent également sur un ouvrage à “allé de type classique franchi par des machines lourdes, on utilisa notamment un véhicule spécial, de construction suisse, comportant un essieu central de 30 tonnes entre deux essieux d’équilibrage à peine chargés. Ce véhicule, non muni de ressorts, était lancé sur une voie franchissant un pont spécial, très simple, à deux poutres sous rails de 10 mètres de portée, muni de fleximètres et tensomètres enregistreurs.
Or, ce véhicule sans mécanisme pulsatoire donna les plus grandes oscillations qui aient jamais été obtenues sous voie ferrée. L’amplitude atteignit en effet 50 p. 100 de la flèche statique à la vitesse de 50 kilomètres à l’heure et, fait tenus bles se montra simplement proportionnelle à la vitesse.
Les théories proposées ne rendant compte ni de Vanblidde observée, ni de sa forme linéaire en v, nous essayâmes de rendre compte de ces faits en supposant que la poutre, attaquée en position de repos, se chargeait par fractions successives proportionnelles à sa période d’oscillation
x 2 } CE ,.r en charge, et à la pente moyenne + de la première moitié de la tra-
jectoire. Cette hypothèse nous conduisit à l’expression suivante de l’am-
plitude ; 4m fv V£ l ÿ
où f est la flèche au repos, v la vitesse de passage, Z la portée de la poutre.
(1) Bulletin du Congrès des Chemins de Fer. Novembre 1929, pr 2981: |
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Cette formule coïncidait remarquablement avec l’expérience, mais des essais sur modèle réduit, faits ultérieurement à la demande de M. Cam- BOURNAC, ne la confirmèrent pas.
Nous verrons, cependant, comment l’analyse redonne bien l’expression
linéaire ci-dessus et explique l’insuccès des essais sur modèle réduit par
le caractère fortuit du facteur numérique lié aux conditions dans lesquelles la poutre est attaquée par la charge.
L’effet dynamique ci-dessus, qui correspond à la rapidité de mise en charge, Ê ’est montré dominant aux essais de Douai. Il convient donc de
l'ajouter à l’effet centrifuge corrigé, s’il y a lieu, de celui de la contrecourbure, L’ensemble constituera le coefficient raie complet que
nous proposerons pour le calcul des ponts.
Quant à l’effet de résonance, nous l’examinerons in-fine du mémoire avec celui de l’amortissement, qui le combat efficacement, et nous verrons à ce propos comment ce dernier explique le curieux comportement des ponts en béton armé à l’égard des phénomènes d’oscillation,
NATURE DES PROBLÈMES
Un pont est constitué en principe par un ensemble de poutres longitudinales disposées sous la voie qui franchit la brèche. Bien souvent, cependant, pour augmenter la hauteur libre sous poutres, on fait reposer la voie sur un tablier de poutrelles transversales (entretoises) qui reportent la charge sur deux grandes poutres latérales dites principales. Entre les entretoises des ponts rails sont encore disposés des longerons, petites poutres recevant directement les traverses ou les longrines de la voie.
Lorsqu’une charge mobile franchit l’ouvrage, elle agit successivement en des points différents des poutres longitudinales dont la réaction varie, par suite, avec la position x de cette charge. Sur les poutres transversales, la charge appliquée occupe une position fixe, mais elle est variable dans le temps. Si le mouvement de la charge est connu, il établit une relation entre x et t et on peut décrire le mouvement soit dans l’espace, soit dans le temps.
Nous supposerons les poutres horizontales et le mouvement de la charge uniforme, de vitesse 2.
On aura donc :
x = vt
Lorsqu’une charge mobile parcourt, suivant sa longueur, une poutre
horizontale, elle produit en chaque point de celle-ci une déformation verticale qui varie avec le temps d’une façon non linéaire. II en résulte des réactions d’inertie verticale de tous les points pesants de la poutre et de la charge mobile elle-même dont l’ordonnée de la trajectoire y (x) s’identifie à tout instant avec la déformation de la poutre au point où elle se trouve. |
On peut alors se proposer de déterminer soit ladite trajectoire, soit la variation dans le temps de la déformation en un point donné de la poutre, par exemple sa flèche au milieu f (4).
Dans les deux cas, le problème se ramène à résoudre un cas particulier de l'équation différentielle de mécanique élastique :
@d dy ,
“où M, G, F, P, peuvent être des fonctions de x, donc de £ en vertu de la loi de mouvement ci-dessus. Nous comptons les y positivement vers le bas, selon l’usage dans le calcul des ponts.
Le terme du second ordre exprime la réaction d? Hate le terme linéaire une résistance éventuelle amortissant le mouvement, ou bien encore une effet de variation de la masse portée qui peut alors changer de signe et donner lieu à l’auto-oscillation.
Le terme en y exprime la réaction élastique de la poutre au point x sous le poids P et l’ensemble des réactions que nous venons d’indiquer. On sait que les solutions de l’équation (1) comportent, outre une fonction algébrique proportionnelle au poids P, une forme transcendante accusant le mouvement oscillatoire. Mais celui-ci conservera toujours un caractère fortuit commandé par les conditions initiales. Seule sa fréquence sera imposée par l’équation d’équilibre (1); son amplitude qui, pourtant, est l’objet même des préoccupations de l’Ingénieur, sera obtenue dans chaque cas pour des conditions données de l’attaque de la poutre par la charge mobile.
I. POUTRES COURTES
LE Problème de Stokes.
Considérons (fig. 1), une poutre horizontale bien rectiligne, de longueur l, simplement posée sur deux appuis et franchie, à vitesse v, par une charge roulante unique de poids P, assez grand pour qu’on puisse négliger devant lui le poids propre de la poutre.
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Lorsque la vitesse est assez faible pour que les forces d’inertie soient insensibles, la suite continue des déformations YŸ de la poutre au droit de la charge, et par conséquent la trajectoire de celle-ci, forme la courbe symétrique :
LP} Le Le Arc
On en déduit la réaction de la poutre au point x par unité de déformation :
| ah HP (1 bis) ; | D TER
Si la vitesse est importante, la trajectoire de la charge prend une
nouvelle forme y (x), la poutre exerçant à chaque instant sous la charge
la réaction élastique — ky. L’équation d’équilibre dynamique s’écrit alors :
(2) MO +ky=P avec P — Mo.
Du fait de la loi du mouvement, x—wt, cette équation devient
CA PE avec :
I.2. Effet centrifuge
a. Solution approchée.
Avant de résoudre l’équation différentielle (3), remarquons qu’une solution approchée, suffisante pour la pratique, peut s’obtenir de la manière suivante : ;
Soit y” la dérivée seconde de la trajectoire inconnue de la charge P. La réaction d’inertie de cette dernière sera :
(5) R—— My".
Cette force s’ajoutera au poids P de sorte que la poutre subira l’action
de la résultante (P +R). '
Or, la trajectoire y et toutes ses dérivées sont, à Pit considéré, proportionnelles à cette résultante. On aura donc, en particulier :
z étant une fonction inconnue de x.
D’après cela, la relation (5) s’écrira :
R—-{(P+HR) Mo (x)
d’où la valeur de la force d’inertie :
—PMvz (x) (7) Rp te
Ainsi, lorsque z(x) est positif, la force R est inférieure au poids et lui est opposée. Mais, quand z(x) devient négatif, soit alors z(x) — 41, la force d'inertie (7) s'écrit :
PMu?°z, (8) reg ro
Elle s’ajoute au poids et peut prendre EeN valeurs considérables puisqu’elle devient infinie pour :
(o) vx
qui est alors une vitesse critique.
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Pour appliquer ces résultats, jusqu'ici exacts, il nous faut connaître la fonction z(x) qui, d’après (6), n’est autre que la courbure de la trajectoire réelle pour la force unité. On aura une approximation suffisante en prenant la dérivée seconde de la fonction (1) pour P — 1, ce
qui donne :
IR en 2 sr (| 6lx+ 6x).
Cette fonction dérivée est positive (donc z1 négatif) aux abouts de la poutre où, par suite, la charge appuie moins sur celle-ci. Elle est négative (donc z1 positif) dans la partie centrale, où, par suite, l’inertie surcharge la poutre. La réaction d’inertie est maximum au milieu
où elle vaut, du fait que
(10) : Rp = PM
La vitesse critique, qui rend R infinie, est évidemment alors : (tt) _
En prenant cette vitesse pour base, on peut écrire (10) sous la forme simple : FT
(42) | he er nes |
en posant :
Il suffit donc de connaître la vitesse critique. Si l’on remarque que
le taux de travail N de la poutre est donné, on aura, en désignant par
h la hauteur de celle-ci,
He NPE Nr
(section symétrique)
On en déduit :
et par suite :
Cette vitesse critique est donc la même que celle d’un corps qui tom- ; RO Ep berait d’une hauteur égale à = + Ç fois la hauteur h de la poutre.
Pour l’acier, où l’on a E — 22.000 et N — 11 kg/mm°. cette vitesse est :
v, —\/750gkh
bien accessible pour k < 0 m. 20.
Ainsi, la force d’inertie centrifuge vaudrait :
Pr°
ou, pour v assez petit devant v.:!
Pr?
La majoration dynamique due à l’effet centrifuge serait donc, pour la pratique et dans le cas considéré :
de 7500h°
On voit qu’elle ne dépend que de la hauteur des poutres et reste indépendante de leur portée.
Mais passons maintenant à la résolution correcte de l’équation (3).
b. Solution de STOKESs.
Elle s’établit comme suit :
Posons :
- Ma (l=x) (15) S— ETES L’équation (3) s’écrit :
On en déduit :
an p=9S — Sy"
ARAT), 3j D
le produit gS n’étant autre que l’ordonnée Y (1) de la trajectoire obtenue à très petite vitesse.
Dérivons deux fois l’équation (17) ; il vient :
1! I D'ACTE VAT IF \ PU AS ST sy)
reportant ceci dans (17), on trouve la nouvelle expression : J=gS—vS(g$ (Sy +25y" +Sy")] ou :
(18) | y=9gS —v°g55S"+v'SR,
R2 étant un reste qui contient les dérivées seconde, troisième et quatrième de #.
En dérivant deux fois l’expression (18) et opérant chaque fois de même, on arrive sans peine à l’expression générale :
(19) y=gq$S{1—vA, + v'A, — viA, +... Æyrh,]
R, étant un reste qui contient toutes les dérivées de y jusqu’à l’ordre 2n et les coefficients À ayant les expressions suivantes:
AS A, =S'A, + aS'A! ESA’ A,—S'A, -L 9S'A! + SA’
eye le lose de rer nelle nee) 9150 er.e,
dont la loi de formation est évidente.
En posant :
on a successivement :
S=rx (1— x)?
S'=orx (P— 3x + 2x?) S'— 2r (P— Glx + 6x?) S'=12r(27—l) S"— o4r
Fr
Par suite, et en définissant la position de la charge par 0 =" on établit que :
À,—S"— rl (1 —6.0+6.08) - A, —hrP8 (1 24.0 + 114.0 — 180.05+ 90.0!)
Loue
On constate alors que, suivant la valeur de 06, les coefficients A sont, tantôt de même signe, tantôt de signes alternés, et il en est donc de même des termes de la série (19) qui, toutefois, sont alors alternés quand les À sont de même signe.
D’autre part, la quantité :
D LUS
SEL SV, n’est autre que l’inverse carré de la vitesse critique (11) que nous avons trouvée tout à l’heure.
Posant encore :
18 0) er ve
l'expression (19), compte tenu des valeurs ci-dessus des coefficients A, deviendra :
y=gSl1—268?{1—6.0+6.0@) +48 {1 —24.0+. MES ee et en particulier, pour 0 — : (milieu della poutre), (20) 7—9S[1+8+16+....
ce qui est bien le résultat obtenu par STOKESs. Comme la déformation statique est y1 — £g$, on voit que la majoration dynamique est :
Dy='y, 5 (21) en A Ta
Comparons ce résultat à l’expression (12) de la réaction centrifuge R sous le poids mobile P, il vient :
Le re ee EE
On voit que les deux méthodes sont équivalentes pour les vitesses inférieures au quart de la vitesse critique et que la série (21) de STOKEs, qui est exacte, croît plus vite que la série (22) de la méthode approchée.
Nous avons vu que pour une poutre en acier de hauteur h travaillant au taux habituel de 11 kg par mm, la vitesse critique est
v,—\/750gh.
On a donc :
” 76ogh
CAPI P C’est le terme qui caractérisera l’effet centrifuge dans notre coefficient dynamique.
L3. Oscillations.
La
Reprenons l’équation (3), mais privée de son second membre,
d (24) a+ Fy=0 avec :
Ê 3EI
(24 bis) enr
Elle représente un équilibre entre les forces élastiques et d’inertie sans le concours de la pesanteur, c’est-à-dire, si l’on veut, la trajectoire dans le plan horizontal d’un curseur glissant sur la poutre écartée un instant de sa forme rectiligne.
Pour résoudre l’équation (24) cherchons une solution de la forme :
(25) 7=9 (x)sin-Y(x)
où # ei Ÿ sont deux fonctions inconnues de (x). Simplifions l’écriture en posant :
y—@ sin YŸ.
Dérivant deux fois, 1l vient :
(26) y"=-(#}-5)sin.9 +(20ÿ/+04") cos.
La première condition pour identifier (26) et (24) est de faire disparaître le terme en cosinus, ce qui implique entre les fonctions + et Ÿ la relation :
2®Y +EY —0 c’est-à-dire :
20 Ÿ" a — — dE (G) Ty € On en déduit par intégration :
2 log -@ + log. d'— (ie
2 7) C?V' mes Cie.
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Cette condition exprime la conservation du moment cinétique d’un mobile tournant autour d’un centre fixe avec une vitesse angulaire :
g étant la distance du point à ce centre. La projection sur oy de la position de ce mobile est à chaque instant la même que celle du mobile P parcourant réellement la poutre. Elle peut donc servir au tracé de
la trajectoire de ce dernier.
La condition (27) étant satisfaite, l’équation (26) s’écrira, d’après (25), nn c’est-à-dire, compte tenu de (27) dont c sera la constante :
'(E-Fhoe
Cette équation s’identifiera avec (24) si l’on a :
QE OST ESEN (28 m @ | Mu (l— x)"
On satisfait immédiatement à cette équation avec la fonction : (29) P—aVx(l—x).
On a, en effet :
" Po . 4 (Lx) donc :
g__ =" (Q) ax (l— x)
Par suite, la relation (28) donne :
& | E_3EN a ho Mo:
OU
CAR ON (50) & Me 4°
Aïnsi la fonction (25) qui représente la trajectoire ondulée du mobile sur la poutre oscillante, répondra à l’équation différentielle (24): avec la loi d'amplitude (29) qui représente l’enveloppe des élongations
CP ÉErA
de la trajectoire. L’élongation maximum a lieu au milieu de la poutre où elle atteint :
al Qi a Es
Il nous reste à établir la fonction de phase Ÿ. Reprenons pour cela la condition (27). Compte tenu de (29) elle devient :
DEC C gas
Une quadrature donne alors :
nl
RENE C ie Se le VB er Wie
% étant une constante de phase qu’on prendra ici égale à zéro. Ainsi l’équation du mouvement propre défini par l’équation (24) est : |
(31) = aVa(l=x)sn.| log. |
C’est une courbe symétrique par rapport au milieu de la poutre (fig. 2). Moyennant une condition que nous allons préciser, c’est une
sinusoïde de période et d’amplitude variables qui affecte la forme ci-dessus.
Comme le rapport s est fourni par la relation (30), la fonction de phase est déterminée quand la vitesse de passage est connue. Mais le coefficient d’amplitude « n’est pas pour cela déterminé et il en résulte que l’importance du mouvement oscillatoire dépend d’une circonstance étrangère au phénomène dynamo-élastique que nous venons d’étudier. Ce sera, par exemple, un choc transversal ou leffet d’une mise en charge rapide que nous étudierons plus loin.
Une conséquence intéressante est le fait qu’au delà d’une certaine
EN E A
Cette vitesse est exactement le double de la vitesse critique (11) de l'effet centrifuge que nous avons rencontrée précédemment. Explicitons la période :
La pulsation dans le temps est w—Ÿv.
La période est donc gp 272702 (ax)
Re cv Mais, d’après (32) et (33), CU LINE RS 725 Nas Vi
sy.
en posant
Par suite :
ax (l— Na (34) de [V, IV, Vi=& — En substituant à Ve sa valeur (33) on trouve finalement : ie —
Y étant la déformation statique au droit de la charge. On voit donc que le système oscille comme un pendule simple de longueur YŸ si la vitesse de passage est assez petite, mais que la période de cette oscillation augmente indéfiniment quand la vitesse tend vers la valeur critique (33). À ce moment, on peut dire que la poutre ne fléchit plus.
Il est intéressant de comparer à la période statique
(er)
la durée te du passage aux vitesses critiques (11) et (33).
EAN dr
Pour la première de ces vitesses on a :
Pb pe ES eL Re À
f étant la déformation au milieu, ou flèche. La période d’oscillation au milieu, et au pas, est, d’après (35),
Ti or /£.
Comparant à (36), il vient :
Pour la seconde vitesse critique, (33), qui est deux fois plus grande, RER è \ Se À ce rapport serait —. C’est dire que les vitesses critiques sont de l’ordre de celles qui font passer la charge dans une durée voisine de la demipériode d’oscillation du système.
a. RÉACTIÔON HORIZONTALE.
Le bilan énergétique nous réserve une curiosité résultant de l’élasticité variable.
L’équation (24), qui exprime l’équilibre des forces, donne par intégration suivant l’axe des y :
(37) P'éy+fr (te ydy=C*.
_ Le premier terme s'intègre immédiatement et donne : J'ai Le second s’intègre par parties et conduit à, puisque F dépend de x, fini: fr dr.
L’équation (37) devient donc :
! 1 c 1 9 dF : y 2 | Fÿ = y - dx + ee
Si nous multiplions ceci par Mx”, il vient, en vertu de (1 bis) et
rs
! k d à (24 bis) qui donnent F— >, et en posant vy' — a —y (vitesse du mouvement vertical),
= Mu° + ky—= De LT CE
RTE À x AS TOL NET ER On voit ainsi apparaître le travail d’une force $ 1 dirigés
suivant l’axe des x et contre laquelle il faut agir pour maintenir constante la vitesse de passage v. Autrement, le mobile serait accéléré jusqu’au milieu de la poutre, où cette force change de signe, et retardé ensuite.
b. LE POINT DE VUE DE RÉSAL.
RÉsAL a longuement analysé, dans son cours déjà cité, les effets d’une charge en repos, concentrée ou répartie, appliquée pendant un. temps variable, très long ou très court devant la période T d’oscillation du système. Il en a dégagé la loi du mouvement vertical consécutif à cette mise en charge temporaire et a montré que la déformation, qui peut atteindre au maximum le double de la flèche statique, se réduit à une valeur bien inférieure à celle-ci pour une durée d’application très courte.
Le phénomène se résume ainsi :
Soient f la flèche statique d’une poutre sous une charge donnée et T sa période d’oscillation en charge. On trouve facilement, en partant de l’équation (2) prise avec Æ constant, que si la poutre est chargée instantanément sans vitesse ni déformation initiales, sa déformation au temps t sera
, 271 y=f( CAL expression qui fait varier y entre zéro et 2f.
Mais si l’on considère une durée d’application + très petite devant T, on est fondé à écrire, en développant,
LAON
de sorte que, dans les premiers instants, la charge tombe d’abord en chute libre pour se redresser ensuite ou ue disparaître suivant les conditions posées.
= Mais si # est inférieur au quart de la période T, on est assuré que y sera plus petit que f et c’est ce qui fait dire à RÉsAL que les charges rapides, d’action nécessairement éphémère sur les poutres courtes, ne peuvent imposer à celles-ci une flexion notable.
Ce point de vue est ici renforcé par le fait que la période d’oscillation sous les charges mobiles est, d’après (35), allongée par la vitesse de passage. En remplaçant dans les équations ci-dessus la période T par son expression (35), on trouve en eftet pour la déformation en fonction du temps :
ro)
et on voit ainsi que non seulement la charge ne tombe plus en chute libre dans les premiers instants, mais encore qu’elle ne tombe plus du tout quand sa vitesse atteint la valeur critique (33). La poutre, dès lors, ne fléchit plus.
C’est bien le phénomène auquel on pouvait s attendre, mais on peut se demander maintenant dans quelle mesure l’allongement de la période s’oppose à l'établissement des déformations dangereuses.
Supposons, pour simplifier, que la période ne varie pas au cours du passage et cherchons la vitesse w1 qui conduit le mobile au milieu de la portée en un temps égal à la demi-période (ce qui donne une oscillation complète au passage et une flèche double au milieu). Le temps
nécessaire sera
ou, d’après (35) et en posant
On en tire 9 1 Fer) Fa Or, ici, Mg re A8EI
JP TOUL:
et PAP NUM selon (33).
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Cette vitesse permet donc encore d’obtenir une flèche double au milieu de la portée.
Une vitesse telle que
B,—=— = 0,538 vit
ne permettrait plus de dépasser la flèche statique f au milieu et une vitesse plus grande fournirait des déformations moindres.
Mais une majoration dynamique plus élevée se fera alors sentir dans la seconde moitié de la poutre où la raideur augmente. Le danger se reporte vers l’appui de sortie qui est énergiquement battu par la charge quittant la poutre.
Enfin, tout ceci suppose évidemment qu’on reste dans le domaine élastique. L’oscillation cesse dès qu’on sort de ce domaine.
L4. Charges multiples. — Couplage.
Revenons maintenant aux faibles vitesses pour étudier spécialement l'effet de la pluralité des charges. :
Lorsqu'une poutre porte, en différents points x1, x, … de sa longueur, des charges concentrées P1, P2, … tout mouvement oscillatoire de l’une de ces charges se communique aux autres et le mouvement résultant est une oscillation synchrone de tous les éléments du système.
Cette oscillation résultante devant satisfaire à l’équation d’équilibre de chacune des charges ne peut avoir que certaines fréquences », 2... qui diffèrent des fréquences propres 41, @2, … des charges prises isolément mais en sont des fonctions déterminées. C’est le phénomène de « couplage ».
Les problèmes de cette nature ont été largement étudiés par M. Yves
A TO e0 à
Rocard (1) dans le domaine électromagnétique. M. Adrien Foch (2) a traité de ce phénomène dans le domaine acoustique et M. Béghin (1) dans celui du gyroscope.
Dans le cas général envisagé ci-dessus, M. Yves Rocard conseille l’emploi de la méthode de Lagrange. C’est, en effet, la seule pouvant conduire à des calculs praticables dès que le nombre des charges surpasse deux ou trois. Mais comme nous nous proposons seulement de montrer la nature du phénomène, nous nous limiterons au cas simple de deux charges concentrées, analogue à celui traité par M. Adrien Foch à propos du double pendule de torsion.
Soit donc une poutre de portée. / (fig. 3), supportant aux points x1 et x, deux charges concentrées P1, P2 de masses respectives M1 et M2, qu’une cause fortuite aura mises en oscillation suivant la verticale ow.
Si l’on désigne par hi le déplacement produit au point xi par une
A LA HU VE
ut D à
LA HE NERR A Fic. 3
charge unité placée au point xi, le déplacement vertical de la poutre au droit de la charge P1 sera, dans l’état dynamique qui introduit les forces d’inertie :
Vi tn (P, RE M,» E he (ee Fe M»).
On en déduit l’équation différentielle du mouvement de Pi :
hay +) RUE CE hole Re h,,M yo
En posant, pour faciliter l'écriture :
(38) bio her, h,—=h, = (réciprocité), il vient : ; (39) Myi+hn=P;-khl,-khMy (1) Yves Rocarp. — Dynamique générale des vibrations. Éd. Gauthiers-
Villars, Paris.
(2) Adrien FocH. — Acoustique. Éd. Armand Colin, Paris. (1) H. BÉcHIN. — Statique et Dynamique. Éd. Armand Colin, Paris.
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et de même, pour le mouvement de P2 :
(40) Moye+hoyo = Ps —RhP, — (TRE
Ÿ Les mouvements possibles du système sont ceux qui satisfont à la fois les deux équations (39) et (40), même en l’absence de la pesanteur, c’est-à-dire dans le plan horizontal où interviennent seules les forces élastiques et d’inertie. Faisons done P1 = P2 — ©.
Les équations d’équilibre se réduisent à :
(41) My bn = RM, (A ?) M,y2 Ge ka ue khM, ie
Eliminant y”2 entre ces équations, il vient :
My: (1 te koh?) ki Ÿ fol Ye.
Dérivons deux fois cette relation; on obtient :
(45) My Oo kRhye by hhhye
On peut alors éliminer de nouveau y”2 entre (40) et (43), ce qui donne finalement :
2 TVR À É M, 1 kil, (44) G—kkh My +R - ke)" = — 0.
En posant (1-k1k2h°) — A et introduisant les fréquences propres
ne Ge ie 1 VM, 2 EN,
des masses isolées, on obtient l’équation différentielle du mouvement résultant, valable à la fois pour y1 et y2 puisque rien ne distingue plus dans (44) les coefhicients k1 et kz :
(45) Ay" + (oi + oi) y'—+ wiwiy = 0.
Cherchons une solution de la forme :
(46) y=asin:(vt+).
On obtient nour la caractéristique de (45)
°L8) Avi — (oi +) 2? -L ai — 0 d’où l’on tire :
ph (a+ ot) (at Ha) 5
an
c’est-à-dire :
(49) nel Et. AAy| en posant :
CNE : Y aron
Nous verrons plus loin que le radical est toujours réel et que, par conséquent, il y a toujours mouvement oscillatoire mais de fréquence v. Dès lors, on peut développer le radical en série suivant la formule du binôme, ce qui conduit aux expressions suivantes des deux valeurs de Ÿ :
DRE PME e DE CAT PV CS)
la série étant convergente du fait que AY est < ”
Il y a donc deux fréquences résultantes dont la plus élevée, donnée par la série positive, dépend du facteur numérique A (fonction des positions des deux charges). La plus basse, donnée par la série négative, s’écrit, compte tenu de (50),
CHAR
(52) min. D ms HAy+ A+... ]
avec une forte convergence.
Une première conclusion se dégage de ces formules : quand les deux charges se trouvent réunies en un même point quelconque de la poutre, on a pour les coefficients d'influence (38) :
Kæk =;
et par conséquent :
Il s’ensuit, d’après (51), que la fréquence maximum est infinie tandis que d’après (52), la fréquence minimum a pour carré [E RER (9 3) y upr
On a donc :
et, en introduisant les périodes, (54) PESTE T J. P. 100117. 8
Ainsi, les périodes propres T1 et T2 se composent géométriquement pour donner la période résultante T du mouvement lent.
Dans le cas où À n’est pas nul (ce qui a lieu dès que les charges se séparent), la fréquence maximum s’abaisse et peut être observée, tandis que la fréquence minimum s'élève et, en désignant par a la valeur de la série (52), répond à la relation
(55) eue
‘d’où la relation des périodes :
HT TA
Une seconde conclusion tient dans cette remarque que, d’après (53), si l’une des fréquences propres croît indéfiniment devant l’autre, qui devient alors la fréquence basse, la fréquence résultante Y se confond avec cette dernière. …
Le coefficient 7 (50) est maximum quand les fréquences propres sont égales et il vaut alors Fi Il tend vers zéro quand l’une des fréquences croît devant l’autre. Le coefficient À reste compris entre zéro et à!
On conçoit qu’en opérant ainsi sur un nombre n de charges distinctes, qui fourniraient r équations d’équilibre du type (41), on soit conduit à une équation différentielle du n° ordre pour la détermination de la fréquence Y du mouvement résultant. Les n racines de cette équation fourniraient donc n valeurs possibles de cette fréquence dont la plus basse caractérise ce qu’on appelle en acoutisque le mouvement fondamental, les autres caractérisant les partiels. Quand ces partiels s’éche: lonnent suivant une série arithmétique de nombres entiers, ils constituent les harmoniques.
Si une force périodique agit sur une poutre chargée, elle peut entrer en résonance avec le fondamental ou bien avec l’un des partiels : on observe alors des régimes oscillatoires différents pour une même poutre sous les mêmes charges. Ce cas s’est présenté notamment dans les expériences effectuées par le « Bureau Véritas » sur les portiques roulants de Gennevilliers, expériences qui ont fait l’objet des études publiées par MM. Perrin (1), Buisson et Gellusseau (2).
(1) Institut Technique du Bâtiment et des Travaux Publics. Circulaire du 25 août 1946.
(2) Institut Technique du Bâtiment et des Travaux Publics. Circulaire du 16 juillet 1946.
EP SN 1,5. Influence du poids de la poutre.
Les résultats qui précèdent vont nous permettre d’examiner. le rôle du poids propre de la poutre que nous supposerons uniformément réparti à raison de p kg par m. La masse par unité de longueur sera donc :
Examinons d’abord le comportement de la poutre sous cette seule charge. Les abscisses x étant toujours comptées suivant l’axe de la poutre à partir de son appui dè gauche, soit y la déformation verticale au point x comptée vers le bas (fig. 4).
Si la poutre est en état oscillatoire, l’équation d’équilibre d’un élé-
ment dx, de masse du — mdx et poids pdx, soumis en ce point à un mouvement vertical d'accélération
dy DL
sera :
mdr. 7 1 Eld (52) — pdx
d’où l’équation différentielle :
dy LEE dy dE m da!
La pesanteur g donne une déformation fixe qui s’exprimera par un polynôme du 4° degré en x, représentant la déformation statique de la poutre,
Le mouvement oscillatoire, ou mouvement propre de la poutre, est celui qui répond à enr en sans second membre :
ET )' (57) PRE m nn
PO) dont la solution est fournie par une somme de termes de la forme
y=Asn (wl+a) sin yx
où A et & sont des constantes. Il est inutile, ici, de prévoir une constante de phase dans le terme en x car la condition d’avoir y = O aux extrémités de la poutre (x — 0 et x — Î) n’en demande pas et se trouve satisfaite avec :
TT 5 y —=7 ou ses multiples.
On a ainsi, en prenant « —0, (A ÿ{=— Au sin œl sin — T
yo = AT F ‘sin œf sin T..
Portant ces valeurs dans (57) on trouve la condition : Elz: 9 RE D
d’où la pulsation :
ne FVE et la période :
NT
Il vient :
(59) Dam /08r
Ainsi, la poutre oscille sous son poids propre comme un pendule de longueur 0,8f, f étant la flèche statique due à ce poids propre. Si ce dernier, Po — pl, était concentré au milieu de la portée, il donnerait à la poutre une flèche
ASEI Ja
Introduisant cette flèche dans (58), on trouve pour nouvelle expression de la période :
(Go) T=or/
c’est-à-dire très sensiblement :
Tor).
Autrement dit, la poutre oscille, sous son poids propre, comme si
ce dernier était concentré au milieu de la portée maïs réduit à la moitié de sa valeur.
Ceci posé, considérons le cas d’une poutre pesante, de poids 2P», portant une charge concentrée de poids P1 placée à distance x: de son appui de gauche. D’après ce qui précède, le poids propre 2P2 de la poutre peut être remplacé par un poids concentré P2 placé au point T,—=;. On est donc en présence d’un système de deux charges dont chacune donnerait au système une fréquence propre @1 ou @2. La liaison imposée par la rigidité de flexion de la poutre entraîne un couplage oscillatoire dont les caractères découlent des formules précédentes.
Les coefficients (38) sont ici, en posant
Ha 0e, 3 EI k ERA PEER GS 1 MF —0) rigidité sous la charge en x, ASE
k, FS {5 ?
rigidité au milieu,
déformation en x1, sous P2 — 1.
Par suite :
FRS QU
; 3 : ‘ 7 x1 — Ô] de la charge mobile. On voit que ce coefficient varie de :%
S rs à zéro quand la charge mobile passe de x1 —0 à x1 — > où elle se
confond avec P2.
Nous pouvons maintenant conclure que :
Lorsque la charge mobile P1 s’engage sur la poutre, la grande raideur locale k1 de celle-ci lui confère une fréquence propre 41, tout d’abord très grande, tandis que la charge fixe P2 garde la fréquence propre constante &2 de la poutre. La fréquence basse Y du mouvement résultant se confond alors avec celle 2: de la poutre, tandis que la fréquence haute v’ de ce mouvement ne peut prendre une amplitude appréciable faute d’énergie disponible. On ne l’observe donc pas.
Puis, à mesure que la charge mobile s’avance, le coefficient A s’abaisse, ce qui relève davantage encore la haute fréquence V du résultant et donne à la fréquence basse v de ce dernier la valeur définie par la relation (52). D’une façon générale, en calculant chaque fois la série H”, on pourra composer les périodes par la formule (56) qu’on écrira ici : |
(62) rc
ou faire la construction géométrique classique du triangle rectangle pour obtenir la période longue, seule apparente en pratique, du mouvement résultant,
En résumé, le poids propre de la poutre, ou du pont, a pour effet de diminuer considérablement les variations de la période d’oscillation du système au cours du passage de la charge. On peut dire que les ponts lourds stabilisent leur période. Et cela est d’autant plus marqué que, la fatigue de l’ouvrage sous l’ensemble des charges étant fixée d'avance, la participation relative de la surcharge diminue quand le poids du pont augmente.
L6. Effet de mise en charge.
Coefficient dynamique d’oscillation.
Le problème du coefficient de majoration dynamique pose celui de l’amplitude des oscillations des poutres chargées. M. TIMOSHENKO a cherché à le résoudre dans le cas de la charge
Le IAE (9 éd
concentrée mobile en assimilant cette dernière à une charge fixe placée au milieu de la poutre mais variant dans le temps suivant la loi + TU P=P, Rte) de manière que la durée d’une demi-période de la pulsation se confonde avec la durée du passage de la charge mobile, à vitesse v, sur la poutre de longueur L.
Mais le résultat obtenu de cette façon se confond avec l'effet centrifuge calculé sans hypothèse par SToKEs comme nous l’avons vu au : paragraphe I,2. Il s’agit là, en effet, d’une pulsation forcée dont la dérivée seconde par rapport à #& joue le même rôle que la courbure de la trajectoire dans le problème de Srokes. La majoration dynamique consécutive ;
ed
est de même forme que celle S de STOKES et se trouve, comme elle, bien déterminée.
Au contraire, l’amplitude du mouvement oscillatoire propre du système dépend seulement de la simple vitesse et n’est déterminée que pour des conditions initiales données.
Lorsqu’une charge mobile aborde une poutre, l’inertie de cette dernière ne lui permet pas de prendre immédiatement la déformation que requiert la force élastique nécessaire à l’équilibre.
Il en résulte une accélération des charges vers le bas, sous l’action excédante de la pesanteur et un accroissement consécutif de la force vive du système. L’énergie cinétique ainsi accumulée va permettre à ce dernier, après un retard à l’équilibre statique, de dépasser celui-ci pour y revenir ensuite. Si, dans ce phénomène, la masse et l’élasticité du système déterminent nettement l’intervalle des passages à l’équilibre, l'amplitude du mouvement entre ces passages dépend entièrement de la déformation et de la vitesse à l’origine du mouvement. \
Considérons une charge mobile s’engageant sur une poutre pesante, de portée L. Si sa vitesse était négligeable, elle décrirait une courbe S(x), suite continue de ses positions d’équilibre statique. Maïs si sa vitesse est notable, nous avons vu que l’effet centrifuge accroît les ordonnées de cette courbe qu’elle affecte du coefficient
(63) DEN VE En
Mr 0e
où w est fonction de la position x de la charge. La courbe S(x) est alors remplacée par la suite des positions d’équilibre dynamique centrifuge.
S HS
fonction de x et de v.
Ceci s’amplifie maintenant du mouvement oscillatoire dont les calculs précédents détérminent la pulsation fondamentale v (53) ou la période T (54) correspondante. Le mobile ne rencontrera plus alors qu’en quelques points la trajectoire S1 dont il s’écartera périodiquement de quantités variables (fig. 5).
Fig. 5.
À partir d’un de ces points d’intersection, O’ d’abscisse x, la trajectoire du mobile pourra s’écrire :
(64) y=S,(x+a)+Asin.T
puisque
et en particulier au point O’ (x — 0), u = (2), + Av.
Par suite, l’amplitude A de l’oscillation atteindra la valeur : (65) | A=ifa,—v(),]
qui dépend comme on voit, d’une quantité indéterminée we pouvant résulter aussi bien de causes fortuites telles que des chocs, que de l’état oscillatoire antérieur qui impose nécessairement ses conditions.
FRE | MR
Pour obtenir cependant une valeur déterminée de cette amplitude, il paraît rationnel de se placer dans le cas moyen et le plus fréquent où la charge trouve la poutre dans un état de repos. Il en est toujours ainsi, en principe, quand la charge aborde le pont.
On a alors :
De #0
et par suite :
Des A=—;(5).
L’amplitude de l’oscillation sera donc ici, en introduisant la période T du système,
(66) Re)
Ainsi, cette amplitude dépend de la pente de la trajectoire centrifugée S1 au point considéré et de la période T de l’oscillation fondamentale pour cette position de la charge.
Comme cette oscillation se poursuit suivant la loi (31), il suffit qu’elle soit amorcée en un point pour qu’on la retrouve tout au long de la traversée et notamment au milieu qui, pourtant, n’est pas un lieu générateur d’oscillations du fait que la pente de S1 y est nulle. Ce sont les branches latérales de la trajectoire qui engendrent les plus grandes oscillations.
Le cas que nous venons de considérer correspond à une « descente en escalier » fréquemment observée sur les diagrammes d'essais des ponts; il n’est pas le plus défavorable car, le plus souvent, la vitesse w est ascendante (donc négative) ce qui augmente A.
Lorsqu’on prend pour la courbe S1 l’expression de la trajectoire limite (non centrifugée) :
2 2 Ste (fe, 6) dont la pente au point x est : dS. 2Px(l-3lx+x) 4 TA 3EI À À
ee X
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On trouve cette pente maximum pour :
(67) | mil)
où elle vaut :
25 Pre 16 pi max. (52) EE AA ou environ | (68) 32
f: étant la flèche maximum sous la charge mobile P1 passant au milieu. Ceci conduit à une valeur numérique de + pour ce cas moyen. Portant la valeur (68) de S’ (à la place de S'1) dans (66) on obtient
l’amplitude
La majoration dynamique d’oscillation sera donc ici :
| RS UT (69) ae
T étant la période fondamentale correspondant à la position donnée x (67) de la charge mobile.
Or, cette période est sensiblement égale, comme nous l’avons vu, à
T=or\/f
où f — f1 + f2 est la flèche totale de la poutre sous l’ensemble des charges. Dans ces conditions, le nr (69) s’écrit encore
FT
C’est là la valeur de la majoration dynamique d’oscillation normale correspondant à l’arrivée d’une charge mobile sur une poutre en repos. Mais, nous l’avons dit, le cas de wo — 0 n’est pas le plus défavorable et on observe fréquemment dans les ponts des oscillations dont la vitesse
: AS le e à : dS à l’origine de la période est voisine de la vitesse de flexion De
changée de signe. On doit alors poser dans (65) :
Ft dS, tr dx Jo
CS de
ce qui donne : , ov /dS, et, par suite, au lieu de (70), la majoration
(a) RO TVE
C’est la formule que nous conseillerons d'employer pour tenir compte de l'effet oscillatoire probable dans les poutres courtes simplement posées. Elle ne donne cependant que la moitié des résultats obtenus à Douai si fidèlement représentés par la formule de la page 4 (voir plF, pf?5) dont le coefficient est 4 x au lieu de 6 mais dont la forme analytique, linéaire en v, est la même. C’est surtout ce fait que nous retiendrons en remarquant que des mouvements de lacet du wagon d’essai ont pû lui imprimer des freinages brusques se traduisant par des surcharges d’inertie sur l’essieu avant. Les impulsions consécutives sont, sans doute, en partie responsables des grandes amplitudes observées.
Si l’on fait état de ce que les ponts sont ordinairement construits de q P
tirer de (72) une formule pratique de majoration dynamique. En prenant g — 10, on aura ainsi simplement :
JL O0,06v
(72 bis) ROUE
manière que leur flèche soit environ le de leur portée, on pourra
et par suite
Le coefficient dynamique d’oscillation serait donc, pour les poutres courtes,
6v ff (73) + TE
soit pratiquement :
(TA Der T
As RU.
1,7. Coefficient dynamique total.
Nous venons de voir que le coefficient dynamique d’oscillation repose sur la pente de la trajectoire déformée par l’effet centrifuge. Le coeffcient dynamique complet sera donc le produit des coefficients dynamiques centrifuge et oscillatoire. Le premier est celui (22) ou de STOKES qu’on écrira, d’après (12) Û
ie =
Le second est donné par (73).
Le coefficient dynamique total sera donc :
(75) K—(i+)( +6 JE)
VU
ou, pratiquement, en utilisant (23) et (74) : v? 0,06v (76) K= (+50) 0 EXT )
hk et Î étant respectivement la hauteur et la portée de la poutre en . mètres, v la vitesse de la charge roulante en m/sec.
Pour simplifier encore les calculs numériques, il sera commode de poser |
10 V1 et de considérer le cas moyen très fréquemment réalisé où
RER
HE
Le coefficient pratique prendra alors la forme : (ri K—1+0,62+0,222L 0,122
avec possibilité de négliger parfois le dernier terme qui représente l’action mutuelle des effets centrifuge et oscillatoire. Bien entendu, ces formules pratiques ne conviennent que pour des
valeurs assez faibles du rapport - de la vitesse de passage à la vitesse
critique (0,20 au plus). Pour des vitesses plus grandes, il faudrait revenir au coefficient de STOKEs, ci-dessus rappelé, pour l’effet centrifuge et établir pour l’effet oscillatoire une formule tendant asympto-
tivuement vers la valeur 2 qui correspond à l’application instantanée
de la charge. L’expression suivante :
je DE 2 —e Fæidtou— +. ..s
CAE 0,06 ; £ avec UD , donnerait ce résultat tout en conservant la forme (74)
aux petites vitesses.
L8. Influence de l’encastrement,
Nous avons discuté le cas d’une poutre simplement posée (poutre isostatique). On peut se demander dans quelle mesure les résultats obtenus sont modifiés quand la poutre est encastrée à ses extrémités. - En fait, la réaction centrifuge (12) et la majoration dynamique consécutive (22) aïnsi que l’expression finale (35) de la période d’oscillation, les formules de couplage du paragraphe L4 et, enfin, l’expression (66) de l’amplitude d’oscillation restent inchangées.
Seules sont à reprendre les expressions particulières de la vitesse critique ve (11), les formules numériques consécutives (13), (14), (23) et, enfin, les coefficients des formules (69), (70) et (72).
Dans le cas d’encastrement parfait, la trajectoire de la charge a pour équation :
(78) re
au lieu de (1). La pente maximum de cette trajectoire est, en fonction de la flèche maximum
Re 31: RTE ; au lieu de la valeur peu différente JL (68) relative à la poutre iso-
statique. La formule (69) de la majoration d’oscillation deviendra donc
1CI db ù 3 , 4 VT
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pour la poutre attaquée en repos. Mais comme la période T sera réduite de moitié du fait que l’encastrement réduit la flèche au quart de celle de la poutre isostatique, on trouvera un effet dynamique d’oscillation réduit dans la proportion de
JP LOT 11
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D'autre part, la courbure de (78) est, au maximum négatif qui nous intéresse seul ici,
qd TAB Pi (79) VASE
: 3 s : ë ; soit les 3 de la courbure de la poutre isostatique. La vitesse cri-
tique v. (9), page 8, sera donc augmentée dans la proportion
La formule (12) en donnera alors la conséquence qui, pour v assez petit devant w, se traduira par un effet centrifuge réduit dans la pro-
portion :
GR ( ) Nr 0,87 ce qui est appréciable.
En résumé, on peut dire que l’encastrement réduit l’effet centrifuge
au tiers de sa valeur et l'effet oscillatoire à ses deux tiers. La formule (77), révisée pour ce cas, deviendra donc ici :
On n’aura guère l’occasion d’appliquer cette formule dans les ponts, même dans le cas des longerons qui ne sont pas des pièces parfaitement encastrées mais des poutres à rotation gênée sur appuis. [Il est prudent de conserver pour ces derniers un coefficient dynamique élevé du fait qu’ils reçoivent des chocs dont l’effet s’ajoute à ceux que nous venons d’analyser. L’importance éventuelle de ce nouvel effet (effet d’impact) mérite d’ailleurs un examen particulier.
1 L9. Effet d’impact.
Nous appellerons ainsi l'effet d’un choc normal à l’axe de la poutre.
On ne peut tenir compte d’un tel effet dans l’établissement d’un coefficient dynamique parce qu’il n’est pas systématique, comme les effets centrifuge et de mise en charge, maïs accidentel.
Lorsqu’on doit prévoir un choc, il y a lieu d’en faire le calcul direct comme dans le cas d’une charge statique donnée. On opérera pour cela de la manière suivante :
Soit une poutre horizontale en repos (fig. 7), de masse totale Mh, heurtée par une masse M1 animée d’une vitesse w1. Dès que le contact
s'établit entre ces deux éléments, le point de la poutre touché par la charge prend immédiatement la vitesse de celle-ci tandis que les parties voisines ne sont entraînées qu'après une déformation élastique qui se propage depuis le point d’impact jusqu’aux extrémités maintenues fixes. Il ÿ a ainsi deux ondes, l’une de tension normale, l’autre de cisaillèment,
qui se propagent avec des vitesses différentes, VE et VE —, assez
grandes CUBE pour que l’ensemble de la poutre soit ébranlé avant
a dm A Mo) (2 Fig. 7.
la fin de l’acte de choc qui distribue l’impulsion de la masse incidente entre celle-ci et la poutre.
A la fin de cet acte, chacun des points de la poutre, de masse dm — QSdx, possède une vitesse verticale w, le point d’impact qui accompagne la masse frappante ayant la vitesse particulière u.
Le principe de conservation de la quantité de mouvement donne alors :
(81) Mu =M x + wdm.
La distribution des vitesses w (x) est inconnue maïs on sait que les vitesses sont proportionnelles aux déformations infinitésimales du premier instant. BARRÉ DE SAINT-VENANT qui, le premier, a traité de cette question, a admis que ces déformations sont homothétiques à celles de la flexion statique sous une charge concentrée au point d'impact. Mais si la masse de la poutre est prédominante nous savons, d’après les résultats du paragraphe L5, que la déformation est surtout sinusoïdale. Dans
ces conditions, on posera :
TX (82) W— CU SIN
avec c = 1 quand le point d’impact est au milieu de la portée, ce que nous supposerons tout d’abord. On aura alors :
(83) ['wdm—ps [° de = 26 u
CNRS La ou, puisque SZ — Mo est la masse totale de la poutre,
[dm =2Mu.
0 T (0 La condition (81) donnera donc :
Mu,—(M, +2 M) d’où l’on tirera :
: 2 : 157 C’est la formule de SAINT-VENANT avec le coefhcient x au lieu de 35
fourni par l’hypothèse de la déformation statique. Elle représente la vitesse de la masse incidente et de la poutre au point d’impact à l’origine de la flexion dynamique qui va résulter du choc. On reconnaîtra,
dans le rapport = qu’on en déduit, la forme du dernier terme du coefficient dynamique du règlement français de 1927 dont nous avons parlé. Ce rapport mesure bien l’effet réducteur de la masse de la poutre, mais la vitesse d’impact w1 est accidentelle et n’est nullement attachée à la structure du système. En supprimant toute cause de choc, on aura ui D;
La vitesse u (84) n’est autre que la vitesse qui, au paragraphe L.6, p- 23, caractérise la vitesse initiale à l’origine de l’oscillation. Le calcul de cette oscillation et de ses conséquences pourra donc se poursuivre ici comme nous l’avons indiqué dans les paragraphes précédents.
Si le point d’impact n’était pas le milieu de la portée mais un point d’abscisse x1 — a, on en tiendrait compte en prenant pour le coefficient c de (82) l’expression :
TA sin Se + £
€ étant un correctif de l’ordre de 0,1 qui tient compte de la déformation locale autour du point d’impact (sorte d’empreinte élastique n’intéressant pas la flexion). C’est cette déformation qui absorbe la plus grande partie de l’énergie du choc au voisinage des appuis. Elle peut être négligée dans l’intervalle :
En reprenant le calcul ci-dessus, on trouverait alors que plus la poutre est choquée loin de son milieu, plus sa masse réagit fortement et
(£ La L . . 2 atténue, par suite, sa flexion dynamique : le coefficient = de (84) est
un minimum.
Dans le cas du choc au joint des rails, on appliquera facilement les formules en remarquant qu’une roue de diamètre D (fig. 8) franchissant à vitesse v un joint d'ouverture e donne une vitesse verticale d’impact : ve
La formule (84) donnera alors la vitesse 4 (ou wo) communiquée à
la poutre qui prendra un mouvement oscillatoire :
(86) ÿ= = sin vf
PES
v étant la fréquence basse calculée par la formule (52), (53) ou (55),
page 7.3.
L’amplitude en sera :
ü, ve 1 (87) Mere: = MS
à : : Dee Re Amor On peut aussi, en introduisant la période d’oscillation T——- écrire
cette amplitude :
Cheb à 1 (88) +. —.- M
C’est donc encore un effet proportionnel à la simple vitesse de passage et à la période propre d’oscillation du système, mais il dépend aussi de l’ouverture e du joint qu’on peut réduire autant que l’on veut ou même supprimer.
On calculera la surcharge statique P” équivalente à Peffet dynamique (88) en introduisant la raideur k (1 bis), p/6; de la poutre, ce
qui donnera, pour x ==,
(89) 6 P np ob:
Pb AT00117 Æ
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II. GRANDES POUTRES
IL,1. Généralités.
Les poutres des grands ouvrages sont, du fait de leur longueur, mises en charge avec une certaine lenteur. En outre, leur flèche étant toujours, par construction, une même fraction de la portée, le rayon de courbure de leur flexion est augmenté en proportion.
Pour ces raisons, les effets oscillatoire et centrifuge précédemment étudiés sont, dans ces poutres, sensiblement amoindris comme le fait d’ailleurs prévoir le coefficient dynamique (77) encore applicable ici, au facteur numérique près.
Par contre, la masse et la charge rot de grandes poutres leur confèrent une période d’oscillation notable, souvent du même ordre que celle due à la surcharge seule, de sorte que l'intervention de celle-ci ne fait pas varier la période de l’ensemble dans des limites aussi étendues que dans les petits ponts. Il s’ensuit qu’à l’occasion du passage d’un convoi homogène à essieux équidistants martelant un joint de rails sur un grand pont, un phénomène de résonance peut apparaître qu’il faut savoir prévenir.
Toutefois, l’amortissement interviendra qui limitera cet effet, en sorte que nous conclurons tout de même à une moindre sensibilité des grands ponts aux actions dynamiques conformément à l’opinion courante.
L’analyse de la flexion dynamique et oscillatoire des grands ouvrages présente donc un certain intérêt ne serait-ce que pour confirmer cette opinion. Elle s’impose, en tout cas, pour apporter à la technique des éléments calculables qui font actuellement défaut.
L’étude de la flexion dynamique des grandes poutres a été faite, comme nous l’avons dit, par RENAUDOT qui, pour ce cas, a assimilé la surcharge du train à une charge uniforme partielle progressant à la vitesse v sur l’ouvrage à partir d’une de ses extrémités pour le couvrir finalement en entier.
Cependant, pour résoudre ce problème sous sa forme générale, RENAUDOT a dû recourir, comme STOKEs. à des développements en série dont les coefficients sont à former suivant des formules qu’il établit dans son mémoire. Il reste, en définitive, à trouver quatre fonctions du temps qui satisfassent aux conditions particulières du problème, fixité des abouts et raccordement des deux courbes définissant la déformation de la poutre sous la surcharge et hors d’elle.
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L’emploi de ces séries non symbolisées a l’inconvénient de ne pas montrer l’allure du phénomène et, notamment, les rôles distincts de leffet centrifuge et de l’effet oscillatoire. Les seules applications qui aient été faites de la méthode de RENAUDOT se limitent d'ailleurs au calcul de l’effet centrifuge.
L'étude de BRESSE, qui reprend le problème de RENAUDOT dans le cas plus simple où le pont est entièrement couvert par la surcharge, redonne bien évidemment un résultat de RENAUDOT, mais encore seulement pour l’effet centrifuge. En assimilant ce problème à celui d’un cas de flambage de poutre comprimée, BRESSE n’a guère éclairé la question traitée. où l’effet oscillatoire n’apparaît toujours pas.
C’est cependant en ahordant le problème dans l’hypothèse simplifiée de BRESSE (surcharge uniforme totale) que nous établirons d’abord l'effet centrifuge, puis l’effet oscillatoire pour en généraliser ensuite les résultats dans l’hypothèse de RENAUDOT.
II,2. Problème de Bresse.
Considérons (fig. 9) une poutre de portée / et de poids p par unité de longueur, portant une surcharge continue p’ circulant sur elle à la vitesse uniforme v. La poutre est supposée rectiligne avant l’application des charges p et p’ (ouvrage mis en place après sa construction sur plancher de montage). |
BRESSE a traité ce problème en le ramenant à celui d’une poutre comprimée et fléchie par flambage qui répond effectivement à la même équation différentielle. A la charge critique de flambage correspond alors une vitesse critique de passage de la charge mobile sur le pont.
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Nous préférons conserver à ce problème son sens physique d’origine en reliant directement le moment fléchissant du pont à l’ensemble de ses charges et de leurs forces d’inertie, puis nous aborderons l’étude des oscillations qui n’apparaissent pas dans l’analyse de BRESSE.
IL3. Effet centrifuge.
La poutre, fléchissant sous les charges, prend un certain rayon de courbure négatif — p qui provoque, de la part de la charge circulante
A , 2 è t£ mv # LE d lo O p —mg, une réaction centriluge = par unité de longueur. Un
conçoit qu’un équilibre stable puisse s'établir ainsi où la charge unitaire réelle est :
(90) Gi o
le rayon étant compté positivement vers le bas avec les y. Il est alors négatif dans la pratique.
Mais, d’autre part, la courbure est liée, comme on sait, au moment fléchissant JC de la poutre par la relation : (91) TS
EI | p
et, d’autre part, la variation seconde de ce moment est égale à la charge unitaire effective (90) changée de signe, soit :
PAT / p'v°?
(92) a (p+p)-+Pr0s 9
relation exempte de toute approximation, maïs à laquelle on conservera encore sa rigueur en prenant cos 0 — 1. On aura donc, d’après (91), l’équation différentielle :
dT Ur !
(93) 2 mt (p+p')
définissant la distribution des moments dans la poutre. L'intégration donne immédiatement :
(94) MC— A cos Gabon ax en en posant :
(95) nr
RE SE ES LH
et À et B étant deux constantes déterminées par les conditions aux limites. Ces conditions sont fournies par la fixité des abouts appuyés de la poutre qui impose :
JC 0. "pour r—=p0 et x!
d’où, pour x —= 0,
et, pour x — l :
A cosal+Bsnal—?P+tr 2;
On en tire :
PHP
(96) AT œ p+p' (1— cos al) (97) b= Mr Sin al
L'expression complète du moment fléchissant (94) s’écrira donc :
(98) DC —PÈP| LOT sin ox — (1 — cos ax) |.
sin æl
On voit que ce moment devient infini pour al — x ce qui définit une vitesse critique :
analogue à (11) du paragraphe I,1 et que l’on peüt rattacher à la pulsation propre du pont en charge :
(100) nn Ne
On trouve alors, en introduisant la période
2 p+p' (101) = ne
Cette vitesse critique est, pour les grands ponts, assez élevée pour qu’on n’ait pas à s’en inquiéter actuellement. La période d’oscillation des ponts étant, en effet, de l’ordre du quart de seconde et le radical
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de (101) toujours supérieur à 1, la vitesse critique est au moins égale à 8 1, soit 160 m à la seconde (445 km/h) sur un pont de 20 m.
L'expression exacte (98) du moment fléchissant étant d’un emploi peu commode en raison de la petitesse de ©, on a avantage, dans ces conditions, à lui substituer un développement en série, d’ailleurs très convergent pour les vitesses en usage dans les chemins de fer.
En développant en série les expressions trigonométriques de (98) et effectuant les opérations indiquées, on parvient à la formule algébrique : 2
DC PP (152) + É (Pa ae + at) — HEC | Ou :
(102) DC EÈE (1 2?) [à É(P Heat) — AUTRE h
Sous cette forme, on voit nettement se détacher la majoration dynamique de l'effet centrifuge qui n’est autre que la série des termes entre crochets qui suivent l’unité. |
En pratique, on peut se limiter au terme :
É œ'(P+lx—x)
É ; l HS Z—- où i ed À qui est maximum pour , Où il vaut 18
On aurait donc pour coefficient dynamique de l’effet centrifuge :
ù 077 072 (103) Sent ou d’après (95) :
RUES
(104) EE re
On retrouve une majoration analogue à (14), mais plus réduite du fait de la répartition de la surcharge.
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Une particularité de la majoration dynamique dans (102) est qu’elle s'applique à l’ensemble des charges (fixe et mobile) et non pas seulement à la charge mobile. Cela tient à ce que la charge fixe intervient dans la courbure totale de la poutre. Ceci nous amène à considérer la correction à introduire dans les résultats précédents quand la poutre est construite avec une contre-courbure (on dit contre-flèche).
Il,4. Influence de la contre-courbure.
Dans les grands ouvrages, on donne souvent aux poutres principales 1 À : .
une contre-courbure pm qui corrige en partie l’eflet de la courbure 0 :
Ë 1 de flexion ©.
La courbure totale est alors A :. et la force centrifuge devient : LE f 1 1 mv (+2) cos 6.
PE Po
La charge effective est alors, au lieu de (90) et pour cos 0 — 1,
L’équation (92) devient :
dot à à et comme la courbure de flexion est os :
Ve
on a finalement, au lieu de (93), l'équation différentielle : AC , pr ' v° ) dé TE male Co mo
Ainsi, le module (95)
reste inchangé et, seules, les constantes À et B sont modifiées. On a maintenant : \
Aer
LA Ra:
L'expression (102) du moment fléchissant s’en trouve également modifiée pour devenir : |
100) mi p+p(-2)]-#)h + |
le développement en (a, x) restant identique. Ainsi, tout se passe comme si la surcharge p’ était réduite par le
; terme (: = a qui peut, théoriquement, être amené à zéro. On se gardera d’en considérer les valeurs négatives car la liaison de la surcharge et du rail est unilatérale.
La courbure naturelle de la poutre sous les charges est négative. La contre-courbure sera donc positive, ce qui lui confère le pouvoir réducteur ci-dessus.
La courbe étant très tendue, la contre-flèche fo peut être rattachée à la portée et à la contre-courbure par la relation simple :
; IÊ J 0 HT
Par suite :
(106) LOT Po EU Une contre-flèche de l’ordre de RCE conduirait donc à : v° 81°
gP0 7 Jo.ocol
te » . 1 | soit à une réduction de -— pour w—1000 (112 km/h) et {—8 m.
C’est la valeur même de l’effet centrifuge, qui se trouve ainsi annulé.
Mais l’effet oscillatoire dû à la rapidité de mise en charge n’en est pas modifié.
IL5. Oscillations.
Pour étudier les effets oscillatoires, nous devons revenir à la défor-
mation y en chaque point de la poutre. Si nous exprimons la courbure nn.
d >: À : TRUE par =, ‘étude de la déformation élastique nous conduit à l’équation différentielle :
dy po y (p+p) dy (107) DES q Houns q DE.
Hat AT ROME
qui exprime l’équilibre entre les seules forces élastiques et d’inertie, à exclusion de la pesanteur (mouvement dans le plan horizontal). Cette équation est satisfaite par des expressions de la forme :
(108) * y—=hsmyxsmul
à la condition que :
E Elg {2 _ pv (109) w—y ne D |
La condition que y s’annule pour x — O et x — J entraîne d’ailleurs pour Y la valeur :
Le
ce qui détermine @. Aïnsi, il y a un mouvement propre, ou naturel, de la poutre qui est oscillatoire si la vitesse du convoi sur le pont n’excède pas la valeur critique :
JEiq (111) VE
identique à (99) du paragraphe IL.
La formule (109) généralise l’expression obtenue au paragraphe I,5 pour la pulsation © de la poutre sous son poids propre. On en déduit la période :
(as) In NU
© # VEyh-@) qui généralise la formule (58) avec :
evo put ve 7 Ege
On retrouve cet allongement de la période déjà rencontré dans le cas des poutres courtes à surcharge ‘ponctuelle avec cette différence que les deux vitesses critiques sont maintenant confondues.
Les conséquences de l’allongement de la période prennent ici une nouvelle forme puisque l’action de la surcharge n’est plus nécessairement éphémère. Le passage peut se prolonger, par hypothèse, aussi longtemps qu’on voudra.
Si, donc, une flèche d’équilibre fo étant atteinte sous une surcharge
mobile p’ de vitesse v, on vient à augmenter brusquement cette vitesse
A ra Re
de v à 1, une nouvelle flèche d’équilibre f1 devra s’établir. Or, ceci ne pourra se faire que par un mouvement oscillatoire d'amplitude :
af — fo
et de période T donnée par (112).
Ce mouvement sera conforme à l’expression :
y—a(: cos T )
et donnera la nouvelle flèche après un temps :
Dr
\ ; À Li: : < puis la flèche f1 + a au temps + à l’amortissement près.
Si la surcharge p’ est très petite, le rapport $ sera négligeable et ces résultats seront obtenus dans les délais de la période statique. Mais si elle est notable et sa vitesse élevée, l’allongement de la période pourra être assez grand pour retarder beaucoup l’établissement de la nouvelle flèche 1. On peut même dire, enfin, qu’à la vitesse critique (111), la flèche initiale fo ne pourra plus changer. |
C’est dire que le phénomène oscillatoire, aux grandes vitesses, s’oppose à l’accroissement de courbure causé par la force centrifuge. Il modère ou arrête l’action dynamique centrifuge après l’avoir renforcée aux vitesses inférieures.
IL6. Problème de Renaudot.
Nous généraliserons maintenant le problème de BRESSE en considérant le: cas où la surcharge, toujours en mouvement, n’occupe pas encore entièrement le pont mais le couvre seulement sur une longueur a <1 à partir de son appui de gauche (fig. 10).
C’est, nous l’avons dit, le problème traité dès 1860 par RENAUDOT, mais que nous aborderons ici d’une manière différente pour mieux discerner les divers phénomènes qui s’y présentent.
Assimilons donc le convoi mobile à une surcharge continue partielle
2 MONS EU) IEP
de p’ kg/m occupant à l'instant £ considéré, la longueur a qui varie
continuement avec la vitesse :
v — ui =
Le poids propre du pont constitue, en outre, une charge permanente fixe de p kg/m.
L'équilibre d’un élément du pont pris dans la partie a occupée par le convoi est donné par l’équation rs 7
| NP D (php (112) arte pes PI TA
obtenue en écrivant, comme au paragraphe IL5, la nullité de la résultante des forces gravifiques, élastiques et d’inertie.
L’équilibre d’un élément du pont pris dans la partie (/— a) non chargée (où p’ — 0) est alors exprimé par :
à » Mug) ras vi De om
On voit immédiatement que les mouvements propres des deux branches a et (2— a) de la poutre seront différents, d’où résultera une certaine complexité des mouvements oscillatoires,
: s ne Mais le terme _
prend plus seulement l’accélération du mouvement propre : il est la somme de cette dernière et d’une accélération forcée résultant du déplacement continu de la charge qui modifie sans cesse les déformations du pont.
On peut établir l’équation de la ligne déformée de la poutre sous une charge continue partielle d’étendue a et en déduire l’accélération forcée, en chaque point, quand a varie avec le temps. Mais cette fonction, algébrique, ne se prêterait pas à l’intégration des équations cidessus. Cependant comme elle s’annule aux appuis (x — 0 et x —Î) et seulement là, on peut la considérer comme la phase d’une fonction périodique et la décomposer en une série de FOURIER appropriée dont tous les termes se prêteront à l’intégration.
Ceci étant, nous nous bornerons, devant l’intérêt d’aboutir à des formules simples utilisables en pratique, à représenter cette courbe de déformation forcée par un seul terme sinusoïdal, en x et #, donnant la flèche maximum f1 due au passage du convoi au bout du temps
qui figure maintenant dans les équations ne com-
2e ; x l, —> de la mise en charge complète du pont.
Ce sera donc :
TUt (114) = /, sin 7 sin: Li donnant pour expression de l’accélération forcée : ; SA Tv ITU (115) A pie sin SM
Si l’on pose alors :
Y—ŸY; Eye, de at)
et qu’on reprenne, par exemple, l’équation (112) de la branche a, on sera fondé à séparer le mouvement forcé y1 et le mouvement propre y2 qui répondront respectivement aux deux équations différentielles :
a. Mouvement forcé :
D A EN nn (P+P)r PRE D (116) DE F q "2x (p- p) q AP FJ sin 21"?
b. Mouvement propre :
HE. : (PRISES
(a 1 1) dx à g dE
La première n’est autre qu’une généralisation de léquation (93), puisque :
dE __dT dx EI?
et la seconde se confond avec (107), conduisant à un mouvement propre oscillatoire dont la fréquence est donnée par (109) si la vitesse est inférieure à la valeur critique (111).
Mais, ici, y n’est plus nécessairement égal à 7 7 puisqu'il dépend des
conditions de raccordement des deux branches de la courbe. Nous pouvons maintenant apprécier les effets dynamiques dans le cas de charge envisagé par RENAUDOT.
IL,7. Effets centrifuge et de progression.
En posant :
ARS JT À De LU à TA
l’équation (116) s’écrit :
Re (p+p')- EL un PSE
tant DA La solution en est :
æ . D TE T {120) A —A cos ax +B sin ax — ÊTE — Msn sin.
C’est celle de l’équation (94) augmentée d’un terme correspondant au mouvement forcé. Cependant, comme le convoi n’occupe sur la poutre qu’une longueur a < 1, le facteur B est différent de celui de (94) et dépend même de a qui varie dans le temps; mais le rôle de cette fonction du temps est joué ici par le terme relatif au mouvement forcé. Par suite, on peut regarder B comme une constante et déterminer sa valeur par la condition que les deux branches a et /—a de la poutre se raccordent au point x — a dans un état d’équilibre stable. Ceci suppose que le convoi quitte le pont en ce point pour progresser en dehors de lui : certes, ce n’est là qu’une vue de l’esprit, mais elle précise bien l’indépendance de l’effet centrifuge à l’égard de celui de mise en charge ou, mieux, de progression du convoi.
Nous ne développerons pas ici le calcul des coefficients A et B dans l’hypothèse de RENAUUDOT. Nous indiquerons seulement que le coeffcient A de (120) conserve la même valeur (96) que dans l’hypothèse de BRESSE, soit :
(121) ASP
qui résulte encore de la condition JC — 0 pour x = 0, mais que le coefficient B répond, dans la branche a de la courbe de déformation du pont, à l’expression :
(0 aÿ + PP fa — cos 20) + a (1— a) sin ad]
(129) B=—— sin «a+ a (l— a) cos &a ou encore :
Lp(l-aÿ+ll [,- 28] a B = —— sin (aa+@)Vi+æ(l—a} (124) : avec to @—a(l—a).
Ces formules généralisent l’expression (97) de II,2, à laquelle elles se réduisent pour a — ! ou = 1.
En poussant plus loin l’analyse, on verrait que le moment maximum, qui a lieu d’abord au milieu de, la poutre sous la charge permanente seule, se déplace vers le train et revient dans le sens de la marche pour atteindre le centre quand la tête du train est au bout du pont.
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En définitive, on reconnaîtra aisément que l’effet centrifuge est maximum lors du chargement complet du pont par le train et qu’il suffit alors de l’évaluer au moyen des formules du paragraphe précédent.
Mais le dernier terme de l’équation (120) nous apprend quelque
chose de nouveau : il fait apparaître un moment supplémentaire TU
(125) ANT = M sin = sin TT
dû à la seule progression du convoi.
Pour qu’il satisfasse à l’équation (119), il faut que :
M Ma PPT
P q £ Aa d’où :
MP PI Taux 4gl à e En notant que :
ND HEURE
ve étant la vitesse critique (99), on peut écrire : AE 1 v?
(126) M (ptP)f re en posant :
Dé Er |
C’est la valeur maximum du moment supplémentaire de progression (125) ; elle a lieu au milieu du pont et quand la tête du convoi atteint l’extrémité, c’est-à-dire en même temps que l'effet centrifuge maximum calculé au paragraphe précédent et auquel il s’ajoute.
On voit par l’expression (126) que ce moment supplémentaire peut prendre des proportions notables en raison du diviseur (1 — f*). Mais nous avons vu au paragraphe ITL5 que ce même facteur retarde la déformation consécutive, en sorte que le danger s’éloigne à mesure qu’il grandit.
IL8. Oscillations.
Les mouvements oscillatoires du système sont régis par les équations (112) et (113) prises sans second membre, soit :
= NAME SM else ue et (127) + s—
dx! q "DE —
pour la branche a,
(128) | FL RP ee
pour la branche ({ — a).
| La première, identique à (107), entraîne un mouvement propre : (129) R Yi — db SIN y,Æ Sin wt dont la fréquence est donnée par (109).
La seconde entraîne un mouvement propre :
(130) Ya Sin px sin œf
dont la fréquence est :
ea e DANS
Ces deux fréquences propres varient continuement avec le temps du fait du déplacement de la charge qui modifie sans cesse Y1 et 2. Le mouvement résultant dépendra donc ici de quatre facteurs : les amplitudes b1 et Jb2 et les fréquences spatiales y1 et y:.
_ On conçoit que le problème abordé de cette manière devienne vite inextricable.
Aussi en appellerons-nous, comme le conseille en pareil cas M. Yves Rocarp (1), à la méthode énergétique qui nous donnera directement la première des fréquences résultantes, toujours dominante en fait.
Comme il s’agit de grands ponts, où la durée du passage du train est bien plus grande que celle d’une oscillation, on peut supposer celui-ci immobile pendant une période de cette dernière et négliger même l'effet centrifuge qui est petit et en tout cas facile à rétablir.
Dans ces conditions, les mouvements des différents points du pont, ou de la poutre, conservent à sa ligne déformée une figure toujours semblable à elle-même et représentable par une expression de la forme :
où f. déformation.en ‘un point fixe (flèche au milieu par exemple) est seule fonction du temps tandis que @ ne dépend que de x. Or p et p” étant les poids au mètre de la charge permanente et de
(1) Dynamique générale des vibrations.
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la surcharge sur un élément dx du pont, l’énergie cinétique totale de l’ouvrage chargé est :
wife (y
tandis que son énergie élastique de flexion, pour un module E et une inertie de. section Ï au point x, est :
W,—2 ('E (22) dr.
L'énergie totale du système est donc, d’après (132) différentiée par rapport à f, puis à x:
(1 33) W+W.=—: /° 1 ie dx + | il EIS'"dx
où les intégrales sont des quantités fixes que nous désignerons, dans l’ordre, par a et b.
L'énergie totale devant rester constante, on a :
dW— af" -df +6 -fdf—o.
Divisant par adt, on obtient l’équation différentielle de la flèche :
SH
C’est bien l’équation d’un mouvement oscillatoire dont le carré de la pulsation est, d’après ce qui précède :
| [EG dx
} P+P) x DA q
L’oscillation fondamentale, ou premier résultant des divers mouvements oscillatoires propres que le système peut posséder, aura donc une période :
dont le calcul peut être fait aisément par éléments successifs pour tous les cas possibles de surcharge.
Si, par exemple, nous reprenons le cas de la surcharge complète et uniforme du paragraphe IL5 avec :
= fs
on aura :
P—sinT LAMENOULS à eu donc :
one a 2m lip (138) pus
et la pulsation fondamentale sera, d’après (135) :
| : _æ | Elg (139) Du VAL
résultat identique à celui fourni par (109) quand on y fait v — 0 pour négliger l’effet centrifuge. ,
Si la surcharge n’occupait que la moitié du pont, la fonction @ et ses dérivés en seraient évidemment modifiées, mais ces CHR ont bien moins d'influence sur les intégrales que la variation de p’ qui s’annule sur une moitié de la portée.
En conservant donc l’expression ci-dessus de ®, l’intégrale b conservera sa valeur (138) et l’intégrale a deviendra : |
De “nl pi a =PiE | oder: E | pd (2p+p), 4 TE sin . “4 24 Par suite :
D bas 4gm"EI a (2p +p') li (141) do
En comparant (141) à (139), on voit que, si p’ — p (cas fréquent dans les grands ponts), la pulsation fondameriale varie dans le rap-
port de NE à 5: soit de 1 à 1,82, quand la surcharge franchit la seconde moitié de l’ouvrage. On conçoit donc qu’un effet de résonance
ne puisse s’établir pendant le passage de la surcharge. Mais les deux exemples simples que nous venons de donner ne sont
SEEN
pas rigoureux parce qu’ils supposent une forme particulière de la fonction œ qui n’est qu’approchée. Aussi avons-nous établi pour l’application correcte de la formule (135), une méthode simple et rigoureuse, indépendante de l’expression analytique de la fonction ® et qui demande uniquement la construction préalable de la ligne moyenne déformée statique y(x) de la poutre ou du pont, travail couramment exécuté dans les bureaux d’études.
Elle consiste à établir la longueur À du pendule équivalent au pont chargé, longueur voisine de la flèche statique du pont et que nous appellerons pour cette raison sa « flèche pendulaire ».
IL9. Flèche pendulaire.
Reprenons les deux intégrales de (135). Comme : 7? (x)
et que f est une constante dans ces intégrations, on a :
| BL EU (i 42) FU PR ATRAUENE 4 |. py°dæ
Or,
AT étant le moment fléchissant au point x, et
y'lx = dé, rotation élémentaire au même point.
Par suite, l'intégrale du numérateur exprime l’énergie totale de déformation de la poutre, soit
[ED dx = forcé.
Mais, en vertu du principe de conservation, cette énergie est égale au travail de la pesanteur déformant la poutre, c’est-à-dire à :
‘ ypdx e {ydr,
dP étant la charge élémentaire au point x.
Dot
On a donc maintenant :
143 | L. et (143) | ['orda [ ydP.
Quant à l’intégrale en dénominateur, elle s’écrit simplement : Ê h4) ‘ ap.
Ainsi, le FADpOCE (142) n’est autre que le quotient :
bof JP a
tire) ECS a Jia X
qui définit la longueur À du pendule équivalent au pont chargé, puisque, d’après (135) et (136), on aura :
DUT D x
C’est la période de l’oscillation fondamentale du pont pour un cas de surcharge quelconque.
Le calcul de la flèche pendulaire À est très simple dès que l'on a établi la ligne déformée statique y(x) du pont (fig. 11), ce qui peut se faire avec précision par la méthode graphique au besoin.
En effet, l’intégrale (143) est alors le moment statique des charges dP de cette courbe par rapport à la ligne 00’ des appuis et l’intégrale (144) est leur moment d’inertie par rapport à cette ligne.
L'expression (145) est tout à fait générale et on retrouve bien par elle les résultats déjà obtenus. En particulier, pour une charge isolée P appliquée en un point quelconque de la poutre, qu’elle déforme de 1 en ce point, on trouve bien |
b = gPY q AS D CE
c’est-à-dire le résultat (35) du paragraphe L,3. La flèche pendulaire se confond alors avec la déformation Ÿ au droit de la charge.
Fig: 11.
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En dehors de ce cas limite, la longueur pendulaire d’un pont se rapproche toujours beaucoup de sa flèche statique au milieu f, et se confond même de nouveau avec elle dans le cas d’une charge sinusoïdale où l’on a exactement :
On trouvera dans le Cours de M. GRELoT (1) l'expression de la période d’oscillation d’un pont en fonction de sa flèche sous charge uniforme.
Nous en déduirons ici que, dans ce cas,
de sorte qu’on pourra adopter dans la pratique la formule très simple :
T= ar \/25 q
ou encore l’expression
de M. GRELOT.
IL,10. Coefficients dynamiques.
Le coefficient dynamique des grands ouvrages a évidemment même forme que celui des petits, au facteur numérique près que modifie la répartition de la surcharge, laquelle est étendue sur le pont et non plus concentrée.
Il y a toujours deux effets distincts : celui de la force centrifuge et celui de l’oscillation: Le premier donne lieu à la majoration calculée au paragraphe IT,3, comme suite au problème de BRESSE, et qui se résume dans la formule pratique
v étant la vitesse du train en mètres à la seconde, 4 la hauteur de la poutre. C’est le facteur par lequel il faut multiplier les ordonnées de la courbe de déformation statique pour obtenir la courbe déformée par le seul effet centrifuge.
(1) GRELOT. — École des Ponts et Chaussées. Cours de ponts métalliques. Année 1944-1945, p. 197.
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À cela s'ajoute l’amplitude de l’oscillation que peut provoquer le passage de la charge mobile. Soit À cette amplitude et désignons par f la flèche instantanée produite au milieu du pont quand la tête du convoi est parvenue à l’abscisse x — «à (fig. 12). |
Si fi est la valeur statique de f à l'instant £, on aura :
(148) J=h+sm(wt+@)
avec @—0 moyennant un choix convenable de l’origine des temps. Ceci indépendamment de l’effet centrifuge qui majore le tout de 4.
re “
La pulsation © se calcule aisément par la méthode de la flèche pendulaire exposée au paragraphe IL9, c’est-à-dire :
La dérivée au temps de (148) donne :
dau dr de ; + du (+ TE ) cos at.
La durée d’une oscillation étant petite devant celle du passage du
train, l’analyse ne portera que sur une durée très faible qui rend inactif
1 td e terme H °
En faisant t — 0 à l’origine d’une oscillation, on aura :
(150) (= + Lo.
Étudions si : lorsque la charge mobile, de densité p’, avance de
vdt, tout se passe comme si l’on déposait en. avant du train une charge
concentrée dP — p'vdi
qui ferait varier la flèche statique f: de :
if npvd n dépendant de a et de L.
Il s'ensuit que :
(151) SE pp ve
Supposons alors, comme au paragraphe I.6, que la poutre se trouve en repos à cet instant précis. On posera :
(He
et alors, compte tenu de (151) : | np'v + Lœ — 0 d’où (152) ME, (02)
C’est là l’amplitude de l’oscillation qui naîtrait si la charge, trouvant la poutre en repos, se déplaçait brusquement sur elle à la vitesse v. Nous l’avons déjà appelée l'amplitude normale.
Ce cas correspond aux diagrammes « en escalier » fréquemment obtenus dans les essais de ponts et dont on trouvera un exemple à la figure 28.
La majoration dynamique d’oscillation est le rapport ra de l’ampli-
1 = tude à la flèche statique maximum f: qui sera obtenue quand le train couvrira entièrement le pont et qui vaut 5p'li 384. El"
max. fi=—
Mais le facteur n varie lui-même pendant toute la durée du passage et il est maximum quand la tête du convoi passe au milieu du pont. On a alors :
MAX. 7 — A8EI
Portant ceci dans (152), on trouve pour la majoration cherchée
ou encore :
(153) b __8 vT
T étant la période.
Les plus grandes oscillations sont donc celles engendrées quand la tête du train passe au milieu du pont. Mais, à l’amortissement près, toute oscillation née se conserve dans le temps. Quand la tête du train est aux extrémités du pont son passage n’engendre plus d’oscillations, parce qu’alors n—0, mais les oscillations produites auparavant subsistent.
Pour retrouver la forme annoncée plus Equt du oc Ubnt dynamique, rappelons que
avec
À — eny.
Portant ces résultats dans (153), il vient en définitive, en DISREDE g = 10,
C’est l’effet dynamique d’oscillation normale. Mais, nous l’avons dit page DSP Cest là un cas moyen et la pratique nous montre souvent des amplitudes doubles de la normale. Il est donc sage de tabler sur la
majoration relative 0,03 RUE revient à prendre, pour les gran ponts, la moitié de la majoration (72 bis) proposée au paragraphe I.6, | pour les petits ouvrages.
Le FOAIOIERE dynamique d’oscillation serait donc
| \ 0,032V (155) AU nNtseE Vi
et le coefficient dynamique total, comprenant l'effet centrifuge (147), deviendrait :
E ù v° 0,03v (156) ; Re moe: Li de VI }
C'est-à-dire, en posant :
PRE an AE EU) , 10 VL eb
LÉ
avec possibilité de négliger le dernier terme.
Em
Ces résultats confirment ceux du paragraphe L,6 mais avec des facteurs deux à trois fois moindres.
On doit ajouter à cela l'effet de progression calculé au paragraphe IL,7. Si l’on compare le moment supplémentaire M (126) au moment
QU AC=(P+P)s
dû aux charges en repos, on trouve | .
FM 20" 14e £ Et MARS avec EE
En négligeant B, prenant g — 10 et f — il vient, compte tenu
de (157)
On aurait alors, en comprenant ce dernier effet :
K= Lo Lor421-FOro2
C’est la formule que nous proposerons pour les grands ponts avec la même réserve qu’au paragraphe I,7.
II. AMORTISSEMENT. — RÉSONANCE
Nous avions, jusqu'ici, laissé de côté ces phénomènes qui appartiennent, pourrait-on dire, à la pathologie de loscillation. On sait que le frottement finit par amortir les oscillations des corps : c’est l’amortissement. Maïs on sait aussi que des phénomènes de couplage ou des variations de masse peuvent, s’il en existe une source, accumuler de l’énergie dans le mouvement oscillatoire et amplifier celui-ci démesurément : c’est l’auto-oscillation. L’analogie mathématique avec le phénomène précédent, au signe près qui est inversé, a fait donner au terme responsable le nom de résistance négative. Il] y a d’autres causes d’auto-oscillation dont le livre de M. Yves RocarD (1) donne un large exposé.
Enfin, légalité de période entre l’oscillation naturelle d’un corps et
(1) Yves RocarD. — Dynamique générale des vibrations, p. 188 à 234.
FE 63 AL / une oscillation forcée qui lui serait imposée entraîne également une
accumulation d’é énergie qui accroît continuement l’amplitude. C’est la résonance.
La résonance se distingue de l’auto-oscillation comme l’addition se
différencie de la multiplication, mais ces deux phénomènes sont également dangereux.
Tous ces phénomènes trouvent leur expression dans les solutions de l’équation (a), page 5, que nous rappellerons ici,
(160). DLGNLFy— (6),
de
et que nous appliquerons au cas particulier des ponts.
ITT,1. Amortissement.
Des causes diverses amènent l’extinction rapide des oscillations des ponts. On pourrait penser tout d’abord, pour les ponts métalliques, à : des frottements entre les tôles et profilés assemblés par rivure; mais l’expérience a montré que les ponts soudés, qui ne peuvent être soupçonnnés à cet égard, perdaient aussi vite leur mouvement oscillatoire. Il faut donc en conclure qu’il n’y a pas de mouvement relatif des pièces convenablement rivées.
Par contre, la voie ferrée, ordinairement attachée au pont par brides et boulons, donne évidemment lieu à des frottements dans lesquels le système dépense une partie de son énergie. Au surplus, la voie est reliée à celle des abords par des joints plus ou moins serrés ce qui apporte une résistance notable à la rotation du pont sur ses appuis.
Mais il y a une cause importante de déperdition de l’énergie qui semble être passée inaperçue : c’est le mouvement vibratoire communiqué par l’ouvrage oscillant à ses culées, puis au sol. Les oscillations du pont demandent à ses appuis des réactions périodiques mettant en jeu des déformations analogues des culées et du sol. L’analyse montre que ces déformations se propagent vers les couches profondes et ne reviennent plus, sinon en partie à l’occasion d’une réflexion sur une surface de discontinuité. Le phénomène n’est pas autre chose que le rayonnement acoustique dont nous avons déjà signalé l’importance dans le problème du battage des pieux.
Nous sommes ici en présence d’une perte par cette cause que les
MONTE A
spécialistes de l’électromagnétisme et de l’acoustique ont appelé résistance de rayonnement (1).
Une analyse élémentaire donnera une idée de ce genre de perte. Considérons (fig. 13) une barre prismatique de section S, indéfinie d’un seul côté à partir d’une extrémité A qu’une masse M animée de la vitesse v va frapper.
Dès le début de l’impact, les tranches au contact des deux corps prennent des vitesses en rapport inverse des densités respectives de ces corps. Mais si nous supposons la masse M très concentrée, elle communiquera entièrement, à cet instant initial, sa vitesse v à la première tranche infinitésimale, de masse dm, de la barre. L’impulsion donnée à celle-ci sera :
dQ == vdm.
Or, l’équation des cordes vibrantes nous apprend que l’onde de choc
PRET WE
Fig. 13.
se propage dans la barre avec la célérité c du son, de sorte que la masse intéressée dm croît avec le temps et que l’on a :
dm— pScdt,
@ étant la densité de la barre.
L’effort développé par le choc au point À est donc, à l’origine des temps,
d F— =. — pScv.
La puissance rayonnée est
PEtre pScu?.
Ceci est vrai, d’ailleurs, à tout instant, mais la vitesse » varie continuement suivant la réserve d’énergie de la masse incidente M. On
(1) Yves Rocarp. — Dynamique générale des vibrations, p. 35. Adrien FocH. — Acoustique, p. 38.
AA es Le
établirait facilement que, dans notre hypothèse, cette vitesse au point A (x —0) varie selon l'expression
v— ve *
la constante de temps valant :
Ainsi s’amortit le choc de la masse M sur la barre par l’écoulement ou le « rayonnement » dans celle-ci d’une énergie acoustique qui pourra se perdre dans le sol si la barre y est fichée.
Tel est bien le cas de nos culées de ponts avec cette différence que la masse incidente M est remplacée par üne masse oscillante qui reste au contact de la maçonnerie du fait de l’élasticité de cette dernière.
Soit donc M la masse totale du pont chargé dont le poids se reporte également sur quatre appuis. Nous supposerons cette masse concentrée au milieu du pont où elle oscille avec une amplitude & et une fréquence p= - Dans ces conditions, le pont exercera sur chacun de ses appuis:
une force d’inertie :
(162) F—; Ma sin ol.
Remplaçons, pour simplifier, la culée par une pile en maçonnerie de section constante S pour pouvoir l’assimiler à la barre du cas précédent. On pourra écrire, £ étant la densité de la maçonnerie et c la célérité du son dans cette matière,
(163) F— pScv
v étant la vitesse périodique d’impact sur les sabots d’appui. Cette vitesse s’obtient immédiatement en égalant (162) et (163). On trouve :
(164) ae rs
L'énergie emportée par l’onde si dans le Ce dt est donc,
d’après (162) et (164); d'W — AFvdt —
sin” œ{dt
ia .
soit une perte totale, par période :
RTE — Mo (165) AW—f Fodt = TRE.
Si l’on compare cette perte à l'énergie d’oscillation du pont,
(166) W— My =! Mat, il vient :
AW. — 7Mu FLO Un WT 5pS
Ce rapport donne immédiatement la variation relative de l’ampli- ‘tude d’oscillation puisque, à la fin de chaque période où l’énergie se réduit à la forme élastique (car y — 0), on a :
1j, È et que, par conséquent, « AW — kyAy sensiblement.
Par suite ' AW. 24y (168) Space
En comparant (167) et (168), on en déduit
: A Ay __—7Mw — vP ï 9) y 4pSc 2pg5c
P étant le poids total du pont, Pg le poids spécifique de la maçonnerie dont la section totale est 4$.
Ainsi se trouve rattaché l’amortissement de l’oscillation à la perte par rayonnement acoustique des appuis.
Cherchons l’ordre de grandeur : le pont pourrait être appuyé sur deux piles en béton de chacune 20 m° de section pour deux appuis de sorte que
AS = 40 m°.
Le poids spécifique du béton est :
pg— 2.500 kg/mÿ
et la célérité du son y est c — 3.000 m/s. Avec une fréquence v de 5 périodes par seconde on a :
SAS 7 Ta Dès lors, P étant le poids du pont en tonnes, on aura :
23,3% Lo D
Un pont de 300 t donnerait done un décrément
Chaque oscillation verrait ainsi baisser l’amplitude de 10 p. 100. Ceci fait tomber l’amplitude à 8 p. 100 de sa valeur initiale après vingt oscillations ce qui est bien de l’ordre des observations.
Étudions le mouvement oscillatoire du pont : sa masse totale M, surcharge comprise, étant toujours supposée au centre et animée du mouvement vertical y(t) [fig. 14], notons que le mouvement élastique
des appuis sur la maçonnerie apporte un mouvement d’entraînement vertical de l’axe du pont, dont la vitesse v est, d’après (164), en phase avec l’accélération y” de M; elle est donc en quadrature avec la vitesse y de cette masse, de sorte que les appuis sont fixes quand la poutre passe par la forme rectiligne et que la vitesse d'impact v des appuis est maximum en même temps que la flèche du pont.
Par suite de la composition des deux mouvements, la déformation de la poutre, pour un déplacement y de la masse, n’est plus que (y-e) [fig. 15], e étant l’enfoncement élastique des appuis dans la maçonnerie, c’est-à-dire, en partant de la forme rectiligne :
(169 bis) e— vdi.
“TES NE L’équation du mouvement libre de la masse est alors :
(is M5 +k(y—e)=0.
Substituons à e sa valeur (169 bis) et différentions, il vient : MŸ ; (170) M9 +k(D—0)—0.
Or, la vitesse d’impact est liée à l'accélération par la condition dynamique ; hoScv =— M He
Portant ceci dans (170), on obtient l'équation différentielle du mouvement :
d Ji EM dy 7 — Ms Pr 4pSc dé Gars
que nous écrirons :
| uw’ 2hu' + œ$u — 0
en posant :
dy ur k (172) Dh So 0] \ 2 ki U7 Ho (174) | Go — (008 — 2)
d’où la pseudo-période (175) Ti
La fonction (736) u = uge"” COS wt, qui représente la vitesse du mouvement oscillatoire de M au temps : si elle est wo à l’origine des temps, satisfait à l’équation (171).
On repasse de la vitesse à l’élongation en intégrant, ce qui donne, au signe près que nous ee positif :
= 608 (ao + ô)
avec
RO DES
a étant l’amplitude. L’amplitude de la n°” période sera :
a g=rRT
a — + F Va FE avec N—O,1,2,..0, T — période.
On voit que l’amplitude décroît sans cesse et que le rapport de deux amplitudes successives est constamment égal à
err
Ceci confirme le résultat obtenu au début de ce paragraphe car la décroissance relative :
a, A, ad, 4
nr preneEn a, à! 3!
se réduit, aux faibles valeurs de RAT, à :
Aa kT
Mais d’après (173) et en substituant T7, ceci s'écrit :
(179) me
résultat identique à (169) quand on peut confondre &@ et @o ce qui
est bien le cas dans les ponts où ; est de l’ordre de 1/60. La constante de temps h vaut, en effet, 0,30 environ.
Une autre conséquence de l’amortissement est de réduire la fréquence du mouvement oscillatoire. On voit, en effet, par (174) que la pulsation @ est toujours plus petite que la pulsation @o. Si l’amortissement croissait au point que h dépassât œo, le mouvement cesserait d’être oscillatoire et s’éteindrait de façon apériodique.
Ainsi, nous conclurons que les oscillations des ponts, comme tous les mouvements de cette nature, sont amorties avec une constante de temps qui dépend de la raideur des poutres et de la nature des massifs d'appui.
La cause principale en est le rayonnement acoustique des sabots du pont dans la masse des culées et du sol. Ce rayonnement, d’une fréquence de 3 à 5 périodes par seconde, n’est pas audible mais on le ressent nettement au contact du sol quand on stationne sous un pont au passage d’un train. Les ondes sonores qui l’accompagnent, trans-
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mises par l’air, proviennent des mouvements vibratoires à plus grande fréquence qui s’établissent dans les pièces des tabliers métalliques par réflexion des ondes acoustiques aux abouts de es pièces. | L'examen de (178) montre que les oscillations d’un pont s’éteindront plus vite si le pont est plus raide et s’il est appuyé sur une
substance moins dense et moins élastique car pc=VEo. Aïnsi, un pont provisoire appuyé sur le sol par des camarteaux s’amortira plus vite qu’un pont définitif sur ses maçonneries.
Nous dirons maintenant quelques mots des ponts en béton armé dans lesquels l’amortissement n’est pas seulement dû au rayonnement acoustique des appuis, mais aussi à la structure même du pont, dont la matière constituante n’est qu'imparfaitement élastique, du moins dans les premiers mois de la prise du béton.
Les diagrammes relevés ne présentent alors que peu ou pas d’oscillations (fig. 16) et accusent une flèche rémanente ne disparaissant que
Fig. 16. — (a) diagramme de flexion d'un pont métallique: (b) diagramme de flexion d’un pont en béton; (s) flèche rémanente d'un pont en béton.
plusieurs secondes après le passage du train. Quand, cependant, des oscillations apparaissent, elles présentent une période notablement supérieure à celle d’un pont non amorti. C’est la pseudo-période donnée par la formule (175) du paragraphe III, 1.
Ce sont là les conséquences d’un amortissement considérable qu’on peut évaluer avec les formules précédentes.
En effet, la relation (174) permet de calculer la constante k quand on connaît la fréquence observée w et la fréquence propre :
À étant la flèche pendulaire (IL,9).
L'expérience donne pour ce genre d’ouvrage :
Wÿ=—= (ra 03.) 0
ENS PAU
L’oscillation doit donc s’éteindre dès la première période. C’est pourquoi les ponts en béton armé dont la prise est insuffisante oscillent très peu. C’est là un signe caractéristique auquel on doit prêter attention car un tel amortissement ne va pas sans une altération interne du béton qui peut nuire à la bonne tenue ultérieure de l’ouvrage. L'expérience nous permet de dire que la durée de prise réglementaire de 90 jours est à peine suffisante pour permettre la mise en service d’un pont-rail en béton armé.
IIL2. Résonance.
Avant de donner l’analyse classique de la résonance, nous ferons une étude mécanique élémentaire de ce phénomène,
Considérons un système oscillant autour d’un point 0 avec une amplitude a.
Portons en ordonnées les forces F et en abscisses les déplacements y (fig. 17).
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Une force de rappel F — — ky ramène sans cesse la masse vers le point © après l’élongation a. Dans une demi-période, le travail de la force F, de — a à + a, est évidemment nul.
Mais si, à partir du passage en O, vers les y positifs, on applique chaque fois une force auxiliaire P constante qui n’agira pas au retour, alors le travail de cette force au bout de l’amplitude a laissera au système un surcroît de force vive qui le conduira au delà de a malgré la force de rappel croissante — kw.
Le système s’arrêtera après une élongation (a + y1), facile à calculer. En effet, le travail de la force P,
P(a+y); est alors absorbé par le surcroît de travail résistant de F qui est SE(a+rŸ—#]
de sorte qu’on a :
c’est-à-dire
d’où
le radical négatif n’ayant pas de sens ici.
Dr à L à LE Mais 7; — f n’est autre que la flèche statique sous la force P. On
ieme
a donc, en désignant par @ la n°°° amplitude,
a —=f+VP +.
ce qui permet de calculer par récurrence toutes les amplitudes successives.
En particulier, si an-1 —0 (la poutre en repos étant chargée instantanément de P), on a
résultat bien connu et déjà rencontré.
On calculera facilement qu’à partir de av — 0, les amplitudes suc-
na
cessives obtenues en appliquant la force P pendant le seul quart de période descendant sont :
dy = O. Lo = 2f. \ di 0,291.
La croissance est. continue mais de moins en moins rapide et elle devient minimum quand a est grand devant f. À ce moment, on peut
développer en série . + f” ce qui donne la formule approchée : À pe Ce TE |
et le phénomène se réduit alors à une simple addition des flèches partielles égales f jusqu’à rupture de la pièce porteuse. C’est là l’effet si dangereux de la résonance. |
Nous aurions pu raisonner aussi sur le cas d’une force sinusoïdale, mais le calcul différentiel nous en dira davantage.
Reprenons notre masse oscillante M rappelée par une force élastique
amortissement de . h. pt du mouvement sera :
(180). Mo T4 MT + ky— F sin yt.
Prise sans second membre, cette équation admet la solution (176) du paragraphe précédent qui CO le mouvement propre du
(181) Ve “sin (wt+@®) avec :
œ étant un déphasage constant lié aux conditions initiales. Mais la force périodique du second membre impose au système un mouvement forcé de la forme :
(182) ji sin (yt+Y) qui répond bien à l’équation (180) sous les conditions suivantes : (aÿ — y?) sin Ÿ + 2hy cos Ÿ — o db [(awÿ — y?) cos Ÿ — 2hy sim Ÿ] =)
On en déduit que :
to’ HAS 9 Ni. j cos Ÿ La art Re CE NN en di + by ou (= y)°
RAR 2 CETTE
Ainsi, le système est entraîné par la force Mj sin y£ avec un déphasage Ÿ donné par (183) et l’amplitude de son mouvement oscillatoire doit prendre la valeur bien déterminée Lt indispensable à l’équilibre des forces. Ceci distingue le mouvement forcé du mouvement propre (181) dont l’amplitude, indéterminée par ae dépend de conditions initiales arbitraires.
L'examen de Re st (184) conduit mnediete à cette remarque que, s’il n’y avait pas d’amortissement (4 —0), l’amplitude < devrait prendre une valeur infinie pour y — o. C’est ainsi que . se décèle par l’analyse le phénomène de résonance.
En fait, l'équation (184) ne donne que la valeur de <b correspondant à un équilibre final. Cette amplitude ne peut évidemment être obtenue à partir de zéro qu'après une période transitoire pendant laquelle le milieu extérieur, par le travail de la force F, apporte progressivement l'énergie nécessaire. C’est d’ailleurs à cette période que se rapporte le mécanisme que nous avons exposé plus haut.
Grâce au facteur d’amortissement h, l’amplitude b est tout de même limitée à la valeur maximum :
(185) him. k = 2hy
et comme, par l’étude faite au paragraphe précédent, nous connaissons une limite inférieure de h donnée par le rayonnement acoustique des appuis, nous sommes en mesure de connaître la valeur maximum de l’amplitude qui sera donnée, à la résonance, par une force alternative d'amplitude F — Mj.
Pour appliquer ceci aux ponts de chemins de fer, on observera que les forces périodiques qu’ils supportent sont dûes à l’inertie des contrepoids tournants des machines et aux chocs des roues sur les joints de rails.
Mais, nous l’avons dit, le déplacement des machines et l’engagement progressif du train sur le pont changent assez la période propre de
celui-ci pour que la résonance ne puisse s’établir. Seul subsiste le danger possible du martèlement d’un joint de rails par un long train à essieux équidistants.
Pour grossière que soit l’assimilation de ces chocs à une force sinusoïdale simple, on peut cependant obtenir une évaluation sommaire de la limite d'amplitude en prenant pour valeur de l’amplitude d’accélération ; de (185) celle qui correspond au mouvement oscillatoire (86) donné au paragraphe [9 comme résultant du choc d’un essieu sur un ioint, La formule (88) dudit paragraphe donne l’amplitude + que nous appellerons ici-bo, de ce mouvement en fonction de la vitesse du train, du diamètre de ses roues et de l’ouverture du joint choqué. Si v est la pulsation propre du système, l’accélération sera
1 ELONIER Alors, (185) donnera :
(186) nl
limite de l’amplitude finale <b en fonction de l’amplitude élémentaire a de chaque impulsion. '
Nous pouvons maintenant tenter une évaluation :
Soit un pont de 30 m de longueur, pesant 150 t et portant un train de 250 t donc, en tout, 400 t. Sa pulsation sera, environ
et on aura par conséquent, pour k — 0,30,
RTE = 940.
L’amplitude élémentaire oo se calculera par la formule (88) du paragraphe [9 où l’on aura pour le choc d’un essieu de 20 t sur le pont
de 400 t, le rapport de masses ;; — 20. Cette formule conduira donc, z dans l’hypothèse d’un joint de 1 cm d’ouverture et d’une roue de 1 m de diamètre, à l’amplitude élémentaire :
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v étant la vitesse de passage.
Quant à la pulsation y, elle est également proportionnelle à cette vitesse de passage et vaut, pour un écartement 6 des essieux,
SE 27 ra Il s’ensuit que Jo) Cx is #6 (188). no nono DPI o.
est indépendant de la vitesse du train et augmente avec l’écartement © des essieux.
_ Les valeurs (187) et (188) portées dans (186) nous donnent maintenant pour limite de l’amplitude fournie par la résonance :
lim, te 313% 10 0.
Pour un écartement de 6 — 10 m entre essieux, on pourra donc avoir dans le cas actuel :
him. %— 35 mm.
C’est encore, comme dans l’exemple du paragraphe L9, une surflèche du même ordre que la flèche elle-même (ici 30 à 40 mm). C’est dire que la résonance peut tout au plus, dans les conditions habituelles d'amortissement, doubler l’effet des charges statiques. Ceci suppose. d’ailleurs que cet état se maintient assez longtemps pour permettre lPaccumulation des impulsions successives, ce dont les chiffres donnés au début de ce paragraphe donnent une idée. Pareille condition implique, à vitesse constante, une parfaite équidistance des essieux du train ce qui n’est, pratiquement, jamais réalisé.
Aussi peut-on se demander si l’on doit tenir compte de cet effet exceptionnel dans l’établissement des ponts. Nous ne le pensons pas car les limites de fatigue actuellement imposées, tous autres effets dynamiques compris, sont au plus égales à la moitié de la limite d’élasticité du matériau. Si cette dernière était atteinte ou légèrement dépassée, il n’en résulterait qu’une faible déformation permanente et un peu d’écrouissage sans autre inconvénient. Le point de vue opposé conduirait à de grosses dépenses sans grande utilité au regard de la rareté du phénomène. : |
Néanmoins, il faudrait s’occuper de savoir, dans l’étude des grands ouvrages, si certaines compositions de trains bien homogènes, du type « express », ne pourraient amener ce phénomène, auquel cas on devrait interdire à ces trains les vitesses critiques de résonance.
IV. APPAREILS DE MESURE. — ESSAIS
IV,1. Les fleximètres.
De tout temps, on a mesuré la flèche des ponts pour contrôler leur fatigue sous des charges données. Nous avons montré, en effet, dans les chapitres précédents, comment la flèche se trouve reliée à cette fatigue et au rapport ÿ— ; de la hauteur des poutres à leur portée.
Rappelons que, pour une poutre simplement posée sur deux appuis, et portant une charge uniforme de p kg par mètre, la flèche est :
5 li (189) fe 384 LE
Ï étant son moment d’inertie. D’autre part, son taux de Jatigue N est lié au moment fléchissant par la relation
AR. __pèh (190) NEA ere
Eliminant p, entre (189) et (190) il ion.
_5.M Fi 24 Ea° La flexibilité métrique de la poutre est donc : NASA Li 3% E0"
On reconnaît qu’elle pere avec le taux de fatigue et qu’elle
décroît quand le rapport =? augmente. La distribution de la charge
et le mode d’appui n’influent que sur le facteur numérique qu’on peut calculer dans chaque cas.
Les règlements officiels imposent seulement une limite à à la fatigue N qui est actuellement, pour l’acier, de 13 kg/mm”. Mais nous avons vu que la flèche fait croître avec elle la période des oscillations de la poutre et, par là même, l’amplitude de ces mouvements. Il y a donc intérêt à respecter un rapport 0 convenable.
La pratique a depuis longtemps fixé le champ
1 1 er O 25
= » 1 p LE G 0 La la bonne règle étant =; à > pour la poutre simplement posée,
ACHATS E t0— " et prenant Nine on trouve pour la flexibilité n supposan = "EtDrÉMant in La p des ponts métalliques :
soit 1,5 mm par mètre de portée.
Ainsi, la flèche des ponts métalliques atteint rapidement l’ordre du centimètre ce qui permet sa mesure directe au moyen d’appareils rudimentaires. ;
Le plus simple est l’appareil « Bosramier » (fig. 18), constitué
Â pareil
osramier
uniquement de deux tubes concentriques reliés par fils d’acier, l’un au sol et l’autre au pont. Un ressort placé entre les tubes assure la tension des fils. Cet appareil est toujours employé dans les essais de pont.
Mais on a évidemment intérêt à amplifier les mouvements et à les enregistrer, ce qui permet, notamment, d'analyser les oscillations. C’est ce que réalise l'appareil « Richard-Rabut » (fig. 19), où un levier, de
TO
centre fixe O, s’attache en a sur un fil d’acier de longueur À: tendu par un ressort R de longueur L2 fixé au sol en c. Les mouvements du point b du pont, transmis en a par le fil tendu, sont reproduits en a’, amplifiés et enregistrés, sur un cylindre tournant. Les diagrammes exposés ci-après ont été obtenus de cette façon.
Cet appareil est couramment employé au Service des Ponts et Chaussées et à la S. N. CC. F. C’est celui que nous utilisons pour nos recherches.
On a cependant tenté de faire mieux en réalisant des appareils ne présentant pas d'inertie propre.
Aux essais internationaux de 1930, dont nous avons parlé, des appareils à transmission électrique ont été présentés par l’Angleterre et la ‘Suisse, puis, tout récemment, la Division Centrale des Ouvrages d’Art de la S.N.C.F. a mis au point un appareil à transmission optique donnant, utilisé la nuit, un enregistrement photographique très convenable.
À notre avis, la difficulté n’est pas d’obtenir de bons diagrammes, mais plutôt de les interpréter, Une théorie-guide est indispensable pour permettre de retrouver dans un diagramme toutes les particularités du mouvement, de distinguer, par exemple, l’oscillation vropre de l’appareil des partiels du mouvement du pont.
Quant au mouvement oscillatoire fondamental de l’ouvrage, il se distingue toujours facilement. Il est d’ailleurs aisément calculable et se trouve assez éloigné des mouvements propres de l’appareil de mesure pour qu'aucune confusion ne soit à craindre. Toutefois, la période d’oscillation des ponts étant voisine du quart de seconde, une résonance pourrait s'établir entre l’un des partiels de ce mouvement et une oscillation propre de l’appareil de mesure : on enregistrerait alors des pointes sans rapport avec le mouvement réel du pont. Ce cas pourrait se produire avec notre appareil Richard-Rabut dont le ressort présente une période propre de 1/16 de seconde, mais il serait facile de retrouver ce phénomène par le calcul. En fait, nous n’avons pas rencontré ce cas qui reste exceptionnel.
L’essentiel pour l’Ingénieur est de mesurer la flèche du pont, son accroissement par l’effét centrifuge et son oscillation fondamentale dont la période peut, par le contrôle du calcul, donner de précieux renseignements comme nous l’avons montré à propos des ponts en béton armé, À tout ceci se prête parfaitement l’appareil classique que nous venons de décrire.
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Une question se pose encore sur l’erreur que peuvent introduire dans les mesures la longueur et la tension du fl. L’équipage fil/ressort est équivalent à un système de deux barres élastiques, de raideurs respectives 1 et k2 et travaillant en série sous une même force de traction F.
L’allongement y qu’il faut donner au système fixé en c, pour l’accro-
cher au pont en b engendre cette force qui lui est liée par l’équation. | kk
Or, le déplacement du point a où s’attache le levier enregistreur. diffère de celui du point b par la déformation du tronçon ab (de longueur h) du fil. Il vaut :
FA As ONE) kb°
Substituant à F sa valeur ci-dessus, on trouve :
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Ainsi, l’erreur commise, représentée par le second terme entre crochets, est indépendante de la traction F et diminue quand on assouplit le ressort. Le ressort employé présente une raideur
k,= 700 kg/m.
et le fil d’acier, de 1,5 mm de diamètre, présente sous 4 m de longueur, une raideur
k, — 8.100 kg/m.
On vérifiera facilement alors que l’erreur commise, toujours par défaut, atteindra 0,08 : soit près de 8 %. Mais il est facile d’en tenir compte.
Certes, on pourrait assouplir le ressort; mais on augmenterait ainsi sa période propre d’oscillation qui pourrait alors se confondre avec celle du pont, ce qui deviendrait gênant.
IV,2. Les tensomètres.
On désigne ainsi des appareils permettant la mesure des tensions dans les poutres ou éléments divers des ponts. En fait, ils mesurent seulement la déformation locale x sur une base de longueur / — 10
à 20 cm. On en déduit la déformation unitaire i=T et, par la loi de
HookE, la tension ou fatigue élastique :
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La déformation x étant, sur une base aussi couïte, nécessairement très faible (1/20 de mm par m et par kg), une grande multiplication est nécessaire pour la rendre observable. Ceci est obtenu par un jeu de leviers et d’engrenagés dont le dernier actionne l’aiguille indicatrice. C’est, en somme, le principe du « comparateur » vrlisé en mécanique de précision.
Le premier appareil de ce genre fut construit, autrefois, par l’Ingénieur en chef Dupuy, du Corps des Ponts et Chaussées. Il fut perfectionné ensuite par MANET puis par l’Inspecteur Général RABUT à qui l’on doit l’appareil actuellement employé dans les essais de ponts.
Le tensomètre Manet-Rabut, dont la figure 20 donne le schéma de principe, se compose d’un système de leviers et d’engrenages mû par un poussoir P attaché en B à la barre dont on veut mesurer la défor- _ mation. Le corps de l’appareil, dont l’axe de l’aiguille est solidaire, est fixé en A à la même barre. Un ressort rappelle l’équipage quand la déformation cesse. Le déplacement relatif des points À et B, qui constitue cette déformation, est ainsi amplifié et mesuré.
Cet appareil donne de bonnes indications jusqu’à 25 kg/mm”, ce qui dépasse le travail normal des pont et suffit donc pour la pratique. Mais on ne peut l’utiliser sous des passages de trains rapides car, dans les oscillations consécutives, le poussoir projette l’aiguille avec son équipage et fausse ainsi ses indications. Par contre, les tensions. produites sous des passages à vitesse modérée sont convenablement mesurées.
On a évidemment pensé à la mesure par des procédés électriques ou optiques, mais les Administrations ne s'étaient pas, jusqu'ici, orientées vers les mesures de précision dont l’intérêt était discutable devant l’ampleur de la marge de sécurité imposée par les règlements.
La S.N.C.F. vient cependant d’acquérir un dispositif américain consistant en des résistances ohmiques étalonnées que l’on pose sur le point à ausculter de la poutre et qui, reliées à un pont de Wheatstone, accu-
LR DE
sent les déformations qu’elles épousent et dont l'effet électrique et amplifié par un poste à lampes électroniques.
Il n’est pas certain, cependant, que ces petites résistances puissent - suivre fidèlement les déformations oscillantes à grande fréquence et nous pensons, à cet égard, que de petits condensateurs à armatures pincées entre deux points très voisins de la poutre donneraient de meilleures indications.
IV,3. Essais.
Nous avons mentionné, au cours des divers paragraphes, les essais auxquels les chemins de fer ont procédé dans les différents pays pour mettre en évidence les effets dynamiques dans les ponts. Nous avons rappelé notamment les essais effectués à Douai en 1930 sous la direction de M. CAMBOURNAC et au cours desquels on a cherché à réaliser les circonstances du problème de STOKES en utilisant un wagon à essieu central de 30 t constituant la charge concentrée mobile envisagée. Ce wagon, lancé sur un pont de 10 m de portée, lui a communiqué des oscillations de grande amplitude dont les enregistrements, pour six vitesses différentes, sont reproduits sur les figures 21 à 26.
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qui coïncide remarquablement avec ces résultats, comme nous l’avons
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dit au début de cette étude, et qui correspond à une mise en char q P ge par sauts brusques proportionnels à la période d’oscillation
T2 LES 0 14 sec,
bien conforme à l’expérience.
Nous avons pu donner, dans divers paragraphes, des justifications théoriques de la formule (192) au coefficient près qui dépend, en fait, de circonstances fortuites et qui se situe d’erdinaire entre x et 2x. Les oscillations du pont de Douai sont exceptionnelles.
Mais le fait important est la forme linéaire en v et sa liaison avec la portée ! du pont. Nous avons déduit des BARS L6 et IL10 la formule pratique
a (0:03 à 0,06)v (193) De et pour le rapport habituel Je 107 =
La tableau ci-dessous donne quelques résultats d’expériences comparées à la formule (193) avec les deux coefficients 0,03 et 0,06. Devant
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la grande complexité des mouvements enregistrés, on ne pouvait espérer une concordance bien marquée. Le coefficient 0,06 paraît bien convenir aux cas de Bobigny et de Vecquemont. Il est trop fort pour les autres, mais doit être conservé par mesure de sécurité, car on a enregistré aussi 4 — 0,2 à 30 km/h sur un pont de 23 m de portée.
Nous conclurons donc que, en outre de l’effet centrifuge dont nous avons rappelé le rôle, l’effet oscillatoire doit être pris en compte dans le calcul des ponts au moyen d’une formule du type (193). L’effet d’impact doit être, quand il peut avoir lieu, calculé à part au moyen de la formule de SAINT-VENANT ou bien de celle donnée au paragraphe [L,9.
Enfin, à l’appui des conclusions du paragraphe IIL,1 nous donnons également des graphiques enregistrés sur un pont métallique très flexible (fig. 28 à 30) et sur un pont en béton armé (fig. 31). On y voit net-
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Fig. 28. — Vitesse 32 km/h.
Fig. 30. — Vitesse 47 km/b.
Fig. 28 à 30. — Oscillations du pont de la rue d’Avron à Paris,
tement le caractère libre de l’oscillation du pont métallique et le caractère très amorti de l’oscillation du pont en béton armé dont la pseudopériode atteint d’ailleurs 3,5 fois la période propre. Au surplus, on remarque une flèche rémanente du pont en béton, caractéristique d’une prise insuffisante qui était pourtant de 90 jours. Ceci montre tout l'intérêt qu’on peut tirer de l’étude des mouvements oscillatoires dans les ponts et la nécessité de revoir, en fonction de ce qui précède, les données réglementaires relatives au calcul des ponts.
Fig. 31. — Oscillations du pont du boulevard Ney à Paris (vitesse 50 km/h. ).
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Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/IA41547113_0033. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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