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CHAPITRK PREMIER METHODES EN ARPENTAGE
Le lecteur n'attend pas qu'ici je fasse un Cours d'Optique suivi d'un Cours sur les instruments de mesure, pour la simple raison qu'ils existent déjà dans ma collection d'ouvrages. A la rigueur, ces éternelles répétitions sont admissibles dans les livres destinés aux lecteurs qui veulent juste savoir un métier, bien que pour eux les connaissances théoriques soient parfaitement inutiles. L'Opti([ue que vous leur apprendrez en trente pages, ne les mettra pas à même de réparer leurs instruments, voire d'en comprendre le mécanisme; c'est du temps et du papier perdus. Bornez-vous à leur apprendre les gestes de leur métier: ça vaudra beaucoup mieux pour eux et pour ceux qui les emploient, que ce bluft' de Science qui met des phrases incohérentes dans les cerveaux. Les lecteurs à qui je m'adresse, ont les connaissances nécessaires pour lire rapidement mes ouvrages.
Il n'est, du reste, pas indispensable qu'ils possèdent VOptique géométrique supérieure ; V élémentaire suffit largement. Quant aux Instruments, le livre où je les décris est d'une lecture assez facile pour qu'ils n'hésitent pas à lui consacrer les quelques semaines indispensables. Je ne m'occuperai donc ici que des instruments dont on ne saisit le rôle que par la définition préalable du but à atteindre : aussi bien, les ayant réservés pour cet ouvrage, il n'y aura pas répétition.
Si V Arpentage et la Topographie présentent comme métiers des difficultés considérables, les difficultés théoriques sont nulles tant qu'on se borne à de petites surfaces. V Arpentage et la Topographie, envisagés comme sciences, sont très élémentaires, si l'on admet que les verticales sont parallèles et la pesanteur constante; en d'autres termes, si l'on se place dans les conditions où, avec une rigueur suffisante, la surface des eaux tranquilles est un plan. Le champ
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lie la pesanteur est unifonuo; les surfaces de niveau sont des plans parallèles; les lignes de i'orce sont des droites parallèles.
Nous pouvons alors choisir comme plan de référence un plan horizontal particulier, celui qui passe par un certain point matériel : la définition de la hauteur verticale des points par rapport à ce plan de référence n'est sujette à aucune contestation, pas plus que ne l'est la ilislance de deux points d'une même verticale.
Les difficultés théoriques commencent à l'instant où l'on tient compte de la forme de la Terre ou, ce qui revient au même, de la forme des surfaces de niveau (surface des eaux tranquilles). Elles seraient médiocres si les surfaces de niveau étaient rigoureusement des sphères concentriques; elles sont quasiment inextricables, parce que nous ne connaissons qu'en gros et qu'en moyenne la forme des surfaces réelles et que, malgré cela, nous avons la prétention de calculer certains paramètres avec la dernière précision; ce qui, évidemment, entraîne un gâchis dont rien ne saurait donner l'idée. Les problèmes sont faciles si nous nous bornons à ce que fournit l'expérience; ils deviennent un casse-tête parce que, sans nous donner la peine de déterminer ce dont nous parlons, nous avons la prétention de le tirer du calcul : ce qui est idiot. Les Géodésiens ressemblent à des gens qui décrètent qu'un œuf est sphérique et qui se proposent d'en déterminer le rayon : tout le travail théorique du dernier siècle est de cette force.
Quoi qu'il en soit de la forme des surfaces de niveau, si le volume considéré est assez petit, nous pouvons toujours remplacer les surfaces par leurs plans tangents. Un théorème que nous retrouverons plus loin, apprend que, dans un espace assez restreint, le champ de la pesanteur, quel qu'il soit, peut toujours être considéré comme uniforme; ce qui légitime les simplifications de l'Arpentage et de la Topographie appliquée à des volumes petits.
Effectivement, dans ces conditions l'Arpentage et la Topographie se réduisent à des procédés très élémentaires : le nombre et la complication des appareils (^la plupart inutiles ou inapplicables) ne doivent pas donner le change à cet égard.
Planimétrie. Généralités
1°. — On appelle y>/c/«//»('7/7V, par opposition à nivellement, la construction de la figure qui représente la projection horizontale du terrain, c'est-à-dire la projection sur la surface des eaux tranquilles ou tout autre plan parallèle. En définitive, on représente ce qui serait vu d'un ballon situé h une hauteur suffisante sur la verticale moyenne du terrain.
On obtient automatiquement la planimétrie en mesurant les angles horizontaux et les distances horizontales. Par angle horizontal BAC défini par trois points A, B, C, il faut entendre l'angle plan du dièdre formé par la verticale V en A et par les points B et C.
Si, pour la commodité de l'exposition, nous séparons la planimé-
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trie du nivellement, en lôalilé les deux opérations sont siniultanêes. Mais on ne représente habiliielleiiicnt «pie la projection horizontale : les résultats du nivellement sont portés comme cotes des points du dessin ou ligures par des courbes.
Pour obtenir la planiniétrie, on détermine les positions relatives des |)rojeclions horizontales d'un certain nombre de points remari|uables qui forment les sommets d'un polygone appelé polynôme lopograpliique ou canevas polygonal. Les diverses méthodes utilisées sont donc celles qui permettent la construction d'un polvgone; comme le lecteur va s'en convaincre, c'est de la géométrie très élé mentaire.
2°. — Pour avoir une idée des erreurs dues au remplacement de la sphère par son plan tangent dans la projection où l'on prend le centre de la sphère pour point de vue, et pour une carte de 1" carré, comparons l'arc de 30' avec la tangente du même angle. On a :
arc 30' = 0,00872G6 tg 30'= 0,0087269.
La différence est d'un trente-millième. Or l'arc d'un degré à la surface de la Terre vaut environ 111.111 mètres, dont le trente-millième vaut moins de 4 mètres. Si l'on remarque que les procédés topographiques proprement dits s'appliquent à des distances beaucoup plus petites, et que les différences de l'arc et de la tangente décroissent comme le tiers du cube de l'arc, on comprend qu'il est légitime dans la planiniétrie d'assimiler la surface de la Terre à son plan tangent.
3°. — En déflnitive, prenons trois axes rectangulaires Ox, Oy, 0-3. Plaçons verticalement l'axe Oz.
Les points du sol se projettent sur le plan aOy suivant un contour qu'on nomme plan. La ligure réelle est déterminée si l'on connaît, en plus de cette projection, les hauteurs verticales des 'points au-dessus ou au-dessous du plan -lOy (leurs coordonnées z) : c'est à quoi sert le nivellement. Les méthodes les plus simples d'arpcntao-e consistent à mesurer les angles horizontaux et les distances horizontales {planiniétrie), puis à mesurer la dill'érence des cotes. Les appareils utilisés sont les jalons, la chaîne, le goniomètre (graphomètre), le niveau d'eau, à bulle ou à lunette.
Dans ce chapitre je décris ces opérations élémentaires.
Il est plus commode de mesurer les distances, non plus horizontales, mais inclinées, quitte à les projeter sur le plan horizontal. D'où deux nouvelles espècesd'appareils : les tachéomètres, les clisimètres ou éclimètres, donnant les distances et les inclinaisons. Le nivellement est alors indirect ou topographique, par opposition avec le nivellement direct des arpenteurs.
Au lieu de mesurer seulement les angles horizontaux, on peut déterminer à la fois ces angles et les inclinaisons; d'où l'usage des appareils dérivés du théodolite en particulier la boussole).
Enfin, on peut construire le plan, non plus dans son cabinet en
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utilisant les nombres obtenus sur le terrain, mais directement sur le terrain : d'où la planchette.
On entend souvent les mots de triangulation et de base. Que le lecteur ne s'efTare pas : ils correspondent à la possibilité de construire un triangle connaissant un côté [base] et les angles adjacents.
Qu'au reste le lecteur soit bien persuadé que l'Arpentage, la Topographie et la Géodésie ne présentent de difficultés théoriques que celles qu'on y met. Il semble toutefois que les Géodésiens modernes soient uniquement créés et mis au monde pour rendre inabordable leur petit truc. Je ne veux pas dire que le métier de Géodésien ou d'Arpenteur soit facile; je dis seulement qu'il n'y a pas de quoi se fatiguer les méninges. La partie théorique se compose de petits calculs d'approximation, ennuyeux souvent, malaisés jamais, quand on ne complique pas pour le plaisir.
Au surplus, il n'est pas plus difficile de faire le canevas de premier ordre d'un pays comme la France que d'arpenter un champ; ce sont les mêmes opérations : mesure d'angles horizontaux, mesures d'inclinaisons. 11 y a un peu plus de logarithmes dans le premier cas que dans le second, voilà tout. Quand le lecteur saura avec quels appareils on a fait les premières grandes triangulations, il perdra de sa révérence pour le mot Géodésien, qui semble d'abord résumer toute l'intelligence et toute l'habileté accessibles. Les plus excellents géodésiens du siècle dernier sont connus surtout comme alpinistes; les géodésiens actuels sont de consciencieux manœuvres que rien ne désigne à l'attention des savants. Les méthodes sont fixées depuis longtemps; on n'espère plus que des perfectionnements techniques de détail, intéressants à coup sûr, mais présentant cet ordre d'intérêt d'un tire-bouchon plus commode ou d'un poêle plus économique.
Jalonnement
i". — Pour tracer une droite sur le terrain entre deux points A et 15, on plante en A et en B deux tiges rectilignes [jalons] de manière qu'elles soient autant que possible verticales, ce qu'on vérifie avec un fil à plomb. Les jalons sont en bois, en forme de prismes à (i pans, alternativement peints en blanc et en rouge, terminés par. une pointe de fer. On préfère aujourd'hui les jalons en tube d'acier. Leur longueur est de Î'^JjO à 4 mètres.
Si le sol est trop dur pour qu'on puisse enfoncer les jalons, on les soutient avec de la terre et des pierres. S'ils sont très hauts, il devient nécessaire d'utiliser des haubans (en ficelles ou en fils de fer) ou des contrefîches (étais obliques en bois).
Le problème du jalonnement se présente sous deux aspects en pratique équivalents : il faut prolonger un alignement dont la direction est donnée par deux points A et G; il faut diviser par des repères matériels la droite définie par deux points A et B.
On commence par planter les jalons aux points donnés; puis on
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plante d'autres jalons (intermédiaires ou situés au delà du plus éloigné) do manière qu'ils s'efracont les uns les autres. Ils se trouvent ainsi dans le même plan vertical, pour l'observateur qui place son œil en () à quehiue disUtncc du premier jalon.
Pour ellefluor l'alignement, l'o'il ne doit pas rester immobile, sinon les jalons G et H |)ourraient s'effacer simultanément sans pour cela que leurs axes soient dans le même |)lan vertical. Il faut que, l'œil partant de O" et allant vers O', tous les bords gauches s'effacent simultanément, puis tous les bords droits.
2". — Soit à jalonner une ligne joignant deux points A et B séparés par une croupe qui empêche de voir B de A ou A de B, mais qui permet de planter deux jalons intermédiaires G, D tous deux visibles de A et de B (troisième figure).
Plantant G arbitrairement, on dispose D de sorte que CDB soit une ligne droite. On se transporte en D; on vérifie que DGA est une ligne droite. Sinon on recommence l'opération avec une nouvelle position de G jusqu'à ce que les points A,C,D,B soient en ligne droite.
L'opération n'est précise que si la distance GD est suffisante devant CA ou DB.
3". — Soit à jalonner une ligne joignant deux points A et B que, par exemple, une maison sépare. L'artifice précédent n'est plus applicable. Le procédé usuel utilise une équerre d'arpenteur (voir Construction, etc., § 278).
Sur une droite AD arbitraire, mais visible d'un bout à l'autre, on plante le jalon B' tel que l'angle AB'B soit droit.
On détermine de même une seconde perpendiculaire G'E à AD.
Avec une chaîne on détermine la longueur CG' telle qu'on ait :
"CC'_ÂCi
Les points A, C, 13 sont en ligne droite.
fi". — Piquets.
On nppelle piquets des bûches minces de bois dur, longues de 50 cm. environ et de 6 à 8 cm. de diamètre. On les enfonce dans le sol pour servir de repères, en ne laissant dépasser qu'une saillie de 10 cm., par exemple, marquée par une encoche. La tète d'un gros clou à tète ronde iixe le point matérialisé et sert de support aux mires (fig. 3).
Jalonnage à l'aide d'une lunette
1°. — Quand la distance des jalons doit être grande (routes et chemins de fer), on utilise une lunette d'alig?iemcnt. C'est un théodolite dont on a supprimé le cercle vertical.
Le réglage est expliqué tout au long dans mon Cours sur la Construction, etc., des instruments de mesure et d'obsen'ation. Il s'agit d'obtenir que la lunette tourne autour de deux axes, l'un vertical B, l'autre horizontal A, et que l'axe optique de la lunette soit normal à l'axe .horizontal A. Dans ces conditions, l'axe optique décrit un plan vertical, quel que soit l'azimut dans lequel le cercle horizontal est calé.
En quelques mots je rappelle les opérations.
Verticalité de l'axe B.
Plaçons sur le limbe D un niveau à bulle. Faisons tourner l'instrument autour de l'axe matériel B. Si l'axe géométrique B est vertical, le limbe D décrit un cône d'axe vertical : la bulle conserve la même position par rapport au tulje qui la renferme, quel que soit l'azimut de l'instrument.
On utilise généralement deux niveaux réglables, fixés à angle droit sur le limbe. On les règle une fois pour toutes, de manière que l'axe B soit vertical quand les bulles sont entre des repères symétriques par rapport au tube. Si le réglage est bien fait, les bulles demeurent entre ces repères, quel que soit l'azimut du limbe.
Horizontalité de l'axe A de la luxette.
Nous supposons que l'axe A est un cylindre, autrement dit, que les deux tourillons ont même diamètre. Le coussinet G est réglable en hauteur par rapport au support S, de manière que, l'axe B étant vertical, en puisse amener l'axe A à être horizontal. On utilise pour cela le niveau N, qui se place à cheval sur les tourillons. 11 faut qu'après rotation de 180" du niveau, sa bulle reste entre les mêmes repères. Une fois pour toutes, on s'arrange de manière que, l'axe A étant horizontal, la bulle soit alors entre deux repères symétriquement placés par rapport au tube.
Normalité de l'axe optique et de l'axe horizontal.
Si la lunette peut être enlevée de dessus ses coussinets et retour-
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née de 180" ^de manière que le tourillon de droite vienne à gauche), on opère comme suit. On amnne la croisée des (ils du rélitiile sur l'image d'un point éloigné P. On cale le limbe. On retourne la lunette : l'image du point P doit so trouver encore sur le réticule. Sinon on déplace le fil vertical du réticule par rapport au tube de la lunette. On recommence jusqu'à ce que l'opération réussisse.
Si la lunette ne peut être enlevée de dessus ses coussinets, il faut que le support soit assez haut pour permettre la rotation complète. On opère alors comme suit. On vise un point éloigné P ; on détermine au vernier l'azimut du limbe. On tourne le limbe de 180° autour de l'axe B, simultanément la lunette de 180" autour de l'axe A. L'imagé du point P doit se retrouver sur le réticule. Sinon on déplace le fil vertical du réticule par rapport au tube de la lunette jusqu'à ce que l'opération réussisse.
2". — En définitive, nous sommes assurés que l'axe optique de la lunette décrit un plan vertical, quel que soit l'azimut dans lequel nous calons le limbe.
L'alignement s'eflectue maintenant avec facilité. Il consiste à viser le point le plus éloigné et à planter les jalons de manière que leurs images se superposent sur le fil réticulaire vertical, l'inclinaison de la lunette étant convenable.
Si la ligne à jalonner est en plaine, le réglage de l'instrument est inutile, puisque nous n'avons pas à toucher à la lunette. Le réglage n'est utile que pour jalonner un terrain en pente : pour voir successivement les jalons, nous sommes alors forcés d'incliner plus ou moins la lunette ; d'où la nécessité que son axe optique décrive un plan vertical.
L'avantage de l'emploi d'une lunette est que, même sur des terrains accidentés, nous pouvons n'employer que des jalons très courts, par suite plus faciles à transporter et à maintenir verticaux. A la rigueur des piquets suffisent.
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Mesure des distances avec les règles
La caractéristique des niclhodes de l'arpenteur par rapport à celles du topographe et du géodésien est dans la fréquence des mesures directes de distances. L'arpenteur utilise souvent des règles qu'il pose sur le sol et porte bout à bout, en les jjlaçant le long d'un cordeau tendu suivant la ligne à mesurer. On utilise généralement deux règles, l'une restant sur le sol tandis qu'on transporte l'autre d'arrière en avant. La seule précaution à prendre est d'éviter les chocs, et inversement les vides entre les règles. Pour cela on place la règle avant de manière que quelques centimètres de son arrière reposent sur la règle arrière, puis on la fait lentement glisser jusqu'à ce que son bout arrière tombe juste devant la règle déjà placée.
La mesure au moyen de règles sur un sol quasi horizontal est la plus précise; avec des perfectionnements de détail, c'est la méthode qu'utilisent les géodésiens pour leurs bases.
Elle n'est guère applicable, comme trop longue, pour arpenter un domaine vaste, en terrain accidenté, même quand on emploie des règles de sapin de 4 mètres. Avec de telles règles on a mesuré les bases dans les fameuses triangulations du commencement du xviii° siècle, preuve de l'excellence de la méthode sur un terrain approprié.
C'est eu raison de la difficulté des mesures directes des distances que, dans ce dernier demi-siècle, les topographes ont inventé toute une série d'appareils qui les remplacent par des mesures de grandeurs d'images (stadiasi ou des mesures d'angles (télémètres).
Dans la planimétrie, les distances mesurées sont les projections des distances vraies sur le plan horizontal. La difficulté est donc grande si le terrain est incliné. On dispose les règles horizontalement; on les raccorde l'une à l'autre avec un fil à plomb. C'est très loin d'être facile sans un matériel spécial de supports et de cales.
Chaînage
1°. CUAÎNAGK HORIZO>T.\L.
Pour mesurer les longueurs on utilise le plus souvent une chaîne, aujourd'hui remplacée par un ruban d'acier (voir Construction...). Dans le métrage, les points du sol sont marqués par de petits piquets de fer appelés fiches. Ils servent de repères.
Pour métrer, l'arpenteur plante une fiche au terme initial de la droite à mesurer. L'aide marche dans le sens de l'alignement, en tirant sur la chaîne qu'il tient par une des poignées; l'arpenteur maintient l'autre poignée contre la fiche. L'aide emporte un paquet de 10 fiches; il en plante une contre la poignée qu'il tient, marquant ainsi sur le sol une longueur égale à la chaîne.
Les opérateurs se déplacent alors tous deux de la longueur de la chaîne ou du ruban, et les mêmes opérations recommencent.
Pour compter le nombre des mesures, l'arpenteur enlève chaque
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fiche cjiiaïul il ((uitle l'endroil où son aide l'a placée : autant il a de fiches en uiaiii à la fin de l'opération, autant la droite contient de décamètres ou de iloubles ilécamètrcs.
Si la droite a plus de 100 mètres, l'aide épuise sa provision de dix fiches. Les opérateurs laissent alors la chaîne sur le soi et font Véchange des fiches.
happoinl se mesure sur la chaîne ou le ruban à la manière ordinaire. Un chaîneur exercé répond en terrain plat de 10 cm. par hectomètre, d'un mètre par kilomètre : cela correspond à une erreur d'un centimètre par chaînée de dix mètres. En fait, l'erreur sur chaque chaînée est plus grande, mais il se fait des compensations.
2". — Chaînage en teuhain incliné.
L'opération devient difficile et perd toute précision. Par hypothèse on doit mesurer la distance horizontale; il faut donc tenir autant que possible la chaîne horizontale. Les cosinus de 5" et de 6" étant 0,9962 et 0,9945, pour obtenir la précision de 1 : 500 (c'est-àdire répondre de 20 cm. par hectomètre), la condition d'horizontalité doit être satisfaite à 5° près; cela correspond à une erreur verticale de 87 cm. pour 10 mètres.
Fig. 3.
On opère autant que possible en descendant. L'aide, qui est toujours en avant, tient la chaîne horizontalement (la tension doit être assez grande pour que la différence entre la corde et l'arc de chainelte, % 164, soit négligeable). L'aide applique contre l'extrémité de la chaîne une fîclie plombée (fiche munie près de sa base d'une masse de plomb), puis la laisse tomber : elle s'enfonce dans le sol. Il la remplace aussitôt par une fiche ordinaire.
Quand on opère en montant, l'arpenteur se sert d'un fil à plomb. Il fait en sorte que l'extrémité de la chaîne soit sur la verticale de la dernière fiche posée. Il lève la main qui tient la poignée à une hauteur suffisante pour que, la chaîne étant horizontale, la poignée, que tient l'aide, atteigne juste le sol.
Lever par mesure des longueurs (levé au mètre
On peut lever le plan sans mesurer aucun angle, exclusivement par des mesures de longueur.
1". — On décompose le polygone ABCDE... en triangles dont on mesure les côtés; il est alors possible de construire le polygone.
Le procédé est inapplicable en terrain très accidenté ou très incliné : très accidenté, parce que les mesures de longueur perdent toute précision; très incliné, parce que ce sont les distances horizontales qui interviennent, en raison de la définition même de la planimétrie, et nous savons qu'elles sont difficiles.
MÉTHODE PAR ALIGNEMENTS
Soient connus les points A, B,C. Jalonnons les côtés du triangle qu'ils forment. Pour fixer la position du point D par rapport au triangle ABC, jalonnons une droite ciDb quelconque passant par ce point. Mesurons les distances Ca, Ci (ce qui fixe la position de la
droite), et l'une des distances b\) ou r/D (ce qui iixe le point D sur la droite).
S'il s'agit de connaître la position des deux points D et E par rapport au triangle ABC, il est clair qu'on choisira DE comme droite auxiliaire.
Lever avec une équerre rectangle
On appelle éqiLvrre a angle droit ou ('(/uerre rectangle un instrument déterminant un point (i ducpiel on voit deux points B et X sous un angle droit (fig. 5). Je le décris dans mon cours sur la Construction... des appareils de mesure.
Le levé avec une équerre rectangle s'appelle encore par coordonnées.
Soit ABCD... le polygone à lever. On jalonne une base XX' (un des axes de coordonnées). Se déplaçant sur cette base, on détermine successivementles projections a, l'b, Y. ••• des sommets A, B, C... du polygone. Autrement dit, on détermine les points a, ,3, y-- de la droite XX' desquels on voit sous un angle droit les groupes de points BX', CX',... On marque les points obtenus par des jalons.
MU'ESTAGE
On mesure les distances a.?!, ?;, i.a..., et les traverses xX, fiB... On a ce qu'il faut pour construire le polygone. En délinitive, on mesure les coordonnées rectangulaires des' points A, B, C.
Variante.
Parfois on préfère jalonner deux axes rectangulaires XX', YY'. On détermine avec léquerre les projections \i., ■/ du point M qui se trouve ainsi défini par ses coordonnées 0;;., 0;/. Cette méthode permet de ne chaîner que sur deux droites qu'on peut aménager en conséquence.
Les méthodes précédentes sont indiquées lorsque le terrain est en bordure d'une route rectiligne, ou pour lever un arc de courbe 'chemin sinueux, bord d'une rivière...).
Les traités d'arpentage entrent, au sujet de cette méthode, dans un détail fastidieux. Expliquer l'emploi des signes, la manière de passer d'un axe XX' à un axe parallèle, voire d'un système d'axes rectangulaires à un système incliné sur le premier dun angle 0, serait, à propos du lever avec une équerre rectangle, faire un cours complet de Géométrie analytique. Les traités d'arpentage sont volumineux parce qu'ils enseignent jusqu'aux quatre règles.
Je me borne à rappeler les formules classiques : .r = a -\-x' cosf» — y' sin 0, y=^b -\-x' sin h-\- y' cos 0 ; .r' = (.r — a) cosO-|-(^ — b) sinO 7/'= — (.r — «)sin6-{-(7/ — b)cos<i.
Lever par cheminement
i". — On emploie la chaîne ou le ruban et un goniomètre. 11 est bien entendu que tous les angles viesurcs sont horizontaux. L'angle BAG, par exemple, est déterminé par un plan horizontal coupant trois jalons verticaux plantés aux points A, B, G. Quel que soit le goniomètre utilisé, on a le soin de disposer horizontalement le
limbe sur lequel sont comptés les angles.
Employons la lunette du § 3.
Nous faisons le réglage complet comme il est indiqué : nous déterminons donc sur le limbe l'angle plan du dièdre formé par les plans verticaux passant respectivement par les points AB et AG.
La méthode par cheminement irjg, 7. consiste à se promener autour du
pol3"gone réel et à mesurer successivement ses angles horizontaux et les projections horizontales de ses côtés (fig. 7).
Première vérification : à la condition de considérer toujours les angles intérieurs, la somme des angles doit être égale à autant de fois 180° qu'il y a de côtés moins deux. On peut, en effet, décomposer le polygone en autant de triangles qu'il y a de côtés moins deux. Si la différence entre le résultat expérimental et le nombre théorique n'est pas trop forte, on la partage également entre tous les angles.
Seconde vérification : le polygone doit se fermer. S'il ne se ferme pas^et si l'erreur est admissible, on fait subir à tous les sommets des translations qui
amènent la ferme- !>'
ture. ,-''-'' "~
Voici comment on procède.
Soit ABCDEA' le polygone construit avec les angles (corrigés), h' erreur de fermeture est le vecteur A'A défini en grandeur et direction. Posons A'A= lig. s.
/;"/., où n'est le nombre des côtés, >, un certain vecteur. Laissant A fixe, déplaçons B de BB^=>., C de CC"=2-A, D de DF=:3>...., enfin A' de XV=n>.. Le nouveau pol3gone AB'C'D'E'A est fermé. L'avantage de cette méthode est d'amener la fermeture en modifiant les angles, sinon de la même quantité, du moins de quantités toutes assez petites, puisque le
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déplacement relatif de deux sommets consécutifs n'est que du vecteur "a.
2°. RkPORT du LEVEH sur le I'APIEH.
On commence par choisir une échelle (un certain nombre de millimètres par mètre ou par kilomètre, suivant les cas). Le report serait très simple si l'on pouvait utiliser le rapporteur; mais l'expérience montre que son emploi est peu précis.
Pour construire un angle sur le papier, on se sert communément de sa tangente trigonométrique. Par exemple, on trace à l'échelle le côté AU; pour déterminer la direction du côté BC, on prend un point m quelconque sur le prolongement de AB. I^ar hypothèse on connaît l'angle 0; on cherche tgO dans une table de lignes trigonométriques naturelles; on calcule :
i>ip = Biu. tgO.
D'où le point /j, d'où la direction du côté BC; et ainsi de suite.
Il existe des cquerres à rapporteur qui permettent de tracer plus exactement qu'avec le rapporteur ordinaire, des droites faisant entre elles un angle connu.
On peut encore calculer les coordonnées de tous les sommets par rapport à deux axes rectangulaires passant par l'un des sommets, A par exemple.
On commence par calculer les angles a, ,S, v,... que font les côtés successifs AB, BC, CD,... de longueurs «, b, c... avec l'axe des x. Les coordonnées des sommets sont évidemment données par les formules : x = Sacosa, î/=:Srtsina.
Par exemple, les coordonnées du point B sont : :r=acosa, y=as[nx.
Les coordonnées du point C sont :
.r = a cos 2 + 6 cos 3, i/ = a sin x -{- b sin ^.
On tient compte des signes; il est impossible de se tromper.
Lever par rayonnement. Tour d'horizon
On se place en un point central O, on fait le tour de l'iiorizon : on mesure les angles horizontaux a,
On chaîne ensuite horizontalement les droites a, b, c...
On a ce qu'il faut pour construire le polygone.
Comme vérification on doit trouver : a + 3 4- ••• =360°.
Quand on utilise une lunette donnant les distances, ce procédé donne le lever complet sans quitter le point O.
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Fig. 10.
Lever par deux tours d'horizon. Triangulation
Les procédés qui suivent, ne nécessitent plus (juc la connaissance ,d'une base unique AB.
i". — Dans le lever àh par interserlions ou. par deux /ours d'horizon, les points G, D,... sont déterminés par les intersections des droites qui résultent de tours d'horizon, eiïectués en se plaçant aux extrémités A et B d'une base de longueur connue.
La méthode revient à construire des triangles connaissant un côté et les angles adjacents {triangulation type).
On obtient une vérification en utilisant deux bases adjacentes
telles que AC et AB, dont on détermine l'angle CAB. On fait des tours d'horizon en A, B, G. Les droites qui correspondentau point D, par exemple, ne se coupent ordinairement pas en un point. Elles forment un petit triangle [triangle d'erreur, chapeau) qui doit être assez petit pour qu'on choisisse raisonnablement comme point D le centre du cercle inscrit. Bien entendu, on met le point D au jugé. Goulier pose que le rayon du cercle inscrit ne doit pas dépasser Û"",4 dans les levés faits avec soin et méthode : j'admire toujours ces précisions qui font bien sur le papier.
Avec plus de raison on recommande d'utiliser plus de trois directions et d'avoir un 7>o/^^o«c rZ'e/vei//', au centre duquel on met le point cherché.
La détermination d'un point D à partir de deux points n'est précise que si les droites AD, BD, ne se coupent pas sous un angle trop petit, condition évidente que nous retrouverons dans le choix des triangles d'une triangulation géodésique.
Lever par lieux géométriques (recoupement, relèvement
Voici deux formes de la méthode.
1°. — Recoupement.
On connaît la position de trois points A, B, G. On veut déterminer le point P. Se plaçant en A, on mesure l'angle BAP : le point P est donc sur une droite connue. Se plaçant en P, on mesure l'angle APG : le point P est donc sur un arc de circonférence passant par A et G et capable de l'angle APG. En définitive, le point P est à l'intersection d'une droite et d'une circonférence.
La méthode est utile quand du point B on ne peut voir le point P, ou encore lorsque le point B est inaccessible.
AliPENTAGi:
La véilfication consiste à employer un (fiiatiième point connu D; le point i' est commun à une droite el à deux circonlcrences.
i-ig. 11.
2°. — Relèvement (lij(. 11).
On connaît trois points A, B, G. Du point P on mesure les angles APB et Bl'G (ou APC). Le point P est commun à deux arcs de circonférence capables d'angles connus (voir îi 43).
Nord
Fig. 12.
Voici une méthode analogue (fig. 12).
On connaît les points A et B, et l'azimut y de la droite AB par rapport au nord vrai ou au nord magnétique.
Du point G on mesure les azimuts a et ,3 par rapport à ce nord,
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OU, ce qui revient au même, l'azimut x et l'angle (3 — a sous lequel du point G on voit le segment AB. Déterminons le point C.
Il est d'abord sur une circonférence passant par A et B et capable de l'angle ,6 — a.
Déterminons la direction de la tangente GT à la circonférence.
Mesurons les angles en arcs.
On a: 4 droits — 2y = BG— DÂ,
2a = DA,
2;î = DÂ + ÂB,
2/=DÂ+ÂB + BG.
D'où, additionnant les trois premières lignes : < = (a + |3) — Y+2 droits.
La direction de la tangente étant connue, le point G est déterminé. 3°. — Problème.
A ces questions se rattache le problème suivant (figure 12, à droite) .
Le point P voit le segment BA sous l'angle a + ^. On demande de quelle longueur A = PQ il faut se déplacer sur le rayon OP du cercle circonscrit pour que l'angle a -|- ^ décroisse de s- On suppose connues les distances a, h, c.
On a : £=£' + £"; «s'^Asina, 6£"=Asin;5.
. /sina , sinS \ a 0
Dans le triangle PAB on a :
=z—r{b sin a + rt sin g).
ab
ces a cosii sin(a + P)' b sina + «sin 3 = (sina cos3 -f sin 3 cosa) —. — , , ^v = f.
^ t- r- / gjj^ ^^ _j_ jjj
D'où les formules classiques :
_Ac ab '
Supposons que le point P ne satisfasse pas tout à fait à la question, parce que l'angle a + ?
est un peu trop grand. Le point Q tel que l'angle vaille (a + (î) — £, se trouve très approximativement sur une droite QT' parallèle à la tangente PT' au cercle et telle que la distance des deux droites soit la longueur A ci-dessus calculée.
Du point P abaissons la perpendiculaire li sur AB. Soit G l'angle
Fig. nbi.
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(lu triangle au sommet V. L'aire S du triangle a pour oxpression :
2S =«^ sinC= //c, d'où: A = î-^ — r^.
sinti
Pour C et î donnés, A est proportionnel a h.
A, nul quand P coïncide avec A ou B, est maximum quand P est
en P'. Il est clair que le lieu du point (^ est un cercle de centre o.
On trouve aisément : ()u= ■'..■^.
sin-C
Problèmes usuels «rarpentage.
Superficie d'un triangle, d'un polygone
i". — On connaît les côtés ti. I>, c, du triangle.
Posons : 2/j = a + A + <■'■
On a : S = \/) {p — a){p^b) [p — c). (1)
Voici la démonstration de celte formule.
Soit h la hauteur abaissée du sommet A sur le côté opposé a.
On a : /(=csinB, h' =c' {l—cos'B). (2)
D'autre part :
i- = «- + r- — 2f/f cos B. (3)
Dans (2) substituons la valeur de cos B tirée de .3); on trouve immédiatement :
ia'-h' = 16S- = iah:'- — '«- + c- — b-)-, (4)
expression symétrique en a, b, c, ce qui devait être a priori.
Il ne reste plus qu'à vérifier l'identité des formules (1) et (4), ce qui ne présente aucune difficulté.
2°. — Quand on dispose d'une é([uerre rectangle, on mesure le côté a et la hauteur h correspondante : 2S= a/t.
■T. — Quand on dispose d'un goniomètre, on mesure deu.K côtés a, b, et l'angle C compris :
2S =ab sinC.
On peut encore mesurer un côté a et les angles adjacents :
„„ , sinB. sinC
iS = a- — — -. — 7 .
sin A
On mesure la superficie du polygone en le décomposant en triangles.
Mesure d'une ligne inaccessible
1". LeMME THÉORÈME DE MÉNÉL.VÏs).
Une transversale TT coupe les trois côtés d'un triangle . On a (au signe près) :
AY.Ba.C,î = B--.Ca.A^.
Projetons les points A, IJ, C, sur une droite quelconque XX au
moyen de parallèles à la transversale. Nous avons évidemment :
at.bt.ct=zbt.ct.at.
Mais évidemment : Ay_ at Ba_ bt
By bt'' Ga cV
Afi~rtf
D'où résulte le théorème.
2°. — Appliquons à a mesure d'une ligne inaccessible.
Par hypothèse on n'a pas de goniomètre.
Supposons accessible l'extrémité B de la ligne. Prolongeons AB d'une longueur a = BC, connue.
Menons la droite auxiliaire GDE; enfin plaçons un jalon F à l'intersection de BE et de DA.
Mesurons les longueurs 6, c, d, e.
Ap()liquons le théorème de Ménélaiis au triangle CEB coupé par la transversale AFD :
— gâ.bF.ëd = b7v'.1f.cî5,
— {a-\-x) be = cdx,
La formule se simplifie quand on j)ri'U(i (Z = e :
v=ob : (c — b).
Si les deux extrémités A et A' de la droite sont inaccessil)les, on utilisi> un point B accessible pris sur la droite A A'.
On calcule A'B et XF. On a AA' par dillerence.
Fig. 13.
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2°. — On possède une é(|iierrfi donnant 90" et 4')°.
Quand les extrémités A et B sont accessibles, on cherche un point C tel que ACB=90».
On mesure fl et 6; on a : .r = v^rt- 4- ^■•
Quand l'une des extrémités B est inaccessible, on détermine comme précédemment le point C; puis on prolonge AC jusqu'en D tel que CDB^4d". On mesure a et b :
Wà
Wli
'l/jâ
mm
Fig. 15.
Quand les deux extrémités sont inaccessibles, on jalonne une droite quelconque XX sur laquelle on prend les points G, D, E, F, de manière que les angles marqués vaillent 90° et 45°. On mesure
rt, i, c. On a : .c^y'(fi-f b ■\- cf -\- {a — b)-.
Mener une perpendiculaire à une droite donnée
1". — Soient XX la droite, et M le point où l'on veut élever la perpendiculaire M P.
Prenons un point C qui semble peu éloigné d'être surMP.
Déterminons sur XX les points A et B à la même distance ^ de M; mesurons ÂC^b,BC=a.
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Soit ,(' la dislance ]MN = CF, liti point G à la droite cherchée. On a :
r/sinB = /;sin A = GN; r/cosB=:/ + .r, icosA = / — .r. D'où imniëdiateaient la correction .r : W.r = r/- — h-.
Elle s'annule évidemment pour a=^ h.
Autre prockdk. — Prenons sur XX la longeur MA = r; plaçons à l'œil le point G; mesurons a et b. \]n théorème fondamental donne :
b- = a- -\- c- — lac sin a, (t sina= PG = -r- .
Si le point G est bien placé, on a :
a'- + c-=:ib-.'
?'. — Ges deux méthodes sont applicables au cas oii la perpendiculaire doit être abaissée d'un point extérieur C. Le point G est donné, on choisit à l'reil le point M; on calcule la correction
Quand on possède un goniomètre, pour abaisser la perpendiculaire du point G extérieur, on choisit sur XX un point A auxiliaire quelconque; on mesure l'angle fi^MAC; puis, se transportant en G, on dispose le goniomètre de manière que ,3 +y = 90°.
On détermine ainsi le pied N de la perpendiculaire cherchée.
Mener une parallèle à une droite donnée
On applique les théorèmes élémentaires.
Par le point P donné, on jalonne une droite PMQ qui coupe la droite donnée XX en Q et dont le milieu est M.
Par un point quelconque S de XX, 'on jalonne une droite SMT. On fait
MÏ=:SM.
l-ig, 18.
Le point T appartient à la parallèle cherchée.
Quand on possède un goniomètre, à partir d'un point Q quelconque de XX, on ipesure s<=::SQP.
La droite PT est déterminée en prenant l'angle QPT = z.
AIII'E.\ I AGI-:
\ivcllenicnt.
Je reviens plus loin sur le nivellement tles grandes surfaces; j'étudie soigneusement les questions (|u'il soulève.
Je me borne ici à l'essentiel, (|ui est d'une extrême simplicité.
Dans mon Cours sur la Co/istiiiclion des instruments de mesure et d'obsenation, je décris tout au long les niveaux d'eau, à bulle, à luneltte, etc. J'y renvoie le lecteur. J'admets donc que nous possédons un appareil capable de balaijer un plan horizontal, autrement dit, de déterminer les points du plan horizontal qui passe par un certain point.
Définition du nivellement
l". — Aiveler, c'est déterminer la distance verticale r, de deux points.
Commençons par définir ces points. Pour cela plantons dans le sol des piquets P, et P, sur lesquels nous enfonçons deux gros clous à tête ronde : les points A, et A^ sont les sommets de ces clous (points les plus élevés).
Pour déterminer la distance verticale r, des points A, et A,, posons dessus verticalement les règles divisées en centimètres) R, et R;. Déterminons (ce qui par hypothèse nous est possible) les intersections «, et <7. de ces règles par un plan horizontal mi. Les graduations donnent immédiatement les hauteurs />^ et Ii^. On a :
On obtient évidemment le même résultat avec tout autre plan horizontal H'H' :
Théoriquement la position du niveau N est indifférente; il est clair qu'on le met avantageusement à peu près à égales distances horizontales des points A, et A..
Le lecteur remarquera que l'origine de la graduation des règles n'intervient pas, pourvu que les conditions restent les mêmes pour les deux règles. D'où la possibilité de fixer sous les règles des talons de ÏQvdc longueurs quelconques, mais égales pour les deux règles. Si les talons ne sont pas égaux, on détermine une fois pour toutes Véquation des règles. 11 suffit de les placer l'une après l'autre sur le même point et de déterminer dans la lunette la difl'érence des lectures.
La théorie du nivellement tient en ces quelques lignes.
Fig. 20.
2°. — Mires.
Les règles graduées s'appellent mires. Ce sont des règles de bois qui ne diffèrent des doubles mètres que par la nature des divisions.
Je ne discuterai pas la meilleure disposition à donner aux traits et aux chiffres pour éviter les erreurs de lecture; ce sont là ques-
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tions lie ptiro lechnique, très importantes, mais c[uc seule rexi)érience peut résoudre. La figure 20 montre un dispositif.
La mire est divisée en centimètres; les millimètres sont évalués par estime quand le grossissement est assez fort. Au lieu de marquer les traits, on préfère peindre les bandes d'un centimètre alternativement en blanc (couleur générale de la mire) et en noir (ou en rouge).
Comme les chinVes sont vus dans une lunette, il est nécessaire de les renverser. Le bas de la mire est déterminé par un talon de métal arrondi qu'on pose sur le corps arrondi dont le sommet définit le point à niveler. La règle étant elle-même vue à l'envers, il faut une certaine habitude pour ne pas lire .3,57 au lieu de 3,43, par exemple (57 +43= 1001. Pas de difficulté du reste si la mire est assez éloignée ou si le champ de la lunette est assez grand pour qu'on lise simultanément deux nombres indiquant les décimètres.
La mire a de 2 à 4 mètres de longueur, sur 12 à 15 cm. de large. Pour que son transport soit commode, elle est pliable à charnière en son milieu.
Elle porte un fil à plomb ou un niveau sphérique qui permettent de la maintenir à très peu près verticale.
De telles mires sont dites parlantes. On utilisait jadis des mires à voyant : une plaque, portant une ligne horizontale bien visible, coulisse sur une règle graduée. On déplace le voyant jusqu'à ce que le trait fasse son image sur le fil horizontal du réticule du niveau : on lit alors la position du voyant sur la règle. Les mires à voyant sont abandonnées comme allongeant considérablement la durée de l'expérience.
Nivellement par cheminement, par rayonnement
1°. — Nivellement p\u cheminement.
Soit ABCD... le profil à niveler. Plaçons le niveau en N,.
Faisons une lecture arrière R,, puis une lecture avant ^',.
Fig. 21.
Appelons dciiivcUationla. quantité :
Si D, > 0, B est au-dessus de A : le terrain monte vers l'avant.
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Transportons le niveau en N.. Faisons une lecture arrière, puis une lecture avant. La nouvelle dénivellation est :
Il est clair que la hauteur de C au-dessus de A est :
D. + D, = (R. + R,)-(Y. + VJ
Et ainsi de suite tout le long du profil.
La hauteur d'un point du profil au-dessus d'un point déjà nivelé est: ,:i:D = IR — 2V.
2°. — Nivellement pau rayonnement.
Le niveau reste immobile; on fait un tour d'horizon en visant successivement la mire placée sur les points A, B, G...
Il faut nalurellement que ces points soient à peu près é([uidislants du point N où se trouve le niveau.
On prend l'un des points P pour origine des hauteurs.
Les dénivellations des points A, B, C, sont :
Da = P — A, Dn = P — B, ...;
A, B,..., P, sont les lectures sur la mire placée en A, B, ..., P.
CIIAI'ITMI'] II APPAREILS DE TOPOGRAPHIE
Le type de l'appareil complet est le théodolite (Voir mon Cours sur la Constriulioii, etc., et le si .5 de ce présent volume); les autres instruments n'en sont que des simi)lirications ou des transformations dans un but j)articiilier. En lisant ce f|ui suit, le lecteur aura donc toujours présent à l'esprit un tliéodolile, c'est-à-dire une lunette tournant autour de deux axes rectangulaires dont l'un peut être rendu vertical. Deux cercles divisés donnent la position de l'axe de la lunette par son azimut (angle lu sur le cercle horizontal), et son inclinaison sur l'horizon {hauteur, angle lu sur le cercle vertical).
Je commence la revue des appareils usuels par les plus simples : la boussole et la planclictte.
Bous«>ole et planchette.
Boussole
1". — La boussole est constituée par une aiguille aimantée équilibrée A, tournant sur un pivot dans un plan horizontal. Le pivot repose sur une coupole en ruijis ou en grenat sertie dans l'aiguille. En un lieu déterminé, elle prend une direction qui fait avec le méridien géographique du lieu un angle quasi invariable appelé déclinaison.
A la vérité, la déclinaison subit des variations séculaires qui n'interviennent pas ici, et diurnes qui seraient fort gênantes (elles atteignent une dizaine de minutes) si la précision dans la mesure des angles devait être supérieure à ce que la pratique montre utile.
La longueur de l'aiguille est ordinairement de 12 cm. Sur un rayon de 6 cm. la longueur du degré est d'un millimètre environ. On estime l'angle à un dixième de degré, soit 6'; à cette précision les variations de la déclinaison n'interviennent pas.
Fig. 22
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L'emploi de la boussole repose sur le fait que, sur un territoire peu étendu, la déclinaison est sensiblement uniforme : la boussole donne donc une direction horizontale invariable qui sert de repère et par rapport à laquelle on détermine les angles des plans verticaux [azimuts] dans lesquels se trouvent les points à déterminer.
On évite de se placer trop près d'une voie ferrée, dune grille verticale,..., ou de tenir son canif, son tournevis,..., à petite distance de l'aiguille.
On lit sur le cercle divisé la position des deux extrémités de l'aiguille; on corrige l'erreur de centrage en prenant la moyenne des lectures après avoir ajouté 180".
2". — La boussole est montée sur un axe Z qui tourne dans unsupport à vis calantes. lui-même placé sur un trépied. On s'arrange par construction de manière que le plan du limbe soit normal à l'axe Z. Un niveau sphérique à bulle N, ou mieux deux niveaux ordinaires fixés à angle droit sur le limbe, permettent de régler l'axe Z verticalement.
Latéralement se trouve une alidade à pinnules ou, plus ordinairement aujourd'hui, une petite lunette qui tourne autour d'un axe H lié au limbe.
On s'arrange de manière que les axes H et Z soient normaux, de manière que, Z étant vertical, H soit horizontal. Un bras à vernier V lié à la lunette donne son inclinaison sur l'horizon; il se déplace sur un cercle ou sur un arc de cercle G parallèle à l'axe Z; il est donc vertical quand l'axe Z est vertical.
Le lecteur reconnaît les deux cercles gradués d'un théodolite et ses deux mouvements : rotation du système autour d'un axe vertical, rotation de la lunette autour d'un axe horizontal.
3". — Posons que la ligne des pointes de l'aiguille est parallèle à l'axe optique de la lunette, quand elle coïncide avec la ligne 0 — 180
du cercle horizontal (le /tfsynéùjue Y^^ênçue lecteur verra que cette condition n'a rien de nécessaire). Plaçons l'appareil en un point A, réglons-le avec le niveau. Visons le point P; lisons l'azimut de l'aiguille : il est égal à l'angle a que fait le méridien magnétique avec le plan vertical qui passe par AP. Visons le point Q; nous déterminons un nouvel angle ^. L'angle PAQ est égal à ;î — a. Ainsi l'angle de deux directions (plus exactement des plans verticaux qui contiennent ces directions, angle planinK'triqiie) est égal à l'angle dont le cercle horizontal tourne sous l'aiguille [immobile par
Fig. 23.
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hypothèse) quand on passe d'une direction à l'autre. La condition énoncée au début du .?" est donc sans importance, puis(|ue la différence des azimuts ne dépend pas d'un angle constant ajouté aux deux termes. Elle est cependant utile à réaliser pour éviter des erreurs; on compte les angles de 0 à 360" (ou de 0 à 400 grades) du nord vers l'ouest. Cette convention correspond à la graduation du cercle horizontal dans le sens habituel. En effet, la lunette étant (•ensée viser le nord, si je la tourne vers l'ouest, l'aiguille semble tourner sur le cercle horizontal vers les numéros croissants.
V. — L'emploi de la boussole est d'une précision assez limitée (1/4 de grade). Elle rachète ce défaut par de précieuses qualités : la détermination de chaque direction n'exige qu'une visée; les chances d'erreur sont réduites au minimum par l'automatisme du travail; les azimuts étant déterminés indépendamment les uns des autres, les erreurs ne s'accumulent pas. L'appareil est léger, peu encombrant, relativement peu coûteux (2.50 francs environ pour une boussole avec niveaux, cercle vertical, lunette et supporta vis calantes).
Planchette
1°. — hci planchette est une planche à dessin (7.5x60 cm.), encadrée pour éviter le gauchissement, montée sur un trépied, généralement aujourd'hui par l'intermédiaire d'un supporta vis calantes. Un double niveau, formé de deux niveaux à angle droit, permet de la régler horizontalement.
Fig. -Ik.
Le papier est tendu par deux rouleaux situés sous la planchette parallèlement à ses longs côtés.
La planchette sert à lever les plans par intersections (tours d'horizon, §§ 9 et 10). Son emploi nécessite une alidade à pinnules ou à lunette.
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L'alidade à pinnules (voir Construction,...) est une règle plate, de 50 cm. de longueur, dont un des bords, taillé en biseau, s'appelle ligne de foi. Normalement à la règle et aux extrémités de celle-ci sont fixés deux rectangles de laiton; l'un est percé d'une feule élioile par laquelle on vise, l'autre d "une fenêtre rectangulaire plus large, bissectée par un crin vertical servant de mire. Le plan fente-crin est parallèle à la ligne de foi. Le plus souvent le même dispositif est répété aux deux extrémités en sens inverses, de manière que l'alidade puisse servir dans les deux sens.
L'alidade à lunette est une règle sur laquelle est montée une lunette. La lunette peut tourner autour d'un axe parallèle au plan de la règle et normal à sa ligne de foi; son axe optique balaye un plan vertical, quand la règle est posée sur une planchette horizontale. Parfois on adjoint un cercle (ou un arc de cercle) vertical qui mesure les angles des lignes de visée avec l'horizon; la lunette porte alors un niveau de réglage.
2". — La planchette permet de reporter immédiatement sur le papier (minute) les angles horizontaux mesurés au moyen de l'alidade, à partir du point de .station s marqué sur le papier. On fait correspondre le points au point S marqué sur le sol, au moyen d'un fil à plomb suspendu au crochet du compas (de station) que montre la figure 24 à droite. On place la pointe supérieure du compas sur s, puis on déplace la planchette de manière que le plomb se trouve juste sur S. On marque avec une épingle fixe le point s; on appuie sur l'épingle la ligne de foi de l'alidade; on procède enfin au tour d'horizon, en traçant d'un trait léger de crayon les directions obtenues. Pour faciliter ces réglages, la planchette est parfois montée sur
son support de manière qu'on la puisse tourner autour d'un axe vertical et lui imposer deux petites translations horizontales rectangulaires.
.7°. — Orienter la planchette, c'est amener une droite SA du papier à être dans le plan vertical déterminé par le point de station S et quelque autre |)oint A. Pour cela on dispose la ligne de foi de l'alidade le long de la ligne SA; on déplace la planchette de manière à' viser le point A.
Il arrive que le point actuel de station S soit inconnu, mais qu'il y ait déjà marqués sur le papier trois points a, b, c, cori'espondant aux points A, H, C visibles de S. La position du points- qui correspond à S, se déduit d'un relèvement (S 1 1).
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On oriente la planchcUe au jiigi';; puis, se servant de l'alidade, on trace par le ]ioint h du papier une droite />!7,7o dans le vertical lîS; ce qui est possihlc, puis(|ue, du poiut S où nous soniiues, on voit le point B.
De même on trace par le point a une droite «j, dans le vertical AS.
On trace enfin par le point c une droite c-. dans le vertical GS.
Si l'orientation primitive est bonne, les droites se coupent en un point qui est le poiut ,v cherché : ce qui n'arrive jamais.
Mais, d'après la manière même dont nous opérons, les points 7, et a, sont sur deux arcs des circonl'érences C, et Co, capables des angles sous lesfpiels du point S où nous sommes effectivement, on voit les longueurs bc et ab. Le point s est à l'intersection de ces circonférences. Pour éviter le tracé d'arcs capables d'un angle donné, on détermine deux nouveaux points des circonférences ci-dessus définies.
Pour cela, changeons l'orientation de la planchette; recommençons l'opération. Nous obtenons les points ■:,, -.^. Traçons les droites T,-,, -jTj : leur intersection s est le point .v cherché, à la condition qu'on puisse confondre les arcSTiîj,, t,j., avec leurs cordes (ce (jue la figure ne suppose pas).
Les premiers points obtenus tr,, (t,, permettraient de tracer les circonférences C,, C^, par suite de déterminer exactement leur intersection s; sans aucune construction ils permettent d'estimer oii se trouve le point 5, par suite de choisir convenablement l'orientation de la planchette dans la seconde opération.
4". DÉCLTNATOIfU;.
On adjoint ordinairement à la planchette une boussole appelée dcclinaloire, qui rend les orientations plus rapides : elle est fixée par des vis dans un coin de la planchette.
20. Comparaison des méthodes numériques et graphiques directes.
La planchette donne directement le lever du terrain sans mesure d'angles, tandis que les appareils dérivés du théodolite fournissent des résultats niunériques au moyen desquels on construit le dessin. D'où bataille entre les partisans des deux systèmes.
Certes la planchette est lourde, encombrante; le papier se tend ou se détend suivant l'ardeur du soleil ou l'humidité; il est impossible de travailler par la pluie et le grand vent; enfin la précision est médiocre. A cela on répond qu'une précision supérieure à celle qui correspond à l'échelle du dessin est parfaitement inutile; qu'il est vain de recueillir des renseignements que personne n'utilisera pai'ce qu'ils n'ont d'intérêt pour personne; que le coût de l'opération n'est pas une considération à mépriser; qu'enfin les erreurs grossières sont quasiment impossibles à la planchette, qui reste constamment orientée et sur laquelle la carte se complète d'elle-même au fur et à mesure du travail. Du reste, l'hygrométricité du papier peut être
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évitée par un choix convenable; ses inconvénients diminuent grâce à des précautions élémentaires.
La question est compliquée par la diversité des appareils que recouvre le moi planchette. On a voulu transformer la planchette en un instrument de haute précision. On lui enlève ainsi une partie de ses avantages (légèreté, simplicité,...), en augmentant considérablement son prix, son poids, la longueur des opérations, sans pourtant lui donner la précision des appareils dérivés du théodolite.
Cette lutte entre le carnet et la feuille de papier, entre les notes et le dessin exécuté sur place, est ancienne et non sur le point de finir. Il paraît juste de conclure que la planchette fournit la méthode la plus commode, la plus rapide et la plus économique pour lever des plans, même pour effectuer des triangulations graphiques, à la condition de n'exiger qu'une précision médiocre, ce qui permet de laisser à l'instrument une grande simplicité.
Mesure des angles verticaiw.
On distingue les écUmètres qui donnent les angles en degrés ou en grades, et les clisi mètres qui donnent directement les pentes.
Un éclimètre est un théodolite dont parfois on remplace le cercle horizontal par une boussole.
Règle à éclimètre Goulier
C'est une alidade à lunette (S 19) d'un détail intéressant. Une
petite lunette coudée L tourne autour d'un axe A qui est horizontal quand la règle à l'extrémité de laquelle l'instrument est monté repose sur un plan horizontal. L'instrument sert donc d'abord comme alidade, ensuite pour déterminer les pentes dans le lever à la planchette.
La lunette coudée à angle droit (un prisme à réflexion totale brise les rayons) permet des lectures commodes. Elle est solidaire d'un disque C dont la face intérieure porte 80 dents équidistantes; chaque dent occupe donc un angle de 5 grades.
Le disque C solidaire du bâti porte également 80 dents.
En tirant un peu la lunette et son disque vers la gauche (ce que perj-j 20. ^^^^ "'^ ressort R), on désengrène
les dents ; on peut ainsi faire tourner la lunette par rapport au bâti d'un nombre entier de fois 5 grades.
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I^e iiii( Toini'lre oculaire de la lunelte est divisé par dos traits liori/.oiitaux, d'aljord en '^ grades, puis chaque grade en 1(J parties. On estime le dixième de ces parties. On lit donc les multiples de 5 grades sur le cercle C et l'appoint (grades et centièmes de gradée sur le micromètre.
Le cercle C est mobile, au moyen d'une vis de rappel, autour de l'axe A' qui enveloppe l'axe A. La règle reposant sur une planchette horizontale, on s'arrange de manière que l'image d'un point ilu plan horizontal passant par l'axe de la lunette fasse son image sur le trait zéro du micromètre. Si l'appareil est bien construit, elle se fait sur le trait 5 quand on tourne C d'une dent par rapport à G'.
L'avantage de ce dispositif est de rendre impossibles les erreurs de lecture.
Alidade nivelatrice
L'alidade iiii'elatricc est le plus simple des cUsiniètres (appareils pour mesurer les pentes). Elle est construite en gros comme une alidade ordinaire. La pinnule oculaire est percée de trois petits trous circulaires [oeilletons); la pinnule objective est percée d'une longue fenêtre dont les côtés verticaux sont divisés par des traits équidistants.
L'équidistance est égale au centième de la distance des pinnules. L'une des graduations a son zéro à la hauteur de l'œilleton 3; elle sert pour les pentes descendantes. L'autre graduation a son zéro à la '^'^" "'' hauteur de l'œilleton 1 ; elle sert pour les pentes ascendantes.
Pour les visées, on utilise l'alidade à la manière ordinaire; le crin sert de mire.
Pour la mesure des pentes, un niveau permet de régler horizontalement la base de l'alidade. On s'arrange de manière que le point visé se profile contre la graduation convenable; on met l'œil à une petite distance derrière l'œilleton correspondant; on lit la pente. Pour une distance des pinnules égale à 30 cm., l'équidistance des traits est de 3 mm.; la précision est du demi-centième.
Rappelons que la pente est définie par l'équation :
a est l'angle avec le plan horizontal.
La limite habituelle est de 40 p. ^100; c'est dire que la longueur
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de la graduation est les O/i de la distance des |)inaules (12 cm. dans notre hypothèse;. On construit des clisiuiètres à rallonge permettant d'aller jusqu'à 70 p. 100 : pour les pentes descendantes ils portent simplement un quatrième œilleton placé au-dessus des trois premiers sur une plaque qui se fixe à la pinnule oculaire; pour les pentes ascendantes, c'est la graduation (|u'on rallonge.
Niveau de pente de Chézy
Comme dans les niveaux à lunette ordinaires (voir mon Cours sur la Coiis/rtiiiion...), là lunette repose sur deux supports eu \'. Mais ici le support avant, au lieu d'être invariablement fixé au bâti général, coulisse à crémaillère dans la pièce G solidaire de ce bâti .
Une graduation mesure son déplacement vertical. On donne ainsi à l'axe optique de la lunette une pente lue sur la graduation au moyen d'un vernier (remplacé sur la ligure par un trait /'■
;, Ce niveau de pente peut servir de niveau à lunette ordinaire (voir Construction...)
Tachéométrie ou stadimétrie
1°. — On considère comme un grand progrès, quasiment comme une révolution, l'introduction dans la Topographie de la mesure des distances par la grandeur de l'image d'une mire donnée par l'objectif d'une lunette. Aux Sîi 295 et suivants de mon ouvrage sur la Construction... des appareils de mesure et d'observation, j'ai longuement développé les conséquences du théorème de Porro sur Vanallatisme; j'y renvoie le lecteur. Je rappelle qu'il est possible d'obtenir une image nette d'une mire de longueur déterminée qui soit en raison inverse de la distance de la mire à un point de l'axe optique de la lunette (par exemple, celui qui est sur l'axe vertical de rotation de cette lunette). Inversenient, la mire qui donne une image de longueur déterminée, doit avoir une longueur |)roportionnelle à cette distance. D'où résulte la possibilité par simple lecture de connaître la distance de la mire.
La tachéométrie ou stadimétrie consiste donc essentiellement dans l'usage d'un théodolite dont la lunette est anallatiquc. L'oculaire, à fort grossissement, porte comme micromètre deux traits gravés sur la face plane du premier verre, appelé parfois verre de champ.
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La mesure de la distance d'un point consiste à déterminer la longueur M de la mire dont l'image est exactement comprise entre les deux traits.
3". — Visi:es inclinkes. — Réductions.
La lunette est étalonnée en supposant que la mire est normale à la d'i'eclion moyenne de visée.
Soit 1\I la longueur de la mire dont l'image remplit l'intervalle des traits du micromètre.
On a : D = /fM = (/./)» .
/ est l'équidistance des traits de la mire; n est le nombre des divisions de la mire dans l'image comprise entre les traits extrêmes du micromètre. Pour éviter les calculs on s'arrange de manière que le coel'ficient kl soit 1 mètre; la formule devient A = «. La distance en mètres est alors égale au nombre des divisions de l'image comprise entre les traits du micromètre.
Evidemment rien n'empêche d'utiliser un oculaire à fils mobiles, et une mire ne portant que deux traits. On détermine alors la distance des fils quand ils recouvrent respectivement les traits de la mire; cette distance est donnée par les têtes des vis micrométriques qui déplacent les fils, ou de la vis quand un seul fil est mobile. Dans ce dernier cas, on amène l'autre en coïncidence avec l'image d'un trait de la mire par une petite rotation de la lunette.
D'une manière générale, le milieu de la mire n'est pas dans le plan horizontal passant par l'axe de lunette. Elle n'est même pas normale à la direction moyenne de visée. A la vérité, pour réaliser commodément cette première condition, on a proposé l'emploi d'une mire horizontale. Mais cet artifice ne résout pas le problème topographique, puisque la distance qu'il importe de mesurer n'est pas D', distance de la lunette à la mire, mais sa projection horizontale :
D = D'cos5;.
Puisque de toute manière une correction est nécessaire, mieux vaut ne pas s'embarrasser d'une mire horizontale, et conserver les mires habituelles verticales, plus faciles à régler et fléchissant moins. La mire est donc verticale : de longueur M, elle apparaît comme de longueur :
M' = ]Mcos a.
Ona: D'= AMcosa, D = D'cosa=/i;Mcos- ;z.
Autrement dit, soit D la distance de la mire verticale supposée
dans le plan horizontal de la lunette; l'image d'une certaine longueur L de cette mire remplit alors l'intervalle des traits micrométriques. Supposons que la mire, restant verticale, ne soit plus dans le plan hori/ontal de la lunette : sa distance horizontale est Dcos'a quand l'image de la même longueur M de mire remplit l'intervalle des traits micromëtriques.
On a construit des tables donnant les carrés des cosinus des angles x ou les carrés des sinus des angles complémentaires.
On admet que la précision des mesures tachéométriques est de 1/500; l'erreur peut donc atteindre 2 mètres par kilomètre. IMais n'oublions pas, ce qui est essentiel, que sur une carte au 100.000°, le kilomètre est représenté par 10 mm., le mètre par 0,001 millimètre : 2 mètres correspondent donc à 2 centièmes de millimètre. Pour que l'erreur fût visible sur le papier, il faudrait une échelle cinq fois plus grande, soit le 1 20.000°. Est-il besoin de montrer tout ce qu'on gagne de temps en supprimant le chaînage?
Opérations tachéométriques usuelles
1°. — Nivellement.
La figure donne immédiatement :
H = D tg2 = ^M cos3!.sina.
D'où la dénivellation H par la mesure de l'angle a et de la longueur M de mire qui remplit l'intervalle des traits du micromètre.
2". — Mesure des aires par rayonnement.
Supposons qu'il existe un point S d'oii soient visibles tous les sommets A,, A,,... du polygone topographique.
On mesure les distances «^SA,, r/j^SA^,... de la station aux sommets, et les angles AjSA,, A^SAj... On a :
2S ^ S«,rty sin («,fl;).
3°. — Mesure des aires par coordonnées.
On détermine immédiatement les coordonnées des sommets, à supposer qu'on ait avec une équerre rectangle déterminé leurs projections sur une droite (§ 7). D'oii la mesure des aires de trapèzes et la mesure de la surface totale.
Tachéomètres autoréducteurs
1°. — L'idéal aujourd'hui est c|ue les opérateurs ne sachent rien, soient de parl'aits idiots. C'est tellement vrai que dans le nivellement général de la France, les mires sont systématiquement faussées. Lallemand nous dit : « On les préfère systématiquement erronées suivant des lois connues seulement du bureau des calculs. On évite ainsi aux opérateurs la tentation de faire des corrections arbitraires pour mettre en accord deux opérations insuflisamment concordantes. » ^'oilà l'idéal administratif dans sa splendeur, idéal qui fait l'éloge et des ingénieurs et de leurs subordonnés. Je ne sais qui je méprise le plus, de ceux qui imaginent de telles méthodes, ou de
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ceux qui les onl rendues nécessaires : gardes-chiournie d'un côté, voleurs de l'aulre.
Dans le calaloi^ue de Morin, à propos des tachéomètres, je lis la phrase suivante : « Tout opérateur soucieux de ses intérêts doit... [se pénétrer] de cette idée (\uil n'est pas indispensable d'eu'oir des aptitudes spéciales ou d'être nanti d'un bagage scientifique sortant des connaissances ordinaires pour devenir un excellent et habile opérateur ou lacliéonièlre. » Je m'en doutais; mais j'aime qu'on me répète ces vérités premières : je tends mon rouge tablier, comme dit l'autre. Que les habiles mesureurs puissent être de parfaits crétins, rentre dans les tlièses que j'ai l'habitude de soutenir ; j'en vois même d'innombrables applications. Ce qui ne veut, du reste, pas dire que les incapables de se servir de leurs doigts soient nécessairement intelligents : hélas! je connais trop d'exemples du contraire.
2". — Quoi (|u'il en soit, on a perfectionné le tachéomètre pour rendre inutile la multiplication par cos'x.
Voici le principe de bon nombre d'appareils.
Lions à la lunette une tige normale ST, se déplaçant le long d'une règle horizontale R placée à la distance d de l'axe horizontal de rotation de la lunette. Soient II et AI la hauteur de l'extrémité inférieure de la mire et la longueur de cette mire; elle est à la distance horizontale D de la station S.
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Les longueurs correspondantes sur la règle R sont : , fin f/M „ hU
D D ni
On a : h=d tgy., SU =(l : cosx:=: cl sécx.
L'expérience consiste à régler l'appareil de manière que son axe de rotation soit vertical, par suite la règle R horizontale, et à pointer successivement les extrémités inférieure et supérieure de la mire ^I. Connaissant M et d qui sont des paramètres invariables, déterminant h et fil sur la règle R, on a le nécessaire pour calculer D et H.
Voyons quelles dillicultés on rencontre dans la construction de l'appareil.
La plus grosse provient de la variation de longueur SU de la portion de tige T comprise entre l'axe de rotation de la lunette et la règle R. Si on laisse la tige trop longue, elle rencontre la graduation R suivant des angles variables; les lectures précises sont impossibles. Certains constructeurs utilisent une bielle BU à coulisse, s'articulant sur la glissière G qui se déplace le long de la règle R. Ce serait parfait si l'on avait des glissières et des axes ne prenant aucun jeu par l'usage.
C'est qu'en effet une précision très grande est nécessaire, sinon dans la mesure de /;, du moins dans la mesure de m.
Mettons les choses au mieux; faisons M^4 mètres et ^/ = 30 cm. Plaçons la mire à 100 mètres; on a ni=l2 mm. Pour l'approximation du centième, c'est-à-dire pour ne pas se tromper de plus d'un mètre sur l'hectomètre, il faut répondre du dixième de millimètre dans la mesure de ni.
A quoi l'on répond que, dans la méthode ordinaire, la distance des traits du micromètre est de l'ordre du centimètre; en définitive, tout se passe dans ce centimètre. C'est exact, mais le centimètre apparaît à travers l'oculaire comme une longueur de 10 centimètres située à la distance optinia de vision. Sur la règle réelle R, le centimètre n'est qu'un centimètre; le regarder avec une loupe ne change pas la précision, car les traits sont également grossis; d'ailleurs toutes les imperfections d'ajustage interviennent avec leur valeur absolue, qui est multipliée par le grossissement de la loupe.
Quant à l'avantage que la mire divisée devient inutile, qu'il suflit d'une planche portant deux traits à une distance connue l'un de l'autre, il me paraît de nulle valeur.
Je n'insiste pas. Sous prétexte de simplifications opératoires, on a construit des appareils compliques, délicats, sans intérêt scientifique, pratiquement moins pré(MS et moins sûrs que les appareils moins coûteux et plus solides. Opérer très vite et très mal, tel est aujourd'hui l'idéal; ajuster un tas de règles, de coulisses, de cames, de polygones articulés, de galets, pour se dispenser de multiplier parcos-z, me paraît le comble de l'inepte. J'espère, pour l'honneur
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des topographes, ([ue ces appareils ne sont aciietés par personne. En tous cas, si l'on veut tuer la tachéométrie, il suilit de continuer dans cette voie. Autant le principe de Porro est fécond, autant sont ridicules ses épigones. Un instrument qui, par nature, est exposé aux intempéries doit être simple, robuste, sans complication inutile, sans réglages superflus.
3°. — Je me fais un devoir de signaler une seconde catégorie d'appareils encore plus ingénieux, ce (jui veut dire encore moins recommanda blés.
Avec une mire horizontale, la réduction est ellccluée au moyen du facteur cos 2 (S 25). La mire paraît plus petite à la distance D' qu'elle le serait à la distance horizontale correspondante D. Qu'à cela ne tienne : faisons en sorte que les deux traits du micromètre oculaire soient l'un de l'autre à la distance l cosx! Et tandis que des constructeurs intelligents comme Morin considèrent avec raison comme un progrès de graver les traits du micromètre sur une des lentilles ;de manière que leur fixité soit assurée , nos inventeurs (Peaucellier, Schrader, ...) imaginent des glissières, cames, bielles, polygones articulés,... pour modifier automatiquement l'écartement des fils micrométri(|ues suivant l'inclinaison de la lunette!
Au risque de blesser de braves gens, je rappelle le principe fondamental de toute bonne technique : user d'appareils simples, indéréglables, dont la précision soit, si l'on ixiil, médiocre, mais an moins connue et indiscutable.
R COS X
r=Zcos X.
On tracera donc à l'avance les droi-
Fig. 31.
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tes CB qui correspondent à des angles tels qu'elles soient à peu près équidistantes. Avec des droites passant en O, on construira à la manière ordinaire une échelle de réduction (voir Construction..., § 96K 5°. — Facteur de réduction cos- a (fig. 32}.
On a
Fig. 32.
R + Rcos2a
^COS^a.
Le point O' oii concourent les droites formant l'échelle de réduction est, non plus au centre du cercle, mais au bout du diamètre. Les angles sur la circonférence sont marqués au double de leur valeur.
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EMPLOI DE LA PHOTOGRAPHIE
Que, dans des conditions bien détcmuiiécs, la piiotographie soit un procéilé régulier pour lever des plans, ne fait absolument aucun doute; que ce soit un procédé complexe et fort peu recommandable, n'en fait pas davantage : ce qui ressortira de ce court chapitre. Dans son enthousiasme pour la photographie, Laussedat a donné {Recherches sur les instruments topographiques) deux volumes de ditiiyrambe qui sont bien le comble de ce que l'esprit taupin produit d'absurde. Laussedat nous submerge de théorèmes, de graphiques, de palabres, de planches,... qui prouvent exactement le contraire de ce (ju'il désire prouver. Si la photographie était le procédé idéal qu'il prétend, tant de prose indigeste ne serait pas nécessaire pour le montrer. Au surplus, l'argument est ti'op commode d'employer la photographie à construire une planimétrie préalablement connue; d'autre part, on ne nous dit pas le temps et l'argent gaspillés à ce beau travail.
Principe de la méthode
i°. — Pour bien des raisons, nous supposons qu'on utilise des plaques ordinaires planes, et non des pellicules. Sans contester qu'on puisse obtenir des résultats sur des pellicules cylindriques, la précision est alors si réduite qu'il me paraît inutile de discuter la méthode, sans parler d'autres inconvénients comme l'emploi d'objectifs spéciaux.
Supposons la plaque verticale (plan i/O.f). Appelons axe optique de l'objectif la droite Oz normale à la plaque et passant par le point nodal postérieur N' de l'objectif : si l'objectif est bien monté, cet axe optique conventionnel ne doit pas différer beaucoup de l'axe optique réel. Nous obtenons donc une perspective ordinaire dont les points de vue sont : pour le paysage, le point nodal antérieur N de l'objectif; pour le cliché, le point nodal postérieur N'.
Montrons que le cliché fournit l'azimut a et la hauteur angulaire h des points photographiés. Gomme plans de référence on prend le plan vertical et le plan horizontal qui passent par l'axe optique do l'objectif, ou qui sont normaux à la placjue et passent par le point nodal postérieur N'.
GÉOGRAPHIE MATIIEMATIQVE
Soit B un point du cliolié de coordonnées .r, y.
Soit /'la distance N'O de la couche sensible au point N'. On a :
fis h
' ° ^ COSrt
Les lieux des points de même azimut sont les droites parallèles à Oy. Les lieux des points de même hauteur sont les hyperboles :
jr_
La figure 33 en montre une, outre l'axe O.r qui correspond à // = 0. Supposons les axes Ox, Oy tracés sur le cliché. Relevons les coordonnées avec un appareil analogue à celui qui sert pour les étoiles. Connaissant la longueur /', nous pouvons calculer les angles a et li. Nous possédons ainsi les renseignements que fournit un théodolite.
2°. — Pour juger de la précision, -admettons les coordonnées déterminées au centième de millimètre près. Soit /'=30 cm. Le degré vaut 5,2 millimètres; nous apprécions donc le 1/520^ de degré, ce qui correspond à 7 secondes d'angle. En admettant que les coordonnées ne sont déterminées qu'au dixième de millimètre près, la précision reste de l'ordre de la minute : fort loin d'être méprisable, elle est très supérieure à la précision ordinaire de la boussole ou de la planchette. En définitive, SI >-ous RÉALiso>-s LES coxDiTios POSEES, l'appareil photograpiiique fournit des mesures angulaires excellentes, avec un minimum de travail sur le terrain, sans parler de l'avantage qu'il y a de conserver l'aspect de ce terrain, son allure topographi(|ue.
5°. — Le lever photographique s'effectue par intersections S 10). La méthode consiste donc à prendre des vues orientées, au moins à partir de deux stations S et S', à calculer les azimuts du même point relevé sur les deux clichés, enfin à déterminer la position de ce point sur le papier par l'intersection des lignes de visée menées à partir des points figuratifs des stations S et S'.
Dans chaque station on fait un nombre de clichés suffisant pour remplir un tour d'horizon, les clichés empiétant les uns sur les autres pour faciliter le raccordement. Ce nombre dépend du champ de l'objectif, (^uand on utilise les plaques 13x18 (format recommandé) avec une distance focale voisine de 30 cm;, le champ est
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d'environ 40°. La placiue est pai-faitcnient couverte par un objectif rectilignc (coiulitiou il'une perspective correcte). Une douzaine de clichés sont nécessaires pour j/ai/'aiic un lotir d'horizon : ce n'est pas très économique.
Ces généralités comprises, passons à la réalisation de la méthode.
Photothéodolite
i". — La ciiaiiiijre pliotographique doit être à déccntrenienl vertical afin de pouvoir servir pour les fonds et pour les sommets. Cela signifie (jue la pièce sur lac|uelle l'objectif est vissé, est déplacable le long d'une glissière verticale, d'une quantité donnée par une graduation et un vernier. L'axe Oy de la figure 33 restant invariable, l'axe O.r se déplace parallèlement à lui-même d'une quantité égale au déplacement de l'oljjectif.
La chaml)re doit pouvoir être réglée sur son support de manière (|uc la plaque sensible soit verticale; par définition, l'axe optique de l'objectif est alors horizontal : un double niveau, réglé une fois pour toutes, réalise la condition. Il est impossible d'utiliser une chambre à soufflet; la chambre doit être rigide; on met au point par déplacement de l'objectif d'une quantité (petite, les premiers plans étant toujours éloignés) qu'il faut mesurer avec précision, puisqu'elle entre dans la valeur du paramètre /"des formules.
Réglée, la chambre doit tourner autour d'un axe vertical; son azimut est repéré sur un cercle horizontal.
Enlin, l'orientation exige une lunette mobile dans un plan vertical, autour d'un axe normal à l'une des faces latérales de la chambre. Un cercle vertical mesure son inclinaison. En définitive, la chambre est montée sur un véritable théodolite.
L'°. — Pour mettre l'appareil en station au point S, on commence par régler verticalement l'axe autour duquel tourne la chambre; la plaque doit alors se trouver verticale par construction; on peut le vérifier en remplaçant la pla(|ue par un miroir, supprimant l'objectif et utilisant une lunette aulocollimatrice horizontale.
Avec la lunette latérale on pointe la station S' qu'on utilisera plus tard; on lit sur le cercle horizontal l'azimut de la chambre : c'est par rapport à cet azimut que les clichés se trouveront orientés.
On procède à leur obtention, dans un ordre déterminé, en faisant chaque fois tourner la chambre d'un angle horizontal un peu inférieur au champ de l'objectif. On décentre verticalement si besoin est, en notant chaque fois la hauteur de l'objectif.
Les opérations terminées à la station S, on se transporte à la station S'. Avec la lunette on vise la station S, on note sur le cercle horizontal l'azimut correspondant : c'est par rapport à lui que les nouveaux clichés seront orientés. La suite des opérations comme plus haut.
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Réglages du photothéodolite
La principale dilliciille lie la inétiiode est clans le réglage de l'appareil, réglage que l'on fera bien de vérilier et de parfaire, les constructeurs n'y mettant ordinairement qu'un soin médiocre.
Nous préciserons la discussion en supposant ([ue le champ de l'objectif est de 40°.
i". — Influence du champ.
Montrons d'abord qu'en prenant un champ supérieur à 40", on perd une partie des avantages de la méthode.
Les azimuts sont donnés par la formule : .r=/'tg«.
Or on a: tg20''=:0,364, tg45°= 1,000,
arc20° = 0,349, arc45" = 0,785.
Pour peu que l'axe 0^ soit mal placé, il en résulte dans le second cas d'assez fortes erreurs qui sont négligeables dans le premier. Jusqu'à 20° de part et d'autre de la normale, les abscisses sont presque proportionnelles aux angles; mais cette proportionnalité ne subsiste pas au voisinage de 45°.
Pour les pentes ascendantes et descendantes, un gi-and champ est parfois utile. Mais, outre que les erreurs sont de moindre importance pratique que pour la planiméti'ie, le décentrement de l'objectif fournit le champ voulu. Au reste, à moins d'opérer dans de hautes montagnes, une pente de 20° est rare.
2°. — Les clichés doivent être repérés par rapport à la chambre. Pour cela, cjuatre fines aiguilles sont fixées au fond de la chambre, normalement aux côtés du cadre sur lequel vient s'appuyer le châssis porte-plaque, et au milieu de ces côtés. Elles projettent leurs ombres sur le cliché et marquent quatre traits de repère. Il est à souhaiter que les axes O.r et 0/y se trouvent déterminés enjoignant deux à deux ces traits, pour la position moyenne de l'objectif sur sa glissière verticale. Nous verrons plus loin comment on vérifie qu'il en est ainsi.
Pour déterminer le paramètre f\ on fait plusieurs clichés d'un même paysage, en faisant tourner la chambre de 5°, par exemple, de l'un à l'autre.
Pour un point choisi vers le milieu des clichés, on a : A,t=/'Atgrt=/Art, (Afl = 5x0,01745)
sans erreur sensible. Mesurant A.c, on tire /'de cette formule.
Pour raccorder l'azimut de la lunette à la position de la droite verticale déterminée par deux des aiguilles, on vise avec la lunette un point éloigné, on photographie le paysage qui le contient. Connaissant /', on connaît l'erreur de collimation angulaire des repères verticaux par rapport au plan vertical dans lequel se meut la lunette.
S". — Nous arrivons à la partie délicate du réglage.
Les repères fixent deux droites O'.r', ()'//', qui deK'raienl se confondre avec les axes 0.r, O3/ de la figure 33. Nous pouvons vérifier
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<Iirectenient que O'.r' et O'y' sont rectanfrulaires, puis vérifier que 0';/' est vertical (|iian(l l'appareil est réglé : il sui'fit de photographier un long (il à plomb placé à distance suffisante.
Heste à déterminer à quelle distance les axes 0'.r' et O'y', qui sont maintenant parallèles à Ox et Oy, se trouvent de ces derniers (l'objectif étant dans une certaine position sur sa glissière verticale). Autrement dit, il s'agit de déterminer le pied de la perpendiculaire abaissée sur la plaque à j)artir du second [loint nodal N'.
Il n'y a pas d'autre procédé que de faire tourner l'appareil de 5° en 5°, par exemple, et de mesurer dans les divers clichés les abcisses :
.r' = .r„'+/ag(«— ffo',', d'un point bien déterminé. Construisons une courbe en prenant les a pour abscisses et les x pour ordonnées; elle est représentée par la figure 34. L'axe Oy doit passer par le milieu de la tangente d'inflexion. Traçons donc au mieux cette tangente; déterminons les abscisses pour lesquelles les écarts de la courbe à la tangente mesurés parallèlement à O'^') sont égaux; l'abscisse de Oy est la moyenne des abscisses ainsi déterminées.
Nous ne possédons encore qu'une droite D sur laquelle se trouve le pied de la perpendiculaire cherché. Recommençons donc l'expérience après avoir tourné la chambre de 90°, ce qui évidemment n'est possible que si la construction le permet; il n'est du reste pas nécessaire que la rotation soit exactement de 90°). Nous trouverons une seconde droite D' sur laquelle est le pied cherché; il est en définitive à l'intersection de D et de D'.
Bien entendu, quand on décentre l'objectif, en le faisant courir sur
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sa glissière verticale, le pied de la perpendiculaire se déplace parallèlement à O'^' d'une quantité égale.
Ces expériences sont délicates; la précision à espérer n'est pas grande : c'est pourquoi l'emploi de champs supérieurs à 40" supprime les principaux avantages delà métliode.
On a donné, sous le nom de réseaux perspectifs, des abaques permettant de calculer a à partir de .v d'après la formule :
x = fnga. (i)
Le lecteur les retrouvera de lui-même. Au reste, tous les petits trucs soi-disant inventés pour faciliter au profane la construction des cartes topograpliiques me paraissent d'une rare inutilité. Une carte topograj)liique est une œuvre scientilique : ne devraient s'en mêler que ceux ])Our lesquels la formule (1) n'est jias une difliculté et t|ui n'hésiteront pas à calculer une table numéric[ue pour l'appareil dont ils se servent; ce qui est court, le paramètre /'étant pratiquement invariable. Tout ce désir de vulgariser me paraît néfaste et d'un grotesque infini. Si l'on peut aj)prendre des gestes simples à un manœuvre, on n'apprendra jamais à un manœuvre à dresser une carte.
^1°. — Ligne d'horizon.
Supposons la plaque bien verticale quand l'appareil est réglé : la perpendiculaire abaissée du point N' est une horizontale. Les points très éloignés du plan horizontal passant par le point N' ont leurs images sur une ligne horizontale passant par le pied de la perpendiculaire : c'est la ligne d'horizon, c'est l'axe O.r de la figure 3,3. D'où un procédé pour le déterminer sur chaque cliché : on règle bien horizontalement l'axe de la lunette; on repère un point dont l'image soit sur le réticule. On cherche ensuite l'image de ce point sur le cliché et on mène par lui une horizontale, c'est-à-dire une parallèle à l'axe auxiliaire O'.r' supposé réglé.
Il est clair que ce travail est inutile pour l'appareil supposé réglé, à la seule condition de connaître la position de l'oljjectif sur sa glissière.
Valeur du procédé photographique
Le lecteur est, je l'espère, convaincu que l'emploi de la photographie comme procédé topographique, emploi parfaitement légitime, n'est pas aussi simple qu'on l'a prétendu. Pour être précise, la mesure des azimuts et des hauteurs exige un appareil bien construit, bien réglé, par suite coûteux, un dépouillement systématique des clichés avec un appareil [)errectionné, bref un travail fort loin de ce qu'on peut raisonnablement exiger d'un amateur. Un des reproches les plus graves qu'on adresse à la méthode, est de fournir trop de renseignements, .vrt/i,v qu'on soit jamais sûr d'avoir ceux qu'on désire. Laussedat est bien forcé d'admettre que « la première difficulté qu'ait à surmonter le topographe qui examine des vues de paysage pour les combiner deux à deux, consiste à identifier des
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points bien définis du terrain sur les deux vues prises de stations diirérentes ». Va\ bon taupin, il se tire d'alfaire par un tbéorcnie de perspective (jui ne prouve (ju'une ciiose : l'incertitude foncière du procédé.
La question pour nous est, non pas de savoir si, par hasard, de vues prises pour un autre motif on peut tirer quelques renseignements topographiques, mais si la photographie est un procédé régulier pour lever des plans. Nous sommes convaincus de l'affirmative, mais à la condition qu'on ne le présente pas comme accessible au premier venu, n'exigeant qu'une chambre photographifjue quelconque, des constructions grossières et des connaissances ultrarudimentaires. On apprendra bien plus vite à se servir d'une planchette (>t d'une règle à èclimètre (|ue d'une chambre photographique; on i'era do bien meilleur travail, avec moins de peine, moins de frais, — et j'ajoute d'une manière beaucoup plus intelligente.
Du reste, tous ceux qui sont un peu sortis de leur trou, savent ce que devient la photographie quand on n'a pas toutes ses aises et qu'on ne peut développer sur-le-champ, à quels déboires on est exposé, combien il serait fou de compter sur une caisse de clichés non développés, obtenus au Congo ou au Tchad, qui résument le travail pénible de plusieurs mois ou de plusieurs années, et qu'on ramène en France pour en tirer ce qu'ils contiennent. La photographie est souveraine pour donner l'aspect des pays : il est prudent de ne pas la faire sortir de son rôle.
Photographie en ballon, en cerf-volant, en aéroplane
1°. — La détermination de la planimétrie d'un pays de plaine par une photographie prise en ballon sur une plaque horizontale est particulièrement tentante. Si l'objectif est rectiligne et sans distorsion, l'image est rigoureusement semblable à l'ojjjet plan, quel que soit le champ. Supposons le champ de 90° et la plaque à 1 kilomètre du sol; nous faisons d'un coup la planimétrie correcte de 4 kilomètres carrés. C'est superbe : voyons donc pour quelles raisons prati- (fues cette méthode n'est pas employée, bien que des essais en aient démontré l'applicabilité (dont personne ne doutait a priori).
Qu'il s'agisse d'un ballon libre ou d'un ballon captif, l'appareil photographique est suspendu sous la nacelle ou le ballon de manière que la plaque soit automatiquement horizontale, ii la condition que le vent le permette. Dire que le vent ne le permettra jamais exactement est énoncer l'évidence : ainsi disparait l'admirable simplicité de la méthode. Assurément il n'est pas impossible de corriger la figure obtenue. Par exemple, on détermine sur le sol les distances d'un certain nombre de points ; on les compare aux distances de leurs images mesurées sur le cliché; en choisissant convenablement les points, on peut calculer l'azimut du plan dans lequel se trouvait la ligne de plus grande pente du cliché et l'inclinaison de cette ligne sur le plan horizontal.
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Le cliché représente une perspective lin terrain sur un plan légèrement incliné par rapport au quasi-plan à reproduire. Au reste, la mesure de quelques distances sur le terrain est dans tous les cas nécessaire pour donner l'échelle, ou, si l'on veut, pour mesurer la hauteur à la(|uelle se trouvait la plaque quand on l'a découverte.
Mais la principale difficulté de la méthode est l'emploi du ballon qui, même captif et de petites dimensions, nécessite des dépenses d'achat, d'entretien, de gonfiement, de transport, de gréage, etc., absolument prohibitives, sans parler des accidents. Cette planimétrie en apparence si peu coûteuse iinit par revenir atrocement cher.
On a substitué le cerf-volant au ballon. Outre qu'il n'est pas très facile d'élever un cerf-volant à un kilomètre, le facteur indispensable de l'ascension est le vent, que nous considérions tout à l'heure comme une complication. L'inclinaison de la plaque a beaucoup de chances d'être quelconque : la méthode devient encore moins régulière.
La photographie en aéroplane offre une autre espèce de difticulté : la grande vitesse horizontale. Mais c'est une affaire de sensibilité pour les plaques et de rapidité pour les obturateurs. Rien n'empêcherait de maintenir la plaque à peu près horizontale. A la vitesse de 60 kilomètres à l'heure, pour une hauteur moyenne d'un kilomètre, avec un objectif de 90° de champ, on peut planimétrer le parcours de l'aéroplane à raison d'un cliché toutes les deux minutes. L'expérience serait amusante.
Je ne crois pas nécessaire de discuter la question de la planimétrie d'un pays accidenté au moyen de clichés pris d'un ballon. Les plus ardents à prôner les méthodes photographiques reculent dans les complications évidentes de la méthode : ils se contentent de démontrer le problème géométriquement possible, ce dont personne ne doute et ce qui nous est parfaitement égal.
La photographie en temps de guerre
En temps do guerre, les photographies du sol obtenues par des officiers montés sur des aéroplanes ou des ballons dirigeables servent principalement à repérer les ouvrages et batteries ennemies. Les clichés de format 13 x 18 sont pris avec des appareils fixés sur l'aéroplane verticalement, l'objectif du côté de la terre.
Les clichés une fois développés sont minutieusement étudiés à la loupe et comparés à d'autres clichés antérieurs. Toute modification dans l'aspect du sol dénote un travail récent et probablement l'existence d'une batterie nouvellement installée et dissimulée le mieux possible.
L'emploi des plaques orthochromatiques s'impose; elles sont malheureusement peu sensibles, relativement aux plaques ordinaires.
La principale difficulté est la petitesse des images, les aéroplanes devant se maintenir de 1.500 à 2.000 mètres de hauteur pour ne pas
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lire Irop exposés. Si grossissant (pie soit l'appareil, la réduction est oonsi(i(Mal)le. Rien n'enipéche, il est vrai, d'utiliserdes tëléobjoctifs ; mais alors on bute sur la dilficultë inverse de rendre nécessaires un 1,'rand nombre de clichés pour reproduire une étendue suffisante de terrain.
L'utilité de la photographie pour re[)érer les batteries et les tranchées ne contredit pas ce que nous disons au S 32 sur l'emploi de la méthode pour des levers réguliers. En temps de guerre la question de |)rix n'intervient pas. Il serait intéressant de savoir, puisque l'expérience est mallieureusement faite en grand, ce qu'on peut tirer de la juxtaposition de tous ces clichés.
GHAPITRI- IV QUESTIONS DIVERSES DE TOPOGRAPHIE
Pour le but que je poursuis, faire l'éducation scientifique du lec- .^ur. les cas particuliers et les cas extrêmes prennent un intérêt capital. Les questions y présentent un aspect caricatural qui en fixe exactement la nature, mieux que toutes les dissertations a priori. Le lecteur ne s'étonnera donc pas de Timportance relative exagérée
ieur
Fig. 35.
que je donne à la topographie du sous-sol ou à la topographie sousmarine. Au reste, que le lecteur n'oublie pas le titre de cet ouvrage :
Géographie mathénialique.
Topographie soutei'rainc.
Lever d'un plan de mine au cordeau
1°. — Le problème actuel diffère du problème ordinaire de la levée d'un plan à la surface du sol, en ce que d'un point A d'une galerie la vue ne s'étend qu'à faible distance et que les galeries sont parfois très inclinées sur l'horizon.
La métliode de lever au cordeau et à la boussole suspendue s'applique aux mines non magnétiques. A l'aide de clous plantés dans les parois, à des distances de 10 à 20 mètres, on tend une corde de chanvre de manière qu'elle ne touche les parois qu'aux points de
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suspension A, B, C,... Avec un ruban d'acier on mesure les loni^ueurs des brins AB, BC,.--, suivant leur pente.
On suspend sur les brins AB, BC,... successivement un éclinictre lig. 30) ipii donne sa pente, et une l)oussole qui donne la direction de sa projection horizontale ra|)portée au méridien magnétique.
On a dès lors ce (|u'il faut pour calculer le polygone ABCD projeté sur le j)lan horizontal et la position de ce polygone dans l'espace.
La boussole B est montée à la cardan.
Les seules conditions à remplir sont que les brins soient assez tendus et léclimètre assez léger pour que sa sus|)ension ne change
Fig. 36.
pas notablement la pente du fil; le sol ne doit pas agir sensiblement sur l'aiguille aimantée.
2". — Prenons deux axes de coordonnée A^', Xy, passant (par exemple; par le premier point; menons un troisième axe rectangulaire Kz dirigé vers le haut (non représenté).
Soient .r,, y^, z^, les coordonnées du point B, .r,, y,, z,y les coordonnées du point G.
Soient i\, /•.,... les longueurs AB, BC,... p^, yjj,... les angles avec l'horizon, ç,. ï.,... les azimuts par rapport à l'axe A.r.
On a :
.1", ^z", cos/>,. cos;,, 7/| =/•, cos/»,. sin :,, ;, = /•, sin^,,
.r, =,r, + /•, cos/>,. COSÇ21 3/3 = ^/1 + ''« *^°^ A- s^*^?.'
z, = z^ + r, %mp.,
et ainsi de suite. Ces formules résolvent le problème posé. 3". — Si la mine est magnétique, la direction du champ varie d'un
30 GEOGRAPHIE M ATII É M ATIQV E
point à l'autre. On profite de ce que celte variation est petite pour employer la même méthode légèrement modifiée.
On établit le polygone funiculaire comme l'indique la ligure MNPQ(fig. 35, en bas), en s'arrangeant de manière que les brins successifs se touchent en des points R, T, ... On mesure les longueurs MR, RT, ..., les pentes des brins MR, RT, ... Enfin l'on mesure les angles MRQ, RTU, ... en suspendant la boussole, au voisinage r/cA" //o/«^5 R, T, successivement sur les deux brins qui se touchent en R, T, ... On admet que dans les deux positions |3, (i', par exemple, l'aiguille prend la même direction, ce que légitime la proximité de ces positions.
On peut encore mesurer ces angles avec des compas d'angle; mais la méthode perd toute précision : il est alors pri'férable d'opérer autrement.
Lever au théodolite de mine
1". — Le théodolite de mine ne diffère pas essentiellement du théodolite ordinaire : c'est toujours un appareil dans lequel une lunette est normale à un axe qu'on peut rendre horizontal et qui tourne autour d'un axe qu'on peut rendre vertical.
Deux cercles normaux aux deux axes mesurent les distances zénithales et les azimuts. Mais les galeries pouvant avoir toutes les pentes de 0 à±cc , on s'arrange de manière qu'avec le théodolite de mine les visées soient possibles jusqu'à la verticale.
Dans certains types d'appareils la lunette est en porte à faux au bout de l'axe horizontal; d'où résulterait une erreur d'excentricité considérable pour les visées à petites distances. Un l'évite en se servant de mires elles-mêmes excentrées delà même quantité. Cela revient à remplacer le pol3^gone que déterminent les centres des trépieds-supports, par un polygone parallèle.
Parfois on utilise des théodolites dont la lunette est symétrique par- rapport aux supports de l'axe horizontal. On allonge l'axe vertical de manière que les visées soient possibles jusqu'à 60" de l'horizon.
11 est toujours gênant de viser dans ces directions très inclinées. On utilise commodément un oculaire sur l'œilleton duquel est un prisme à réflexion totale, auquel on impose autour de l'axe optique l'azimut le plus favorable.
2\ — Le lever du plan se fait à la manière ordinaire. Avec des fiches on matérialise des points A, R, C, ... sur le sol des galeries; on s'arrange de manière que le centre des supports du théodolite et de la mire soit sur la verticale de ces points ou excentré de la même quantité à droite oii à gauche du segment dont on détermine la direction.
On raccourcit les opérations en utilisant des trépieds-supports identi(|ues pour le théodolite et la mire. Le cheminement se fait alors d'une manière systématique; on transporte en avant le support
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arrière, on lait avancer le théodolite et la mire d'un support au suivant. On prend pour sommets (.$, C,...du polygone les i)oints, quels qu'ils soient, qui se trouvent dans la vorlicale du centre du support. La distance de ces points matérialisés par des fiches est chaînée sur le sol ou horizontalement entre les fils à plomb attachés aux centres des supports. Généralement on utilise trois tré|)ieils et lieux mires.
Ces opiM-atious, difficiles à eflectucr correctement, sont d'une extrême simplicité théorique.
Orientation du plan : cas des tunnels
i . — Orienter le pian de la mine, c'est raccorder la direction des galeries par rapport à une direction extérieure bien déterminée. Nous supposerons d'abord qu'une des galeries débouche sur le caileau de la mine; c'est dire qu'elle l'orme un plan incliné ou horizontal par rapport au terrain extérieur : c'est le cas des tunnels.
On oriente soit par rapport au nord vrai, soit par rapport à une direction jalonnée d'une manière quelconque. Sur le carreau de la mine est tracé un alignement N.-S. qui est un fragment de méridienne et qui sert de repère; on le détermine par une des méthodes décrites dans un des chapitres de ce volume.
La galerie d'accès une fois rattachée à la direction extérieure, il est clair que toute la mine se trouve orientée.
•2\ — Le percement d'un tunnel donne lieu à des travaux analogues. On couvre toute la région du tunnel d'un réseau de triangles dont les sommets sont les pics les plus importants de cette région, ou des signaux construits sur des croupes.
Déterminant au théodolite les angles horizontaux et les pentes, mesurant une base, on calcule les coordonnées .r, y, z, des sommets des triangles par rapport au plan horizontal passant par l'un deux A et jiar ^ rapport à deux axes de 3,,^ coordonnées horizontaux menés par ce point A. 11 est dès lors facile de calcider l'azimut que fait l'axe du tunnel AB supposé rectiligne avec les projections horizontales des deux côtés AP, BS, par exemple.
Ces calculs effectués, à quelque distance des points A et B qui doivent être les extrémités du tunnel, on dispose à poste fixe des
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mires A' et B' qui, pendant toute la durée des travaux, serviront à retrouver l'alignenient. Dans des observatoires convenablement installés en A et en B, en avant des ouvertures du tunnel, on place deux théodolites, avec lesquels on vérifie autant de ibis qu'il est besoin le bon alignement de Taxe du tunnel. Il suffit pour cela de placer une lumière suffisamment intense au fond actuel de la galerie.
On s'étonne parfois que deux galeries simultanément commencées en A et en B se rencontrent, après avoir été poussées l'une et l'autre sur une longueur d'une dizaine de kilomètres, ce qui est le cas du tunnel du Simplon. Mais à dix kilomètres un angle d'un degré vaut 174™, 5; un angle d'une minute vaut un peu moins de 3 mètres. Si la galerie est large de 3 mètres, il suffit donc d'une approximation d'une minute sur les azimuts des alignements en À et en B pour que la rencontre soit certaine. Il n'est donc pas étonnant qu'on arrive à une approximation meilleure, de l'ordre de 50 cm. à 1 mètre. Si les axes des deux parties ne se prolongent pas rigoureusement, il s'en faut toujours de peu; on en est quitte pour élargir les galeries au voisinage de leur point de rencontre.
La seule condition défavorable de ces triangulations est que les sommets sont à des hauteurs très différentes et que la proximité de hautes montagnes peut produire des déviations notables de la verticale. L'expérience montre que, somme toute, les erreurs auxquelles on est exposé sont très inférieures à la minute. Généralement on opère avec une précision de 10 secondes d'arc, parfois de 5.
Orientation du plan : cas des mines à puits
i". — Il n'est pas plus difficile d'orienter exactement le plan d'une mine lorsqu'elle communique avec le jour par deux ou plusieurs puits. On rattache le plan souterrain aux extrémités inférieures des puits ; au jour on rattache la droite ou les droites joignant les extrémités supérieures des puits, à une droite de direction connue, ce qui exige généralement la mesure d'une base peu étendue et une petite triangulation.
Le rattaclaement devient difficile et peu précis quand il n'existe qu'un puits, ce qui est le cas général pour les travaux préparatoires de mines, et pour le percement des tunnels quand on attaque à la fois plusieurs sections à l'aide de puits verticaux.
Le rattachement n'est simple que dans le cas des terrains non magnétiques, la boussole indiquant sensiblement la même direction au fond et au jour. Encore faut-il utiliser des boussoles à longue aiguille, de 30 cm. par exemple de longueur : le degré vaut 2'"'", 6 environ; on évalue les deux minutes. Mais pour une telle précision les variations diurnes de la déclinaison ne sont plus négligeables.
2°. — Abordons le cas d'un puits unique percé dans des terrains dont on redoute le magnétisme.
Un procédé consiste à matérialiser un certain ])lan vertical du haut en bas du puits, au moyen de deux fils à plomb aussi éloignés
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l'un de l'autre que possiljle; on les dispose au voisinage de deux génératrices diainotralement opposées du cylinilre vertical constituant le puits. Mallicureusement il est quasiment impossible damortir les oscillations de deux pendules, longs parfois de plusieurs centaines de mètres.
Mais, puisqu'il s'agit de direction, il n'est pas nécessaire que le plan matérialisé soit rigoureusement vertical. Attachons les fils en A et M, faisons-les [lasser tlans des pattes A', H', percées de trous. Déplaçons latéralement l'un des points A ou B, de manière que les fils se touchent en C : ils déterminent alors un plan. L'horizontale passant parles (ils au-ilessous des |)attes est parallèle à l'horizontale
éâ.\
Fig. 38.
déterminée au jour par les fils, au-dessous des points d'attache A et B. En eflet, que le plan ABA'B' soit exactement vertical ou non, ses horizontales sont parallèles.
Ces opérations préliminaires effectuées, au jour ou dans la galerie inférieure, disposons un théodolite de manière que les images des fils se superposent : Taxe optique de la lunette réglée balaye le plan vertical contenant les fils; on rattache ce plan à une direction connue.
Comme variante de ce procédé, on peut suspendre aux fils A', B' des anneaux- sur lesquels reposera une lunette. Si son axe optique coïncide avec son axe géométrique, le premier se trouvera automatiquement orienté dans le plan déterminé par les fils.
3°. — Emploi d'un théodolite.
Supposons un théodolite disposé de manière à pouvoir viser le nadir, et [)lacé sur un pont au sommet du puits. Réglons-le de manière que, dans sa rotation autour de l'axe horizontal, l'axe optique de la lunette balaye un certain plan vertical V. Nous pouvons maté-
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rialiser ce plan, en haut par une mire placée à dislànre sur le carreau de la mine, en bas par un fil MN tendu au fond du puits, de manière que, dans la rotation de la lunette au voisinage du nadir, la croisée des fils du réticule coïncide constamment avec l'image ilu lil. Le fil est alors dans le plan vertical V. Un aide placé au fond de la mine modifie la direction du lil MN dans le plan horizontal du point fixe M, jusqu'à ce que la condition ci-dessus posée soit satisfaite.
Chaînage des puits
Pour déterminer la hauteur d'un puits, on se sert d'un fil métallique chargé d'un poids C. On tient compte de l'allongement du fil
dû au poids total qu'il supporte, au moyen du dispositif représenté. Le fil s'enroule sur un tambour T après avoir passé sur la poulie P. Deux repères A et B sont àune distance connue, de 10 mètres par exemple.
Par un procédé (|uelconque on marque un point du fil quand il passe en B; on amène ce point en A en agissant sur le treuil T. On
Vig. 39.
marque alors sur le fil le point qui se trouve sur B, et ainsi de suite. Entre deux marques le poids G a remonté exactement de la distance AB, puisque, au frottement près de la poulie P sur son axe et à la raideur près du fil, la tension du brin horizontal, par suite sa longueur, sont les mêmes que s'il était resté vertical.
Carlt's hydrographiques.
Définitions
1°. — Prise dans son sens étroit, ïlfi/drographie s'occupe à construire les cartes marines, comme la Topographie à construire les cartes terrestres. Les procédés généraux sont les mêmes; ils ne diffèrent dans la pratique qu'en raison du but poursuivi et de la difficulté spéciale du problème. Il s'agit non seulemenl de situer sur une carte les accidents visibles (baies, golfes, rochers, bancs de sable, écueils,...), mais encore de faire la topographie du fond, pour éviter de toucher les masses couvertes, accessoirement pour se diriger d'après la profondeur et la nature du fond. Or le fond est invisible, d'où un nivellement long et difficile qu'on est rarement sûr de faire complètement : les échouages accidentels sont là pour le démontrer. ,
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Après avoir iléleriiiiué les roules saines, c'est-à-dire dont la navigation est roconiniandaiile tant à cause de la profondeur du fond ([u'en raison de la largeur du ciienal, elle s'occupe de les jalonner par des alignements ou des balises : opérations déjà rencontrées en Topogra|)Iue.
Enfin l'ilydrograplne détermine les courants et les marées.
Tout cela fait du volume dans un Cours d'Hydrographie, mais ne contient qu'un petit nombre d'idées nouvelles. Nous en donnerons l'essentiel en quelques pages.
2'. — l*our résoudre les problèmes d'Hydrographie, il est clair qu'il faut d'abord savoir où l'on est.
Loin des cotes on est bien forcé de 'faire le point |)ar une des mélhoiles indi(|uées dans un chapitre ultérieur. On détermine ainsi la position à ± 1' près, ce qui correspond à une erreur de± 1.852 mètres en latitude et à une erreur en longitude variable avec la latitude. C'est sinon très précis, du moins suffisant pour l'objet poursuivi (pii, au large, est la détermination des fonds et des courants.
Près des côtes, où la précision doit être beaucoup plus grande, on utilise les rclèi'enwnts et les alignements, dont je vais dire quelques mots.
Emploi des relèvements à la boussole
1". — J'ai dcliui les rclci'cnicnls au § il; il s'agit de déterminer Vaziniut que fait avec le méridien géographique la droite qui joint le navire N au point P porté sur la carte.
On prend pour intermédiaire l'azimut de l'aiguille aimantée.
Le compas de relèi'emenl peut être une simple alidade, mobile sur un cercle fixé horizontalement sur la passerelle. On détermine l'azimut de la droite NP par rapport au plan longitudinal de symétrie du navire. L'observation simultanée de la boussole donne l'azimut de NP par rapport au plan méridien magnétique apparent. La connaissance de la déi'iation î et de la déclinaison D permet de passer au méridien géographique. C'est ce que la figure 40 rend intuitif.
La déi'iation i est l'angle horizontal dont tourne le champ terrestre en raison des masses magnétiques que porte le navire ; c'est l'angle des méridiens magnétiques vrai et apparent.
Pour le relèvement il est préférable d'utiliser une alidade mobile sur la cage habitacle d'une boussole. On détermine ainsi directement l'azimut de NP par rapport à l'aiguille aimantée. Pour passer à l'azimut géographique, il faut encore évidemment connaître la déviation ; et la déclinaison D.
Le lecteur comprend pourquoi les marins distinguent :
le relèvement au compas r azimut par rapport à l'aiguille'';
le relèvement magnétique /' + o (azimut corrigé de la déviation);
le relèvement vrai a = /' + S + D (azimut corrigé de la déviation et de la déclinaison;.
De ces deux corrections la déviation est toujours incertaine;
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aussi le relèvement au oompas est-il d'une précision insuffisante pour les opérations hydrographiques.
Voici les deux principales manières d'utiliser les relèvements.
?". — Placer le navire sur la carte (faire le point) par del'x relèvements similtanés.
Soient P et Q deux points de la carte (phares, sémaphores, signaux quelconques,...). On relève les deux points : on mesure les angles ■j. ei "^ par le procédé ci-dessus décrit. Traçant des droites de même direction par les points P et Q, on a le point N du navire. Les constructions se font sur la carte avec un crayon et sans appuyer (de manière à pouvoir effacer sans détériorer la carte).
POINT
C'est le cas général : il est rare qu'on ait simultanément en vue deux phares; je ne dis pas quand on se promène dans l'Iroise, je dis quand on est, par exemple, devant Socotora.
On prend alors pour base le chemin NX' que fait le navire dans un temps connu : il faut connaître sa vitesse.
Du point P on mène une droite PA égale et parallèle à NN'.
Des points P et A on trace des droites parallèles aux relèvements; elles se coupent en N'.
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Un calcul simple donne l'N' en fonction de NN'.
Le lecteur comprend maintenant pourquoi je rapproche ces méthodes de l'arpentage : nous ne l'aisons pas autre chose ((ue de l'arpentage. La bêtise est de séparer dans l'enseignement des notions et des opérations d'une parenté aussi évidente.
Alignements
Une droite étant déterminée par deux points, on se trouve sur cette droite quand l'un des points efface l'autre (jalonnement, § 2).
Pour déterminer la position d'un navire par alignements, il faut être à l'intersection de deu\ alignements, ce qui est rare. Mais l'alignement donne un lieu géométrique rectiligne; on fait le point en déterminant un second lieu rectiligne par un relèvement, ou circulaire par un segment capable.
Un des plus curieux systèmes d'alignement est celui qui rend possible la navigation du Sénégal quand les eaux sont basses. Sur un parcours d'un millier de kilomètres, les rives sont jalonnées de signaux très apparents sur les(|uels les navires s'alignent, passant dun alignement au suivant. Ils évitent ainsi l'échouage sur les bords d'un chenal dont la largeur est de quelques dizaines de mètres au maximum.
C'est par des alignements que, dans certains chenaux célèbres, la navigation cesse d'être dangereuse. Je citerai les chenaux du Four entre Ouessant et la côte, qui sont la grande route de navigation des navires allant de la Manche au golfe de Gascogne. Ils n'ont par endroits que quelques centaines de mètres de large.
Enfin c'est par des alignements qu'on entre dans les ports.
On peut combiner un alignement avec la connaissance de la latitude ou de la longitude, qui donnent respectivement sur la carte un lieu rectiligne. !Mais ces coordonnées sont généralement connues avec une précision insuffisante pour elfectuer un atterrissage ou une opération hydrographique.
Segments capables. Stigmographe
1°. — Du point N on mesure les angles a et '^ sous lesquels sont vues les droites PQ, QR. Le point M est à l'intersection des segments de circonférence capables de ces angles et passant respectivement par P, Q et Q, R.
La figure 41 donne une construction qui évite le tracé des segments. Menons PA normal sur PQ et faisons PQA:=90 — x : nous déterminons le point A. ^lenons RQ normal sur RQ et faisons RQB = 90 — ,3; nous déterminons le point B. Joignons AB et abaissons QN perpendiculaire sur AB; nous déterminons le point N cherché. Avec une équerre et un rapporteur, les constructions sont rapides.
2". — Stigmogr.\.phe.
Cet appareil détermine le point sans qu'il soit nécessaire de rien
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tracer sur la carte, par suite sans la salir. Il se compose d'un bras
A à l'extrémité duquel est fixé un limbe qui porte deux graduations
concentriques Z* et c de 0 à 120°.
Deux bras mobiles B, C, tournent concentriquement. Ils sont terminés par des verniers B', C, qui se meuvent sur les graduations. Ils indiquent les angles que Ibnt entre eux les biseaux de droite des trois bras, biseaux dont les prolongements se coupent au centre O des graduations.
On détermine les angles z, 3i à l'aide d'un sextant par exemple : on s'arrange de manière que les bras B et G fassent avec A les angles mesurés. On applique l'instrument sur la carte de manière que les biseaux passent parles points P, Q, R : le point cherché est au centre O de l'espace vide maintenu au centre de l'appareil.
■ :r. — MÉTHODE DU PAriKIÎ CALQl'E.
A partir d'un point S arbitraire sur du papier calque, on trace trois droites faisant entre elles les deux angles observés. On déplace le papier calque sur la carte jus(|u'à ce que les trois droites j)assent par les points P. Q, R. On pique alors le cal([ue au point S.
On a sur la carte le point cherché duquel on voit les trois points P, Q, R, sous les angles observés.
Fig.
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Sondage
Le iiii'cl/fiiic/// (lu sol sou.s la mer el sous les lacs devient un .son- (Ittiic Les cotes sont prises par ra[)port à la surface libre des eaux, qui est horizontale (|uand on l'ait abstraction de la houle, ol qui est plane (|uand l'aire considérée est assez petite.
La théorie tlu sondage est très simple en apparence : on lile un plomb (qui n'est pas en plomb, il va sans tlirc) juscpi'à ce ((u'il touche le fond; on mesure la longueur de corde immergée, d'où la ()rofondeur. En réalité l'expérience est beaucoup plus conij)liquée.
1". — Su|)posons d'abord qu'on opère en eau calme, sans houle ni courant. Immergeons la corde seule; cherchons la vitesse limite de chute.
Elle est déterminée par la condition f[ue le poids égale le frottement exercé par l'eau sur la surface latérale de la corde. Ces deux quantités étant proportionnelles à la longueur, la vitesse limite de chute d'une corde est indépendante de la longueur immergée.
Le frottement sur la surface pour une longueur donnée est proportionnel à l'aire de la surface, par suite au rayon; le poids est proportionnel au volume, par suite au carré de ce rayon. Toutes choses égales d'ailleurs, la vitesse limite de chute est d'autant plus grande que la corde est plus grosse. Elle augmente quand la surface est polie et la densité grande (fils de fer); elle diminue quand la surface est rugueuse et la densité petite (cordes de chanvre).
Quand une corde verticale tombe librement, c'est-à-dire uniformément avec sa vitesse liiuitc. le poids de chat|ue mètre est équilibré par le frottement : la tension de la corde est partout nulle. La tension de l'extrémité su[)érieure de la corde croît depuis le maximum (égal au poids total de la corde, défalcation faite de la poussée en raison du principe d'Archimède) jusqu'à zéro, quand la vitess'e croit de zéro jusqu'à sa valeur limite.
'2°. — Une sphère métallique, animée d'une vitesse v dans l'eau, éprouve une résistance donnée par la formule (dite de Newton) : R = 22 Sf- = 69./--i:- kilogrammes.
i' est évalué en mètres par seconde, /• est évalué en mètres. Si l'on exprime le rayon /• en centimètres, on a :
R^ 0,0069. /■-D- kilogrammes.
Par exemple, soit une sphère de 10 cm. de raj'on, de 4,19 litres de volume. En fonte, elle pèse 30 kilogr. environ. La vitesse limite est donnée par l'équation :
30 = 0,G9.('% (' = 6,6 mètres.
La tension T sur la ligne qui supporte \e plomb, est égale au poids P du plomb plus ou moins la résistance R : T = P±R.
Le signe + correspond au cas où l'on remonte le plomb; le signe — au cas où il descend sous l'influence de son propre poids.
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5". — Nous voici en état <le compTendre ce qui se passe quand on sonde.
Les phénomènes sont extrêmement diiTérents dans la descente du poids et sa remontée, si difjvrents qu'en pratique le sondage à grande profondeur ne peut s'effectuer qu'à pion/h perdu.
Dans la descente, les frottements et les poids agissent en sens inverses. Il nV a pas intérêt à diminuer la vitesse; tout au contraire, avec la vitesse limite, à la seule condition qu'elle ne soit pas trop diflférente pour le fil seul et le plomb seul, les tensions sont nulles.
A la remontée, les frottements et les poids s'ajoutent. Il faut donc que la vitesse soit assez petite pour que les frottements restent, sinon négligeables, du moins petits. En tous cas, la tension en haut du fil sera supérieure à la somme des poids du plomb et du fil. Si la vitesse d'enroulement est de l'ordre que nous allons dire, on peut admettre que le fil portera le double du poids qui lui est efl'ectivement suspendu.
Il est impossible de diminuer la vitesse de remontée au-dessous de 2 mètres par seconde pour les grandes profondeurs) sans rendre l'opération démesurément longue. A ce taux, pour remonter 1.000 mètres, il faut 500 secondes, soit 8'" 20~. On conseille d'enrouler à raison de 2 m. par seconde s'il y a dehors 2 à 3.000 mètres de fil, à raison de 3" par seconde s'il y a 1.000 à 2.000 mètres de fil, enfin à raison de 4"" par seconde au-dessous de 1.000 mètres de fil. Encore ces vitesses sont- elles des limites qu'il ne faut pas dépasser.
4°. — Aujourd'hui les fils de sonde sont en acier 'cordes à piano) galvanisé. Ils ont 1 mm. de diamètre et pèsent 700 grammes environ par 100 mètres, 7 kilogr. par kilomètre. Ils supportent sans rompre une charge de 60 kilogrammes.
Posons que pour sonder à 4.000 mètres il faut un plomb de 20 kilogr.; ajoutons 28 kilogr. pour le fil; nous sommes à 48 kilogr., dont le double dépasse la charge de rupture. D'où la nécessité de perdre le plomb quand il atteint le fond, et de ne remonter que le fil. Si par malheur on sonde avec un fil trop court, on ne touche pas le fond, le plomb ne quitte pas la sonde, on est forcé de le remonter; on a toutes les chances possibles pour perdre la ligne avec le plomb.
Sondeur
i°. — Avant d'aller plus loin, décrivons un sondeur. Je me limite aux dispositifs préconisés par le Service hydrographique, bien que là, comme partout, s'étale le magnifique gâchis qui est la plaie fran-, çaise. J'ai sous les yeux un mémoire relatant des soudages effectués dans l'océan Indien par un navire de l'Etat, ta Meurtlie, par ordre, ce navire ne possédant que 'i.OOO mètres de vieux fil, réduits bientôt à 1.000 par rupture, et forcé de quémander chez les Anglais 't. 000 mètres de fd galvanisé. Ainsi le Service hydrographique prescrit à un
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navire des sondages, sans lui donner une ligne de sonde. Nous venons de voir que 4.000 mètres de lil pèsent 28 kilogr.; à quelque prix (|u'on estime l'acier des cordes à piano, calculez ce que coûte une ligne, au prix du charbon que brûle un navire en 24 heures de navigation. Evaluez, si vous le pouvez, la sottise, l'ineiîtie du .Service hydrogra|)!iique, aussi sot, aussi inepte que tous les autres. Je vous assure qu'on s'amuse bien à feuilleter ces revues techniques que personne ne coupe! On sort de cette lecture avec une idée juste de la bêtise et de la platitude humaines, (^u'on ne fiche pas à coups de bottes tous ces podagres de pontifes dans un cul de basse-fosse est pour moi une stupeur!
T. — Un sondeur se compose d'un treuil T sur lequel s'enroule le fil galvanisé. Sur l'axe du treuil est montée une seconde poulie sur laquelle passe la corde du frein; elle est tendue par le petit poids p (pendant le dé-
roulement), ou par le gros poids P pour l'arrêt. Pendant l'enroulement on enlève la corde frein de dessus la poulie. Une corde non représentée permet de soulever P ou de le laisser porter sur p.
Le fil est en acier galvanisé, d'un millimètre de diamètre, pesant environ 7 kilogr. par kilomètre. Pendant l'enroulement on a le soin de l'essuyer en le faisant passer dans la main garnie d'une grosse toile enduite d'un lait de chaux. On évite ainsi qu'il se rouille.
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Le fil passe sur une poulie A fixée au navire par un lien élastique ce sur lequel nous reviendrons. Il s'attache au tube du sondeur.
Le sondeur proprement dit est un boulet de fonte dans lequel passe un tube creux qui ramènera un échantillon du sol. Le boulet est fixé par deux courroies passant sur les cornes B, de telle sorte que, le tube s'enl'onçant dans le sol, le boulet se décroche de luimême. Pour ramener un échantillon, le tube est graissé ou encore fermé par une soupape.
3". — Accumulateur.
Nous savons à quel point diffèrent la descente et la remontée. Si la houle est forte, les oscillations du navire changent brusquement la vitesse de descente ou de remontée; elles peuvent intervertir le mouvement du sondeur. D'oii la nécessité d'un lien élastique CC appelé, je ne sais pourquoi, accuniuinteur.
On le construit parfois avec des cylindres de caoutchouc, parfois avec des ressorts d'acier. C'est, en définitive, une sorte de peson dont le mécanisme et le rôle sont évidents.
4". — Pratique du sondage.
Le treuil (qui est aujourd'hui mù par la vapeur) porte un compteur de tours qui permet d'apprécier à cha([ue instant la vitesse de déroulement ou d'enroulement. La difficulté de régler la vapeur amène de brusques départs à la remontée qui sont une cause de rupture pour le fil. Il faut éviter que le fil racle la coque, qu'il soit incliné sur la verticale, qu'il prenne du mou (il est alors difficile d'éviter les coques et la rupture) : bref, le sondage n'est pas une opération facile.
On reconnaît que le plomb touche le fond à ce que le fil mollit; c'est dire que sa tension décroît. Pendant le déroulement, celui qui ' dirige le sondage appuie sur le fil un doigt de cuivre; avec de l'habitude, il s'aperçoit immédiatement de la diminution de tension qui indique le fond. Si la vitesse de déroulement est alors très grande, il est impossible d'arrêter brusquement : d'oii danger de formations de coques. Aussi est-il prudent de modérer le déroulement avec le frein quand on estime qu'on approche du fond.
Nous avons dit quel danger présente un sondage sans fond; on entend par là que le sondeur ne touche pas, par suite que le poids ne se décroche pas : il devient nécessaire de le remonter. On a expérimenté sans grand succès des sondeurs qui se décrochent du fait qu'on les remonte.
Sondage par mesure de la pression
Quand le sondage se fait en marche, le fil ne reste pas vertical, en raison du frottement de l'eau et de l'inertie du plomb. Quand le plomb touche le fond, la longueur du lil est supérieure à la profondeur verticale. On sonde alors en mesurant la jjression maxima atteinte; la méthode n est utilisable que jusqu'à LiOU mètres.
Elle consiste à fixer le long de la li^ne de sonde un tube de verre
Q u /■; sTio y s on- / ; n s r s d e t opo r. n a ru if. 63
calibré, fermé à un bout, ouvert à l'autre, de manière (|ue le bout ouvert soit en bas. Le tul)e est protégé par un étui en laiton ouvert aux (lotix bouts. Il est enduit intérieurement de chromale d'ari^enl brun qui i)lanchit sous l'action de l'eau de mer en donnant du chlorure d'argent. Il sert de manomètre à air comprimé.
L'air se contracte suivant la loi de Mariotte; à température constante, la longueur thi tube non atteinte par l'eau est donc proportionnelle à la longueur totale du tube et en raison inverse de la pression maxima. La précision est limitée par l'incertitude sur la température du fond, par la solubilité des gaz, enlin par la nonrigueur lie la loi de Mariotte pour les pressions de l'ordre de 30 atmosphères.
Comme il s'agit de profondeurs relativement petites, on ne lâche pas le plomb à chaque opération. Les chances de rupture du fil sont minimes, même à la remontée, parce qu'on peut utiliser un poids faible, par suite des vitesses de chute petites. Le plongeur pèse 10 kilos.
On indique des corrections suivant la pression barométrique qui me paraissent bien inutiles, étant données les causes d'erreur relativement énormes de la méthode (le tube est incliné, il oscille,...).
Pour une densité moyenne de 1,0265, une atmosphère correspond à une variation de profondeur de 10"', 07.
Soient 1^ et /, les longueurs de la colonne d'air au départ et à la profondeur h. On a :
/,X 10,07 = Z,x::iO,07 + //.
La formule suppose le tube bien calibré et la température constante.
Perfectionnant la méthode ,?), on a construit sur le même principe une série d'appareils beaucoup trop ingénieux pour fonctionner convenablement hors d'un laboratoire.
Résultats généraux des soudages
J". — Le premier résultat général est que le fond des océans est convexe. Pour qu'il {ùtplan, il faudrait que, '2x représentant l'angle au centre des rayons allant aux rivages opposés, la profondeur h fût une fraction du rayon donnée par l'équation : h = R (1 — cosx).
Pour l'océan Atlantique 2=35°, 1 — cos2 = 0,181.
Pourque le fond fût plan, la profondeur devrait être de 1.150 kilomètres. Or elle n'atteint pas S. 000 mètres. Il est donc très faux de se représenter un océan comme une cuvette : c'est une couche d'eau mince sur une sphère.
Pour des mers de très petites dimensions, le fond peut être concave, de même que pour les lacs. Le fond du Pas de Calais (/< = 60 m., largeur 32 kilom.) est concave.
2°. — Certaines mers sont particulièrement peu profondes.
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Tandis que la prolbndeur moyenne de l'Allanlique est de 4.000 mètres, celle de la mer du Nord n'est que de 110 mètres; celle de la Baltique est de 100 mètres. Par contre, la profondeur moyenne de la Méditerranée atteint L'iOO mètres. La profondeur moyenne de l'océan Arctique est de 1.150 mètres.
La profondeur moyenne de l'ensemble des mers du globe est de 3.400 mètres, soit 1 : 2000 du rayon.
Dragues. Bouteilles
i°. — La sonde ramène un échantillon du fond qui est nécessairement de petit volume. Pour en avoir de plus grands on utilise des appareils divers.
La (Iroi^ue est un fileta mailles serrées dont l'orifice est maintenu ouvert par un cadre de fer muni de deux longs couteaux parallèles qui raclent le fond. La drague est attachée de manière que les lames se disposent horizontalement. Sa longueur est de l'ordre du mètre; son ouverture rectangulaire est de l'ordre de 100x10 centimètres.
La drague est reliée au bord par un câble de fil d'acier galvanisé. Un accumulateur empêche les brusques variations de tension.
Le chalut est un filet maintenu ouvert par une armature de fer et par des chapelets de balles de plomb d'un côté et de morceaux de liège de l'autre. Il a environ 5 mètres de longueur sur 3 de large. Il est formé de deux poches rentrant l'une dans l'autre et dont les mailles n'ont pas la même largeur. A son extrémité inférieure est attaché un boulet de fonte. Le chalut sert sur les bancs de sable.
La trahie à faubert s'emploie sur les fonds rocheux ou coraillers. Elle est constituée par une tige à laquelle on suspend une quinzaine de gros paquets de bouts de ficelle (fils de caret) qui servent de balais à bord des navires; ils sont appelés fciuherts. Cet appareil capture des éponges, des coraux, des matériaux divers.
2°. — Pour recueillir des échantillons d'eau, on se sert de bouteilles qu'on s'arrange pour remplir et fermer à la profondeur convenable.
Par exemple, la bouteille est composée d'un récipient ouvert aux deux bouts, qui a pour l)ouchons des cônes actionnés par des moulinets à ailettes d'axe vertical. Pendant la descente, le récipient est ouvert; les moulinets sont inactifs; mais dès que la remontée se produit, ils tournent et servent de têtes à des vis qui font avancer les cônes de fermeture.
Le lecteur imaginera sans peine de multiples dispositifs basés sur ce principe. Il est essentiel que la bouteille soit pleine de l'eau qui l'entoure au moment de la fermeture; il faut donc que pendant la descente elle soit balayée par un courant d'eau.
Courants
i". — Loin des côtes, l'étude des courants peut se faire en s'abandonnant à la dérive et en déterminant le point pour deux temps
Fig. 4-i.
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suffisammenl éloignés. Mais il est inutile de se transformer en épavo |)our incsiirer la vitesse et le sens d'un courant : il sui'fit de mesurer la dérive du navire par rapport à la roule qu'il croit faire.
Partant de A dans une direction et avec une vitesse connues, au ijout d'un certain temps on devrait atteindre le point 13; on se trouve en G. Conclusion : le courant a fourni la composante BCdu déplacement, à 5«y;/)05er (jiie la dcrive ne provienne pas du vent.
Par exemple, dans l'océan Atlanti([ue, sous la zone lorride, l'écart entre les roules réelles et les roules conclues de la vitesse et de la direction du navire, prouve l'exis- Icnce d'un courant équatorial, allant de l'est à l'ouest et faisant environ 20 kilomètres par jour. On l'allribue à l'impulsion de l'alise.
Tout le monde a entendu parler du Gulf Stream, le courant qui vient du golfe du Mexique, remonte le long de la Floride, passe à l'est de Terre- Neuve et cliaulTe les côtes d'Irlande et d'Ecosse. Il se distingue de la masse environnante par la température de son eau ila différence atteint 7°). Sa vitesse est de 4 kilomètres à l'heure dans la portion étroite et rapide (80 kilomètres de largeur).
Grâce au blocus des Dardanelles, tout le monde sait aujourd'hui qu'il y existe un courant perpétuel de l'est à l'ouest, provenant de la décharge des eaux que les fleuves amènent dans la mer Noire.
Dans le détroit de Gibraltar existent deux courants : l'un de l'Océan à la Méditerranée, le long des côtes d'Afrique, l'autre en sens inverse, 4e long de la côte d'Espagne.
■2°. — Près des côtes, on peut déterminer la vitesse des courants en mouillant dans le courant ou en s'attachant à une bouée. On détermine avec un loch la vitesse (§ 91), et avec un graphomètre la direction de la ligne du loch par rapport à l'azimut d'un signal terrestre.
Certains courants de marée ont des vitesses énormes de 6 milles, soit de plus de 11 kilomètres à l'heure [chenal des Fours, par exemple).
Les courants de marée peuvent donner lieu à des tourbillons. C'est ce qui arrive, par exemple, pour le célèbre Maelstroni, dans un des canaux qui séparent les îles Lofoden sur la côte de Norvège. De gouffre, il n'y a pas trace : c'est à peine si la sonde indique 30 mètres. Mais le courant de marée change de direction toutes les six heures; comme il ne se retourne pas en bloc, des courants partiels voisins et de sens contraires produisent des tourbillons. Conformément à cette théorie, les tourbillons sont particulièrement intenses au moment où les courants ont leur plus petite vitesse moyenne. Quand, au contraire, les courants sont bien établis, les
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tourbillons disparaissent presque complètement. Au reste, le Maelstrom l'ail plus de bruit que de mal.
Des phénomènes analogues se produisent daiis le détroit de Messine. On connaît la réputation très usurpée du rocher Scylla (sur la côte d'Italie au nord du détroit) et de Charybde, tout près de Messine, où l'eau bouillonne quand le vent s'oppose au courant.
COORDONNEES GEOGRAPHIQUES
ET L K l H
Position du problème
1". — Dans mon Cours d'Astronomie j'insiste sur le fait que la (léterniiiuilion ilrs coordonnées géoi;/riphi(jiies, latitude l, longitude L, est absolument indépendante de la forme de la Terre.
Supposons ces coordonnées connues pour tous les points. Nous pouvons les représenter d'une infinité de manières sur une surface plane; ce qui revient à construire une carte. Prenons dans le plan deux axes de coordonnées O.r, Oi/, rectangulaires pour préciser. Posons arbitrairement deux relations :
.r=/'(L), rj = ¥il).
A partir des coordonnées l, L, calculons les coordonnées y, x. Nous obtenons une carte, sans connaître quoi que ce soit de la forme de la Terre.
2°. — Mais, en pratique, il s'agit d'obtenir non seulemenl nne représentation aualytiquement correcte, mais encore u?ie figure qui ressemble au.i: pays représentés, autant du moins qu'une surface plane peut ressembler à une surface courbe qui n'est pas développable sur un plan.
Nous sommes alors forcés d'introduire des hypothèses sur la forme de la Terre et sur la relation qui existe entre les coordonnées géographiques et cette forme. Nous posons que la Terre est une sphère, plus e,vactement un ellipsoïde de révolution autour de son axe de rotation diurne: nous admettons que les i'erticales sont les normales à la surface de l'ellipsoïde.
Pour compléter l'hypothèse, il faut donner l'aplatissement de l'ellipsoïde. Soit a son ra3on équatorial, b son rayon suivant l'axe de révolution. On pose :
aplatissement =2 = — — .
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On admet qu'il vaut 1 : 300.
Grâce à ces hypothèses, nous pouvons choisir les l'onctions /'et F de manière que la représentation plane ait telle ou telle propriété, qu'elle restitue les surfaces ou les angles, etc., etc. Mais alors même que nous nous serions grossièrement trompés sur la forme de la surface terrestre, la carte n'en resterait pas moins correcte en, un sens; à la vérité, elle ne représenterait pas les territoires, mais elle représenterait correctement les coordonnées géographiques astrononnijuement déterminées.
Dans les chapitres qui suivent, nous résolvons donc le prol)lème suivant : détermination des coordonnées géographiques ; représentation plane de ces coordonnées ; choix de la représentation de manière qu'à supposer la Terre un certain ellipsoïde et les verticales normales à la surface, la carte restitue tel ou tel aspect des territoires représentés.
3°. — Ce problème résolu, un autre se présentera, à savoir : ce que valent nos hypothèses, quelle est la forme réelle de la Terre. C'est le problème géodésique proprement dit.
A la vérité, les deux problèmes, que je sépare pour en bien montrer la nature-, se trouvent intimement liés. La détermination des coordonnées géographiques n'est possible en pratique que pour un nombre très limité de points; elle ne fournit qu'un canevas. Pour remplir notre canevas nous devons utiliser la Topographie ou la Géodésie (qui diffèrent non par les méthodes, mais par l'étendue des territoires étudiés). Nous sommes bien forcés de contrôler quasiment à chaque instant ce que valent nos hypothèses sur la forme de la Terre.
Il n'en reste pas moins vrai qu'une carte peut être simplement considérée comme la représentation des coordonnées géographiques que fournissent les méthodes astronomiques, et non pas comme la représentation des territoires.
Je vais utiliser des connaissances astronomiques pour l'obtention desquelles je renvoie le lecteur à mon Cours. Faut-il prévenir pour la centième fois que la partie technique des calculs m'est indifférente, qu'on trouvera partout les transformations trigonométriques et que mon liut n'est pas de faire un manw'uvre?
En particulier, il arrive que le calcul de proche en proche est d'une extrême simplicité, tandis que l'obtention d'une formule où l'inconnue apparaît immédiatement en fonction des données, est d'une infinie complication. Que les astronomes s'amusent de ces casse-tête, c'est leur affaire; ce n'est pas la mienne.
Astronomie appliquée
i". — L'Astronomie appliquée (astronomie de campagne, astronomie nautique) est l'ensemble des procédés qui permettent de déterminer les coordonnées du lieu où l'on se trouve, ou, comme on dit, de /aire le point sur la carte. Elle suppose l'emploi de tables numé-
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riqucs qui sont la Connaissance des Temps, gros volume de 800 pages, cdito aux frais tle l'Etat et calculé par le Bureau des Longitudes, et VExirail de la Connaissance des Temps, plaquette de 90 pages |)lus i|ue suflisante pour la navigation. L'Annuaire du Bureau des Longiliales satisfait une autre clienlèlo et d'autres besoins.
Les instl'unients usuels en Astronomie ap[)liquée sont le Sextanl, le Théodolite et le Chronomètre.
Le sextant donne la distance île d(Mix astres, ou la distance de l'horizon à un astre [hauteur de l'astre); le théodolite donne la hauteur il'un astre et la distance angulaire des plans verticaux dans lesquels se trouvent deux astres (azimu.ts, différence de deux azimuts).
Pour résoudre les problèmes que pose la pratique, nous devons partir de ces données de l'observation; nous aurons donc des méthodes différentes suivant que nous nous servirons du sextant oudu théodolite. Pour faire bref et rassembler les problèmes de même nature, j'étudie les questions analogues en même temps; le lecteur verra sans peine de quel instrument je suppose l'emploi. Je renvoie pour l'étude des instruments à mon ouvrage sur la Construction... des instruments de mesure et d'observation.
2". — Une des particularités de l'Astronomie appliquée est l'emploi de valeurs estimées, approximatives, par lesquelles on remplace certaines inconnues. On sait toujours à peu près où l'on se trouve et l'heure qu'il est : la méthode générale consiste à calculei'- des valeurs exactes (au degré d'approximation nécessaire dans la prati<jue) au moyen de ces valeurs parfois grossièrement approchées.
Pour fixer les idées à ce sujet, oij se rappellera qu'une erreur d'une minute de latitude correspond à une erreur de 1.862 mètres ^un mille marin) à la surface de la Terre. A la latitude l, une erreur d'une minute en longitude correspond à une erreur de 1862. cos l mètres.
Une erreur d'une seconde de temps correspond à une erreur de 15" d'arc.
Une erreur d'une minute d'arc correspond à une erreur de 4' de temps.
52. Représentation sur la sphère céleste des points de la surface terrestre.
i'. — Les coordonnées géographiques et les coordonnées équatoriales célestes se correspondent exactement. Nous pouvons donc figurer sur la sphère céleste les points de la surface terrestre en leur donnant comme image leur zénith, point où leur verticale coupe la sphère céleste. Les coordonnées géographiques du point terrestre (latitude l et longitude L) deviennent les coordonnées sphériques de son zénith par rapport au pôle P de la sphère céleste. Peu importent l'aplatissement de la Terre et les irrégularités de la verticale, puisqu'il ne s'agit pour l'instant que d'angles et de distances angulaires.
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Par commodité, nous représenterons les zéniths des points de la surface terrestre comme fixes ; nous imposerons aux projections des astres leurs mouvements apparents. Ils font autour de l'axe du monde un lour en 24 heures sidérales ou moyennes, suivant qu'il s'agit dune étoile ou du Soleil moyen.
La déclinaison D d'un astre est, pour la sphère céleste, exactement ce qu'est la latitude géographique / pour la sphère terrestre. Dans notre système de représentation, un astre de déclinaison D se promène sur un petit cercle de la sphère dont le centre est au pôle P et dont le rayon, évalué en arc de grand cercle, est 90° — D. L'astre passe successivement au zénith de tous les points de latitude / = D.
2°. — D'après la définition de la longitude L d'un lieu, on passe aisément du temps moyen de Paris t^,, au temps moyen local t,.
Comptons la longitude de 0 à 360° vers l'ouest; rappelons que le Soleil moyen fait un tour en un jour de temps moyen, c'est-à-dire 15° à l'heure.
On a évidemment : fi^f,, — L : 15;
les temps sont évalués en heures, la longitude en degrés. Il est clair qu'au même instant l'heure à Brest est exprimée par un nombre plus petit qu'à Paris, à la période près de 2'i heures, bien entendu. Si les longitudes sont données en heures, on a simplement :
53. Position de la sphère céleste mobile à une heure de temps moyen.
1". — Nous utilisons donc une sphère céleste sur laquelle les zéniths des lieux de la Terre sont fixes; les astres sont mobiles. D'où le ])roblème fondamental : Trouvera chaque instant /a /losilion (le la sphère céleste mobile par rapport à la sphère fixe.
Rappelons quelques notions fondamentales.
Sur la sphère mobile, les astres sont définis par leurs ascensions droites Ai et leurs déclinaisons D.
On appelle cercle horaire d'un astre le grand cercle passant par cet astre et par l'axe du monde. Vascension droite IR est l'angle que fait le cercle horaire de l'astre avec le cercle horaire du point i'ernal (point v). Il est compté positivement vers l'est (sens direct pour un observateur placé sur l'équateur la tète vers le pôle nord). Dans son cercle horaire, l'astre est défini par sa distance angulaire à l'équateur : c'est la déclinaison D. Les coordonnées /R et D sont supposées connues à chaque instant; autrement dit, nous connaissons la position de l'astre sur la sphère céleste mobile.
2°. — Pour avoir la position de cette sphère pour un certain temps, il suffit donc de définir la position d'un des cercles horaires par rapport au méridien de Paris. C'est ce qu'on fait au moyen de son ansile horaire .11, compté positivement vers l'ouest (sens du mouvement diurne apparent, sens rétrograde).
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Comme cercle horaire on clioisit naturellement celui <|ui passe par le point -;. La Connaissance des Temps donne sous le nom de Temps sidéral ii midi moi/en l'angle horaire du point vernal.
Par exemple, le 15 juillet l'.tl:") à midi moyen de Paris, on a :
Temps sidéral ^7'' 20'" 0'',21.
Cela signilie que le point vernal est à l'ouest de Paris.
A midi moyen son plan horaire l'ait avec le méridien de Paris l'angle :
7"=:105", 29'"^7"15', 0%21=:3",15, soit en tout : 112» 15' 3",i5,
comme permet immédiatement de le calculer la lahle de conversion qu'on trouve dans la Connaissance des Temps.
Nous connaissons donc l'angle lioraire du point vernal, à partir du méridien de Paris, pour les midis moyens de ce méridien ; nous le calculons aisément pour une heure quelconque de temps moyen de Paris, grâce à la table intitulée Conversion du temps moyen en temps sidéral.
Nous savons, en effet, qu'en 24 heures de temps moyen l'angle horaire du point vernal croît de 24 heures + 3'" 5G%555; d'autre part, de la définilion même du temps moyen résulte que les variations sont proportionnelles.
La table de conversion donne la correction à ajouter au temps moyen pour obtenir le temps sidéral, c'est-à-dire la variation de l'angle horaire du point vernal exprimée en temps.
Par exemple, le 15 juillet 1915, à 5'' 10'" 20' de temps moyen de Paris, l'angle horaire du point vernal est celui du midi moyen plus :
En définitive, à toute heure de temps moyen pour le méridien de Paris, nous définissons la position du ciel par l'angle horaire /Hg que le cercle horaire du point vernal fait avec le méridien de Paris. Il est clair qu'à la même heure, pour un lieu de longitude ouest L,
l'angle horaire est /H„ — L.
Projection terrestre d'une étoile
i". — Soit une étoile d'ascension droite /R. Quand, par rapport à un méridien, l'angle horaire du point vernal est , R\^, l'angle horaire de l'étoile est évidemment :
Ainsi de la connaissance du temps sidéral et de l'ascension droite de l'étoile nous déduisons son angle horaire par rapport au même méridien.
Par exemple , l'étoile a Andromède a pour ascension droite 0'' 3"" 59\46 au P'' janvier 1915, avec une variation annuelle de 4-3\090. D'où pour le 15 juillet 1915, qui est le 195° jour de l'année, une ascension droite de 0" 4'" 1%11.
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A midi moyen de Paris, le 15 juillet, l'angle horaire de -j. Andromède est donc :
7" 29'" 0%21 — 0" 4" 1%11 = 7" 24" 5'J%10. N'oublions pas que les heures en lesquelles nous exprimons les angles horaires sont en réalité des angles à raison de 300° pour
24 heures. Il ne faut pas Eju^uur ji,.g fjyg l'étoile passe au
MériSen de\p^ris méridien de Paris 7" 24" 59% 10 avant le Soleil moyen, sans préciser avec quel temps on calcule.
Comme il s'agit d'une étoile, il est vrai de dire qu'elle passe au méridien de Paris avant le Soleil moyen 7" 24'" 59', 10 de temps sidéral.
2°. — Déterminons maintenant le lieu au zénith duquel y. Andromède se trouve à une heure donnée de temps moyen (de Paris).
A midi moyen t. Andromède, dont la déclinaison est + 28° 37' 26" au 15 juillet, se trouve au zénith du lieu de coordonnées géographiques :
latitude boréale =:;=28° 37' 26", longitude ouest =7'' 24'" .59% 10.
A partir du midi moyen de Paris, t. Andromède continue sa marche diurne vers l'ouest, restant au zénith des points dont la latitude égale sa déclinaison, et, dans son déplacement de 15° par liciire sidérale, passant successivement au zénith des points de longitude ouest croissante.
Tout cela, très simple, repose sur la connaissance de la donnée fondamentale : Temps sidéral à midi moi/en. C'est elle qui fixe, par rapport à la Terre supposée immobile, la position du ciel à chaque instant. C'est elle qui fixe par conséquent la partie visible du ciel pour chaque point de la Terre, et, inversement, qui permet de déterminer la position de ce point comme conséquence de ce qui dans le ciel est actuellement visible.
Triangle de position
Outre les coordonnées é([uatoriales géographiques ou célestes, nous utilisons les coordonnées horizontales, qui sont essentiellement locales.
Occupons-nous du passage d'un des systèmes à l'autre, passage qui constitue une partie importante de l'Astronomie appliquée. Voici le tableau des symboles employés.
D/-:rKIIMli\.iJlO.\ DE I.A I.ATIrVDK
Ct)01UM)NM;ES GÉOGH\PHIQUES.
Latitude l, colalitude >,= 90 — /.
Longiliulo L.
COORDONNKKS CKLKSTES.
Déclinaison D, distance polaire î = 90 — D. Angle horaire /H rapporté au méridien du lieu d'observation et compté positivement vers l'ouest.
GOOIIDONNÉICS HORIZONTALES.
Hauteur II, distance zénithale ^ = 90 — H. Azimut A rapporté au méridien du lieu d'observation. On appelle triaiiiilc de position le triangle dont les sommets sont le zénith Z, le pôle P et l'astre A.
On a les formules fondamentales :
cosc=sinIl = sinZ. sinD + cosZ. cosD. coSj?H, sin c. cosA = cosH. cos A^ — cos/sinD + sini!cosD. cosx^, sin 3. sin A = cos H. sin A = cosD. sin/H,
cosî^sinD = sin^. sin II — cosZ. cos II. cos A, cosD. cos /H = cos ^. sin H + sinZ. cos H. cos A, cosD sinffl = cosH. sin A.
Avec ces formules on passe des coordonnées équatoriales aux
coordonnées locales, ou inversement. Dans bien des cas on leur substitue des tables ou des graphiques résolvant les problèmes à vue.
Je vais donner deux des solutions, pour fixer les idées du lecteur. Indépendamment ^ de leur utilité pratique, elles sont ingénieuses et amusan- 5" tes. Elles utilisent deux angles auxiliaires qui servent de paramètres pour les courbes
Zénilh
dans les solutions graphiques, et ôi entrées pour les tables dans les solutions numériques.
Première solution
i°. — Prenons pour auxiliaires les angles :
ËÂ=a, AEE'=?.
Les triangles, rectangles fournissent les relations :
cos :t = cosD. sin/H, (1) cosa = cos H. sin A, tgD=:cos-=H. tg,3. tgII = cosA. tg(3 + X)
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Soient donnés la déclinaison D et l'angle horaire /H; on demande les coordonnées locales II et A.
Construisons les courbes :
cos y.sin.r^cos^:, tg (/ = cos.r.tg 3; nous prenons a et p comme paramètres des faisceaux.
Pôle
JZiniik
Fig. 47.
2°. — Courbes en a.
Pour :z=90°, cosa=0, la courbe se réduit à un rectangle. Les hypothèses x=0 ou 180°, y quelconque, donnent deux droites verticales; les hypothèses ?/ = di90°, x quelconque, donnent deux droites horizontales.
Pour z très petit, cos a voisin de 1, il faut que ;/ soit petit et .*■ voisin de 90". Posons ,r-|-?=- : 2. L'équation devient :
cosy. cos;=(l— |-^ (l — t)==^-
La courbe est le cercle : v/^ + ;^ = :z-.
Pour a quelconque, les courbes sont comprises entre un cercle et le rectangle circonscrit.
2°. — ^ Courbes en [i.
Les courbes en (i sont horizontales pour .r = 0°, ,r==180", le cosinus passant. alors par un maximum et un minimum
On a alors : ?/ = ±^.
Généralement on a :
■-!- — ^tffii.sinx.r/.» .
cos-?/ °
Pour ,r=90°, ?/ = 0, il vient : (^/// = tg ,'i. r/.r.
L'angle que fait la courbe avec l'axe des x est égal à fi.
i°. — Ceci posé, soit à résoudre le système d'équations du paragraphe précédent.
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l'osons (l'aljord : .'/^-'^ a'=/il.
Ces fiiianlilés dctiiiissenl un point du plan par où [Kissriit une courbe y. cl une courbe ^ parlaitement déterminées.
Posons maintenant : _y=zll, .r = A.
En vertu des équations (2), le point liguralif de ces coordonnées inconnues est sur la courbe y. i)récédemment déterminée. Il est aussi sur la courbe ,3 +'/, que nous trouvons immédiatement, puisque par hypothèse la colalitude "/. du lieu d'observation est connue.
En définitive, le point chei-ché se trouve à l'intersection des courbes a et iS + A.
D'où la solution graphique du problème posé.
P. Constan a publié chez Gauthier- \'illars des graphiques représentant les courbes ci-dessus étudiées. Il est clair que deux tables à double entrée donnant a et ,a en fonction de x et de y rendent exactement les mêmes services. Celles de Souillagouét donnent les deux côtés de l'angle droit y et E d'un triangle rectangle dont on donne l'hypoténuse z et un des angles ^; les paramètres 2 et P varient de 30 en 30 minutes.
57. Seconde solution, i". — Reprenons le triangle de position. Par l'astre A, menons au méridien du lieu un grand cercle normal AN. Nous définissons ainsi deux angles auxiliaires :
Fig. 49.
Les triangles rectangles donnent les équations :
sin ç=:;cosD.sin.H, 1) sinŒ = cos H. sin A, (2)
tg (i!/ + A).tg D ^cos M. tg ti.tg II^cos A.
Elles diffèrent à peine de celles que nous avons précédemment
utilisées. Elles ont servi à la construction des curieuses tables de Lord Kelvin (éditées en russe par Kortazzi, en français par Collet).
Le problème à résoudre (nous verrons plus loin dans quel but, § 84) est le suivant.
On donne la déclinaison D de l'astre, on mesure sa hauteur au-dessus de l'horizon H; on demande de calculer son azimut A et son angle horaire /H. On ne peut donc immédiatement calculer ni ç ni 6. Mais on sait que les angles cherchés substitués dans les formules ;1) et (2) doivent donner le même ;, et des i qui diffèrent d'une quantité connue (au moins approximativement), cjuantité qui est la colatitude "/.
du lieu d'observation.
2°. — La figure 50 représente la disposition des tables. Chaque table contient une colonne pour les angles 'y ayant 90 lignes; elles correspondent aux 90 degrés. Les colonnes suivantes, qui sont doubles, répondent chacune à une certaine valeur de o; chaque page comprend 10 doubles colonnes; il faut donc 9 pages pour parfaire la table. p; 50.
Les angles D, ill, d'une part, II, A, de l'autre, sont inscrits dans les doubles colonnes. (t] Si l'on donnait M et A, il serait aisé d'obtenir D et R\. Nous chercherions par tâtonnement la ligne de la double colonne sur laquelle sont inscrits précisément les angles donnés II et A (ou des angles voisins:; nous trouverions en regard les valeurs correspondantes des angles auxiliaires ç et 'i. Restant dans la même double colonne 9, nous chercherions les angles D et /'Il qui correspon-
JS
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dciil à '} +"/,. Au cas où les lal)lc's ne fourniraient pas cxaclement les angles donnes, nous ferions une inler|)olalion linéaire.
L'opération serait la même si l'on donnait D et /II, à la seule dilTérence qu'au lieu d'ajouter la colatitude >. à l'angle i trouvé, nous la retrancherions.
h) L'opération est un peu plus compliquée quand on donne D et II, c'est-à-dire les angles qui doivent se trouver dans la même colonne. Nous clierchons alors par tâtonnement deux lignes de la première douhhî colonne 9 distantes de "/. degrés, et sur lesquelles soient précisément inscrits les angles donnés 1) et II; les angles cherchés 1\\ et A sont ceux que contient sur les mêmes lignes la seconde colonne de la même double colonne 9.
Pour faciliter le tâtonnement, on se sert d'un compas à pointes sèches. On place l'une des pointes sur le zéro de la colonne <b, et l'autre sur le nombre donnant la colatitude X en degrés. La distance des lignes qui doivent contenir les angles donnés D et II est précisément égale à cette ouverture de compas.
DÉPRESSION
Tout d'abord nous observons avec l'œil placé au-dessus du plafi horizontal; il y a dépression
de l'horizon, par suite erreur par l'excès dans la hauteur mesurée.
On a : (A + R)cosf = R,
zénith
D'où : i = \2h: R.
A la vérité, pour une même hauteur h, la dépression varie avec le lieu en raison de l'aplatissement de la Terre; mais la correction effectuée avec le rayon terrestre moyen suffit amplement.
Voici la table donnant les valeurs de la dépression.
Les hauteurs h sont en mètres.
'2". — Diamètre appaiient.
Quand on observe la Lune ou le Soleil, on vise un des bords du disque. Comme les coordonnées des tables se rapportent toujours au centre de lastre, il faut corriger la hauteur ol)servée en ajoutant ou retranchant le denii-ditimètre apparent actuel, suivant qu'on observe le bord inférieur ou le bord supérieur du disque.
.3°. — Rkfraction, parallaxe.
Lo réfraction augmente la hauteur des astres : d'où une correction négative.
La parallaxe diminue la liauleur des astres : d'où une correction positive.
Minutes dâ/jffJe
AraJhxe
ffautetirs en deffrés
Pour les étoiles la parallaxe est nulle : la correction est négative.
Pour le Soleil la parallaxe esL plus petite que la réfraction ; la correction globale est négative.
Pour la Lune la parallaxe reniporlc sur la réfraction; la correction globale est positive.
Les tables donnent les parallaxes de la Lune corrigées de la réfraction MOVKNXE : on trouve inutile de tenir compte des variations de pression et de température, paramétres difficiles à déterminer à bord d'un navire. La correction est intitulée : parallaxe en hauteur de la Lune moins la réfraction moyenne.
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'/ '. — N'oici la disposition des calculs. II s'agit du Soleil. Hauteur observée (bord inloriour). .W" 51' 30"
Dépression pour (î m. — 0° 4' 30"
Hauteur apparente.
Deini-iliainotre apparent.
Hauteur apparente du centre.
l!élVa(lion — parallaxe.
Hauteur vraie du centre. .fT" 1' 39".
Même disposition pour la Lune, à la difl'érence près ([uc la correction (parallaxe — réfraction) est positive.
ExpIi(|uons l'allure bizarre de la correction pour la Lune. Supposons sa distance telle que la parallaxe horizontale soit 54'. Pour la hauteur H elle est donc 54'cos H : c'est ce que représente la courbe parallaxe de la figure 51 bis. La réfraction rnoijeiine est représentée par une courbe hyperbolique.
En retranchant les ordonnées des deux courbes, on obtient la correction.
Elle croît à partir de H = 0, passe par un maximum pour H = 15", et s'annule pour H =90".
Hauteur
Parallaxe
Réfraction
Différence
Détermination de la latitude.
Observations méridiennes
i". — La latitude est le paramètre qu'on détermine avec le plus de facilité et de précision. Sa yalenr estimée entre danstous lesautres calculs.
Par définition, c'est la hauteur du pôle au-dessus de l'horizon.
Rien n'indique exactement le pôle sur la sphère céleste. On substitue donc au pôle un astre dont on connaît la distance au pôle, ou son complément, la déclinaison D.
Quand l'astre passe dans le méridien (plan de la figure 52-, c'està-dire quand sa distance zciuthalc devient minima, on a évidemment :
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En mer rien ne fixe Tazimut du méridien. Ponr observer l'astre dans le méridien, nous devons donc calculer, à noire chronomètre, l'heure du passage, ce qui implique la connaissance appro.riiuntive de la longitude.
D'autre part, si nous utilisons le Soleil (ce qui est le cas général), la déclinaison est variable d'un jour à l'autre; d'où la nécessité de connaître l'heure de l'observation. Résolvons ces petites difficultés.
mjMjjmmimmTmïïTwnjmnTmmTTTïïïïim'/,
Fig. 52.
2». — Par hj'pothèse, l'heure de temps moyen du méridien origine est conservée par un chronomètre dont nous connaissons la marche (§ 75). Nous connaissons au moins approximativement la longitude du lieu où nous sommes. À partir de ces données, calculons l'indication du chronomètre pour le midi moyen de ce lieu, puis pour le midi vrai, l'observation se rapportant évidemment au Soleil r/rtj.
Par exemple, le 15 juillet 1915, nous sommes dans un lieu dont la longitude est 7'' Est. Gela veut dire que le Soleil moyen passe au méridien de ce lieu (Tonkin) 7 heures de temps moyen avant de passer au méridien de Paris. A midi moyen de ce lieu, il est 5 heures du matin du jour de même date à Paris.
Or le 15 juillet, à midi moyen de Paris, le temps vrai est 23'' 54" 20',03; le 14 juillet il est 23'' 54"° 26%96. Nous pouvons aisément calculer ce qu'il est à 5 heures du matin le 15 juillet, par une interpolation linéaire que rend facile la disposition des tables. Nous connaissons donc l'angle horaire qui sépare les deux Soleils à midi moyen du lieu d'observation; de plus, nous savons que le Soleil vrai est en retard sur le Soleil moyen.
Connaissant le temps moyen du lieu où nous observons, nous calculons donc sans difficulté le temps vrai. Dans l'exemple choisi le midi vrai se produit 5™ SS' après que le chronomètre réglé sur le temps moyen local a marqué midi, plus exactement a jnarqué l'heure, la minute et la seconde qui correspondent à mitli moyen du méridien local.
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3". — La déclinaison du Soleil varie de près de 24' par jour au voisinage des c<(uinoxes; elle est invariable au voisinage des solstices. Il est donc impossible, pour une mesure à 30" près, de négliger cette variation si l'on n'est pas au voisinage immédiat des solstices. Doit la nécessité de connaître l'heure, par conséquent la longitude, au moins approximativement. La Connaissance des Temps facilite le calcul de la variation de déclinaison, en donnant la variation horaire en secondes d'arc.
Si l'on possède un chronomètre réglé et si l'on connaît la longitude, on peut calculer exactement l'heure du midi vrai local, par suite on peut se borner à une seule mesure de hauteur. La nécessité d'en faire plusieurs, par suite de tracer une courbe, vient de ce qu'on ignore généralement la longitude exacte, par suite l'heure du midi vrai local au chronomètre qui sert de garde-temps.
A la vérité, comme la hauteur à mesurer est maxima, toute connaissance du temps est inutile (sauf pour le calcul précis de la déclinaison). Mais les calculs précédents n'en restent pas moins nécessaires, pour ne pas s'immobiliser trop longtemps dans la mesure des hauteurs, et pour le calcul de la valeur précise delà déclinaison à introduire dans la formule.
Pour fixer les idées, rappelons que le voyage de Christophe Colomb s'est effectué à peu près exactement sur le même parallèle. Le pilote avait une table des déclinaisons du Soleil calculée jour par jour. Il est évident que tous les calculs d'heure étaient impossibles, faute de chronomètre ou d'horloge. Le pilote devait donc tous les jours déterminer la hauteur maxima du Soleil (avec un astrolabe , en recommençant sa mesure autant de fois qu'il était nécessaire, au voisinage du midi vrai, estimé d'après la hauteur solaire maxima des jours précédents.
Observations circumméridiennes
i°. — En fait, il est rare d'oliserver l'astre juste à son passage au méridien. On commence 7 ou 8°" avant le passage et on finit 7 ou 8°" après. Voyons comment on utilise ces observations circumméridiennes.
Reprenons la formule fondamentale; M est l'angle horaire de l'astre par rapport au méridien du lieu d'observation : cosr^sinZ.sinD + cos ^.cos D. cos iH.
z est minimum pour le passage au méridien. D'où résulte que, pour une première approximation, au voisinage du méridien, c'està-dire pour Hï petit, on a :
Posons donc : ^=4+ ? = - + D + î-
Substituons dans la formule; développons en série en ne conservant que les termes en s. On a :
sinZ = sin(:;-f D) + £Cos(:; + D).
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cosh Subslituons dans 1)
= cos (-. + D) — £ sin ^:; + D), cosM=l— iH= :2.
il reste :
cos ':■ -\~ D) cos D .^-
Les angles sont exprimés en radians. La forniiile n'étant |)as homogène, il n'est pas immédiatement permis de changer d'unité. Si Ion veut exprimer les angles en secondes d'arc, il i'aut écrire :
cos (z + d; cos D msin c 2 sin 1"'
.2°. — Pour appliquer cette formule, il est inutile d'avoir l'heure locale exacte.
Supposons l'observateur (navire immobile, ce qui est sans inconvénient, vu le peu de durée des observations. Soit t l'indication du chronomètre; soit /^ son indication (^inconnue) à midi vrai.
La formule s'écrit :
puisque les angles horaires IH sont comptés à partir du méridien local et sont proportionnels au temps t- — /„.
Nous ignorons les valeurs de A-, de /„, enfin de ^ qui est précisément la quantité à déterminer. Mais la formule représente une parabole ([ui sera définie par trois points.
Trois observations aux temps /, /', t", donnent trois points M, M',
M". Faisons passer un cercle par ces points. La valeur exacte de la latitude correspond au point N le plus élevé de ce cercle (qui se confond pratiquement avec le cercle osculateur au sommet de la parabole).
Nous pourrions obtenir le résultat par le calcul.
Mais pour des observations assez voisines du passage de l'astre par le méridien, les hauteurs mesurées diffèrent si peu l'une de l'autre qu'une construction graphique est largement suffisante.
L'heure n'intervient pas dans cette mesure. Mais nous savons qu'elle est nécessaire pour calculer la valeur exacte de la déclinaison (quand elle est variable, ce qui est le cas du Soleil).
Pour effectuer la mesure, il faut être deux. Avec le sextant l'un mesure la hauteur. Quand le bord inférieur du Soleil tangente l'horizon, il prononce un 'J'op : l'autre observateur détermine aussitôt l'heure d'un chronomètre portatif comparé au chronomètre du bord.
Fig .-,3.
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Tables. Marche du calcul
1". — On posst'de (les tables à doiiljle entrée donnant en secondes d'arc le changement de haiitenr pendant la minute qui précède ou ([ui suit le passage au méridien, pour toutes les déclinaisons comprises entre 0" et 2'i", pour les latitudes allant de 0 à 80. Les tables sont doubles, puisque la latitude et la déclinaison peuvent être do même dénomination ou de môme signe (toutes deux nord, par exemple), ou de dénominations contraires (l'une nord, l'autre sud).
Le coefficient est (à un facteur numérique près) :
cosZ.cosD : sin(^ — D).
Pour les mêmes valeurs absolues de l et de D, le numérateur reste inchangé quand on change le signe de l'une de ces quantités; le dénominateur est plus petit quand les deux quantités sont de même dénomination, que lorsqu'elles sont de dénominations contraires. Toutes choses égales d'ailleurs, la correction est donc plus grande quand la déclinaison et la latitude sont de même dénomination que lorscju'cUes sont de dénominations contraires.
La correction est illusoire pour ^=:D.
Par exemple, on trouve :
/ = 30" 0 = 10° changement de hauteur 4",9
Pour 2, .'], 'i,... minutes, le changement de hauteur est 4, 9, 16, ... fois plus grand.
?". — Exemple de calcul.
Si l'on prend des hauteurs pas plus de 7 ou 8 minutes avant le midi vrai et de 7 ou S minutes après, on peut admettre comme rigoureuse la formule :
l — l^=h{t — Q\ ^l—nk=k^[t — t,Y.
Voici dès lors comment on procède.
On additionne toutes les hauteurs observées, on divise par le nombre ii des observations; on a la hauteur moyenne. Connaissant la déclinaison moyenne de l'astre, on a la latitude moyenne HZ ; n.
Il s'agit de la corriger.
Par hypothèse, on connaît l'heure du midi vrai; on calcule donc (en minutes) les t — /„; on fait la somme de leurs carrés, qu'on divise parle nombre des observations "^{t — to)' : n.
La latitude et la déclinaison moyennes fournissent le coefficient h qu'on lit dans les tables. On a donc la correction /.-^ (f — /„)- : h, qu'il suffit de retrancher de la latitude moyenne.
62. Latitude par l'observation de la Polaire {y. Petite Ourse).
Si le pôle était exactement représenté par la polaire, on aurait la latitude d'un lieu en mesurant la distance zénithale de cette étoile :
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Mais la Polaire ne coïncide pas avec le pôle; d'où la nécessité de petites corrections pour tirer la latitude / de la mesure de sa distance zénithale z (fig. b\).
Partons de la formule fondamentale :
cosr. = sin /.sinD + cosZ.cosD.coSiîl, qui devient : cosc^cos X.sin D + sin/..cos D.coSjÎI. (1)
Comme première approximation, on a évidemment :
X=:; + scos/H.
Posons : \^=z-{-o cos M + 1.
£ est de l'ordre de 2-. Résolvons (1; par développement en série. Au troisième ordre près, on a:
C" COS" ÏI
cos/. = cos:; — (s + ScosiH; sin z — r^— — cosc,
c" coS" I¥{ sin/. ^ sin ; -|- (3 -f î cos.îl cos ; — ,, sin;.
Transportons dans (1). Nous obtenons aisément :
£ := — cotg z. sin- .îl. y.
D'où la formule classique :
'/. = z -\-ccos M — ^sin-.îl. cotgr.. (1)
Quand la Polaire passe au méridien, on a simplement :/, = :;±S. Pour.î^I = 90'>ou270°:
■a = ; — jcotgr..
La formule (1) n'est applicable que si z n'est pas trop petit; sinon cotgw prend' des valeurs qui rendent vaines les appro.ximations.
2°. — L'application de la méthode est analogue à celle du § 59.
Dans la Connaissance des Te/iips nous prenons pour midi moj'en de Paris, 15 juillet par exemple, le temps sidéral, c'est-à-dire l'angle horaire que le point vernal fait avec le Soleil moyen.
Nous trouvons :
temps sidéral = . II. = 7" 29°' 0%2i.
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Nous clierclions l'ascension droite de la Polaire (x Pclilc Ourse) : 1" 29'" ir)'.74.
Nous avons la distance hor;>ire de la Polaire au Soleil moyen par la formule :
.^1„ = .^ + -R^temps sidéral, /n = 5" 59'" 'i4*,47.
Partant de là et grâce à la table de conversion du temps moyen en temps sidéral, nous calculons l'angle horaire de la Polaire avec le méridien de Paris, pour une heure quelconque de temps moyen à ce méridien.
Nous connaissons, d'autre part, au moins approximativement, la longitude ouest du lieu où nous sommes. En retranchant de l'angle horaire ci-dessus calculé pour l'heure de notre observation, nous déterminons l'angle R\ que fait à cet instant le cercle horaire de la polaire avec le méridien du lieu où nous sommes, et le complément 0 de la déclinaison de cette étoile. Mesurant z, la formule ci-dessus démontrée donne >, et son complément l qui estla latitude cherchée.
>'?". — Si le pôle était fixe, l'ascension droite et la déclinaison de la Polaire seraient invariables. La précession, la nutation et l'aberration produisent des variations qui sont relativement considérables en raison de la proximité de l'étoile au pôle; mais elles n'interviennent que dans des termes correctifs.
Pour lixer les idées, voici la marche des coordonnées delà Polaire en 191."i.
Nous exprimerons l'ascension droite par le nombre 1'' 28"'+ un certain nombre n de secondes.
n^=lô au !"■ janvier; puis n décroit et passe par le minimum /i= 1 le 1" avril.
Il croît ensuite et devient maximum avec 7i = 148 le 27 octobre. L'année se termine avec « = 111. La variation maxima est donc de 147 secondes de temps, 2"" 27% ce qui fait 36' 45" d'arc.
La distance au pôle était de 1° 8' 28" au 1" janvier.
'/". — La détermination de la latitude par l'observation de la Polaire ne convient qu'aux lieux dont la latitude est boréale et supérieure à 10"; pour une latitude inférieure, la réfraction intervient trop. Sous cette restriction, la méthode est d'une extrême simplicité.
On l'utilise ordinairement pour les observations d'explorateur à terre avec un théodolite.
On peut la rendre encore plus simple grâce aux remarques du S 73 qui permettent la détermination directe de l'instant où la Polaire passe dans le méridien.
Remarquons en effet que les termes principaux sont :
\ = z + 68'cos M=z + 68'— 6S'(1 — cosM). Pour M='o% 68'(1 — COS. «:, = 0,0038 X 68 = 0',25= 15". Ce qui fait 1.852 : 4 = 463 mètres d'erreur à la surface de la Terre.
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Le méridieu serait-il donc grossièrement déterminé, la précision reste de l'ordre de celle de la lecture au cercle du théodolite.
L'erreur de 5" sur le méridien correspond à une erreur de 20 minutes sur l'heure du passage.
Méthode de Talcott-Horrebow
On choisit deux étoiles E, E', dont les ascensions droites dilFèrcnt peu (elles passent presque en même temps au méridien) et qui culminent à peu près à la même distance zénithale, l'une au sud, l'autre au nord du zénith.
Par suite, leurs déclinaisons [qu'on suppose connues) ont une moyenne peu diflerente de la latitude à déterminer.
On mesure la différence z — z' des distances zénithales lors des culminations.
On a : z = l—D, r.' = D'— /; 2/ = (D4-D')-f-(c-c').
Connaissant D et D', mesurant z — z', on a la latitude l. Pour réaliser la méthode, on utilise la lunette L invariablement
'Zénith
'.aaateur
liée au niveau sensible NN'. Quand on la retourne sur ses tourillons (en la posant les deux fois sur des coussinets immobiles) et qu'on
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iMiiiLne le niveau entre les mêmes repères, la lunette lait le même iiigle avec la verticale; c'est absolument comme si, sans quitter ses (oussiniïl?;, elle avait tourné de 180' autour d'un axe vertical.
Imaginons-la pourvue d'un micromètre à lil horizontal mû par une vis. Arrangeons-nous de manière que l'étoile E tangente le fil lors de sa culminalion; retournons la lunette sur ses tourillons.
Pour que l'étoile E tangente aussi le (11 lors de sa culminalion, il laul le déplacer d'un certain nombre do tours de vis, nombre qui mesure 3 — z'.
Le cercle de visée vertical (pie porte la lunette méridienne ou le théodolite, peut ne pas exister ici ou être d'une précision médiocre; il ne sert qu'à préparer le calage du niveau. Seul le micromètre doit être précis et bien étalonné en angle.
Les avantages principaux de la méthode sont la petitesse de l'angle à mesurer par le micromètre et l'élimination des erreurs dues à la réfraction. En ellet, si les ascensions droites des étoiles sont peu difl'érentes, les conditions atmosphériques n'ont pas le temps de se modifier d'une observation à l'autre; par hypothèse, les distances zénithales étant très voisines, les réfractions n'interviennent que par leur différence urgUgeable.
Autres méthodes pour mesurer la latitude
7". — On a proposé de mesurer les hauteurs H et H' de deux étoiles de déclinaisons D et D', quand elles passent dans le même vertical; l'azimut A est le même dans les deux observations.
Partons de la formule (S 55) :
cos/.cos A= sin /.sinH — sin D) : ces H.
.Appliquons aux deux étoiles; il vient :
sin /.sin II — H''=sin D.cos H' — sinD'.cosH.
D'où /.
On détermine les hauteurs quand les étoiles passent derrière un mur ou sur un fil à plomb.
?°. — On a proposé de mesurer les hauteurs H et H' de deux étoiles de déclinaisons D et D', quand elles arrivent dans le même cercle horaire. C'est dire que l'intervalle des observations en temps sidéral doit être égal à la différence des ascensions droites.
Partons de la formule (§ 55) :
cos/. cosM = (sinH — sin/. sin Di : cos D.
Appliquons aux deux étoiles; il vient :
sin /.sin 'D — D')=sin H.cosD' — sin H'. cos D. D'où /.
Latitude par le passage dans le premier vertical
Faisons A=90", dans la seconde des six formules du^ 55; il vient .' tg/.cos.^^ = tgD. ^1:
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Par hypothèse, on connaît I). On aura la hititude en mesurant l'angle horaire .H lors du passage dans le premier ou dans le troisième
vertical. Cela revient à mesurer le temps sidcral qui s'écoule entre le passage de l'astre au premier vertical et le passage au méridien.
La ligure 57 représente en AZB le premier vertical, en EeE' le petit cercle décrit par l'étoile autour du pôle P.
Le triangle rectangle ZPE donne immédiatement la formule il).
On doit avoir nécessairement D-<Z; autrement le petit cercle EeE' ne coupe pas le grand cercle AZB. La méthode n'est précise que pour les latitudes assez grandes. Il est préférable de s'adresser à des étoiles pour lesquelles la différence / — D est petite, c'est-à-dire pour lesquelles M est petit.
La formule (i) se développe alors en série; "■'^ on a :
EQuateof
sin2D.
On suppose implicitement connu l'azimut du ^méridien.
66. Latitude par le temps que le Soleil met à passer dans un vertical.
Supposons connu l'angle de position P, angle à l'astre A dans le triangle dont les sommets sont le pôle, le zénith et l'astre.
On a la latitude parla formule :
sin/== sin D. ces 3 + cos D.sinc.cos P.
I) est la déclinaison de l'astre, :; sa distance zénithale. On peut déterminer l'angle P par une curieuse méthode. On place la lunette du théodolite dans un vertical quelconque; on s'arrange de manière que l'un des fils réliculaires soit bien ver-
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tical. On (hUerniinc le temps 2/ (|ue met le Soleil ;i passer sur le fil. Ce temps correspond aux angles marqués.
Assimilons l'arc -j.\x' à un arc de grand cercle (ce qui n'est pas tout à fait exact). Approximativement, on a :
rt=;aA = Aa'^cosD.sin / = ^cosD.
Soit pie demi-diamètre apparent solaire. Dans le triangle z^îA on a :
p = rt cosP = /cosD.cos V.
D'où enfin :
sin 1= sin D.cos :; + - sin ;.
La méthode consiste donc à mesurer t et simultanément la distance zénitiiaie z. Les tables donnent la déclinaison pour l'heure de l'observation et le demi-diamètre apparent.
Méthode de Gauss par les hauteurs de deux étoiles
i". — On observe les distances zénilliales z, z' (ou les hauteurs h, h') de deux étoiles E, E' (de coordonnées /R, D, ^Tl', D', connues) à des temps / et /' dont la difl'érence sidérale /' — t est connue.
Il revient au même de poser qu'on observe les deux étoiles au même temps /, pourvu qu'on retranche la dif- T" férence t' — t de l'ascension droite de l'étoile E'. En effet tout se passe comme si notre zénith, par rapport à la sphère céleste immobile, se déplaçait sur un petit cercle de la sphère, dans le sens de la flèche. Dans l'intervalle t' — t, il s'est
donc avancé vers les étoiles dans le sens direct : tout, se passe comme si les ascensions droites diminuaient.
Reposons donc le problème. On observe simultanctnent les distances zénitlwles z, z\ de deux étoiles E, E', de coordonnées connues. On demande la latitude et l'angle horaire P au moment de l'observation. La figure 59 correspond à cet énoncé.
Il est évident que le problème est parfaitement déterminé.
II est résolu par les équations suivantes :
sin/<^=sin /.sin D + cos^.cos D.cosP, (1)
siii//=sin/.sinD' + cos/.cosD'.cos(P — p). (2)
Les inconnues sont / et P; /> est la différence des ascensions droites corrigées comme il csl dit plus haut, différence exprimée en angles. Gauss donne une solution d'une complication infiuie et que je me garde de reproduire. Le calcul effectué de proche en proche est beaucoup plus simple et, somme toute, aussi rapide.
Dans le triangle PEE', on connaît les côtés PE, PE', et l'angle compris yy. On calcule le côté EE' et l'angle PEE'.
Dans le triangle ZEE', on connaît maintenant les trois côtés.
On calcule l'angle ZEE'.
D'où la différence (angle de position pour l'étoile E) :
PEE' — ZEE'=PEZ = t'.
Dans le triangle PEZ, on connaît r., PE, et l'angle PEZ. On calcule PZ (qui est la colatitude) par la formule : sinZ=cos z. sinD + sin c.cosD.cos e,
et P par la formule :
sin P cosZ
sin; sinE Le problème est résolu.
5°. — Voici l'application que fait Gauss de sa méthode. Le 3 août 1808, avec un sextant, il détermine les temps pour lesquels deux étoiles prennent la même hauteur /i = /i'=45° 44' 52", G. Ces temps étaient à son horloge : -
a Aigle 20" 40"' 8' x Andromède 20" 46-° 59^ Les coordonnées de ces étoiles étaient alors : a Aigle /R = 295° 22' 6",6 D = + 8° 22' 4.3",1
a Andromède 7R=359° 38' 10",;i D'= + 28' 2' 13",4.
La différence des temps est 6" 51' qui, convertie en angle, fait
La différence des ascensions droites est 64" IG' 11", 9. D'où: 7^ = 62° 33'2G",9.
Substituant dans les formules, Gauss trouve :
/ = 51''31'47",19 P=ir 55' 18", 31.
D'après la situation des étoiles au moment de l'observation, il conclut pour l'angle 7M (jue fait le méridien de son observatoire avec le point vernal :
a=295°22' G'^G + lloôS' 18",31 = 307" 17' 24",91,
soit en temps 20'' 29"" 9', 66, au moment oii son horloge, réglée sur le temps sidéral, marquait 20" iO™ 8\
L'horloge était donc en avance de + lO"" 58%34, le zéro étant supposé défini par le passage du point vernal au méridien.
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Il est bien clair (|ue de ce résultat on peut tirer la longitude de l'observatoire par rapport à un lieu dont on connaît l'beure, par exemple, par rapport au méridien de l'aris. A l'heure de l'observation, on sait par hypothèse quel angle z' le point vernal l'ait avec le méridien de Paris : la longitude est la somme ou la différence des angles y. et a', suivant la manière dont ils sont disposés.
L'angle x se calcule aisément au moyen tlu temps sidéral à midi moyen (|ue fournit la Connaissance des Temps.
À la place de deux étoiles, rien n'empêche d'utiliser la même pour deux temps assez diflerents. L'angle /j est alors simplement le temps sidéral (|ui s'écoule entre les observations, temps exprimé en angles.
Problème de Douves
i'. — C'est le prril)leme |)récédent où l'on utilise le Soleil. Il s'agit de calculer la latitude par deux hauteurs du Soleil prises hors du méridien, et par l'intervalle de temps écoulé entre les observations.
L'angle p n'est pas égal au temps qui sépare les observations, parce que le mouvement du Soleil vrai en angle horaire n'est pas égal au mouvementdu Soleil moyen. Mais, comme il s'en faut de peu, les nombres donnés par la Connaissance des Temps permettent de le calculer par interpolation, si l'on connaît approximativement l'heure de temps moyen du méridien de Paris. On se servira de la colonne qui donne, par heure de temps moyen, l'avance ou retard du Soleil vrai sur le Soleil moyen.
D'une observation à l'autre la déclinaison varie: la variation, quasi nulle près des solstices, est d'environ 24' par jour au voisinage des équinoxes.
La solution est ordinairement obtenue par une méthode de fausse position très rapide.
Pour généraliser, nous supposerons que d'une observation à l'autre l'observateur s'est déplacé : sa latitude est devenue / + \l.
Son déplacement en longitude amène une nouvelle petite correction sur l'angle/?. * ,
Le déplacement de l'observateur est connu par estime d'après la route et la vitesse approximative.
En définitive, il faut résoudre le système :
sin/i = sin/. sinD + cosl. cosD. cosP, sin A'=sin ;7 + A /).sinD' -f- cos {l + A/), cos D'.cos(P — p).
Les inconnues sont, comme précédemment, l et P.
On connaît / approximativement (latin/de par estime). On transporte la valeur estimée /, dans les deux équations; on calcule les valeurs correspondantes P, et P^de P. Si elles sont égales, la valeur l^ est exacte : ce qui n'arrive généralement pas.
Si elles sont inégales, on substitue une seconde valeur /, ; on calcule les valeurs P^ et P^ correspondantes de P. Elles sont encore généralement inégales. On a la valeur exacte de l par interpolation
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linéaire. La figure (iO montre la construction j)our l'interpolation graphique.
2". — Un procédé en appareiice plus exact, mais plus long et qui. revicn/ iilcnliquement au même, consiste à calculer, pour chacune des formules, (|uel changement sur P entraîne un changement sur l.
Din'érentions la première formule :
(cos^. sin D — sinZ.cosDcosPu//=cosLcos D. sin P.r/P.
Or, d'après le § 55 :
Anales Jiorajres
(ll:{cosl.tgA).
Nous calculons ainsi l'inclinaison de la droite P,P,. N'est-il pas plus simple de la déterminer par une seconde fausse position?
L'emploi des dérivées n'est commode que si leur calcul est immédiat; sinon, il est plus simple de calculer la fonction pour une valeur voisine de la variable. Or ici le
calcul de la dérivée introduit bien inutilement les azimuts A et A'
pour les deux positions de l'observateur.
69. Méthode des hauteurs égales appliquées à plusieurs étoiles.
i°. — Dans ces derniers temps, Beck, Claude, Driencourt,... ont préconisé la méthode de Gauss, avec une valeur toujours la même de h = h'.
Par hypothèse, l'instrument permet de noter les temps pour lesquels une série d'étoiles connues arrivent à une hauteur toujours la même (hauteur qui n'a pas besoin d'être connue, qui du reste se trouve déterminée par les expériences mêmes). On demande d'en déduire la latitude du lieu et l'angle horaire de son méridien avec le plan horaire du point vernal, pour le temps /.
Nous savons que toutes les observations peuvent être supposées faites au temps t, à la condition de retrancher des ascensions droites le temps sidéral qui s'écoule entre le temps / et l'heure de l'observation.
Pour déterminer la latitude du lieu d'observation et l'angle horaire P de son méridien avec l'étoile E observée au temps /, nous avons donc la série d'équations :
C = Constante = sin l. sin D -f- cos /. cos D. cos P
= sin l. sin D' -|- cos /. cos D'. cos (P — //),
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= sin /. sin D' + cos /. cos D". cos (P —/>"), (1)
p',p",... se déduisent de la didorence des ascensions droites
-Tl' — /K, .R" — ."K,...
et de la diflërence des temps /' — /, /" — /,...
p':={JR' — /R) — ./ — /]...
On déterminera / et P au mieux pour satisfaire simultanément toutes ces é{|uations. La valeur de la constante étant supposée inconnue, il faut observer au moins trois étoiles.
L'appareil le plus précis permettant de noter le temps pour lequel une étoile passe à une hauteur toujours la même, est Yastrolabe à prisme de Claude et Driencourt. Je le décris dans mon Cours sur la Description... des insirumenis de mesure et d'obser^'ation.
2°. — Montrons la manière de traiter les équations 1 .
Si elles étaient exactement compatibles, il existerait un système / et P donnant pour la constante C = siu/;, la même valeur à partir d'une quelconque. En raison des erreurs sur les coordonnées .î{, D, des étoiles utilisées et des erreurs d'observation, les équations ne sont pas exactement compatibles. Xous posons que les meilleures valeurs pour / et P sont celles qui rendent minimum la somme des carrés des dill'érences des valeurs C calculées à leur moyenne F.
Pour trouver ces meilleures valeurs, partons de valeurs approchées / et P; les meilleures valeurs sont / + À, P + Il ; par hypothèse A et II sont des quantités petites qu'il s'agit de calculer.
Appelons C,, C,,... les valeurs de C quand on substitue dans les équations (1) les quantités approchées / et P. Quand on y substitue les quantités l -}-'/.. P -r II, les valeurs de la constante sont C^, C^ ... En vertu de la petitesse de >. et de II , on a :
Cj = C,l+ «,/, + 6,n, C. = C^-]- aj, + bM, et ainsi de suite.
Soit r la moyenne des valeurs C,, C^,... Ecrivons :
c;— r=c, — r + «,>. + bM=z, + «,>. + bji, c; — r = C, — r + «,>. + bAi=-., + ax + 6,n,
Nous convenons de prendre pour >. et II les valeurs qui rendent minima la quantité S C — Vf.
Nous avons :
'Z{Q' — Vy-^Zt- + 2\I.ta + 2[\-Zib + u-Za- JrUUZab -{-IV-Zb-.
D'où pour le minimun les deux conditions qui fixent les valeurs de A et de II :
Iîa-f)^«- + II.i:rt6=0,
-Zib + \^ab + \lI.b^ = Q.
Reste à calculer les a et b. Différentions l'une des équations (1) :
dC^^adl + bdU;
fl = cos /. sin D — sin /. cos D. cos ' P — // ,
6= — cos/. cosD. sin(P — p^.
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([uanlités que l'on calcule en utilisant les valeurs ap|)rocliées / et P, et en remplaçant D qX p par les valeurs qui correspondent à chaque e'toile.
J'ai traité ce problème pour montrer au lecteur ce qu'est la irirthodc des inoindres carrés.
Horizon artificiel. Latitude au voisinage du pôle
i°. — Le lecteur s'est sûrement demande comment les Nansen, Pearj, Scott,... déterminaient leurs positions.
Au pôle même, la hauteur des étoiles est invariable et égale à leur déclinaison; elles décrivent de petits cercles parallèles à l'horizou. La hauteur du Soleil ne varie qu'en raison de la variation de sa déclinaison. Pour savoir qu'on est au pôle, il sulTit donc de régler un théodolite à la manière habituelle : il joue le rôle d'équatorial.
Sextant
Fig. 60 b!s.
Pour mesurer la latitude, on détermine comme d'habitude la hauteur du Soleil à son passage au méridien.
Voici comment opérait Peary avec un horizon arlificiel.
Le mercure dont la surface doit former l'horizon, est versé dans un auget en bois, jusqu'au bord si le Soleil est très bas sur l'horizon. On détermine avec un sextant la distance angulaire du Soleil vu directement et de son image sur le mercure : elle est égale à deux fois la hauteur h cherchée.
L'auget est placé près du sol sur une Ijoîte formant socle. Une peau est étendue sur la neige au nord du socle. L'observateur s'y allonge à i)lat ventre, le visage tourné vers le sud, la tète et le sextant tout près de l'horizon artificiel. Les deux coudes sur la neige, il tient ferme le sextaut à deux mains et déplace sa tête avec son instrument jusqu'à ce que l'image du Soleil se réfléchisse à la surface du mercure.
L'auget est recouvert d'un loit pour éviter l'action du vent. C'est
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une annature mélallic|ue portant deux plaques de verre dépoli et inclinées comme les laces d'un toit de maison. On place le toit de manière que larèle soit ilaiis la direction nord-sud.
5". — A (|uolle précision peuL-on déterminer la position du pôle?
Peary estime que l'erreur de ses mesures est comprise entre 1 et 10 milles. « Je pense, dit-il, (pi'une estimation de ô milles (9 kilomètres) est raisonnable. »
La mesure prt'senlc en ell'et des diriicultc's assez grandes. La j)rincipale, suivant Peary, est la fatigue des yeux « parle jour brillant et ininterrompu pentlant des jours et des semaines ».
D'autre part, la hauteur du Soleil variant peu, le méridien est très mal déterminé ; il devient indéterminé au pôle. On ne connaît donc (|ue grossièrement la longitude du point où l'on est, j)ar suite à quel instant il faut observer. D'où la nécessité de prendre une série de hauteurs, pour obtenir la hauteur raaxima qui donne la latitude; ce qui implique une fatigue considérable.
3°. — Au lieu d'un horizon arliliciel en mercure, on utilise souvent une glace de verre noir fixée sur un support à vis calantes. On la règle horizontalement avec un niveau à bulle d'air qu'on pose dessus. Des niveaux fixés au support et qu'on règle une fois pour toutes permettent un réglage rapide dans les observations ultérieures.
La précision du réglage est moindre qu'avec le mercure ; mais outre qu'on neriscjue pas de renverser son mercure, la surface réfléchissante reste bonne malgré les trépidations et le vent.
Dans les explorations l'horizon artificiel permet l'emploi du sextant, appareil moins fragile et moins lourd que le théodolite.
Méridien par les hauteurs égales
Nous disposons par hypothèse d'un théodolite : c'est dire que nous pouvons déterminer à chaque instant l'azimut du plan vertical dans lequel se meut l'axe optique de la lunette (par rapport à un azimut arbitraire pris pour origine^, et l'inclinaison de cet axe sur l'horizon ou, ce qui revient au même, sa distance angulaire au zénith (complément de la hauteur).
La méthode classique de détermination du méridien se déduit de la définition même de ce plan : il est de symétrie pour les trajectoires apparentes des étoiles. Conséquemment, le méridien bissecte les deux plans verticaux pour lesquels, de part et d'autre du méridien, une étoile passe à la même distance zénithale ou à la même hauteur [méthode des hauteurs égales).
L'inconvénient de la méthode est d'exiger l'observation du passage de l'astre au croisement des fils réticulaires : sur le fil horizontal pour avoir les mêmes hauteurs, sur le fil vertical pour préciser les azimuts correspondants.
Passage de deux étoiles dans le même vertical
1". — On donne les étoiles E et ]]' par leurs distances polaires 5, c"
l'compléments de leurs déclinaisons) et par la dilférence -Tl de leurs
ascensions droites.
On demande dans quel azimut A elles sont dans le même vertical.
De l'étoile E' abaissons l'arc ME' sur le cercle horaire- de l'autre
étoile. Posons : PM = x, ME' = ?/.
Dans les triangles rectangles MEE', MPE', on a : tg.r=cos^'R. tgs', d'où X.
tgî/ = sin(.r — 2). tga = siaa;. tg.^, d'où a.
AZIMUTS. IIECRE LOCALE. LO.\GITUOE
Dans le triangle PZE, on a :
cosl sino
sina sinA'
D'oii l'aziinut oherché A.
sin A =
sina:. sinS
cosl
Si donc on détermine lo vertical dans lequel les étoiles passent sinuiltanénient, on a le méridien en prenant un vertical faisant avec le précédent langle A.
?". — La méthode était classique pour la construction des cadrans solaires.
On choisit deux étoiles dont les déclinaisons diffèrent (sinon elles ne passent jamais ensemble dans le môme vertical) et qui puissent efl'ectivement passer dans ce vertical pendant la nuit dans la saison oii l'on est. On les choisit de préférence de part et d'autre du pôle, pour rendre l'expérience plus facile.
Les faiseurs de cadrans conseillaient :
Y Cassiopée (ceinture de) :
R = 0" SI-" 27^ D
g Petite Ourse (épaule de la) :
Pour réaliser l'expérience on sus- Fig. 61.
pend à un point fixe un plomb avec
un lil de soie blanche bien visible. Le plomb est immergé dans un baquet d'eau pour amortir les oscillations. A quelque distance, dans le vertical présumé, on installe un second fil à plomb dont le point de suspension est mobile. On suit les étoiles jusqu'à ce qu'elles soient cachées l'une et l'autre par les fils, ce qui nécessite un mouvement du point de suspension mobile. Connaissant le vertical que traversent simultanément les étoiles, on détermine aisément le méridien.
(]'est une excellente manipulation pour apprendre à reconnaître les étoiles.
Pour se rendre compte de la différence entre un problème traité d'une manière intelligente et le même problème traité par un professionnel moderne, le lecteur comparera ce qui précède à l'Exercice 63 de Gruey. J'ajoute que la méthode telle que je la présente, était classique au xviii° siècle.
Emploi de la Polaire à son passage dans le méridien
i°. — Un second procédé s'appuie sur le foit que deiLV étoiles dont les ascensions droites sont égales, ne peuvent passer siinultanénient dans un vertical que si ce vertical est le méridien.
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Les coordonnées de la Polaire [y. Petite Ourse) sont actuellement :
Dans la figure 62 (où la sphère céleste est supposée vue du dedans) j'ai conservé à la Polaire son ascension droite; pour rendre les choses plus claires, j'ai diminué sa déclinaison.
Parmi les étoiles qui satisfont approximativement à la condition posée sont :
ç Grande Ourse M = 13" 20- 26* D = 55° 22' 46"
S Gassiopée 1" 20'" 7' 59° 47' 1".
Fig. 02.
On utilise deux fils comme dans la méthode précédente. Quand la Polaire et Tune des étoiles indiquées sont recouvertes simultanément par les fils, leur plan détermine le méridien.
On obtient encore plus de précision en s'arrangeant de manière que les fils recouvrent simultanément la Polaire et le point milieu entre K et r, de la Grande Ourse. On a pour r. Grande Ourse :
r, Grande Ourse /'R = 13'' 44™ T D = 49° 44' 54%
L'ascension du point à égale distance est voisine de :
Emploi de la plus grande digression de la Polaire
/". — Le [)ro(;édé le plus précis pour tlélerminer le méridien avecla Polaire consiste à utiliser ses plus grandes digressions : on détermine les plans verticaux (ou l'un des plans verticaux) limites qu'elle vient tangenler pendant la rotation diurne du zéiiilli autour du pôle (fig. 62 bis à droite).
AZIMflS. tlECnt: LOCALE LOyClTlDE
L'angle i que fail alors le vertical avec le méridien, est donné par la lorniule : tg£ = tgp : cos/;
p est la distance de la Polaire au polo, / est la latitude du lieu.
Alin d'éviter le calcul de la nutation et de l'aberration, V Annuaire (lu Bureau des Longitudes publie une taille des plus grandes digressions a|>parentes, pour les latitudes de 30 à 52 degrés, et pour les 1" janvier, avril, juillet, octobre. Une interpolation linéaire les donne pour toutes les dates de i année.
?". — Comme complément il donne les heures des passages de la Polaire au méridien de Paris, en temps légal civil, compté de 0 à 24 heures à partir de minuit.
Un raisonnement calqué sur celui du § 1.53 de notre Cours d'Astronomie montre que l'heure du passage au méridien, en temps moyen local, pour un lieu de longitude ouest, doit être diminuée de :
LxOMG'i.
L est la longitude exprimée en minutes de temps. La correction tient à ce que le jour sidéral est plus. court que le moyen de 236* environ. Une étoile qui passe en même temps que le Soleil moyen dans le méridien de Paris, passe un peu avant le Soleil moyen dans le méridien de Brest.
Le passage par la plus grande digression orientale Or (ou occidentale Oc a lieu B*" 54 minutes, temps moyen, avant (ou après) le passage supérieur S, ou G*" 4° après (ou avant' le passage inférieur I.
C'est ce que la figure 62 bis rend évident. On supposera l'étoile E fixe et le zénith Z se promenant autour du pôle P sur le petit cercle ZZ' et entraînant avec lui le petit cercle SI et les arcs de grands cercles qui lui sont tangents.
Le point marqué 0/' ^plus grande digression orientale) rencontre l'étoile à peu près un qviart de tour avant que le point S ne la rencontre.
Quand 0/' passe sur l'étoile, le point I y est déjà passé depuis un quart de tour.
. D'autre part, on a les égalités et inégalités :
Oc.S = S.O/<0/-.I = LOc.
Enfin: 2 (5" 54"') + 2 .T)" 4"; = 24"— 4"';
Fig. 62 bis.
on sait en effet que le jour sidéral est plus petit que le moyen de 4 minutes environ. Voilà l'explication de la règle donnée par le Bureau des Longitudes.
Elle ne convient à la rigueur que pour la latitude 'lO".
3". — Les observations à la Polaire se faisant de nuit, il faut observer la plus grande digression qui se produit dans ces conditions.
L'ascension droite de la polaire est environ de 1'' 29'".
Le point y passant au méridien de Paris à midi fin mars, la Polaire fait alors son passage supérieur vers l*" et demie de l'après-midi, et son passage inférieur vers 1'' et demie du matin : on ne peut observer que la plus grande digression occidentale vers 7'' et demie du soir (voir fig. 62 ter).
De jour en jour, en raison de ce que le jour sidéral est plus court
iT Janvier zMars
("Mai 3oJuin
Fig. 62 Ur.
26 Octobre z^Décemire
que le jour de temps moyen, les passages se font à des heures moins tardives; corrélativement, les heures des digressions avancent de jour en jour.
Je laisse au lecteur le soin de déterminer entre quelles dates il sera possible d'utiliser l'une ou l'autre des digressions.
4°. — Pour éviter d'avoir à faire l'observation à une heure particulière, la Connaissance des Temps donne une table plus étendue fournissant l'angle que fait avec le méridien le vertical passant par la Polaire pour tous les temps et pour toutes les latitudes comprises entre 10" et 65°.
Heure locale.
Réglage des chronomètres
i°- — Les chronomètres de marine sont de grosses montres réglées par un ressort spiral cylindrique, à échappement libre (voir
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mon Cours sur le Pcinliilc, Spir<tl, Diapason) et à fusée. Ils battent la deini-secondo.
On doit transporter les chronomètres à i)ord en évitant les heurts et les cahots : les mouvements du bord, si désagréables pour nos estomacs, sont toujours relativement lents et doux, surtout pour un appareil monté à la cardan. On installe le clirononu'tre sur un support rivé à l'un des ponts, dans une pièce close, loin des machines et des chaudières, plutôt à l'avant, pour éviter les trépidations de l'hélice. La suspension est protégée contre les chocs par une boite de bois. Le reuiontage se fait tous les jours à la même heure. Le chronomètre ne doit Jamais être dérangé de sa boîte; on ne touche jamais aux aiguilles; elles n'indiquent donc jamais l'heure moyenne du méridien origine. L'étal absolu est la correction qu'il faut ajouter à l'heure du chronomètre pour avoir l'heure de ce méridien; c'est, si l'on veut, le retard de l'heure indiquée sur l'heure de Paris.
On appelle marche diurne la quantité dont croit le retard par 24 heures de temps moyen. Si la marche est positive, le chronomètre retarde; si la marche est négative, il avance. La marche est ordinairement de quelques secondes; mais un chronomètre peut être excellent avec une marche relativement considérable : ne confondons pas la régularité du fonctionnement (seule chose essentielle) et la diiïérence entre la période du battement et la seconde moyenne, diflerence dont la valeur est d'importance secondaire.
Régler un chronomètre, c'est déterminer sa marche ; c'est en même temps déterminer son étal.
Le lecteur remarquera que, pour être réglé sur le temps moyen, le chronomètre doit avoir une marche de .3'" 56' ==236' sur le temps sidéral déterminé par une lunette immobile sur les fils de laquelle passe la même étoile équatoriale deux jours de suite.
?". — Pour le réglage et les observations, on se sert d'un compteur. C'est un chronomètre, mais d'une construction moins soignée et d'une valeur moindre. Les compteurs battent ordinairement la demi-seconde.
La comparaison du chronomètre et du compteur se fait à l'oeil et à l'oreille. On prend la demi-seconde du compteur; on compte les battements, en commençant 10 battements par exemple avant l'heure fixée pour la comparaison; simultanément on suit des yeux l'aiguille du chronomètre. Au moment du dixième battement du compteur, on observe ce que fait cette aiguille : elle peut être stationnaire sur le trait qui marque la seconde, ou sur celui qui marque la demi-seconde ; elle peut être en mouvement pour passer d'un trait à l'autre. Dans le premier cas, on compte 0%0 ; dans le second, on compte 0%5; dans les deux autres on estime le dixième de seconde.
En rade, pour déterminer Vélat, on compare le chronomètre au compteur. On descend à terre, on compare le compteur à une horloge réglée. On revient à bord; on compare de nouveau le compteur
102 GEOGRAI'UIE MATHEMATIQUE
au chronomètre. Recommençant plusieurs jours de suite, on a l'état et la marche.
Pour déterminer les marches, on construit la courbe des états, en prenant le temps comme abscisse et les états comme ordonnées. On doit trouver une droite, au moins quand les variations de température n'interviennent pas considérai)lement.
Peu à peu la marche se modifie sous l'influence de l'épaississcment des huiles et, à la longue, sous l'influence des modiiicalions internes du ressort spiral. La température agit sur les huiles, sur l'élasticité du spiral et sur le moment d'inertie du balancier; on se rend compte de ses effets en traçant la courbe des marches pour les températures les plus difterentes subies, marches au besoin corrigées des variations lentes.
Quand on ne possède qu'un chronomètre à bord, rien ne peut faire soupçonner une perturbation, un saut. Quand on en possède deux, le désaccord brusque des marches est une preuve de perturbation pour l'un ou l'autre, mais on ne sait lequel. La sûreté commence avec l'emploi de trois chronomètres; mais alors c'est tout un travail pour les étudier, les comparer, les remonter...
Problème de l'heure locale de temps moyen
1". — Robinson dans son île, privé de toute communication avec le reste du monde, peut toujours déterminer la direction du méridien de son Observatoire (plan de symétrie des trajectoires apparentes des étoiles). Il peut construire une horloge et la régler sur le temps sidéral. S'il possède une mémoire suffisante, il se rappellera que le jour sidéral contient 86.164,091 secondes de temps mo^'en, nombre que du reste ses arrière-petits-neveux pourraient retrouver. Il nV st donc pas contradictoire d'admettre qu'il définisse l'heure locale de temps moyen de son Observatoire, en posant que l'origine de ces temps est le passage du Soleil vrai dans son méridien, pour une certaine date.
Mais, par rapport au temps moyen de Paris ou de Oreenwich, son temps moyen local se trouvera décalé d'une certaine constante qu'il sera dans l'impossibilité de calculer. Son Soleil moyen tournera bien comme le nôtre; il fera avec le nôtre un angle horaire constant, mais inconnu.
A la vérité, cet angle (évalué en temps) sera toujours moindre de 16 minutes, puisque la différence des temps de passage du Soleil vrai et du Soleil moyen dans un méridien quelconque est inférieure à cette quantité.
2°. — Évidemment, il ne s'agit pas pour nous de recommencer toute l'Astronomie dans le lieu où nous sommes. Nous devons admettre la possession des tables de la Connaissance des Temps ou de tables analogues. Elles Iburnissent pour toules les heures de temps mof/en de Paris en de Greemrich la distaïu^e horaire du Soleil moyen au Soleil vrai ou à une étoile importante.
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La coiulilion pour que nous puissions les utiliser est d(> savoir, pour un iimlanl donné, quelle est l'iicure de temps moyeu à Paris. Comme nous le verrons, il revient au même de connaître la longitude ihi lieu où nous sommes.
Aujounlliui la télégraphie sans lil permet, presque en tous les points du globe, de régler les chronomètres sur l'heure de temps moyen de Paris. Au moment d'une observation, nous connaissons donc par les tables la ilistance horaire du Soleil moyen au Soleil vrai ou à une étoile ([uelconque.
Déterminons l'heure marquée par le chronomètre au passage à notre méridien du Soleil vrai (par exemple); nous en déduisons immt>diatemeut l'heure du passage du Soleil moyen, puisque nous connaissons la distance des deux Soleils. Nous déterminons donc Vheure locale de temps moyen, c'est-à-dire l'heure pour laquelle le chronomètre réglé sur le temps moyen marque O"' 0'" 0' au passage du Soleil moyen par le méridien du lieu où l'on observe.
Reprenons le problème.
Heure locale par le passage du Soleil vrai au méridien
i°. — Par hypothèse, nous possédons un garde-temps qui repère le temps du lieu où nous sommes. Il est réglé sur le temps moyen par l'intermédiaire du temps sidéral, unité qui est toujours à notre disposition et qui ne suppose rien de connu. Notre chronomètre fait par jour sidéral un nombre de battements quelconque, mais connu, par commodité voisin de 86.164; il fait donc par jour de temps moyen un nombre de battements connu voisin de 86.400.
Un seul renseignement nous manque : l'origine des heures; nous ignorons quelle est l'indication de notre garde -temps quand le Soleil moyen passe au méridien du lieu où nous sommes. C'est à fixer celte indication que consiste le problème de la détermination de Y heure locale de temps moyen.
Si le Soleil moyen était visible dans le ciel, il suffirait évidemment de noter l'heure de son passage au méridien. Comme il ne l'est pas, on lui substitue un astre connu, c'est-à-dire tel qu'on puisse déterminer à chaque instant sa distance horaire au Soleil moyen fictif. On note son heure de passage au méridien; on calcule quel est alors l'angle horaire du Soleil moyen; d'où on déduit l'heure locale de temps moyen.
2". — Utilisons le passage du Soleil au méridien; fixons les idées par quelques nombres.
Supposons n'avoir d'autre indication que la date du jour où nous observons. Ne connaissant pas la longitude, même d'une manière approchée, en réglant au hasard notre horloge nous pouvons faire a priori une erreur de 12 heures sur la différence des heures locales du lieu où nous sommes et de Paris.
Observons l'heure de passage du Soleil au méridien local.
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Le Soleil moyen est tantôt en avance, tantôt en retard sur le Soleil vrai. Par hypothèse nous possédons la Connaissance des Temps : nous connaissons la distance des deux Soleils avec une erreur que nous allons préciser.
La variation la plus grande de distance a lieu au voisinage du 20 septembre. L'angle horaire du Soleil moyen avec le méridien de Paris à midi vrai est :
18 septembre 1915 23'' 54"' 27%52
19 septembre 23" •54" 6%22.
La différence est 21%30, soit pour une demi-journée 10', 65.
Ainsi, à la seule condition de connaître la date de l'observation, nous ne pouvons pas nous tromper de plus de 11' sur la distance des deux Soleils. Déterminons à notre horloge l'heure de passage du Soleil vrai, nous aurons donc, à l'approximation de quelques secondes, celle du passage du Soleil moyen. Notre horloge est réglée sur le temps moyen local à quelques secondes près.
3°. — Si nous connaissons la longitude approchée, nous pouvons amener l'approximation à la limite que comportent les mesures chronométriques.
Pour la date choisie, nous venons de voir qu'en 24 heures la distance des deux Soleils diminue de 21%30. En admettant une variation linéaire, cela fait pour une heure 0%887.
Au méridien d'un lieu dont la longitude est l" ouest, le Soleil vrai passe sensiblement une heure après son passage au méridien origine. Le 18 septembre 1915, lors de ce passage, l'angle horaire du Soleil moyen est :
Si la longitude est n heures ouest, l'angle horaire est : 23" 54'° 27',52— nx0%887.
Comme la précision des mesures chronométriques a pour limite pratique le dixième de seconde, on voit que, dans le cas c/ioisi, qui es/ le plus défavorable, il suffit de connaître la longitude à 7 minutes près en temps, c'est-à-dire à 1° 45' en angle (ce qui correspond à une erreur de plus de 200 kilomètres à l'équateur), pour que la détermination du temps moyen local ne soit entachée que de l'erreur d'observation sur le temps de passage du Soleil vrai.
Au voisinage des dates suivantes :
11 février, 15 mai, 27 juillet, 3 novembre,
la variation horaire de distance des deux Soleils est de l'ordre de 0,02. On peut sans inconvénient se tromper de 5 heures sur la longitude (75").
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Le temps sidéral, pour le midi moyen d'un lieu, est l'angle horaire du point vernal lorsque lo Soleil moyen passe au méridien de ce lieu.
Par exemple je lis pour Paris :
. 20 mai PJi5 lcm[)S sidéral à miiii moyen 3'' 48'" 13"
21 mai — 3" 52'" 10»
DifFérence 3"" 57".
La variation par jour de temps moyen est constante et égale à 23(;%55.
Gomme à midi moyen l'angle horaire du point vernal est égal à
Vem32
So?eil moyen
'irius ôrandChien
Fie. G3.
l'ascension droite du Soleil moyen, nous connaissons à tout instant l'ascension droite du Soleil moyen.
Pour simplifier notre raisonnement, supposons d'abord cette ascension droite invariable et égale à 3'' 48™ 13\
L'étoile Antarès (y. Scorpion) a pour ascension droite IG"" 2'i'" 12'. C'est dire que son plan horaire fait avec celui du Soleil moyen l'angle :
Donc si Antarès passe actuellement au méridien d'un lieu, l'heure de ce lieu est 12'' 35"° 59'. En eflet, tel est l'angle horaire du Soleil moyen par rapport au méridien de ce lieu, et, par définition, le mouvement du Soleil moyen sur l'équateur est uniforme.
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La petite complication vient de ce que l'ascension droite du Soleil n'est pas invariable. 11 faut donc qu'à l'instant de l'observation on connaisse l'heure de Paris avec une approximation suflisaute pour calculer la véritable ascension droite solaire actuelle.
Par exemple, j'opère en un lieu dont la longitude Est est 7 heures environ ;Cochinchine). L'observation a lieu dans la nuit du 20 au 21 mai 1915. D'après ce qui précède, au moment de l'observation il est donc à Paris à peu prés 5" 36'". L'ascension droite du Soleil moyen est donc plus grande que celle utilisée de
L'heure locale au moment du passage d'Antarès au méridien est
donc inférieure à celle trouvée plus haut de 55'. Elle est :
Je peux recommencer mes calculs avec cette valeur à très peu près exacte; mais cela n'en vaut pas la peine si je ne connais pas la longitude avec une suffisante approximation.
5°. — En somme, tout cela, qui est très simple, revient à dire qu'à la seule condition d'avoir à peu près l'heure du méridien origine, je connais dans le ciel la position du Soleil moyen. Si donc je connais la position d'un astre par rapport à mon méridien, je connais également celle du Soleil moyen; ce qui fournit immédiatement l'heure locale de temps moyen.
A quelle approximation faut-il avoir la longitude du lieu d'observation pour régler l'horloge sur l'heure de temps moyen à une certaine précision?
L'ascension droite du Soleil moyen croit uniformément (par définition) de 236*,555 par jour de temps moyen, c'est-à-dire de 9", 856 par heure. Une erreur d'une heure en longitude correspond donc à une erreur de près de 10' sur le réglage. L'erreur est dix fois plus forte que par l'emploi du Soleil vrai dans ,les conditions les plus défavorables.
Si donc nous ne connaissons la longitude que d'une manière grossière, la détermination du temps moyen local est toujours plus précise avec le Soleil vrai qu'avec une étoile, bien que l'observation elle-même le soit moins.
En définitive, l'expérience consiste en ceci : on règle une horloge sur le temps moyen par l'intermédiaire du temps sidéral; on détermine l'indication de l'horloge quand une certaine étoile passe au méridien; enfin on calcule l'heure du passage du Soleil moyen en utilisant les données de la Connaissance des Temps et la longitude ajiprochée du lieu d'observation.
Le lecteur remarquera que rien ne suj)j)ose la connaissance de l'heure de Paris.
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Heure locale par la hauteur d'un astre
Dans ce ([ui [h'ccimIc, jo sii|)|)()si; coiiiui 1(; iiiériilien : j'oljscrve le |)assaufc il'un astre dans ce niéiidien. 11 est clair <|ue la niélhoclc est :i|)|)lical)lo ])Our un plan horaii'c qii('lconc|ue : an lieu de déterminer riiourc de mon garde-lom|)s pour lai|uello l'aslre passe au méridien, je diUermine celle pour huiuelle son ani^le horaire est /II.
Montrons quVi' la condition de connaiire La dcclinaison de l'astre et la latitude du lieu où nous sommes, nous |)ouvons déduire l'angle horaire actuel d'un astre de sa hauteur actuelle. Notons à noire garde-temps l'heure de l'ohservalion; nous avons ce qu'il l'aut pour calculer l'heure locale, avec les restrictions ci-dessus précisées.
Nous substituons donc à l'observation dans un plan horaire connu (ce qui exigerait l'emploi d'une lunette parallactique), l'observation à une hauteur connue ; d'où nous
déduisons l'angle horaire. A la vérité, il devient nécessaire de connaître la latitude, mais elle est facile à déterminer.
En définitive, nous avons deux points Z et A qui sont sur deux petits cercles connus de la sphère : de la mesure de leur distance z nous pouvons conclure l'angle M. que l'ait le plan horaire PA de l'astre A avec le méridien PZ du lieu Z.
La déclinaison d'une étoile est quasiment invariable : il suffit de connaître la dale de l'observation pour l'avoir avec la précision requise. La déclinaison du Soleil varie sensiblement d'un jour à l'autre : d'où la nécessité tie connaître approximativement l'heure de l'observation. 11 n'y a pas contradiction, les calculs se faisant par échelons, chaque échelon fournissant une approximation meilleure.
On a la formule :
cos :: = sin/.sinD + cos/.cosD.cos/H, cos/H = (cos3 — sin^.sinD) :(cos/.cosD).
On peut l'utiliser immédiatement en y substituant les valeurs naturelles des lignes trigonométriques.
On préfère la rendre calculable par logarithmes. On pose :
. 2 /H sin(S — /).sin(S — D)
d'où:
cosZ.cos D
formule symétrique en l et en D, comme on pouvait s'y attendre
La mesure de la distance zénithale z, plus exactement de son
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complément H =90 — z, qui est la hauteur au-dessus de l'horizon, est effectuée avec un sextant ou avec un théodolite.
Passons au calcul du temps moyen à partir de l'angle horaire I\\.
Emploi d'une étoile
P. — La Connaissance des Temps donne la déclinaison de l'étoile avec sa correction. Ainsi pour x Andromède on a :
avec une variation annuelle de + 19", 88 qui permet le calcul de la valeur exacte pour l'époque de l'observation. Nous mesurons la hauteur H; les formules du paragraphe précédent donnent l'angle horaire de l'étoile à partir du méridien du lieu où nous sommes et pour l'instant de l'observation.
Nous savons calculer S 53 à quelle distance horaire l'étoile est du Soleil mojen; nous déterminons par l'observation à quelle distance horaire elle est du méridien local (pour une heure connue de notre garde-temps) : nous savons donc à quelle distance horaire le Soleil moyen est de notre méridien. Transformant cette distance en temps à raison de 15° pour une heure, nous avons l'heure locale en temps moyen; autrement dit, nous avons la correction à apporter aux indications de notre garde-temps pour qu'il marque 0'' à midi ou à minuit, suivant que nous utilisons le temps astronomique ou le temps civil.
Tout cela est d'une extrême simplicité. Ne pouvant pas déterminer l'angle horaire du Soleil moyen, puisqu'il est fictif, nous déterminons l'angle horaire d'une étoile dont les tables nous permettent de calculer à chaque instant la distance horaire au Soleil moyen. Nous substituons ensuite le Soleil moyen à l'étoile.
2". — Je reviens sur un point dont la discussion fixera mieux les idées du lecteur.
La distance horaire d'une étoile au Soleil varie de jour en jour, en raison même de la variation de l'ascension droite solaire au cours de l'année.
Au voisinage de l'équinoxe, la distance horaire du point vernal et du Soleil fictif moyen est quasi nulle. Au bout d'un mois elle est de 2 heures environ, en raison du mouvement du Soleil de l'ouest à l'est dans le champ des étoiles. Au bout de deux mois, elle est de 4 heures environ; et ainsi de suite. Sa variation journalière est d'environ 4 minutes de temps, soit 1 degré (exactement 236%555).
Les tables permettent de calculer la distance horaire du point vernal au Soleil moyen quand on connaît l'heure de temps moyen de Paris. Or, par hypothèse, nous sommes dans un lieu dont nous ne connaissons pas les coordonnées.
C'est toujours la même difliculté apparente : nous ne les connaissons pas avec précision, puisqu'il s'agit de les déterminer; mais nous les connaissons d'une manière approchée. Nous faisons des obser-
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valions, par oxeiiiple, au TouUin; nous savons ([ue la longitude est voisine de 7'' !•]., t|ue par conséquent la distance étoile-Soleil moyen doit être calculée comme pour Paris, 7'' avant notre heure locale approximativement connue elle aussi : ce qui suiïit amplement. Pour préciser, si nous observons à 10 heures du soir, le 15 juillet, au lonkin, nous calculons la distance horaire de l'étoile au Soleil twec les tables rehtlives à Paris, mais pour trois heures de l'aprèsmidi, temps moyen de Paris, de ce même 15 juillet.
Exemple de calcul d'heure avec une étoile
J'emprunte cet exemple à \iio\. [Astronoinie naulique).
La ligure 65 précise les résultats.
Le 20 mai 1810, à 10'' 15" environ du soir, étant par 21" 11' de latitude sud et par 30" 6' de longitude ouest, on observe la hauteur d'Antarès [y. Scorpion). L'heure de la montre était 9'' 43" 55"; la hauteur moyenne, 59° 22' 30". L'élévation de l'œil était de 6 mètres.
Méridien
Point 0
Vernal-^
SoJaJ
Fig. 65.
Connaissant l'heure et la longitude approximatives, on connaît l'heure approximative de Paris, 12'' 15"° du soir du même jour. Les coordonnées d'Antarès étaient en 1810 :
/R==244° 27', soit en temps 16'' 17" 48".
Au voisinage de l'heure de l'observation, l'ascension droite du Soleil moyen était :
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13iot commence par corriger la hauteur de la dépression el de la réfraction. Il prend comme hauteur vraie r>9° 17' 40".
D'où le tableau suivant qui correspond à la formule du .^ 79 :
SO
Hauteur vraie Latitude Distance polaire Somme Demi-somme moins hauteur
complément cos complément sin
72 14 21 cos 9,4843090
12 56 40 sin 9,3502600
Somme 18,9113536
Demi-somme sin 9,4556768
Demi-angle horaire 16° 35' 30'
Multipliant par 8 2" 12"' 44'
Ainsi l'angle horaire de l'étoile était 2'' 12"" 44^
Son ascension droite est 16 17 48.
Gomme lors de l'observation elle était à l'est du méridien, l'ascension droite du méridien était égale h. la dilTérence de ces quantités, soit : 14'' 5"" 4^
Mais au même instant l'ascension droite du Soleil moyen était : 3" 48" 3\
L'angle horaire du Soleil moyen était donc : 10" 17"" 1'.
C'est l'heure cherchée pour le lieu.
La montre indiquant alors 9"" 43" 55% elle retarde de 33" 6'.
En définitive, on est parti de l'hypothèse qu'il était lO"" 15'".
On trouve 10'' 17°; il est inutile de recommencer les calculs.
Emploi du Soleil. Méthode usuelle
1". — J'irai vite, en raison des explications ci-dessus données; mais le lecteur n'oubliera pas qu'il s'agit de la méthode usuelle de détermination de l'heure locale en mer, par suite, comme nous le verrons au S 85, de la longitude en mer.
Nous observons le Soleil vrai; à une certaine heure de notre garde-temps, nous déterminons sa hauteur; connaissant sa déclinaison, nous calculons son angle horaire par rapport à notre méridien. Nous connaissons donc l'heure de temps vrai. Pour passer à l'heure de temps moyen, nous devons calculer l'angle horaire qui sépare le Soleil moyen du Soleil vrai, au moment de l'observation.
Or, la Connaissance (les Temps donne le Temps vrai à midi moyen.
Par exemple, le 15 juillet 1915, le temps vrai à midi moyen est :
Le 16 juillet 1915, il est : 23" 54"" 20%03. Cela signifie qu'à midi moyen le 15 juillet l'angle horaire du
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Soleil vrai est 5" H.'{~,0'i, à l'est du Soleil moyen, ou encore que l'angle horaire A\\ Soleil vrai est :
à Test (lu méridien de Paris.
Par interpolation linéaire, nous calculons la distance horaii-e des deux Soleils pour toutes les heures de la journée. Le calcul est rapide, la ConiKiixsance dfs Temps donnant la variation pour chaque intervalle d'une heure; dans l'espèce elle est 0', 278.
Nous connaissons l'heure approchée du lieu oîi nous sommes, ainsi que sa longitude a|)prochée; nous pouvons donc calculer avec une approximation sullisante la distance horaire des deux Soleils à l'instant de l'observation.
Nous connaissons d'autre part la déclinaison solaire.
Le L'> juillet, à midi moyen, elle est 21' 40' 9", 9.
Le 16 — ^ 21» 30' 9",9.
La variation horaire est 2.'?", 79.
Nous avons donc la déclinaison pour l'instant de l'observation. Celle-ci nous fournit l'angle horaire du Soleil vrai; nous en concluons l'angle horaire du Soleil moyen, par conséquent l'heure de temps moyen.
Uien ne nous empêche de recommencer les calculs avec cette heure quasi exacte; pratiquement, si nos estimations premières ne sont pas trop erronées, nous retrouverons exactement les mêmes nombres, étant donnée la précision exigée des observations de campagne ou de navigation.
2°. — Comme cas particulier, on peut observer le Soleil à l'horizon. Faisons ô=90° dans la formule :
cos3 = sinZ.sinD'+ cosZ.cosD.cos M\
il reste : cosj^= — tg/.tgD.
Mais ce n'est pas à recommander, à cause de la réfraction. On s'efforce de ne pas utiliser des hauteurs inférieures à 15°.
Comme il s'agit d'une méthode fondamentale, voyons comment interviennent l'erreur d'observation et l'erreur sur la latitude estimée.
83. Circonstances favorables de l'observation, i". — Dilférentions la formule fondamentale; nous trouvons :
<l^ sin z sins
dz ~" cos^.cosD.siriiH ~^ cos'/.cos'D — (cos:; — sin i.sinD/'
Posons que l'erreur sur dz est toujours la même; l'erreur sur dM est d'autant plus grande que le second membre de cette équation est plus grand. Son inverse mesure la précision de l'opération.
L'imprécision est absolue quand sin.'H = 0, M:=0° ou 180°; la seconde valeur correspond au passage infcrieur au méridien, dans
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riiypothèse que l'astre est alors visible (astres assez voisins du pôle). C'est évident a priori, puisque au passage par le méridien la hauteur d'un astre est niaxinia ou niinima, conséquemnient quasi invariable.
La précision est maxima pour sin/H = l; l'astre est voisin du premier ou du troisième vertical.
La détermination est toujours mauvaise pour les grandes latitudes (l voisin de 90°) : le pôle et le zénith se confondent presque; au pôle la hauteur d'un astre de déclinaison constante ne varie pas.
Le coefficient de ilz dans l'expression de dM. est rarement plus petit que 1, ayant à son dénominateur le produit de trois quantités séparément plus petites que l'unité. On se déclarera largement satisfait s'il est égal à 1, auquel cas une erreur d'une minute sur dz donne une erreur de 4 secondes sur la valeur absolue du temps moyen.
Dans tous les problèmes pratiques il faut tenir compte de la précision exigée pour le but à atteindre. A terre, avec un théodolite, on doit choisir les conditions les plus favorables, à moins qu'on ne soit sous un ciel particulièrement couvert et qu'on n'ait pas le temps d'attendre. En mer, on veut des observations non pas scientifiquement précises, mais suffisantes pour la sûreté du navire, ce qui est tout différent. On aura généralement la précision de 10 secondes de temps en observant le Soleil avant 10'' 30'" du matin, ou après l"" 30™ de l'après-midi.
Coefficient Pagel
1°. — Nous supposons la latitude du lieu approximativement connue. Cherchons l'erreur qui résulte d'une fausse estimation. On a :
dm-.
cos/.sin D — sin Z.cos D.cosiH cos/.cosD.sin/H
dl = -
cotg A
cosl
dl,
Pâle
Zénith
en vertu des formules du § 55;
A est l'azimut de l'astre au moment de l'observation. La quantité /;'= cotg A: cos/, par laquelle il faut multiplier l'erreur dl sur la latitude pour avoir l'erreur sur l'angle horaire, s'appelle coefficient Pagel, du nom de l'ol'ficier Louis F^agel qui en a calculé les tables. Il permet d'évaluer l'importance de l'erreur commise par l'emploi d'une latitude estimée, c'est-à-dire toujours plus ou moins erronée.
Se tromper de latitude, c'est
placer le zénith où il n'est
pas. Une erreur négative
Fig. 06. amène le zénith de Z en Z'.
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De la ilislanciî /.l'iiillialc donnée par l'observalion supposée correcte, on tire :
ZÂr-r 77X.
L'aslre est sur un polit cercle dont le rayon PA = 1'A' est le coiuplénient de sa déclinaison. Il est clair qu'à une estimation de la latitude par défaut correspond un angle horaire erroné par excès, tant au moins que A est inférieur à 90".
2". PUOCÉDICS DE CALCUL.
Une simple table des valeurs naturelles des lignes trigonométriques suffit pour le calcul du coefllcient })\ <|ui n'a pas besoin d'une grande exactitude. Il était naturel de le mettre en tal)les nécessairement à double entrée.
On utilise aussi les tables et graphiques du S 50.
En effet, de la formule : tg_?/ = cos.f.tg,i,
„ cotg^90° — w)
on tire : tg2= ^ ^,
" cos.r
expression de même forme tjue le coefficient Pagel.
Connaissant l'azimut A, on pose A =90 — y\ on pose d'autre part x=L Les tables donnent Ci et tg3=/>'.
Longitude.
Longitude par transport de l'heure du méridien origine
i*. — ■ Dans les pages précédentes nous apprenons à déterminer l'heure locale de temps moyen, c'est-à-dire l'heure de notre gardetemps pour laquelle le Soleil moyen passe à notre méridien. Cette détermination n'est précise que si nous connaissons au moins approximatn'ement la longitude tlu lieu où nous sommes, puisque les tables fixant la position du Soleil moyen par rapport au vrai ou par rapport aux étoiles sont calculées pour le méridien de Paris {Connaissance des Temps), pour le méridien du Greenwich {Nau/ical. Almanach).
Pour connaître avec précision la longitude d'un lieu, il faut connaître simultanément l'heure de ce lieu et l'heure du méridien origine. Comme il s'agit du temps moyen, la différence des heures multipliée par 15 donne la différence des longitudes évaluée en degrés.
Le procédé le plus simple, au moins en théorie, consiste à emporter avci' soi l'heure du méridien origine, sous la forme d'un chronomètre réglé sur cette heure et dont on connaît la marche, c'està-dire aux indications duquel on peut faire subir une correction telle que l'heure du méridien origine s'en déduise à tout instant.
Aussitôt déterminée l'heure locale de temps moyen à notre chronomètre, nous connaissons la longitude, puisque, par hypothèse, nous savons quelle est au même instant l'heure du méridien origine.
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•2". — Quand il s'agit d'une exploration, on emporte des chronomètres étudiés le mieux possible; on détermine leurs indications pour le midi moyen du lieu pris pour origine auxiliaire, avani le dépari et après le ic/oiir. On peut ainsi calculer l'avance ou le retard moi/en diurne pendant l'exploration et corriger après coup les longitudes des lieux parcourus. De telles corrections n'ont aucun intérêt en mer, où l'on se propose, non pas de déterminer les coordonnées géographiques de lieux par nature indiscernables, mais d'assurer la marche subséquente du navire. Force était alors d'emporter plusieurs chronomètres, de comparer leurs marches, le cas échéant cle corriger ces marches des erreurs dues aux variations de température, bref d'entourer ces instruments des soins les plus minutieux. Sur les navires de guerre, un officier dit des monires était charge de cette importante fonction.
La vulgarisation de l'emploi des récepleuis de télégraphie sans fil tend à annuler son rôle, déjà bien amoindri depuis que la vapeur avait raccourci les voyages. Aujourd'hui on demande au chronomètre de conserver l'heure, non plus cjuelques mois, mais l'espace de 24 ou de 48 heures. Du temps des longues croisières qui duraient un ou deux ans, on s'arrangeait de manière à passer par quelques points de longitudes connues, ou à déterminer la longitude par quelque procédé permettant de vérifier la marche des chronomètres.
La détermination des longitudes par transport d'heure et détermination astronomique de l'heure locale est soumise à des incertitudes qui atteignent 3 à 4 secondes de temps, ce qui fait 45" à 1' d'arc.
Signaux de T. S. F
1". — 11 n'y a pas de comparaison à établir entre les installations nécessaires pour envoyer ou pour recevoir les signaux radio-télégraphiques : les premières sont coûteuses et encombrantes autant que les secondes le sont peu. D'où l'idée de distriliuer une heure internationale à tous les navires, même à ceux dont le tonnage et le personnel ne permettent pas les frais d'une installation complète de T. S. F. Pour éviter une confusion encore |)lus dangereuse que l'absence de signaux, la Commission internnlionale de l lieiire a posé quelques principes.
Il était d'abord juste de prendre comme heure internationale celle de Greenwich, une grande partie des navires actuellement construits étant anglais. 11 est à souhaiter (jue chaque point du globe reçoive au moins un signal horaire de jour et un signal de nuit: d'autre part, il faut que les signaux soient assez puissants pour ne pas exiger des récepteurs trop délicats; d'où la nécessité de répartir les centres d'émission à peu près uniformément sur le globe. Exceptionnellement, deux centres peuvent émettre aux mêmes heures, sous la réserve que leurs zones d'action ne se recouvrent pas.
Pour les besoins de la navigation, des signaux émis à l'approximation d'une demi-seconde sont largement suffisants; cela corres-
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poiul à un aiii;lc de 7", 5 tiare; on sait (|iio les mesures d'an^'les au sextant attoignoal rarement la précision do '.^ .
;">. — Les signaux lierai res sont efTectués suivant des schèmes qui sont actuellement très discutés.
Voici le sclième qui a été utilisé par la Tour Eiffel jusqu'en 1!U5.
Les iops i\c mesure sont des traits do l/i de seconde de durée, transmis par l'Observatoire de Paris et reproduits automatiquement par la Tour Eiffel à 10'' 45'", 47'" et 49™ du soir.
Il sont précédés de signaux préparatoires :
de 10" 44'" 0' à 10" 44"° 5.5% série de traits — — — ;
de 10" 40"' 0* à 10" 46'" 55% série deD ;
de 10" 48"' 0> à 10" 48"- 55% série de 6 .
11 s'agit ici de traits, de D, de 0 de l'alphabet Morse. '. — Voici à quoi se ramène la détermination de la longitude à icrre.
Réglons une horloge de temps moyen sur l'heure de la Tour Eiffel. Elle donne donc (après les corrections convenables) l'heure de temps moyen de Paris.
Déterminons l'heure du passage d'une étoile au méridien : nous avons ce qu'il faut pour calculer la longitude.
[{éprenons l'exemple du § 78. Prenons 3'" 48"' 13' pour ascension droite du Soleil moyen. Dans ces conditions, quand Antarès passe au méridien d'un lieu, ilyest 12" 35'" 57'. Au moment du passage, regardons notre horloge; supposons qu'il soit 12" 5"' i'I*. Cela veut dire que notre longitude est de 30'" 47% et que nous sommes à l'est du ' méridien de Paris.
Sur mer nous utilisons un chronomètre qui (après les corrections convenables' donne l'heure de Paris. Nous déterminons l'heure locale par la méthode du S 82, avec le Soleil observé en hauteur le plus près possible du premier et du troisième vertical.
La latitude est estimée ou déduite d'une observation à midi.
La déclinaison solaire peu i'ariahle est déduite de la longitude, estimée.
Comparant l'heure locale à l'heure du chronomètre, nous avons la longitude.
Au lieu d'opérer le matin ou le soir, déterminons la hauteur solaire vers midi; elle fournit la latitude.
A cela se réduit en pratique l'Astronomie nautique actuelle : déterminer les hauteurs solaires le matin ou le soir pour avoir la longitude, à midi pour avoir la latitude.
Le lecteur comprend maintenant comment un capitaine au long cours peut ignorer le premier mot de la Cosmographie la plus élémentaire, et cependant conduire correctement son navire. Il comprend aussi pourquoi l'Astronomie est devenue la science la plus inutile qui soit : on n'en utilise qu'une partie extrêmement restreinte et qui correspond à des observations très faciles.
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Longitude par les distances lunaires
i". — Il y a cent a»s, ou considérail la dislance de la Lune au Soleil ou aux étoiles comme excellente vérification de l'état des chronomètres après de longues traversées. Tant à cause des perfectionnements apportés à la construction des chronomètres qu'en raison du raccourcissement des traversées, et surtout de la distribution de l'heure par T. S. F, cette méthode n'a plus qu'un intérêt de curiosité. Nous l'étudierons cependant pour son intérêt théorique, et parce que la nature des corrections en fait un excellent exercice.
La Lune se déplace relativement vite dans le champ des étoiles. Puisr[u'elle fait un tour sidéral en 27 jours 8 heures environ, c'est d'un peu plus de 13° que son ascension droite varie par jour.
Sa distance angulaire au Soleil ou à une étoile convcnahicnieiil choisie varie journellement de 11° à 14°.
On peut calculer des tables donnant, pour chaque jour de l'année, pour les heures 0, 3, 6, 9,... de temps moyen de Paris, la distance de la Lune à un astre bien choisi, pour l'observaleur suppose au centre de la Terre. De la mesure de la distance il déduit l'heure de temps moyen du méridien origine au moment de l'observation [évidemment fictive, puisque l'observaleur est à la surface).
2". — Depuis 1005, la Connaissance des Temps a cessé de publier les tables des distances lunaires, que personne n'employait plus. J'emprunte donc le tableau suivant à un Extrait antérieur à cette date.
Au 1" janvier 1893, on conseille de mesurer la distance de la Lune (centre du disque) k l'étoile a Bélier (^ = 2" 2" 22% D=: + 23'' 3' 39"), qui se trouvait alors à l'ouest de la Lune.
Les distances étaient les suivantes pour les heures indiquées (temps moyen de Paris) :
L'étoile étant à l'ouest de la Lune, la distance augmente.
Ce serait l'inverse pour une étoile ou une planète se trouvant à l'est de la Lune pour la date fixée, par exemple Saturne, qui est recommandée pour le 4 janvier 1893.
On trouve ainsi qu'en 3 heures (10.800 secondes) la distance de la Lune varie de plus de 77' et de moins de 115', quel que soit l'astre « que l'on considère. En admettant une erreur de 30" sur la mesure, M l'erreur en temps a pour limites 70* et 49', soit en moyenne une ■ minute de temps. Sur la longitude c'est une erreur de 15' d'arc, de quinze milles marins à l'équateur.
Evidemment, il est remarquable qu'on puisse avec un sextant déterminer l'heure du méridien origine à une minute près. Mais,
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pour ailmiral)le que soit le rôsullat, on comprend cpie la niétliode soit abantlonuée : une i)onne montre est rarement sujette à de pareils dérangements, (t /or/iori un chronomètre de marine.
Encore ne l'audrait-il pas dire avec Biot : « Un navire est jeté sur rOccan à mille lieues de toutes cotes, ne voyant que l'eau et le ciel. L'homme qui le monte va déterminer sur celte immensité uniforme le point imperceplihlc oii il se trouve; et la précision du résultat sera telle que, du haut des mûls de son navire, l'horizon que sa vue embrasse s'étendra plus loin que ne j)Ourrait s'étendre son erreur. »
En eflet, nous supposons, dans ce qui précède, que l'observateur est au centre de la Terre. Pour l'observation réelle à la surface, la distance lunaire exige des corrections importantes, possibles seulement quand on sait à peu près où l'on se trouve.
Corrections de parallaxe, de réfraction, de dépression
1°. — La mesure de la ilistance lunaire appliquée au Soleil exige en réalité trois observateurs prenant en même temps la hauteur du Soleil, la hauteur de la Lune, enfin la distance du bord éclairé de la Lune au bord le plus voisin du Soleil. Le plus malin est chargé de la troisième mesure, la plus difficile et la plus importante; les deux autres permettent les corrections.
On peut utiliser une étoile; les calculs sont les mêmes, à \a différence que la parallaxe est nulle pour l'étoile, petite pour le Soleil. Dans tous les cas il faut connaître le diamètre apparent de la Lune à l'instant de l'observation, et celui du Soleil quand on l'utilise, les distances étant calculées pour les centres des disques.
A la vérité, si l'on possède un chronomètre, un observateur est suffisant, pourvu qu'un aide mar(|ue l'heure des tops. On ramène les hauteurs à ce qu'elles seraient pour l'instant / où l'on détermine la distance lunaire. Pour cela, à des instants connus par rapport au temps t
(avant et après), on prend une série de hauteurs solaires et lunaires; une interpolation graphique donne les hauteurs qui correspondent au temps /.
2°. — Représentons les lieux apparents L^, S,, et les lieux vrais L^,, S^. Le lieu apparent de la Lune est moins élevé que le lieu vrai, parce que la parallaxe est plus forte que la réfraction ; c'est l'inverse pour le Soleil, parce que la réfraction l'emporte sur la parallaxe. Les plans azimutaux restent les mêmes que si les corrections n'intervenaient pas.
La méthode de calcul de proche en proche est immédiate.
Zèniih
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Appelons :
//, H', les iiautcurs apparentes de la Lune et du Soleil ; //, H, les hauteurs vraies; 0, î, les distances apparentes et vraies des deux astres.
Connaissant au moins approximativement la latitude et la hauteur an-dessus du niveau de la mer, on calcule /; et II à j)artir de h' et de ir : on tient compte de la parallaxe, de la réfraction et de la dépression; je renvoie pour cela au si 58.
Ces premiers calculs effectués, on applique les formules :
coso'=^sin /i'.sinH' + cos/i'.cos H'.cos A, (i;
cos3 = sin /(.sinH -|-cos A.cosH.cosA. (2)
La formule (1) donne cos A, la formule (2) donne la distance vraie 5.
Les tables fournissent alors l'heure de Paris pour l'instant / de l'observation. !Mais on se trouve avoir déterminé la hauteur du Soleil pour cette heure-là : d'où la longitude du lieu, dont on détermine la latitude exacte par une hauteur solaire au voisinage de midi.
Formules de Borda, de Garnett
A notre point de vue le problème est résolu. Il ne l'est pas au point de vue des marins, ([ui, fort. légitiDieinciit, attachent une importance extrême aux calculs les plus courts. On s'est donc efforcé de trouver la distance vraie î en fonction des données de l'expérience (/*', H'. î'i et des résultats des calculs préliminaires (h, H), au mo3'en de formules calculables par logarithmes ou par le moyen de tables spéciales.
1". — Formule de Borda.
En éliminant A entre les formules (1) et (2), on a immédiatement :
cos/^.cosH ; ^, , ,1' , ii'i /7 , ij\ /o\
cosï= n rrr[cosî + cos « -|- II ] — cos /t + H), (3
cos/i .cos H \ 1 -. /' \ /
formule non calculable par logarithmes. Mais on a :
h'+iv + i' h' + 11' — y
cos i' — cos {h' + H'] = 2 cos
h -L M cos [h + H) = 2 cos- — ;^—
cos 5= i D'où aisément :
h + II :COS r; — • COSi,
en posant :
h' + H' + s' h' + H' — 3' cos h. cos H sin-i = cos — ■ — . cos -^
2 cos h', cos ir ^ h 4- H'
cos'— 2-
Ces formules sont calculables par logarithmes.
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Evidomiiiont le calcul par la forimilo de 13orda est plus court que le calcul par la Ibnuule (.'^); mais pour luou but, ('diiqncf siicitlifi- (/iirincnl le Iccloiir, l'iutérèt de la trauslornialiou est nul.
Cependant la formule de IJorda est encore d'un calcul p(;niblc : il l'aul chercher 10 lopjarithmes à 7 décimales avant d'obtenir s.
Le calcul est abrégé [)ar une tal)lc de la Coiuuiissance des Temps donnant log (cos 11 : cos H'), ([ui est toujours voisin de 0.
Les astronomes se sont donc ingéniés à raccourcir ces calculs : on voniple plus ilc cent mr/hodes; utile sujet de méditation pour l'citudiant qui compare la valeur éducative d'un problème à ses solutions techniques, et [)Our le professeur qui doit résolument laisser dans les aide-inrinoire ces solutions, en ne conservant que juste ce qu'il faut pour fixer les idées. Le lecteur sera dès lors bien capable de faire son choi.\; il évitera surtout de surcharger sa mémoire.
2". — KouMUi.E nE Gahnett.
Indiquons une solution ch'cc tables spéciales.
On pose : sinus verse .»■= sinv.r= 1 — cos.r.
Remplaçons les hauteurs par les distances zénithales.
La formule (li devient :
cos 3 — cos ;. cos Z sin ;. sinZ ' cos(r. — Z) — cosc sinv î — sinv(; — Z)
cos A.
sinv A
sin;. sin Z sin;. sinZ.
Appliquons au triangle apparent, égalons les deux valeurs de
, „ sin; . sinZ ,
smvA. Posons : -: — -, — -. — rr-^i — c-
sin; . sinZ
On trouve en définitive :
sinv 0 — sinv î' = sinv(; — Z) — sinv (;' — Z'j — K [sinv o' — sinv (;' — Z')",.
Une table spéciale donne la valeur de F. Des tables étendues donnent les sinus verses. On remarquera que les différences des hauteurs zénithales sont (au signe près) égales aux différences, des hauteurs; d'autre part, en raison de la délinilion du sinus verse, il ne change pas de signe quand change le signe de l'arc : on introduira donc sous les signes sinv les différences des hauteurs vraies ou apparentes.
Pour ; = ;', Z = Z', on a : F::=0, î = î'.
La formule montre bien la nature de la correction, ce que ne fait pas celle de Borda.
La formule de Mendoza est d'une forme analogue.
Longitude par les occultations
1". — 11 est intéressant de comparer la méthode des distances lunaires à celle des occultations.
A la seule condition que l'étoile soit // peu près sur le chemin de
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la Lune, la varialion horaire de sa distance au centre de la Lune est de l'ordre précité tant que la distance res/e assez grande. Mais si l'étoile n'est pas exacleinent sur le chemin du centre de la Lune, la variation horaire de la dislance devient très petite quand la distance devient elle-niènic très petite : ce qu'une figure monti'e immédiatement. Or, pour l'occultation la distance est égale au demi-diamètre lunaire : d'où résulte qu'une étoile qui, utilisée à distance sullisante de la Lune, peut donner de bons résultats, en donnera de très mauvais si l'on détermine le temps de son occultation.
Ces considérations très simples expliquent pourquoi, dans la méthode des dislances lunaires, les étoiles ne sont utilisées (sauf des cas exceptionnels) qu'à des distances de la Lune supérieures à 20% c'est-à-dire à 80 demi-diamètres apparents. Ces mêmes étoiles peuvent ne pas être occultées, le plus souvent elles ne le sont pas : elles passent de la Lune à une distance supérieure au demi-diamètre apparent.
Il est vrai que l'instant des occultations se détermine directement avec une grande précision; mais leur calcul est basé sur de tout autres principes.
Route. Loch
i". — La roule du navire à chaque instant est définie par l'angle ({u'elle fait avec le méridien. On l'énonce par un symbole tel que i=:N45°0; il signifie que l'angle est compté à partir de la portion nord du méridien, vers g,
l'ouest, et qu'il vaut 45". v "^ ^
On utilise parfois les . __5_^ ^ *"
rumbs ou ait es- de l'enls.
La circonférence est divisée en 32 parties {qiinrls ou rumbs), valant chacune 11° 15' (fig. 68;.
On a d'abord les quatre points cardinaux N, S, E, O; puis les points bissecteurs NE, NO. SE, 50.
On divise les angles de 45° en deux parties :
NNE, ENE, ce qui donne 16 directions à 22° 30' les unes des autres.
Il ne reste plus qu'à bissecter encore. Par exemple pour un des quarts de la circonférence, les huit quarts ont pour noms :
N, N.^NE, N.NE, NEyN, NE, NE^E, E.NE, E.JnE, E. 4 4 4 4
Pour le quart symétrique par rapport au méridien, on remplacera E par O.
Pour les deux autres quarts, on remplacera N par S.
L'angle ; de la route avec le méridien est donné par la boussole, à la condition de connaître la déclinaison ^angle du méridien magnétique avec le méridien géographique), et la déi'ia/ion de l'aiguille aimantée, déviation due au fer que contient le navire (voir mon Cours de Magnétisme, II.
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'?". — Variation des cooudonnkes géogu.vpiiiqi'ks i>.\h détlacement a la surface de la terre.
Pour relier les déplacements du navire aux variations des coordonnées géographiques, nous devons faire une hj'pothèse sur la l'orme et la grandeur de la Terre.
Nous admettrons d'abord que c'est une sphère.
Nous pouvons laisser dans l'indétermination la valeur de son rayon, à la condition d'énoncer les arcs en mêmes unités que les longitudes et latitudes.
On a les formules diflerentielles évidentes (fig. G9)":
(Is. COS 1 = — (II, (Is. sin ^ = cos l.(/L.
Nous comptons les longitudes positivement vers l'ouest.
Suivant les pays et les temps la convention varie; mais il est facile d'en changer.
Pendant longtemps les distances parcourues sur mer furent énoncées en degrés de latitude, le rayon terrestre étant alors fort mal connu (voir la préface).
Pour relier les distances itinéraires aux variations des coordonnées, nous admettrons que les méridiennes terrestres sont longues de 40.000 kilomètres, ce qui donne :
pour le degré de latitude, 111.111 kilomètres, pour la minute 1.852 mètres.
3°. — Loch a bateau.
Pour mesurer la vitesse d'un navire, on se sert de lochs. Le plus ancien loch ou loch à bateau est une planche reliée au navire par une cordelette {ligne) de 300 mètres environ. Son côté courbe est lesté de manière qu'elle se tienne verticalement et présente alors une résistance considérable au déplacement; elle sert de point fixe.
La ligne est enroulée sur un B petit treuil très mobile. La mesure de la vitesse consiste à déterminer la longueur de
corde filée dans l'intervalle de 30 secondes donné par un sablier; on mesure ainsi la longueur dont le navire s'éloigne du bateau de loch considéré comme lixe.
Pour assurer l'exactitude, il faut que la longueur de corde déjà (liée (distance initiale du loch) soit suffisante pour que la corde soit
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à peu près liori/.oiilalo et poiii- que le locli soit soustrait aux roiuous du sillajjje.
Les longueurs équidislantes de la corde sont indiquées par des noruils; la distance des nnuids est telle que le nombre d'intervalles lUés en .'50' donne la vitesse à l'iieure en milles marins. Trente secondes sont le l/120d'une heure; le mille marin vaut 1.852 mètres. On a 1.852 : 120= 15"',43; les nœuds, plus exactement les groupes de nœuds, seraient donc à 15'", 43 les uns des autres. Mais, pour tenir compte lie l'entraînement inévitable du loch, on les rapproche un peu; on a pris l'i"',()2. Dieu seul sait pourquoi, puisque cet entraînement est certainement variable avec les conditions de la mesure (mobilité ilu treuil, vitesse,...).
On a pris l'habitude d'énoncer la vitesse en nœuds : faire l:i nœuds, c'est parcourir 13 milles, soit 24 kilomètres environ à l'heure. C'est la vitesse commerciale riioi/ennc en 1915, celle par exemple que la poste impose à nos longs courriers d'Extrême Orient.
'1°. LoCU KliMOUQUK.
Le locliMossey est une tige à ailettes courbes, sorte d'hélice allongée en bronze, que le navire remorque. Elle est rattachée au navire par une longue ligne fixée à la tige, dont elle forme le prolongement. En raison du mouvement relalil', l'hélice tend à se visser dans l'eau, par conséquent à tordre la cordelette qui l'amarre. Sur le navire l'extrémité lie la cordelette est fixée à un compteur de tours qui enregistre les tours de l'hélice ; la cordelette joue le rôle d'arbre de transmission souple.
ô". — Estime de l\ vitesse p\n le nomdre de tours de l'hélice.
Si l'hélice d'un navire se vissait dans l'eau comme une vis dans du bois, il suffirait de connaître son pas et le nombre de tours de l'arbre pour avoir le chemin parcouru. Il n'en est pas ainsi : suivant la vitesse du navire, l'état de la mer et du vent, l'état de propreté de la carène..., l'hélice fait un nombre pins ou moins grand de tours pour une même distance parcourue.
Mais le loch à bateau ne donnant rien de bon à partir de 12 nœuds, le loch remorqué étant soumis aux mêmes inconvénients que l'hélice du navire, on est heureux d'utiliser la mesure de la vitesse par le nombre de tours de l'hélice, quitte à corriger le résultat par estime suivant les circonstances. Évidemment lorsque, en raison du tangage, l'hélice est moitié du temps hors de l'eau, le chemin parcouru est plus petit que le nombre de tours ne l'indique.
Le nombre de tours est donné par un compteur à rochet lié à une partie oscillante de la machine.
Usage des relèvements
1". — On appelle velè\'emenl la détermination d'un azimut. En navigation, le plan origine des azimuts est, suivant les cas, le vertical mené par la quille du navire en eau tranquille longitudinal) ou le plan méridien magnétique. La boussole du bord permet de passer
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de l'un de ces plans à raiilre, puisqu'elle indique à chaque instant l'angle du plan de symétrie de la coque avec le méridien magnétique (à la condition de connaître la dcviation).
Les azimuts se déterminent au moyen d'une alidade à pitinules fixée sur un cercle gradué métallique solidaire de la coque; le cercle doit être horizontal dans la position normale du navire. Parfois l'alidade est montée concentriquement à la boite qui contient l'aiguille d'une boussole ordinaire (à la cardan) et qui prend le nom de boussole de relèvement.
Les relèvements servent à déterminer le point où se trouve le navire par la détermination des azimuts de trois points connus A, B, G, d'une carte. Le navire est à l'intersection de deux circonférences passant respectivement par deux des points et capables d'un angle égal à la différence des azimuts de ces points.
DÉTERMINATION DE LA DEVIATION
Les relèvements servent le plus souvent à vérifier et à corriger les indications du compas (boussole), c'est-à-dire à déterminer la déviation 5 de la boussole. Le problème se pose de la façon suivante. Par hypothèse, on sait approximativement où l'on se trouve; on connaît donc la latitude l, la longitude L. Un chronomètre donne l'heure de temps moyen de Paris ; on peut donc calculer l'heure locale de temps moyen. Il s'agit de vérifier l'indication du compas. Pour cela on choisit un astre élevé de moins de 20° sur l'horizon. Utilisant la Connaissance des Temps, on en calcule l'azimut A pour
une certaine heure. L'expérience consiste à déterminer son azimut A par rapport au longitudinal pour cette heure. D'autre part, connaissant la déclinaison magnétique D du lieu et la déviation 2 de la boussole (voir Magnétisme et Electricité, II, chap.
VIII), on calcule l'azimut géographique vrai du longitudinal langle avec le méridien géographique); la comparaison des résultats montre si la déviation o du compas est celle qu'on croit.
La figure 71 fixe le sens des termes employés.
I est la déviation, V est la variation, X est le cap au compas.
Fig. 71.
D est la déclinaison, A est l'azimut de l'astre par rapport au longitudinal.
Le calcul donne l'azimut A de l'astre par rapport au méridien géographique :
A=V+L:' + yl = D + î+c' + .4.
POISTS ET nOUTES
De CCS quantités on admet rexactitiule de D; la boussole du bord donne "J '■, o" mesui'o.l. L'erreursur ladifTérence A — -1 porte do n(! sur la déviation î. D'où la vérification des tables ou courbes de tiéviation (jue possède le bord : en ell'ol, la déviation varie suivant la route.
L'opération précédemment décrite demande moins de 10 minutes. Elle doit être répétée fréquemment, la connaissance de la déviation étant essentielle pour fixer la route.
Cercle de hauteur
i". — La nu'tliodo suivante pouv faire le point [si/uer le navire sur la carie) réalise l'idée général*; qu'une observation unique, incapable par elle-même de fixer la position, donne un lieu géomé/rirjue sur lequel le navire se trouve nécessairement.
Toute observation doit donc être calculée aussitôt que faite; elle fournit le renseignement qu'elle peut fournir, qu'on la complète ou non par une seconde observation que le temps rendra peut-être impossible :
Il est lkgitimk de poskii qu'aujourd'hui on a toujours avec EXACTITUDE l'heure DU MÉRIDIEN ORIGINE. La CoiiHaissance des Temps permet donc de déterminer, à l'instant de l'observation, au zénith de quel point P de la Terre se trouve un certain astre A, de déclinaison et d'ascension droite connues (§ 52).
Nous pouvons le marquer sur notre carte; nous faisons ainsi correspondre un point P de la carte à l'astre A.
En d'autres termes, connaissant l'heure de Paris, nous connaissons à tout instant la latitude et la longitude géographiques de l'astre projeté sur la sphère terrestre. En un jour sidéral il décrit un parallèle terrestre, si sa déclinaison est invariable.
A l'instant de l'observation nous pouvons donc faire un point sur la carte.
Ce n'est pas une façon de parler. Les cartes marines à grand point ne sont pas des objets de collection; on passe son temps à faire dessus des ligures au crayon; on s'arrange seulement de manière que les traits soient facilement eflaçables.
La détermination de la hauteur de cet astre fdistance à notre horizon) ou, ce qui revient au même, la connaissance de la distance de cet astre A à notre zénith Z, fixe la position de notre zénith sur un petit cercle de pôle A et de rayon AZ = r.. Ce cercle de hauteur est\e lieu géométrique sur lequel doit nécessairement se trouver notre zénith à l'instant de l'observa-
lion : // est complctemcnl connu. Traçons sur la carie son image (c'est-à-dire la courbe conjuguée dont l'équalion dépend du système de projection utilisé : elle représente l'ensemble des lieux de la Terre parmi lesquels il faut choisir notre position actuelle. Pour fixer cette position, une seconde observation est nécessaire; ce sera, par exemple, au même instant la distance zénithale d'un autre astre A', de déclinaison et d'ascension droite connues. Notre position est déterminée par l'intersection sur la carte^^des courbes conjuguées {images] des deux cercles de hauteur.
Si nous connaissons la latitude du lieu ou sa longitude, le point est déterminé par l'intersection de la courbe conjuguée d'un cercle de hauteur, avec les courbes qui représentent sur la carte le parallèle ou le méridien sur lequel nous sommes par hypothèse.
2". — Le tracé du cercle de hauteur seraittrès simple sur un globe matériel. Mais le rayon de ce globe devrait dépasser 3 mètres pour que le mille marin fût représenté par un millimètre. En efl'et, à un mètre le degré vaut 17"", 45; à trois mètres, il vaut r)2""'',.'3.5, dont le soixantième n'atteint pas un millimètre.
Sur une carte en projection stéréographiqiw, un petit cercle de la sphère a pour image un cercle : le tracé est donc immédiat; un calcul simple donne le rayon du cercle image dont on connaît le centre A. Mais de multiples raisons font préférer la projection de Mercator pour les cartes marines : un petit cercle de la sphère a pour image une courbe transcendante (§ 111); on ne peut songer à la déterminer par son équation.
A la condition de tracer la courbe point par point, tons les systèmes de projection deviennent également commodes.
Partons de l'équation fondamentale :
cos r. = sin/. sin D + cos /. cosD. cos(L — /H).
C'est l'équation d'un plan, par suite sur la sphère l'équation d'un petit cercle de rayon r., dont le centre a pour coordonnées D et /H, et dont les points ont pour coordonnées Z et L.
M est l'angle horaire de l'astre compté à partir du méridien origine; D est sa déclinaison; l et L sont la latitude et la longitude inconnues du lieu d'observation; c est la distance zénithale mesurée.
Rien ne nous empêche de donner à / des valeurs successives, de calculer les valeurs correspondantes de L, de reporter sur la carte les points ainsi déterminés : nous avons le lieu cherché en les joignant d'un trait continu.
.■>'°. — Nous facilitons singulièrement le travail en remarquant ([uc si / et L sont inconnues, nous en possédons cependant des valeurs approximatives résultant de la route suivie à partir du dernier point déterminé {% t)li. Nous n'avons aucune raison de tracer toute la courlje; nous n'en voulons que l'arc sur lequel il y a des chances que nous nous trouvions : il se confond pratiquement avec une droite dite droite de hauteur.
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Nous (liri<>e()ns donc le calcul de manière à lixcr le plus vile possible la position (le cette di'oile. Nous nous contentons de deux points de latitudes /,, et /, peu dillerentesde celle du lieu où nous sommes. \ous tirons de la formule les valeurs correspondantes L„ et L, de la lon<;itudo. Nous transportons les points /„, Ij„, /,, L,, sur la carte et les joignons par une droite : toutes opérations qui ne supposent aucun système spécial de projection.
Pour clia(|ue valeur de la laliludc, la l'ormulc donne deux valeurs pour la longitude : quand le cosinus est donné, l'arc est connu seulement au signe près. Mais l'incertitude sur la longitude, bien que généralement plus forte que sur la latitude, ne laisse pas de doute sur la solution à choisir.
Poursimple que soit la méthode, on en préfère d'autres qui sont plus rapides, mais c[ui n'ajoutent rien à l'idée fondamentale. En définitive l'observation de la hauteur d'un astre connu, à une heure connue, fournit une relation entre la latitude l et la longitude L du lieu où nous sommes. Nous traçons sur la carte un arc de ce lieu en calculant les longitudes pour deux latitudes estimées. Nous reportons les points calcules sur la carte; enfin nous traçons (au crayon) une droite, lieu ap|)roximalif de la position du navire.
C'est à cela que se ramène la méthode. Il est effrayant de penser que certains auteurs délayent des notions si simples en un volume tout entier.
94. Obtention de la droite de hauteur sur les cartes de Mercator.
ï\ — L'observation unique dont nous disposons donne un lieu sur lequel nous sommes nécessairement. Le problème est de remplacer ce lieu par une tangente menée d'un point voisin de celui où nous sommes, ou par une sécante voisine de cette tangente (f//'o;7e r/c JiaiileiUj.Ce n'est évidemment possible que grâce à une donnée supplémentaire fournie par l'estime de notre position actuelle. Comme donnée la plus sûre, on utilise généralement la latitude estimée.
Les méthodes foisonnent, toutes plus ingénieuses les unes que les autres. Je n'en discuterai pas la valeur technique. Tandis que les techniciens résolvent de cent façons des problèmes qu'ils ne prennent pas la peine de poser, je me contente de les bien poser, le reste allant de soi pour un lecteur intelligent.
5". — Utilisation des cartes de Meucatok.
Au lieu de calculer deux points à l'aide de la formule fondamentale, on s'appuie sur le fait que la projection de Mercator utilisée dans les cartes marines est conforme : elle conserve les angles. On admet d'autre part sans grande erreur qu'une droite de la carte (qui est limage d'une loxodromie) représente pratiquement un grand cercle. D'où la construction suivante.
Parlons de In lalitude estimée l. Par la formule :
cos ; = sin /. sin D 4- cos /. cos D. cos (L — M),
calculons la longitude L correspondante. Nous connaissons ainsi en tovite rigueur, outre le point A représentatif de l'astre, un point Z de la carte assurément voisin de celui où nous sommes, et appartenant au cercle de hauteur. Tirons la droite AZ : nous pouvons approximath'ement la considérer comme l'image d'un grand cercle de la sphère, grand cercle qui est un rayon du cercle de hauteur. Puisque les angles sont conservés, l'image du cercle de hauteur
est normale à AZ au point Z. Menons une droite normale à AZ : c'est la droite de hauteur. En fait, c'est l'image d'une loxodromie très approximativement tangente au cercle de hauteur pour le point Z qui appartient rigoureusement à ce cercle.
5°. — Emploi de l'azimut déterminé ou calculé.
Partons de la latitude estimée, calculons la longitude : nous déterininons en toute rigueur un point Z du cercle de hauteur et son image sur la carte.
La méthode précédente a l'inconvénient déjà signalé que la droite AZ n'est pas l'image du grand cercle AZ de la sphère. La droite AZ de la carte et l'image du grand cercle AZ de la sphère aboutissent au point Z suivant des directions qui peuvent dillërer notablement : d'où erreur égale sur la direction de la droite prise comme droite de hauteur.
Pour éviter cette erreur, nous pouvons calculer sous quel azimut le point estimé Z voit l'astre. Ce calcul effectué, au lieu de mener la droite ZA allant du point Z au point A de la carte, du point Z nous traçons une droite ne passant plus par le point A, mais faisant avec le méridien l'angle A calculé. La droite de hauteur lui est normale.
Autrement dit, nous nousappuyons sur la conservation des angles; nous calculons sous quel azimut l'image du grand cercle ZA ajjoulit au point Z. Nous connaissons donc la direction de la tangente de son image au point Z.
l'OINTS ET nOLTES
On peut déterminer l'azimut A par un relcvoment direct. On peut aussi le calculer au moyen des tables du S ri7. Le triangle de position donne la rorniulo :
sin(/ll — L) sinA . . ,^ . ,.,, ., „,
^ = 7-) sin A = cos D. sin (.11 — L) : cos II.]
sin z cosD ■'
Nous sommes donc ramenés à calculer IW — L et A en partant de D et de II, ce qui, aux notations près (ici /tl est l'angle horaire avec le méridien origine, au lieu de l'être avec le méridien local ; d'où le terme soustractif — L), est le problème résolu au § 57.
II". — Autre méthode.
La méthode suivante est peut-être plus sûre, comme utilisant simultanément tous les renseignements dont on dispose. •
On se donne à l'estime le point Z' de latitude l et de longitude L; sa position résulte des déterminations antérieures et de la route parcourue. Il est certainement voisin du point réel (fig. 74).
Avec la formule :
cos 3' = sinZ. sinD + cos/. cosD. cos(.ïI — L),
où D et iîl sont déjà connus, on calcule z' . C'est la distance à l'astre du zénith Z' d'un point voisin du point où nous sommes.
Posons z' — ; = A; A est la distance du point estimé Z' au cercle de hauteur.
Cette distance étant petite, il est facile de calculer sa longueur représentative sur la carte.
Sur la carte, traçons donc la droite Z'QA; prenons dessus la longueur représentative de A;
nous déterminons ainsi le point Q. La perpendiculaire menée par Q à Z Q est la droite de hauteur cherchée.
Il est préférable d'utiliser l'azimut A calculé par la formule : sin A = cos D. sin M — L) : cos II.
Du point Z' reporté sur la carte, on mène la droite Z'Q faisant l'angle A avec le méridien. On prend dessus la longueur ZQ figurative de A. La perpendiculaire menée par Q est la droite de hauteur cherchée.
La supériorité de l'emploi de l'azimut A vient de ce qu'une droite de la carte ne représente pas rigoureusement un grand cercle de la
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sphère. Pour être correct, il faut joindre les points 7J et A non par une droite (image d'une loxodromie), mais par l'image d'un grand cercle. C'est pourquoi il est préférable de calculer l'azimut A de la direction vraie de l'image du grand cercle au voisinage du point estimé Z'. La droite Z'Q ainsi déterminée ne passe pas exactement par le point A de la carte.
Transport de la droite de hauteur
Une première observation donne donc une première droite de ^ hauteur; une seconde observa-
tion quelques heures après donne une seconde droite. Si, entre les deux observations, le navire restait immobile, son point serait en P, intersection des deux droites.
Mais il s'est déplacé; cherchons sa position P' lors de la seconde ol)servation.
Entre la première observation et la seconde, le navire s'est déplacé d'une longueur qu'on peut évaluer (avec le loch ou d'après le nombre de tours d'hélice) dans une direction que donne la boussole (dont par hypothèse on con- , naît la déviation). Où qu'on soit
sur la première droite, on se trouvera, lors de la seconde observation, sur une droite parallèle passant par l'extrémité du vecteur ds mené d'un point quelconque de la première droite.
Le point où se trouve le navire lors de la seconde observation, est P', intersection de la seconde droite avec la première transportée.
Suivant son humeur, le lecteur trouvera ce chapitre et le suivant trop courts ou trop longs. Qu'il évite un jugement hâtif : je n'étudie guère ([ue les projections dont parle l'introduction de l'Atlas Schrader-Prudent-Anthoine, qui est classique. Si mon lecteur a le sens de l'ironie, il s'offrira du bon sang en comparant mon texte à celui de ces messieurs. Il comprendra le ridicule de ces « renseignements » à l'usage du grand public! Tout le monde n'est pas forcé d'être cartographe ; il est même fort heureux que tout le monde ne le soit pas. Mais, pour Dieu! si vous parlez carlogiaphie, que ce soit d'une manière qui ne soit pas stupide. Je ne conteste pas la science de ces messieurs ; je constate seulement le grotesque de la servir en entier dans les quatre colonnes de l'introduction d'un atlas. Par de telles sottises on détraque l'esprit français en lui apprenant à se -contenter de mots et à\'t peu près.
Généralités. Variable de Mercator
Comme il s'agit do donner au lecteur une vue d'ensemble raisonnable des divers systèmes de projections, je considère le plus souvent la Terre comme sphérique; je ne veux pas compliquer un problème qui passe à tort pour difficile.
Outre qu'il est rare qu'on ait intérêt à tenir compte de l'aplatissement, il sera temps d'indiquer la correction pour quelques cas particuliers (voir S 131).
Je prends le rayon de la sphère pour unité.
Sur la sphère la position
Pig 7g d'un point est définie par la
latitude l et par la longitude L.
Les lieux des points de même latitude (parallèles) sont des petits
cercles de la sphère ayant les pôles géographiques pour pôles géométriques communs; leur rayon est :
Les lieux des points de même longitude sont des grands cercles (méridiennes); leurs plans sont les méridiens. Les parallèles et les méridiennes forment deux faisceaux de courbes orthogonales. Un arc AA' infiniment petit tracé sur la sphère a pour longueur ds :
ds- = (H- -\- cos- l.d h-.
Il fait avec le parallèle au point A un angle 0 ; on a : dL.cosl . (// dl.
COS0= ; , Sin0 = -7-, tgO = -77 ;.
ds ds' * dL.cosl
Les parallèles et les méridiennes découpent la sphère en petits rectangles d'aire :
dS = cosl. dl. dh.
2". — Variable de Mercator.
Pour simplifier les formules et en raison de son intérêt fondamental, nous introduirons sous le nom de t'ariable de Mercalor (le nom usuel latitude croissante est une source de difficultés) la quantité Y définie par l'équation :
cosT Jocosl '"° '°V4^27
J'en donne une table ci-dessous.
En fonction de cette variable, on a :
ds-=::{dW'- + dL-)cos- 1;
, r/L , . , dV , ^ , r/V
cosO^-T-. cos/, sinO = — p-cos/, tg(iz=-—-.
ds ds ° (IL
dS = dL.dV.cos''l.
A la condition d'espacer les parallèles de manière que dL et dY croissent de la même quantité de l'un à l'autre, la surface de la sphère est divisée en une infinité de petits carrés.
Les aires de ces petits carrés sont entre elles comme cos"/.
il
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Le'problème des caries consiste à chercher les propriétés générales de la transformation (les fonctions .r et^ de L et / restent indéterminées), et ses propriétés /;f////f;(/à'/e6' quand on spécifie ces fonctions.
Une remarque fondamentale s'impose.
Tant que nous considérons la terre comme sphérique, les pôles ne jouissent d'aucunes propriétés géographiques particulières ; nous pouvons donc les situer où nous voulons pour ïé/iidc géncralc des projections. Naturellement nous les disposons de manière que les formules soient simples. Pour restituer ensuite aux pôles leurs véritables lieux, nous sommes amenés à faire un changement de coordonnées. Les formules reliant la longitude et la latitude aux coordonnées cartésiennes x, y, ou polaires a, /', peuvent donc prendre des formes multiples sans que les propriétés générales de la projection soient modifiées.
Ce qui précède s'applique A\iy. projections dites zénithales. Il existe un parallélisme absolu entre les méridiens et les parallèles définis
à parlir du pôle, et les plans verlicaiix et les parallèles à l'iiorizon [((hiiicantarats définis à partir du zénith. Tout ce que nous établirons donc pour un des s}-stèmes sera vrai pour l'autre. Les formules de la trigonométrie sphérique donnent immédiatement les distances zénithales et les azimuts, à partir des colatitudes et des longitudes, et inversement (voir §§ o5 et 114).
Connaissant .r, y, ou /•, a, en fonction de / et L dans le système polaire, nous calculerons (théoriquement) sans peine ces mêmes quantités dans le système zénithal en fonction de la hauteur h audessous de l'horizon du point pris pour pôle, et de l'azimut A.
Dans la pratique, il ne sera même pas nécessaire de procéder au changement de coordonnées sur les formules (1); il suffira de calculer ]i et A en fonction de l et de L, puis de prendre le zénith pour pôle de la projection.
1'". — Aux parallèles et aux méridiennes de la sphère correspondent sur le plan deux faisceaux de courbes qui le divisent en parallélogrammes élémentaires.
Nous ne tenons pas compte des dimensions vraies; il nous sera toujours loisible de remplacer la carte plane par une figure semblable grandie ou diminuée à notre gré.
Les fonctions : .r = .r(Z, L), y = i/[l, h\
sont arbitraires. Quelques-unes ont une interprétation concrète ; elles représentent des projections ou des perspectives. Mais cette circonstance ne leur confère a priori aucun avantage spécial; il est donc absurde de parler avec les géographes de canevas conventionnels quand il ne s'agit ni d'une projection ni d'une perspective : tous les canevas sont conventionnels. Au reste, on les appelle tous des porjections : le mot perd ici son sens strict. .■)'". — Nous avons :
cLv=^dL + -^d\, di/=-^dL + ^d\.
Posons: (|l)'+ (Ë) =^'
0£Dx DyDyr-^-^ Dy_Oyi dLdY^DLOylOL Ol^DLOl r
Pour l'élément d'arc AA' du plan qui correspond à l'élément AA'
de la sphère, on a :
dG'- = EdL'- + 2F. dL d\ + Gd\'-.
d.r . (lit dy
cos0 = -r-, sint) = -f^, tg(-) = -f^. dy d- ° d.i:
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Conservation des aires
/". — Sur l;i splicrc coiisitlérous tieiix pelils (Ic'placeincnls, l'un dV sur le uiéridien, l'autre (IL sur le parallèle.
Nous tlctiuissons ainsi un petit rectangle d'aire : (lS=:dL.dy. cos-l.
Cherchons Taire* du petit parallélogramme correspondant sur le plan. A l'arc r/L correspond sur le plan un arc AA, défini par les t|uanlilés :
f/r,r=i^(/L, r/.y,-:^^</L; ./7, = \ÏÏ.(/L.
A l'arc r/V correspond sur le plan un arc AA. défini par les quantités :
d.f^='^d\, d7j, = '^,dy; d7.^=^,lG.dV.
cos(-),
,, dA\ Ar 1
Ûu 1 sin(-) ==^-^;
dy i
sinB, =
si n ((-).,
^Vvg'
_ 1 / Ox Oy dx Dy ^
., , . 1 /Vxlhj dxVij\
■e,) = sin = =.— (^^-^5j-).
L'aire du parallélogramme AA,A'A.. est donc :
Fis. ''•
Pour que la représentation plane soit en vraie grandeur (équivalente), il faut choisir les fonctions .c(L, V), î/(L, \'^, telles qu'on ait identiquement :
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ou encore : •)lW-Wi)L = -^'''^-
2". — Si Ton veut que lès cercles parallèles soient représentés par des droites parallèles à l'axe 0,r, il faut poser :
2/ =:/■(/), d'où : .r=L?(0,
par substitution dans la condition générale d'où L doit disparaître. 11 vient: ±.o{l).f'{l)=cosl.
^, , _ ., Leos/
D ou enfin : y=/('h ■<"= ., ., .
S°. — Coordonnées polaires.
Les formules de transformation se présentent souvent en coordonnées polaires sous la forme :
Cherchons la condition pour que les aires se conservent. On a : .r=/'cosa, ?/ = /sinz,
Dx . Dx du ?a
dx <lr . 0-j. Ou . dr , c^a
-;-=cos a-TT — /'Sin5:^=rr, -±T = ?>iny.-jj~\- rco?,yi-^.
Jù (Il ci ui (Il uL
La condition de conservation des aires est :
dr Dt. .
r-.-^ = ±cosL
Comme par hjpothèse r n'est fonction que de /, pour que les aires soient conservées, -j. doit être de la forme :
, cos/.c// , „ , ^ f^cosl J,
Propriétés générales d'une transformation quelconque
Du point A de la sphère comme centre et sur le plan tangent, décrivons un cercle infiniment petit de rayon ds : les variables L et V subissent des accroissements dh, d\, liés par la formule :
ds'-=[dL\+d\')c.os-l\ (1)
ds et / sont des constantes.
Cherchons quelle courbe correspond dans le plan au petit cercle ci-dessus tracé. On a :
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Résolvons par rapport à dL et </V; transportons clans (1); il vient une équation (|uathatifitie en d.v, dij : conséfiueninient la courbe, cherchée est une ellipse. Elle ne peut être qu'une ellipse, car, d'après la nature du problème, elle n'a pas de branches infinies.
On remarquera que nous traitons les dérivées partielles comme des constantes. Autour du point A elles ont en effet la valeur qu'elles prennent au point A à j)arlir dii([iiel nous faisons varier les coordonnées.
En définitive, quelles que soient les fonctions .t(L,V), ?/(L,V), à un cercle infiniment petit tracé sur la sphère correspond une ellipse dans le plan, et inversement; plus généralement, à une ellipse correspond une ellipse. Celle j)roposilion, qui s'applique non seulement à la sphère, mais à toutes les surfaces, lient à ce que les formules sont linéaires par rapport aux différentielles.
2". — A l'arc : ds-= {dL^ +d\-]cos-l,
correspond sur le plan l'arc :
d^- = EdL' + 2FdLdY + GdW
Cherchons pour quelles directions il est maximum. Le carré du rapport de transformation est :
, A/^V E+2Fp + Gp- ^ dV ^ ^
p est la pente de l'arc AA' tracé sur la sphère. Le maximum de t a lieu pour :
E — G , . G — E_^,AG — E
Les racines yj,, y;,, de cette équation satisfont à la condition :
1\P^. = —^' Pi+P,=-^^- (2)
En conséquence le rapport - est maximum cl minimum pour deux directions rectangulaires de l'arc A A' tracé sur la sphère.
Nous désignerons par t, le maximum, par -, le minimum.
Ce sont généralement des fonctions de L et de Y; autrement dit, ils varient avec le point A considéré.
La pente P sur la carte est définie par la relation :
^~(/,r^ V. OL + d\'P) ■ \0L + OY^y
Faisons le produit P,P2 des pentes qui correspondent à p^ et p^. Utilisons les définitions de E, F, G, et les relations (2) ci-dessus démontrées; nous trouvons aisémeht :
Donc aux deux direction^/?,,/;., rectangulaires sur la sphère, pour lesquelles le rapport de transformation est maximum et minimum [directions principales), correspondent sur le plan deux directions
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rectangulaires. Ce sont évidemment les axes de l'ellipse; nous obtenons donc une véritication de ce qu'on pouvait prévoir sans calcul.
Déformations angulaires
i". — Les é(|uations du paragraj)he précédent permettent de calculer les pentes />,, /?,, des droites rectangulaires tracées sur le plan tangent à la sphère, qui correspondent aux axes de l'ellipse.
Soit sur le plan tangent O;, Or;, deux axes rectangulaires dont les pentes sont />,, />.,, par rapport au parallèle; menons sur la carte les droites O.^', Oij, qui leur correspondent. Les formules de transformation, qui restent évidemment Linéaires après le changement d'axes de coordonnées, sont nécessairement de la forme : ,r=<îç, y:=hr,.
Il s'agit, bien entendu, d'arcs très petits à partir du point considéré sur la sphère et de son image dans le plan. Posons :
Jl
ts;e=--
tgO:
On trouve immédiatement :
tg0 = |tgO, tg<o = tgO
a — h a + 6tg-0"
Le maximum il de <.) a lieu pour :
tgO=y/«, tgn==^, ♦ /> 1\ au
smQ = — !— ^
ly-y
Si donc nous connaissons les directions principales et les facteurs de transformation correspondants a, b, nous calculons aisément la plus grande altération angulaire.
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L'angle m varie de 0 pour 0=^=0, à 0 pour 0=90".
Entre temps il passe par le maximum ci-dessus calculé pour :
Les angles correspondants 0 et (-) satisfont à la relation :
Ces formules sont faciles à appliquer, parce qu'en général la symétrie de la transformation indique où sont les directions principales.
Elles correspondent ixp = 0 et/; = oo, quand on a F = 0.
Elles correspondent 'ap = ±l, quand on a E:=G.
•J". — Dans une direction quelconque 0 sur la sphère on a :
; = cos 0, r, =sinO.
D'où sur le |)lan : .r = « cos 0, i/ = bsin')\
t,-=j:.- -{-y- = a- cos- 0 + b- sin-0. Pour la direction rectangulaire ô +90", on a : ç = — sin 0, ï;=cosO.
•:* = «- sin-0 + b- cos- 0.
D'où: -.,- +-.^- = a- + b-.
C'est le théorème d'Apollonius.
Le couple de directions rectangulaires dont nous partons, est transformé sur la carte en un couple de droites faisant entre elles l'angle o. Un vérifiera aisément la relation : -.-.,^=ab sin ;.
C'est la seconde relation d'Apollonius; elle prouve qu'à deux directions rectangulaires sur la sphère (au voisinage d'un point bien entendu) correspondent deux diamètres conjugués de l'ellipse transformée du petit cercle qui a ce point pour centre.
.3". — Grâce à ces formules on calcule rapidement la plus grande déformation angulaire. On a :
^ ,, a — b \!a--\-b- — '2ab
tgLJ = — ^=:-^ =: .
'Is^ab 2\ab
Nous explicitons ainsi les quantités [a'- + b-) et (ab).
Calculons les facteurs de transformation le long du méridien et
du parallèle.
Pour p=0, -:,=:vE • ^^^ ^»
yj=x , •:- = vG : cos /;
d'Où : V- + V = a'- + b'-=^^,
' cos'Z
-_L/i^^v_i^■ik^cos/
1 /dxdxj dxd,/\
' ' ^ cos/\JL cU lV c'L/
Transformation conforme (ou orthomorphe
La transformation est conforme lorsque des figures senil)lables infiniment petites se correspondent sur la sphère et sur le plan. Il faut donc qu'un petit cercle soit transformé en un petit cercle. D'où les conditions (§ 100) :
Ainsi la transformation est conforme quand on a :
Il revient au même d'écrire :
Le rapport de transformation est indépendant de la direction autour d'un point, mais variable d'un point à l'autre. On a :
T = v/E : cos /.
Dans la représentation conforme les angles étant conservés, aux méridiennes et aux parallèles correspondent deux faisceaux de courbes orthogonales. D'où (§ 99) :
sm(e-(:).) = l, ^^_^^ = ,/LG,
relation qu'on tire aisément des relations (1).
Canevas de droites reetangulan'es.
Les classifications proposées pour les projections usuelles sont tellement arbitraires et compliquées que nous nous contenterons de grouper ces projections au mieux suivant la nature des équations de transformations.
Le canevas est recliligne quand les équations sont de la forme :
.r=,r(L), y = ij{J).
Les méridiennes sont représentées par des droites parallèles; les parallèles sont représentes par des droites normales aux premières.
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Cartes plates
L klce la plus simple est de poser :
on obtient ainsi les cartes plaies.
On représente la Terre sur une bande de hauteur - et de longueur 2::.
Formons les quantités E, F, G :
E = l, G = cosV, F==0.
Par raison de symétrie, le facteur de transformation -. est maximum et minimum le long des méridiens et des parallèles. On a généralement :
, 1 +/>^ cos-/
(1 +y^-;cos-/" Pour />= X, suivant les méridiens, t^I;
yj=0, suivant les parallèles -:=1 : cos /■ En particulier au pôle, où la distance des méridiens s'annule, le facteur de transformation suivant les parallèles devient infini.
La plus grande altération angulaire autour de chaque point est donnée par la formule :
a — h 1 — cosZ J
« + 0 14- cos l ° 2 Les distances sont indiquées exactement sur les méridiens et sur
l'équateur; elles sont agrandies pour toutes les routes obliques. Joignons deux points A et B sur la carte : la droite AB n'indique en aucune manière l'angle que le plus court chemin de A à B sur la sphère (arc de grand cercle) fait avec le méridien d'origine.
La carte plate ne peut donc servir aux marins pour déterminer la
route, c'est-à-dire l'angle qu'il faut donner à l'aiguille de la l)Oussole par rapport à la quille du navire (plus exactement par rapport au longiludinctl).
Pour fixer les idées, choisissons les coordonnées suivantes : point A: L = 0, ^=0; point B : L=180, / = 90 — :.
Sur la sphère, il faudrait se déplacer exactement sur le méridien
APB pour aller de A à B, par le plus court chemin; tandis que la
droite AB fait avec l'équateur l'angle ;
±arctgvgQ = ±arctgO,5 = ±26°34'.
2°. — Cartes a canevas rectangulaires.
On pose : .r = A-L, ;y = ^, (/'■<!)•
k est choisi de manière que le rapport des arcs de parallèle et de méridien soit correct pour le parallèle moyen.
Soit /„ la latitude de ce parallèle. On pose donc :
h = cos /„• L'élément du canevas devient un rectansrle dont le grand côté est vertical. Par exemple, pour ('(, = 45'', le côté horizontal du rectangle est 0,707 du côté vertical.
On a: E = /.S F = 0, G = cos-^;
, /i" 4- p- cos- /
■ (1 +p-)cos-l' Pour p= co, c'est-à-dire suivant les méridiens, -:= 1 ;
p = 0, — — parallèles, -.^k : cos l.
En posant /.• = cos /„, on réalise une projection en vraie grandeur le long du parallèle moyen.
Comme on a : E = G, F=:0,
le long de ce parallèle, la représentation est conforme.
Les cartes parallélogra/umalit/ucs sont les plus anciennes.
Elles conviennent à la représentation de bandes peu étendues en latitude; l'étendue en longitude est indifférente.
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3°. PnOJECTION TIlAPliziFORME.
Jo rapproche de ces projections la |iroje(lioii /rt//it'zi/oi-/iie fort en honneur au xiv" siècle. Les parallèles sont encore des droites parallèles; mais les méridiens sont des droites concourantes :
.v = bL{a — 1/), .!/ = '•
On dispose de deux constantes qu'on détermine en écrivant cpie les parallèles ont leur longueur correcte 2 r. cos / pour deux latitudes /„ et /,. Un pose donc :
' ^=zcos/, pour L = ::, et pour ^=:/„ et ?/ = /,.
l.cosf.. — /„cos/,
cosL — cos/.
cos/, — cos/, ' " /„ /,
Cette projection altère considérablement les angles.
104. Projection de Lambert (conservation des aires) Pour que les aires soient conservées on doit avoir :
OLOl OLOL
Posons: .r = L, y = sin/.
^ = cos/;
la condition est satisfaite.
/'o'/e /l^crd
^çu^
teur
Fit'. 8'-
G = cos"Z.
T = cos/,
•:=:1 : cos /.
On a d'autre part : F = 0, E^l, Pouryj = x , le long des méridiens /j= 0, — parallèles
La plus grande altération angulaire autour de chaque point est donnée par la formule :
tgQ^-^tg/. sin/.
105. Projection sur un cylindre coaxial à la ligne des pôles.
1°. — Point de vue svr l\ ligne des pôles. Comme les dimensions absolues importent peu, supposons que le cylindre est tangent à l'équateur. Une de ses génératrices est TC.
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Le point de vue V est sur la ligne des pôles à une dislance VO::^D
du centre.
La projection du point Q de latitude / se fait en R, à la distance de
l'équateur :
* Td r> D — sin/
■^ / cos
XLI _^ L — _:;>, k ^^^""--1
Les formules de transformation sont donc :
D — sin/
cos/
2°. — Projection cylindrique orthodromique.
Plaçons l'œil au centre de la sphère, D = 0 : jc=L, 2/ = tg/.
Cette projection estort/wdromique, parce queles grands cercles sont représentés par des droites. Or ce sont les plus courts chemins sur la sphère. Pour aller d'un point A à un point B, il suffit de tracer au crayon la droite AB : nous connaissons immédiatement les latitudes et longitudes des différents lieux par lescjuels passe le grand cercle joignant A et B. De telles cartes seraient un complément utile des caries de Mercator ou réduites employées pour la navigation loxodromique, dans le cas où il est avantageux de s'écarter de la loxodromie (§ 110).
Nous retrouverons au § 115 d'autres cartes orthodromiques obtenues par projection sur un plan tangent au pôle, l'œil étant toujours au centre de la sphère.
2°. — Point de vue sur l'équateur, mais restant dans le méridien A projeter.
Pour le méridien qui est dans le tableau, le point de vue est en 'I'.
On a : x=L, ^ = 2tg;^.
Dans ce système la carte reste finie pour la latitude Z = 90°. On a alors y = 2.
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Projection de Cassini III
/". — Sur l;i carie i)r<'aous coiiiiac coorclonnceB rectiligiies du point A ; lig. S;it :
AN est la tlistanre au mériilien |)riiuipal l'M ; MN = / est l'inclinaison sur l\'(|ualour tlu j^rancl cercle (|u'on mène par le point A et par le dianiclrc lîS normal au méridien (origine.
Dans les triangles rectangles RI ^\ et l'AN, on a :
sin.c = cos /. sin L, tg^ = tg^ : cos L. (1)
Le canevas est représenté dans la ligure 84.
Faisons L r='JU"; il vient : .1 + /-=":-, .y=-:2;
faisons L = 0; il vient : i/^^/-
Les images des parallèles coupent le méridien principal à des distances du centre de la carte proportionnelles à leurs cotes.
Elles coupent les droites ij = ±r. : 2 à des distances du méridien principal complémentaires (le leur cote.
Faisons /=0; il vient .r = L;
faisons /=00"; il vient .r=0,
Les images des méridiens coupent l'image de l'équateur à des distances du centre de la carte proportionnelles à leur cote.
Elles passent toutes par les pôles.
:?". — Cherchons les images des |)oints R,S : /;=0, L=±90".
La première équation donne : .r=±9U"; la seconde donne ; ^=^90".
L'image du point R est toute la droite RjR'; l'image du point S est toute la droite S, S".
Les images des grands cercles perpendiculaires au méridien principal sont des droites horizontales. Elles sont tangentes aux images des parallèles sur le méridien principal.
Cherchons ce qui arrive au voisinage du pôle.
Faisons donc : Z)=90" — £.
11 vient :
; sinL, r^ — t/^=icosh.
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Cette équation signifie que les méridiens partent du pôle en faisant avec le méridien principal un angle égal à leur cote.
Le méridien de cote L = ±90" est un carré : il limite la carte.
Il est clair que loin du centre de la carte les déformations sont énormes tant pour les angles que pour les surfaces; mais Cassini
r"^ aa° Pôle Mord
Fig. 84.
n'utilisait celte projection que pour la France, dont l'aire est un millième environ de l'aire totale de la Terre.
Si l'on remplace l'équateur par un grand cercle passant par les points R et S et d'inclinaison /„, les définitions restent les mêmes, on a :
.r = ÂN, ^ = / — /„.
D'où les formules :
sin.r^cos/. sinL, tg [ij + 4) = tg/: cosL.
Carte de France de Cassini
i". — Revenons sur les raisons pour lesquelles Cassini choi.sit sa projection.
Les opérations géodésiques déterminent des gcodésuiiies. Si donc on part normalement à un méridien, on décrit, non pas un parallèle (lieu des points de même latitude , mais un grand cercle de la sphère.
En posant comme condition cpie les grands cercles sont normaux à un même méridien (celui de l'Uhservatoire de Paris pour préciser), ils vont passer par les pôles R et S de ce méridien.
Cassini détermina un certain nombre de qq's, perpendiculaires à la
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nivriiliiiiiu'. Ilii \1',\?<, il construit la perpendiculaire passant par l'Oljservaloiro île l'aris; elle aboutit près de ("iranville d'une part, près de Strasijouro; de l'autre, l'a 17.'}.'), il construit une perpendiculaire coupant la nic'ridienne de Paris à (>0.(i()() toises 117 kilomètres environ) au midi. Ainsi de suite.
.S'^///.v s'int/iiir/cr des laliludcs et des longitudes (que l'on connaissait mal), il était naturel de transporter purement et simplement sur un plan le résultat des mesures géodésiques : cela revenait à prendre pour droites horizontales du canevas les perpendiculaires, c'està-dire à poser : .'/ = ';
/ est l'inclinaison du plan contenant la perpendiculaire (à supposer la Terre sphérique); autrement dit, c'est la latitude du point où elle coupe le méridien principal.
La seconde coordonnée, pour ainsi dire obligée, était la distance au méridien principal.
l*". — On trouve dans toutes les géographies que les coordonnées utilisées par Cassini sont la distance à la méridienne et hi distance à la perpendiculaire menée par t Observatoire de Paris. Il est à peine besoin de démontrer que cet énoncé est grossièrement fau.\ et contradictoire avec l'essence même du procédé de Cassini. Puisque Cassini représente les perpendiculaires par des droites parallèles, il ne peut pas, en même temps, prendre pour ordonnées les distances à l'une de ces perpendiculaires; il n'ignore pas que les points des perpendiculaires A, B, A', B', situés respectivement sur des parallèles à la méridienne principale, ne sont pas équidistants (§ 190). 11 nous dit expressément que la distance de Brest à la perpendiculaire menée au sud de Paris est de 4.5.. 386 toises. « La retranchant de la distance entre les deux perpendiculaires qui, à cause de la sphéricité de la Terre, ont dû se rapprocher l'une de l'autre à Brest de 192 toises, on aura sa distance à la perpendiculaire de Paris de 14.806 toises. »
Effectivement 4,'>.38G + 14.806 = 60.000— 192.
Comment faisait Cassini pour situer sur sa carte un point qui ne se trouvait pas exactement sur l'une des perpendiculaires?
Cela ne présente aucune difficulté en supposant la Terre sphérique : on calcule aisément le rapprochement des perpendiculaires, par suite sur quelle perpendiculaire doit se trouver le point, connaissant sa distance à l'une d'elles. \]ne interpolation suffit amplement
.j". — ^'oici quelques renseignements sur la Carte de Cassini.
C'est en 1733 que le contrôleur général Orry fit un arrangement avec Cassini III (deTliurj- pour mettre sur pied une carte de France.
Le canevas général fut constitué par la ^léridienne Dunkerque- Paris celle qui fut plus tard prolongée jusqu'à Barcelone), et par sept perpendiculaires à la méridienne la coupant à la distance de 60.000 toises l'une de l'autre.
Le canevas était complété par trois parallèles à la Méridienne.
Les côtes et les frontières furent déterminées par une chaîne
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ininterrompue de triangles, « espèce de fortification géonictriqne qui assure de la manière la plus inaltérable l'étendue actuelle du royaume » ! Phrase admirable et qui peint une époque! Tout de même des tranchées valent mieux!
Le canevas de second ordre était constitué par plus de 800 triangles qui se terminaient à 19 bases serA^ant de preuves aux opérations. Tous les triangles étaient ramenés à l'horizon.
Projection «le Mereatoi*.
Problème des routes en navigation. Loxodromie
1". — Le plus court clicmiu iluu point à un autre sur la spiière esl le plus petit des deux arcs du grand cercle qui passe par ces points. Cette courbe coupe les méridiens suivant un angle variablo ■(fig. S.^).
En effet, soit BCR' un grand cercle normal au cercle AlîE.
Dans le triangle sphérique rectangle ABC, on a :
tgC = tgAr3:sinBC.
Déplaçons le point C de B en B'; l'angle G est droit en B, il diminue, devient minimum pour BC = 90°, croît ensuite et redevient droit pour BG= 180°.
2°. — Mais l'emploi delà boussole conduit les marins à utiliser entre deux points, non pas la route la plus courte, mais celle qui fait un angle constant avec les méridiens successifs : on l'appelle loxodromie.
Admettons, en effet, que la drcUncilson magnélique soit constante : la projection horizontale de l'aiguille aimantée fait partout le même angle avec le méridien géographique. Pour décrire automatif[uement la loxodromie, il suffit de maintenir constant l'angle de l'aiguille (rendue sensiblen ment horizontale par son mode de suspension) avec la quille du navire (plus exactement avec le plan loni^iliuUnal de symétrie du navire). La variation de la déclinaison entraîne une variation de cet angle; mais elle varie peu d'un point à un auti'e pas trop éloigné : la correction est facile.
Nous sommes donc conduits à chercher les propriétés de la courbe NM qui coupe tous les méridiens sous un angle constant ANM = Z.
3". — LoxonnoAirE.
Soit(/5 = NM l'élément d'arc de cette courbe.
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On ;i : ■ ¥}Â=(ll = (ls. couZ;
d'où ("Il inlograiil : / — /^=:.voosZ. (1/
\ esl l'arc total parcouru h partir du point de dcparl \; il osl proportionnel à la variation de la latitude.
On a : Nl'=:cos/.r/L^sinZ.^/.v.
D'où en inlogranl ^ ^'1 :
Parlons d'un point N de coordonnées g('0gi'aphi(|ues L„, /„. Pour aller jusqu'au pôle, nous devons parcourir le chemin fini :
'~'yi ''vcosZ'
sa valeur est fonction de l'angle Z de départ.
Toutefois le pôle est un point asynii)tolique, puisque L — L„ devient infini pour /^OÛ", cos/;=0. La loxodroniie est donc une spirale sphérique qui fait autour du pôle une inpiiilé de tours; les rayons moyens des spires successives diminuent assez vite pour que la longueur totale du chemin reste finie.
Au voisinage du pôle la loxodroniie devient une spirale logarithmique ordinaire.
Remplaçons la latitude / par son complément /..
Ona: / + A = 7r:2, r// -f r//,r=0;
f-L — -^= — f . '' = — f—^ — log/, + constante. .' cos/ i' sin>, J /,
si "/, est petit. La colatilude "/, joue le rôle de rayon vecteur; la longitude est la seconde coordonnée polaire.
En chaque point de la sphère passent deux loxodromies symétri- (|ues par rapport au méridien de départ et faisant le même angle avec ce méridien.
Nous allons maintenant comprendre l'intérêt des cartes de Merrator.
109. Projection, de Mercator (conforme); cartes réduites. 1". — On pose :
Les logarithmes sont népériens.
Ona: E = G=1, ^ = 0.
La Iranafornialion est conforme.
Le facteur de transformation, indépendant de la direction en un point donné, mais variable avec le point, est : T = i:cos/.
L'intéi'rt de celle projeclion est que les loxodromies onl des droites pour images. L'équalion :
L — L„ = tgZ (V — V„), devient : .r — .r, = tgZ [y— y,). C'est évident, puisque la transformation est conforme et que les méridiens ont des droites parallèles pour images : seule une droite peut faire un angle invariable avec tous les méridiens. Les arcs ds de la loxodromie tracée sur la sphère subissent une amplification croissante vers les pôles : à l'arc ds sur la sphère correspond l'arc ds : cosl sur le plan.
t^uai
eur
La longueur de la route jusqu'au pôle devient infinie sur la carie. Pour comprendre ce que cela signifie, on disposera les unes à côté des autres n cartes de Mercalor numérotées 0, 1, 2, 3,..., et représentant chacune la sphère entière. Elles sont de longueur //rare dans le sens des longitudes, mais de hauteur infinie dans le sens des latitudes.
Une loxodromie est une droite indéfinie ?JMP.
Nous pouvons la tracer tout entière sur une carte unique, à la condition d'y ramener les morceaux MP, PQ,... par une translation parallèle à EE'.
Les tours successifs de la loxodromie réelle autour du pôle sont remplacés, dans son image, par le passage de la droite NMP à travers les bandes successives; quand on utilise une seule carte, ils sont remplacés par les segments parallèles MP', P"Q',."
Les longueurs de ces segments sont égales, mais ce sont les images d'arcs de plus en plus petits.
La figure 87 rend évidente une proposition importante : on peut aller du point N au point T par une infinité de loxodromies. On les obtient enjoignant par des droites le point N aux points T de l'une quelconque des caries. On ira ainsi de N à T soit après une fraction de tour, soit après n tours plus une fraction de tour. Si par exemple on choisit le point T^, on fait plus de deux tours pour atteindre T.
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On peut mettre le^ point T sur l'une des cartes qui sont à ^^luclie lie la carlo 0 où se trouve le point de départ.
En prali(|ue, la route à ciioisir correspond à la j)lus petite variation de longitude.
5°. — Le probU-iuc de la roule est donc très simplement résolu.
^^rrrrry.^^^
Pour aller d'un point A à un point B de la carte par la loxodromie qui les joint, on trace au crayon la droite AB sur la carte. Avec un rapporteur on détermine l'angle que fait cette droite avec les méridiens : c'est l'angle Z.
Connaissant la variation magnétique A, on sait l'angle Z±A que l'aiguille doit faire avec le longitudinal [cap au compas). Si l'homme de barre maintient cet angle, le navire décrit la loxodromie.
110. Différence entre la loxodromie et le plus court chemin. Navigation orthodromique.
i". — De ce que la loxodromie remplace ordinairement le grand cercle qui est le plus court chemin, on a une tendance à croire que ces chemins sont voisins sur la sphère; ce qui est une grossière erreur. Par exemple, pour aller du point N au poipt M de même latitude, mais dont les longitudes diffèrent de 180°, le plus court chemin NPM passe par le pôle; la loxodromie yj/Y/Z/^/^/e est le parallèle NQM (fig. 89).
Certes dans les conditions ordinaires d'emploi, la loxodromie, qui est plus longue que le graml cercle, en diffère peu.
Pour fixer les idées, allons (fig. 85) du point D (/=L = 0), au point B de coordonnées L = -:2, / = :::4.
L'arc de grand cercle a pour longueur :: : 2.
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Calculons l'aro de loxodroinie. Les valeurs \' et V„ ii'.t//ii/itrcs ni radiûJis) qui correspondent ^ = 0, 1 = - : -'i, sont 0 et U,88l/i. L'équation 1^2) donne donc :
J,.-)70S = 0,8814.tgZ, tgZ=l,78 cosZ = 0,40. D'où en vertu de (1) : s^=- : 1,90. L'allongement de la route n'est que de 2 p. HiO. Il serait nul pour les routes DA ou DE, la loxodromie se confondant alors avec le méridien ou le parallèle. Revenons à la figure 89.
Le chemin NPM = ':: — 2/; le .chemin NQM = z cos /.
La diflerence est : D^-cos/ + 2Z — ■::. Elle est maxima pour / = 39'' 30'.
D'où: 7:cos/ = 2,421, :: — 2Z = 2,452.
La différence relative est faible.
2'\ DlFFlJRENCE- ENTRE l'aZIMUT LOXODROMIQUE ET l'aZIMUT DE
l'arc de grand cercle.
Par les points N et M menons la loxodromie et l'arc de grand cercle (fig. 88). La loxodromie qui est une droite sur la carte, fait un angle invariable Z avec le méridien; l'arc de grand cercle fait avec lui les angles Z, en N, Z, en M.
Evaluons la différence :
quand les points N et ]M sont rapprochés.
Dans le triangle PIMN (fig. 88),
sinZ, sinZ,
on a : j^ = f,
sin Z.cos/ = constante.
Cette formule différentiée donne :
dZ=tgZAg Ldf.
Mais d'après la définition de la loxodromie, on a :
tgZ.^// = cos/. iIL.
D'où : r/Z = sin l.ilh.
Reportons la variation (■ZZ = 2£, respectivement par moitié aux bouts de l'arc MN; passons aux quantités finies.
Nous trouvons pour angle de la droite loxodromique avec l'image
(lu grand cercle MN :
Les liydrographes appellent l'angle s la correction dr (jh'rij. Nous verrons (§ 111) qu'effectivement l'image du grand cercle est
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placée par rajtporl à la luxodromie comme le montre la figure 89 : c'est une courbe ondulée qui a un point d'inilexion sur l'équalcur.
.■<°. NaMG\T10N OnTIIODHOMKjl k.
Pour (le longues traversées, entre deux points à peu près de même
latitude, il y a intérêt à quitter la loxodromie et à faire de la navigation or//io(l/ofiiii/ue , suivant l'arc de grand cercle.
Dans l'hémisphère nord, on passe au nord du parallèle; dans 1 hémisphère sud, on passe au sud du parallèle.
Par exemple, dans les traversées du Havre à JN'ew-York, on va reconnaître Terre-Neuve qui est notablement au-dessus de la loxodiomie passant par Ouessant et New-York.
La distance orthodromique A et l'azimut Z, de départ sont donnés par les formules :
cos A = sin II. sin /^ + cos ^,. cos l,. ces (L, — L,), cotgZ,.sin(L, — L,) = tg /,. cos /, — sin /,.cos iL, — L,).
Les caractéristiques du grand cercle à suivre sont l'inclinaison i et la longitude L„ de la ligne des nœuds intersection avec l'équateur). On a : tg(L, — L„) = sin /,. tgZ,; d'où L,..
tg/. sin(L, — L„=tg/,; d'où i.
Le problème est ainsi complètement l'ésolu. Ou appelle verlex le point du grand cercle dont la latitude est maxima. Sa lono-itude est L„zh- : 2; sa latitude est i.
Image d'un cercle dans la projection de Mercator
1". — La méthode des cercles de hauteur, de plus en plus employée en navigation, conduit à chercher ce que devient un petit cercle de la sphère sur une carte réduite.
■. GÉOGRAPHIE MATIIÉMATIQIE
Soit : le rayon du cercle; soil /„ la latilude de son centre dont
nous pouvons toujours supposer la longitude nulle.
Les coordonnées géographiques /, L, des points du cercle sont liées par l'équation :
sin /. sin /„ + cos /. cos /„. ces L
= cos :. (1)
Si le cercle est infiniment petit, son image sur la carte est un cercle :
conséquence de ce que la projection est conforme.
Fig. 90.
En effet, poussons les développements jusqu'au second ordre ; on a : sin /=sin/„ + cos/„f/Z — sin/„— ,
cos l^cosl, cos L = 1
sin /„ dl — cos /„ — ,
cos 0 = 1-
Substituons dans (1); ne conservons que les termes du second ordre. Il vient :
(//- + cos- /„. L- = ;-, [(Lr- + di/-) cos- /= ?-.
Pour un cercle de rayon fini, trois cas à considérer.
2". — Courbes de première espèce.
a) Le petit cercle ne comprend pas le pôle : : <9Û°-
C'est le cas représenté dans les figures 91 et 02 à gauche. L'image du cercle est une courbe d'aspect elliptique.
c.iiiTEs céocum'iiiques i.jr.
Les points M' où la tangente de l'image est verticale, correspondent cvidenimcnl aux points M de plus grande et de plus petite longitude sur le cercle.
L'image C du centre C est au-dessous de la droite M'M', puisque le même arc de latitude est représenté par une longueur d'autant plus grande cpie la latitude moyenne est plus grande.
Soit /, la latitude des points M' (llg. 'J2i.
Dans le triangle rec- m' tangle CM'P on a :
sin /, = sin /„ : cos p.
Les latitudes des points R et S sont /„qr p.
Soit _(/„, ?/„' les ordonnées correspondantes sur la carte; soit ^, l'ordonnée des points M'.
Par définition on a :
^o=logtg(| + ^), yo' = logtg0 + ^=),
7/. = logtg(^^ + 2')-
Partant de l'identité :
/- ^\ _1 +sin/ *SV4"^2/""1 — sinT on trouve immédiatement la relation :
,'/o + yo'-2^„ fS^FR.
L'image du cercle est une courbe symétrique par rapport à la droite M TM'.
h] Soit un cercle inscrit entre deux méridiens faisant entre eux langle 2L„.
Entre son rayon ; et la latitude du centre existe la relation :
sin p = cos /„.sin L„.
En particulier, si le centre est sur l'équateur (^^=0), on a f = L„; ce qui est évident.
Coupons le cercle par un méridien faisant l'angle L avec le méridien origine; soit A l'angle suivant lequel il coupe les rayons du cercle. On a :
sin A sinL . . sinL
■f-z=— — , sin A— ■ .
cos/j sinp sinLg
D'où le théorème : tous les cercles de la sphère tangents aux deux mêmes méridiens sont coupés suivant les mêmes angles par un troi-
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sième mëridicu quelconque. En verlu de la reprcsenLalion conforme, cela revient à dire que les iinnges de lous ces cercles sont coupées suivant des angles égaux par la droite image d'un méridien. D'où l'on déduit immédiatement que les cercles inscrits entre les mêmes méridiens ont des images identiques. A la vérité, ils sont d'autant plus petits que leur centre est plus voisin du pôle, mais leur latitude moyenne est plus grande.
c) Considérons le cercle inscrit entre deux méridiens faisant entre eux l'angle 2L„, et dont le centre est sur l'équateur.
Son rayon p est égal à L„.
Le demi-petit axe (horizontal) de l'image est p ;
le demi-grand axe (vertical) est :
lost
Mais tous les cercles compris entre les mômes méridiens ont des images identiques. D'où le théorème : une courbe de première espèce image d'un cercle tangent à des méridiens distants de 2L„, a : pour demi-petit axe (horizontal), L„,
pour demi-grand axe (vertical), logl-g (7 + "tt)-
.3". — Courbes de seconde espèce.
Le petit cercle comprend le pôle : p>>90" — /„.
Le cercle est tangent à deux parallèles : son image est donc tangente aux droites de la carte qui sont conjuguées de ces parallèles : la figure 91 à droite en donne l'allure.
L'image a deux points d'inflexion, pour les longitudes ±90" (le méridien du centre est pris pour origine), et sur la droite équidistante des droites images des parallèles extrêmes.
Le triangle rectangle CPN'(rig. 92 à droite) donne pour la latitude /, des points N' :
sin /, = sin /^ : cos p ;
c'est la même relation que plus haut.
Pour montrer qu'en N', N', existent des points d'inflexion, on s'appuie sur le fait que la transformation est conforme. Ou cherche donc pour quels points le cercle UN'TN' fait le plus petit angle avec les méridiens ou avec les parallèles, ou, ce qui revient au même, pour (piels points l'angle 2 est maximum.
Dans le triangle PAG on a :
sin^j^cos.r. cosp + sin.r. sin p- cos z.
La condition cherchée est : tg.<=cos:(. tg p; elle exprime ([ue l'angle CPN' est droit.
i". CoillBES DE TROISliiME ESPÈCE.
Le petit cercle passe par le pôle: t = 90" — /,y
La courbe est formée d'une seide branche, symélri(jue par rap-
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port ;iii iiiciidion origine (•oiniiic dans les cas pré<écienls d nsyiu litote aux verticales it !'(*".
Clienhons l'équation de cette coiirlje.
L'équation ilu cercle tievienl en posant cos p=sin/„ : ces/. CCS L= I — sin/ tg/^, qu'on peut écrire :
cosL = tg/„.lg0-0 = lg/.,:tg(^ + 0.
D'oii : \' = log.lg/„ — log.cosL, ,'/ = log-tg/u — log.cos.r. La latitude "/.„ du point du cercle le [dus éloigné du pôle est :
"/■„ = .-; — -A.; d"ou : /,,=t — tt- 1 4 2
log. lg/„ = V„ = //„; \'„ est la valeur tle V qui correspond à >,„. Léfiuation de la courbe devient :
.y=Z/o — logcos.c.
Toutes ces courbes sont superposables par translation le long du méridien origine. Autrement tlit, tous les cercles passant par le j)ôle ont la même image convenablement translatée.
On donnera au sommet de cette image la latitude que possède le point du cercle diamétralement opposé au pôle.
Cartes de Mercator en tenant compte de l'aplatissement
t\ — Sur l'ellipsoïde d'a])latissement e (§ 140), l'arc de parallèle qui correspond à la variation dh de longitude, est :
y'd- b- ' /. a cos /.(IL
a \ 1 — t'-sin-/
l'arc de méridien f[ui correspond à la variation ((/ de latitude, est :
al—e'-)(/f ^i — esm/ i Nous vorilons conserver les angles dans l'image plane de la surface de l'ellipsoïde; nous voulons d'autre jiart l'aire correspondre ;iux méridiens et aux parallèles les droites parallèles aux axes O.r et Oij. ?sous avons donc :
(II/ (1 — (•- (Il
(l.v (1 — e- sin- / cos I (IL' Enfin nous posons </.r=(/L.
Conséquemment i/ est djéllnie par l'intégrale :
^ • .'o ^1 — e-sin-t)cos(
Po\ire=0 ;sphère), nous retrouvons la projection de Mercator. Profitons de ce que e- est petit pour développer en série.
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Aux termes en c'' près, on a :
(i — ('-): (1 — e-sin-/)=:l -|-e-cos'- /;
i/= / — — , — ('- / cosl. (Il=\ — e-sin/. ^ cos / ^
2". — On admet la valeur e'^ 0,00684.
Exprimons ij et V en minutes d'angle :
e°- = 0,00684 = 23,51 minutes.
La formule prend la forme usuelle :
?/ = V — 23,51 sin/.
La correction est en pratique d'importance négligeable.
Les cartes de marine sont dites routières ou à petits poinis quand elles représentent une portion considérable de la Terre. Elles sont à grands points lorsque leur échelle est grande : elles servent alors pour la navigation près des côtes. Pour l'atterrissage et le mouillage, on utilise des cartes à échelles encore plus grandes : ce sont àes plans.
Mesures et constructions sur les cartes de Mercator
1°. — Le facteur de réduction en un point delà carte est indépendant de la direction autour de ce point; mais il dépend du point considéré. Dans le cas général, il est :
(Is
cosl
cos /
•te:/, sin /.
Il est pratiquement égal à 1 : cos/, comme pour la sphère.
Montrons que, pour trouver la distance en milles marins de deux points A et B, il suffit pratiquement de prendre (avec un compas à pointes sèches) la distance AB de ces poinis sur la carte, de la reporter en A'B' sur l'axe des y et de calculer (en minutes) la différence A.,-*-/., des latitudes entre les pointes du compas.
On fait en sorte que le milieu du segment A'IS' transporté soit à la latitude moyenne des points considérés : 0'A' = B'0'.
l'ii^. 93. En ell'et, pourvu que la
/ Arallè/e moyen
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distance AU no soit pas Irop ^rande, elle ropréscnto la distance réelle :
D = AB.cos'
D'autre part on a :
ôx=r^% ^-r-^' ^=r— /=
^o COSl -^o COSf •^)., COS t
d'oîi approxiinalivemênt :
A 13 = ( A. — /., ) : cos -Hj — = .
On fait on sorte i|iie >., + 'a.>^^ + ^j-
On a donc : a, — a, =ÂÏI' cos ^-^^^ = D,
puisqu'on prend
A'li' = AB.
La règle tombe en défaut pour les très hautes latitudes.
5". — Les (igiires à la surface de l'ellipsoïde ou de la sphère sont représentées par des ligures semblables, quand elles sont infiniment petites; pratiquement, la propriété subsiste pour des figures tinies, occupant sur la carte une aire relativement étendue, surtout s'il s'agit de cartes à grands points. Conséc[uemment on peut faire surla cartedes constructions graphiques qui supposent la similitude. En particulier, quand trois phares A, B, C sont en vue, on détermine le jioinf N du navire par l'intersection de deux circonférences capables des angles sous lesquels on voit AB et BC, par exemple; elles passent sur la carte respectivement par A et B, par B et C.
114. Projection de Mercator transverse (projection cylindre de Lambert).
r. — Nous rencontrons ici une première et excellente occasion de montrer ce que deviennent les cartes par changement de pôles.
La projection de Mercator restant ce qu'elle est, soit à repré-
Fig. 94.
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senlcr les méridiens et parallèles par rapport aux points Q et (/ diamétralement 0|)posés sur l'équateur.
Les coordonnées deviennent la latitude >. et la longitude A.
In point r» quelcon- (|ue a donc, au choix, les coordonnées /, L, ou A, A entre lesquelles existent les relations :
sin A = cos /.cosL, lgA:=sinL.cotg/.
sin / = cos/..cosA; tgL = sinA. cotg/..
Pieprenons^les équations générales de la projection de Mercator:
1 + sin /
.y = logtg^ + ^) = 2'°"î
in/"
Changeons de coordonnées; il vient :
X, 1 + COSA.COSA
,i' = arctgisin A. cotg a , V=r;logi -.
° 5 ' -/ 2 ^1 — COSA.COsA
C'est encore la projection de Mercator, mais le cj'lindre de représentation est enroulé suivant un méridien, au lieu de l'être suivant l'équateur.
^'°. — Rien ne nous empêche maintenantde prendre A et "a comme véritables coordonnées, ce qui revient à tourner la carte de IXJ".
Pour compter les longitudes à la manière ordinaire, remplai ons A par son complément. 11 vient les équations :
1, 1 + cos A. sin A
-loo' — ■
2 "^ 1 — cos A. sin A
^î/::=arctgfcos A. cotg/.).
Enfin pour que y soit nul pour A=0, a^O, nous changerons son origine; d'où les équations habituelles :
1 + cos/. sinL 1 — cos/. sinL'
Ig/.
°cosL
La figure 96 montre une partie du canevas. La carte est maintenant limitée dans le sens vertical; elle est illimitée des deux côtés dans le sens horizontal. Les angles sont, bien entendu, conservés; les déformations s'exagèrent dès qu'on s'éloigne du méridien principal qui est au milieu de la figure.
Pour intéressante que soit la projection au point de vue théorique, son intérêt pratique est nul.
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CHAPITRE V CARTES GÉOGRAPHIQUES (SUITE
Projections sur un plan tangent.
115. Projection gnomouique (polaire centrale, orthodromique).
1". — Projetons sur un plan tangent au pôle; le point de vue V est sur la ligne des pôles, à la distance OY = D, du centre de la sphère.
Sur la carte repérons les points au moyen des coordonnées polai-
Fig. 97.
res; /■ désigne le rayon vecteur, x l'angle avec une droite de référence. L'origine des coordonnées est au point de tangence.
Les coordonnées du point R, image du point Q de la sphère, sont : ^ (1 — D)cos/
sml — D
2°. — Etudions d'abord le cas où le point de vue se confond avec le centre de la sphère :
D^O, o! = L, /'^cotg/.
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L'intérêt de celte projection est que les grands cercles de la s|)lu''re sont représentés par des droites.
In grantl cercle dé Uni par son inclinaison i sur l'équateur et la !on<^itude L„ de la ligne d'intersection (ligne des nœuds), a pour é(|uation :
tg/ = sin (L — L„). tgf, - = sin(:t — L„). tgi.
Développons, passons aux coordonnées cartésiennes : cotg i=jj cos L„ — X sin L„, qui est l'équation de la droite cliercliée, évidemment parallèle à la ligne des nœuds et située à une distance cotg / de l'image du pôle.
Pour les méridieus, on a : y : .r = tgL„.
3". — Projectio>' horizontale.
La Terre étant supposée sphérique, on peut mettre le pôle en un point quelconque de la surface; la projection conserve la même propriété fonda- 60° mentale {les grands cercles sont représentés par (les droites).
Mais les parallèles sont, non plus des circonférences concentriques, mais des sections coniques.
Il est alors plus simple d'utiliser les coordonnées cartésiennes. Soit l„ la latitude du point de tangence; nous prendrons son méridien pour méridien principal. L'axe des ?/ sera sa projection. L'axe des x sera donc la projection du premier vertical. On trouve aisément : — sin L. cos l. cos L + cos L. sin l
cos /„. cos /. COS L + sin /„. sin Z cosl. sinL
cos /„. cos /. cos L -f sin /f,. sin /' Faisons L = 0, il vient :
.r=;0, y = ig{l—Q.
Pour le pôle, on a : 1=^- : 2, î/ = cotg/„,
L'équation des méridiens s'obtient en éliminant / entre les équations (1) :
.r cos L + y sin /„. sin L = cos /„. sin L.
Ce sont des droites qui passent toutes par le pôle :
,r = 0, 7/ = cotg/„.
Leur inclinaison 6 sur le méridien principal est donnée par la formule :
ts;0 = - = sin/„. tgL.
L'équation des parallèles s'obtient en éliminant L entre les équations (1) :
.i-sin-/ + i/'(sin-Z — cos-/„) — ?/sin24=cos-Z — cos-/„.
Ce sont des ellipses pour les parallèles compris entre le point de tangence et le pôle (Z>/„).
C'est une parabole pour le parallèle qui passe par le point de tangence.
Ce sont des hyperboles pour les parallèles qui sont entre le point de tangence et l'équateur.
4°. — Si le point de tangence vient sur l'équaleur, les équations se simplifient :
x=tgL, ?/=tgZ:cosL,
Les méridiens sont les droites parallèles a^=:tgL; ce qui revient à dire que l'image du pôle passe à l'infini. Les parallèles sont les hyperboles :
— ,r- 4- J/"Cotg^/=l.
Projection orthographique polaire
i". — Le point de vue est à l'infini : les lignes de visée sont parallèles à la ligne des pôles :
D = oc, a = L, r=:cosl.
Il peut sembler bizarre d'étudier tant de projections correctes seulement au voisinage du pôle ; le lecteur voudra bien se reporter à ce que nous disons au § 98 des projections zénithales.
Projeter sur un plan tangent en un point quelconque de la sphère est le même problème que projeter sur le plan tangent au pôle. II suffit de calculer les distances à l'horizon et les azimuts des lieux en fonction de leur latitude et de leur longitude, pour faire du zénith du point de tangence l'équivalent du pôle.
2°. — Si le plan de projection est parallèle à l'horizon du point de coordonnées :
les coordonnées cartésiennes de l'image du point /, L, sont :
.r = cos^.sinL, 7/ = sinl.coslo — sin/„.cos /.cos L. (1)
Pour L = 0, on a :
x = 0, y = sin{l — /„).
Les coordonnées du pôle sont ilonc :
.(•^^O, //=cos/„.
Pour trouver l'équation des méridiens, éliminons /entre les équations (1) :
.i-(l — sin-/„.sin-L) -f .r//sin/„.sin2L -|- ^-sin-L = sin-L.cos-/„. Ce sont des ellipses qui évidemment passent toutes par le pôle. Les grands axes valent 1; les petits valent cos/„.sinL. L'angle o) du grand axe avec le méridien principal est :
tg(.) = sin ^o.tgL.
L'équation des parallèles s'obtient en éliminant L entre les équations (1) :
y- — 2^ sin /.cos /„ + •*•' sin- 1^ = sin- l^.vos- 1 — sin- 1. cos- /„.
Les grands axes valent cos/„ et sont dirigés normalement au méridien principal; les petits axes valent cos /.sin/, et sont dirigés suivant ce méridien.
L'ëquateur a pour image l'ellipse :
//- + .r-sin-/,= sin- /,,.
117. Projection stéréographique polaire (conforme). On met le point de vue en P' (fig. 97); on projette sur le plan tangent au point P.
Cela revient à poser D = — 1, dans les formules du § 115 :
2 cos/ „ /r. l\ 1 +sin/ ° \4 —2/
Pour trouver les propriétés de cette projection, repassons aux coordonnées cartésiennes. On a :
.f = /'cos0 = 2 cosL.tg (j — - j, ?/z=/-siuO = 2sinL.tg ij — .^ j .
Calculons E, F, G (§ 98).
On a: F=0, E = G = 4tg=(|-^).
Donc la transformation est conforme : les angles sont conservés; une figure infiniment petite est transformée en une figure semblable. Le facteur de transformation est :
Pour /=90°, il est égal à l'unité; ce qui est évident.
Non seulement alors les figures infiniment petites sont semblables, mais elles sont projetées en vraie grandeur. '- 2". .— Cherchons ce que devient un cercle de rayon fini tracé sur la sphère.
Nous ne particularisons pas le problème en mettant le centre du
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cercle sur le méridien origine; l'équation est donc (S lil) :
sin/.sin/„ + ces Z.cos /„.cosL = cos p; (1)
p est le rayon du cercle, /„ est la latitude du centre; / et L sont les coordonnées courantes d'un point du cercle.
Cherchons la valeur de /• par rapport à /. On trouve :
'ir . 4 — /■-
cos/=7- :, smZ=7 -.
Substituons dans l'équation (1); nous trouvons :
, R- = A- + /'- — 2/'Acosa, (2)
. 2cos/„ _ 2\/sin-/„ — cos'p
en posant : A=: è — r» R = ■ — r-^-
' cosp4-sin4 cosf + sin/„
L'équation (2) représente un cercle de rayon R, dont le centre est à la distance A de l'origine sur la droite à partir de laquelle les angles y. sont comptés.
Nous appliquerons plus loin ce théorème (Ji 119) qui exprime la propriété fondamentale de la projection stéréographique : les images des cercles tracés sur la sphère sont des cercles. Il est clair qu'elle subsiste que le diamètre l'P' soit ou non la ligne des pôles.
Projection zénithale équidistante (Guillaume Postal
1°. — Parmi les projections qui satisfont aux équations générales :
la plus simple consiste à poser :
Elle est due à Guillaume Postel (1581).
Etendue à moins de 30° du centre de la projection (ici le pôle), elle produit des déformations acceptables.
La circonférence du parallèle /, qui est effectivement :
tcos/, devient 7:(z
Pour 1=60° la vraie longueur est::; la longueur sur la carte est :
L'erreur est de 5 p. 100.
2". — Si le point central de la carte n'est pas au pôle, on calcule l'azimut A et la distance zénithale Z du point de coordonnées /, L; après quoi on applique la construction (§ 98).
Soit /„ la latitude du point central. Le lecteur vérifiera qu'on a :
„ sin(/4-0 • ; -A sinL ,
cosZ = ^ — —^siuL, sinA = ^ — -eosl;
cos o sin Z
l'angle auxiliaire î est donné par la relation :
tgc; = cosL.cotg/,,.
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Dans le cas où le point est pris sur i'équateur (fig. 101), on a : /„ — 0, '. ~-:2;
("OS Z^^ cos/.cosL, tgA:r=:sinL.cotg/.
Projeclions coniques.
Projection de Gauss (conforme
1°. — Posons: z^^^/iL, r^r'J].
Cherciions la condition pour que les angles soient conservés.
Revenons aux coordonnées cartésiennes :
X = /'. cos /iL, y = r. si n AL. On trouve aisément (§ 08) :
E = /.:^/'S G = f'^'ycos^/, F = 0.
La condition cherchée est :
D"où les solutions :
r cosl
*^U~2)J '^''-y^lj' enposantZ +
Choisir /.-, c'est choisir l'angle du secteur dans lequel on effectue le développement; il reste une arbitraire /•„.
La condition de conservation des aires est i^§ 99) :
en vertu de (1\ elle devient : k/' = cosl.
On peut donc rendre la représentation exacte sur un parallèle. Pour avoir l'exactitude sur l'équateur, on écrira :
/ = 0, /■=/■„, /rr,= l.
On peut encore déterminer les constantes /•„ et k en écrivant que les parallèles de latitudes l^ et /, ont des longueurs exactes : /•(/„) = cos/„, /■(/,) = cos^,.
■j'\ — Retour a la 'projection de Mercator. Nous pouvons écrire :
logf^=/'logtg(^^ + 2)- Faisons k très petit. Remplaçons /• par /• + /•„.
On a
log(l+0
puisque par hypothèse /■ reste très petit. D'où : /'^/'oA-loo- tg ( ;^ +
Mais, dans ces conditions, les droites concourantes images des méridiennes deviennent des droites parallèles, puisque, pour avoir une carte de dimensions finies, il faut renvoyer très loin leur point de concours. De même les cercles concentriques sont des droites parallèles dans leurs parties utilisées. Bref nous retombons sur la projection de Mercator, qui est un cas particulier de celle de Gauss.
Projections d'Alberts et de Lorgna (aires conservées
i°. — Projection d'Alberts.
Posons: a = AL, i-:=r{l).
La condition pour que les aires se conservent est (§ 99) :
kidr = cos l.di.
•sin /.
I est la constante d'intégration.
2°. — Projection de Lorgna.
C'est un cas particulier de la précédente.
Déterminons la constante I de manière que pour le pôle {l^QO") le rayon vecteur soit nul. On a :
:y^^yi— sinZ=-^v'2(l— sin/);
Fig. 100.
\2(1 — sin/) est la corde c de l'arc de grand cercle compris eptre
le pôle et le parallèle de latitude /.
Ce cas particulier de la méthode de Lambert revient donc à poser : j: = /iL, /• = c : ^k,
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On a :
cos' I.
La condition E = G, revient à poser :
Pour le parallèle déterminé par cette équation, la transformation est conforme. On choisit /.: de manière que le parallèle moyen de la portion de sphère à représenter satisfasse à la condition précédente.
Par exemple pour ^ = 48°, /i=^cos-21":=0,876.
Si au lieu de la latitude /, on prend son complément z, les formules ont l'expression plus simple :
2 z a=AL, /• = — =sinn.
•i"- — La projection de Lorgna est excellente comme projection zénithale.
On prend pour pôle le zénith d'un point Q voisin du centre de la
carte ; les plans verticaux ont
II-. Pô}e
pour images des droites concourantes, les alinicantarals (cercles parallèles à l'horizon du point Q) ont pour images des circonférences concentriques. Pour construire la carte, on calcule les coordonnéeszénilhalesdes points 2' P formant le canevas, en fonction de leurs coordonnées géographiques.
Il va de soi que les méridiens et les parallèles n'ont plus respectivement pour ima droites et des cercles {§ 98).
Si le centre de projection est sur l'équateur, on a (fig. 101) cosZ=cosZ.cosL, tgA =sinL.cotg^.
Les équations des parallèles et méridiens sont :
sin/ = sinZ.sin A, tgL =tgZ.cos A.
Fig. loi.
ges des
121. Projection sur un cône^ tangent à la sphère et développement.
Le point de vue peut être quelconque sur la ligne des pôles; pour ne pas faire une algèbre inutile, nous le mettons au centre. Le cône est supposé tangent le long du parallèle l^,.
On a: GÂ = cotg/o, ÏÏA = tg(Z — ;„);
d'où: /•=CR = cotg/„ — tg (/ — /,).
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La longueur du parallèle tangent est :
27:ÂB = 2-cos/,, Après développement, il forme un arc de longueur 27:cos/„ psur une circonférence de rayon CA = cotg7„.
p /Vr
L'angle du secteur sur lequel la carte est construite, est donc :
M = 27: cos /„ : cotg /'„=:27: sinZo- L'angle au sommet z est lié à la longitude L par la relation : a_2-sin/'o L"" 2
:Lsin/„.
En définitive les coordonnées polaires sur la carte sont : o! = Lsin/o, /'^cotg/^ — tg(/ — /„).
On représente tous les points compris
entre le pôle P (^=90% /•=0) •
et le parallèle de latitude négative /, = /„ — 90°; /'= oo.
La carte est construite dans un angle d'amplitude (ù = 27:sinZo bien déterminée; on choisit arbitrairement l'arc représentatif du parallèle de latitude Z„; il fixe réc:lielle.
Son rayon est conventionnellement égal à r„=cotg/„.
2'. — En faisant /o==0, on retombe sur la projection cylindrique
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du S 105 :
.r = L, y = ig/.
Le sommet du cône passe à linflni, l'angle (o dans lequel la carte est construite devient nul; les méridiennes ont donc pour images des droites parallèles; les images circulaires des parallèles se rectifient. On a :
.r = cotg/„ — /■ = ig(/ — /„);
cotg /„ et r deviennent séparément infinis, mais leur difTcrence reste finie.
122. Autres systèmes de projection sur un cône tangent suivie de développement.
Ne conservons du système précédent que l'essentiel. Les formules de transformation deviennent :
2 = Lcos/„, /■ = cotg /„-/•(/-/.); /'est une fonction arbitrai re.
^'oici quelques hypothèses simples.
1". — Projection coniqve
Projection sur un cône sécant
1°. — La carte est construite sur le cône de sommet C qui coupe la sphère suivant les parallèles /, et /„.
Le demi-angle au sommet ^ du cône satisfait à la relation :
Après le développement, la carte se trouve construite sur un secteur dont l'arc est 2::MN et dont le rayon est CM. L'angle du développement est donc :
(j==2xcos3 :cotgg = 2-sin.i.
L'angle x (fig. 103) est donc lié à la longitude par l'équation a = L sin -^^ — -.
Cherchons la distance A = GO du sommet du cône au centre de la sphère. On a :
CO sin GVO
OV
sniji
A = cos
Reste à fixer la relation entre /• et l.
On y parvient d'un grand nombre de manières.
2°. — Projection perpendiculaire A LA LIGNE DES PÔLES.
Le point Q de la sphère est reporté sur le cône suivant une droite perpendiculaire à la ligne des pôles; il vient en S.
On a :
CSl cos 3 = GW = A — sin /, /• = (A — sin/j : cos|3. (2) Le pôle est représenté par un cercle de rayon PU.
La carte est donc construite dans un angle (.j bien déterminé; on prend arbitrairement le rayon /', de l'arc image du parallèle de latitude /,. On fixe ainsi l'échelle du dessin.
On trace les images des autres parallèles à cette échelle.
La carte est limitée. Le rayon maximum s'obtient en posant
COS [i)
3". — Projection par perspective centrale.
On projette le point Q sur le cône en plaçant le point de vue au centre O de la sphère; Q vient en R.
Dans le triangle COR on a :
/•__sinCOR cos/ AcosZ „,,
Â"~sinCRO~cos(/ — ;i)' '' ~ cos {l — f,)' ^ '
On peut généraliser en plaçant le point de vue sur la ligne des pôles à une distance D du centre. Mais cela n'a aucun intérêt pratique, l'avantage de cette projection étant de projeter en vraie grandeur les portions de la sphère à égale distance des parallèles ^0 et Zj : le rayon OM rencontre alors normalement le cône.
Vu
Fig. 104.
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La carie s'étend d'un côté jusqu'au sommet du cône (/=90"); elle s'étend de l'autre côté jusqu'à l'infini. Mais toute la sphère ne peut être représentée; le parallèle limite est tel qu'on ait :
(—fi =—90°, l = '^ — dO".
V. PitOJKCTION NOnMALE AU CÔNE
Le point O peut ôtro projeté en T suivant la normale QT à la surface du cône.
On a : /^CT^CM — TM = A cos^ — sin(/ — ;i). (2")
La carte est limitée entre les circonférences de rayons : /'= Acos^qrcos^.
Canevas de «Iroiles parallèles et «le courbes diverses.
124. Projection de Sanson-Flamsteed (aires conservées). 1". — Les parallèles sont représentés par des droites parallèles;
les méridiens sont des cosinusoïdes dont les amplitudes sont proportionnelles à la longitude : j^^Lcos l, l/=l-
Les aires sont conservées; on obtient du reste ces formules en écrivant fl) = l, dans celles du § 99, 2°.
2°. — On généralise en posant :
L cos l , ,
Les aires sont encore conservées. On a (§ 84)
cos-/
L-sin-t
cos-l, F-
L cos-l. sinl
Appliquons les formules du S 99; nous trouvons immédiatement :
1, //, 1\- , L-sin=
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Le minimum de Ll a lieu pour :
//=1 + L^sin-/.
Si l'on veut que le minimum ait lieu au pôle (/=90") et sur-;les méridiens limites d'un hémisphère (L=±- : 2), on posera :
Autres projections à aires conservées
1°. — Projection Prépetit-Foucault, Appliquons les formules du § 101 :
y=f[l), .r = Lcos/:/V).
Posons: 2/ = '09' f\l) = i:2cos,-7),
d'où: .r=2Lcos/. cos'^.
- On généralise en posant :
y==/i:tg2, ^ = -^cos^. cos-^-
CARTES GliOanAPIlIQLES
?". PllO.IECTION CoLLIGN'O.N.
Les parallèles sont représentés par des droites parallèles HQT; les méridiens 1(> sont par des droites concourantes AB. On a :
x=^hh[a — }j)\ d'où: b[(i — y)ij'y est déterminé par l'équation :
by{a — •;( l=-^sin/,
pour avoir y^O pour ^^0.
Pour avoir ,r=0, c'est-à-dire ?/=:r/, pour Z=90°, il faut poser
lur.
U'où : y (2a — y)=:(i^-a\nl, «-.r^2L [a — y).
Ecrivons que la carte représentative d'un hémisphère est un
carre :
D'où :
■Cl
pour L = ±-:!
?/-^-2^v/- + -sin^ = 0, -.r = 2L(v'- — y).
.?/ = i/-(l — /i — sinZ).
Pour construire la droite QR image du parallèle de latitude l, décrivons le cercle ONM de centre A. Prenons :
2arcMN"=90 — Z.
Nous définissons ainsi le point N; la droite NQ à 45° des axes donne le point Q cherché. On a en effet :
y = ÔQ=ÔÂ-SP = v'= [l -i/2 sin (|-5^].
Projection d'Apianus-Cabot. Projection de Loritz
i". — D'une manière générale nous pouvons prendre : .r=.r(/, L), y=l. (1)
Apianus pose que les images des méridiennes sont des circonférences passant parles pôles. De plus l'image PIP' du méridien de longitude L coupe l'image EE' en un point I tel que 01 =L.
Le cercle image de longitude La pour équation : -,,,-' .r- + y—^
Le cercle qui limite la carte est de ravon - : 2.
Fig. 107.
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On trouvera la fonction .v=x (/, L), en substituant / à ?/ dans l'équation (2) et en résolvant par rapport à x. Elle est compliquée et sans intérêt. Une remarque ici s'impose : ce sont les transformations analytiquement les plus compliquées qui se sont d'abord présentées, parce que leur tracé est simple; on s'est donné arbitrairement les images des méridiens et des parallèles sans se préoccuper des complications analytiques.
Elles proviennent ici de ce qu'une partie des courbes ne sert pas.
5". — Projection de Loritz.
On prend pour images des méridiennes les cercles ci-dessus définis, et pour images des parallèles les droites :
_?/=-sin/:2.
L'écartement des parallèles est celui qu'on obtient dans la projection orthographique, quand le point de vue est dans l'équateur, à l'infini.
Projection orfhographique sur un méridien
On projette sur un plan parallèle h la ligne des pôles, en mettant le point de vue à l'infini, dans l'équateur, sur la normale au plan de projection. Le méridien principal est normal à ce plan.
On a : .i =cosL.cosZ, î/ = sinZ.
Les parallèles se projettent suivant des droites parallèles; les méridiennes ont pour images les ellipses :
cos- L
TT 2v2L iT
/i = \j2, j;= cosç, î/=\2. smç.
Les méridiennes sont représentées par les ellipses :
16 L-"^" Pour L — :::2, l'ellipse devient
4 ^ k'- ' la caï-te est construite dans cette ellipse.
Appliquons au cas particulier de Babinet. Les méridiens sont les ellipses : ,- _2 ,.i
l'â/e Nord
La carte est construite dans le cercle :
.c- + 7/*=2, de rayon v^2.
5°. — Projection du P. Fournier.
Conservons comme images des méridiennes les ellipses de Babinet. Gomme images des parallèles prenons les droites : 7/^V '2sin/,
de la projection orthographique sur un méridien.
En conservant les ellipses de Babinet, on conserve, non plus les aires d'une manière générale, mais les aires globales des fuseaux, aires comprises entre deux méridiens quelconques. La répartition de ces aires entre les divers parallèles n'est conservée que dans la projection de Babinet.
Pour avoir l'expression de .r en fonction de l et de L, substituons la valeur de y dans l'équation (i de l'ellipse; il vient :
2\ 2 x= L cos/.
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3°. — Projection h'Ahago.
Comme images des méridiennes conservons encore les ellipses de Bai)inet. Pour représenter les parallèles, prenons les droites :
des caries plaies carrées (§ 10.'{).
Les aires globales des fuseaux sont conservées. Substituant // dans l'équation (1) de l'ellipse, il vient pour expres-
sion de ,r
Canevas de cercles concentriques et de courbes diverses.
Propriétés générales
1°. — Les formules de transformation en coordonnées polaires sont de la forme : ^^^^ (^^ L)^ r=zr{l).
Les cercles concentriques sont les images des parallèles de la sphère; les images des méridiennes sont des courbes a priori quelconques.
Une telle projection ne peut conserver les angles en tous les points de la carte, puisque les parallèles et les méridiennes sont des courbes orthogonales, tandis que leurs images ne se coupent plus partout à angles droits. 11 faudrait pour cela que les images des méridiennes lussent des droites concourantes au centre des images des parallèles, ce qui par hypothèse n'est pas réalisé.
Pour que les aires soient conservées, il faut avoir (§ 9'J) : 7. = 5(/) + L/-(/).
La condition de conservation des aires est alors :
Nous pouvons choisir arbitrairement les fonctions 9 et /'de la latitude; dès lors, la fonction /• = /•(/} est déterminée à une constante près.
2". — Cherchons si la projection, particularisée comme il vient d'être dit, conserve les angles pour quelques points (ce que nous savons impossible pour tous).
D'une manière générale :
Cartes de l'état-major français; projection de Bonne
(aires conservées).
1". — \ous conservons les aires en posant :
Lcos/ , ^ ,
x = ^ r» r=z(i — l; :«/' = Lcos(.
Les angles sont conserves pour Ou: Ol = 0, la seconde condition
E = G étant alors identi(|uement satisfaite; on trouve :
a =^ cotg/o + /„.
1^ dt'itnit le parallèle moyen.
Les formules de transformation deviennent :
On dit parfois que la projection de Bonne est la projection de Flamsteed corrigée; pour celle-ci on a (§ 124) en coordonnées cartésiennes : ,1 = L cos l, ij = l.
Evidemment les formules se ressemblent; mais la nécessité de l'assimilation (voire approchée; n'est pas impérieuse.
La longueur de l'image circulaire du parallèle de latitude / est égale au produit y.r de l'amplitude de l'angle y. pour une variation de L égale à 2-, par le rayon vecteur correspondant /• :
T o 2rcos/ o 7
L^2r. a^ , ;z/- = 2-COSt.
C'est précisément la longueur du parallèle : la projection de Honne a donc pour propriété essentielle que l'image circulaire d'un paralUde quelconque a la longueur même de ce parallèle.
'2". — Etudions les courbes images des méridiennes.
Elles passent toutes par le point P qui est limage du pôle de la sphère : pour /:=90'\ on a z = 0, quel que soit L.
Le rayon vecteur correspondant 01' est :
/■ = cotg/„ + (/„ — ^1.
Le pôle est donc sur un cercle de rayon fini.
L'angle que la tangente à une courbe exprimée en coordonnées
polaires fait avec le rayon vecteur, est généralement donné par la
formule :
dy tg\ =/• — .
" ilr
Pour L constante, on trouve :
cos l \
tgV = L sin/-
ly
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L'angle V devient nul pour :
du (h ^ j j
= 77=0; C0tg^, = (7 /o
dr
dl
C'est la condition qui définit le parallèle moyen. Les images des méridiennes coupent donc normalement rimïge du parallèle moyen. Pour ^ = 90" (pôle)^ on a :
tgV = L.
Mais alors 2 est toujours nul; l'angle V représente donc l'angle
Fig. 109.
avec la droite OPN de la tangente de départ de l'image de la méridienne. Pour de petites longitudes, on a sensiblement Y=L.
Pour L = 45% V:=38''9';
pour L=9Q", V=56",31';
pour L=:180°, Y = 72"21'.
5°. — Pour obtenir le canevas, on choisit la latitude ^„ du parallèle moyen. Avec le point O comme centre, on trace une circonférence C„ de rayon arbitraire qui vaudra conventionnellement :
/•„ = cotg/„.
Le parallèle moyen occupera donc une portion de la circonférence Co. Si l'on veut que la carte s'étende de ±L de part et d'autre
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du méruUen origine dont l'image 00' est rectiligne, on nn-ne parle point O, de part et d'autre de Oo', deux droites faisant avec 00' l'angle (évidemment indépendant de l'échelle) :
• a=:Lsin/„.
On délimite ainsi sur la circonférence C^ un arc de longueur :
2xr = 2 L sin /„ cotg 4 = 2 L cos 4,
précisément égal à l'arc du parallèle moyen à représenter.
Pour tracer la circonférence G dont une portion est l'image du parallèle l, il faut prendre MN = Z — Z„,
Mais l — /„ est évalué en radian, conventionnellement OM représente cotg/o-
Par exemple, soit Zo = 48", cotg4=:0,900.
L'arc d'un degré vaut en radian 0,01745.
Le cercle G qui correspond à / = 58°, c'est-à-dire tel que ^— 4 = 10°, est défini par les conditions : NM = 0,1745, ÔM=0,900.
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La latitude du pôle est supérieure à /„ de ''12°; on a donc : PM=0,017'ir>x42=0,733, ÔP^ÔM — PM =0,1G7.
131. Projection de Bonne en tenant compte de l'aplatissenient.
Soit /„ la latitude choisie pour le parallèle moyen; M est le poini central de la carte. Traçons une droite MO; elle représentera le méridien principal PMA.
Nous prendrons, comme précédemment, MO égal à la longueur de la tangente menée à l'ellipsoïde, du point M jusqu'à sa rencontre avec l'axe de révolution PO.
Soit N la grande normale au point M (§ 140);
:MO=Ncotg4, N = «: \ 1 — ^'-sin-/^.
Les images des parallèles sont des arcs de circonférences concentriques, de centre O. Pour déterminer le rayon du parallèle /, prenons à partir du point M une longueur .9 égale à l'arc de méridien compris sur l'ellipsoïde entre les parallèles de latitudes 4 et l.
La longueur *■ est calculée au § 140.
Reste à tracer les images des méridiennes. D'après la définition même de la projection, elles doivent limiter sur les parallèles de la carte des arcs égaux aux vraies grandeurs des parallèles sur l'ellipsoïde.
Le parallèle de latitude l a pour vraie grandeur (S l'iO) :
Fig. m.
Ir.acosl : \!i — e- s'in- 1^^2t. acosl i 1 + -rsin-Z
On calcule l'angle a qui correspond sur un parallèle à la longitude
choisie en écrivant :
a/' = Locos/: v'I — e-sin-l.
r est le rayon du parallèle sur la carte. •
. En raison de l'allongement des degrés du parallèle quand on va vers le pôle, le canevas prend l'allure singulière que représente la figure 112. Le point P se trouvant repoussé vers le haut, les méridiens des grandes longitudes sont concaves vers le haut au voisinage du pôle. Le parallèle moyen de la figure 112 est de latitude 45".
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Je laisse au lecteur le soin de calculer quels angles font sur la carte les méridiens et les |)arallclcs.
N'oul)lions i)as que, dans la carte de France, la projection ne sert qu'à 7 ou 8' du point central; les altérations angulaires et linéaires sont très fail)les, ai)solument négligeables vu les erreurs inévitables dans la détermination de la position des points sur le terrain.
La carte de France du Dé|)ôl de la guerre (carte de l'état-major) estvendueau 1 : 80.000.
Elle se compose de 259 feuilles et présente une superficie de 82 mètres carrés. On la trouve dans le commerce au 1 -.50.000; le kilomètre vaut alors 2 cm.
Les minutes sont au 1 : 40.000.
Pour ces deux cartes, la surface est donc d'environ 210 m- et 330 m-.
Fig. lis
132. Projection de Werner. Projection polyconique. i '. — C'est un cas particulier de la projection de Bonne ; on pose
Fig. 113
/„=-:2, ce qui revient à prendre pour j)arallèle mo3'en un cercle infiniment petit. Les équations deviennent :
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Pour / très voisin de z : 2, :« prend la forme 0 : 0. Mais écrivons :
a = Lsin y^ — l] ■ [•J—^
Lorsque l tend vers - : 2, x tend vers L.
Donc les courbes images des méridiennes vont toutes passer par l'origine (/-^O, pour 1=7: ■.2); les tangentes de départ font l'angle L avec l'image rectiligne du méridien moyen.
2°. — Pour fixer^es idées, soit à représenter un hémisphère.
Traçons les courbes qui limitent la carte : cosl
r, uua ( a =: i- =r-i ,
Pour /= — 90°, toutes les courbes passent par le point unique :
Elles y arrivent de manière à former une sorte de cœur, en faisant avec le méridien principal des angles V définis par l'équation :
-tgV=L.
On peut généraliser la projection de Werner en posant :
O 7 T ^OS l T. j
S°. — Projection polyconique ordinaire.
Tout en conservant la relation caractéristique de la projection de Bonne: a/- = Lcos/,
on peut prendre pour /• telle fonction de / qu'on voudra. On a proposé (fig. 114) :
/• = cotg^, a = Lsin/.
L'image de la méridienne L part de l'origine O des coordonnées sous l'angle a=L. Elle admet une asymptote parallèle au méridien principal et distante de L de ce méridien; on a en effet :
/ = 0, /• = co , a/'=:L.
Le canevas a la forme singulière représentée par la figure 114.
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11 ne peut évideiiunent servir (|iie pour moins d'un hémisphère, puisque r=.'x. pour /— -0.
On appelle eelte projection polyconique parce que les rayons /• des
Fig. 114.
parallèles sur la carte sont égaux aux génératrices des cônes tangents suivant ces parallèles.
Canevas formés de circonférences non concentriques et de courbes diverses.
133. Projection polyconique à parallèles circulaires non concentriques.
Les Américains utilisent des projections dont les parallèles sont circulaires et de rayons : ^ — ^.q^q. i
Mais les centres sont placés de manière que sur le méridien principal les distances des cercles soient proportionnelles aux variations de la latitude. La longueur OP représentative du méridien principal est r: 2= 1,57. Les images des parallèles des grandes latitudes sont quasiment des circonférences concentriques.
Le faisceau des parallèles est ainsi complètement défini.
Reste à choisir les courbes représentatives des méridiens.
^'oici deux procédés.
i". — Projection polycoxiqve rect.^xgulaire.
On impose la condition que le faisceau des méridiens soit orthogonal au faisceau des parallèles.
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Cherchons l'équation d'un méridien.
On a : AA' = (//. dr^d.coisrl
GC'=GA — ^G'A' + AA
dr — A\' = dl
sin- /
. . , , 1 =:f/^cote-^ Vsin- / / °
Dans le triangle GC'B',
on a : CC^_ /■
dh sinO'
(11.0018,-1^=—. — cote; t.
Les équations différentielle et finie de la courbe cherchée sont donc :
dl. cotg/= da
sinO '
tg- = KsinZ.
Déterminons la constante d'intégration de manière que les méridiens coupent l'équateur à des distancesduméridien principal précisément égales à leur longitude.
La distance du point B au méridien principal est:
c=BD^/sinO = cotg/. sinO
cos/
1 + Iv-sin-Z'
Pour Z^O, on doit avoir î = L; d'où En définitive l'équation des courbes cherchées est : f)
,^^_^smZ.
ts
Pour construire sur le parallèle AB le point !> qui correspond à la longitude L, traçons la tangente en A. Prenons dessus la longueur AE telle que : 2ÂË = Lcos/.
Décrivons le cercle de rayon AE et de centre E; il coupe le parallèle au point cherché. On a en effet :
fj AE te:T=.
L cosl
GA
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Au |)ùl(» (sin Itt^ 1), on a :
tg(0:2;i = L:2.
Les méridiens ne font pas avec le méridien principal des angles égaux ni proportionnels à leurs longituiles. En particulier, on a : h = -:l, 0:^70° IG'; L==-, Oz=li;5»2'.
La (orme générale du canevas étant (à cela près) analogue à celui de la ligure 110, je ne le représente pas.
2°. — Autre i-hojkction.
Elle est extrêmement simple à construire et bien suffisante pour des cartes à petite oïliclle. Avec OP comme rayon et O pour centre,
Ai _.^^
-ya' \/
ïig. 116.
traçons un cercle : il limitera la portion de carte relative à l'hémisphère de centre O (méridien ±90"). Pour obtenir les autres méridiens, divisons les parallèles AB, A'B',... en parties égales; joignons les points de même cote.
J'ai ainsi tracé les méridiens de longitudes 45" et 135° est.
Rien n'empêche de représenter la sphère entière.
Les méridiens partent du pôle en faisant avec le méridien principal un angle égal à la longitude qui leur sert de cote. Cela tient à ce qu'au voisinage du pôle, les parallèles sont des cei'cles concentriques.
Projection stéréographique horizontale et oblique
1". — Nous connaissons les propriétés de la projection stéréographique (§ 117), projection sur le plan tangent en un point A de la sphère, le point de vue étant à l'autre bout B du diamètre de tangence. Les cercles de la sphère étant transformés en des cercles, les images des parallèles et des méridiennes sont des cercles, où qu'on mette le point de tangcnce.
La projection stéréographique est dite horizontale quand le plan tangent est parallèle à la ligne des pôles, par suite quand le point de vue est dans l'équateur (tig. 117).
Cherchons les formules de transformation.
Supposons le point de vue en V à une distance OV = D du centre de la sphère. Les coordonnées cartésiennes du point Q sont : X=:cosZ.sinL, Y = sinZ, Z^cos/.cosL.
Les coordonnées du point V sont : 0, 0, — D.
Menons la droite VQ; cherchons les coordonnées ,r, y, du point R où elle coupe le tableau. On trouve immédiatement :
cosl. sinL D + cos L cos L
sin/
D + cos /. cos L'
Fig. ii:
Pour la projection stéréographique horizontale, on a : 2cosZ.sinL 2sin^
1 + cos/.cosL'
1 + cos Z. cos L' 2°. — Images des méridiennes.
Elles forment un faisceau de cercles qui passent évidemment par les images des pôles de coordonnées 0, ±2.
Les coordonnées de l'image d'un point de l'équateur sont : 7 A n 2sinL
D'où l'équation des cercles et leur construction :
•'" + .'/" + ^''OtgL..i; — 4 = 0.
■'?''• — Images des parallèles.
Les coordonnées de l'image d'un point du méridien YA sont :
2sini^
^ l -\- cos /.
Les cercles cherchés passent par ces points. De la conservation des angles résulte qu'ils sont normaux à l'image du grand cercle de la sphère dont le plan est VUX, image dont l'équation est :
D'où aisément pour les images des parallèles :
En particulier, pour ^ = 0, il faut poser .y=^0 : l'image de l'équateur est un segment de droite, diamètre horizontal du cercle :
■^'' + .'/'=^- Pour / = ±90°, l'équation devient :
elle est satisfaite par .r;=0, y = ±2 : les parallèles se confondent avec le pôle.
D'habitude on se contente d'une construction graphique qui donne le point N le plus bas du cercle image du parallèle M.
Il est normal au cercle
ïu'i/ de son centre satisfait donc à la relation :
où R est son rayon.
D'où l'équation :
4 — AN' 2XN
On sait que le centre du cercle cherché est sur A y ; on connaît un des points N où il coupe Ay; on a son rayon R.
On peut donc le tracer.
4°. — Projection stéréographique oblique.
C'est le même système de projection, mais le tableau est tangent à la sphère en un point A quelconque. Les propriétés générales de la transformation restent inchangées; en particulier les cercles tracés sur la sphère ont des cercles pour images.
Les images des méridiennes passent par deux points fixes II et II' sur l'axe A^; ce sont les images des pôles P et P'. Les images des parallèles onl leurs centres sur Ay. On les construit aisément.
Fig. 118.
135. Projection globulaire de Nicolisi. Projection du Père Fournier.
/' — Images ciucll.vires des parallèles. Les images des parallèles sont définies comme suit. L'équateur a pour image la droite EE'. Nous poserons EE' = -. Le parallèle de latitude J a pour image une circonférence telle
qu on ait :
y = OU = l,
arc EN:
Les distances interceptées sur la droite PP' et sur le cercle PEP'E' sont proportionnelles aux latitudes.
Déterminons le centre C du cercle et calculons son rayon R; l'échelle est donnée parlalongueurEE'=-.
Posons (JG = A.
Nous avons : A — R = /,
D'où: A:
■\-s\nl
Fifj. 119.
■4-sin/— sr
R = A — ;, Ces formules résolvent
le problème.
2°. — Projection gloru-
LAiRE. Images circulaires
DES MÉRIDIENS
Pour parfaire le canevas, il faut donner les images des méridiennes. La projection globulaire prend pour image des méridiennes des circonférences passant par P et P', et coupant la droite EE' de manière que : 01 = L.
Le canevas est ainsi complètement déterminé.
Nous avons déjà rencontré ces cercles au § 12(3.
3°. — Projection du P. Fournier.
Les images des méridiennes sont des ellipses de grand axe PP' et coupant EE' de manière que 01 = L :
Projection de Littrow
En coordonnées cartésiennes elle est définie par les équations :
sinL . ; T i\\
.r= ;, ?/ = tg(.cosL. (1)
cos i -^ "
Los parallijles ont pour images les ellipses :
-M- + .r' = -^ il)
sin- / cos*Z '
L'éqiialeur a pour image l'axe des .v (//=0).
Les méricliennes ont pour images les iiyperboles :
sin-L cos-L
Le méridien principal L = 0 a pour image Taxe des y (.r = 0). Les coniques i^2i et (ij sont homoiocales; elles se coupent à angles droits : hi projection conserve l-es angics.
Remarques sur les déformations et l'emploi des cartes
1". — Quelques réllexions sur les déformations ne sont pas inutiles. On parle de conserver les angles ou de conserver les surfaces : c'est fort bien, mais on ne parle jamais de l'aspect que prennent les méridiens et les parallèles, et des idées singulières c[ui en dérivent. Par exemple, peu de personnes ont une idée exacte de la disposition relative des pays limitropiies de la France. Vous les étonnez en leur disant que le pays le plus occidental d'Europe est non pas le Portugal avec Lisbonne, mais l'Irlande. Que Londres soit au-dessus du Mans, que la latitude du nord de l'Ecosse soit celle du sud de la Norvège, les ahurit. Et ainsi de suite.
Les raisons de ces incohérences sont faciles à démêler. Pour cause, les professeurs de géographie se gardent d'insister sur le système des repères (coordonnées géographiques), sur la valeur du degré de méridien, et sur celle du degré sur un parallèle à diverses hauteurs. A la vérité, ils ne sauteraient pas une sous-préfecture, ni (c'est la mode aujourd'hui) un fossile; mais ils glissent /3/7/(/en;ment sur ce qui constitue l'ossature de la cartographie. Il est moins dangereux de bafouiller sur les terrains, que sur les latitudes et longitudes, où l'on peut être ramassé par un élève intelligent.
C'est toujours la même rengaine. En Chimie les élèves ne savent pas un mot des notations; il est naturel qu'en Géographie ils ignorent tout des systèmes de représentation.
Aussi bien je ne réclame pas que, sous prétexte de Science, on leur débite ni surtout qu'on leur dicte les àneries qui ornent les atlas les plus réputés; je suis plus modeste, parce que je connais la question.
Peu iniporle la forme des méridiens et des parallèles et leurs équations sur la carte, si les élèves connaissent bien les dé/initions sur la sphère, s'ils savent lire la carte, c'est-à-dire se rendre compte des situations et des distances d'après les longitudes et les latitudes.
2°. — Pour juger la sottise de nos cartographes classiques, ouvrez l'atlas Schrader. Vous y trouverez des nombres à foison; vous n'y
trouverez pas la longueur des degrés de parallèles à diverses latitudes.
Je ne réclame pas le tableau du § 143 qui tient compte de l'aplatissement. Qu'on le réduise autant (|u'on voudra.
Tout de même est-ce trop exiger de nos géograpiies qui bafouillent sur les terrains et les ibssiles, de savoir ce qu'est un cosinus, de comprendre que pour obtenir la longueur du degré de longitude sur un parallèle de latitude l, il faut multiplier 111 kilomètres ou 60 milles marins par cos/?
Si dès le début on s'attachait par des calculs élémentaires à retrouver la distance des points d'après la position sur une carte, à calculer approximativement les aires,... bref à considérer une carie comme un outil et les méridiens et parallèles comme des repères commodes de sens j^ien définis, les enfants n'auraient pas les idées les plus étranges sur la disposition relative des pays.
Si l'on plantait là l'histoire de la Géographie et autres fichaises, si le temps gagné était employé à faire un peu de cartographie, nos professeurs de Géographie ne seraient pas si grotesques dans l'emploi de leurs cartes. Encore une fois, je fais bon marché des renseignements stupides donnés (en 4 colonnes) sur 35 systèmes de projection par l'atlas Sch'rader. Que les méridiens soient représentés par telle ou telle courbe, que les déformations soient plus petites ou plus grandes, c'est notre affaire, à nous autres scientifiques. Je demande que les professeurs de géographie sachent bien les choses élémentaires, soient capables des calculs simples et, au lieu d'apprendre par cœur que « la superficie de l'Europe est de 10.252.169 kilomètres carrés, sans l'Islande », soient capables à' éy&lnev grosso modo cette aire d'après la carte.
Hélas! je leur demande d'être intelligents!
Construction des globes
La représentation sur un globe est d'une précision médiocre, nous allons montrer pourquoi : elle présente au moins l'avantage de ne pas fausser systématiquement les idées des commerçants. Les distances, même les plus grandes, sont représentées en vraie grandeur; les dimensions des pays relativement à la surface totale apparaissent nettement.
Voici quelques renseignements sur leur construction.
1°. — Obtention de l.v sphère.
Si le diamètre ne dépasse pas 50 cm., la sphère s'obtient en deux morceaux, dans un moule creux sphérique soigneusement tourné. Comme matière on utilise de la pâte de carton, papier qu'on trempe dans l'eau jusqu'à donner une bouillie, puis qu'on assèche par pression. On pétrit la pâte de papier avec de la colle de farine. On en recouvre le moule convenablement graissé; on réalise une épaisseur convenable avec un moule en relief, de rayon de quelques millimètres moindre que le moule en creux. On laisse sécher lentement.
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On démoule; on rassemble les hémisphères par collage. On enduit la splière de blanc pulvérisé et malaxé dans de la colle. On polit par rodage avec un moule en creux.
Si la sphère est très grande, on construit une carcasse avec des lattes de bois très léger et très sec. On tend sur la surface une toile, puis, à la colle de pâte, on colle des épaisseurs successives de papier
Fig. 119 bis.
jusqu'à réaliser une sphère à peu près régulière. Onlaisse sécher; on régularise à la râpe. On recouvre du mélange de blanc et de colle de pâte, on laisse sécher; on fait subir à la sphère un véritable tournage.
On obtient ainsi des sphères rigides et légères sur lesquelles on colle les fuseaux imprimés.
2°. — Fuseaux.
On peut recouvrir exactement une sphère avec des fuseaux plans,
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grâce à la propriété du papier de s'allonger par le mouillage, de prêter d'une manière notable. Evidemment l'opération n'est possible que si le nombre des fuseaux est assez grand. On les prend ordinairement de 20 ou de 30", ce qui met leur nombre à 18 ou 12. Pour lixer les idées, soit 20° la largeur choisie.
Sur deux droites rectangulaires, portons les longueurs : ÂB=ÀB' = 2zR:36. AG = 27:R:4;
R est le rayon du globe terminé.
Divisons AC en 9 parties correspondant chacune à 10" de latitude.
Par les points obtenus menons des parallèles à la droite BB'.
Prenons : rt6 = «6' = AB.cos/.
Nous déterminons ainsi 8 points pour chaque bord, que nous joignons avec une règle flexible (règle courbe des dessinateurs).
Les points s'obtiennent immédiatement par la construction qu'indique la figure 119 bis.
On dessine et Ton imprime la carte sur ces demi-fuseaux ; on les découpe, on les colle sur le globe en profitant de l'extensibilité du papier mouillé.
Il est impossible de réaliser ainsi-quelque chose de propre au voisinage du pôle. Aussi coUe-t-on une calotte allant de / = 70°à Z=::90°; conséquemment on supprime la partie supérieure des demi-fuseaux.
Quand la colle est sèche, on recouvre d'une couche d'un vernis bien transparent.
PROPRIÉTÉS GEOMETRIQUES DE L'ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION
Longtemps on admit sans conteste la sphéricité de la Terre. Nous sommes certains que la Terre est quasi sphcrique, puistjue son ombre portée sur le disque lunaire, lors des éclipses de Lune, diffère peu d'un arc de cercle. Si la Terre n'est pas une sphère, il s'en faut (le peu.
En 1G72, Richer trouva que dans l'île de Gayenne son horloge, réglée en France, retardait tous les jours d'environ deux minutes et demie sur le mouvement moyen du Soleil. Pour la régler, il fallut raccourcir le pendule d'une ligne un quart, soit 2°"^, 81. Newton et_ Iluyghens attribuèrent immédiatement ce résultat à la force centrifuge. Mais la nécessité de concilier l'existence de cette force avec le fait que la pesanteur est partout normale à la surface moyenne des mers (condition évidente d'équilibre d'un fluide non visqueux), leur fit conclure que :
La Terre est un ellipsoïde de révolution faiblement aplati suivant L'axe de révolution qui est la ligne des pôles (axe de rotation).
En chaque point de la surface terrestre, la verticale est la normale à la surface de l'ellipsoïde.
Gherclions jusqu'à quel point ces hypothèses sont vérifiées.
Pour déblayer le terrain, établissons quelques propriétés de l'ellipsoïde de révolution.
Notre langage correspond à l'exactitude supposée des hypothèses.
139. Définitions pour l'ellipsoïde faiblement aplati. Posons : OA = rt, OB = ô; c- = a^ — b-.
On appelle excentricité Tune ou l'autre des quantités :
D'où : b = a\/i.—e'-, a = b\'i + E'-;
(I— e-)(i + E2) = l, E^ — e- = e^E^ Partout où nous négligerons les termes en e^ ou en E', nous pose- 3ns: 'e'^E'-.
On appelle oplnlissvnicnt ou ciliplicitv Tune ou l'autre des quantités :
On trouve aisément : 'ly. — 3.- = e-, 2|i + 3- = E-.
Nous poserons donc :
2a = 2,3 = e- = ES
chaque fois que nous négligerons les termes en c' ou E'.
Pour fixer les idées sur les approximations qui vont suivre, on a pour rellipsoïde terrestre des quantités de l'ordre suivant :
Les termes en e^ sont de l'ordre du vingt-jnillièine ; or les quantités a et e- ne sont guère définissables à plus du centième. Autrement dit, s'il est possible d'assimiler la Terre à un ellipsoïde de révolution, cela ne veut pas dire que la Terre soit exactement un ellipsoïde de révolution : il }' a donc un certain jeu dans le choix de cet ellipsoïde.
11 est légitime de poser : 2a = 2,3 = e- = E-.
140. Latitudes géographique, réduite, géocentrique. Zéniths vrai, apparent.
1". — Par hypothèse, la verticale est normale à la surface de l'ellipsoïde; conséquemment la latitude géographique, celle qu'on observerait dans nos hypothèses, est l'angle /.
Dionis du Séjour, à la fin du xviii' siècle, reconnut avantageux de faire correspondre les points P de l'ellipsoïde aux points P' d'une sphère de rayon a, tangente à l'ellipsoïde le long de l'équateur.
n PM a
On a: =y
Le point P' est défini sur la sphère par la latitude X que Dionis du Séjour appelait latitude corrigée, que nous nommons latitude ré' duite.
En définitive nous utilisons les trois angles :
latitude fraie Z=:P«A,
latitude réduite >. = P'OA,
latitude géocentrique h = POA ;
Le point P' appartenant au cercle de rayon a, on a :
tgA=|tgX.
Menons les tangentes PT, P'T, à l'ellipse et au cercle.
Les angles PTO et P'TO sont les compléments de l et de X; d'où ;
tgX-=-tgZ; par suite : tgAr= — tg^.
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'2". — Evaluons les coordonnées ,c et ij de P en fonction de l :
dy h-x 1
' dx ci-ij tgr
^=rtCOSA =
ft-COS^
acos^
?/ = 6 cos À On appelle
v/6-sin-Z + «-cos"-^ v^l — e^sin"/ i'-sin^ a{\. — c-)sin/
V^6-sin-/f + r/-cos'/ V^l — e-sin-/ pclile normale la longueur P«, grande normale la longueur PN.
Fig. 120.
0N = Ne2sin^.
Calculons le rayon vecteur : R = \(rH-l?-
On trouve immédiatement : a — R ^-Tj-sin-/.
o'\ — Evaluons langle s toujours petit que fait la normale NP (direction du fil à plomb) avec le rayon terrestre OP.
,, ,^ tg/ tg/i <'"tg/
On a : t g £ = tg ^ — /( = r-^^ =-5_-- = _- -p- -.
'^ ° ^ ' 1 + tg / tg /(. 1 + tg- / (1 — f-)
Multiplions haut ot bas par cos-/; il reste :
c- sin/cos/ e- . , , " 1 — e-cos-t 2
La correction pour passer de la verticale au rayon est donc :
£ = 7y sin2 1^3. sin2/.
L'angle s s'annule pour ^ = 0 et Z = 90°.
11 est maximum pour ^:=45°; il vaut alors a.
Admettons la valeur « = 1:300 = 0,00333; on a sensiblement : e = 11', un peu moins d'un cinquième de degré.
Le zénith vrai est dans la direction OP; il est défini par la lalitudc géocenirique.
Le zcni/h apparent est dans la direction NP; il est défini par la Icttitilde proprement dite.
141. Rayon de courbure de l'ellipse méridienne; arc d'un degré sur le méridien.
i°. — Partons de la formule :
qu'on obtient immédiatement en remplaçant di/ : d.r par sa valeur.
On a r/^j/^ d rdy\ ^ 1 dl ,^_^gjj^^
d.F- d.r\d.rj sin-/f/.r' '' di
En différentiant la formule du § 140 donnant .r en fonction de /, on trouve aisément :
d.v a[i — e-)sin^ a{i — e-)
dI~~{i — e'sm'-l)V ^'~ {i —e'sia'iy/
2°. — Pour calculer l'arc A de 1° de méridienne, au voisinage d'une latitude /, remplaçons l'ellipse par une circonférence de rayon p. On a donc :
A=zp.:180.
Négligeons les puissances de e^ supérieures à la seconde. On trouve immédiatement :
Pour /:-^0, le rayon de courbure est (j-:a = a{i — e-);
I^Wr, — a-:b=n:\li — c-.
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L'arc de inéridieune de 1" croit donc, de l'éqiialeiir au pôle, d'une «|uanlilé proporlionnellc au carré du sinus de la latitude. Ses valeurs exlrcmes sont :
àl-éciuateur j^^, au pôle j^.
3". — Résolvons le problème suivant : connaissant deux arcs d'un degré A^ et A,, pour les latitudes moyennes /„ et /,, trouver l'aplatissement de l'ellipsoïde.
La formule (1) donne immédiatement :
A, — A„ = '2^e'-(sin=/, — sin=/„) = ^Q3!(sin-/, — sin-/„).
D'où :
r.a sin-/, — sin-/o'
Si les arcs sont à peu près symétriquement répartis sur lellipse, on a :
t:« = 90(A, + A„V, a=:r,'.' , ."-^-n ^-TT-
■ ' 3A, ^-AoSln'i^ — sin-7o
Si l'un des arcs est sous l'équateur et l'autre au pôle, la l'ormule devient :
A,-A, '^-SA. + A
k". — En un point de l'ellipsoïde les sections normales principales sont le méridien elle plan tangent au parallèle. Les raj'ons de courbure correspondants sont p, et la grande normale N. On a ;
"' (1— e-sin-/)?' [/i—e-sin-l'
Doù: é=r r-^,= l— e=cos-L
N i — e-sni-l
Les rayons de courbure principaux sont le plus différents possible à l'équateur (Z=0); ils sont égaux au pôle.
142, Rectification d'un arc d'ellipse méridienne compris entre deux latitudes données.
1". — La dillérentielle de l'arc se tire immédiatement de l'expression du rayon de courbure :
(1 — e- sin- /jï ' '' '
La quantité e- étant très petite, développons en série par la formule du binôme, en nous limitant aux termes en e* ;
1 1 — c-sin-/ ■= 1 +-re-sin-Z + -— c'sinV. J, o
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Remplaçons les puissances du sinus par leurs expressions en fonction du cosinus des multiples de l'arc :
. „, 1 cos-l ... 3 cos2/ . cos4^ sin-^=^ 2-' sin*^ = g _4.___,
ds
— =rt(l — e-)(A + Bcos2/ + Gcos4^),
Effectuons les calculs, intégrons entre 4 et l, :
^ = rtj^(^l__e2__e')(/',_y
+ (|e=+^e*)(sin2/, — sin2g + ,^e'-(sin4/,— sin4gl.
Posons: m = I^—l„, l, + l,—2l..
La formule s'écrit :
' = «[(^-4^—64' + (ï^^ + 7p^*) sinm. cos2Z + p^e*sin27H. cos4/ j.
Si l'on connaît deux arcs de méridienne d'amplitude m et de latitude moyenne l, on peut par cette formule calculer les inconnues a et e-, c'est-à-dire le rayon équatorial de l'ellipsoïde et son ellipticilé. On procède par approximations successives, ne conservant d'abord que le premier terme du développement et remplaçant ensuite dans le reste les inconnues par les résultats trouvés.
2°. — Quart du méridien.
Il faut poser dans la formule m^-:2, l=r.-A.
Dou: Q = _^l____
Si l'on s'arrange pour mesurer un arc dont la latitude moyenne soit Z=-:4, on a cos2Z=:0, cos4^= — 1.
Il reste : 5 = ajfl — yc- — p eM m — -p^e'sin2w I,
et à la même approximation :
s 27rt 15 4sin2m
Nous verrons plus tard comment ces formules servirent à calculer le mètre.
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143. Longueurs des arcs de l"de méridien et de parallèle. Voici, pour (ixor les idéos, les louj^ueiirs ties ari'S de l" de méridien et de parallèle, eu supposant l'aplatissement «^1:293.
DIVIS
ION SEXA
mi':ridii:n Arc de 1"
GÉSIMALi;
PARALLÈLE Arc de 1"
DIVISION DliciMAI.E
Ml'lliniEN Arc lie It.
l'AllAl.LÈLE Arc do le
jj
lll.i2'l
144. Rayons de courbure en un point de l'ellipsoïde ; arcs d'un degré dans une direction quelconque.
1'. — Par une tangente à une surface quelconque, menons un plan normal et un plan incliné faisant avec le premier l'angle 9.
Les rayons de courbure p et p' des courbes d'intersection sont reliés. par l'équation (.)/«//«. Gm., § 455) : P.'^PjCosO.
Or le rayon (de courbure) du parallèle de latitude l passant au point Q est (§ 140) :
, ficosl
V 1 — e-sin- 1 Donc le rayon de courbure de la section normale de l'ellipsoïde par un plan normal au méridien du point Q est :
yl — e-sin-i
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Le rayon de courbure dans la section méridienne est(§ l'il) _ a[i—e--) __h- 1
''' (1 — e-sin-Z)] a (1 — e-sin-/)r Pour trouver le rayon de courbure dans une section normale faisant avec le méridien l'angle 0, appliquons la formule de Meusnicr
[Malh. Géii., % 454) :
cos-G sin-0
Les arcs d'un degré suivant les directions principales et suivant une direction quelconque sont :
Ce serait une erreur grossière de confondre l'arc A^ d'un degré normalement au méridien, et l'arc qui correspond sur le parallèle à la variation d'un degré do longitude, arc que, pour faire court, on appelle un degrc de parallèle. 2°. — Supposons l'ellipticité e^ très petite. On a immédiatement : A„ — A, p, — p, ('- ,,
On peut donc calculer l'ellipticité si l'on connaît, au voisinage d'un point de la Terre, un degré de latitude et un degré sur le grand cercle normal au méridien.
Il en serait de même si l'on connaissait un degré de parallèle, juiisqu'on a : p/^p^cos/,
et que les arcs d'un degré sont dans le rapport des rayons de courbure : A/ = AjCOs/.
145. Méthode de Cassiui pour déterminer si la Terre est sphérique ou non.
En 1735, Cassini II proposa une curieuse méthode pour savoir si la Terre est sphérique ou non. Supposons qu'il existe dans l'équateur une montagne assez haute et d'où l'on puisse voir à la lois l'ouest et le nord, par exemple.
Déterminons dans ces deux azimuts la dépression de l'horizon.
De la différence de ces dépressions on conclut immédiatement l'aplatissement de la Terre.
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Opérons ilans ra/.iimit principal où le rayon de courbure est R,. Dans le triangle CMA, on a :
;R. + /Ocosç, = H.,
Soit li, le rayon de courjjure dans l'autre azimut principal
Figr. 122.
Or à rér|uateur les rayons de courbure principaux sont a et l/-: a; leur rapport a- : O'-
D ou : ç, — 5. = V,' — 11 =aV — ,
a est l'aplatissement.
Posons que l'angle ;, ou o, est d'un degré : \'27rrrt = 0,01745, 2 /lia = 0,000304 = 1 : 3290.
Cela correspond à une hauteur h d'environ un kilomètre.
La dillcrence des dépressions (égale à la différence i, — i.) est alors de 12" pour "«=1:300.
Elle serait parfaitement mesurable, à supposer que la visée sur la mer soit précise : malheureusement les réfractions compliquent singulièrement l'expérience.
Le calcul pour une latitude quelconque est sans difliculté, puisqu'on connaît les rayons de courbure principaux. Je ne le fais pas, la méthode étant inapplicable et ne servant qu'à fixer les idées.
Il va de soi qu'au pôle la dépression doit être la même dans tous les azimuts.
146. Remplacement autour'd'un point de l'ellipsoïde par une sphère.
11 n'est pas rare de trouver dans les Géodésies la phrase suivante : on remplace l'eHIpsoide par la sphère osculalrice.
On oublie seulement de dire ce qu'ion entend par là.
Parfois cette soi-disant sphère osctdatricc est la sphère tangente à l'ellipsoïde suivant le parallèle passant par le point considéré.
Son centre est sur la normale à l'ellipsoïde; son rayon est la grande normale : ~S^z,.
Parfois le rayon de cette sphère est défini par l'une des formules : ./77, (i -1-0^. : 2.
Montrons qu'elles sont pratiquement équivalentes. On a :
f, = fl(l — e-)l 1 + ;^e-sin-ri =« {\. — e^-\-^e-sin-l\.
GEOGRAPHIE MA THEMATIQUE
p,p, = rt-(l — e= + 2 e-sin-/).
147. Distance de deux points donnés par leurs coordonnées géographiques.
i". — Considérons la Terre comme sphérique.
Soit /,, /j les latitudes, soit L la différence des longitudes.
La distance angulaire s entre les points est donnée par la formule :
cos^=:sinZ,.sinZj + cos/,.cos/„. cosL. (1)
On peut écrire cette formule :
Posons
cos.î^cosi7
/J — 2cos/,.cos/j. sin- .
Si Z et L sont petits, la formule devient (en développant le sinus et les cosinus en série) :
Z- — L-.cos-a; ce qui est évident a priori
Rappelons que le mille marin de 1852 mètres représente une minute sexagésimale à la surface de la Terre.
Exprimons Z et L en minutes sexagésimales. La formule devient :
s = \l- — L-.cos-X milles marins de 1852 mètres. 2". — Pour deux points de même latitude, la formule (1) donne : coss = sin-Z + cos-/.cosL. (2)
Si on évalue la distance sur le parallèle qui n'est pas la géodésique,
on trouve : 5 = L.cos/. (3) On retrouve immédiatement cette formule, en développant cos^ et cosL en série dans la formule (2) et en se limitant aux termes en 5et L-.
II est intéressant de reprendre le problème directement.
La figure 122 bis représente entre les points A et B l'arc de grand cercle ACB (plus court cliemin) et le parallèle.
Abaissons du pôle la perpendiculaire PC sur le grand cercle. Dans le triangle rectangle ABC on a :
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. L , sin:j=sin-:r. cost,
identique à (2) et qui donne immédiatement (3) en faisant s et L petits.
L'azimut A cl la latitude /' du [inint C sont donnés par les formules :
tgA = cotg-^ : sin/, tgZ'^cos-;^: tg^.
En particulier pour L = 180% A = 0, r = 0.
La plus courte distance est alors le méridien : l'azimut de départ est à 90" du parallèle.
Il va de soi que dans le choix de la route à suivre, les conditions de la navigation interviennent; en particulier on évite de traverser les pôles, et pour cause.
l — sin
C'est la formule classique donnant l'angle solide d'un cône de révolution ayant 'M" — l comme demi-angle au sommet.
Par suite l'aire de la zone limitée par les parallèles de latitudes l^ et /,, est :
2r.{s\nl^ — sin^J.
D'où pour l'aire des rectangles sphériques limités par deux parallèles et deux méridiens dont la diflerence des longitudes est L : S = L (sin/j — sinZJ.
On multipliera par le carré du rayon.
2". — Appliquons à quelques exemples.
La surface totale de la Terre est de 510.065 X 10^ kilomètres carrés. Partageons-la entre les zones géographiques. Entre l'équateur et le tropique, on a :
sin^,— 0 = 0,398.
Entre le tropique et le cercle polaire on a :
sin^,—sin/. = 0,918 — 0,398 = 0,520.
Enfin entre le cercle polaire et le pôle, on a :
1 — sin^, = 0,082.
Divisons la surface totale proportionnellement à ces trois nombres.
Pour les deux zones glaciales 41-825x10^ kil. carrés. Pour les deux zones tempérées 265'234xi0' kil. carrés. Pour la zone torride 203 006x10' kil. carrés.
3°. — Reprenons le même problème sur l'ellipsoïde.
L'aire d'une zone qui correspond à la latitude moyenne / et à la variation de latitude (// est ;
dS = 2r.x.ds = 2-X',^dL, d'après la définition même du rayon de courljure et de la latitude. On a(H'»0) :
r/cos/ n[\. — e-)
''~vi — e-siïï^/' ^'~(1 — e-sin-Zir Développons en série ; ne conservons que les termes en e^ : 2::.rp///'=27rrt'(l— e-)cos/[i— 2e-sin-/]r//.
S=S„ + 2zZ'^rsin / + =;^"sinV"|.
C'est la formule précédente à laquelle est ajouté un terme en sin'^. L'aire de l'ellipsoïde entier s'obtient en faisant ^=00" dans la formule précédente et la doublant :
L'aire comprise dans le trapèze déterminé par deux méridiens et deux parallèles est :
S = L6- [(sin/, — sing + ^'(sin^7^ — sin'/jl.
On utilise cette formule pour déterminer la surface d'un pays.
4°. — Admettons 510-065-iO' pour la surface totale de la Terre.
La surface d'un fuseau compris entre deux méridiens distants d'un degré, est : 1-416-800 Idlomètres carrés,
soit pour le demi-fuseau : 708400 kilomètres carrés.
A partir de ce nombre, considérons la Terre comme sphérique : nous pouvons aisément calculer les aires des trapèzes rectangles dont les côtés sont d'un degré. Le premier vaut :
sinl° = 708-400x0,01745 = 12-362 kilomètres carrés
Le dixième vaut
708-400(sin 11° — sin 10") = 708-400 xO,01716=lM.5G kil. carrés. Et ainsi de suite. Pour le centre de la F'rance, on trouve : 708-400(sin47° — sin46'') = 8.508 kilomètres carrés.
Je prends un atlas; je compte les carrés pour la France en évaluant à l'œil les fractions. J'en trouve 62. D'où la surface totale :
L'atlas donne 5.36.408. Ne croit-on pas que mon estimation a une valeur autrement éducative que le renseignement de l'atlas?
J'ai pris la surface totale de la Terre dans Y Annuaire du Jiurenu des Longitudes : mais je l'aurais eue avec une approximation suffisante à partir de la définition du mètre.
S = 4-R^=(2:7R)*:- = 1-6(>0x10'::t = 510-000x10' kil. carrés.
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La France n'occiipo fin'im peu plus fin niilliènic de la surface totale (le la Terre.
Aire d'un triangle. Excès sphérique
Soient A, B, C, les angles d'un triangle tracé sur une sphère dont le rayon est pris pour unité. La surface du triangle est égaie à l'excès de la somme (A -\- B -f- Ci sur deux droits : Sr.. A + B + O — -.
Par exemple, si les trois angles sont droits (S=:z :2;, le triangle est le huitième de la sphère; on retrouve bien 4z pour surface totale.
Pour lixer les idées sur l'ordre de grandeur des excès sphéri(|ues, soit un triangle dont la hauteur et la base valent 1 degré, c'est-àdire 111 kilomètres environ.
L'aire du triangle traite comme rectilignc vaut 111": 2 kilomètres carrés.
Prenons 6378 kilomètres pour rayon moyen de la Terre.
La surface du triangle qui sur la sphère de rayon 1 correspond au triangle donné, est :
■ ni': (2 XÔ3^') = 0,0001517, soit un peu moins de 32".
Nous n'aurons à considérer des triangles aussi grands que très exceptionnellement (S 172); l'excès sphérique est d'un petit nombre de secondes pour les triangles ordinairement utilisés dans les triangulations géodésiques.
Lig^nes géoclésiques d'iin ellipsoïde de révolution.
150. Equation générale. Application aux surfaces de révolution.
J . — Les lignes géodésiques sont fondamentales en Géodésie;
nous devons préciser nos idées à leur égard.
Soit AB un élément infiniment petit d'une courbe ABC'tracéesur une surface dont BN est la normale au point B.
Appelons a, ^i, •;, les cosinus directeurs de la normale; a, b, c, les cosinus directeurs de l'élément AB.
Quand nous passons de A à B, les variations des coordonnées sont (en posant AB=:(/5) :
cl.v = ads, di/^=bds, 'dz=^cds- A l'arc AB de la courbe doit succéder un arc BC tel que le rabattement sur le plan tangent du
rig. 123.
prolongement recliligne BGD de l'arc AB s'effectue suivant une parallèle CC à la normale BN.
C'est la dcfinilion de la géodcsii/ue élcnieni par élément.
Voyons d'abord ce qui résulte de cette définition.
Le plan osculateur de la courbe (plan ([ui contient deux éléments consécutifs) est normal à la surface : c'est évident, puisque par construction il contient la normale.
L'angle ;=:CBG' est infiniment petit; on a donc :
BG' = BC: cos/ = BG( l + ,j-
D'où au troisième ordre près : BG'=;BC.
La distance AC' entre A et G' est donc minima.
La ligne géodésique est la ligne la plus courbe tracée sur la surface entre deux de ses points.
D'oii le tracé d'une ligne géodésique sur une surface; voici le procédé des peintres de carènes. Ils frottent une corde sur de la craie pour la saturer de poudre blanche. La tirant par ses bouts, ils l'appliquent sur la surface, suivant une géodésique par définition. Ils la soulèvent alors légèrement par le milieu et la lâchent : elle frappe la surface et laisse une empreinte Ijlanche qui est précisément la géodésique.
Il résulte de la construction même que la géodésique est complètement déterminée par son origine A et par l'orientation de son premier élément dans le plan tangent à la surface au point A.
2°. — Gherchons son équation différentielle.
Ecrivons que pour obtenir le point G' (fig. 123), nous ajoutons géométriquement au vecteur BG prolongement de AB (dont par suite les composantes sont proportionnelles à a, b, c), un vecteur CG' parallèle à la normale BN de cosinus directeurs a, (3, y-
Les composantes du vecteur BG sont proportionnelles à a-\-da, b-\-db, c-^dc; celles du vecteur GG' sont par conséquent proportionnelles à da, db, de.
D'oii l'équation différentielle de la ligne géodésique :
da db de
Soit / [x, y, ;;) = 0, l'équation de la surface. On a
D'autre part sur la courbe on a :
dx j dij dz
cls^ ds'' ds'
L'équation différentielle prend la forme :
d'-x Of _d'-y _ df_d-z _ Of ds- ' dx ds- ' Oy ds-' dz'
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Surface de révolution. Théorème de Clairaut
1". — La surl'ace do rovoluliuii a |)(>ur ('(lualioii :
La première des équations (1) devient :
.r (Ib — 7/ (la = 0, X Vr — '/ -tt = 0
ds
Son intégrale est :
.r r/// — /y i/.r^:= /■„ rZ^ ; ' (2)
/•„ est une constante d'intégration.
Prenons pour coordonnées la longitude L et la latitude géocentrique h.
Appelons /■ le rayon du parallèle. On a :
.i- = /cosL, ^ = /'sinL,
Fig. 124.
rfj;=cosL.f//- — sinL./Y/L, di/ =^sinh. dr + cosL./'rfL.
Substituons dans (2) :
,--dL=fvls. (3)
Soit AB = f/.y, l'arc de courbe; soit Z l'angle qu'il fait avec le
mériilien. On a : (/i. sinZ = AB' = /-rfL.
Substituons dans i3) : /•.sinZ = /-„. (4)
/•„ est le rayon du parallèle pour lequel la géodésique est normale au méridien, c'est-à-dire auquel la géodésique est tangente. Il résulte de là que si la surface de révolution est symétrique par rapport au plan -vOy et y possède le' rayon /• maximnni, c'est dans ce [)lan que les géodésiques sont le plus verticales possilde. 2°. — On a :
ds- = (lx- +(ly- + dz- = (//■- + rulL- -{- dz'. Utilisons l'équation (3). II vient les deux formes équivalentes : ,■'- >•'- — /■„'-) dU=r,^ {dr'- + dz'), (/•- — /■„-) ds- = r- {dr- + dz-). ;5)
152. Application à une sphère, à un cylindre, à un ellipsoïde infiniment aplati.
Avant d'aller plus loin vérifions le théorème pour une sphère, un cylindre et un ellipsoïde infiniment aplati.
1°. — Sphère.
La géodésique est un grand cercle PAC
Fig. 125.
Dans le triangle sphérique APV, rectangle en P, on a
sin Z 1
sinPV"~sinAV.
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On a lie plus :
siiiAN' sinPN' ,, . . ,, ^^ ; clou: /•.sin/;^/o.
C'est rë(|uation de Legendre.
La projection de la géotlésique sur le plan vOjj est une ellipse Jlg. 125). La partie C'PC est au-dessus de rO/y, la partie CP'C est au-dessous. Le cercle PP' est la projection des deux petits cercles auxquels la géodésique est tangente en P au-dessus de .»()//, en P' au-dessous.
Soit /„ la latitude du point P, / celle du point A.
Appelons a le rayon de la splière.
Dans le triangle YAP rectangle en P, on a :
tg/ sin/
cosL=-^, cos.$ = -i — rtg io sin /,,
Plus loin, pour l'ellipsoïde, nous utiliserons les variaiiles - et to définies de la manière suivante en fonction des latitudes réduites X„ et A :
sin"/, tg/.
C0Sj=:^ , C0S(.)^-2 — .
sm /.„ tg Ao
Pour la sphère, les latitudes vraies se confondent avec les réduites. On a par suite :
L = (.), " s = ug.
Nous généraliserons plus loin ces formules pour l'ellipsoïde faiblement aplati.
3°. — Ellipsoïde de révolution ixfimmext aplati.
C'est un disque circulaire. Chaque géodésique est un polygone HCDE... dont tous les côtés sont égaux.
Les méridiennes de la surface sont des droites qui passent par l'origine O des coordonnées. Il est clair que la condition de Legendre est satisfaite :
/■. sinZ = /■„.
Les côtés sont alternativement au-dessus et au-dessous du plan. Pour bien comprendre ce qu'il en est, le lecteur enroulera du fil sur un disque circulaire de papier, de manière qu'il soit tendu et qu'il ne glisse pas, même à supposer le papier parfaitement poli.
La longueur des côtés en fonction du rayon a du disque est :
w = 2vR- — /•„-.
Pour /•o = 0, /«=2R.
Le polygone se réduit aux deux droites GD, DG. Pour r^^R, /h^O.
Le polygone a un nombre infini de côtés de longueur infiniment petite.
Suivant la valeur de /„, la géodésique est fermée ou indéfinie.
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3". — Ellipsoïde de révolution im-imment allongé.
C'est un cylindre circulaire.
Les méridiennes sont les génératrices. Les géodésiques sont des hélices; la propriété fondamentale de l'hélice est de faire tout de son long le même angle avec les génératrices : r^i-, sinZ = Constante.
La projection de toutes les géodésiques sur le plan xOy est la circonférence section droite du cylindre.
Forme de la Terre
i°. — Clairaut proposait d'appliquer son théorème à résoudre la question si controversée en 1733 (année où il publia son mémoire) : la. Terre est-elle un ellipsoïde allongé on aplati?
Partons du point P de latitude /„, sur la géodésique normale au méridien (appelée perpendiculaire à la méridienne). Avançons jusqu'au point Q; mesurons la latitude. En supposant que la Terre est un ellipsoïde aplati, le rayon /• a pour valeur (si 140) :
/=« cos/ : \ 1 — <^-sin-/.
D'où la relation générale :
. „ cosZ cos/o
sin L = =^.
yl — e-sin-Z vl — e-sin-/o
Déterminons l'azimut Z de la géodésique (voir § 167); nous pouvons savoir si la Terre est sphérique ou non, et du même coup déterminer l'aplatissement a^e- : 2.
PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DE L'ELLIPSOÏDE DE RÉVOLVTIOS
Coniparanl les azinuils pour les trois surfaces, on a : Z" > / > //.
2". — Clairaiil proposait un second moyen de résoudre !<' problème.
Une sphère, un ellipsoïde aplati et un ellipsoïde allonge, de même axe de révolution, ont un parallèle commun. A partir d'un point P sur ce parallèle, traçons sur les trois surfaces les perpendiculaires à la méridienne (géodésiques normales à la méridienne au point P). Elles se disposent dans l'ordre indiqué par la ligure 127.
Fig. 127.
Donc pour une même variation de latitude, la longitude est la plus grande sur l'ellipsoïde allongé, la plus petite sur l'ellipsoïde aplati. D'autant que, pour obtenir cette même variation de latitude, il faut descendre d'un arc plus long sur la géodésique G" que sur la géodésique G'.
Si la surface nous est donnée ainsi que le point de départ P, la perpendiculaire à la méridienne est déterminée. L'une des quatre quantités L, l, s, Z, détermine les trois autres.
D'où une série de méthodes pour vérifier la forme de la surface.
154. Ellipsoïde de révolution faiblement aplati suivant la ligne des pôles.
A'oici les résultats trouvés par Legendre (en 1806); ils sont faciles à comprendre à la lumière des cas particuliers du § 152.
Je reviens ensuite sur le traitement analytique du problème.
1". — Nous ne particularisons rien en supposant qu'au point de départ A (fig. 128), la géodésique est tangente au parallèle, parce que les géodésiques qui passent par un point quelconque de la surface, font toujours partie d'une perpendiculaire à une méridienne.
Issue du point A de latitude réduite Ao, la géodésique reste tout entière au-dessus du parallèle, qui se voit en projection suivant
AGCE. Elle coupe Téquateur au point H (en projection elle est tangente à l'équateur, puisque celui-ci est un contour apparent.
La longitude du point B par rapport au méridien du point origine A est inférieure à 90° et égale à :
OU" (1— 3! cos "/.„).
La géodésique passe alors sous l'équateur; on obtient immédiatement le nouvel arc en observant que les points situés de part et d'autre à des latitudes égales en valeur absolue, ont avec le point B des différences égales de longitude. Autrement dit, lesprojections des arcs AB et BC sont symétriques par rapport à la droite BP.
La géodésique tangente donc le parallèle de latitude — Ao au point G de longitude :
Elle remonte alors, coupe l'équateur en D et revient tangenter le parallèle de départ au point E, -à une distance (en longitude) du point A :
360 (1 — j(Cos/,o).
Et ainsi de suite.
'2°. — Ainsi la géodésique oscille entre les parallèles de latitude ±"/.„, sans revenir jamais à son point de départ.
Elle se compose d'une infinité de fcslons dont la longueur est :
b[ l + ^sin
Cette formule paraît fausse : pour"/.„^0, il semble qu'on doive trouver 2-fi comme longueur d'un loiir de géodésique. Mais un feston de géodésique pour a„ =0, correspond à une variation de longitude égale, non pas à 2^:, mais à 2-;: (1 — a).
La longeur qui correspond à 2z est donc :
conformément au résultat évident a priori.
Pour /.„=:90'', la géodésique se confond avec un méridien. Elle coupe donc l'équateur en des points qui sont exactement à 180" de longitude les uns des autres. La longueur d'un feston est celle d'une ellipse dont les demi-axes sont a et b.
Pour fixer les idées, rappelons que pour la Terre a = l:3()() environ.
niOPRIÉTÉS GÉOMÉTflIQVES DE L'EUJfSOiUE DE Hi:VOLi'TlOy 215
Considérons la perpendiculaire à la méridienne pour "/,„ = 45,,
cos A„ = 0,707, a cos A„ = 0,00236, 90. y. cos a,, = 0",2121.
Il s'en faut donc de iX seulement rpic la perpendiculaire à la méridienne coupe l'éfiuateur suivant le méridien normal au méridien origine. Cela tait à peu prés 2'i kilonuHres. Le perpendiculaire a la méiidienne AI5 didère donc très [)eu de la section plane de l'ellipsoïde AB' tangente au parallèle pour le point de départ. Celle section coupe l'équaleur sur le méridien normal au méridien ori-
gine. La dislance B'B est de 24 kilomètres (en admettant que la minute d'angle à la surface de la Terre vaut 1852 mètres).
Etude analytique des géodésiques
t\ — Utilisons la latitude réduite.
Soit comme plus haut a et b les demi-axes.
Ecrivons : c = 6sin>,, /■=r/cos/.. (6)
L'ellipse méridienne a pour équation :
La condition de Clairaul prend la forme : cos A.sinZ = cos/„,.
Substituons les valeurs ,(>; dans les équations (5) du *i L51
,. (I'k cos a„ . /a- sin- a + 0- cos- X
rtcos"/, ^ cos->. — cos-A„ '
I 7. - . /«-sin-A + 6- cos-X
(Is = rtA. cos A V •
' cos-X — cos-Xo
Introduisons la quantité ci-dessus définie :
,. /j ,. cosXo \l + E-sin-X
cos A \sin-Xo — sin-X
, , 7 • . s y/i + E-sin-X (Is = 0. (l ^sin Al
V sm- A„ — sin-A
2°. — Legendre ramène à des intégrales elliptiques le calcul des quantités L et s. Pour cela il pose (comparer au § 152) :
sinX tgX
cos 7=^^, cos 10 = -^, (7)
SlUAo tgA„
ce qui est permis, puisque la géodésique reste constamment entre les parallèles rhX„. Les quotients sont donc toujours plus petits que l'unité : les cosinus sont réels.
Donnons-nous les latitudes réduites Xo et X du point de départ et du point d'arrivée : nous pouvons calculer les quantités r; et w.
Substituons :; à la place de X. Il vient aisément :
,, l' V'I + E-sin-A„. cos-a ,
"L^ T ; ^r—, ch,
a cos Xo 1 + tg-X„. sin- 7
. — Z) v^l + E-sin-Xo v^l — Ar-sin-j .
a cos X„ 1 + tg- Ao- Sin- 7
en posant : /i-==E-sin-X„:(i + E-sin-X„).
De même :
V ds^ — & \ 1 + E-sin-Xo. \1 — A-sin-s.rfj.
On démontre que le calcul des intégrales 5 et L s'effectue à l'aide des tables des intégrales elliptiques E et F; c'est évident pour s qui ne dépend que de l'intégrale E. Je n'insiste pas, puisque, en Géodésie l'aplatissement étant toujours très petit, les formules se simplifient.
0'°. — Dans le cas d'un aplatissement petit, on développe la solution en série; on se borne aux termes en E- qui représente alors le double de l'aplatissement.
Legendre trouve pour longueur de l'arc ,v de géodésique couipris entre les deux points, et pour longitude du second point :
j=z(l + ^sin-X„ j 7+ ^sin-Xo. sin 27, (8)
L = o) — a7C0SX„. (9)
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Nous retrouvons les résultats précédeiunicnt ('iioncés en posant : /. = 0, a=,„ = z:2,
En posant z^^O, nous retrouvons les Ibrnuiles [)our la sphère ■i 152).
Rappelons f(ue la lalilmle rrduili' X est reliée à la Idliliuie I par la •■el^t'on : rt.tg>. = /Atg/. (10)
'/". — Le problème peut être posé en sens inverse On donne la longueur s de l'arc (Je géodésique; on demande de calculer les coordonnée "a, L, de l'extrémité de l'arc. Pour trouver la solution, il faut renverser la série (8) :
.V r, z . ,. a . ,. • 2.s'1 - = ^[1 — 2Siu-/,„— ;rSin-A„.sin-J.
Connaissant .ç, on calcule 7, puis a et m par les formules (7). La formule (9) donne L.
On passe de la longitude réduite à la longitude proprement dite au moyen de la formule (lOi.
5". — Revenons sur le S ^53 en utilisant la formule :
\'oici le texte de Clairaut i « La longitude d'un lieu quelconque placé sur la ligne de J\L Cassini [perpendiculaire à la méridienne] est plus grand pour un sphéroïde allongé [y.<;0] que sur la sphère, su|)posant que la latitude soit la même [m et d donnés]. Ainsi on n'a qu'à prendre un lieu sur cette ligne dont on connaisse la latitude, et en calculer la longitude en supposant que la Terre soit sphérique, ce qui se peut aisément par la résolution d'un triangle sphérique. Si celle qu'on trouve par l'observation est plus grande, le sphéroïde est allongé, et au contraire. »
A la vérité, en 1733, la détermination des longitudes n'était pas assez précise pour que la méthode fût d'un grand secours.
Arc perpendiculaire à la méridienne dans la sphère
i". — Comme les arcs perpendiculaires à ta n2éridie?ine reviennent souvent dans notre exposé, fixons les idées du lecteur par un calcul numérique dans l'hypothèse de la Terre sphérique.
Au point P menons le parallèle PA et le grand cercle tangent au parallèle [perpendiculaire); il va passer par les pôles R, S du méridien principal.
Calculons la distance AB comprise entre la perpendiculaire et le parallèle, dans l'hypothèse que PB =,9 est petit.
Soit l^ et / les latitudes des points P (ou A) et B.
Dans le triangle rectangle A pôle P, on a .
sin / = sin/o- cos5,
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sinl — sin /„ = sin /, icos5 — 1)
~ sin/„.
Doù enfui
(// = —-Uyf, — — n — cos ,v) IK /.,
Posons (comme pour Paris) :
/„ = 48"50'11" tg/„ = 1,143.
La latitude de Brest est 6° 50' = 0,1 192. Les distances PA et PB étant sensiblement égales, on a
Ici .V doit être regardé comme constant.
FF = <//„, BW=(1/; (!/ = <//,. cos s, Reprenons l'exemple donné plus haut.
A une distance de Paris voisine de celle de Brest, la distance de la perpendiculaire au parallèle est de 12', soit 12 milles marins, soit 22.224 mètres.
2°. — Autre problème.
Cherchons l'expression du rapprochement de deux perpendiculaires dont on donne la distance sur le méridien princi[)al. On a :
il/., — (// = d/^ (1 — ces s).
Nous avons trouvé pour Brest
,v^ : 2= 1 — cos .v = 0,00308.
La formule étant homogène, peu importe en quelle unité on exprime d/ et dlo-
Soit par exemple (//„ = 00.000 toises;
le rapprochement dlo — (fi vaut 185 toises.
Nous retrouverons ces nombres au § 189, quand nous parlerons de la Carte de France de Cassini lll. Gassini donne 192 toises, mais il prend pour longitude de Brest 0° 55'.
ciiApnnK II
MESURE DES BASES
Il s'agit de mesurer sur le lerraiu la distance de deux points A et ïi. C'est un des problèmes fondamentaux de la Géodésie, le point de départ de toutes les mesures linéaires. Me conformant aux principes généraux qui me guident, je balance tout ce qui dans les méthodes historiques n'a pas de valeur éducative. Si je parle des règles bimétalliques de Borda, c'est que le principe en est intéressant et toujours applicajjle, et non pas pour décrire minutieusement les opérations telles que les comprirent nos ancêtres scientifiques.
Position du problème
Comiiu' il s'agit d'un arc extrêmement petit de la surface terrestre, (le l'orthe de sept nn'nii/es d'aiii^le dans les cas les plus favorables (12 kilomètres environ), nous pouvons raisonner comme si la Terre
était sphérique, de centre O, de rayon R. Nous posons que le fil à plomb donne ^ la direction du rayon, ou que la surface des eaux tranquilles passant en un point est une sphère concentrique à la Terre ; les plans horizontaux (normaux au fil à plomb) sont tangents à cette sphère. Nous prenons comme plan de référence une certaine sphère M qui est la surface des mers au lieu considéré (fig. 131).
Nous voulons déterminer la longueur de l'arc du grand cercle ab dont les rayons extrêmes passent par les points A et B de la surface terrestre.
Pour cela nous portons bout à bout des règles /■, de longueurs connues /, de manière qu'elles se touchent exactement; nous déter-
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minons les angles 0 qu'elles font avec riiori/.on, et les angles •> ([u'elles font avec le grand cercle AOB.
Je dis cjue ces données suffisent pour le calcul de l'arc ab.
En effet on a :
AE = AD. cosO=:^cosO = Z( 1 — —
6 est exprimé en radian. Pour un angle de 1° :
soit une correction de l'ordre du dix-millième. La correction est de
l'ordre du millionième (par suite négligeable; voir plus loin) pour
un angle dix fois moindre, c'est-à-dire de l'ordre de 5'.
Pour un angle i avec le grand cercle OAB, la correction (qui est toujours négative) a la même expression. La valeur de l'arc sur la surface S est en définitive :
La longueur de l'arc ae sur la surface de référence M située audessous à la distance h, est :
(^i_^i±i:Wz('i_Z?_î!î±l:^
vu la petitesse de h devant R.
On aura la longueur de l'arc ab en additionnant les longueurs des règles, corrigées comme il vient d'être dit. En général, on s'arrange de manière que la ligne AD...B soit à très peu près sur une surface de niveau (sphère S). La réduction à la surface M peut se faire d'un coup.
Règles bimétalliques. Mires compensatrices
i°. — Deux règles, l'une de platine, laulre de cuivre, sont invariablement fixées à l'une de leurs extrémités A et glissent l'une sur l'autre sur le reste de leur longueur. Vers l'autre extrémité B, la_ règle inférieure porte une plaque rectangulaire graduée Y qui passe librement dans une fenêtre ménagée dans la règle supérieure.
Montrons que la température inoyeniie des règles, par suite que leur longueur actuelle peuvent être déduites de la position du trait / par rapporta la graduation V.
En eflét, soient a et ji les coefficients de dilatation du cuivre et du platine (^ = 19.10-^ ^=9.10''"', pour fixer les idées); .supposons la température uniforme.
Soit /„ la longueur commune des règles entre les rivets de liaison et le trait / pour la température 0".
A la température / on a :
/ = /'(! Jr'yl), /' = /o(l + ^/).
MESniK DES HASES
Connaissant / — /', on peut calculer /. ^Mais le déplacenient du trait / devant la graduation V qui est du nombre / — /' d'intervalles, ne mesure pas / — /'; il indique seulement un iio/iifji-r d'intervalles de la graduation que nous pouvons sujiposer exact à 0". 11 mesure donc (/ — /') f 1 + 3;/\ en admettant que la plaquette soit en cuivre.
Toutefois en supprimant (/ — /') xl = /j- [y. — |3)a, nous ne commet- Ions qu'une erreur négligeable.
2". — On ne mesure pas séparément le.s quantités z, ,'i, /„. On porte la règle à deux températures connues assez différentes 0" et 20", par exemple; on détermine le déplacement du trait. La rèe'le bimétallique constitue un thermomètre peu sensible, mais parfaitement adapté à l'opération qu'on veut elfectuer. A quoi bon connaître la température au dixième de degré si la variation de longueur qui correspond à ce dixième, est inapj)réciable?
Pour fixer les idées, soit 1^=2 mètres, et /z^lO".
On a X — ^-i^^ lO.Hy'; autrement dit, pour 100', la différence des allongements des règles est de 1 mm. par mètre. Donc pour 10" et 2 mètres, l'allongement est de 0'°'",2=:200 microns. Les erreurs que l'on commettrait en supposant que les règles ne se dilatent pas, seraient 0'°°',38 pour le cuivre, 0'"",18 pour le platine, c'est-à-dire du même ordre de grandeur que ce que mesure la graduation V.
Dans l'appareil original de Borda, les traits de la graduation V étaient distants de 0"^"', 1 = 100 microns; le trait /était remplacé par un vernierau dixième; on lisait avec une forte loupe à poste fixe sur la règle. On appréciait donc les 10 microns : cela correspond à peu près au demi-degré.
3°. — L'avantage des règles bimétalliques est de donner la température moyenne, par suite la longueur vraie. Supposons en effet la température variable d'un bout à l'autre de la règle : / = i(/).
L'élément dl de la règle devient dl (1 + y.t).
La longueur de la règle entière devient :
en posant :
\//(l -fa/) = /„ + := / 'fdl--
1 A° T=^ / t.dl;
T est précisément la température moyenne.
Tout ce que nous avons dit subsiste, à la condition de remplacer / par T.
4°. — Les règles de Borda sont constituées par deux règles minces
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et (lexibles. Aussi sont-elles portées par un madrier de sapin, bien dressé et à peu près rigide; elles reposent sur des montures de laiton qui gênent le moins possible leur glissement; nous verrons plus loin quels perfectionnements elles ont subi. Une languette L de .platine glisse dans la règle supérieure; elle porte une graduation qui se déplace devant le trait T (en réalité un vernier qu'on lit avec une forte loupe). La longueur de la règle est ainsi variable d'une petite quantité; nous verrons plus loin dans quel but.
A l'aide d'un comparateur (voir Construction,...)^ on imaginera déterminé le coefficient de dilatation du platine, ou plus simplement la longueur de la règle de platine en fonction de l'indication du système V/; ce qui est la seule chose uUle à connaître.
rf. — La règle bimétallique de Borda se retrouve dans les mires compensatrices (fig. 133) actuellement utilisées dans les nivellements de précision.
Bois
) Bojs 1 .
IJ-K
) ) Fer '
1 Laiton 1
\Ucl \ 1
Sur la mire en bois sont fixées à l'une de leurs extrémités deux règles de fer et de laiton.
Supposons d'abord la règle de bois de longueur invariable.
Cherchons comment les traits marqués sur la règle de fer ,i= H. lO"*^) se déplaceront par rapport aux graduations d et </' tracées lune sur la règle de laiton ,z= 17.10"'^), l'autre sur une plaquette fixée à la règle de bois.
Soit ^„, Z, les longueurs connues à 0°. On a :
/ = /„il + a/) pour le laiton, /' = /» (^ + '^t) pour le fer. La graduation i\ mesure donc / — l' ^h {^ — ^)t\
Si nous plaçons convenablement les origines et si nous donnons aux équidistances des graduations des valeurs (/ et d' telles que :
f/ : (a — ;î) = r/': 3, {ii d=6 d' k peu près),
la différence des indications sera toujours nulle, d(in.$ l'Iii/potltèse que la règle de bois reste invariable. Si cette règle varie de longueur pour une raison quelconque (température ou humidité), la dillérence, qui n'est plus nulle, mesure la variation de longueur en multij)les de l'équiclistance d'. En elfet, maintenons constante la température, modifions l'humidité : la règle de bois varie seule de longueur, et celte variation est évidemment mesurée sur la graduation d'.
MEsriir-: des hases
Appareil de Colby
II>ost assoz curioux |)oiii' valoir une nii'iilioii.
Doux règles en /.inc {x=^'2G.\0'^'') et en l'er (,^= 11. 10~':, placées l'une à C(Mô de l'aulro, sont reliées par des bras qui peuvent tourner autour dos axes a, ù, r, il. 11 existe des points/; et//' tels que la distance/>// reste invariable malgré la dilatation des règles.
Zinc
Fer
Ld^
Fig. 13-..
Les distances d et d' doivent satisfaire à la relation : d:y.=.d':^j.
Avec cet ap[)areil la mesure d'une base consiste à aligner deux règles R, et R,, en les plaçant l'une par rapport à l'autre. de manière que les repères invariables soient exactement, l'un de l'autre, à une distance invariable de l'ordre de 1.") cm. Pour obtenir ce résultat, Colby applique à deux microscopes le principe que nous venons d'énoncer. Les microscopes sont reliés par deux tiges quasi normales à leurs axes, l'une près des oculaires en cuivre, l'autre près des objectifs en fer. Elles sont placées de manière que les points qui forment simultanément leurs images sur les réticules, se trouvent à une distance invariable.
On constitue ainsi un très curieux compas optique d'amplitude constante.
Perfectionnements aux règles bimétalliques de Borda
La règle de Briinner se compose de deux règles, l'une en platine iridié à 10 p. 100 d'iridium, l'autre en laiton : ce sont encore des lames flexibles de 4 mètres environ de longueur; les dimensions de la section droite sont 20 x 5 mm. Elles ont comme support une poutre de fer en T renversé (jl) peu flexible que des poignées permettent de transporter aisément. Pour éviter les frottements, elles ne sont pas posées l'une sur l'autre; elles sont distantes de 5 mm. environ. Elles reposent sur des rouleaux horizontaux dont les axes sont solidaires de la poutre; elles sont fixées l'une sur l'autre et à la poutre par leur milieu et guidées par des rouleaux verticaux.
Elles peuvent donc se dilater librement sans se gêner.
Les rouleaux horizontaux sont assez rapprochés pour que les flexions ne soient ])as à craindre.
La règle de platine (qui estla supérieure) est percée sur ses extré-
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miles lie fenêtres longitudinales rectangulaires de 12 cm. environ; la règle de laiton porte une pièce moins longue qui s'engage 4jins la fenêtre et dont la i'ace supérieure horizontale se trouve dans le plan de la face supérieure de la règle de platine. Une graduation et un vernier permettent de mesurer les dilatations relatives des règles, par suite, de connaître leur longueur dans les conditions de l'expérience.
La poutre repose sur des supports eux-mêmes fixés sur de lourds trépieds massifs. Les supports possèdent des réglages en hauteur' et suivant une direction horizontale, d'où la possibilité de placer les règles horizontalement ainsi que dans une position et dans un azimut convenables.
Méthodes antérieures à Borda; méthode de Borda
1°. — La méthode employée avant Borda pour la mesure des bases était d'une extrême simplicité. On utilisait des perches en hois étalonnées une fois pour toutes et posées sur des madriers. Bien qu'on prît le bois très sec et qu'on eût le soin de le bien vernir à l'huile chaude pour empêcher les variations de longueur dues aux variations d'humidité, il paraît dilllcile d'admettre une longueur invariable. L'expérience consistait à placer les perches bout à bout, autant que possible suivant un alignement déterminé par une corde tendue entre des jalons préalablement disposés le long de la base à mesurer. Quand il était impossible de les mettre horizontales, on mesurait la pente avec un fil à plomb; parfois on mettait les perches consécutives dans des plans horizontaux différents en se servant d'un fil à plomb (à cheveu) pour placer les bouts dans le même plan vertical.
Cette méthode fut suivie par Picard, Maupertuis, Bouguer,...
Les règles en bois n'ont pas perdu leur intérêt, puisque actuellement toutes les mires sont en bois (sapin de fil). On est revenu de cette idée que le bois plongé dans l'huile bouillante prend une longueur indépendante de la température et de l'humidité. Certes les variations de longueur sont petites, d'où l'emploi du sapin pour les pendules des horloges; mais elles sont fort loin d'être nulles. Nous reviendrons là-dessus à propos des nivellements de précision.
2°. — Borda apporta des perfectionnements notables à la mesure des bases.
Il prit des précautions pour mieux aligner ses règles bimétalliques. Au nombre de quatre, elles étaient posées sur des madriers de chêne et recouvertes d'un toit qui les garantissait contre les rayons directs du soleil. Aux extrémités des toits étaient fixées deux pointes perpendiculaires à l'axe des règles; de sorte que, les quatre règles une fois placées à la suite l'une de l'autre sur le terrain, les huit pointes devaient se trouver dans la direction de la base; on le vérifiait en alignant sur des signaux placés d'avance sur la ligne jalonnée.
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L'inclinaison tles règles était déterminée avec un niveau.
Enlin, pour éviter tout choc, on laissait entre les règles un vide de c(uel(|ucs millimètres (ju'on mesurait au moyen des languettes dont nous avons parlé au S 158. Ou poussait la languette du doigt; on évitait ainsi tout choc dangereux, l^st-il nécessaire de l'aire observer (|ue l'indication dépendait encore de la pression exercée? Mais l'erreur était insignifiante à la précision des mesures.
Alignement
J". — Ces opérations supposent un alignement tracé d'avance. On choisit donc un terrain à peu près plat et horizontal. Maupertuis et Clairaut utilisèrent une rivière gelée; mais des circonstances aussi favorables sont exceptionnelles. On prend donc généralement une route à laquelle on ne demande que d'être approximativement rectiligne. Pour fixer les termes de la base, on construit en terrain ferme deux massifs de maçonnerie au centre desquels on scelle une pièce métallique portant un repère (une croisée de sillons rectilignes ou des cercles concentriques . S'il n'est pas possible de voir d'un bout de la base l'autre bout en restant sur le sol, on construit des échafaudages; on relie avec un fil à plomb deux points sur la même verticale, l'un sur le sol, l'autre sur l'échafaudage. Dans la mesure de la base de Melun, il fut nécessaire d'élever aux bouts de la base des constructions qui avaient plus de 25 mètres de hauteur, en raison des arbres qui bordent la route et d'un coude qu'elle forme vers le milieu.
Quoi qu'il en soit, à l'un des bouts de la base on règle un théodolite; l'axe optique de la lunette décrit donc un plan vertical. On le met dans le plan vertical V du point où l'on est, qui contient l'autre extrémité de la base. En inclinant plus ou moins la lunette, on observe successivement les points de la trace sur le sol du vertical \. En ces points on plante des pieux qui servent ensuite à jalonner rectilignement les intervalles qui les séparent.
A la fin de chaque journée de mesure de la base, Delambre enfonçait en terre un piquet dont la tète, située à un pied dans le sol, était couverte d'une lame de plomb. Par deux traits en croix on marquait dessus l'endroit oii tombait un fil à plomb abaissé de l'extrémité de la dernière règle. On recouvrait soigneusement le pieu de terre; on pouvait ainsi le retrouver le lendemain ou quelques jours après.
2°. — Si la route fait un coude d'angle (- — a), on mesure effectivement deux bases b et b' .
La base z'ésultante B satisfait à la relation :
B=:=6= + Z>'--r 2 bb' cos a^(ô -f- by — bb' a-.
Dans les bases de Melun et de Perpignan, il y a, vers le milieu
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une cassure; l'angle x est voisin pour l'une de 50', pour l'autre de 23' :
a = arc 5O' = 0,0145. a„ = 0,0002l.
Si l'on pose b^=b\ la correction est de 0,00003 environ.
Elle est donc petite et facile.
Du reste, aujourd'hui on ne s'astreint à imposer la rectitude parfaite que sur des sections relativement peu étendues ((iOO mètres par exemple}, représentant le travail d'une journée de 8 heures.
Il est alors facile d'obtenir l'alignement parfait de cjiaque section.
La mesure de l'angle très petit des sections adjacentes {rallacliciiicnt) ne présente aucune dillicultë.
Méthode du Dépôt de la Guerre
La méthode la plus précise pour mesurer les bases est due à Porro; plus ou moins modifiée, c'est celle du Dépôt de la Guerre. Le principe en est simple.
On aligne sur la base les axes verticaux d'un certain nombre de microscopes (à la rigueur deux sulllsent); on mesure la distance des axes, en se servant des microscopes pour pointer les traits d'une graduation tracée sur une règle bimétallique dont on mesure l'inclinaison.
En fait, et pour aller plus vite, on utilise quatre microscopes dont on dispose les axes le long de la base, à environ 4 mètres les uns des autres, ce qui est la longueur de la règle. Le jalonnement se fait à la manière ordinaire. Avec un théodolite on commence par placer très exactement des points intermédiaires entre les mires extrêmes. Entre ces points on plante, de 200 m. en 200 m., des pieux sur la tète desquels un clou marque le passage de la ligne: on peut aussi enfoncer des bornes de pierre P portant une plaf|ue métallique sur laquelle on trace deux traits en croix.
Les mires auxiliaires consistent en une tige de fer T qui porte uu niveau à bulle sphérique N; la tige est terminée par un triangle plan peint en blanc sur lequel est tracé un trait noir dans le prolongement de la lige. Des réglages faciles à imaginer permettent de placer ce trait dans le vertical de l'alignement tout en maintenant la tige verticale; on fait donc correspondre très exactement au trait de la minla croisée des traits ou le clou qui sont liés au sol.
Ces opérations préliminaires effectuées, on dispose, à une distance voisine de 4 mètres, les trépieds massifs qui doivent suppor-
Fig. 13G.
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ter les iiiiLros<'0|)CS et la r(!|rlo; leur noiiihrc est (loiil)le de celui lies microscopes ;S), afin de ne pas ébranler le sol dans le voisinage de ceux-ci pendant qu'on enfonce les pointes des trépieds. Cliaque microscope est solidaire d'une sorte de ihi-odolitedonton a supprimé les cercles gradués. On s'arrange par construction de manière (|ue l'axe du microscope soit vertical quand l'axe du théodolite est luimême vertical. La lunette du théodolite tourne alors autour d'un axe horizontal; ou, si l'on veut, son axe opticjue halaye un plan vertical. En déplaçant le système tout entier le long dune glissière horizontale et en s'alignant sur les mires, on fait en sorte que le vertical soit celui de la base : l'axe vertical du microscope est alors a une distance toujours la même du vertical de la base.
Quand deux microscopes sont ainsi alignés, il ne reste plus qu'à déterminer la distance de leurs axes optiques, eu amenant dessous les extrémités de la règle graduée.
Je laisse de côté le détail d'un manuel opératoire qui varie selon les pays et avec les observateurs.
Méthode de Jaderin
Jaderin mesure la distance horizontale de deux points avec un fil homogène, de poids p par unité de longueur, tendu par des poids connus et toujours les mêmes.
Le lecteur trouvera dans ma Statique la démonstration du théorènae suivant. *
Un fil homogène sans rigidité appréciable, fixé aux points A et B de coordonnées .r,, y,, r,, y^, prend sous l'induence de la pesanteur la forme d'une chaînette :
7/ = ^[exp'^)+expl^— ^îj.
La tension au point le plus bas(.x'^=0, y=^h] est Ta=pft. La tension en un point quelconque est :
La longueur du fil à partir du point le plus bas est : Développons l'exponentielle en série; limitons-nous aux termes
en j :
exp;^^j=l+^ + 3,- + g^.
La longueur de la corde géométrique qui joint les points A et B, est
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Or on a
G = (.r,-.rg + i^(.r, + .r,)"(.r,-,rJ.
D'où enfin : s — C^=:jy-7-,{.t\ — .rj'^:^^ (,r, — .r^'j^
La différence entre la longueur du fil 5 et la corde G est donc en raison inverse du carré de lu tension au point le plus bas et proportionnelle au carré du poids du fil par mètre.
Pour préciser, utilisons un fil de diamètre l'"'",()5, de densité 8,1, pesant par mètre courant yj=:20 grammes environ. Soit T„ = 10 Icilogr. ; p„ : T„ = 0,002, jf- : 24T„-== 1,67.10-'.
Soit enfin .r^ — .r, = 24 mètres.
On a : _
G — ;y = 4.10-'= 24= =23.10-' mètres =2,3 millimètres.
La différence est très petite et la correction facile. Soit h =3/, — 3/5, la dénivellation entre les bouts de fil. Soit a la longueur horizontale à mesurer. On a :
s est supposé connu pour la tension et la température qui correspondent à l'expérience. Dans la correction on peut sans inconvénient remplacer .r, — .ï\ par s. D'oîi la formule :
On mesure la pente de la corde AB.
Soit a sa valeur en radian. On a : /j = aa = .ya, sans erreur sensible.
D'où la formule très suffisante :
2". — Dans la méthode de Jaderin, on termine un fil de 24 mètres environ par des réglettes divisées R, R'. Le fil est tendu à ses extrémités par des poids de 10 kilogr. reliés aux réglettes par des cordes souples passant sur les poulies P, P'. Les poulies sont portées par un fort piquet muni de deux étais. Dans ces conditions on peut admettre que le fil est tendu toujours de la même manière, par conséquent que sa longueur s est bien déterminée si la température est connue dans le cas général, à toute température usuelle dans le cas de fils en iiwar (alliage de fer à 30 p. lOO de nickel, dont le coefficient de dilatation est quasi nul).
La figure 137 exagère beaucoup la courbure du fil.
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Pour transporter le fil on l'enroule régulièrement sur des tambours d'un diamètre suffisant (50 cm.) en respectant sa courbure naturelle.
3". — Pour mesurer une base, on aligne approximativement des trépieds. Ils portent un support permettant de régler verticalement et de déplacer hori/onlalcment un court cylindre F dont la section droite supérieure porte une croisée de traits de repère. Pour obtenir
Fig 137.
l'alignement exact des cylindres successifs, on installe une lunette sur le cylindre du dernier trépied placé; on constitue ainsi une sorte de théodolite dont le cylindre est l'axe vertical. Par retournement de la lunette sur ses colliers et par comparaison avec les mires lointaines qui fixent les termes de la base, la lunette permet d'aligner le cylindre du trépied suivant.
On installe alors le fil mesureur de manière que les réglettes terminales (qui sont c[uasi horizontales) se trouvent en regard des traits de repère de deux cylindres consécutifs. Au moyen d'une loupe on lit sur les réglettes la distance exacte s des traits, distance mesurée le long du fil et voisine de 24 mètres.
Pour déterminer la pente a de la corde AB, un niveau à lunette est installé sur le cylindre V d'un des trépieds; une mire est placée sur le cylindre du trépied suivant. Quand la bulle du niveau est entre ses repères, on déduit immédiatement la pente en millièmes de la lecture du trait de la mire dont l'image se fait sur le réticule de la lunette.
L'erreur sur 24 mètres ne doit pas excéder 0,3 mm. Pour être sûr qu'un frottement accidentel ne fausse pas les mesures, on recommence plusieurs fois les lectures sur les réglettes, après avoir déplacé de quelques millimètres dans le sens de la longueur le système du fil, des réglettes, des cordes et des poids (fig. 137) : les résultats doivent coïncider à 0,3 mm. près.
Sur 24 mètres, une erreur absolue de 0,3 mm. correspond à une erreur relative de 1 : 80000.
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Les longueurs des fils dans les conditions d'emploi sont déterminées au moyen de repères scellés dans un mur et dont on mesure préalablement les distances avec des règles ])orlées par un banc horizontal.
On remarquera que la tension T„ qui entre dans les Ibrmides, est la tension au point le plus bas de la chaînette; elle est un peu plus petite que la tension qu'on exerce. Comme l'allongement du lil dépend de la tension en chaque point, il en résulte que la pente a, par suite que la dénivellation h doivent rester toujours petites. A cette condition seulement, la tension peut être considérée comme uniforme, et la longueur .v comme indépendante de h, pour des poids tenseurs déterminés.
La méthode originale de Jaderin était compliquée par la nécessité de mesurer chaque intervalle avec deux fils (en laiton et en acier), de manière h permettre la correction de température.
L'utilisation d'un fil d'invar abrège les opérations.
La méthode de Jaderin est précieuse en terrain varié; la ligne de base peut franchir une rivière, une crevasse. Sous ce rapport, elle est excellente pour la topographie d'exploration.
Elle est rapide (plusieurs kilomètres par jour). Elle permet donc de multiplier les bases et de vérifier les triangulations sans grande dépense de temps et d'argent.
CIlAIMTRi: III
ETABLISSEMENT DUN RESEAU DE TRIANGLES
165. Première estimation de la grandeur de la Terre supposée sphérique.
Di'S (lu'on eut acquis l'idée que la Terre est une sphère suspendue dans l'espace, dont les étoiles sont à coup sur assez éloignées pour que les lignes de visée joignant l'une d'elles à des points quelconques de la surface terrestre soient sensiblement parallèles, on possédait un moyen de mesurer le rayon terrestre. C'est ce que comprit Eratosthène qui le premier. 2.">0 ans avant J.-C-, en donna une estimation sinon correcte, du moins d'un ordre de grandeur correct.
Son raisonnement est remarquable; je le rapporte avec quelque ilétail.
Voici d'abord les coordonnées vraies des villes dont il parle : Alexandrie d'Egypte. Long, orientale 27° .31'. Latitude nord 31° 12'. Assouan Syène). 30° 35'. 24° 5'.
Ces deux villes diffèrent donc de 7° 7' en latitude, de 3" environ en longitude.
La distance de Syène au Tropique du Cancer est de !8 minutes.
Ceci posé, Eratosthène observa qu'à Syène, au solstice d'été, les rayons solaires entraient jusqu'au fond des puits pour si profonds qu'ils lussent; il conclut de là que le Soleil passe alors au zénith; autrement dit, que Syène est sur le Tropique du Cancer. Nous savons tous qu'en France, à midi, même en été, le Soleil reste au sud :
il ne parvient jamais sur la verticale. A Saigon, à midi, en été, le Soleil marque le nord.
Par la mesure de la distance angulaire zénithale du Soleil lors du solstice 1^21 juin I, il estimait la latitude d'Alexandrie un cinquantième
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de circonférence (7° 12') plus grande que celle d'Assoiian. Eu somme, une heureuse compensation d'erreurs lui donnait la dislance quasi correcte des parallèles d'Alexandrie et de Syène.
Eratosthène pose alors que les deux villes sont sur le même méridien. Ce n'est pas exact, la ligne Alexandrie-Assouan fait 19" environ avec les méridiens. Mais l'erreur qui résulte de l'iiypolliose est relativement insignifiante : cos 19° = 0,94G.
Enfin il évalue la distance à .^).000 stades, soit environ 700 stades au degré.
Malheureusement on ne sait pas de quel stade il est parlé. Suivant Pline, le stade grec valait G25 pieds romains; le pied romain valait 10 pouces 10,9 lignes. Donc le stade valait 94,7v5 toises.
Les 700 stades d'Eratosthène font 66.000 toises environ.
L'estimation est donc d'un neuvième trop forte (6().000 toises = 128 kilomètres).
L'erreur porte principalement sur l'estimation de la distance.
Quoi qu'il en soit, 250 ans avant J.-C, on savait que la 'J'erre est quasiment sphérique; on avait l'ordre de grandeur de son rayon.
Position du problème de la Géodésie
1°. — Il est certain que les observations astronomiques ne prouvent rien pour ou contre la sphéricité de la Terre, ou, si la Terre est à peu près de révolution, pour ou contre l'identité de ses méridiens.
En supposant que le fil à plomb passe par l'axe de rotation de la Terre ou qu'il est normal à la surface de la croûte terrestre, l'astronome fait une hypothèse aussi gratuite qu'inutile pour la correction de ses définitions et la pratique de ses observations. Le fil à plomb est normal à la surface des liquides tranquilles ; c'est tout ce que l'astronome doit admettre pour légitimer l'emploi du niveau d'eau.
Le méridien défini parles observations astronomiques est le lieu des points tels que les verticales y soient parallèles à un plan passant par l'axe de rotation; ce qui ne signifie pas du tout que le méridien est un plan passant par cet axe. Le parallèle défini par les observations astronomiques est le lieu des points tels que les verticales, transportées en un point de l'axe de rotation, forment un cône circulaire a3'ant cet axe pour axe de révolution; ce qui ne signifie pas du tout que le parallèle est dans un planiiormal à l'axe de rotation.
Certes l'observation de l'ombre de la Terre lors des éclipses de Lune prouve sa quasi-sphéricité. Mais de là à conclure que ré(]uateur est un cercle, que tous les méridiens sont semblables, il y a fort loin. Au surplus poser que la Terre est sphérique et de révolution, ne résout pas le problème de la direction de la pesanteur par rapport à la surface solide, à moins de poser par surcroît l'homogénéité de la Terre ou certaines lois particulières de variation de la densité des couches profondes.
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A la vorité, dans le calcul des parallaxes (en particulier des parallaxes lunaires), nous admettons cpie la Terre est de révolution (ou même splicritiue comme première approximation). Mais /mi.sr/it'il n'est pris (lou/cii.v que la Terre csl prcs(/iui sp/irrifjiic, il est impossible de tirer quoi que ce soit de plus des valeurs numériques des parallaxes, i'« la précision des mesures.
L'As/ronomie de position ne nous fournit donc aucun renseignement sur la figure de la Terre, hors celui qu'elle est presque sphériquc. La détermination des longitudes et des latitudes ne suppose ni que nous connaissions la forme exacte de la Terre, ni même que nous ayons l'idée de ses dimensions.
La Mécanique céleste est plus exigeante (voir ma. Di/namique]\ mais les renseignements qu'elle fournit sont très vagues. Pour expliquer quantitativement la précession des équinoxes et la variabilité de l'axe de la Terre par rapport à la Terre elle-même, nous devons admettre certains rapports entre les moments d'inertie principaux du sphéroïde terrestre: mais sa forme précise reste absolument indéterminée.
Bref la figure de la Terre ne peut être déterminée que par des mesures linéaires directes.
2". — Inversement, alors même que la Terre serait éternellement entourée de nuages nous cachant le ciel, on conçoit comme possible de déterminer sa forme sans poser aucune hypothèse. Enserrons-la tout entière dans un polyèdre d'un très grand nombre de faces, dont les sommets sont des points remarquables (clochers, pics, signaux de nature quelconque). Mesurons les triangles formés par ces points. Plaçons-nous successivement sur tous les signaux; déterminons l'angle, avec une droite invariable de référence, des plans de tous les triangles qui y aboutissent. Nous possédons une droite de référence commode, la i'crticale ou direction du fil à plomb ; peu importe sa définition : nous ne lui demandons ici que d'être invariable.
Nous pourrons construire une figure semblable à celle delà Terre.
Mais attendre le résultat de ce travail diabolique pour avoir une idée de la forme de notre demeure serait quitter l'espoir de l'acquérir de notre vivant.
On procède d'une façon exactement inverse. On procède comme dans toutes les parties de la Plnjsique : on fait une hypothèse, puis on regarde comment les faits peu nombreux que l'on connaît veulent bien s'y loger.
L'hypothèse est si naturelle qu'elle a frappé tous ceux qui se sont occupés de la question : Newton, Clairaut, Laplace. La majeure partie de notre globe est couverte d'eau; l'expérience vulgaire apprend que la déclivité des plus grands fleuves est très faible : d'où la conclusion que la surface terrestre ne s'éloigne pas beaucoup de ce qu'elle serait si elle était entièrement couverte d'eau.
Les mécaniciens se sont alors demandé quelle doit être la surface d'équilibre d'une masse fluide homogène, animée d'un mouvement
■234 CËOGHAPHIE M A TJI ÉM A TIQ lli
rolatoire trensenil:)le uniforme, sous riiinuenco des altraclions mutuelles s'exerçant entre ses parties suivant la loi do Newton. Ils ont trouvé que rellipsoïde de révolution satisl'uit aux conditions imposées : nous démontrons plus loin ce théorème.
/Vdmettons donc que la surface terrestre est un ellipsoïde de révolution aplati suivant son axe; essayons de vérilier l'hypothèse.
:r. ^- Nous ne serions guère plus avancé si l'hypothèse ne fournissait un renseignement supplénu^ntaire : la pesanteur [c'esl-ii-dirc la ré.fttltante de l'altraclioii nm/uclle îles parties de l'ellipsoïde et de la force centrifuge coiisé«/iicncc de In rolalioii) est normale à la surface niorjenne des mers ipii est une surface de ni\'eau (surface écpiipolentielle du potentiel résaliaul de la gravité et de la force centrifuge).
En d'autres termes et plus simplement : La surface ten-e.st/e est un ellipsoïde de révolution aplati aux pôles; la verticah' est en cha- (pie point normale à la surface de cet ellipsoïde; l'are de rotation île la Terre est l'a. te de révolution de l'ellipsoïde.
Cette phrase résout la question tout entière; elle donne une signification pi'écise aux latitudes et longitudes telles que nous les déterminons.
Il KE ItESTE PLUS qu'a SAVOin CE QUE VAUT l'iIVIMjTUESE.
Elle est susceptible de deux ordres de vérifications.
Partons d'un point A; déplaçons-nous dans le sens du méridien du point A déterminé aslronomiquement : nous devons parvenir à des points 15, C, D, dont les longitudes sont les mêmes. Si la vérification réussit quel que soit le point A de départ, nous pouvons conclure que la surface est de révolution et que la verticale en chaque point est normale à la surface.
Outre cette vérification qualitative, nous trouvons une vérification quantitative dans la mesure des arcs de méridienne compris entre tieux points A et B, dont les latitudes sont connues (S 142). Nous sommes donc amenés à comparer les longueurs de quelques arcs effectivement mesurés aux longueurs indiquées par la théorie. Gomme les arcs d'un degré sont le plus difiérents possible au pôle et à ré(|uateur, il sera nécessaire d'en mesurer au moins deux respectivement à des latitudes petites et à des latitudes grandes.
Les opérations que nous serons conduits à effectuer, ont heureusement une utilité pratique pour la Géographie, indépendamment de la question de pure curiosité de la forme exacte de notre globe : quoi qu'il en soit des hypothèses posées, nos peines ne seront pas perdues. C'est fort heureux, les résultats théoriques s'étant montrés vagues et discordants [i 194). Il ne faut pas oublier que la Carie de Fiance des Cassini, qui fit époque, est la conséquence de leurs travaux sur la (iffure de la Terre.
i:rA/if.issEM/;yr Dri\ ntsEAi: un tikasc les
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Méthode de Snellius. Triangulation
On se trouve ainsi ramené an iiroljlèine Ibndaincnlal delà mesure d'un arc de méridienne compris entre deux points dont on connaît les coordonnées géograpiiiques.
Mais la dilTiculté serait grande de mesurer directement un arc assez étendu pour c(ue 5w..r///7
la dilTérence des coor- '^" Tertre
données géograpliii|ues soit un grand nombre de fois l'erreur possible dans chaque détermination.
Nous avons vu dans le chapitre précédent ce qu'est la mesure direcle dune longeur à la surface de la Terre, et quelles conditions doivent être réalisées pour que la précision soit suffisante. Or un degré à la surface terrestre vaut plus de 111 kilomètres. Il est donc matériellement ^''/<'" impossible de mesurer l'arc entier de mériilienne, (|uand on veut que les latitudes des extrémités diffèrent de plusieurs degrés.
On tourne la diffi- ^"^^ culte par une triangulalioii, mot effrayant qui cache des opérations très simples.
La nu'tlwde de Snellius consiste à choisir
des stations, de part et d'autre de la méridienne, à des distances de l'ordre de 20 à 80 kilomètres les unes des autres. (Jn mesure les angles des triangles qu'elles forment. Entre les extrémités de l'arc à mesurer, on construit ainsi une cltdine de triangles telle que la mesure en mètres de l'un des côtés fournisse les longueurs de tous les autres.
CarcassQ/j/îe
M^Alanc
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En un endroit favorable voisin de la oliaîne, on mesure une base qu'on raccorde par un nombre convenable de triangles avec le réseau principal.
La figure li^O montre la portion (voisine de Paris) du réseau utilisé par Méchain et Delambre pour mesurer l'arc de méridienne
compris entre Dunkerque et Barcelone. La base de Melun (entre Lieusaint et Melun, sur la roule de Paris à Lyon, au voisinage de la fameuse forêt de Sénart illustrée par le Courrier de Lyon) a 6.076 toises environ de longueur, soit une douzaine de kilomètres.
Elle est raccordée au côté Montlhéry-Malvoisine par deux triangles; c'est en définitive comme si l'on avait mesuré directement ce côté.
La figure 140 montre la portion du même réseau voisine de Perpignan. La base de Vernet, à peu près de même longueur qu*e celle de Melun, est raccordée au réseau par trois triangles.
Aux bouts de la méridienne on orienic les triangles. Pour cela on mesure les angles que font avec le méridien les plans verticaux qui contiennent les côtés [aziniit/s des côtés). De proche en proche tous les triangles se trouvent orientés. On peut donc projeter leurs côtés sur la méridienne, par suite déterminer la longueur de l'arc de cette méridienne compris entre les points extrêmes du réseau.
Bugarach
Fig. 140
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Choix des stations. Signaux
/". — lùili'oiis iliiiis le (k'Uiil il<'s opéi'ations iiréci'dciniiient résuluées, on laissant de côlé des iliscnssions sans inlcrèt éducatif, mais qui sont la joie des géodésiens de profession. Entre un technicien et un homme intelligent existe souvent un aljîmc que je n'ai pas la prétention île combler.
Il est d'abord évident que les triangles ne doivent pas être trop petits (ils seraient trop nombreux), ni s'écartex trop d'être équilatéraux (leurs côtés et leurs angles doivent servir au même titre) : démontrer de telles évidences me parait slupide. Au surplus, quand il s'agit d'un réseau fondamental, on n'a généralement pas l'embarras du choix; les signaux sont quasiment imposés. Je conseille la lecture du siwoureux Discoiiis prc/iminaire de Delambre; outre un tableau très amusant des campagnes françaises en 1792, on y verra qu'il n'est pas facile de trouver une série tle signaux assez distants, disposés de manière ((ue chacun soit visible de quatre autres signaux, au moins de trois, et donnant des triangles bien conditionnés.
Il est naturellement avantageux que les signaux se projettent c/ans le ciel; il faut éviter qu'ils se projettent sur des objets voisins [dans la terre). On doit les peindre en blanc dans ce dernier cas, en noir dans le premier.
Même ([uand on prend pour signal des tours, des pics,... on doit préciser le point visé en construisant une pyramide, un màt,... bref un objet assez haut et assez étroit. Il est clair qu'alors, le lieu d'observation ne peut coïncider avec le centre de la station constitué par le mat.
2\ — Je voudrais donner au lecteur un aperçu des difficultés que Delambre éprouvait, certes en raison du trouble des temps, mais aussi en raison des difficultés propres à ces sortes d'observations. Je transcris donc quelques lignes relatives à des stations qui se trouvent dans la figure 1.39.
Delambre observe du haut de la lanterne du Panthéon. Il trouve pour la distance angulaire Montlhéry Brie 61° 13' 48", 13. Il ajoute :
« Du 10 février 1793. Le signal de Montlhéry a été dérangé par le vent; il penche du côté de Brie. Dix jours après ces observations, on a visité le signal pour le faire redresser et lui donner plus de solidité. Il penchait alors de manière à diminuer l'angle entre Mont- Ihéry et Brie de 3, 50.
« L'angle corrigé serait de 61° 13' 51", 63.
« Mais il vaut mieux rejeter cette série, car rien n'assure que le signal ait toujours penché de la même quantité: »
Delambre recommence trois séries et trouve :
47",57 50",56 47",24 Moyenne 48",40.
L'angle réduit à l'horizon est 61° 13' 48", 50,
Ce qui donne une idée de la concordance et aussi de la signification plutôt vague des centièmes de seconde.
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Transporlons-noiis à Monllhéry sur la loiir bien connue : elle est à droite du chemin de fer d'Orléans quand on va de Paris à Etampes. Le signal est placé sur un mur : » C'est une pyramide tronquée, dont l'axe est à quelques pouces en avant tlu mur, à la distance de 3,5 toises de l'angle curviligne formé par le mur et la toui-. Je m'étais d'a!)ord contenté d'y placer un tronc d'arbre : il fut renversé et mis en pièces le lendemain. Le procureur de la commune en fit replacer un autre aux frais du délinquant. Mais ce nouvel arbre
Fig. 141.
était trop petit, et je ne pus l'apercevoir de Brie. Je fus obligé d'aller à Montlhéry pour commander le signal actuel... »
A Alalvoisine le signal était une cheminée; la station d'observation était au-dessous et placée latéralement. Un fil à plomb, passant dans le milieu de la cheminée, permettait de déterminer la dilférence des hauteurs et la correction au centre. Je cite cet exemple pour montrer qu'il est parfois difficile de voir le signal d'une station A à partir des stations voisines B, C, ... (à cause des arbres ou des constructioils qui environnent A), cependant que de A on voit sans difficulté les signaux B, C,... même en se plaçant au-dessous du signal A. D'où la nécessité fréquente d'éloigner plus ou moins l'un de l'autre le signal proprement tlit et l'appareil d'observation, d'oîi enfin la nécessité de la réduction an ccnlre de, Ui sUiùon [% 169).
Sur un pic tel (|ue le Bugarach (qui est très escarpé), le signal était une pyramide quadi-augulaire tronquée d'une hauteur voisine
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de 'i nu'li'cs, large en liant d'un nintro environ. On l'avait surmonté d'un prisme <|ue U> vent n'eut rien de plus pressé (|ue d'enlever.
Dans le nord de la France, les signaux étaient des eloehers; le cercle était donc placé nécessairemenl plus bas et latéralement. D'autre part <[uand ces clochers sont des pyramides, l'expérience montre que la visée dépend notablement de l'éclairage : « d'oii des iuégali-' tés qui l'ont le tourment des observateurs. » Ici Delambre s'élève vraiment jus(|u'au bon sens : je dois le citer : « Jlais, ce qui doit consoler [les observateurs], c'est qu'a|)rès avoir multiplié les séries de ces angles douteux, on en trouve toujours j)liisieurs qui tiennent assez exactement le milieu entre toutes les autres, et c|ue le milieu entre toutes sans exception did'ére très peu de celles (jui ont été laites dans les circonstances les plus favorables. Le résultat est donc à très peu prés le même, soit (ju'on supprime les séries dans lesquelles l'écart est le plus sensible, soit qu'oai les réunisse à celles (pii sont évidemment les meilleures. Mais quel que soit le parti que l'on préfère, il me semble cpie l'on doit tout publier. Ces irri'gularités mêmes sont des faits qu'il importe de connaître. »
Bravo! En style plus sim[)le, jouez à la manille quand vous voyez mal les signaux, et attendez ([u'il fasse beau. En multipliant les mauvaises mesures, vous vous fatiguez inutilement, — et zut pour la théorie des probabilités! Quanil aux irrégularités, comme leur cause n'est pas douteuse, il est inutile de les cataloguer pour n'en rien faire par la suite.
Réduction au centre de la station
/". — Le signal est en C; il est ordinairement impossible d'y mettre l'appareil d'observation.
Celui-ci est en S à une distance CS = /' du signal.
Les droites poraUèles CR et SR déterminent une direction de référence proi'iso/re.
Comparons les angles A et A' que forment avec cette direction la droite CB qui est la direction correcte à déterminer, et la droite-SB qui est la direction effective de visée. On a :
L'angle A' observé diffère de l'angle A précisément de l'angle y.
Dans le triangle CBS, on a :
a=-rrsin ;i=TTsin ,'i' = 5:7sin". (1)
n IX 1t.
/est ordinairement inférieure à 5 mètres; R est de l'ordre de 10 kilomètres; par suite x est ordinairement inférieur à 0,0005, c'est-àdire à 2'. Il suffit donc que l'angle v soit évalué à une approximation grossière; ce qui est heureux, car le centre de la station est trop lapproché pour être vu dans la lunette. On est donc forcé d'aligner celle-ci à quelques minutes près, en visant le long du tube. 2'-\ — En général on mesure, non pas la distance angulaire du
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signal B à une droite de référence de direction invariable (on, ce qui revient au même, à la droite déterminée par un point extrêmement éloigné), mais sa dislance angulaire à un autre signal B, qui lui aussi est à distance finie.
La correction est donc la somme ou la différence des corrections calculées pour chacun des signaux par rapport à une droite de référence quelconque; en elfet
cette direction vient pas dans miUe (1).
On a donc :
n inlerla for-
A — A'=rrsin7 — g-siny,.
Pour annuler une des corrections, on met le point S sur l'une des directions CB, CB,. Pour annuler la correction totale, on met le point S sur la circonférence passant par les trois points C, B, B,.
Delambre discute le cas où le centre G n'est ni visible ni accessible. Par exemple, il se trouve dans l'axe d'une poutre verticale qui embarrasse le milieu de presque tous les clochers, ou dans l'axe d'une tour ou tourelle dans laquelle on ne peut pénétrer. On supplée à l'expérience directe par des procédés faciles à imaginer; ils reposent sur la symétrie de l'édifice et la construction d'un polygone extérieur en relation avec cette symétrie.
Diverses méthodes pour mesurer les angles horizontaux
Sur les figures 139 à 141, le lecteur constatera que de chaque signal partent 3 ou 4 directions utiles. Encore ai-je supprimé celles qui ne sont pas strictement nécessaires et qui correspondaient à des triangles essayés pour des raisons locales (état du ciel, visibilité des signaux,...).
Comment faut-il mesurer les angles ? Le mieux possible, direzvous; ce qui prouve que vous n'êtes pas géodésien!
Marquons les directions a, b, c,... m, n. La méthode par /our d'horizon consiste à mesurer les angles dans l'ordre « — b,b — c, c — cl,... m — n, n — a. On fait un certain nombre de tours complets, en changeant l'origine sur le limbe à chaque tour, de manière à éliminer les erreurs du cercle.
On peut mesurer direclemcnt les angles dans l'ordre :
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Zénith
La seconde méthode est rôputce la meilleure. Je n'y vois pas d'inconvénient : vous non plus, jn l'espère bien. Mais je crois qu'il est surtout utile d'être expérimentateur habile. Je connais bon nombre de physiciens et d'astronomes, voire des membres du Bureau des Lonj;itudos, qui pourraient opc'rer dans tous les ordres possibles sans que le résultat en vaille davantage. C'est toujours la même sottise de croire ([u'une machine à système vautmieux qu'une machine intelligente et consciencieuse.
171. Angles horizontaux, angles de position. Réduction à l'horizon.
7". — L'observateur est au point O dont la verticale est OV.
Il mesure la distance angulaire des stations S et S'.
S'il utilise un théodolite dont l'axe de rotation est réglé verticalement, il mesure immédiatement l'angle horizonlal A des plans verticaux qui passent par les signaux S et S'.
S'il utilise un sextant ou un appareil analogue au cercle répétiteur de Horda (deux lunettes angulairement mobiles de part et d'autre d'un lim})e gradué), il mesure l'angle A' (qu'on appelle angle de position).
Dans ce cas, il doit également mesurer les hauteurs h et li', à la vérité avec une précision qui n'a pas besoin d'être grande.
5". — Passons de A' à A, dans l'hypothèse que les Itaiitcurs h et A' sont petites.
Dans le triangle sphérique V,SS', on a :
* cosA' = sin //sin/«'-f-cos //. cos/<'. cos A. (1)
Développons en série les lignes trigonométriques de h et de h' : cosA=/ih + 1 Ti cosA,
vig. m.
cos A
:COsA -{ Tj -COS A
Posons A=; A' + î, cos A=cos A' — : sin A'. Il Vient : 5smA=«/î -; cos A .
Introduisons les lignes trigonométriques de l'arc A' : 2.
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Après quelques transformations simples, il reste :
h + h'y- A' fh — li'\- A'
Aujourd'hui le cercle de Borda est complètement abandonné; on utiTise toujours des théodolites ou des appareils analogues (|ui fournissent directement les angles A, et; si besoin est, les hauteurs // et/<'.
3°. — La correction se compose de deux ternies qui sont de signes contraires. Vérifions la raison d'être de ces signes.
Faisons /; = //'; le second ternie disparaît; la correction est additive. Effectivement, pour un même dièdre A, l'angle A' est alors nécessairement plus petit que A.
Faisons li + /<' = 0; la correction est soiistractive. Il est clair qu'on augmente l'angle en faisant tourner le plan sécant du dièdre autour de OB.
Supposons le triangle à peu près équilatéral et à peu près dans le plan tangent à la surface terrestre. Les corrections sont positives pour les trois angles. Comme la somme des angles du triangle rectiligne dont on part vaut deux droits, la soninie des angles corrigés (angles horizontaux) vaut plus de deux droits.
Nous allons trouver la raison de cet e.vcès spliériquc.
Théorème de Legendre
1°. — On donne un triangle sphérique d'angles A, B, C, de côtés rt, h, c, petits, de surface S.
Il existe un triangle rectiligne de même surface S, de mêmes côtés r/, i>, c, dont les angles sont :
Rappelons (§ 149) que l'aire du triangle sphérique construit sur la sphère dont le rayon est pris pour unité, est :
S = (A + B+C) — -; S est Vc.rcès sphérique.
La somme A + B + C est donc toujours supérieure à 2 droits; il est clair que la somme A' -|- B' + G' est égale à deux droits, condition fondamentale pour que les angles A', B', C appartiennent à un triangle rectiligne.
Dans le triangle sphérique on a :
sin (^/. sinZ*. cos C = cosc — cos a. cosb.
Par hypothèse les côtés a, h, c, sont petits. Développons les sinus et cosinus en nous limitant au quatrième ordre :
sinrt. sinZ) = ( a — -rrllô — yr ]^ab
trrABLissEMB.\r dix nÉsE.iV de thiasgle s Vi\
(sin «. sin 6)-' = f«6)-' (^1 + î^i±A\ On trouve immédiatement :
cosC = ^—7 V- rrr^i . 1
1 ab l'i ub ^ '
2". — Soit niaintenaut C l'angle du triangle rectiligne de mêmes côtés. Un théorème élémentaire donne :
cosC':= rr-î 1 d ou : sin - C = \ ,., -.
lab kab-
Coinpai'ons à la formule (1 \ il vient :
cos C = cosC' -r sin-C' = cos C — — sinC, (2)
puisque (ib sin C est le double de l'aire du triangle rectiligne qui par hypothèse est égale à celle du triangle sphérique. Posons : C = C + s. D'après la formule de Taylor :
cosC = cos(C'+ £) = cosC' — îsinC. (3)
La comparaison de (2y et de (3), donne : £=S:3.
Ce qu'il fallait démontrer.
Nous raisonnons sur la sphère de rayon 1.
Sur la sphère de rayon R, la surface du triangle sphérique est : Z = SR-.
Les côtés du triangle sont r/R-, bVC-, oR-.
3°. — Les paragraphes suivants montreront l'intérêt du problème dont voici l'énoncé.
Dans un triangle sphérique, on connaît deux côtés a, b, et deux angles: on demande de calculer le troisième. Si le triano-le était rectiligne. la somme des angles valant 2 droits, la solution irait toute seule. Mais le triangle est sphérique. Les côtés étant petits et l'excès sphérique étant toujours un petit nombre de secondes, on calcule avec une approximation suffisante l'aire du triangle par la formule : .2S=rtisinC.
On a alors : A + B + C — ^ = 5;
d'où le troisième angle du triangle à partir des angles connus.
4". — Ce qui précède se rapporte à une sphère. On admet que l'ellipsoïde terrestre est de révolution : il est alors suffisant de calculer l'excès sphérique comme pour une sphère tangente à l'ellipsoïde suivant le parallèle dont la latitude est celle du centre du triangle.
Etant donné un triangle géodésique, on en calcule donc la surface il avec une précision qui n'a pas besoin d'être grande. Admettant pour l'ellipsoïde terrestre une certaine forme (c'est-à-dire un certain rayon équatorial et un certain aplatissement, on calcule les rayons R des sphères tangentes suivant les parallèles de deo-ré en
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degré. Connaissant la lalitiule du centre du triangle, on a donc le rayon Rà utiliser dans le calcul de l'excès sithérique : S=S : R-.
Si on a mesuré les trois angles A, B, C, le calcul de S fournil une vérification de l'exactitude des mesures; c'est le cas de toutes les opérations géodésicjues du premier et du second ordre. Si on ne mesure que deux des angles, l'excès sphérique donne le troisième.
On trouve dans les traités de Géodésie, des tables fournissant immédiatement l'excès sphérique pour des triangles dont on donne la hauteur et la base (en mètres), ou pour des triangles rectangles dont on donne la base et l'angle adjoint; si le triangle est connu par sa base et par les angles adjacents, on ramène sa surl'ace à la somme des surfaces de deux triangles rectangles. Les tables sont établies pour un i-ayon R conventionnel. Pour un autre rayon R', il suffit de multiplier le résultat lu par (R : R')-. Le rayon R est généralement celui qui correspond réellement à la latitude de 45".
Compensation du réseau
Il est d'une prudence élémentaire d'avoir quelques vérifications de la correction des mesures. On en trouve une pour cha([ue triangle dans la valeur de l'excès sphérique. On calcule approximativement cet excès en considérant le triangle comme rectiligne et en utilisant le rayon moyen terrestre (§ 172). On le compare à la somme des angles trouvés, somme diminuée de deux droits.
La meilleure vérification consiste à mesurer une base à chaque bout de la chaîne. On calcule chaque moitié de la chaîne avec la base la j)lus proche; un côté se trouve donc calculé deux fois : les deux résultats ne doivent pas différer de plus que les erreurs admissibles le laissent prévoir.
Si l'erreur est un peu forte, on compense le réseau. Comme je ne veux pas avoir l'air de blaguer systématiquement, je cite Puissant. « Pour ne pas laisser accumuler ainsi toute l'erreur sur un côté. M. Delambre aime mieux faire accorder exactement les deux bases en modifiant tant soit peu les angles des triangles. Cette manière de répartir tout le long de la chaîne l'erreur entre une base calculée et mesurée [c'est ce que j'appelle iripatoiiiller les résultats], quoique étant tout à fait arbitraire, ne donne lieu cependant qu'à des corrections qui sont bien en deçà des erreurs probables des observations.»
De deux choses l'une : elles sont en deçà; alors à quoi bon ces corrections? elles ne le sont pas; alors que signifient ces corrections?
Application «le la chaîne sur rcllîpsoïde. Calcul (l'un arc de iiiéi*i<lienne.
174. Définition de la méridienne par rapport au réseau. i". — De quelque manière que nous ayons opéré, nous sommes
en possession d'une chaîne de triangles spliériqites dont tous les
Méridienne
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angles sont connus. Ils ont étc- choisis dn manii'-re à contenir la mériditMuie; mais jtisfiu'à présent elle n'est pas intervenue. Il s'agit maintenant de la disposer dans l'intérieur de nos triangles et d'en calculer la longueur.
Soit A le terme choisi pour l'arc de méridienne AMM'... que nous proposons de calculer. Soit ABC le premier triangle.
En A nous drlerniinons aslronoiniquemcnt la diicction du méridien, c't'sl-it-diie l'un des angles horizontaux x, x. A partir de cette opération, il s'agit do montrer que la méridienne est complètement déterminée et calculable.
Dans la mesure de l'un des azimuts x, J consiste Vorienlation de la chaîne des triangles.
Le tiiéorème de Legendre ramène tous les calculs au calcul de triangles i)lans. 11 permet de remplacer le triangle sphérique .\BC par un triangle dans le plan tangent à la sphère, après correction de chacun de ses angles horizontaux du tiers a« de l'excès sphériciue. Nous voulons calculer la portion AM de la méridienne comprise dans ce triangle plan. Fig. lii.
C'est possible avec les formules de la trigonométrie plane, pourvu que nous corrigions les angles x et x' qui sont des angles horizontaux. Le procédé est celui-là même dont nous parlons au 3° du § 172. Evaluons les surfaces des triangles AB.M, ACM, comme s'ils étaient plans; ce qui est permis, puisqu'il s'agit d'une correction. Nous connaissons par là les excès sphériques de ces triangles; nous coungiissons d'autre parties angles horizontaux a, B; a', C; nous pouvons donc calculer les angles y. et ;/; nous pouvons enfin remplacer les triangles sphériques ABM, ACM", par des triangles plans, enfin calculer immédiatement la longueur AM.
Nous passons alors à la portion ^IM' de la méridienne.
Nous la rabattons sur le plan tangent auquel nous pouvons ramener le triangle BCD.
Le r.\.b.\ttement s'efvectle avec conservation des angles en m.
Je reviens plus loin sur ce point fondamental.
Dans le triangle CMM' nous connaissons l'angle G' directement mesuré, le côté CM que nous venons de calculer, enfin l'angle en M qui est le supplément de ■/. Nous pouvons calculer avec une approximation suffisante la surface du triangle, par suite l'excès sphérique; nous ramenons ainsi le triangle dans le plan tangent et calculons le côte MM'.
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Nous avons une vérification par le calcul direct de l'arc AM' considéré dans le triangle ACM' dont nous connaissons le côté AD et les angles horizontaux y et G + C.
Et ainsi de suite.
1*" — Le lecteur comprend maintenant pour quelle raison on doit ramener chacun des triangles du réseau dans un plan langent de la sphère voisin de ce triangle. S'il ne s'agissait que de calculer la longueur des côtés rectilignes des triangles géodésiques qui sont évidemment plans (comme déterminés par trois points), il sulTirail d'employer le cercle de Borda (ou un appareil analogue); aucune réduction ne serait nécessaire. Mais n'oublions pas que tout le travail a pour but la mesure d'une ligne {nicridieiine) qui est tracée sur la Terre; d'où la nécessité de rabattre les triangles sur les plans tangents de cette surface.
Signalons l'éternel cercle vicieux : nous voulons déterminer le rayon terrestre, plus précisément la forme de la surface terrestre; le calcul des excès sphériques suppose que nous le connaissons. C'est vrai; mais il le suppose seulement pour le calcul des termes correctifs.
Lignes géodésiques
1°. — La difficulté théorique du problème gît dans le calcul de la méridienne à partir des triangles : il s'agit de savoir quelle courbe AMM M"... nous déterminons par les opérations précédentes.
Montrons que dans l'Iu/potlièse que la vc/iicale est nonnak'. à la surface, c'est une géodésiquc, quelle que soit d'ailleurs la forme de la surface.
Je rappelle que la géodésique est la courbe la plus courte tracée sur la surface entre deux points A et B; elle est décrite par un lil tendu entre A et B, et s'appliquant sur la surface supposée parfaitement polie.
Elle jouit de la propriété que ses plans osculateurs (plans menés par deux tangentes voisines) sont normaux à la surface (S 150).
2". — A partir de cette propriété, voici comment on peut tracer la géodésique à la surface de la Terre, à supposer que les verlicales soient les normales à celte surface.
Au point A réglons verticalement l'axe d'un théodolite auquel nous imposons l'azimut arbitraire a : ce/ nziinul drierniine la géodésique.
Disposons un signal en M dans le plan horizontal du point A, de manière qu'il soit visé par la lunette du tiiéodolite.
Transportons le théodolite en M; réglons son axe verticalement. Imposons à l'axe horizontal un azimut tel que nous visions le point A. Faisons tourner la lunette de 180° autour de son axe horizontal : nous déterminons ainsi dans le plan horizontal de M un nouveau signal M'.
Transportons le théodolite en M'... Et ainsi de suite.
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Nous Irarons ainsi sur la surface une couilje dont les arcs consécutiCs MA, MM , (|iii aboiitissenl on M, lorinent un plan avec la verticale (lu |)oint M. C'est la dciiniliun niènic de la géodésique par la propriété de son plan osculatcur.
H". — Voici une opération équivalenle (|ui nous amènera à l'opération réelle. (Circonscrivons à la surl'ace un polyèdre d'un grand nombre de laces; la figure l'i'i en montre deux, ABC et BCU.
Soit X'Slin'm"... une tige rigide dont le côté AM est dans la face ABC. .\ partir du point M, elle est au-dessus de la face BCD. Nous allons la casser de sorte qu'une portion 'Slin' coïncide avec cette face suivant MM'. Nous pouvons le faire d'une infinité de manières. Mais si nous voulons que les arcs AM, MM', fassent partie d'une géodésique, le plan AMM' devant être normal à la surface, il faut rabattre le point m' de manière qu'en venant en ^I', il parcoure un petit segment de la verticale, c'est-à-dire de la normale à la face BCD.
La droite BG appartenant à cette face, il faut faire tourner le système CM/»'7«" autour de BC comme charnière; ce qui conserve l'angle primitif CM/;?'. L'opération revient donc à calculer la position du segment MM' sur la seconde face, en posant l'égalité des angles - — CMÂ et CMM'.
Nous retrouvons la technique du paragra-phe précédent.
Le lecteur remarquera fju'en faisant tourner 'Mm' autour de G avec conservation de l'angle GM/»', le segment M//^' décrit un cône qui, vu la petitesse supposée de l'angle des faces ABG et GBD, admet précisément la face GBD comme plan norïual le long des génératrices Mm' ou MM' ;^ 150;.
Eu définitive, dans lliijpolhèse que la verticale est normale à la surface, la courbe que tracent les géodésiens [courbe géodésique) a la définition suivante : son premier côté (dont la direction est quelconque" est tangent à la surface; son second côté est le prolongement du premier cassé dans un plan vertical; son troisième côté est le prolongement du second cassé dans un plan vertical; etc.
Cette définition revient à rabattre les parties successives de la
courbe à mesurer, en maintenant constant l'angle avec une droite de direction quelconque menée dans le plan langent par le point de cassure.
Ce que précisément nous avons fait.
Il résulte de la définition même que pour un corps de forme quasi sphérique comme la Terre, une ligne géodésique menée dans une direction quelconque se confond sensiblement avec la section verti cale correspondante, sur une étendue de plusieurs degrés.
Détermination de la géodésique avec des piquets
i°. — Supposons le surface de la Terre parfaitement unie. Plantons une ^érie de piquets de manière qu'ils soient exactement effacés les uns par les autres; il est clair qu'ils sont tous dans le même plan. Si au point de départ P nous plaçons le premier piquet verticalement, l'ensemble des piquets matérialise un plan vertical du point P. Si nous plaçons le second piquet dans la direction du méridien du point P, ou dans celle du premier vertical, nous matérialisons le méridien ou le premier vertical du point P. Je souligne certains mots pour appeler l'attention du lecteur sur le fait que les plans définis sont, non pas un vertical ou le méridien in génère, mais un vertical et le méridien du point P. C'est seulement pour une surface sphérique qu'un vertical ou le méridien au point P le sont pour tous les points d'intersection de la surface par le plan décrit.
2". — Utilisons maintenant les piquets d'une manière toute différente.
Plaçons- nous au point A. Au point B, dans la direction choisie, faisons planter un piquet vertical. Déterminons le point C de manière qu'il soit effacé par le piquet BB'.
Transportons-nous au point B. Au point C faisons planter un piquet vertical.
Déterminons le point D de manière qu'il soit effacé par le piquet
ce.
Transportons-nous au point C... Et ainsi de suite.
Nous traçons une courbe ABCD telle que deux éléments consécutifs sont dans le plan vertical du point commun : c'est une géodésique.
3". — Que le lecteur comprenne bien la dilférence des procédés. Dans le' second procédé, vus du point A, les piquets BB', CC, ne sont pas eflacés l'un par l'autre; deux piquets conséc^utifs ne sont généralement pas dans le même plan; autrement dit, les normales en B et en C ne se coupent généralement pas. Pour déterminer le point C, nous lui imposons seulement d'être dans le plan ABB', quelle que soit la direction de la normale CC. La courbe tracée est donc généralement une courbe gauche.
Il est d'autant plus nécessaire de réfléchir sur ces points fondamentaux (bien entendu nos professeurs glissent dessus, i)ressés qu'ils sont de fourrer de l'algèbre et des considérations transcen-
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dantes) que les im'îmes reiiiar(|ues se iirésenlcnl l/ico/irjuenient dans la déliniliou des triangles à la suiface de la Terre.
L'angle P d'un triangle PQlî est l'angle j)lan du dièdre formé par les plans (jne définissent la normale PP' et les points Q et II. L'angle Q est de même l'angle plan du dièdre formé par les plans que définissent la normale QQ' et les points 1* et R. Mais les deu.x plans
PP'Q et QQ'P ne coïncident pas; le plan QQ'P ne contient pas la normale PP'. A la vérité, la différence est insignifiante pour un côté PQ; mais ces différences s'additionnent le long de la géodésique et finissent par devenir considérables même pour un ellipsoïde peu différent d'une sphère.
4°. — Arc perpendiculaire .v la méridienne.
Il résulte de ce qui précède que la courbe tracée par les méthodes géodésiques sur la surface terrestre supposce quelconque, à la seule condition que la droite de référence (verticale} soit en tout point la normale à la surface, ne dépend absolument que de la direction suivant laquelle on l'amorce au départ.
Supposons la surface de révolution. Dans le cas où la courbe part suivant un méridien, nous traçons une méridienne. Dans le cas où elle part normalement au méridien, nous traçons une courbe qui n'est pas un parallèle : sur une petite longueur seulement elle se confond avec la section normale à la surface qui est tangente au parallèle du point de départ. La courbe qui part normalement au méridien, est un grand cercle quand la surface est une sphère ; elle est à double courbure quand la surface est un ellipsoïde de révolution.
Nous n'avons aucun moyen géodésique de tracer un parallèle. Le lecteur s'e.xpliquera maintenant pourquoi, dans le travail prélimi-
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naire de la carte de France, on a réalisé des résçaux de triangles fournissant des pi'r/x'iKficu/aires au iiirridieii (le Paris, et non pas, comme il semble d'abord plus natui-cl, des parallrles, c'est-à-dire des lieux de même latitude.
177. Calcul des coordonnées géographiques à partir des mesures géodésiques.
Résolvons le problème suivant, dont nous verrons l'intérêt pour F l'objet qui nous occupe.
7°. — On connaît les coordonnées géographiques du point M; on a mesui'é la dislance ^IN = .y, et l'azimut A.
On demaiide les coordonnées géographiques du point N.
Plaçons-nous d'abord sur une sphère dont nous prenons le rayon pour unité. Supposons l'arc ,9 très petit; projetons-le sur le méridien et sur le parallèle.
Les variations A/ de latitude, AL de longitude sont comme première approximation :
w \ . ^ sin A
A/^.s'cosA, AL = i' ;.
cos/
Supposons s exprimé en mètres.
Soit N le rayon de la s|)hère. Les formules deviennent :
l'ig. 1
A/ = j^cos A,
s sin A
?". — Cherchons une approximation meilleure, en nous supposant encore sur une sphère. Partons de la formule :
sinZ'=:sin /-. cosa' + cos l. sins. cos A. (1)
Considérons 1-' comme une fonction de s. Posons :
sinr^Pcos5 + Qsins. Développons suivant les puissances croissantes de s.
On a :
cos j . -ï- = — Psin5 -)- () COS. 9, (Is
— sin/'
dry „dHds) +^°'^7F^■
Pour 5=0, on a donc
dl' Q .
-7-^ , = cos A, ds cost
dH'
Pcos.v — Qsin.9.
= — tSf/.sin^A.
D'où, appliquant la formule de Taylor :
A/ = A'cos A — :j-tg/.sin-A.
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Les traités de Oéociésie résolvant ces problèmes d'une manière inlininient com|ili(|uée, voici une méthode plus directe.
Posons : >.-=/' — /.
Développons en série le premier membre de la formule (1).
Dans le second membre, remplaçons cosa' et sin .y par leurs développements :
sin r=:sin(/ + >.) = sin^ + Xcos/ — r^sin/ Vcos /;
•/.-Çtg' — ^^-T^g^ + cosA (*-|)- (2)
l'oiir résoudre cette équation, posons :
>, =^ cos A + M5- + N.s' ;
substituons dans le premier membre de (2); égalons les coefficients des mêmes puissances de s :
2M = — tg/.sin-A, 6N=sin-A.cosA{l — 3tg- /).
Doù:
A/ = 5 cos A — -j tg/. sin-A. + ^sin-A. cosA(l + 3tg-/;.
ù"\ — Le triangle MI'N donne exactement et au troisième ordre
près :
sin AL sin A .^ sin A
— -■ = 77, AL=5 jT.
sin.v cost cos(
Remplaçons cos/' par cos/ — A/, sin / :
.^ sin A sin A. cos A. sin/
AL = 5 ; -r .S- -; .
cos/ cos'/
'i". — Les formules de la trigonométrie sphérique donnent (en posant P^AL) :
cos A'=cos A. cosP + sin A. sin P. sin/. Posons A' — A = AA=2. On a :
cos A' = cos ^ A + a}=cos A — :(sin A — -rjcos A.
D'oii : 2 sin A + -^cos A^-^ cos A — P sin A. sin/.
Nous avons trouvé plus haut :
P:^- ;sin A' = >'sin A -j- j:cos AV
cos/ ^ cos/
Remplaçons dans le second membre; ne conservons que les termes de l'ordre du carré de s ou de a. Il vient :
. , a- cos A .y-cos A. sin- A , ■ , . • » » . ,
xsui A 4 ?; — -=-7 -; stçrl. sin* A — .92 sin A. cos A. tg/.
2 2 cos-/ ° °
Posons: x= — ^tg/. sin A — Ma-.
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On trouve en définitive :
a = A A = — s sin A. tg / + Ç sin 2A ( 1 + 2 tg- /).
On a comme première approximation :
AA=— AL.sin/.
5°. — Terre ellipsoïdale.
Dans ce qui précède nous supposons la Terre sphérique et de rayon N; rendons-lui son aplatissement.
Remplaçons l'ellipsoïde par la sphère tangente suivant le parallèle : son centre est sur l'axe de révolution de l'ellipsoïde; son rayon est la grctiule normale (§ 140; :
v'I — e-sin-/
a est le grand axe de l'ellipsoïde. Dans l'application des ibrniules, il est nécessaire d'apporter une correction, parce que la même variation de latitude ne correspond pas au même déplacement sur la sphère et sur l'ellipsoïde.
Le rapport des rayons de courbure suivant le méridien et suivant le parallèle est (^ 140) :
p^:]\=l_t.^cos'-Z.
A la même distance comptée sur le méridien, correspond une variation \l de latitude pour le rayon de courbure supposé N, et une variation A'L pour le rayon de courbure exact p, telles qu'on ait :
NA/ = c,A'L, A'L = AL(i + e-cos=/ . e-cos-Z s'appelle coefficient sphcroïdiqiie. Il est nul au pôle et maximum à l'équateur. Au voisinage de 45" il vaut :
e = 0,08, e^ = 0,0064, e-cos=/ = 0,0032. Récrivons les formules telles qu'on les trouve dans les traités de Géodésie.
.y est la longueur de l'arc en mètres :
A/ = P.?cosA — Q6--sin- A, AL^R.ysin A : cosZ, AA^ — ALsinZ.
^^^ '/'"/'- P=R(l + e-cos^/), 2Q = PRtg/.sinl".
«sinl' / -t D
P, Q, R, ont été mis en tables en prenant pour a et e les valeurs qui semblent le mieux correspondre aux mesures. a=G 378 25'i mètres, ' e^ = 1 : 293.
178. Formules relatives à la perpendiculaire à la méridienne.
Su[)posons d'abord la Terre sphérique.
Soit PAP' le méridien passant en A.
Par ce point, menons une géodcsique perpendiculaire au méri-
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(licMi : l'csl un grand cercle qui passe par le pôle 11 «lu luéridion PAl''.
Nous pouvons définir le point M de ce cercle, par la lalitiide ËÂ=/ du point A et par la distance AM au méridien : ce- sont deux coordonnées rectangulaires.
Mais par rapport au point i I et à l^upiateur EH pris pour méridien origine, ËA est la longitude du point M, et AM est sa latitude. On peut donc définir le point .\[ par les coordonnées rectangulaires X et ;j, et applitiuer toutes les formules relatives aux coordonnées géographiques.
En particulier re[)renons les formules du § 177.
Posons :
MN = .v, On trouve
AMN = 6.
7/=7/— scos'^— 2^tg^.sin-.]/,
sin-i
cos?y
— ;^sm2 6.-^^.
JN cos//
Ces formules donnent les variations des coordonnées r et y, quand on connaît l'arc s et son azimut li par rapport à la perpendiculaire à la méridienne.
N est la grande normale ou le rayon de la sphère tangent à l'ellipsoïde, suivant le parallèle qui passe par le point A.
179. Coordonnées géographiques des extrémités de l'arc du méridien.
devenons à la mesure de l'arc de méridienne.
11 a pour origine un des sommets du réseau dont nous déterminons les coordonnées géographiques (latitude et longitude).
Vraisemblablement il ne passera par aucun autre sommet.
Nous savons déterminer sa longueur jusqu'au point d'intersection 1 avec l'un quelconque des côtés du réseau parmi ceux qu'il coupe, bien entendu; pour comparer cette longueur et la longueur calculée à partir des coordonnées géographiques, il faut les coordonnées géographiques du \)0\n\.\ qu'aucun objet matériel ne désigne à la surface terrestre.
Nous tournons la difficulté au moyen des formules précédentes. Nous déterminons les coordonnées géographiques du sommet voisin S; nous en tirons celles du point I, puisque nous savons sur quel
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côté ST se trouve, par suite dans quel azimut A, et à quelle distance 5=ST du sommet S.
Par exenijile, l'extrémité méridionale de l'arc DuMUer(|ue-Barcelone se trouve dans la mer, à l'est du mont Jouich. Nous pouvons calculer à (juelle distance de Dunkerque il coupe le parallèle passant par le mont Jouich; ce (jui donne, par le fait même, la latitude et la longilude de l'extrémité méridionale.
Comparaison des résultats astronomiques et géodésiques
i". — Supposons calculés tous les côtés du réseau; supposons la chaîne des triangles orientée. Admettons pour la surface moyenne de la Terre un certain ellipsoïde de révolution défini par son rayon équatorial et son aplatissement..
A partir des coordonnées d'un sommet, il est possihle de calculer de proche en proche les coordonnées géographitjues (latitude /, longitude L) des autres sommets A du réseau, par suite de calculer les azimuts A que font avec le méridien du sommet A les oôtés du réseau qui y aboutissent. Pour vérifier nos hypothèses (que la Terre est moyennement un ellipsoïde de révolution et que la verticale est partout normale à la surface de cet ellipsoïde), on détermine astronomiquement les coordonnées géographiques des points A et la direction du méridien. On obtient ainsi des nombres l\ L', A', que l'on compare aux premiers.
Aujourd'hui, on ne regarde comme achevé un réseau géodési([uc de premier ordre, que si l'on a déterminé directement les coordonnées géographiques de tous les sommets. C'est un gros travail, mais nécessaire pour discuter les opérations géodésiques et la valeur des hypothèses, en particulier pour déterminer ce qu'on appelle les dévialions locales de la verticale.
2°. — Tâchons de préciser ce qu'on entend par là. Posons que la Terre est efl'ectivement un ellipsoïde de révolution dont on connaît exactement les paramètres, et (|ue la verticale du point de départ de la triangulation est normale k la surface de l'ellipsoïde. Posons de plus (|ue l'orientation de la chaîne des triangles est parfaite.
Nous calculons exactement ce que seraient, la longitude el la latitude des divers sommets, à supposer que la ver/icale soi/ pctrloul normale à la surface
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Si donc, mesurant ilirectonicnl la latitude et la longitude, nous ne retrouvons pas les nonii)r(>s calcules, nous dirons que c'est la l'auto de la verticale (|ui se trouve localcmeirl déviée, par suite n'est pas normale à la surface de l'ellipsoïde.
Est-il nécessaire de montrer le beau g;\chis constitué par ce raisonnement quand ou passe à la pratique? En définitive, tout y est cercle vicieux : car si nous n'admettons pas au début que l:.i Terre est /('/ ellipsoïde de révolution et que les coordonnées géographi<iues du point de départ de nos calculs sont correctes, que signifient ces calculs? quelle interprétation donner aux difl'érences entre les coordonnées calculées et les coordonnées directement observées ?
Lire un Traité de (iéodésie est un écœurement. On est gccablé sous les symboles, et jamais le géodésien ne se demande ce qu'il fait et à quoi riment ses résultais.
Nous avons insisté sur la définition de la géodésique : la légitimation des procédés de calcul vient de ce que les divers triangles sont dans le plan tangent à la surface moyenne. En réalité ce plan tangent, nous ne le connaissons que par sa pré/endiie normale, qui est la verticale. Il se peut qu'un de nos triangles T soit incorrectement situé par rapport au plan tangent : le rabattement de la méridienne sera donc incorrect; «Ile ne représentera plus une géodésique de la surface. Dans ces conditions, pourquoi attrijjuer l'écart entre la verticale calculée pour un sommet A éloigné du triangle T et la verticale observée en A, à une déviation locale de cette verticale, c'est-àdire à une déviation pour le point A?
En définitive, et pour ne pas nous payer de mots, nos hypothèses (que la Terre est un ellipsoïde de révolution et que la verticale est normale à sa surface ^ seront admissibles, faute de mieux, si les différences ne sont jamais trop fortes entre les coordonnées observées et les coordonnées calculées. Nous choisirons les paramétres de l'ellipsoïde au mieux pour qu'il en soit ainsi. Après quoi, je ne vois aucun inconvénient à mettre les écarts sur le dos de la verticale, s'il reste entendu que c'est uniquement une manière de cacher noire ignorance de ce qui se passe véritablement.
Théorème de Laplace-'Villarceau
1". — Dans le triangle sphérique \ PS, on a :
cotgA.sin A = cotga.cos^ — sin/.cos A.
Amenons le point V en V. Toutes les quantités que contient cette
formule varient, sauf r^
Diflerentions dans cette hypothèse :
f/A.sinV , . , , , • 7 , I »\ 71
: 7 h cotgA.cos A.«A= — (cotgr^slni + cos/.cosA)o£
sm-A ^ ^ \ a <
+ sinZ.sinA.<^/A.
Supposons que s soit égal à un droit. On a la relatioii : O = cosû'.sin^ + sina.cos^.cosA,
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ce qui annule la parenthèse cl réduit la formule précédente à :
— — ^rfA = lcotË; A.cos A — sin/.sin A'ir/A, sin-A
ou encore à : (^/A = sin A(cos A.cotg A — sin/.sinZ)(/A.
Puisque ^ = 90", le triangle VPS donne :
cotgA.sin A + cos A. sin/^0.
Substituons dans la formule ci-dessus, il reste :
r/A + sin/.(/A = 0,
qui est la formule de Villarceau.
Précisons le sens de ce théorème.
Plaçons-nous en un lieu A et visons un signal S; déterminons l'azimut A de ce signal par rapport au méridien de A. Il dépend évidemment de l'orientation du méridien, par suite de la direction de la verticale.
11 s'agit de savoir comment une erreur sur cette direction (ou, ce qui revient au même," une dévia/ion lo- C(ïh') influe sur la valeur de l'azimut.
Du point A traçons une sphère dont nous prenons le rayon pour imité. Menons AP parallèle à Taxe du monde, AV suivant la verticale, AS dans la direction du signal. Nous déterminons ainsi le triangle sphérique VPS sur lequel nous avons raisonné.
Si pour une raison quelconque la verticale vient en AV, les variations précédemment calculées se produisent, puisque, le point S visé du point A étant dans l'horizon du point A, l'arc .v = VS est un quart de grand cercle, comme nous l'avons supposé.
Le déplacement de la verticale du lieu A modifie sa latitude l (qui devient l') et sa longitude L (qui devient L').
Comptons la longitude positivement vers l'ouest; nous avons : dh = — d\.
La formule devient :
f/A = sin/.f/L.
Il est remarquable que l'azimut du signal S ne soit pas modifié par une inclinaison de la verticale dans le plan méridien VP; il est aussi remarquable que sa variation ne dépende pas de la direction du signal S, autrement dit, de la valeur de A ou de a.
il". — Voyons à quoi sert le théorème.
Supposons qu'on ait une chaîne de triangles déterminés sur le terrain. En admettant une certaine forme pour l'ellipsoïde terrestre,
ÉrABf.issEME.yr wf.v késeac de triangles -257
on calcule de proche en proche les latitudes et longitudes de tous les sommets du réseau, ainsi que les azimuts sous lesquels, de chaque sommet A, on voit les autres points jouant le rôle du signal S (azimuts respectivement comptés à partir des méridiens des points A). On a donc une série de nombres A, /, L.
Au point A du réseau déterminons directement les coordonnées l' et L', ainsi ([ue l'azimut A' du signal S. Nous ne trouvons pas les nombres précédemment calculés. Les écarts peuvent tenir aux erreurs d'observation et de calcul sur les mesures géodésiques; elles peiwe lit tenir à une déviation locale de la verticale.
Le théorème de ^'illarceau a pour but de préciser la cause du désaccord, de diminuer l'incertitude ci-dessus expliquée.
Si la discordance des résultats géodésiques et astronomiques tient à une déviation locale de la verticale, on doit avoir :
A — A' = sin;.(L— L').
A est ici compté à partir du méridien dirigé vers le nord; si on compte .\ à partir du méridien dirigé vers le sud, le signe de la différence A — A' est changé.
4". — Le théorème de Villarceau est la généralisation d'un théorème de Laplace.
On part d'un point de la surface terrestre suivant le méridien de ce point; on effectue les opérations géodésiques ordinaires. Si la surface est de révolution et si la verticale est toujours normale à la surface, on se maintient dans le méridien géométrique qui est à la fois un méridien astronomique : les longitudes des divers points rencontrés sont les mêmes.
Si le sphéroïde n'est pas de révolution ou si les verticales ne sont pas normales à sa surface, on décrit une courbe sans définition précise, mais dont assurément les points n'ont pas la même longitude.
Pour savoir ce qu'il en est, il suffit de déterminer les longitudes de ces points. Mais c'est une opération coûteuse et difficile. Laplace montre qu'on peut remplacer la mesure d'une différence de longitude par la mesure d'un azimut, ce qui est beaucoup plus facile.
Considérons deux points A et S sur la courbe tracée.
De A mesurons l'azimut de S par rapport au méridien de A.
Si nos. hypothèses sont correctes, il doit être nul, puisque S et A doivent se trouver sur le même méridien astronomique. Nous trouvons à l'azimut une valeur A'; la variation de longitude correspondante est donnée par la formule :
A' = sin/. (L— L').
Mesurer A' revient donc à mesurer L — L'.
Si A' ou L — L' sont tels qu'on ne puisse les attribuer aux erreurs d'observation, on est sur que les hypothèses fondamentales sont insuffisantes.
CHAPITRE IV, GRANDES TRIANGULATIONS HISTORIQUES
Les triangulations de premier ortire se sont multipliées au cours du xix' siècle : ce sont maintenant des opérations vulgaires, travail courant et administratif des Instituts géographiques : on est géodésien comme receveur de l'enregistrement ou vérificateur des poids et mesures. Certes je reconnais le mérite des officiers géodésicns : ce sont d'excellents travailleurs, d'une conscience parfaite, d'une habileté consommée, d'un courage à toute épreuve comme alpinistes, dans un métier de m£(nœuvre supérieur.
Toutefois ils s'abusent sur l'importance théorique de la plupart des triangulations modernes. Elles ne font pas disparaître le souvenir des grandes triangulations du xviii" siècle, les seules éducatives, qui ont fixé les méthodes et vis-à-vis desquelles les phis exactes parmi les modernes ne sont qu'une insipide répétition.
C'est bêtise pure d'être fier d'une précision qu'on doit au perfectionnement de l'industrie, et non pas à l'intelligence personnelle.
Le lecteur me saura gré de dire quelques mots de ces histoires, ne serait-ce que pour le renseigner sur des noms célèbres.
Aussi bien ma narration le changera de ce qu'il trouve partout : je me suis donné la peine de lire les mémoires dont je parle : peine légère qui m'a causé un plaisir infini.
Travaux de l'abbé Picard
i". — Nous sommes en JG60. La grandeur de la Terre est fort mal connue. Nous ne remonterons pas jusqu'aux anciens : leurs mesures sont peut-être assez précises, mais nous ignorons de quelles unités ils se sont servis; il nous est donc impossible de transformer sûrement leurs résultats en mesures actuelles.
Au moment où l'abbé Picard commence ses travaux, on n'avait guère que la mesure de Fernel, célèbre médecin qui oj)éra vers 1530. 11 partit de Paris et marcha vers le nord jusqu'à ce' que la hauteur du pôle au-dessus de l'horizon eût augmenté d'un degré : il arriva près d'Amiens. Il revint dans un coche dont il compta les tours de roue. Ayant estimé les inégalités et détours du chemin, il jugea que le degré avait une valeur qui, transformée en toises de Paris, est de 56.74G.
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La toise valant l"',9VJ, cela lait : 1 lO.ôU.S mètres, an lieu de 1 1 1 .2.32 (|iie (lomie la table du S i'i3 pour la latitude de 50". Picard montra depuis que l'e.xactitude de ce nombre venait d'une heureuse compensation d'erreurs qui séparément ne laissaient pas d'être notables.
En l(il7, Snellius, appliquant la méthode qu'il avait découverte et qui est celle même que nous tMupIoyons aujourd'hui, mesura un arc en Hollande, entre les parallèles de Leyde et Uerg op Zoom : il trouva ."),'). 021 toises, soit 107.2.'iO mètres; nombre très erroné.
;*". — Picard emploie la méthode de Snellius, mais avec plus de précision. Il mesure d'aliord une base « sur le grand chemin de \'illejuilà Juvisy qui, étant jiavé en droite ligne sans aucune inégalité considérable, est propre pour servir de base fondamentale ».
Il construit deux règles en bois de deux toises chacune. Il les pose à terre bout à bout le long d'un grand cordeau; puis il transporte devant celle qui était derrière et, pour ne pas se tromper, plante une fiche en terre chaque fois qu'une des mesures est posée. Il trouve ainsi 5.662 toises 5 pieds en allant, 5.663 toises 1 pied en revenant. Il prend 5.663 toises pour longueur de la base (11.037 mètres à un mètre près'.
Mais un scrupule lui vient. Il s'est servi de la toise du Châtelet de Paris suivant le nouvel original qui vient d'en être établi. Pour qu'il n'arrive pas à sa toise ce qui est arrivé aux mesures anciennes, il détermine la longueur du pendule battant la seconde : il trouve ainsi .36 pouces 8,5 lignes 9'J3,7 millimètres; la longueur exacte du pendule battant la seconde à Paris est 993,9).
3". — Il établit un réseau de 13 triangles entre Malvoisine et Amiens. Pour mesurer les angles de position, il utilise un (juart de cercle d'un mètre de raj'on; en fer, à limbe de cuivre, sur lequel se déplace angulairement une lunette L ; une autre lunette L', iixée parallèlement à un des rayons qui limi.
tent le limbe, repère un des côtés du triangle. Les lunettes sont constituées par deux lentilles : l'une joue le rôle d'objectif (non achromatique, bien entendu, l'autre de loupe; un réticule formé de deux fils en croix est au foyer principal de la.
première. On doit précisément à Picard la substitution des lunettes à l'antique alidade à pinnules.
Ses triangles déterminés et raccordés à la base, il les oriente en mesurant l'azimut de deux côtés avec la méridienne (la détermination d'un azimut suffisait; l'autre sert de vérification;.
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Pour délerniiner les azimuts, il transfoi'me son quart de cercle en un véritable théodolite; la lunelle L' restant horizontale et le plan du limbe vertical, il détermine l'azimut de ce plan en pointant dans la lunette L la polaire lors de sa plus grande digression (§ 74).
Voici son raisonnement.
Le complément de la déclinaison de la polaire étant 2" 28', la latitude du point d'observation étant 4!)" 5', la plus grande digression est :
(2° 28'):cos(49» 5') = 148':0,655 = 22G' = 3° 46'.
Laissant sa lunette en place jusqu'au jour, il détermine le lieu P visé par L'. Utilisant à nouveau son quart de cercle comme compas optique, il mesure la distance angulaire de ce lieu au signal (jui fixe l'un des côtés des triangles issus du lieu d'observation.
A propos de sa seconde détermination, il fait la remarque intéressante que je transcris : « Ces dernières observations furent faites en un temjjs auquel l'étoile polaire se trouve dans sa plus grande digression un peu après le coucher du Soleil; et l'on eut alors la commodité de pouvoir achever l'oljservalion tout d'un temps sans être obligé de laisser l'instrument dans sa position. Car c'est encore un des avantages des lunettes d'approche que par leur moyen on peut découvrir les étoiles de seconde grandeur dans la plus grande clarté du crépuscule et que celles de la première grandeur peuvent être observées en plein soleil. »
Dieu sait pourtant quelle petite ouverture avaient les objectifs de l'abbé Picard!
Enfin Picard détermine les latitudes des stations extrêmes.
Pour cela il utilise une lunette de 10 pieds de long (plus de 3 mètres) dont le limbe ne contient qu'une trentaine de degrés (voir fig. 160). Il détermine à quel rayon du limbe l'axe optique de la lunette est parallèle, en plaçant l'axe de l'appareil verticalement et en visant successivement la même étoile après rotation de 180° autour de cet axe; mesurant le déplacement du fil à plomb sur le limbe, il en déduit aisément sur quelle division doit battre le fil pour que l'axe optique soit vertical.
C'est le réglage que nous faisons aujourd'hui avec un niveau d'eau.
Pour mesurer la latitude il se sert du Genou de Cassiopée (s Cassiopée), dont la déclinaison est de 60° environ, qui passe donc à environ 10° du zénith des lieux en lesquels il observait.
11 détermine le méridien par la méthode des hauteurs égales, enfin il mesure les hauteurs zénithales du Genou de Cassiopée lors de son passage au méridien. 11 trouve :
à Malvoisine Z^9° 59' 5"
à Amiens Z=8° 36' 10"
D'où une différence de latitude de 1° 22' 55".
Dans le calcul de ses triangles, il opère comme pour des triangles
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plans, sans tenir compte des rr-duotions à l'horizon ni des excès sphori(|ucs. Il conclut pour longueur du degré :
r)7.O60 toises, c'est-à-dire 111.212 mètres,
au lieu de 111.232 que donne la table du § l'iS.
La didèrence n'est f|ue de 2U mètres.
Picard tire de là :
pour la circonférence de la Terre
20.54 1 .600 toises = 40.036.300 mètres ; pour le rayon terrestre
toises= 6.372.000 mètres
11 fait enfin remarquer que, selon toute vraisemblance, le sol sur lequel il opère étant à moins de 80 toises au-dessus du niveau de la mer, la réduction à ce niveau ne serait que de 8 pieds (§ 157;, « ce qui ne doit pas être considéré en cette rencontre».
Picard n'aime pas les décimales inutiles!
4". — Il est curieux de constater que, si la précaution de mesurer avec sa toise la longueur du pendule battant la seconde était théoriquement utile, elle ne servit précisément à rien, ^'ers 1740 Cassini III fut conduit à supposer que la base de Picard f ^'illejuif-Juvisy) était évaluée trop haut; comme ses termes ne subsistaient pas, -impossible de la remesurer. Cassini conclut que la toise dont Picard s'est servi était trop courte d'un millième environ. Mais, dira-t-on, il l'avait comparée à la longueur ilu pendule qui, elle, n'avait pas varié! On se contenta de répondre qu'une erreur du millième avait pu se glisser dans cette mesure, parce qu'on n'avait pas alors en vue une précision si. singulière.
Je cite le fait pour montrer ce que vaut l'argument dont on nous a rebattu les oreilles, qu'il faut comparer nos étalons aux dimensions terrestres et aux paramètres naturels, de manière que, perdus, on les puisse retrouver!
Travaux des Cassini I et II
i°. — Les Cassini durèrent plus d'un siècle. L'ancêtre Jean-Dominique naquit dans le comté de Nice en 1625. Il vint en France en 1669 et mourut en 1712. Il fit la théorie des Satellites de Jupiter et fournit ainsi un moyen précieux de déterminer les longitudes.
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Son fils Jacques (1677-1756) est celui dont nous allons parler. Son l>elit-fils Cassini (de ïhury) (1714-1784) s'occupa aussi de la mesure de la Terre. De sorte que, quand l'arrière-pelil-lils Jac([ues-Doniinique (1748-1845) vint, le 19 juin 1701, avec les commissaires chargés de créer un système de poids et mesures, présenter ses hommages à Louis XVI : « Comment, dit ce prince éminemment spii'ituel, vous allez recommencer encore la mesure du méridien (|ue votre père et voire aïeul ont déjà faite avant vous! Est-ce que vous croyez faire mieux qu'eux? — Sire, répondit le savant, je ne me llatterais pas de mieux faire si je n'-avais sur eux un grand avantage. Les instruments dont ils se servaient ne donnaient les angles qu'à 15" près; M. le chevalier de Borda, que voici, en a inventé un (le cercle répétiteur) qui me donnera leur mesure à la précision dune seconde : ce sera tout mon mérite. » Il ne l'eut même pas : père de cinq enfants en bas âge, il voulut se conserver à sa progéniture et resta tranquillement à Paris. Cuistre, lécheur de bottes et couard, c'est la définition ordinaire du pontife.
2". — Pour en revenir à la méridienne, tant s'en faut, qu'avec Picard les problèmes les plus indispensables à la Géographie fussent résolus. A la fin du tome VU des anciens mémoires de l'Académie réimprimés en 1729, tQ.me qui contient le mémoire de Picard, se trouve une carte montrant à quel point les données géographiques étaient insuffisantes. Par exemple la longitude de Brest est fausse du cinquième.
D'autre part on trouvait que l'arc mesuré par Picard était trop petit. Bref, à peine le travail de ce dernier était-il fini, qu'on se proposa de mesurer toute la méridienne de Dunkerque à Per|)ignan en déterminairt aussi exacleineiit que possiMc la suite des lieux oii elle passe. Ce n'était pas inutile, puisque en 1G60 le géographe Tassin plaçait sur la méridienne de Paris, Montpellier qui en est à 12;î kilomètres.
Après des vicissitudes nombreuses, le travail commencé en 1('7.'> par Cassini I, repris en 1683, abandonné, puis repris, ne fut termini' par Cassini II qu'en 1718: il tient un volume entier des anciens mémoires de l'Académie.
D'un grand intérêt géographique, il est d'un bien moindre intérêt géodésique. Son principal mérite est d'avoir servi de préface quasi nécessaire aux travaux ultérieurs de Cassini III et de Méchain et Delambre. Jamais ces derniers n'auraient terminé leurs mesures dans les conditions défavorables où ils se trouvaient, si les stations n'avaient pas été reconnues antérieurement par deux fois. Ne soyons pas trop sévères pour ceux qui ouvrent des voies nouvelles!
La conclusion de ce travail, reconnue fausse depuis, est que les degrés de méridienne diminuent de l'équaleur au pale : la Terre serait donc un ellipsoïde de révolution allongé suitr/nt la ligne des pâles.
Cassini II donne la table des arcs d'un degré de méridienne calculés dans cette hypothèse à partir de ses résultats.
D'où
a -.//--A Mil,
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En parlioiilior il trouve :
à réf|iiateiir .')S.()lil toises= 113.4 l'i iiuHres;
au polo .')(). 22'i toises =lO!).58'i niùlres.
De CCS nombres tirons l'aplatissement.
Les rayons de courbures d'une ellipse pour les sommets sont : a- : b et l>' : a, dont le rapport est Ui : i/= 1,03G. a — /j_ 12 __ 1 0 ~Î7()Ï2~84' Toutes (OS données sont grossièrement erronées. Pour fixer les idées, rappelons que Newton et lluyghens font de la Terre un ellipsoïde aplati suivant la ligne des pôles et donnent pour valeur de l'aplatissement :
=^;^^^ (Newton), =.-77^7; (Huyo-hens).
:'i". — Là-dessus s'éleva la plus belle polémi((ue du monde, à savoir si la Terre était aplatie ou allongée suivant la ligne des pôles. Les défenseurs de Cassini s'appuyaient sur les vieilles mesures de Snellius et du Père Iiiccioli (pii, comparées à celle de Picard, allongent la Terre suivant l'axe de rotation. Elles étaient cependant évidemment erronées. Snellius utilise une base et des triangles trop petits; son arc ne s'étend que sur une fraction de degré. Quant au P. Riccioli, sa méthode est intéressante, malheureusement rendue vaine par les réfractions atmosphériques.
Soient deux stations A et B_à peu prés sur la même méridienne et dont les verticales sont« elb. De chacune des stations visons l'autre, ilesurons les angles :< et ^ que fait la ligne ABavec les verticales a et b. Si ces verticales étaient parallèles, on ajjrait :
Mais en raison de la variation), de la latitude quand on passe de A à B, les verticales ne sont pas parallèles; on a :
a+ 3 + X=lS0".
Fig. 153.
D'où la mesure de >, sans qu'il soit nécessaire de regarder le ciel.
Malheureusement la ligne de visée AB est quasi horizontale; la réfraction atmosphérique intervient beaucoup. Elle augmente les angles u et ,'i, par suite diminue l'angle >,, d'où un quotient trop fort de la longueur AB mesurée, par la difl'érence apparente >. des Latitudes.
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184. Définition a priori de la pesanteur. Une opinion singulière, il est vrai rectiliée presque aussitôt qu'énoncée, vint encore compliquer le débat.
1°. — La latitude calculée dépend évidemment de la définition admise pour la verticale, de l'idée posée a priori de ce que doit être la direction delà pesanteur (résultante des attractions et de la force centrifuge). Pour Newton comme pour Clairaut, la pesanteur est normale à la surftice terrestre. En 1720, de Mairan dit : « Je suis donc persuadé que la perpendicularité du poids à l'égard de la surface delà Terre, et vraisemblablement à l'égard de la surface de toute autre Planète, est une des lois les plus invariables de la nature. »
Qu'il en soit ainsi pour la surface des mers, ne peut faire de doute en raison de la définition des fluides. Qu'il faille conclure de même pour la surface solide, résulte de ce qu'en définitive la plus grande partie de la surface terrestre est couverte d'eau.
Malheureusement tout cela ressemble fort à un cercle vicieux. Imaginons une Terre qui soit un ellipsoïde de révolution de surface parfaitement régulière, mais dans lequel les masses soient très inégalement réparties. Mettons dessus une couche d'eau. L'eau se disposera en équilibre de manière que la pesanteur soit normale à sa surface; mais cette surface ne sera pas un ellipsoïde de révolution. Dans ces conditions, qu'appellerons-nous surface de la Terre : la surface du sol solide ou la surface de l'eau? Dans le premier cas, nous avons un ellipsoïde à la surface duquel la pesanteur n'est pas normale; dans le second, la pesanteur est normale à la surface qui n'est plus un ellipsoïde.
Pour faire disparaître le cercle vicieux, il faut supposer qu'originairement la Terre était fluide en son entier. Auquel cas lors du refroidissement et de la solidification de la croûte superficielle, on comprend que la pesanteur soit restée normale à la surface.
5°. — Quoi qu'il en soit, popéie I I sons que la pesanteur est nor
maie à la surface du corps qui, par hypothèse, est de révolution.
La latitude Z est l'angle de la normale et de l'équateur. Soit pie rajonde courbure delà méridienne, soit ds l'arc de méridienne. On a: ^dl=:cls.
D"où ce théorème énoncé par de Mairan en 1720: Quelle que soit la méridienne, si les degrés vont en augmentant de l'équateur au pôle, il faut que la courbure aille en diminuant, ou, si l'on veut, que les rayons de courbure aillent en augmentant. Autrement dit, pour un AZ cons-
Fig. 154.
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tant, f el As- sont proporlionncls. Conséquence : si la Terre est un ellipsoïde aplati suivant l'axe de révolution, les degrés croissent de Téquateur au pôle (lig. IS'i).
,';». — C'est alors que Fontcnclle et Cassini II eurent l'idée de faire |)asser la pesanteur par le contre de la Terre. Comme le montre la (igure 155, la conclusion se trouvait renversée. Si la pesanteur, loin d'être normale à la surface, passe par le centre de la Terre, et si la Terre est un ellipsoïde aplati suivant son axe, les degrés décroissent de l'équaleur au pôle.
Cette hypothèse en soi n'est pas absurde; elle n'est qu'invraisemblable. Elle fut presque immédiatement abantlonnée parses auteurs, (|ui, je le crains, ne comprenaient pas exactementle sens de ce qu'ils proposaient.
Tout concordait du reste à faire de la Terre un ellipsoïde allongé. En 1733 et 17;î4 Cassini II déterminait la perpendiculaire à la méridienne de Paris et arrivait à la même conclusion que son père.
Les mémoires qui relatent son voyage méritent d'être analysés.
185. Figure de la Terre déduite de la comparaison d'un arc de méridien et d'un arc de parallèle.
/". — Au voisinage du point A de latitude /, on mesure un arc de la méridienne. On mesure d'autre part un arc du parallèle (indirectement, nous verrons tout à l'heure pourquoi). De la comparaison de ces arcs, déduire la forme de la Terre et son aplatissement.
La figure 156 représente les méridiennes de la sphère, et des ellipsoïdes aplati et allongé suivant la ligne des pôles. Par hypothèse, pour les trois surfaces, le point A a la même latitude (angle de la normale avec l'équaleur). L'arc d'un degré de méridienne est le même; c'est dire que le rayon de courbure AC est le même pour les trois courbes. Il est évident que le parallèle de l'ellipsoïde allongé est moindre, et le parallèle de l'ellipsoïde aplati est plus grand que celui de la sphère.
Au s; l'i2 nous avons trouvé pour longueur de l'arc de méridierr compris entre deux points de latitude /„ et l^ :
s^ = a\ i i — r, ) t>i + — sin7».cos2/ 1,
L'C6 G Ë o a R A r II if: m a t h é ma ri q u f.
Pour longueur de Tare de paralltde à la latitude moyenne /, nous avons : i\ i=:Lc/cos/(l + asin-/).
Dans le rapport .s, ; s,,, le rayon é(|uatorial a disparaît. L'aplatissement est déterminé par la formule :
2,v,LcosZ(l + asin'-^):=5,[(2 — %]m + 3asiu m. 003 2/1.
186. Mesure d'un arc de perpendiculaire (Cassinill, 1733 et 1735).
i". — Les opérations géodésiques fournissent immédiatement, non pas un parallèle, mais une perpendicalaire à la. méridienne. C'est en 173,'^ que Cassini II mesura la première, qui va de Paris à Granville; à cette occasion, Clairaut donna la Ûiéov'ie àes géodésiques, qu'il appelle les lignes de M. Cassini (S 151).
Le mémoire de Cassini est curieux comme montrantja Géodésie cherchant ses méthodes régulières.
Je signalerai un exemple cocasse, mais ingénieux.
Un des triangles devait avoir pour sommet Exnies, Argentan à l'ouest et Sées au sud-ouest. Mais si l'on voit Argentan de Sées et d'Exmes, on ne voit pas Sées d'Exmes : ces deux villes sont séparées par la montagne de Bonnevent, alors boisée (collines du Perche). Cassini envoie de ses aides à Exmes et à Sées. « Pour moi, j'allai sur cette montagne dans l'endroit que je jugeai à peu près dans les directions (les clochers de Sées et d'Exmes [point A de la figure schématique]. Je fis monter quelques personnes sur les arbres les plus élevés; je fis élever au-dessus de l'un d'eux un signal qui "consistait en un drapeau blanc. J'avais prié ces messieurs qui étaient à Exmes et à Sées de m'envoycr par un courrier la grandeur des angles que ce signal faisait avec Argentan [angle y. et ,'i de la figure]. Ayant joint ces deux angles avec celui qui avait été observé d'Argentan entre Sées et Exmes [angle y], je trouvai que leur somme excédait un peu 180". Ce qui me fit conclure que le signal n'était pas précisément dans la direction de ces clochers. Je le fis donc abaisser et replacer au-dessus d'un autre arbre plus avant [point 13 de la
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figure], et je rci;iis peu de tein|)S après deux autres courriers par lesquels on me marquait la (|uanlilé des angles <|ui avaient été observés par rapport à ce nouveau signal et cpii, joints au troisième, approchaient encore plus près de IW'. Par ce moyen je conclus les angles que les clochers de Séeset d'Exmesauraientdù faire à l'égard d'Argentan... » Ce qui est facile grâce à une interpolation linéaire. Soit en effet r? et Aies diminutions des angles a et '^ de la première à la seconde observation; elles sont pro|)ortionnelles au déplacement AB. Il faut donc retrancher des angles y. cA '^ primitivement observés des quantités l>a et l;0 proportionnelles à a et h, et telles qu'on
''*'* • V 4- =< + 3 — /'• rt + 6) = 180".
Les valeurs cherchées sont z — l>n et [i — kb.
Un autre point de cette géodésie dans l'enfance qui est curieux jiour nous, est le calcul des triangles au fur et à mesure qu'on les obtenait, de sorte que celte perpeiuliciilaire h In méridienne prend une réalité singu- >ye;,/a« lière. A chaque page, Gassini dit : « Nous nous écartâmes de la perpendiculaire. Dans celte ville nous rejoignîmes noire perpendiculaire... » Bienentendu les calculs étaient faits comme sur un plan; on réduisait à l'horizon au petit bonheur.
Cassini trouve que la perpendiculaire à la méridienne de Paris qui passe par l'Observatoire de Paris, se trouve à 3.904 toises au-dessous de Granville. Cette ville est à
très peu près sur le parallèle de Paris; Cassini donne à l'Observatoire la latitude 48° 50' 10", à Granville la latitude 48° 50' 9".
D'autre part il évalue la longueur de la perpendiculaire comprise entre Granville et la méridienne de Pafis (distance de Granville à
la méridienne) à : 148-515 toises.
Il conclut de là que la perpendiculaire et le parallèle devaient être distants de 3.904 ^ 1=^63.920 toises.
Or le calcul pour la Terre sphérique lui donne 3.851 toises ; d'où une dillerence de 69 taises. Concordance qui lui paraît merveilleuse.
Efl'ectivement en admettant pour Granville la longitude 3° 57', on trouve, 'sur la Terre sphérique, que la distance du parallèle à la perpendiculaire est de 7'"', 430 mètres, ce qui est à peu près le résultat de Cassini (la toise vaut 1",949).
Pour intéressant que soit ce travail, il aboutit à une conclusion erronée. Partant d'une estimation par excès de la longitude de Saint-Malo dont il évalue la distance à la méridienne de Paris de 165.015 toises, Cassini II trouve une longueur trop petite pour le degré de longitude sur le parallèle de Paris : d'où la conclusion fausse que la Terre est un ellipsoïde allongé.
2°. — En 1735, Cassini prolonge la perpendiculaire à la méridienne du côté de Strasbourg. Coninie détail intéressant, je trouve l'emploi de feux pour signaux nocturnes et l'utilisation d'un triangle dont un côté Donon-Toul a 100 kilomètres (51.300 toises) de long. La perpendiculaire passe au nord de Strasbourg à 14.285 mètres (7.32G t.).
Ici encore, Cassini joue de malchance. Pour distance à la méridienne de Paris il trouve 205.100 toises. INIais il évalue la longitude de Strasbourg à 5" 32' 30", alors qu'elle est 5" 25' 45". L'erreur est de 23 millièmes par excès. Il évalue donc le degré de parallèle notablement par défaut et conclut que la Terre est un ellipsoïde allongé vers les pôles.
Il semblait donc que le débat devait se clore par la défaite des Newtoniens. Mais les savants sont tenaces dans la vérité comme dans l'erreur, parce qu'ils ne voient ordinairement dans les questions scientifiques que le moyen de tomber un concurrent.
C'est une chance si le concurrent est dans le faux. Heureusement le calcul des probabilités montre que cela arrive une fois sur deux.
Les mémoires de Cassini ne firent donc qu'exciter ses rivaux; la polémique continua.
Expédition au cercle arctique (Maupertuis, Clairaut
i". — Ces discussions étaient un scandale qui devait cesser. S'il faut en croire Maupertuis [Mesui-e du degré au cercle polaire, 1738), la victime de l'illustre docteur Akakia, « le Roy ordonna qu'on mesurât le degré du Méridien vers l'Equateur et vers le Cercle Polaire, afin que non seulement la comparaison de l'un de ces degrés avec le degré de la France, fît connaître si la Terre était allongée ou aplatie, mais encore que la comparaison de ces deux degrés extrêmes déterminât sa figure le plus exactement qu'il était possible ». Je ne vous défends pas de croire qu'en 1735 Louis XV se préoccupait énormément de trancher le débat. « M. le comte de Maurepas, qui aime les Sciences et qui veut les faire servir au bien de l'Etat,... envoya à l'Académie les ordres du Roy pour terminer la question de la Figure de la Terre. L'Académie les reçut avec joie et se hâta de les exécuter par plusieurs de ses membres... On vit partir avec la même ardeur ceux qui s'allaient exposer au Soleil de la zone brûlante [les malheureux faillirent y geler] et ceux qui devaient sentir les horreurs de l'hiver dans la zone glacée. Le même esprit les animait tous, l'envie d'être utile à la Patrie. »
Dans ce temps-là, quand un savant revenait de Bougival, il croyait nécessaire d'être éloquent. Ajoutons que, suivant Lalande, « Maupertuis était agréable; il faisait des chansons, il jouait de la guitare, et cela lui aida à obtenir la conunission qu'il demandait à Maurepas. » II est plaisant de se représenter l'auteur du Principe de la moindre action sous la figure d'un guitariste, et intéressant d'expliquer pourquoi Maurepas s'occupa de la médidienne.
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A la vériLc, oL ce ii'(3st |)as coiiU-adicluirc, d'aulrcs prélendenl ([ue Mau|)ciliiis II était auprès il« Matiropas (|ue le cliari>;é d'afTaires de l'Acadéiuio, et (pi'liisloire de rigcjler, le ministre mil comme condition à l'envoi d'une cx[)édition suijpolairc (pie Maupertuis en ferait partie, qui n'avait jamais tenu un cercle et se disait incapable de déterminer la ligure de sa chambre. Cette version, plus conforme au caractère de Maurcpas, mérite d'être exacte.
1?". — Maiipertuis, Clairaut et des savants de moindre importance partirent donc en ]7,'î() pour la La/)ponie. Que le lecteur ne se frappe pas : il s'agit du fond du golfe de Bothnie; y passe actuellement le chemin de fer qui (iermet il'aller d'Angleterre à Petrograd, via l'Ecosse, Narvik, Tornèa et la Finlande. La Suède et la Finlande ont comme frontière commune le fleuve de Tornéa, sur les bords duquel nos héros vont opérer.
Je conseille de lire le récit de leur vojage, il en vaut vraiment la peine : ce ne sont que précipices côtoyés et franchis, forêts abattues, dangers épouvantables coui'us... sans le moindre accident du reste.
Comme par enchantement ils découvrent immédiatement des stations convenables, et l'opération se poursuit rapidement. Je donnerai seulement une idée de la prose de celui que plus tard soigna l'illustre docteur Akakia.
Us eurent l'idée heureuse d'établir leur base sur le fleuve luimême après qu'il eut gelé; la base était ainsi horizontale à souhait.
Les mesures s'effectuaient avec des perches de sapin (8 perches de- 30 pieds) comparées à une toise en fer. « Nous nous rendîmes sur le fleuve avec un tel nombre de traîneaux et un si grand équipage ([ue les Lappons descendirent de leur montagne attirés par la nouveauté du spectacle. Je ne dirai rien des fatigues ni des périls de cette opération : on imaginera ce que c'est que de marcher dans une neige haute de 2 pieds, chargés de perches pesantes; pendant un froid
si grand que la langue et les lèvres se gelaient sur-le-champ lorsqu'on voulait boire de l'eau-de-vie, seule liqueur qu'on put tenir assez liquide pour la boire, et ne s'en arrachaient que sanglantes. Tandis que les extrémités de nos corps étaient gelées, le travail nous faisait suer. L'eau-de-vie ne put suffire à nous désaltérer. Il fallut creuser dans la glace des puits profonds qui étaient presque aussitôt refermés et d'où l'eau pouvait à peine parvenir liquide à la bouche. »
Eh! monsieur de jMaupertuis, comment faisaient donc cette foule de Lapons qui descendirent pour vous admirer?
2 5" de longitude est
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Mais rien ne vaut la page suivante. Maupertuis doit remonter sur une montagne « épouvantable ». Ne pouvant aller en ski, il se décide pour un traîneau à reene. « Le bateau itraineau) est attaché par une longe au poitrail du reene (jui court avec fureur lorsque c'est sur un chemin battu et ferme. Si l'on veut s'arrêter, c'est en vain qu'on tire une espèce de bride attachée aux cornes de l'animal. Indocile et indomptable, il ne fait le plus souvent que changer de route; quelquefois même il se retourne et vient se venger à coups de pied. Les Lappons savent alors renverser le Ijateau sur eux et s'en servir comme d'un bouclier contre les fureurs du reene. Pour nous, peu capaljles de cette ressource, toute notre défense fut un petit bâton qu'on nous mit dans la main. » Ne vous bilez pas : Maupertuis va et revient sans le moindre accident.
Au reste, nous avons la relation du voyage par un des com])arses, l'abbé Outhier, tjpe de savant sans grande envergure, mais abatteur de besogne, qui, après un scandale avec une pénitente arlésienne, devait mourir chanoine dans la grasse ville de Bayeux. Sa relation comparée à celle de Maupertuis semble le carnet du domestique de Chateaubriand dans le voyage célèbre aux Lieux saints. La vérité est donc que Maurepas fut proprement roulé dans la neige par une brave bête de reene, incapable qu'était notre savant de tenir son « bateau » en équilibre. La vérité c'est qu'il n'était pas davantage fichu de faire une mesure «t qu'heureusement pour lui Outhier, Clairaut et Celsius se sont trouvés là.
S". — Bref nos Tartarins, sans trop se fouler, mesurent un arc de 57' 28", G7 et lui trouvent comme longueur 55.023,5 toises.
Ce qui donne pour l'arc d'un degré :
toises = 111.949 mètres
Sa triangulation avait conduit Cassini II à l'hypothèse d'un ellipsoïde allongé. Ses calculs lui donnaient pour la latitude de Tornéa une longueur de degré de 2 kilomètres plus petite que celle effectivement mesurée par nos explorateurs.
Dans les mesures de distances zénithales, nos savants tiennent compte pour la première fois de la nutation et surtout de l'aberration que Bradley venait de découvrir. Pour éviter toute difficulté à cet égard, ils font des observations quasi simultanées aux extrémités de leur base.
'i". — De retour en France, Maupertuis et Clairaut reprennent la mesure du degré de Picard. Ils admettent l'exactitude de sa base et, reprenant ses triangles, trouvent :
toises = 111. ^i52 mètres
La différence entre les degrés au voisinage du parallèle 50" et i\\\ parallèle G7° est donc
255 toises =497 mètres.
Ij'ou l'on conclut que la Terre est un ellipsoïde aplati avec un aplatissement de 1 : 178.
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Nous verrons tout à l'Iieure que la base de Picard était fausse d'un milliiMuc par excès. Au surplus, la célèbre mesure de Mau[)ertuis ne vaut pas le diable. Klle a été reprise en 1801; Svanberg a trouvé par degré 220 toises 'i20 mètres' de moins que Maupertuis. Ce n'était vraiment pas la peine de se couvrir d'un bonnet de peau d'ours et d'écraser la Terre de son ])ie(i !
Expédition à l'équateur (Bouguer, la Condamine
l". — A la suite de M.NI. de FAcadémie IJoiiguer, la Contiamine et Godin, passons au Pérou ou, pour tenir compte des révolutions politiques, dans la République actuelle de l'Equateur. Nos savants s'embarquèrent à la Hochelle le Pi mai 1735 sur un vaisseau du roi, passèrent heureusement à Saint-Domingue, puis à Portobelo, traversèrent lisllime de Panama et firent voile pour la mer du Sud. Ils arrivèrent au Pérou le 0 mars 1736. Sitôt arrivés, ils commencent à se chamailler; ce qui dura tout le temps de leur séjour, qui fut long; ils ne revinrent que de 1744 à 1750. Godin n'en veut faire qu'à sa tète, et les deux autres sont si bien d'accord qu'un ordre du roi sera nécessaire pour régler le travail.
Enfin le travail se fit bien, ce qui est l'essentiel.
La relation de Bouguer est amusante; on la trouvera dans l'histoire de l'ancienne Académie pour 174'i. Il passe par des forêts
75° de lonijttude ouest
Fig. 159.
« dont le teri'ain était tellement noyé qu'on avait souvent de l'eau jusqu'aux genoux lorsqu'on était monté sur le plus haut cheval. On serait d'ailleurs tenté de dire que le paj's est plus peuplé de tigres que d'hommes, si ce n'est qu'il est exactement vrai que tous les animaux très malfaisants ne multiplient guère », phrase qui nous laisse incertains sur la densité et de la population humaine et de la population tigresque.
Bougiier, il est vrai, précise un peu plus loin : « Les tigres n'y sont qu'en très petit nombre, mais il n'en faut qu'un ou deux pour désoler toute une province. On y a aussi tout à craindre dos serpents... » Heureusement la Condamine, qui ne fait pas dans ses culottes, est là pour nous rassurer : « Les tigres n'attaquent guèrje riiomme que quand ils sont affamés : les Indiens sont fort adroits à les combattre avec la demi-pique qui est leur arme ordinaire de voyage... Les serpents et couleuvres de tout genre sont communs. Il est certain que quelques-uns ne sont nullement malfaisants; mais les blessures de plusieurs sont presque toujours mortelles. » Il n'est pas mauvais de mettre au point la prose des savants qui voyagent! Chateaubriand avait d'illustres prédécesseurs en blagologie!
Bref, longeant la côte, Bouguer arrive à Guayaquil pour prendre après Godin la route de Quito. On commence par remonter une rivière, puis on parvient à Quito en 10 ou 12 jours de mule.
Aujourd'hui un chemin de fer existe.
2°. — Quito est sur une sorte de plateau entre les deux chaînes de la Cordillère, à 2.850 mètres d'altitude. Nos savants trouvèrent entre Quito et Cuença une bande de .340 kilomètres environ, à peu près orientée du nord au sud, bordée à droite et à gauche par des montagnes sur lesquelles ils n'eurent que l'embarras du choix pour disposer leurs stations. Le climat est très doux sur le plateau, plus rude dès qu'on s'élève sur les montagnes environnantes ; il semble que l'atmosphère manque de pureté et que les nuages gênent souvent les observations.
Ils mesurèrent deux bases aux extrémités de leur réseau. Ils se servirent de trois perches de bois de 20 pieds, garnies à'étriers en cuivre. Bout à bout elles formaient 60 pieds ou 10 toises. On les alignait sur un cordeau et on les plaçait horizontalement; on les ajustait l'une par rapport à l'autre au moyen d'un fil à plomb. La comparaison avec une toise étalon était fréquemment renouvelée pour corriger les changements de longueur dues à l'état hygrométrique. Nos savants mirent 25 jours à mesurer leur première base de 6.273 toises (12.226 mètres); les mesures faites en sens inverse par des observateurs différents concordent à trois pouces près (81 millimètres). Obligés de monter de 126 toises d'un bout à l'autre, et de changer plusieurs fois de direction, ils durent corriger leurs mesures brutes : ce qui rend la concordance remarquable.
La mesure des angles n'offre rien de particulier : ils devaient les réduire à l'horizon en raison des différences d'altitude de leurs stations. Une seconde base de 5260 toises fut mesurée près de Cuença. Sa longueur mesurée et sa longueur calculée à partir de la première l)ase, en se servant des 32 triangles du réseau, ne diffèrent que de deux pieds, soit 1 : 'JOÛO do la première base.
.S'°. — Restait la partie la plus délicate de l'opération : la mesure de la différence des latitudes. Bouguer et la Condamine éliminèrent les variations dues à l'aberration et à la nutation par des observa-
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lions sinniUanrcs de la iiiOine étoile (|ii"ils clioisirenl très proche de leur zéiiilh [-=. d'Orionl.
Comme appareil de mesure, ils se servirent chacun d'une lunette fixée sur le long bras d'une sorte de ï en fer. Le petit bras servait de limbe; ils tracèrent dessus une circonférence (de 8 à 12 pieds de rayon pour utiliser les lunettes dont ils disposaient), et, comme graduation, quel([ues traits dont l'équidistance était une fraction connue du ravon; ils on connaissaient donc immédiatement les distances angulaires. Leurs lunettes portaient des micromètres ; des lils à plomb dont le point d'attache était au centre du limbe donnaient les directions invariables de repère. Sur une circonférence de 8 pieds (2"',60j le degré vaut 45 mm. ; le dixième de millimètre vaut donc le 1:450 de degré, soit 8 secondes d'arc. Plaçons le limbe aussi exactement que possible dans le méridien, pointons l'étoile à son passage, déterminons la direction du fil à plomb sur le limbe. Retournons l'appareil de 180" autour de la verticale, repointons l'étoile : l'angle des deux positions du fil sur le limbe donne le double de la distance zénithale de l'astre.
Picard avait employé un appareil analogue, dont la figure li30 montre le schéma.
La manière de se servir du micromètre était ingénieuse. On inclinait l'appareil de manière que le fil à plomb battît exactement le milieu d'un trait, d'oii une grande précision; on pointait l'étoile avec le micromètre. On recommençait après avoir changé l'azimut de 180". On étalonnait le micromètre en amenant le fil sur deux divisions voisines et en pointant la même étoile avec le micromètre.
Houguer et la Condamine trouvèrent ainsi une différence de latitude comprise entre 3" 0' 59" et 3° 7' 2".
D'où pour la valeur du degré 56 767 toises.
La hauteur moyenne du réseau étant de 1226 toises, la réduction au bord de la mer donne en définitive :
56 746 toises ^110 600 mètres.
Godin travailla de son côté et trouva 56768 toises; la Condamine donne 56749. Inutile de dire que, rentrés en France, Bouguer et
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la Condamine se crêpèrent le chignon, chacun étant persuadé que la mesure n'aurait pas réussi sans lui, l'un à cause de sa géométrie, l'autre à cause de son activité et de son crédit. Je suis de l'avis de Lalande que dans ces sortes de besognes la géométrie est beaucoup, mais qu'elle ne peut rien sans une résistance physique dont la Condamine donna la preuve en revenant par le lleuve des Aaïa/.oues. Bouguer était déjà de retour vl74'i) : il savait, moins bien que Maujiertuis, revenu depuis longtemps, mais beaucoup mieux que la Condamine, qu'auprès des Académies la présence et la cabale sont utiles. Ce que j'en dis n'est pas pour diminuer son mérite proprement scientifique, qui est grand. Mais pourquoi vouloir canoniser des savants parce que savants, quand l'expérience journalière prouve que ce sont parfois de sales bêtes? En quoi la Science at-elle une valeur morale? Pourquoi veut-on que des géodésiens tirent de la vertu de leurs occupations mêmes? Quel rapport exisle-t-il entre la beauté de l'âme et la mesure des angles à L" près? On a grand tort d'utiliser les cadavres à prouver la perfection morale des savants : l'histoire dit qu'ils sont des hommes comme les autres : vaut mieux ne pas les fréquenter si l'on craint les taches. U serait vraiment trop commode aux vivants d'être de pauvres sires, mais de passer pour d'honnêtes gens à la faveur de l'idée préconçue que les hommes do science sont vertueux.
Pour en revenir à nos savants, Bouguer, en l'absence de la Condamine, fit paraître une llelation qui laissait dans l'ombre le travail de ses collègues; quand la Condamine revint, sans mauvaise humeur, il remit les choses au point. De vrai, s'il n'avait pas été de l'expédition, les ronds-de-cuir Bouguer et Godin n'auraient pu s'en tirer; il aplanit les difficultés, se fit bienvenir des populations, bref se nionlia ce qu'il fut toute sa vie, un homme intelligent, curieux et passablement braque. Bouguer, exaspéré, répondit comme un cuistre à un adversaire qui avait de l'esprit et qui est assurément le plus S3'mpathique des savants qui s'occupèrent de la figure de notre planète.
Son voyage sur le fleuve des Amazones est aimablement écrit. Certaines phrases : « i^après des gués dangereux) Mes naufrages ne devaient cesser qu'à mon embarquement; (échoué sur un jjanc de vase) Pour moi, j'eus tout le temps de répéter mes observations et de m'ennuyer de me trouver toujours par 1 degré .ol minutes de latitude septentrionale, » etc., sont une joyeuse éclaircie au milieu de la prose de nos savantasses. Cet homme-là s'amusait de la Science; il était avide de savoir, mais ne croyait pas nécessaire de montrer pour cela moins de joie de vivre et moins de gaieté. Savant certes, mais bien de race française.
Quant au malheureux Godin, on n'en parle que pour lui prêter un sale caractère. Mais comme il n'a rien j)ublié, on ne sait vraiment pas à quoi s'en tenir. J'incline à croire que c'était un imbécile consciencieux qui u'a pas eu de chance. Dès qu'il arrivait quelque part.
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un tremblement licliait tout par terre : il voit Lima s'eflbndrer en \1W et arrive it Cadix ou 17.").! pour recevoir encore des maisons sur
la tèle.
Travaux de Cassini III (de Thury
/". — ijOrs(|iio Maii[)ertuis revint eu France, il s-empressa d'attaquer les Cassini. Rien d'amusant comme de voir deux savants se manger le nez: n'étant sincères que quand ils se battent, ils nous en ap[)rennent plus [)ar leurs disputes que par leurs éloges officiels, ampoulés et menteurs.
Maupertuis n'eut pas le triomplie modeste : il se fit représenter u seul, aplatissant la Terre, ainsi qu'on peint Allas portant le ciel, comme si l'on avait changé la face de l'univers pour avoir été se réjouir dans une ville où il y a garnison suédoise ». ^'oltaire, qui depuis l'accommoda si bien, mit des vers au bas du portrait, ce qui ne lui coûtait guère, surtout envers un homme que tout le monde fêtait.
Maupertuis citait à tout propos le cercle polaire: de plus, il ramenait une Laponne, d'autres disent deux, ce qui est ))eaucDup et ne prouve pas un goût extrêmement sur. Maupertuis publia des pamphlets « atroces » où les Cassini I, II el III étaient traités sans aménité; I était mort, III s'occupait de réparer les erreurs paternelles: sur II tombaient tous les coups.
Plus tard, forcé par son insupportable orgueil de quitter Paris et de devenir le plat courtisan de Frédéric II sous le titre pompeux de président de l'Académie de lîerlin. quand ses démêlés avec Kœnig Helvète et professeur à la Haye) sur le principe de la moindre action, l'auront exposé aux diatribes d'Akakia assez injustes et d'un esprit plutôt facile), il reviendra dans ses Le/lics sur cette période de sa vie. Ce qu'il dit alors est amusant, mais parfaitement inepte.
« Cependant ceux qui avaient anciennement mesuré le méridien en France, recommencèrent leur ouvrage en 1740 et trouvèrent les degrés du méridien croissant à contre -sens de ce qu'ils avaient trouvé autrefois... Enfiu deux des mathématiciens du Pérou revinrent en 174i, et leurs mesures s'accordaient encore avec les nôtres : en sorte que toutes tendaient à prouver l'aplatissement de notre globe vers les pôles... Il n'y eut plus de diversité de sentiments que sur la part que chacun voulut y avoir. Revenus les premiers,... nous voulûmes avoir résolu le problème; ceux qui avaient réformé en France leur ancienne mesure, voulurent partager l'honneur de la solution. Enfin les mathématiciens de l'Equateur... prétendirent que la décision de la question était due à leurs travaux. Ils ne pouvaient guère en disputer l'honneur à ceux qui les avaient précédés : ils se disputèrent entre eux. L'un, par la publication de l'ouvrage commun, j)révint ses compagnons et semblait s'approprier presque tout le mérite de l'opération: l'autre eut bien de la peine à se faire écouter: le dernier arrivé, sans montrer seulement à l'Académie ses
27o GEOGRAPHIE M AIII i: M ATIQV E
observations, alla enrichir l'Espagne de ses connaissances et de ses talents. »
Maiipertiiis n'oublie qu'un point : à supposer qu'il fut pour tout dans la réussite de l'expédition polaire, à quoi aurait-elle servi sans les autres? A la rigueur, les nouvelles mesures de Cassini (de Thury) étendues sur 8° démontraient à elles seules l'aplatissement; et vraiment, d'avoir abandonné une erreur qu'avaient soutenue son père et son grand-père, était une sorte de preuve de la correction des nouvelles mesures.
Aussi bien quand, au début du xix" siècle, on reprit les mesures polaires, on s'aperçut que la diderence des latitudes était assez grossièrement énoncée. Svanberg la trouva fausse de 12" et diminua de 400 mètres environ la longueur du degré de Laponie.
jMais revenons aux travaux de Cassini III.
•2". — Aidé de l'abbé Lacaille, il reprit donc le travail du papa et du grand-papa. Ils employèrent un secteur de 2 mètres de rayon et des lunettes à réticule. Ils mesurèrent une nouvelle base près de Bourges qui leur fit soupçonner une erreur dans celle de Picard. Une nouvelle mesure de cette base leur donna :
5 657 toises = li026 mètres, et non 5 603.
l'erreur était de 6 toises, soit plus du millième. Reste à savoir si la toise de Picard était celle des Cassini. Du reste, peu importait pour le problème posé, puisque la toise de Cassini III était celle de Maupertuis, en tout cas difi'érait de celle-ci beaucoup moins que du millième.
Bref, ils concluent qu'au voisinage du parallèle 45", latitude moyenne de la France, le degré vaut :
57 012 toises=lll 118 mètres.
Détermination de la longitude par des feux instantanés
Cassini III et Lacaille mesurèrent un arc de quasi-parallèle par une méthode curieuse due à la Condamine. Ils se postèrent l'un sur le mont Sainte-Victoire à l'est d'Aix, l'autre sur le mamelon Saint- Clair à l'ouest de Cette. Ils réglèrent leurs horloges sur les heures locales; ils déterminèrent la différence de ces heures par l'observation d'un signal lumineux qu'on faisait sur la tour de l'église des Saintes-Marie-de-la-Mer (tant célébrée depuis par Mistral); le signal consistait en 10 livres de poudre qu'on enflammait et qui fusait. Nos savants trouvèrent comme différence des heures locales : en temps, 7 mimites 3.3 secondes un quart,
en angle (15 fois plus), 1° .53' 19".
Ils mesurèrent une base de plus de 9000 toises dans la Crau d'Arles; une triangulation leur donna comme valeur du degré à cette latitude : 41 358 toises r= 80 608 mètres.
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Pour inlcrossanlc que soil la inéthocle, elle n'est pas susceplible d'une grande précision. Une erreur d'une seconde de temps correspond à une erreur de 15" d'arc; une erreur d'un dixième de seconde correspond à i"Jf de longitude. A l'ëquateur cela fait environ 45 mètres; à la latitude de 43° 32', cela l'ait encore 32 mètres.
Mont de
Sainte Victoire Marseille
Jonction de l'Espagne et de l'Algérie
i°. — Parmi les triangulations modernes, une des plus intéressante est la jonction de l'Espagne et de l'Algérie (1879). On choisit deux sommets en Espagne :
Mulhacen 3 550"', Tetica 2 081"",
et deux sommets en Algérie :
Filhaoussen 1 137"\ M'Sabiha 584™.
Les distances (telles qu'elles sont déterminées par les mesures) sont :
M'Sabiha-Filhaoussen. . . 105\179
— Tetica 22.^^713
— Mulhacen 269S848
Filhaoussen-Tetica 257'',413
— INIulhacen . . 2G9\928
Mulhacen-Tetica 82\828.
Pour efifectuer les mesures on se servit de projecteurs Mangin (voir mon Cours Description,...) de 50 cm. d'ouverture et de 60 cm. de distance focale, au foyer desquels on disposait un arc électrique; on opérait la nuit. Malgré la grande distance, les signaux lumineux sont vus par temps clair comme des étoiles de 1" grandeur.
8 GEOGRAI'IIIE MATHEMATIQUE
Voici les excès Sj)liéric|ues elles erreurs de lennelure des triangles.
Filhaoussen-Telica-Mulhacen . . .
M'Sabilia-^[uIhacen-Filhaoussen .
M'Sal)ilia- relica-^Iiilliacen
Filhaoussen-M'Sabiha-Telica. . .
Excès :iV', 17 Erreur +0",26
G()",08 +ir,95.
Une fois les Irianglcs déterminés, on mesura la différence
des longitudes de M'Sabiha et de Telica.
On munit chacun de ces points d'une pen- •dule, d'un cercle méridien et d'un clu'onographe à bandes de papier identiques. On détermina l'heure locale à la manière habituelle. La partie intéressante de l'opération était la comparaison des heures locales.
On se servait de collimateurs comme d'îijjpareils lumineux. Ils étaient formés d'une lentllfe de 20 cm. de diamètre, au foj'er de laquelle était concentrée la lumière d'un arc électrique. Un écran, mù par un électro, est placé au foyer et sert d'obturateur. A l'instant où se produit l'éclipsé de lumière, une coche est enregistrée sur le chronographe à. bande du même poste.
A un instant convenu, M'Sabiha envoie, par exemple, quarante signaux équidistants qui sont enregistrés automatiquement par son chronographe, et à l'œil et à l'oreille par l'observateur de Tetica. C'est au tour de Tetica d'envoyer 40 signaux. Et ainsi de suite. Un échange complet était de CiO signaux répartis en 16 séries.
On obtient des résultats d'une précision comparable à celle <(ue donne le télégraphe.
Si les équations personnelles des observateurs étaient les mêmes, elles s'élimineraient: comme il n'en est pas ainsi, on doit les déterminer et en tenir compte. L'expérience montre qu'il vaut mieux noter une éclipse que l'apparition d'un signal lumineux.
Réseau géodésique français
/". — Avant de tirer des conclusions sur la figure tic la Terre, revenons sur l'ensemble du réseau géodésique français de premier ordre.
Fig. 162.
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Sa valeur résulte de la roinparaison des mesures directes des diverses bases, et de leurs longuems calculées à l'aide d<' la chaîne des triangles à partir des mesures directes des autres hases. En définitive, la l'orme de la Terre n'intervient que comme correction sur la réduction des triangles. Alors même que la l'orme exacte serait douteuse, elle est connue avec une précision sulTisante pour faire les corrections.
D'autre part, les déviations locales de la pesanteur agissent bien sur les azimuts des côtés (Si 181), mais fort peu sur les angles qu'ils font entre eux. Que le triangle se projette sur un plan ou sur un plan voisin, les angles de tous ces plans étant extrêmement petits, l'erreur qui en résulte est négligeable.
rVous devons donc trouver un accord satisfaisant, si les mesures ont été bien faites. Efifeclivement, l'accord existe.
On a mesuré sept bases ayant des longueurs de 8 h l'i kilomètres : base do ^lelun, base de Vernet à Salces près de Perpignan, i)ase d'Ensisheim dans le Bas- Rhin, base de f'iouescat près de lirest, base d'Aix, base de Bordeaux, base de Courbera près de Dax.
Les difl'érences entre les valeurs calculées et les valeurs mesurées sont inférieures au mètre pour de nombreuses combinaisons de triangles (à quelques exceptions près:.
Par exemple, la base de Bordeaux est de \'i 119 mètres.
\'oici les erreurs pour les longueurs calculées à partir des bases suivantes :
Melun (trois combinaisons de triangles) — 51°'", +58, — 12(1:
Ensisheim (deux combinaisons) — 8, — 91;
Brest (deux combinaisons — 2, — 76.
:?". — Cherchons si cette précision est de l'ordre de celle qu'on peut espérer.
Supposons un triangle isoscèle^le 20 kilomètres de côté.
Calculons ce que représente d'erreur sur un côté, une erreur d'une seconde d'arc sur Fangle opposé. On a :
ÂC=âÂ.2, ÂB = :t.aÂ:sin.,î = l,154x>:.ÔÂ. L'angle d'une seconde vaut
Multiplions par 20-000; nous obtenons 9' "',70.
L'erreur est donc de :
9,70xl,15i=ir™,19.
Consultons lé mémoire de Delambre; nous constatons immédiatement qu'oH ne peut pas répondre d'un angle horizontal ai'ec une approximation ^. ,^,
- ■ . -V T^ , Fig. 163.
supérieure a .> . Dans notre exemple
c'est une erreur possible sur le côté égale à 5.3 centimètres.
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Si le triangle est plus pelit, rerreur est moindre; mais pour aller d'un point à un autre, il faudra plus de triangles. Conclusion : la concordance obtenue entre la mesure directe des bases et la longueur calculée n'est possible que grâce à d'heureuses compensations. Si les erreurs étaient toujours dans le même sens, pour petite que soit l'une d'elles, après l'utilisation successive d'un grand nombre de triangles, la discordance serait beaucoup plus grande que la discordance trouvée.
Pour fixer les idées, disons que les fils du réticule sous-tcndent à l'œil de l'observateur un angle de 10". Un tel angle dans un cercle de 25 cm. de rayon correspond à 12 microns environ.
Retour sur le problème classique de la Géodésie
Revenons sur la position du problème classique (jiie la Géodésie s'efforce de résoudre.
i". — Nous avons déjà dit (^ 166) qu'e» principe la détermination géométrique de la figure de la Terre n'a rien de commun avec la mesure de la latitude et de la longitude ; elle peut se passer de la verticale en tant que cette droite est supposée dans une direction a priori déterminée avec la surlace terrestre. Certes on peut l'utiliser, mais simplement comme ligne de référence de direction invariable.
Il est d'abord évident qu'un triangle géodésique est parfaitement déterminé indépendamment de toute notion de verticale. Il suffit de le mesurer tel qu'il est, ainsi que faisaient Delambre et Méchain, au moyen du cercle répétiteur de Borda (S 182). Il est encore évident que si l'on détermine les angles que font deux à deux les plans des triangles géodésiques, il est possible de construire avec tous ces triangles un polyèdre qui donne la figure de la Terre sans qu'interi'ieiine la moindre hi/pothèse. Or il est facile de calculer ces angles en mesurant les angles que font entre eux et avec le côté
commun BC, les côtés AB, BD, et AC, CD, de deux triangles adjacents.
Malheureusement la moindre erreur sur les angles deux à deux des plans des triangles (qui sont très petits relativementà la surface du globe), entraîne peu à peu des modifications telles dans la forme du polyèdre, qu'elle serait déterminée sans aucune précision.
f?". — Ce mode de calcul direct étant pratiquement inadmissible, force est bien de procéder autrement.
Voyons dans quelles hypothèses nous pourrions nous passer de toute supposition arbitraire sur la direction de la verticale. .
Fig. 16i.
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Admettons ([iic la surface sur laf[uolIc se trouvent les sonuncts de tous nos triangles, soit représentée par l'équation connue
Mesurons tous ces triangles et applir|uon8-les sur la surface en leur maintenant leurs côtés communs. Nous pourrons vérifier s'ils s'accolent exactement sur les plans tangents sans r/u'i/ en rcsulle de vide ou double emploi. C'est la même opération que précédemment, à la difTérence qu'au lieu de chercher la forme de la surface, nous vérifions la possibilité d'une forme posée a priori ; ce qui présente moins d'aléa.
Mais cela même est impossible en toute rigueur, parce que les sommets de nos triangles ne sont nsstirciueiit pas sur une surface d'équation simple /(.r, //, ;) = 0 : ils se trouvent au-dessus ou au-dessous. Avant de les utiliser, nous devons les ramener sur la surface, les réduire à l'horizon; et voici la verticale et l'incertitude qui reparaissent dans nos raisonnements. De toute nécessité nous sommes obligés d'admettre que la verticale en chaque point a une relation avec la surface /'(.r, >/, z]=^0, relation qui, dans l'ignorance où nous sommes, ne peut être que la normalité.
5°. — Puisque nous admettons une équation /\.r, y, z) = 0 (peu importe laquelle) pour la surface terrestre, puisque nous posons que la verticale est normale à cette surface, la réduction des triangles à l'horizon (projection sur le plan tangent) devient possible; nous pouvons appliquer nos triangles sur la surface, déterminer les coordonnées des sommets, enfin calculer leurs coordonnées astronomiques (longitude et latitude). Comme la détermination expérimentale directe de ces coordonnées ne présente ni ambiguïté ni difficulté pratique, nous avons une vérification possible de nos hypothèses.
Nous ij trouvons la preuve que tout le système est incohérent.
Qu'il s'agisse des latitudes, des longitudes ou des azimuts, la comparaison des valeurs calculées de proche en proche et des valeurs observées décèle des différences allant jusqu'il 40", c'est-à-dire hors de proportion avec les erreurs des mesures.
Certes la Terre s'approche d'être un ellipsoïde de révolution aplati suivant la ligne des pôles; mais les résultats ne concordent pas avec les Jiypothèses d'un ellipsoïde parfaitement régulier et de constitution telle que la verticale soit normale à sa surface en tous ses points.
Si les deux hypothèses étaient simultanément réalisées, nous devrions trouver, à la précision des mesures, un rayon équatorial et un aplatissement toujours le même, où que nous fassions nos opérations. Ce qui n'est pas. Il est donc incontestable : ou que la surface terrestre n'est pas exactement un ellipsoïde de révolution, ou que la verticale ne lui est pas normale ; à supposer que les deux hypothèses ne soient pas toutes deux inexactes.
je". — Au xviii" siècle, devant la discordance des résultats, on s'était mis à chercher, à partir du l'ésultat des mesures, quelle
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(levait èlre la rorme de la TcMTe supposée de révolulion, mais eu abandonna m l'cUipsoule. On représentait par une foi'jnule euipi- '•ique : (b\=f{l).dl,
la longueur d\ de l'arc en fonction de la variation dl de la laliludo. Le problème a pour énoncé général : trouver une courbe ilont on tienne le rayon de courbure /'(/), en fonction d^ l'angle que fait sa normale avec une droite de référence.
Ainsi Bouguer propose la loi :
k = a, + hBh-i'I. (1)
En fait, aucune formule telle que il) ne représente les expériences à l'approximation des mesures : la Terre es/ iri-égidière ou de forme ou de constitulion.
194. L'hypothèse que la surface terrestre est un ellipsoïde de révolution, n'a aucune probabilité théorique.
1'-. — Le résultat auquel nous parvenons, at-il lieu de nous étonner? Assurément non. Les grands mécaniciens de la lin du XMii" siècle ne s'abusent pas sur l'existence de l'ellipsoïde. Laplaçe \\Y croit pas. « Si l'hypothèse d'une (igure elliptique est dans la nature, dit-il, l'aplatissement doit satisfaire aux mesures des degrés. Mais il y suppose au contraire des erreurs invraisemblables. La dillicult'é d'assujettir toutes les mesures à une même figure elliptique prouve que la figure de la Terre est beaucoup plus composée qu'on ne l'avait crti d'abord. Ce qui ne paraîtra pas étonnant si l'on considère l'irrégularité de la profondeur des mers, l'élévation des continents et des îles au-dessus de leur niveau, la hauteur des montagnes et l'inégale densité des eaux et des substances diverses qui sont à la surface de cette planète. »
La fluidité probable que la Terre pouvait avoir à l'origine, ne prouve absolument rien. Il est absurde de supposer que la Terre s'est refroidie avec une simplicité théorique; on voit d'ici à quelles fluctuations pouvaient être exposées les densités des couches qui se déposaient successivement. Que de ce chaos ait résulté en gros une forme ellipsoïdale, passe encore; mais qu'elle ait abouti à un ellipsoïde géométriquement défini, est invraisemblable. Or, les mesures sont essentiellement locales, entachées par conséquent de toutes les irrégularités de la formation initiale.
2". — On dira que les matériaux intérieurs de la Terre, étant encore fluides, ont le temps nécessaire pour se disposer suivant des lois théoriques. Mais'qu'importe pour la forme de la croûte terrestre qui fait seule l'objet de nos mesures?
Le fait qu'il est plus facile de représenter par une formule simple les expériences sur le pendule que les résultats des mesures superficielles, corrobore ce que nous disons. Il est probal)le que, dans son ensemble, la Terre est plus régulière que sa surface. Comme les attractions dépendent non seulement de la croûte, mais encore des
aruyoEs riii.i.\Gi'i.Ario.\s iiistorkji ns 283
parties inlérieures, il n'est pas étonnant (|iie les inéj^uiarités soient moins fortes pour elles. Rien ne s"op|)Ose tlonc à ce fjue nous considérions la Terre comme formée d'un noyau lluitle ou scmi-duide, d'autant plus régulier qu'on s'approche du centre, mais liniilè par une croule irrri^ii/ièri.'. La régularité théorique du noyau liquide consiste en une superposition des couches suivant les densités décroissantes vers l'extérieur, et telles c|u'elles soient séparémenten écpiilihrc quand on impose à l'ensemble une vitesse de rotation commune § 22(1).
Mais, encore une fois, c'est sur la croûte que nous opérons!
.■,'". — Pouvons-nous espérer que des mesures plus précises modifieront ces conclusions et feront apparaître l'ellipsoïde rêvé par nos pères? L'Annuaire du Bureau des longitudes caresse cet espoir : « En combinant, dit-il, les données fournies par les vastes triangulations [effectuées" et ce/les qui siiicroii/ dans l'accnir...,
... on aura les dimensions de l'ellipsoïde terrestre avec une prc'cision de plus en plus grande. » C'est une sottise, et une sottise impardonnable, puisque le Hureaii des longiti'.des ajoute : « II faut dire d'ailleurs que les valeurs de l'aplatissement obtenues parles diverses combinaisons des mesures, sont parfois assez discordantes. » La seconde phrase contredit la prejiiière.
Les discordances ne disparaîtront pas, puisque l'expérience montre qu'elles ne diminuent pas à proportion que les mesures deviennent plus précises. La vérité est (\ue jamais les mesures géodésiques, U'Ilcs qu'on les effectue, ne donneront VtUipsoide terrestre, ou bien parce que cet ellipsoïde n'existe pas, ou bien parce que la. verticale ne lui est pas normale. S'il nous -plaît de conserver un ellipsoïde, nous serons toujours réduits à prendre un ellipsoïde nioi/en. ne représentant les observations qu'eu mo3"enne.
\'oici les dimensions des ellipsoïdes classiques en kilomètres; .• Ellipsoïde de Bessel il841) :
Ellipsoïde de Clarke (18801 :
Ellipsoïde d'Helmert 1901) :
'( '. — L'ellipsoïde d'IIelmert^n'est pas plus^sùrque celui de Claïke ou celui de Bessel : c'est ne rien saisir de la nature même du problème, que de prendre au sérieux les soi-disant discussions de mesures, puisque les mesures ne concordent pas aux erreurs près admissibles pour les e.ipcriences.
De quel droit négliger celle-ci plutôt que celle-là?
Mais, dira-t-on, sans s'illusionner sur l'existence d'un ellipsoïde, il est permis de chercher un ellipsoïde nioi/en cadrant à peu près avec toutes les mesures, c'est-à-dire ne s'écartant de toutes que le moins possible en moyenne.
Soit. !Mais quelle application ferons-nous de cet ellipsoïde? à quoi sert-il quand il s'agit de représenter un pays en particulier? Nous calculons avec l'aplatissement moyen : quel est le sens et l'intérêt de nos calculs en un lieu donné ?
On insiste sous prétexte qu'il est utile de savoir si cet ellipsoïde moyen déterminé par les mesures géodésiques est compatible avec les conclusions tirées des phénomènes astronomiques sur la forme de la Terre.
La réponse est facile : il reste tant à'arbilraires dans les formules que nous ne sommes pas inquiets sur la possibilité d'une contradiction. La précession des équinoxes et la nutation, en particulier, exigent purement et simplement un certain rapport entre les axes principaux d'inertie du spliéro'ide terrestre. Les irrégularités locales qui constituent toute la Géodésie, sont indifférentes à VAstrononiii: de position comme à la Mécanique céleste.
Extrait d'un éloge de Puissant
J'ai l'audace de dire en style clair ce que personne ne conteste parmi ceux qui savent. Que tous ces calculs d'ellipsoïde le plus probahle soient une mauvaise plaisanterie, est d'une vérité éclatante. Mais les géodésiens de profession s'entendent pour nous bourrer le crâne, à tel point que je crois utile de citer un pontife. Je prends mon texte dans l'éloge académique de Puissant par Elie de Beaumont. J'espère que les petits pontifes vivants respecteront les opinions de deux grands pontifes morts.
« Dans son mémoire du M janvier 183G, M. Puissant fait voir que, soit sur la méridienne de Mézières, soit sur celle de Bayeux, les longueurs des degrés, loin de décroître régulièrement en allant du nord au midi, comme cela doit avoir lieu sur l'ellipsoïde aplati, varient irrégulièrement et d'une manière très différente sur l'une et l'autre méridienne. Ni pour l'une ni pour l'autre, on ne peut trouver une valeur de l'aplatissement qui fasse disparaître toutes les discordances entre les latitudes observées et les latitudes calculées. Mais si l'on voulait seulement les atténuer le plus possible, il faudrait adopter pour la méridienne de ^lézières un aplatissement très considérable, et pour la méridienne de Bayeux un aplatissement presque nul. Il est donc bien prouvé, dit M. Puissant, (|ue la surface de la France, dans la partie du moins qui a été explorée géodésiquement, se compose de deux nappes très distinctes : l'une orientale qui est d'un sphéroïde notablement aplati, l'autre occidentale qui affecte la forme dun sphéroïde très peu aplati et même allongé dans la partie méridionale.
« L'aplatissement qui accorde le mieux les latitudes observées et calculées sur la méridienne de Paris, ne convient lui-même ni à la méridienne de Mézières ni à celle- de Bayeux... Les différents méridiens ne sont pas des courbes superposables; les parallèles ne sont pas des cercles parfaits; la Terre est un spliéroide très irrégulier. »
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Ce n'est pas moi ([iii souligne.
Maiuleiiant je vous accorde le droit de calculer un ellipsoidi- /»/()- Ixihir. Iri's prolxihlf, le plus piuilxilih'. tout en vous deiiiandaiit liuiiibleinent à ([uoi votre travail [icut bien servir.
L'ellipsoïde et le géoïde
i". — La (jéodésic classi(|ue allaclie beaucoup trop d'importance à la détermination d'un ellipsoïde terrestre, sans se soucier de discuter les raisons qu'on a de douter de son existence, en tous cas sans montrer les incertitudes que présente l'interprétation des résultats. Nous reviendrons longuement sur la forme probable de la surface de niveau dont la surface des mers fait partie {gt'oïdc), sur ses modilicalions au voisinage des continents, sur les déviations locales de la pesanteur <lues à l'hétérogénéité de la croûte. En somme, la direction du lil à plomb en un point est a prioii quelconque par rapport à la surface pltijsiquc de la Terre, celle que nous voyons.
A la vérité, on peut dresser une carte en mesurant dans un très grand nombre de lieux la longitude et la latitude. Mais cette carte ne représentera ni les distances des points, ni les angles que font les lignes tracées sur la surface. D'un point de vue, la représentation sera correcte et indiscutable; d'un autre point de vue, elle ne signifiera rien. D'autre part, il nous est impossible de dresser une carte à partir des mesures géodésiques isolées, sans poser que les triangles géodésiques seront appliqués sur une certaine surface; si nous cherchons à les appliquer sur un plan, ils se recouvriront en partie, une surface sphéroïdale n'étant pas développable.
2°. — A la vérité, nous n'avons pas encore utilisé tout ce que fournit l'expérience : nous n'avons pas encore parlé du pendule.
Mais le pendule, vertical ou horizontal, ne donne aucun renseignement qui contrôle la direction de la verticale. L'intensité de la pesanteur dépend non seulement de la forme de la surface, mais encore de la constitution interne. Nous allons introduire de nouvelles données expérimentales, c'est exact; mais simultanément nous introduirons de nouvelles inconnues; la solution du problème de la figure de la Terre n'en sera pas avancée... à moins d'hypothèses supplémentaires.
Mais les nivellements!
Les nivellements fournissent la forme des surfaces de niveau pûf rapport à la surface de la Terre. Si la forme de celle-ci était connue, la forme de celles-là s'en déduirait; mais dans l'ignorance de cette dernière, les nivellements donneront simplement les distances des surfaces de niveau à une surface inconnue; ce qui n'avance pas beaucoup le problème, on en conviendra. A moins de faire sur les surfaces de niveau une hypothèse, ce qui renverse simplement le problème !
o". — Alors le problème est insoluble?
II l'est si peu qu'au § 16G je commence par démontrer que rien
■:S6 GiioaiiArinE matiikmatiquk
n'eihpèclie Ihéoriqucinciil de le résoudre. Je dis seulement (|u'on u"a pas encore trouvé le moyen de le résoudre praliqucincnt. En voici l'énoncé, (jue le lecteur est maintenant capable de comprendre :
// s'agil de trouver en quoi Ut surface terrestre s'écarte localement d'un ellipsoïde uioijen pris pour surface de référence et qui n'a d'autre prélenlion que de différer de la forme réelle à peu près autant par excès que par défaut.
Le problème étant ainsi posé, les ellipsoïdes de Bessel, de Clarke, d'Helmert et lutti quanti deviennent équivalents : ce ne sont plus que des surfaces de référence. On ne tripatouille plus les nombres, parce (jue rintéressant cesse d'être la moyenne pour devenir ce en (|uoi les nombres diffèrent de cette moyenne conventionnelle. La Géodésie n'est plus l'exposé des méthodes pour déterminer rellipsoïde terrestre : c'est la science des irrégularités terrestres à partir d'un ellipsoïde arbitrairement choisi comme terme de comparaison.
11 y a beau temps que Saigey énonçait des conclusions analogues dans sa. Petite Pliysique du Globe; mais Saigey n'était pas un pontife; on a donc feint de l'ignorer. On a continué de fourrer des moindres carrés, des poids et autres fichaises !
Ces messieurs du Bureau des Longitudes caressent encore l'espoir de découvrir I'ellipsoïde normal !
ciiAiMTin: V
CONSTRUCTION DES CARTES
197. Comment les anciens faisaient leurs cartes. Itinéraires sur mer.
1". — Si l'on connaît les coordonnées géographiques de points nombreux, la construction d'une carte se ramène, au moins dans son ensemble, à choisir un mode de projection, à tracer le canevas des parallèles et des méridiens, enfin, à transporter sur ce canevas les [)oint3 dapros leurs coordonnées.
Tant s'en faut c[ue même aujourd'hui une telle manière de procéder soit toujours possible; elle était absolument illusoire il y a moins de deux siècles. Du reste il ne faut pas que le lecteur s'exagère la précision de nos cartes. Je lis dans les Annales d'Hijdroiiraphii' pour 18S'J qu'en dehors de Tanger, Saint-Louis, Dakar, Sierra Leone et le cap de Bonne-Espérance, les longitudes des points de la cote occidentale africaine varient de 3 ii 8 milles (de 5 à 13 kilomètres , suivant qu'on utilise les cartes anglaises, françaises, portugaises ou espagnoles.
Autrefois, et aujourd'hui pour les pays neufs, en dehors de quelques points dont on connaît les coordonnées astronomif[ues, les cartes se faisaient et se font avec des itinéraires. L'itinéraire indique la direction de la route donnée par la boussole, et la dislance parcourue évaluée, nous verrons tout à l'heure comment. Le [)arcour3 total est divisé en un certain nombre de parcours rectilignes qu'on transporte sur le papier. Il est remarquable qu'on obtienne ainsi des évaluations relativement exactes.
2". — Qu'aujourd'hui, avec les navires à vapeur, on puisse aisément connaître la distance approximative de deux ports A et B entre lesquels on décrit une route loxodromique, rien d'étonnant; mais qu'avec les navires à voiles obligés de louvoyer, de changer à tout instant de route pour utiliser au mieux le vent, on ait obtenu des appréciations relativement exactes, est une cause d'étonnement. Pourtant c'est avec les portulans, c'est-à-dire avec les guides à l'usage des marins, que les cartes ont été longtemps construites.
Pas de difficulté du reste à utiliser les résultats, au moins à l'approximation de ces résultats. Nous lisons dans un portulan que de Âlalte à Alexandrie il v a 283 lieues de 20 au degré, en cinglant à
l'est-sutl-est. Comme nous connaissons au moins a|)pi'oximalivement les latitudes de ces lieux, il nous est facile de voir ce que vaut cette distance projetée sur le parallèle moyen, par suite de connaître la différence des longitudes. Le lecteur ne sera pas peu surpris d'apprendre que nous trouvons ainsi une différence de longitude exacte à quelques minutes près, alors que les observations astronomi(|ues antérieures au xvii" siècle se trompaient sur la longitude de près de 8 degrés.
5". — Il vaut vraiment la peine de donner au lecteur une idée du degré d'inexactitude des cartes anciennes. Je tire l'exemple suivant d'un mémoire du géographe Delisle, chargé par le roi de dresser une carte du ÎNIonde (1720).
Voici les coordonnées qu'il donne pour Gibraltar et Alger. Gibraltar : longitude ouest 7° 30' latitude 36" 10' Alger : longitude est 1" 25' latitude 36" 32'
La latitude vraie d'Alger est 36" 50' et sa longitude est 42' 30".
Ainsi l'erreur pour Alger est de 18' en latitude (ce qui est beaucoup) et de 43' en longitude. Et pourtant Delisle est infiniment plus précis que ses devanciers!
Ce qu'il nous dit de la Méditerranée est curieux.
Il estime sa longueur de Gibraltar à Alexandrette à 41° 30'.
La longitude d'Alexandrette étant voisine de 33° .50', celle de Gibraltar valant à peu près 7° 40', l'estimation est correcte, puisqu'on a 330 5Q' ^ 70 40' = 4 !■> 40'.
Or les cartes qui existaient alors donnaient 50°. C'était une erreur de 300 lieues sur 860 pour une mer qui de tous temps a été familière au monde savant. Rappelons que la seule méthode précise qu'on eût de déterminer les longitudes, par les observations des éclipses des satellites de Jupiter, fut découverte peu avant par Cassini I; ce qui explique de telles discordances.
Dans cet état de la Géographie, c'était une idée au moins singulière de faire passer le méridien origine par l'île de Fer (la plus occidentale des Canaries), suivant la Déclaration de Louis XIII en 1634. Delisle estime sa longitude à 20". Il trouve raisonnable de s'en tenir à ce compte rond « en perfectionnant seulement la longitude de l'isle de Fer plutôt que de changer toutes les longitudes du monde »; ce qui prouve qu'il avait des idées justes en matière de métrologie et qu'il comprenait la vanité de se chamailler i)0ur le choix d'une origine.
Itinéraires sur terre
1". — lis sonl beaucoup plus difficiles à établir que sur mer.
Le procédé usuel est de compter les pas, plus exactement (Vqw déterminer le nombre au moyen d'un podo/iiètre. C'est un levier L maintenu par un ressort R et alourdi à son extrémité; l'instrument a la forme d'une montre cj,u'o« accroche dans son gousset, bien appli-
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quée sur le corps. A chaiiiie oscillation verticale du corps, cest-àdire à cha(|iie pas, le levier desceiul, puis remonte; il actionne un coni[)leur ordinaire à rocltct par l'intermédiaire du ressort /•. Dans le système représenté, on compte, non les pas, mais les distances. Pour cela on commence par régler l'appareil à son pas moyen sur une route étalonnée, au moyen de rexcentri(|uelC(|ui limite lacourhc du levier L à chacjue oscillation, [)ar suite détermine l'avancement de la roue à rochct et la marche du compteur.
Une graduation G en longueurs ^ ' de pas iacilite le réglage.
Le cadran de l'appareil est alors gradué en kilomètres.
Les manuels pour explorateurs conseillent tie porter trois podomètres et de prentire la moyenne des indications! C'est dire qu'il ne faut pas s'y fier. Les quelques essais que j'ai en'eclués ne m'ont
pas enthousiasmé sur la valeur de l'appareil. Je le décris parce que son principe est intéressant [rôle de l'incr/h') et qu'il peut servir comme compteur de tours ou d'oscillations dans nomhre d'expériences de physique.
Je parle de longueur moyenne du pas. J'avoufe ne pas bien comprgnilre le sens de cette moyenne en terrain varié, ce qui est l'ordinaire, un itinéraire étant inutile sur une route nationale. Que peut être la longueur moyenne du pas dans une forêt vierge et, pour ne rien exagérer, dans la brousse quand les herbes sont hautes?
Si l'exploration se fait par voie d'eau, on détermine la vitesse moyenne de l'embarcation; pour plus précise, cette mesure est encore bien vague. Suffisante si l'on descend la rivière, elle devient quasi vaine quand on la remonte. Pour ma part, remontant le ÎS'iger, parti de Bamako pour Kouroussa, je devais arriver en trois jours : j'en mis dix, probablement parce que je ne sus pas réveiller suffisamment mes laptots. Pourtant Dieu sait ce qu'ils me coûtèrent en noix de kola! Nous échouions régulièrement toutes les demi-heures, probaljlement quand ça leur plaisait.
:?". — L'estimation de l'azimut se fait avec une boussole. Le manuel de l'exploration que j'ai sous les yeux, déclare qu'on estimera la direction sur la rose des vents, c'est-à-dire en runibs. Pourquoi diable ne pas l'estimer en degrés?
Le lecteur saura donc que le cercle est, pour les vents, divisé en 32 parties valant chacune 11° 15', ou^ en 64 valant, par suite, y 37'. Partant du nord, allant vers l'ouest, on trouve les aires de vent (§ 91) :
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Je dis cela comme renseignement, mais j'imagine que personne n'utilise plus cette notation, à mettre avec les vieilles lunes.
Le manuel pour explorateur nous apprend comment on procède dans le cas d'un terrain non découvert On tient à la main la boussole et, maintenant l'aiguille sur le zéro du limbe, on estime l'orientation pendant la marche. Qu'on arrive avec un peu d'habitude à démêler la direction générale (sentiment de la direction), c'est ce que nous savons tous, pour peu que nous ayons traversé une forêt hors des sentiers. Qu'il soit plus facile de s'orienter en utilisant les rumbs que les degrés, c'est ce que je n'admets pas. Dans 'JO" il y a 18 fois 5 degrés. N'est-il pas plus simple d'évaluer sa direction à 5" près, c'est-à-dire à une grande division du limbe, que de prendre les 5° 37' qui sont les ultimes divisions de l'aire des vents?
C'est toujours la bonne vieille routine qui reparaît!
Cartes précises
Les procédés dont je viens de parler, ne peuvent fournir que des cartes d'une exactitude très limitée. Pour avoir le canevas d'une carte précise, nous sommes ramenés à une triangulation ou à la détermination directe des coordonnées astronomiques d'un nombre de points suffisants.
i°. — Nous supposons tracées un certain nombre de chaînes de triangles convenablement distribuées à travei's le pays dont nous
voulons dresser la carte. La figure 166 représente schématicpiement pour la France les trois méridiennes de Bayeux, de Paris, de Sedan, et les perpendiculaires d'Amiens, de Paris, de Bourges, de Rodez et des Pyrénées. Ces chaînes forment la triangulation depreiiiirronlrc, d'une précision aussi grande (|ue possible, triangulation qui est à la fois scientifique et pratique (géodésique et géographique).
Elle sert de point d'appui à la triangulation de second ordre, formée de chaînes plus courtes, ellesmêmes composées de triangles plus petits. Les opérations sont identiques pour les doux ordres; seule la précision diffère : on doit aller plus vite à mesure que le travail devient plus considéral)le. On n'a plus de bases à déterminer, puis-
Fig. 106.
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qu'on se rarcorile aux lriaii<^les des chaînes de premier ordre dont par hypothèse les côtés sont connus. L'instrument utilisé est un théodolite porlalil'.
Ija triangulation île Iroisiriuc ordre coiupreiul des triangles encore plus petits dont les sommets sont les points les plus remarf|uables de la région (clochers, tours, sommets de montagne, arbres,...). Pour aller plus vite, on ne mesure que deux angles de chatpie triangle; on trouve le troisième en soustrayant de ileux droits la somme des angles mesurés. Les côtés ne dépassent pas 10 kilomètres.
Ce [)remier travail exécuté, on calcule les coordonnées géographiques de tous les sommets; on trace les méridiens et les parallèles suivant la projection choisie; [)ar interpolation on reporte sur le papier les sommets des ti'iangles.
L'". — On passe alors à la topograpliie proprement dite, l'ar des procédés rapiiles, la triangiilalioii lopograpliiqiie trace des triangles dont les côtés ont moins de '\ kilomètres. Elle utilise le théodolite, mais plus habituellement le graphomètre et la planchette. On exécute en même temps un nivellement à la règle éclimètre.
De plus en plus on utilise les méthodes tachéométriques, donnant les distances par la grandeur des images. A mesure que l'espace à représenter devient plus petit, on se contente de distances mesurées an pas et de levers à vac avec oricnlalion a|)proximalive à la boussole.
11 s'agit ici non plus de science, mais d'utilité publique : la précision est suCfisante quand l'erreur correspond à une épaisseur de trait (dixième de millimètre) sur la carte à la plus grande échelle usuelle. Or à l'échelle de 1 : 10.000, le kilomètre est représenté par 10 cm.; le dixième de millimètre vaut donc un mètre. Une erreur d'un mètre est donc toujours négligeable, puisqu'elle ne correspond sur la carte à rien de pratiquement mesurable. A fortiori quand l'échelle est moindre. Les levés de la Carie de l'état-major (qui est vendue au 50.000° et au 80.000") ont été pris au 40.000° (le kilomètre vaut 2,5 cm.; le dixième de millimètre de la minute vaut donc le 250'' du kilomètre, soit 4 mètres; il vaut S mètres sur la carte de l'état-major usuelle).
Echelles
i". — On appelle éclielle la réduction que subissent les dimensions linéaires en passant du terrain à la carte. On exprime l'échelle sous forme d'une fraction 1 : M, où M est généralement un nombre composé des chifl'res 1, 2, 5, suivis de zéros. On dit alors que l'échelle est décimale.
Cette convention n'a rien d'absolu : par exemple, la carte de l'état-major est à l'échelle de 1:80.000. C'est dire qu'une distance de 80 kilomètres sur le terrain vaut 1 mètre sur la carte, qu'une distance de 800 mètres vaut 1 centimètre, ou qu'inversement un kilomètre de terrain vaut 1""',25 sur la carte. C'est pour éviter ces nom-
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bres fraclionnaires (lu'on choisit ordinaireniont l'échelle <h'-ciinale.
La carte du ministère de rinlérieur (en trois couleurs) est à l'écholle de 1: 100.000. \Ji\ mètre de la carte vaut 100 kilomètres de terrain, un kilomètre de terrain vaut 1 cm. de la carte.
Quand on passe d'une échelle à une échelle a fois plus orande, les surfaces sont multipliées par a- : la carte devient rapidement encombrante et peu portative; il est vrai (|ue sa lisibilité augmente quasiment dans le rapport des surfaces.
2". — On admet que les mesures se font sur la carte au (|unrt de millimètre Indépendamment des erreurs de représentation, il serait du reste injpossiljle de compter sur une approximation plus grande en raison de l'action de l'humidité sur le papier et du gondolage inévitable pour de grandes surfaces.
L'approximation des mesures sur la carte est donc :
Mx0,25 millimètres^ M: 4 millimètres^lM : 4.000 mètres. Pour la carte de l'état-major, par exemple, on a : M =80.000, M: 4.000 = 20 mètres.
L'approximation théorique est donc de 20 mètres.
En pratique, la limite ci-dessus déterminée n'est jamais atteinte. Un objet ayant pour longueur (en mètres) la limite M : 4.000, n'existe pas sur la carte. Quand il est nécessaire de le marquer, on en exagère les dimensions, suivant des conventions systématiques dans bien des cas (routes, rivières, ..).
3". — On classe les cartes suivant les échelles.
Pour les plans et cartes cadastrales, M varie de 1 000 à 5000.
Les cartes topographiques sont dressées à l'échelle de 1: 10.000. Elles sont repi'oduites à des échelles où ^I varie de 20.000 à 100.000,
Pour les cartes d'enseinble, M varie de 200.000 à 1.000.000.
Quand on passe de M= 10.000 à iM = 1.000.000 (a=100), la quantité de papier nécessaire passe de 1 à 10.000.
4". — Les cartes géographiques des allas n'ont généralement pas d'échelle déterminée.
Quand le système de projection conserve les aires, il y a bien une échelle déterminée pour les aires; mais cela ne veut pas dire qu'il existe une échelle déterminée pour les longueurs. Remplaçons par exemj)le les coordonnées .r, t/, [)ar les coordonnées h.r, >/ : />\ les aires restent les mêmes, alors que les figures sont complètement déformées.
Pour qu'en un point d'une carte existe une échelle déterminée, il faut que la représentation soit conforme (les figures sphcri(|ues infiniment petites sont remplacées [)ar des figures semblabh'si. Mais alors l'écdielle varie généralement d'un point à l'autre de la carte. Ainsi dans les cartes marines (projection de Mercator) rèchelle est de la foi-me : 1 : M cos/
où / est la latitude; l'échelle est mininia à l'èquateur.
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A la vérilé, j'ai sous les yeux une carte de France à récliclle de 1 :.'?. 000. OOn (|ui est adublée d'une cciielle; mais elle n'est là ([ue pour fixer les itlces, à moins que ce ne soit pour les fausser. La projection étant coni(iue, les méridiens sont représentés par des lij^ncs droites : est-il nécessaire de montrer que les degrés de longitude ne peuvent être à l'échelle des tlegrés de latitude que sur le parallèle moyen? L'échelle ne vaut qu'au voisinage de ce parallèle.
Signes conventionnels
1". — lia planimétrie est, eu théorie, la réduction fidélc des accidents du sol; mais elle perdrait la meilleure partie de son utilité pratique en se conformant trop étroitement à cette définition : des accidents d'une importance capitale disparaîtraient complètement. Aussi est-on convenu de signes rappelant la nature de l'objet représenté, indépendamment de ses dimensions réelles.
Par exemple, dans la carte aii 1 : 80.000 de l'état-major, les voies ferrées sont représentées uniformément par des traits d'un millimètre : il est cependant clair qu'elles n'ont pas 80 mètres de largeur. Cette exagération de certains détails ne va pas sans la disparition d'autres détails; d'où une modification assez profonde de la réalité et la nécessité de grandes échelles pour certaines opérations.
Les signes coni'en/ioiinels sont donnés sur les marges des cartes. Par exemple, deux lignes croisées figurent un moulin à vent, une roue rappelle un moulin à eau, un petit marteau indique une forge, un bateau repère un bac, ... Un clocher est figuré par un petit cercle centré d'un point si le clocher a servi de sommet dans la triangulation. Des commissions officielles ont codifié les signes topographiques; on en compte encore aujourd'hui plusieurs centaines plus ou moins usités. Au reste, tous les cyclistes et automobilistes connaissent les plus importants.
2". — Je rappelle le sens de quelques termes usuels en topographie :
Carrefour : croisement de deux routes.
Patte (l'oie : division d'une route en plusieurs.
Etoile : point de départ de plusieurs routes.
Ronil-poinl : place circulaire servant de point de départ à plusieurs routes.
Chaussée : roule en remblai dominant le terrain avoisinant.
Le\'ée : chaussée barrant un ruisseau et formant un étang.
Retenue : petite chaussée pour former une chute d'eau.
Tranchée : voie en déblai, encaissée dans le terrain avoisinant.
Passage supérieur : la route franchit une voie ferrée sur un pont.
Passage inférieur : la route passe sous une voie ferrée.
Passage à niveau : la route et la voie ferrée sont de niveau.
A flanc de coteau : la route est en déblai du côté haut, en remblai du côté bas.
Corniche : la route est en haut et au bord d'un escarpement.
Courbes de niveau
1". — L)n appelle coiirhc de nivcnii, sur le terrain, l'intersection du terrain par un plan horizontal. Ciiaque plan horizontal détermine une courbe (|ui est caractérisée par sa cote, distance r, du plan qui la produit au plan horizontal de référence : la courbe de niveau est le lieu des points de même cote.
On trace sur les cartes les images des courbes du faisceau dont les distances sont les multi[)les d'une certaine (luantllé E qui est Véquidislance réelle (fig. 1(>7).
Analytiquement, les courbes de niveau constituent un faisceau :
on trace les courbes du faisceau qui corresjlondent à ï;^E, 2E, 3E, ... «E. Par définition, la pente p est le quotient de la différence de hauteur entre deux points A etB, par le chemin horizontal H correspondant, chemin représenté sur la carte par une longueur // = H:M. Quand on passe du point A d'une courbe de niveau, au point B de la courbe voisine, on monte ou on descend de E mètres. Pour un chemin rectiligne dont la projection horizontale est de H mètres, la pente /> est: ^^tg^^E:H.
a est l'angle que fait le chemin avec l'horizon. 2°. — On appelle équidistance graphique e, le produit de l'équidistance réelle E par l'échelle i : M :
Sur la carte la longueur réelle horizontale est représentée par la longueur //^H:M. D'où la relation :
La pente est donc le quotient de l'équidistance graphique (en mil-
limètres) par la distance // des points A et B sur la carte, distance également évaluée en millimètres.
Généralement on prend c=l mm.: cela signifie qu'aux échelles
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M=1.()()U, 2.000, 10.000, ..., les équidislances réelles sont K — 1, 2, 10, ... iiu'lrcs. Dans le cas oii c est inférieur au niillinièlrc pays quasi plainier), on marque en Irails plus loris les courbes do niveau dites nitii'/rrssrs (|ui correspondent à l'équidistance graplii(|ue de 1 mm. Ainsi pour l'équidislance normale c=l mm. et pour la carte au 1 : .")0.000, rc(|uidislance réelle est ."jO mètres. Pour (' = 0,2 mm., l'équidistance réelle devient 10 mètres, le nombre de courbes tracées est cinq lois plus grand : on trace alors en trait plus Tort une courbe sur cinq.
Les équidistances graphiques usuelles sont autant que possible :
c = l mm. (pays accidentés) E = Mx0,00i mètres;
e = 0"'°',.T (pays ondulés) E=:Mx.0,0005 mètres;
(■ = 0°'°',25 (pays plats) E = M X 0,00025 mètres.
Pour la carte à l : 80.000, on a dans les trois cas :
E = 80 mètres, E = 40 mètres, E = 20 mètres.
Courbes de plus grande pente
i". — La pente est maxima quand II (ou h) est miuima; on se déplace évidemment alors suivant la normale AP commune aux lignes de niveau consécutives. Les courbes de plus grande pente sont donc orthogonales aux courbes de niveau.
Si, à partir du point A, on donne la direction et la longueur de l'élément AP, on définit tout aussi bien la pente que par les lignes de niveau ; la pente est dirigée suivant AP, sa grandeur est inversement proportionnelle à AP. En d'autres termes, une fois choisie l'équidistance graphique c, on lirep ou z de la mesure de h.
2°. II.VCHURES.
Nous trouvons donèdeux modes équivalents de représentation des pentes : ils consistent à tracer les lignes de niveau, ou à tracer des segments de droites normaux à deux lignes de niveau consécutives et ^'arrêtant à ces lignes : ces segments constituent les hac/nires. Rien n'empêche de superposer les deux procédés, c'est-à-dire de tracer à la fois les courbes et les segments normaux à ces courbes. Mais on peut supprimer les courbes quand on emploie les hachures; c'est ce qui a lieu dans la carte de l'élat-major : les courbes sont en blanc, elles ne sont indiquées que par l'intervalle laissé entre les extrémités des hachures, qui ne doivent jamais venir en contact.
Les hachures de deux intervalles consécutifs ne doivent jamais être dans le prolongement les unes des autres, alors même que la pente ne changerait pas; on les alterne. Sans cette précaution, la ligne de niveau disparaîtrait complètement.
DÉFIXITIOX AX.^LYTIQLE DES LIGNES DE NIVEAU ET DE PLUS
r.RANDE PENTE.
Soit: z = f[x,y), (1)
l'équation de la surface. L'axe des r. est supposé vertical.
2ï)G GliOGRAPIIIE MATHÉMATIQUE
Les lignes de niveau sont défiiiies par la condition
r/3 = 0, ^dx-\-^dy = t'.r Oy -^
Les projections des lignes de plus grande pente sur le plan des dij ont donc pour équation :
-^d.y — ^di/ = 0. (3)
Elles sont en effet normales aux courbes (2).
Les lignes de plTis grande pente satisfont aussi à l'équation différentielle de la surface :
dz^%dx^%dy.
La pente p de la ligne de ])lus grande pente qui passe par le point de coordonnées .r, ?/, r., est conséquemment donnée par la formule :
d., jOfy^fDl^
'd.r- + dif \d.i
204. Thalwegs; lignes de faîte ou arêtes. Cols. Promenons-nous sur une courlje de niveau. En cha(|ue ()oint passe
une ligne de plus grande pente qui lui est normale. Par définition, nous traversons une ligne de faîte ou un thalweg quand celte pente devient minima ou maxima.
La ligne défaite (ou arête) et le thalweg (chemin de la vallée) ne sont donc pas des lignes de plus grande pente; dans des cas particuliers seulement ils satisfont simultanément aux deux définitions.
Aux cols aboutissent deux lignes de faîte et deux thalwegs, les lignes de faite alternant avec les thalwegs. 11 ^iste nécessairement aux cols une portion de terrain horizontal plus ou moins étendue.
Diapasor
i°. — La direction et la longueur des hachures se trouvent imposées par ce qui précède : l'espacement et la largeur des traits restent encore arbitraires. Il est naturel de s'en servir de manière que Vaspecl de la carte indique iiniiiédidtcnient, sinon la valeur numérique de la pente, du moins le sens de ses variations et sa grandeur approchée.
Supposons le pays éclairé par des rayons verticaux [lumicrc zcnilhnle) :
Fig. 168. chaque mètre carré de la projec-
tion horizontale en reçoit évidemment une quantité indépendante de la pente. Mais il en renvoie ver-
Fig. 169.
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licalc/iirnt une f[uanlilcc|ui tliiuimic avec celle penle, puisfiue rémission se fail ilaiis la tlirection SO, sous un an<,'le a avec la normale SN qui croît à mesure ([ue sa pente au^Mueule. Un observateur O, placé loin au-dessus du sol, verra donc moyennement en plus somljre les portions de lorrain très en pente; il verra en clair le terrain horizontal.
D'où la convention de représenter les surfaces d'autant plus claires (lu'ellcs sont plus voisines d'être hori/.onlales. :^'Mr;y.T^'J~%^^y'>'''
2". — Reste à choisir une ^ C ^ i loi numéritiuo. , ^vî///<;^
uni([uciii('iit pour lixei "^ les idées, je rappelle qu'î(7i di/fiiseiir oiiholfope obéis- ^ santà laloid(! Lambert ren verrait suivant la verticale une quantité de lumicie proportionnelle à cosz.
Mais ici il ne s'agit que d'une convention : nous sommes libres de choisir la fonction qui nous plait.
On pose la proportion :
noir 3
blanc 2' ' surface totale 'l-\-'6p
Pour des pentes très faibles (inférieures à 1:64) on supprime les hachures. De même pour les pentes supérieures à 1 : on utilise alors le signe escarpement.
Pour la pente 1, on a 3 de noir pour 2 de blanc, ou pour 5 de surface totale.
.')°. — On peut réaliser la convention soit en multipliant le nombre des traits, soit en les forçant. En fait, on utilise simultanément les deux causes de noir, de manière à conserver la vigueur et la clarté de la représentation. On a établi plusieurs diapasons ou modèles graphiques qui indiquent la foi'ce et l'écartement des hachures à, mettre sur une pente donnée; on prend le diapason qui correspond à l'échelle et à la pente, et on reproduit les hachures correspondantes. A chaque diapason correspond une longueur de hachure déterminée. Tout cela, qui est arbitraire, est le résultat de la comparaison d'un grand nombre de dessins dont l'exécution a semblé la meilleure pour le but poursuivi. Personne n'ira mesurer la pente d'après la mesure des aires noircies : on veut seulement faciliter une appréciation immédiate, que la considération des nombres de niveau rend au besoin plus précise.
La figure reproduit une portion de la carte de l'état-major au 1 : 50.000 (§ 115). J'ai tracé quelques courbes de niveau pour montrer
comment sont disposées les hachures par rapport à ces courbes. L'équulistance E est de 10 mètres ; on a donc e = 0'""\2.
On remarquera que les hachures sont* grossies du côté où la pente augmente; par cet artifice on obtient une continuité dans la représentation, impossible sans cela. Parfois on a recours à des hachures supplémentaires.
Les escarpements sont définis par une pente supérieure à l'unité; ils sont figurés par des hachures très serrées, tracées dans le sens de la pente, sans autre règle.
Courbes d'égale pente
1". — Une courbe de pente constante ahcd est telle que ses arcs compris entre les courbes de niveau successives ont une longueur invariable : d'où la manière de les tracer quand on connaît le faisceau des lignes de niveau. A partir du point a imposé comme origine, avec une ouverture de compas invariable, on trace les arcs
éçcaux : ~T T~ ~^
o ab = bc=^ca=:...
On peut toujours trouver une ligne ayant une pente constante aussi petite qu'on veut (pourvu qu'il n'y ait pas de discontinuités, de falaises verticales, ...); on peut toujours en effet se déplacer presque suivant les lignes de niveau. On ne peut pas trouver une ligne ayant une pente constante aussi grande qu'on le désire : l'ouverture de compas à partir du point A doit être supérieure à l'arc AP qui correspond à la ligne de plus grande pente.
2°. — Voici la solution analytique du problème des lignes de pente constante.
Soit ^=/ [x, y), l'équation de la surface, quand l'axe des z est supposé vertical.
La condition de pente yj invariable est :
dz-=p- [dx'- + dy-), ; ^d.v + -^(ll/) =P' '^•'•' + ^'i/';-
D'où une équation différentielle de la forme :
dy.d.r^i ,>, y,p).
Par un point de la surface passent généralement deux lignes de pente déterminée p. Entre deux points A et B existe généralement une ligne directe de pente constante bien déterminée, plus une infinité de lignes dont les pentes constantes varient de l'une à l'autre d'une quantité finie.
Supposons que la surface soit un cône de révolution d'axe vertical. Prenons deux points A et B sur une génératrice. Nous pouvons aller de A à B par cette génératrice, qui est à la fois de pente constante et de plus grande pente. Mais nous pouvons aussi y aller en faisant 1, 2, 3, ... tours autour du cône.
A la ii'mite, le cône devient un cylindre : les lignes de pente constante deviennent des hélices.
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Va\ pralicjue, il est génôralement impossil)le d'alloi' du point A au |)oiiit B en suivant une ligne de pente constante uiii(inc.
On tourne la diffioullé au moyen de hiccls.
Soit/; la pente imposée. On part du point A suivant l'une des lignes L,, L|, de pente /; qui passent par A.
Parvenu au point G, ou (|uitle la ligne L, pour prendre l'autre
ligne L, de pente y^ (|ui passe par C: elle l'ait avec la première un
angle lini.
Parvenu en D, on quitte la ligrte h, pour prendre l'autre ligne L,
de pente /j qui passe par D. Et ainsi de suite.
Non seulement le problème d'aller du point A au point B par une
ligne brisée de pente p arbitraire, devient généralement possible,
mais il est in4éterminé.
Tous les alpinistes savent gravir une montagne sous une pente
donnée en choisissant une infinité d'itinéraires différents i lacets
plus ou moins nombreux , plus ou moins développés). Quand on construit un sentier, une rigole, une route, un chemin de fer, on choisit la solution la plus avantageuse d'après des conditions supplémentaires imposées.
Construction d'un profil. Plans en relief
On donne une carte où
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le nivellement est indiqué par des courbes de niveau (fig. 171). On demande de construire un profil, c'est-à-dire de représenter la coupe du terrain par un plan vertical, plus généralement i)ar un cylindre à génératrice verticale.
Soit, par exemple, à construire le profil du terrain suivant la ligne XX.
Reportons cette ligne sur du papier quadrillé (fig. 172). l^n chaque point élevons des perpendiculaires dont la longueur soit proportionnelle à la cote des points : nous déterminons des points A, B, C, ... qu'il suffit de joindre par un trait continu.
px-"^'^ ^"\b c/
Fig. 172.
La précision est d'autant plus grande que les courbes de niveau sont plus rapprochées. On l'augmente en traçant -au mieux sur la carte des courbes de niveau intermédiaires. C'est par le moyen d'un profil qu'on détermine si un point est vu d'un autre point.
Pour obtenir une carte en relief, on dessine une série de profils parallèles équidistants, sur des carions épais qu'on découpe et qu'on fixe verticalement à des dislances convenables; on remplit les intervalles par du plâtre. On polit ensuite la surface. Si le pays est très accidenté, on prend les profils sur la carte jusle à l'épaisseur des cartons, qu'il suffit alors de découper et de coller les uns sur les autres.
Gravité. Loi de Newton
^'oil■i renonce de la loi de Newton.
LIne niasse punclilbrnie »i attire une autre masse /»' suivant la droite iii/ii' qui les joint (la force est dite centrale), proportionnellement au produit iiu/i' et en raison inverse du carré de la distance.
Posons
On a :
m et ni' sont exprimées en grammes (masse), /■ en centimètres, F en dynes. Le paramètre G est la constanle de la gravilation que nous apprendrons à déterminer. Il nous arrivera de le supprimer dans les formules; le lecteur le rétablira par la pensée.
C'est une partie fondamentale de la loi de la gravitation, que les masses qui s'y trouvent sont précisément celles qui entrent dans les équations de la Dynamique : l'attraction produite, dans des conditions déterminées, par une certaine quantité de matière, est en raison inverse de l'accélération qu'elle prend sous l'action d'une force donnée. Par conséquent, si nous supposons connue la Dynamique et ses lois, la loi de la gravitation ne définit pas les masses; elle énonce une propriété de ces niasses.
Pour la démonstration de la proposition fondamentale : les niasses sont proportionnelh's aux poids, je renvoie à mon Cours de Dijnaniiquc.
2". — L' intensité du citanip eslun vecteur défini en grandeur et direction pour chaque [)oint P de l'espace, tel que son produit par la masse m placée en P donne la force qui s'exerce sur cette masse. L'intensité du champ de la gravité est donc de la nature d'une accélération.
Ce n'est pas une force; mais le lecteur une fois prévenu, pour raccourcir le langage, nous mettrons force à la place à'i?itensité du champ.
Fig. 173.
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Cherchons les composantes du champ créé au point I' de coordonnées .)■, /y, ;, par la masse ///, située au point M, de coordonnées
•»■,' Vr -".•
Le champ est dirigé suivant PM, et a pour grandeur /n/.i-. Ses composantes sont en grandeur et en signe :
Ûz
m , Ûr
Les composantes X, Y, Z sont positives lorsqu'elles sont dirigées
vers les .r, y, z, croissants.
Posons : V=r — ' .
Il est focile de voir qu'on a :
'^~D.r' Oy' ^—dz-
En effet: ,.J = (.r_.r.)^ + (^- j/J^ + (c— ^j^
ilv ~ /■, '
de même pour Y et pour Z.
Par définition Y est le potentiel de la masse /»,.
.3°. — Quand il existe des masses punctiformes en nombre fini (ou par généralisation des masses distribuées d'une manière continue), nous admettons que leurs actions sont indépendantes de l'existence les unes des autres.
Le potentiel, qui est une quantité scalaire, est donc la somme des potentiels resj)ectivement dus à chacune des masses :
suivant les cas. Voici ce que signifient ces deux expressions (lig. 173). Pour obtenir en un point P le potentiel dû à des masses punctiformes 7»,, /»^, ..., situées en des points M,, M,, ..., nous déterminons les distances M,P = /-,, ALP = /-,, ...; nous faisons la somme :
Quand les masses sont continues, nous définissons d'abord une densité de volume p : c'est le coefficient par lequel il faut multiplier l'élément de volume dv pour obtenir l'élément de masse. Puis nous procédons comme plus haut : la somme est remplacée par une intégrale étendue à tous les volumes pour lesquels la densité n'est pas nulle.
''". — On vérifie immédiatement qu'en dehors des masses agis-
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santés, le poliMiliel siilisfait à l'équalion (dite de Laplace) : Î)-V 0-V i>-V
t'.i- t'//- l':.- U suflil de iiionlrer <|iie la foiidioii I : /■ y salislail; il on rësiiltora «lue la somme d'aulant de r|uanlili's 1 : /■ (|ii'(jii voudra y satisfait aussi.
Soit .r, y, z, les coordonnées du point 1'; ~t /,>//, w,, les coordonnées du point M,. Donnons au point P un petit déplacement PP' et déterminons les dérivées partielles de /•, [)ar rapport aux coordonnées .r, //, 3, tlu point P.
On a : /-J^C.r-.r,)^ + (i/-^,)^ + (:; — ^,)N
ri(lr, = {x — .r,) dx + [y — y^, dy + (3 — z) dz; Or, .r — .«-,
Ox \r.J ~ n O.t
'^'■i ll — lh
Or.
dy '•, 1 \}x,
Oz X — .»
Dx'Kr.J— Dx\ r] )~ rr r; Ox'
di- ..r, ' r;
ri On obtient deux expressions symétriques en y et en z. Additionnant, il vient :
ûlATJ^Ô^'-KrJ^Oz^^
Cette équation exprime (voir mon Cours sur les Mcainisiues) que h' flux du vecteur intensité du champ est conscrvatif en dehors des m fisses agissa ntes.
'/». — Il résulte de la proportionnalité des attractions et des masses, quV/ supposer constante l'intensité du cltainp, le point d'application des forces gravitiques est le centre d'inertie ; d'oii le nom de centre de i^ravité qu'on, lui donne parfois. Mais c'est un cas très exceptionnel. Certes on peut toujours réduire à une force et à un couple le système des forces que la gravité exerce sur un corps; on peut même toujours faire passer la force résultante par le centre d'inertie, mais le couple n'est généralement pas nul. C'est pour éviter des idées fausses qu'il est bon de supprimer du langage l'expression centre de grcwité; il n'a généralement pas de sens.
Inversement, les forces gravitiques qu'un corps exerce sur un autre corps, ne peuvent généralement pas être ramenées à une force unique émanant d'un centre ; sous ce rapport, pas plus que sous le premier, l'expression centre de gravité ne se justifie. Dans le seul cas d'une sphère constituée par des couches concentriques homogènes, tout se passe comme si la matière était condensée au centre d'inertie.
Vu la (lislaiico des pianotes au Soleil, on peut les réduire à des points. Ce n'est déjà plus permis pour les planètes et leurs satellites : la forme aplatie de la Terre influe sur le mouvement de la Lune. Ce l'est encore moins quand, dans les expériences analogues à celles de Cavendish [% 222), on calcule l'action de deux corps très voisins.
Équation de Poisson
i". — II s'agit de savoir ce qui ari'ive près des masses agissantes. Tout d'al)ord écartons une diffienUé qui ne manque pas d'arrêter les débutants.
La force est en raison inverse thi carré des dislances; il semble que tout près des masses agissantes elle devienne infinie. Il n'en est rien, /;«/re qu'on ne se rapproche infiniment près que d'une masse infini/lien/ petite. La force a pour expression : pr/c:/-. Assurément rtend ra|iidement vers 0, mais (h s'annule encore j)Ius rapidement. Pour étudier ce qui se passe [)rès des masses agissantes, la méthode la plus simple est fondée sur la considération des angles solides (fig. 174).
Un cône quelconque de sommet O délimite sur la splière S, de centre O et de rayon 1 une aire s qui par définition mesure l'angle solide du cône. Il peut varier de 0 à 4:: ; c'est un nombre, autrement dit ses dimensions sont nulles.
Un cône de sommet O et d'angle solide infiniment petit r/(.) découpe sur la surface S quelconque un élément d'aire (/S.
Soit /■ la distance 0.\; soit a l'angle de la direction moyenne AN' des génératrices du cône avec la normale AN à la surface.
On a évidemment :
, . ilScos y.
(Im^ ^ .
Ceci posé, montrons que le flux de force envoyé par une masse punctiforme m à travers une surface qu'elle voit sous un angle solide infiniment petit r/w, est : nidou
En effet, soitf/S l'élément à travers lequel nous évaluons le flux.
La force est : m:r-; elle est dirigée suivant AN'.
Le flux est : j^^
— dScos-y. = mih.). /■-
2". COROLLAIHES.
a) Le flux étant indépendant de la j)osilion de l'élément dS, on peut parler sans ambiguïté du flux envoyé dans un cône diô : le flux est le même à travers les éléments que découpe le cône sur des surfaces quelconques.
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Cela revient ii dire que le flux est conscrvatif iiors des masses agissantes, ce que nous savons di-jh.
b) Les (lux s'additionnant aigrljriquement (ici arilhnic'lii|uoment), la proposition s'applique à un cône d'angle fini quelconque (.,.
c) Nous pouvons parler sans anihiguïté du flux à travers un contour fermé; c'est le flux envoyé dans le cône qui a pour sommet le point agissant et qui s'appuie sur le contour.
d) A travers une surface fermée quelconque, le flux est :
/»—</(.) = 4r/«, si le point agissant est dans le volume limité par la surface.
<•) Si le point agissant est hors de la surface fermée, le flux total est nul. En effet, considérons le contour apparent de la surface vue du point agissant. Il la sépare en deux portions S, et S,, à travers lesijuelles le (lux est le même &n valeur absolue. Mais dans l'un des cas il entre dans la surface, dans l'autre cas il sort de la surface : la somme est nulle. TS'ous pouvons aflecter d'un signe la face externe et du signe contraire la face interne; la proposition s'énonce en disant que la somme algébrique dos flux est nulle.
/■) La surface fermée est traversée soit deux fois, soit un nombre pair de fois, par une droite émanant du point agissant. Les propositions il et e s'appliquent, quelles que soient les complications de la surface, en considérant comme positifs les flux qui sortent et négatifs les flux qui entrent.
g; S'il existe un nombre quelconque de niasses à l'intérieur de la surface fermée, le flux total est i--/)i.
3". — Exprimons analytiquement les résultats précédents.
Ecrivons que le flux à travers l'élément di' est égal à i- fois la somme des niasses contenues dans l'élément :
— \\di'=zi-fdi\ AV + 4rp=0; p est la densité de volume.
Telle estl'crjiiation de Poisson qui régit les variations du potentiel au voisinage des niasses agissantes.
En définitive, l'intensité du champ de la gravité en un point quelconque P de l'espace dépend d'un potentiel V défini par les équations équivalentes :
v=gI^'. v=g///£^.
Les composantes du champ sont :
ii\ 0\ DY
dv Jij Oz
Pour être un potentiel newtonien, la fonction Y ne peut être
choisie arbitrairement. Ses dérivées secondes satisfont à l'équation :
:^-V d-X 0-\ AV + 4.Gp = 0, ^^ + ^ + -^ + 4.Gp = 0; (1)
p est la densité au point considéré.
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Dans un espace où la densité est négligeable, on a la condition (dite de Laplace) : AV = 0. (1)
Le (lux de force est alors conservatif.
Les équations .;!) sont ce qu'on appelle les i'</i((f/io/is indc finies. par opposition aux éijita/ions de passage ou coiidilions à la sur/ace que nous étudions ci-dessous.
Découverte de la loi de la gravité
Nous allons étudier longuement la loi de la gravitation : je profite de l'occasion pour dire quelques mots de sa découverte, l'histoire de la pomme tombant sur le nez de Newton m'ayant toujours paru la plus stupide des sornettes.
i". — En 1666, quand Newton commence à s'occuper du problème, l'idée que les corps tendent les uns vers les autres n'était pas nouvelle : la loi de la gravitation n'est donc pas venue du ciel miraculeusement sous la figure d'une pomme écrasant le nez de Newton. Fermât, par exemple, pensait qu'un corps toml)e vers le centre de la Terre parce qu'il obéit à la tendance qu'ont les corps à se rapprocher les uns des autres. Hooke fut si près d'énoncer la loi de la gravitation qu'il revendiqua l'honneur de l'avoir découverte.
Ce que j'en dis est non pour diminuer le mérite de Newton, mais pour montrer la continuité qui existe toujours dans la solution de ces grands problèmes.
Newton apporta l'idée fondamentale que les mêmes carises produisent la pesanteur et règlent les niouvemeiits célestes. Si la pesanteur agit à la surface de la Terre, il n'y a pas de raison pour que son action s'arrête brusquement; elle doit agir sur la Lune : c'est le principe de la gravitation lxiveuselle.
2^. — La question une fois posée, la découverte de la loi quantitatii'e était beaucoup plus facile qu'il ne paraît; à vrai dire, elle ne présentait aucune difficulté, puisque les lois de Kepler étaient connues.
Admettons que les orbites des planètes sont circulaires.
Ecrivons que la force centrifuge est équilibrée par l'attraction.
Soit w la vitesse angulaire, /'le rayon de la trajectoire. On a : 7» (0-/-=: /',/•);
/'/•; est la force attractive mutuelle de la planètç et du Soleil.
Soit T la période. La troisième loi de Kepler donne la condition : T-^I,r\ où /.' est une constante.
Mais d'après la définition de la vitesse angulaire, on a :
„ ., ,, . /.,./■ ^--m 1 t.)l=i-; d ou : f r,=^^--m~ = — ~ ;.
C'est la loi en raison inverse du carré de la distance. N'oublions pas que les lois de la Dynamique étaient connues en
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16GG, comme suite tics travaux de (""laliK'e, Descartes et des premiers travaux d'iluygheiis : rinveiilion des liorlojres date de 1057.
Que les forces sont proporlionncllos au produit des niasses, résulte immédiatement de la loi de Kepler. Si /\r) contient en facteur la masse de la planète, il n'y a pas de raison pour (pi'clle ne contienne pas aussi la masse du Soleil.
3°. — Connaissant la forme de la loi, il n'était pas difficile de montrer qu'une sphère homogène ou formée de couches concentriques homogènes agit comme si toute la masse était condensée au centre de la sphère. Partant de lii, on trouve immédiatement une vérification cjuantitative.
Soit en cflet iiii; la gravité à la surface de la Terre, c'est-à-dire à la dislance R de son centre.
A la distance /■, distance de la Lune au centre de la Terre, elle doit être :
mg{R^ :,■'-].
D'oii la relation :
,n,rr = mg-, T- = 4::-^-) -.
Newton connaissait le rapport /■: R = 60; il connaissait la durée T de la révolution sidérale de la Lune. ]Mais s'il connaissait g en fonction de l'unité anglaise de longueur, il ignorait la valeur exacte de R en cette même unité. En 1060, avant les travaux de Picard, le rayon terrestre était fort mal connu. Newton admettait que le degré contient 00 milles anglais, alors qu'il en contient 69,5,
Bref la formule ne se vérifia pas.
Newton ahandonna donc la question; il ne la reprit qu'après que Picard eut donné pour R une valeur plus exacte. En 1(576 (c'est-àdire après les travaux d'Huyghens sur la force centrifuge), avec la nouvelle valeur de R, la formule se vérifia : la théorie de la gravitation universelle avait dorénavant une base sûre.
Comme on le voit, cette histoire n'a pas le moindre merveiileu.x : elle montre Inen comment s'élaborent et s'imposent les théories. Les Newton coordonnentles idées éparses; pour génies qu'ils soient, il leur serait bien impossible de tout créer à partir de rien. Si Kepler n'avait pas énoncé ses lois, si la Dynamique n'avait pas été solidement assise à l'époque de Newton, on ne voit pas d'où ce grand homme aurait tiré la loi qui porte son nom.
Force axifuge. Pesanteur, potentiel de la pesanteur
i". — La pesanteur est la résultante de la gravité et de la force centrifuge (plus exactement axifuge .
Prenons trois axes de coordonnées rectangulaires; posons que la rotation s'effectue autour de l'axe O;. La force centrifuge sur un point A, situé à la distance R de cet axe, est dirigée suivant la plus courte distance du point à l'axe, dans le sens axifuge (et non centri-
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fiige, qui est une appellation tléplorable). Sa grandeur est :
Soit x et ?/ les coordonnées du point A; les composantes de la force centrifuge sont :
X^/ui.r.v, Y = «;(o-,//.
Pour l'équilibrer, c'est-à-dire pour empêcher le corps de s'éloigner de l'axe, il faut exercer sur le corps une force oxipète égale et opposée.
Ici encore nous considérons, non la force, mais l'intensité de champ de cette force. Ses composantes sont : w-.c, w-^.
Elle dérive du potentiel V défini par l'équation :
d\ OV
2°. — Les forces de la gravité dérivent du potentiel :
L'intégration est étendue à toutes les masses agissantes; /■ est la distance de la masse pf/c, au point où l'on calcule le potentiel. La pesanteur admet donc le potentiel total :
autrement dit, l'expression 11 une fois calculée, on a les composantes de la résultante par les formules :
:MV V— ^^^^' v — ^'^W
5°. — Équ.vtion de Laplace complétée.
Le potentiel total est défini par la relation
^^' = ^' + ^ (■^-. + 2/-) , ti ' o ù : A ^^' = A \' -f 2,,.-.
Remplaçant AV par sa valeur, il vient :
AW = — 4rG? + 2co'-.
La force vive se conduit donc comme une densité négative de valeur :
A peu près décuple de celle de l'air, mais 200 fois ]>lus petite que la densité moyenne de l'écorce terrestre, elle ne joue dans les formules de réduction (§ 284) qu'un rôle négligeable.
-'t°. — Voici une remarque intéressante. D'après la forme admise pour W, les surfaces W^ constante, sont indépendantes de la nature du corps soumis à l'inlensilé du champ de la pesanteur.
Voyons ce que cela signifie. Les composantes de la force sont :
D\\ -. 0\y ,. -dw
m A = m -^ — , 7» 1 = m -^ — , m L^= m —^r— . i'-v Oy uz
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Or les dérivées coiiticMuicnl deux termes; dans l'un la masse inlervicnl comme facteur d'alli'aclion, dans l'autre comme facteur d'inertie. Dire f|ue les surfaces de niveau sont indépendantes d(; la nature du corps soumis à l'inlensitô du cliamp, c'est dire (|ue raltraclion newlonicnne dépend de la masse des corps et non de leur nature cliinii(pie ou piiysique.
Démontrer la première proposition sera donc déiuouLrer la seconde (§ 222).
212. Action sur un point extérieur d'une couche sphérique, uniforme, infiniment mince.
Je ra|)pelle quelques propositions dont nous ferons un perpétuel usage.
Soit O le centre d'une couche spliérique uniforme et infiniment mince; soit U son rayon, j la densité superficielle. Evaluons le flux à travers une sphère concentriques de rayon /•. Par raison de symétrie, les lignes de force hors de la couche sont des rayons AB, A'B'...; la force est constante en tous les points de S et normale à S.
Soit F sa valeur, le flux de force a pour expression : 4z/-F.
Il doit être égal à ^^r.'Zin.
D ou : r = — -.
Donc la force exercée en irn point p;„ 175
quelconque par une couche sphérique,
uniforme, infiniment mince, est la même que si toute la masse était condensée au centre de la couche (Newton).
COHOLI.AIIIES.
La proposition s'applique évidemment à une couche d'épaisseur quelconque de densité constante, ou même à une couche d'épaisseur quelconque formée de couches concentriques de densités constantes.
l'évaluons la force à la surface; il faut faire /'^R; d'ailleurs '!£/n = ir..l{-7; d'où : . F = 4z-.
Nous verrons que cette proposition est vraie d'une manière absolument générale v§ 215).
213. Lois d'attraction telles qu'une couche sphérique uniforme attire comme si elle était condensée en son centre.
1". — Soit F p) le potentiel créé par la masse puncliforme unité à la distance p. Calculons le potentiel V créé en un point A par une couche sphérique uniforme de densité superficielle 7.
La zone comprise entre les deux cônes de demi-angles au sommet 0 et 0 +df)^ a pour aire : 2- R-sinO(/0.
Le potentiel V est donc :
GFOGnAPIlIE MA T//ÉMA TIQVF.
On a d'où :
V = 2-R-7 r"F,:isinOr/0 = '^ T" F' iisiiiOr/O. «'o " i «.'o ~' '
p= = R^ -f r- — 2 R /■ cos 0, p.^/p = \\r sin 0 dn ;
L'intégrale doit être prise de B à G, soit entre les limites :
/— R et z+R.
Si F(p) = l : p, on retrouve Y = M :/•.
2'. — Ceci posé, écrivons que tout se passe comme si la matière
était concentrée au point O.
Il faut que le potentiel V soit la somme de deux fonctions ne dépendant respectivement que de /■ et de R. Dans la dérivation par rapport à /• qui donne la force au point A, la fonction du rayon II disparaît.
rig. 176. La fonction de /• est d'ailleurs con-
nue : c'est évidemment F(_/).
Par suite nous avons identiquement :
/'^"F(p1pf/p = ^(/' + R) — i(/' — R)=R/-[F(r) + F,(R)].
Dérivons deux fois par rapport à /■, ensuite par rapport à R. Appelons 'V et 6" les dérivées par rapport à la variable /■ + R ou /• — R, suivant le cas. Il vient :
rc + R)-^
II- (II
' + R'7nT7-
d[\ ' "■ dW Egalons membre à membre et divisons par R/- :
2d¥ ^ d'-¥ 2dF, , d'-V\ r , . r
puisque les deux membres de la première de ces écjuations ne dépendent respectivement que d'une des variables /• ou R. Pour satisfaire à cette condition, on doit poser :
dr'
La loi en raison inverse du carré de la distance est donc la seule pour laquelle l'attraction diminue avec la distance, et i)Our laquelle une couche sphérique uniforme attire comme si elle était concentrée en son centre.
3". — Dans le cas d'une attraction proportionnelle à la distance, tout se passe comme si la masse M était condensée an ri'nirc d'Inei-tic, et cela quelle que soit sa distribitlion.
Cr D
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Soil CMi ciVol !■ ? =?% le potcMilicl créé par une masse puncliformc, Trouons le centre d'inertie du corps alliranl pour origine des coordonnées. Appelons ;, r„ :, les coortlonnées [d'un point M attirant, .( , //, r, celles du point A attiré. Le potentiel total a pour expression :
= -Mr-+ f f j'iVchi, —2.1 f f f -zth» — 2i/ f f f r.diii — 'Iz. j j j Ijliu.
Mais rorigiiie étant centre d'inertie, les trois derniers termes sont nuls :
V = M/-+ \ \ (w-dm.
L'intégrale que renferme cette expression ne dépendant pas de /■, raction sur le point attiré ne dépend que de M/-.
Tout se passe bien comme si la niasse entière"était condensée au centre d'inertie.
Dans le cas d'une couche spliérique, on a : V=:M,R^ + /■-;.
214. Action sur un point intérieur d'une couche sphérique, uniforme, infiniment mince.
i», _ Soit A un point quelconque (fig. 177). Menons le diamètre AO et le plan PQ normal à ce diamètre. Traçons deux cônes infiniment petits opposés par le sommet A et d'angle solide f/w : ils découpent sur la couche deux éléments ^/S et dS\ faisant avec les généra- Irives le nu'iiie angle -j.. Leurs charges agissent en sens contraires suivant la même direction.
Les forces qu'ils exercent sont proportionnelles à :
/■- sina' '■' sin:c'
elles sont donc égales : Les actions des éléments considérés s'équilibrent.
Sans rien négliger, nous pouvons décomposer la surface sphérique en groupes de deux éléments dont les eflets se détruisent. Pour chaque N[| groiiipe, les éléments sont de part et d'autre du plan PQ. Donc l'action totale de la couche sphérique en tout point intérieur est nulle.
2". — Réciproquement, parmi toutes les lois fonction de la distance, la loi en raison inverse du carré est la seule pour laquelle l'action d'une couche sphérique et uniforme est nulle en tout point intérieur.
En effet, soit :.r):r- la loi d'action en fonction de la distance.
Fig. i:
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Si ç'r) est constant, la force est nulle sur tout point intérieur.
Supposons donc que yV) ne soit pas constant : nous pourrons toujours trouver deux limites /•, et /•, entre lesquelles ^(z) varie dans le même sens, croisse par exemple : r/j:f/r>-0.
Traçons une sphère de diamètre i\ + i\, et considérons le point A tel que: m = r, ÂN = r,.
Pour les deux cônes opposés par le sommet, les forces sont :
dS'.(f{r') du
sina /• - sinot
Puisque /■ est plus grand que r' et que
d:}:dr>0, on a : F>F'.
Cette conclusion vaut pour un groupe quelconque d'éléments dS, dS', pris de part et d'autre du j)lan PQ. Comme celte division en groupes ne néglige aucune partie de la surface sphérique, l'action totale de cette surface ne peut être nulle au point A.
Donc si l'action est nulle, z{i-j est constant. C. Q. F. D.
215. Discontinuité de la force au passage à travers une couche de densité -.
1°. — L'action d'un plan S indéfini, recouvert d'une couche uniforme de densité superficielle c?, est attractive, normale au plan, indépendante de la distance du point agi A et égale à 27:j.
La densité superficielle 5 est le coefficient de l'élément d'aire dS dans l'expression de la masse f//» = «^S, qui recouvre cet élément.
Du point agi A abaissons la perpendiculaire AO sur le plan. Avec la trace O comme centre, décrivons dans le plan deux cercles de rayons /■ et /• + dr. Soit 0 l'angle avec AO des droites de longueur p qui joignent le point A aux points milieux de la couronne ainsi formée. La résultante des forces qu'exercent les éléments de la couronne sur le point A, est évidemment dirigée suivant la normale AO.
Son expression est par suite :
dF:
cosO = 27:7sin0.c/0 = — 2-jf/(cosO).
L'action de la plaque de centre 0 et de rayon /• est donc :
Pour le plan indéfini, il faut poser :
e = -:2; d'où : F = 2-7.
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2". — CoKOI-LAIRES.
a) Quand on traverse une couche dont la densité superficielle est jau point (le traversée, la force subit une discontinuité normale égale à 4z-.
Voici ce que cela signifie. Prenons deux points A et B extrêmement voisins de la couche, situés de part et d'autre sur une même normale à la couche (pour faciliter le dessin, on les a placés l'un sous l'autre). La force en ces points est représentée par deux vecteurs dont la différence géométrique est un vecteur normal à la couche, et de longueur ^-a.
En effet, en A comme en B, la force exercée par la couche est attractive et égale à 2t.7. Quand on passe de A en B, cette force tourne brusquement de 180"; la variation ^^^ est donc un vecteur égal à 4zj. "^^^
Peu importe que la densité soit uniforme ou non : puisque les points A et B sont infiniment voisins delà surface, toutse passe comme si la couche était uniforme et d'une densité égale à celle qui correspond au point de traversée.
b) Quand d'un côté de la couche la force est nulle; de l'autre côté et sur la surface même, elle est normale à la surface et égale à 4-j. C'est un théorème constamment employé en Electricité statique.
3°. — Dans les questions qui nous occupent, la densité superficielle n'intervient jamais à proprement parler; en effet, la densité de volume ? étant toujours finie, la densité superficielle 7 est toujours infiniment petite. Nous la trouverons cependant explicitement dans la théorie de la condensation d'Ilelmert. En tout cas, le théorème précédent rend quasi intuitive la démonstration des conditions à la surface. Elles se présentent d'une manière un peu différente qu'en Electricité statique, précisément à cause de la continuité de la densité solide p; dans les attractions newtoniennes n'existent pas les couches minces de densités ; finies que nous rencontrons en Electricité slatiqiœ.
Conditions à la surface
L'espace est divisé en deux parties par une surface de discontinuité pour les densités qui passe par le point P (fig. 180;. A gauche de la surface la densité est ?, ; à droite elle est p^. La surface est courbe; mais comme je considère ce qui se passe au voisinage du point P, je la remplace par le plan tangent T; la normale PN en P a pour cosinus directeurs x, 3, Y- Les densités p, et p^ sont des fonctions des coordonnées; mais dans ce qui suit, p, et p, représenteront les valeurs de ces fonctions au voisinage du point P.
La composante de la force suivant O.r en A est (OV : Dx]^ ; en B elle est {d\ : dx\.
Fig. 179.
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1". — ^■ovons coinincnl elle varie lorsque A se déplace de dx et
vieat en A'. Menons par A et A' des plans parallèles à T; la distance de ces plans est xdx.
Le point A passe d'un côté à l'autre d'une couche d'épaisseur ar/.r et de densité superficielle 7^p^3.d.r. D'où une variation de la force due aux masses voisines représentée par lin vecteur dirigé dans la direction PN, vers la gauche, et de grandeur : 4za?,(Zj^'.
La composante de ce vecteur suivant O.r est 'i-z-.^, '/r.
D'où la condition :
Variation de
~)=—i-y:-?,d.v + }^ldjc. (i)
De même quand le point B passe en B', nous aurons :
Fig-. 180.
Variation de
■4-a^v^x^- Mdx.
La (juantité Mr/.r, qui est la niênie pour les points A et B suffisamment voisins de T, tient compte de l'action des masses éloignées, tandis que les premiers termes mesurent les actions des masses voisines.
Retranchant (2) de (1), il vient la première condition de passage :
.dx'), \dx\ .
= — 47ra^ (p, — pj.
Il en existe évidemment deux autres symétriques en y 6t :;.
2". — La figure 181 explique le sens de la formule. Soit ?i>?2- Quand on traverse le plan ijOz de gauche à droite, la densité diminue. Donc la
y///A//Ai////////y
fl>p2
lig. 181.
force croît moins vite ou décroît plus vite à gauche du plan yQz qu'à droite de ce plan. Elle est représentée par les ordonnées de deux droites qui se rencontrent en un point anguleux sur le plan_yOr.. La force est continue, sa variation est discontinue.
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Pour fixer ses idées le lerloiir cUidiera l'allraction par une plariue d'épaisseur a liiiiilée par deux plans parallèles indélinis.
Do pari el d'autre de la pla(|uo l'allraclion est constante.
Elle varie linéairement dans la plaque.
Les axes étant disposés comme dans la ligure 181, la force attractive par suite négative à droite do la plaque) est :
La force dans la plaque est :
A mesure qu'on se déplace vers les .r négatifs, la force croit en valeur absolue. Elle redevient constante et de valeur 2-sa elle est dirigée vers les .f croissants) pour .r= — a. On a bien pour .r = 0 :
Le lecteur se reportera à la figure 181 en bas. Il mettra horizontalement la droite inclinée qui est à droite de O: (.r positifs).
.r. — Déplaçons le point A parallèlement à l'axe 0^ de la longueur f//y. II vient en A" et traverse une couche de densité ?,, de faces parallèles à T et d'épaisseur ■:.dt/. D'où une variation de la force due aux masses voisines représentée par un vecteur dirigé suivant PN, vers la gauche et de grandeur 4-,'::////.
La composante de ce vecteur suivant O.v est 4r2,iî,f/_(/.
D'où la condition :
Variation de (-^ j = — ''i--j.y^^<li/ + N^/^.
De même pour le point B.
Retranchant les équations, il reste la seconde condition de passage :
= — 4;;:<2fp.— p.V
Il en existe évidemment deux autres symétriques en i/z et z.r.
Surfaces de niveau du potentiel total W (pesanteur
i". — Par définition, la direction de la pesanteur ou du fil à plomb est normale aux surfaces de niveau de la pesanteur (W = constante) en tous leurs points.
Autrement dit, les trajectoires orthogonales du faisceau des surfaces \V = constante (lignes de force sont en chacun de leurs points tangentes à la direction du fil à plomb en ce point. Rien n'empêche de les tracer point par point, au moins en dehors des niasses agissantes. Voici la marche de l'opération.
En un point A on détermine la direction du fil à plomb; on se déplace sur cette direction d'une longueur petite, on parvient ainsi
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au point B. On détermine la nouvelle direclion du 111 à plomb;... et ainsi de suite.
Est-il nécessaire de ilire que celte expérience est fictive?
Les surlaces de niveau de cotes diflerentes ne peuvent se couper qu'en un point d'équilibre. En effet, aux points d'intersection, s'ils existent, la direction de la force est multiple, ce qui implique que la force soit nulle.
2°. — Chaque surface est caractérisée par sa cote. 11 est naturel de prendre pour différence des cotes de deux surfaces, le travail nécessaire pour faire passer de l'une à l'autre une certaine masse (le kilogramme masse pour préciser). Désignons par l le chemin compté sur la ligne de force quand on passe de la surface 1 à la surface 2.
Le travail correspondant a pour expression :
g est la valeur moyenne de l'accélération de la pesanteur [intensitc du ditimp] entre les surfaces 1 et 2.
Pour un travail donné, la distance de deux surfaces voisines est donc en raison inverse de l'intensité du champ de la pesanteur.
Comme cette intensité est mesurable, la distance des surfaces l'est également.
Connaissant la dénivellation verticale en mètres, connaissant l'accélération de la pesanteur g, nous connaissons la variation de cote Ig.
2°. — Pour faciliter les calculs et en raison de la quasi identité de ^ en tous les lieux accessibles, introduisons un facteur numérique dans l'expression de la cote dont la définition numérique est arbitraire. Ecrivons : f- l u-<r\
g^ est l'accélération en un point arbitrairement choisi. Nous avons : Z^l^z=l{ i -\-^^^^ \.
La variation de cote quand on se déplace de la longueur / sur une verticale, est maintenant égale au déplacement, plus une correction (positive ou négative) obtenue en multipliant le déplacement par la diiférence relative des pesanteurs dans le lieu où l'on se trouve et dans le lieu pris comme terme de comparaison.
Par exemple, une dénivellation l correspond à un moindre travail à l'équateur où la pesanteur est moindre et les surfaces de niveau plus écartées, qu'au pôle oii la pesanteur est plus grande et les surfaces plus rapprochées.
Soit g^ l'accélération en un certain point du parallèle l.")", soit g l'accélération à l'équateur; on a g<ig^.
La correction {g — go) 'go ^st négative à l'équateur: la variation de cote est plus petite que le déplacement.
Elle serait plus grande au pôle
Tout cela est très simple, nullement hypothétique, [)ari'ailement
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rigoureux, mais exige [)our l'applicalion qu'on possède un très grand nombre de déterminations de la pesanteur. Ne les possédant pas, on admet une loi approchée pour représenter ses variations. Le calcul des cotes dynamiques à partir des dénivellations ne résulte plus alors d'une mesure directe; elle repose sur une hypothèse (jui naturellement ne tient pas compte tles variations locales de la direction et lie riiilciisité de la pesanlcnir.
Etude des surfaces de niveau au voisinage d'un point
1". — Prenons pour axes la verticale dirigée vers le haut et deux droites rectangulaires ([uelconques O.r, 0.y, dans le plan horizontal.
Ciierchons au point 0 l'expression des rayons de courbures Hj., H„, des sections de la surface équipotentielle
^^'=: Constante, déterminées par les plans .i- O;, yOz.
Sur la surface équipotentielle, on a :
- d.r 4- -:s— dy + -^r— <•'; :
Ar ' ^ dij "•^ ' Ûz La courbe d'intersection par le plan .rOr. satisfait donc à la rela-
tion
' ^ ' Ox ' dz ~ ' d.v~ Ox ' dz '
La tangente de cetle courbe à l'origine étant l'axe O.r, la cour- Ijure a pour expression :
1 _ c> 3 _ D'\V . 0\y _ 1 D'\Y R^'^O.i-'^ O.r' ' Oz ~ g Ox''
En effet le terme qui, clans la dérivation par rapport à x, aurait t)W: dx au numérateur, est nul, puisqu'au point O, OW : dx^^O.
U ou les lormules : 7r-= ^r-ri -Fr = :=r~r-
rij S' •••'■ R./ {,' «■'.'/"
La position des centres de courbure corresi)ondanls se détermine
sans ambiguïté.
2". — Soit R, et R, les rayons de courinire principaux. On a [Matli.
Ge«..à4o4): _ + _ = _- (^^^ + ^ )=- +_ .
Soit : l'angle que fait la section principale 1 avec O.r; on a : 1 COS-9 sin-: 1 sin'3 COS-;
r;'^~r7"'"r7' R;~~R7^~Rr"
Retranchant membre à membre :
K, \\, cos2s\R^ R„' ^^ cos 2ç V :'^.«- ^V /
Calculons l'angle s. Ilest donné par l'équation [Malh. Gén., § 458) :
• 5tg'-. + (/- — rtg.— 5 = U, tg2ç = -^,
:>. 0\Y D\Y Dz D\Y DW
Mais on a : t- = t— : ^s — , t- == ï — '—r—-
i'.v i'x Vz Vij i'ij i'z
Différentions et tenons compte des conditions à l'origine :
La connaissance des dérivées secondes de la fonction W = Constante, fournit donc les courbures et la position des sections principales; ce qui était sur a priori.
219. "Variations de la pesanteur au voisinage d'un point. Au point 0, on a :
Ox — Oy ' ^~ dz ■ dg2^0'-\\ %_il!^ Og_d-\\ Ox~OzOx' d!j~î)zO>j' Dz~ Oz-- Au point 0 la pesanteur est dirigée suivant ();. Mais si l'on se déplace de dz suivant O:;, les composantes de la pesanteur suivant Ox eiOy cessent d'être nulles; elles deviennent :
dxoz «-'.y- "•
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d'où une composante parallèle au plan .rOy égale à :
La valeur tolivic de la pesanteur n'a pas sensiblement changé; mais elle s'est inclinée sur le plan xOy du petit angle £ : sinc = £^(/P:^^.
Cela revient à dire que le rayon de courbure de la ligne de force au point () est :
Déterminons le plan osculateur de la ligne de force. C'est le plan qui contient la composante (1). On a donc :
Il est important de remarquer que les propositions de ce paragraphe et du précédent ne sont qu'une traduction des théorèmes mathématiques classiques. Les notions mécaniques' n'y interviennent pas.
Continuité de la pesanteur
1". — La clcnsilé de volume étant partout finie et positive, on démontre que le potentiel et ses dérivées premières varient toujours d'une manière continue. Les surfaces de niveau ne présentent donc de discontinuités ni pour leurs ordonnées ni pour leurs plans tangents; il n'existe ni changement brusque dans les altitudes, ni arêtes, ni points anguleux. La pesanteur est donc toujours définie sans ambiguïté en grandeur et direction; nulle part elle ne varie brusquement de grandeur ni de direction.
Mais il existe des discontinuités pour les dérivées secondes quand une surface de niveau passe d'un milieu à un milieu dont la densité est différente. C'est ce qu'expriment les équations de passage du § 21G combinées avec les propositions démontrées aux §^ 215 et 219.
2". — Pour fixer les idées, supposons que le plan ijOz sépare deux milieux à droite de densité nulle, à gauche de densité ;.
Par hypothèse, au point O la pesanteur est dirigée suivant 0:;.
En vertu de la formule donnant Pi^, la condition de passage apprend que la variation de la courbure au point O est égale à 4zpG:^.
Voyons dans quel sens elle se produit.
Supposons d'abord que la densité reste constante et égale à 0. La composante de la pesanteur suivant O.r varie de la même manière de part et d'autre de 0:; : d'où résulte une courbure sans discontinuité Tig. 18.S). Au point A il faut ajouter dans un certain sens un vecteur c horizontal; au point O, il ne faut rien ajouter.
Au point B, tel que OA:^BO, il faut ajouter ce vecteur v en sens contraire.
Bensifé a Densité 0
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Supposons maintenant que la densité devienne p à gauche de Oz. De la traversée de couches plus denses, résulte l'addition d'un vecteur croissant à mesure qu'on se déplace vers la gauche; il s'ajoute à la précédente variation uniforme. D'où une courbure plus accentuée à l'intérieur du massif. Soit R„ le rayon de courbure dans l'air, R,„ le rayon de courbure dans le massif : on a :
1 1 _4iTpG H„. R„~ g ■ 5°. — Pour obtenir l'ordre de gi-andeur de cette quantité, évaluons g en supposant la terre sphérique, de rayon R et de densité uniforme p,„. Appliquons le théorème de Newton : l'atttaction d'une sphère
Fig. 183 et 184.
est la. même que si toute la masse est concentrée au centre.
On a donc
D'oii :
^3.Rp„,G.
Posons que la densité du massif est moitié de la densité moyenne de la Terre :
Rm~Ra"^2R'
En particulier si le rayon de courbure dans l'air est égal'au rayon
terrastre, il reste : 15 2R
Constante de la gravitation
Le § 208 contient l'énoncé de la loi île la gravitation : La force centrale qui s'exerce entre deux niasses m, m', situées L'une de l'autre à la distance p, est :
ni, m\ sont exprimées en grammes (masse), /• en centimètres, F en dynes; G est un paramètre appelé constante de la grcu'itation.
Sa détermination revient à la mesure de la densité moyenne de la Terre.
Assimilons en effet la Terre à une sphère composée de couches concentriques homogènes : elle attire un point extérieur comme si toute sa masse M était condensée en son centre. Soit A, M, R, la densité moyenne, la masse totale et le rayon terrestre; soit g- l'intensité du champ de la pesanteur à la surface. On a :
M = 3.R'.A, ..=i^ = |:GAR;
^ et R sont connus. La mesure de G fournira donc la densité moyenne A, par conséquent la masse totale J\L
D'après la définition du mètre, très approximativement réalisée (§ 148', nous avons :
AG
D'après la valeur de g^ on a :
GA = 36,79.10-». Newton avait deviné que la densité moyenne terrestre était comprise entre 5 et 6. Anticipons sur le résultat des expériences décrites plus loin. On a trouvé :
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Cela veut dire que deux sphères au contact, d'un centimètre de diamt'tre, dont les centres sont par conséquent à 1 centinuHre de distance, ayant chacune la masse d'un gramme, s'attirent avec une force de (),()5.10~' dynes. Si elles sont en un métal de densité 20 (l'or a une densité voisine), l'attraction sera : 1,33.10"'' dynes, soit de l'ordre du millionième de dyne.
Ce calcul montre la petitesse des quantités à mesurer.
La grande dilticulté est cependant moins d'observer des forces aussi petites que d'éviter les actions perturbatrices de toutes natures.
Pour nous rapprocher des nombres relatifs à une expérience réelle (Cornu), calculons l'attraction d'une masse sphérique pesant 12 kilos sur une masse sphéri((ue pesant 100 grammes, les centres des deux sphères étant à 10 cm. l'un de l'autre.
L'attraction est ien dynes) :
6,65xl2.10^xiœ _ _ .,, , ^ ,^_
= 79,8. 10-^ = 8.10^' environ,
soit à peu près un millième de milligramme.
Comme nous le verrons, la méthode utilisée quadruple cette quantité : c'est donc 1 : 2,50 de milligramme qu'il faut peser.
Dans les expériences les plus récentes (Boys), on mesure des quantités encore plus petites.
Expériences de Cavendish
Le principe de ces expériences est d'une extrême simplicité. Je décris les appareils sans m'occuper de l'ordre historique ni de l'apport de celui-ci ou de celui-là : le lecteur connaît mon opinion sur l'intérêt de dire que A ou B est l'auteur de tel ou tel perfectionnement. J'ai mieux à faire (ju'à me casser la tête pour tenir la balance exacte entre les prétentions posthumes de A ou de B. L'expérience porte le nom de Cavendish : va pour Cavendish : c'est un numéro de catalogue. Mais que le lecteur se rassure : j'ai sur ma table tous les mémoires importants qui traitent de la question : en cela je diffère de mes confrètes fabricants de Cours de Physique. Ils mettent des noms et des références..., mais ne lisent pas les mémoires : c'est plus vite fait.
1". — Au début (1798) l'appareil se composait d'un fléau EE supporté par un fil très fin PQR et portant suspendues à ses extrémités deux balles métalliques b, ..
Pour fixer les idées, posons 2Z=:EE = 2 mètres, PR=1 mètre. Les balles />, h pesaient chacune 77? = 730 grammes.
Sous l'influence tle l'élasticité du fil (qui produit un couple proportionnel à l'angle de torsion), le système oscille pendulairement autour d'une certaine position d'équilibre. On la détermine au moyen de la méthode de Poggendorff, en utilisant une lunette, une échelle et le miroir JL Soit /;,, «,, n^, les traits de l'échelle qui coïncident avec le réticule pour trois élongations successives; le trait n
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qui correspond ;i la position d'é(|iiilibre, est évidemment donné par la formule (lig. IS."), en haut et à gauche; :
On observe bien entendu une série d'élongations; le nomlirc n
obtenu doit rester le même quelles que soient les trois élongations successives utilisées.
Soit G le couple produit par le fil pour la torsion d'un radian ; soit T la durée d'oscillation ; soit enfin I le moment d'inertie du système par rapport à l'axe du fil. On a :
Pour mesurer le moment d'inertie I, on supprime les balles, on ne laisse que le fléau : on détermine la nouvelle durée d'oscillation T';
on a : G = r;pï". (2)
D'autre part on a sensiblement :
Des trois équations i^l), (2), (3), on tire aisément I et G.
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En définilive dans ce qui précède nous ne faisons (jue l'étude d'un système oscillant autour d'un axe vertical, sous l'influence de l'élasticité de torsion d'un fil métalli((ue.
?°. — Voici maintenant la partie neuve de ra[)pareil.
Plaçons en A, A deux sphères pesantes (boules de plomb de 30 cm. de diamètre environ, pesant 158 kilos chacune).
Elles attirent les balles ^, b : d'où une rotation du fléau dans le sens de la flèche, et une position d'équilibre que nous déterminons.
Transportons les balles en B, B dans des positions symétriques; l'attraction est de sens inverse.
Déterminons la nouvelle position d'équilibre.
La diff"ércnce des azimuts d'équilibre (évaluée en radian) mesure le double de l'attraction des grosses balles sur les petites dans les conditions de l'expérience, c'est-à-dire pour une distance connue des centres des sphères.
Le principe de la méthode est donc d'une extrême simplicité : toute la dilTiculté réside dans l'application, en particulier dans l'obtention d'une grande stajjilité et la suppression des courants d'air.
3". — Voici d'abord un important perl'ectionnement à la technique originale. Au lieu de déplacer de grosses balles de plomb, ce qui amène des secousses, on utilise quatre sphères creuses de fonte ou de fer qu'on remplit alternativement de mercure, deux par deux en diagonale.
Mais si les secousses sont à éviter, les courants d'air le sont encore bien davantage. En efl"et, pour que les positions d'équilibre soient déterminables, il faut que les oscillations soient régulières. D'autre part, les forces à mesurer sont extraordinairement petites : d'oi'i résulte que la durée d'oscillation est énorme.
En fait, les durées d'oscillation qui atteignaient 900 secondes dans les expériences de Cavendish, ont bien décru à mesure que la méthode se perfectionnait (400 secondes dans les expériences de Cornu et Baille, 200 secondes dans celles de Boys); mais elles restent considérables. Si dans l'intervalle de plusieurs minutes ou dizaines de minutes, le moindre courant d'air change la régularité de l'oscillation, la position d'équilibre et la période sont mal déterminées.
Cavendish lui-même déclare que les courants d'air sont le principal écueil de ces expériences. L'appareil doit être installé dans une cave et enveloppé d'une double enceinte, la première le contenant en entier; la seconde est une caisse haute et étroite, isolant le fléau, les balles b et le fil, et ne laissant que juste les trous nécessaires pour la lecture des azimuts. Cavendish se servait de lunettes visant des graduations sur ivoire fixées aux extrémités du levier EE.
On opère la nuit.
Quand on employaitdes périodes de l'ordre de 15 minutes (1)00 secondes,, les expériences n'en finissaient pas. Pour aller plus vite, Bailv et lleich profitaient de l'instant oii le fléau est à l'une des extré-
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init<"s (le roscillatiou, pour clianger les grosses houles de place; dans la mesure de la i)osilioii d'é(|uilil)re et de la période, la inême éloiii;atioa est alors ulilisro roiunie la dernière d'une série et la première de la série suivante. L'artifice est légitime, pourvu (|uc le dé|)lacement des lioulcs soit assez rapide et qu'il ne iiiodi/ir rien dans le si/siènii-, xi ce n'es! le champ de la pesanteur : l'expérience a montré c|ue les physiciens cités doivent en partie l'incorrection de leur résultat aux secousses imprimées à l'appareil par le déplacement des grosses houles : l'élongation qu'ils prenaient pour lin de la série, était correcte; elle ne l'était plus pour déhut de la série siiivante.
4°. — Dans la mesure de couples aussi petits, les fils eux-mêmes causent du déhoire par leurs propriétés réactives. Cornu utilisait du fil d'argent recuit; ce qui d'ahord parait singulier, puisque le fil d'argent est mou et qu'il atteint sa limite d'élasticité pour une torsion relativement faihle. Mais au moins est-il à peu près dépourvu de réaclivité (Voir mon Cours d'Elasticité) : la position d'é(iuilibre est stable; tandis que pour un fil écroui elle varie considérablement, par exemple sous l'induence de la moindre variation de température.
223. Influence des dimensions de l'appareil sur la précision des mesures.
Cavendish, Baily, Reich, Cornu, Raille, ... ont fait et repris ces expériences en ne modifiant que peu la technique; les perfectionnements ne sont pas essentiels. Il est clair, par exemple, que remplacer la mesure du temps avec un compte-seconde ou une horloge, par l'inscription de ce tenij^s, ne change pas grand'chose à la précision.
Après une discussion très serrée, Boys a complètement transformé l'appareil. J'insiste, parce que c'est un bon exemple de ce qu'on doit faire quand on institue ou reprend des expériences.
1°. — Pour les raisons qu'on a vues, une durée d'oscillation supérieure à quelques centaines de secondes est inadmissible; il est même avantageux de se limiter à 200 secondes par exemple.
Donnons donc la durée d'oscillation.
D'après la formule : T = 2îr y ^i,
le rapport 1 : C est imposé.
Yovons ce qui résulte alors du remplacement d'un appareil par un appareil a fois plus grand, les densités des corps qui s'attirent restant les mêmes.
Les masses sont multipliées par a^; le moment d'inertie de l'oscillateur est multiplié par a\
D'autre part, les attractions sont multipliées par :
Situées a fois plus loin de l'axe, elles produisent un couple a' fois plus grand.
Mais pour que I : G conserve la même valeur, le couple de torsion du fil est multiplié lui-même par a'; consn/uc/iiineut la dcvidlion, par suite la sensibilité de l'appareil restent les mêmes.
On n'aurait donc aucun intérêt à réduire les dimensions de l'appareil, s'il devait nécessairement rester semblable à lui-même : mais c'est précisément ce qui n'a pas lieu, comme nous le montrerons an paragraphe suivant.
i"". — Pour considérer d'abord un détail, nous supposons que, dans le changement des dimensions, les densités sont conservées. Or il est avantageux d'utiliser des métaux lourds; d'autre part, en raison de son prix, s'il est possible d'exécuter en or de petites balles, il ne l'est pas d'employer ce métal pour des balles plus grosses : d'oii, toutes choses égales d'ailleurs, une augmentation de sensibilité pour l'appareil de petites dimensions.
A la vérité, sur un appareil très petit, les mesures de longueur sont plus délicates : il existe donc certainement une grandeur optima au-dessous de laquelle il ne faut pas descendre.
Enfin tous nos raisonnements sont subordonnés à la réalisation d'un fil de torsion assez fin; mais Boys en obtient eji quartz d'assez longs, d'assez ténus et d'assez solides pour n'éprouver de ce côté aucune difficulté insurmontable.
3°. — Arrivons à l'un des points essentiels de la discussion.
Nous savons que la principale difficulté des expériences est d'éviter les courants d'air : sous ce rapport les petits appareils sont-ils avantageux?
L'affirmative semble d'abord incontestable : il est possible de mieux garantir le petit appareil contre les variations extérieures de température; d'autre part, les frottements sur les parois y amortissent plus rapidement les courants de convection, s'il s'en produit.
Mais le problème est singulièrement modifié par la condition posée que I : G demeure invariable, condition qui revient à écrire que G varie comme la cinquième puissance des dimensions. II faut non seulement que les courants d'air soient moindres dans le petit appareil, mais que leurs efl'ets sur l'oscillateur varient au moins comme a'.
Boys montre qu'il en est ainsi quand on admet que les variations accidentelles de température sont proportionnelles aux dimensions de l'appareil, auquel cas les courants d'air sont également gênants, quelles que soient les dimensions. Je n'insiste pas sur de raisonnement qui me forcerait à des explications sur la viscosité déplacées en cet endroit.
Ainsi sous le rapport des courants d'air on ne gagne pas à réduire l'appareil.
Conclusion : il n'y a certainement aucun inconvénient à réduire notablement les dimensions du fléau, fort au-dessous des 2 mètres
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lie Cavcntlisli et des HO <in. de Cornu. Décrivons maintenant l'appareil lie Boys : nous i-oniprendrons ce qu'il gagne à la réduction.
Appareil de Boys
/". — La figure ISii donne le schéma de l'appareil de Roys.
l'u fil très fin de quartz supporte un miroir M jouant le rôle de
Fig. 186.
fléau pour l'oscillateur. A ce miroir sont suspendues deux boules b à des hauteurs notablement difl'érentes. En A sont les sphères attirantes: elles sont supportées par un plateau PP auquel on impose tel azimut qu'on désire, au moyen d'engrenages non représentés. Les centres des sphères 6i, A,, b^. A,, sont respectivement dans les mêmes plans horizontaux.
Dans l'azimut représenté (position neutre), les attractions mutuelles des sphères ne tendent pas à produire la torsion du fil de quartz. Il existe évidemment deux azimuts 0 à moins de 90° de part
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et d'autre de celui représenté, pour lesquels les attraclions produisent des torsions maxinia, dans deux sens inverses : le déplace-, ment angulaire 0 à donner au plateau est facile à calculer, connaissant la distance horizontale des centres des sphères A, celle des centres des sphères /v, la distance verticale des centres des sphères et la rotation du fléau à partir de la position neutre. L'azimut 0 n'est jamais connu avec une très grande précision; peu importe, si l'on se place près du maximum d'action. On tient compte, bien entendu, des actions de A, sur /;,, et de A„ sur b^\ mais elles sont relativement , faibles en raison de la plus grande
distance et de l'inclinaison des forces sur le plan horizontal; n'agit pour tordre le fil que leur composante horizontale normale au plan /\ b,.
'2°. — Les dimensions de l'appareil sont extraordinairement petites.
Boys les énonce en pouces, bien que son mémoire soit de 1895, probablement pour montrer que les unités en lesquelles on exprime le résultat des mesures, ont une importance quasi nulle; en quoi il a parfaitement raison. C'est une bonne leçon à l'adresse de ceux qui attachent à la manière d'exprimer les résultats une importance ridicule.
En nombre rond, la distance des fils supportant les sphères A est de 15 centimètres; la distance des fibres de quartz supportant les sphères b est de 2.'3 millimètres. Les balles A, qui doivent être sans aucune soufflure intérieure, sont en acier fondu; elles pèsent chacune 7.400 grammes. Les petites balles sont en or, de 6, 3 mm. de diamètre; elles pèsent chacune 2,65 grammes.
Nous sommes loin des mètres et des centaines de kilogrammes de l'appareil original : au reste Boys est le premier à reconnaître qu'on pourrait faire aussi bien avec un appareil un peu plus grand. Jusqu'ici nous n'avons trouvé aucune raison bien nette de réduire à ce point les dimensions, parce que nous supposions la réduction s'effl'ctuant suivant une figure semblable. T^e lecteur voit que celte condition est fort loin d'être réalisée, à l'avantage du petit appareil : le diamètre des boules attirantes A est supérieur à la longueur du fléau. Pour obtenir le même résultat sur l'appareil de Cavendish, il faudrait des sphères A pesant plusieurs centaines de tonnes.
Les balles b sont suspendues dans un tube cylindrique CC; elles tournent autour de son axe. On évite ainsi des corrections nécessaires avec les dispositifs antérieurs.
En en"et si les balles b sont protégées par une caisse de bois, longue, haute, étroite dans le sens du fléau, (|unn(l elles se déplacent
ÉTUDE E.\PÉRl.VE.\T.ILE DE LA GRAVITE ET DE LA PESA^iTEClt 32<J
SOUS l'action de paresses masses, elles s'approchent d'une des parois veitiialcs et s'éloignent do l'autre. Or ces parois les attirent : d'où la nécessité d'une correction très incertaine.
A ce propos, voici une remarque intéressante. L'attraction des grosses spliéres sur les petites s'efl'eclue à travers cette caisse; dans l'appareil de Hoys elle s'efl'eclue à travers le tube CC. Il serait possible lie montrer ^///cc/c/z/c/;/ que la présence d'une pla<|ue matéïielle ne fait pas écran pour l'action de la gravité, confonuément à notre liypotlièse fondamentale.
3°. — La détermination de la durée d'oscillation fournit, eu unités absolues (S -'-"-), le couple de torsion pour une torsion d'un radian. On mesure la déviation due à l'attraction, sur une échelle, par la méthode île Poggendorll'; d'où la nécessité de connaître exactement la distance de l'échelle à la surface du miroir, afin de réduire les divisions de l'échelle en angles. Je n'insiste pas sur ces mesures, qui se font à la manière habituelle (microscopes glissant sur des règles graduées et visant les points dont on veut les distances).
Le miroir constitue le Iléau de l'oscillateur. Il doit être de grande surlace pour que les images soient bonnes. Mais alors il pèse et ris(|uc de briser le lil de suspension; il allonge la période par son moment d'inertie; il est soumis aux courants de conveclion, et accroît l'amortissement par son frottement sur l'air.
Comme il s'agit ici de distinguer exactement des traits ferlicaux, à surface égale, la définition sera meilleure si le miroir est allongé dans ce sens horizontal : d'où l'idée d'en faire le fléau de l'appareil.
Pour déterminer le couple de torsion, on enlève les petites balles b\ on suspend sous le miroir un cylindre de même poids, mais dont le moment d'inertie facile à calculer} est relativement très petit. On détermine la nouvelle durée d'oscillation. On connaît la variation du moment d'inertie quand on remplace les balles par le cvlindre. On a ce qu'il faut pour calculer le couple de torsion (§ 222).
Comme on voit, l'appareil de Boys est étudié dans les moindres détails; c'est uu bon modèle de conscience et d'habileté expérimentales. Je ne saurais trop engager ceux qui veulent être physiciens, à l'étudier soigneusement.
J'ai donné ci-dessus les résultats (en C. G- S.l : A = 5,53, G=6,65.10-^
Densités des planètes
Connaissant les ili.-^tanccs des planètes et de leurs satellites à la Terre, connaissant il'autre part les angles apparents sous lesquels on les voit, on peut calculer leurs volumes.
Les lois de Kepler déterminent le rapport des masses, celle de la Terre étant prise comme unité. Puisque les expériences directes donnent la densité moyenne de la Terre, par conséquent sa masse, nous connaissons en i (/leurs absolues les masses des autres planètes. Avant leurs volumes, nous avons leurs densités moveunes.
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Voici le résultat de ces mesures et calculs :
Volumes
Masses
Densités
Pesanteur à l'équateur
Mercure
Vénus
la Terre
Mars
Jupiter
Saturne
Uranus
Neptune
Soleil
Lune
On remarquera la petitesse de la densité des planètes à partir de Jupiter; elle est de l'ordre de celle de l'eau, tandis que celle de la Terre est 5,5 fois plus grande.
226. Conséquence de l'hétérogénéité de la Terre. Expériences d'Airy.
11 est donc certain que la Terre n'est pas de densité uniforme. La densité moyenne est A,„=5,53; la densité superficielle est de l'ordre de 2,5. Cherchons ce qui résulte de cette hétérogénéité pour la variation de la pesanteur quand on descend dans un puits de mine vertical. Traitons la Terre comme sphérique.
1°. — Terre homogè?;e.
Pour lixer les idées supposons d'abord la Terre homogène.
Soit R son rayon ; soit /• la distance du point considéré à son centre.
Les couches dont les rayons sont compris entre R et /■ n'ont pas d'action (§294); la gravité résulte de l'attraction seule de la sphère /•. Tout se passe comme si sa masse entière 4-/-'? : 3 était concentrée en son centre et agissait à la distance r, en raison inverse de /-.
La force est donc radiale et égale à :
Elle est proportionnelle à la distance au centre.
Représentons
Aitrâcaçn
attraction en ordonnées en fonction de la distance /• au centre portée en abscisses (fig. 188). La courbe est une droite entre r=^^ et /■=R; elle devient ensuite une hyperbole cubique. Les deux couibes ne se raccordent pas tangentiellement; elles se coupent sous un angle fini pour /■=:R. Le poids P varie d'une manière continue, mais sa dérivée (ZP : dr présente une discontinuité pour /• = R.
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Sur ce cas particulier vérifions les équations de passage (i 216) : Hors (le la sphère la force est (en ex[)licitant les signes suivant la convention générale) :
/'r/v\ __;^ IV
\dr)~ .i'r'- Dans la sphère la force est ^d\
Il faut poser à la surface :
/• = ll, L'équation de passage est :
jlr'- L \dr^-)
d'où :
fd'\\ 8r.p R' \dr'-),- 3 ,•=
d'où :
fd'y\ 4z \dr')^- S'-
Pi = ?-
Ce qu'on vérifie immédiatement.
2°. — Passons au cas d'une sphère hétérogène constituée par des couches sphériques séparément homogènes.
Avec Roche admettons qu'en fonction de la distance /• au centre, la densité est représentée par la loi :
La masse contenue dans la sphère de rayon /■ est :
Ecrivons que la densité moyenne est 5,53, que la densité à la surface est 2,5 :
On tire de là :
Avec celte loi d'accroissement, la densité serait p(i=:10, au centre de la Terre.
Calculons l'attraction sur un point situé à lu distance /• du centre :
F = 7. = 3-Fo/-(l-^j^) = 3..v(l-0,46-).
Le poids ne diminue donc pas constamment à partir de la surface, quand on descend dans un puits vertical; il commence par croître comme l'indique la courbe en pointillé (fig. 200).
Il passe par un maximum qualid on a : /■:R = 0,85.
Le rapport du poids maximum au poids à la surface est :
Pour calculer reffet d'un rapprochement du centre (descente dans un puits de mine) égal à h et petit par rapport au rayon terrestre, remplaçons la formule /• par R — h.
Le facteur de correction devient : 1 -\-0J {h : R).
Il indique un accroissement de poids de l'ordre du dix-millième, au fond d'un puits de mine d'un kilomètre de profondeur; en gros, ce résultat est conforme à l'expérience.
La figure 188 est inexacte en ce qu'elle représente la courhe pointillée comme se raccordant tangentiellement à la courbe extérieure. Le S 216 nous apprend qu'il existe une discontinuité pour la tangente. On vérifie la relation :
dr- ,' \dr-
3°. — Airy comparait les intensités de la pesanteur g„ au sommet d'un puits de mine de 383 mètres de profondeur, g\ au fond du puits. Il trouva qu'au fond le pendule avançait de 2,25 secondes par jour. Les pesanteurs sont comme les carrés des fréquences.
On a donc: ^ = 1 + ^^^^=1 +
86.400~ ' 19.200" D'autre part, le rayon terresti-e valant 6.366 kilomètres, on a :, R = 16.000 A.
La formule indique une augmentation de 1 : 23.600, plus petite que l'augmentation mesurée. Il suffit d'admettre que la densité moyenne A„ à la surface au voisinage du puits était voisine de 2,15, pour trouver un facteur de correction 1 4- 0)85 (A : R), qui donne presque exactement le résultat d'Airy.
A'ni'ialion de la verticale.
Déviation du fil à plomb par l'attraction luni-solaire
Au §252 àenoive Astronomie, nous expliquons longuement (jue les actions des astres sont did'érenlielles. L'effet que l'astre A produit au point P de la surface terrestre est dû, non pas à son attraction totale, mais à la différence géométrique de cette attraction et de l'attraction exercée sur le centre d'inertie G de la Terre.
Calculons les composantes, verticale V et horizontale II, de cette différence pour le point P. L'astre agissant A, de masse /», est à la distance z' de son zénith. On a :
^ /cosz' cos:;\ „ „
Dsinz' = osin ;, pcos:; — Dcos.:'=R. R est le rayon de la Terre. Vu sa petitesse devant ? ou ■/, on peut encore écrire : p — D = Rcos;.
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Négligeons les ternies conlenant II-:?- en l'acteur (pour la Lune, (jui est l'astre le plus voisin de nous, R-: p-^l ; 3.G00 . Posons : CM: \V=g\
M est la masse de la Terre supposée sphérique, et ^l'accélération de la pesanteur.
Des calculs simples donnent :
m/Ry , 3^/«/R\= . .,
^ =-mId) (1-3C0S-., II=f ^(^^j sm2..
\' est comptée positivement vers le centre de la Terre;
Posons
Fig. 189.
H est comptée positivement du coté de l'astre agissant. _3/»/RY
°'~2MVDy ■
C'est un facteur caractéristique de l'astre considéré. Les formules deviennent :
— =^(1 — Scos^g), — = asin23.
Pour la Lune :
Un kilogramme valant un million de milligrammes, la variation de pesanteur causée par la Lune est de l/'J de milligramme.
La composante horizontale est maxima et minima pour z=^±&.
On a alors: H :^=a=l :(12-000-000).
Remarque.
Une erreur facile à commettre est d'évaluer l'attraction brute et non l'attraction différentielle. La composante horizontale est alors :
^ sin:; m f'K\- .
On trouve un maximum 40 fois plus grand que pour le calcul correct.
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Déviation pendulaire
1". — Sous rinlliuMuf de la < oniposante horizontale de l'attraction lunaire, un pendule librement suspendu s'incline de l'angle £ : ç = II:o^=asin23 = 0"0174.sin2c.
La seconde sexagésimale d'arc vaut en effet 0,000.004.85 radian.
Supposons nulle la déclinaison lunaire.
Soit l la latitude du lieu d'observation.
On trouve aisémentpourles composantes de la force horizontale :
Fig. 190.
Nord-Sud 0",0174.sin2:;.cosA = 0",0174.sini;.cos/(i + cos2/0,
Est-Ouest 0",0174.sin2G.sinA = 0",0174.cos/.sin2//.
Le fil à plomb décrit donc, dans l'espace d'un demi-jour, une ellipse dont les demi-a.\es ont pour longueurs :
dans le sens du méridien 0",0174.sin /.cosZ;
dans le sens du parallèle 0",0174.cosZ.
Pour la latitude de 4.')°, sinZ.cos^ = 0,5, le demi-axe de l'ellipse dans le sens du méridien est 0",0087.
Pour un pendule de 10 mètres de longueur, le déplacement qui correspond à une seconde d'arc est :
Le déplacement qui correspond à 0",0087, est donc 0!^,'i2; quantité extrêmement petite, dont la mesure directe est imj)ossible.
2". — Quand la déclinaison lunaire n'est pas nulle, la courbe décrite par la pointe inférieure du pendule n'est plus une ellipse.
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Pour la latitude de Paris en particulier, elle a la forme générale représentée par la ligure 192; E est le pied de la verticale non troublée. (^)uan(l la tléclinaison devient nulle, les tioux boucles se recouvrent et donnent la douljle ellipse étudiée ci-dessus. La périodicité du phénomène, qui est généralement diurne, devient semi-diurne.
Le phénomène est compliqué par l'action du Soleil, qui est environ 2,18 fois moindre que celle de la ,,
Lune. Son ascension droite différant généralement de celle de la Lune, les phénomènes n'ont pas même phase.
Emploi de niveaux. Mouvements périodiques du sol
Il semble naturel de déterminer les variations de la verticale au moyen de niveaux d'eau. L'expérience ne réussit que trop bien, en ce sens qu'elle donne des variations relativement énormes, hors de proportion avec les variations réelles probables de la verticale.
Ph. Plantamour a déterminé pendant une quinzaine d'années consécutives la variation des indications de deux niveaux à bulle placés dans un sous-sol, sur une construction de maçonnerie très solide servant de table. L'un des niveaux est orienté nord-sud, l'autre estouest. On détermine ainsi, non pas la variation de la verticale, mais bien le déplacement du sol. Dans la direction est-ouest et pour 1879, Plantamour trouve par exemple une oscillation annuelle dont l'amplitude totale est de 28", avec des mouvements diurnes dont l'amplitude varie de 0 à 3". Dans la direction nord-sud, il constate des phénomènes analogues ; mais l'amplitude annuelle n'est plus que de 4", le mouvement diurne est inexistant. La comparaison avec les courbes de température montre que la majeure partie du phénomène est déterminée parles variations de la température extérieure qui tord le sol et change l'orientation de la surface sur laquelle reposent les instruments.
Orff fit d'autres expériences dans le sous-sol d'un observatoire voisin de ^Munich. La preuve qu'il s'agit de phénomènes locaux, est leur variation d'un point à l'autre d'une même salle, pour des niveaux dirigés dans la même direction. Outre les variations de température, Orff invoque les mouvements du sol causés par des infiltrations d'eau; il peut y avoir affaissement ou boursouflement. En tout cas, l'intensité des phénomènes est énorme, va jusqu'à 48"; elle n'a aucun rapport avec les variations possibles de la verticale sous l'influence luni-solaire.
Mais dans ces conditions quelle confiance avoir dans les indications des niveaux? On remarquera qu'ici le niveau est employé dans des conditions bien différentes que dans les appareils d'Astronomie
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OU de Géodésie. Dans ces appareils on riililiso par ix'louriH'iiicnt pour régler un axe par rapport à des supports auxquels on ne demande d'être invariables que pendant un temps relativement court. Dans les expériences Planlamour-Orff, au contraire, ce sont les variations du support qu'on étudie : le niveau reste invariablement fixé, ou peut être considéré connue invariablement fixé aux sup|)orts. Je parle d'abord de ces expériences où la variation de la verticale n'intervient que d'une manière négligeable, pour montrer la difficulté de la mettre en évidence malgré les mouvements du sol.
Pendules dits horizontaux
i°. — Pendule horizontal Redeur.
Le pendule horizontal est constitué par une tige presque verticale qui tourne autour des pointes A et B (en réalité elle s'appuie latéralement sur des pointes horizontales. Elle porte normalement une
seconde tige sur laquelle est fixé un poids P. Des vis calantes (non représentées) permettent le réglage de l'inclinaison.
Si la tige AB était parfaitement verticale, l'équilibre du système serait indiftërent; comme elle ne l'est pas; le système a une position d'équilibre bien déterminée, mais à partir de laquelle le couple nécessaire pour le faire tourner d'un petit angle, est singulièrement diminué (voir Pendule, Spiral, Diapason).
Pour savoir dans quel rapport, faisons d'abord osciller le système en disposant AB horizontalement; soit T la période.
Faisons-le osciller dans la situation d'emploi; soit T' la période naturellement beaucoup plus longue. L'appareil est (T':T)- fois plus sensible dans le second état que dans le premier.
Par exemple, pour l'appareil de Rebeur, on avait T':T = 35,5; l'appareil est donc 1260 ibis plus sensible qu'un pendule vertical.
Observons les rotations de l'axe AB par la méthode de Poggendorff, à l'aide d'une lunette et du miroir M, sur une échelle h 4 mètres : c'est comme si un index de 8 mètres était fixé normalement à AB.
Une rotation de 1° vaut 139,40 mm. d'échelle,
1" vaut ."58 microns.
La sensibilité de l'appareil étant multipliée par 1260, à une déviation de 0",041 du pendule vertical correspond une rotation de 0",041xl260 = 52" du pendule horizontal autour de l'axe AB.
Fig. 193.
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D'où sur l'éclicUe un dé()laceinenlclu roticule de la lunette égal à : 52x38 = 2()()();;.=r.2inm.
2°. PkNDI'LE HOniZONTAL l'iînUOT-ZoI.I.NEn.
La ligure 101 le représente schéniali(|uemcnt.
l'ne tige T sur laquelle est (ixé un poids P, est tenue à peu prés horizontalement par deux fils lins d'acier Al), CB, qui dans l'appareil original avaient une vingtaine de centimètres de longueur.
Fig. 194.
Des vis calantes permettent de régler l'inclinaison / de la droite .\B par rapport à la verticale.
Supposons d'abord les lils sans torsion. Il est clair que la position représentée du S3Stème est d'équilibre instable : pour le moindre dérangement, le poids P tournera de 180" autour de la droite inclinée AB (B est à droite de la verticale passant par A).
Rétablissons les propriétés élastiques des fils. Pour une inclinaison assez petite l'équilibre devient stable. On peut donc rendre l'appareil très sensible à une composante horizontale de la pesanteur dirigée normalement au tableau. Un miroir vertical fixé sur la tioe T permet de mesurer les rotations par la méthode de PoggendorfF.
En déteiuainant la durée d'oscillation du système, on en mesure aisément la sensibilité. Zôllner lisait les déviations sur une échelle située à 2", 50 du miroir. Quand la durée d'oscillation valait 50% un millimètre d'échelle correspondait à une déviation de 0",0035 de la verticale dans un plan normal au tableau.
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Le pendule dit de ZoUner (1873) est décrit pur Perrot en 1862, ce qui ne veut pas dire que Perrot le premier aijf eu l'idée de ce dispositif; peu importe. Dans sa note aux Comptes Rendus, Perrot remarque que, si Ton néglige la torsion des nls et si la droite AB est verticale, l'équilibré est indifl'érent, puisque, dans sa rotation autour de AB, le centre de gravité de P reste à la" même hauteur. D'où résulte que si la pesanteur s'incline d'un côté puis de l'autre dans un plan, de V en \", le pendule ne peut être en équilibre stable (jue dans deux positions a 180° l'une de l'autre, telles que le centre de gravité de P soit dans ce plan i^figure 194 à gauche).
Ce qui prouve l'extrême sensibilité de l'appareil.
Toutefois l'hypothèse qu'on néglige la torsion est inadmissible; ce qui fait la valeur du pendule horizontal, est précisément qu'on peut compenser la torsion par une inclinaison convenable de la droite AB;
Soit 0 l'angle qui fixe la position du pendule. A partir de la position d'équilibre (0 = 0), le couple de la pesanteur est de la forme rt(sin6, où i est l'inclinaison de la droite AB; le couple de torsion est de la forme — ^0. Le premier tend à écarter le pendule de sa position d'équilibre, le second tend à l'y ramener.
Une composante horizontale de la pesanteur normale au laldeau crée un couple C sensiblement indépendant de 6, tant que cet angle reste petit.
On a pour l'équilibre :
C = iO — «?■ sin 9 := ib — ai)%.
En modifiant /, on rend b — ai aussi petit qu'on veut.
Je conseille de monter l'appareil; il constitue une excellente manipulation.
Pendule vertical de Darwin
On peut multiplier le déplacement de la pointe inférieure d'un pendule vertical ordinaire. Autant qu'il m'est possible d'en juger par la description de Darwin (qui écrit une centaine de pages sur la question sans donner le moindre croquis), son pendule était disposé comme le représente schématiquement la figure 195.
Au bas de la niasse S est une pointe
P, sur laquelle est collé un fil de cocon,
dont l'autre extrémité est collée au
, bord d'un petit miroir de galvanomètre.
Un second fil de cocon est collé sur
iTjg i95_ le même miroir ets'atlacheau point C;
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los deux ('ocoiis ne sont [las exactoincut dans le prolongeiiieiit l'un <le l'aulre.
Dans ces conditions, un petit déplacement du pendule noi-nialenicnt au plan du tai)loau (plan des cocons) entraîne une rotation du miroir autour d'un axe quasi vertical.
Dans cet ordre d'idées, l'ingéniosité des inventeurs peut se donner carrière; on a proposé des leviers joints à des niveaux : je n'insiste pas. Le problème est facilité par la grandeur des forces en jeu. Si le poids P est assez lourd, il prendra sa position d'équilibre malgré lies frottements même notables.
Expériences d'Abbadie sur la variation de la verticale
/". — Les expériences d'Abbadie ont été effectuées près d'Ilendaye, à 'lOO mètres de l'Océan, dans la cave d'un château construit sur de la roche marneuse, à 62 mètres au-dessus du niveau moyen de la mer.
L'appareil est une sorte de lunette verticale, dirigée de haut en bas, dont le tuyau de 10 mètres de longl est formé d'un puits creusé dans la roche, surmonté d'un cône de maçonnerie percé d'un trou axial. Le cône a 8 mètres, le puits 2 mètres. Des escaliers permettent d'aller au fond du puits et d'observer au sommet du cône.
Au sommet du cône est cimentée une |)laque de laiton P, percée d'un trou central; elle porte un oculaire micrométrique autocollimateur m. Au fond du puits est installée une cuve à mercure M; la surface supérieure du mercure joue le rôle de miroir liorizoïilal. Au-dessus du mercure est un objectif achromatique 0 de 10 cm. de diamètre et de 10 mètres de distance focale. Les. fils du micromètre sont éclairés : on voit dans le champ oculaire leur image directe et leur image après deux transmissions à travers l'objectif et une réflexion sur le mercure.
1" à 10 mètres vaut 174,5 jnilliuiètres;
1" — — 48,4 microns.
Fig. 196.
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La réflexion sur le mercure double le déplacement angulaire : c'est donc 97 microns par seconde d'arc.
Abbadie prétend estimer un déplacement de 0",()3.
'2". — C'est le lieu de nous deniander ce qu'on mesure.
Il est d'abord évident qu'à supposer le sol iniiiiuablc, on mesure la variation de la verticale. La surface du mercure se dispose d'ellemême horizontalement. Peu importent ses déplacements verticaux dus aux changements de volume du mercure, aux déplacements du vase qui le contient,... : en raison du dispositif utilisé, la distance à l'objectif de la surface réfléchissante n'intervient pas. On peut donc espérer déceler, non seulement les déviations de la verticale produites par l'action luni-solaire directe, mais encore les déviations dues aux marées de l'Océan ([ui est voisin, déviations par conséquent dues à l'action indirecte de la Lune et du Soleil.
Malheureusement le sol se déplace. Il se déplace même tant qu'il est beaucoup plus exact de dire qu'on mesure ses déplacements au moj'en de la verticale supposée invariable, que de dire qu'on mesure les déviations de la verticale par rapport au sol pris comme repère fixe. Il est impossible de faire le départ entre les deux causes de variation, puisqu'on ne mesure que le mouvement relatif de deux mobiles. Suivant le déplacement qu'on attribue à l'un, on déduit pour l'autre un déplacement qui par sa composition avec le premier fournit le déplacement total : le problème est indéterminé.
Les remarques s'appli({uent évidemment aux pendules de Zôllner, de Rebeur, de Darwin,... comme aux niveaux de Plantamour, d'Orff..., comme à tous les appareils destinés à mesurer les déviations de la verticale.
Résultat des expériences
l". — Ce qui précède n'est pas fort encourageant. Pourtant les physiciens se sont obstinés : observant loin de la mer (elle complique jiar son attraction et par son poids variable qui fait périodiquement fléchir le sol), se mettant autant que possihle à l'abri des variations de température en opérant au fond de i)uits assez profonds, utilisant plusieurs pendules horizontaux différemment orientés, ils croient avoir mesuré l'action luni-solaire.
Elle est plus petite qu'elle ne devrait.
A c|uoi faut-il attribuer la divergence?
Au Si 228 nous calculons la déviation que subirait le pentiule par rapport au sol supposé rif;ide. Mais si le sol se déforme sous l'action des forces luni-solaires, la verticale pourra changer sans que nous nous en apercevions, puisque nos repères se déplacent.
Plus généralement les changements ap|)arents de la verticale sont réduits dans un certain rapport; nous n'observons ([u'une frac.lion de la déviation calculée, fraction' égale à 1 dans l'hyjjothèse d'un sol rigide, égale à zéro dans l'Iiypothèse d'un sol obéissant complètement aux forces luni-solaires, .sol de rigidité nulle. Il est
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( l;iir (|u"iin observateur déleriuiiianl la direction d'un fil à ploiiil) par l'apport à la surface des eaux tran(|uilles, la trouvera constante, (pielle <|ue soit la déviation pt'riodi(|ue de la verticale : la surface qui lui sert de repère, se déplace précisément de luaniére à rester normale à la droite qu'il veut repérer.
En définitive, si la Terre est élastique cl déformajjle, on observe la différence entre les déplacements de la verticale et les déplacements de la normale à la surface du sol, que nous apprendrons à calculer sous le nom de nictrccs de l'ccorce terrestre.
Pour préciser, la déviation tie la verticale ilevanl être 0'',00'J2, on n'a trouvé que 0",00G2.
Ces recherches n'en sont d'ailleurs qu'à la période de tâtonnement-
Soit Xf l'aplatissement supplémentaire de l'écorce terrestre sous l'action des forces luni-solaires; la variation que la normale à la surface éprouve de ce chef est :
£'=acSin2i; : est l'angle que fait la verticale avec la direction de l'astre troublant. L'angle £' doit se défalquer de la déviation précédemment calculée (>i 228}.
S'il y a plusieurs astres perturbateurs, nous superposons purement et simplement les déformations, ce que légitime leur petitesse.
?". — II vaut la peine d'insister sur les circonstances qui rendent les résultats généraux peu contestables, malgré qu'.à la profondeur de "lO mètres au-dessous du sol, l'amplitude des effets thermiques soit beaucoup plus grande que l'effet luni-solaire à mesurer.
La période de l'elfet lunaire n'est pas égale à la période de l'effet solaire : 20 jours lunaires valent 30 jours solaires. D'où résulte que les inégalités périodiques qui dépendent du temps solaire (effet thermique et attraction , disparaissent dans les moyennes, si nous groupons tes obsenritions d'après le temps lunaire.
L'attraction solaire a une période semi- diurne et une intensité quasi indépendante de l'époque de l'année. L'effet thermique estdiurne, et, circonstance importante, son amplitude varie d'un mois à l'autre. En groupant les observations par mois solaires, on arrive à mettre en évidence la marée solaire. Le résultat est le même que pour la Lune : l'amplitude réelle est réduite aux deux tiers par rapport à l'amplitude calculée.
Étude' de la pesanteur.
I. Pour le détail, voir mon Cours Pendule, Spiral, Diapason
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rayon R est suspendue à un fil 1res fin de longueur/ — R, de manière que la distance du point de suspension au centre de la sphère soit /. Les petites oscillations sont isochrones; la période est :
g est l'intensité du champ de la pesanteur.
Le produit gni de g par la masse m du corps mesure le poids ; g est donc une accélération qui s'exprime en centimètres par seconde.
La formule (1) permet de calculer g, quand on connaît l, R et T. Il est entendu que T est mesuré en secondes de temps moyen; la seconde de temps moyen est à la seconde sidérale comme 86.400 : 86.164. En fait, les horloges de précision sont toujours réglées sur le temps sidéral; la seconde de temps moyen n'intervient que comme unité de compte.
Le terme correctif R-:5Z- est très petit. La longueur du pendule battant la seconde est voisine de Z= 100 cm.
Avec une sphère de 4 cm. de diamètre, telle que celle de Borda, la correction est de 1 : 12.500. Elle est du reste facile à calculer.
Je passe sous silence la correction du fil généralement insignifiante. Au reste la formule complète est :
I est le moment d'inertie par rapport à l'axe de rotation, / est la distance du centre d'inertie à cet axe, m est la masse totale.
2°. — Tout cela était connu du temps de Picard. En 1669 il nous dit : « On sait communément que pour faire un pendule simple, on suspend à un fil très fiexible une petite boule de la pesanteur d'une balle de mousquet; la longueur doit être mesurée depuis le haut du fil jusqu'au centre de la boule, supposé que le diamètre n'excède guère la trente-sixième partie de la longueur du fil; autrement il faudrait tenir compte d'une partie proportionnelle que nous négligeons. »
Borda apporta plus de soin aux expériences.
Le perfectionnement qu'on lui doit, est principalement dans la suppression de la pince de serrage pour le fil et dans la mesure exacte des dimensions de l'appareil.
II supporte le fil par un couteau (comme celui d'un fléau de balance formant pendule, ce qui transforme le pendule quasi simple en un pendule double (voir Pendule, tome il). Mais il a soin de prendre ce second pendule très léger et de lui donner, quand il oscille seul, une période autant que possible égale à relie qu'il a quand on adjoint le fil et la boule.
Pour ce qui est de la mesure des dimensions, son procédé, original il y a un siècle, est aujourd'hui vulgaire. Il place sous la boule un plan horizontal poli P, mù par une vis micrométrique verti-
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oalc \'; il l'ail aCneiirer le plan à la boule. Il remplace alors le cou-
Icaii, le (il cl la l)oulo par une règle, elle-inôme supportée jiar un
couteau et tcrniinéeparune pointe mousse:
il l'ait de nouveau aflleurer le plan V à la
pointe mousse. Grâce à la vis micromé-
tri(iue, il connaît donc la diflerence des
longueurs des deux systèmes. (A)nnais-
sant d'autre part la distance de rextrémité
delà règle à son couteau et son coeflicient
de dilatation, il peut déterminer ilans les
conditions de l'expérience la distance
<lu couteau et du sommet inférieur de la
houle.
Le diamètre de la boule est mesuré par un pied à coulisse.
La principale difficulté réside dans le calcul du momenC d'inertie de la calotte C qui relie la boule au fil.
Je n'insiste pas, tout cela étant du domaine des choses abolies.
3°. — J'indique seulement les corrections très incertaines qui résultent de la présence de l'air.
L'une, évidente, vient de l'application du principe d'Archimède : la pesanteur est diminuée proportionnellement à la densité de l'air ambiant. L'autre résulte de l'entraînement de l'air par le pendule; d'où une augmentation apparente de la masse.
En raison du premier phénomène, la niasse reste constante, la l'orcc est multipliée par un facteur 1 — y..
En raison du second, la masse est multipliée par un facteur 1 + 3-
Ainsi sous le radical de la formule générale :
T = 2zv/rTG, s'introduit le facteur :
a est facile à calculer; sur ,3 on discute et discutera longtemps.
On pose sans grande erreur a:=3; 1^ coefficient est par suite 1 + 2a.
Si l est la longueur trouvée, on prend pour vraie valeur /(l + 2a). En effet il faudrait allonger le pendule pour que, les causes d'erreur étant supprimées, il fît le même nombre d'oscillations dans le même temps.
Précisons l'ordre de grandeur de la correction.
Fig. 197.
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Soit Y le volume do la houle, A la densité du platine, V son poids p le poids de lair déplacé. On a :
Y/7GU
Biot pose le rapport 1,293: A = l: 15910. A la température 0° et sous la pression normale, on a donc : 2a= 1:8000 environ.
La correction est du huit-millième.
Le pendule simple ayant près d'un mètre, la correction est de l'ordre de 125 microns, plus du dixième de millimètre.
'/". — On admet aujourd'hui pour longueur du pendule simple à Paris :
99™,3039 = 993.939 microns. *
Il me suffira d'indiquer les nombres suivants :
Borda Biot Kater Bessel
pour montrer l'incertitude de la méthode.
L'erreur est de l'ordre de 100 microns. Le nombre admis actuellement (trouvé par une autre méthode, § 236) n'est certainement pas sur à 10 microns près.
Pendule invariable
1°. — L'idée la plus simple pour déterminer la variation de la pesanteur consiste à emporter une horloge tonte montée dont on détermine la période.
C'est la méthode utilisée par Maupertuis dans son expédition; je dirai ((uelques mots de ces expériences pour fixer les idées.
L'horloge dont il se servait était réglée par un pendule compensateur de Graham à tiges d'acier et de laiton. Ses indications étaient quasi indépendantes de la température; il faut se rappeler du reste qu'en 1736 les thermomètres étaient peu comparables.
Maupertuis détermine en Lajionie la marche de sa pendule.
Dans la chambre où elle se trouvait, il maintient artificiellement une certaine température repérée par plusieurs thermomètres à mercure (de graduations très tlifférentes; peu importe, je cite le fait pour corroborer ce que je dis plus haut).
Il trouve qu'elle avance par jour sidéral de 53,5 battements sur 86.400.
De retour à Paris, il recommence l'expérience, en mainlenant la même température qu'en Laponie.
Il trouve que sa pendule retarde de 5,6 battements par jour sidéral.
D'où une variation de 59,1 battements sur 86.400.
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Les tlimeiisions de l'appnrcil étant les moines dans les deux cas, on a :
erg, vr.
Kntre / = 'iS" et i=GG", la formule du § 280 donnerait une variation relative de la pesanteur égale à 0,00141.
L'expérience de Maupertuis n'est donc pas mauvaise pour l'époque.
1'". — La métliode précédente fut jjienlot abandonnée, parce qu'on peut toujours craindre que le pendule entretenu par un poids n'ait pas exactement la même période que le pendule libre. D'où une cause d'erreurdont il est impossible de tenir compte. Aussi s'est-on borné pendant longten)ps à l'emploi d'un pendule constitué par une tige de métal portant à postes fixes une lourde lentille et un couteau. Grdce à son poids, une fois lancé, il oscille pendant un temps considérable, de l'ordre de la journée.
On mesure la période par comparaison avec une borloge réglée sur le temps sidéral : pour cela on utilisait (bien avant Borda) la méthode des coïncidences ou une méthode très analogue.
La principale qualité d'un pendule iiwariahle est une grande simplicité de forme qui permet une parfaite rigidité. Dans ces derniers temps on a proposé l'emploi d'un simple anneau métallique (de 30 cm. de diamètre pour fixer les idées) qu'on fait osciller sur un couteau fixe. On élimine les irrégularités du tournage en recommençant l'expérience pour une série d'azimuts.
Mais il faut tenir compte de la température déterminée par un thermomètre, le pendule invariable ne pouvant contenir les pièces peu rigides nécessaires à la compensation dans le procédé Graham, encore moins le mercure de l'autre procédé classique.
Si le pendule est formé d'un métal homogène, il est facile de voir que la période a une expression de la forme :
§ En eft'et le moment d'inertie I d'une masse homogène croit proportionnellement au carré du binôme de dilatation; le couple G est proportionnel à la distance du centre de gravité |à l'axe de rotation, par suite il est proportionnel au binôme de dilatation. La formule générale :
prend donc la forme (1).
Si le pendule n'est pas constitué par un métal unique, on déter-
3i6 GEOGIiAPIlIE MATHEMATIQUE '
mine tlirectoment la formule de correction, qui peut toujours se mettre sous la forme :
oT»=r/.-'(l jf-at + br-).
Emploi du pendule réversible
Je rappelle le théorème fondamental. On donne un corps de forme quelconque tournant autour d'un axe de rotation. Il existe toujours un second axe de rotation parallèle au premier, situé dans le plan passant par le premier et le centre d'inertie du corps, tel que la durée d'oscillation autour des deux axes soit la même.
Cette durée T est celle d'un pendule simple de longueur égale à la distance A des deux axes. On a par conséquent :
g est l'accélération de la pesanteur.
De la mesure de A et de T on peut conclure la valeur de ^.
Je n'insiste pas, la question étant complètement étudiée dans mon Cours Pendule, Spiral, Diapason.
237. Expérience de cours sur la force centrifuge. D'abord on se représente difficilement que la force centrifuge
agisse comme un véritable champ de gravité.
A ce sujet, voici une expérience instructive qui fixera les idées.
Sur une roue qui peut tourner autour d'un axe vertical (volant d'une perceuse, par exemple), ficelons solidement un métronome de manière que son pendule soit horizontal, dirigé suivant un rayon, la grosse masse de plomb vers l'extérieur.
Dans cette situation la pesanteur n'agit plus. .
Faisons tourner la roue. A partir d'une certaine vitesse le métronome se met à battre, avec une fréquence N sensiblement proportionnelle au nombre n de tours par seconde.
A la distance /■ de l'axe de rotation, tout se passe comme si le pendule était dans un champ radial d'accélération :
g= ià°r^==^ ir.-n-r.
En particulier calculons la condition pour que ^vaille l'accélération de la pesanteur, 981 cm., à r = 50 cm. de l'axe : 4zV= 19,62, «=0,706.
La durée d'oscillation du pendule est généralement :
^ ff n ^ r ^ i
l est la longueur du pendule simple équivalent. Le produit nT est bien une constante.
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Mesure de la pesanteur en mer
1". — En mer il est iin|)0ssiljle de se servir du pendule.
Pour mesurer l'intensilé de la pesanteur, on combine donc une mesure de la pression atmosphéri(|ue par le baromètre, avec une mesure de cette même pression par la température d'ébullition de l'eau.
Montrons que la ju-écision à espérer est faible.
Pour fixer les idées, rappelons que (|uand on passe de l'équateur au pôle, la pesanteur augmente de 5 millièmes environ de sa valeur. Une colonne de mercure de 7(10 mm. produit à l'équateur la même pression à sa base qu'une colonne de 7.ô6 mm. au pôle : la variation est donc de 4 mm. environ, ou de 40 di.vièmes de millimètre.
Au voisinage de 100", c'est-à-dire au voisinage de la pression normale (colonne de 7G0 mm. de mercure à 0", à 4.0° de latitude et au niveau de la mer), une variation de pression de 27'""', 25 change d'un degré la température d'ébullition de l'eau. Si donc on mesure cette température à 0\01 près, ce qui est fort joli, on connaît la |)ression à 0""",27 près, ce qui est très médiocre; c'est le quinzième de la variation totale de hauteur de la colonne qui produit la même pression, quand on passe du pôle à l'équateur.
Connaissant la température d'ébullition de l'eau (à 0'\01 pour préciser), on connaît donc la pression (à 0™'",3), pression évaluée en colonne de mercure à 0° pour une intensité de la pesanteur égale à ce qu'elle est à 45° de latitude et au niveau de la mer. Si l'on mesure la hauteur actuelle de la colonne, à la température actuelle, on peut donc calculer l'intensité actuelle de la pesanteur.
II n'est guère facile de mesurer la hauteur du baromètre en mer. Pour éviter les effets du roulis et du tangage, le tube porte un étranglement qui atténue les oscillations du liquide.
Il résulte au surplus de ce que nous avons dit, qu'une mesure extrêmement précise de la colonne est inutile, l'erreur principale venant de l'incertitude sur la température d'ébullition.
2°. — On a fait des mesures systématiques de la pesanteur en mer sur lesquelles je reviendrai.
Je signale seulement un fait curieux, du reste facile à prévoir. L'indication d'un baromètre, en un point de la surface terrestre et à un instant donné (c'est-à-dire pour une pression donnée), dépend de la route suivie par le navire. La pesanteur semble plus grande, c'està-dire la colonne de mercure est plus courte, si le navire fait route à l'ouest fdans le sens inverse du mouvement diurne réel) que s'il fait route à l'est (dans le sens du mouvement diurne réel).
Rappelons que le mouvement diurne à l'équateur est de 465 mètres par seconde environ.
Un navire filant 15 nœuds fait par heure :
15x1852= 27.780 mètres, soit environ 7,7 mètres par seconde;
sa vitesse est i : 51 de la vitesse de la Terre.
Pour une distance donnée à l'axe de rotation, la force centrifuge
'■ViS <: f:0(: liAi'HiE m i ii! k ma i/(>ii:
est proporlioimelle au carré de la vilcsse linéaire. Tout se passe ilonc coiunie si, à Téquateur, la force centrifuge était diminuée et la pesanteur accrue d'un vingt cinquième quand la l'oute est à l'ouest.
La force centrifuge est augmentée d'autant ipiaud la route est à l'est : la pesanteur est diminuée.
Or la variation de la pesanteur quand on passe de l'équateiir au pôle, variation due principalement à la force centrifuge, est de 5 millièmes, ce cjui correspond à 4 niin. sur la colonne de mercure. Il n'est donc pas impossible de mettre en évidence une variation du vingt-cinquième de cette quantité.
Bathomètre de Siemens
Equilibrons un poids par l'action d'un ressort. L'allongement tle ce i-essort sera fonction de l'intensité de la pesanteur.
Sur ce principe est construit le balliomètre de Siemens; son nom (mesure des profondeurs) vient de l'emploi erroné que l'inventeur voulait en faire au sondage des océans.
L'instrument se compose d'une colonne de mercure contenue dans un tube d'acier évasé à ses bouts et maintenu vertical.
Le fond est une feuille mince d'acier gaufré AA, analogue à celles (|ui entrent dans les manomètres anéroïdes. La j)ression, considérable sur le fond, est équilibrée par des ressorts d'acier R, R.
Le tube d'acier se termine en haut par un tube mince enroulé en spirale; je le re])résente simplement coudé à angle droit. Si g augmente, le ressort s'allonge, le fond fléchit : la colonne horizontale du mercure diminue de longueur.
Si g diminue, la colonne horizontale s'allonge. |
On conçoit que l'appareil soit étalonné de manière à fournir les variations de g.
L'auteur prétend qu'il est possible do le compenser par rap[)ort à la température : cela me parait singulièrement douteux.
L'appareil devant servir à bord des navires, le tulie est étranglé en B pour diminuer l'influence des oscillations, et suspendu à la cardan.
Réduit à son principe, le bathomètre est une masse suspendue à un ressort : les propriétés élasti(|ues du ressort ne sont pas modifiées par les variations de l'intensité du champ de la pesanteur; ces variations agissent au contraire sur le poids de la masse invariable.
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Variation de i,- avec la hauteur (von Jolly
i". — l'iio balance d'une extn'iiic sonsiliililc, inslalli'c mit une liante tour. |iorte aux extrêniités de son lli-au deux doubles [)lalcaux reliés par %nc tige d'une vinj^taine de mètres de longueur (fig. i'J!>i. Utilisons quatre sphères de même verre et de même volume, les unes vides, les autres pleines de mercure; celles-ci |)èsent environ 5 kilogrammes.
Plaçons les s[)hères pleines en 1 et 3, les sphères vides en 2 et 4. Parfaisons l'équilibre au moyen de poids.
Ecliangeons alors les sphères .3 -et ■'i : l'ë- (luilibre est détruit.
La sphère actuellement en 4 a augmenté de poids comme conséquence de son rapprochement de la Terre.
Cherchons l'ordre de grandeur de la variation prévue.
Assimilons la Terre à une sphère : tout se passe comme si la masse totale était condensée au centre. A la distance R rayon de la Terre) et à la distance R + h, les accélérations sont ^o et ^,. On a :
l'ig. 1119.
ffo_^R + /t'
::R : 2= 10" mètres.
Il~zR:2~~10^' La hauteur h est exprimée en mètres.
Pour II = 20 mètres et pour une masse de 5 kilogrammes, la variation de poids prévue est :
(G,28.i0-«) (5.10-'^) = 31,40 milligrammes.
Elle est parfaitement accessible aux procédés actuels de pesée.
Les résultats expérimentaux sont très voisins. .
2". — Sous le plateau inférieur et très près de lui, introduisons une sphère de plomb d'un mètre environ de diamètre, pesant près de 6 tonnes. Le poids de la sphère de mercure est augmenté de 0,G milligrammes, quantité mesurable avec une approximation du centième. De cette expérience on tire donc une valeur approximative de la constante G et de la densité moj'enne A ci-dessus déterminées i .S 22 1\
Von Jolly trouve A = .5,G'J, ce qui est fort beau, étant données les inévitables erreiLrs dues aux courants d'air contre lesquelles il est difficile de défendre absolument la balance et les tiges de suspension.
Pour fixer les idées, calculons l'action mutuelle F de deux sphères dont les masses sont .^.10^ et 6.10'' grammes, et dont les centres sont à 60 cm. l'un de l'autre. On a :
• = 0,.55dvnes.
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Pour intéressantes que soient ces expériences, elles ne peuvent évideninient pas rivaliser avec celles de Caventlish-Boys.
o".- — Des expériences analogues sont dues à Richarz et Krigar- Menzel.
Les plateaux de leur balance fig. schémalique 200) sont l'un de l'autre à la distance verticale de 226 centimètres seulement.
Les poids sont deux masses pleines P en cuivre et deux spiières creuses C, de même volume extérieur que les masses pleines, afin d'éliminer la poussée de Pair.
Plaçons à droite P, en haut C, en bas,
à gauclie C, en haut P, en bas.
Etablissons l'équilibre. Recommençons l'expérience en p\açan en haut les masses qui étaient en bas, et inversement; l'é(|uilibre est détruit. Nous mesurons ainsi la différence des intensités de la pesanteur sur deux plans horizontaux H, II' distants de 226 cm.
La variation, facile à calculer, est de l'ordre du milligramme pour des poids de l'ordre du kilogramme.
Posons dans la formule (1) :
/; = 226cm, R = 6366-200m., g-=981,3 cm.
Ou trouve pour différence des intensités : 0,00697 millimètres, tandis que l'expérience donne : 0,006.52 millimètres, preuve que si la formule est incontestable dans les conditions où elle est établie, elle ne signifie rien pour d'aussi petites variations de distance : il suffit d'un sous-sol hétérogène pour tout changer.
Quoi qu'il en soit, ces premières expériences ed'ectuées, recommençons en construisant entre les plateaux, avec des prismes de
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plomb, un l)lo(: 1515 pesant lOO.OOlJ Uilograniiiics. Il accroît le poids des masses supérieures et diminue celui des masses inl'rrieures. D'oii une mesui-e de la constante G de la gravitation, [)ar suite une mesure de la densité moyenne terrestre A.
Si le bloc s'étend assez loin dé part et d'au-tre des plateaux, on peut le consiilérer comme indéfini. La variation de la pesanteur quand on le traverse, est égale à (§ 215) : Y = 47:G7=^-Grtp;
a est la hauteur du bloc, ? estia densité de la matière qui le constitue. On a trouvé la valeur suivante de G :
sensiblement plus grande qucla valeur de Boys (6,65. 10~').
Pour lixer les idées, soit un bloc d'un mètre de hauteur en [)lonib. On a : n—VW, P = ll,4; y = '',CS.10--.
Le pesanteur valant O.Sl.llJ-, la variation est du millionième, c'est-à-dire de l'ordre du milligramme sur un kilogramme. Le poids à mesurer est doublé par la méthode utilisée.
241. Etude du champ de la pesanteur au voisinage d'un point (Eotvos).
7". — Comme première apj)roximalion, les surfaces équipotentielles au voisinage d'un point sont des plans {larallèles. Comme seconde approximation, ce sont des surfaces courbes assimilables à des portions d'ellipsoïdes. Eotvos s'est proposé de déterminer expérimentalement leur forme au voisinage d'un point, ou, ce qui revient au même, les dérivées secondes par rapport aux coordonnées du potentiel au voisinage de ce point. Pour intéressant qu'il soit, et en dépit des grands mots utilisés dans certains mémoires, le problème résolu par Eotvos n'a qu'un intérêt essentiellement local. Il faut se mettre un bandeau sur l'esprit pour en tirer quoi que ce soit de général, tant intervient sur le résultat la constitution du sol au voisinage du point choisi. C'est à peu près aussi intelligent que d'espérer découvrir la pente moyenne du sol, en déterminant cette pente au voisinage d'un point pris au hasard sur une montagne. ^lais quand il s'agit d'épater le bourgeois, nos pontifes n'hésitent pas à employer les grands mots, ne serait-ce que pour cacher l'insignifiance de leurs résultats, mais au risque de fausser l'esprit du lecteur. D'un problème local parfaitement défini et fort intéressant en lui-même, ils font une sottise.
Les surfaces équipotentielles ne sont régulières qu'en moyenne; il est vraisemblable qu'elles sont infiniment tourmentées; de même la peau d'une orange qui, à la supposer sphérique en gros, ne l'est évidemment plus quand on la regarde à la loupe.
'2°. — Maintenant que le problème est réduit à ses proportions véritables, voyons-en la solution.
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Ebtvos part de ce fait éviilcnt que, dans un champ variable, la pesanteur aux divers points d'un corps, n'est pas la même qu'au centre d'inertie; d'où résulte généralement un couple qui tend à diriger le corps librement suspendu dans un azimut bien délerminé.
Un corps est parfaitement mobile autour d'un axe vertical; calculons le couple auquel il est soumis en raison des variations de la pesanteur.
Soit Xo, Yo, Z(,, les composantes de la pesanteur au centre d'inertie du corps, centre que nous prenons pour origine des coordonnées.
La petitesse des variations permet d'écrire :
,, ,, i)Y :^v iiy oz oz oz
.r, 7/, 3, sont les coordonnées des points du corps. Les dérivées partielles qu'elles ont en facteur, sont des constantes qui caractérisent le lieu de l'expérience. Pour le point choisi, les variations du champ supposé non uniforme seront connues en première approximation si nous déterminons ces paramètres.
Le couple auquel le corps est soumis est :
r=//f{-rY-yX)dm^
r r rV .:^Y .^'^X /DY 0X\ DY DX-\
JJJ L""ïïF-^"^ +"^ W-?7; +-'-^-ib-^^'T)rJ'
Introduisons le potentiel; on a :
dlerchons l'expression de cette quantité dans les cas les plus simples.
3". — Premier type de balance.
C'est une simple tige creuse horizontale BOG, surchargée à ses deux bouts et supportée par un fd très lin AD (fig. 201).
Négligeons ses dimensions en hauteur; les deux derniers termes de l'équation (1) disparaissent.
Soit /• la distance OP. On a :
.r = /'cosa, y:^^rs'inx\
.r- — y-=:r- cos 2y., I.vy = /■= sin 'Ir.
(lui .
ÉTVUE EXPÉRIMENTALE DE LA GRAVITÉ ET DE LA PESA.\TEiR
Le iiiomcnt d'inertie de la barre par rapport à Oz est :
\=/r-iln/.
L'expression du couple devient :
^^^\ 9 ^ I^^W :>WN,sin2.
.-■ .-■ Icos2a +i -?r-' ô"^ M — ô — •
On utilise une tige surchargée à ses bouts pour augmenter le moment d'inertie sans augmenter le poids, qui doit rester aussi faible que possible pour ne pas casser le fil de torsion AD.
'i". — Skco.M) type de ba-
I. VNCE
Une des surcharges de masse m est suspendue par un fil de longueur l (lig. 202).
Fig. 201.
Fig. 202.
Il n'est plus possible de négliger les derniers termes de l'expression 1 1' . Soit b le bras de levier OC On a :
fxzdm = blni cos y., /yzdm = blin sin t.. Le nouveau couple F' est :
r =1 + ^ n blni cos y. — ^i — T-wtmsinx. oydz iKvVz
Expériences avec la balance du premier type
i ". — Supposons le 01 de suspension AD sans torsion, c'est-à-dire n'opposant aucun couple à l'action directrice de la pesanteur. La condition r = 0, devient :
^^-^ O.vdy-yOy'- Ox'-J-
Elle signifie que la barre est dans une des sections principales de ,1a surface équipotentielle passant par le point 0 (§ 218) : ce qu'il
n'était pas difficile de prévoir. L'une des sections est d'équilibre stable, l'autre est d'écpiilibre instable.
Prenons pour sections principales les plans .rOz, ijOz [Cig. 203).
Représentons deux surfaces équipotentielles voisines 1 et 2.
Tour l'équilibre 'stable, il faut que les extrémités surchargées de la barre soient dans la surface équipotentielle la plus basse, dans la surface 2 par conséquent, puisque; l'axe Oz est tourné vers le haut.
Il faut donc que la barre se nietl<> dans la section de moindre courbure.
Puisque nous [)renons pour sections principales les plans. jOc,?/Oc, nous devons écrire (§ 218) :
ç = 0, 90', Le couple devient :
ÛxOy'
r—C^^ c^VX sin2^_ /l l\sin2a
Le couple est proportionnel à la différence des courbures principales; il s'annule pour a = 0, a = 90".
Il est maximum à 45" des sections principales. Résultat ([uasi évident.
Faisons osciller la balance au voisinage de sa position d'équilibre stable. D'une manière générale la durée d'oscillation T est : ■
T = 2z\ÏTC,
C est le coefficient de l'angle d'écart dans l'expression du couple. Pour un angle a petit on a :
oi<-L_l
2°. — Utilisons un fil dont la constante de torsion n'est pas nulle. Soit 'fi le couple qui correspond à la torsion 0.
Supposons déterminé l'azimut 0 de la barre par rapport à la cage à laquelle l'extrémité supérieure du fil est attachée.
Cela revient à écrire que pour 0 = 0, la torsion du fil est nulle.
Si les variations de la pesanteur n'intervenaient pas, 0 resterait constamment nul, le fil resterait non tordu, quand nous faisons tourner la cage autour d'un axe vertical : la variation de l'angle z définissant la direction de la barre serait alors précisément égale à la rotation de la cage.
Mais les variations de» la pesanteur interviennent; la barre tourne
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iloii'" jiar rapport à la cage d'un angle 0 tel qu'on ait :
0 s'annule ([uand la barre passe clans les sections principales des surfacos équipotontiellcs, puisque alors la quantité entre crochets s'annule. Mais l'étiuilibre peut «'tre stable ou instable.
Tout cela est d'une évidence absolue.
Le lecteur n'a qu'à imaginer un barreau de fer parfaitement doux sus|iondu horizonlalcnienl dans le champ magnétique terrestre, par un (11 dont la constante de torsion est grande par rapport au couple magnétique directeur. Il est clair que si l'on tourne la cage autour d'un axe vertical, l'aimant induit se déplace angulairement par rapport à la cage. La torsion du fil ne devient nulle que lorsque l'axe du barreau de fer doux est dans le méridien magnétique; ce qui correspond à deux azimuts de la cage à 180° l'un de l'autre.
Si l'on met la cage à 90" de l'un de ces azimuts /jo»/- la torsion nulle du fil, l'équilibre du barreau de fer doux est instable. Le fil se tord donc dans un sens ou dans l'autre suivant le sens du déplacement accidentel initial.
La seule difficulté matérielle de l'expérience actuelle est la petitesse du couple directeur dû au champ de la pesanteur.
3°. — Sous l'infiuence de l'élasticité du fil, à supposer nulle l'action de la pesanteur, la durée des petites oscillations serait :
Supposons l'équilibre établi entre le couple V et le fil pour un azimut :; de la barre. En raison de la variation de V avec a, la durée d'oscillation autour de cette nouvelle position d'équilibre devient :
T- ~ I V ■' di
D'où les équations :
, Tô'ri>W ; , /:>W c>W\sin2a-|
e = :^l je— T-cos2z+ -=r-^ ?j-r — 7^ — . 1
Faisant varier l'angle t., nous déterminons donc les quantités :
dy- dx- ' Ar?^' soit par l'étude des rotations 0 de la barre par rapport à la cage, soit par l'étude des durées d'oscillation.
Le lecteur n'oubliera pas que 0 est toujours très petit par rap- I)ort à a.
On choisira les azimuts rectangulaires :
, = 0, aj = 90°, pour lesquels on a : T^ D'-\\ 2t.- 2t'- fd'-W D'W
ou les azimuts rectangulaires :
23 = 45", 21=135", pour lesquels on a :
Les torsions 0 sont maxima dans les positions de la barre bissectrices des sections principales. Les durées d'oscillation sont niaxinia et mininia au voisinage des sections principales. La durée d'oscillation est minima quand la barre oscille de part et d'autre de la section de moindre courbure qui est d'équilibre stable; elle est maxima quand la barre oscille de part et d'autre de la section de plus grande courbure qui est d'équilibre instable. En effet, dans le premier cas, les deux causes tendent à ramener la barre dans la section principale; dans le second, l'élasticité du fil tend à l'y ramener, mais les variations de la pesanteur tendent à l'en éloigner.
En définitive, l'expérience fournit les azimuts des sections principales et la différence des courbures de la surface équipotentielle dans ces sections.
Si le lecteur ne comprend pas, il n'a qu'à répéter l'expérience ci-dessus indiquée, en exagérant le couple magnétique directeur.
Expériences avec la balance du second type
L'expérience consiste à déterminer les variations d'azimut 0 de la barre par rapport à la cage.
Posons :
2 4-^ V 0>/^ Dx'- J^^' 4 J^ DxDi/ ~ ^'
■: 0!jOz~ ' -; ■dxOz~~
Pour deux azimuts quelconques de la barre, nous avons : ■ fj, — f), = A (sin23:s, — sin22,)-t-B (cos2a, — cos2a,) + a (sin a, — sin a,) + b (cos 2, — cos a,). En faisant l'observation dans cinq azimuts différents, nous posons quatre équations cjui fournissent les quantités A, B, h, a.
On mesure la durée d'oscillation T„; on détermine d'autre part la torsion produite par l'attraction de masses connues agissant sur la masse inférieure.
En définitive on mesure directement les quantités :
Ël^_.^ ^''^^' i!!^ ^^ djf ?.i°-' dydx' Dj/Oz' OxDz-
La dérivée 0-W : Dz- est fournie par l'expérience de Jollj'
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244. Description des appareils. Intérêt des expériences. /". — N'uici quelques ilt-lails sur les a|)p;ireils utiliscis.
La hdIdiHC est forinée (par exoiuplc) tl'uu liihe tle lailoii do 'lO cm. de longueur, chargé de deux cylindres de platine pesant 30 grammes chacun. Le fil de suspension, long île GO cm., est en platine. Son diamètre est de 'lO •;.; sa limite de charge est de 12.") grammes environ. La durée d'oscillation est de 700 secondes.
Les azimuts relatifs 0 sont déterminés par deux miroirs, l'un fixé sur la barre, l'autre sur la cage.
La cage est constituée par ileux enceintes en tôle de laiton de 2 à 4 mm. d'épaisseur; leur distance est d'un centimètre. Cette enveloppe à douide paroi protège bien contre les variations de température, les rayonnements et les actions électriques.
Les torsions 0 sont de l'ordre de la minute, les variations de la période sont de l'ordre de quelques secondes.
2". — En elles-mêmes les expériences d'Eôtvos sont curieuses et méritaient d'être tentées. Mais à quoi bon cacher que leur intérêt geodésiqitc est exactement nul, aussi nul que l'intérêt île la Topographie poussée dans son extrême détail ? Tout le monde accorde que pour construire un édifice sur un terrain varie, il est nécessaire de le reconnaître dans son détail : vous ne croirez cependant pas, ce faisant, avancer la Géodésie !
D'autant que la difficulté /cc/uiique de l'expérience est quasiment insurmontable. Si vous en doutez, suspendez librement un fil métallique dans votre laboratoire, avec toutes les précautions que vous voudrez pour éviter les variations de température; étudiez les variations du zéro par la méthode de Poggendorff. Quand votre fil a pris une position à peu prés déterminée d'équilibre, modifiez tant soit peu la température : vous me direz ensuite des nouvelles de la variation du zéro. Dans un seul cas, elle est pratiquement annulable : c'est quand le fil est parfaitement recuit. Construisez donc, pour voir, un appareil Iransportable avec un fil parfaitement recuit! On peut, il est vrai, m'objecter cette « tarte à la crème » le fil de quartz. 11 a bon dos!
Conséquemment, à quoi bon mesurer les déplacements angulaires par des méthodes optiques ultrasensibles, si vous ne pouvez pas certifier que le zéro du fil (azimut relatif des extrémités pour le couple de torsion nul) est invariable ou calculable?
Et tout ce travail pour aboutir à déterminer l'irrégularité locale de la peau d'une orange vue avec un grossissement d'un milliard !
Indépendance de la gravité et des masses interposées
Eotvos se sert d'une balance du second type. II observe au lever ou au coucher du Soleil, la barre étant perpendiculaire à l'azimut du lever ou du coucher. Menons du centre du Soleil deux droites. l'une au poids supérieur B, l'autre au j)oids inférieur A. Le Soleil
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étant près de l'hori/on, les segments de ces droites qui traversent la Terre sont de longueurs dilTérentes. Par exemple quand la droite
BS rase le sol, la droite AS traverse la Terre sur une longueur de 7 kilomètres, à supposer AB = 1 mètre. Si les couches de la Terre à travers lesquelles s'effectue l'attraction, la modifiaient, la balance subirait une déviation fonction de la position du Soleil.
Eôtvos trouve qu'une cou- SoJe/2 cbe d'un kilomètre d'épaisseur formée par les parties superficielles de la Terre,
n'altère pas d'un ceiit-mil- Fig. 204. ,. ., ,', . 1 o 1 .|
honiemel attractiondu Soleil.
Eotvos se sert aussi de sa balance pour montrer que les surfaces de niveau W=: constante, sont les mêmes, quelle que soit la nature du corps suspendu. Nous savons qu'il en résulte [l 218) la proportionnalité de l'action newtonienne à la masse définie comme facteur d'inertie.
CHAPITllR 111 SURFACES DE NIVEAU. NIVELLEMENT
Toute la dilTicuIté tliéoric|ue du nivellement vient d'une idée préconçue chez le lecteur : il s'imagine que L'altitude au-dessus du nh'eau de la mer est une notion expérimentale simple et directe, alors que le nivellement proprement dit ne donne pas immédiatement les altitudes.
Si le lecteur fait abstraction de ce que le langage usuel lui a faussement suggéré, il trouvera simples les pages suivantes.
Les spécialistes compliquent à plaisir une théorie très élémentaire; ils s'entendent pour rendre leur petite besogne incompréhensible, heureux de paraître se mouvoir aisément parmi les plus insondables difficultés. C'est ainsi que le Traité de nivellement de haute précision de Lallemand est le comble du ridicule pédagogique.
Mais c'est la marotte des polytechniciens (je veux bien croire que ce sont des hommes admirables à l'usine et sur le terrain:, de ne pas dire un mot sans y joindre des calculs de taupin. Ça tient toujours de la place, et les imbéciles de s'écrier : « Qu'ils sont forts! »
Je trouve seulement qu'ils sont bêtes.
Un de leurs trucs préférés consiste à supposer des théories fausses pour avoir le plaisir de démontrer qu'elles le sont. On se demande avec angoisse comment ils arrivent à se borner; on finit par leur savoir gré de ne pas être dix fois plus volumineux, c'est-àdire dix fois plus bêtes.
Xivellement par cheminement.
246. Nivellement d'une portion restreinte de la surface terrestre. Plan horizontal.
l'\ — Au point A plaçons un niveau à lunette; réglons verticalement l'axe normal au limbe, et horizontalement l'axe optique de la lunette : quand ces conditions sont réalisées, le niveau est réglé. Faisons tourner la lunette autour de l'axe vertical : son axe optique balaie le plan horizontal HH du point A où se trouve le niveau. A la vérité, les réfractions atmosphériques courbent les rayons : les objets qui forment leurs images sur la croisée des fils du réticule,
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ne sont Jonc pratiquement dans le plan horizontal II II du point A (surface des eaux tranquilles) que si leur distance à la lunette n'est pas trop grande. Sinon ils se trouvent sur une surface de révolution ayant pour axe la verticale en A et tournant sa concavité vers le centre de la Terre, à supposer régulière la distribution des densités dans les couches d'air.
En divers points B, C, D,... enfonçons dans le sol de courts
piquets [l IG), sur la section supérieure et quasi horizontale desquelsnous plantons un gros clou à tète ronde. Sur ces clous faisons reposer des règles graduées [mires) tenues verticalement. Elles seront à des distances de la lunette de l'ordre de 100 à 200 mètres.
Visons successivement
Fig. 205
ces mires, dont nous supposons les zéros du côté du clou : nous avons immédiatement les distances des sommets des clous au plan HH de référence ; nous avons par suite les allitndes relatives de ces sommets.
Le nivellement des arpenteurs tient en ces quelques lignes; rien n'est plus simple, parce que la surface de référence est un plan, le plan horizontal passant par le point A. Comme aussi bien pour des aires médiocres on peut considérer tous les plans horizontaux comme parallèles, changer le plan de référence (changer par exemple la hauteur du niveau) revient à modifier toutes les altitudes de la même quantité : il n'y a pas l'oiuijre d'une difficulté.
5". — Les difficultés surgissent quand on ne se limite plus à un territoire petit, quand on chemine le long d"un système de routes et de voies ferrées, quand la distance des points extrêmes du nivellement dépasse, par exemple, mille kilomètres. Mais ces difficultés tiennent, non pas à la nature du sujet, mais à la définition et à la solution expérimentale incomplète qu'on en donne.
Le nivellement sert à tracer des routes abordables aux voitures, des chemins de fer sur lesquels les locomotives ne s'arrêtent pas impuissantes, des canaux où l'eau ne refuse pas de s'écouler. Or dans tous ces problèmes, intervient, non pas immédiatement l'altitude, mais le travail qu'il faut dépenser pour conduire une certaine masse d'un lieu à un autre, à supposer les frottements négligeables. Certes, si nous connaissons le travail et l'intensité de la pesanteur, nous aurons la différence des niveaux; mais cela n'empêche pas la donnée essentielle d'être, non pas l'al/ittide, la différence des cotes dynamiques, la di/fc/ence des potentiels, entre les points considérés.
Niveler, c'est chercher les points qui se trouvent sur une même
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surfaco de niveau ; c'est cherchor de plus les dislances des traces des surlaces de niveau de cotes données le long d'une même verticale, c'est-à-dire le long d'une même courbe orthogonale (qui du reste peut être de forme compliquée).
Nous allons montrer que le problème n'est soluble que par la combinaison de deux espèces de mesures : le nivellement proprement dit, la détermination des intensités de la pesanteur. Les di^icultés proviennent de ce qu'on avait la prétention de résoudre le problème en se passant des mesures directes de la pesanteur (ou de formules enipirif|ues remplaçant les mesures directes). Le problème était alors indéterminé; on se tirait d'affaire avec rhyjjothèse arbitraire (du reste rarement explicitée) que les surfaces de niveau sont des surfaces parallèles, en particulier des sphères concentriques.
En définitive, les propriétés d'un point de la surface terrestre sont déterminées par la cote de la surface de niveau sur laquelle il se trouve, par l'angle que fait la normale à cette surface avec le plan normal à l'axe de rotation de la Terre (latitude "/,) et par l'angle que fait le plan passant par cette normale et parallèle à l'axe de la Terre, avec un certain plan de référence P passant également par l'axe (longitude L).
Soit W=:/'(r, y, z), la surface de niveau.
Soit Oz l'axe de rotation de la Terre et .rOr. le plan P.
Les cosinus directeurs a, ,3, y, de la normale sont proportionnels à :
df Df df
dx Df dz'
On a : tg. L = 3 : j;=^:3^,
° ôy ox
■=-|V(|)V(|)-Kl
Définition théorique d'une nivelée. Conditions optima
1\ — A quelle condition deux points B et C sont-ils sur la surface de niveau S qui passe par l'axe optique de la lunette A réglée comme on l'a dit?
La surface S est courbe; l'axe de la lunette balaie le plan tangent : nous vérifions seulement que les points B et G sont dans le plan tangent. Nous devons obtenir que l'erreur, qui ne peut être nulle, soit négligeable.
Soit ^r= /■(,)•', une courbe tangente à Taxe des x pour l'origine des coordonnées. Développons en série; nous avons : y = mx- + ?ix^.
Pour que y soit négligeable, il ne faut pas que .r soit trop grand; d'autre part, .r est évidemment minimum à la fois pour les deux points B et C si nous plaçons A au milieu de la droite BG.
D'où la règle posée pour le nivellement de la France d'après
rexpérience de Bourdaloûe, qui n'était pas polytechnicien, mais se contentait d'être technicien fort hal)ile :
La longueur des nivelées ne dépasscid pas :l'iO à lôO nicires; le niveau sera installé, à un mètre /très, à égales distances des mires.
Une autre considération amène h\ même conclusion : les rayons visuels sont courbés par la réfraclion : l'erreur est proportionnelle au carré de la distance.
D'où la nécessité de nivelées relativement courtes.
2°. — Le lecteur réfléchira à celte conclusion qui choque les premières idées venues. On pourrait croire utile d'allonger les nivelées pour diminuer les erreurs accidentelles. jNIais pour une lunette donnée, l'erreur de visée croît à peu près proportionnellement à la distance, puisque les images pour de courtes visées sont plus grosses et plus faciles à lire. Supposons que l'erreur soit de 1 mm. sur la mire à 100 mètres; elle sera vraisenibla])lement d'un centimètre sur la mire à un kilomètre. Si nous faisons 10 lectures le long de ce kilomètre, pour avoir à redouter la même erreur, il faudra que la malchance nous amène à nous tromper toujours dans le même sens. Sans compter que les fautes grossières de lecture sont impossibles dans le premier cas, faciles dans le second.
Mais à ces erreurs de lecture s'ajoutent pour le kilomètre des erreurs de définition tenant à la rotondité des surfaces de niveau et à la courbure des rayons visuels. C'est donc avec grand'raison que Bourdaloûe a diminué les nivelées, augmentant ainsi considérablement la précision, malgré l'augmentation du nombre des mesures.
Ces remarques s'appliquent également aux mesures tachéométriques (§ 25).
11 ne faut rien pousser à l'extrême; prendre des nivelées trop courtes serait mauvais. La nivelée sera telle que la division en centimètres de la mire donne la meilleure approximation.
Tracé expérimental d'une surface de niveau
1". — Ceci posé, rien n'empêche en théorie de trouver autant de points qu'on voudra de la surface de niveau S. Les points 15 et C étant supposés dessus, on placera le niveau où l'on voudra au delà de C, en A'. On déterminera un nouveau point D de la surface S; pour obtenir le maximum de précision, on fera en sorte que D soit sur la droite CA' et qu'on ait A'C^.\'U. On cheminera ainsi indéfiniment, traçant point par point la surface de niveau S.
En fait on cherche, non pas à placer les points M et G au même niveau, mais à déterminer la différence des distances des points B et C au plan tangent de la surface de niveau S qui passe par la lunette.
Montrons que cette opération aurait un sens bien défini, indépendant de la forme des surfaces de niveau, s'il était permis de les supposer parallèles, c'est-à-dire obtenues à partir de l'une d'elles 12 en portant sur les normales à S une longueur constante >,.
2^ — En effet posons que le point B est dans la surface de niveau
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Fig. 206.
s, (le puraiiu'tre >., (fig- -Ol!); le point C ([ui esl par onciiiijIc au-dessous (le cotte surface de la quantité c, se trouve donc dans la surface de niveau S, de paramètre /.2=^/., — c- Déplavons-nous d'une manière arbitraire sur la surface S,; parvenus au point M quelconque de celle surface, pour revenir en M' sur la surface S,, il suffira de nous élever de e.
h' al li tilde des points serait donc parfaitement définie dans riiypothèse de surfaces de niveau parallèles; l'altitude relative de deux points B et ^I ne dépendrait en aucune manière des points intermédiaires C, D,... L, utilisés.
3". — Au contraire si les surfaces de niveau ne sont pas parallèles, la difTérence d'altitude entre deux points B et M n'est pas la somme algébrique des dénivellations successivement obtenues; elle dépend des points intermédiaires utilisés : ce qu'il est très important de bien comprendre.
Posons pour préciser que B et M sont tous deux dans la surface S, (fig. 207). Passons d'abord de B à M par une série de points C,, D,,..., L,, tous dans cette surface : les dénivellations successives sont nulles; leur somme est nulle. Mais passons de B à M par une série de points Q, D^,..., L^, tous dans la surface S, voisine de S, et située au dessous par exemple. Pour aller de B à C^, nous descendons de Z; puis nous restons de niveau jusqu'en /; après quoi nous devons remonter d'une quantité différente de l, puisque paii. hypothèse les surfaces S, et S, ne sont pas parallèles.
Fig. 207.
Autrement dit, les j/oints B et M, qui sont tous deux dans la surface S,, sont de niveau; ils n'ont pas même altitude par rapport à la surface de la référence ^, puisque S, n'est pas parallèle à cette surface.
Nous obtenons donc des résultats différents suivant que nous déterminons les positions relatives des points par leur distance verticale à la surface de référence Z [altitude orthoméirique), ou suivant
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que nous les tléterminons par le paramètre de la surface de niveau dans laquelle ils se trouvent {altitudes mécaniques).
Comme les surfaces de niveau de la pesanteur ne sont pas parallèles entre elles, nous sommes assurés que les mesures brutes déduites du nn'ellement tel que nous l'a\'ons expliqué , ne signifient absolument rien. Après un cheminement de B eu M situés n'importe comment, nous obtenons une somme de dénivellations qui dépend des points intermédiaires : par conséquent nous ne connaissons ni la dill'érence des altitudes orthométriques des deux points, ni la dillerence de leurs altitudes mécaniques.
Le lecteur voit maintenant pourquoi l'altitude n'a pas de sens expérimental immédiat, et pourquoi le nivellement ne signifie théoriquement rien s'il n'est pas complété par la mesure de l'intensité de la pesanteur, mesure qui détermine les distances mutuelles des surfaces de niveau sur une verticale (courbe orthogonale passant en deux de leurs points.
Cotes dynamiques
1". — Pour éviter toute difficulté nous n'avons qu'à appliquer les principes posés au § 217.
Soit g la pesanteur au voisinage du point où nous opérons, soit g,-. la pesanteur en un point arbitrairement choisi.
Elevons-nous sur la A-erticale de la longueur l; nous prendrons pour variation de cote dynamique ou mécanique la quantité :
f mesure le travail qu'il laut dépenser pour soulever une certaine masse invariable le long du segment / de verticale, ou le travail qu'on récoltera quand cette masse descend de l. La correction n'a rien d'hypothétique; elle résulte purement et simplement de la mesure de g au point où se fait le nivellement; elle est facilitée par le fait que ^' varie peu et d'une manière continue.
La mesure de g en des points assez nombreux du cheminement est donc le complément indispensable d'un nivellement; un nivellement est privé de sens tant qu'on néglige de mesurer l'intensité de la pesanteur, sinon en des points très rapprochés, au moins en des points assez nombreux pour rendre possible le calcul d'une formule empirique.
'2°. — Emploi d'une formule empirique.
La formule : 5'=po (1 — y'cos2a), (1)
où "/, est la latitude, sert ordinairement à calculer la correction. On l'appelle formule de Clairaut : mais je supplie le lecteur de la considérer coniine une formule empiric[ue qui ne représente pas trop mal les expériences. Je m'efforce de libérer ces notions des hypothèses dans lesquelles on les noie, fabriquant ainsi un extraordinaire mastic. Peu importe d'où sort la formule (1); il suffit pour légitimer son
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emploi qu'elle représente la pesanteur à une approximation qui n'a pas besoin d'èlre grande, puisqu'il s'agit d'un terme correctif. L'expérience donne :
j°— ^„=: — 7'cos2a, f. = /(l — y'cos2>.). (2)
A l'équateur : f.=Z(l— /);
au pôle : ''■=/! (1 + -/).
A ré(juateur où la pesanteur est niinima, la variation de cote est inférieure au déplacement; au pôle où la pesanteur est maxinia, la variation de cote est Supérieure au déplacement.
Elle est égale pour le parallèle 4ry'.
.3°. — L'emjjloi de la formule empirique (1) est avantageux comme fixant les idées sur les ordres de grandeur.
Elle permet de résoudre le problème suivant : comment varie la distance de deux surfaces de niveau {crlcrienres aux masses agissantes) quand la latitude varie?
La variation de cote f- devant rester la même, la fonction : l (1 — y'cos2a) demeure invariable. D'où la condition :
Il + 2lY sin 2X. Sa = 0, cl = — 21-/ si n 2 a. S/,, en raison de la petitesse de -/qui rend négligeable le terme en ■/?/,
Les surfaces de niveau considérées se rapprochent à mesure que la latitude croit.
Par exemple, allant vers le nord, on passe de la latitude 4.3" à la latitude 44": ï-a = 1»=0,01745.
Posons que la distance moyenne des surfaces de niveau considérées est ;^200 mètres.
On a : c/ = — 400. -/sin 870x0,01745 mètres.
Les surfaces considérées se rapprochent donc de 17 mm. environ quand on va du parallèle 43" au parallèle 44°, c'est-à-dire pour un cheminement vers le nord d'environ 111 kilomètres.
La correction est petite; mais qu'elle soit 17 mm. ou 17 mètres, la nécessité de définitions qui ne soient pas aljsurdes, n'en subsiste pas moins.
Le nivellement ne peut en aucune manière donner la forme des surfaces de niveau. Complété par la mesure des intensités de la pesanteur, il donne la forme des surfaces à partir d'une f'oriue imposée à l'une d'entre elles. Mais comme cette forme imposée est arbitraire, en définitive le nivellement complet ne fournit que la différence des cotes dynamiques et les distances comptées sur les normales aux surfaces de niveau, quelle que soit la forme de ces surfaces qui n'intervient ni dans les raisonnements ni dans les opérations matérielles.
Tout cela est aussi simple qu'incontestable.
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Nivellement général de la France
i". — Je i)i-eiicls connue excmiile le nivellement général tle la France dit de /taule précision; il J'aut entendre par là de la plus haute précision compatible avec l'énormité du travail.
On s'est proposé d'exécuter un réseau fondamental ou de V ordre ayant un développement de 12.'iOO kilomètres; il suit les voies ferrées, où la faiblesse des pentes permet des résultats très précis.
11 divise la France en 42 polygones; 10 d'entre eux s'appuient sur la frontière ou le littoral; 32 sont fermés et mesurent en moyenne 600 kilomètres de contour : naturellement ces polygones ont des côtés communs.
Chaque maille de ce réseau est divisée en cinq ou six mailles le long de chemins de fer ou, à leur défaut, de routes. Enfin des mailles plus petites suivant des routes forment les réseaux de 3", 4° et 5° ordre. Le réseau total aura SOO.OOO kilomètres de lignes nivelées. On estime le coût du travail total à 20 millions. 2°. — Repères.
Les repères sont provisoires ou définitifs.
Les repères provisoires sont des piquets (fig. 208, a) solidement enfoncés dans le sol et surmontés d'un clou formant téton : ils sont distants de 150 mètres environ. On les enlève une fois le nivellement eflctué. On utilise aussi des disques de fer b fixés dans le sol
par trois griffes et surmontés d'un téton.
Les repères définitifs sont en fonte à console {d) ou cylindriques (a). Ils sont scellés dans des murs ou des y rochers, avant d'en faire le nivellement. Ils portent un téton sur lequel pose la mire pendant le nivellement; le téton doit avoir une avancée suffisante pour que le talon de la mire tourne commodément dessus. Une plaquette en porcelaine (fixée après coup) indique le matricule du repère et l'altitude en mètres et millimètres. Près de 100.000 repères sont ainsi fixés sur les gares de chemin de fer, les édifices qui bordent les routes, les ponts,... Après la guerre il y en aura 10.000 à replacer. 3". — Mires (a compensation).
Ce sont des règles en bois de 3 à 4 mètres, portant des traits noirs sur fond blanc, traits dont l'équidistance est d'un centimètre, d'un 1/2 centimètre ou de 2 millimètres suivant que la portée moyenne est de 170, de 85 ou de 35 mètres. Dans une cavité ménagée dans l'axe de la règle se trouve une double règle fer-laiton donnant la longueur vraie de l'équidistance pour les conditions de l'expérience (température et humidité de l'air .
Fig. 208.
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La règle de 1er |iorle deux Irails de repère (|ui se défilaccnt devant 2 gratliiations fixées l'une sur la règle de laiton, l'autre sur la règle de bois. I-es graduations sont telles que la sonnnc des deux lectures donne in^iiu-dialenient la didërenoe entre le mètre légal et la longueur (le lUU des intervalles de la règle de i)ois (voir S l-'O;.
L'expérience montre rpic la mire subit chaque jour une variation périodique dont l'amplitude est de plusieurs centièmes de millimètre par mètre.
La mire est terminée à sa partie inférieure par un talon de fer, ajusté d'équcrre, qu'on pose sur le téton des repères provisoires ou définitifs.
La verticalité est vérifiée à l'aide d'un niveau sphérique à bulle; elle est maintenue au moyen de deux pieds formant arc-boutant.
Plusieurs méthodes augmentent la précision de la visée sur la mire; elles ont ceci de commun qu'on amène le fil réticulaire à bissecter un trait de la mire.
Pour cela on peut incliner très légèrement la lunette; on mesure l'inclinaison de l'axe optique par le déplacement de la bulle sur le tube gradué du niveau. Connaissant la distance approximative de la mire, on Aut aisément la correction.
Une seconde méthode consiste à soulever ou abaisser en bloc la lunette, réglée et maintenue horizontalement, d'une (juantité qui n'a pas besoin d'excéder 10 mm.
Enfin on peut agir sur la mire; l'inconvénient de cette méthode est de diviser l'opération entre ro[)érateur et son porte-mire qui sont actuellement distants de près de 100 mètres..
Grâce à ces procédés, on réduit l'erreur de pointé à 0,2,5 mm. sur 100 mètres de nivelée. Les mires peuvent différer entre elles d'une constante sans qu'il en résulte aucun inconvénient; on détermine leurs équations personnelles en les plaçant successivement sur le même repère définitif et en comparant leurs indications vues dans la lunette immobile.
Technique opératoire
1". — Pour déterminer la diflerence de niveau des sommets des tétons de deux repères consécutifs RetC (fig. 205), on règle la lunette à niveau autant que possible sur la droite BC, à égale distance des points B et C. Deux aides tiennent les mires verticalement posées sur les repères suivants et C. Le réticule se compose de trois fils; l'opérateur lit successivement sur les trois fils en commençant par la mire arrière et terminant par la mii-e avant. Un aide recommence les lectures en sens inverse. Outre qu'on supprime ainsi la possibilité des erreurs de lecture, la comparaison des trois résultats pour les deux mires permet de vérifier l'égalité approchée des distances AB, AC.
Les lectures terminées, on transporte la mire arriére en avant sur le repère suivant; la mire avant retournée joue le rôle de mire
arrière pour la nouvelle position de la lunette On élimine ainsi les (liiïérencos qui pourraient exister clans les zéros des deux mires.
Et ainsi de suite. Pour le réseau de 1"' ordre ou recommence en sens inverse sur les mêmes piquets.
Quand on opère dans les tunnels, on éclaire la lunette à niveau et les mires avec des lampes à réflecteur.
On ne tolère les dénivellations supérieures à 2 mètres et les portées supérieures à 150 mètres que dans les réseaux d'ordre inférieur.
Théoriquement le niveau doit être placé à égale distance des extrémités de la nivelée; on hésite cependant à réaliser la condition sur une route de forte rampe.
Pour fixer les idées à cet égard, voici quelques nombres.
La pente limite des routes actuelles est de 40 à 50 mm. par mètre (1 : 25 à 1 : 20); celle des routes de montagne est de 80 à *J0 mm. par mètre; les pentes des chemins de fer dépassent rarement 30 millièmes.
Sur une route de montagne qui monte de 8 mètres par 100 mètres, il est nécessaire de raccourcir la nivelée. Pour utiliser toute la longueur des mires, à supposer le niveau à 1™,50 du sol et la mire de 4 mètres, on doit viser en bas de la mire la plus haute, en haut de la plus basse. Soit 3™, 80 la dénivellation (dans notre hypothèse elle ne correspond guère qu'à 50 mètres de dislance entre les mires) : le niveau doit être à 20 mètres de la mire la plus haute, à 30 de la mire la plus basse.
2°. DlSCOIiDANCES ET PRECISION.
Pour le réseau fondamental les opérations sont vérifiées par un retour sur les mêmes piquets, entre deux repères définitifs dont la distance est de 500 à 1000 mètres. La discordance entre les deux opérations, toutes corrections eftectuées, doit être inférieure à 3,5 millimètres. Sinon l'on recommence.
On fait subir aux altitudes la correction du ^ 249 qui donne les distances à la surface de référence. Connaissant ces distances, on peut aussi bien calculer dans quelles surfaces de niveau iln/poLlié tiques) se trouvent les différents points. Dans le premier cas on al'rt^ti tilde orthomctriquc ; dans le second, on a la cote mccaniiine.
Tout ceci fait, les polygones doivent se fermer; c'est dire qu'après un tour complet on doit retrouver la même altitude ou la même cote. On ne la retrouve pas : on partage l'erreur au petit bonheur le long du polygone.
Les erreurs accidentelles croissent de 1 mm. à 5 mm. par kilomètre suivant qu'il s'agit d'un réseau de premier ordre ou de cinquième.
Pour un polygone de premier ordre dont le développement est en moyenne de 550 kilomètres, l'écart de fermeture (toutes corrections effectuées) est de 12,5 cm. au maximum, de 6 cm. en moyenne. Les écarts sont à peu près les mêmes, avant et après la correction du
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§ 240; cela prouve qu'elle est extrènienicnt liypolliL'li(|ue <■!. à peu près illusoire. Autrement dit, même si l'on admet en gros la loi de variation de la pesanteur représentée par la formule du ji 2'i'J, les variations locales sont relativement trop fortes pour qu'une correction basée sur cette formule ait un sens quelconque.
Quant aux erreurs probables, au.\ courbes en cloche et autres lichaises, le lecteur connaît mon opinion à leur sujet. L'usage qu'on en fait dans la question qui nous occupe, n'est assurément pas pour la moditier.
252. Nivellement de Bourdaloue; comparaison avec le nivellement dit général.
En 1855, un contlmteur des ponts et ciiaussées, Bourdaloue, connu pour des perfectionnements dans la construction des appareils de topographie, fut chargé de couvrir la France d'un réseau de 15.000 kilomètres de courbes nivelées. Il avait pris comme zéro des altitudes, le niveau moyen de la Méditerranée à Marseille [zéro Doiirdaloiie; le zéro normal plus récemment adopté est de 7 cm. plus bas .
Son nivellement fut terminé en 1803.
En 1878 des doutes s'élevèrent sur la précision de ce travail : on le recommença.
D'après le nouveau nivellement, la correction à ajouter aux altitudes de Bourdaloue (elle est par définition de 7 cm. à Marseille) est de — 107 cm. à Lille et — 91 cm. à Brest; on est forcé d'admettre que des erreurs systématiques se sont introduites dans les mesures de Bourdaloue. On parvient à supprimer une partie de l'écart par une correction qui fut jugée nécessaire sur la longueur d'une de ses mires, et par la correction du § 24'J, qu'ii avait négligée; malgré tout, les diflerences sont très supérieures aux erreurs possibles.
Les résultats de Bourdaloue n'étaient pas sans étonner. 11 trouvait (|ue le niveau moyen de l'Océan à Bayonne est de 86 cm. plus haut que le niveau moyen de la Méditerranée à Marseille; il le serait à la Rochelle, à Lorient, à Brest, à Dunkerque respectivement de 40, de 99, de 91, de 102 cm.; ce qui donne pour l'Océan une altitude moyenne supérieure de l'ordre de 80 cm.' à celle de la Méditerranée.
Le nouveau nivellement donne une différence de l'ordre de 10 à à 20 centimètres.
Mouvements du sol
Alphonse Allais soutenait que certaines églises avaient été prises vers la fin du siècle dernier d'une inquiétante manie ambulatoire. Le raisonnement sur lequel il s'appuyait, est en un sens indiscutable : les géodésiens ne peuvent se tromper; certaines églises ne sont pas sur le sol à la place où les cartes les indiquent; donc les églises se sont baladées. Malgré la déférence que m'inspirent les géodésiens, je crains cependant qu'Allais n'ait exagéré leur infaillibilité :
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la preuve qu'ils se trompent parfois, est que personne n'ose soutenir que les diflerences constatées entre le nivelle/iienl Bounlalouc ou le nivellement général tiennent (uniquement au moins) à des soulèvements ou affaissements du sol de la France.
Toutefois il n'est pas douteux que les mouvements du sol existent : on a constaté en certains points de la côte de Suède des variations annuelles de plus de 15 mm. Bien entendu les déplacements sont toujours mesurés par rapport à certains points considérés comme lixes : d'où nouveau sujet de discussion.
On tend à prendre comme invariable le niveau moyen des mers déterminé par les marégraplies.
Il paraît certain que, sauf le cas des effondrements locaux dus à des tremblements de terre, les mouvements sont d'amplitude assez petite et s'étendent sur des territoires assez vastes, pour (|u'il soit extrêmement difficile de les mettre en évidence, à la précision des nivellements actuels. Bien entendu ce que nous disons ne préjuge rien sur le déplacement de certains repères; ainsi l'on a constaté qu'en neuf ans le bâtiment principal de la gare d'Avignon, qui portait un repère fixe, s'est affaissé d'un centimètre.
Marégraphes, médimarémètres : principe des appareils
i". — L'n tube vertical T est fermé à sa base par une plaque P de porcelaine dégourdie. 11 plonge dans un bassin dont le niveau varie périodiquement. On demande la relation entre les hauteurs li et II de l'eau intérieurement et extérieurement.
Posons qu'à chaque instant la quantité d'eau qui passe à travers la porcelaine, est proportionnelle à la dénivellation II — h. Vu la lenteur des phénomènes, négligeons les accélérations. On a :
(Ui , , , , , , ^ = /.(H-/0.
Par exemple, posons :
H = H„sin(ot On a : /i = A„sin((o/ — o) avec les conditions :
Fig. 209.
Si h est numériquement petit devant w, l'oscillation dans le tube est en retard sur l'oscillation extérieure d'à peu prés un quart de période; 5 = 90" très approximativement.
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L'amplitiule /t„ de l'oscillaliou dans le lube est plus pelile (|ue l'ampliludo extérieure U„ ilaus le rapport : h : w^^cotg:.
Faisons par exemple :
A:« = 1:;W; l'angle 9 vaut SS" 5'.
Au lieu d'une plaque de porcelaine dégourdie qui donne un paramètre k très petit, on peut installer des tubes plus ou moins capillaires.
?". — Supposons l'oscillation extérieure complexe, de la forme :
H = a sin w/ + b sin (2 w/ — ?) + ^ sin (3 wt — 7) + . • . L'intégrale sefa composée d'une série de termes :
A = fl' sin ((,>/— a') + 6'sin(2(,)/ — 3) + r'sin(3 w/ — -/) -j- ...
De ce qui précède résulte immédiatement un amortissement d'autant plus grand qu'on s'avance dans la série. On a en effet :
abc
Les oscillations de très courtes périodes (houle, clapotis,...) ne se transmettent donc pas sensiblement à travers la plaque ou les tubes; seules donnent lieu à des oscillations sensibles les variations extérieures de période semi-diurne, par exemple.
Si h est assez grand devant u emploi de tubes de relativement grandes sections), on peut même avoir pratiquement :
pour les oscillations semi-diurnes, tandis que la houle et le clapotis ne fournissent aucune oscillation perceptible.
Nous pouvons maintenant comprendre comment fonctionnent les marégraphes et les médimarémètres.
Marégraphes, médimarémètres : construction
1°. M\UÉGRA1'HE.
L'n puits communique avec la mer par un tuyau, assez long et assez étroit pour amortir les oscillations de courtes périodes [^houle, clapotis, vagues causées par le passage d'un navire). Par l'intermédiaire d'un tll métallique AB, un flotteur agit sur une poulie P que ramène un contrepoids G. La poulie P entraîne une crémaillère horizontale EF qui porte un style S : d'où inscription d'une courbe des niveaux sur le cylindre enregistreur G qu'actionne un mouvement d'horlogerie (non représenté).
Un détail de construction vaut la peine d'insister. Dans l'observatoire marégraphique de Marseille, le fil AB est long d'une dizaine de mètres : d'où la nécessité de compenser les variations de longueur dues aux variations de température. On y parvient à l'aide d'un second fil métallique, fixé à son extrémité inférieure et agis-
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sant sur le levier d'axe A qui porte la poulie// L'allongement du fil AB fait tourner la poulie P dans le sens de la flèche, tandis (|ue l'allongement du fil compensateur abaisse la poulie y/ et fait tourner la poulie P en un sens inverse de la fièche.
On obtient la compensation en déplaçant le point d'attache L.
riç. 210.
2". — Marégraphe totaliseur.
Prenons une origine sur une règle verticale invariablement fixée sur une roche constamment baignée par la mer. On appelle niveau moyen de la mer l'ordonnée Z définie par l'intégrale :
II
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T est un temps tri'S graïul, de l'ordre de l'anm-e; z est le niveau à cha(|iie instant. Dire ((ii'il existe un niveau moyen, c'est dire que Z conserve la même valeur (juel que soit T, pourvu qu'il soit grand.
Le problème se pose de savoir s'il existe un niveau moyen.
Pour le déterminer, il faut tl'abord éliminer les oscillations de courtes périodes, ce que nous savons l'aire. Supposons tracé le graphi(|ue 3 =/"(/) des hauteurs : le niveau moyen s'en déduit par la mesure des aires au planimètre, comme il résulte de la définition même. Portons le temps en abscisses; à partir d'une horizontale Zo quelconque, mesurons l'aire limitée par la courbe : le niveau moyen est l'horizontale Z, telle ([ue le rectangle (Z, — Z„)T ait précisément l'aire trouvée au planimètre.
On peut faire cette intégration automatiquement : la figure 210 représente schématiquement le dispositif.
A la crémaillère est attaché un fil FQ (nous le supposerons sans torsion) qui supporte l'axe QR sur lequel est monté le galet K.
Ce galet s'appuie sur le disque D entraîné par le mouvement d'horlogerie. Il tourne donc pendant le temps dt d'un angle proj)orlionnel à zdt. 11 suffit de déterminer le nombre de tours qu'il fait dans le temps T pour connaître le niveau moyen :
ZT= / zdt.
Bien entendu le fil FQ ne supporte pas directement l'axe QR; il déplace un chariot sur lequel sont montés le galet et les organes qui comptent ses tours. On étalonne l'appareil par une expérience préliminaire dans laquelle on impose au flotteur deux hauteurs fixes connues.
5°. • — MÉDIMARÉMÈTRES.
Pour ingénieux que soit cet appareil, il coûte cher. Pour déterminer le niveau moyen, on préfère employer le médimarémètre dont la figure 209 montre le schème. C'est un tube vertical dont le fond est une plaque de porcelaine dégourdie. Il est scellé le long d'un quai, de manière que le fond soit au-dessous du niveau des plus basses mers.
Pour mesurer le niveau de l'eau, on utilise une sonde divisée sur laquelle on fixe latéralement avec des bagues métalliques une bande de papier sensibilisée au sulfate de fer et à la noix de galle. On descend la sonde dans le tube jusqu'à ce qu'elle bute contre le rétrécissement R. On la remonte après quelques secondes : la partie mouillée du papier est devenue noire et indique la cote du niveau.
La surface poreuse est réglée de manière que la marée semidiurne soit réduite à une oscillation insignifiante.
On mesure le niveau tous les jours; on construit un graphique avec les hauteurs obtenues; au bout de quelques mois, on le traite comme nous avons dit ci-dessus, ce qui détermine le niveau moyen pour cet intervalle de temps.
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L'avantage tlii dispositif .est d'être peu coûteux et de déduire le niveau moyen de hauteurs ])eu dillerentes, puisque les oscillations tie marées sont quasiment éliminées.
Existence d'un niveau moyen
1°. — Voici la principale raison a priori alléguée en faveur de la constance du niveau moyen d'une mer. Il est plus stable que le niveau d'un point de la croule terrestre, dit-on, parce que toute perturbation locale du fond de la mer détermine dans la masse liquide des déplacements horizontaux qui répartissent la variation de volume sur l'ensemble de la surface.
On oublie seulement que le niveau de la mer en un point, de la Méditerranée pour fixer les idées, dépend du vent et de l'ensemble des pressions atmosphériques sur la surface de cette mer. De fait le niveau moyen annuel de la ilédilerranée à ilarseille présente, autour de sa moj'enne générale, des variations de 3 à 4 cm., en rapport avec la pression barométrique moyenne et aussi avec la hauteur annuelle de pluie tombée.
2". • — Avec cette restriction (jiie la moyenne portera sur une dizaine d'années, admettons l'existence d'un niveau moyen en chaque point de chaque mer. La question se pose de savoir si tous ces niveaux sont identiques. On ne peut y répondre évidemment qu'à la précision des expériences : pour remarquable qu'elle soit à certains égards, elle ne permet pas d'affirmer que les niveaux entre l'Adriatique à Trieste et la mer du Nord à Amsterdam, par exemple, coïncident à 50 cm. près.
Sur les différences de niveau entre la Méditerranée et l'Océan, on a fait un raisonnement superbe, qui légitimait une dénivellation de près d'un mètre : on expliquait ainsi les résultats de Bourdalouë. La Méditerranée, disait-on, est en moyenne plus salée que l'Océan; la densité de son eau est plus grande. Or elle communique avec rOcéau par le détroit de Gibraltar, qui est profond de 400 mètres environ. En vertu du principe des vases communicants, le niveau de la Méditerranée est donc au-dessous de celui de l'Océan d'une quantité qui est précisément celle que trouvait Bourdalouë.
Maintenant que les résultats de Bourdalouë sont considérés comme faux, le raisonnement subsiste et devient embarrassant.
On en est quitte pour dire que les différences de salure sont superficielles...
Même difficulté pour la Baltique (qui est d'eau quasi douce; densité 1,005; et pour la mer du Nord (densité normale 1,027). Etant donnée la profondeur du Grand Belt, le niveau de la iialtique devrait être à 40 cm. au-dessus du niveau de la mer du Nord : or il est le même. On se tire d'affaire comme plus haut.
Les nivellements les plus précis conduisent à réhajjiliter l'hypothèse de l'uniformité du niveau des mers : leurs surfaces moyennes feraient partie d'une même surface de niveau.
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11 ost nalmol que les différents Etats prennent pour /('tos tic leurs nivellements respectifs le niveau moyen de la mer qui les baij^ne; dans une centaine d'années, il sera temps de parler d'un zéro unifiue et d'une compensation d'ensemble des nivellements nationaux.
Mvcllcnicnl harouiétriqiic.
Formule barométrique
i". — Dans notre Ilydroslalujue nous établissons la formule générale : rdp
I — = W-f l'onstante;
p est la densité du fluide formant l'atmosphère; W est le potentiel total. Nous no pouvons intégrer qu'en reliant la densité à la pression, ce qui exige que nous connaissions la loi de variation de la température. Nous l'ignorons généralement.
Appelons / la moyenne des températures aux points extrêmes A et B entre lesquels nous opérons; admettons que les phénomènes sont les mêmes que si la température entre A et B était uniforme et égale à /.
Les lois de Mariette et de Gav-Lussac deviennent :
"" Po ! + =<«■
D'où : W= W, +^-(1 + a/)log^.
?» Pi
Voilà tout ce qu'on peut tirer des formules générales. 5°. — Pour aller plus loin, posons qu'entre les points A et B, l'intensité g de la pesanteur est constante.
Soit .; et -, les hauteurs au-dessus d'un plan de référence. On a :
Si p diffère peu de/;,, la formule se simplifie :
rot. Pi
Remplaçons :„• Ai parleurs valeurs.
Utilisons une valeur moyenne de g.
11 vient en mètres et avec les logarithmes vulgaires :
r.. — 3 = 18-400(1 + <log^=: 18400(1 + a/)^^=^'.
Le lecteur trouvera dans mon Hydrostatique les raisons pour lesquelles il est ol)surde de compliquer cette formule, les hypothèses qui sont à sa base n'ayant aucune chance d'être exactement réalisées. Ce sont des calculs de taupins qui n'en deA'iennent pas meilleurs pour s'abriter sous le nom de Laplace; on les trouve tout au long dans Y Annuaire du Bureau des Longitudes.
Les différences entre les rôsultats de la « savante » formule du Bureau des Longitudes et la formule ci-dessus donnée sont très au-dessous des erreurs de la méthode.
Marche d'un nivellement. Baromètres altimétriques
i°. — C>n se sert de baromètres anéroïdes) métalliques, compensés pour la température. On lit aisément le dixième de millimètre. Aux points A et B dont on veut la différence de niveau, on mesure simultanément les températures et les pressions; on a ce qu'il faut pour calculer la différence des hauteurs. Deux observateurs sont nécessaires pour exécuter convenablement le travail : l'un reste au point A et détermine en fonction de l'heure la loi de variation des pressions et des températures; l'autre chemine sur le parcours à niveler.
Au voisinage de la pression de 760 millimètres, une variation de pression d'un millimètre de la colonne de mercure correspond à une dénivellation de 10 mètres environ; si l'on observe le baromètre au dixième de millimètre près, l'erreur est théoriquement de l'ordre du mètre. En réalité elle est supérieure; mais la méthode compense son manque de précision par sa simplicité et sa rapidité.
2°. — Certains baromètres anéroïdes, dits altimétriques ou orométriques, donnent directement les altitudes par simple lecture. Ils ont exactement la même précision et la même construction que les autres; on joint seulement à la graduation en millimètres de mercure, une graduation en hauteurs calculées pour la pression de 700 mm. à l'altitude 0 et pour la température moyenne de 20° centigrades.
La graduation H en hauteurs est mobile autour de l'autre. Au point P de départ, on ramène sous l'aiguille le trait de la graduation H qui correspond à l'altitude du point P, quelle que soit la pression actuelle en ce point. On lit ensuite les hauteurs atteintes à chaque instant.
Pour moins précise que soit cette manière d'estimer les dénivellations, elle est commode et bien suffisante pour les alpinistes, (jui peuvent ainsi plus facilement s'orienter dans le brouillard. Elle repose sur l'hypothèse que la variation de pression pour une dénivellation donnée est indépendante de la valeur absolue de la pression. Pour inexacte qu'elle soit, elle est légitimée en pratique par la très petite variation absolue de la pression en un lieu donné : au niveau de la mer, elle ne varie guère que de ±3 cm. autour de la moyenne, ce qui n'est qu'un vingt-cinquième de la pression totale. Au reste, le baromètre altimétrique peut servir de baromètre anè roïde ordinaire.
Ce serait ici le lieu de parler du Nivellement géodésique. Mais il fait intervertir les réfractions atmosphériques; il est donc traité dans mon Cours d'Optique géométrique supérieure. J'y renvoie le lecteur.
Définitions
Pour étiulier la ligure de la Terre, nous pourrions nous limiter aux attractions par un ellipsoïde de révolution ayant un aplatissement très petit (§ 139). Le peu de concordance des faits avec cette hypothèse rend inutile une complication plus grande. Mais les physiciens ont besoin de résultats plus généraux; d'où le développement que nous donnons à l'attraction des ellipsoïdes.
Elle est traitée in abstracto dans ce chapitre.
Nous adoptons la méthode de Chasles; elle est longue, mais claire; on y suit aisément la marche des idées. L'expression hoinoid est empruntée au Traité de Philosophie naturelle de Tait et Thomson;
i°. — On appelle homoid une couche mince comprise entre deux surfaces homothétiqiws (semblables et semblablement placées) (fig. 211).
Soit BB', ce, les surfaces qui limitent la couche; soit 0 le centre de similitude. L'épaisseur £ au point B est mesurée par la distance des plans tangents qui correspondent aux points homologues B et C, plans qui sont parallèles par définition.
Elle est proportionnelle à la perpendiculaire pcentre de similitude sur le plan tangent au point B.
Soit en effet 6 et 6 + dH les rapports de similitude des surfaces considérées par rapport à une surface semblable de référence.
On a évidemment :
£:/; = fZô:e.
Un homoid elliptique est une couche mince comprise entre deux ellipsoïdes semblables, concentriques et semblablement placés tels que :
DP, menée du
fl- ^ è* ^ ,
3°. — On appelle homofocaux des ellipsoïdes dont les sections principales sont décrites des mêmes foyers.
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Ils rentrent clans l'équation générale
A est le paramètre variable qui définit le faisceau des surfaces. 5°. — Soit deux ellipsoïdes :
On appelle points correspondants deux points respectivement pris sur l'un et l'autre ellipsoïde dont les coordonnées satisfont aux relations :
Les points correspondants sont amenés en coïncidence par un changement des unités de longueur suivant les axes.
4°. — Faisons varier 0 de 0 à i; nous divisons l'intérieur du premier ellipsoïde (1) en une série de couches qui constituent une infinité d'homoïds.
Donnons au contraire à a des valeurs positives à partir de 0 : nous remplissons l'espace qui entoure l'ellipsoïde (1), de surfaces homofocales. Il est évident, mais le lecteur y prendra garde par la suite, que les couches ainsi constituées, n'étant pas limitées par des surfaces semblables, ne sont pas des homoïds.
260. Action d'un homoïd elliptique homogène sur un point intérieur.
Elle est nulle; son potentiel est uniibi-me. C'est la généralisation du théorème de Newton (^ 214). Par le point A et le centre des ellipsoïdes faisons j)asser un plan (fig. 212). II les coupe suivant deux ellipses concentriques et homoihétiques, admettant par conséquent les mêmes systèmes de diamètres conjugués. Par le point A menons une droite abcd; soit OC le diamètre conjugué de la direction abcd.
Les cordes ad et bc ont le même milieu M; d'où l'égalité :
Fig. 212.
ab^cd.
Ceci posé, parle point A menons deux cônes infiniment petits, opposés par le sommet et d'angle solide ^/m. Je dis qu'ils découpent dans l'homoïd des volumes dont les actions au point A sont égales et de sens contraires. En effet, décomposons les volumes limités par le cône au moyen de sphères de centre A; la force exercée en A par l'un ou l'autre de ces volumes a pour expression :
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/ y — = /ili.)clr = (Im/iIi- ■= (l(,> . ab = du^ . cd.
On voil aisément que nous pouvons, sans rien né<^liger de l'homoïcl, le découper en groupes de doux éléments de volume dont les ed'els se détruisent. D'où le théorème qu'il fallait démontrer.
Coitoi.L.Mniî.
Le théorème subsiste évidemment pour une couche homogène d'épaisseur quelconque comprise entre deux ellipsoïdes semi)lables et soml)lai)lemonl placés.
11 subsiste encore pour un système formé d'homoïds séparément homogènes, dont la densité varie suivant une loi quelconque.
Application à l'Electricité statique
La densité suj)er/icie//r 7 d'une couche d'électricité en équilibre sur une surface conductrice est, par définition, proportionnelle à l'épaisseur d'une couche fictive mince à lacjuelle on attribue une densité solide (ou de volume) uniforme.
Soit £ l'épaisseur comptée suivant la normale à la surface conductrice (fig. 211), dS l'élément de surface pris au voisinage du point B ou C, p la densité solide. On pose :
pidS = cc/S.
Pour obtenir la densité 7 d'une couche d'électricité en équilibre sur un ellipsoïde conducteur portant une charge totale M (plus généralement d'une couche exerçant une action nulle en tout point à l'intérieur de l'ellipsoïde), on imaginera donc une surface concentrique et homothétique extrêmement voisine de l'ellipsoïde donné; on évaluera la distance t des plans tangents en des points homologues, B et C, par exemple. Soit :
a- b- cl'ellipsoïde conducteur.
Appelons 1 + f/O le rapport de similitude, /; la distance au centre du plan tangent au point .r, y, z; i l'épaisseur de la couche.
Le volume des deux ellipsoïdes et le volume de la couche sont :
-abc, ^-abc[i + dO]\ ^r.abc.dn.
Soit M la masse totale d'électricité; on a
dfi\ M
Reste à évaluer la distance p à l'origine, du plan tangent au point ,r, ?/, c, de l'ellipsoïde. Le plan tangent a pour équation :
d'Où: p=i,,J^^^ + ^, .=.^V£: + |; + £!.
Ce qui résout le problème.
Il résulte immédiatement du § 215 que la force sur un point de la surface extérieure de rellipsoïde recouvert d'une couche en équilibre, est normale à la surface et égale à :
, , _ dh , da , db , de
... '•r/'~^ -*'rP~ ■^■•!'P-f -^-t-P—-
262. Correspondance par points et par éléments de volume de deux homoids.
Considérons, d'une part, l'homoïd limité par les elli[)S0ïdes :
"| + f!+^=l. et ==(l + a)S (1)
d'autre part, l'homoïd liuiité par les ellipsoïdes :
i;: + i: + 4-:=i, et =(l + a)^ (2)
a- 0- c- On les conjugue deux à deux points par points, en posant :
Les points x, y, z, appartiennent au premier (ou au second) des ellipsoïdes (1); les points x, y', z\ appartiennent au premier (ou au second) des ellipsoïdes (2).
Au surplus, la correspondance a lieu simultanément pour toute la série des ellipsoïdes intermédiaires qu'on obtient en faisant varier le paramètre a entre Oet sa valeur actuelle a : à chaque ellipsoïde (1) correspond point par point un ellipsoïde {1\ la loi de correspondance restant toujours exprimée par les relations (3).
La correspondance des volumes élément par élément va de soi. Les volumes correspondants sont limités par des'points correspondants. On a évidemment :
dxdydz dx'dy'dz' abc a'b'c' '
les volumes des éléments correspondants sont comme les volumes des deux ellipsoïdes correspondants quelconques de l'une et l'autre série.
Tout ce qui ^irécède est vrai quel que soit le choix des quantités «, Z>, c, a', h\ c'.
Comme cas particulier, on peut supposer satisfaites les relations :
a~ — a' = b^ — b'-=^c- — c" ; les ellipsoïdes correspondants sont alors homofocaux.
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263. Distances des points correspondants sur les ellipsoïdes homofocaux.
On lionne deux conplcs de points correspondants sur dos ellipsoïdes honiolocanx :
M, 1', sur l'ellipsoïde 1; M', P', sur l'ellipsoïde 2.
Montrons qu'on a :
mF^mT".
Soit X, y, z, les coordonnées du point M; ç, y;, ï, celles du point P. Les coordonnées des points correspondants sont accentuées.
Les ellipsoïdes ont pour éciuations :
Potentiel d'un homoïd homogène sur un point extérieur
1" — Démontrons d'abord le théorème suivant : le potentiel d'un homoïd homogène H e/i un point P' de l'homoid H' homofocal, est au potentiel de l'homoid H' au point P correspondant de P', comme sont entre eux les volumes abc et a'b'c' .
En effet, les potentiels dont il est parlé ont pour expressions :
y^ff.jt, \'=ffp£L:
J J 'mv ■' '' 'M'P-
Dans ces intégrales, il et M' sont les points variables oii nous prenons les volumes dv et c/i''; P et P' sont les points fixes.
Découpons les homoïds H et H' (figurés par un simple trait dans la figure 213 en éléments de volume correspondants dv etdv'; on a : di' : abc=dv' : abc'.
A tout clémcnl dv : Ml'' de l'intégrale V correspond un élément (le l'intégrale V, élément qui contient l'élément de volume dv correspondant à </f, et la distance M P correspondante (c'est-à-dire égale) à MF. On a :
MF = MT, _^t==— i^=, ^=^,.
abc.yiP' a'b'c'.WP abc abc
Comme les volumes totaux des homoïds sont eux-mêmes dans le rapport abc : a'b'c', on peut dire que les potentiels V et V aux points correspondants P et V sont comme les l'olumes des homoïds.
Ils sont identiques si ces volumes sont égaux.
2". — Corollaires.
o) Les surfaces équipotentielles de l'attraction d'un homoid M sur tout point extérieur sont des ellipsoïdes liomofocaux de II.
En effet, nous savons (§ 260) que le potentiel V de H' est le même sur tout point intérieur; il est donc le même en tous les points P de l'iiomoïd H. Réciproquement, en vertu du théorème cidessus démontré, V est le même pour tous les points de H', qui par suite est une surface équipotentielle.
b) Couséquemment, l'action d'un homoid en un point extérieur Q est normale à l'ellipsoïde homofocal qui passe par ce point.
c) Traçons un faisceau d'ellipsoïdes homofocaux. Soit H,, H,, H', trois de ces ellipsoïdes. Utilisons les ellipsoïdes II, et H^, pour former deux homoïds : pour cela traçons deux ellipsoïdes respectivement concentriques et semblables à II, et à H^, et tels que les volumes des couches soient comme les produits des demi-axes «/^/', : afijc^.
Ils admettent l'un et l'autre comme surface équipotentielle l'ellipsoïde homofocal H'.
Leurs potentiels en un point de H' satisfont à la relation :
afiSi ^ib^c^ a'b'c' ' Deux homoïds homofocaux déterminent donc en un point extérieur des potentiels qui sont entre eux comme leurs volumes.
d) En un point d'un homoïd homogène, le champ extérieur dû à cet homoid lui-même est normal à la surface extérieure, qui est la première des surfaces équipotentielles.
Nous retrouvons la proposition du § 201. Une couche d'électricité répandue sur un ellipsoïde suivant la loi indiquée produit un potentiel constant à l'intérieur; elle est elle-même une surface équipotentielle et exerce une action normale sur tout point voisin.
Variation du potentiel au voisinage d'un homoid
1". — Partons de l'ellipsoïde :
Posons: «'- = «- 4-"/., b"- = b- -{- '/,, c'- = c- + a.
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Nous avons nuuitré au § 2(>i (lu'en un poiril A de la surface d'un honioïil lie ileiiii-axes «', //, c', a' -j- do', b' -f- db\ c -\-dc', la force est normale à la surface et égale à :
,_ , ,da' , ,db' , ,dc'
■•■' "/ fi' '•/ // ■•/ ^.' '
// est la dislance du centre de l'ellipsoule au |)lan tangent mené par le point A.
D'autre part, nous venons de voir (pie les surfaces é(|uipotenLiQlles des actions de cet liomoïd sont des ellipsoïdes homofocaux à l'ellipsoïde il) qui le limite. En particulier, les surfoces équipotentielles très voisines de l'honioïd s'ol)lienncnt en remplaçant"/, par /. + f/>..
Uapproclions ces deux résultats pour trouver la relation qui existe entre la variation de potentiel d\ au voisinage de l'homoïd, et la variation d'i. du paramètre X.
1*°. — Soit X, V, Z, les coordonnées du point A considéré sur l'ellipsoïile (1) qui limite l'homoïd. Le plan tangent en ce point est :
a- + A b- + A c La distance p' de l'origine à ce plan est :
Les cosinus directeurs de la normale au point A sont :
Enfin si à partir du point A, on s'avance sur la normale de c/X, d\ , d'L, le chemin parcouru est :
est : dn =', , . +7-^ — ^ + Vr^ • 3
Ecrivons que le point X + f/X, Y + dY, Z + ^^Z, est sur l'ellipsoïde
homofocal de (1) dont le paramètre est /. + cZà.
Cela revient à différentier (1) :
.,/XfZX , YdY ZdZ^_^ X' Y^ ^'1;-
- V^FTT> '^b'- + X "^ c= + /J - l{a'- + A^j "^ {b' + -a)") ^ (c^ + Af J ■■
Introduisons dans cette équation les résultats (2) et (3); il vient :
2dii d'/. . il'/.
3°. — Tout ceci posé, écrivons que la force est égale au taux de diminution du potentiel suivant la normale :
F(Z« =.— (A', 4-yy ^'. —, = — dY , a 2p
d'où enfin : — dX = 2~ d\ = 2~ d\ = 2t. % d',.. (4)
Ces formules donnent la variation du potentiel d\' , dii l'oisùiage d'un homoïd dont la surface extérieure est l'ellipsoïde (l), en fonction de la variation du paramètre a qui définit le faisceau des ellipsoïdes homofocaux de (1).
Potentiel d'un homoïd elliptique en un point extérieur
L'expression précédente ne vaut qu'au voisinage de l'homoïd agissant. Le théorème du § 264 permet de la généraliser pour un point extérieur A situé à une distance quelconque de l'homoïd agissant.
En effet nous avons démontré que deux homoïds homofocaux déterminent en un point extérieur A des potentiels qui sont entre eux comme leurs volumes.
Considérons donc l'homoïd défini par l'ellipsoïde
a- 0- cet par l'ellipsoïde voisin tel qu'on ait :
da (Ib de
Ecrivons qu'il a même volume que l'homoïd du paragraphe précédent, sur lequel se trouve le point A. Nous avons la relation :
j da , ,da' abc — =r/ b c —r ■ - (b)
La variation r/V du potentiel précédemment calculée pour le
point A est valable pour l'action de l'ellipsoïde (15) à la condition
d'introduire la relation (6) dans l'expression (4) :
. .-, da abc r)_da abc
~^ '^lîTVc' "-~â ^'(„. + x)(^-2^x) [c' + %'
Pour obtenir le |iotentiel au point A dû à l'homoïd (.5), il suffit d'intégrer à partir de l'infini où >, = x , et où nous savons ([ue le potentiel est nul, jusque sur la surface homofocale de l'ellijjsoïde attirant qui passe par le point agi A.
D'où la formule :
y^-2r.abc'l^ r ''''
Enonçons le résultat fondamental obtenu sur lequel repose tout ce qui suit. Le potentiel en un point extérieur A dû à une couche de matière comprise entre deux ellipsoïdes semblables, de demi-axes a, b, c; a + da, b + db, c + de; se calcule au moyen de l'intégrale (2j ;
Le [laramètre '/. est obtenu en faisant passer l'ellipsoïde :
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par le point A. Soient X, Y, Z, les coordonnées du point A; la limite "/, de l'intégrale est définie par l'équation :
Potentiel dû à un ellipsoïde plein
^"•-Soit i + |J + |=l'
l'équation de la surface de l'ellipsoidc plein donné.
Nous le décomposons en une infinité d'iiomoïds au moyen des ellipsoïdes concentriques, semblables et semblablement placés :
à'fi"- b-ff- ^ c'Ô' 0 varie de 0 à 1.
Chacun de ces homoïds produit au point A de coordonnées X, Y, Z, un potentiel :
\ = — Ir.ahc.ir — / — :
*■* . '^. \^i^fct} + >.) ifi'-b- + a) (G-c= + >.)
le paramètre /. est obtenu en écrivant que l'ellipsoïde :
+ zd^ + ;
passe par le point A, ce qui fournit la condition : ''^ "'^ +-.^==1,
0-rt- + A 6-//- + A 6-C- + A où X, Y, Z, sont des constantes; elle établit une relation entre 8 et A. En définitive on efl'ectuera par rapport à "a l'intégrale ci-dessus écrite; dans le résultat on remplacera "a par sa valeur en fonction de 0; enfin on intégrera par rapport à 0 de 0 à 1 pour additionner les actions de toutes les couches concentriques. Le potentiel cherché a donc pour expression :
Y = — 2-abc / nhlH / (1)
y o y a> \'[H-a- + >.) [if-b- + a) {if-c- + a)
Au lieu d'un ellipsoïde homogène, s'il s'agit d'un ellipsoïde décomposable en couches concentriques semblables séparément homogènes, on introduira la densité ;^/"(0), sous le premier signe somme.
2". — Transformons l'expression (1). Posons a=:0-«; n'oublions pas que, d'après le sens des symboles ci-dessus rappelé, 6 est une constante pour la première intégration.
Divisant haut et bas par 0% nous avons donc identiquement : n- d\ _1 p' du
J ^ \/[fi-a- + a) (6-6»^ -h a) (6-c' + >.) ""Ôy^ ^{^a- + u){b'- + u)[c- + u)'
Il est la racine de réqualion
X, Y, Z, sont les coordonnées du point A où nous calculons le potentiel.
Nous pouvons donc écrire le potentiel sous la forme :
N=2r.ahc f\id<i r ^"
La seconde intégrale effectuée nous donne une fonction de », que nous exprimons en G au moyen de l'équation (2), ce qui permet la seconde intégration. On peut naturellement éviter d'exprimer la fonction de u au moyen de 0, en explicitant Or/O sous forme d'une fonction de u. Il suflit de différentier (2) où X, Y, Z sont des constantes, puisqu'elles représentent les coordonnées du point oii l'on calcule le potentiel :
Il faut enfin changer les limites.
Pour 6 = 0, on a u^^tj ; pour 0 = 1, u prend la valeur q
qui est la racine positive de l'équation : . Vî V2 7s
du.
a^ + q b^ + q c- + q Le potentiel s'écrit :
r r '" =Tiu.
iJ. \l{a'- + u){b'-\-u){c'-+u)_\
3°. — Si l'ellipsoïde est formé de couches concentriques séparément iiomogènes, mais dont la densité est variable de l'une à l'autre, 0 s'introduit dans la première intégrale; on ne peut simplifier davantage.
Quand l'ellipsoïde est homogène, on va plus loin.
Posons :
i:\/{a- + ii){b- + u){c- + u)=f{u), / f(ii)du^<f{u). Intégrons par parties la quantité :
r^ r^{u)du _ r ç(») -1'° p^'{ii)dii
On voit aisément que cette expression a pour valeur :■
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Appliquons la luôine translbnualion aux trois intégrales doubles; c'est-à-dire faisons successivement : C:=rt% i', c'. Tenons compte de l'équation (.5). Il vient :
du
si{a' + u){b- + u){c'- + u)
Si le point attiré est à la surface de l'ellipsoïde, l'équation (3) devient :
vs V* 7î
les intégrations ont i)Our limite inférieure (/=:0.
Action d'un ellipsoïde homogène sur un point extérieur
Il faut calculer les dérivées de V par rapport à X, Y, Z, sans
oublier que la limite q dépend de X, Y, Z, en vertu de l'équation (3).
OV „ , V r du
cl\L V«-+? b^+q C-^q) \^{_a'-\-q){b^-\-q){c' + q) Le second terme est nul en vertu de (3). Il reste donc :
^Z^lrMhcX r ^^"
et deux expressions symétriques pour
9V : %, d\ : dz.
Action sur un point intérieur
Nous ne devons considérer que l'ellipsoïde semblable à l'ellipsoïde donné et passant par le point X, Y, Z, puisque en vertu du § 260 les actions des homoïds extérieurs au point considéré sont nulles. La quantité 6- est fournie par l'équation :
a- b- c- Le point étant à la surface de l'ellipsoïde utile (§ 260), on a :
•-'•^ . '0 {H'a- + u) \/{iihi- + u) {O^b- + u){r-c- + u)
ou, divisant tout par 0', et prenant pour variable une nouvelle quantité u égale à u : <)-, ce qui ne change pas les limites d'intégration :
^.^Ir.abcX. / =2r.abchX.
Nous pouvons donc écrire :
Par conséquent :
V= V„ + T.abcÇLX-' + M Y» + NZ^).
Ces quantités L, M, N, ne dépendent })as de X, Y, Z; ce sont des paramètres constants pour un ellipsoïde <?, b, c, donné.
On conclut de là que les actions de deux ellipsoïdes homogènes, semblables et de même densité, sur des points homologues de leurs surfaces, sont dirigées de même, et proportionnelles à leurs dimensions homologues.
Partons d'un point A de la surface d'un ellipsoïde plein. Joignons-le .au centre O de l'ellipsoïde; déplaçons-nous sur la droite AO. En tous les points de cette droite la gravité est représentée par des vecteurs parallèles, dont les longueurs sont proportionnelles aux distances des points considérés au centre.
C'est la généralisation du théorème bien connu relatif à une sphère homogène. La gravité est alors toujours dirigée suivant le rayon; elle est proportionnelle à la distance au centre.
Dans tous les cas le centre est un point d'équilibre.
Ellipsoùles de révolution.
270. Attraction en un point de la surface d'un ellipsoïde de révolution.
i". — Appliquons les formules précédentes aux ellipsoïdes de révolution, homogènes, aplatis suivant l'axe. Les demi-axes de l'ellipse méridienne sont a et b. Calculons l'attraction sur un point de la surface, attraction évidemment dirigée dans le plan méridien.
Les formules du paragraphe précédent deviennent :
Jo (a-
Jo (a
du
Posons
{(â + u){b-' + uf
s' e représente l'excentricité :
Substituons dans X et Y. On trouve aisément :
_ ir.b.r p shls _ kr.by H s-ds
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On a :
s'-ds s r ils
/s-ds s I ils-
S-(ls 1 / . ,-; ^\
= r: i'irc sin s — 5V 1 — 5';.
Pour 5 = 0, les valeurs des inté<i;rales sont nulles. D'où, en multipliant par la densité et en explicitant la masse M de l'ellipsoïde :
X = ^-4—,.r( arc sine — e\ 1 — e^),
An'lieu de l'excentricité e, Laplace utilisait l'excentricité E reliée à e par les équations (§ 135) :
,._^!ZL^, E^ = ^^; (l-e^)(l + E^)=l. a- 0-
Les composantes de la force deviennent :
Développons en série dans l'hypothèse que E est petit : arctgE = E-Ç + Ç-..., (1 + Er' = l-E^ + E*-- ;
2°. — Pour aller, plus loin, reprenons les formules du § 135 donnant .r et y. En posant e'' = E-, on a :
, , aE- 7 • , , x-.= acosL + -y^ cos l sin* t,
«E^ 3/ = « sin / + -5- (— 2 sin Z + sin' V).
Substituons dans X et dans Y :
X: j3 = «cost + -:^cos(! sm-i ^ J
-.M . , , «E- . V . ,, 16\ ^ : — ^asini + -:^sin(( sm-i r)>
(N'XM^):|? = F = F.(^H-gsin=z).
D'où cette conclusion : la gravité due aux attractions d'un ellip-
soûle do révohttioti de faible aplatissement croit de l'équation au pôle proporlionnelleiiient au carré du sinus de la latitude.
3°. — La gravité n'est pas normale a l'ellipsoïde.
Appelons l l'angle de la normale à l'ellipsoïde avec l'axe des x (latitude) :
ig 1='^^, = ^1(1 + E^-).
Soit l'i l'angle de la force F avec le même axe :
tg|î = J = ^(l
Donc ^X3; la normale à la surface et la force due aux attractions
mutuelles sont disposées comme l'indique la figure 214. On conçoit maintenant la possibilité de trouver un ellipsoïde homogène tel que la pesanteur (résultante de la force centrifuge et de la gravité) soit normale à l'ellipsoïde. La force centrifuge est en effet dirigée parallèlement à l'axe O.r, et diminue la composante X. Déplus elle la diminue dans un rapport invariable, puisqu'elle est de la forme wlr. Reprenons la question dans le détail.
Fig. 214.
271. Introduction de la force centrifuge. Ellipsoïdes de Maclaurin.
1°. — On donne un ellipsoïde de révolution aplati suivant la ligne des pôles; son ellipticité est E^ Cherchons avec quelle vitesse angulaire (0 il doit tourner autour de son axe de révolution pour que la pesanteur (résultante de la gravité et de la force centrifuge) soit normale à la surface.
Soit comme précédemment Oy l'axe de révolution qui est en même temps l'axe de rotation.
La force centrifuge appliquée au point A est dirigée suivant 0.r; son expression est w^.r par unité de masse.
Nous avons trouvé ci-dessus pour les composantes de la force due aux actions mutuelles :
X = P.r, Y = Qy.
Ecrivons 'que la surface de l'ellipsoïde est de niveau; c'est dire que la force est en tout point normale à cette surface ou que le travail est nul pour tout déplacement sur la surface.
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D'oii la condition :
(P _,„'),,,/,,■ 4- (jy(/_y = 0. ■ (1)
La méridienne a pour équations équivalentes :
Identifions (1) et (2); il vient la condition :
(P — <o=)fl» = Q^'% (P — (o=)(l + E^) = Q. Résolvons par rapport à m' :
...•=p-rfE-.- '"
2". — Explicitons la masse agissante dans les formules (1) du paragraphe précédent; introduisons la constante de la gravitation G (§ 221). Il vient :
GM_4 ,/ _G__4 1 + E^ Ë^^ — 3" ''E'i'~3"P £3 ,
P = 2::pg[E-(l + E=)arctgE],
Q = 2::p|(l + E^)(arctgE-E).
La condition (3) prend la forme :
,,)"- _(3 + E-^)arctgE — 3E_2?f 2^~~ 'W ~ 3 ■
5°. — Nous poserons :
pG
M^n est ta force centrifuge en un point de l'équateur. La seconde parenthèse est la gravité qu'exerce à sa surface une sphère de rayon a; c'est donc à peu près la gravité moyenne et à la même approximation la pesanteur moyenne.
H est donc le rapport de la force centrifuge à l'équateur à la valeur moyenne de la pesanteur. Nous avons trouvé au § 195 pour la Terre : H= 1:289.
Discussion des résultats
i°. Y.^LEUnS PETITES DE L\ VITESSE ANGULAIRE.
L'aplatissement est petit.
Développons en série le second membre de l'équation (1) :
^ ^ EV E° E» 15 u»
arctgE = E-^+^, ,=^=-^—.
Tel est l'aplatissement d'une sphère homogène de densité î déformée par une rotation angulaire <■).
D'ordinaire on énonce le résultat sous une forme un peu diffé-
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rente. Introduisons le rapport a de la l'oroe centrifuge et de la pesanteur équatorialcs. On a :
u = (,)*« : Tj -pG<z = — .
L'aplatissement y. est égal aux 5/4 du rapport ii de la force centrifuge et de la pesanteur équatoriales.
L'expérience donne :
L'aplatissement calculé par cette voie est donc :
Il est beaucoup trop fort pour convenir à la Terre. Mais ce résultat de Newton suppose légitime de calculer la figure de la Terre comme celle d'une masse liquide hoinogcne en équilibre; hypothèse très éloignée de la vérité. Nous savons que la densité moyenne est .5,53, tandis que la densité à la surface est de l'ordre de 2,5.
2°. — Valeurs QUELCo^•QUEs de l\ vitesse angulaire.
Bien que ces calculs n'aient aucun intérêt immédiat en Géodésie, discutons le cas général.
Sans faire aucune hypothèse sur la valeur de E, construisons la courbe (1) en prenant E pour variable, u pour fonction.
La courbe débute par la branche de parabole que nous avons calculée ci-dessus :
Elle passe par un maximum pour E^2,56; la valeur correspondante de u est 0,337.
Elle diminue ensuite et tend asymptotiquement vers zéro. La ligure 215 représente la marche de la fonction.
Ainsi, pour des vitesses très grandes, c'està-dire pour des forces centrifuges très grandes par rapport à l'attraction, l'ellipsoïde de révolution n'est pas une figure d'équilibre des masses fluides homogènes. C'est tout ce que le calcul précédent puisse montrer.
Au-dessous d'une vitesse angulaire, déterminéepar la valeur ;< = 0,337, à chaque aplatissement correspondent deux vitesses possibles.
Pour ii> 0,337, il n'y a pas d'ellipsoïde de révolution qui soit d'équilibre. C'est ce que Laplace énonce sous la forme suivante : toute masse fluide homogène d'une densité égale à la moyenne densité de la Terre, ne peut être en équilil)re sous une forme elliptique
Fig. 215.
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si la durée du tour est inoimlre (|ue 0,1001) jour. Si elle est plus grande, il y a des figures elliptiques d'écpjilihre.
Si la densité de la masse (Uiide dilfère de celle de la Terre, la durée du tour pour laquelle l'équilibre cesse d'être possible, s'obtient en multipliant 0,1009 jour par la racine carrée du rapport de la densité moyenne de la Terre à celle de la masse fluide. Si la densité du fluide devient 4 fois plus petite, la durée du tour doit rester supérieure à 0,2018 jour pour qu'il existe deux formes d'équilibre.
Quand la vitesse angulaire décroît indéfiniment, l'un des ellipsoïdes tend vers la sphère (E = 0); l'autre tend vers un disque circulaire d'épaisseur nulle et de rayon infini (E=: oo).
Remarques sur la stabilité
1\ — Pour bien comprendre ces résultats, le lecteur n'oubliera pas qu'une masse fluide immobile dans l'espace est en équilibre sous la forme sphérique, en raison des attractions réciproques de ses parties qui tendent à diminuer son volume. Sphérique et isolée dans l'espace, elle n'a aucune raison de prendre quelque mouvement que ce soit. Elle est naturellement d'autant plus difficile à déformer que les attractions entre ses parties sont plus intenses; autrement dit, que pour une irileur imposée de la constante de la gravitation G, sa densité est plus grande.
Dans le cas de la déformation par rotation, une valeur déterminée de u correspond à une valeur déterminée de u- : p, ou de <o : V z.
Si la masse en rotation est quasi sphérique et de rayon R, on a :
CM gravité ^-qV, force centrifuge équatoriale = (o-R;
"~GM~4-Gp" Poser : «=0,337, revient à écrire :
2^Gf
C'est sous cette forme que certains auteurs énoncent la condition.
2°. — Théorème de Poincaré.
Si la vitesse angulaire co dépasse une certaine limite, il n'existe aucune figure d'équilibre stable possible.
Voici la démonstration que Poincaré donne de ce théorème (du reste évident). Pour que l'équilibre soit stable, une condition nécessaire (non suffisante) est que la résultante de l'attraction et de la force centrifuge (qui doit être normale à la surface extérieure) soit dirigée vers lintérieur de la masse.
Soit V le potentiel dû à l'attraction, /■ la distance à l'axe.
Posons: U^V + -:j— •
Les composantes de la force sont :
0\]:0.r, 0\]:dy, d\]:dz.
La composante suivant la normale à la surface intérieure est t'U: dii. On a :
p est la densité.
Nous ne faisons qu'appliquer le théorème de Poisson. La force centrifuge se conduit comme une densité négative.
Le flux de force total à travers la surface a les expressions équivalentes :
où c est l'élément de volume. D'où :
<l=fj'j'—i-p(h + 2or /'jy(/c' = ('(2<o^ — 4-Gp),
si la masse est homogène.
La force devant être partout dirigée vers l'intérieur, tous les éléments de l'intégrale (1) doivent être négatifs; l'intégrale doit donc elle-même être négative.
C'est impossible si (o->>2-Gp.
Pesanteur à l'intérieur de l'ellipsoïde
1°. — Considérons la série des ellipsoïdes pleins semblables dont les méridiennes sont représentées par l'équation :
Ils ont tous même ellipticité. Si donc la pesanteur est normale à l'un deux pour une certaine vitesse (o de rotation, elle est normale à tous; ceci en vertu de Téquation (4) du § 271 qui ne contient que E, (0, et des paramètres G et p supposés communs à tous les ellipsoïdes.
D'autre part, nous savons (§260) que l'action d'un homoid sur tout point intérieur est nulle.
Ceci posé, partons de l'ellipsoïde :
il tourne par hypothèse avec une vitesse m telle que la pesanteur soit normale à la surface. Enlevons l'homoïd compris entre l'ellipsoïde <) et l'ellipsoïde 0 — f/0; considérons un point A sur ce second ellipsoïde. Du fait que nous avons enlevé l'homoïd, rien n'est modifié à la pesanteur qui existait antérieurement au point A; nous savons d'autre part que sa pesanteur actuelle est normale à l'ellipsoïde sur
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lequel il se trouve. Donc les lignes tie force dans rellipsoïde de révolution plein :
sont les trajectoires orthogonales du faisceau des ellipsoïdes (1).
Le lecteur vérifiera aisément que dans tous les méridiens ces trajectoires sont des courbes paraboliques d'équation :
Pour a— b, Oïl retrouve le faisceau de droites : y = P)x. 0 est le paramètre p variable du faisceau.
Fg. 216.
2". — Les lignes de force partent toutes du centre (qui est évidemment un point d'équilibre) tangentiellement à l'équateur, pour aboutir normalement à la surface de l'ellipsoïde plein.
L'équation différentielle des courbes (2) est :
dx b- X '
Soit 0 l'inclinaison du rayon vecteur issu du centre; soit y. l'inclinaison de la tangente; on a :
les courbes (2) coupent toutes sous le même angle le même rayon vecteur, ce qui est évident a priori.
Elles coupent toutes à angle droit le rayon polaire OB; elles sont toutes tangentes au rayon équalorial OA.
Eliminons y entre (2) et (3); il vient :
tgx=e
275. Variations d'intensité de la pesanteur à la surface de l'ellipsoïde tournant.
1". — II est important de ne pas confondre les mots pesanteur et gravité. La pesanteur est la force qui entraîne l'unité de masse; la gravité est la force qui provient des attractions, qui par conséquent s'exercerait seule sur les corps si la masse ne tournait pas.
Déterminons la direction de la pesanteur dans Tliypollièse de Clairaut.
Nous allons montrer que la pesanteur en un point, pesanteur gui est par /u/pot/ièse normale à la surface limite, est im'erscinent proportionnelle à la distance du centre de l'ellipsoïde au plan tangent à la surface en ce point.
Le théorème n'est pas exact pour un ellipsoïde immobile, seraitil homogène et de révolution; la pesanteur se réduirait alors à la gravité. 11 n'est exact que parce que nous supposons à sa surface extérieure la forme d'équilibre qui convient à la vitesse de rotation.
Nous avons trouvé ci-dessus pour la résultante des forces :
avec la condition :
g° est donc proportionnel à :
D'autre part, la distance du centre de l'ellipsoïde au plan tangent
est: >J, — Ti
^'^ V «. + p = '^^-^-^'^ + 3/ni + E'-)^ (1)
g est donc bien en raison inverse dey^.
En particulier la pesanteur à l'équateur de l'ellipsoïde est à la pesanteur au pôle dans le rapport du demi-axe polaire h au demi-axe équatorial a.
2°. — Pour calculer le terme variable de g, introduisons dans l'équation (1) les valeurs .r- et //"- tirées des équations du § 139. Remplaçons e- par E-, puisque nous nous limitons aux termes en c-. Il vient :
p = al 1 — ^ sin-i ] = a :, i -f -»-sm-i j.
Soit^^ et ^, les accélérations au pôle et à l'équateur. On a donc :
g=gAi--i--^sm-l
La pesanteur croit de l'équateur au pôle ; la variation est proportionnelle au carré du sinus de la latitude.
Pour obtenir l'aplatissement., on divisera la différence des pesan* teurs au pôle et à l'équateur, par la pesanteur à l'équateur.
Rapprochons ce résultat de celui du paragraphe précédent :
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Ces résultais satisfont à la lormule célèbre de Glairaut-Laplace :
qui s'appli(iae aux sphéroules hétérogènes {i 277 .
276. Forme d'équilibre définitive d'une masse fluide homogène d'abord tournant trop vite.
1". — Laplace pose et résout ce [)i-oljIénie ilans le Livre III de sa Mécanique ce/este. Si le mouvement de rotation primitivement im[)rimé à une masse (luide est plus rapide que celui qui convient à la valeur limite «^0,337, elle s'aplatira de plus en plus; mais, son moment d'inertie croissant, elle tournera de moins en moins vite. Elle pourra donc parvenir à une forme et à une vitesse comprises dans les limites de l'équilibre et se fixer dans cet état.
Montrons que la chose est possible.
Le moment d'inertie d'un ellipsoïde par rapport à son axe de révolution est : o
où a est le rayon équatorial. La force vive correspondante \V est :
2 lo ' 15 • ^ '
Il serait faux d'admettre que, dans le changement de forme, la force vive se conserve; assurément en effet des frottements existent. Nous devons admettre au contraire que les aires se conservent; d'où la condition : ,
Y^-pb''{i + E-)-co = A.=: constante.
La conservation de la masse totale fournit l'équation :
T^.-b^P (1 + E') = M =constante.
Résolvons par rapport à U = 3M-:4::p. Il vient :
Transportons dans l'équation (4) du § 271.
Nous ti'ouvons la condition :
2u' , , _-5 (3 + E^)arctgE-3E ^ll + E-; _ -g^ .
Posons: o = ^c) 3]^, — arctgE.
9 > 0 pour E très petit ; 9 < 0 pour E = x .
il existe donc entre E = 6 et E= x, une valeur de E qui annule z.
Donc quel que soit u\ c'est-à-dire quel que soit l'ellipsoïde et sa vitesse initiale, il existe une figure elliptique pour laquelle la masse fluide peut être en équilibre.
U = 25A'-(^::pVM '^(l+E^) '=u'{i. + E^
COORDINATION DES MESURES DE LA PESANTEUR
Les sujets étudiés dans les quatre chapitres précédents se classent en deux groupes. Dans les cliapitres I et IV je démontre in abstraclo les propriétés des actions en raison inverse du carré des distances : il s'agit de théorèmes déduits d'une hypothèse précise. Les chapitres II et III sont des applications de cette hypothèse dans des conditions parfaitement sûres : il s'agit d'études locales de la pesanteur et des surfaces de niveau, ou d'études générales de nivellement dans lesquelles la forme de ces surfaces n'intervient pas explicitement : nous déterminons leurs distances mutuelles et les cotes relatives des surfaces qui passent par les points rencontrés le long d'un cheminement.
Nous abordons maintenant le problème de la coordination des mesures de la pesanteur, rendu très difficile par la nécessite de faire des hypothèses sur les formes, non plus relatives, mais absolues, des surfaces de niveau.
Théorème de Clairaut sur l'attraction des sphéroïdes
i". — Nous avons calculé l'attraction à la surface d'un ellipsoïde de révolution homogène, en équilibre sous l'action des attractions mutuelles de ses parties et de la force centrifuge.
Nous sommes arrivés au résultat suivant (§ 275).
Soit ^, l'intensité de la pesanteur à l'équateur; son intensité à la latitude l peut être mise aous la forme :
ê"=i§v(l + Tsin'/); le paramètre y mesure la variation totale.
Posons a:=[a — b):a^ où a et b sont les rayons équatorial et polaire de l'ellipsoïde; a mesure l'aplatissement.
Soit enfin u le rapport de la force centrifuge à la pesanteur sur l'équateur de l'ellipsoïde. On doit avoir :
ou 5ii
L'hypothèse d'un ellipsoïde homogène est inadmissible, d'abord parce que la densité moyenne de la Terre n'est sûrement pas égale à
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la densité superficielle (§22'i); ensuite parce que les coefficiens z et y sont fort loin d'être égaux.
Pour contestable que soit en toute rigueur l'interprétation des mesures géodésiques, la surface terrestre se rapproche d'un ellipsoïde dont l'aplatissement est :
Quelle que soit l'incertitude sur le coefficient ■', il ne doit pas beaucoup s'écarter de :
Rappelons qu'on a :
« = 1:289=0,00347 5« :2 = 0,00867. Les nombres f(ue j'indique, ont été choisis de manière à satisfaire l'équation (de Clairaut) :
L'hypothèse d'un ellipsoïde homogène est donc insuffisante; il fallait la généraliser.
Je dirai plus loin quelques mots sur l'hypothèse de couches ellipsoïdales. Mais l'hypothèse plus générale d'un sphéroïde de révolution corps peu différent d'une sphère , ayant un plan de symétrie normal à l'axe de révolution, conduit à des calculs plus simples.
2°. — Cherchons donc comment agit sur un point de sa surface un sphéroïde limité par une surface de niveau, la distribution intérieure des densités restant voisine de la svmétrie sphérique.
Le problème semble indéterminé ou d'une complication infinie.
La solution de première approximation est pourtant immédiate.
Je renvoie à mon Cours sur les Mécanismes pour la définition des pùlynômes de Le gendre.
La simplicité de cette solution vient de ce qu'au lieu de choisir le corps et de calculer son potentiel, nous définissons le corps par le potentiel qu'il produit. Choisissons donc pour expression de ce potentiel les fonctions les plus simples compatibles avec la symétrie imposée au corps et satisfaisant à l'équation de Laplace.
Appelons /• la distance au centre du sphéroïde, / la latitude.
Nous sommes conduits à poser :
Y = ^[l+A(i_3sin^/,].
On peut considérer la force centrifuge comme dérivant du potentiel
(o-/--cos-/:2.
D'où le potentiel total :
,. GMr, , A „.,,,, t.)=/-^ ,,-\ ,^
^=— U + 975(1 — 3sin=/i + ;^^^cos^n. il)
La surface libre étant liquide au moins en partie, il faut écrire qu'elle est de niveau : le potentiel y est constant.
D'oii réqualion de la méridienne :
Avec une approximation suffisante, nous pouvons remplacer /• par sa valeur approximative B dans les termes petits du second membre :
'•-B[l + A(i_3sin»-/) + |^cos-^/]. (2)
Le problème est ainsi complètement résolu.
2°. — Explicitons les données expérimentales.
La pesanteur n'est pas exactement dirigée suivant le rayon.
Mais peu s'en faut; on a donc approximativement :
OV GMr, , 3A,, o ■ ,n '"''•' o,l ,0
g = -^=— [i + ^.(l-osm-/)-^-^jCos-^J. v3)
Remplaçons r par B dans cette équation; g prend la forme :
Le rapport u de la force centrifuge équatoriale à la pesanteur équatoriale est :
«=B^ G M Enfin, le raj'on équatorial «, le rayon polaire b et l'aplatissement a sont :
""^ a "2B-'^2GM' D'où la célèbre condition de Clairaut-Laplace :
Nous venons de démontrer qu'il n'est pas contradictoire de prendre une certaine forme pour le potentiel d'un sphéroïde, à la condition de lui donner une certaine méridienne et de réaliser entre l'aplatissement y., le coefficient y qui donne la variation de la gravité, et le rapport u de la force centrifuge à la pesanteur équatoriales, la condition :
Pour la Terre : u = 0,00347 = 1 : 289.
Bien entendu, nous ne pouvons pas remplir notre sphéroïde d'une manière quelconque; le problème reste entier de savoir quelle doit être la distribution intérieure des densités. Il fait la joie des mécaniciens depuis Clairaut; nous en dirons encore quelques mots un peu plus loin.
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3°. — Remauquks.
La formule (2) a un curieux coroUairer
Supposons le sphéroïde immobile ((.) = 0); étudions donc l'allraction due à la gravité seule. QuanS la condition : 1 — 3siu-Z=:0, est réalisée, on a :
L'attraction est alors la même que si toute la masse du sphéroïde était réunie en son centre. Connaissant G, g, r, on peut calculer la masse du sphéroïde.
Nous n'utilisons que le premier des polvTiômes de Legendre; il est tout aussi légitimo d'en utiliser /; ; a priori rien ne dit ((u'il soit suffisant de se limiter au premier.
La formule V n'a donc rien d'aijsoluinent nécessaire.
278. Formules pour un ellipsoïde constitué par des couches de densité variable.
i". — La théorie précédente laisse en suspens la loi de distribution des densités à l'intérieur des sphéroïdes. Indépendamment de toute théorie, nous pouvons considérer la Terre comme formée de couches respectivement de densité uniforme, séparées les unes des autres par des ellipsoïdes de révolution d'aplatissement z : rt (1 — a) = i, {a — i) : ft=:a;
a est le demi-grand axe équatorial, h est le demi-grand axe polaire.
La densité p et l'aplatissement :; sont donc des fonctions de la variable a.
Prenons pour unité le ra^-on extérieur équatorial : quand nous passons du centre de la Terre à sa surface, a varie donc de 0 à 1.
Exprimons les quantités dont nous aurons besoin en ne conservant que les termes principaux.
2°. — Le volume c d'un ellipsoïde de révolution et ses moments d'inertie G par rapport à l'axe polaire, A par rapport à un diamètre équatorial sont :
i' = ~a-b, C=T^ T.pa'b, A:=-r^zza-b(a- + b-).
3 lo lo ' ^ '
Ne conservant que les termes principaux, nous calculons la masse M et les moments d'inertie comme s'il s'agissait d'une sphère. D'où :
M = 4r / pa-Ja, C=^-^ / :«'
la.
Sous le signe somme, a est le demi-grand axe variable des ellipsoïdes qui séparent les couches de densité uniforme. La densité moyenne a pour expression :
A„, = -: / za'-da.
402 GÉOGRAPHIE MATUÉM ATI QUE
Nous avons pour la Terre entière (§ 2'1\] :
.9°. — La théorie de la précession et de la nutation (Voir Dijnnjuiquc générale) introduit le rapport (C — A) : C.
Calculons-le; ici nous devons conserver les termes en 2.
C — A = -rr- a-b [a- — b-)^=-^a'».
quand lellipsoïde est homogène.
Pour un ellipsoïde de densité continûment croissante, nous aurons donc les variations de a étant très petites) :
— P — ^ / ^oLa^da: 1 pa'da.
Si l'aplatissement a est constant (ellipsoïdes semblables), on a simplement :
La théorie de la précession impose la valeur numérique : (C — A): G = 1:305,5,
nombre qui diffère peu de l'aplatissement superficiel donné par les mesures géodésiques :
Par conséquent a doit être peu cariable du centre de l'ellipsoïde à la surface; sa valeur moyenne est plus petite que la valeur superficielle.
'1". — Le rapport u de la force centrifuge équatoriale à la pesanteur équatoriale (calculé comme pour une sphère) a l'expression : , /GM\ a\^'- 3„r V a- ) GM 4zGA,„
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Théorie de Clairaut
1". — Les calculs piv-ccilciits sont ulilcs pour fixer les idées et préciser le peu crinduence (ju'a l'héléiogénéité sur la valeur du rapport (G — A) : C. Quelle que soit la loi de variation des densités, si raplalisseiiicnt des couches reste le niènie, le rapport en question a la même valeur que si le sjjliéroùlc était homogène.
Clairaut s'est efforcé d'aller plus loin. Il s'est demandé quelle devait être la loi théorique de variation des aplatissements pour que des couches superposées, liquides et homogènes, soient en équilibre les unes par rapport aux autres quand, en raison des frottements, on leur impose une vitesse angulaire commune. Il est arrivé à une équation différentielle entre l'aplatissement a et le grand axe a de la surface elliptique de révolution correspondante, équation qui contient la densité comme paramètre; elle est célèbre parmi les mathématiciens. '
Je n'exposerai pas ce travail admirable, mais d'une utilité médiocre pour l'élude expérimentale qui nous occupe.
Voici quelques résultats.
Clairaut trouve, ce qui du reste est évident, que l'aplatissement X croît du centre à la surface du spliéroïde. D'où résulte immédiatement ([ue le rapport (G — A) : G est plus petit que l'aplatissement superficiel. C'est conforme à l'expérience.
Comme nous le disons plus haut :
(G — A): C= 1:305, a superficiels 1 : 293.) 2°. — L'aplatissement superficiel doit être compris entre u:2 et 5m : 4. D'où résulte (sj 277) que le coefficient y de la formule du pendule doit être compris entre ou : 4 et 2u.
Introduisons la valeur zi=0,00347 = l : 289; on a :
Conformément à ce résultat, on a trouvé :
La limite : a=Y=-T-
suppose l'homogénéité (§ 275).
L'autre limite : a=.y, '(=^2u,
correspond à une loi de décroissance rapide de la densité; on peut dire qu'elle suppose toute la masse concentrée au centre.
3°. — Une conséquence de la théorie de Clairaut est exprimée par la relation :
GÉOGRAI'HIE SA TU EMATIQUE
qu'on peut écrire :
■=:La — ;^j / ^a'da: 1 pcMcL,
c^=(^-ljf-;/ ?^'
(la.
Toutes les quantités qui entrent dans cette formule, sauf la dernière intégrale, sont fournies par l'expérience. D'où :
^= / paVrt = 0,048
Cest le rapport du moment d'inertie à la cinquième puissance du rayon équatorial.
Résultats obtenus avec le pendule
1". — Les résultats des mesures avec le pendule sont assez bien représentés par les formules équivalentes [dites de Clairaul) :
g=g^.[i + -.^\n% o-=o.,„(i_./cos2^), -/=v:(2 + -;)-
g, est l'accélération de la pesanteur à l'équateur; g,„ est l'accélération à la latitude 45°.
La longueur L du pendule simple battant la seconde sexagésimale de temps moyen est donnée par la formule :
En fonction de la latitude, son expression est donc de même forme que pour g. Parmi les valeurs proposées et sans y allacher une importance particulière, prenons :
§•=978,046 (1+ 0,00530 sin^Z) =980,632— 2,593 cos 2/. L=99,3588— 0,2627 cos 21.
D'où (en centimètres) :
Pour la latitude de Paris ^=48° 50'
Le nombre d'oscillations d'un pendule dans un temps donné est proportionnel à \/g\ il varie donc en fonction de la latitude comme le binôme :
1 + 0,00132 cos 2/.
Un pendule qui fait par jour 86.400 battements à la latitude 45", en fait 112 de moins à l'équateur, 112 déplus au pôle. La différence des fréquences entre le pôle et l'équateur est de 224 battements.
Nous savons qu'à l'équateur la force centrifuge est 1 r 289 de la
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pesauUmr. Si la Terre élait spliérique, la pesanteur croîtrait de 1 : 2S!) de sa valeur quand on |)asse de l'é(|uateur au pùie. Nous trouvons qu'elle croit de 0,00 ô.iO^^ 1 : 189. Donc la l'orce gravilique proprement dite croît de réquatour au pôle de :
J^ L — JL
ÎS9 289"~5«*
Le coefficient de variation de la pesanteur est 0,00530, — — la gravité 0,00 18'i,
il est donc environ trois fois moindre.
2". — Avant d'aller plus loin, lixons les idées sur la précision des mesures brutes.
D'après la formule admise, la variation de l'intensité de la pesanteur et de la longueur du pendule simple battant la seconde est du pôle à l'équateur :
gj, — g^,=5™,lBi>, L,, — L,,=5 254 microns.
La précision que ces nombres suggèrent est illusoire.
En posant que la longueur du pendule est connue à lOy. près, et l'intensité de la pesanteur à iOO \j. près, nous sommes dans les limites d'un bienveillant scepticisme.
Voyons quelle j)récision résulte de là pour le coefficient ■;.
Nous avons :
L=L, (l + vsin-;').
L est de l'ordre de grandeur du mètre, c'est-à-dire contient environ cent mille fois les 10 ;j. qui sont à la limite de la précision probable des mesures brutes. Donc cette précision permet que le cinquième chiffre décimal de v soit exactement connu.
Or sans remonter plus haut que 1821, voici les nombres successivement admis pour -/; je transcris seulement les chiffres significatifs.
1821 Biot 536
1825 Sabine 519
182C. Airy 513
1829 Schniidt 520
1834 Baily 514
1737 Hansteen 520
1841 Borenius 51ti
1842 Saigey 523
Enfin Helmert en 1884 propose 531.
Expliquer ces écarts, c'est faire la théorie de la réduction des mesures brutes.
3". — A nous qui ne prétendons qu'à être intelligents, il importe peu que -• vaille 0,00515 ou 0.00530.^ Poui* la philosophie naturelle, il n'y a rien à tirer du premier nombre de plus que da second, pas davaiàtag-e des nombres intermédiaires.
1853 Pouillet
1854 Y. Pancker
1868 Fischer
1878 Listing
1879 Savitch
1880 Clarke
1881 Peirce
1881 Fave
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Pour satisfaire à la forimile de ClairauL (([ui n'a du reste rien de nécessaire), il faut poser :
u étant connu avec une grande précision, nous serons forcés de modifier a en conséquence des nombres choisis pour -/.Nous aurons:
Yz=0,00 531, a=0,00336=l:298.
Les mesures géodésiques ne nous Corcerontjaruais à choisir un de ces nombres plutôt que l'autre.
La Mécanique Céleste nous impose la valeur du rapport :
Nous pourrons toujours la concilier avec une valeur légèrement plus grande de x, puisque, comme dit Laplace, « nous sommes loin de connaître la constitution du globe terrestre, de ses couches, et la loi suivant laquelle leur densité varie du centre à la surface. La nature oppose à nos recherches des obstacles qu'il nous sera toujours impossible de surmonter. »
Nous sommes donc en parfaite sûreté à l'égard de contradictions possibles : les seules données que puissent fournir les observations géodésiques, du pendule et astronomiques sont dans les limites que justifient toutes les hypothèses raisonnables.
Il semble que nous n'ayons plus qu'à chanter Gaudeamus igitur et à fumer des cigarettes.
Ce n'est pas l'avis des géodésiens : il leur paraît inadmissible que le coefficient y ne soit pas connu à la précision que permettent les mesures brutes. Il leur faut un g et un y normaux! Pour cela, il devient nécessaire de tripatouiller les nombres, ce qu'ils appellent, improprement du reste, les réduire au niveau de la mer.
La fin de ce chapitre nous apprendra comment ils entendent ces réductions; il montrera qu'elles sont arbitraires en théorie, absurdes en fait.
281. Surface physique de la Terre. Géoïde. i°, — Qu'il s'agisse d'un ellipsoïde homogène ou d'un sphéroïde hétérogène, la formule :
suppose essentiellemeftt qu'on mesure g aux points d'une même surface de niveau. Sinon les expériences ne sont pas comparables.
La condition, nécessaire, n'est pas suffisante.
Il faut en effet que cette surface de niveau ne s'écarte pas trop d'une forme particulière.
Réduire les résultats bruts des mesures effectuées avec le pendule, c'est calculer ce qu'ils deviendraient si, au lieu d'opérer en divers points de la surface physique de la Terre (condition imposée
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par la stabilité des appareils, sans parler d'autres raisons, on opérait en divers points d'une certaine surface de niveau.
Montrons l'arbitraire de ces réductions.
2". — Voici d'abord queUiues définitions.
La sii//'(ice p/iijsiijiic de la Terre est celle que nous connaissons. Au moins en théorie (§ 17.')), rien n'enipèche de l'étudier d'une manière complète par une triangulation lui circonscrivant un polyèdre, les verticales ne servant que de lignes de repère auxf(uelles on ne demande que l'invariabilité pendant la durée du travail. On sait qu'il faut abandonner l'espoir de procéder ainsi.
A'ous ne connaissons pas la forme de la surface physique en ce sens que nous ne savons pas comment elle diffère d'an ellipsoïde choisi comme sur/ace de comparaison.
On appelle géoide ou surface matJiématique de la Terre, la surface de niveau dont on admet que la surface des mers forme une partie.
Fig. 218.
Cette définition renferme une hypothèse en toute rigueur inadmissible : il n'est pas sûr que la surface des mers appartienne à une surface de niveau, ni à la même surface de niveau. L'océan Atlantique, siège d'un énorme courant, le Gulf Stream, ne peut être limité par une surface d'équilibre ; d'ailleurs rien ne dit que les mers séparées par des continents, même quand elles sont voisines, font exactement partie de la même surface de niveau, ne serait-ce qu'en raison de leurs salures, par suite en raison de leurs densités dilférentes.
Quoi qu'il en soit, prenons provisoirement pour géoïde la surface des mers.
Par définition, la pesanteur est normale au géoïde; elle est loin d'être normale à la surface physique; elle ne l'est à la surface réelle des mers (abstraction faite des marées) que d'une manière approchée.
L'étude du géoïde est expérimentalement abordable, mais relativement à la surface physique dont je répète que nous ne connaissons pas la forme. Pas plus que pour la surface physique nous n'avons actuellement de moyen de déterminer la forme absolue du géoïde.
On s'efforce de mesurer la pesanteur à la surface delà mer (§ 238);
il n'est pas chimérique d'espérer qu'on parviendra à savoir de combien la surface moj-enne de la mer diffère d'une surface de niveau (surface des eaux tranquilles).
3° — Pour étudier le géoïde, il serait commode de le mettre à nu, en modifiant le moins possible la disposition des masses agissantes : un ])rocédé s'offre pour cela, très simple en théorie : creuser des canaux tunnels en communication avec la mer et restant toujours au niveau de celle-ci; c'est-à-dire tels que la couche d'eau y ait une épaisseur à peu près uniforme et suffisante pour éviter des frottements trop grands.
Un autre procédé consiste à creuser des tranchées à ciel ouvert; mais il ne correspond pas à la condition de ne modifier ce qui existe que le moins possible.
Assurément daus la traversée du tunnel, la courbure du géoïde est modifiée; mais vu l'étroilesse du tunnel, il n'en résulte aucune erreur appréciable pour les hauteurs de la surface liquide définissant le géoïde.
Est-il nécessaire de dire que le procédé est inapplicable?
Heureusement nous pouvons déterminer la forme du géoïde par /apport à la surface pliysique, au moins très approximalivemeut, sans le mettre à nu, à la condition de connaître la densité moyenne des couches terrestres comprises entre lui et la surface physique (S 215).
La Géodésie trouve une aide dans la Géologie.
; Physiçue
Calcul de la pesanteur sur le géoïde
i". — Nous ignorons pour l'instant où passe exactement le géoïde à l'intérieur d'un continent; il semble donc impossible de calculer l'intensité de la pesanteur à sa surface. Pour comprendre que le problème est soluble, précisons les ordres de grandeur et les approximations.
Nous avons longuement expliqué que le nivellement ne fournit pas la iiautecr au-dessus du niveau de la mer; s'il fournit sans peine la différence de cote DYNAMIQUE, il ne foumit que cela.
En un lieu A situé sur une montagne, creusons un puits vertical.
Si ce point A est nivelé à ])artir d'un point al)ordable du géoïde, nous connaissons le nombre de kilogrammètres qu'il faut dépenser pour élever une masse connue à partir du géoïde jusqu'au point A. Comme la pesanteur ne varie i)as beaucoup le long de la verticale, nous connaissons donc sans contestation possible la distance approximative du géoïde au point A. Cette distance approximative sera suffisante pour la correction que nous voulons calculer.
Fig. 219.
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T. — Trarons un tube cIo force comprenant le point A d'oljservation, (iiii est sur la surface pliysique. Soit S„ et S, les surfaces qu'il découj)e sur le géoiile et sur le j)lan horizontal du point A; soit g^ et jj, les valeurs correspondantes de la pesanteur.
Le théorème des flux de force donne :
X/» représente la somme des masses comprises dans le morceau de tube de force considéré.
La distance h étant petite, des approximations sont permises. Admettons d'abord que les verticales concourent au centre de la Terre, à une distance R; on a :
La formule devient donc :
4zGï/»
Soit A la densité moyenne de la Terre dans le tube; soit A„, la densité moyenne de la Terre. Approximativement on a :
Zm = AS„/i, i;,=|-R^GA,„: R^=|rRGA,„. La formule devient :
^°~^'v +R RA,J: ^'
La pesanteur reste constante, s'il existe entre A et A,„ la relation : 3A = 2A„,
En général, à la surface de la Terre, A est de l'ordre A,,.: 2. Le troisième terme de la correction est donc plus petit que le second : la pesanteur croît quand on s'enfonce dans la Terre; le pendule fait des oscillations plus nombreuses; une horloge avance quand on la descend dans un puits de mine.
La formule ^1; néglige la densité fictive négative à laquelle équivaut la force centrifuge §211,.
3. — Fixons les idées par des nombres. Nous avons (en mètres) :
2h r.h r.h D'autre part, en vertu de la formule :
la fréquence n des oscillations d'un pendule est en raison inverse de la racine carrée de l'intensité de la pesanteur. D'où l'effet de l'altitude seule :
re„ = n. 1 — 1,57.10-".A1.
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Faisons «, = 86/100; il vient :
Le pendule fait par jour un battement de moins pour chaque élévation de 74 mètres.
Faisons le même calcul en posant :
La formule devient :
-^»==-^'0+R-2r)=-0 + 2r)- Le coefficient A est devenu 4 fois plus petit. D'où :
Le pendule fait par jour un battement de moins pour une élévation de 294 mètres.
283. Détermination plus précise du géoïde, i°. — Supposons connue la densité A. De la pesanteur expérimentale g^, nous déduisons la valeur g^ de la pesanteur sur le géoïde; elle permet le calcul d'une Valeur plus exacte de la distance du point d'observation au géoïde, à partir de la distance verticale /; résultat brut du nivellement.
Soit en eflet i,'^o' la valeur de la pesanteur au point du géoïde d'où nous sommes partis pour le nivellement. Le travail le long du nivellement est sensiblement :
Hg.+ëo') ■■■'-■
Ecrivons qu'il est égal au travail pour passer du point nivelé au géoïde sur la verticale AB :
Hg. +go) = h'[g,+gX h' = h U+^^^^).
2". — Pour fixer les idées, voici l'expérience célèbre de Bouguer. 11 trouva qu'en passant du niveau de la mer à Quito (2.850 mètres d'altitude;, la pesanteur passait de 1 à 1 — 1:1331. La différence de cote dynamique entre le géoïde et Quito est donc proportionnelle à :
y 2GG2J'
pour le calcul du travail, je prends la pesanteur moyenne. Posons que la densité moyenne des roches sous Quito est A=A,„:2.
La pesanteur sur le géoïde dans la verticale de Quito est donc plus petite que celle de Quito, de la fraction :
hf.^_^^\ 1 1 1
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La jiosonteur moyenne sur la verticale est donc la inoilié de
La distance //' du géoïde à Quito satisfait donc à la relation :
'''(^-2-4)=^«^H'-2l!ô2) /i' = 2 850 mètres -(- 32 centimètres.
Fig. 220.
Rédiiolinii des mesures brutes.
284. Hypothèse des géodésiens à la recherche de paramètres normaux.
1\ — L'application des formules précédentes ne peut donner lieu à aucune contradiction; nous ne faisons qu'appliquer les théorèmes généraux concernant les masses agissant en raison inverse du carré de la distance. L'incertitude porte sur la densité et la distribution détaillée des matériaux; mais si les erreurs sont possibles (comme le percement du Simplon l'a montré aux frais de l'Etat suisse^ elles ne sont cependant pas de nature à beaucoup fausser nos résultats.
Appliquons ces corrections aux mesures brutes : la formule de ClairaiU ne s'en applique pas mieux, à supposer que les écarts ne croissent pas. Donc quelque chose cloche dans notre système de raisonnements. Gomme nous le verrons plus loin, l'erreur consiste à poser que le géoïde est très voisin d'un ellipsoïde, tandis qu'à la vérité il s'en écarte beaucoup. iLais dans leur manie de simplicité, de paramètres normaux et autres fichaises, c'est bien la dernière hypothèse que puissent admettre les pontifes géodésiens.
Ramener les /nesures au ni^'eau de la mer, au géoïde, à la surface de niveau dont nous admettons provisoirement que la surface moyenne des océans fait partie, n'a rien de chimérique. Mais vouloir que les
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résultats bruts ainsi corriges collent avec la formule de Clairaut {i 280) est parfaitement arbitraire. Comme ils ne collent pas, il fallait trouver une autre manière de faire la réduction, puisque la manière incontestable ne donnait rien qui concordât avec les formules calculées pour un sphéro'ide admettant une certaine symétrie.
Voyons ce que les géodésiens ont découvert.
Q". — Formation des mo>'tagnes aux dépens de la choute sous-
JACENTE
Posons que les continents et les montagnes sont des superfétalions venues se placer malencontreusement sur le géoïde qui sans cela serait régulier. Par un rabotage idéal, nettoyons-le de cette croûte supplémentaire; à partir des données de l'e-xpérience, calculons ce que deviendra la pesanteur sur le géoïde nettoyé.
Appelons g„' la nouvelle valeur.
On obtient la même formule qu'au .^ 282, à la différence près que la seconde correction est diminuée de moitié. En eflet, avec les excroissances nous supprimons leur attraction qui est dirigée vers le haut. Tandis que dans le calcul de la pesanteur réelle sur le géoïde i'rai, une certaine force se retournait lors du passage de A à B, elle disparaît dans le calcul de la pesanteur sur le géoïde nettoyé.
D'où la formule (1) :
»';=.<^.(i+|'-it;)- (i=3.'^-'»i- di
En particulier si l'on fait A,„^2A, il reste :
^o'=e°.[i + i>96. 10-70; h est exprimé en mètres.
Précisons sur un exemple. Pour un plateau haut de /? = 400 mètres (c'est à peu près le cas de l'Observatoire de Genève}, la correction totale vaut 0,00008, soit 8 «cent-millièmes; elle n'est donc pas négligeable. Elle se décompose en deux parties.
La correction de hauteur vaut 0,00013; la correction proprement dite de plateau est de sens contraire et vaut 0,0000."'i; en admettant Ta relation A„,=:2A, les corrections sont entre elles comme 8:3.
3°. — Pour mettre en œuvre les valeurs g„' ci-dessus calculées, opérons dans un pays montagneux voisin de la mer. Au moyen d'une formule F sans antre prétention que d'être empirique, représentons les valeurs de la pesanteur au niveau de la mer en fonction de la position des lieux d'observation.
Si l'hypothèse que les montagnes sont des supcrfétalions déposées sur un géoïde quasiment ellipsoïdal, est exacte, nous pouvons calculer les valeurs g„" que prendrait la pesanteur après leur suppression en extrapolant la formule F.
La comparaison des résultats montre qu'on a :
S» ^~~oo •
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Aiilrcment dit, pour avoir i,'„'=^„", il faut supposer à la densité A des iiionlagnes et des plateaux des valeurs invraisemblables par défaut.
5". — Fonds des océans.
Comparons les i,',," donnés en extrapolant une formule empirique F dont les paramètres sont oalculés au moyen d'expériences effec- . tuées au niveau de la mer iiii fxu-tl i/'uii continent, avec les g„ déterminés expérimentalement sur une île : ici le géoïde est accessible. Nous trouvons r
Le résultat inverse était cependant plus probable. Il est étrange qu'en plein Océan, à proximité des fonds de plusieurs milliers de mètres, la |)esanteur soit particulièrement grande, puisque la densité de l'eau de mer est voisine de l'unité, très inférieure par consé- ([uent à la densité moyenne de l'écorce terrestre (voisine de 2,.')). Pour obtenir g„' = g„", nous serions tentés de combler l'Océan avec des matériaux plus denses, opération qui ferait croître l'intensité de la pesanteur : ce serait la contre-partie du rabotage des montagnes. L'expérience donne dans les deux cas le résultat contraire de celui qui semblait le plus naturel.
Tout se passe comme s'il y avait un trou sous les montagnes, et comme si le fond des océans était d'une densité très supérieure à la densité moyenne de l'écorce terrestre.
Devant ces résultats, les géodésiens auraient dû se rappeler les travaux de Boscowich, Puissant, Saigey, ... montrant plus que vraisemblable la déformation du géoïde par l'attraction des continents; ils auraient dû conclure que leur système de réduction n'avait pas le sens commun. Loin de là, ils ont bâti sur leur erreur un système cosmogénique!
Travaux de Bouguer
i". — Bouguer le j)remier proposa la formule (1) pour réduire les observations du pendule au niveau de la mer.
L'application qu'il fit de sa formule conduisit [)récisément au résultat singulier que nous avons énoncé.
Bouguer trouva que la longueur du pendule à Quito (altitude 2.850 mètres) diffère de la longueur du pendule au bord de l'océan Pacifique, à peu près sous fa même latitude, de 1 : 1331.
La pesanteur est donc plus faible à Quito de cette même fraction.
Si les montagnes sont simplement posées sur un géoide régulier, il faut qu'après les avoir rabotées, c'est-à-dire après avoir calculé g^ à partir du résultat de Quito, on retrouve sensiblement le résultat du bord de l'Océan. D'oîi l'équation :
RV 2A,J~ 2237 V 2aJ~1331' A:A„, = 0,2L
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La densitô des roches sous Quito serait à peu près celle tic l'eau. Au livre XI de sa Mécanique Céleste, Laplace conclut qu'un paj's volcanique renferme de grandes cavités dans son intérieur. A juste titre, Faye s'élève contre cette conclusion : « Quand le pendule donne des attractions trop fortes sur des îlots volcaniques tels que Lipari, ... on en conclut avec la luênie hardiesse à la densité supérieure de leurs matériaux; en sorte que, suivant les cas, les volcans sont tantôt creux et légers, tantôt pleins de matériaux très denses. »
2". — Dans un autre mémoire, Laplace propose de réduire le pendule au niveau de la mer, en se bornant à la correction de hauteur. Nous voyons déjà apparaître la tiiéorie de la compensation.
Le passage vaut la peine d'être cité : il montre du reste que Laplace ne s'illusionnait pas sur la valeur des corrections :
« Si la pente est rapide, par exemple quand on s'élève sur une montagne, il devient nécessaire de considérer l'attraction de la montagne; mais le calcul de cette attraction présente de grandes difficultés pour la solution desquelles on ne peut prescrire de règles générales. Il convient donc de ne point faire usage des observations faites dans de pareilles circonstances... »
Ce qui ne l'empêche pas de poser une règle générale : « Il peut paraître singulier de ne considérer, par exemple, que l'élévation de Quito au-dessus du niveau de la mer pour réduire à ce niveau la longueur du pendule à secondes observée dans cette ville. On fait disparaître ce que celte réduction semble offrir de paradoxal en imaginant dans l'intérieur de la Terre et très près de sa surface... une cavité qui diminuera la longueur du pendule de la même quantité dont elle est augmentée par la montagne. »
Voilà l'origine de ces trous que les géodésiens ont admis en dépit du sens commun!
286. Hypothèse de la compensation (Pratt, Faye). Isostasie (Hayford).
1". — Voici l'énoncé de la théorie de la compensation formulée par Pratt en 18()4, approuvée par Airy, reprise par Faye vers 1880 :
« Au-dessous du niveau de la mer, sous les montagnes et les plateaux, existe un manque de matière approximativement égal à l'excès qui existe au-dessus du niveau de la mer; sous le fond des océans existe un excès de matière approximativement égal à ce qui manque aux océans comparés aux roches : la masse contenue dans une colonne verticale aboutissant à une certaine surface de niveau située sur la croûte, est la même, où qu'on place cette colonne. »
Qualitativement celte hypothèse énonce d'une certaine manière (que nous verrons inacceptable) le résultat brut de l'expérience. Elle n'a même pas le mérite de fournir des résultats quantitatifs exacts : les phénomènes sont essentiellement locaux et ne peuvent se plier à une formule générale.
h'isostasic est une espèce de compensation d'apparence plus savante.
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Imaginons une sphère S concentriciue au sphéroïde lerreslrc et donl le rayon est inférieur de P kilomètres au rayon moyen du sphéroïde. Partageons la sphère en surfaces d'égale aire -\ traçons les cônes qui ont le centre de S pour sommet commun, et dont les génératrices s'appuient sur les contours des aires -. Ilayford pose que les volumes déterminés par la s[)hère S, la surface lati'rale des cônes et la surface physi([ue du sphéroïde contiennent tous la même masse.
La densité serait donc plus faible sous les continents que sous les mers.
2". — \'oici comment Airy légitime l'hypothèse d'une compensation.
Il suppose que la croûte (lotte sur une lave encore licjuide et beaucoup plus dense. Il considère la croûte comme fragile et incapable de résister à une surcharge considérable sans qu'il en résulte un effondrement. Si donc elle présente une excroissance extérieure, elle doit posséder comme contre-partie une excroissance intérieure qui flotte dans la lave, dont la densité est plus grande, et soutient la première, d'après le principe d'Archimèdc.
La variation de la pesanteur due à la croûte est la résultante de l'attraction par l'excroissance extérieure et de la diminution d'attraction que produit l'existence de l'excroissance intérieure, puisque la densité de celle-ci est moindre que celle de la lave dans laquelle elle flotte. Sous la montagne il y a substitution d'une certaine quantité de croûte légère à la lave beaucoup plus dense.
La modification de l'intensité de la pesanteur en un point situé sur l'excroissance sera très petite. L'attraction horizontale sur un point assez éloigné sera en raison inverse du cube de la distance, comme pour un doublet électrique ou magnétique. De toute manière la perturbation sera beaucoup plus faible qu'en admettant la montagne surajoutée.
Lapparent ne se gène pas pour traiter cette théorie de pure sottise. Comme il était protocolaire, voici dans quels termes il l'exécute : « L'Himalaya semblait sans action sur la direction de la verticale : résultat qui, pour le dire en passant, avait fourni prétexte aux plus étranges interprétations de la part de l'astronome Airy. » Le lecteur m'excusera de ne pas prendre la défense d'une théorie qu'un géologue intelligent ne se donnait même pas la peine de discuter.
Hypothèse de Faye
1°. — Mais cette compensation a-t-elle des chances d'être vraie?
Lapparent discute sans aménité' l'hypothèse de Faye, qu'audessous des mers il existe une augmentation de densité capable de compenser le déficit relatif de densité des eaux marines.
Avant de donner ses arguments, amusons-nous un brin : rien de meilleur pour la santé intellectuelle du lecteur que de lui montrer
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la sottise de ces grandes constructions dont on a pris riiabitiide de nous accabler.
Air}- déclare que la iliiiiiniition d'action des montagnes tient à une augmentation d'épaisseur de l'ëcorce terrestre qui est beaucoup moins dense que la lave sous-jacente. Faye déclare que V augmenta-' tlon de pesanteur sur les océans tient à ce que la croûte terrestre a acquis sous les mers une bien plus grande épaisseur et plus de densité que sous les continents.
Messieurs, accordez-vous! La croûte est-elle légère ou dense par rapport à ce qui la supporte? Un accroissement de son épaisseur produit-il une augmentation ou une diminution de la pesanteur?
Je n'}^ mets aucun préjugé, je me contente de prendre à ces problèmes un honnête amusement.
Tout de même j'estime que vous abusez de ma bienveillance!
2°. — Arrive Lapparent qui déclare impossible que les océans aient produit une solidilication supplémentaire; d'où résulte, en tout état de cause, que la théorie de Faye est absurde.
Voici d'abord le raisonnement de Faye. Au fond des océans la température est voisine de zéro, parce que l'eau superficielle des pôles, refroidie et devenue plus dense, s'écoule sur le fond. La croûte terrestre sous les mers est donc constamment refroidie; et comme il en est ainsi depuis que des pôles de froid se sont établis sur notre globe, c'est-à-dire depuis des millions d'années, cette cause a dû suffire pour provoquer un refroidissement supplémentaire du magma fluide, par suite un accroissement d'épaisseur de l'écorce. Comme la plupart des corps se condensent en se solidifiant, et augmentent de densité, il résulte de là un surcroît de pesanteur.
On ne peut exprimer plus nettement, à l'inverse d'Airj-, que l'écorce est plus dense que la lave sur laquelle elle repose.
Lapparent réplique. Si la température du fond des mers est voisine de zéro, il existe, à la surface des continents, des contrées étendues encore moins favorisées. Dans les plaines de la Sibérie septentrionale règne une température moyenne àe — 10°. Elle dure depuis que les glaces ont pris possession du pôle; elle produit son effet en profondeur depuis un temps égal à celui pendant lequel les eaux froides ont agi sur le fond des océans. Donc c'est en Sibérie que la pesanteur doit être maxima et le pendule osciller le plus vite.
Or on n'a rien ol)servé de semblable, donc Faye déraisonne.
Je vous ai toujours dit que rien ne vaut des savants qui se mangent le nez! On cesse un instant d'être dans la République des camarades; on entend alors des raisonnements qui sonnent bien.
B". — Lapparent continue à taper sur Faye.
La croûte a au moins 20 kilomètres d'épaisseur; elle est formée de matériaux extrêmement peu conductcuirs. Dans ces conditions, quelle chance peut avoir un refroidissement superficiel local, en somme de très peu d'importance, sur la température des couches profondes ?
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L;«|)|)arent cite un fait esserUicl.
En IS.tC, lin riche niarcliaud irialcoutsk (Sibérie septeiilrioiiale) lit creuser ua puits pour atleiudre la zone de l'eau li(|uide. A 11") métros do iHoroiulour la tenipirature était — 0'',6 eu uio^enne. Le projet, aijandonno, fut repris ilans la steppe de Katcliongin : on trouva Vcnn /(/illissanlc à 126 mètres. Donc au-dessous du sol gelé de la Sibérie, la température s'olùve d'au moins 10" pour 12(5 mètres : l'accroissement est trois fois plus rapide ([ue dans les régions tempérées. Donc un grand froid superficiel n'agit ([ue sur les couches immédiatement voisines de la surface; il y rapproche les surfaces isothermes; l'influence exercée au delà d'une petite profondeur est nulle. Ce qu'on peut expliquer par un transport horizontal de chaleur à travers la croûte.
En conséquence, si la pesanteur est augmentée au-dessous des océans, le résultat n'est pas dû à un surcroit d'épaisseur de l'écorce.
En opposition absolue avec la théorie de la compensation et les théories analogues, nous trouverons plus loin une explication des variations constatées de la pesanteur basée sur la déformation du géoïde par rallraction des continents. Le géoïde différerait complètement du fameux ellipsoïde normal; l'accroissement de pesanteur constaté sur les Iles aurait pour cavise un creux relatif du géoïde ot un rapprochement du centre de la Terre. La recherche des paramètres normaux en résulterait absolument vaine.
288. Arbitraire, inutilité, absurdité de la réduction des mesures. -
i". — Reprenons cette question de la réduction des mesures brutes.
Pour que la formule de Clairaut s'applique, c'est une condition nécessaire qu'on reste sur la même surface de niveau; mais elle est loin d'être suffisante. Il ne faut pas que l'indétermination apparente du théorème de Clairaut (s 277) donne le change à cet égard. Il suppose en définitive que la méridienne du sphéroïde ne s'écarte pas trop d'avoir une certaine équation léquatjon 2 du ij 277); autrement dit, si le sphéroïde n'est ni un ellipsoïde homogène ni un ellipsoïde constitué par des couches ellipsoïdales séparément homogènes, il est fort loin d'être indéterminé.
Au contraire de l'équation (2) du § 277, il est certain que le géoïde est extrêmement compli(|ué : la formule de Clairaut ue s'y applique pas. Le résultat tout d'abord obtenu était donc à prévoir. Mais le géoïde éliminé, quelle surface choisir pour opérer la réduction?
Si le géoïde ne nous est abordable que par le calcul, les autres surfaces le sont encore moins sûrement. Nous assisterons donc à un invraisemblable tripatouillage de nombres pour savoir ce que devient la pesanteur sur une surface située à 10 kilomètres au-dessus du géoïde ou à 20 kilomètres au-dessous, afin de calculer un coefficient dont l'intérêt est rigoureusement nul. Tel est le résumé d'une
foule de travaux, « admirables » il va sans dire. Les géodésiens, grâce à la théorie de la compensation et à des théories analogues, font de la croûte terrestre une galette régulière, à seule fin de mettre en évidence une expression de la forme :
Non seulement nous n'en sommes pas plus avancés, mais nous en 'oublions ce qui devrait être l'essentiel dans la Géodésie, Vctude de la surface physique et d'une certaine surface de niveau (qu'il nous est loisible d'appeler géoïde'i telles qu'elles sont.
A quoi peut servir la formule de Clairaut, si elle n'exprime plus la réalité? Quel rôle peut avoir une formule représentant le résultat d'un brassage, d'un tripatouillage? Oii s'arrêter dans cette voie? Pourquoi ne pas brasser jusqu'au centre?
2°. — Certes il est intéressant de calculer le potentiel de la Terre en un point assez éloigné pour que les irrégularités locales disparaissent! Voici l'expression de ce potentiel pour un sphéroïde satisfaisant à la seule condition que son ellipsoïde d'inertie soit de révolution (voir Dynamique générale) :
V = ^ + ^(l-3cos^0.
Elle ne contient que les moments d'inertie C par rapport à l'axe de révolution, A par rapport à un axe quelconque normal passant par le centre d'inertie. A la plus proche distance de la Terre où ce potentiel soit applicable (sur la Lune, à 60 fois le rayon terrestre), on peut le considérer comme rigoureux et connu. A-t-on la prétention de le calculer à partir des mesures à la surface terrestre? Par la comparaison du potentiel déterminé par ces mesures et du potentiel déterminé par les mesures lunaires, prétend-on vérifier la loi de Newton? Evidemment non! Alors à quoi bon s'obstiner à tripatouiller les nombres pour trouver une formule de Claii'aut qui ne s'applique nulle part en toute rigueur? C'est toujours la monomanie des moyennes, des paramètres normaux, des nombres à décimales!
5°. — Comme preuve que ce problème ne méduse personne, on alléguera que V Annuaire du Bureau des Longitudes lui-même donne une formule à trois termes.
Il pourrait aussi bien en proposer une à 300 termes, puisque dans le raisonnement du § 277 qui démontre le théorème de Clairaut, il est légitime d'introduire les pol^'uôiues de Legendre jusqu'à un ordre quelconque : il n'y a pas plus de raison de s'arrêter au premier qu'au «°. Mais les géodésiens de métier comprennent qu'à ])artir du moment oii l'on introduit plus de deux termes, la formule {)erd son caractère de loi de la nature (?!) pour devenir une formule empirique sur la parfaite inutilité de laquelle personne ne disputera plus. Conséquemmont, ils se cramponnent à la formule de Clairaut.
Les imbéciles seuls attachent aujourd'hui de l'importance au calcul numérique d'une formule générale représentant le potentiel
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magnoli(|uc en tous les points de la Terre;" pourquoi traiter JifTéremment la pesanteur? A une épociue, ces problèmes se sont introduits naturellement; on a bien fait de ne pas les négliger; ils deviennent aujourd'hui néfastes.
Etudions avec soin les irrégularités locales de la pesanteur; déterminons la forme du géoïde par rapport à la surface pliysi/juc, en attendant que nous sachions déterminer la forme absolue de la surface pliysi(|ue : nous récolterons plus de notions intéressant la j)hilosophie naturelle qu'en repélrissant la Terre pour la mouler dans une formule à deux ou trois paramètres! Prenez 0,00520 ou 0,00531 pour valeur de y : la Terre n'en continuera pas moins de tourner, et vous prouverez que vous n'êtes pas un imbécile. Je comprends qu'on s'efforce (Jusqu'à un certain point) d'ajouter une décimale au nombre qui exprime la vitesse de la lumière ou la constante de la gravitation; je trouve grotesque qu'on essaye d'en allonger un nombre dont il est impossible de donner une définition précise. La manie des constantes, des paramètres normaux et autres fichaises, ornements indispensables des cours que les polytechniciens apprennent par cœur, est une des plaies de la science : elle détourne de se demander si les quantités qu'on représente avec tant de décimales, existent seulement.
Position du problème
1". — Les masses de la croûte terrestre sont évidemment distribuées d'une manière qui n'est pas simple; nous pouvons l'appeler irrégulicre, à la condition qu'il soit entendu que cette irrégularilc n'existe que par rapporta une hypothèse simple, par exemple celle de l'existence d'un ellipsoïde.
De la complexité de la distribution des masses dans la croûte et de la complexité de la surface extérieure de cette croûte, résulte que les surfaces de niveau sont complexes; nous pouvons dire qu'elles sont irréguUcres par rapport à une forme simple posée a priori, par exemple par rapport à la forme ellipsoïdale. Nous pouvons dire que la verticale est déciée, toujours à la condition de prendre comme terme de comparaison la verticale qui résulterait au même point d'une hj'pothège simple posée a piiori.
Voici la marche des opérations appliquées au calcul de la déviation par une chaîne de montagnes.
La Topographie donne la forme de la chaîne; la Géologie fournit une évaluation de la densité. Appliquant la loi de Newton à la masse (jue noJis posons en excès, nous calculons la force attracrtive qui par liijpolhèse consliluera l'irrégula/'ité (plus exactement sa composante horizontale) au point P choisi. Les traités de Géodésie s'étendent longuement sur les méthodes facilitant le calcul : j'en donne quelques exemples. Mais comme on ne trouve là pas l'ombre d'une idée nouvelle, comme il s'agit simplement de faciliter des calculs laborieux, je laisserai de côté cette algèbre.
Supposons connues l'attraction et la d-éviation correspondante du fil à plomb. Pour tirer de là quelque chose, deux nouvelles opérations sont nécessaires.
Il faut d'abord déterminer aslrononiiijuenicnl en P la longitude L et la latitude l. Il faut ensuite calculer ces coordonnées au moyen du canevas géodésique, à partir d'un point Q dont on admettra que les coordonnées géographiques sont normates.
On trouve des nombres L', l'.
Les différences L' — L, l' — /, doivent s'expliquer par l'attraction de la chaîne de montagnes.
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Mais s'il y a dcsaccord ?
S'il y a désaccord, nous conclurons purement et simplement que quelque chose cloche dans nos raisonnements. Par exemple, nous dirons f|uo les coordonnées du point i) ne sont pas normales. Nous dirons (|uela montagne est creuse, (|u'elle repose sur des li'oiis; ou, à l'inverse, que les matériaux (|ui la composent sont d'une densité extraordinaire. Comme il est impossible d'y aller voir, nous sommes certains c[ue personne ne contredira. Nous ajouterons un numéro au catalogue de nos œuvres, et tout le monde sera content.
Vive les questions où, quoi qu'on trouve, la considération perpétuelle des savants est assurée!
Loin de moi le désir de déprécier ces traA'aux. Ils sont intéressants au point de vue de la géologie locale; leur contradiction même ajoute à cet intérêt. Je refuse seulement de les mouler dans une formule étroite, ce que font les géodésiens pour ol)lenir leurs paramètres nornniux. Il paraît que les Pyrénées et l'Himalaya sont creux comme une dent cariée, à moins qu'ils ne reposent sur un radeau flottant dans la lave intérieure; à l'inverse, le Caucase est plein comme un œuf. Je n'y vois aucun inconvénient, sinon pour ceux qui prétendent que toutes les montagnes ont un soubassement de petite densité, ou que toutes les montagnes sont posées sur le géoïde.
Du seul fait que nous laissons de côlé le grand problème {c'est ainsi que Pratt appelle la recherche des paramètres normaux), tout devient clair et sans mystère.
Par exemple si nous opérons en deux points d'un même méridien dont la distance directement mesurée est de 111 kilomètres, et si nous trouvons une différence de 2° de latitude, nous pouvons hardiment conclure à une cause locale qui trouble la direction des verticales au voisinage de ces deux points. Nous pouvons dire qu'il y a une déviation de l'une ou de l'autre verticale, à moins qu'elles ne soient toutes deux déviées. En tous cas, nous devons dire qu'au voisinage de ces points, l'hypothèse d'une surface de niveau vaguement ellipsoïdale avec un aplatissement de l'ordre de 1 : 300 n'est pas exacte.
Si nous admettons a priori que, pour l'ensemble de la surface terrestre, l'hypothèse de l'ellipsoïde est vérifiée, alors il devient possible de parler des irrégularités ou des déviations de la verticale.
En résumé, nous ne pouvons parler d'irrégularités ou de déviations que par rapport à une loi simple posée a priori. C'est évident; mais en ces matières il ne faut pas hésiter à énoncer des truismes.
2°. — On prévoit que le fil à plomb sur les côtes d'un vaste pays est attiré par le continent pour deux raisons : la densité du sol est plus grande que celle de l'eau, le sol s'élève au-dessus de la mer.
Supposons que la côte s'étende de l'est à l'ouest. Déterminons la différence des latitudes astronomiques (la plus grande moins la plus petite) en deux points.
Si les points sont situés l'un au centre du continent, l'autre sur la
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côte méridionale ou septentrionale, la clifTérence des latitudes astronomiques est plus grande que la différence des latitudes gcodésiques. Autrement dit, on trouve une longueur trop petite à la surface de la Terre pour le degré de latitude.
Si, profitant de l'existence d'iles situées entre deux continents bordés par des côtes s'étendant de l'est à l'ouest, on mesure les latitudes au voisinage des côtes, la diflerence des latitudes astronomiques est trop petite : d'où une longueur trop grande à la surface de la Terre pour le degré de latitude. Même résultat pour un arc de méridien mesuré entre deux chaînes de montagnes s'étendant de l'est à l'ouest.
Si les chaînes s'étendent du nord au sud, les latitudes astronomiques restent correctes, mais les longitudes sont faussées; la comparaison est faite, bien entendu, par rapport aux coordonnées géodésiques calculées à partir d'un point dont on suppose correctes les coordonnées astronomiques.
Dire que le fil à plomb est dévié du voisinage des côtes d'un continent, c'est dire que la surface des eaux tranquilles se relève, c'est encore dire que le géoïde se déforme. On peut donc conclure la déformation du géoïde des différences constatées entre les latitudes ou les longitudes déterminées astronomiquement ou calculées géodésiquement, suivant que la côte s'étend de l'est à l'ouest ou du nord au sud.
S". — L'attraction par les montagnes est ordinairement décelée par les différences des coordonnées géographiques déterminées astronomiquement et géodésiquement; autrement dit, on met en évidence la composante horizontale de l'attraction par la déviation qu'elle produit sur le fil à plomb. L'attraction des montagnes peut être décelée par la mesure de l'intensité du champ de la pesanteur au pied et au sommet : c'est alors la composante verticale de l'attraction qui intervient. Quand on utilise la seconde méthode, on a le soin de rapprocher autant que possible les stations et de les placer à la même latitude. On doit tenir compte du fait qu'on s'éloigne du centre de la Terre : de ce chef le facteur de correction est proportionnel à la dénivellation (§ 284).
4°. — Une remarque est ici nécessaire pour assurer la légitimité de ces mesures.
Nous montrons au § 196 la difficulté d'interprétation que présente l'application d'un vaste réseau de triangles géodésiques sur une surface qu'on se donne à l'avance. Il -n'y a pas contradiction avec ce que nous disons ici, précisément parce qu'il ne s'agit plus ici d'un vaste réseau de triangles : la perturbation que nous étudions est toute locale. L'incertitude sur la forme de la surface sur laquelle nous raisonnons, perd son importance. Personne ne doute en effet que la surface terrestre ne se rapproche beaucoup des ellipsoïdes dont on trouve les paramètres au § 190.
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290. Méthode générale pour calculer la composante horizontale des attractions.
i°. — riaçons à l'origine lies coordonnées le point Ooii nous vou-
Fig. 221.
Ions calculer l'attraction. Le volume d'un petit élément est (fîg. 221) rdO.dr.dz.
Sa distance au point O est v'/'" + ;"•
La composante horizontale tle l'attraction est :
pfd().dr.dz—,
Supposons que la symétrie impose Ox comme direction de la résultante des attractions projetées sur l'horizon'. L'élément considéré fournit la composante :
Reste à intégrer après avoir simplifié la formule, ce que les conditions locales permettent ordinairement.
Je ne calcule que la composante horizontale; la composante verticale est beaucoup plus petite et beaucoup plus difficile à mettre en évidence.
L'intégrale générale de la différentielle (1) est le plus souvent inexprimable avec les symboles usuels; mais on peut to\ijours décomposer la masse en éléments prismatiques assez petits pour que le calcul numérique de l'attraction soit possible avec toute la précision nécessaire; c'est long, mais sans difficulté.
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S". — Yoicî îe procédé ulilisé par Maskelyne dans les célèbres expériences du mont Schehallien. On a :
cos G.f/9 = fLsînO.
D'autre part, r. étant petit devant 7', on peut remplacer sans erreur notable le quotient /•- : (/■- + z-) par l'unité.
D'où pour l'attraction du prisme de hauteur c :
p (sin O5 — sinOj— ^
On découpe la masse par des plans faisant avec .rOz des angles 0,, Gj, 63,..., tels que A sin 0 soit constant. On découpe les prismes en forme de dièdres ainsi obtenus par des cylindres de rayons /',, i\,... Il est dès lors facile de calculer les attractions dues aux prismes déterminés par des valeurs particulières de /', A/', :;.
On additionne les nombres obtenus.
Attraction du Chimborazo
1°. — Dans son voyage au Pérou, Bouguer détermina la déviation delà verticale par le Chimborazo, montagne sensiblement conique La hauteur de son sommet au-dessus du niveau de la mer est de 6253 mètres; mais les points dont il comparait les latitudes, n'étaient qu'à 3600 mètres environ au-dessous du sommet.
Saigey pose qu'à celte hauteur le rayon de la base du cône est de 10 kilomètres : il recommence les calculs dans cette hypothèse.
Bouguer trouva que la déviation du fil à plomb est 7", 5. Mais ses observations de latitude sont si discordantes que de leur discussion Saigey propose de porter la déviation à 19". D'autre part Bouguer calcule l'attraction en confondant le centre d'attraction avec le centre d'inertie de la montagne. Bref il trouve que la densité du Chimborazo est seulement le 13° et le 14" de la densité moyenne de la Terre à sa surface.
Reprenant tous les calculs, Saigey déclare qu'il serait bien plus légitime de considérer la densité moyenne du massif comme le double de celle de la Terre à sa surface.
11 est probable que le résultat de Bouguer aurait été moins erroné s'il ne l'avait pas calculé de chic et sans discuter soigneusement ses résultats bruts.
Attraction des Pyrénées à Toulouse
Pour fixer les idées, voici le calcul de l'attraction des Pyrénées à Toulouse et les conséquences que Petit tirait vers IS'in du résultat de ses calculs.
II assimile la partie agissante des Pyrénées à un solide de révolution ayant la verticale Or. de Toulouse comme axe.
II borne le solide par deux plans dont les azimuts de part et d'autre du méridien de Toulouse sont de &)".
DÉFORMATlOy DES SVBFACES DE yiVEAV 'i2.".
L'allrnction s'exprime alors par la formule suivante qui se déduit immédiatement de (1) :
F = 2G? (sin CO »)/log r. dz = 1 ,732. Cp/log /•. dz. l'our intégrer, Petit limite l'aire plane qui par sa révolution engendre la chaîne, par doux droites et par une circonférence concentrique à la méridienne de Toulouse et passant à 200 mètres au-dessus du niveau de la mer, tenant compte ainsi de l'altitude de l'Observatoire de Toulouse.
Fig. 222.
Il admet 3000 mètres pour hauteur SS' moj'enne de la chaîne. Enfin il prend les distances suivantes évaluées en minutes d'angles : ÔÂ=37' OS^=58', ÔB = 75'.
Le problème est ainsi complètement déterminé, et les intégrations sont possibles à l'aide des symboles usuels.
Je n'insiste pas sur le calcul, qui n'a aucun intérêt particulier.
La déviation î du fil à plomb est le quotient F : ^ de l'attraction par l'intensité de la pesanteur à Toulouse; g n'a besoin d'être connu qu'avec une très faible pi-écision, F l'étant fort mal en tout état dé cause.
La figiire 222 à gauche montre que l'attraction tend à augmenter la latitude fournie par les observations astronomiques.
Elle est naturellement proportionnelle à la densité mo3enne p admise pour les P_sTénées.
Petit admet pour la densité moj'enne de la chaîne p=2,75 ce qui est sensiblement la moitié de la densité moyenne terrestre globale); dans ces conditions il trouve que la déviation due aux Pyrénées est 7 secondes sexagésimales.
2°. — Je transcris maintenant les conclusions du mémoire.
Une déviation de 7" correspond à une différence d'environ 220 mètres sur le terrain entre la latitude déterminée astronomiquenient et
celle qu'on déduirait d'opérations géodésiques rattachant l'Observatoire de Toulouse à un point dont la latitude serait à l'abri des influences locales. D'après le colonel Corabœuf, la latitude de l'Obvatoire de Toulouse serait géodésiquement déduite de celle de l'Observatoire de Paris avec une exactitude qui ne comporterait qu'une erreur de quelques mètres. Ceci posé, on trouve :
Latitude de l'Observatoire de Toulouse déduite de celle de l'Observatoire de Paris par les opérations géodésiques : 43» 36' 4G",35.
Latitude obtenue directement par 1608 observations astronomiques :
Ainsi la latitude astronomique est plus petite que la géodésique, d'une seconde environ. Mettons l'écart sur le compte des erreurs d'expérience, il s'ensuit que la latitude de l'Obsenritoire de Toulouse est nonuale et que l'attraction de la chaîne des Pyrénées est nulle.
Conclusion : la densité moyenne des Pyrénées est très faible, ou bien leur masse est compensée par des cavités situées au-dessous. On peut encore admettre que vers le nord de Toulouse et dans l'intérieur de la Terre existe une augmentation de densité assez considérable pour compenser l'efTet des montagnes :
hypothèse peu vraisemblable.
A moins que le rattachement géodésique n'ait pas la précision que Corabœuf lui attril)ue.
Mesure d'un arc de méridien dans le Piémont
Beccaria, en 1762, mesura un arc de méridien -entre Mondovi et Ivrée. Il trouva le degré trop grand de 460 toises (997 mètres). Cela correspond à une somme de déviations de 28" sur les verticales limites tlont l'une est au pied des Alpes, l'autre au pied des Apennins.
En 1821, Plana et Carlini reprennent la mesure; ils trouvent le degré trop grand de 670 toises (1207 mètres), ce qui corresj)ond à une somme de déviations de 42".
Le résultat de Beccaria se trouve encore augmenté.
Fig. 223.
UÉl-OHMATIOy DES SCRFACES DE .\ 1 V E A C
Z/pje tie3j>âJe3
294. Retour sur la mesure de la méridienne par Delambre et Méchain.
En c'ontrailiclion avec le résultat do l'élit, il semble bien «[ue la mesure de l'arc d'un degré de latitude par Delambre et Méchain ait été faussée par l'altraction des Pyrénées sur le fil à plomb.
On sait (ju'en combinant l'arc du Pérou et l'arc Dunkerqiie-Barcelone, la commission cliargéc des calculs trouva l'aplatissement «^1:334, au lieu de l'aplalissemcnt actuellement admis a = i:293.
L'arc du Pérou, étant parallèle à la côte et compris entre des montagnes de direction nord-sud, semble échapper à la critique. Au contraire, l'arc de France se termine au bord de la mer des deux côtés, et, circonstance aggravante, son extrémité sud est à peu de distance d'une chaîne importante. Donc la différence des latitudes astronomiques est trop grande par rapport à la distance des extrémités de l'arc ; le degré de latitude sur le terrain est trop petit. II se rapproche trop du degré du Pérou, l'aplatissement est évalué par défaut. Le mèlre qui, par définition, est la .dix-millionième partie du quart du méridien terrestre, est donc luimême évalué par défaut; ce que rend évident la figure 224. Les deux méridiemies représentées ont môme courbure à l'équaleur; la méridienne intérieure est moins aplatie et plus courte que l'extérieure.
Au reste, Delambre ne s'illusionnait pas sur le résultat de ses mesures ; il avait fixé à + 8° et à non 0" la température à laquelle l'étalon de longueur représente effectivement la dix-millionième partie du quart du méridien.
Le fâcheux de cette histoire est que l'attraction par les montagnes était parfaitement connue. Il est vrai qu'où afl'ectait de considérer comme non avenus les résullalâ qui gênaient.
295. Déviation de la verticale par le mont Schehallien. i". — L'étude des déviations de la verticale par le mont Schehal-
lien est célèbre en Géodésie.
Quelques remarques préliminaires sont indispensables.
En 1775, quand on commença à s'occuper de l'attraction par les montagnes, on ne connaissait pas la densité moyenne A de la Terre. On se proposait précisément de la déterminer.
Fig. 224.
L'intensité de la pesanteur à la surface de la Terre est :
où G est la constante de la gravitation, R le rayon terrestre. L'attraction horizontale par la montagne est de la forme :
F = GpA,
où 0 est sa densité moyenne, A une quantité (de la nature d'une longueur) qu'on peut déterminer.
Enfin la déviation du pendule (en radians) est : ,_F_^^A
Mesurant c, calculant A, on a le rapport p : A.
Faisant une hj'pothèse sur p, on a A.
Il s'est produit pour la densité A le même phénomène intellectuel que pour la vitesse de la lumière. On a d'abord déduit cette vitesse des observations astronomiques; jusqu'au jour où l'on est parvenu à la mesurer dans les laboratoires. On s'est alors servi de sa valeur exactement connue pour déterminer les constantes astronomiques, à l'inverse de ce qu'on faisait au début.
De même on a d'abord cherclié A en utilisant l'attraction par les montagnes, puis on a déterminé A par les expériences de laboratoire; aujourd'hui on se sert de sa valeur bien connue pour étudier la constitution géologique de la croûte éerrestre.
En lisant le mémoire de Maskelyne, nous devons donc nous placer à un point très différent de celui de l'auteur. Il ne s'agit pas de chercher la, valeur de A que nous savons très voisine de 5,53; il s'agit de discuter les renseignements géologiques locaux que fournit l'attraction d'une montagne. Ce renversement de l'intérêt d'un mémoire échappe complètement à ceux qui attachent une importance exagérée à l'histoire de la science comme aide de l'enseignement scientifique.
Le mémoire de Maskelyne est intéressant, mais pour des raisons qui ne sont pas celles de Maskelyne et de ses contemporains.
2". — Ceci bien compris, arrivons au mont Schehallien.
C'est une montagne isolée d'Ecosse, au nord-ouest de Perth. Elle se trouve entre la Tay et le Tummel son affluent, à proximité du chemin de fer qui relie Perth à Elgin à travers les monts Grampians. Elle a la forme d'une arête relativement courte, escarpée, dirigée sensiblement de l'est à l'ouest; d'où l'avantage d'une base relativement étroite par rapport à la iiauteur de la chaîne. L'expérience consiste à déterminer la distance horizontale de deux stations A et B au nord et au sud de l'arête, à calculer la différence de latitude d'après la longueur projjable du degré sur le parallèle moyen 2,3, et à la comparer à la différence des latitudes déduites des observations astronomiques. Comme contrôle on prit soin de déter-
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miner les laliludcs aux exlrt-iiiités est et ouest de la montagne, là où son altraclion, agissant dans le [trcmier vertical et le troisième, ne produit par consé(iiicnt aucune variation sensil)le dans les distances ziMiitliales des étoiles à l(Mir j)assage au méridien. ~ Dans la station nordj^l'aHraction augmente la latitude astronomique; dans la station sud, l'altraclion diminue cette latitude; grâce à l'escarpement du mont Sclieliallien sur ses deux versants, on dou- ])le ainsi la précision des mesures.
Nord
Comme nous l'avons déjà expliqué, il y a trois sortes d'opérations à effectuer : des observations astronomiques pour déterminer la longitude et la latitude d'un nombre suffisant de stations; une triangulation pour déterminer leurs distances et leurs altitudes; l'évaluation du volume de la montagne et le calcul de son attraction.
On construisit dans les quatre stations A, B, a, ,i, de petits observatoires dont la base très stable était un cylindre de maçonnerie. Un toit protégeait l'appareil d'observation.
Un très grand nombre de déterminations de hauteurs zénithales fournit à JNIaskeh'ne comme moyenne une différence des latitudes entre A et B égale à 54,6 secondes d'arc.
La triangulation donna une distance de 4364,2 pieds anglais (1330,2 mètres), ce qui à la latitude de 56° 40' correspond à une différence de latitude égale à 42", 94.
Comme on l'avait prévu, la difTérence des latitudes astronomiques est plus grande que la différence des latitudes géodésiques; l'écart est de :
54,0 — 42,9 = ir',6.
C'est le double de la déviation du fil à plomb résultant de l'attraction de la montagne.
3°. — Hutton effectua le calcul des volumes et des attractions par la méthode exposée au § 290. Il décomposa la montagne en 960 prismes, dont il calcula séparément les actions; c'est, comme on le
voit, un travail forniidahle. Sa conclusion est que la densité moyenne A de la Terre est à la densité moyenne p de la montagne comme 9:5=1,8.
Posant p = 2,5, il trouve A = 4,5,
résultat très erroné.
Playfair reprit la question. D'après lui, la montagne est constituée dans sa partie supérieure par du quartz (p = 2,64), dans sa partie inférieure par du mica et de la hornblende (p=;2,83), enfin par du calcaire (p = 2,77).
Suivant la manière d'arranger les roches, il trouve
A =4,56 ou A = 4,87.
Le second de ces résultats est sensiblement moins erroné que celui de Hutton.
Ainsi se trouve confirmé ce que nous disions au début de ce paragraphe. La méthode ne vaut rien pour le calcul de A. Mais A connu d'ailleurs, ces expériences fournissent un renseignement non dénué d'intérêt sur la constitution de la montagne. Au lieu de donner la valeur d'une constante physique, elles apportent une contribution géologique locale. Ce n'est pas ce qu'espéraient Maskelyne et Hutton : mieux vaut toutefois servir à peu de chose qu'à rien du tout.
Il résulte de ces expériences que pour expliquer les attractions, il faut supposer à la densité moyenne de la montagne une valeur manifestement plus grande que celle qui semble résulter de sa constitution. Cela revient à dire qu'il existe dans le sous-sol des masses importantes plus denses que ne l'est en moyenne la croûte superficielle locale terrestre.
Déviation de la verticale par le Caucase, l'Himalaya
i°. — La chaîne du Caucase joint la mer Noire à la mer Caspienne. Longue de 1200 kilomètres, elle est légèrement inclinée vers le sud quand on se dirige vers l'est. Ses pics dépassent 5000 mètres. Au nord de la chaîne s'étendent les steppes russes, c'est-à-dire des plaines. Les conditions (importance de la chaîne, délimitation nette du versant nord) sont donc particulièrement favorables au calcul et à la mise en évidence de l'attraction. En particulier, les latitudes doivent être augmentées par elle de quantités qui croissent à mesure qu'on se rapproche davantage.
C'est effectivement ce que dit le général Stebnitski dans une lettre qu'il écrivait à Paye (1883).
A mesure qu'à travers les steppes de la Russie méridionale, on descend vers la grande chaîne du Caucase, la déviation du fil à plomb apparaît et croît. La différence entre les latitudes aslronoiniquos et géodésiques va pour certains points jus(|u'à 36". En calculant les attractions de la chaîne, on trouve des déviations très voisines des différences précédentes. La déviation apparaît déjà nettement à 300 kilomètres au nord de la chaîne.
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La chaîne du Caucase ne semble présenter aucune singularité dans la densité de sa propre masse, pas plus que dans celle des couches sous-jaccnics.
Les attractions au sud de la chaîne sont bien de sens inverse; elles sont toutefois beaucoup moins régulières; corrélativement, le pays est très tourmenté et sujet à de violents tremblements de terre.
Ainsi l'on doit admettre de vastes cavités au nord de Tiflis. Elisabethpol et Schemaciia, pour expliquer les déviations anormales.
A Scliemacha l'attraction du Caucase semble remplacée par une répulsion.
Stebnitsky conclut que la chaîne du Caucase, malgré sa longueur et la grande élévation de ses sommets, ne contient pas dans ses couches profondes des masses de densité moindre; il faut chercher la cause des irrégularités signalées en Transcaucasie dans une constitution anormale locale.
2°. — Les travaux de Pratt ont démontré qu'au sud de l'Himalava, l'attraction du massif et la déviation qui en résulte, sont atténuées ou compensées par la présence de cavités ou de masses de moindre densité. En effet, quand on compare les latitudes géodësiques et astronomiques au sud de la chaîne, on trouve des différences qui s'expliquent par une attraction due à la chaîne; mais l'attraction calculée par la théorie de la gravitation; en supposant à la chaîne la densité la plus vraisemblable, est beaucoup plus grande que celle qui rétablit l'accord entre les mesures astronomiques et géodésiques.
Attraction par une montagne hémisphérique
1°. — Dans certains cas il est facile de calculer la déviation par une masse surajoutée. Donnons-lui, par exemple, la forme d'un hémisphère posé sur un plan horizontal.
L'action en P résulte d'une composante verticale V dont la connaissance nous est inutile, et d'une composante horizontale dont nous avons immédiatement la valeur : elle est moitié de la force F qu'exercerait la sphère entière. On a :
' %+V) '2g 2ARD^-
En effet V est très petit devant^.
La surface de niveau à laquelle le fîl à plomb doit rester normal, se recourbe comme l'indique la figure 226.
2". — En particulier, supposons le point P tout près de la demisphère. On a :
2AR
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Newton le premier fit observer que les déviatwms locales étaient parfaitement mesurables. Il dit qu'une montagae hémisphérique de 3 miles de rayon (le mile anglais vaut 1G09,3 mètres, 3x 1609,3 = 4827 mètres) doit produire une déviation supérieure à une minute.
Faisons le calcul en prenant :
R=6366 kilomètres, /: U = 0,000758.
Pour c = A : 2, il vient :
0 = 0,000189, soit .39 secondes.
Pour ,i = A, on trouve 78 secondes, ce qui est conforme au rësul tat de Newton.
298. Modification des surfaces de niveau par une masse sphérique intérieure.
1°. — Le problème est intéressant comme pouvant être traité jusqu'au bout d'une manière élémentaire et comme fixant les idées du lecteur.
On introduit à l'intérieur de la sphère de densité moyenne A et de masse totale M, une sphère de densité p et de masse itt. Cela veut dire qu'on augmente uniformément de p la densité des masses qui se trouvent à l'intérieur de la sphère de centre G et de rayon r.
On demande comment est modifiée la surface de potentiel W isurface de niveau).
Avant l'introduction de la sphère m, la surface W est délinie^par l'équation :
Après son introduction l'équation devient :
en posant CP=D.
Retranchons les deu.\ expressions de W; remarquons que //et II
sont petits. Il vient :
ft^ï-tf;. /jD=:r-,R- = constante.
R- MU M
2°. — Ainsi quand la densité p est positive, c'est-à-dire quand on augmente la densité des couches, la nouvelle surface W est tout
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entière en dehors de Tancienne. Elle est tout entière à rinlcrieur,
si l'on diminue la den
site des eourhes. B
Il faut bien comprendre la raison de ce fait.
Le potentiel W mesure le travail elleclué par la masse unité qui passe de l'infini au point (le potentiel \V. Si l'al- Iraclion augmente, le chemin à parcourir pour obtenir le même travail, diminue.
Donc la nouvelle surface est extérieure à l'ancienne.
C'est l'inverse si l'attraction diminue.
Ce raisonnement montre immédiatement pourquoi la nouvelle surface W s'écarte davantage de l'ancienne à proximité de la sphère surajoutée, là où son action est maxima.
3". — La variation A étant très petite, on a pour sa valeur maxima :
en posantD., = CA==R-|-H — OC
Pour fixer les idées, calculons /;„, dans le cas d'une sphère, de • ■>\3 de rayon, tangente à la grande sphère. On a :
AR'
AR^'
*-ir
AlOUO'
Pour p = A, /?,„ = 6, 3 mètres; pour 2p^A, /?,„=3,1 mètres.
La dilatation radiale de la surface de niveau est donc très petite. La seconde hypothèse suppose déjà le doublement de la densité des couches terrestres comprises dans la sphère C. En eflet leur densité normale est moyennement la moitié de la densité globale terrestre A; ajouter une densité uniforme A: 2, c'est supposer en définitive une densité voisine de A = 5,53.
Au point A la pesanteur est :
=^ij^^^rç).
RA
RA
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Dans riiypolhèse 2p = A, on a /: R=:=l : 1000.
Elle croit donc d'un deux-millième de sa valeur, qui serait une quantité énorme, très facile à mettre en évidence. Cela fait une avance de 22 battements environ par jour pour un pendule battant la seconde.
4°. — La déviation du fil à plomb est nulle sur le diamètre AE; elle prend sa valeur maxima en un certain point P qu'il s'agit de déterminer.
La déviation dépend de la variation dh quand l'angle 0 varie de f/6. On vérifiera la relation approchée :
, _ dk ^~RdO' On a :
/,D = ^-, clh = -^^^
Posons :
OG = c; D- = R- + c= —
D'où enfin :
La déviation, e'est-à-dire la différence entre la latitude géo-
désique et la latitude astronomique, nulle en B, croît jusqu'à un
certain maximum, après quoi elle diminue. On a :
f/c 0 /-'c / , 3Rc . .„
rfê^ARD^l^"^^-- D^^^"-^
Les phénomènes ne pouvant être sensibles que si le centre C est
voisin de la surface de la sphère 0, le maximum correspond à un
angle fj très petit qui est donné par la formule :
sin6 = -=^; d ou :
v'3Rc' ■ ARD%/3Rc'
formule dans laquelle nous pouvons remplacer D par Do. Nous y pouvons aussi bien poser C^ R, D = /-; d'où:
sine--=e=^, s = i^-
Irrégularités des surfaces de niveau en terrain plat
On constate dans certains endroits des déviations du fil à plomb sur une étendue restreinte d'un pays parfaitement plat : c'est ce qui arrive, par exemple, aux environs de Moscou (fig. 228).
Descendons sur le méridien de Moscou à partir de cette ville, dont la latitude est 56°. Comparons la latitude aslronomique'et la latitude géodésique. Au-dessous de Moscou, la latitude astronomique devient trop petite. Sur le parallèle 55" 45', elle est plus faible que la géodésique de 8". L'écart décroît, s'annule sur le parallèle 55° 35', change de signe et prend une nouvelle valeur maxima de 10". Il diminue ensuite et s'annule de nouveau.
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En ri'suiné on constate un écart <lc IS" sur un parcours de I-'?'.
La cause de ces irrégularités doit être cherchée dans l'existence d'une couche dirigée de l'est à l'ouest, de petite épaisseur, mais de densité très faible (voisine de celle des ligniles).
Fit'. 228.
La surface de niveau est infléchie comme le montre la figure 226. Le problème n'est pas exactement le même que celui du § 298; mais il est analogue.
300. Attraction verticale d'un cylindre, d'un cône, d'un paraboloïde de révolution en un point de leur axe vertical. Application au Fusiyama.
Partons de la formule démontrée au § 290 : l'attraction d'un disque d'épaisseur dz sur un point P de son axe situé à la distance z est :
Gprf.(l-gj
D = v/"- + ;-, est la distance du point P au bord du disque.
i°. — Cylindre.
Soit a le rayon du cylindre, h sa hauteur, c la distance OP. La force en P est :
dz-
\la- + z-/ F = 27:0? [6 + s/ÔT^^ — s'a'- +{b + cf] .
2°. — CoxE. Expériences au Fusiy.^ma.
Calculons l'action sur le sommet du cône. Nous devons poser : D = c : cosa:=:;séca
F = 2t.Gp f dzil—cosx)=^2zG'^h(i — -=
Si la pente est très douce, li est négligeable devant v''«- + A" On trouve alors :
F = 27:Gf/i, qui est la célèbre correction de plateau. Elle se déduit immédiatement du ^ 284.
Voici une intéressante a|)|)lication de cette formule.
Le Fusiyama est un volcan au sud-ouest de Tokio. Sa forme est un cône régulier d'angle au sommet égal à 138 degrés. Sa hauteur est de 3800 mètres. La densité moyenne des roches qui le composent est 2,12. Nous avons donc ce qu'il faut pour calculer son attraction sur un point placé en son sommet.
A supposer la montagne simplement posée sur le géoïde, la pesanteur au sommet est plus faible qu'à Tokio, parce qu'on s'élève et qu'on s'éloigne du centre de la Terre; mais cette diminution est en partie compensée par l'attraction du cône.
Soit ^', la pesanteur au sommet du cône, soit g„ la pesanteur à Tokio. On a :
5^.=S'o(l-^) + 2::Gp/Kl-C0S.).
Introduisons la valeur : 3,Oo = 4':;GRA. Il vient :
t^^^So— Soj^[2 — 2^(1— cosa)J.
Mendenhall trouve pour valeur de l'accélération : à Tokio 979,84 cm. au sommet de Fusiyama 978,86.
Il déduit delà : A =5,77,
valeur erronée par excès. Pour obtenir la valeur 5,53, il faudrait prendre p = 2,03, ou admettre un défaut réel d'attraction, conformément à l'hypothèse d'une compensation partielle.
.3°. — Pahaboloïde.
Calculons l'action sur le sommet. L'équation de la méridienne est :
Di:i01iMATtOS DES SUJIFACES DE NIVEAU 437
r- — 2j>:.; d'où: D = ^'2pz + -";
.Gp^ r!:.
:.fl.
Fi]f. 230.
4°. — Segment s'pnÉniQUE.
Calculons l'action sur le solnmet.
Ou a : /•'- = ; (2R — ;;), D-=/-- + --- =
:2Rz
F = 2zGc(/(
= 2zG;/(('l
Pour la splière entière, qui est la formule classique.
: = -Gp/i=TT-G,sR,
Déviation de la verticale sur les côtes sud de France
Comme dernier exemple de détermination des anomalies de la verticale, je résumerai le travail de Germain sur les côtes sud de France.
î". — La marche est toujours la même. Nous partons du canevas principal géodèsique de France; avec une hypothèse sur le rayon de la sphère remplaçant la surface terrestre pour la France, il permet de calculer les coordonnées géographiques de tous les sommets, à partir des coordonnées géographiques de l'un d'eux P arbitrairement choisi.
Une première difficulté se présente. Le point P est la lanterne du Panthéon : quelles coordonnées géographiques lui donnerons-nous ?
L'état-major pose pour latitude du Panthéon : 48» 50' 48',6; elle est conclue de la latitude de l'Observatoire de Paris par la distance à la méridienne et à la perpendiculaire à la méridienne passant par un point bien déterminé de cet Observatoire.
Or la latitude adoptée pour l'Observatoire de Paris est: 48° 50" 13",6,
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tandis que Le Verrier pose :
sans considérer le résultat conime sûr à 0",5 près. D'où résulte que toutes les latitudes de France utilisées par l'état-major devraient être diminuées de 2". Cela ne changera du reste pas les conclusions du travail que nous étudions.
2". — Ce travail consiste à rattacher les Ohservatoires de Nice et de Marseille à la triangulation générale, ainsi que deux points situés
à Saint- Raphaël et à Toulon.
De ce rattachement résultent les coordonnées géodésiques de ces points.
On détermine les mêmes coordonnées aslronomiquement; on met les différences sur le compte des déviations que subit it3° la verticale en raison des attractions locales.
Cela suppose essentiellement que les déviations possibles de la verticale dans les stations comprises entre Paris et les lieux choisis n'ont pas modifié les coordonnées géodésiques, et de plus que la verticale à Paris est nonualc. En d'autres termes, cela suppose que les coordonnées géodésiques sont correctes en tout état de cause.
J'insiste pour que le lecteur comprenne l'effroyable complication logique du problème. Nous déterminons des triangles, mettons avec un théodolite, c'est-à-dire ramenés à l'horizon; nous les appliquons sur une surface arbitraire dont nous ne connaissons pas sans incertitude la relation avec Vliorizon; nous calculons la longitude et la latitude d'après les lieux occupés sur cette surface. Du diable si personne sait exactement ce que signifient nos calculs. Nous déterminons les coordonnées aslronomiquement, puis, sans dire gare, nous mettons la différence sur la déviation locale de la verticale. Celui qui trouve satisfaisante cette manière de procéder, sera bien gentil de nous donner ses raisons. Non pas qu'il soit inutile de faire ces comparaisons; je dis simplement que je ne vois pas très bien la base logique de l'interprétation qu'on en donne.
Il se peut d'ailleurs qu'elle soit correcte; mais c'est une chance inespérée. Toujours est-il qu'il faudrait énoncer avec précision l'hj'potlîèse qui justifie nos raisonnements.
^"-^•'X— /Toulon
Nice BraguJffjian ^ f
Fig
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3°. — Quoi fiu'il en soit, voici In résultat des comparaisons.
A l'Observatoire du mont Gros, près de Nice, la verticale est déviée vers le nord de in",('>; la déviation est négligeable dans le sens est-ouest.
A l'Observatoire de Marseille, l'attraction est de 5", 2 vers le nord, 5",1 vers l'est; d'où une résultante de 7",0 à 'i5" du méridien.
A Toulon et à Saint-Raphaël, on n'a comparé qv:c les latitudes astronomique et géodésitpie; on ne cortnaît donc que la composante sud-nord de la déviation. Elle est do 12", 7 à Saint-Raphaël, de l'i",0 à l'Observatoire de la Marine à Toulon.
De là résulte un centre d'attraction situé au nord de Nice, dans 1& massif des Alpes. Remarquons toutefois que la déviation est plus grande à Toulon qu'à Saint-Raphaël : peut-être les montagnes qui dominent Toulon au nord exercent-elles une influence locale non négligeable.
Le calcul de la déviation 5 perpendiculairement au méridien à l'aide de la difl'érence des longitudes AL résulte de la formule évidente : ^ KT 1 o^ AL. cos(.
A ce propos, Germain écrit une phrase malheureuse : « Une déviation dans le plan perpendiculaire au méridien se traduit par une erreur dans la longitude du lieu d'observation, par conséquent dans l'heure de ce lieu. » Il n'y a pas erreur dans la ^longitude astronomique; elle est ce qu'elle est, indépendamment des positions des points sur la Terre. Les définitions géodésiques et astronomiques sont indépendantes les unes des autres; c'est tout brouiller que de considérer ces différences comme des erreurs. L'heure d'un lieu dépend de sa verticale; si cette verticale change, l'heure change : c'est tout ce qu'on peut dire de raisonnable. N'allons pas jeter la suspicion sur les principes qui soutiennent l'Astronomie!
Nous avons bien assez de besogne à étayer la Géodésie.
Forme du géoïde
1°. — Nous appelons géoïde la surface de niveau dont fait partie la surface des océans.
J'ai déjà dit quelles difficultés soulève cette définition (§ 281).
Que la surface des mers soit ou non exactement une même surface de niveau, le problème se pose de savoir si le géoïde diffère peu d'un ellipsoïde de révolution représentant censément la surface terrestre, ou s'il s'écarte localement d'une manière notable d'un tel ellipsoïde ne servant plus que de surface de comparaison.
Là-dessus les opinions sont contradictoires.
Les uns soutiennent que l'écart est de l'ordre de quelques mètres; les autres veulent qu'il aille jusqu'au kilomètre.
Ainsi reparaissent sous une autre forme nos deux grrands problèmes : représentation de la surface terrestre par un ellipsoïde, représentation des expériences avec le pendule par une formule à
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deux paramètres. Il est clair qu'ils perdent toute espèce de sens si le géoïde diffère notablement d'un ellipsoïde.
2". — Avant de passer aux calculs, montrons ce qui résultera de l'hj'pothèse que le géoïde diffère beaucoup du fameux ellipsoïde normal.
La surface des mers se relève auprès des continents du fait de leur attraction. Quand donc nous mesurons les altitudes à partir de cette surface, il est impossible d'eu rien conclure pour les variations de dislance du point considéré au centre de la Terre. En particulier, de deux points qui se trouvent au niveau de la mer, l'un A sur la côte d'un continent, l'autre B dans une île, le point A est notablement plus éloigné du centre que le point B. Suivant certains auteurs, la différence peut atteindre mille mètres.
Quoi d'extraordinaire, dans ces conditions et même en admettant cette évaluation très exagérée, que la pesanteur en A soit notablement plus faible qu'en B?
Il y a 80 ans bientôt que Saigey proposait cette solution toute naturelle des difficultés rencontrées.
Je cite son texte, qui en vaut la peine.
« On avait d'abord cru que l'excès de pesanteur observé dans quelques îles devait être attribué à la nature volcanique de leur sol. Mais le faible accroissement de densité qui en pouvait résulter, était plus que compensé par la moindre densité des eaux de la mer qui est très profonde dans le voisinage de ces îles.
« Les calculs faits dans les suppositions les plus favorables démontrent jusqu'à l'évidence que les lieux où la pesanteur est trop forte, sont précisément ceux qui, par la nature de leur entourage, sont le moins capables de produire cet excès dans la force attractive de la Terre. 11 a donc fallu conclure de ce fait, aujourd'hui Ijasé sur un nombre suffisant d'observations, qu'à égalité de latitude, le niveau des eaux est surbaissé au milieu de l'Océan, de sorte qu'il se rapproche plus du centre du globe. Et qu'au contraire ce niveau est surélevé dans le voisinage des grandes terres, de manière à s'éloigner de ce centre. »
303. Calcul de la forme du géoïde d'après les irrégularités de la pesanteur.
Si Saigey, P'isher, Listing, Ilann,... ont raison d'attacher une importance particulière à la détermination du géoïde, leurs efforts pour déduire sa forme des irrégularités de la pesanteur ne sont pas heureux. Ils admettent une hypothèse qui fait de leur méthode un cercle vicieux.
Supposons qu'il existe une surface de référence, ellipsoïdale pour j'/éciser, sur laquelle, après suppression de tout ce qui la recouvre, la pesanteur obéisse à la formule de Clairaut :
go=gc{i-+-{Sin-l), ou à toute autre formule simple.
DEFonstA nos Di:s surfaces de ni veau kK\
Soit i,' la pesanteur expérimentale en un point P du géoïde. Il s'agit de calculer sa hauteur // au-dessus de la surface de référence. Ecrivons qu'elle est égale à i^„ moins la correction de hauteur, plus l'attraction des couches comj)rises entre la surface de référence et le point P. Soit H l'épaisseur de ces couches, soit A leur densité moyenne. On a :
Mais D'où
^^_2^_3IIA^ "'^'^ li 211 A„
D'où h. Malheureusement cftii ne voit l'arbitraire et l'invraisemblance du principe même de la méthode? 11 remet tout en question.
En s'apj)U)'ant sur une telle hypothèse, Fisher trouve que le géoïde s'élève de 122 mètres quand le pendule exécute une oscillation de moins (Ilann trouve 119 mètres); en arrive à celte conclusion assurcmenl fort exagérée que le géoïde s'élève de mille mètres le long de certaines côtes.
Ce sont là des nombres fantaisistes et qui ne reposent sur rien de sûr.
Calcul de la déformation du géoïde près d'un continent
S'il est actuellement impossible de calculer les déformations absolues du géoïde, il est possible sans hypolhèse de déterminer ses variations locales de forme au voisinage d'un continent.
Supposons calculée l'attraction horizontale F du continent en fonction de la distance ,r;=R/, où R est le rayon et l la variation d'angle au centre.
La surface libre est normale à la pesanteur déviée. Soit h l'élévation du géoïde audessus d'une surface de référence quasi sphérique. On a :
F dk dk ,_R/-p,,,.
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On obtient la même équation par la considération des pressions.
Le calcnl toujours incertain des attractions peut être suppléé par la comparaison des latitudes et longitudes astronomiques et gcodésiques. L'application de cette méthode sous la forme la plus simple suppose que la côte est dirigée est-ouest (on compare les latitudes) ou nord-sud (on compare les longitudes), et qu'il existe au large du continent une île dans laquelle une des opérations sera faite.
305. Conséquences géologiques. Rôle des variations de la couche glaciaire.
i°. — Si les continents ont sur le géoïde une importance aussi grande que la théorie de Saigey le fait prévoir, toute variation survenue à travers les âges géologiques dans le relief terrestre doit se traduire par une modification du géoïde, modification due à la variation des attractions que le relief produit. Les agents d'érosion (vagues, eaux courantes, glaciers, alternatives de température et d'humidité) remanient perpétuellement ce qui dépasse le niveau de l'Océan et diminuent les masses continentales émergées. D'où parallèlement une diminution de leur attraction et un abaissement local de l'Océan près des côtes, abaissement que ne peut compenser l'élévation moyenne du niveau due à ce que le bassin océanique se comble peu à peu des sédiments que les causes d'érosion y amènent.
2°. — Lapparent invoque comme cause de variation l'accumulation des glaces sur la terre ferme. Si les périodes glaciaires alternent, par exemple, d'un hémisphère à l'autre, il existe corrélativement des variations périodiques de l'attraction du continent sur la mer et du niveau de celle-ci.
Lapparent voit une preuve de ces variations dans le phénomène des terrasses et des lignes de rivage scandinaviennes. En Norvège, en différents points de la côte et des rives des fiords, on observe des terrasses d'alluvions étagées à diverses hauteurs au-dessus de la mer actuelle. Certaines côtes roclieuses portent, à des niveaux déterminés, des incisions ou cannelures liorizontales, où l'on croit reconnaître l'action combinée de la vague et de la gelée, à un moment où la mer affleurait en ce point. Leur disposition fait admettre un abaissement graduel, continu ou par saccades, de la mer sur le rivage de laquelle ces lignes se formaient.
On constate un défaut absolu de concordance entre les niveaux des diverses terrasses, fait opposé à l'hypothèse d'un mouvement en masse de l'Océaïi; on imaginait donc d'improbables cassures. Cette complication s'évanouit en introduisant l'attraction, variable avec les localités, des glaces continentales.
Bravais avait constaté dans l' Allen Hord l'existence de deux lignes de terrasses qui n'étaient ni horizontales ni parallèles l'une à l'autre. La première s'abaissait de 40 m. sur 100 kilomètres, la seconde de 13 seulement; ce qui correspond aune pente de 44 et de 35 secondes. On explique le phénomène par l'attraction des glaces.
DlirOHMATION DES S V Kl' ACES DE SI VEAU W.i
Suivant Lapparcnt, les allernalives d'émersion et de submersion reconnues pour les côtes de certains pays (Groenland) ont pour cause, non pas un mouvement du sol, mais une variation du niveau de rOcéan résultant de la variation d'épaisseur de la couche de glace.
Lapparent invoque aussi comme cause de variation du niveau de l'Océan, le mouvement de la lave dans les cheminées volcaniques. Si l'on admet que ces laves, sensiblement plus denses que la moyenne de la croûte superficielle, s'élèvent et s'abaissent, il en résultera des variations d'attraction et corrélativement des variations de niveau.
En définitive, Lapparent conseille de ne supposer la mobilité de la croûte qu'avec une extrême prudence et de reporter sur le niveau de la mer les mouvements relatifs observés.
Ce que contient la loi de Newion
Revenons sur la loi de la g-ravitation universelle.
Dans son ouvrage sur le Système du monde, au. chapitre XV du livre quatrième, Laplace médite sur la loi de la gravitation.
Suivant la méthode nécessaire, mais fort oubliée de nos jours, il examine la manière dont le principe de la gravitation est employé par les géomètres; autrement dit, il cherche ce que renferme ce principe. Il y découvre cinq suppositions distinctes :
I. la gravitation a lieu entre les plus petites parties des corps;
II. elle est proportionnelle aux masses définies par l'inertie dynamique;
IV. elle se transmet instantanément
V. elle agit indépendamment du déplacement actuel du corps agi. 1°. — La première hypothèse comprend cette autre que l'action
se transmet à travers des masses quelconques sans être aucunement modifiée par ces masses.
On en a cherché une démor^stration directe en interposant des plaques dans l'appareil Cavendish-Boj's entre les sphères qui agissent l'une sur l'autre (§ 224). Eôtvos trouve une autre démonstration dans l'emploi de sa balance (§ 245). Reconnaissons cependant qu'aucun phénomène astronomique ne fournit une preuve incontestable. Celles que Laplace allègue, n'ont certes pas un caractère crucial.
« La première de ces suppositions est un résultat nécessaire de l'égalité qui existe entre l'action et la réaction, chaque molécule devant attirer la Terre entière comme elle en est attirée. » C'est remplacer une hypothèse par une autre. « Elle est confirmée d'ailleurs par les mesures des degrés des méridiens et du pendule; car au travers des irrégularités que les degrés semblent indiquer dans la figure de la Terre, on démêle les traits d'une figure régulière et conforme à la théorie. » Voilà vraiment une belle preuve, et bien convaincante. La troisième preuve est tirée de ce que l'aplatissement de Jupiter est considérable et (ju'il explique les mouvements des nœuds et des périjoves de ses satellites : ce qui prouve que la
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forme inlliio '?iir l'atlrnction totale, mais ne prouve pas f(ue toutes les molécules agissent comme si elles étaient seules.
Nous ne doutons pas tle la proposition I; encore faut-il nous donner des raisons qui aient un sens.
?°. — La proposition II est démontrée par les expériences directes. Dans le vide les corps tombent éji^alement vile; donc la force de la gravité est proportionnelle à la masse définie comme paramètre d'inertie. A formes identiques, les pendules ont une période indépendante des substances qui les constituent. Les planètes dont certainement les constitutions ne sont pas les mêmes, subissent de la part du Soleil des actions proportionnelles à leur inertie : ce que prouvent les lois de Kepler.
Si l'on admet que l'inertie d'une niasse ne dépend pas de l'existence des masses voisines, la proposition I se déduit de la proposition 11.
307. La gravité est-elle exactement en raison inverse du carré des distances?
Personne n'en doute, mais il n'est pas inutile d'expliquer ce que signifie la proposition, et de dire quelques mots d'une discussion célèbre entre Clairaut et Buiï'on.
1°. — Laplace trouve la meilleure démonstration delà loi en raison inverse du carré des distances dans le repos presque absolu des périhélies des orbes planétaires. Aussitôt l'hypothèse de Newton énoncée, on avait cherché ce qui arriverait pour des actions suivant une autre puissance de la distance.
En particulier si l'action est en raison inverse du cube de la distance, dès que le mobile attiré commence à s'approcher du centre d'attraction, il s'en approche toujours en décrivant une spirale.
Si l'action est en raison inverse de la distance, le mobile attiré décrit une courbe dont les apsides (points de plus grande courbure) sont non plus à 180° les unes des autres, mais à 127°.
Laplace trouve que si, à partir de la seconde, on fait varier la puissance seulement du di.x-millième, les apsides se déplacent à chaque révolution d'une quantité considérable par rapport à leur déplacement réel, déplacement réel qui du reste s'explique parfaitement dans l'hypothèse de Newton.
Nous devons conclure que la loi d'attraction contient certainement un terme en 1 :/-.
Mais la question n'est pas résolue par là, tant s'en faut.
2". — Nous devons regarder la loi de Newton comme rigoureuse, dit Laplace : « Elle est celle de toutes les émanations qui partent d'un centre, telles que la lumière; il paraît que toutes les forces dont l'action se fait apercevoir à des distances sensibles, suivent cette loi. On a reconnu depuis peu que les attractions et les répulsions électriques et magnétiques décroissent en raison du quarré des distances. »
Argument piteux et qu'on excuse chez Laplace d'autant plus difficilemont que, 60 ans avant, Clairaut en avait fait justice. « Si l'on a reconnu, dit Clairaut, que la lumière et les odeurs répandent leur action suivant la proportion inverse du quarré des distances, c'est moins par un fait que par le raisonnement suivant.
« Dès que l'on conçoit le corps lumineux et odoriférant comme un centre qui chasse les corpuscules de tous les côtés, il est certain que, la même quantité de ces corpuscules tombant sur des espaces proportionnels aux quari'és de leur éloignement, il en résulte un effet réciproquement proportionnel à ces quarrés, supposé toutefois que la vertu de chaque corpuscule se conserve la même.
« Or si l'on veut appliquer cet argument à l'attraction, le sujet de l'application n'ayant plus lieu, l'analogie devient sans force et tombe d'elle-même. Quand on imaginerait que du corps attractif, il se détacherait sans cesse des corpuscules en tous sens,_cela suffirait-il pour lui faire attirer un autre corps?... Et si l'on fait dépendre l'attraction de quelque vertu métaphysique que Dieu aurait donnée à la matière par des raisons qui nous sont impénétrables, par quel moyen fixerons-nous cette attraction si ce n'est pas des faits? » Bravo, Clairaut!
Voilà pour la première analogie; la seconde est encore plus sotte. Il est de toute évidence que les lois des attractions électriques et magnétiques ont été découvertes par analogie avec celle de Newton, et sont d'une preuve plus difficile que la loi de Newton. En faire cas pour démontrer celle-ci, est tourner dans un cercle vici^ix.
3°. — ^lais Laplace ne s'en tient pas là : « La loi de la pesanteur réciproque du quarré des distances est donc au moins extrêmement approchée, et sa grande simplicité doit la faire admettre tant que les observations ne forceront pas de l'abandonner. Sans doute il ne faut pas mesurer la sim[)licité des lois de la nature par notre facilité à les concevoir. Mais lorsque celles qui nous paraissent les plus simples, s'accordent parfaitement avec tous les phénomènes, nous sommes bien fondés à les regarder comme étant rigoureuses. »
Raisonnement parfaitement idiot.
Laplace fait le plus extraordinaire mélange de deux critériums qui n'ont rien de commun : la simplicité des lois de la nature, la conformité des conséquences d'une hypothèse avec les phénomènes observés. Il faut choisir.
Depuis 60 ans, Clairaut avait placé sur son vrai terrain la question de la simplicité des lois de la nature. « La nature est simple, dit-il, pour celui qui la voit d'un seul coup d'œil et par les vrais rapports des choses; mais elle peut nous paraître compliquée à nous qui ne la connaissons que par des faits détachés... Pour donner une idée plus nette de la manière dont on peut regarder comme simples ces fonctions qui révoltent M. de Buffon par la multiplicité de leurs termes, soit imaginé que les Géomètres... se soient toujours servis de figures courbes pour exprimer des quantités dépendantes d'une variable. Telle courbe paraîtrait alors beaucoup plus simple qu'une
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aulre, j)oiirvii (|uc sa construction gconiûlrii(uo lïit [)lus conunodc à i)rali(|uer, «iiioiquc topcnilant sou i;(|iiation renfermai heaucouj) j)lus tic conijdu alion. 11 y a certainement une infinité do courbes ilont les é(iualiuns ont trois termes et <(ui sont néanmoins beaucoup plus aisées à décrire et à définir que l'hyperbole... »
Discussion entre Clairaut et Buffon
C'est le lieu de parler de la discussion entre Clairaut et BulTon, intéressante au premier chef comme mettant aux prises deux tempéraments inconciliables. Buffon s'y montre pompier, bouffi, plein d'importance, un vrai pontife; Clairaut y est épatant de lucidité et de raison.
i". — Clairaut traite le premier le problème des trois corps au moyen d'un développement en série. Applifiuant sa théorie au mouvement del'apoj^ée tle la Lune (qui est d'un peu plus de 40' par an), il ne trouva ([uo la moitié de cette quantité. La discordance venait de ce qu'il avait négligé des termes importants; mais il ne s'aperçut de son omission (|u'après jikisieurs années.
Il commenva par supposer (jue la loi de Newton était incomplète; il proposa de la remplacer par une expression de la forme :
Là-dessus grand débat, Buffon déclarant absurde cette manière de procéder et énonçant les plus singulières âneries.
« Celte supposition, si elle était admise, non seulement anéantirait la loi de l'attraction en raison inverse du quarré des distances, mais donnerait entrée à toutes les lois possibles et imaginables : une loi en Physique n'est loi que parce que sa mesure est simple, et que l'échelle qui la représente est non seulement toujours la même, mais encore qu'elle est unique. Toutes les fois que l'échelle d'une loi ne sera pas représentée parun seul terme, cette simplicité et cette unité qui font l'essence de la loi, ne subsistent plus; par conséquent il n'y a plus aucune loi physique. »
A quoi Clairaut répond que même en admettant qu'une loi physique ne peut contenir qu'un terme, il n'en résulterait rien contre sa supposition. « Je demande à ^L de Buffon si, lorsqu'il admet deux forces dans les mômes parties de la matière, il ne résulte pas de la somme de ces deux forces, une force unique qui est exprimée par deux termes. Or que cette propriété soit l'effet de deux causes toujours agissantes en même temps ou qu'elle soit produite par une seule cause, cela fait-il quelque chose d'essentiel à mon hypothèse? Nous convient-il de vouloir décider si le Créateur a donné la vertu attractive à la matière par deux décrets différents, ou s'il l'a douée de deux forces à la fois parun seul acte de sa volonté ? »
Remarquons à quel point Clairaut a raison. Aujourd'hui, pour expliquer les queues des comètes, nous posons que le Soleil agit par
son attraction newtonienneetpar la pression de ratliatiou ([ui résulte de sa lumière; la première action est proportionnelle à la masse du corps agi, la seconde à sa surface. Voilà deux actions simultanées n'obéissant pas aux mêmes lois.
2". — Bufl'on in.siste : quelle est la nature du coefficient m? n'yat-il pas aljsurdité à supposer qu'un nouiljre puisse exister réellement ou qu'un coefficient puisse être une qualité essentielle à la matière?... Buffon posait ainsi sans le savoir toute la question des dimensions.
Clairaut lui demande alors si le 2 qui sert d'exposant dans la loi du carré et le coefficient n qu'on est bien forcé d'admettre dans l'expression de celte loi, existent plus dans la nature que le coel'ficient m de son second terme. « Demander qu'on trouve des coefficients ou d'autres quantités de même espèce existant par eux-mêmes, me paraît une prétention aussi bien fondée (|ue si l'on voulait trouver dans la nature l'existence des lettres et des mots qu'on emploie à définir des choses qui existent réellement. »
3°. — Clairaut avait pu proposer l'adjonction du second terme pour l'action de la Terre sur la Lune, sans qu'il en résultât d'inconvénients pour l'explication des autres phénomènes astronomiques, parce que la Terre et la Lune sont très voisines l'une de l'autre relativement aux distances, par exemple, du Soleil aux planètes. Pour ces distances le second terme devient négligeable.
Clairaut savait déjà que la loi de NcAvton est incapable d'expliquer les phénomènes capillaires, la cohésion, les phénomènes au contact. Force est donc bien, pour ces phénomènes, d'imaginer une autre loi que celle de Newton, d'ajouter des termes en raison inverse d'une puissance supérieure au carré, termes dont l'action ne se fait sentir que pour des distances très petites.
C'est au surplus ce que fit Laplace pour la capillarité.
De cette discussion très intéressante, je donne la conclusion de Clairaut qui, après avoir douté de la loi de Newton, se trouvait l'avoir affermie par ses travaux : « Je regarde l'idée que j'ai eu de choisir une loi complexe comme un expédient; je ne l'ai soutenue que parce c[ue il. de Buffon la prétendait absurde. » Clairaut avait la notion juste de ce cju'est une théorie physique; Buffon raisonnait là-dessus comme un naturaliste ou un mathématicien du genre Henri Poincaré, qui n'est pas le même que le genre Clairaut; il s'en faut même de beaucoup, par malheur pour le Poincaré.
Loi de la relativité de Laplace
1°. — Arrivons à celte fameuse loi de relativité de Laplace, type de ces grirandes idées qui font pâmer d'aise les gogos! « Une propriété remarquable de cette loi de la nature est que, si les dimensions de tous les corps de cet univers, leurs distances mututdies et leurs vitesses, venaient à augmenter ou à diminuer proportionnellement, ils décriraient des courbes entièrement semblables à celles qu'ils décrivent, et leurs apparences seraient exactement les mêmes. . .
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Ainsi les apparences des moiivonicnls de l'univers sont indépcndanles de ses dimensions absolues, comme elles le sont du mouvement absolu qu'il peut avoir dans l'espace. Nous ne pouvons observer et connaître que des raj)porls. »
Proposition absolument inexacte, à moins de la restreindre à des corps irréels, ce qui est une autre manière de la considérer comme inexistante.
Le grand nom de Laplace ne doit pas donner le change : quand Laplace se limite à son rùle de malliémalicien, il est admirable; quand il joue les philosophes, il faut dé(;hanter.
Le problème est donc le suivant : un observateur brusquement agrandi ou diminué dans le même rapport que l'univers, s'aperçoitil du changement qui s'est opéré en lui et autour de lui?
Montrons sur l'exemple d'un pendule quelle hypothèse supi)lémentaire implique la proposition de Laplace, hypothèse qui lui enlève toute valeur.
2". — Multiplions par a les dimensions linéaires de la Terre, la distribution des masses demeurant semblable à ce qu'elle était, les densités et la constante G de la gravitation restant les mêmes (hypothèse\que Laplace pose sans le dire). Il est clair qu'en deux points homologues, A avant l'opération. A' après, les intensités du champ de la pesanteur sont : d'une part, comme les masses, c'est-à-dire comme «'; de l'autre, en raison inverse du carré des distances, c'est-à-dire comme 1 : a-.
Bref aux points homologues A' et A, après et avant le grandissement, les intensités du champ sont comme a et L
Faisons osciller en A un pendule simple, en A' un pendule a fois plus long. En raison de la formule :
T^2r.sTrg, la durée d'oscillation reste la même. Donc l'unité de temps supposée définie par un pendule et ce pendule modifié, ne varie pas.
Considérons maintenant une planète dont, pour simplifier, nous supposerons l'orbite circulaire. La condition d'équilibre est : ,oV=GM:/^ o)^=GM:r^
M est la masse du Soleil, /■ est le rayon de l'orbite. Les densités restant les mêmes ainsi que G, si les dimensions sont multipliées par a, le rapport M : r'^ demeure inchangé. Donc (o reste le même ; l'orbite est parcourue dans le même temps. C'est dire que la révolution correspond au même nombre d'oscillations du pendule dont le battement sert d'étalon. La vitesse o)/" est multipliée par a, conformément à la proposition de Laplace.
Elle semble donc correcte. Mais elle repose sur l'hypothèse absurde que les densités ne sont pas modifiées. Comme je vais le montrer tout à l'heure, l'hypothèse que les corps conservent leurs densités, est contradictoire avec l'hypothèse qu'on modifie leurs dimensions.
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3°. — La proposition que Laplace a l'air de poser comme générale, nous ne pouvons observer et connaître que des rapports, est évidemment fausse de tous points. La loi de Newton est insul'fisanle pour les actions au contact et les actions superficielles. Conséquemment nous serions avertis du grandissement de l'univers dans le rapport û, par les mesures d'ascension des liquides dans les tubes capillaires. On s'est amusé bien souvent, en contradiction avec la proposition de Laplace, à décrire ce que deviendrait l'existence d'hommes mille fois plus petits que nous, les propriétés de la matière restant celles que nous connaissons.
Tout cela, Laplace le savait fort bien; pourquoi donc énoncer une proposition évidemment contradictoire avec les principes les plus certains?
Même en se limitant aux propriétés des corps qui interviennent dans la loi de Newton, la proposition de Laplace est vaine. Pour le montrer, revenons sur la définition de la pression dans un corps liquide.
Pression
i". — Supposons un fluide dont l'élément de volume est soumis à des forces :
li.pcU>, 'Ypdv, Zpdv;
p est la densité; les composantes X, Y, Z, dérivent du potentiel V au moyen des formules :
^_dY dY dN
Dans mon Hydrostatique ]& démontre la relation générale :
dp = pd\.
2". — Appliquons cette formule à une sphère formée de couches concentriques de rayon a.
La densité est une fonction p = ç(«) de la distance au centre. La masse M comprise dans la sphère de ra3'on a est :
M= / ^rjûçda.
En vertu du théorème de Newton, l'intensité du champ de la gravité à la distance a est en grandeur et en signe :
Elle est dirigée vers le centre de la sphère.
Par unité de volume la force est Fp.
D'autre part, en vertu de la définition du potentiel, la force est :
V CM
F=-;— , d'où: dY =^ t da,
.(la.
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LV'-qualion donnant la pression prend donc les deux formes équivalentes :
Cette cciiiation diflerentielle entre la pression, la densité et la distance au centre, s'applique à un fluide quelconque. Explicitons la masse M; il vient :
dp=—i-p-^J^ pa\(
2°. — Pour fixer les idées posons que p est une constante. Il vient :
La constante d'intégration est déterminée par la condition qu'à la surface, pour « = R, la pression soit nulle. Posons :
a=— jT — ; il vient : p=^ — hj — «(2 — a).
Ainsi, bien que par hypothèse tous les astres aient même densité, aux points homologues la pression est proportionnelle au carré de leur rayon R. 11 n'y a pas similitude; la mesure de la pression suffirait à nous avertir que les astres ont changé de dimensions.
Pour nous rapprocher des phénomènes réels, prenons la loi suivante de variation de la densité (loi de Roche) à l'intérieur des planètes :
P=fo(l— /■■«-)•
On trouve aisément
p„, p^ et Pi sont des constantes. Mais la constitution actuelle des planètes, c'est-à-dire les paramètres po et A", sont fonction de la masse de cette planète. Les matériaux se sont rangés suivant un certain ordre en raison de leurs compressibililés, par suite en raison de la pression que produisait leur masse totale, par suite encore en raison de cette masse totale. Comment supposer que cet ordre ne changera pas quand nous modifierons la masse totale?
3°. — En définitive il n'est pas permis de supposer que le volume augmente, sans qu'il en résulte une augmentation corrélative de la densité mo3'enne. On le vérifiera au moyen du tableau du § 225.
Que nous considérions la Terre, Mars et la Lune qui sont principalement composés de matériaux solides et liquides, que nous considérions le Soleil, Jupiter et Saturne où l'élément gazeux paraît prépondérant, nous trouvons que le volume, la masse et la densité moyenne varient dans le même sens. Une hypothèse qui fait varier deux de ces éléments en maintenant constant le troisième, peut amuser les mathématiciens; elle est inadmissible pour les physiciens.
Essaj'ons d'imaginer un Soleil on miniature; nous ne pourrons réduire le noyau central sans diminuer la pression, par suite sans exagérer l'importance des couches extérieures, chromosphcre et couronne. Le photosphère finira par disparaître; le Soleil brillant sera remplacé par une nébulosité diffuse, à peine éclairante, analogue aux comètes. De ces changements il sera bien impossible de ne pas nous apercevoir.
4°. — D'après la théorie cinétique des gaz, les molécules sont animées de vitesses qui ont une certaine valeur moyenne, pour chaque gaz à chaque température. Certaines molécules ont naturellement des vitesses beaucoup plus grandes, telles qu'aux confins de l'atmosphère il arrive qu'elles échappent à la gravité et sortent du champ d'action de la planète. On explique ainsi que la Lune se soit peu à peu dépouillée de toute atmosphère gazeuse. Si nous réduisons les dimensions de l'Univers, par suite les intensités des champs de la gravité, les gaz à vitesse moyenne petite qui étaient retenus dans les atmosphères de certaines planètes, auront plus de chances d'en sortir. A la longue on conçoit que l'observateur soit averti du changement des dimensions de l'univers parla variation de composition des atmosphères.
Quoi qu'il en soit de ces raisonnements, encore ne peut-on pas les considérer comme négligeables et admettre sans plus la proposition de Laplace qui les contredit formellement.
311. Instantanéité de la gravité. Indépendance de son action et de la vitesse actuelle des corps agis.
1°. — « Nous n'avons aucun moyen pour mesurer la durée de propagation de la pesanteur, dit Laplace, parce que l'attraction du Soleil ayant une fois atteint les planètes, cet astre continue d'agir sur elles comme si sa force attractive se communiquait dans un instant aux extrémités du système planétaire. On ne peut donc pas savoir en combien de temps elle se transmet à la Terre, de même qu'il eût été impossible, sans les éclipses" des satellites de Jupiter et sans l'aberration, de reconnaître le mouvement successif de la lumière.
« 11 n'en est pas ainsi de la petite différence qui peut exister dans l'action de la pesanteur sur les corps suivant la direction et la grandeur de leur vitesse. Le calcul m'a fait voir qu'il en résulte une accélération dans les moyens mouvements des planètes autour du Soleil et des satellites autour de leur planète. J'avais imaginé ce moyen d'expliquer l'équation séculaire de la Lune... Je trouvais que si elle provenait de cette cause, il fallait supposer à la Lune, pour la soustraire entièrement à sa pesanteur vers la Terre, une vitesse vers le centre de cette planète au moins six millions de fois plus grande que celle de la lumière.
La vraie cause de l'équation séculaire de la Lune étant aujourd'hui bien connue, nous sommes certains que l'activité de la pesan-
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teur est beaucoup plus grandi- encore; elle agit donc avec une vitesse (|ue nous pouvons considérer comme infinie. »
2°. — \'oici de quelle manière Laplace conduit son calcul.
Partons des équations :
dl^ ' dl-
Transformons en coordonnées polaires /•, ;. Soit R la composante radiale de la force, N la composante normale au rayon vecteur. On a :
R = Xcos; + Ysini, N = — Xsin; -f Ycos ;;
a: = /-cos5, y = /sini.
Formons les quantités R et N; substituons aux dérivées secondes en X et y, les dérivées secondes en /• et :. Un calcul simple donne :
dr- ' Kdt) hÎ ' ' dl- " dl dt m Multiplions la seconde par rdt et intégrons :
td r'-\ J m J ^ '
Transportons dans la première équation : d^ dt
'l^^Lfc+f^U^. (2)
Ceci posé, admettons qu'il résulte du mouvement une variation de l'attraction pouvant élre considérée comme une force supplémentaire dirigée suivant la vitesse actuelle, proportionnelle à cette vitesse et fonction de la distance. Cela revient à écrire :
/•"V dtj r\ dt r dt
Laplace intègre les équations (1) et (2) dans l'hypothèse que la trajectoire est quasi circulaire. Il pose :
où 6 et ■/ sont des fonctions du temps à déterminer dans l'hypothèse que a est une quantité très petite fonction de la distance; mais la distance variant peu, a devient une constante très petite.
On ramène alors aisément les intégrales à la forme :
/• = a(i + "^ecosiit — 2ay.n-t)
o^nt — 2,3esin«^ + z^fi^-Ji^l'.
^e est le rapport de l'excentricité primitive à la distance moyenne.
r'Nrdt aS r , xSn On a : / = dz= 1.
Il résulte de là que le moyen mous'ement du corps est assujetti à une équation séculaire proportionnelle au carré du temps.
Laplace généralise pour une excentricité non très petite; j'en ai assez dit pour fixer les idées du lecteur.
3°. — Formule de Wecer.
Cette force fonction de la vitesse qui exprime la modification de l'attraction newtonienne due au déplacement du corps agi, est introduite arbitrairement par Laplace. Au fond le problème c[u'il traite est l'action d'un milieu qui résiste proportionnellement à la vitesse.
En particulier la force cesse d'être centrale.
La question a été reprise par Weber à propos des actions électriques.
Weber admet que l'action de deux masses en mouvement est une force centrale d'expression :
G/«M n 1_ /dry r <•/-/•-!
"L 2^- vu) '^v-d?]'
Elle dérive du potentiel :
V est une certaine vitesse de valeur déterminée, en fait la vitesse de la lumière.
La force étant centrale, la loi des aires subsiste :
r-d:f = Cdt.
La première équation devient :
dV C , ^,, f^ ri 1 /dry-] dF-=? + '''^dr[l-2J^^{dt)\-
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Position du problème
Le problème de la Cosmogonie consiste en ceci : quel état faut-il supposer au temps zéro pour que, par le simple jeu des lois de la Mécanique, nous trouvions au temps t le monde que nous voyons?
Surgissent immédiatement une foule de points d'interrogation .
Qu'appelez-vous temps zéro?
— J'appelle temps zéro ou origine des temps, le temps où il me plaît de mettre le commencement de mes déductions : ce temps n'a rien de commun avec l'origine du monde. Suivant mes prémisses, je le rapprocherai plus ou moins : par exemple, il pourra devenir tantôt 20 millions, tantôt 200 millions d'années, à compter du jour où j'écris, en arrière.
Qu'appelez-vous monde tel que nous le coi/ons?
Ici, cher lecteur, réfléchissez quelques minutes.
On ne retrouve au bout d'un sorite que ce qu'on a mis dans les prémisses. Les savants sont comme Robert Houdin et son chapeau. De son chapeau, Robert Houdin faisait sortir une cage, un oiseau, un dîner, voire une maison. Pour que cela sortît du chapeau, il avait fallu l'y mettre, soigneusement plié de manière que ça ne tînt qu'une place réduite. Développé, c'était gigantesque; tout de même au début cela tenait dans le chapeau.
Vous me demandez si de notre chapeau cosmogonique, nous ferons sortir le nez de Gléopâtre? Le nez de Gléopâtre, le fils de César et le ceinturon d'Antoine sortiront du chapeau, si nous prenons d'abord la précaution de les y mettre. Jusqu'à présent, on n'est pas arrivé à les fourrer dans le chapeau sans que le pied de Gléopâtre sortît; ce qui est contraire à toute bonne prestidigitation .
Vous ne verrez donc pas apparaître le nez de Gléopâtre.
Mais alors quel intérêt cela va-t-il présenter?
— Oh! ne me poussez pas; car je vous avouerais que les théories cosmogoniques me paraissent une énorme bouffonnerie quand on les présente avec ce sérieux de prêtres officiants que les savants mettent dans ces affaires. S'ils me disaient : «Amusons-nous à chercher le minimum d'hypothèses nécessaires pour constituer tel ou tel système mécanique! » je répondrais : « Allons-y! » comme
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quand on me propose une partie de dominos. Mais ils opèrent sur un autre ton! Au lieu de montrer que c'est à coup d'iiypothèses surajoutées qu'on finit par obtenir ce qu'on veut, ils se prennent au tour de passe-passe qu'une théorie cosmologique ne peut pas ne pas être : ils feignent de croire qu'ils créent le monde à partir d'une formule, tandis qu'ils ne font que sortir une formule développée d'une formule mise d'abord en moins de volume.
La science n'a jamais créé quoi que ce soit. Les propriétés des triangles sont dans les définitions et postulats dont vous partez; les théorèmes de Mécanique sont dans les définitions admises pour les forces. Si vous désirez faire apparaître le Soleil, les planètes et leurs satellites, vous serez forcés de mettre dans vos hypothèses le Soleil, les planètes et leurs satellites. Seulement comme vous tenez à épater le bourgeois (qui pourtant se soucie de vous comme d'une guigne), vous les introduirez subrepticement et sans avoir l'air d'y toucher. Vous croyez déduire le monde d'une nébuleuse indéterminée, tandis que vous le sortez de lui-même.
Là-dessus vous affectez des airs mystiques! Vous êtes aussi parfaitement grotesques que l'enfant qui feint de retrouver un mouchoir qu'il vient de déposer dans un coin.
Ceci posé et à la condition qu'on les prenne pour ce qu'elles valent, les théories cosmogoniqucs sont amusantes; elles méritent de retenir notre attention... quelques minutes.
Hypothèse de Laplace
Je me garderai de remonter plus haut que Laplace; peu importe ce qu'il doit à ses devanciers; les noms ne sont que des étiquettes commodes que l'usage rend sacrées.
J'emprunte mes citations à VExposition du Système du Monde.
« Quoique les éléments du système des planètes soient arbitraires, cependant ils ont entre eux des rapports très remarquables qui peuvent nous éclairer sur son origine. En le considérant avec attention, on est étonné de voir toutes les planètes se mouvoir autour du Soleil d'occident en orient et presque dans le même plan; les satellites en mouvement autour de leurs planètes dans le même sens et à peu près dans le même plan que ces planètes; enfin le Soleil, les planètes et les satellites dont on a observé les mouvements dé rotation, tournant sur eux-mêmes dans le sens et à peu près dans le plan de leurs mouvements de translation. »
C'est ce que rappelle la figure 2.'^3. Maintenant je ne vois, ni qu'il faille beaucoup d'attention pour remarquer cela, n'y qu'il y ait sujet d'en être frappé. Si les savants rencontrent des lois uniformes, ils s'étonnent de la prodigieuse simplicité du plan de la création; s'ils rencontrent des lois diverses, ils s'étonnent de la prodigieuse variété du plan de la nature : ils passent leur vie dans l'admiration, également justifiée comme on voit, de tout ce qu'ils rencontrent.
Toutefois l'uniformité a cela de bon qu'elle soulage la mémoire.
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Je conliniio à ciler Laplace pour l'énorme bouffonnerie du raisonnement <iui suit.
2°. — « Un phénomène aussi extraordinaire [remarquez l'heureux choix du mot extraordinaire pour la disposition évidemment uni(|ue d'un phénomène (|ui est seul de son espèce] n'est point l'effet du hasard; il indique une cause générale qui a déterminé tous ces mouvements. Pour avoir par approximation la probabilité avec lafiuelle celle cause est indiquée, nous remarquerons que le système planétaire tel que nous le connaissons aujourd'hui est composé de 7 planètes et de 18 satellites; on a observé les mouvements de rotation du Soleil, de 5 planètes, de l'anneau de Saturne et de son dernier satellite. Ces mouvements
avec ceux de révolution forment un ensemble de 38 mouvements dirigés dans le même sens... Le système solaire, envisagé de ce point de vue, offre donc 37 mouvements dont les plans sont inclinés à celui de léquateur solaire tout au plus du quart de la circonférence. Or en supposant que leurs inclinaisons aient été l'effet du hasard, elles auraient pu s'étendre jusqu'à la demi-circonférence; la probabilité que l'une d'elles au moins en eût surpassé le quart serait 1 — (1 : 2'"). Il est donc extrêmement probable que la direction des mouvements planétaires n'est point l'effet du hasard. »
Ce texte est idiot. Que signifie ce « hasard » qui revient comme un refrain? Quel imbécile croira le monde fait « par hasard », sous prétexte qu'un satellite se balade rétrogradement? La Science, qui nous apprend à ignorer, devrait nous apprendre à ne pas dire des bêtises. Le génie mathématique de Laplace est hors de contestation; pourquoi faut-il qu'une infinité de gogos qui n'ont pas ouvert ses œuvres une fois dans leur vie, nous invitent à admirer des sottises de ce calibre? Laplace, pour eux, c'est l'hypothèse cosmogonique!
Malheureusement pour Laplace et son raisonnement, les satellites d'Uranus ont un mouvement rétrograde : l'inclinaison de leur plan sur l'écliptique est de 98°. Pour le satellite de Neptune, l'inclinaison atteint 145°. Que reste-t-il du raisonnement de Laplace après ce démenti cruel donné par la Nature? Devons-nous conclure que la direction des mouvements planétaires est due au « hasard » ?
5°. — Continuons.
« Un autre phénomène également remarquable du système solaire
458 Gh'OGRAPlIIE MATHÉMATIQUE
est le peu d'excentricité des orbes des planètes et des satellites, tandis que ceux des comètes son t fort alloui^és, les orbes de ce système n'offrent point de nuances intermédiaires entre une grande et une petite excentricité. Nous sommes encore forcés de reconnaître ici l'effet d'une cause régulière : le hasard seul n'eût pas donné une forme presque circulaire aux orbes de toutes les planètes... »
Bref, laissant de côté les comètes « dont les inclinaisons ont été abandonnées au hasard », Laplace se propose de remonter à l'origine des planètes et des satellites.
Je rappelle que leur masse totale n'est que le 1/750" de la masse du Soleil.
Hypothèse de la nébuleuse atmosphère
1°. — Voici comment Laplace conçoit la nébuleuse initiale; plus exactement voici l'une de ses manières de la concevoir.
C'est pour lui comme V atmosphère d'un Soleil. Notre système est formé aux dépens d'une masse primitivement fort étendue et animée autour d'un axe central d'un mouvement de rotation dans le sens direct. A l'origine cette masse est constituée par un noyau entouré d'une atmosphère, le tout à une température extrêmement élevée. L'équilibre est dû à ce que les diverses portions de cette atmosphère pressent les unes sur les autres, absolument co mme le font les couches concentriques de notre atmosphère. Se pressant mutuellement, elles doivent se communiquer leur vitesse angulaire; d'où l'existence d'une vitesse angulaire commune, unique à chaque instant; autrement dit, la nébuleuse tourne comme un bloc.
Par l'effet du refroidissement dû au rayonnement extérieur, la nébuleuse se contracte peu à peu; corrélativement la vitesse de rotation augmente; en vertu du principe des aires, la somme des aires balayées par le rayon vecteur de chaque molécule, projetées sur l'équateur, doit rester constante. La vitesse de rotation, qui s'uniformise en raison des frottements, va donc s'accélérant.
Voyons ce qui résulte de cette accélération.
2°. — Soit R. le plus grand rayon (équatorial nécessairement) que possède la nébuleuse à chaque instant; soit m sa vitesse angulaire, M sa masse.
La condition pour qu'à la limite équatoriale de l'atmosphère la force attractive de la masse fasse juste équilibre à l'accélération du mouvement circulaire, est :
R=GM:R
en vertu de la loi et du théorème de Newton.
A partir de ce moment, les parties limites équatoriales doivent cesser d'appartenir à l'atmosphère; elles se mettent à circuler planétairement autour du Soleil, sans plus peser sur ce qui est au-dessous d'elles et laissant le reste de l'atmosphère se contracter à sa guise.
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Donc la nébuleuse abandonne d'une manière rontiiiue dcfi anneaux qui tournent autour du Soleil avec la vitesse angulaire :
Donc L'hi/potlicsc de Laplace d'une ncbulxuse iiulélerniinéc. n'cxplique rien du tout. Dans le chapeau cosniogoni([ue, nous n'avons mis que le Soleil, le mouvement de rotation et la loi de Newton : conséquemment nous retrouvons, non pas le système planétaire tel que nous le connaissons, mais un anneau de Saturne entourant un globe central. — Ce qui est fort loin des j)lanétes et des satellites.
3°. — Il y a pis. Faye se demande s'il est toujours possible que l'atmosphère abandonne quoi que ce soit. Il répond par l'affirmative dans le cas du noyau initial tel que l'imaginait Laplace, grosse sphère solide ou li(juitie, d'un rayon relativement très petit par rapport au rayon de son atmosphère : la loi de variation de la densité est alors quasi discontinue, grande sur le noyau, puis brusquement petite, et tendant ensuite vers zéro.
Mais ce n'est pas ainsi que nous devons imaginer la distribution des densités sur la nébuleuse initiale, qui est, par hypothèse, à une température extrêmement élevée : la densité doit y varier d'une manière continue, sa loi de variation doit conserver la même allure au cours du refroidissement.
Faye démontre alors qu'on peut imaginer une infinité de lois telles que l'attraction l'emporte toujours sur la force centrffuge, telles, par conséquent, que l'atmosphère se contracte indéfiniment par refroidissement sans rien abandonner. Posons :
p„ est la densité centrale; a et n sont deux constantes; /• est la distance au centre de la nébuleuse, R est le rayon maximum actuel.
La densité p varie de p„ pour r = Q, à a;„ pour /'^R; nous prendrons donc a très petit. La masse totale est :
AT r f -, 1 "4 n 1 I + 3ara M = y 4.p.»-.cZ,-=-.R3p„-j^
Le moment d'inertie est :
15 ■ '"" 1 + 5ra ■
Par hypothèse, le Soleil ne perd rien de sa masse; le principe des laires donne la condition :
Iu= Constante =/), qui devient : |iR-coM:=77,
2 1 + 5a« 1 + 3n en posant : ^:=-g , , . — . . , .^ — .
A chaque instant la force centrifuge équatoriale F et l'attraction A ont pour valeur :
„ „„ . GM ,, , F jy-
F = (o-R, A = -r7^; don- — *^
K- ' ■ A GM'p^R"
Appliquons à l'état actuel. On trouve qu'aujourd'hui le rapport de la force centrifuge équatoriale sur le Soleil m'-R' est à sa pesanteur équatoriale GM : R'- comme 1 : 28000.
A'~GM'iî'°-R'~28000"
R est toujours >R'; quelles que soient les hypothèses faites sur les variations de a et de n, le rapport [i'^ : (i- est compris entre des limites très resserrées'; donc on a toujours F-< A : pour un système ainsi constitué (qui se rapproche bien plus de nos idées modernes que celui de Laplace), il n'y a jamais abandon de la moindre parcelle de sa masse, pendant qu'il se contracte pour prendre son volume actuel.
Hypothèses surajoutées
Passons provisoirement sur cette difficulté; admettons que l'atmosphère en se refroidissant abandonne des anneaux.
Nous venons de voir qu'elle les làciiera d'une manière continue.
Ça ne marche donc pas, parce que ça ne pouvait pas marcher; encore une fois, si vous raisonnez bien, vous ne retrouverez jamais au bout de vos raisonnements que le contenu de vos principes, ou ce que vous avez remis en cours de route.
Voici comment Laplace résout (! ?) la difficulté.
Pour des raisons inconnues la matière équatoriale n'est pas abandonnée d'une manière continue; elle se détache sous forme d'anneaux distincts; autant d'anneaux se forment qu'il existe actuellement de planètes.
Ce n'est pas plus malin que cela : nous introduisons un deus e.t machina qui dans l'espèce est un groupe d'iiypollicses supplémentaires, sur la forme précise desquelles les savants discutent depuis cent ans. Que faut-il supposer pour que de temps à autre la nébuleuse enfante un anneau?
2". — Nous voici donc en possession d'anneaux que Laplace suppose animés d'un mouvement angulaire d'ensemble. Il s'agit d'en former les planètes et leurs satellites. « Presque partout chaque anneau de vapeur a dû se rompre en plusieurs masses qui, mues avec des vitesses très peu différentes, ont continué à circuler à la même distance autour du Soleil. Ces masses ont dû prendre la forme sphéroïdique avec un mouvement de rotation dirigé dans le sens de leur révolution, puisque leurs molécules inférieures (lisez: plus rapprochées du centre) avaient moins de vitesse réelle (lisez : linéaire) que les supérieurs. Elles ont donc formé autant de planètes à l'état de vapeur.
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« Mais, si l'une d'elles a été assez puissante pour réunir successivement par son attraction toutes les autres autour de son centre, l'anneau de vapeur aura ainsi été transformé dans une seule masse sphéroidique de vapeurs, circulante autour du Soleil, avec une rotation dirigée dans le sens de sa révolution. »
D'où une nouvelle nébuleuse et la formation possible des satellites par le procédé indiqué pour les planètes.
En définitive, tout ce beau raisonnement consiste à dire : pour des raisons inconnues, les choses se sont passées de manière à donner ce que nous voyons.
Malheureusement, non seulement pour chaque cas nous devons faire jouer des hypothèses particulières, mais encore ces hypothèses semblent contradictoires.
Contradictions
1". — D'abord les orbites ne sont pas circulaires, ni toutes dans le même plan. « Mais on conçoit que les variétés sans nombre qui ont dû exister dans la température et la densité des diverses parties de ces grandes masses, ont produit les excentricités de leurs orbites et les déviations de leurs mouvements du plan de cet équateur. » Moyen commode de se tirer d'aflaire. Tout de même convenez que les variétés sans nombre et les irrégularités qu'on admet ici, sont contradictoires avec l'existence d'un nombre aussi limité Aq grosses planètes et avec la masse glol)ale très faible des petites.
2°. — Nous avons vu que les satellites d'Uranus et le satellite de Neptune ont des mouvements rétrogrades. Faut-il admettre que les variétés sans nombre dans la température et dans la densité ont été jusqu'à renverser le sens des mouvements de ces astres?
3°. — La théorie de Laplace veut que les vitesses angulaires de rotation des planètes soient supérieures aux vitesses angulaires de translation des satellites sur leurs trajectoires. En définitive, l'anneau origine du satellite s'est détaché avec une certaine vitesse angulaire; celle de la nébuleuse restante n'a pu qu'augmenter pendant sa condensation ultérieure.
Or l'un des satellites de Mars, Phobos, tourne autour de la planète en 7'' SO™, tandis que la planète tourne sur elle-même en 24'' 37™.
fi". — On admet que les anneaux produisent les planètes c;z donnant d'abord une nébuleuse secondaire. Mais la réunion de l'anneau en une seule masse exige un temps énorme, car en définitive l'anneau est en équilibre sur sa trajectoire circulaire. Il a donc le temps de se refroidir bien des fois avant de former une masse unique; quand le rassemblement des parties est achevé, on n'a plus la nébuleuse nécessaire pour que la formation des satellites reste possible.
Si d'autre part on admet dans l'anneau, au moment où il se détache, l'existence d'un centre de condensation autour duquel s'est rapidement réunie la majeure partie de sa matière, pourquoi se
donner la peine de tant raisonner et ne pas admettre tout de suite le monde tel que nous le voyons.
.'^°. — 11 semble bien que la distance actuelle de la Terre à la Lune soit plus grande que n'a pu l'être le rajon de la nébuleuse d'où sont sortis la plancte et son satellite?
Mécanisme de la formation des anneaux
Roche s'est efl'orcé de préciser le mécanisme de la formation des anneaux dans l'hypothèse de Laplace d'un noyau dense entouré d'une atmosphère relativement très légère.
Dans notre Hydrodynamique, tome II, nous déterminons les surfaces de niveau d'une atmosphère gazeuse : le lecteur s'y reportera.
Roche pose d'abord que la surface libre A est la limite de l'atmosphère à chaque instant.
Si l'atmosphère se contracte, sa vitesse angulaire commune de rotation augmente : la surface limite L se rapproche de O:; en L'; par suite il se forme une nouvelle surface libre A'. La matière qui se trouve hors de L' cesse d'appartenir à l'atmosphère solaire. La surface A' est intérieure à A; la matière qui se trouve entre les deux surfaces et qui n'est plus retenue du côté de l'équateur, coule vers l'équateur et quitte l'atmosphère solaire.
Nébuleuses atmosphériques; nébuleuses pulvérulentes
Laplace part d'un noyau entouré d'une atmosphère. Le sj'Stème est en équilibre mécanique; la gravité d'une couche est équilibrée par la réaction des couches inférieures, comme le poids des parties supérieures de notre atmosphère est supporté par les portions plus basses. La contraction résulte du refroidissement causé par le rayonnement.
Rien n'empêche d'imaginer la nébuleuse primitive d'une manière très différente. Supposons la matière de notre système planétaire primitivement diffusée à l'état de poussière de densité extrêmement petite, dans un globe de rayon un grand nombre de fois plus grand que celui de l'orbite de Neptune; sa température est voisine du zéro absolu. A moins qu'il ne tourne, le système n'est pas en équilibre : toutes ces masses s'attirent et tendent à se concentrer au centre de la nébuleuse; rien n'empêche leur mouvement, puisqu'elles sont pas hypothèse solides et séparées les unes des autres comme des grains de poussière.
Peu à peu se forme un noyau central; corrélativement une certaine quantité d'énergie cinétique passe à l'état de chaleur : la température s'élève. La quantité de chaleur produite est nécessairement limitée quelle qu'ait été l'étendue de la nébuleuse à l'origine. Lord Kelvin trouve que la contraction du Soleil, depuis un volume Infini jusqu'à son volume actuel, engendrerait 18 millions d'années de chaleur, c'est-à-dire 18 millions de fois la chaleur que le Soleil
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rayonne aujourd'liui en un an. Je renvoie pour des calculs analogues à uia 'riicrnioil i/juimi(nie (I, SS 2.1") et suivants).
On préCère aujourd'hui imaginer la nébuleuse sous la forme puUriulcnle, plutôt que sous la l'orme gazeuse, nlmosphcriqitc, que voulait Laplace; c'est sur une nébuleuse pulvérulente (jue repose la théorie de Ff^i'e dont je vais parler.
Théorie de Faye
La théorie de l'aye est intéresssante comme reposant sur un système d'hypothèses en contradiction avec le système de Laplace : le lecteur se rendra mieux compte de l'indétermination du grrrand problème que nous traitons.
1°. — Faye discute d'abord la conclusion de Laplace sur le sens de rotation admis pour les nébuleuses secondaires, par suite pour la rotation des planètes.
Laplace pose qu'au moment de se disloquer, l'anneau est animé d'une vitesse angulaire d'ensemble m; d'où une vitesse linéaire wR plus grande pour les parties extérieures de l'anneau que pour les parties intérieures.
Mais, dit Faye, si l'on peut admettre que la vitesse s'uniformise dans le cas d'une atmosphère dont les parties pressent les unes sur' les autres, au contraire à partir du moment où les anneaux élémentaires de particules sont lâchés, ils tournent planétairement, indépendamment les uns des autres, avec la vitesse angulaire qu'ils possédaient au moment du lâchage.
Elle satisfait à l'équation :
R GM ,, , -, ./GM
w-R = -i^^, d ou : t' = c,)R = y-j— .
La vitesse linéaire c est plus petite pour les parties extérieures : DONC les planètes doivent circuler autour du Soleil dans le sens direct, mais tourner autour de leur axe dans le sens rétrograde. Corrélativement le mouvement des satellites sur leurs trajectoires doit être rétrograde.
Le lecteur voit avec quelle facilité on renverse les conclusions en remersant les prémisses : nous voilà maintenant bien tranquilles, puisqu'il notre gré nous pouvons faire tourner les planètes autour de leur axe et les satellites sur leurs trajectoires, dans un sens ou dans l'autre! Nous pouvons même ne pas les faire tourner du tout; au lieu de supprimer le frottement comme Faye le veut, il suffit de le diminuer de manière à réaliser telle loi ('=/'iR) que nous jugerons convenable.
2°. — Faye construit sa théorie à partir d'une nébuleuse puh'érulente, de densité initiale uniforme extrêmement petite et s'étendant jusqu'à une sphère de rayon au moins dix fois plus grand que la distance du Soleil à Neptune. Il lui suppose originaii-ement une vitesse angulaire moyenne d'ensemble autour d'un axe, vitesse
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extrêmement petite; il l'imagine sillonnée de mouvements tourbillonnaires.
Du fait que la nébuleuse est sphérique et homogène, la gravité résultante est proportionnelle à la distance (§ 226).
Faye pose que les mouvements tourbillonnaires confus ont pu se régulariser et former des anneaux stables circulaires; il faut pour cela que leur vitesse angulaire «o ait pris une valeur facile à calculer. Soit en effet S la densité de la matière, R la distance à son centre. L'attraction est :
La force centrifuge est (o-R. Pour l'équilibre on doit avoir :
3,o^=:4::GS;
w est indépendant de la distance. Donc il est légitime de supposer l'existence d'anneaux de matière dont les plans sont quelconques, qui sont circulaires (ou elliptiques : la généralisation est facile), à la condition que la durée de révolution soit bien déterminée et fonction de la densité. On admettra que les tourbillons n'ont pu se régulariser que pour des anneaux situés ri- peu près àans, l'équateur de la nébuleuse primitive : sous ce rapport la théorie est singulièrement plus souple que celle de Laplace, ce qui veut dire en bon français quelle est encore plus indéterminée, que nous pourrons surajouter un plus grand nombre d'hypothèses auxiliaires, quand le besoin s'en fera sentir.
S". — L'énorme quantité de matériaux (il ne faut pas oublier que la somme des masses des planètes fait le 1/700 de la masse du Soleilj qui, au sein de la nébuleuse primitive, n'est pas engagée dans les anneaux, yjrt/' suite n'est pas en équilibre, se réunit peu à peu au centre et forme un globe central, le Soleil. Ce globe doit nécessairement tourner autour de l'axe de la rotation d'ensemble qu'on impose originairement à la nébuleuse.
Ainsi les anneaux se forment d'abord à l'intérieur de la nébuleuse ; le Soleil se forme ensuite des laissés pour compte des anneaux.
Tant que la nébuleuse primitive sphérique reste homogène, la formation des anneaux stables ne change rien à la loi de la gravitation, qui reste proportionnelle à la distance au centre. Mais à mesure que la condensation centrale s'opère, la loi devient peu à peu en raison inverse du carré de la distance.
Autrement dit, l'expression générale de la loi d'attraction est :
F = AR
A mesure que le Soleil se forme, A tend vers 0, B passe de 0 à une certaine valeur limite.
4:°. — En même temps que le Soleil grandit, les anneaux tendent à se briser et à se concentrer en une masse sphérique qui tourne
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nécessairement dans le sens direct, puis([iie, en raison de l'identité de la vitesse angulaire, les parties les |)lus éloignées du centre ont la plus grande vitesse linéaire. Giia(|ue spiière ainsi formée sera le tliéiMre des mêmes phénomènes que la nébuleuse génératrice; il pourra s'y former des anneaux stables donnant naissance à des satellites.
Le plus curieux de la théorie de Faye est la manière dont il explique les mouvements rétrogrades des satellites d'Uranus et de Neptune, planètes qu'il considère comme les dernières formées (ce seraient les premières dans la théorie de Laplace). Au moment oii les anneaux correspondants se sont brisés, le Soleil était quasi formé, la loi de la gravitation résultante était devenue en raison inverse du carré de la distance. Donc la stabilité de l'anneau implique que la vitesse linéaire, au lieu d'être proportionnelle à R, décroisse comme 1 : v'ri. La sphère formée par la rupture de l'anneau doit donc tourner dans le sens rétrograde (voir le i°).
Conséquence : de Mercure à Saturne les mouvemeûts sont directs; donc les anneaux se sont rompus et enroulés en sphère avant la formation du Soleil, la Terre est plus vieille que lui. Les anneaux d'L'ranus et de Neptune ne se sont au contraire brisés et enroulés en sphère qu'après la formation du Soleil assez avancée pour changer la loi d'attraction.
5°. — 11 va de soi qu'au moment de la formation des anneaux, le système occupait un espace beaucoup plus grand que le monde actuel; mais dans la suite des temps, la condensation centrale progressant toujours par appel continu de la gravité, les anneaux des planètes se sont rapprochés du centre tandis que leur vitesse s'accélérait.
6°. — Ainsi la théorie de Faye est en complète opposition avec celle de Laplace. En particulier, les planètes se forment dans la nébuleuse et non plus à la limite extérieure de la nébuleuse; le Soleil n'est plus le premier achevé ; quelques planètes sont plus vieilles que lui, d'autres plus jeunes. La théorie de Faye explique les mouvements rétrogrades des satellites d'Uranus et de Neptune; vieillissant la Terre par rapport au Soleil, elle contente les géologues qui réclament des centaines de millions d'années pour la formation des sédiments. Elle ne rejette pas les comètes hors de notre système planétaire, tandis que Laplace les abandonnait « au hasard ».
Contre elle s'élèvent certaines des objections formulées entre la théorie de Laplace, en particulier celles qui se rapportent à la formation d'une planète à partir d'un anneau.
Conclusion
Je n'irai pas plus loin dans cette étude. C'en est assez pour montrer l£t nature du problème cosmogonique et son peu d'intérêt philosophique, étant par essence absolument indéterminé. 11 n'aurait d'importance que si l'on pouvait en tirer une contradiction avec la
loi de Newtou ou les lois de la Mécanique; ce qui est impossible, puisque précisément nous voulons expliquer les phénomènes à l'aide de ces lois : nos prémisses étant indéterminées, nous les choisissons de manière que ces lois soient toujours satisfaites.
A coup d'hypothèses particulières, nous construisons un vague schéma de notre sj-stème planétaire. Croire que les choses se sont passées d'une manière analogue à celle que nous élaborons, est un pauvre résultat pour beaucoup d'elïorts et de raisonnements.
Bien des gens feraient mieux d'apprendre ce qu'est une ascension droite ou une déclinaison, que de se gargariser avec ce problème, qui ne présente de difficulté que son indétermination : il fait la joie des philosophes. Que Laplace leur consacre quelques pages d'un ouvrage de vulgarisation, passe encore! Leur véritable importance est celle d'un petit jeu à l'usage des spécialistes de la gravitation.
Mais en France la Mécanique est enseignée par une telle collection d'imbéciles que la hiérai'chie des problèmes est entièrement faussée !
TABLE ALPHABÉTIQUE DES MATIÈRES
Les numéros des renvois sont ceux des parai;raphes.
Abaques 31.
Abbadie ià.') 232 (variation de la verticale : expériences).
Aberration : calcul 74 (évité); — élimiiicc ISS;— iiitervenlion 62, 187; — 311.
Académie des Soiences : ancienne 188 {llistoire\ : — et figure de la Terre 187 ; — Mé' moires 183 (anciens).
Accidents visibles 40.
Accumulateur 4.5, 48.
Acier : feuille 239 (mince gaufrée); — galvanisé : fils 44, 45, 48; — ressorts 45, 239; — voy. Tiges, Tubes.
Actions : des astres 227 (dilîérenlielles); — au contact 309 (et loi de Newton); — des corps 208 (très voisins), 210: — voy. Couche spliérique; — directe 232: — et distances 307, 308 ; — électriques 311 ; — voy. Ellipsoïde homogène; — s'équilibrant 2U ;
— voy. Forces, Gravité, Honioïd elliptique;
— indépendantes 208; — indirecte 232; — voy. Lune; — luni-solaire : voy. Allraction, 232, 233;— des masses 208, 216, 221, 311 (deux : en mouvement); — milieu31 1 (résistant proportionnellement à la vitesse);
— mutuelle 240 (deu.t sphères), 271, 277;
— iiewtonienne 2i5; — de la pesanteur 311 (sur les corps); — voy. Plan indéfini ;
— en raisoninverse ducarré des distances : propriétés démontrées in abstracto 208, .— ., 220; 259, .— ., 276; — et^ réaction 306 (égalité); —d'un ressort 239; — simultanées 308 (lois difTérentes): — voy. Soleil ;
— superficielles 309 (et loi de Newton) ; — voy. Terre; — totale 214 (nulle); — transmise 306 (à travers masses).
Aéroplane et photographie 33, 34.
Agents d'érosion 305,
Aigle 67 (j).
Aiguille : aimantée, boussole 18 et 92, 35 (et sol), 41 (azimut), 91 (déviation), 103, 108 (projection horizontale), 109; — voy. Chronomètre; — fines 31.
Aimant 242 (déplacement angulaire'.
Air : couches 246 (densités) ; — humidité 250 ;
— poussée 240 (éliminée) ; — présence 234 (corrections); — température 250.
Aires : calcul 137 (approximatif), 148; — voy. Carrés; — conservation 99 (condition), 119 120, 124, 128, ., 130, 137, 200, 276; — échelle 200 (déterminée); —voy. Ellipsoïde; —de la France 106; — et frottement 44; — giobales 128 (fuseaux); — loi 311 ; — médiocres 246; — mesure 26 (par : rayonnement, coordonnées), 205, 255 (au planimèlre); — noircies 205; — voy. Parallélogramme;
— petite 44; — plane 292 (limites); — principe 314; —voy. Rectangle; -répartition 128 ; — à la surface de la Terre 148 ;
— voy. Trapèze, Triangle; — de vents 91, 198.
Airy : expérience 226; — montagnes 287 (action); — pendule 280 vlongueur); —théorie de la compensation 286.
Albers 120 ^projection).
Alidade : à lunette 19, 21; — mobile 41; — nivelatrice 22; — à pïnnules 18, 19, 92,182 (et lunettes); — simple 41 .
Alignement : bon 37 (vérification); — déterminé 161; — deux, et navire, 42; — retrouvé 37 ; — système curieux 42; — tracé 37 (N.- S.). 162 (d'avance); — utilité 42; — 40.
Alise 49 (impulsion et courant équatorial).
Almicantarats 98, 120.
Alphabet Morse 86.
Altérations : angulaire, maxima 103 et 104; Vil (très faible); — voy. Déformations; — linéaires 131 (très faibles).
Altitude : correction 249, 251, 252; audessus du niveau de la mer 245 Ch. III, 302; — définie parfaitement, différence, 2i8; — donnée 246 (non essentielle), 258 (directement : simple lecture); — effet 282 (pendule); — mécaniques 248; — mesurées 302; — modifiées de la même quantité 246;
— et nivellement 245 Ch. III; —voy. Océan;
— orthométriques, 248, 251; — relatives 240, 248; — sens expérimental immédiat 248; — zéro 252.
Amplitude : voy. Angles, Oscillations; — petite 253; — réelle (et calculée), variable (elTet thermique diurne), 233.
Anallatisme 25.
Andromède : (ï) 54, 67, 80.
Angles : ultt-rés 103, 106; — amplitude 121 ;
— apparents 225 ; — voy. Ascension droite ;
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— auxiliaires : deux 55, ., 5T; 118; — azimut 17 Ch. II, 18; — calculés 193; — comptés 18 ^convention); — connus 174; — conservation 94, 102, 112, 114, 117, 119, 129, 130. 134, 136, 137, 1 74, 175 ; — constant 108, .,1 10, 175 ; — construction sur papier 8; — correspondanls loi; — corrigésS,171 (somme";
— Yoy. Déclinaison; — déterminé 123; — à déterminer 157 ; — évaluation 1C9 (approximation);— expression 60 (en radians, en secondes d'arc); — hauteur 17 Ch. II:
— horaire 53 (/H),--, 56 (donné), 57 (calcul), 59, 62, 65 mesure), 68, 69, 76 (constant inconnu), 77 (Soleil), 78 (du point ■■), 79 (et hauteui-), 80 (fictif). ., 82, 84, 93, 94;
— horizontaux 1, 8, 9, 19, 30, 37, 170 (mesure : diverses méthodes), 171, 174, lyj (approximation); — maximum 111;— avec méridien 91 ; — mesure 35, 37, 41, 162, 1G7, 170 (méthodes), 182, 183, 188; — mesurés 4, 8, 9, 18 (précision), 19; 21,.., 24; 26, 'i3, 63 (petilesse), 193, 199 (deux); — modifiés 8; — observés 43, 169; — planimélriques 18; — de position 66, 67,171,182; —solide : voy. Cône; — somme 186; — de torsion 222; — très petit 162; — d'un degré 145;
— variables 27, 108; — verticaux : mesure 21, ..,24; — 52.
Annales d'Hydrographie 197.
Anneaux : abandonnés 314 (d'une manière continue', 315 (distincts); — se disloquant, élémentaires (de particules), dans.I'équateur (de la nébuleuse primitiye\ 319; — formation 317 (mécanisme), 319; — métallique oscillant 235; — origine de satellile 316; parties 319 (vitesses linéaires); — de Saturne 313, 314; — stabilité (et vitesse linéaire), stables, 319.
Annuaire du Bureau des Longitudes : 51, 74, 148. 194 (et ellipsoïde terrestre); formules 257 barométrique), 288.
Antarès (» Scorpion) 78, 81, 86.
Anthoine : voy. Schrader.
Apianus-Cabot 126 (projection).
Aplatissement : à adopter 195; — calculé 272; — et cartes 112 (de Mercator), 131 (projection de Bonne) ; — constant 278; — croissant 279; — détermination 153, 1S5:
— ellipsoïde 50, 112, 139 (déOnilion), 141 (détermination), 180, 194, 277, 278; — voy. Ellipticité; — de Jupiter 306; — le même 279; — moyen 194; — obtention 275; — petit 155, 272; — voy. Sphère homogène; — superficiel 278, 279; — de la Terre 52, 96, 143, M5, 172, 177, 180, 183, 189, 193 (à trouver), 194 (valeurs obtenues : discordantes), 208 (et mouv. de la Lune , 233 (supplémentaire), 272, 277, 289, 294; — très petit 155; — variation 279 (loi théorique).
Apollonius loi (Ihéorèrae).
Appareil : d'.V^tronomie 229 (et niveaux ; emploi ; — balayant un plan horizontal 15:
— couteaux 32; — dimensions 223 (influence}, 22'i (extraordinairement petites .
234 jmesure exacte) ; — étalonnage 255, — voy. Géodésie; — lumineux 191 ; — perfectionné 32; — photographique : suspendu 33, 34 (verticalen)ent; grossissement); — sensibilité 223, 230; — tournant 31; — Iransporlable 244; — voy. Signaux.
Appoint : lecture 21 ; — mesure 5.
Apsides 307 (définition; déplacement).
Arago 128 (projection).
Arbres : élevés 186; — de transmission 91 (souple).
Archimède : principe 44, 234.
Arcs: de cercle 18, 19, 103; — comparaison 185 (méridien et parallèle); — connu 178;
— et corde : voy. Chaînette; — correspondants 100: — de courbe 7 (lever); — électrique 198; — voy. Géodésiques ilignes);
— de grand cercle 110 (azimut), 157 (longueur); — infiniment petit 96; — longueur 1?1, 1.30, 157, 193: — de méridien 112; longueurs (1») 143, 166, 187, 289; 179 (extrémités), 185 (et arc de parallèle : comparaison'', 293 (mesure : Piémont) ; — voy. Méridienne; — mesures 166 (effectivement), 167; — de parallèle 112. 121, 130 (moyen), 143(1": longueur); — voy. Perpendiculaires à la méridienne; — petits : très 101, 177; 183 trop); — de quasi-parallèle 190 (mesure); — rectification 142; — d'un degré 1 (à la surf, de la Terre), 130 (en radians), 141 (sur le méridien), 143, 144 (direction quelconque); — unités 91.
Arête : voy. Ligne de faite, Toit; — 220, 295 (escarpée).
Argent 4G 'chlorure, chromale).
Armature métallique 70.
Arpentage : 1, .— ., 49; — difficultés théoriques 1; — voy. Faire le point; — méthodes 1, .— ., 17; — problèmes usuels 12,.., 15;
— traités 7.
Arpenteur : méthode 4 (caractéristique); — nivellement 246.
Ascension droite : connue 93; — corrigées 67 ; — définition 53 ; — différence 64, 6", 69, 72; —égales 73; — peu différentes 63; — voy. Polaire, Soleil; — symbole 43 (i'R); — 54,
Astres : voy. Actions, Ascension droite; — connu 77; — voy. Déclinaison; — densité 310; — deux 51 (distance); — dimensions 310; — voy. Facteur caractéristique; —
— hauteur 51, 58(et: réfraction, parallaxe), 79 (heure locale), 83, 93; — passage 59 (dans le méridien), 71 (au croisement des fils réliculaires); — perturbateurs 233; — projections 52 (mouv. app.).
Astrolabe 59, 69.
Astronomie : voy. Appareils; — appliquée, de campagne, 51; — inutile 86; — nautique 51, 81, 86 (actuelle); — partie utilisée 86; — de position 166 (et figure de la Terre), 194 (et irrégularités locales); — principes
Atlas : 95 Ch. IV, 148 (utilisation).
Atmosphère : d'un Soleil 314 (nébuleuse ini-
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lialc : cnnlraclion par rcfroidisscnicnl), .tl'i, 317 (et Tormalion des anneaux), 318; parlifs (pressions) 3l'i et 319.
Atterrissage 'i2.
Attractions :iuigincnlant 298; — brute 227; — calcul 2!)o (imiMériqucl, 290 (et mise en évidence : condilions favorables); — causes 19'i (croûte et intérieur): — du Cliimborazo 291 ; — composantes 2S9, 290 (horizontale : calcul) ; — connue 289 ; — des continents : déformation du géoide 28'i, 287; 289, 302, 305 (variations périodiques); — voy. Couches; — défaut 300 (réel); — diftérence (géométrique),'difTérentleIle, 227; — diminuant 298, 305;— voy. Disque; — électriques 307; — des ellipsoïdes 259, .— ., 2G9; 270, . — . , 276 ; — expression 292 (formule) ; — et force centrifuge 18'i, 210, 273 (résultante), 277, 314; — des glaces 305; — horizontale 28G, 295, .30'i; — inteijses 273; — locales 301 (verlicale : dévialions) ; — lois 213, .307, 319 (expression générale); — lunaire 228;
— luni-solaire 227, 229; — magnétiques 307;
— et masses 208 (proportionnalilé) ; — mer 233; — voy. Montagnes; — multipliées 223;
— mutuelles IIH; — newtoniemie 211 'et corps: masse, nature;, 311 (modification et déplacement du corps agi); — voy. Plaques. Prisme; — proportionnelle à la distance 213; — provenance 307; — des Pyrénées 292 (à Toulouse); — réciproques 273; — remplacée par répulsion 296; — représentalion 226: — résultante 286, 290 (direction);
— sens 222 (inverses); — solaire 233 (période, intensité), 245 (altération), 308 (new loniennel, 3M; — sphères 220, ., 222, 224, 22G, 300; — voy. Sphéroïdes; — totale 227, 306 (et forme);— variation 305, 311 ; — verticale 300 (cylindre, cône, paraboloïde de révol., segment sphérique; Fusiyania).
Axes : de coordonnées loi (changement); — horizontalité 3, 36, 246; — de lunette 17 Ch. II (position), 18, 19, 31,38,71,162,163, 182, 247; — du monde 52; —optique 3, 18, 19, 23, 25, 29, 30, 36, 38, 71, 162, 163, 182, 246, 247, 250 (inclinaison : mesure) ; —prolongement 37; — réglage 175, 246; — de révolution 138 Ch. I, 153 (commun), 166, 177; — de rotation 50 (diurne), 138 Ch. I, 166 (terre), 171, 236 (réciproques), 246; — de la Terre 166 (variabilité), 246; — de tunnel 37 ; — verticalité 3, 27, 30, 36, 48 ; — verticaux 163, 171, 175, 182, 246.
Azimut : arbitraire 71, 175; — calcul 37, 57, 98, 116, 118, 181; — calculé 94 (emploi), 193; — changé 188 (de 180°); — choix 242 (reclangulaires) ; — connu 11, 178; — corrigés 41 ; — détermination 3, 41 ; "1, .., 74; 92, 181, 182; — déterminé 94 (emploi), 24 2 ;
— différence 18, 51; — estimation 198 ; — favorable 36; — fourni 29, 31 ; — voy. Géodésiques (lignes); — géographique 41, 92 (vrai) ; — imposé 1 75, 224 ; — intermédiaire 41; — lo.xodromique 110; — du méridien 59 (en mer); — mesure 32, 36, 174 (chaîne
(le Iriangles : orientation), 181 ; — mesurés 1 1, 177, 182, 193;— plan origine 9i (navigation);—raccordemenl3I;— relatifs244 (détermination); — repère .30;. symbole 5.5.(A); — utilisé 94; — variation 243; — 17 Cli. II, 18, 3.3,49, 84, 147, 165.
Babinet : voy. Ellipses, Mollweide.
Bagues métalliques 255.
Baille : voy. Cornu.
Baily : pendule 280 (longueur); — et Reich
Balance: voy. Eôlvos; — sensibilitéexlrême ■J'iO; — types : premier 241, 242 (expériences), 244; second 241, 243 (expériences), .,
Balises 40.
Balles métalliques 222 (deux).
Ballon : captif 33; — dirigeables 34; — libre, et photographie, 33.
Banc horizontal 164.
Baromètres : altimétriques (orométriques), anéroïdes [métalliques, compensés pour la température), 258; — emploi en mer 238.
Barre : 242 (azimut), 245 (position).
Barreau de fer parfaitement dou.x 242.
Bases : voy. Borda, bougner; — définition 1 : — deux 188; — étroite 295; — fondamentale 182; — et géodésiens4; — horizontale : cours d'eau gelé 162, 187; —voy. Lignes; — longueurs calculées 192 (et mesures directes); — voy. Maupertuis; —de Melun 167;— mesure'37, 38; 157, .— ., 164; 167, 173 (à chaque bout de chaîne), 182, 1S8, ., 190; — multipliées 164; — voy. Picard;
— preuves 107 (19) ; — raccordée au réseau principal 167, 182 ; — voy. Termes ; — unique 10; — de Vernetl67.
Bassin 2.54.
Bathométre 239.
Beccaria 293.
Beck 69.
Bélier 87 (a).
Bessel : ellipsoïde 194, 196 ; 234 (pendule simple : Paris).
Bielle à coulisse 27.
Biot :81, 87, 234, 280.
Bloc de 100 000 kgr. 240.
Bonne : projection 130,1 31 (en tenant compte de l'aplatissement), 132 (cas particulier).
Borda : cercle répétiteur 171, 17'i, 183,193;
— dimensions 234 (mesure); — formule 89;
— mesure des bases 161 (perfectionnements) ; — méthode des coïncidences 235;
— pendule 234 (double; — simple : à Paris); — règles bimétalliques 156 Ch. II, 158, 160 (perfectionnements), 161.
Borenius 280.
Bornes de pierre 163.
Boscowich 284.
Bouchons 48 (cônes). .
Bouée 49.
Bouguer : Cliimborazo 291 (déviation de la
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verticale) ; — expCdilion à l'Equateur 188;
— expérience 283 (pesanteur : du niveau de la nier à Quito); — forme de la Terre 193 (loi proposée); — formule 28'i, 285; — mesure dos bases 161; — travaux 285.
Boules suspendues 224, 234 (diamèlre).
Boulet de fonte 45, 48.
Bourdaloiie : nivellement de la France 217 (règle), 252; — résultats 256 (expliqués);
— zéro 252.
Boussole : 1, 18 (description); — emploi 18, 108, 197 (route : direction), 198 (azimut);
— 20, 29 (précision), 35 (suspendue); — montée à la Cardan 35, 92 (ordinaire : de relèvement); — 38 (à longue aiguille), 41
. (observation), 92 (de bord), 95, 103, 199 (orientation approximath'e).
Bouteilles 48.
Boys : appareil 224,306; — expériences 221, 223, 224 ; 240.
Bradley 187.
Bras : 43 (mobiles : biseaux), 188 (sorte de T en fer).
Bravais 305.
Brins : 35 (longueurs), 39 (tension).
Brûnner 160 (règle).
Buffon et Clairaul : discussion 307, 308.
Bureau des Longitudes : 51,196; — voy. Annuaire.
Cadrans solaires 72 (construction : méthode classique).
Cage : 242 (et barre : rotation), 244 (constitution).
Calculs et marins 89.
Cales 4.
Cames 27.
Canaux : 246 (tracé), 281 (tunnels en communication avec la mer).
Canevas : d'une carte précise 199; — de cercles concentriques et de courbes diverses 129, .., 132; — de circonférences non concentriques et de courbes diverses 133, . — ., 138; — conventionnels 98; — déterminé 135 (complètement); — de droites parai lèles et de courbes diverses 124,..., 128 — de droites rectangulaires 103 ..., 107
— forme 132 (singulière), 133; — fourni §P; — général 107 (complété); — géodésique 289, 301 (de France : principal); — obtention 130; — partie 114; — polygonal, de premier ordre, 1 ; — rectangulaire 103 ;
— recliligne 102; — représentation 106; — de second ordre 107; — Iracé 197; — 120.
Cap au compas 92, 109.
Capillarité 308.
Capitaine au long cours 86.
Carlini :;93.
Carreau : voy. Mines.
Carrefour 201.
Carrés : limitant carte 106; — nombre 148;
— petits 96 (aires); — 125.
Cartes : anciennes 197 ; — aspect 205; — cadastrales 200; — au 100000' : 25 (km., m.),
200; — et changement de pùles 114; — construction 50, 196; 197, . — ., 207 ; — correcte : en un sens 50, 196; — dimensions 119 (finies); — échelles 2oo; — emploi 137 (remarques); — d'ensemble 200; — de l'Etat-major français 130, 199, 20O (échelle), ..,203, 205; — de France : voy. CassinillI, 131 (Dépôt de la Guerre), 176 (travail préliminaire); — géographiques 96, .— ., 114; 115, .— ., 138; 200 (des atlas); — d'un hémisphère 125, 132; — hydrographiques %0, .— ., 49; — illimitée 114; — inexactitude 197; — limilée 114, 123, 126, 132, 133; — lue 137; — marines 40; à grand point 93, 112,113; 94, 112 (routières: à petits points;
— plans), 200 (échelle); — de Mercator 94 (utilisation), 105, 108 (intérêt), 109 (longueur : hauteur), 200; — du Ministère de l'Intérieur 200; — minutes 131; — du Monde 197 ; — et navire 41, 43; — orlhodromiques 105, 115; — parallélogrammatiques 103; — à petite éclielle 133; —plane 98 (remplacement : figure semblable); — plates 103, 128 (carrées); — précises 199;
— précision 197 ; — problème 98; — et projection stéréographique 93; — réduites 105, 109, 111;— en relief 207;— routières 112; — terrestres 40: — lopographiques 31 (construction), 200 (échelle); — de 1° carré 1;
— utilisées 197.
Cartographie : 95 Ch. IV, 137 (ossature).
Cassini : I, 183 (travaux), 189, 197; — II, 145 (ligure de la Terre : méthode), 183 (travaux), 184, 186 (arc de perpendiculaire), 189; — ni (de Thury), 106 (projection); carte de France 107, 156, 166; 182 (et toise de Picard), 183, 189 (travaux), 190; — IV, 183 (et Louis XVI); — voy. Lignes.
Cassiopée : ceinture 72 (y); — genou (5) 73,
Caucase : 289 (intérieur), 296 (verticale : déviation).
Cavendisb : appai'cil 224, 306; — expériences 208 ; 222 ; 223, 240.
Celsius 187.
Centre : d'attraction 291 ; — de condensation 316; — de courbure 218 (position); — de gravité 208 (expression à supprimer);
— d'inertie 208, 213 (masse condensée), 241 (pesanteur), 291.
Cercles : voy. Arcs; — arctique 187 (expédition); — voy. Borda, Circonférences; — concentriques 119; 129, .., 132; 133, 162; — deux 36; — divisés 17 Ch. II, 18, 163 (supprimés) ; — glaciaires 148 ; — grand : image 94, 110; arc 103, 110; représentation 105, 115; 106, 176, 178; — de hauteur 93, 94, 1 1 1; — horaire 53 (définition), 64 (le même);
— horizontal 20, .30,41 ; — images 111, 117, 1,34; — infiniment petit 100, 111, 132; — limitant carte 126, 128; — métallique 92 (gradué); — voy. Méridien; — osculateur 60; — parallèles 99 (représentation), 195 (non parfaits); — pelit 102; — quart 182;
— de rayon fini 111 (trois cas); — répéli-
TABLE ALPHABÉTIQUE
Imi- : voy. Borila; — vertical 18, l9,G:t; — viricnx, IT'i, 180, 18'i; — de visée «3.
Cerf-volant cl pliotograpliie 33.
Chaînage : liorizontal 5, U; — des puils 39; — MipprimC 23; — en terrain incliné 5.
Chaîne : 1 ; 5; 8; — voy. Montagnes; — de triangles : établissement 167, . — ., 173; application sur l'ellipsoïde IT'i. .— ., 181 ; 192, 19'.1.
Chaînette : corde et arc .1, lo4.
Chalut is.
Chambre pliolographique : à décentrement vertical 30; — quelconque 32; — réglable, rigide, à soufflets (inutilisable), 30; — tourniinl .-iO, 31.
Champ : direction 35 (variable); —voy. Etoiles : — grand 31 (utile); — de la gravité : intensité 208, 209, 211, 222, 310; 237 (analogie : force centrifuge) ; — influence 31 ; — magnétique terrestre 242 ; — voy. Objectif;
— oculaire 232 ; — voy. Pesanteur : champ, intensité; — quelconque 33; — radial 237; terrestre 41 (et masses magnétiques);' — variable 241.
Chapeau 10, 41 (centre).
Charge de rupture 44.
Chariot 2ô,s (déplacé).
Charybde 49.
Chasles : méthode 259 (attraction des ellip-
soiilesl.
Chaussée 2ul.
Chemin : do fer 246 (tracé), 250; — fini lOS;
— voy. Pentes : limites; — rectiligne 202. Cheminement : voy. Levé, Nivellement; —
syslématique 36.
Chenaux : célèbres 42 (navigation) ; — des l'uurs 49.
Chézy 23 (niveau de pente).
Chiffres : voy. Lunette.
Chimborazo 291 (attraction : déviation de la verticale .
Choc dangereux 161 (évité).
Christophe Colomb 59 (voyagé).
Chronographe à bandes de papier 191.
Chronomètre : absence 70 Ch. II ; — aiguilles "."i; — baltements 77; — du bord 60,75 (transport, installation, remontage); — et compteur 75 (comparaison); — emploi 51 (Astronomie appliquée), 86, 92; — emportés 85; — état 75 (absolu; détermination), 87 (vérification) ; — étudiés 85; — indication 60; — marche : connue 59, 85; 75 (diurne; détermination: modification); — de marine 75, 87; — perfectionnements 87;
— portatif 60 ; — possédé 88 ; — réglage 74, 66 (par T. S. F.); — réglé 59, 85; — trois 75 (emploi).
Ciel54vpartie: visible; — position : à chaque instant).
Circonférences : voy. Cercles; — concentriques 120; — non concentriques 133, .— ., 138; — delà Terre 182.
Clairaut : alignement (base) cours d'eau gelé 162, 187; — et argument de Laplace 307;
— et BufTon : discussion 307, 308; — équa-
tion 277; — expédition au Cercle arctique 187 ; — figure de la Terre ICG; — formules 249; Laplace (condition) 275, 277; 280, 284, 288, 303; — hypothèse 275; — nature 307 (lois : simplicité); — pesanteur 184; — problème des trois corps 308; — tliéorème 151 ; applications 152, 153 (forme de la Terre), 155; 277 (attraction dos sphéroïdes), 288; — théories 186 (des géodésiques), 279 (aplatissements : loi théorique de variation).
Clapotis : oscillations 254, 255.
Clarke : ellipsoïde 194, 196; — 280 (pendule : _ longueur).
Claude G'.i.
Clichés : antérieurs, comparaison, 34 ; — dépouillement systématique 32; — juxtaposition, nombre (grand), 34; — non développés 32; — orientés 30; — plusieurs, repérage, 31 ; — 29. 33.
Clisimètre : 1; 20; 22 (définition; le plus simple; à rallonge), 24 (à collimateur).
Clous : gros (tète ronde), 16, 246; — 35, 163,
Coefficients : calcul 288; — de dilatation 158 (cuivre, platine), 164 (invar), 234; — intérêt nul 288; — et matière 308; — Pagel 84 ; — spliéroidique 177.
Cohésion 308.
Col 2114.
Colatitude : 55 ().), 57, 67, 98, 108.
Colby 1.-/J (appareil).
Collet 57.
CoUignon 125 (projection).
Collimateurs 191 (emploi).
Collimation angulaire 31 (erreur).
Comètes : 308 (queues), 310 (nébulosité analogue), 313 (excentricité, inclinaison), 319 (et syst. planétaire).
Commission internationale de l'Heure 86.
Comparateur 158.
Compas : d'angle 35; — voy. Boussole; — déviation 92; — optique 159 (curieux), 182;
— à pointes sèches 57, 113; — de relèvement 41 ; — de station 19.
Compensation : partielle 300; — théorie 285 (apparition), 286 (hypothèse), 287 (en opposition), 288.
Compte-secondes 223.
Compteur: d'oscillations 198; — à rochet91, 198; — de tours 45, 91, 198, 255; — utilisation 75.
Condamine (La) : 188 (expédition à l'Equateur), 190.
Conditions : voy. Clairaut, Laplace; — locales 290; — voy. Nivelée; — à l'origine 218;
— de passage 216, 220; —à la surface, 209, 215, 216.
Cônes : angle solide 148, 209 (mesure), 214, 260; — attraction 300 (verticale); — circulaire 166; — développement 121, ., 123;
— de fermeture 48; — infiniment petits 214, 260 (deux); — de maçonnerie 232; — de révolution 148 (angle solide), 206; — sécant 123; — tangent à sphère 121, 122.
TABLE ALPHABETIQUE
Connaissance des Temps : 51 (et Extrait), 53, 59, C2, 67, 68, 74, 76, ., 78, 80, 82, 85, 87, 89, 92, 93.
Conservation : voy. Aires, Angles.
Constan (P.) 56.
Constantes : astronomiques 295; — de la gravitation 208; détermination 221, 240; 271, 273 (valeur imposée), 288, 295, 309; — d'intégration 310 (détermination); — physique 295; — de torsion 242.
Constructions : sur cartes de Mercator 113;
— graphique 134.
Contre : fiches 2 (définition, utilisation ; —
poids 255.
Coordonnées : astronomiques 193, 199,289;
— voy. Axes; — calculées 180 (et observées); — cartésiennes 98, 115, ., 117, 119, 130, 136; — de Cassini III 107; — célestes 55; — changement 114; — détermination 193, 199 (directe); — différences 289; — équatoriales 52 (célestes), 55 (passage aux coord. locales); — géodésiques 289, 301;
— géographiques : représentation plane 50, .— ., 138; 147, 167, 177 (calcul à partir des mesures géodésiques), 178 (formules), 179 (des extrémités de l'arc du méridien), 180, 197 (connues), 199 (calculées), 289 (normales), 301 (calcul : ; — horizontales 55 ; — locales 55,56 (à trouver); — voy. Polaire;
— polaires 98, 99, 108, 115, 121, 129, ,130;
— rectangulaires 178; — rectilignes 106;
— relevées 29; — des sommets 26; — sphériques 52 (du zénith); — voy. Variations;
— zénitliales 120.
Coques 45.
Corabœuf (colonel) 292.
Corde : de clianvre 35, 44 ; — filée 91 ; — immergée 44 (longueur; vitesse limite de chute); — longueur 44, 164; — pente 164 (détermination); — à piano 44, 45; — souple 164; — tendue 161 ; — tension 44, 164.
Cordeau : d'alignement 188; — voy. Levé, Mines.
Corniche 201.
Cornu et Baille : expériences 221, ., 223.
Corps : agi 311 (vitesse actuelle et gravité);
— attractif 307 ; — chute 306 (dans le vide);
— défini 277 (par potentiel produit;; — di. mensions 309 (et densités); — irréels 309;
— liquide : pression 309, 310; — lumineux ;!07 (et odoriférant); — moyen mouvement 311; — points divers 241 (pesanteur); — propriétés 309 (et loi de Newton); — solidification 287 ; — suspendu 241 (librement), 245 (nature ; — symétrie imposée 277.
Corrections : des angles horizontaux 174; — annulées 169; — voy. Distances zénithales ;
— facilitée 249; — voy. Hauteur; — nécessaire 177, 252; — ordre de grandeur 234 (pendule); — petite 249; — de plateau 284, 300; — réduction des triangles 192; — signification 173 (?) ; —termes 171 (deux);
— très incertaines 234; — utilité 173 (?). Cosinusoïdes 124.
Cosmogonie : problème 312 (position)., — ., 320 .iJidétermination, nature, intérêt).
Cosmographie élémentaire 86 (ignorance).
Cotes : delinition 202, 217 (numérique); — différence 1, 217 (travail); — différentes 217 (surf, de niv.); — dynamiques 217 (calcul); différence 246 (donnée essentielle), 282,283; 249 (variation): — indiquée 255; —
— mécaniques 249, 251 ; — des points 207 ;
— relatives 276 Ch. V; — sondage 44; — variation 217.
Côtes : éloignées 40, 49 (courants : étude);
— émersion 305 (et submersion : alternative); — et fil à plomb 289 (attraction par le continent); — et géoide 303; — sud de France 301 (verticale : dé\1ation); — voisines 40, 49 (courants : vitesse).
Couches : voy. Air ; — attraction 303 ; — centre : condensation 212, 213; — concentriques : homogènes 208, 210, 221, 226, 267 (séparément), 310, 314 ; — voy. Eau ; — d'électricité 261 (en équilibre), 264; — ellipsoïdales 277 (hypothèse), 278 (densité variable) ; ^épaisseur: quelconque 212, 260; 245 (1 km.), 299 (petite), 303 ; — extérieures 310 (Soleil); — fictive 261 (mince); — glaciaire 305 (variations : rôle): — homogène 260; — minces 215 (de densités finies); — profondes 296; — réaction 318 (et gravité);
— série 259; — sous-jacentcs 29B; — sphérique, uniforme : infiniment mince 212 (action sur un point extérieur), 213 (lois d'attraction), 214 (action sur un point intérieur), 226 ; — sitperposées 279 (liquides et homogènes : équilibre); — terrestres 166 (profondes : densité), 281 (entre géoide et surf, physique), 298 (densité : doublement) ;
— traversée 215 (discontinuité de la force), 220; — uniforme 215 (sur plan indéfini).
Couple : et binôme de dilatation 235 ; — diminué 230; — directeur241, 242; — expression 241, 242; — magnétique 242; — multiplié 223 ; — de la pesanteur 230 ; — petits (mesure), produit, 222; — de torsion 222, ., 224 (en unités absolues), 230; — unique
Courants: d'air, suppression 222 et 223; 240;
— des Dardanelles 40; — détermination 40; — deux, équatorial, étude (loin et près des côtes), de Gibraltar, du golfe (Gulf Stream), de marée, 49; — nul 44; — partiels (voisins), perpétuel, sens, vitesse (détermination), 49.
Courbes : aspect elliptique 1 1 1 ; — en cloche 251; — conjuguées 93 (images); — -construites 31, 56; — correspondante 100 (ellipse); — courbure 218; — déterminée 175;
— deux 58; — de déviation 92 (vérification); — diverses 124, ..., 128; 129, .., 132; 133, . — ., 138; — à double courbure 176;
— d'égale pente 206; — des états 75; — voy. Faisceaux; — gauche 176; — géodesique 175; — maîtresses 202; — des marches 75; — à mesurer 175; — de niveau : voy. Lignes, 202, . — ., 207 ; — des niveaux
TABLE ALPHABETIQUE
255; — nivelées 252 (réseau^; — ondulée 110; — orthogonales : faisceaux iiii, 102, 129, 203; 2'iG, 2'i8; — paraboliques 27^i ; — paramùlres .15; — parties 12(1 (ne servant pas), 175 (successives : rabattement) ; — de pente constante 206; — de plus fgrande pente : voy. Lignes, 203; — sans (lofliiition précise 181 ; — semblables 30<i ; — simplicité 307; — superposables par translation, symétrique, 111 ; — de température 229; — tracé '.i:i (point par point). 175 (par les géodésiens), 17G; — transcendante 93, 1 1 1 ; — à trouver 199 (forme de la Terre).
Courbure : voy. Courbes, Fil; — 242 (dilTérence, moindre).
Coussinets immobiles C3.
Couteau : voy. Appareil, 231 (formant pendule), i:j5(iixe).
Crémaillère horizontale 255.
Cylindres : attraction 300 (verticale); — de caoutchouc 45: — circulaire 152 (séodésiques : hélices); — coaxial à la ligne des pôles 105; — court loi; — deux 2'«'i (de platiiie) ; — enregistreur 255 ; — de maçonnerie 295; — de représentation ll'i (enroulement); — successifs Ifii; — suspendu 224; — vertical 207 ; — 206.
Dardanelles 49.
Darwin : jicndule vertical 231, 232.
Décentrement :voy. Chambre pliotogr., Objectif.
Déclinaison: calcul précis 59;— complément 55, 62, 72; — connue 41, 63, 79, 91, 93; — définition 18, 53; — donnée 56, 57, 80;— voy. Etoiles; — invariable 79 (quasiment), 93; — et latitude géograpli. 52; — lunaire 228; — magnétique 92, 108 (constante) ; — nulle 228 ; — voy. Soleil ; — symbole 53 (D); — tables 66; — valeur e.xacte 60; — variable 59, 60,68: — variations 18 (séculaires, diurnes), 38 (diurnes : non négligeables), 70, i08 (correction);— 59, 320.
Déclinatoire 19.
Déductions 312 (commencement).
Définitions : voy. Apsides, Ascension droite, Base, Cercle horaire, Clisimètre, Contrefiches, Cote, Courbes de niveau. Déclinaison, Dénivellation, Déviation, Echelle, Ellipsoïde, Equerre rectangle, Escarpement, Fiches, Géodésiques (lignes), Hachures, Homoïd, Jalons, Latitude, Longitude, Longitudinal, Loxodromie; — meilleure 224; — voy. Méridien, Méridienne, Mètre, Niveau moyen (mers), Nivelée, Niveler, Nivellement; — non absurde 249 (nécessaire); — voy. Parallèle, Pente. Pesanteur, Piquets, Planimètrie;^— précise 288 (impossible); — voy. Pression, Relèvement, Sphère, Surfaces parallèles, Temps zéro. Termes usuels, Topograiihie, Triangle déposition. Triangulation, Verticale.
Déformations : acceptables 118; — angu-
laires loi, 103, lO'i, 106; — difflrile 273; — énormes 106; — s'exagérant 114; — voy.
Géoïdo; — remarques 137; — p.ir rotation 273; — superposition 233.
Degrés : voy. Arcs; — de l'équateur au polo 184; — extrêmes 187 (compar.iison); — et grades 18; — de latitude 91, 200, 289 (longueurs) ; — de longitude 186(sur parallèle de Paris), 200; — longueurs 195, 293,295;
— du méridien : mesure 187, 306; 293; — mesure 194 (et aplatissement); — un 37 (à 10 km.), l'il, 144 (de parallèle), 145, 167 (à la surf, tcrr.), 182, 187, 189; — à un mètre 93 ; ■*- valeur 137 (méridien, parallèles), 182, 187, ., 189 (Laponie), 190, 210 (en milles anglais); — 20.
Delambre : approximation 192 (angle horizontal); — bases 162 (mesure), 167; — Discours préliminaire lr,8; — répartition de l'erreur 173; — travaux 183,294 ; — triangulation 168 (difficultés), 193.
Delisle 197 (Méditerranée; — idées métrologiques).
Dénivellation : définition 17; —détermination 26; — à l'Equateur 217; — voy. Facteur de correction; — fil 164 (bouts); — légitimée 256; — au pôle 217; — somme (algébrique), successives, 248; — tolérées 251; — voy. Travail; — et variation de pression 258; — verticale 217.
Densité : augmentation 287, 298 (uniforme);
— constante 212, 220, 223 ; — décroissance rapide 279; — différentes 220; — discontinuité 216, 314 ; — distribution 246 (couches d'air); intérieure 277, 278; 314; — finies 215; — globale terrestre 298; — grande 273 ; — loi 226 ; — la même 309 ; — moyenne ; voy. Terre, 292 (Pyrénées), 300, 310 (et volume); — négative 211, 273, 252; — négligeable 209; — petite : exftêmement (poussière) 318, 319 ; — voy. Planètes ; — et pression 257; — voy. Roches; — singularité 296 (aucune); —voy. Sol;— solide 215 (continuité), 261 ; — sous continents, mers 286;
— superficielle 212, 215, 226, 261, 272,277 ;
— très faible 299; — uniforme 215 (ou non), 220, 226, 278, 298, 319; — variation : 166, 216; loi 260 (quelconque), 279, 310 (de Roche), 314; 278 (couches); — variétés 316 (sans nombre); — de volume 208, 215, 220,
Départs brusques 45.
Déplacement : angulaire 224, 232 (doublé), 244; — lie boules 222 (grosses); — composante 49 (due à courant): — horizontal 164; — mesure directe 228 (impossible);
— petits 99 (deux); — véi\ ZOl: — du sol 229, 232 (mesure : verticale supposée invariable); — verticaux 232 (mercure : surface).
Dépôt de la Guerre : 131 (carte de France), My.i mesure des bases).
Dépression : correction 88; — et hauteur SI ; — de l'horizon 58, 145 (dans deux azimuts : différence).
Dérive 49 (abandon ; et vent).
Descartes 210 (travaux).
Détroit : voy. Gibraltar, Messine.
Déviation : voy. Aiguille aimantée; — connue 'il, 92, 95; — définition 41; — détermination 92; — voy. Fil à plomb; — invariable 223; — locales 297 (mesurables), 301 (de la verticale); — mesure 224; — pendulaire 22S, 295 (en radians); — voy. Verticale.
Diagrammes de réduction 28.
Diamètre apparent 58.
Diapason 205 (modèle graphique).
Diffuseur nrlhotrope 205.
Digressions : emploi (voy. Polaire).
Dilatation radiale 298 (surf, de niveau).
Dimensions exagérées 200 (convention).
Dionis du Séjour 140.
Direction : ebangement 49; — connue 38,
49 ; — correcte 1G9 (à déterminer); — voy.
Droites; — effective 109 (de visée); — extérieure 37; — générale 198; — invariables 188 (de repère), 193; —jalonnée 37; — principales 100, 101 (connues); — quelconque, rectangulaires, 101; — de référence 169 (provisoire); — voy. Route; — sentiment 198; — très inclinées 36; — utiles 170.
Disque : attraction 300; — circulaire 152 (géodésiques : polygone de côtés égaux), 272 (limite):— entraîné 255;— de fer250. Distances : angulaires 51, 52; du Soleil 70, 165 (zénithale); 71 (au zénitli), li'; mesurée 169,171, 182; 188; — approximative 197 (de deux porls), 282 (d'un point au géoïde) ;
— carré 208, 210, 213, 214, 307 (inverse et gravité), 309; — chaînée 36; — comptées 198; — connues 224; — détermination 113 (en milles marins); — de deux points 147, 156 Ch. II; —» différence 248; — égalité approcliée251; — estimation 165; — focale 29; — horaire 76, 80, 82; — à l'horizon
116; — horizbntaies : mesure 1, 5, 295; G (Intervenant), 27; — inclinées 1 (mesure);
— indications 103; — invariable l.")9; — des jalons 3 (grande); — lunaires 87 (longitude), 90; — en mer 91; — mesurables 217; — mesure 4 (avec des règles; — directe : difficulté); par la grandeur de l'image d'une mire 25, 199; 33 (nécessaire), 199 (au pasj; — en mètres 25; — moyenne 311 ; — mutuelles 248 (et surf, de niv.), 276 Ch. V. 309 (des corps); — parcourue 197 (évaluée); — petite 94; — voy. Planètes; —r la plus courte 147; — polaire 55 (5), 59, 62, 72 ; — projetée sur parallèle moyen 197 ;
— puissances 307 ; — variations 240 (petites) 249 (surf, de niv.), 3o2; — verticale 16 (de deux points), 283 (résuKat brut du nivellement ; — vraies 4 (et disl. mesurées;, 138 (grandeurs); — zénilhalcs 3G, 58 (corrections), 59 (minima), 62, 63 (très voisines}, 66 (mesurée), 67 (observées), 71 (la même), 79 (complément), 84, 93, 94, 98, 118, 187 (mesures), 188.
TAULE ALPHABETIQUE
Douves 68 (problème).
Drague 48.
Driencourt 69.
Droites: concourantes 103,119,120,125,129; — déterminée 42; — deux 31 (intersection); — direction 38 (connue), 175 (quelconque); — de hauteur 93, 9'i (obtention : cartes de Mercator), 95 (transport); — horizontales 106, 107; — inclinaison convenable 230 ; — indéfinie 109 ; — normales 102; — parallèles 99, 102,103,107, 109, 112, 115, 119, 121, 124, ..., 128, 169; — rectangulaires : voy. Canevas; — de référence 115,166 (invariable), 169 (quelconque), 176, 193; — segments 245 (longueurs) ; — verticale 31; — 105.
Eau : calme 44;— couche 47 (mince), 184 (équilibre), 281 (épaisseur uniforme); — courantes 305; — ébullilion 238 (température et pression atmospli.); — infiltrations 229; — jaillissante, liquide (zone), 287; — de mer 284 (densité); — niveau 255 (mesure) ; — passant 254 ; — résistance 44 ; — superficielle 287 (des pôles); — surface 44 (libre), 157; — et surface terrestre 166; — température 49 (Gulf Stream); — tranquille 92; surface 157, 233.
Echafaudage 162.
Echange des fiches 5.
Echappement libre 75.
Echelle : choix 8; — décimale, définition, déterminée, 200; — donnée 135; — et erreur 199; — fixée 123; — petite 133; ^ de réduction^ 28; — variation 200; — 33, 202, 222, 224, 230.
Eclimètres : 1; 20; — voy. Règle; — 35 (suspendu).
Eclipses : de lumière 191; — voy. Lune; — des satellites de Jupiter 183, 197, 311.
Ecran 181 (obturateur).
Electricité statique 261 (application).
Electre 191.
Elie de Beaumont 195.
Ellipses : 100, lot, 115, 116, 127, 128 (de Babinel), 135, 136; — méridienne 141 (rayon de courbure), 142 (arc : rectification); — 152, 154, 183, 228, 260 (deux : concentriques et liomothétiques).
Ellipsoïde : aire 148; — allongé 152 (infiniment),153, 185,. ,187; — aplati : faiblement 139, 154, 259,270; 152 (infiniment), 153, 185, 187, 193, 271; — voy. Aplatissement, Attraction, Bessel, Clarke; — classiques 194 (dimensions); — conducteur 261; — à couches 278 (de densité variable), 288; — défini géométriquement 194; — définitions l.'{9; — deux semblables et semblablemcnt placés 260; — existence 289; — faisceau 274 (trajectoires orthogonales); — voy.
Géodésiques (lignes); — et géoïde 196; — voy. Ilelmert; — liomofocaux 2,59, 263 (points correspondants : distances), ., 265;
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— homogène 2G7 ; aclion sur un point 2(j8 (ex(i?rieur), 2r,9 (intérieur), 270; 277, 27K, 281, 2«8; — immobile 275; — d'inertie 2S8;
— intérieur 27'i pesanteur); — de iMaclaurin 271 ; — voy. Moment d'inertie ; — moyen 194, 196; — normal 190, 287,302; — voy. Normale : à ellipsoïde, lîrande, petite; — paramètres 180 (choix) : — plein 2G7 (potentiel di'i), 2C9, 274 (série);— le plus probable 195; — perlions 241 ; — voy. Kayons de eourbure; — de référence 19»; ; — régulier 193 (parfailemenl); — reniplacement par sphère 146; — de révolution 50; propriétés géométriques 139, . — ., 156; IGG, 172, 176, 180, 184, 193, 194 (probabilité), 259; 270, .— ., 276; 277, 278, 288, 302; — semblables 269, 274, 278; — surface 112 (Image plane\ 271 (de niveau); — terrestre 50, 172, 181, 183, 184, 194, 196, 277,289, 302; — tournant 275 (surface : variation d'intensité de la pesanteur); — utile 2G0;
— voy. Volume; — 131, 178, 2G2, 266.
Ellipticité : voy. Aplatissement; — calcul
définilion 139; — la même 2"'. ; — valeur
ElongaticDS observées 222.
Emanations partant d'un centre .307 (loi).
Energie cinétique 318 (passant à l'état de chaleur).
Enroulement : voy. Fil.
Entrées ."..î tables).
Eotvos : expériences 241 (champ de la pesanteur au voisinage d'un point), .., 244 (intérêt géodésique] ; balance 245 (gravité et masses interposées : indépendance), 306.
Equateur : coupé 154; — expédition 188, 189;
— image 106,116, 134, ., 136: — solaire 313;
Equations : voy. Clairaut; — de la Dynamique 208: — et erreurs 69 (sur les coordonnées et d'observalion,; — voy. Géodésiques i lignes); — indélinies 209; — voy. Laplace, Legendre ; — de passage 209, 216, 226; — personnelles 191 (à déterminer,
250 (déterminalion); — d'un plan 93; — voy. Poisson; — quadratique 100; — voy. Régies; — séculaire 311; — voy. Surfaces:
— de transformation 102.
Equatorial 70 (rôle).
Equerre : à angle droit 7 ; — d'arpenteur 2 ;
— emploi 43; — à rapporteur 8; — rectangle 7 ^définition;, 12, 26; — 13.
Equidistance : graphique 202, 203, 205; —
longueur 250 (vraie); — réelle 202, 205. Equilibre : indifTérent 230; — instable 242;
— stable 2:30,242,273 icondi lion nécessaire). Eratosthène 165 (rayon lerrestre).
Erreurs : absolue 164; — accidentelles 247,
251 ; — admissible 8, 173, 194 (à peu près);
— sur angles 193 ; — d'arc 57 (une minute);
— de calcul 181 ; — causes 46 (énormes!; — de centrage correction), chances (réduites), 18; — voy. Collimalion; — compensation 182; — de définition 247 ; — élimi-
nées 63, 170: — évitées 94; — par excès 186; — d'excentricité 36 (évitée); — d'expérience 292; — facile 227; — de fermeture 8, 191 ; — forics 31. 173 ; — grossières 20 (impossibles); — importance 31 ; — inévitables 131 ; — insignillanlc 161, 1G5; — invraisemblables 194; — en l.illlude 40, 51 (une minute), 82, ., 84 ; — de lecture IG, 21 (impossibles), 247, 251 (supprimées); — limite W\ ; — en longitude 40, 51 (une minute), 78, 197, 301; — de.s mesures 193;
— négligeables 31, 158, 192, 199, 247; — d'observation 82, 83, 181; — ordre 2.34 (pendule simple : Paris), 302; — partagée 251 ; — de poiuté 2.50 (réduite); — |>ossible 2.->, IG7, 192, 252, 28'i ; — probables 173, 251 ; — voy. liéfraction; — relative 164; — de représentation 200; — résultante 84;
— soupçonnée 189; — à la surface de la Terre 62; . — systématiques 252; — de temps 51 une (seconde) ; — voy. Visée; — visible 25 (sur papier ; — 1, 5, 37, 190.
Escarpement 205 (définition), figuration).
Etais 164.
Etalons et dimensions terresiros 182.
Etat : voy. Courbes; — à supposer au temps zéro 312.
Etoi.es : champ 87 (et lune); — connues 69 (sériel; — déclinaison 79, 80; — deux 63, 64, 67, 72 (passage dans même vertical), 73; — emploi 80. si, 88, 90 (occultations) ;
— voy. Hauteur; — la même 188; — mouvement apparent 52; — parallaxe 58 (nulle);
— voy. Passage; — pointée 188; — projection terrestre 54; — tangentant fil 63;
— en topographie 201 ; — trajectoires apparentes 71, 76; — trois 69 (au moins); — visée 182.
Etriers en cuivre 188.
Excentricité : définition 139; — grande 313;
— voy. Laplace; — petite 313; — primitive 311; —production 316; — très petite
Excès sphérique : 149, 171, 172 (calcul), 173 iouiiiiiie vérification), 174 (tiers), 182, 191.
Expériences : voy. Abbadie (d), Airy, Daille; balance : types; Bouguer, Boys, Caven- 'dish, Cornu; — délicates 31; — difficulté 242 (matérielle), 244 (technique); — voy. Eotvos; — fictive 217; — voy. Force centrifuge; — intérêt 244; — voy. Krigar-Menzel ; — de laboratoire 295 ; — au niveau de la mer 284 (au bord d'un continent); — voy. OrfT, Pendule, Pesanteur (variations), Plantamour; — préliminaire 255; — réelle 221; — voy. Ricliarz; — dans sous-sol
Exploration par voie d'eau 198.
Facteur : d'attraction 211; — caractéristique 227; — de correction 226; et dénivellation 284, 289 ; — d'inertie 21 1 , 245 (masse;; — numérique 217 (introduit); — de réduc-
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lion 28, 113: — de transformation 101, 103, 109, HT.
Faire le point : et arpentage, par deux relèvements (simultanés; — d'un point;, 41;
— pour deux temps 49; — intersection de deux circonf. 113 ; — méthode 93 (cercle de hauteur] ; — voy. Navire; — nécessité 40; — et stigmographe 43; — sur la carte 51.
Faisceaux : de courbes 96, 98, 102, 129, 202 (images tracées), 203, 206; — orthogonaux 133; — de surfaces 217 (trajectoires orthogonales'.
Fauberts 4?.
Faye : et abandon par atmosphère 314; — hypothèse 2ST ; — pendule 280 (longueur), •2S.Ï ialtraclions trop fortes : volcans); — pesanteur 2ST (sur océans" ; — théories 286 (de la compensation), 319 (cosmogonique);
Fenêtre : avec crin vertical 19, —longue 22;
— dans règle 158, 160.
Fente étroite 19.
Fer 48 (armature, cadre ; — voy. Fils, Règles.
Fermât 210 (chute des corps).
Fernel 182.
Feux instantanés 190 (longitude : détermination).
Fiches : emploi 36, 182; — ordinaires, plombée. 5.
Figures : finies 113; — infiniment petites 113, 117; — semblables 98, 113, 117, 166, 200;
— spliériques 200 (infiniment petites); — voy. Terre.
Filets 48.
Fils : voy. Acier; —allongement 164 (et tension;, 255; — de caret 48; — de cocon 231 ;
— compensateur 255; — correction 234;
— courbure naturelle 164; — deux 72, 73;
— écartement 27; — écroui 222; — élasticité 222, 242 (influence); — enroulement 45 (précaution], 152 'sur disque circulaire), 164 (sur tambours); — de fer 44; — fins £30 (d'acier): Irè? 222, 234, 241 ; — forme 164; — galvanisé 45; — homogène 164 (sans rigtdilé}; — images 3S; — longueur 49, 164 (et corde), 255 (variations : compensation; ; — mesureur 164 ; — métallique 39 (chargé , 222 (argent recuit;, 244 (suspendu libremenl), 255; — de micromètre 232 (éclairés); — mobiles 25; — mou 222;
— non vertical 46; — pente 35 (non changée); — à plomb 4, .5, 16, 19.31 (long : photographié), 36, 38 (deux^\ 64, 72; direction 140, 196, 217,233; 157 (et rayon ter-
- rostre), 161 (à cheveu), 162 : et surface terrestre 166, 196 physique); 168, 188; dévialion 227, 289, 291, 292, 298, 299; 233 (et surf, des eaux tranquilles), 297 ; — prenant du mou 45; — propriétés 222 (réactives), 230 (élastiques); — de quartz 223, 224, 244;
— qui mollit 45; — recuit 244 (parfaitemenl;; — voy. Réticule; — rupture 46 (chances^ : — sans torsion 230, 242, 255 ;
— serrage 234 (pince supprimée); — de soie blanche 72; — de sonde 44 ; — de suspension 224,244; — tendu entre deux points 175; — tensions 44, 164 (constante); — torsion 222 (couple), ., 224, 230 'négligée; compensée), 242 (nulle); — transport 164; vieux 45; — 75.
Fischer 280, 303.
Flamsteed : projection 124, 130 (corrigée).
Flanc de coteau 201,
Fléau : 222,223 dimensions : réduction), 224
(rotation), 234 de balance^ Fleuves : déclivité 166; — gelé 162, 187. Flotteur 255, Flux : conservalif 208, 209; — envoyé 209;
— évaluation 212; — de force 273, 282 (théorème); — total 209, 273; — à travers : un contour fermé, une surface fermée, 209.
Fonctions : arbitraire 122; — choisies arbitrairement 98, 129; — interprétation concrète 98.
Fonds : 30; — concave, convexe, 47; — invisible 40; — voy. Océans; — température 46 (incertitude).
Fontanelle 184,
Force : action 307 (distances sensibles); — attractive 215, 289 (irrégularité), 311, 314;
— axifuge, axipète, 211; — centrale 208, 221, 311 (el potentiel); — centrifuge : et pesanteur 138 Ch, I, 277; et gravité 166 (potentiel résultant), 21 1 ; voy. Attractions, 210, 237 (expérience de cours) : à l'équateur 238, 273,278, 280,314; 270,271 (introduction), 272; densité négative 273, 282; 277, 319; — composantes 310 (et potentiel):
— constante 212; — continue 216; — deux 308; — direction 217: — discontinuité 215 (passage à travers une couche) ; — égales 214; — de la gravité 306 (et masse); — gravitiques 208 (réduction : force el couple), 280 (équaleur, pôle; ; — et intensité du champ 208: — non infinie 209; — nulle 217; -^ radiale 226; — supplémentaire 311; — àla surface 212; — unique 208; — variation 216 (discontinue); — vive 211, 276 (conservation).
Formules : et arbitraires 194: — barométrique 257;— du binôme 142;— voy. Borda, Bouguer; — calculées 284; — voy. Clairaul:
— classique 62, 148: — voy. Coordonnée;^ géogr. ; — développée 312: — empirique 193, 246, 249 (emploi), 284, 288; — fondamentales 55, 62; — voy. Garnett; — générale 288 (calcul numériquej; — incontestable 240 condilionsi; — voy, Laplace ;
— linéaires 100, 101; — voy, Mendoza, Meusnier, Xewton, Perpendiculaire à la méridienne; — de réduction 211; — simple 194; — se simplifiant 155: — voy, Taylor ; — de transformation 99, 101, 105, 122, 129, 130, 134; — de Irigonométrie : plane 174; sphérique 98, 177: — vov, \Veber.
Fournier (le P,) : projection 128, 135.
Frein et déroulement 45.
Frottement : accidentel 164; — sur Pair 224
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(amorlisseiiiriit accru^; — par l'oau 'i'i,'iG;
— éviliis 100,281; — existence 27i;, 27'J;
— négligeables -Ikn (liypotliùse); — notables 2:tl: — sur parois 223; — el poids Vi;
— supprimé lil'J.
Fuseaux : Us (imprimOs; plans), l'iS (surface).
Fusiyaiua 300 (pesanteur : accélération).
G : accélération 23'i (cm. par sec); — connaissance 292 (précision très-faible); — mesure 2i9 (et nivellement), 281;— voy.
Pesanteur; — terme variable 275 (calcul^;
— valeur moyenne 2,")7 (utilisée); — variations 239 (batliométre étalonné), 240 (avec la hauteur).
Galeries : ;i5, ., 37 (d'accès).
Galet 255.
Galilée ilo (travaux).
Garde-temps : 59, 77, 80, 82, 85.
Garnett sit (formule).
Gauss : iiiétliode 67 (latitude), 09 ; — projection 11;) (Conforme).
Gay-Lussac 257 (loi).
Gaz: molécules 310 (vitesses); — solubilité 40; — tliéorie cinétique 310.
Géodésie : et aplatissement 155; — appareils 229 (et niveaux) ; — classique 190 ; — difficultés théoriques 1; — essentiel 288;
— étude célèbre 295; — et Géologie 281;
— et irrégularités locales 194; — voy. Mesures ; — méthodes régulières 180 ; — problème 50 (proprement dit), 106 (position), 175 (difficulté théorique), 193 (classique : retour): — science des irrégularités terrestres 196 (à partir d'un ellipsoïde arbitraire de référence); — el topographie 50 (différence); — traités 172, 177, 180, 2S9; — 244,301.
Géodésiens : avis 280; — actuels 1, 181 Ch. IV ; — hypothèses 284 (recherche de paramètres normaux); — méthodes 4; — de profession 108, 195, 288; — du siècle dernier 1 ; — et vertu 188; — 253, 285.
Géodésiques (lignes) : 107; — arc 155 (longueur); — azimut : détermination 153, 107; 175; — définition 150 (élément par élém.), 175 (par plan ose), 180; — détermination 175, 176 (avec des piquets); — dans direction quelconque 175; — d'un ellipsoïde de révolution 150, . — ., 156; — équation différenlielle 150; — étude analytique 155; — fermée 152; — et hypothèse 175; — indéfinie 152; — normale au méridien 151,153, 178; — oscillant 154 (festons); — et parallèle 147 ; — le plus verticales possible 151;
— tangente au parallèle 151, 154; — théorie 180; — tour 154; — tracé 150 (procédé des peintres de carène), 175 (à la surf, terr.).
Géoïde : accessible 284, 288 (par le calcul);
— choix 281 (provisoire; — et continents 305; — creux 287 (relatif) ; — définition 281,
2S8, 302; — déformation 284, 287, 289, 304, (prés d'un conlinent : calcul, ; — détermination 283 (plus précise); — éliminé 288; — et ellipsoïde 190, 284, 287 (normal), 302 (de révolution); — étude '281 : — forme 281 (absolue), 288 (par rapport à la surf, pliysi(iiie), 302, 303 (calcul d'après les irrégularités de la pesanteur), 304 (variations locales près d'un continent);- ell'usiyama 300 ; — modification 305 ; — non indéterminé 288;— et pesanteur 281 (normale, 282 (calcul), 283 (valeur), 284 (géoïde nettoyé) ; — point 303 (hauteur au-dessus de la surf, de référence); — quasiment ellipsoïdal 2S'i ; — régulier 285; — vrai 284.
Géologie : 281, 289 (locale).
Germain 301.
Gibraltar 49 (détroit : courants),
Givry 110 (correction).
Glaces : accumulation i^lcrre ferme), continentales (attraction), 305; — de verre noir
Glaciers 305.
Glissières : horizontale 163; — verticale 30, 31; — 27.
Globe : construction 138; — matériel 93.
Godin I8S (expédition à l'Equateur).
Goniomètre : 1, 8, 12, .., 15.
Goulier : 10, 21 (régie à éclimètre).
Grades : 18 (et degrés), 20,21 (cinq).
Graduations : concentriques 43; — deux 250 (somnie des lectures}, 258 (en mm. de mercure et en hauteurs); — équidistnnce des traits 188; — sur ivoire 222; — en kilomètres, en longueurs de pas, 198; — mobile
Grabam 235 (pendule compensateur).
Grande Ourse 73 (;, t,).
Graphiques : P. Conslan 56; — des hauteurs 255; — paramètres 55; — usuels 28 (construc;ion); — 84.
Graphomètre : I, 49, 199.
Gravitation : voy. Constante; — loi 208, 210 (découverte), 221; 306, ,308; 319 (transformation : résultante); — spécialistes 320; — théorie 296; — universelle : principe 210, 306(cinq suppositions distinctes).
Gravité : action 224, 311 (et vitesse actuelle des corps agis); — cause 226, 275; — voy. Champ; — confusion à éviter 275 (gravité et pesanteur); — et distances 307 (raison inverse du carré); — due aux attractions d'un ellipsoïde de révolution 270; — équilibrée 31 8; — étude expérimentale 221,.—., 220; — et force centrifuge 166 (potentiel résultant), 211; — instantanéité 311; — loi 210 (découverte); — et masses inlerposées 245 (indépendance); — moyenne 271; — et pesanteur 208,.—., 320; — résultante 319 (et distance); — seule 277 (attraction); — variation 277, 280 (coefficient); — 310.
Griffes 250.
Gruey 73.
Gulf Stream 49, 281.
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Habitacle 'il.
Hachures : '^03, 2ûô.
Hann :io;>.
Hausteeu 280.
Haubans 2 (utilisation).
Hauteurs : voy. Angles; — angulaire 29 ; — voy. Astres; — cliangeraent 61; — complément 71; — corrections 58, 81, 2S4, 285, 303; — différence 168, 258 (calcul) ; — voy. Droite; — égales : niétliode 69, 71, 182; — fixes 255 (connues); — invariable 70, 83 (quasi); — voy. Lune; -maxi ma 70 ; — la même 67, 71; — mesure 32, 33, 57, 60, 64 (dans le même : vertical, cercle horaire), 80; — moyenne 292 (Pyrénées); — observées 67;— petites 171 ; — voy. Pôle, Puits;
— série 70 (à prendre); — voy. Soleil; — très différentes 37 (sommets); — vraie 81 ;
— zénithales 182, 295.
Hayf ord 286.
Hélice: propriétéfondamentale 152; — sorte 91 ; — tours : nombre 91, 95; — 206.
Helmert : 194 (ellipsoïde), 215 (théorie de la condensation), 280 (pendule : longueur).
Hémisphère : voy. Cartes.
Heure : à Brest 52; — calculs 59 (impossible), 81 (avec une étoile); — conservée 85; différence 85, 190; — des digressions 74;
— distribution par T. S. F. 86, 8*7; — indiquée 75; — internationale 86 (distribution); — n'intervenant pas 60; — d'un lieu 301 (et verticale); — locale 60 (exacte) ; 75, .— ., 84; 85,86, 92, 190, 191 (comparaison)!;
— voy. Méridien origine ; — moyennes 52, 75; — nécessaire 60; — voy. Observations ;
— origine 77; — Paris 52, 78, 80, 81, 86, 88, 92,93; — du passage : au méridien 59, 74 (de Paris : polaire), 77 (Soleil); 62 (erreur): — relard 75; — sidérales 52, 54 ; — de temps moyen : Paris 76 (Greenwich), 80; 77 (locale), 82, 85, 92; — transport 85 (longitude).
Himalaya : déviation de la verticale 296 ; — intérieur 289.
Homoïd : définition 259; — deux 262 (correspondance par points et par éléments de volume); — elliptique 259, 260 (homogène : action sur un point intérieur), 266 (potentiel en un point extérieur); — enlevé 274;
— homofocal, homogène (potentiel sur un point extérieur); 264; — infinité 267; — provenance 259; — voisinage 265 (variation du potentiel).
Hooke 210 (et loi de la gravitation).
Horizon : artificiel 70; — voy. Dépression, Ligne, Réduction, Tour; — 301.
Horloge : absence 59; — avance 282; — battements (variation par jour sidéral), emportée (période), 235; — invention 210 ; — marcliir 235; — (le précision 234 ; — réglée : sur temps sidéral 76, 234, 235; temps moyen 77 (local), 78, 86 (de Paris); 138 Ch. I en France), 190, 235 ; — 223.
Houle : forte 45; —oscillations 254, 255; —
négligée 44.
Hutton 295.
Huyghens : l;iS Ch. I, 183 (aplatissement),
■Jlo ^premiers travaux).
Hydrographie 40 (buts).
Hyperbole : 115, 226 (cubique). 307.
Hypothèses : absurde 309; — arbitraire 246;
— voy. Clairaul, Compensation; — conséquences 307 (et phénomènes observés); — voy. Couches ellipsoïdales; — à énoncer avec précision 301; — voy. Faye; — et faits 166; — forme de la Terre 50, 166 (ellipsoïde de révolution); — gratuite 166 (inutile); — inadmissible 310 (pour physiciens); — irréalisable 257; — voy. Laplace ;
— naturelle 166 (valeur, vérifications); — particulières 320; — précise : théorèmes déduits 208, .— ., 220, 259, .— ., 276; applications 221, .— ., 245, 246, . — ., 258; — simple 289; — voy. Sphéroïde de révolution;
— supplémentaire 309;— surajoutées 312, 315; — système 319.
Images : distances 33; — grandeur 4 (mesure), 25, 199; — lecture plus facile 247;
— et objet33 (rigoureusement semblables), 246; — petitesse 34; — superposées 38; — voy. Traits; — vues 232.
Inertie 198 (rôle).
Intégration automatique 255.
Interpolation : calcul 68 ; — graphique 68, 88; — linéaire 57, 59, 74, 82, 186; — suffisante 107.
Intervalles : jalonnés rectilignement 162;
— mesure nécessaire 164; — nombre 158.
Invar 164.
Iroise41.
Isostasie 286.
Itinéraires : 197 (cartes anciennes; — des pays neufs), 198 (sur terre), 206(di(rérenls).
Jaderin : méthode 164 (mesure des bases).
Jalonnage, Jalonnement : 2,3 (à l'aide d'une lunette), 40, 42, 162 (rectiligne), 163 (ordinaire).
Jalons : 1, 2 (définition, description), 161.
Jolly (von) : 240 (g- et hauteur), 243.
Jonction de l'Espagne et de l'Algérie 191.
Jour : date 77; — moyen 74, 77; — sidéral 74. 76, 93.
Jupiter : constitution 310; — satellites : voy. Eclipses.
Kater 234 (pendule simple : Paris).
Kelvin (Lordi : 57 (tables), 318.
Kepler : lois 210, 225, 306.
Kortazzi 57.
Krigar-Menzel 240 (expériences).
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Lacaille (abbé) : 189, 190.
Lacets 20G.
Laiton : 46 (étui), 232 (plaque avec trou cintral), voy. Règles, Tiges.
Lalande : 187, 188.
Lallemand : 27, 245 Cli. III.
Lambert : loi 205; — projection 104, ll'i.
Lame de plomb 1G2.
Lampes à l'éllecleur 251.
Languette ilo plaline 158 (graduée), IGl.
Laplace : capillarité ;i08; — condition 209, 277; — équation 208,211 (complétée), 277 ; — excentricité 270 ; — Exposition du Système du Monde :il:i; — figure de la Terre 166; — formule 257 (barométrique); Clairaut (condition) 275, 277 ; — globe terrestre 280 (constitution); — hypothèse 31.3, 314 (nébuleuse. atmosphère), 315, ...,319; — loi de la : gravitation 306, 307 (distances) ; relativité 309, .,311 ; — masse (luide homogène 272 (équilibre : durée du tour); — Mécanique céleste 276, 285; — pays volcanique 285; — et pesanteur 311 (propagation); — problème 276 (posé et résolu); — théorème 181.
Laponie 187.
Lapparent (de) : accumulation des glaces 305 ; — hypothèse de Faye 287 ; — théorie de la compensation 286.
Latitude : astronomique; différence 289, 294, 295; 292, 298, 299, 304; — calculée 180, 184; et observée 193, 195; 301; — connue 79; approximativement 84,88, 197; 92, 93,142, 155, 166, 172; — corrigée 40; — croissante 96 (variable de Mercator), 249 (surf, de niv.); — définition 59, 148, 184, 246 ; — voy. Degrés; — détermination 50, . — .,59, .— ., 70; 86, 166, 182, 289 (astronomique), 295; — deux 103, 142 (données); — différence 113, 167 ; 182, 183 (apparente), 188 (mesure), 189, 289, 295, 298; — égales 154; — voy. Erreurs; — par estime 68; — estimées 84, 86, 93 (deux), 94; — et forme de la Terre 50; — de France 301 (étal-major); — géocentrique 140,151; — géodésiques 289 (dif. férence), 292, 298, 299, 304 ; — géographique 93,140;— grandes 133,166; — maxima 110; — même 285 ; — mesurée 153, 180 (et calculée), 182, 193, 196, 289; — modifiée 181; — moyenne 61, 111, 113, 142, 148; — négative 121 ; — observations 291 (discordantes); — de Paris 228, 280; — petites 166; — quelconque 145; — réduite 140,152, 154, 155; — signification précise 166; — symbole 55 (/}; — très hautes 113; — valeur 59 (estimée); — variation 108, 148, 153 (la même), 177, 183, 193 (et arc), 249 (et surf, de niv. : distance); — au voisinage du pôle 70; —vraie 140, 152; — 42, 52, 96, 98, 107, 111, 114, ., 116, 118, ., 120, 129, ., 131, 135, 137, .141, 147, 156, 165, 176, 179, 228, 270, 275, 277, 280, 296.
Laussedat : 28 Ch. III, 32.
Lave : liquide 286 (sous-jacenle), 289; — mouvement 305 (dans cheminées volcaniques).
Lecture : 17 (arriére, avant) ; — voy. Erreurs; — précises 27 (impossible).
Legendre : arc de géodésique 155 (longueur) ; — équation 152; — intégrales elliptiques 155; — polynùmes 277, 288; — résultats l-)4: — théorèuie 172, 174.
Lentille : 27, 235 (lourde).
Levé (lever) : par cheminement 8; — au cordeau 85 ; — par deux tours d'horizon lo (triangulation type); — avec une équerru rectangle 7 (par coordonnées); — par intersections 10, 19, 29 (photographique) ; — par lieux géométriques 11 (recoupement, relèvement); — par mesure des longueurs 6 (levé au mètre); — voy. Pliotographie : emploi; — d'un plan de mine 35; — à la planchette 19, ., 21; — par rayonnement 9 (tour d'horizon), 19; — réguliers 34; — report sur le papier 8; — au théodolite de mine .36; — à vue 199.
Levée 201.
Le Verrier 301 (Observât, de Paris : latitude).
Levier : et niveaux 231; —et pas 198; — 255.
Liège 48 (morceaux).
Lien élastique 45.
Lieu : apparent 88; — géométrique 42 (recliligne, circulaire), 93 (cercle de hauteur);
— vrai 88.
Lignes : de base 164 (terrain varié) ; — de Cassini 155, 186; — directe 206 (de pente constante);— de faite 204 (arête); — de foi 19;
— de force 212, 217, 219, 274; — voy. Géodésiques (lignes) ; '^— d'horizon 31 ; — inaccessible 13 (mesure) ; — du loch 49 (direction), 91 ; — mesure 13, 174 (sur la Terre);
— de niveau ; voy. Courbes, 203 (définition analytique), 204,206; — nivelées 250;
— des nœuds 110, 115; — passage 163; — de pente constante 206 (problème); — la plus courbe 150 ; — de plus grande pente : voy. Courbes, 33, 203 (définition analytique); — des pôles 105 (cylindre coaxial), 115, 117, 121, 123, 127, 134, 138 Ch. I, 15'i, 183, 185, 193; — de référence 193; — de rivage 305 (scandinaviennes); — de sonde 45; — sur surface 196 (angles); — de visée 29, 116, 165 (parallèles), 183.
Liquides : ascension 309 (tubes capillaires).
Listing : 280. 303. .
Littrow 136 (projection).
Loch : 49, 91 (à bateau; — remorqué : Mas-
sey), 95.
Lois : voy. Aires; — approchée 217 (admise) ;
— vOy. Attractions; — complexa 308 (expédient) ; — de correspondance 262; — voy. Densité; — différentes 308 (actions simultanées): — diverses 313; — de la Dynamique 210; — fonction de la distance 214; — voy. Gay-Lussac, Gravitation, Gravité, Kepler, Lambert, Mariotle, Mécanique; — de la nature 288, :W7 (simplicité),
TABLE ALPHABETIQUE
309; — voy. Newton: — pliysique 308; — quaiitilative 210 (découverte); — de la relalivilc : voy. Laplace; — de Roche 310;
— simple 289 (posée apriori); — uniformes
Longitude : 85,. — .,90; — astronomique 304;
— calculée ; et mesurée 180, 193; 301; — choisie 131 ; — connaissance : approximative 59, 62, 70 (grossière); 76, 78, 81, 85, 92,93; — corrigées 85; — définition 52, 246; — voy. Degrés; — détermination 155, 166; satellites de Jupiter 183,197; 190 (feux instantanés), 289 (astronomique), 295; — différence 147, 154, 181 (mesure remplacée], 191, 197, 301; — voy. Erreurs; — évaluation 52; — expression 74; — fausse 183, 289; — et forme de la Terre 50; — géodesiques304; — géographique 93; — grande 131; —inconnue 77; — les mêmes 166, 181 (ou non); — en mer 82, 86; — mesure 193, 196; — modifiée 181; — nulle 111; — de l'observatoire 67 ; — positives 91 ; — signification précise 166; — symbole 55 (L); — variation 109 (la plus petite), 154, 177, 181 ;
Longitudinal : 92 (définition), 103, 108, 109.
Longueurs : échelle 200 (déterminée ?); — évaluation 95; — exactes 119; — horizontale 164 (à mesurer); — immergée 44; — mesure 5, 35, 167 (directe : à la surf, de la Terre), 223 (délicate); — moyenne du pas 198; — réelle 202 (liorizontale); — représentative 94 (sur carte) ; — unité 210 (anglaise); — variations et humidité 161, 188;— vraie 158.
Lorgna 120 (projection).
Loritz 126 (projection).
Loupe : emploi 34, 158, 104; — grossisse, ment 27; — rùle 182.
Loxodromie : arc 110; — définition 108; — emploi 110; — image 94, 109; — infinité 109; — nature 108 (spirale); — pratique 110; — réelle 109 (tours successifs); — 105.
Lumière : loi 307 ; — mouvement 311 ; — solaire 308 (pression de radiation); — vitesse 288, 295, 311; — zénithale 205.
Lune : action 228, 232; — apogée 308 (mouvement); — ascension droite 87 (variation), 228; — atmosphère gazeuse 310; — déplacement 87; — diamètre apparent 88; — disque 138 Cli. I; — distances 87 (au Soleil, aux étoiles), 88, 210 (au centre de la Terre), 227, 316 (à la Terre); — éclipses 138 Ch. I, 106; — équation séculaire 311 (explication); — matériaux 310; — mouvement 208, 210; — parallaxe 58 (en hauteur), 106 (calcul); — potentiel 288 (rigoureux, connu) ; — et réfraction moyenne 58 ;
— révolution sidérale 210; — vitesse 311- Lunette : et alidade 182; — d'alignement
(réglage, emploi) 3, 8; — anallati<iue 25; — autocollimatrice 30 (horizontale); — voy. Axe; — azimut 31; — et chiffres 16; — coudée 21 (pelile); — deux 171, 182; —
éclairées 250; — étalonnée 25; — immobile 75, 250; — inclinaison 27, 250 (légère);
— méridienne 63; — mobile 30 (latérale):
— à niveau 251; — objectif 25; — parallaclique 79; — en porte-à-faux 36; — réglée 247, 251 ; — voy. Itéticule ; — retournée 63 [sur ses tourillons), 104 (sur colliers);
— rotation 38,175; — de tliéodolite 60, 71, 162;— tournant 17 Ch. II, 18 (petite), 21, 246: — verticale 232 (sorle);— 19, 188, 189. 222, 230, 248.
Madrier de : chêne 161, sapin 158.
Maelstrùm 49.
Mailles de réseau 250.
Mairan (de) 184 (poids et surf, terr.; — théoréme).
Mangin 191 (projecteurs).
Manipulations excellentes 72, 230.
Manomètre : 46 (à air comprimé), 239 (anéroïde).
Marées : détermination 40; — de l'écorce terrestre 233; — de l'Océan 232; — semidiurne 255 (réduite,; — solaire 233 (mise en évidence); — 281.
Marégraphes : 253,254 (principe), 255 (construction; — M. totalisateur).
Mariette : loi 46, 257.
Mars : 310 (matériaux), 316 (et Phobos).
Maskelyne 290, 295 (mont Schehallien).
Masses : abandon 314 pendant contraction) ;
— voy. Actions; — agissantes 209 (voisinage), 249, 281 (disposition modifiée; — augmentation apparente 234; — calcul 278 ; — compensée 292 (Pyrénées) ; — condensation : au centre 212, 213, 220, 221, 226, 240, 277; 279,318 (nébuleuse); — connues 243 (attraction); — contenue 286 (colonne verticale); — continentales 305 (émergées : diminution); — déplacement 217; — distribution 208 (continue), 213 (quelconque), 289 (irrégulière : croûte terrestre), 309; — éloignées 216 (action); — voy. Facteur d'inertie; — fluide 273 (immobile : équilibre sous forme sphérique), 276 (tournant trop vile : forme d'équilibre définitive); — homogène 235; d'abord 270 (fluide); — inertie 306 (et masses voisines);
— interposées et gravité 245 (indépendance), 306; — intervenant 208, 211; — liquide 256 (déplacements horizontaux), 272 Jiomogène en équilibre); — en mouvement 311 (deux : action); — multipliées 223; — voy. Planètes; — pleines 240 (en cuivre); — et poids 208; — punctiformu 208, 209,' 213; — en rotation 273, 314 (sens direct); — sphérique 221 (attraction), 298 (intérieure : surf, de niveau) ; — voy. Sphéroïde ; — suspendue à ressort 239 ; — voy. Terre; — totale 221, 261 (d'électricité), 276 (conservation), 310 (pression; modification;, 313, 314, 319; voisines 216 (action).
Massey 91 (loch).
TAULE ALP/IADKTIQUE
Massifs de mni;onnerie Ifri.
Matière : isc, i inarniue, excès), 308 (iiualité esseiiliclle', lil.') (l'iiuatoriale).
Hauperluis : ICI (mesure des bases), 1G2 (alignement : rivière geléo), 187 (cxpOdilion au Cercle arctique), 189, 235 (horloge : marche 1.
Maurepas (de) 187.
Mécanique ; cùlesto Uid (et forme précise de la Terre), 194 (et irrégularités locales), 280; — lois 312 (jeu), 320; — théorèmes
Méchain : travaux 183, 294; — triangulation 1G7, l'.i.i.
Hédimarémètres : 254 (principe), 255 (construction).
Mendenhall 300.
Mendoza 89 (formule).
Ménélaiis 13 (théorème).
Mer : abaissement graduel 305; — voy. Attractions; — au-dessous 286, 287; — voy. Distances; — éloignement 233 (observations) ; — fond 47, 25G (perturbation locale), 287 (température); — voy. Niveau;
— pesanteur 238 (mesure); — profondeurs 47; — salure 256,281 ; — surface : moyenne 138 Ch. I, IC6; 157, 184, 196, 281 (réelle et pesanteur), .302.
Mercator ; voy. Cartes; — projection 93, 94; 108, 109 (conforme), ., 111 (image d'un cercle), 112 (en tenant compte de l'aplatissement), 113 (mesures, constructions), 114 (transverse); 119 (retour), 200; — voy. Variable.
Mercure : colonne 238 (pression à sa base), 239; — cuve 232; — planète 319 (mouv. direct); — surface 70 (horizon artificiel).
Méridien : voy. Arcs; — aspect 137; — astronomique 181; — azimut 65 (connu); — cercle. 191; — courbe représentative 93; 133; —définition 71, 166 (par observations astron.) ; — voy. Degrés ; — détermination 71, .., 74; 174, 182; — deux 148; — direction 76; détermination astronomique 174, 180; — équation 115, 116, 133; — faisceau 133; — forme 137; — géographique 18,41, 91, 96, 98, 108; — géométrique 181; — de Greenwich 85; — images 106, 109, 120, 135, 136; — indéterminé 70 (au pôle); — limite 124; — local 77 (passage : Soleil), 80, 94.
— magnétique 18, 35, 41 (apparent, vrai)j 91, 92; — le même 165; — de Moscou 299;
— moyen 132 (image: ; — orientation 181 ;
— origine 59; heure 75 (moyenne), 78, 85 (transport), 87, 93 (exacte); 94, 111, 117,
130, 154, 178, 197 (lie de Fer); — de Paris 53, 54, 59, 62,67,68,74,85,176; —du point 176; — principal 106, 107, 115, 116, 127,
131, ., 133, 136, 156; — quart 142; — quelconque 111; — successifs 108; — superpo.
sables 195; (non);— tracé 199; ^ 103,110, 124, 167, 177, 178, 181, 197, 200.
Méridienne : arcs : 1°, 141, 183; 142 (deux connus); mesure 167, 179, 185, 294; calcul 174, .— ., 181; — de Bayeux 195; —calcu-
lable 174; — définition par rapi)ort au réseau, déterminée complètement, 174; — Dunkorquc-PariS-Darcelone 107, 183, 294 (arc : extrémités); — équation 277; — images 119, 121, 126, .— ., 132, 1,34, .,1.36;
— longueur 174 ; — de Paris 195 (et aplatissement) ; — Pérou 294 (arc); — voy.
Perpendiculaires; — principale 107 (parallèles); — do Mézièros 195; — voy. Rabattement; — représentation 102, 128; — voy. Sphéroïde; — terrestres 01 (longueur), 96; — de Toulouse 292; — tracée 176; — 152, 182, 183.
Messine 49 (détroit).
Mesures : voy. Aires, Angles; — angulaires 29 (excellentes); — voy. Appoint; — approximation 200; — astronomiques 296;
— voy. Azimut, Bases ; — brutes 188 (corrigées), 248 (déduites du nivellement), 280 (précision); réduction 28'i, ..., 288; — sur cartes 113 (de Mercator}, 200; — chronométriques 77 (approximation); — combinaison 246 (deux espèces); — concordance 194; — coordination 277; . — ., 288; — discussions 194; — voy. Distances; — exactilude (vérification) 172, 173; — géodésiques 177 (et coord. géogr.), 181 (erreurs), 194 (et ellipsoïde terr.), 196 (isolées), 277 (interprétation), 278, 280, 296; — voy. Hauteur, Lignes; — linéaires 166 (directes);
— locales 194 (essentiellement); — voy.
Longueurs; — lunaires 288 (potentiel); — nombre 247 (augmenté); — voy. Occultations, Pendule, Pentes, Pesanteur; — polaires 189; — précise .30; — précision 25, 161, 166, 193, 223 (et dimensions de l'appareil), 247, 295- (doublée); — voy. Pression ; — ramenées au : niveau de la mer, géoîde, 284; — résultats 224 (unités), 281 (bruts : réduction); — superficielle 194; — tachéométriques (précision) 25, 247 ; — voy. Vitesse.
Méthodes : par alignements 6; — voy. Angles horizontaux. Arpentage, Arpenteur, Cadrans solaires, Cassini II, Chasles; — classique 72; — des coïncidences 235; — voy. Faire le point; — de l'ausse position 68 (très rapide); — voy. Gauss, Géodésiens ;
— graphiques directes 20 (comparaison) ;
— voy. Hauteurs égales, Jaderin; — des moindres carrés 69; — numériques 20 (comparaison); — voy. Papier calque, Poggendorf; — simplicité disparaissant 33; — voy. Snellius; — tachéométriques 199 ; — voy. Talcott-Horrebow, Topograplies, Tour d'horizon; — usuelle 82 (heure locale en mer).
Mètre : calcul 142; — définition 148, 221, 294 (température : 8»); — légal 250.
Métronome 237 (en rotation : pendule horizontal).
Meusnier 14i (formule).
Micromètre : emploi 188 (étalonnage); — à fil horizontal 63 (précis, étalonné);— oculaire 21, 27; — 25, 26, 232.
TABLE ALPUABirriQUE
Microscopes : deux 15!), 163; — glissant
•224 ; — plusieurs 1G3 (quatre).
Midi : moyen 54 (de Paris), 59, 62, 67, 78, 82 ;
— vrai ô'J.
Mille marin : 91 (valeur en mètres), 93 (représenté par 1 mm.), 113, 137, 147 (et minute sexagésimale).
Miues : carreau 37, 38;— magnétique, non maRni'liquc tlover au cordeau et à la boussole suspendue), 35; — plan (orientation) 37, 38; — voy. Puits.
Minute : 19, 37 (une à 10 km.), voy. Cartes, 147 (sexagésimale : à la suri', de la Terre).
Mires : auxiliaires lllS; — en bois 161 (sapin de III); — à compensation 250; — compensatrices 158; — crin vertical 19, 22; — à deux traits, distance, 25; — divisée 27 (inutile); — éclairées 251; — excentrées 36 ; — extrêmes 163 ; — horizontale 25, 27 ;
— image 25 (grandeur); — lointaine 164;
— longueur 25, ., 27, 251 (utilisée); — et niveau 247; — parlantes 16; — position 250, 251; — à poste fixe.37; — talon 250;
— variation périodique 250; — verticales 25, 246, 251 ; — à voyant 16 ; — 2, 38.
Miroir : 30, 222, 224 (fléau), 230, 231 (petit : de galvanomètre), 232 (horizontal), 244 (deux).
Mollvyeide-Babinet 128 (projection).
Moments d'inertie : 166 (principaux : sphéroïde terrestre), 222 (mesure), 223 (multiplié), 224, 234, 235 (d'une masse homogène), 241 (augmenté); ellipsoïde 276, 278 (de révolution), 288; 314.
Monde : actuel 319 (espace); — tel que nous le voyons 312.
Montagnes : attraction 285, 289, 294, .., 297;
— chaîne 289 (forme, densité, déviation de la verticale) ; — décomposilion en prismes 295; — formation aux dépens de la croûte sous-jacente 284 ; — hantes 37 (proximité) ;
— hémisphérique 297 (attraction); — pied 209; — posées 285 (simplement; — sommet 289; — sous 286.
Montures de laiton 158 (et glissement).
Morin 27 (catalogue).
Mouiller dans courant 49.
Moulinets à ailettes 48.
Mouvements : angulaire 315 (d'ensemble);
— apparents 52 (astres); — célestes 210 (et pesanteur : causes); — circulaire 314 (accélération); — directs 319; — diurnes
229 (amplitude), 238 (à l'équaleur); — d'ensemble 166 (rotation uniforme); — d'horlogerie 255; — des nœuds 306; — planétaire 313 (direction); — relatif 232 (mesuré), 305 (observés) ; — rétrogrades 313, 316, 319; —
— de rotation 313, .315 ; — du sol 229, 232, 253, 305; — tourbillonnaires confus 319;
— de translation 313; — voy. Univers.
Mur 164.
Nadir 38 (visé).
Nangen 70.
Nautical Almanach 85.
Navigation : conditions 147; — loxodromiquc 105; — méthode des cercles de hauteur 111 ; — ortliodromique 110.
Navire : conduite correcte 86: — déplacement 95 ; — direction 49; — faire le point 93; — fer 91; — loin de toutes côtes 87;
— longitudinal 92; — marche assurée 85;
— passage 255 (vagues); — point 113 (détermination); — position 41, 42, 92; — route 91, 103, 238 (et indication du baromètre) ; — sûreté 83 ; — à vapeur, à voiles, 197; — vitesse 49, 91 ; — 45.
Nébuleuse : et anneaux émis 315; — atmospliiriques 318 ; — initiale 314 (atmosphère : iiypolhèse); — primitive 319 ; — pulvérulentes 318, 319; — restante (vitesse angulaire), secondaire, 316; — 310, 312.
Neptune : dislance au Soleil 319; — orbite 318; — satellite 313, 316, 319.
Newton : aplatissement 183,272; — densité moyenne terrestre 221 ; — déviations locales 297 ; — figure de la Terre 166; — formule 44; — hypothèse 307: — loi 166; et ses conséquences 208, .— .. 220; 288, 289; .306, 307 ; 308 (hypothèse de Clairaut), 309 (insuffisante), 314, 320; — pesanteur 184, 210 (et mouv. célestes : mêmes causes); — théorème 214, 220, 260 (généralisation), 310.314; — 1.38 Ch. I.
Nicolosi 135 (projection).
Niveau : à bulle 1, 3, 15, 70, 163, 229, 250; — différence 246, 251 (détermination); — double 19, 30 (réglé); — d'eau 1, 15, 182, 229;
— des eaux 302 (surbaissé, surélevé) ; — emploi 18, 161, 166 (légitimé), 229; — fixé invariablement 229; — hauteur changée 246; — immobile 17; — indications 229 (variation); — installation 247; — et leviers 231 ; — à Innette 1, 15, 23, 164, 246;
— de la mer 24B Ch. III, 256 (uniformité), 286, 292, 302; 305; — moyen 252 (Méditerranée : Marseille); mers 253, 255 (définition, détermination); existence 2,55, 256 (en chaque point de chaque mer; — voy. OrlT;
— de pente 23 (de Cliézy); — voy. Plantamour; — position 10 (indilTérente), 247 (et mires), 248, 251 ; — réglage 3 (deux); —de réglage 19, 22, 70; — réglé 246; — sensible 63; — sphérique 16, 163, 250; — des terrasses 305 (défaut de concordance); — utilisés par retournement 229; — variable périodiquement 254; — 18.
Nivelée : 247 (conditions optinia; définition théorique; longueur maxima), 251 (raccourcie).
Niveler : 15, 246 (définition).
Nivellement : actuels 253 (précision); — des arpenteurs 246; — barométrique 257 (formule), 258 (marche); — de Liourdaloiic (France) 252, 253; — par cheminement 17; 246, . — ., 256; — complément indispensable, complet, 249; — définition 16; — difficulté théorique 245 Ch. III; — direct 1 ;
— éludes générales 276 Ch. V; — général
TABLE ALPHABÉTIQUE
Je la l'rance 27, 247 (réglu), 250, 2jl (locliniinio opératoirel, et nivell. de Dourdaloue 252 et 253; — géoilésique 258; — grandes surfaces 246, .— ., 258; — de haute précision 2'i5 Cli. III (Trailé), 250; — el hauteur au-dessus du niveau de la mer 2S2; — indiqué 207; — indirect 1; — vuy. Mesures brutes; — nationaux 256; — et planimélrie 1 ; — de précision 158, 161,256 ,et niveau des mersl; — proprement dit 2i5 CI]. III et alliludes), 2'i6; — par rayonnement 17; — si^nilication théorique ■-48; — vov. Sondages; — el surfaces de niveau 196,2'i9 Jornie); — tachéométrique -6; — théorie 16; — topographique 1; — utilité 1,246; — zéro 256. "
Nœuds : distance »1 {ligne de loch) ; — voy. Mouvements.
Nombre MS (existence réelle).
Nord : magnétique 11; — vrai U, 3'.
Normale : à ellipsoïde 138 Çh. I ^terrestre), 270 gravité, pesanteur); — grande 131, 140, lil, 146, 177, 178; — intersection 176;
— petite 140; — prétendue 180; — 150.
Noyau initial (de Laplace) : 314, 317, 318
(central : formation).
Nutation .-calcul évité 74; — éliminée 188;
— intervention 62, 187,194; —théorie 278.
Objectifs: achromatique 232; — axe optique 29 tconventionnel, réel, 30; — champ 29, 31, 33; — décentrement 31; — déplacement 30; — non achromatique, ouverture, 182; — position moyenne 31; — rectiligue 29, 33 (et sans distorsion); — spéciaux 29;
— supprimé 30 ; — 34, 159.
Observateur : au centre de la Terre 8"; —
consolation 168 ; — équations personnelles 191 ; — position 171 ; — trois, un (suffisant), 88; — et univers 309.
Observations : astronomiques 166 (et forme de la Terre), 197 (antérieures au xvii° siècle, 295 ; — circumméridiennes 60; — deux 95; — difficultés 168; — d'explorateur 62 à terre); — heure, méridiennes, 59; — voy. Polaire; — réelle 87; — simultanées 188; — unique 93, 94.
Observatoires : Genève 284; — la Marine (Toulo.n), Jlarseille, Nice (Mont Gros, 301 ; — Paris 86 (et Tour EitTel), 107 (méridien), latitude 292 et 301; — petits 295;
— Toulouse 292 (altitude, latitude).
Obturateur 33 (rapidité).
Occultations : méthode 90 (longitude).
Océans : abaissement local 305 (près des
cùles> — altitude moyenne 252 ; — Atlantique 281 ; — fonds 47 (convexei, 284, 286;
— marées 232 (verticale : déviations): — mouvement 305 (en masse); — niveau dos eaux 302, .305 (élévation moyenne; variation); — et pesanteur 284; — profondeur 47; — sondage 239; — surface movenne
Oculaire : voy. Champ; — commode .36; — à lits mobiles, grossissement fort, 25; — micrométrique 232 (autocolliniateurj; — 27, 1.59.
Œil : place 2, 22, 105.
Œilletons : 22, 36.
Ofliciers : géodésiens 181 Ch. IV; — des montres 85.
Opérations : équivalentes 175; — géodésiques 107, 172, 180 (discussion); — réelle 175 : — vulgaires 181 Ch. IV.
Orange : peau 2'il, 244 (irrégularité locale).
Orff : i^xpériences (niveaux) 229, 232.
Orientation du plan : 37 (tunn(.lsl,3S mines à puits).
Orion 188 (a).
Orry 107.
Oscillateur : 223, 224.
Oscillations : amorties 72, 254, 255; — amplitude 229 (totale), 254; — annuelle 229;
— voy. Clapotis ; — complexe 2.54 ; — durées 222, ., 224, 230 (et sensibilité), 236 (la même), 237, 242, ., 244; — éliminées 255;
— voy. Houle; — influence diminuée 239;
— insignifiante 235; — pendulaires 222, 280 (nombre), 282 (plus nombreuses), 303 (et géoide), 309 (durée) ; — petites 23i (isochrones), 242; — voy. Périodes très courtes;
— régulières 222; — retard, semi-diurnes, sensibles, 254; — temps considérable 235;
— verticale 198.
Outhier (abbé) 187.
Pagel (Louis) 84.
Pancker (V.) 280.
Panthéon : lanterne 301 (latitilde).
Papier : bande sensibilisée 255; — calque
43 méthode); — hygrométricilé 20;
mouillé s'allongeant, pâte, 138; — quadrillé 207.
Parabole : 60, 115.
Paraboloïde de révolution 300 (attraction verticale).
Parallaxe : calcul 166; — correction 88; — et hauteur 58; — voy. Lune.
Parallèles : arcs 143 (de 1° : longueurs), 185 [el arc de méridien : comparaison; ; — aspect 137 ; — cercles 96 (petits), 98, 195 (non parfaits); — circulaires 133 (non concentriques); — commun 153; — courbe représentative 93 ; — définition par obser\-alions astron. 166; — degrés 131 (allongement);
— deux 11, 148; — à une droite donnée 15; — équation 115, 116; — extrême 111 (images); — faisceau 133 (défini); — forme 137; — et géodésique 147; — à l'horizon 98 almicantarats); —images 106,120,121, 126, 129. ., 131, 133, ... 1:36; — limite 123;
— longueur 121, 130; — mesure indirecte 1S5; — moyen 103, 120, 130, ., 132, 197, 200;
— représentation 102, 124, 125, 128;
tracé 176(?), 199; — vraie grandeur 131, 140; — 103, 123, 177, 178, 186.
TABLE ALPHABÉTIQUE
Parallélogramme ; 98' (élémentaires), 99
(pelil : ain).
Paramètres : r,:., 5C, 59, 180, 25'i, 27'i, Tn\
— normaux 28'i, 287 (reclierclie), ., 289 (grand problème); — 302 (deux), 306 (d'inertie : niasse), 310.
Pas : et distances 199; — moyen 198.
Pas-de-Calais 'i7.
Passage : inférieur 201 (en topographie); — au méridien : vo.y. Astres; Polaire 62, 73, 74; 67 (point vernal); étoile 78 (heure locale), 86; — à niveau 201; — dans premier vertical 65; — simultané 73 (dans un vertical); — voy. Soleil; — supérieur 201 (en topographie).
Patte d'Oie 201.
Pays: dimensions 138; — disposition relative 137 ; — montagneux voisin de la mer 284; — neufs 197 (cartes); — quasi plainier 202; — surface 148 (formule utilisée); — volcanique 2-5.
Peary 70.
Peaucellier 27.
Peirce 280.
Pellicules cylindriques 29.
Pendule : avance 226 (puits de mine), 298 inar iour); — battant la seconde : longueur IS' "34 280; 298;^- battements 280, 282 (et'iiâutèur), 309 (étalon); -compensateur 235; — déplacement 231 (petit); — deux 38 (oscillations : amortissement); — voy. Déviation pendulaire; - double 234; - emploi 191; — entretenu par poids 235; — équilibre 230 ; — expériences 194 (résultat), 302 (formule); - forme 235; - formule 279 (coefficient); — fréquence 280, '-82; — horizontaux 190, 230 (Rebeur, Perrot-ZoUner), 233 (plusieurs), 237; - des horloges 161 (sapine; — invariable, libre, 235; — longueur 285 (Quito et bord de l'océan Pacifique); — mesures 280 (résultats), 306;
— voy Oscillations pendulaires; — période 235 (expression), 306 <et substance); raccourcissement 138 Gli. I; - réversible 236- — rigidité 235; — simple 234, 237 (équivalent : longueur), 280 ; - et unité de temps 309; - vertical 196, 230, 231 (Darwin).
Pentes : appréciation immédiate 205; — arbilraire 206; — ascendantes 31; — sur carte 100; — constante 206; — définition 22 202; — descendantes 31; —détermination 21, 35, 37; - donnée 206; - des droites rectangulaires loi ; — égale : voy. Courbes: — voy. Fils; — grandeur approchée 205; — imposée 206; — limites 251 (routes, cliemins de fer); - maxima 203; _ mesure 22, 101, 164 (corde), 205; — plus grande : voy. Courbes, Lignes; — rapide 285; — représentation 203; — toutes 3G; — très faibles, valeur numérique, variation (scn.s), 2o5; — 20.
Perches en bois : 161 (étalonnées), 187 (de sapin), 188.
Périodes efTets 233 (lunaire, solaire); —
égales 234; — glaciaires 305; — mesure par comparaison, pendules (entretenu, libre), 235; — très courtes (oscillations), 254, 255; — valeur 234 ; — variations 244 (ordre),
Perpendiculaires : à une droite doimée 14; — à la méridienne 107, 153, .., 156 (distance au parallèle; rapprochement de deux); de Paris 176, 184, 301 ; 178 (formules), 186 (arc : mesure).
Perrot 230 (pendule horizontal).
Perspective : centrale 123 ; — correcte, ordinaire, 29; — du terrain 33; — théorème 32; — 98.
Perturbation locale 289.
Pesanteur : accélération 217 (val. moyenne), 227; — accroissement 282 (en s'cnfon<-ant dans la Terre), 287; — action 237 (supprimée), 242 (supposée nulle); — calcul 282 (sur le géoîde) ; — et centre de la Terre 184; — champ 234; intensité 239 (variations), 309; 241 (au voisinage d'un point), 242; — composantes 241; — confusion à éviter 275 (pesanteur, gravité); — continuité 220; — voy. Couples; — définition 184^ (a priori), 275; — déviations locales 192,190; — déviée 304; — diminuée 234; — direction : par rapport à la surf. terr. 166, 184; 217, 275 (détermination dans l'hypothèse de Clairaut); — à l'équateur 217, 238, 249 (mininia), 272, 275, 277, 278, 280, 314 (Soleil); — étude : expérimentale 234, .— ., 245; 276 Ch. V (locales); — excès 302; — expérimentale 283, 303; — et fil 164; — formule représentative 249; — et fréquence 226 (pendule); — voy. Géoîde, Gravité; — intensité 196; du champ 211 (et nature du corps soumis), 217, 222, 239, 289; 226, 238 (en mer), 240 (difTérence), 246 (déterminalion|; mesure 248, 249, 289; 257 (constante); variations 275, 280 (du pôle à l'équateur); 277, 282, 286 (modification), 295; — à l'intérieur de l'ellipsoïde 274; — irrégularités 280 (locales), 303 (et forme du géoîde); — mesures 238 (en mer), 24G (directes); coordination 277, .— ., 288; — moyenne 271, 283; — voy. Océan; — au pijle 217, 249 (maxima), 275, 280; — potentiel 211, 217 (total : surf, de niveau); — propagation 311; — résultante 211 (gravité et force axifuge); — et surface : des mers, moyenne 138 Ch. I, 166 cl 281, 157, 281 (réelle); physique de la Terre 281 ; — travail 246; — en un point 275; — valeurs 284 (représentation); — variations : loi 217 (approchée), 251 (formule) ; locales 217, 251; au voisinage d'un point 219, 241 (étude du champ) ; 226 (puits de mine vertical : descente), 227 :par Lune), 234 (premières expériences), 235 (pendule invariable), 236 (pendule réver.-ibh^), 238 (de l'équateur au pôle), 240 (avec la hauteur; bloc indéfini traversé), 275, 277 (totale),' 280 (coefficient), 285, 28G (due à la croule), 287 (explication).
TABLE M.I'IIADKTIQVE
Peson i'. - .ilr .
Petit -.wl l'> renées), iVi.
Petite Ourse : l'paule 72 (fi); — voy. l'olaire.
Phéiioiuèiies : asironomiques 194 (el forme de la Terre ; — capillaires, au contact, 308; —explication 320; —extraordinaire 313 (?) ; — intellectuel 295 (le mémo); — intensité énorme 229; — lents 25'i; — locaux 229, 2S6; — pérjodicité, phase, 228;
— réels :!ln: — des terrasses 305.| Philosophie naturelle : 259 {Traité : Tait et
Tlioiii^on),2SS (notions l'intéressani;.
Photographie : emploi 29 (principe), .— .,3'i.
Photolhéodolite : 30, 31 (réglages).
Picard alilié : ICil mesure des bases), 182 ^lravaux\ 183, 187, 188, 210, 234 (pendule simple).
Pièce métallique 162.
Pied : à coulisse 2.34; — romain 165.
Pieux plantés : 162, 163.'
Pinnules : voy. Alidade; — objective, oculaire, 22.
Piquets : 2 (dénnition, utilisation), 3, 16, 162. 164 (fort), 176 (géodésique : détermination), 246 (courts), 250, 251 (retour sur les niéraes).
Plana 29;).
Planchette : 1, 19 (description, usage), 20 inconvénients, diverses), 21 (horizontale), 29 (.précision), 32, 199.
Planètes : angles apparents 225; — atmosphères 310; — densités 225 (moyennes), 310; — distances à la Terre 225; — intérieur 310 (densité : loi de variation). — masses225, 3l0(etconslitulion); totale 313, 319 ; 316 ; — moyens mouvements autour du Soleil 311 ; — orbites 210 (hypothèse), 309 (durée de révolution), 313 (excentricité), 316; — et satellites 208, 225, 306 (de Jupiter), 31 1 , .,313, 315, 316, 319 ; — etSoleil 208, 210, 306 (action), 311, 313, 319; — système 313 (éléments); — volumes 225.
Planiniétrie : connue préalablement 28 Gh. III; — correcte 33; — définition 1, 6;
— détermination 33 (pays de plaine): — erreurs 31 ; — pays accidenté 33; — théorique 201 (et signes conventionnels).
Plans : d'atterrissage 1 12 : — azimutaux 88 ; — coïncidence 176 ; — échelles 200 ; — horaire 69; — horizontaux 4, 15 (balayé), 37, 157, 161 (dilTérents), 175, 202, 234 (poli), 240 (deux); 216; — indéfini 215 (action) ; — matérialisé 38; — voy. Mines; — de mouillage 112r— voy. Orientation; —origine 92 (des azimuts); — osculateur 150, 175, 219;
— parallèles 241,246 (horizontaux), 259; — quelconques 319; — de référence 29, 157, 246 (changement), 257 ; — en relief 207 ; — de symétrie 41 (longitudinal) ; — tangent : et sphère 1 (erreurs), 101, 115, .., 118, 150, 174, 175, 180, 247 (balavé), 248; distance 259, 261 ; 275; — vertical : décrit 3. 31, 38, 163; 51 (deux), 71 (azimut), 74, 98, 120 (image), 161 (le même), 162, 167, 171, 175, 176 (du point).
Plantamour(Ph.): niveaux 229 (indications),
Plaques : attraction 216; —interposées 306;
— voy. Laiton ; — matérielle 224 'présence);
— métallique 163; — photographiques :
horizontale, inclinée, 33; ordinaires 29, 34; orthochromati(|ues 34 ; fensibililô 33, :t4; verticale 30; — de porcelaine dégourdie 254, 255; — rectangulaire 158 (graduée).
Plaquette en porcelaine 250.
Plateaux : voy. Correction: — doubles 240;
— sous 286.
Plâtre 207.
Playfair 295.
Plomb : balles 48; — filé 44 (descente, remontée) ; — au fond, inertie, lAché, 46; — perdu 44.
Podomètre 198.
Poggendorf : méthode 222, 224, 230, 244.
Poids : augmentation 240; — connus 164;
— diminution, doublé, 240; — équilibré par ressort 239; — faible 46, 241; — fixé 2:}0; — gros 45; — invariables 164; — lourd 231 (assezl : — voy. Masse ; — mesure 234, 240; — petit 45; — supporté 318 (atmosphère); — tenseurs 164; — variable 233; — variation continue 226.
Poincaré (H.) : 273 (théorème), 308.
Pointes : horizontales 230; — huit 161; —
— inférieure 231 (pendule : déplacement);
— mousse 234.
Points : anguleux 220; — asymptolique 108;
— d'attache 255 (déplacé) ; — sur cai le 93, 200 (échelle déterminée): — de cassure 175; — central 118. 131; — choix convenable 33; — commun 11; — voy. Corps:
— correspondance 262 ; — correspondants 98, 259, 263 (distances) ; — voy. Cote ; — définis 16, 32 (identification); — déplacé 95;
— dernier 93 (déterminé) ; — détermination 10 (précise), 11, 93; — deux 162, 164 (distance horizontale), 167, 175, 247 (sur surf, de niv. : condition), 289 (même méridien) ;
— distances 16 (verticale;, 33, 137 (retrouvée) 147, 164, 196; au géoide 282, 283; 289 (directement mesurée), 302 (au centre de la Terre; variations); — éloigné : visé 3 (image), 31 ; 169 (extrêmement; ; — d'équilibre 217; — estimé 94; — extérieur 212 (couche sphérique : action), 221; — extrêmes 246 (distance : nivellement'.; — voy. Faire le point; — figuratifs 29, 56 (cherché); — fixes 91, 253 (■'); — grand 93; -
— homologues 259, 261, 269, 309, 310; — images 106; — inaccessible 11; — d'inflexion 110, 111; — intérieur 214 (couche sphérique : action); — intermédiaires 163, 248; — au jugé 10; — matérialisation 36; de même : azimut, hauteur, 29; — nivelé 282, 283; — nodaux 29, 31; — non désigné 179 (par objet); — position 96; — réel 94; — rencontrés le long d'un cheminement 276 Ch. V; — repérés 31, 115; — et routes 91, ..., 95; — situation sur carte
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107 ; — de station 19 ; — de la surface : terrestre 240 (propriétés); d'un ellipsoïde de révolution 270 (attractions); — de suspension 72 (fixe, mobile); — de tangence lui;
— transport sur canej-as 197; — vernal 53 (y), 54,02; passage au méridien 67, 74 (de Paris): 69, 78 (angle horairel, 80 (distance horaire); — visé 168 (précisé); — voisinage 218 (surf, de niveau); pesanteur 219 (variations), 241 (champ : étude); — vu d un autre 207; — de vue 29, 105, 115, ., 117, 121, 123, 126, 127, 134.
Poisson : 209 (équation), 273 (théorème).
Polaire 2 Petite Ourse) : ascension droite 62, 74 ; — coordonnées 62 (marche en 1915), 73; — digression : la plus grande 74, 182: — distance zénithale 62; — emploi 73; — observation 62 (latitude d'un lieu), 74 ; — voy. Passage au méridien ; — pointée 182.
Pôles : changement 114 (cartes) ; — coordonnées 116: — de froid 287; — géographiques, géométriques, 96; — hauteur :
au-dessus de l'horizon 59, 182; 70 'des Etoiles; du Soleil); — image 115; — latitude 130; — voy. Ligne; — de méridien 107, 178; — position 70" (détermination : précisions 130; — propriétés 98 (géographiques ; — situation quelconque 98, 115 ;
— de la sphère céleste 52; — voisinage 106, 108, 116,133, 138;— 103, 111,118, 121, 123, 126, 131, 134, 141, 145, 147, 148, 156, 177, 183, 184.
Polyèdre : circonscrit 175, 281 ; — construit 193 (et figure de la Terre sans hypothèse) ;
— et Terre 166.
Polygone ; articulé 27 ; — calcul 35; — d'erreur 10: — extérieur 169;— fermés 8, 250, 251 (écarts de fermeture) ; — France 250;
— funiculaire, position, 35; — remplacé par polyg. parallèle, sommets, 36; — superficie 12; — topographique 1, 26.
Polynômes : voy. Legendre.
Porro : mesure des bases 163: — théorème
Ports : entrée 42.
Portulans 197.
Postel (Guillaume) : projection 118.
Potentiel : applicable 288; — coordonnées
241 ; — créé 213 ; — définissant corps 277 ;
— différence 246 (donnée essentielle) ; — voy. ElUipsoîde plein; Force : centrale, centrifuge: Homoid : elliptique, homogène, voisinage; — introduction 241; — voy. Lune ; — magnétique 288 ; — de masse 208 ; — nevs tonien 209 ; — voy. Pesanteur ;
— résultant 166 (gravité et force centrifuge); — voy. Sphéroïde, Terre; — total 211, 217 (surf, de niv. : pesanteur;, 277 : — et travail 298; — uniforme 260 ; — variations 209, 220, 265.
Pouillet 280.
Poulies : 4.-i, 164, 255.
Poutre : 100 ;de fer), 109 (verticale : des clochers).
Pratt : 286 (théorie de la compensation), 289 (grand problème : recherche des paramè-
.. très normaux), 296 (Himalaya).
Précession des équinoxes: 02 (intervention', 100 (explication), 194, 278 (théorie).
Précision : augmentée 247. 2.50: — voy. Cartes;— due 181 Ch. IV; — à espérer 31,192; — illusoire 280; — insuffisante 42; — inutile 2o; -r- limitée 18, 40, 190; — médiocre 20; — voy. Mesures: — obtenue 191; — ordre 29: — perdue 35; — suffisante 28, 40, 107, 192, 199; — valeur 22:
— voy. Visée.
Prépetit-Foucault 125 (projection).
Pression : atmosphérique (barométrique)
46, 238 (mesure par deux procédés), 256 (et niveau moyen de la mer) ; — considération 304; — définition (corps liquide) 309, 310; — voy. Densité; — maxima 46 (atteinte : mesure); — mesure 310 (et dimensions des astres); — de radiation 308 (lumière solaire): — et température (mesure simultanée), variation (loi), 258.
Principe : voy. Aires, Archimède, Gravitation universelle ; — intéressant 198 ; — voy. Vases communicants.
Prisme : attraction 290; — voy. Montagnes : décomposition ; — de plomb 240 ; — à réflexion totale 21, 36.
Probabilités calcul des) 186.
Problèmes : analogue 299; — voy. Cartes: ^ complication logique 301 ; — ,voy. Cosmogonie: — difficile 96 (à tort), 277 (très) ;
— difficulté spéciale 40 ; — voy. Douves; — facilité 231; — fondamental 53, 167; — forme de la Terre : énoncé 193 (général), 196; — formules 35; — géodésique : voy. Géodésie; — grands 210 (solution : continuité), 289 ^Pratt), 302 (deux), 319; — de l'heure locale 76 (temps moyen); — hiérarchie faussée 320; — d'hydrographie 40; — indéterminé 206, 232, 246, 277 (semblant). 319, 320 ; — indispensable à la géographie 183; — insoluble 196 ('? ; — intérêt 241 (local), 320; — du jalonnement 2 (aspects équivalents) ; — voy. Lignes de pente constante ; — manière de le traiter 72; — nature 194 (non saisie), 320; — néfastes 288 (aujourd'hui); — observateur et univers 309; — pratiques 83 (précision exigée ; — résolus 55 (à vue), 196 (théoriquement, pratiquemenl) ; — voy. Routes;
— soluble 282; — des trois corps 308; — usuels : voy. Arpentage ; — 11.
Procédés : complexe 28 Ch. III;— généraux
40; — incertain, photographique (valeur)
régulier 28 Ch. III
Professeurs: 137 (de géographie), 170.
Profil iO' (construction».
Profondeur : 44 (détermination): voy. Mers,
Océans ; 46 (relativement petites, variation
et atmosphère, verticale).
Projecteur : voy. Mangin.
Projections : à aires conservées 124, 125,
128, 130; — voy. Albers, Apianus-Cabot,
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Aplatlssemenl, Arago, Bonne, Cassini III, CoUiynon ; — sur cône : litnp;cnt 121, 122; sécant 1-23; — conforme u'i, lO'.t, 111, 117, 119; — coniques 119 123; 2CK»: — correctes lie au voisinage du pôle) ; — sur cylindre 105 (coaxial à la ligne des piMcs), 121; — voy. Etoiles; — élude généraleOS ;
— voy. Flarasteed,Fournier(le l'.),Gauss ;
— globulaire 135; — gnomoiiique 115; — honiaiograpliique 128; — horizontales 8, 11.'), 13'i; — voy. Lambert, Littrow, Lorgna, Loritz; — marines 03; — voy. Mercator: — mode 197 (clioix); — voy. Mollweide-Babinet, Nicolosi; — normale au cône 123: — oblique 13'»; — orthodromique lo.'i (cylindrique^ 115; — orthogonale 122 , conique); — ortiiograpliique llu (polaire), 12G: sur un méridien 127, 128; — perpendiculaire à la ligne des pcMes, par perspective centrale, 123; — sur un plan tangent 115, .., 118; 193; — polaire 115 (centrale\ ., 117; — polyconique 132, 133 (à parallèles circul. non concentr.) ; — voy. Postel (Guillaume), Prépetil-Foucault; — propriétés générales (non modifiées) 98; ^ voy. Sanson-Flamsteed; — sens du mot 98; — voy. Signaux; — stéréograpliiques 93, 117 (polaire!, 1.34 (horizontale et oblique) : — systèmes 96 (divers), 137; — trapézifornie 103; — "usuelles 102 (classiûcations) : — en vraie grandeur 103, 117, 123 ;
— voy. Werner; —zénithales 98, 116, 118 (équidistante), 120; — 95 Ch. IV.
Prudent : voy. Schrader.
Poissant : 173, 195 (éloge académique), 284 .
Puits : de mine 38,39 (hauteur); vertical
(descente) 226, 282; — profonds 233; —
dans roche 232; — 255.
Pyrénées : attraction 292 (à Toulouse), 294 ;
— intérieur 289.
Quarts : voy. Cercle, Rumbs.
Rabattement: delà méridienne 180; — parties de courbe 175; — sur le plan tangent 174; — de point 175.
Raccordement : 29 (facilité), 37 (galeries de mine : directions).
Rapporteur : emploi 8 (peu précis), 43, 109.
Rattachement: 38 (difficile; simple), 162 (aucune difficulté).
Rayonnement : voy. Aires, Levé, Nivellement.
Rayons : de courbure 141, 142, 144, 145, 148, 177, 183. 184, 185 (le même), 193, 218 (expression ; principaux), ., 220 ; — équatorial 142 (calcul), 185, 193; —maximum 151; — voy. Réfraction atmosphérique, Soleil; — terrestre 91, 140; moyen 149, 173; 157 (direction), 165 (mesure) ; équatorial 172, 180; 174, 182, 210, 220, 221, 226, 227; — verUcaux 205 (éciairement).
Rebeur : pendule horizontal 230, 232.
Récepteurs de T. S. F. : emploi 85, 86.
Recoupement 11.
Rectangles : potits (aire) 90, 99; — spliériques l'iS iiire).
Rectification : arc d'ellipso méridienne 142.
Réductions : arbitraires 2K(i, 281 ; — au centre do la station 168, 169; — considérable 34 : — diagramme, facteur (cos ï, cos' »), 28; — à l'horizon 168 (angle), 171, 182, 186, 188, 193; — des mesures brutes 284, ..., 288; — au niveau de la mer 182, 188, 280 (?), 285 (pendule); — des triangles 192 (et forme de la Terre); —25, 27.
Réfraction : atmosphérique, intervenant 183 et 258, courbant rayons 246 et 247 ; — complications 145; — correction 88; — erreurs dues 63 (éliminées) ; — et hauteur 58, 81 ;
— intervenant trop 62.
Refroidissement : et contraction 318; — et
densili, effet, 314; — superficiel 287 local).
Réglages : ancien et actuel 182; — faciles
à imaginer 163; — en hauteur loo; — de
l'inclinaison 230 ; — voy. Phototliéodolite ;
— précision, rapide, 70; — vertical 164. Règles : allongement 158 ; — bimétalliques :
voy. Borda, Briinner; 163; — de bois 158, 161, 182 (deux), 250; — courbe 138 desdessinateurs); — de cuivre 158; — divisées 16 (en cm.); — double 250 (fer-laiton) : — à éclimètre 32, 199; — équation 16; — de fer 158, 159; — flexible 138, 158, 160: — voy» Goulier ; — graduation 16 (origine) ; — graduées 224, 246; — horizontale 27; — inclinaison 161; — de laiton 158, 160; — longueurs 157 (connues), 158 (variable), 234 ;
— minces 158; — voy. Mires; — de platine 158, 160(indié); — réelle 27; — talons 16; — température moyenne 158; —utilisation 4 : — verticale 255 (sur roche marine): — de zinc 159.
Réglettes divisées 164.
Reich : voy. Baily.
Relèvement : à la boussole, au compas, 41;
— définition 11, 92; — direct 94; — magnétique 41 ; — usage 92; —vrai 41 ;— 19,40.
Repérage : voy. Clichés; — en temps de
guerre 3i.
Repères: commodes 137; — consécutifs 251;
— définitifs 250 (en fonte : à console, cylindriques), 251 : — se déplaçant 2.33, 253 (Avignon : gare); — invariables 159, 188;
— lunette 182; — provisoires 250; — scellés 164 (distances); — système 137; — verticaux 31; — 162.
Report sur le papier : voy. Levé.
Représentation : conforme 103, 200; — correcte 196; — exacte 119 (surun parallèle) ;
— sur globe 138; — plane 50 (propriétés), 99 (en vraie grandeur : équivalente); — sans signification 196; — systèmes 137.
Réseaux : compensation 173; — côtés 180 (calculés); — voy. Courbes nivelées; — extrémités 188; — fondamental 168, 250, 251 (vérification des opérations); — géodésique : de premier ordre 180 (achevé); françaisl92,250, 251 ; -hauteur 188 (moyenne) ;
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— ordre inférieur 251 ; — perspectifs 31 ; — principal 107 ; — sommet 179; — de triangles 37; élablissement 1G5, .— ., 181; 182 (13), 196, 289.
Ressort : équilibranl poids (allongement et pesanteur), propriOtés élastiques, 239; — spiral 75 (cylindrique); — 21, 198.
Résultats .islronomiques etgéodésiques 180 (comparaison).
Retenue 201.
Réticule : fils, vertical 3 (déplacement), G6; croisée 38, 246; 71 (croisement), 182 (en croix), 192, 250, 251 (trois); — de lunette 164, 189; — 31, 159.
Revues techniques 45.
Riccioli (le P.) 183.
Richarz 240 (expériences^.
Richer 138 Cli. I.
Roche : voy. Lois; — 317 (anneaux : forma. tion).
Roches : densité 226 (loi), 285, 300 (moyenne) ;
Rond-point 201.
Rose des vents 198.
Rotation ; observation 230 (mesure); —sens 319 (nébuleuses secondaires, planètes).
Roue touinant 237 (axe vertical).
Rouleaux 160 (liorizontaux, verticaux).
Roulis 238 (effets).
Routes : et carte plate 103; — changement 197; — à choisir 109, 147; — construction 206; — et déviation 92; — direction 197 (par boussole) ; — étalonnée 198 ; — à flanc de coteau 201 ; — longueur 109 (jusqu'au pôle);— loxodromique 197; — de montagne 251 ; — parcourue 94; — voy. Pentes: limite; Points; — problème : navigation 108, 109; — rampe 251 (forte); — rectiligne 162 (approximativement); — réelles et conclues 49 (écart) ; — saines 40; — système, tracé, 216 ; — 250.
Ruban d'acier ; 5, 8, 35.
Rumbs :91, 198.
Sabine 280.
Sablier 91.
Saigey : 196 [Petite Physique du Globe), 280 (pendule : longueur), 284 (travaux), 291 (Chimborazo), 302 (excès de pesanteur), 303 (forme du géoide). 305 (théorie).
Sanson-Flamsteed 124 (projection).
Saturne : 87, 310, 313, 319.
Saut 75.
Savitch 2.S0.
Schehallien (mont) : 290, 295 (déviation de la verticale; constitution).
Schmidt 2,so.
■ Scbrader : 27; — Allas Schrader-Prudent- Antlioine95 Ch. IV, 137.
Scorpion ; a 78, 81.
Scott 70.
Scylla 49 (rocher).
Seconde 23'i (sidérale; — de temps moyen: unité de compte).
Segments: capables 42,43; — si>hérique30o
(attraction verticale).
Sénégal 42.
Service hydrographique 45.
Sextant : "utilisation 43, 51, 60, 67, 70, 79,87,
Siemens 239 (bathomètre).
Signaux : et appareils d'observation 169; —
azimut isl ; — sur croupes 37; — drapeau
186 (blanc); — échange, équidistants, 191 ;
— horaires 86 (schèmes); — imposés 168 (quasiment); — lumineux 190, 191; — nocturnes 186 (feux); — placés d'avance 161;
— projection 168 (dans ; ciel, terre); — radio-télégraphiques (T. S. F.) 86; — terrestre 49; — visé 181 ; — visibilité 168; — 166,171, 175,182.
Signes conventionnels topographiques 201.
Sillons rcctilignes 162 (croisée).
Simplon : 37 (tunnel), 28'i (percement).
Sinus verse 89.
Snellius : méthode 167 (triangulation), 182;
Socotora 41.
Sol : constitution 241 (intervention); — déformation 233; — densité 289; — voy. Déplacement; — fléchissement périodique 233; — immuable (rigide) : supposition 228, 232; — et mer 289 (côtes); — voy. Mouvements ; — pente 241 (moyenne) ; — sous 295.
Soleil : action 228, 232, 306 (sur planètes), 308; — ascension droite 78, 80, 81, 86, 228; — voy. Attraction solaire; — bord inférieur 60; — éliromosphère, constitution, 310; — contraction 318 (clialeur); — coucher 245 (azimut) ; — couronne 310 ; — déclinaison 59, 60, 68, 70, 79, 82, 86; — demi -diamètre apparent 66 (tables); — voy. Distances angulaires; — emploi 82;
— formation 319; — hauteur 59 (maxima)» 68 (deux), 70 (au Pôle), 82, 86 (vers midi), 88; — image 70; — lever 245 (azimut); — masse 313, 314; — moyen 52, 54, 59, 62; mouvement 68, 78, 138. Ch. I; ^4, 76, 77, 80, 82, 85, 86; — voy. Neptune; — noyau central et pression 310; — parallaxe 58; — passage : dans un vertical 66 (latitude); au méridien 70, 76, ., 78, 85; au zénith 165;
— photosphère 310; — voy. Planètes; — position 85; — rayons 161 (directs), 165 (et puils); — et réfraction 58; — tables 85; — utilisé 59, 68 ; — vrai 59, 68 (mouvement), 76, 77, 82, 85; — 312,313.
Sommets : 30, voy. Triangles, 38 (de puils).
Sondages : 'il, 15 (sans fond), 46 (en marcije : par mesure de la pression), 47 (résultats généraux).
Sonde divisée 2557
Sondeur 15.
Souillagouët 56.
Sphère : voy. Attraction; —céleste 52 (points do la surf. terr. : représentation), 53 (mobile : position); — chemin le plus court 105, 108, 110 (et loXodromie), 147; — con-
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centriqucs 2'i6; — de couches concenlriquos 310; — creuses 222 (quatre), 2'jO (deux); — défliiilions à connaître 137; — deux 221 (altraclionl, 222, 224, 240; — Oxc 53; — formation 319; — géodésiques 152 (grands cercles); — hétérogène 226; — homogène 210, 2G9 (lliéorènie : généralisation), 272(dori)rméc par rotation ; aplatissemenl); — métalliques 4'» [et eau), 222 (et mercure); — obtention 138 (globes);
— oscul.itrico l'iij; — pesantes 222 (boules de plomb;; — de plomb, quatre (pleines, vides), 2iû; — remplacement 1 (par plan langent); — susiicndue à lil très fin 234;
— et Terre 50; — terrestre 52, 90 (rayon), 157 (et surf, des eaux), 220, 221, 226; — 176, 177, 181, 185, 208.
Sphéroïde : allongé, aplati (notablement), 195; — attraction 277 (théorème de Clairaul); — hétérogène 281; — homogène 27 9; — immobile, masse (calculable), 277;
— méridienne 288 (équation); — potentiel 277 (forme), 288 (expression) ; — de révolution 181 (non), 277 (hypothèse); — symétrie 284; — terrestre 166,194 (axes princ. d'inertie), 286 (sphère concentrique; surface physique).
Spirale 108 ilogarithmique ordinaire; sphérique).
Stabilité : 222 (grande), 273 (remarques).
Stadias 4.
Stades 165.
Stadimétrie 23.
Stations : ly, 26, 27, 29 (deux), 30 (pointés), 169 (à choisir), 168 (choix), 170 (et directions), 187 (convenables), 295 (quatre).
Stebnitski (général; 296.
Stigmographe 43.
Style 255.
Suède 253 (cote : sol).
Supports : centre 36; — coulissant à crémaillère 23; — invariable (temps court), variations (étude), 229; — à vis calantes 18, 19, 70; —4, 30, 160, 164.
Surfaces : arbitraire 301 ; — de comparaison 281, 302; — concentrique et homothétique, conductrice, 261 ; — conservation 137, voy. Aires; — courbes 5û (non développable), 241, 247; — délormation 106; — deux 259 (homothétiques,; — de discontinuité 216;
— distance mesurable 217; — des eaux tranquilles 157, 166, 246, 281, 289; — équa.
lion 193; — d'équilibre 166 (masse fluide homogène), 281; — équipotentielle 166; sections 218, 242 (principales; 241, 264, 265; — flux 209; — forme 153 (méthodes), 175, 193 (recherche : possibilité), 196, 248, 249 (imposée), 276 Ch. V, 288 (absolue); — de la France 1!j5 (deux nappes); — voy. Fuseaux ; — hypothOtiques 251 (de niveau);
— inconnue 196; — irrégulières 289; — isothermes 287 (rapprochement); — libre 44 (des eaux), 277, 304, 317; — limite 275, 317; — vOy. Mer; — de niveau 166, 196, 217 (du potentiel total : pesanteur); études
218 (au voisinage d'un point), 276 Ch. V (locales); 220, 245 (les mêmes); nivellement 246, .—.,258,277; certaine 281, 288; déformation 289, ;— ., 298 /par masse sphériquc intérieure), 299 (irrégularités en terrain plat), .— ., 305; 317 (atmosphère gazeuse); — orientation 229; — parallèles 2'ir,, 248 (définition) ; — voy. Pays; — plane 50; — polie 175 (parfaitement); — poreuse 255; — quelconque 170; — de référence 157, 196, 246 (plan horizontal), 248, 251, 303 (ellipsoïdale), 304, (quasi sphérique);
— de repère 233 (se déplaçant) ; — de révolution 151, 176, 181, 246; — solide 184;
— sphérique 214 (décomposition) ; — sphéroidale 196 (non applicable); — terrestre 52 (points : représentation sur la sphère céleste), 138 Ch. I (verticale.), 148 (aires), 157 (arc extrêmement petit), 165, 160 (et (: fil à plomb, eau), 175 (géodésique : tracé), 176, 180 (moyenne), 181 (départ d'un point), 184 (solide ou eau?), 193 (et verticale); physique 196, 281 (forme; et pesanteur), 288 (étude); 196 (problème), 210 (gravité), 227 (point), 246 (portion restreinte ; nivellement , 277, 289 (hypothèse), 301 (remplacée par sphère), 302; — totale 138, 148 (Terre; France); — tracé expérimental 248 (surf, de niv.).
Suspension à la Cardan 239.
Svanberg : 187, 189.
Système : cosmogénique 284; — d'équations 56 (à résoudre;; —équilibre 230, 318 (mécanique) ; — d'homoïds 260 (séparément homogènes); — incohérent 193; — oscillant pendulairement 222 ; — planétaire 31 1, 313; fornMition 314, .—.,320; — polaire 98;
— voy. Projections, Repères, Représentation, Routes, Voies ferrées; — zénithal 98.
Tables ; arcs de 1* (méridien, parallèles) 143, 182 ; — angle avec le méridien du vertical passant par la Polaire 74; — des carrés (des : COS., sin.) 25; — de conversion 53, 62 ; — voy. Déclinaison; — de la dépression 58; — à double entrées 56 (deux), 61 (doubles), 84; — distances lunaires 87; — entrées 55; — de l'excès sphérique 172; — des intégrales elliptiques 155; — des lignes trigdn. naturelles 81; — de Lord Kelvin 57 (Kortazzi, Collet), 94; — numérique 31, 51, 55; — Pagel 84 ; — des parallaxes de la Lune 58; — des plus grandes digressions apparentes 74 (Polaire); — point vernal 80 (distance horaire au Soleil moyen); — possession 76; — relatives à Paris 80,88; — voy. Soleil; — spéciales 89; — variable de Mercator 97; — vérification 92; — 177.
Tachéomètres : 1, 27 lautoréducteurs; — perfectionné : principe, difficultés).
Tachéométrie : 25,..., 2s.
Tait 259.
TABLE ALPHABÉTIQUE
Talcott-Horrebow : métliode 6S (latitude : diiloniiiiiation).
Xalous de fer : voy. Règles.
Tangage 238 (effet).
Tassin 183.
Taylor 177 (formule).
Télégraphie sans fil (T. S. F.) : 75, 8.". (récepteurs), 86 (signaux), 87 (heure : distribution).
Télémètres 4.
Téléobjectif 31 (utilisation).
Température : action 75 (huiles, spiral, ...);
— connues 158 (différentes), 164; — constante 46, 158; — voy. Courbes, Eau, Fonds;
— et humidité 305 (alternatives);— la miSme 235; — modifiée 244; — moyenne 158, 257, 287 (Sibérie); — et pression 258 (mesure simultanée); — uniforme 158; — usuelle 164; — variable 158; — variations 85 (erreurs dues), 222 (et position d'équilibre) : extérieures 223, 229; 233, 244 (évitées), 255, loi257(?), 258; — variétés 316 (sans nombre).
Temps : astronomique, civil, 80; — différence 69; — inscription 223 ; — lunaire 233 (groupement des observations); — mesure 223; — moyen 52 (de Paris); local 52, 59, 74; 53 (conversion en temps sidéral), 59 (du méridien origine du lieu); heure 68, 76 (locale); 75, 77, 80, 82, 85, ., 87, 234 (seconde); — origine 312; — sidéral : à midi moyen 53, 54, 62, 67; 65 (mesuré), 69 (à retrancher), 75, ..,78, 234; — solaire 233 (inégalités périodiques); — vrai 59, 82; — zéro 312 (définition).
Tension : voy. Corde.
Termes : 162 (de basé), 174 (correctifs), 201 (usuels : en topographie).
Terrains : coupe 207; — ferme 162; — horizontal 205; — incliné 5 ; — magnétiques, non magnét., 35 et 38; — non découvert 198; — plat 162 (et horizontal), 299 (surf, de niv. : irrégularités); — varié 164, 198,
Terrasses d'alluvions 305 (étagées).
Terre : action 308 (sur la Lune), 311 (du Soleil); — aire totale 106 : — voy. Aplatissement; — assimilation 221, 240 (à splière);
— voy. Axe ; — centre 184 (et pesanteur) ;
— voy. Circonférence, Couches terrestres; — croûte (écorce), 194, 196, 233, 286 (sur lave), .., 289 (masses : distribution), 295 (constitution géologique), 305 (mobilité);—déformable 233;— densité moyenne 211 (écorce), 220, 221 (mesure), 225, 22G, 240 (von Jolly, Richarz), 272, 277, 278, 281 (entre géoide et surf, physique), 282, 284, 291, 295; — dimensions linéaires 309; — distance à la Lune 316; — élastique 233 ;
— ellipsoïde 177, 183, 184, 193 (abandonné), 194 (probabilité théorique : nulle); —figure (forme) .50 (cl détermination des coord. géograph.); hypothèses 50, 91; 96, 107, 115,138 Ch. I; 139, .— ., 153, .., 156; 157, .—.,164; 165, — ., 181; 182, .— ., 196; 197, .— ., 207; 208, 220, 226, 227, 259, 272, 306 (régu-
lière); — fluidité 194 (probable : i\ l'origine); — voy. Géoide; — grandeur 91, 165 (première estimation), 182; — hétérogénéité 226 (conséquence); — homogénéité 166, 226;— irrégulière 193, .,195; — masse 225,227; — matériaux 194 (intérieurs), 310;
— noyau 194; — ombre 138 Ch. I, 166 ; — parties superficielles 245 ; — potentiel 288; — voy. Rayon terr. ; — représentation 103 (cartes plates); — et Soleil 319 (âge);
— voy. Sphère terr. ; — sphéricité 145 (méth. de Cassini II), 166, 177, 178, 186 ; — supposée immobile 54; — voy. Surface terr.
Téton : 250, 251.
Thalweg 204.
Théodolite : 1, 3, 17 Ch. II, 20, 25, 29, 30, 36 (de mine), 37 (deux) ; — 38 ; — 51 (emploi : astron. appliq.), 62 (latitude : détermination), 63, 66, 70 (rùle d'équatorial), 71, 79, 83, 162 (régléî, ., 164 (sorte), 171, 175, 182, 199 (portatif), 301 : — voy. Lunette.
Théorèmes : voy. Apollonius, Clairaut; — déduits: voy. Hypothèse précise; —élémentaires 15; — fondamental 14, 2.36 (corps tournant autour d'un axe) ; — voy. Laplacc efVillarceaUjLegendre; — mathématiques classiques 219; — voy. Mairan (de). Mécanique, Ménélaûs, Newton, Perspective, Poincaré, Poisson, Porro; — utilisé 215 (Electricité statique).
Théories : cinétique, voy. Gaz ; — voy. Compensation ; — delà condensation, voy. Helmert; — cosmogoniques 312, .— ., 320; — voy. Faye, Gravitation; — physique 308.
Thermomètre : 158 (peu sensible), 235 (plusieurs).
Thomson 259.
Tige : d'acier 235; — à ailettes courbes 91 ;
— de fer 163; — horizontale 230 (à] peu près), 241 (creuse); — de laiton 235; — de liaison 159; — longue 240; — métallique 235; — rigide 175; — surchargée] à ses bouts 241 : — verticale 230 (presque)';
Toise : des Cassini 189: — du Châteletde Paris 182; — étalon 188; — en fer 187; — et longueur du pendule 182; — de Maupertuis 189; — de Paris 182; — de Picard 189; — et stade 165; — 186.
Toit : arête 70 (position) ; — protecteur 161,
Top : 60, S6, 88 (heure).
Topographe : difficulté à surmonter 32 ; — méthodes 4.
Topographie : 1, .—.,49; —définition 40; — difficultés théoriques 1 ; — d'exploration 164; — voy. Géodésie; — intérêt 244; — et montagnes 289 (chaîne); — proprement dite 199; — questions diverses 35, . — ., 49; — souterraine 35, ..., 39; — voy. Termes usuels.
Torsion : 243 (détermination), 244 (ordre).
Tourbillons : 49, 319 (régularisation).
Tour: Eiffel 86; — voy. Géodésiques (lignes),
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II(!licc; — d'Iiorizoa 9, lo (deux;, 17, 19, 29 {rempli), 170 (tnétliode) : — indnitù los ;
— do Monllliéry 168; — nombre 235 (détermination); — sidéral 87 (Lune); — signal 168; — successifs 109; — de vis 63 (nombre).
Traîne A fauberl is
Traits : do l'alphabet Morse 86 (série) ; — en croix 162. 16:5; — déplacement 158; — deus 27, li'i2: — distance 27, 16't (exacte); — effaçables facilement 93 ; — épaisseur 199;
— équidistance ISS; — espacement 205 ; —
— fixité assurée 27; — forcés 205; — forts 202: — de graduation 163 (pointés); — gravés 25 (deux), 27; — grossis 27; — image 26: — intervalle 26; —largeur, multipliés, 205: — noirs 163, 250 (fond blanc); — de repère 16'« (croisée), 250 (deux): — verticaux 2i4: — zéro 21, 22: — 16, 222.
Tranchée : 201, 281.
Transformation : compliquée 125 (analytiquenient): — conforme 102, 109, 111, 117, 120; — voy. Equations, Facteurs, Formules; — orthomorphe 102 ; — propriétés générales 98 (et particulières), 100, 13i (inchangées); — quelconque 100: — rapport UX) (carré), 102; — symétrie loi.
Trapèze US (aire .
Travail,: calcul 283; — et dénivellation 217 ;
— expression 217,283; — mesure 249; — et potentiel 298; — total 250 (coût).
Traverses 7.
Trépied : l'S, 19, 36 (supports); lourds, massifs, 160, 163; I6i (alignement approximatif .]
Treuil : i5, 91 (petit, très mobile).
Triangles : accolés 193 (vide, double emploi) : — appliqués sur une surf, arbitraire 301; —.calcul 182, 186 (au fur et à mesure);
— voy. Chaîne; — choix 10, 168 ; — cotés 167 (longueurs, azimuts), 174 (rectilignes);
— délinition 176 (à la surface terr.); — déterminés 182, 193 : — d'erreur lo ; — géodésique 172, 174, 193 (déterminé parfaitement , 196, 289; —mesurés 166; — orientation 167, 175,180, 182; — petit 192; — plan 163 (blanc), 174, 182; — de position 55 (définition), 57; — propriétés 312; — raccordés à base 182; — ramenés à l'horizon 301: — voy. Réductions, Réseaux;
— sommets 37, 193; — sphériques : aire 149, 172; 155 (résolution), 171, 172 (cotés petits); chaîne 174, 180,., 182; — superficie 12, 174: — utilisés 149; — 107.
Triangulation : condition défavorable 37 ;
— définition 1; — effectuées 194; — fameuses 4; — géodésique 10, 149, 199; — géographique 199; — grandes : voy. historiques; — graphique 20; — historiques 182, .— ., 196; — modernes ISl Ch. IV (importance théorique), 191 (jonction de l'Espagne et de l'Algérie' : — petite 38 ; — pratique, précision 199; — de premier ordre 181 Ch. IV, 199; — scientifique, de second ordre, topographique, de troisième
ordre 199; — type lo; — à venir 194; — véritléo 161: — 167.
Tropiques : 148, 165 (du Cancer).
Trou : admis 285 (origine); — axial 232.
Tube : d'acier 239: — capillaires 254 (plus ou moins), 309 (liquides : ascension); — creux 45; — cylindrique 22'i; — étranglé 2311; — de force 2S2; — incliné 46; — de laiton 244; — mince 239 (enroulé en spirale ; — oscillant, de verre (calibré), 46 ;
— vertical 25'*, 255.
Tunnels : 37, 38, 251, 281.
Tuyau long 255 (étroit).
Unités : de compte 234; — importance 224;
— de temps 303 (définie par pendule).
Univers : 309 (mouvements: apparences; —
dimensions absolues; — mouvement absolu: — grandi3sement),310 (dimensions;.
Uranus : satellites 313, 316, 319.
Vagues 305.
Valeurs estimées 51 (emploi).
Vapeur : anneau, planètes, 315: — réglage
Variable de Mercator 96. 97 (table).
Variations : des coordonnées : géograph. 91 (déplacement à la surf, de la Terre) ; 178: — de courbure 220; — voy. Déclinaison, Densité, Force, Latitude, Longitude ;
— magnétique t09; — sens du terme 92 ;
— uniforme 220; — voy. Verticale.
Vases communicants 256 (principe).
Vecteur : addition 220; — deux 215 (différence géométrique); — horizontal 220; — intensité du champ 208 (fiux) ; — 8, 216.
Vent : action évitée 70; — voy. Aires; — ■ infiuenoe 33; — voy. Rose.
Vérifications : 8, ... 11.
Vernier : 3, 18, 23, 30, 43, 158, 160.
Verre : 25 (de champ), 70 (dépoli : deux plaques; —noir : glace), voy. Tube.
Vertex Uo.
Vertical : d'alignement, de base. 163; — le même 64, 72 ; — méridien 73 ; — premier 65 (passage : latitude), 115 (projection): — quelconque 66; — de quille 92 navire).
Verticale : et centre de la Terre 282 ; — changements apparents 233 (réduits); — définition admise ISi; — déviations 37 (notables : locales 180, ISl, 301; 232 (décelées), 233 (Périodiques). 289 par chaîne de montagnes : calcul), 295 ^mont Schehallien\ 296 (Caucase, Himalaya), 301 (côtes sud de France) ; — déviée 289 ; — direction 181, 193 et surf, terr.% 196, 286, 289 ;troublée : cause locale': — et ellipsoïde terrestre 50, 138 Ch. I, 166; hypothèse 175, 180, 193; 194;— inclinaison 181; — invariable 232 (hypothèse : déplacements du sol) ; — irrégularités 52,289; — la même 162; — normale 301 (Paris); — parallèles 166, 183;
— pied 228; — et rayon terrestre 140; —
TABLE ALPHABETIQUE
de référence 166 (invariable), 176; — seg. nicnl 249; — variation 227, .— ., 233.
Verticalité 2r.o (maintenue, vériflt^e).
Villarceau ISl (lliéorènie, formule;.
Vis : calantes 230, voy. Supports; — micrométiiques 25, 234 (verticale) ; — de rappel 21; — têtes 48; — voy. Tour; — 19, 91.
Viscosité 223.
Visées : courtes (images), erreur, 247; — inclinées 25, 36; — voy. Ligne; — sur mer 145; — à petites distances, possibles, 36;
— précision augmentée 250; — 22.
Vision 27 (distance optiraa).
Vitesse : actuelle 311; — angulaire 210, 272 petite, quelconque-, 273 (et figure d'équilibre stable); commune 279, 314, 317; 316, 319 (d'ensemble; ; — de cliuto 46 (petites;;
— commerciale 91 (moyennei; — connue 41 i;navire;, 49; — des corps 309; — voy. Courants; — de déroulement, d'enroulement, 45; — estime 91 (tours de l'iiélice;;
— horizontale 33 ^grande); —limite 44 (de chute); — linéaire 319; — voy. Lumière, Lune; — mesure91; — moyenne 49, 198 (embarcation); — multipliée 309; — voy.
Navire; — en nœuds 91; — réelle 315 (linéaire;; — de rotation 314 (s'accélérant);
— s'uniformisant 319.
Voies : d'eau 198 (explor.'itions) ; — ferrée 201 (représentation), 206 (construction), 246 (système); — passages 201; — pentes
Volant d'une perceuse 237.
Volume : correspondance 262 (élément par élément) ; — couche 261 ; — diminution 273 tendance); — ellipsoïdes 261. 278 (de révolution); — groupes de deux éléments 260; — variation 256 (répartition).
Vues : à laible distance 35; — orientées 29.
Weber 311 (formule).
Werner 132 (projection).
Zénith : 52 (représentation), 71, 74 (rotation diurne), 84 (mal placé), 93 (lieu géométrique), 98, 99, 116, 120, 140 (vrai, apparent), 165 (passage du Soleil), 188.
Zéro : absolu 318; — voy. Altitudes, Bourdaloûe ; — mires 246, 251 ; — voy. Nivellement; — normal, 252; — voy. Temps; — variations 244.
ZoUner : pendule horizontal 230, 232.
Zones 148 (aire, glaciales, tempérées, torride).
Chapitre premier. Mctfiodcs en arpentage
Problèmes usuels d'arpentage 17
NiTellement 2t
— II. Appareils de Topographie 25
Boussole et planchette 25
Mesure des angles verticaux 30
Tachéométrie 32
— III. Emploi de la Photographie 39
— IV. Questiom diverse» de Topographie , 48
Topographie souterraine 48
Cartes hydrographiq^ues 5i
Coordonnées géographiques et leur représentation plane.
Chapitre PRE.Mier. Généralités. Détermination de la Latitude
Détermination de la Latitude 79
— II. Azimuts. Heure locale. Longitude 96
Azimuts 96
Heure locale 100
Longitude 113
— III. Points et Routes- 121
— IV. Cartes géographiques 131
Canevas de droites rectangulaires 140
Projection de Mercator 148
— V. Cartes géographiques {suite) 162
Projections sur un plan tangent 162
Projections coniques 167
Canevas de droites parallèles et de courbes diverses 173
Canevas de cercles concentriques et de courbes diverses 178
Canevas formés de circonférences non concentriques et de courbes
diverses . 185
Figure de la Terre.
Chapitre premier. Propriétés géométriques de l'ellipsoïde de re'folution 195
Lignes géodésiques d'un ellipsoïde de révolution 207
— H. Mesure des Bases 219
— III. Etablissement d'un réseau de triangles 231
Etablissement d'une chaîne de triangles 235
.application de la chaîne sur l'ellipsoïde. Calcul d'un arc de méridienne 244
— IV. Grandes triangulations historiques 258
— V. Construction des caries 287
TABLE DES CUAPITUES
Gravité et Pesanteur.
CoAriTRE PKEMIEK. Loi lie Ncivion et ses conséquences . .' 301
— II. Etude expérimentale lie ta Grafité et de la Pesanteur 321
Etude de la giaTÏtë 321
Variation de la Terlicale 332
Etude de la pesanteur 341
— 111. Surfaces de nifcau. Nivellement. . . 359
Nivellement par clicminement 35',i
Nivellement barométrique 375
— IV. Attraction des Ellipsoïdes 377
Ellipsoïdes de révolution 388
— V. Coordination des mesures de la pesanteur , 398
Réduction des mesures brutes 411
— W. Déformation des surfaces de nii'cau 420
Appendices.
Appendice!. La loi de la gravitation et la loi de la relativité de Laplace 444
— II. Théories cosmogoniques 455
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