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DES PROBLÈMES DÉTERMINÉS
§ I. — Notions préliminaires.
1. La Géométrie analytique , qu’on nomme aussi Application de V Algjcbre à la Géométrie , a pour ohjcl de faire connaître l’usage de l’Algèbre dans les recherches géométriques.
Viète eut, le premier, l’idée de représenter les grandeurs géométriques par les symboles de l’algèbre, et de traduire en équations les propriétés de l’étendue. Par là on parvient souvent à résoudre d’une maniéré simple des problèmes qui présenteraient de grandes difficultés, si l’on voulait les traiter par les seuls moyens que fournit la géométrie. Descartes eut une idée plus profonde encore que celle de Viète : il appliqua l’algèbre à la théorie des courbes, qu’il représenta par des équations; il est regardé comme l’inventeur de la Géométrie analytique. Ses méthodes, remarquable^ par leur fécondité et leur simplicité, appliquées d’abord aux lignes planes, ont été étendues aux surfaces et aux courbes quelconques. I)e là vient la distinction de Géométrie analytique à deux ou à trois dimensions.
2. Nous commencerons par faire usage de la méthode de Viète', dans la résolution des problèmes déterminés.
On sait que les grandeurs géométriques peuvent être représentées par des nombres qui ne sont autre chose que les rapports de ces grandeurs à l’unité de leur espèce. Pour généraliser, on remplace ces nombres par des lettres, et l’on conçoit par là comment les questions de géométrie peuvent être soumises au calcul algébrique. Ordinairement les grandeurs données sont représentées par les premières lettres de l’alphabet, et les inconnues par les dernières.
Prenons d’abord quelques exemples faciles à traiter. Problème I. — Inscrire un carré dans un triangle.
Soit ABC (ftg. 1) le triangle donné. Supposons le problème résolu et désignons par FDEG le carré inscrit. En représentant PC para, la hauteur AH par A, et le côté du carré par ,r ; comme les bases de deux triangles semblables sont proportionnelles aux hauteurs, on a x \ a h — x h,
HK étant égal au côté du carré.
De la proportion on tire
hx — ah — a. r ,
d’où
ah
(a -4- h)x — an et x — r;
ce qui revient à
La distance x est donc quatrième proportionnelle aux trois lignes a + A, A et a. Pour construire cette quatrième proportionnelle, nous prendrons IIL=n ; à la suite LM=A ; nous joindrons A et M par la droite AM, et nous mènerons LK parallèle à AM. Nous obtiendrons alors
HM : AH :: HL : HK, ou a -h h : h :: a : HK.
La distance x ou HK étant déterminée, il suffit, pour achever la solution, de conduire DKE parallèle à (’.B, et d’a-
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Laisser sur cette dernière droite les deux perpendiculaires EG et DF.
3. Problème II. — Diviser une droite AB (fig. 2) en moyenne et extrême raison.
Soit C le point où la ligne est divisée comme on le demande ; en désignant AB par a , et le plus grand segment AC par x , on aura
d’où
x’ = a2 — ax et x1 -t - ax — a’1 = o.
Résolvant cette équation , on a a 1 /a2
,=_ï±Vî+"
La première valeur est positive et la seconde négative. Cette dernière ne convient pas à la question.
m Si nous voulons construire la première ligne, nous remarquerons que le radical y + a* est l’hypoténuse d’un triangle rectangle, dont les côtés de l’angle droit sont a ét Alors nous élèverons au point B une perpendiculaire BI)
égale à ^ ; et la droite AD représentera le. radical. En décrivant du point D comme centre, avec le rayon BD, une circonférence rencontrant en E la droite DA , on aura
AE = AD — ED = AD — DB = i /%■ -+- a2 — -■
La droite AE est, par conséquent, la première valeur de x qu’il faudra porter de A en C , sur la droite AB.
Nous interpréterons par la suite la valeur négative, et nous reviendrons sur la solution du premier problème.
4. Dans les deux exemples précédents, nous avons supposé le problème résolu; puis nous avons cherché à déterminer
les relations entre les données et l’inconnue. Ces relations ont été facilement exprimées par des équations. On ne peut pas toujours former avec la même facilité les équations qui doivent donner les valeurs des inconnues.
Quel que soit l’exemple proposé, on doit, sans distinction des données et des inconnues, chercher à reconnaître les relations qui lient entre clics ces quantités. Quand ces relations sont trouvées, on les exprime par des équations dont la résolution, lorsqu’elle est possible, conduit aux valeurs demandées. Mais, pour parvenir à ces équations, on a souvent besoin de méthodes et d’artifices particuliers (*).
Supposons qu’il s’agisse d’un triangle isocèle CBD (fig. 3) inscrit dans un cercle, et qto’on veuille comparer scs côtés BC, BD et sa base CD au diamètre du cercle AB. La question pourrait être de chercher le diamètre par le moyen des côtés et de la base, ou bien de chercher la base par le moyen des côtés et du diamètre; ou bien, enfin, de cher-* cher les côtés par le moyen de la base et du diamètre. Mais, quelle que soit celle de toutes ces questions que l’on veuille choisir, on la mettra en équation par les mêmes méthodes analyticjucs.
Si c’est le diamètre que l’on cherche, on fait AI? — x , CD " a , BC ou BD = b.
Alors , si l’on mène la corde AC, , on aura , à cause des triangles semblables ABC , CBE ,
ab : BC :: BC : be,
ou, en mettant les valeurs analytiques,
x b b RR = — ■
D’un autre côté,
CE
(*) I.cs considérations suivantes ont etc extraites de V Arithmétique universelle de Newtom.
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cl dans le triangle CEB, à cause de l'angle droit , on a
ou bien
CR -t-EB = BC,
équation qu’il est facile de résoudre, et qui donnera la valeur de x.
Si c’est la base que l’on cherche, alors il faut faire
AB = e, CD = x, et BC ou BD = b ;
et tirant AC , ou a , à cause des triangles semblables ABC , CBE,
ab : bc :: bc : be, on c-.b::b\ be = —
D’un autre côté , , *
CE = - CD
et, à cause du triangle rectangle CEB, on a CËV BÊ’ = BC*,
ou bien
équation qui , étant résolue, donnera la valeur de x.
Si l’on cherche le côté BC ou BD, il faut faire
AB = e, CD = «, BC ou BD = x,
et tirer AC. A cause des triangles semblables ABC, CBE, on a
ab : bc :: bc : be, ou c:*::x:BE.
Ainsi ,
ai2
BE
et comme
CE -4- BE = BC
il s’ensuit qu’on a
jr
équation qui, étant résolue, donnera la valeur de x.
On voit que, dans chaque cas, le calcul par lequel on parvient à l'équation est en tout semblable, que l’équation obtenue est toujours la même, avec la seule différence que la même ligne est désignée tantôt par une lettre, tantôt par une autre, selon qu’elle est considérée comme connue ou comme inconnue. 11 est vrai que, selon qu’on prendra la même ligne pour connue ou pour inconnue, il naîtra une différence dans la manière de résoudre l’équation. En effet, l’équation
donne
l’équation
donne
et l’équation
t valeur de AB ;
x = — \lc* — b 1 , valeur de CD ;
JC*
donne
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valeur de RC ou RI).
Lors donc qu’un problème est proposé, comparez entre elles toutes les quantités qu’il renferme; examinez comment, quelques-unes de ces quantités étant connues, vous pourriez, par un procédé synthétique, parvenir à trouver les autres: pour cela, il n’est pas nécessaire de reconnaître du premier coup d’œil par quelle marche le calcul algébrique conduira des premières quantités aux autres, il sullil de sentir, en général , que les unes peuvent être déduites des autres par un moyen quelconque.
5. Par exemple, si l’on proposait une quesliou qui eût pour objet le diamètre AD ( fig . 4), et les trois cordes AB, BC, CD inscrites dans un demi-cercle; et que, toutes les autres étant données , on cherchât BC ; au premier aperçu , on voit que le diamètre AD détermine nécessairement le demi-cercle, et qu’ensuite les lignes AB et CD, par leur inscription, déterminent aussi les points B et C, et, par conséquent, la ligne BC qu’on cherche. Et cela, par le moyen le plus direct. Mais on ne découvre pas avec la même facilité par quel chemin l’analyse conduit des quantités données à la ligne cherchée BC. Il en serait de même s’il fallait chercher AB ou CD, le reste étant donné.
Mais, si AB, BC, CD étaient données, et qu’il fallût chercher le diamètre AD, on aperçoit à l’instant que le problème n’est pas possible par la synthèse , parce que la distance des points A , D dépend de l’ouverture des angles B, C; que ces angles dépendent du cercle dans lequel les lignes données doivent être inscrites, et que ce cercle n’est pas donné, puisque son diamètre est supposé inconnu.
La nature du problème ne permet donc pas de trouver synthétiquement le diamètre AD; alors il faul traiter la
question comme si le diamètre était connu, pour remonter aux quantités données.
Lorsqu’on aura bien saisi les difl'érents moyens par lesquels chaque terme d’une question peut être déterminé, alors parmi toutes les lignes qui doivent entrer dans l’état de cette question, on regardera comme connues les lignes qui présenteront la route la plus facile pour arriver à la connaissance des autres. C’est toujours par ces lignes que le calcul doit commencer, quoique, dans le cours de l’opération, on puisse en introduire d’autres. Le moyen le plus court est de mettre, pour un moment, de côté la question qu’on veut résoudre, et de s’imaginer qu’il s’agit uniquement de choisir parmi toutes les quantités qui doivent entrer dans le problème , celles qui , étant supposées connues, mèneraient plus facilement à la connaissance des autres.
Ainsi , dans l’exemple précédent, si c’est le diamètre AD que l’on cherche, il est aisé de voir qu’on ne peut pas le trouver par un moyen synthétique ; mais on s’aperçoit bien vite que, si ce diamètre était connu, on arriverait aux autres quantités parla rou te la plus directe; on regarde donc AD comme connu, et l’on établi lie calcul comme s’il l’était véritablement, et qu’il fût question de trouver quelqu’une des lignes données AH., HC ou CD. Par ce moyen, on obtient les rapports qui existent entre les quantités qu’on traite comme connues, et les autres, et l’on arrive toujours à une équation entre deux valeurs d’une même quantité, soit que l’une des valeurs résulte du nom donné à cette quantité au commencement de l’opération et que l’autre ait été trouvée par le calcul, soit que toutes deux aient été trouvées par des opérations différentes d’analyse.
« Au reste, le plus difficile n’est pas de concevoir les re- » lations générales des termes d’une question , mais bien de » saisir certaines liaisons des lignes entre elles, certains
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» rapports plus propres que d’autres à être soumis au cal- » cul. Car il arrive fréquemment que des relations qui pa- » raissent immédiates au premier coup d’œil , entraînent » dans de longs circuits lorsqu’on les traite analytiquement, » et forcent souvent à recommencer l’opération par de nou- » veaux moyens. 11 ne faut donc employer que les proposi- » lions ou les énoncés les plus propres à être exprimés par » les calculs de l’algèbre. »
Ces propositions sont, en général, celles qui concernent les lignes proportionnelles , et les propriétés du triangle rectangle. Nous supposons, toutefois, qu’il s'agit ici de questions relatives aux lignes; car, si l’on traitait de questions relatives aux surfaces ou bien aux solides, il est clair qu’il faudrait recourir à d’autres propositions de la géométrie élémentaire.
Dans la résolution des questions de la p remi ère - espèce , on est généralement conduit, pour obtenir soit des triangles semblables, soit des triangles rectangles, à employer des lignes auxiliaires. Les problèmes que nous résoudrons offriront des exemples de cette remarque importante.
Maintenant , occupons-nous de la question proposée.
Première solution. — En supposant le problème résolu , menons la diagonale BD ( fig. 4)î et abaissons du point B la perpendiculaire BE, sur le prolongement de DC. Les triangles rectangles ABD, BCE seront semblables : car l’angle A du quadrilatère inscrit ABCD, et l'angle BCE du triangle BEC, ont le même supplément, BCD.
Cela posé , désignons par a , b , c les cordes AB , BC , CD , et par x le diamètre AD ; on aura
ad : ab : : BC : CK , on x : n y. b : ce = — ;
d'où l’on déduit
nb
DK = DC + CE = c H
Le triangle rectangle BCE donne
BC— CÈ=BE, ou l>‘ — — - = BE.
Le triangle rectangle BDE donne
BD — DÊ’= BË’;
mais, le triangle rectangle BAD conduisant à BD' = AD’ — AB ’= x* — a \
11 vient
x! — n' — + =BE.
Egalant les deux valeurs de BE , on obtient 1 équation
I 2 f i ab\% J-
Développant les calculs , on trouve
, , / , 2 abc n2b2\ , a7 b1
Supprimant de part et d’autre — > et réduisant, on a
lequation
x3 — [a2 + b2 + c2)x — iabc — o.
Deuxième solution. — Soit encore
AD = x , AB = a, BC«= b, CD = c.
Alors
BD = AD — AB = x3 — a2, CE —
ab
comme précédemment. L’angle BCD étant obtus, on a, d'après une proposition connue ,
BD* — BC -f- CD -t- 2 CD CE,
ou
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labc
d’où l’on tire facilement
• x* — (à1 -f- b' -+- c1) x — 2 abc ~ o.
Troisième solution. — Soit encore
AD = x , KR — a , BC = b , CD = c.
Par une propriété connue (lu quadrilatère inscrit, on a AD.BC 4- AB. CD = AC. BD.
Mais
AC = sjx* — et BD = V^xî — »
donc
bx -f- oc — six'1 — c1. sjx1 — a’.
Elevant au carré les deux membres de cette équation , il vient
b1. r2+ 2 abcx a,c 1 — x' — («’■+■ c ’) x 1 -4- à’c1.
Ordonnant, on a
x{ — (a’ -( - b1 + c1) x 1 — 2 abcx = o.
Supprimant la solution x = o, qui ne peut convenir, on arrive à l’équation déjà obtenue
x3 — (a! 4- b1 -4- c1) x — 2 abc = o.
On voit, par cet exemple, comment on peut souvent varier les solutions d’un problème.
Proposons-nous encore le problème suivant
Par un point C , pris sur la bissectrice de l'angle droit IIAL (fig. 5) , mener une droite, CEF, de manière que la partie EF de cette droite comprise entre les côtés de l’angle droit prolongés , s’il est nécessaire , soit égale à une ligne donnée.
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Première solution. — Faisons AF ;= x , et formons le carré ABCD , dont nous désignerons le côté par a ; représentons la longueur donnée EF par b. Nous aurons
BF = x-f-fl, AE — ^b* — x1, et la proportion
AF : AE :: BF : BC, ou x : — x1 :: x -+- « : «;
ce qui donne
(x--+- a) — ■ x* = rtx.
Elevant au carré et ordonnant, il vient
(l) x‘ -f- 2 flX1 — ( b ’ — 2 fl’) x’ — 2 flô’ X — fl’ b1 — O,
équation complète du quatrième degré.
Deuxième solution. — Formons le carré AlîCD, et divisons la droite EF en deux parties égales au point G ; faisons
CD = a, EG ou FG = b et CG = x; nous aurons
CE — x — b , CF = x -+- b.
Ensuite, comme CF = BC -f- BF , il viendra BF = \l{x -t - by — a’,
et à cause des triangles semblables CDE, FBC , on a
ce : cd : : cf : bf, ou x — b : « x -4- b : ^(x -t- 6 y — n’;
d'où l’on tire
ax + a b — (x — b) y/(x +- !>)’ — a’.
Elevant chaque membre au carré et ordonnant, on a , x1 — 2 (rt’-t-P)x’ — 2 fl’ b- -t- h' = o,
équation bicarrée , et de laquelle on tire
r x: dh \ fl’ -t- b ' ± y(fl‘ "1“ 4 •
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Troisième solution. — En remarquant que le point G [Jig. 5 ) est à la circonférence d'un cercle décrit dupoint A commecentrc avec un rayon égal àGE, on pourrait abaisser la perpendiculaire GK sur la diagonale AC , et chercher AK ou CK , AK par exemple; car, si celte longueur était trouvée, on élèverait la perpendiculaire KG, et son point de rencontre avec la circonférence décrite du point A servirait, avec le point C, à Ijxcr la position de la droite CF, et le problème serait résolu.
Posons donc
AK ~ x et AC = p, EG = b.
Sur EF comme diamètre, décrivons une demi-circonférence qui passera par le point A, et coupera le prolongement de CA au point M. L’angle FAM = BAC est égal à la moitié d’un droit; donc l’arc FM compris entre ses côtés est égal au quart de la circonféreuce ; il en résulte que l’angle au centre FGM est droit. Dans le triangle rectangle MGC, on a
Gm’= MK X MC;
9 * mais
GM = G E = b, MK = AK = x,
donc
x ( 2 .r -4- e ), ou
équation complète du second degré.
Quatrième solution. — Élevons au point F, sur CF (Jig. 6), la perpendiculaire FG, qui rencontre en G le prolongement de CD ; et du point F menons FL perpendiculaire sur CG ; faisons
DG = x, CD == a, F.F = b.
Le triangle rectangle CFG donne
Cg’= CF V FG et CG X FL = CF X FG.
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Multipliant par i les deux membres de la seconde égalité, et retranchant de la première, il vient
(i) CG (CG — 2 FL) = (CF — FG)S;
orr
CG = GD 4- DC = x 4- a, CG — 2 FL = (x-+- «) — 2a — x — a.
FG étant égal à CE , à cause de l égalité des triangles rectangles FGL , CDE , on a
CF — FG = EF = b ;
substituant ces valeurs dans l’égalité (t), on trouve
x'1 — a'1— b1, ou x'-a'+b-,
équation binôme du second degré.
7. Par l’exemple qui vient d’ètre traité, on peut reconnaître de quelle importance est le choix de l’inconnue. Dans la première solution , en prenant pour inconnue la distance AF (Jîg . 5 ), nous sommes parvenus à une équation complète du quatrième degré. Ce résultat pouvaitètre prévu : en effet, d’après les conditions générales de l’énoncé, la longueur donnée, en la supposant suffisamment grande, peut être comprise dans chacun des trois angles MAL, UAL', Il'AL; et, dans le premier de ces trois angles, on peut mener par le point C deux droites E"C F", E'"CF'", égales à cette même ligne donnée; ce qui fait généralement quatre solutions. Or, si au lieu de choisir AF pour inconnue, on prenait AF', l’équation à laquelle on serait conduit , ne différerait de la première, qu’en ce que x serait remplacée par — x , comme on peut s’en assurer par le calcul ; et il en serait encore de même , si l’on prenait pour inconnue AF" ou AF'". D’après cela, on voit que les distances AF', AF", AF'" représentent des racines négatives de l’équation à laquelle on parvient en posant AF = x: d’ail-
DES PROBLÈMES DÉTERMINÉS
leurs AF est racine positive de cette équation ; cette dernière devait donc être du quatrième degré.
Dans la seconde solution, nous avons pris pour inconnue la distance CG, du point C au milieu de EF. En supposant que CEF réponde à la question , si l’on prend AF' = AE, et que l’on mène la ligne CE'F', elle fournira une seconde solution. Nous ferons remaïquer également que si E"CF" donne une solution, en prenant AF"' = AE", et menant la ligne F "'CE'", elle conviendra au problème-, mais , ici , les distances CG, CG' sont égales entre elles, et il en est de même de CG" et CG'", les points G', G", G"' étant les milieux des droites E'F', E"F", E'"F". On ne devra alors trouver pour l’inconnue que deux valeurs différentes-, ce qui est conforme au résultat obtenu, l’équation étant bicarrée.
Dans la troisième solution , la valeur de l’inconnue AK ( fig . 5 ) est évidemment la même pour les deux lignes CEF , CF'E'; la même remarque s’applique aux deux lignes E"CF", E'"CF'". On obtient donc seulement deux valeurs pour l’inconnue, ce qui est indiqué par l’équation trouvée qui est du second degré.
O11 peut démontrer, de la même manière , que dans la quatrième solution l’inconnue 11’est susceptible que d’une seule valeur.
De cette discussion résulte cette conséquence importante, qu’il faut choisir pour inconnue celle qui doit avoir le plus petit nombre de valeurs.
8. On peut remarquer, par ces exemples, quelle variété de moyens on a pour résoudre une question; mais on doit observer en même temps que parmi tous ces moyens, il en est de bien plus expéditifs que d’autres. Nous trouvons ici l’occasion de donner une règle sur le choix des inconnues.
Lorsque deux quantités ont une telle ressemblance de
rapports avec les autres quantités de la question , qu’en prenant l'une ou l’autre pour inconnue , on arrive à des équations entièrement semblables , ou qu’en les prenant toutes deux en même temps, elles soient du même degré et entrent de la même manière dans l’équation finale , ou ne different que parles signes + et — , il faut les rejeter toutes deux également , et prendre à leur place une troisième inconnue qui ait un même rapport avec l'une et Vautre, par exemple leur demi-somme ou leur demi-différence, ou une moyenne proportionnelle, ou enfin telle quantité qu’on voudra qui ait avec elles une même relation, pourvu que celte quantité soit la seule qui jouisse de cette propriété,
§11. — Construction des expressions algébriques.
9. La résolution d’un problème de géométrie {par le moyen de l’algèbre se compose de trois parties principales : il faut premièrement mettre le problème en équations; 2°. résoudre l’équation ou les équations du problème; 3°. construire les valeurs obtenues. Nous avons déjà fait connaître la méthode à suivre pour traiter la première partie; la deuxième est du ressort de l’algèbre. Nous sommes donc conduits immédiatement à nous occuper de la troisième. Nous allons considérer les expressions que l’on peut construire avec la règle et le compas. Il est bien entendu que ces expressions représenteront des droites.
Lorsque l’expression est rationnelle et entière, c’est-àdire quand on a , par exemple ,
x = a — b c — il. .
a,b,c, d, etc., représentant des lignes : à partir d’un point O ( Jig . 7), pris sur une droite indéfinie X'X , on porte, les unes à la suite des autres, les lignes a, e, etc., dans le sens ÜX ; ce qui donne une certaine longueur OD. Puis,
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à partir de l’extrémité D , dans le sens DX', on porte également les lignes b , d , etc. Si la somme de ces dernières ligues est plus petite que DO, et se termine en H,ladroiteOH représentera la valeur de x. Dans le cas où la seconde somme J + d + etc. est plus grande que la première a -+- c -+- etc., le point H tombe en un certain point II' situé à gauche du point O, et la valeur absolue de x est représentée par OH'. Quand l’expression est rationnelle et fractionnaire, on
ramène sa construction à celle d’expressions de la forme — >
— qui sont, l’une une quatrième proportionnelle aux lignes
c, a, b , et l’autre une troisième proportionnelle aux lignes c, a.
Supposons d’abord que les deux termes de la fraction soient des monômes; qu’on ait, par exemple,
Cette fraction revient à
azbcd
f'gh'
7x-,x-xTxT
Le premier facteur — est une troisième proportionnelle, «,
aux deux lignes y et a. Il en résulte
x— 7X-XtXt'
Le facteur ^ est une quatrième proportionnelle, a', aux lignesy, a, «; et, par suite,
De mè
meme
bu'
d’où
Posant
on a
quatrième proportionnelle aux lignes connues h, d, a!".
On voit, par cet exemple, que, quels que soient les nombres des facteurs des deux termes, on construira l’expression en cherchant autant de quatrièmes proportionnelles qu’il y a de facteurs dans le dénominateur, en supposant, comme nous l’avons fait, que le nombre des facteurs du numérateur surpasse d’une unité le nombre des facteurs du dénominateur. Nous verrons bientôt que cette condition est remplie lorsque x représentant une droite , aucune ligne de la question n’a été prise pour unité.
Soit, maintenant,
a 1 bc -+- rPe' — fghk
mnp
ce qui revient à
a*bc d2 e1 fgbk
mnp mnp mnp
Chacune de ces dernières fractions se construira comme précédemment, et, en désignant par a': a", a"\ les trois, lignes représentées par ces trois fractions, on aura
Supposons enfin que les deux termes de la fraction étant des polynômes , on ait
a2 bc <l2 e1 — fghl P m — pqr -f- s1 1
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Cette expression revient à
fgM\
"(— V+tO
T j. . fl e7 fshh par s7 1
Les fractions monomes —r, — -, ~~ , —, représentant a7 b a7 b l7 t7 r
des lignes qu’on peut désigner respectivementpar «, 6, a', 6', on aura
Or, c 4- a — 6 représentant une ligntf r, et m — a -4- 6' étant aussi une ligne d, on obtiendra
a7 br
fraction dont les deux termes sont des monômes.
On pourrait toutefois ramener le dernier cas à celui qui le précède, en transformant seulement le dénominateur l*m — pqr -h s* t en un monôme l1 d.
Nous allons passer aux expressions irrationnelles du second degré. Le radical du second degré peut toujours se ramener à l’une des trois formes
sfâb, *Ja7 -f- b7, ju7 — b7.
Soit d’abord
On construira le côté d’un carré a* équivalent à la somme des carrés n!, c*, etc. ; puis le côté d’un autre carré ë*, équivalent à la somme des carrés b1, d *, etc. Il en résultera
On voit sans peine que x est le côté de l’augle droit d’un
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triangle rectangle, ayant « pour hypoténuse, et S pour second côté de l’angle droit.
Soit , en second lieu :
ab /a3 b
d'fg
hi
pi
Le terme rationnel — se construit comme on l’a déjà vu. Quant au radical, on peut l’écrire de la manière suivante :
a‘ ab d3 fs m 3 mrt
-X TX7+-X
Chacun des termes du radical , étant un produit de deux lignes , peut être remplacé par un carré. En exécutant les opérations, et en représentant les trois carrés par a* , 6’, le radical deviendra
et rentrera alors dans le cas précédent.
Nous n’avons construit «pie les radicaux du second degré, mais la «piestion ne présenterait pas plus de difficulté si l’indice du radical était une puissance de a. Par exemple, soit
c — ; (Pf'gh -+- l3m3
P <jr
La valeur de x peut être mise sous la forme
d'f'gh a 3 b 3
Faisant
l3 m3 „ qr
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oïl aura
< la' b'
(c — a -H 6) p(p-hy)
Mais c — a-t-ë, /?-+-'/ sont des lignes que l’on peut représenter par a', ë' ; donc
Et , en observant que ~ X -g- est un produit de deux lignes que l’on peut remplacer par un carré d*, il vient x — y/rtj.
Ou n’a plus qu’à chercher une moyenne proportionnelle entre « et ô.
Nous ne traiterons pas les expressions irrationnelles qui ne sont pas susceptibles d’être ramenées à des radicaux du second degré , parce que ces expressions ne peuvent pas être construites avec la droite et le cercle qui sont les seules lignes dont on s’occupe en géométrie élémentaire.
DE l’iIOMOGÉNÉITÉ.
10. On nomme équation homogène, expression homogène, une équation ou une expression dont tous les termes sont du même degré. Lorsque les lettres représentent des lignes, le degré d’un terme entier est égal au nombre des facteurs algébriques qui entrent dans ce terme. Ainsi , 8 a3b*c est du sixième degré. 0
Lorsque le terme considéré est fractionnaire, son degré est le degré du numérateur diminué de celui du dénomina- 8 asb7c
leur> ^r
Si le terme est irrationnel, on obtient son degré en divi-
est du quatrième degré.
sant par l’indice du radical le degré de la quantité placée
sous ce même radical $
3<i‘ b'c ' 5 df
est du troisième degré.
Il résulte des définitions qui viennent d’être données que si , comme nous l’avons supposé , les lettres représentent des lignes, l’équation
3êx-f
fg
ia 1 b'*’ 3 ///
est homogène, et tous ses termes sont du second degré.
Il est important de faire observer qu’une équation telle que ax-\~s= 3\jvx est encore homogène, si a et a: représentent des lignes , s une surface et v un volume , parce qu’une surface est considérée comme un produit de deux dimensions, et un volume comme un produit de trois dimensions.
11. Principe de l’homogénéité. — Lorsqu’en appliquant l’algèbre à la résolution d’un problème de géométrie, aucune ligne donnée dans la question n’a été prise pour unité, l’équation ou les équations qu’on obtient doivent être homogènes (*).
Ce principe est vérifié par toutes les égalités immédiatement déduites des théorèmes de la géométrie élémentaire. Ainsi, a, A, c, représentant l’hypoténuse et les côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle, on a l’équation homogène a* = b* -+- c*. De même, si c représente une moyenne proportionnelle entre a et b, on a encore l’équation homogène c* = ab. Ces relations restent les mêmes , quelle que soit la ligne ^ laquelle on ait rapporté celles de la figure.
( * ) il est sous-entendu que les fonctions trigonométriques sont considérées comme des facteurs numériques, et, par suite, ne peuvent entrer dans l’évaluation des degrés des termes. Ainsi les termes c cos a , a * sin’ a ,
— sont respectivement du premier, deuxième et troisième degré.
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Démontrons maintenant, d'une manière générale, le v principe de l’homogénéité.
11 est clair que toute équation du problème que l’on traite exprime une relation entre certaines grandeurs, et que cette relation est indépendante des unités auxquelles on a comparé ces grandeurs , pour les exprimer en nombres.
Celte équation subsistera toujours quand on rapportera les quantités qu’elles renferment à de nouvelles unités ; or, si une certaine unité devient n fois plus petite, toutes les " quantités de son espèce seront exprimées par des nombres « fois plus grands; de sorte que l’équation dont il s’agit devra subsister encore lorsqu’on y donnera à chacune de ces quantités une valeur n fois plus grande. Alors, chaque terme de l’équation se trouvant multiplié par une puissance de « marquée par le degré de ce terme, tous les termes.du même degré, quelle que soit leur composition, varieront dans le même rapport, tandis que les termes de degrés différents varieront dans d’autres rapports; il faudra donc, pour que l’équation ne soit pas troublée, que tous les termes qu’elle contient soient du même degré , c’est-à-dire que cette équation soit homogène.
12. L’homogénéité cesse d'exister dès qu’on suppose une des lignes données égale à l’unité, car alors les facteurs et les diviseurs égaux à cette ligne disparaissent; mais on peut la rétablir.
En effet, il est aisé de comprendre que réciproquement si, en partant d’une équation ainsi altérée, on veut lui rendre son état primitif, il suffit d’introduire le multiplicateur ou le diviseur i , de manière que tous les termes , en comptant ces facteurs ou diviseurs t, se trouvent être du même degré ; en y remplaçant ensuite , pour plus de clarté, ce signe i par une lettre indéterminée, l’équation sera nécessairement revenue à la forme qu’elle aurait eue 'd’abord, relativement à une unité indépendante des lignes considérées.
On déduit de ce qui précède la règle suivante :
Quand une des quantités qui entrent dans la question aura été prise pour unité, il faudra , pour rétablir l'homogénéité , représenter cette quantité par une lettre et l’introduire comme multiplicateur ou comme diviseur dans les différents termes de l'équation , à des puissances telles que tous les termes aient le même degré. ’ ' *
Supposons qu’ayant pris une certaine ligne pour unité, on ait trouvé
On désignera par l la ligne qui a été prise pour unité et l’on multipliera les quantités sous le radical, par des puissances de l telles que tous les termes placés sous le radical soient du second degré , ce qui donnera
s m. — Des valeurs négatives , ou imaginaires dès inconnues.
13. On a vu, dans l’algèbre, que les questions sur les nombres conduisent quelquefois à des valeurs négatives , soit pour toutes les inconnues, soit pour quelques-unes d’entre elles ; l’interprétation de ces valeurs s’applique , en général , aux problèmes de géométrie qu’on résout par l’analyse. Entrons, à ce sujet, dans quelques développements.
Revenons au problème du n° 3 , dans lequel on propose de diviser une droite AB (Jig. 2) en moyenne et extrême raison , c’est-à-dire, comme on sait, en deux segments ÀC, CB, tels que AC soit moyen proportionnel entre la ligne entière AB et l’autre segment CB.
En posant AB = a-, AC = x. on a
BC — tl — ■ jr,
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et, par suite,
x' — aj^o — x), d’où x ^ zt ^ à' 4-
La première valeur positive et plus petite que a, convient à la question , en déterminant un point C situé entre À et B 5 mais la seconde valeur, qui est négative , ne peut pas être considérée comme une réponse au problème tel qu’il est énoncé. D’après la méthode suivie en algèbre, changeons dans l’équation le signe tie x, elle devient
et conduit à
â-ya,+T
L’équation qu’on vient de résoudre est celle à laquelle on parviendrait si l’on cherchait sur le prolongement de BA un point C' dont la distance au point A fût moyenne proportionnelle entre sa distance au point B et la droite AB; il résulte de là que si l’on porte la valeur positive de x comme on l’a fait de A en C, et la valeur négative de A en C à gauche de A , on aura les deux solutions du problème suivant '..Trouver sur la droite indéfinie qui passe par deux points donnés A et B, un point dont ta distance au point A soit moyenne proportionnelle entre sa distance au point B et la longueur connue AB. Enoncé de celte manière, le problème est généralisé, puisque le point que l’on cherche' n’est plus assujetti à la condition visiblement trop restreinte, d’être situé entre A et B; en ell’et, on reconnaît sans peine que la distancé au point A d’un point C' situé sur le prolongement de BA , peut être moyenne proportionnelle entre la distance de ce point C' au point B et la longueur AB. _ ■ - -,
On aurait pu se proposer d’abord celle question géné-
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raie. Alors, en regardant le problème comme résolu, et supposant que le point C fût le point demandé, on serait arrivé en posant AC = x à la même équation
et aux mêmes valeurs de X. Mais on aurait introduit dès le commencement du calcul une restriction que ne comporte pas l’énoncé, puisqu’on aurait supposé le point C situé entre A et B. La valeur positive est la seule qui convienne à cette supposition , et la valeur négative, étant prise positivement et portée du côté AX , opposé à celui où l’on a cherché le point C, détermine la seconde solution du problème.
Il résulte de ce qu’on vient de voir, que la valeur négative sert tantôt à généraliser un problème dont le proposé n’est qu’un cas particulier, tantôt à faire disparaître une restriction , d’abord nécessaire , pour mettre le problème en équation.
Mais il est important de remarquer que la valeur négative prise d’une manière absolue, a été portée en sens contraire à celui dans lequel on a placé la distance cherchée.
De là ce principe adopté :
Lorsqu'on applique l’algèbre à la résolution d’un problème de géométrie et. qu’on prend pour inconnue une distance comptée sur une ligne donnée à partir d’un point fixe situé sur cette ligne , les valeurs négatives de celte inconnue doivent être portées en sens opposé à celui où l’on a supposé que cette distance était placée.
14. L’application de l’algèbre à la résolution d’un problème de géométrie peut donner pour l’inconnue ou les inconnues des valeurs imaginaires. Ces valeurs indiquent souvent l'impossibilité du problème; nous 11e devons pas
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dire qu elles indiquent toujours l’impossiblité , car il y a des cas , comme nous allons le faire voir, où ccs valeurs proviennent d’une fausse hypothèse établie pour mettre le problème en équation.
Reprenons le problème du n° 3, et supposons que le point demandé soit situé eu C" (Jtg- 2) du côté BY. Faisons
BC" = x, AB = a ,
AC" sera égal àa + x, et, d’après les conditions de l’énoncé, nous aurons l’équation
(a -(- x)‘ = ax , ou x1 -+- ax -H a5 = o ; ce qui conduit à
valeurs qui sont imaginaires.
Nous savons déjà que la question, en elle-même, n’est pas impossible , puisque nous avons trouvé deux solutions; l’une de ces solutions donnant un point entre A et B , et l’autre un point situé à gauche de A.
L’impossibilité provient ici de la supposition faite en commençant, supposition qui plaçait le point cherché au delà du point B, par rapport au point A. On voit, en efi’et, qu’une telle hypothèse est inadmissible, puisque la distance AC", qui devrait être moyenne proportionnelle entre les longueurs AB, BC", est plus grande que chacune d’elles.
15. Nous devons faire remarquer qu’une valeur positive de l’inconnue ou de l’une des inconnues, n’est pas toujours une réponse à la question qui a fourni cette valeur.
Soit proposé, par exemple, le problème suivant:
Connaissant l'hypoténuse. BC (fig. 8), et la somme AB -f- AC -+- AD des côtés de l'angle droit et de la hauteur d’un triangle rectangle , déterminer le triangle .
Soient BC = n; AB + AC-t-AD = ft. F.n posant AD = .r,
AB = y, il en résultera d'abord
AC — b — x — y.
Le triangle rectangle BAC donnera
y' + (b — x— /)’ = «’, ou
(1) 2/’-+- x* -4- 2 xy — 2 bx — 2 by + b1 — a1 = o.
Déplus, à cause de la similitude des triangles rectangles BAC , CAD , on a
d’où l’on tire
y •' + xy — by -t- ax = o , ou bien, en multipliant par 2,
(2) 2/1)- 21/ — 2 by -4- 2ax = o.
Retranchant l’équation (2) de (1) , il vient
x’ — 2 bx — 2 ax + b1 — a’ = o ;
d’où
x — a+b±^ia7+2 ab.
La première valeur est évidemment positive, la seconde est aussi positive, caria quantité 2a'+ 2 ab pouvant être remplacée par a* -+- a* -f- 2 ab , est plus petite que le carré de (a -+- b) , puisque a , hypoténuse du triangle, est nécessairement moindre que b qui représente la somme des côtés de l’angle droit, augmentée de la hauteur.
La hauteur du triangle étant évidemment plus petite que &, et, h plus forte raison, que a -4- ô, la première valeur de x ne peut être une réponse au problème.
16. On sait que les racines d’une équation du second degré à une inconnue peuvent être imaginaires ou réelles ; proposons-nous de les construire lorsqu’elles tombent dans ce dernier casi L’équation du second degré , en ayant égard
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aux signes des termes, peut avoir l’une des formes suivantes :
(1) x, — px + q=o,
(2) x3 — px — q — o ,
(3) i’+/tt + î = o,
(4) - px — q — O.
Lorsque x clp représentent des lignes , il faut, pour l’homogénéité, que le dernier terme q Représente une surface. Désignons par b 3 le carré équivalent. Alors l’équation (i) devient
x ' — px -4- b1 — o ,
d’où l’on tire
On voit que cette équation est la traduction algébrique de l’énoncé du problème suivant : Construire un rectangle , connaissant la surface b* et la somme p des côtés adjacents. .
Prenons AB = p (fg . 9); sur cette ligne comme dia- mètre décrivons une demi-circonférence ; en un point quelconque B, élevons sur AB la perpendiculaire BC = b.$ par l’extrémité C menons CDE parallèle à BA ; et d’un des points de rencontre D de la parallèle avec la circonférence, abaissons DG perpendiculaire sur AB. Nous aurons
AG X GB ™ DG , ou AG ( p - — AG) — ou bien encore
BG(/> — BG) = è»,
Il résulte de là que les segments AG et BG du diamètre sont les racines de l’équation
Si BC = -jAB, ou b* — \-p* la ligue CDE devient, tan-
gente, et les deux segments AG, BG sont égaux à -j p. C’est le cas où les racines de l’équation sont égales. Lorsque BC surpasse ~ AB, la ligne CDE cesse de rencontrer le cercle; cette circonstance répond au cas des racines imaginaires. L’équation (2) revient à
Sous cette forme, on reconnaît la traduction algébrique de l’énoncé du problème suivant: Construire un rectangle , connaissant la surface b2 et la différence p des côtés adjacents.
Sur AB = 7? ( fig. 10), comme diamètre, 011 décrira la circonférence OB. Au point B, on mènera la tangente BC = b, dont on joindra l’extrémité C au centre O, en prolongeant, toutefois , la ligne de jonction jusqu’à son intersection E avec la circonférence. On aura
CE X CD = CB , ou CE (CE — p) = b1, on aura aussi
— CD (— CD — p)=b\
Ce qui prouve que les racines de l’équation sont -+- CE et — CD.
En changeant les signes des racines des équations (1) et (2) qui viennent d’ètre construites, on a évidemment celles des équations (3) et (4)*
^ IV. — Application de l’algèbre à quelques problèmes de géométrie.
17. Reprenons le problème qui a pour objet d’inscrire un carré dans un triangle. En nommant x le côté du carré, et faisant ( fig. 1)
BC = u, AH = /(,
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on a trouvé (n° 2)
ah
Le carré pouvant s’appuyer sur un quelconque des trois côtés du triangle, nous allons chercher dans quel cas ce carré inscrit est maximum. D’après la forme de la valeur de x , il est visible que quel que soit le côté du triangle, le numérateur de la valeur de l’inconnue représentera toujours le double de la surface du triangle, et le dénominateur, la somme de ce côté et de la hauteur correspondante. Le plus grand carré correspondra donc au cas où la somme dont il s’agit sera la plus petite.
Supposons BC plus petit que AC, ou a<^A, en désignant.par b le second côté AC; nommons h' la hauteur BH' correspondante à b. On aura
En effet , l'égalité ah — bh' donne
on en déduit
Mais a est plus grand que h' -, donc
b — a~^> h — h' , ou a -I- h <^- b -t- //' .
Le carré maximum s'appuiera donc sur le plus petit des trois côtés du triangle.
Remarque. — Si a = b, l’égalité ah == bh' donne// = h', par suite ,
et, dans ce cas, les carrés qui s appuient sur les côtés a et b sont égaux entre eux.
Lorsque deux côtés «, b par exemple, foraient un
angle droit , on a
h = b , h' — a, d’où a -|- h = b + h' ;
il y a donc encore deux carrés égaux.
Mais les hypothèses que nous venons d’établir sont les seules dans lesquelles deux des carrés puissent être égaux entre eux. On voit cflectivement que si aucune de ces hypothèses n’a lieu, on aura
a b et a > h' ,
et, par conséquent, comme on l’a déjà démontré, o -f- h ^ b — t— A •
18. Problème. — Inscrire dans un triangle ABC (fig. 1 1), un rectangle GFED , dont la surface soit égale à ms .
• Soient BC = a , la hauteur AH = h , DE = x , DG =y ; on aura
xy = nO et x\ a \\ h — y ; h,
d’où
h. r ±= a h — ay.
Eliminant x, il vient . . , . hni1
(i) y — AyH = o.
équation qui donne
Lorsque le radical est réel , les deux valeurs de y sont positives; leur somme est h\ et leur produit, représente un carré qui est au carré donné m ’, comme la hauteur h du triangle est à la base a.
Pour construire ces valeurs , on décrit sur la hauteur AH comme diamètre une demi-circonférence; on prend sur la base, à partir du point H , pied de la hauteur, une distance
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HM égale a» côté du carré on élève ensuite au point M
line perpendiculaire MPI1, rencontrant la circonférence aux points P, P' : les longueurs MP, MP' sont les valeurs de y.
F.n effet, si l’on mène les perpendiculaires PK , P'K'sur AH, on aura
* > Uni1
MK XKA = KP — HM =
D ailleurs,
HK 4- AK = AH = h.
Par conséquent, IIK, AK sont les racines de l'équation (i). On voit facilement que HK' = AK, et, par suite, que HK, IIK' sont les valeurs cherchées.
Il résulte de là qu’il existe deux rectangles DEFG, D' E'F'G', qui répondent à la question.
19. Remarque. — La plus grande valeur de m* est celle pour laquelle on a
hm ' h' ah
c’est-à-dire que la surface du rectangle maximum est égale à la moitié de celle du triangle donné.
20. Problème. — Couper une sphère CM (fig. 12) par un plan , de manière que le segment AMB soit équivalent au cône ayant même base que le segment, et pour sommet le centre de la sphère.
En supposant que H soit le point du rayon CM par le-1 quel le plan coupant doit être mené, désignons par x la distance CH , et par r le rayon de la sphère.
• Puisque les deux volumes doivent être égaux , le cône sera la moitié du secteur CAMB.
Or, le volume du cône a pour expression
j t: AH x — -1 n (r'- — •' x2) x.
Celui du secteur est
j?r2XMH = |itr»(r— x).
On aura donc l’équation
A.* (r? — x2) x = i rr’ (r — x), ou (r-f-x)x = r2.
Ce qui revient à
x2 -+- rjc — r2 =r o,
ou bien encore à
Le point H sera donc déterminé en divisant le rayon de la sphère en moyenne et extrême raison.
21. Donnons, en terminant ce chapitré, les énoncés de' quelques problèmes à résoudre.
I. Connaissant la base d’un triangle, V angle au sommet, et la somme des deux autres côtés, trouver chacun .de ces côtés.
II. Sur une base donnée, construire un triangle dans lequel la somme des ■deux autres côtés soit double de la base, et dont le sommet soit sur une droite donnée de position.
III. Construire un triangle dont la base soit à la hauteur comme p est à q , et qui soit tel que l’aire du plus grand rectangle quon puisse y inscrire, égale m*.
IV. Par un ]>oint donné sur le plan de deux droites indéfinies, mener une sécante telle que l’aire du triangle intercepté égale ms. (Discussion.)
V. Étant donnés la hauteur d'un triangle , le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit , trouver lestrois côtés du triangle.
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\1. Connaissant le périmètre d'un triangle , et les rayons des cercles inscrit et circonscrit , trouver les côtés. Quelles relations faut-il établir entre les données pour que le triangle soit équilatéral , pour qu’il soit isocèle, pour qu’il soit rectangle?
VII. Étant donnés les angles 3 la surface et le périmètre d’un trapèze, trouver les quatre côtés.
VIII. Étant données trois circonférences concentriques , trouver le côté du triangle équilatéral , dont les sommets seraient sur ces trois circonférences.
IX. Trouver un triangle semblable à un trianglç donné, et dont les sommets reposent sur trois circonférences concentriques données.
X. Étant donné un cercle sur une sphère, trouver un second cercle parallèle au premier comprenant avec lui
un segment qui soit dans le rapport - avec le cône dont le
sommet serait au centre du premier cercle, et. qui aurait le second pour base. Examiner le cas où p = q -, et celui on l’on a q = 3 p.
XI. Un tronc de cône à bases parallèles étant donné-, mener un plan, parallèle aux bases, qui divise ce tronc en deux parties ayant entre elles un rapport connu.-
XII .'Circonscrire à une sphère donnée un cône dont l’aire totale soit égale à celle d’un cercle donné. Dans quel cas cette aire scra-t-elle minimum ?
XIII. Une sphère et un cylindre étant placés sur un meme plan, couper ces deux corps par un second plan parallèle au premier, de manière que les solides compris entre ces plans parallèles soient entre eux dans un rapport donné. * - '
XI Y. Construire sur un cercla donné un cône tel que la volume de la sphère inscrite soit la n'cmr partie du sien. ( Discussion. — Dans quel cas le volume de la sphère serat-il maximum?)
XV. Inscrire dans une sphère un cylindre dont la surface convexe soit égale à 7r m!. Déterminer la surface
maximum .
XVI. Inscrire dans une sphère un cylindre dont la surface totale soit égale à tt m*. Trouver le maximum de la surface inscrite.
XVII. Trouver parmi tous les cylindres dont la surface totale est donnée , celui dont le volume est maximum.
XVIII. Inscrire dans un cône donné un cylindre dont la surface convexe soit égale àr.ni1 . Déterminer le maximum de la surface du cylindre inscrit.
XIX. Circonscrire à un cylindre donné un cône dont la surface convexe soit un minimum.
XX . Inscrire dans une sphère donnée un cône dont le volume soit un maximum.
XXI. Circonscrire à une sphère donnée un tronc de cône dont le volume soit. Trm’. Déterminer le minimum de ce volume.
XXII. On donne la surface totale et le volume d'un cône, déterminer le rayon de sa base , et sa hauteur.
(Discussion. — Quel est, pour un volume donné, le minimum de la surface Ÿ et pour une surface donnée, le maximum du volume:')
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DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES. — COMMENT ON LES REPRÉSENTE PAR DES ÉQUATIONS
22. On a vu, en appliquant les propositions de la géométrie élémentaire, que lorsqu'on cherche un point d’après certaines conditions, ces conditions conviennent quelquefois à tous les points d’une même ligne qu’on nomme lieu géométrique. Alors, le problème est indéterminé. Appliquons l’algèbre à quelques questions de cette espèce.
Supposons, par exemple, qu’on ait à résoudre la question suivante :
Un point A étant, donné sur une droite indéfinie AX (fig. i3), trouver hors de cette droite un point M. tel quen abaissant sur AX la perpendiculaire MP, cette perpendiculaire soit égale à la distance de son pied au point A.
On reconnaît immédiatement que le problème est indéterminé; car, en prenant les distances arbitraires AP, AP', AP", etc., et en élevant les perpendiculaires PM, P'M', P" M", etc., respectivement égales aux distances AP, AP', AP", etc., les points M, M', M", etc., satisferont aux conditions de l’énoncé.
Si nous désignons par x l’une quelconque des distances AP, AP', AP", etc., et parj- la perpendiculaire correspondante, nous aurons l’équation y == x, qui est indéterminée. Les points M, M', M", etc., appartiennent à une droite passant par le point A ; car, en joignant ce dernier point à deux points quelconques M, M', les triangles rectangles
APM, AP'M' sont semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels; par suite, les angles MAP, M'AP' sont égaux, et les trois points A, M, M' sont en ligne droite.
L’équation y = x caractérise la droite AMM'M", etc.; c’est-à-dire qu’en donnant des valeurs arbitraires à x, et en prenant les valeurs correspondantes dejy, on pourra trouver autant de points qu’on voudra de cette droite.
Prenons, pour second exemple, la question suivante
Étant donnés deux points A, B (fig. i4) , trouver un troisième point C , tel que la somme des carrés de scs distances aux deux premiers soit égale au carré de la droite AB.
On voit encore ici que le problème est indéterminé; car tous les points de la circonférence décrite sur AB comme diamètre répondent à l’énoncé.
Appliquons l’algèbre à la question dont il s’agit. Abaissons du point C la perpendiculaire CP sur AB, et faisons
AP = x , CP = y, AB = 2 a.
Les triangles rectangles APC, BPC donnent
AC =a.’ -t CB =(2 a — x)7 ;
d’où }
a/’-t- sx’ — 4 ax •+■ 4 = 4 >
et, par suite,
(1) * y'-=z7.ax — x1.
Il est visible qu’on doit arriver à la même équation, quelle que soit la position du point C au-dessus ou au-dessous de AB. D’ailleurs, l'équation renfermant deux inconnues , on pourra donner à l’une d’elles , x par exemple , des valeurs arbitraires, qui feront connaître les valeurs corres-
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pondantes de x. Comme on a
y-~ \] jc [“l a — j:) .
on voit que x ne peut recevoir.de valeurs négatives, et qu'aucune valeur positive ne devra surpasser 2 a. En faisant varier x deo à 2a, chaque valeur de cette inconnue donnera pour y deux valeurs égales et de signes contraires, que l’on portera etj sens opposés à partir de la droite AB.
Nous ferons remarquer que le maximum du produit x (2 a — .r) esta*, et correspond à x — a. Alors, en-faisant varier x de o à a, y croitra de o «à a, et pour les valeurs croissantes de ,r, de a à ia ,y diminuera de a à o. Ce qui s'accorde avec la géométrie.
11 résulte de là que l’équation yx = 2 ax — x * donnera tous les points de la circonférence, en faisant varier .r de o à 2a.
Ces deux exemples font entrevoir la possibilité de repré- . senter des lignes par des équations. Nous verrons, par la suite, que toute ligne dont on connaît ou la déGnition, ou la génération, ou une propriété caractéristique, peut être représentée par une équation, • . .
24. Dans la plupart des problèmes de géométrie, on a pour but de déterminer des points ; c’est pourquoi nous allons d’abord faire connaître la manière de fixer analytiquement la position d’un point.
Pour déterminer la position d'un point sur une droite AX (fig. 1 5 ) , on donne sa distance à, un point fixe A de • cette droite; on aflêcte cette distance du signe -f- ou du signe — , selon qu’elle est comptée du côté AX, ou du côté AX'.
.D’après cette convention, si l’on désigne d’une manière générale par x cette distance prise avec le signe qui lui appartient, l’équalion x = -f- 3 conviendra à un point P situé sur AX à une distance de A, égale à 3 unités; et l é-
quatiou x = — 3 déterminera un point P' placé sur AX' àr la meme distance du point A.
2o. Pour fixer la position d’un point sur un plan, on trace dans ce plan deux droites YAY', XAX' (fig. 16) qui font entre elles un angle connu. Un point M est déterminé lorsque l’on connaît les longueurs des parallèles MP, MQ, ' menées respectivement de ce point aux lignes fixes A Y-, AX.
Ces longueurs MP, MQ sont égales aux distances AQ , AP. Quand elles seront connues, on les portera, à partir du point A, l’une sur YAY', l’autre sur XAX'; et en menant, par les points Q , P, des parallèles QM , PM aux droites AX, .
A Y, leur point de rencontre sera le point demandé.
Toutefois, pour que les points P, Q soient déterminés , il faut que l’on donne non-seulement leurs distances au point A, mais encore que l’on fasse connaître le sens dans lequel ces distances sont comptées. On est convenu de regarder comme positives les distances prises dans le sens , . AX et dans le sens AY ; et comme négatives celles qui sont estimées en sens contraire.
Les distances telles que AP, ou son égale MQ , se nomment abscisses ; et les distances telles que AQ ou MP, s’appellent ordonnées. Ou désigne généralement les abscisses par x, et les ordonnées par j . La ligne XX', sur laquelle se comptent les abscisses, se nomme Yaxe des abscisses ou des x. La droite YY' est l’axe des ordonnées ou des y.
L’abscisse et l’ordonnée d’un point prises simultanément se nomment coordonnées de ce point.
Le point A où se coupent les deux axes, est Y origine des coordonnées.
Les abscisses et les ordonnées doivent être regardées comme des quantités variables susceptibles de recevoir toutes les valeurs possibles, positives ou négatives.
D’après les conventions précédentes, x et y sont positifs
des lieux oéométk'iqces. 4*
dans l’angle YAX [fig- 16) ; x est négatif clj' positif dans l’angle YAX'; x et y négatifs dans l’angle Y"AX'; et enlin , x est positif et j négatif dans l’angle Y'AX.
Quand on donnera les coordonnées particulières d un point, on saura donc dans lequel des quatre angles formés par les axes, le point est situé.
Si l’on a , par exemple, x — -+- 2 , y — — -3 , on pccudra dans le sens AX, la distance AP= 2, et dans le sens A Y', la longueur AQ' = 3, et en menant par les points P et Q' des parallèles respectives aux axes, le point M', auquel elles se couperont > sera le point demandé.
Pour tout point de l’axe des x , l’ordonnée est égale à zéro ; et pour tout point de l’axe des y , l’abscisse est aussi égale à zéro. Les coordonnées de l’origine sont donc toutes deux égales à zéro.
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26. Cherchons maintenant l’expression de la distance de deux points M', M" [fi, g. 17), en fonction de leurs coordonnées.
Soient x', y' les coordonnées du point M' ; x", y", celles du point M", et 0 1 angle des axes. En menant par le point M" une parallèle à l’axe des x , jusqu’à la rencontre de l’ordonnée du point M', on forme le triangle M" DM', dans lequel le côté M" M' est la distance demandée.
Or, d’après un théorème connu, on a
M'M" = M"D 4-M'D — 2 M"D.M'D.cos.I\l'DM".
Nommons D la droite M'M"; comme les côtés M"D et-M'D ont pour -valeurs respectives [x' — x"), [y' — y")i et que l’angle M'DM" est le supplément de l’angle 0 des axes , on aura
(1) D, = (x' — x"ÿ+(jr' — yy -+- 2(ar' — x")[y' — ^'')cosO, Telle. est la formule qui donne le carré de la distance de
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deux' points en fonction de leurs coordonnées, et par suite ' >. cette distance elle-même.
. Cette formule a été obtenue en plaçant les deux points dans l’angle des coordonnées positives ; mais il est facile de reconnaître qu’elle convient à toutes les positions des points dans les quatre angles formés par les axes, en ayant égard aux signes des coordonnées. . . »
, Lorsque l’angle des axes est droit , on a cos 0 — o, et la
formule ( i ) devient
En effet, dans ce cas,, la distance D est l'hypoténuse d'un -triangle rectangle dans lequel les côtés de l’angle droit sont les différences (x' — x?.) et (y1- — y"). ’ • .
Si l’on veut avoir la distance d'un point à l'origine des coordonnées, an supposera qu’ün despoints donnés, M" par exemple, se confond avec l’origine; on aura alors x" — o, ‘ y" — 0, et les formules (i) et (2) deviendront
• (3) ' • * D3= x'1 ix' y' cos 0, •_
* . t 27. Maintenant que nous savous déterminer la position d’un point, concevons qu’une ligne quelconque GH (fig- 1 B )
• . soit tracée sur un plan, et que, dans ce plan , on ait mené deux axes XAX', YAY'. 11 est aisé de voir que pour une abscisse quelconque AP, ‘ l’ordonnée PM sera déterminée, puisqu’il suffira pour Fobtcnir de mener par le point P une parallèle à l’axe des jy, jusqu’à la rencontre de la ligne GH. Ainsi, l’ordonnée et l’abscisse sont dépendantes l’une de. l’autre, ou, comme 011 l’énoucé ordinairement, l’une quelconque de cesdeux quantités est fonction de l’autre. Quand ' cette fonction est constante , c’est-à-dire lorsque La relation
entre l’abscisse et l’ordonnée ne change pas en- passant d’un point à un autre de la ligne, l’équation qui exprime celle .
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relation est ce que Descartes a nommé l 'équation de celte ligne. On entend donc par équation d'une ligne, 1 expression de la relation constante qui existe entre les coordonnées de chacun de ses points.
Pour obtenir l'équation d’une ligne, il faut connaître la définition de celle ligne, ou, ce qui revient au même, l’une quelconque des propriétés qui la caractérisent , ou bien encore son mode de génération.
28. Non-seulement une ligne peut être représentée par une équation à deux variables, mais encore une équation F (x , y) — o, entre deux variables , représente en général une ligne, lorsque les variables x, y sont considérées comme les coordonnées d’un point.
En effet, supposons. qu’on ait résolu l’équation par rapport à l’une des deux inconnues, y par exemple, et qu’on ait trouvé différentes valeurs,
Prpnons la première, y — _/(x), et donnons à x différentes valeurs «, a', a", . . , etc.; on en déduira pour y des valeurs correspondantes 6, 6', 6", . . etc. Et, en prenant celles qui sont réelles, les différents systèmes
x=a, jr = €; X = a, y =
détermineront des points tels que M", etc.,
( fig ■ 18), qui joints deux à deux, formeront une ligne brisée etc. Il est- visible que si, au lieu d’as-
signer à x une suite de valeurs ayant entre elles une certaine différence, on imagine que x varie d’une manière continue, la ligne brisée deviendra une courbe dont les points auront pour coordonnées tous les systèmes de valeursqui vérifient l’équation y = f(x), en faisarjt croître x de ■* — oo à -f- oc . On en dirait autant des autres équations
y ~f (*)» y —J" My etc. •
Eu opérant de cette manière, on obtient tous les systèmes de valeurs qui peuvent vérifier 1 équation proposée F (,r)%r) = o.
Donc, une équation entre deux variables x, y représente une ligne qui est le lieu géométrique des points qui ont pour coordonnées tous les systèmes de valeurs qui peuvent satisfaire à cette équation.
Les lieux respectifs des équations partielles y =f (x), y—f{z)i etc., sont nommés les branches de la courbe représentée par l’équation F {x, y) = o.
Faisons quelques applications des principes précédents
Connaissant le centre et le rayon d’une circonférence de cercle, proposons-nous de trouver l’équation de cette ligne.
Soient a , o, -l abscisse et l’ordonnée du centre C {Jïg . 19), et r le rayon. Si nous désignons par x et y les coordonnées d un point quelconque M de la courbe , nous aurons (n° 26)
CM = (a: ay+ (y — 6)’-t- 2 (or — a) (y — S) cos 0,
6 étant l’angle des axes.
Remplaçant CM par r, on aura
fx a)1-*- ( Y — ê)’-t- 2 (x — oc).(y — 6) COS 0 r%
équation qui n est autre chose que la traduction analytique de la définition de la circonférence.
30. Cherchons maintenant le lieu de l'équation y* = ix, ou construisons la ligne que cette équation représente.
En résolvant l’équation par rapport h y, on a les deux valeurs y = t/a x, y = — t/îx, ou simplement j = ± \fx. ,
Il est évident que j est imaginaire pour toutes les valeurs ^ négatives de x ; on ne doit donc attribuera cette dernière variable que des valeurs positives. En supposant d’abord
des lieux géométriques. - 45 .
x = o, on a j= o , ce qui fait voir que l'origine des coordonnées est un des points demandés. Pour toute valeur positive de x , ou obtient pour y deux valeurs égales et de signes contraires, d’où il suit que les points du lieu de L’équation sont deux à deux à égale distance de l’axe des x. On voit facilement que x augmentant , y augmente aussi , et que ces deux quantités peuvent croître jusqu’à l’infini; c'est-à-dire que les points successifs de la ligne représentée par l'équation donnée s’éloignent de plus en plus de l’axe des x, et que cet éloignement n’a pas de limite.
On comprend sans peine qu’il n’est pas rigoureusement possible d’obtenir toutes les solutions de l’équation proposée, car on ne peut attribuer à x que des valeurs discontinues.
Mais on peut toujours, en donnant à cette variable des valeurs très-peu différentes les unes des autres, avoir des points de la ligne aussi rapprochés et en tel nombre que l’on voudra. On joindra ensuite ces points par un trait continu , et l’on aura une ligne qui différera d’autant moins de celle que représente l’équation , que les points qu’on aura déterminés directement seront plus nombreux.
On trouvera de ectte manière que le lieu de l’équation yr= axa la forme indiquée par la fig. 20.
CLASSIFICATION DES LIGNES
31 j Les lignes, comme on l’a déjà vu, peuvent être représenlééi par des équations qui ne sont autre chose que l’expression d’une relation constante entre les coordonnées de chacun de leurs points. Or, ces équations pouvant être . algébriques ou transcendantes , on a distingué les ligues en lignes algébriques et en lignes transcendantes, suivant que leurs équations sont de la première espèce' ou de la seconde (*). Nous nous occuperons principalement des lignes algébriques.
Ces lignes sont classées en différents ordres d’après le degré de leurs équations. Ainsi , les lignes du premier ordre sont celles dont l’équation est du premier degré; les lignes du second ordre sont celles dont l’équation est du second degré ;'et ainsi de suite.
Nous devons faire observer que celte classification suppose que le degré de l’équation d’une ligne est, comme on le verra plus loin , indépendant du système d’axes coordonnés auquel on la rapporte. Il est encore important de remarquer qu’une équation à deux indéterminées ne représente pas toujours une courbe de l’ordre exprimé par le degré de l’équation; mais qu’elle peut représenter un système de lignes d’un ordre inférieur. En effet, soit
(*) Nous ut», considérons ici que tins coordonnée» rectilignes; parla suite, hous emploierons un autre systènje de coordonnées.
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cette équation. En supposant que le premier membre soit décompôsable en facteurs rationnels f(x, y), f'{x, y ), f" (x ,y) , etc., il est visible que les solutions de l'équation
sont celles des équations • .
et comme chacune de ces dernières représente, en général, une ligne, il en résulte que le lieu de l'équation proposée est le système de ces lignes. Ainsi , l’équation
(y -f- nx -t- b) (/’ — ex) (y3 — de'- f- ex -4-/J = o
représente un système de trois lignes : l'une du premier ordre, l'autre du deuxième ordre, et la dernière du troisième ordre. Il est bien entendu que les facteurs du deuxième et du troisième degré sont supposés indécomposables.
32. On ne se borne pas à distinguer les lignes algébriques en divers ordres; on cherche encore les différents genres qu’un même ordre peut renfermer, et, s’il y a lieu, les différentes espèces de chaque genre.
Ces lignes sont alors classées d’après certains caractèresqui lesdistinguentcomplétçment les unes des autres. Enfin on détermine la forme et les propriétés de chacune d’elles. C’est ce que nous ferons pour les deux premiers degrés. Nous reconnaîtrons que dans le premier degré il n'v a que des lignes droites, et.ouc le second renferme trois genres de courbes bien distinctes. On a trouvé pour le troisième dcgr«h soixante-dix-huit espèces de courbes.
^8 -, CllAlMTRE QUATRIÈME.
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Construction des équations du premier degré .
33. L'équation du premier degré peut être ramenée à la forme A y -+- ll.r= C. Si noussupposons C = o , et si nous résolvons l'équation par rapport à y, nous aurons y = ax , le coefficient a de a: pouvant être positif ou négatif.
Prenons d’abord a positif. En donnant à x des valeurs positives , on a pour^ des valeurs positives ; et en attribuant à x des valeurs négatives , on obtient des valeurs de la même espèce pour y. D’où il résulte que les points dont les coordonnées vérifient la relation y — ax sont situés dans l’angle YAX ( fi g . 21) et dans son opposé au sommet Y'AX'.
Celte équation donne - = a ; c’est-à-dire que, pour les
points quelle détermine, le rapport de l’ordonnée à l’abscisse a une valeur constante a-, par conséquent, si M, M' sont deux de ces points, et qu’on mène les ordonnées MP, M'P', les triangles AMP, AM/P' seront semblables, comme ayant un angle égal compris entre des côtés proportionnels. Donc les angles MAP, M'AP' seront égaux; par suite, les • points M , M' sont en ligne droite avec l’origine. Il en serait de même de tous les points qu’on déterminerait par l’équation y = ax.
On conclut de là que l'équation y = ax a pour lieu géométrique une ligne droite HH' (fig. 21) qui passe par l’origine df?8 coordonnées et par l’un des points M (pie détermine l’équation y = ax.
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Réciproquement, si l’on prend un point quelconque M' sur la droite HH', les coordonnées de ce point satisferont à la relation y = ax.
En effet, en menant les ordonnées MP, M'P', les triangles semblables AMP, AM 'P' donneront
Mais
M'P' MP AP' ~ ÂP'
MP
ÂT>
a , donc
AP'
et, en désignant généralement par .r et y les coordonnées du point M', on arrive à l’équation y — nx.
Lorsque a est négatif, en mettant le signe. — en évidence, on a
dans ce cas, les valeurs positives de x fournissent des valeurs négatives pour yy et les valeurs négatives de x conduisent à des valeurs positives pour y. En raisonnant comme précédemment, on trouvera une droite dans la situation HAH' {fig- 22). On conclut de là que, quel que soit n, l’équation y = ax représente une ligne droite passant par l’origine des coordonnées.
Pour construire cette ligne, on fait .r = r , ce qui donne y = a \ à partir de l’origine, on prend sur l’axe des x une longueur AP égale à l’unité: par le point P on mène à l’axe des j une parallèle indéfinie PM {fig. 21 et 22) sur laquelle on prend une longueur PM égale o, au-dessus ou audessous de l’axe des x, suivant que a est positif ou négatif, et l’on joint le point M à l’origine des coordonnées.
Prenons maintenant l’équation complète A y -h B.r — C
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en la résolvant par rapport à j, on a
y — ax -f- b ,
en nommant a , b , les rapports — - »
Relativement aux signes dont a , b peuvent être affectés , il y a quatre cas à considérer.
i°. Soient a et b positifs.
En attribuant à x les mêmes valeurs dans les équations
y =z a. x , y sa: ax -+- b ,
les valeurs de y fournies par la seconde seront égales aux valeurs de y données par la première, augmentées de la quantité constante b. Or, ) = ax est l’équation d’une droite FF' ( fig . 23) passant par l’origine; donc y=ax -h b représente une droite D'D parallèle à la première, et menée par un point R de l’axe des y , à une distance b de l’origine.
Pour que cette conclusion ne laisse aucun doute , nous allons faire voir qu’en prenant un point quelconque sur la droite DD' daus chacun des angles qu’elle traverse, les coordonnées de cc point satisferont à la relation
y — ax -f- b.
Prenons le point M dans l’angle YAX. L’ordonnée PM égale PN + NM. Or
PN = a X AP, MN = b ;
donc
PM =«XAP+4.
Considérons le point M' situé dans l’angle YAX'.- On a pour ce point
P" M" = P" IV" — M" N
La valeur absolue de P"N" est a x AP", celle de M" N"est b. On a alors
P"M" = n x AP" — b-,
l’ordonnée du point M" est — P"M", d’où il résulte qu’on a
P M = a X AP -f- b , ou yz=ax-+- b.
2°. Si l’on a l’équation
on trouvera, en raisonnant comme précédemment, qu’elle représente la droite D'D (fig, ■>./[).
3°. Lorsque l’équation est
y =z — ax -h b ,
cette équation a pour lieu géométrique la droite DD'
{fig- a5).-
4°. Enfin, si l’on a l’équation
y =■ — ax — b,
on trouve facilement qu’elle représente la droite DD'
(fig. 26).
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.15. Si dans l'équation complète A v -+- B.c ~ C on suppose A = <> , on a
OH J
On voit sans peine que cette dernière équation représente
une parallèle à l’axe des y, située à droite ou à gauche de cet *■
axe, selon que - est positif ou négatif, et qui rencontre
l’axe des.r à une distance - de l’origine.
Si 15=o, l’équation se réduit à y = -■> qui représente
évidemment une parallèle à l’axe des .r, au-dessus ou audessous de cet axe.
11 résulte de ce qui précède, que toujours l'équation «lu premier degré a pour lieu géométrique une ligne droite.
36. D'après ce qui vient d’ètre exposé, pour construire une «kjuation du premier degré, il faudrait la ramener à la forme y = ax -4- b , déterminer la droite y = ax , et mener une parallèle à celte dernière droite , par un point pris sur l’axe des y, à une distance de l’origine égale à b , au-dessus ou au-dessous de l’axe des x. Mais on construit plus facilement l’écraation en cherchant les points de rencontre de la droite avec les ax«x> des coordonnées ; ce qui se fait en sup posant successivement .r=o, y=o, dans l’équation donnée. Soit, par exemple, l’équation
l’hypothèse x = o donne y = et la supposition y = o
conduit à X = — -• En prenant ( fig . 9.y)
AC
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et l'ii joignant les points C , B par une droite indéfinie, on aura la ligne représentée par l’équation
.17. Après avoir démontré que toute équation du premier degré a pour lieu géométrique une droite , nous devons faire voir qu’une ligne droite , quelle que soit sa position , est représentée par une équation du premier degré.
Soit d’abord la droite HAH' [fig- 21) passant par l’origine. Si l’on prend sur eette ligne deux points quelconques AI, AI', et si par ces points on mène les parallèles MP, M'P' à l’axe des y, les triangles semblables M'P'A , MP A don-
M'P' MP
neront = — • Un voit par la que le rapport de 1 ordonnée à l’abscisse a une valeur constante; en désignant cette valeur par a, et en représentant généralement par y et x les coordonnées, on obtient
— = a, ou y — a jl.
Soit maintenant la droite DCD' rencontrant l’axe des y en un point quelconque B [fig- ^3 ) .
Menons par l’origine la parallèle FF' à DD', et considérons l’ordonnée PM d’un point quelconque de celte dernière ligne. L’ordonnée coupera la parallèle FF' en un point PiN PÂ
PN = PM
Kn posant
PM=.r, AP =zjc, AB — b,
on obtient
N. Le rapport — a une valeur constante a. Or
MIV = PM — AB.
— a, ou
y =. >ix ■+■ b.
Lorsque la droite considérée est parallèle à l’un des axes,
.à l’axe des / par exemple, eu supposant que cette ligne soit DD' (fig. 28), tous les points de cette ligne ont une abscisse égale à AG. D’ou il résulte que AC étant désignée par c, l’équation de la ligne DD' est x = c.
On trouverait/ = c' pour l’équation d’une parallèle à l’axe des x. Par conséquent, toute droite, quelle que soit sa position, est représentée par une équation du premier degré. '
Problèmes sur la ligne droite.
Nous venons de voir que l’équation d’une droite est
généralement de la forme y = ax b. Quand on dit qu’une
droite est donnée, on entend que les quantités «, b sont connues; et quand ou se propose de déterminer une droite, on a pour but de trouver ces mêmes quantités. L’analyse est d’accord avec la géométrie , qui apprend que deux conditions sont nécessaires et suffisantes pour fixer la position d’une droite.
Nous allons résoudre divers problèmes dans quelquesuns desquels nous aurons à calculer a et b.
39. Problème I. — Connaissant l’angle DCX = a, . quune droite DD' (fig. a3) forme avec l'axe des x, et l’ordonnée AB — b à l’origine, trouver P équation de cette droite.
L’équation de la droite est de la forme / = ax -+- b , et l’inconnue est a. ' .
Pour trouver la valeur de a , menons par l’origine la droite FF' parallèle à DD'; l’équation de cette parallèle est
y — ax. ■
Si NP est l’ordonnée d’un point quelconque de cette dernière ligne, on aura . .
NP
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Le triangle MAP donne
K P sin N A P
AP sin ANP
Si l'on désigne par B l'angle YAX des axes, on aura
ANP = 9 — « ,
sin a
sin (9 — a)
I. équation demandée est donc
sin a ,
y = -t— rr -, •*-+-«■
sin (0 — a)
Quoique nous ayons implicitement supposé a <0, l’équation que nous venons de trouver convient encore au cas où l’on a«>5 ( Jig . 20 ).
En prenant encore un point N sur FF', et en menant l’ordonnée NP, on aura
NP sin NAP _ sin a
AP sin ANP sin (a — 9)
Or, l’abscisse du point N est — AP; on a donc
— AP
ce qui conduit à
sin a _ sin a sin (a — 9) sin(9 — a)
D’où il résulte que l’équation
sin a
sin (9 — a)
convient encore à la droite DD'.
Nous devons faire remarquer : i°. que l’angle 0 des axes est celui qui est formé par les parties AX, A Y de ces lignes
sur lesquelles sont comptées les coordonnées positives; 2°. que l’angle a est l’angle DCX formé du côté des abscisses positives par la partie de la droite située au-dessus de l’axe des x; 3°. que l’ordonnée à l’origine b peut être positive ou négative. *
Quand l’angle 6 = 90°, comme sin (6 — a) = cos a, sin a
a — — tang a.
cos a
Ainsi, quand les axes sont obliques, a est un rapport de sinus, et lorsque les axes sont rectangulaires, a représente la tangente trigonométrique de l’angle que la droite fait avec l’axe des x.
40. Problème II. — Connaissant l’équation y= ax-4-b d’une droite , déterminer l’angle qu' elle forme avec l’axe des x.
Nous vouons de voir que a — — — — -, 6 étant l’angle 1 sin ( 9 — a ) a
des axes , et « l’angle demandé. ’
De cette équation on tire
, a . sin ( 9 — a ) =r sin a,
oti
a (sin 9 cos a — sin a cos 9) = sin a.
Divisant les deux membres par cos a, il vient a ( sin 9 — tang a cos 9 ) = tang a,
et, par suite ,
tang a =
a sin 9 1 -1- a cos (
formule cjue l’on peut facilement rendre calculable par logarithmes. , .
41. Problème III. — Trouver l’équation d’une droite qui passe par deux points donnés.
Soient x', y x", y" , les coordonnées des points donnés
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M', M " . F.u supposant que la droite rencontre l’axe des y, son équation sera de la forme y = ax 4- b ; les inconnues étant a et b. Pour les obtenir, nous ferons remarquer que la droite devant passer par les points donnés, les coordonnées de ces points doivent satisfaire à la relation y = ax -+- b, ce qui conduit aux deux équations
y'=ax'-+-b, y" = ax"-+b.
On pourrait, au moyen de ces équations, trouver facilement les valeurs de a et de b , qu’on porterait ensuite dans la relation j- = ax -+- b. Mais le calcul suivant est un peu plus simple; en retranchant membre à membre les équations y = nx -+- b , y' = ax' -+- b , ce qui revient à éliminer l’inconnue b entre ces équations , on a v — y' — a [x — x').
Pour obtenir « on retranche aussi , membre à membre, les équations y'— ax'- 1- £>, y" — ax" -h b, ce qui conduit à
d’où a — ^r-
Portant cette valeur de a dans l’équation^ — y'— a (x — x>) ; il vient
b (*- ad-
équation de la droite qui passe par les deux points donnés^ On peut s’assurer de l’exactitude de l’équation (i) en prouvant qu’elle est vérifiée par les coordonnées des points
En effet, si l’on remplace x et y par x', y', ou aura - {y'— y') — ^-r,{x' — x'), ou o = o.
En remplaçant x,y par x",y", il vient (/'-/)= (x"-x'l
Il est très-important de faire remarquer que 1 équation y y' — a — %') représente toutes les droites qui passent par le point dont les coordonnées sont x' vly' .
Si l’on a
y' — y" et x'< ou >x", l’équation (i) devient
X — y' = O, ou y — y.
En effet, dans ce cas la droite M' M " doit être parallèle à l’axe des x. En faisant x' — x", y' étant différent de y", lequation prend la forme
y — y = co x (x — x').
Mais on évite ce résultat en multipliant d’abord par x' — x" les deux membres de l’équation (i) ; elle devient alors
ce qui conduit, dans l’hypothèse établie, à ; (y— y") (x — x') = o, et comme y1 — y" n’est pas nul , on a
x — x' = o , ou x = x',
équation d’une parallèle à l’axe des ordonnées.
En supposant à la fois y' — y " , x' — x", on trouve
Effectivement, la position de la droite doit être indéterminée, puisque cette ligne n’est assujettie qu’à passer par un point.
42. Problème IV. — Trouver V équation d'une droite qui passe par un point donné et qui soit parallèle à une droite donnée. . .
Soient y = nx 4- b 1 équation de la droite donnée, et
L1GJNES DU PREMIER ORDRE
x',y' les coordonnées du point par lequel doit passer la parallèle; cette dernière ligne aura une équation de la forme y = a' x -4- b', les inconnues étant a', b'.
En désignant par a l’angle que la première droite fait avec l’axe des x, et en représentant, pour un moment, par a.' l’angle de la seconde droite avec ce même axe, on aura (problème I)
sin a , _ sin al
sin (6 — a)’ ° sin(0 — a')’
6 étant l’angle des axes.
Or, les droites étant parallèles, «'=«, et par suite a'— a. Cette condition est suffisante, car (problème II) on a
a sin 0 a sin 0
tane a = et tane « — )
i 4- a cos 0 u i+n cos 0
d’où l’on tire
tang a = tang a',
quand a = a'.
Si l’on remplace a' par «dans l’équation y = a' x -I- b1, elle devient
y — ax - f- il’;
comme b' reste indéterminée, cette dernière équation représente toutes les parallèles , en nombre infini , à la droite donnée.
La seconde droite devant passer par le point qui a pour coordonnées x',y', on a la relation y' =±= ax' ■+- retranchant membre à membre, pour éliminer />', les deux équa-, lions
; = aï+ b' , y' — ax -H b',
on. a
y — y' = a (x — x'), qui est l'équation demandée. ' ’
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4d. Problème V. — Déterminer le point il' intersection de deux droites dont on a les équations.
Soient
y — ax -+- b, y = a’ x -+- b’
les équations données. Les coordonnées du point de rencontre des deux droites devant satisfaire aux équations (i) et ( 2r),' nous allons résoudre ces deux équations. En les retranchant membre à membre, on obtient
o = x [ a — a ) + b — b , u ou x — , ;
cette valeur portée dans une des équations, dans (1) par ■ exemple , donne
ab’ — ha!
Lorsque a — a', b étant différent de b\ les valeurs des' coordonnées x et y, du point de rencontre , deviennent infinies; il en doit cire ainsi , puisqu’alors les droites sont parallèles.
Si L’on suppose à la fois a = b — b on a
* = y = ri
valeurs indéterminées. En effet , dans ce cas , les équations des deux droites étant les mêmes , ces deux droites se confondent, c’est-à-dire que tous les points de l’une d’elles appartiennent à l’autre.
44. Problème VI. — Etant données les équations de deux droites , trouver l’angle de ces droites.
Soient y= ax b , y = a' x b les équations des droites- données CD, C'IV {fi g- 9.9) que nous supposons d’abord rapportées à des axes rectangulaires.
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Nommons e l’angle CMC' des deux droites ; a, a', les angles que ces mêmes droites font avec l’axe des x ; nous aurons
«l’oit tang v = tang ( a! — a):
tanga' — lang a i -+- tang a tang a'
Or, donc ,
tang a — a, tang a! — n';
tane v ~ -, r)
° i -h an'
formule qui donne la tangente de l’angle demandé.
Nous devons faire observer que les deux droites CD, C'D' forment deux angles CMC', DtVIC' différents, mais supplémentaires, et qu’alors leurs tangentes doivent être les mêmes au signe près ; il résulte de là que la valeur obtenue précédemment, étant prise en signe contraire, conviendra à l’angle C'MD.
Quand les deux droites sont parallèles, e = o, et, par suite,
i -+■ aa
on en peut conclure a = a\
Supposons d’abord qu’aucune des «juantités a, a' né soit infinie ; on devra avoir a' — a = o, et t aa' différent «1e zéro. Or cette seconde condition est une conséquence de la première, puisque i -t- aa' devient i a*.
Si l’une des quantités a, a' est infinie, a' par exemple,, en divisant par a' les deux termes de la valeur de tang e, on ’ aura
ou , parce que a' esl infini , ~ = o, ce qui exige que a soit
aussi infini ; on a donc encore a = a'.
Lorsque les deux droites sont perpendiculaires, la valeur de tang v doit être infinie, ce qui entraîne la condition
nn' ~ o
Car, si n et a' ont des valeurs finies, il faudra qu’on ait 1 -+-aa'= o, sans que a' — a soit nul 5 et cette dernière condition est, comme on l’a déjà vu, une conséquence de la première.
Si l’une des quantités a ', a est infinie, a' par exemple, on divisera les deux termes de la valeur de tang v par a', ce qui donnera
ou, parce que a 1 est infini , ^ = 00 , ce qui exige que a = o.
Ces valeurs de a et de a 1 vérifient la relation 1 -f- aa' = o,
en l’écrivant sous la forme -4- a = o.
4o. Considérons le cas où les axes font entre eux un angle quelconque 0, et représentons toujours les droites CD, C'D' {fig. 3o) par les équations
y = nx b, y = a'x -+- b'.
v étant l’angle des droites, et a, a' les angles de ces
droites avec l’axe des x , on aura encore
, lang «' — tang a
f=ar- a, tang v — tang ( a — a) — " — ••
' 1 -4- tang a tang 1
Or ( problème II) ,
tang a —
a sin S 1 4- n cos 0
> tang a' =
a' sin 0
n' cos
Ôigitized by Goqgl
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substituant ces valeurs de tang a. , tang a' dans
tang a' — tang a
tang v = " — , i
i -I- tang a tang a
on trouve, après avoir multiplié les deux termes de la fraction par le produit ( i H- a cos 0) ( i -+- a' cos 0),
( a ' — a ) sin 9
tang v =
i +• aa' -h (a -f- a' ) eos 9
On peut encore démontrer ici que dans le cas où les droites sont parallèles, on a a = a\ et que quand elles sont perpendiculaires, on doit toujours avoir
i -+- aa' -h (a + a') cos 6 = o.
La condition de parallélisme sera remplie lorsque a' — a sera nul, le dénominateur étant différent de zéro; ou bien lorsque le dénominateur sera infini , le numérateur ayant une valeur finie.
La condition a! — a — o , ou a' = a , donne pour dénominateur
i -+- a" 2 a cos 9, f qui ne peut être nul , car
t -f- a' -f- 2o cos 9 = (a -f- cos 9)1 -f- sin’ 9.
Pour que le dénominateur soit infini , il faut que l’une des quantités a ou a! soit elle-même infinie, a' par exemple. Divisant par a1 les deux termes de la valeur de tang e, il vient
sin 9
tang t' =
— 7 -f- fl -t- ( — -f- I
cos 9
i, parce que a = sc
rsx*\
tang v =
sin 0
a -4- cos 0
JL&
vT'* ■'
ÂV. p’Sk-
a hm
Pour que cette tangente soit nulle , il faut que a — oc . On a donc encore a = a'. On conclut de là que pour que deux droites soient parallèles , il faut et il suffit que leurs coefficients angulaires a , a' soient égaux.
Lorsque les deux droites sont perpendiculaires, on doit avoir
tang c = oc .
Pour qu’il en soit ainsi, il faut que le dénominateur soit nul , sans que le numérateur le soit; ou que le numérateur soit infini, le dénominateur ayant une valeur finie.
Dans le premier cas ,
(l) i 4- aa1 -t- (« a') cos 0 = o.
et l’on sait qu’alors le numérateur ne peut être nul.
Dans le second , l’une des quantités a ou a' doit être infinie; supposons que ce soit a! . En divisant par a! les deux
termes de la valeur de tang u, on a
tang = —
sin 9
a 4- cos 9
quand a' = oc . La condition a' — oc ne suffit pas pour rendre infinie la valeur de tangente o; il faut encore que l’on ait a = — cos 9. Mais ces valeurs de «' et de a vérifient l’équation
i 4- aa' 4-(a 4- a' ) cos 9 =: o , que l’on peut mettre sous la forme
A 4- a -h ( — 4- i l cos 9 o= o, a' \a f
puisqu on a a 4- cos 9 — o.
Ainsi , l’équation (i) exprime , dans tous les cas, la condition nécessaire et suffisante pour que les droites repré-
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sentées par les équations
y = ax -|- b , y = a' x 4- />', soient perpendiculaires.
46. Problème VII. — Mener par un point donné une perpendiculaire à une droite aussi donnée , et trouver la longueur de la perpendiculaire .
Supposons d’abord les axes rectangulaires. Soient x, y' les coordonnées du point donné P, et y = ax 4- b l’équation de la droite CD (fig. 29). La ligne demandée devant passer par le point P, son équation sera de la forme
Or, les deux droites étant perpendiculaires, on a
1 + aa! — o, d’où d —
L’équation de la perpendiculaire, PM , sera donc j — y'=—~{x — x').
Les coordonnées du point M sont les valeurs de x etdoj , qui satisfont en même temps aux équations des deux droites; mais, d’après l’expression générale
Sx= V(.r — x'y->r(y-y'y
de la distance de deux points dans le cas où les axes sont rectangulaires, il suffit de calculer les différences x — x ', y — y'. Pour les obtenir, nous mettrons l’équation
sous la forme
y — y' — ,a (a: — x') — y' 4- ax' 4- b.
Cette équation , combinée avec celle de la seconde droite
donne
— ax' — b
Substituant, il vient
ax' — bY[a-‘ +
y' —ax' — b V«34- i
Telle est l’expression de la perpendiculaire PM.
La valeur de â devant être positive , on prendra le signe supérieur quand le numérateur y' — acd — b sera positif, le signe inférieur quand le numérateur sera négatif.
En faisant en même temps
ou aura pour la longueur delà perpendiculaire abaissée de l’origine sur la droite y = ax 4- b ,
Lorsque le point donné est sur la droite, on a y' — ax' — b= o, d’où 5 = o.
Ce qui doit être nécessairement.
Remarque. — En appliquant la géométrie à la question précédente, on obtient, après avoir abaissé la perpendiculaire PGH ( fig . 29) sur l’axe des x ,
PM = PG . sin MGP = PG . cos DCX .
Or,
PG = PH — GH = y’— ax' — b.
cos DCX — ±
y' 1 4- tang! DCX 4 1 4- «3
i-rcu*-1*: ';*"*■* '"-T
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Substituant ces valeurs dans l’équation PM = PG. cos DCX ,
on trouve
y — (ix
sji a7
47. Considérons maintenant le cas où les axes font un angle quelconque 0. En désignant, comme précédemment, les coordonnées du point donné (fig. 3o) par a/, y\ et l’équation de la droite par
on aura d’abord
y — y' = a' [x — x') , 1 ■+- a a' -+- (a -+- a') cos 9 = o;
d’où
, 1 H- a cos 6
à H- cos 9 ’
et l’équation de la perpendiculaire sera , 1 -t- u cos 9
' ' J J a -f- cos 9 1
Pour trouver la longueur de cette droite, nous prendrons la formule
(3) 8 — \J(x — x'Ÿ+ (y — y y -+■ 1(X — x') [y — y') cos 9.
En mettant l’équation (1) sous la forme
y — y' = a ( x — x1) — y' -t- ax' -4- b ,
et la combinant avec l’équation (2) , on obtient
x x,_{a + cosO){y—ax'—b)
t- a2 -+- 2 a cos
, (1 -H a cos 0) (y' — ax' b)
y — Y — !—LX. — ;.
J J 1 ■+■ a7 4- 2 a cos 9
68 chapitre quatrième.
Portant ces valeurs dans la formule (3), ou trouve
5 — Ir'— <*x'— 6)sinS \[Y +(l' + 2fl COS 0
On peut obtenir cette valeur de â d’une manière plus simple. Par le point H (J‘g- 3o) , on mène BO parallèle à l’axe des .r; on prend sur cet axe une longueur AI égale à l’unité, et l’on conduit IK parallèle à l’axe desv, jusqu’à la rencontre de la droite donnée. On a alors
OR = a.
Le triangle MPG donne
MP = PG sin MGP; et, comme l’angle BKO = MGP, on a MP = PG sin BKO.
Or, d’après un principe connu ,
sin BRO
BO
BR
BR
\/ 1 4- n’ 4- 2 a cos 0
sin BOR D’ailleurs,
sin BOR = sin 0 , PG — y' — ax' — b ; on a donc, en posant MP = â ,
„ [y' — ax — è)sinO
V i -h ci1 -f- 2 a cos 9
■48. L’équation de la ligne droite prend une forme élégante quand on y fait entrer les distances de l’origine aux points de rencontre de cette ligne avec les axes.
En reprenant l’équation générale
(i) Aj4-Bx4-C = o,
nous supposerons successivement
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ce qui donnera
v = et x =
Si l’on pose
il en résulte
Ces valeurs, portées dans l’équation (1), donneront
49. A l’aide de ce qui précède, ou peut résoudre les questions qui ne dépendent que de la ligne droite, et qui sont relatives à des points situés sur un même plan. Nous
milieux des côtés d’un triangle se confient en un même point (fig. 3i).
Soit ABC le triangle proposé; prenons pour axe des x le côté AB, et pour axe des y la perpendiculaire AY élevée au point A sur AB. Nommons a/, y' les coordonnées du point C, et x" l’abscisse du point B, pour lequel l’ordonnée est nulle. L’équation de OM , perpendiculaire au milieu de AB, est
La perpendiculaire l’0 sur AC , passant par le point P dont
d’où l’on déduit, en divisant par C et eu changeant les signes.
allons faire quelques applications.
Démontrer que les trois perpendiculaires élevées sur les
les coordonnées sont — 5 — 5 a une équation de la forme 22 1
Si l’on désigne par a la tangente de l’angle CAX , on a
et, comme on doit avoir
il en résulte
ce qui donne
pour l’équation de la perpendiculaire PO. Les coordonnées du point N étant les demi-sommes de celles des points B, C , auront pour valeurs
Et , comme la tangente de l’angle CBX est — , on aura ,
en ayant égard à la condition de perpendicularité,
pour l’équation de la droite NO.
Pour trouver les coordonnées du point de rencontre des droites PO, NO, on égalera les seconds membres de leurs équations; ce qui donnera , en supprimant de part et d’autre le dénominateur y1,
Effectuant les opérations indiquées et réduisant, on trouve
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d’où l'on conclut que les trois perpendiculaires se coupent au môme point O.
Déterminons maintenant le rayon R du cercle circonscrit au triangle. A cet effet, cherchons l’ordonnée du point O,
Nous l’obtiendrons en remplaçant x par — dans l’équation (2) par exemple. Le calcul , très-facile à exécuter, conduit à
■ 2 iy' 2 y 2 y 2 y'
en désignant par b le côté AC. On a alors
R = \/: T + = 57 sjy-(y^y+ b'~ywx'x"
= —- Jbjx"‘- f- b' — 2 b1 x’x" = — — ^x"'-t- b‘ — ix‘x" = ,•>
en remarquant que le radical est la valeur de BC ou a.
De l’égalité R = , on tire
ab = 2 R y’ -,
c’est-à-dire que dans tout triangle le produit de deux côtés est égal au produit du diamètre du cercle circonscrit par la hauteur relative au troisième côté : proposition qu’on démontre en géométrie.
50. Démontrer que dans tout triangle les droites menées des sommets aux milieux des côtés opposés se coupent en un meme point.
Nous prendrons pour axes les côtés AB, AC (Jig- 3 2 ) . Les coordonnées du point A seront
celles du point B,
celles du point C ,
On aura pour le point M ,
* = jr==Qi
pour le point N ,
et enfin pour le point P,
L’équation de la droite AN sera
celle de la droite CM,
et celle de BP,
r =-i— v(x — x"), ou y — — —-(X — x"). .
En cherchant les coordonnées des points communs à la première droite , et à chacune des deux autres , on trouve le même système de valeurs :
Ce, qui démontre le théorème énoncé.
On démontrerait d’une manière semblable que les trois hauteurs d’un triangle se rencontrent au même point.
Nous terminerons les applications par la question suivante :
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51. Si d’un point P (üg. 33 )„/>rà sur le plan d’un angle YAX, on mène une série de droites telles que PBC, PB'C', etc., qui rencontrent les côtés de cet angle, les lignes qui, comme B'C , BC, joindront les points de section opposés se couperont en des points O, O', etc., dont on propose de trouver le lieu géométrique.
Prenons pour axes les côtés AX, A Y de l’angle donné, et représentons par x', y', les coordonnées du point P. En désignant par a , a\ les distances AC, AC', l'équation de la droite PC sera
Ainsi, son ordonnée à l’origine, AB, sera
et, par conséquent, la droite BC' aura pour équation
y (a — x') x ay' a'
d’où, en faisant disparaître les dénominateurs,
(t) n'(a — x') y -+- ay' x — aa'y'.
L’équation de la droite B'C doit être alors
(2) a (a1 — jé ) y -+- a' y' x — a' ay' .
On peut ici éliminer a et a' entre les deux équations (1) et (2). Il suffit pour cela de retrancher ces équations membre à membre, et de supprimer le facteur a — a! , ce qui conduit à
équation d’une droite qui passe par l’origine.
Pour la construire, nous ferons observer que I hypothèse x — x' donne
D'où il résulte qu’eu prolongeant l’ordonnée PM d une longueur P' M égale à cette ordonnée, le point P' appartiendra à la droite, et, par suite, le Heu demandé est la droite P' AP".
On peut remarquer que l’équation (3) ne change pas quand on y remplace od , f par des quantités qui leur soient proportionnelles, c’est-à-dire par les coordonnées d’un point quelconque de la droite APQ, qui joint le point donné à l’origine. D’où il faut conclure que, quel que soit le point que l’on prenne sur cette droite APQ, le lieu géométrique des points O, O', etc., sera toujours la même droite P' P".
Nous proposerons au lecteur les exercices suivants
Problème I. — Trouver la surface d’un triangle en fonction des coordonnées des sommets.
Problème II. — Mener par un point donné hors d'une droite une seconde droite "nui forme avec la première un angle connu.
Théorème 1. — Les diagonales d’un parallélogramme se coupent mutuellement en deux parties égales.
Théorème II. — Les bissectrices des angles d’un triangle se cou/)ent en un même point .
Théorème III. — Dans tout triangle rectiligne, le centre du cercle circonscrit , le point de concours de médianes , le point d’intersection des trois hauteurs, sont toujours en ligne droite.
Problème III. — Deux droites qui se coupent étant données, trouver le lieu géométrique : i°. des points dont la somme des distances aux deux droites égale une longueur connue ,• 2°. des points dont la différence des distances aux deux droites égale une longueur connue 3°. des points dont le rapport des distances aux deux droites égale une quantité donnée.
IUi CERCLE.
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53. Ou a vu (n° 29) que l’équation générale de la circonférence est
(1) (y — 6)’-+- ( x — a)1 2 (/ — 6) (a: — «) cos 9 = r1,
6 étant 1 angle des axes; a, o les coordonnées du ceulre, et r le rayon.
Lorsque l’angle 0 des axes est droit, le cosinus étant égal à zéro, l’équation se réduit à
lin plaçant l’origine des coordonnées en un point île la circonférence, et en conservant les axes rectangulaires, ou aura (fig. 34)
ce qui réduira l’équation (2) à
(3) y7 — 2%y x7 — 2 ccx — o.
Si l’on fait passer l’axe des abscisses par le centre et si on laisse l’origine sur la circonférence, l’ordonnée du centre étant alors nulle et l’abscisse étant r,
1 équation (3) devient
y7 -+■ x7 — 2 rx — o.
Si l’on place l’origine des coordonnées au centre, l'équation de la circonférence sera , dans le cas des axes obliques,
- y7 -h x7 -+- 2 xy cos 0 = r7,
et , dans le cas des axes rectangulaires, y 7 -+- x1 =
ai. L’équation
étant développée, conduit à une équation de la forme ;'+x'+ by -+• ax + c = o ,
qui ne renferme pas le rectangle des variables, et dans laquelle les carrés de ces variables ont des coellicients égaux et de même signe.
Lorsque ces conditions sont remplies, l’équation ne peut représenter d’autre ligne qu’une circonférence de cercle rapportée à des axes rectangulaires.
En effet, l’équation dont il s’agit peut être mise sous la forme
(jr+5) + (* + i):=— r--f’
qui représente une circonférence dont les coordonnées du
centre sont — -, — - » et le rayon y/ — ^ c, pourvu,
toutefois , que — -, c soit positit.
a7 fol
Si c = o , le cercle se réduit à son centre.
Et si
a + ^ c est négatif, l’équation est impossible.
L’équation
(_>• — (x — a)’ -f- 2 [y — 6) (x — a) cos0 = r 7 étant développée , donne
y7-h xM- 2 xy cos 0 — 2 ( ê •+- a cosO )/ — 2 (a -f- 2 6 cos 6 ) x
61 y.‘ -f- 2 a ê cos 0 — t3 = o ,
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dans laquelle les coefficients des carrés des variables sont égaux à 1 unité, et le coefficient du terme qui contient leur rectangle égale le double du cosinus de l'angle des axes.
Toutes les lois que les conditions qui viennent d’être énoncées seront remplies par une équation du second degré entre coordonnées obliques, cette équation ne pourra pas représenter d’autre ligne qu'une .circonférence de cercle.
En effet, soit l’équation
(2) -+- t* + 2 xy cos 0 by -+- ax -+- c — o.
En l’identifiant avec l’équation (1), on obtient
a ( ê ■+■ a cos 0 ) = — b , 2 ( a -f- 6 cos 0 ) = — a ,
fi1 -h »* -f- 2 a§ COS 0 — r1 = r.
De ces trois dernières égalités on tire facilement
b cos 0 — a 2 sin30
n cos 0 — b 2 sin1 0
— 2 ab cos 9
En reportant ces valeurs de a. , S , »* dans l’équation (1), elle devient identique avec f équation ( 2). Cette dernière repré-
, . », . /o1 - 1- 0- 2 00 cos 0
sente donc une circonférence, si 4 / ; — r
’ V 4 sin’ 9
est une quantité réelle.
Lorsque le radical est nul, la courbe se réduit à sou centre; c’est-à-dire que l’équation ne représente plus qu’un point.
Si le radical est imaginaire, l’équation est impossible.
Quand l’équation (2) représente une circonférence de cercle, pour trouver le centre il n’est pas nécessaire de construire les valeurs de a. et 6.
En effet, soit C [fi g. 36) le centre demandé; si l’on abaisse
de ce point des perpendiculaires CM , CN sur les axes , et si l’on mène à ces derniers les parallèles CP, CQ , on aura
AIS — AQ -h QN = S + ü cos A = >
et
AM = AP + PM = « -H 6 cosfl = — -•
On voit alors qu’en prenant avec des signes contraires dans l’équation ( 2) les moitiés des coefficients des termes du premier degré , on aura les longueurs AN , AM , et , par suite , le centre C, en élevant des perpendiculaires aux axes par les points N , M.
Théorèmes relatifs au cercle.
56. L’équation du cercle rapporté à deux axes rectangulaires passant par le centre est, comme on l’a vu,
On en tire
On voit qu'à chaque valeur AP (fg- 3^) de x correspondent deux valeurs MP, M'P de y , égales eide signes contraires; et puisque MM' est perpendiculaire sur A13, si l’on applique la partie inférieure BM'B'de la circonférence sur la partie supérieure BMB', ces deux parties devront coïncider. On conclut de là que : i°. Tout diamètre B'AB divise la circonférence et le cercle en deux parties égales; 20. tout diamètre perpendiculaire sur une corde divise aussi cette corde et Tare sous-tendu en deux parties égales.
L’équation (1) donne
Si l’on suppose
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x = AP, r=MP,
on aura
r-h x = B' P, r — x = BP ,
par suite,
Mp‘ = B'P X BP;
donc , l’ordonnée perpendiculaire au diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux segments de ce diamètre.
Si l’on mène la corde IV M , et si l’on désigne toujours par x et y les coordonnées du point M, on aura
B'M = y* + (r-+- x)i=jr‘ -t-x’ -4- nrx -f- r1 = ür1 4- 2 rx, parce que
y1 -Jrx'—r2.
L’égalifé
B'M = 2r! -H 9. rx
revient à
B'M ‘ = îr(r + .r) = B’B X B'P.
On en conclut que la corde B'M est moyenne proportionnelle entre le diamètre et le segment adjacent à cette corde.
Les équations des droites B'M, BM, menées des extrémités d’un diamètre à un point quelconque de la courbe , sont
y = a(x-hr), y=a'(x — r).
On en déduit
et, en multipliant ces deux valeurs,
aa — — = — — i
puisque le point M , dont les coordonnées sont x , y, appar-
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tient à la courbe. La relation au' = — i montre que les droites B'M, BM sont perpendiculaires , c’est-à-dire que tout angle inscrit dans un demi-cercle est. droit.
o7. On peut démontrer, en général , que tous les angles inscrits dans un même segment sont égaux entre eux.
Soit DM B {fi g- 38) le segment quelconque que l’on considère. Prenons pour axe des x la corde du segment , et pour axe des y la perpendiculaire élevée au milieu de cette corde.
En désignant par 6 l’ordonnée CA du centre, et en faisant BD = a c, l’équation du cercle sera
[y — 6)2-(-x,= rî ou y* -+- x, — 2Ç/-(-ë, = ^,, équation qui se réduit à
parce que
r‘ — êJ = c\
Les équations des droites DM , BM sont respectivement y = a (*-+- c), y — a' [x — c).
On en déduit
Or,
tang DMB =
i an' ’
remplaçant a et «' par les valeurs qui précèdent, on a
lang DMB =
(x — c) .r+c 2 cy
Comme le point M est sur le cercle, on a , entre ses coor-
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données , la relation
y'- -+- x' — 28 y — c’ = 0, de laquelle on tire
ce qui conduit à
CY C
tang DM B = — i- = -•
Donc, tous les angles inscrits dans un même segment sont égauxentre eux.
L’angle ACB, moitié de l’angle au centre DCB, a pour tangente | -, il est donc égal à l’angle inscrit DMB.
58. Démontrons les théorèmes relatifs aux lignes qui se coupent, soit hors du cercle , soit dans l 'intérieur du cercle.
Soient deux sécantes quelconques ABC, ADE [fig . 39), partant du point extérieur A au cercle. En rapportant la courbe à ces droites, son équation sera de la forme
(1) y1 4- -4- 2x>' cos 9 -+- flx-t- by ■+• c = o ,
0 étant l’angle des axes.
En faisant X—o dans l’équation (1) , il vient
y* + by-f-c=: o,
équation dans laquelle c représente le produit des distances AB , AC. L’hypothèse y = o donne
•r’ -T- ax -H c — o ,
c représentant actuellement le produit de AD par AE. O11 a donc
ABX AC = AD X AE
c’est-à-dire que les sécantes entières sont réciproquement proportionnelles à leurs parties extérieures.
' chapitlie cinquième.
On démontrerait d'une manière tout à fait semblable que deux cordes qui se rencontrent dans le cercle , se coupent en parties réciproquement proportionnelles.
59. Déterminons par le calcul les conditions d'intersection d'une droite et d’un cercle.
Soient
l’équation du cercle , et ( 2 ) y = ax -f- b,
celle de la droite.
Pour trouver les coordonnées des points communs à ces deux lignes, remplaçons, dans la première équation ,jy par sa valeur tirée de la seconde, il viendra
(ax -t- b)7 x1 = r% • ou
(3) (a’ + i)x7 -h 2abx -t- b7 — r’ = o;
d’où
— ab±\Ja7b7 — (n:-)-i) ( b * — r7) — ab±^(a,-\-i)rt —
Pour qu’il y ait réellement intersection, il faut que ces valeurs de x soient réelles, c’est-à-dire que l’on ait
(a7+i )r7>b7, d’où
or, le premier membre de cette inégalité représente la distance du centre à la droite : on voit donc que cette dernière ne peut couper le cercle qu autant que sa distance au centre est moindre que le rayon.
Lorsqu’on a (a* i) ?•’ = ù!, les deux racines de l’équation (3) sont égales à ^ ; en portant cette valeur com-
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inupe dans y = ax-+- b on obtient
Dans ce cas , la droite n’ayant plus avec le cercle qu’un seul point commun dont les coordonnées sont
est tangente au cercle en ce point. Des valeurs de x' et y' ' rti tire , par la division',
-Multipliant membre à membre les équations.
il vient
r"—by\ d’où b — — -
Portant ces valeurs de a et b dans y = ax &, on a
X = — J7'*'"*”/’ OU + xx'==.r,‘’ ' v
• . cette dernière équation, que nous retrouverons bientôt, par uire autre méthode, représente la tangente au point de la • circonférence dont les coordonnées sont x\ y'.. • ’
(K): Cherchons actuellement les conditions relatives à l’intersection et au contact des cercles
Soient Â,VB (Jig. 4°) h-s centres des deux 'cercles , R, r, leurs rayons, et d la distance AB des centres.
Plaçons l’origine des coordonnées rectangulaires au centre À du premier cercle, et prenons pour axe dcÿ jbscisses * • • • “6.
la droite des centres; les équations des cercles A , B, seront
(2) /*+ (rf— ' ‘x)? = r*.
Pour obtenir les points communs aux deux circonférences , il faut chercher les solutions réelles communes aux équations (i),.(a);si l’on retranche ces équations membre à membre , on obtient
ndx — d1 — R1 — r
d'où 1 1
celte valeur portée dans l’équation (1) conduit à
(4) jr = ±±Md*W-(H'-r*+d'y.
On rte peut avoir que deux solutions, d’où l’on déduit ce théorème connu : Deux circonférences de cercle ne peuvent, avoir plus de deux points communs à moins qu'elles ne se confondent.
On a trouvé une seule valeur de x et deux valeurs de y égales et de signes contraires; on conclut de cette remarque que quand deux cercles se coupent , la droite qui passe par leurs centres est perpendiculaire sur le milieu de la corde qui joint leurs points d’intersection.
Pour que les deux Circonférences se coupent réellement, il faut que la quantité placée sous le radical de la double valeur dey soit positive.
Cette quantité étant une différence de carré , 011 aura :
y = ±— , y/(2rfR -t-rf’-t- RJ — r?) (2z/R — d7 — R» 4- rM,
et comme chaque facteur. est , lui-même, une différence de
mi cr.RCLK
ta nés , on pourra écrire :
y = ± ^—^{d -+- R-+-r) (rf-4- B — r) (R -f- r — d) ( rf-f- r — R).
11 est permis de placer l’origine au centre du plus grand cercle et de compter les abscisses positives dans le sens AB, et par conséquent de prendre d positivement-, alors, les deux premiers facteurs sont positifs. Pour que / soit réelle, il faut que l’on ait à la fois
R-t-r — rf^>o, d -y r — R o
JR-t-r — d <^o, d + r — R <[ o ;
les deux dernières inégalités ne peuvent être admises, puisqu’un les ajoutant membre à membre, on trouve i r<f o.
On tire des deux premières :
ce qui conduit à ce théorème connu : Pour que deux cercles se coupent, il font et il suffit que la distance des centres soit plus petite que la somme des rayons, et plus grande que leur différence.
Pour qu’il y ait contact, il faut que les valeurs de / se réduisent à une seule, ce qui exige que la quantité sous le * radical soit nulle; cette dernière condition sera remplie quand ou aura
R -f- r — d = o , ou d y- r — R = o , ce qui revient à
d — R 4- r, ou d — R — r.
Donc , pour que deux cercles se touchent, il faut que la distance îles centres soit égale à lu somme des rayons, ou bien égede il leur différence ; élans les deux cas, le point de contact est sur la droite des centres , ,
Les valeurs dey sont imaginaires lorsqu'on a R-4-r — rf<o, où d-\-r — R<^0, ee qui revient à . • ' ' ' _ .
rf]>R + r, ou f/ <[[ R — r;
donc , quand la distance des centres de deux cercles est plus grande que la somme ou plus petite que la différence des rayons, ces deux cercles n’ont aucun point commun.
Si l’on suppose, en même temps, R == r, d= o, les valeurs de
x et dey se présentent souS la forme ^ •, en effet , les deux cir- •
conférences ayant le même. centre et le même rayon, doivent avoir. tous leurs points communs.
De la tangente et de la normale au cercle.
61 . On nomme tangente à une courbe en un point donné M [fig. /\ t) la limite MT vers laquelle tend la direction d’uue.sécantc MS, que l’on, fait tourner autour de ce point, jusqu’à ce qu’un second point M' d’intersection se rapprochant indéfiniment du premier vienne coïncider avec lui.
Le cercle étant rapporté à deux axes rectangulaires qui passent par le centre, proposons-nous de mener à cette courbe une tangente en un point donnée
Soit M le point de contact dont nous représenterons les coordonnées par 'x',y'\ menons parce point une sécante SM' M , et désignons par x", y", les coordonnées du point M'. ‘L’équation de la sécante sera de-la forme
Les points M, M/ étant sur la circonférence qui a pour
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équation j*4- x’ = /•*, on aura
y^-yx'-=r\ yu'-hx"'=zr>.
Déterminons la valeur du rapport"-; — ~ d’après-la condition
déjà exprimée, que les deux points M, M' se trouvent sur la circonférence; à cet cfiet, retranchons membre à membre' les deux dernières équations, il viendra
ou
ce qui donne
l’équation de la sécante est alors
Lorsque le point M' se confond avec le point M , on a .
et on obtient pour l’équation de la tangente au point M,
Faisant disparaître le dénominateur y\ effectuant la multiplication par x’ et remplaçant y’* -f- x'* par /•*, on arrive à l’équation plus simple
ÿy -b xx' = r\
O11 peut facilement reconnaître qùe cette dernière équation appartient à une droite qui n’a de commun avec la circonférence que le point dont les coordonnées sont .r', y' .
En effet , si on prend les équations
(1) yy-f-x'x = rs,
en multipliant les deux membres de la première par 2 , puis la retranchant membre à membre delà seconde équation , il vient
Ajoutant de part et d’autre y* -+-x*, on a
Or, pour toutes les valeurs de y et de x différentes de y ', x\ le premier membre est positif; par suite, on a
Comme yt-hx* représente le carré de la distance d’un ‘pointquelconque.de la droite à l’origine, on en conclut que tous les points de cette ligne, excepté celui qui a pour coordonnées x',y', sont extérieurs au cercle.
02. La méthode qui vient d’être employée s’applique au cas où le cercle est rapporté à des axes quelconques. Soit l’équation.
(1) {y — 6 )*— f- (x — 2 [y — 6) (x — a) cos 0 = r’.
Désignons toujours par x' , y\ les coordonnées du point de contact M.
En représentant par x",y", les coordonnées d’un second point M' de la circonférence , l’équation de la sécante SMM' sera de la forme
En exprimant que les points M, M' sont sur le cercle, on
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a les équations ,
(y' — §}’-+- (x'— a)J + 2(y— ë)(x’ — a)cos9 = r\ (y"— ëf -4- ( x" — a y -b 2 (j r" — 6 ) (x"— a j cos 9 = r3.
Retranchant membre à membre, il vient
y'' — y 2ë(y'—y") -b x'1— x"5 — 2a(x' — x") ; — 2 a cos 0(y'^y") — 2 S cos 9 (x' — x") •
-+- > cos 9 ( y' x’ — y" x" ) — o.
Le dernier terme
. revient à
2 cos 9 [/' ( x' — x" ) -+- x" ( y ' — y"' ) ].
L’équation (A) peut être mise sous la forme
(y1 —y") (y1 -h y" — 2 S — 2a cos 9 + 2X" cos 9)
-+- (x' — x")(x'+ x" — 2 a — 26 cos 9 -t- 2 y' cos 9) = O.
Un eu tire -
y' — y" x1 -b x" — 2 a -b 2 cos 9 (y' — ë)
' x'— x" y' -b y" — 26 2 cos 9 (x" — a)
L’équation de la sécante SMM' est alors
x'-f-x" — 2a + 2 cos 9 (y' — 6)
^ y1 + y" — 26 -t- 2COS 9(x" — a) ^
Si l’on suppose que le point M' coïncide avec M, on aura
x == x , y • = jr , -
et 1 équation de la tangente sera (B) >- ^-a + cos6(/-e)
y' — 6 -H cos 9 (x' — a J ^ en joignant, toutefois, à cette équation, la condition
(y' (x' — a)3 2 (r' — S) (x' — a)cosû = r~‘
Quand les axes sont rectangulaires, l’équalion de la tangente est
_ y-y =-yzrsSx-xï'
gn supposant .qu’on a
(y' — 6), + (x,-a)3=rJ.
Les deux équations précédentes peuvent être mises sous la forme *•
(7'— S) ( 7' — 6) 4- (•*'— a) (*' — a) = r7 En les ajoutaut membre à membre , on obtient
pour équation de la tangente. Lorsque le centre du cercle est sur l’axe des abscisses , l’équation devient
03. Proposons-nous maintenant de mener au cercle une tan-genle par un point extérieur.
Soient x" .y"\ les coordonnées du point donné N [fig- 42) • Si l’on représente par x', y\ celles du point de contact, l’équation de la tangente sera
y' y -+- x1 x — rJ.
Pour trouver j', x\ on exprimera d’abord que le point donné appartient à la tangente, ce qui donnera l’équation
O11 aura eh outre
pour exprimer que le point demandé est sur la circonférence. . . ■ . '
DU CERCLE
On tire de l’équation (i),
cette valeur, portée dans l’équation (2), donne
(r"»+a."«)xn_2r.x«x/_f: r’(r7—/'>) = o.
La résolution de cette équation conduit à
rf <J y "* -f- x"> — r’
On obtient pour les valeurs correspondantes de y\
, r?jr" i rx" \J y"' -h x"5 — r 1
Lorsque le point donné est extérieur au cercle , on a y"1- t-x"> >r’';
les valeurs de x' et de^' sont réelles et inégales , et le problème a deux-solutions.
Si le point donné est sur la circonférence, on a
■ y*'+-x"*=r*it
les deux systèmes de valeurs de x', y' se réduisent à uu seul , et il n’y a plus qu’une tangente.
Dans le cas où le point est intérieur au Cercle , on a
les valeurs de x' et y' sont imaginaires, et le problème est impossible.
Il est facile de retrouver la construction qu’indique la géométrie élémentaire pour mener une tangente au cercle par un point extérieur.
Reprenons encore les équations
dans lesquelles uous regarderons comme des variables les coordonnées inconnues x', y' du point de contact.
En soustrayant la première de la seconde, et en complétant les carrés, on trouve
équation qui représente visiblement une circonférence dont .
les coordonnées du centre sont ’— , —, et qui a pour rayon
Puisque les coordonnées du point N sontjy", xn ,
celles du point O, milieu de AN, ont pour valeurs —, — •
D’ailleurs \Jy tti -+- x"1 représente la distance AN; donc les points de contact sont sur une seconde circonférence ayant pour diamètre la distance du centre de la première au point donné.
On voit srds peine que, i°. si le point donné N est extérieur, la circonférence décrite coupera la première; 2°. si le point est pris sur la première circonférence, la seconde -sera tangente; 3°. que les deux circonférences sont intérieures l'une à l’autre, si le point donné est dans le cercle proposé.
04. On peut résoudre autrement le problème dont il s'agit. En considérant toujours les deux équations
y"y'+xnx'=r\
si on y regarde encore y, x', comme des variables , la seconde de ces équations représentera le cercle donné , et la première, une ligne droite que nous déterminerons en cherchant scs points dé rencontre avec les axes; en faisant suc-
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cessivdment o, y' = o, ou
expressions faciles à construire.
La valeur AT == — {fig- 4^) étant indépendante de y" ,
il en résulte que le poiut T ne doit pas changer, quelle que soit la position du point N sur ]$ droite N'N/7 perpendiculaire à l’axe des x. Cette droite ]V W peut être regardée comme située d’une manière quelconque dans le plan du cercle, puisqu’on peut toujours prendre pour axe des x la perpendiculaire abaissée du centre sur cette droite. On est conduit alors au théorème suivant qui a son analogue dans les trois courbes du second degré :
Si de chacun des points d’une droite donnée sur le plan d'une circonférence , ou mène des tangentes à cette courbe , et qu’on joigne les deux points de contact, toutes les lignes de jonction se couperont en un même point.
11 est visible que si la distance AT ne change pas , x" reste le même; on conclut de là cette proposition réciproque :
Si par un point, T, pris sur le plan d'un cercle on tire différentes sécantes à ce cercle , et que par les points où chaque sécante coupe la circonférence, on mène deux tangentes , le lieu des points de rencontre de ces tan- gentes, prises deux à deux , sera une ligne droite.
• . 65. Dans une courbe quelconque , on nomme sous-tan-, gente la partie de l’axe des x comprise entre le pied de . l’ordonnée du point de contact et le point où la tangente coupe ce même axe des x.
D’après cette définition , la sous-tangerite est ici la distance TP [fig . 4 1-) - On en obtient la valeur en faisant
y4 CHAPlfKE CINQUIÈME.
y — o dans l'équation de la tangente
et en retranchant de la valeur de ’x correspondante à cette hypothèse ^ l’absçiSse x' du point de tangence. On trouve alors ; »
* * r1 jrr*
TP
expression qui peut passer par tous les états de, grandeur, en faisant varier x' de r à — r. *
156. On appelle normale à une courbe quelconque, la droite menée par le point de contact perpendiculairement à la tangente. La sous-normale est la partie de l’axe des x , comprise entre le pied de l’ordonnée du point de contact et le point où la normale coupe ce même axe. des x.
En désignant toujours par x\ les coordonnées du point de tangence, l’équation de la normale sera de la forme
Comme cette ligne doit être perpendiculaire à la tangente, on aura la condition
ce qui conduit à l’équatiop si l’on effectue les réductions , on obtiendra
La normale passe ici par l’origine qui est le centre du cercle ; on retrouve cette proposition connue : le rayon mené au point tle contact 'est perpendiculaire à la tangente.
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Problèmes et théorèmes sur le cercle et la ligne droite.
67. Mener par un point pris sur le plan d’un cercle, une sécante telle que la partie comprise dans ce cercle soit égale à une ligne donnée. ■ ■ ^
Soient x',y' les coordonnées du point donné M, et. un la longueur de la corde. L’équation de la droite cherchée ■ sera de la forme ,
(1) y — y'=za(x — x').
En rapportant le cercle à deux axes rectangulaires passant par le centre , son équation sera
si l’on désigne par x et y les coordonnées d’un des points de rencontre de la droite avec la circonférence, ct'si l’on représente par z la distance de ce point au point M, on aura l
Si dans l’équation (3), on remplace y —y' par sa v tirée de f équation (1), il vient
z1= 1) (x — z')2, d’où x — x' — - — ■
et , par suite ,
aleur
en tirant de ces deux dernières équations les valdiirs de x et de y, et en les portant dans l’équation (2), on a *
Si l’on avait la valeur de a, qui convient à la positioh.de la droite cherchée, la différence des racines del équation (4)
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représenterait la partie de cette droite comprise dans le cercle. D’après cette proposition , nous allons égaler à am la différence des racines de l’équation dont il s’agit; en la résolvant, ou trouve
— ( ar ' -t- x')± aÿ 4- x' )3 — (y ' 3 -4- x' 3 — r J ) ( a1 ■+■ 1 }
ja1- (- 1
La demi-différence des racines est
/{af + x' Ÿ — t-x'a — rt)(a,+ 1) .
on a alors, d’après l’énoncé, l’équation
^/(gj'+x'
d’où l’on déduit
(ay'+ x')3— (/"-t- x'3 — r3){«3-+- 1) = /«3(rt3+ 1).
Lé problème conservant sa généralité lorsqu’on fait passer l’axe des x parle point donné, nous supposerons^^ o, il viendra
En effectuant les calculs indiqués, on arrive facilement à l’équation
rt3(/«3-4- x'3 — r1) — r3 — ni1,
qui donne
» • — ni1
Cette expression prouve que m ne doit pas surpasser r, c’est-à-dire que la corde donnée ne doit pas être plus grande que le diamètre: en supposant m<[r, et le point donné extérieur au cercle, les valeurs de a sont réelles; pour les construire, décrivons une circonférence sur le rayon AD
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{ fi g- 44) comme diamètre, et portons la rordc.DO nous aurons
AO = y/r3 — in*.
Traçons ensuite une seconde circonférence ayant pour diamètre AM — x' et prenons la corde AI = AO; la valeur du second radical sera représentée par MI : la' tangente de l’angle AMI ayant pour expression
AI _ v/cT— m1 MI y/x'3 — (r* — m*)
on aura
a — tang AMI.
La tangente de l'angle IMX sera .
y/73 — ni1
En menant au-dessous du diamètre la sécante MB'C', de manière que l’angle AMI' = AMI, la tangente de AMI' sera la seconde valeur de «..On aura donc pour réponse à la question les deux droites MBC , MB'C'.
Si le point donné M est intérieur, le second radical n’est réel qu’autant que m est au moins égal à y //•* — x'*, ce qui apprend que la plus petite corde que l’on puisse mener par un point donné dans un cercle, est celle qui est perpendiculaire au diamètre passant par ce point.
En imitant la construction exécutée précédemment, on trouvera encore deux cordes pour solution du problème. Lorsque ni est nulle, chaque sécante devient tangente, et'
les valeurs de « se réduisent à rt: - Si le point donné
est intérieur au cercle , x' est plus petit que r, et les valeurs de a sont imaginaires. L’hypothèse x'= r donne a — oc , ce qui doit avoir lieu dans ce cas.
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Mener une tangente commune à (leux cercles
Soient ■
y 1 -f- .r* = RJ, y7 4- [x — ri)1 — r1,
les équations des circonférences données (Jig. 45)., L’équation de la tangente commune FC peut être nijse sous la forme
b, c, étant l’ordonnée et l'abscisse à l’origine. Nous allons chercher ces deux quantités, en exprimant que la droite
■j- - = i est tangente à chacun des cercles. L’équation
de la tangente au cercle A , en un point quelconque (xl. y1), est
yy' + xx' = r»,
avec la condition
En supposant successivement y — o, ,r== o, on obtient
tV-
Si l’on égale ces valeurs à c et A, il vient
,ces dernières valeurs, portées dans l’équation (C), conduisent à
ce qui établit une première relation, entre les inconnues b , c.
L’équation de la tangente au cercle B, au point t7), est, comme on l’a vu,
( D) / y -4- (x' — r/) (x — ri) — r %
avec la condition
(E) — ri)1— r1. y . ,
I>u CF.UG1.F.. QQ
. Le; s liv pofbeses ) = n, r =' n, faites dans l'équation (D), donnent *
En égalant la première valeur à r — r/, et la seconde à b, on a les équations
desquelles on tire • - »
b b [c — rf) ’
en remplaçant x' — d par sa valeur.
Mettant ces valeurs de x — d et y' dans I équation (E), on obtient, entre les inconnues b , e, la relation
En divisant membre à membre les équations (2), (r), il vient
r1 _ (c — dy
d’où l'on tire
L’équation (1) donne
rR
Pour construire la première valeur de c, on mène les rayons parallèles AG, BH, on joint les extrémités G, H par la droite GH, que I on prolonge jusqu’à sa rencontre en C , avec la ligne des centres ; les deux triangles semblables AGC, BHC donnent ,
ac: bc:: ag: bii, ou ac:ac— bc:: R:r— r- •
AC — BC — c/;
IOO
Si l’on prolonge le rayon I5H jusqu’à rencontre en H' avec la circonférence, et qu on joigne les points H', G, ou aura (fig. 45)
ac' : c' B : : ag : mr , on ac' : ac' + c b : : r : r + r, et comme AC/-t- C'B = d , il en résulte •
Quand les cercles sont extérieurs l’un à l’aulre, on a
• et , à fortiori ,
Les deux valeurs de c étant alors plus grandes que R, les
valeurs de b sont réelles; et comme à .chaque valeur de c correspondent deux valeurs de b , le problème admet quatre solutions.
Si les cercles se touchent extérieurement , d = R r, la première valeur de c surpasse R, et la seconde est égale à R; dans ce cas, la question a trois solutions.
Quand les cercles se coupent, ou a, à la fois,
. rf<R-t-r, rf>K— r;
alors, la première valeur de c l’emporte sur R , et la seconde est moindre que R ; celle-ci donne pour b des valeurs imaginaires, et le nombre des solutions se réduit à deux. Lorsque les cercles se touchent intérieurement, On a
îl — R— r ,
et , par suite , d est moindre que R -f- r. J. a première valeur de c est R , et la secoude est plus petite que R ; celle-ci donne •
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pour b des valeurs ‘imaginaires, l'aulre rend b égal à l’infini : elle est seule admissible, et alors le problème n’a qu’une seule solution .
Enfin , la question est impossible lorsque les deux cercles sont intérieurs l’un à l’autre; car, les valeurs de ç étant moindres que R, celles de b sont imaginaires.
Ou voit facilement ce «pii arriverait si les deux cercles avaient des rayons égaux.
t>9. Trouver le lieu géométrique des points dont la différence des carrés des distances à deux points donnés soit égale à un carré aussi donné.
Soient C, D, les deux points donnés (Jig. 4b)- Prenons pour axe des abscisses la droite qui joint ces deux points, et pour axe des ordonnées la perpendiculaire élevée sur le milieu de cette droite. Eu nommant y , x , les coordonnées •m de l’un quelconque, M, des points demandés, id la distance CD des deux points, et m' le carré donné, on aura
MC^y' + jjî + rf)’, MD' = /+(rf — x)’, et, par suite,
y* 4- (ar 4- d'y — jr* — ( d — j)3=. /«'.
Effectuant les calculs et réduisant, on obtient
ffl J
4 d.v — m' , d’où .r = ;
4 ll
- le lieu demandé est donc une parallèle à l’axe des y.
Cette valeur de x est une troisième proportionnelle à d
et —
Il est visible que la perpendiculaire P'M' élevée sur AX, au point P', à la même distance de A que le point P, doit être regardée comme une réponse à la question.
I 'rouverte lieu des points dont la somme des carrés
des f/is lances à deyx points fixes soit égale à un carré donné (Üg. 47)-
Si l’on désigne par z, z' les distances d’un point quelconque, M, du lieu cherché , aux deux points fixes C, D'. on aura, d’après l’énoncé,
en représentant par nr le carré donné. En prenant la valeur de z par' 'exemple, on trouvera
Cette expression prouve que la va leur de z' est limitée ; il est clair qu’il en est de même de celle de z. Nous ferons remarquer, en outre , que le lieu demandé est symétrique par rapport à la droite CI) et à la perpendiculaire élevée au milieu de cette droite. C’est pour cette raison' que nous prendrons ces deux lignes pour axes des coordonnées.
• En désignant toujours parce et ■} les coordonnées du point quelconque M répondant à la question, et la distance CD par 2 c/, on aura .
et, par conséquent,
ou
2 r 2 2 x1 -+- 2 fP = m1.
De celte équation on déduit
2 ri '
Le lieu demandé est donc une circonférence de eqrcle ayant pour centre l’origine des coordonnées, et pour rayon
Pour construire celte valeur, nous l’écrirons sous la forme - y'?. (/a1— irt-).
DL CERCLE
io3
Au point I) nous élèverons sur (1) la perpendiculaire
DG = AD
Le carre de AG sera égal à 2 d*. Au point A sur AG , nous mènerons la perpendiculaire AN , et nous décrirons du point G avec in pour rayon un arc de cercle rencontrant celte ligne au point H; le carré de AH aura pour valeur nd — 2 d*. Enfin, nous élèverons au point H sur AN la perpendiculaire UK. = AH, et le carré de AK égalera
•• 2 (ni1 — 2 ri1).
Le rayon du cercle sera doue égal à la moitié de la droite AK .
Pour que le problème soit possible, il faut que ni soit au moins égal à t/y a. La valeur de ni peut d'aiHeurs être aussi grande que l’on voudra.
. Si nr = 4tl\ le rayon est égal à <7, et, par conséquent , le cercle qui répond au problème a pour diamètre la distance des deux points donnés.
7 1 . Trouver le lieu (le tous les points desquels on peut, mener tics tangentes égales à deux circonférences donnèes.
, ' Soient x et y les coordonnées rectangulaires de l’un des points demandés; (a, 6), (a', g') celles des centres des deux circonférences données ; r, /''les rayons de ces courbes,
. et t la longueur commune des tangentes.
On aura :
Si Ion retranche ces deux équations membre à membre l'indéterminée t disparaîtra, et l’équation résultante sera
le lieu demandé- est donc une ligne droite perpendiculaire
Qûbÿ0f)ogIe
sur la ligne des centres ; on l’appelle axe radical des deux circonférences.
Nous ferons remarquer que celte équation est celle qu’on obtiendrait en retranchant membre à membre les équations des deux circonférences données
Si I on représente par A — o , B = o, les équations des . deux cercles, l’équation (1) sera remplacée par A — B = o. Or, cette dernière équation étant vérifiée par, les systèmes qui satisfont en même temps à A = o , B = 6, représente la ligne qui passe par les points communs aux deux circonférences lorsqu’elles se coupent. Donc,jcette ligne n'est autre chose que la corde commune indéfiniment prolongée.
Les axes radicaux de trois cercles concourent en un même point qu’on nomme leur centre radical. En elle t , si l’on représente par A =o, B = o, C = o, les équations de trois circonférences , celles de leurs axes radicaux seront
L'équation
étant la différence des deux précédentes, la droite qu’elle représente passe par le point d’intersection des lieux de ces dernières.
Le théorème est donc démontré.
On déduit de ce qui précède un moyen simple de construire Taxe radical de deux circonférences qui ne se rencontrent pas. Il sullit pour cela de les couper toutes deux par une circonférence auxiliaire, de prolonger les cordes communes jusqu’à leur rencontre, et d'abaisser du point d’intersection une perpendiculaire sur la droite qui passe par les centres.-
m; cercle* ioT»
72. Nous allons donner les énoncés de quelques problèmes à résoudre.
Problème I. — Trouver le lieu des points desquels menant des tangentes à deux cercles donnés, le rapport de
ces tangentes soit constamment égal a — •
Problème II. — Deux circonférences concentriques étant données, on mène par les différents points de la plus petite • des tangentes que l’on termine à la seconde, et par les extrémités on conduit des tangentes à celle-ci : on propose de trouver le lieu des points d’ intersection de ces dernières tangentes.
Problème III. — Trouver la ligne décrite par le sommet d’un angle droit dont les côtés sont toujours tangents à une circonférence donnée.
Problème IV. — Faire passer un cercle par trois points donnés.
Problème V. — Faire passer par deux points donnés un cercle tangent à une droite donnée.
Problème VI. — Trouver le lieu des points dont les distances à deux points fixes soient entre elles dans un rapport donné.
Problème VII. — Trouver la ligne décrite par le milieu d'une droite d' une longueur donnée, qui se meut dans un angle droit de manière que ses extrémités restent sur les côtés de cet angle.
Problème VIII. — Trouver le lieu des points qui divisent dans un rapport donné les lignes menées d’un point fixe aux différents points d'une circonférence.
DE LA TRANSFORMATION DES COORDONNEES
73. En rapportant le cercle à deux axes obliques "quelconques, nous avons trouvé pour cette courbe une équation • assez compliquée; mais , en faisant un autre choix d’axes, on a pu simplifier l'équation et la réduire à trois termes : on conçoit, d’après cela, que l’équation d’une courbe doit être plus ou moins simple, selon le systèmed axes auxquels on la rapporte.
D’une autre part, il peut arriver que l’on connaisse l’équation d’une ligue rapportée à un certain système d’axes, et qu’on ail besoin de trouver l’équation de cette même ligue rapportée à d’autres axes. La question sera résolue quand on connaîtra , pour un point quelconque de la ligue, les valeurs des coordonnées anciennes en fonction des nouvelles, puisqu'il n’y aura plus alors qu’à substituer ces valeurs dans l’équation primitive. C’est en cela que consiste le problème de la transformation des coordonnées.
Formules pour la transformation des coordonnées.
74. Supposons d’abord que ics axes conservent la même direction, et qu’on déplace seulement l’origine. Soient A' (Jig. 48) la nouvelle origine, et A'Y', A'X' les nouveaux axes; les coordonnées primitives d’un point quelconque M seront AP et PM, et les nouvelles coordonnées A'P', P' M. On a évidemment
AP = AB -t- RP = AB 4- A'P',
PM = PP' -t- P'M ±= A'B -+- P'M.
ITtA KSFOHM Aï ION DKà GOORI>OftRÉES«
Faisons AB = a , A' B =?; b : désignons par < r\ les nouvelles coordonnées du point M , on aura alors , *>
Ces formules serviront à remplacer deux axes quelconques par d’autres axes parallèles aux premiers.
75. Résolvons maintenant la question générale, c est-àdire changeons à la fois l’origine et la direction des axes
(/'fl *49)-.
Soient AX , A Y, les gxes primitifs formant entre etix un angle quelconque 6 ; A'X', A' Y', les nouveaux axes. Menons par l’origine A' les droites A'K , A'H , respectivement parallèles aux axes AX, AY. La position des nouveaux axes est déterminée par les coordonnées dé la nouvelle origine et par les angles qu’ils forment .avec l’axe AX , ou avec la parallèle A'K. à cet axe.
Nous ferons
AB = a , BA' — b , K.A' X' = * , RA'Y'=
Pour un point M quelconque, les anciennes coordonnées sont AP, PM, et les nouvelles A'P', P'M. Par le pied P' de la nouvelle ordonnée du point M, menons les parallèles . P'I), P' F aux axes primitifs'AX , AY. Nous aurons
x = AP= a y- BF -+- FP = a -H- A'E + P D, y = PM = PN + DN -h MD = b y- P'E -+- MD.
Le triangle A' P' K donne, par une proposition connue,
, A'E _ sin A' P' K P'E _ sin P' A'E
A' P' ~ sin A'EP' ’ A' P' “ sin A' EP' '
De même, le triangle P'DM conduit à
P'D sinP’MD MD sinMP'D
MF sin MDP' * ' MF “ sin MDP ’ •
Io8
Mais, il après les notations précédentes, ou a
A'P'=j:', MP' = y', sin A'P'E = sin (8 — a), sin A'EP' = sin (i8o° — 0) = sin 0, sin P/ A' E = sin a , sin P' MD = sin (0 — a'), sin MDP'= sin (i8o° — 0) = sip 0,
. sin MP'D = sin a'.
On obtient alors
A>E = -c!-8i",(»-?)> FE = ^i^,
sin'0
sin 0
Sin 0 cin fi '
sin 0
d’où
x' sin (0 — «) + y ' sin / 0 — a')
sin 0
I , x' sin a -h Y sin a
Telles sont les formules générales de la transformation des coordonnées rectilignes.
Çes formules sont rarement employées; nous allons eu déduire celles dont on fait ordinairement usage.
, 7(1. Pour passer d’un système de coordonnées rectangulaires à un système de coordonnées obliques , on suppose
pn a alors
x = a ■+■ x’ cos a H- y' cos a', y = b -J- x‘ sin a -f-y' sin a'.
77. Pour passer d’un système de coordonnées rectangulaires à un autre système de coordonnées aussi rèctangulaires, on suppose à la fois
TRANSFORMATION DES COORDONNÉES
cr qui revient à faire, dans les formules précédentes, . :. a! = 90° + a.
On obtient, dans ce cas,
x = a x' cos « — y sin x , y = b -f- x' sin x -h y COSa.
78. Enfin, quand on doit passer d’«« système d'axeS obliques à un système d’axes rectangulaires , on suppose, dans les formules générales , , .
a'= go°-t- a.
On en déduit
- , ' .r'sin(9 — a) — r'cos(9 — 2)
sin a y' cos « sin 9
Remarques sur les formules relatives à la transformation des coordonnées . •
79. Pour donner aces formules toute la généralité qu’elles comportent, il faut que les coordonnées aient les signes qui conviennent à leur position, et que les angles aient des valeurs telles, que les nouveaux axes puissent prendre toutes les positions possibles relativement aux axes primitifs.
Si Ton considère les formules
d’après les Conventions établies précédemment, x sera positifdanslesens AX [fig. 48), et négatif dans le sens opposé; de même, y est positif dans le sens AY, et négatif dans le sens contraire. La même remarque s’applique à x',y'..
Prenons, par exemple, un point M' (fig. 48) dans l’angle HAX, et situé entre les deux axes des ordonnées. Ou aura pour ce point,
SIXIEME
Ces valeurs vérifient les formules (a). En elle! , ou a AP" — AP — BP" = AB. — A' P"' =«+ x',
Si l’on donnait toute autre position au pofat M' et à la nouvelle origine A', ou reconnaîtrait que les formules a sc trouvent toujours vérifiées.
80. Quand on fait usage des formulés générales (d), il faut sc rappeler : i“. que 0 est l’angle \ AX [fig- 5o‘) formé par les parties des axes primitifs , sur lesquelles sc comptent les coordonnées positives, et que cet angle est toujours moindre que 1 8o° ; a°. que les augles a et a' sont formés du côté des x positifs, par les parties des nouveaux axes sur lesquelles on prend les coordonnées positives. Pour évaluer ces derniers angles, on mène, pal- la nouvelle origine A', des parallèles A'E, A'C, aux anciens axes, dans le sens des coordonnées positives. Puis, on suppose que les nouveaux axes, d’abord appliqués sur A'E, tournent autour de 1 origine A', en se rapprochant de A'C , pour prendre la position qu’ils ont actuellement. Les angles a et «'.auront pour mesure les arcs décrits par un point quelconque de chacun des nouveaux axes. _
Appliquons ces dernières remarques à un exemple parli- .euiier. Nous supposerons que -
„~l, "b= — i, 0='^. * — KLCr = b.q5",' .
Eu portant ces valeurs dans les formules générales, ell
donnent > ^
-jr.siri ( 78*' — *95°) sin (78°— 262")
es
sm 78°
x' sin 2Ç)5° -t- r-sin 262° sin '78°
Les formules trouvées précédemment ne renfermant
les variables qu’à la première puissance, quand on portera les valeurs qu’elles fournissent dans l’équation d'une courbe, le degré de cette équation restera le même. On voit d’abord qu’il ne pourra pas s élever; il ne pourra pas non plus diminuer, puisque, s’il en étail autrement, en revenant delà seconde équation à la première, le degré de l’équation s’élèverait. -t .
82. Dans certains problèmes, les quantités u, b, a, a' sont données; dans d'autres, ces mêmes quantités sont indéterminées, et l’on profile de cette indétermination pour lairc disparaître quelques-uns des termes de l'équation d’une courbe. ' *
LIGNES DU SECOND ORDRE
Division des lignes du second ordre en trois genres. ,
83. ÎSous avons vu (n°* 33... 37) que toute équation du premier degrç a pour lieu géométrique une ligne droite, et réciproquement , que toute droite est représentée par une équation du premier degré. II résulte de là qu'une équation à deux variables d’un degré supérieur au premier, doit représenter, en général, une ligne courbe.
D'après ce que nous avons dit (n° 31) relativement à la classification des lignes algébriques , nous sommes condnils à chercher les courbes qui peuvent être représentées par l'équation du second degré. .
L’équation la plus générale du second degré à deux variables est
(.i) A/’ -+- B xy -H Cx* Dy •+• E* -+- F = o.
Lorsque A n’est pas nul, en la résolvant par rapport à y.
Bi _ D 2 A 7. A
4AC).r’-4- 2. (BD — 2 AE) .* H- D:— 4 AF’
A .2 A Soient^ pour abréger,
B' — 4 AC = n , BD
2AE=/y, D’ — 4 AE= tf ;
• - Digitiz^jd by Coogle
LIGNES DU SECOND ORDRE
l’équation (a) deviendra
y = ax b ifc — - dnx' -1- 2px -+- </.
Les deux valeurs de y ont une partie rationnelle com- Biunff'ax + i, qui est l’ordonnée d’un point quelconque d’une droite dont l’équation est
(3) . y — ax -y b.
Pour trouver les points déterminés par l’équation (1), on construira d’abord la droite HH' (Jig . 5i), représentée par l’équation
y = ax -+- b.
Pour une abscisse quelconque AP, l’ordonnée de la droite étant PF, on devra- porter de part et d’autre du point F, en L et L', des longueurs égales à la valeur que prendra le radical
— - V nx ’ + *px -t- 17.
F,n répétant la même construction pour toutes les valeurs de x , qui font prendre au radical des valeurs réelles, on aura les différents points de la ligne représentée par l’équation (t).
La droite HH' jouit de la propriété de diviser, en deux parties égales , toutes les cordes parallèles à l’axe des y ; à cause de cette propriété, la ligne HH' est nommée diamètre. On donne généralement le nom de diamètre au lieu géométrique des milieux d’une suite de cordes parallèles menées sous une direction primitive quelconque.
Pour abréger, nous ferons
Y = — - \jnx‘ 4- 2 px -y <i ,
et nous dirons que Y est l 'ordonnée comptée à partir du diamètre. . . .
Il4
Oii démontre en algèbre que pour un trinôme, tel que ni' -f- 2 px -4- q ,
et même pour un polynôme cfc la forme . *
g.r" -t- hx*—' -+- /■ x”-’ * «
on peut toujours assigner à x une valeur positive et une valeur négative, telles que les valeurs positives et négatives plus grandes donnent, pour ce polynôme, des résultats de même signe que le premier terme; on démontre, en outre , qu’en faisant croître x, positivement ou négativement jusqu’à l’infini , les valeurs absolues du polynôme augmentent elles-mêmes jusqu’à l’infini. D’après cela, à partir de certaines valeurs de x positives ou négatives, les valeurs du trinôme nx* -I- 2 px 4- <7 seront de même signe que nxl, .et comme x * est toujours positif, puisqu’on n’attribue à x • que des valeurs réelles, le signe des résultats sera celui de n ou de B* — 4 AC.
Lorsqu’on a
B’ — 4 AC<o,
il existe des valeurs de x au delà desquelles, la quantité sous le radical étant négative, l'ordonnée Y est imaginaire; et comme les valeurs de x pour lesquelles Y est réel , ne peuvent jamais fournir qu’une valeur finie pour cette ordon-j née, il en résulte que la courbe représentée par l'équation (1) est limitée dans le sens des abscisses positives et dans celui des abscisses négatives, et quelle l’est également de part et d’autre du diamètre. Celte courbe , limitée dans tous les sens, a été nommée ellipse. », »
Quand B* — 4 AC est positif, il existe des valeurs positives et négatives de x au delà desquelles l’ordounée Y est toujours réelle; d’ailleurs, cette ordonnée peut croître jusqu’à l’infini; par conséquent, la courbe que l’équation (1) '
LIGNES 1JU SECOND ORDRE
représente est illimitée dans tous les sens : on lui donne le nom (Y hyperbole.
Enfin , lorsque
R1 — l\AC = o,
Y se réduit à
\ji.px -+- q .
Si p est positif, x pourra recevoir des valeurs positives aussi grandes qu’on le voudra: mais, en attribuant à x des valeurs négatives, Y pourra devenir imaginaire. La courbe est donc illimitée dans le sens des x positifs , et limitée du côté des a: négatifs. Le contraire a lieu lorsque p est négatif. Il résulte de là que, dans les deux cas , la courbe ne s’étend à l’infini que dans un seul sens. Cette courbe se nomme parabole.
Nous parlerons plus tard du cas où p est nul. On peut voir déjà que , le terme en x disparaissant sous le radical , l'équation ne peut plus représenter une courbe, puisqu’elle Rabaisse au premier degré.
Ce que nous venons de dire conduit à établir trois genres de courbes du second ordre.
Quoique nous ayons supposé coinplèted’équation du second degré, il est facile de reconnaître, comme nous allons le faire voir, que dans le cas où il manque quelque terme, ou ne peut rencontrer d’autres courbes que celles dont nous avons parlé. Lorsque A = o, et que C n’est pas nul , en résolvant 1’équaJ.ion (r) par rapport à x, on a-
± -î-, v/B’ir’ -I- 2 ( BE — ?. CD )/ + E’ — 4 CF •
En supposant B Aillèrent de zéro, le premier terme B'y’ de la quantité placée sous le radical est toujours positif. Alors,
en raisonnant comme précédemment, on verra que la courbe est illimitée dans tous les’ sens. Cette courbe est. donc du genre de l’hyperbole. •
Si l’on a , à la fois, A = o, B = o, en résolvant l’équation % par rapporta x, on reconnaît facilement que la courbe doit être comptée parmi les paraboles.
Lorsqu’on a A = o,C = o,B n’étant pas nul , l’équation du second degré devient * •
Bjc/+D/ + Ej + F=o.
Et, comme elle est du premier degré par rapport à chacune des variables, en donnant à l’une quelconque de ces variables des valeurs aussi grandes que l’on voudra , les valeurs de l’autre seront toujours réelles : la courbe s’étend donc à l'in(ini dans tous les sens, et doit être rangée parmi les hyperboles.
Tl résulte de ce qui précède qu’il n’existe que trois genres de courbes du second degré : i°. les ellipses, qui sont des courbes limitées dans tous les sens et pour lesquelles on a
B’— 4AC<o;
2°. les hyperboles , qui sont des courbes jlümitées dans tous les sens et pour lesquelles on a '<
B’-4AC>ot
3°. les paraboles, qui sont des courbes illimitées dans qn sens et limitées dans l’autre ,' et pour lesquelles, on a
jp- 4Kot^i .* t ^ . ; »
Nous allons actuellement examiner en particulier chacun de ces trois genres dé Courbes.
v Discussion'de l’ellipse. v ' • •
. B1 — 4 AC < o. . ;*•
A OU
y = ax + b±±
Soit H' H (/ï#. 5i) le diamètre dont l’équation est
Pour les points où cette droite est rencontrée par la courbe, l’ordonnée Y est nulle; on aura donc les abscisses de ces points, en posant
Nous désignerons généralement les racines de cette équation par ,r', x", ces racines pouvant être réelles et inégales, réelles et égales , ou imaginaires. Nous, examinerons successivement ces trois cas.
Premier cas.. — Quand les racines x', x", sont réelles et inégales, en les supposant, pour fixer les idées, -toutes deux positives, et eu regardant x" comme la plus grande, on prend AP'=x', AF=x", on tire des parallèle^ P' K', P" K", à l’axe des Y: les intersections K', K", de ces droites avec H' H sont les points où la courbe rencontre ce diamètre.
En désignant toujours par Y l’ordonnée comptée à partir du diamètre H' H, on a
Comme
— TjT*—
l’expression précédente peut être remplacée par
Cela posé , de x — o à x = x', le facteur x — x' est négatif, et x" — x positif ; par suite, les valeurs de Y sont , imaginaires : donc, il n’existe aucun point de la courbe entre l’axe des Y et la parallèle P' K' à cet axe, menée à la distance x' comptée sur Taxe des x. » • .
De P' à P", les valeurs de x étant comprises entre x' et x ", les facteurs x — x', x" — x sont positifs, et les valeurs de Y’ sont réelles. Chaque valeur attribuée àx, entre ces deux limites, donne deux points de la courbe.
Au delà de P", les facteurs x — x', x" — x étant" l’un positif, l’autre négatif, les valeurs de Y sont constamment imaginaires. La courbe n’a donc aucun point au delà de la parallèle P" K" à l’axe des y.
Pour toute yaleur négative de x, les facteurs (x — x') , (x" — x) ont des signes-contraires , et les valeurs de Y sont imaginaires. La courbe n’a donc aucun point du coté des abscisses négatives.
Cette courbe est placée entre les parallèles P'K'", P"K"; et comme les valeurs de x, pour lesquelles l’ordonnée comptée à partir du diamètre est réelle , ne peuvent rendre cette ordonnée infinie, il en résulte que la courbe est aussi limitée de part et d’autre du diamètre.
Pour déterminer les limites de l’ellipse parallèlement au diamètre, nous ferons observer que la somme des facteurs variables placés sous le radical est égale à une quantité donnée x" — x'. Le maximum du produit (x — x') (x" — x)
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est alors j ' — r—— \ , ce qui donne — — ; pour le maximum de Y. Ou aura la valeur de x, à laquelle correspond ce maximum, en posant
d’où
jc *4" jc
Cette valeur de x est évidemment l’abscisse du point N, milieu de P’ P". Après avoir mené par ce point une parallèle indéfinie à l'axe des y , on prendra , à partir du point O de rencontre de cctteaparallèle avec le diamètre, des lon-
gueurs OG , OG égales à ■
? et on aura ainsi , eu
G et (4', les points les plus éloignés du diamètre. Si l’on conduit à cette dernière ligne les deux parallèles DE , D'E'. la courbe sera renfermée dans le parallélogramme DED'E' On peut encore obtenir d’une autre manière le maximum de l’ordonnée comptée à partir du diamètre.
Eu eilet, en ajoutant et retranchant, sous le radical, ~ i
on peut écrire
Sous cette forme, on voit immédiatement que le maximum de Y correspond à
Cette dernière valeur est égale à ,r-
N trouvé précédemment.
Si l’on prend , de chaque côté du point N ,
NQ' = NQ"= rr
et donne le point
on aura
AQ' = AN — NQ'= r,, AQ" Ss AN -+- NQ" =s £ + r.
Ces abscisses, mises à la place de x sous le radical, con- ■ duisent à la môme valeur pour Y. Donc , pour ccs abscisses , les ordonnées RM, RI, R'M', R'I', comptées à partir du diamètre , sont égales entre elles. On conclut aisément de cette égalité, que les triangles IRO , OR'M' sont égaux, et, par suite, que la ligne IOM' est une droite divisée en deux parties égales au point O. La distance r étant arbitraire , il en résulte que le point O divise en deux parties égales toutes les droites qui passent par ce point, et qui sont terminées à la courbe. A cause de cette propriété, le point O est nommé centre.
Si 1 ou détermine d’abord le diamètre, et si l’on donne des valeurs numériques aux quantités â, A,, x', x", en cherchant des points suffisamment rapprochés et en les joignant par un trait continu, on reconnaîtra que la courbe a la forme indiquée {Jig. 5i).
On peut voir que la courbe est concave vers 1© diamètre; car s’il en était autrement , une droite pourrait la rencontrer en plus de deux points.
Deuxième cas. — Lorsque les racines x', x", sont égales, on trouve
et la seule valeur de x , qui rend Y réelle , étant x', l’ellipse se réduit à un point dont les coordonnées sont
j r = x' , y = ux' -f b.
On peut reconnaître facilement que, dans le cas que nous
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traitons, le prejnicr membre de l'équation proposée est la somme de deux carrés, *
En effet , on a
Multipliant par 2 A, et faisant passer dans le premier membre les termes indépendants du radical, on trouve
2 A y -+- Bx -+- D = ± <î (.r — x') ^ — 1 ; d’où • »>
(2 Av -+- Bx -+- D)’ -H (x — x'y=: o.
Troisième cas. — Enfin, quand les racines x', x ", sont imaginaires, le trinôme — â! x* ■+■ 2 px -+- q conserve le signe de son premier terme, quelque valeur réelle que l’on donne à x\ on ne trouve donc que des valeurs imaginaires pour Y. Alors il n’existe aucun point dont les coordonnées vérifient l’équation (1). Dans ce cas, on dit que cette équation n’admet aucune solution réelle, ou bien qu’elle représente une ellipse imaginaire.
Le premier membre de l'équation est alors la somme de trois carrés dont l’un est indépendant de x et de y.
Pour le prouver, nous ferons remarquer que l’équation
ayant scs racines- imaginaires, on a
ce qui donne
par suite, l'équation
devient
(aA y -+- B.r -h D)*4- ù 1 — £j V tf1 K’= o.
Le cercle est un cas particulier de l’ellipse, puisque cette première courbe est fermée et que son équation est du second degré.
Le cercle , le point et la courbe imaginaire sont ce qu’on nômme ordinairement les variétés de l’ellipse.
Discussion de l'hyperbole.
B *— 4AC>o.
La valeur générale de y est
y — ax + b ± — drix'-y- 21a 4- q.
Le coefficient n étant positif, nous le remplacerons par d% et nous aurons alors
et
'ï=AvA
Eu posant l'équation
2 px
x7 -1 — x H — — sr o i
et en désignant, comme précédemment, les racines par x ', x", il y aura encore trois cas à distinguer.
Premier cas. — Lorsque les racines x', x", sont réelles et inégales, on a
(A) Y=±fa-x') (*-*").
Les abscisses des points où la courbe rencontre le dia-
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mètre HH' (Jig. 5u) dont l’équation est y — a.r -f- b , seront x', x".
Pour fixer les idées, regardons ces racines comme positives, x" étant la plus grande des deux.
. Nous prendrons AP' = x' , AP" = x", et par les points P , P" jious mènerons à l’axe des y les parallèles P' K', P" K", qui détermineront les points d’inteçsection K', K" ' de la courbe avec le diamètre.
* De A en P', les deux facteurs x — x' , x — x ", sont négatifs, et, par suite, Y est réelle. En écrivant
Y'= — x) (as" — x)>
on voit que , x augmentant de zéro à x', Y diminue de
AV
à zéro. En prenant
HD = HD = — Jx'lê",
la portion de courbe comprise entre l’axe des y et la parallèle P' K' à cet axe, aura la forme DK' D'.
De P' à P", les facteurs x — x', x — x", étant de signes contraires, Y est imaginaire. 11 n’y a donc aucune partie de la courbe entre les parallèles P' K', P" K". Au delà de P", les facteurs x — x', x — x" sont positifs, et augmentent jusqu’à l'infini. Cela détermine fine brauche EK" E' qui s’étend à l’infini dans le sens des x positifs et qui s’écarte de plus en plus du diamètre HK".
Du côté AX', x étant négatif, on fera x = — z ; l’équation (A) deviendra
Chaque valeur positive de z déterminera deux valeurs de Y
. égales el de signes contraires , et z augmentant jusqu a 1 infini , Y croîtra aussi jusqu’à l'infini. On aura alors deux a l'es d’hyperbole DG , 1Y G', qui s’étendront à l’infini du côté des ■ x négatifs, en s’écartant de plus en plus du diamètre HK". La courbe aura donc la forme indiquée (Jig . Si).
Second cas. — Quand les racines x', x " sont réelles et - égales, l’équation <
r = ax + b rfc — — Jlx — *') (x — x")
donne
Ce qui détermine deux droites GG', \ A J (Jig. 53) qui se coupent sur la ligne qui a pour équation y = ax -h b, au point dont l’abscisse est x'.
On voit facilement que le premier membre de l’équation du second degré est, dans ce cas, décomposable en deux facteurs rationnels du premier degré par rapport aux va-' riables x, y.
Troisième cas. — Quand les racines x ', x" sont imaginaires, l’hyperbole ne rencontre pas le diamètre, et le trinôme d’-r’rt- 2/)X-f-<7 restant toujours positif, quelque valeur réelle que l’on donne à x , le6 deux valeurs de Y sont toujours réelles. Chaque hypothèse faite sur l’abscisse donne deux points de la courbe , situés de part et d’autre du diamètre à la même distance de cette ligne. La courbe est donc formée de deux branches indéfinies situées l’une audessus, l’autre au-dessous du diamètre (fig- 54).
Le minimum de l’ordonnée Y est facile à calculer. En effet , la valeur de Y peut être mise sous la forme
Or, est une quantité positive, puisque les ta-
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dues x't x" sont, imaginaires} on aura donc le minimum cherche en posant
d’oii x
* .. * S (lie minimum a pour valeur
Enprenam
et en menant par le point P une parallèle à l’axe des y, qui rencontre le diamètre H' HL au point O, si l’on prend les longueurs 0K/, OK",- égales à -
2aV #
les points K', K| seront les plus rapprochés du diamètre.
Par des raisonnements semblables à ceux qui ont été faits (n°8£)ppour l’ellipse , .on reconnaîtrait que le point O , milieu de K'K" (fig. 5a , 54) , est un centre.
7 8b. On a vu (n° 83) que , A étant mil , mais B , C étant différents de zéro ,da courbe devait être rangée parmi les hyperboles. (Jette proposition arête établie en résolvant, l’équation par rapport à x. On pourrait construire la courbe, en suivant cette marche,;' mais comme la variable^ n’entre qu’à la première puissance, il est plus simple de résoudre' l'équation par rapport à. cette variable.
L’équation qu on dou discuter est • : ,
& •**' -, J R-O' + Cx!+ D y + Ei+F^ q> * *
On en tire - ' - *v * '■? ,
3'~ IJ x -Hlü 1 T J f
Si l’on effectue la division, on aura •*
y — ex -+- d -+-
en désignant les deux premiers termes du quotient par ex -+- d , et le reste par r.
Construisons d’abord la droite^ = ex d-, soit L' HGI, cette droite (fîg- 55). «
Pour avoir les points de la courbe, il faudra porter au-
dessus ou au-dessous de L'L, la valeur - , suivant
que cette valeur sera positive ou négative, puisque, dans le premier cas, l’ordonnée de la courbe sera plus grande que celle de la droite , et qu’elle sera plus petite dans le second. Pour simplifier la discussion, posons
Bi + D , V’
et pour fixer les idées, regardons comme positives les quantités r, B, D.
Pour x = o , on a
On prendra donc sur l’axe des y la distance ^
et le point K appartiendra à la courbe.
Si l’on fait croître x positivement de o à oc , V diminuera, en restant toujours positif, ''de — à o. A partir du
point K, la courbe se rapprochera indéfiniment de la droite .GL, sans jamais la rencontrer; oïl obtiendra alors un arc KR qui s’étendra à l’infini.
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Si l'on l'ail x — — z , on aura
el il suflira de donner «à z des valeurs positives pour suivre la marche de la courbe dans le cas où x est négatif.
En faisant croître 3 de o à le dénominateur O — Bz
diminuant, les valeurs de \ augmentent en restant positives. Ces valeurs doivent donc toujours être portées au-
dessus de U L; on voit d'ailleurs que , lorsque z = 5-» V devient infini. Il résulte de là qu’en prenant du côté des abscisses négatives AI — et en menant par le point I la parallèle NIN' à l’axe des y, on aura encore une droite de laquelle la courbe se rapprochera indéfiniment , sans jamais la rencontrer. L’arc d’hyperbole déterminé par les valeurs
de z comprises entre o et est R1V.
Lorsque z est plus grand que — et augmente, V est néga-
. tif et devient de plus en plus petit; les valeurs qu’il prend doivent alors être portées au-dessous de la droite LL'. En supposant, par exemple, z=AF, on obtient un point M de la courbe, la distance PM étant égale à la valeur de V. . On a, pour les valeurs croissantes de z, à partir de AF, l’arc MS qui se prolonge à l’infini , en se rapprochant indéfiniment de LL'. Si l’on revient de »
î=AF
ai = b’
les valeurs de V sont toujours négatives, mais augmentent numériquement jusqu’à l’infini. Ces valeurs déterminent l’arc MS' qui se rapproche indéfiniment de la droite NN', sans jamais la rencontrer. <
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Les droites LL', NN', à cause de la propriété dont elles jouissent de se rapprocher de plus en plus de la courbe sans jamais la rencontrer, ont été nommées asymptotes.
Dans l’écjuation
. V _ — Cxl — Ex— F
y _ Bx + D “»
nous avons supposé que la division donnait un reste; s’il en était autrement, on aurait
d’où
— Ci’ — Ex — F = (Bx -F D)(cx -F d)-,
et, par suite ,
(Bx -F D) (ex -F d)
(Bx’ H- D)
( B x -F D j (y — ex — d) — o.
Dans ce cas , l’équation proposée représenterait deux droites * ayant pour équations
ou
B x -F D = o , y — ex — d=z o ,
x = — — , y =z ex -F d.
Il résulte de là que, lorsqu’on a A= o, les autres termes du second degré restant dans l’équation , cette dernière représente ou une hyperbole qui a deux asymptotes dont l’une est parallèle à l’axe des y, ou un système de deux droites dont l’une est aussi parallèle à ce même axe. Si c'était le carré de x qui manquât dans l’équation , on arriverait à une conséquence tout à fait semblable.
On reconnaîtrait sans peine , en suivant la marche précédente , que si l’équation était privée du carré de l’une des variables, y par exemple; et de la première puissance de. cette même variable, l’équation appartiendrait à une hyperbole qui aurait deux asymptotes, dont l’uue serait l’axe
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des y, ou à un système de deux droites dont l’une serait ce même axe.
87. Quand les carrés des deux variables manquent dans l’équation , auquel cas elle est de la forme
B xy -+- D y + Ei + F=o; en la résolvant par rapport à y , par exemple, on a — Ex— F r
* y~ Bi + D ~ +B.r+D’
d étant la première partie du quotient, qui doit être indépendante de x , et r le reste.
En raisonnant comme précédemment, on reconnaîtra sans peine que si la division donne un reste, l’équation représente une hyperbole qui a deux asymptotes parallèles aux axes, et que si le reste est nul, on a deux droites respectivement parallèles à ces mêmes axes.
Asymptotes de l' hyperbole en général.
88. Un appelle asymptote d’une courbe , une ligne dont cette courbe se rapproche indéfiniment, et autant qu’on le veut, à partir d’un de ses points, sans jamais la rencontrer, à quelque distance qu’on les suppose prolongées l’une et l'autre.
Nous considérerons particulièrement les asymptotes rectilignes.
La méthode donnée par M. Cauchy pour déterminer les asymptotes rectilignes est une conséquence de leur définition.
Soient KR ( Jig . 55) une branche de courbe qui se prolonge à l’infini, et GL une asymptote non parallèle à l’axe des y.
L’équation de cette asymptote sera de la forme
y — ex + <I,
• ' - > " il
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les coefficients c et d ayant des valeurs finies. En supposant
l’équation de la courbe résolue par rapport à y, on aura
l'expression f (x) pouvant prendre une ou plusieurs valeurs dillérentes pour chaque valeur attribuée à l’abscisse x. La diflércnce f[x) — ex — d entre les ordonnées des deux lignes correspondantes à une même abscisse devra , à partir d’une certaine valeur de x, diminuer continuellement pour des- valeurs croissantes de x , et se réduire à zéro pour
x = ± oo .
Or, l’expression J[x) — c.r — d peut être mise sous la forme
Le premier facteur x augmentant , le second
devra diminuer sans cesse, puisque la valeur du produit diminue. Enfin , lorsque x — ±: oo , le facteur
devra s’annuler, sans quoi le produit sera lui-môme infini. D’ailleurs , à cette limite , le terme ~ est nul , car la valeur de d est supposée finie. Alors on a /(•*)
d’où
puisque
e — lim. ->
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Donc, la courbe considérée ne peut avoir une asymptote non parallèle à l’axe des ordonnées qu’autant que le rapy
port - de l’ordonnée à l’abscisse, des points de l’une de ses
branches tend vers une limite finie pour des valeurs de x infiniment croissantes 5 et si , cette condition étant remplie, l’asymptote existe réellement, le coefficient d’inclinaison de cette droite sur l’axe des abscisses doit être égal à la li-
mite vers laquelle tend le rapport -» et qu’il atteint seulement lorsque l’abscisse devient ihfinie.
En supposant la valeur de c obtenue, et en la désignant par c', la différence entre les ordonnées des deux lignes deviendra
f {x) — r'x — d, ou y — c' x — d.
' Cette différence devant être nulle pour x — cc , on en conclut
fl = liin..(y — c' x). *
O11 peut déterminer de cette manière plusieurs valeurs de c et d qui donnent diilérentes asymptotes à la courbe. ■ On doit encore remarquer qu’en faisant x — -+- 00 , on obtient les asymptotes des branches qui sont infinies du côlé des x positifs , et qu’en faisant x — — 00 , on obtient celles des branches qui sont infinies dans le sens des x négatifs.
' Appliquons les règles précédentes à 1 hyperbole.
Pour cette courbe, les valeurs générales de y sont
v=fl/ + 4-l Jfrx
■ 2 px
S’il s’agit de l’hyperbole représentée [fig- 02), la première valeur de y déterminé l’arc K,/ F/, OU l’arc RT/, suivant que l’on fai t croître x jusqu’à -4- 06 , ou jusqu’à — 00 .
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Et la seconde valeur dej' détermine l’arc K"E, ou l’arc K/G.
Pour avoir l’asymptote du premier arc K"E', on considérera le rapport ~~ , et l’on cherchera la valeur que prend ce rapport pour x = -f- oo . Or,
Si l’on suppose x — -+- oo , il vient
lim. — = a H =
Connaissant la valeur dec, on cherchera la limite de y — ex. Dans ce cas , on a
y — ex — ax -4- b H — I— i/ô’x’-t- 2 px + 7 — (a H — — \ x
= i + 3TWy
■ 2/?JC
Mais, en laissant la valeur de y — ex sous cette forme, on ne voit pas ce qu’elle devient lorsque x augmente positivement jusqu’à l’infini, puisque les parties comprises entre parenthèses deviennent infinies en même temps. Pour lever la difficulté, nous emploierons une transformation connue. Nous écrirons
, (y^’x’-f- 2 px-{-q — S x) (J <î!xM- 2 px -+- q-hSx)
—, . +tl)
ia(v/J’
2 px
2 px
2 A (y^’x1 -f- 2 px -|- q -4- S x)
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On voit aisément que, pour x=+ w, on a
cl — lim. (y — ex) — A
2 Ao
Remplaçant c et ci par leurs valeurs dans l’équation
«■ ‘ y'=ex4-rf,
on aura , pour l’asymptote de l’arc K"E',
Si 1 on veut 1 asymptote de l’arc K'G, on remarquera que cet arc est déterminé par la seconde valeur de y, en y fai^ sant croître x jusqu’à — oo . On a alors
X = a + _ _ _L_ y/9> X’ + 2PX + Cf.
Changeons x en — z , il faudra ensuite faire z vient
~-ar- + ^j-sl!P*~*pz + q
d’où l’on tire
c = iim * - — a ~\ ,
valeur trouvée précédemment.
On obtient aussi
y — ex = ax 4- b — ^ x* 4- 2/jx + 7 —
— b — — ( \jS 1 x’4- 2 px 4-74- Sx)
. ~b ( sjS1 z- — 2 pz 4- 7 — Sz)t
Il
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et , en. exécutant une transformation semblable à celle qui a donné la valeur de d pour la première asymptote, et faisant z = -j- co , on trouve
il = lim. (y — ex) —b-\ =-—• :
Il résulte de là que les arcs K"E', K'G ont la môme asymptote donnée par l’équation
On trouvera, en opérant de la même manière, que les deux ares K"E, K'G' ont une même asymptote dont l’équation est
En réunissant en uue seule les équations des asymptotes, ona
Ces deux équations peuvent se déduire de l’équation de la courbe résolue par rapport à y, en ne conservant que la partie variable d* x*-+- 2 px placée sous le radical, comj^élant le carré, et extrayant la racine. Ce carré est, en effet.
3* •£’-+- 2 px H- —■
Les deux asymptotes se coupent sur le diamètre y-— ax + b ,
puisque les ordonnées de ces trois droites deviennent égales quand on fait
o*-4-Ç = o, ou x — — JT
Cette valeur est l’abscisse du milieu de ¥J¥J' {fig . 5a , 54). Pour déterminer complètement les asymptotes , on fera
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X = o dans leurs équations, ce qui douncra
îAi
On prendra alors sur l’axe des y ( Jig . 52) les distances AS, AS', égales à on aura ainsi les asymptotes OS, OS'.
89. Pour obtenir toutes les asymptotes, il faut encore chercher celles qui sont parallèles aux ordonnées-, ces asymptotes doivent correspondre aux valeurs finies de x pour lesquelles y devient infini. On peut encore remarquer qu’on aurait ces asymptotesen cherchant, par la méthode générale, toutes les asymptotes non parallèles aux abscisses. Dans ce cas, on écrirait x = dy-\-d', et l’on calculerait c', d\ comme on a calculé c et cl.
Lorsque, dans l’équation générale du second degré, le coefficient de y* n’est pas nul, les valeurs de y ne renfermant pas x en dénominateur, aucune valeur finie de x ne peut rendre y infinie. Alors , il n’y a aucune asymptote parallèle à l’axe des y.
Si A = o , l’équation devient
Bi/ + Car’ -+- D y -+- E x 4- F= o ; t>n en tjre une valeur du y de la forme
J Bi + D
L’implication de la méthode générale donne l’asymptote
y = rx + s ;
pouf obtenir l’autre asymptote, on remarquera que l’hypothèse
rend y infini. Et, par conséquent, on a une asymptote pa- « rallèlc à l’axe des y.
Lorsque ou a
Discussion de la parabole.
B’ — 4 AC = o .
B1 — 4 AC — o ,*
^ = ax + 6 ± — \Jipx + qi
Quand les coefficients p et q sont positifs, chaque valeur positive de x donne pour Y une valeur réelle , et x augmentant depuis zéro jusqu'à l’infini , Y augmente depuis
-î-y^ jusqu’à l’infini. Prenant donc (Jig. 56) sur l’axe des
y, à partir du point B où le diamètre CBD coupe cet axe :
BM = BM'=— i/o,
on voit qu’on aura deux arcs infinis MN , M'N;, du côté des x positifs. Pour discuter la courbe dans le sens des x négatifs , on fait x = — z ; ce qui donne
Y==i^-2^=rÂ\/^(^-2)-
On voit que, z augmentant depuis zéro jusqu’à Y çst
réelle et diminue depuis — \[q jusqu’à zéro'. Mais, srz de-
vient plus grand que Y est imaginaire. Prenant donc
AE
du côté des x négatifs, et menant EF parallèle à l’ajfb des ordonnées, les valeurs négatives de x donneront l’%rc
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M' LM , qui , de ce côté, termine la parabole. La courbe est donc composée d'une seule branche, 3V LN , qui ne s’étend à l’infini que dans le sens des x positifs, et qui s’écarte de plus en plus du diamètre CBD. Cette courbe présente sa concavité au diamètre, car une droite ne peut jamais la couper en plus de deux points.
Lorsque , p étant positif, q est nul , la courbe prend la position P'BP. Si p es*t positif et q négatif, élle prend la position R' RR. De sorteque ,.p étant positif, la courbe est toujours composée d’une branche continue qui s’étend à l’infini, dans le sens des x positifs.
Quand le coefficient p est négatif, la courbe prend une position inverse, c’est-à-dire quelle conserve la même forme et qu elle ne s’étend à l’infini que daus le sens des X-, négatifs. I.a Jig. 5y indique les diverses positions jNLV, PBP', RKR' que prend la courbe , suivant que q est positif, nul ou négatif. On peut s’en assurer en discutant directe- ’ment la valeur de Y.
Enfin , lorsque p= o ,• on a ,
et, selou que q est positif, nul ou négatif, on obtient deux parallèles au diamètre; ou ce diamètre, ou deux droites . imaginaires.
v ‘ Si l’on a
l’équation générale devient
C-r’-t- D/-4- Ex -4- F = o
qui est comprise dans le cas des paraboles (n° 83). Cette’ équation, résolue par rapport à x , donne
* = ’- Æ ±^'- >: + ■!• -4cf. v.
En ne prenant que la (.partie rationnelle je = — — , on a
l’équation d’un diamètre qui est parallèle à l’axe des y.
Si l’on applique les raisonnements faits précédemment, en changeant seulement x en y et y en .r, on déterminera forme et la position de la cour be. Si l’on résolvait l’équatiôu précédente par rapport à y, on aurait alors.
C / , E F\ jr5=— D^-c'+c)*
et la discussion n’offrirait aucune difficulté.
91 . Puisque la paraboîe s’étend à l’infini , on doit examiner si elle a des asymptotes.
On reconnaît d’abord qu’il n’y a pas d’asymptotes parallèles aux ordonnées , car pour la courbe que l’on considère , on a
v = nx -t- b ± J 2 u x -I- q
■ îA 1
11 est clair qu’aucune valeur finie de x ne petit rendre infinies les valeurs de y.
Pour savoir s’il existe des asymptotes non parallèles aux ordonnées, nous appliquerons 1 a <, méthode générale du n° 88.
Or, on a - .
I=. + î±AiÆïi
faisant x — zh oo , il en résulte
Üin. - — u.
Cette valeur prouve que si la parabole a des asymptotes, elles. sont parallèles au diamètre.
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Pour avoir la valeur «le d, nous écrirons
y — ex — b ± 2 px -f- q ,
d’où l’on déduit
lim. (y — ex) = ± » .
Ainsi-, pour avoir les asymptotes à la parabole, il faudrait mener des parallèles du diamètre, à des distances inlinies; ce qui montre que la parabole n’a pas d’asymptote.
Application des discussions précédentes à des exemples numériques.
Exemples dans lesquels on a
. B’ — 4AC <o.
Premier exemple
y * — ixy ■+■ 2X1 — 2 y — 3x + 7 = o.
Cette équation, comparée à l’équation générale, donne B’— 4AC= — 4;
elle représente alors une ellipse ou l’une de scs variétés. Pour savoir quel cas a lieu, résolvons l'équation par rapport à y 5 nous aurons
Construisons d’abord le diamètre I1H' (Jig- 58) dont l’équation est y = x-h 1 . Egalons ensuite à zéro la quantité placée sous le radical , nous obtiendrons l’équation
— x1 -4-5* — 6 = 0, ou j'1 — 5i + 6 = o,
qui donne
Ces racines étant inégales, l’équation représente une cl-
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lipse, qui rencontre le diamètre aux points dont les abscisses sont
• ' jc = 3, .r — 2.
Pour avoir ces points , on prendra , à partir de l’origine , sur l’axe des x ,
AD'=3,r AD =2;
cl-, l’on mènera les parallèles DE, D' E', à l’axe des y\ la courbe côupera le diamètre aux points E, E'.
I,a quantité placée sous le radical étant le produit de ( x — 2) par (3 — x) , si l’on désigne toujours par Y l’ordonnée comptée à partir du diamètre, on aura ^
De x = o à x = 2, le facteur x — 2 estnégalif, et le suivant est positif. Par conséquent, les valeurs de Y sont imaginaires; il n’existe donc aucun point de la courbe entre l’axe desyet la parallèle DE à cet axe.
De x = 2 à x = 3 , les facteurs ( x — 2 ) , (3 — x) , sont positifs , et , par suite , les valeurs de Y sont réelles. Si l’on prend des valeurs de x plus grandes que 3 , il est aisé de reconnaître que les valeurs de Y sont imaginaires. On voit avec la même facilité que l’abscisse x ne peut recevoir de valeur négative. La courbe est donc renfermée entre les deux parallèles DE, D' E'.
Pour avoir les limites à partir du diamètre, on remSrquera que la somme des facteurs x — 2 , 3 — x , étant égale à 1 , le maximum de Y est
L’abscisse correspondante à celte ordonnée maximum s’obtiendra en posant
■2 — , <1 on .r = -•
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Le point déterminé par cette valeur est le milieu G de DD'. Il résulte de là qu’on aura les points les plus éloignés du diamètre, en prenant sur la ligne GO, parallèle aux ordonnées , les longueurs OK , OR', égales à
Si l’on mène les parallèles. RKS, R' K' S', à EE', l’ellipse représentée par l’équation donnée sera comprise dans le parallélogramme RSR' S'.
Deuxième exemple. . »
y' — 2 xy 4- 2x’- + 2/ — 3 x — 5 = o.
En résolvant l’équation par rapport à y. il vjeut
t,Le diamètre, représenté par l’équation y = X — 1, est
H' H (Jig . 5p). Si l’on pose »
— x 2 -|- x + 6 = o , ou x3 — x — 6po,
ori en déduira ar=3, x = — 2, pour les abscisses des points de rencontre E, E', de la courbe avec le diamètre. L’ordonnée comptée à partir du diamètre est
Le maximum de cette ordonnée est
L’abscisse correspondante, que l’on trouve en faisant x -t- 2 — 3 — x, •*
est -• On prendra donc sur la parallèle KOR à l’axe dcs_y, menée à la distance - de l’origine, des longueurs OK , OK ■
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égales à Les points K, K' seront les plus éloignés du diamètre.
En faisant x — o, dans l’éqnation proposée, on trouve y — — i ± \/6-
Ce qui détermine les points M, M', où 1a courbe coupe l’axe des y, ' •
L'hypothèse y = o donne x = - et x = — t ; ce qui fait
connaître les points d’intersection N, N', de la courbe avec l’axe des x.
Troisième exemple.
-, /'+ 21/ + iox1 — 94: = o.
Cette équation, résolue jjar rapport ày, donne
y — — x zty^ — y.r1 -f- gx = — x± 3^ — x1 -+- x-
Le diamètre y = — x est la bissectrice H' H de l’angle Y' AX (fig. 6o). En faisant
— x1 4- x = o , ou xJ — x == o , , ,
on trouve
la courbe est donc limitée, dans le sens des x, à la parallèle . DE menée à l’axe des y , à la distance AD = i . L’équation donne
le maximum de eût te ordonnée, est l’abscisse correspondante est Les points les plus éloignés du diamètre sont K', K. La courbe est tangente à l’axe des y à l’origine*, elle
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coupe l’axe dés x aux points A , N, dont le second est à une
distance de l’origine égale à — ■
Quatrième exemple.
. y' — ixy -t- 4x3+ 2 J — i/j r + 1 3 = o.
Un tire de là
Cette équation ne donne de valeur réelle pour y qu’en faisant a;= 2, ce qui conduit à i. Par conséquent, elle représente un point. Elle peut être mise sous la fo/rne
Cinquième exemple.
y 1 — 2 xy -+- 2 x1 — 2|v2x+6=o.
On a
L’équation donne
Les racines étant imaginaires, on en conclut que l’équation proposée est impossible. Cette impossibilité est mise en évidence en écrivant l’équation sous la forme
Exemples dans lesquels on a
» * R’ — 4 AC> o.
Premier exemple
y' — 2 xy — *). y -H 3.x H- 3 i = o.
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Cette équation donne
y — x -+- i ± \jx‘ — x — a- *
Le diamètre, qui a pour équation
est H'H ( fig . 61). L’équation
•a pour racines
Comme ces racines* sont réelles et inégales, et que le coefficient de x 4 est positif, l’équation proposée représente une hyperbole. En prenant, dans le sens des x positifs, la distance AD = 2, et, dans le sens des x négatifs , AD'= — i , les parallèles DG , D'G', menées à l’axe des y par les points D, D', détermineront les intersections E, D' de la courbe avec son diamètre.
La valeur de l’ordonnée, comptée à partir du diamètre, est
Celte ordonnée est imaginaire pour les valeurs positives de x moindres que 2 , mais elle va continuellement en augmentant depuis x—n jusqu’à x= 00 , ce qui détermine la branche MEN. L’ordonnée Y est encore imaginaire quand on attribue des valeurs négatives à x , comprises entre o et — 1. De x — — 1 à .r = — cc, on trouve pour Y des valeurs réelles et croissantes', qui déterminent la branche M'D'N'. L hypothèse x== o donne des valeurs imaginaires pour y\ ce qui doit avoir lieu d’après la position de la courbe. ;
Pour obtenir les asymptotes de la courbe, il faut, d’après
la règle donnée (n° 88), prendre le binôme x> — -, dont
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le carré reproduit les deux premiers termes de la quantité .placée sous le radical, on trouve alors, pour les équations des lignes demandées,
Ces droites coupent le diamètre y = x -f- 1 au point O, dont
l’abscisse , AK, est x = —
Pour avoir un point de chacune d’elles, ou fera x — o, ce qui donne
et
On prendra donc les distances AL, AL', égales respective- .
ment à ^ et ^ ; 011 joindra L , O, et L', O, et les lignes L1 ,
L'I', seront les asymptotes de l’hyperbole.
Deuxieme exemple.
y’2 — 2 xy + 2 y — — 2 = 0.
On lire de là
y — x — 1 ± yx’ -h j.i + 3-
Le diamètre y— x — 1 est HH' (Jig. 6a).*Si l’on pose xJ + 2,r + 3 = o,
on obtient des racines imaginaires ; le coefficient de x* étaut positif, il en résulte que la courbe ne rencontre pas le diamètre. L’ordonnée comptée à partir de ce diamètre est
elle est minimum pour x — — 1 , ce qui donne
On prendra donc, dans le sens des x négatifs, la distance AD = 1 j et après avoir mené la parallèle DO à l’axe des y ,
on portera sur cette parallèle les longueurs OM, OM', égales à ; les points M, M' seront les plus rapprochés du . diamètre. La quantité Y augmente de x = — iàr=±oo. Pour t = o, Y = ^3, ce qui détermine les points E, E', où la courbe coupe l’axe des y. D’ailleurs, à partir des points M, M', elle va continuellement en s’éloignant du diamètre : ces deux branches sont donc LMK., L'M'K'.
Les asymptotes ont pour équations
y = x — i ± ( .r 4- i ) , ou
ces lignes sont TT', RR'. On pouvait prévoir qu’une des asymptotes était parallèle à l’axe des x , puisque le carré de cette variable 11’entre pas dans l’équation de la courbe. Troisième exemple.
y7 — 2 xy 4- 4/ — 2*4-3 = o.
Celte équation donne
2 ± ^X7 — 2*4-1 — X — 2 ±(x y — 7. x — 3 et y — — 1 .
Dans ce cas, on a un système de deux droites qui se coupent. L’équation est le produit de deux facteurs rationnels et peut s’écrire de la manière suivante :
Sous cette forme, on reconnaît très-facilement qu’elle représente un système de deux droites.
Quatrième exemple. •.
r1 — 2 xy 4- 2 y 4- 2 .c 4- 1 = o.
Le carré de y manque dans l’équation; si on la résout par
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rapport à cette variable, il vient
l’+ÎX+l I 3 2
en effectuant les calculs.
Construisons (l’abord la droite TT' (Jtg- 63), qui a pour équation
et posons
Pour x = o , on a'
il faut donc prendre, au-dessous de TT', la distance
EM
En faisant croître x de o à i , les valeurs de e, toujours négatives, vont en augmentant continuellement jusqu’à l’iufini. Donc, si l’oijt prend la distance AH = i , et qu’on mène RR' parallèle à l’axe des y1 on aura un arc indéfini tel que ML , dont la ligne RR' est asymptote.
Pour les valeurs positives de x plus grandes que l’unité, e, toujours positif, diminue de plus en plus, et pour x— ce , on a o. Supposons x=2, et soit AD cette abscisse; la valeur correspondante de v sera 2 et déterminera le point N , situé à une distance égale à 2 de TT'. Si l’on continue de faire croître x, les valeurs de r vont en diminuant de plus en plus jusqu’à zéro. Si de x = 2 on revient à x = 1, les valeurs de v augmentent, au contraire, jusqu’à l’infini. Donc, si l’on attribue à x toutes les valeurs possibles depuis l’unité jusqu’à l’infini, on obtiendra la branche de courbe KNL', ayant pour asymptotes les droites T' T, R'R.
Si l’on pose
ou aura
Pour les valeurs positives tic z , de o à l'infini, ou poulies valeurs négatives de x , les valeurs de v sont constamment négatives et décroissantes. De là résulte un arc MR', qui a pour asymptote TT'.
Cinquième exemple.
4 x’ -+- 2 xy — 3 y — 4* — 3 = o.
Cette équation donne
qui représente une droite. La division s’étant faite exactement j ix — 3 est facteur de l’équation; cette dernière est alors satisfaite en posant
X — 3 = 0, OU X
ce qui détermine une seconde droite parallèle à l’axe des y. Sixième e.xemplc.
xy — y — 3 x — 2 = o.
On tire de là
On reconnaît facilement que l’équation proposée représente (fig. 64 ) l’hyperbole JNL, N'L', qui a pour asymptotes les droites TT', RH', dont les équations sont
Exemptes dans lesquels on a B’ — 4 AC = o.
n i, Pn nnicr exemple.
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Celte équation donne
On doit avoir une parabole, puisque la quantité placée sous le radical contient la première puissance de x, sans renfermer le carré de cette variable.
Le diamètre y— a x — i est la droite H' H ( fig . 65).
En faisant croître x positivement de o à l’infini , le radical, toujours réel, augmente de \/3 à l’infini ; ce qui détermine déjà deux arcs MN, M'N', rencontrant l’axe des x aux points L , L'.
Si l’on fait croitre x négativement jusqu’à — - » le radical <Jt.x - 4- 3 diminue jusqu'à zéro. Donc, en prenant
et en menant DE parallèle à l’axe des y , le point E, où celle parallèle coupe le diamètre, sera celui où viennent se réunir les deux arcs de la parabole.
Deuxième exemple.
y- - 1-2 xy -+- x7 — 2 y + i + i = o.
On tire de là
y = — .x ■+■ izb\ — 3x.
Le diamètre y = — x -y- i est la droite H'H [fig. 66). On voit facilement que la courbe a la position indiquée dans la
fig ■ 66.
Troisième exemple.
■*’ — y — 3x + 2 = o [fig. 67).
Si l’hn résout l’équation par rapport à y, il vient y — x7 — 3 x -4- ?, = (x — 1) (x — 2).
La courbe coupe l’axe des y à la distance AL = 2, cl
l’axe des x aux points M, N, dont les abscisses sont respectivement X—l, X = 2.
La valeur de y peut être mise sous la forme
Ou voit aisément que le maximum absolu du produit (2 — x) (x — 1) est ^ Si donc on prend, sur l’axe des y,
AD = et si l’on mène DE parallèle à l’axe des x, le
point E sera le plus éloigné de la courbe au-dessous de cet axe. L’abscisse correspondante à l’ordonnée maximum est
Les valeurs négatives de x donnent pour j- des valeurs toujours positives et croissantes jusqu'il l’infini ; il en est de même des valeurs positives de l’abscisse, à partir de x = 2. La parabole représentée par l’équation est donc LEL'.
O11 aurait pu construire la courbe en résolvant l’équation par rapport à x.
Quatrième exemple.
jr1 — 2 xy •+- .r’-+- Z y — 3i + î = o.
On a
ce qui détermine un système de deux droites parallèles. Dans ce cas, le premier membre de l’équation est le produit des facteurs
y — jc + i, y - * + 2;
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Cinquième exemple.
y1— -+- 4 2/ — 4x-hi = °.
Les valeurs de j données par cette équation sont toutes deux égales à 2X — i . Son premier membre est le carré de (/ — 2X4- i). Elle représente, alors, une seule droite dont l'équationr est
Sixième exemple.
41 — 2 xy 4- xJ 4- 2 y — 2 x 4- 3 = o.
L’ équation, résolue par rapport à y, donne y = x — i ± — 2.
L’équation est impossible-, c’est le cas des deux droites imaginaires. L’impossibilité peut être mise en évidence en écrivant la proposée sous la forme
Ii>»
RÉDUCTION DE L’ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ A SES FORMES LES PLUS SIMPLES.
Évanouissement <les termes du premier degré.
La résolution de l’équation
A y* -4-Bx>--t-Cx,4-Dj^4-Ex-t-F = o
a suffi pour faire connailre la forme et les variétés des lignes du second degré; mais pour reconnaître plus facilement les propriétés de ces lignes , il convient de ramener leurs équations aux formes les plus simples possibles. On y parvient en changeant le système des coordonnées. Par ce moyen, on introduit des indéterminées dont on dispose pour faire disparaître quelques-uns des termes de l’équation.
Reprenons l’équation générale (A) A/1 -f- B xy -t- C -t- Dj + Ej; -f F = o.
• Transportons les axes parallèlement à eux-mèmes , les coordonnées de la nouvelle origine étant quelconques. iNous ferons
a cl b étant les coordonnées de la seconde origine; y\ x les nouvelles coordonnées variables.
La substitution des valeurs de x et de y dans l’équation (A) conduit à .
/Ay*-t-B.r'.r'+Cx',-f- 2 A4 jr'-t-lC a x‘ ’■+■ A B uh -+- C o’-t- D 4 -4- E a -t- F = b
nÊDICTION DE L'ÉQUATION DU SECOND liECUÉ. 1 53 jNous (levons faire remarquer: i°. que les termes du second degré n ont pas changé; 2°. que les coefficients de y' et de x' s’obtiennent en prenant les dérivées par rapport à y, et par rapport à x , du premier membre de l’équation (A) , et en remplaçant dans ces dérivées x et y par les coordonnées a et b de la nouvelle origine; 3°. enfin , que la partie indépendante s’obtient en mettant a et b à la place de x et de y, dans le premier membre de l’équation (A).
En revenant à l’équation (B), nous profiterons de l’indétermination de a et de b pour faire disparaître les termes du premier degré. Nous poserons alors
(D) îAi + B« + D = o, sC»+ Bfc + E = o;
d’où nous tirerons les valeurs
AE — BD 2 CD — BE
Pour 1 es ellipses et les hyperboles , le dénominateur B! — 4 AC étant di lièrent de zéro, les valeurs précédentes , sont finies et déterminées; d’où il résulte qu’eu plaçant l’origine au point qu’elles font connaître, l’équation (B) se trouve réellement débarrassée des termes en x' et y' . Ce point est le seul qui jouisse de cette propriété, puisque les équations qui font connaître a et b n’admettent qu’une solution.
La simplification est impossible pour les paraboles, puisque B’ — 4 AC = o , et qu’alors les valeurs de a et de b sont infinies, en supposant que les numérateurs ne soient pas nuis.
Si un des numérateurs 2AE — BD, par exemple, est égal à zéro, l’autre sera aussi zéro, et, par suite, les valeurs de a , b seront indéterminées. On sait que dans ce cas les équations (D) qui ont fourni ces valeurs rentrent l’une dans l’autre, ou, ce qui revient au même , les droites que
ces équations représentent se réduisent à une seule. 11 existe alors une infinité d’origines situées sur cette droite pour lesquelles on peut faire disparaître les termes du premier degré. Mais, dans ce cas, l'équation du second degré ne représente plus une courbe. En eifet, en résolvant cette équation par rapport à y, comme on trouve d’abord
± v/(B‘— 4 AC)x>H- 2 (BD — 2 AF.) x+ D2 — 4 AF,
la double supposition
B1 — 4 AC = o , BD — îAE = o, réduit ces valeurs à
± v'U’— 4 AF.
Or, ici on a nécessairement deux droites parallèles, une seule droite, ou deux droites imaginaires , suivant que I)! — 4 AF est positif, nul, ou négatif.
Il résulte de ce qui vient d’être dit, que les ellipses et les hyperboles sont les seules courbes du second degré , dont l’équation puisse être ramenée h la forme
(F) Ay,4- B ry 4- C.t’ 4- F' = o.
Nous ferons observer que dans le cas où le seul changement d’origine ne suffit pas pour faire disparaître les termes du premier degré, cette simplification est également impossible, si l’on change à la fois l’origine et la direction des axes. En effet, supposons que cette dernière transformation ail conduit à l’équation (E). En remplaçant les nouveaux axes par d’autres qui aient la même origine cl qui soient parallèles à ceux des coordonnées primitives x et i , les
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valeurs que l’on devra substituer seront de la forme x — mx' -+- ny' , yr= m' x' - 4- n'y',
et cette substitution ne reproduira aucun terme du premier degré. D’où nous conclurons que si l’on était passé d’abord de la première origine à la seconde, sans changer la direction des premiers axes, les termes du premier degré auraient disparu. On voit par là que la direction des axes n’a aucune influence sur l’évanouissement des termes du premier degré.
Évanouissement du rectangle.
96. Jusqu à présent les coordonnées avaient une direction quelconque; dans la question qui va nous occuper, nous les supposerons rectangulaires : si elles ne l’étaient pas, on sait qu’on pourrait les rendre telles par une transformation d’axes.
Cela posé, proposons-nous de faire disparaître, si cela est possible, le rectangle des variables en prenant de nouveaux axes aussi rectangulaires. Ou voit qu’il est inutile de changer l’origine ; car, si en la plaçant en un certain point, le rectangle s'évanouit, la simplification aurait encore lieu pour toute autre origine, puisqu’on y transportant les nouveaux axes parallèlement à eux-mêmes, les termes du second degré ne devraient pas changer, et, par suite, le rectangle des variables ne saurait reparaître. Nous prendrons donc les formules qui servent à passer d’un système d’axes rectangulaires à un autre système d’axes aussi rectangu-. laires , en y faisant
Nous aurons alors
x = x' cos x — y' sin a , y = a/ sin x -t- y ' cos a.
Ces valeurs, portées dans l'équation générale, donneront
A cos* «
.r's-f-2 A sin a cos «
r'.r'-hA sin* a
•r'M-Deosal
«B sin a cos a
— B sin* «
-t-B sin a cos a
—B sin al
C sin1 a
H- B cos* «
— sCsin a cos a
-i-C cos* a
^'H-Dsina r/ + F==o, -4-E cos a
équation que l’on peut représenter par
(C'} Mjr'5-t- Ri>'+ N-r'5-|- R/'+ Sx'-f- F = o.
Pour que le terme qui contient le rectangle des variables disparaisse, il faut qu’eu égalant son coefficient à zéro , on obtienne pour o une valeur réelle. Ce coefficient revient à
a ( A — C) sin a cos a 4- B (cos5 a — sin5 a).
L’équation à résoudre est alors
2 (A — C) sin a cos x -+- B (cos5 a — sin5 a) = o, ou
(A — C)sin2a-t-B cos 22 = 0;
d’où l’on tire
tang 7.a. = —
line tangente pouvant passer par tous les états de grandeur entre -+- co et — c© , il en résulte que 2 o est toujours réel.
La valeur — ~ q de tanS a * correspond à un premier
arc moindre que 180 degrés que nous pouvons désigner par 7.0.'. Nous ferons remarquer, en outre, que a étant compris entre o et 36o degrés, 70 est compris entre o, 36o°X 2. Les valeurs de 2 « sont donc
et celles de « ,
a', a' -+- 90°, o! ■+• go° X 2 , a' ■+- 90" X 3.
Les deux premières déterminent deux droites perpendiculaires, cl les doux dernières correspondent aux prolonge-
rédictio.v de l’équation du second degré. i.V meut s de ces droites. 11 est visible que si l’on prend l’une d’elles pour l’axe des x', l’autre sera celui des y1.
Rappelons- nous que l’origine n'a pas été- changée et qu’elle était, d’ailleurs, située d’une manière quelconque. On reconnaît alors qu’il existe pour chaque origine un système d’axes rectangulaires au moyen duquel on fait disparaître le rectangle x' y' ; ce qui ramène l’équation généralé à la forme
(H) My»4-Nx'M-R/4-Sa:'-»-F=o.
I. 'équation générale peut être ramenée à la forme
On reconnaît quelle représente un cercle; on voit aussi que tang a a est indéterminée, ou plutôt que le coefficient du terme en x' y' est nul de lui-même. On apprend par là qu’en prenant deux axes rectangulaires quelconques, on ne ramènera pas dans l’équation le rectangle des coordonnées. Et, en ellet, ou sait que l’équation générale du cercle, rapporté à des axes rectangulaires, ne renferme pas le rectangle xy.
98. On a vu que l'équation primitive représente une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que la quantité B’ — 4 AC est négative, positive ou nulle. I.a quantité analogue déduite de l'équation (H) est — 4*d-N; donc, les coefficients M , N doivent être de même signe dans le cas de l’ellipse, et de signes différents pour l’hyperbole. Dans le cas de la parabole, un de ces coefficients doit être nul. On reconnaît facilement qu’ils ne peuvent pas être
tous deux égaux à zéro, puisque l’équation (H) cesserait
d’être du second degré.
99. D’après ce qui précède , si l’on considère les ellipses et les hyperboles, on peut faire disparaître d’abord les termes du premier degré, en changeant l’origine, et ensuite, le rectangle des variables, en prenant de nouveaux axes rectangulaires. On pourrait renverser l’ordre des transformations. On est conduit à une équation de la forme
X eiy étant les dernières coordonnées.
Puisque, dans le cas de l’ellipse, M et N sont de mètne signe, en faisant
l'équation peut s’écrire comme il suit : r3 -+- «3x3 = p.
Dans le cas de l’hyperbole , M , N , étant de signes différents , on fait
et l’on a
L’équation de la parabole ne peut prendre aucune de ces deux formes, puisqu’il est impossible de faire disparaître les deux termes du premier degré. Mais on peut faire évanouir le rectangle, ce qui entraîne en même temps la disparition de l’un des carrés. Par cette première transformation, on ramène l’équation des paraboles à la forme
(L) M/+Ry + Sr + F = o,
en supposant, toutefois, que ce soit le carré de x qui disparaisse.
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Changeons maintenant l'origine des coordonnées; pour cela , nous poserons
cl l’équation (L) deviendra
H/'+(2M b -b R) /'-b S*' -b Mi’+ Ri+S« + F = o. Les quantités a , b étant indéterminées , nous écrirons îMi + R = o, Mi!+ Ri + Sn+F=o.
On tire de là
Mi’ -b R à -t- F S
La valeur de b est finie, puisque M est diflérent de zéro. Celle de a est finie aussi , pourvu que S 11e soit pas nulle. Cette condition sera remplie lorsque 1 équation (L) représentera une parabole. Car, si on avait S = o, la première transformation réduisant l’équation à Mjr’-b R;+F=o,
ou n’aurait plus qu’un système de droites parallèles à Taxe des x, une seule droite, ou deux droites imaginaires.
On voit, parce qui vient d’èlrcdit, qu’en plaçant l’origine au point que déterminent les \aleursde a, b , l’équation de la parabole pourra se réduire à
ou bien à
y1— 2/jx,
en posant — — = ip.
On peut conclure de ce qui précède, que par une double transformation de coordonnées et en choisissant les axes rectangulaires, les ellipses, les hyperboles et les paraboles peuvent être représentées par les équations
J3 -b = P, mx' = p,
= 3 px.
Digitin
100. 11 convient maintenant d’exécuter les calculs nécessaires pour ramener les équations des courbes du second ordre aux formes qui viennent d’être indiquées.
Supposons d’abord que l’équation
(A) A y3 Bxy-t- C-r’-f- Dy -+- Ex + F = o
représente une ellipse ou une hyperbole.
Première transformation. — Pour faire disparaître les termes du premier degré, on a vu qu’il faut changer x en x -(- a , et y en y -f- b , ce qui donne
A y2-r B xy Cx’+ a A b ■+- B«
x -4- A b1 \ -4- B ab I + Cn’ I -t-Di / -+- E a \ + F 1
Les coordonnées de la nouvelle origine sont déterminées parles équations
(i) ?.Ai+B«4-D = o, 2 Cfl -h Bi -f- E = o.
On a de plus , en désignant par F' la partie indépendante, F'= Ab’-h -h Gn:-+- Di -t- E« -h F.
Cette valeur de F' peut être simpliliée. En effet, si l’on multiplie respectivement les équations (i) par b et n, et qu’on ajoute les produits , il viendra
2 A i? 4- 2Bfli-t-îCfl!+l)i + Efl=o;
d’où
A i! 4- B ni 4- C tr = —
qui Ci
i conduit à
Si l’on joint à cette valeur de F' les valeurs de a et de b
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(u° 95), on aura , pour les formules relatives à la première transformation :
CD — BE B5 — 4 AC
Deuxième transformation . — Dans la première transformation, les coordonnées pourraient Être quelconques; mais dans la seconde, on doit les supposer rectangulaires. Si elles ne l’étaient pas, on pourrait les rendre telles, sans faire reparaître les termes du premier degré. De sorte que l’équation sur laquelle on aurait à opérer se ('ait toujours de la forme
\y* -+- B xy -f- Ci’+ F' = o.
Pour faire disparaître le rectangle xy, on changera x en r. cos a — _>• sin a,
et y en
x sin a -t- y ros a ;
ce qui conduira à
ta„g2a=__J_,
valeur de laquelle on déduit facilement
sm 2.2= •
: v/ 1 -+- tang'' ? a rh v B' -4- ( A — C)’ tang sa — B
rfc v'i-j- tang' 2a ± vB'-4- (A — C)
Les deux valeurs égales et de signes contraires qu’on obtient pour siu 2 oc et cos 2a, conviennent à la question et correspondent à deux droites pcrpendiculai res l’uneà l’autre, dont chacune peut être prise indifféremment pour axe des x. Nous emploierons celle qui est déterminée par la valeur
îfia ch ai’Ithe huitième.
positive du radical, de sorte que nous écrirons
cos a a —
sin 2a —
On voit que sin a a sera, alors , de signe contraire à B.
Calculons actuellement les coefficients M , N , P , de 1 équalion (K) du n" 99.
En nous reportant à l’équation (C) (n°96, page 1 56), nous aurons
M = A cos5 a — B sin a cos a -f- C sin5 a,
N = A sin5 a -H B sin a cos a + C cos5 a.
D ailleurs,
Des deux premières équations on tire M + N = A+C,
M — N = (A — C) ( cos5 a — sin5 a) — 2 B sin a cos a = (A — C) cos 2 a — B sin 2 a = B.+ (A-C)- = ^,+ j„
Prenant les valeurs de M et de N, et joignant à ces valeurs celles de tang 2a et de P, on a, pour les formules relatives à la seconde transformation :
tans 2 a = —
M = * [A -t- C + v'b’-pTa— C)5], a
101. Supposons que l’équation (A) du n° 95 (page i5a) représente une parabole. Il s'agit, comme on sait, de ra-
réduction de l'équation nu second degré. iGS
mener cette équation à la forme
Dan» ce cas, on fait d’abord disparaître le rectangle des variables, et ensuite on change l’origine.
Première transformation. — On a vu ( n" fKt . page i58) qu’elle conduit à l’équation
M/! ■+• R y +Sx + F = o.
Les premiers axes sont rectangulaires; il en est de même des seconds, et la valeur de « est toujours donnée par la même formule
lang 2 x =
Les v aleurs de M et de N sont déterminées par les formules trouvées précédemment.
Mais, dans la parabole, on a
ir-=4 ac,
et . par suite,
On peut toujours supposer A positif dans l'équation (A). Alors, d’après la relation
B’=r4AC,
C. sera aussi positif. D’où il résulte que si l'on continue de prendre le radical positivement, on aura
On sera conduit, en conséquence, à
tang 2« = cos 2 a. =?
sin 2 a — .
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La dernière égalité fait voir comment l’évanouissement du rectangle entraîne la disparition d’un des carrés.
Il faut, en outre, calculer R et S. Or, quand on remplace x et y respectivement par
on obtient
I.cs formules
x cos a — y Sin a , x sin a 4- y cos a ,
R — P cos a — E sin a , S == D sin et -t- E cos et.
la- y-
OS 2 y
donnent, en remplaçant cos 2 « par
d’où l'on déduit
sin a = 4 / — —
sT
COS -JL
D/Â-E sic.
s — D Ve + E A.
Deuxième transformation. — Il s’agit, comme nous l’avons dit, de transporter l’origine. Nous remplacerons alors x et y par x-\-a, y-hb dans l’équation
Mj?4- RjrH- Sx + F = o;
ce qui donnera
t + Si+ju + Ri 4- S«
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Egalant à zéro le multiplicateur dey et la partie indépendante, on aura
2 M l> -+- R = o , M b' ■+■ Il 1/ H- S a -+- F — o ;
d’où
J ~ 2 M ’ 4~MS
Les coefficients de j’ et de x n’ont pas changé, et l’équation simplifiée est
M/ -4- Sx = o.
Du centre et des axes.
102. On nomme centre d’une courbe, en général, un point tel, que toute droite menée par ce point a ses points de rencontre avec la courbe, à égales distances, deux à deux , du premier.
De celte définition résulte le théorème suivant :
Quand l’origine des coordonnées est placée au centre d’une ligne du second ordre , les termes du premier degré, par rapport aux variables, ne doivent pas entrer dans l’équation de cette ligne. Réciproquement , lorsque les termes du premier degré n'entrent pas dans l’équation d'une ligne, du second ordre, l'origine est le centre de cette ligne.
Pour démontrer celte proposition, revenons à l’équation générale
(1) A/!+ + Cj.'+ D / + Ex -t- F = o,
et supposons que la ligne qu’elle représente ail un centre, A {fi g- 68). Prenons ce centre pour origine. Toute droite, MARI', passant par ce point aura pour équation
AM = AM
• • et en menant les ordonnées MP, M' P', les deux triangles
AMP, AM' P' seront égaux. Donc AP= AP'; ce qui apprend que les racines de l’équation (2) doivent être égales et de signes contraires. On doit donc avoir
Comme celte condition doit être remplie, indépendamment de toute valeur de a , il faut qu’on ait D = o , E = o, et par conséquent les ternies du premier degré n’entrent pas dans l’équation (t).
Réciproquement, lorsqu’on aD = o, E = o, l’équation (2) qui donne les valeurs de x a ses racines égales et de signes contraires. D’où l’on peut facilement conclure que les triangles AMP, AM'P', sont égaux, et , par suite, que toute ligne MM' menée par l’origine a ses deux points de rencontre avec la courbe «à égales distances du point A ; c’est-à-dire que cette origine est un centre.
D’après ce qui vient d’être dit, pour qu’une courbe du second degré ait un centre, il faut qu’il existe un point tel , qu’en le prenant pour origine, et en y transportant lès axes parallèlement à eux-mêmes, les termes du premier degré puissent disparaitte. Or, ou a vu précédemment que cette transformation est impossible pour les paraboles, et qu’elle 11e peut exister que d’une seule manière pour les ellipses et les hyperboles. Les ellipses et. les hyperboles ont donc un centre unique ,• mais les paraboles n'en ont pas.
RÉDUCTION DE L’ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ
nées , y par exemple, n eutre qu’au carré dans l'équation d’une ligne du second ordie, l’axe auquel l’autre coordonnée, x, est parallèle, est un diamètre; en etlet, pour chaque valeur de x , les valeurs de y sont égales et de signes contraires; c’est-à-dire que l'axe des abscisses divise en deux parties égales un système de cordes parallèles à l’axe des_y, et, par suite, cet axe des abscisses est un diamètre.
Lorsqu'un diamètre rectiligne est perpendiculaire aux cordes qu’il divise en parties égales , ce diamètre est nommé axe de la courbe. La partie comprise dans la courbe est la longueur de l'axe; les points où l’axe reucontre la courbe s’appellent soiwnels.
11 résulte de là que dans les équations
de l’ellipse, de l’hyperbole et de la parabole, 1 axe des abscisses est un axe de la courbe, et que pour les deux premières seulement, l’axe des ordonnées est aussi un axe de la courbe. Car, d’après l’équation de la troisième courbe, à chaque valeur de y il ne correspond qu’une seule valeur de x.
ISous démontrerons , par la suite, que les axes dont nous venonj de parler sont les seuls qui existent dans les courbes du second ordre ; c’est-à-dire que l’ellipse et l’hyperbole ont chacune deux axes, et que la parabole n’en a qu’un seul.
DE L’ELLIPSE
104. On a vu que, par une double transformation de coordonnées, et en prenant des axes rectangulaires, l’équation de l’ellipse peut être ramenée à la forme
y* -t- m,xt— p.
11 est facile de reconnaître que cette équation n’est réellement celle d’une ellipse que dans le cas où p est positif. Car, si j> est négatif, 1 équation est impossible, et si p = o , elle ne peut plus être satisfaite que par le système
qui donne l’origine des coordonnées. Puisque p doit être positif, nous le remplacerons par et l’équation de l’ellipse sera
y‘ - f- ni2 x1— b *.
Sous cette forme, on voit : i°. que l’origine est le centre de la courbe, les termes du premier degré n’entrant pas dans l’équation ; 2°. que l’axe des x et celui des y sont des diamètres et même des axes de la courbe; chaque valeur de l’une des coordonnées donnant pour l’autre deux valeurs égales et de signes contraires, et ces mêmes coordonnées étant rectangulaires.
Pour trouver les grandeurs des axes, ou fera successivement y— o , X — o, dans l’équation de la courbe. Or, y — o donne
de l’eli.ipse. 169
cl x — o donne
On devra donc prendre sur l’axe des x (fig- bp),
AD=AD
Les distances BB', DD', sont les longueurs des axes.
O11 nomme grand axe ou premier axe la plus grande de ces distances, cl petit axe ou second axe la plus petite. Les quatre points B, B', D, iy, sout les sommets de l’ellipse. Toutefois, on donne plus particulièrement ce nom aux extrémités du grand axe.
En faisant
— = a, cl ou ni = -■> ni a
et en mettant celte valeur dans l’équation
y'-hm'x' = b\
011 obtient
Comine le centre est pris pour origine , et que les axes de la courbe sont les axes de coordonnées, 011 dit que cette équation est celle de V ellipse rapportée à son centre et à ses axes. C’est, d’ailleurs, l’équation qu’on emploie le plus souvent.
Lorsque />= a , l’équation devient y7 + r5= a1,
qui représente un cercle dont le rayon est a. Le cercle est donc une ellipse dont les axes sont égaux.
105. Déterminons la forme de l’ellipse, au moyen de 1 équation (i).
S-tSti
CHÀF1TUE AEUY1EMF..
l)e cette équation ou tire
jr— dr - yn1 — x*.
On voit facilement que , x augmentant positivement depuis o jusqu’à n, les valeurs de y, toujours réelles, diminuent de b à o. Mais , x devenant plus graud que a , les valeurs dey sont imaginaires. On a ainsi, du côté AB, un arc de la forme DBD' (fi g- 6g). Si l’on change le signe de .r, les valeurs dejy restent les mêmes, ce qui donne, du côté AB', un arc DB'iy, exactement de la même forme que le précédent. On reconnaît sans peine que la concavité de la eourheest, en chacun de ses points , tournée vers le centre-, car autrement une ligne droite pourrait rencontrer la courbe on plus de deux points.
Puisqu’en prenant l’abscisse quelconque AP, les deux ordonnées correspondantes sont égales, si l’on fait tourner . la partie BM' B' autour de BB', on pourra l’appliquer sur la partie supérieure BMB', d’où il résulte que l’axe BB' divise la courbe en deux parties égales. La même propriété existe pour l’autre axe.
Si Ton désigne, en général, par x et y les coordonnées d un point M pris sur la courbe, on aura
AM = \jx* -t- y ■* = y/ x- -}- — (a1 — x1)
puisque le point M appartient à la courbe. 11 est permis de supposer que les abscisses sont comptées sur le plus grand axe, et alors a est plus grand que b. En faisant croître a: de o à a, la distance AM augmente de b à a. Donc, si du centre d une ellipse on mène des droites aux différents points de la courbe, la plus grande de ces ligues sera la moitié du
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premier axe, et la plus petite est la moitié du second axe. La supposition b — a donne AM = a. Ce qui doit arriver, puisque l’ellipse devient un cercle, et que, dans celte dernière couibe, tous les rayons sont égaux.
En prenant deux points quelconques M, N, sur la courbe, on a, en vertu de l’équation (i),
PM =-(«*— AP ), P'N = -(«’ — AP' ); d’où l’on tire
PM" a3 — Ap3 (a-)- AP) (a — AP) _ PB' X PB
Pr* “ a’-Jp' ~ {V+ÂP')(«-AP') “ P'B' X P'B'
Donc , dans l’ellipse , les carrés des ordonnées perpendiculaires à l’un des axes sont, entre eux, comme les produits des segment » correspondants, déterminés sur cet axe.
Pour tout point de l’ellipse, on doit avoir
Si l’on prend un point extérieur E {Jig. 69) , et si on le joint au centre par la droite AE, celle-ci rencontrera la courbe en un point Mdont les coordonnées seront moindres que celles du point E. Donc, pour ce dernier point, on aura
On voit de même que, pour un poiut intérieur E', on doit avoir
a3 y3 -h b3x3— «Jè’<o.
Ainsi , on a
u3 y3- 1- b3, r3 — a3 b1 = o, pour un point de l’ellipse; a3y3-h b*x3 — a3 b3^> o, pour un point extérieur; a3y3 -h b3 x: ■ — a' b3 <^_ o, pour un point intérieur.
Les réciproques de ces propositions sont évidentes.
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Manières rie décrire une ellipse dont on connaît les axes.
L’équation (i) de l’ellipse donne b
celle d'un cercle décrit sur le grand axe comme diamètre , est
jr1 — a1 — x‘.
En prenant les ordonnées PM, PN (J‘g- 70) de l’ellipse et du cercle, correspondantes à une même abscisse AP, on aura, en les désignant respectivement par y et
D’où il résulte que, dans l'ellipse, les ordonnées perpendiculaires au grand axe sont aux ordonnées correspondantes du cercle décrit sur ce grand axe comme diamètre, dans le rapport constant du petit axe au grand.
Première construction. — Sur chacun des deux axes, comme diamètre ( fig . 70), décrivons une circonférence; menons un rayon quelconque AN de la grande circonférence, rencontrautla petite au point C. Prenons l’ordonnée PN, et par le point C menons CM, parallèle au premier axe : le point M appartiendra à l’ellipse dont les axes sont 2 a et 2 b.
En effet , on a
PM : PN :: AC: an :: b:n -,
d’où l’on tire
PM — -X PN
En répétant celte construction , 011 pourra trouver autant de points qu’on voudra de la courbe.
DE L ELLIPSE
Nous forons observer que, à cause de la symétrie de l’ellipse par rapport à ses axes, on peut, au moyen d’un seul rayon AN, déterminer quatre points différents, M, M', M", M", de la courbe.
Deuxième construction. — D’un point quelconque E (fi g. 71) pris sur lesecond axe et avec un rayon égal à n -)-/>, décrivons un arc de cercle qui rencontre le premier axe en C. Joignons E, C, prenons EM = rt, et par le point M menons des parallèles MP, MG, aux deux axes.
Nous aurons
MP ; EG : : CM : ME, ou y’, fa* — x-'.’.b'.n.
Donc,
y = - \tr — x1 ;
par conséquent, le point M est à l’ellipse.
La droite EC pourrait être une règle dont la longueur serait «•+-/>, et sur laquelle on aurait pris EM = n. E11 faisant mouvoir cette règle dans l’angle YAX , le point M décrirait un quart de l’ellipse. On aurait les autres parties de la courbe en plaçant la règle dans les autres angles formés par les axes.
Troisième construction. — Prenons un point quelconque H (fig . 71) sur le second axe l)jy ; de ce point comme centre, et avec un rayon égal à a — b, décrivons un arc de cercle qui coupe B' B en I ; joignons II , 1 , et prenons IM=i. Le point M appartiendra à l’ellipse. En effet, si l’on mène la droite HK parallèle à B B', elle rencontrera en R le prolongement de l’ordonnée MP du point M. On aura alors
MP : MK ; : MI : MH , ou y : fa* — X * ;; b ; a ;
d’où
y — fa-—x~;
donc le point M appartient à l’ellipse
On peut regarder HM comme une règle d’une longueur égale à a , et sur laquelle on aurait pris MI = 4. En faisant mouvoir la partie IH de cette règle dans l’angle XÀY', le point M décrira un quart de l’ellipse. On aurait de la même manière les trois autres quarts de la courbe.
Des foyers et tics rlireçtrices.
108. En cherchantla distance d’un point du plan de l’ellipse à un point de cette courbe, et en exprimant cette distance au moyen de l’abscisse de ce second point, on obtient une expression dans laquelle cette abscisse est engagée sous des radicaux. Mais l'expression prend une forme rationnelle très-simple, lorsqu’on place dans certaines positions le point d’où l’on compte la distance. Proposons-nous de déterminer ces positions; alors la question à résoudre sera la suivante :
L’ellipse étant rapportée à son centre et à ses axes , trouver les points dont la distance à un point quelconque de cette courbe est exprimée par une fonction rationnelle de l’abscisse de ce dernier point. Ces points sont nommés foyers de l’ellipse.
Soient x',y\ les coordonnées d’un point pris dans le plan de l’ellipse ( fig . 72 ) , et x, y, celles d’un point quelconque de celte courbe. En désignant par 3 la distance des deux points, on aura
Le second point étant sur l’ellipse, on a , entre x et y, la relation
ce qui donne
— ix' x x'2 + - i'L—.yJ- _ 2 y X - frô — x * 4- y’2 ;
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ou, en ordonnant par rapport à x,
&=( n'~ b'\ x7 — ix' x + i’’+ è34- — 2/ X - —
Comme d doit être une fonction rationnelle de x, il faut que d! en soit une, et cette condition devant être remplie indépendamment de toute valeur attribuée à x , il est indispensable , pour que le radical disparaisse, que 1 on aity=o. On voit par là qu’un point ne peut être un foyer de l’ellipse qu’ autant qu’il est situé sur le grand axe.
En supposant y' = o , on a
^ x7 — yx'.r ~f- x'7 -f- b7.
Pour rendre rationnelle la valeur de d, il faut disposer de l’indéterminée x', de manière que le second membre soit un carré parfait. On remplit cette condition en écrivant
équation qui conduit à
x' — rt v
Ces valeurs ne sont réelles qu’autant que n est plus grand que b , ce qui indique que les abscisses doivent être comptées sur le grand axe. S’il en est ainsi , on trouvera deux foyers situés sur le grand axe de part et d’autre du centre, à une
distance de ce point égale à — h*.
On construit les foyers en décrivant du point D, extrémité du second axe, comme centre, et avec un rayon égal à a. un arc de cercle rencontrant le premier axe aux points
F et F'.
On reconnaît en effet, par cette construction , que AF = AF'=
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On nomme excentricité de l’ellipse, la distance de chaque foyer au centre.
Déterminons, maintenant, les distances FM, F'M, des foyers à un point quelconque de la courbe. Ces distances sont nommées rayons vecteurs.
Pour obtenir FM , il faut dans la dernière expression de d* remplacer x' par 4- sja' — b*, et pour avoir F'M, il faut mettre — \Ud — té à la place de x'. Faisons, pour abréger, Vrt* — lr = c\ nous aurons
FM = — '2 ex -4- ti7.
ax
F'M =: hsex-t-n’. " .
Prenant les racines carrées, il vient
Ou ne doit admettre pour les longueurs FM, F'M , que les valeurs positives. Comme x est plus petit que a pour les différents points de l’ellipse, et que c est aussi plus petit que a , on prendra les valeurs
FM — a — -, F'M ==« — :
en ajoutant ces valeurs on trouve
FM -t- FM = 2 a.
Ce qui apprend que, dans l’el/i/jse, la somme des rayons vecteurs est constants et égale au grand axe.
EM -4- EF > FM
ajoutant de part et d’autre F'M , on obtiendra F' E + FE > FM 4- F'M, et, comme FM -+- F'M = au, il viendra F'E -t- FE>2«.
En prenant un point E' dans l’intérieur de l’ellipse, on a FE'<FM + ME';
• ajoutant de part et d’autre F'E', on obtient
FE'4-F'E'<FM -4- F'M ou FE' 4- E'E'< la.
Il résulte de là que, suivant qu’un point est. sur t ellipse, hors de l’ellipse , ou intérieur à l’ellipse, la somme de ses distances aux deux foyers est égale au grand axe, plus grande ou moindre que cette ligne. Les réciproques de ces propositions sont faciles à démontrer.
Au moyen de ce qui précède, on peut décrire une ellipse par points et, même, d’un mouvement continu, quand on connaît son grand axe IÎB' et ses foyers F, F'. .
On prend un point quelconque G ( fig . 72) entre les deux foyers ; du foyer F, et avec GB', on décrit un arc de cercle ; du foyer F', avec GB, on décrit un second arc qui doit rencontrer le premier. En supposant que l’intersection soit M, ce dernier point doit appartenir à la courbe, puisque
FM + F'M
11 convient de décrire les arcs de cercle au-dessus et au-
• fw-r*.<rr
dessous du grand axe; 011 trouve alors deux points de la courbe , on peut môme en obtenir quatre en portant successivement la môme ouverture de compas à chacun des foyers. _
Lorsque l’ellipse doit être très-grande, coînme dans le cas où l’on doit la tracer sur le terrain, on fixe aux deux foyers les extrémilésd’un cordeau dont la longueur est égale au grand axe, que l’on tient tendu au moyen d’un piquet; si l’on fait glisser le piquet de manière que le cordeau soit toujours tendu, la courbe se trouvera tracée quand ce piquet aura fait une révolution entière.
1 10. On a vu que dans l’ellipse la somme des rayons vecteurs menés à un même point de la courbe est constante et égale au grand axe. Cette propriété caractérise l’ellipse. Pour le prouver, nous allons chercher la courbe dans laquelle la somme des distances d’un point quelconque à deux points fixes est constante.
Soient F, F' (fi g- 72) les deux points fixes, et M uu point quelconque de la ligne demandée ; désignons par 2 c la distance FF', et par in la somme constante. En supposant, comme nous l’avons fait, que le point M appartienne à la courbe, si l’on prolonge la perpendiculaire MP, d’une longueur PM'= PM, les distances FM', F'M', étant respectivement égales à FM, F' M, la somme FM'-I- F'M' sera égale à 2 a\ et, par suite, le point M' appartiendra à la courbe. Cette dernière est donc symétrique par rapport à la droite FF'. On prouverait de la môme manière qu’elle est symétrique relativement à la perpendiculaire AY élevée au milieu de FF'. Pour avoir, alors, une équation plus simple, nous prendrons pour axes de coordonnées les deux droites F'FX et AY.
La somme MF' -f- MF devant être égale à 2 a, on exprime cette propriété en posant
MF'= a -h z, MF — a — s.
K 1. ELLIPSE
Or,
PF' = i+ (, PF = x — c ; les triangles rectangles MPF', MPF, donnent
(1) (a 4- i)-z=jr,+ (c + x)1, (a — z)7=y+ (c — x)7.
Eliminons z entre ces équations. En retranchant la seconde de la première, il vient
Laz = icæ , d’où z = — —
Portant cette valeur de z dans une des équations (i), dans la première par exemple, on a
ia-+-~) = /’+(<• "F *)*i
d’où l’on tire facilement
Comme MF -+- MF' est plus grand que FF', a est plus grand que c, et la différence a* — c’ est positive: l’équation (2) ne diffère de l’équation
qu’en ce que b7 est remplacé par n7 — c* ; les deux équations deviendront identiques si l’on fait a* — c’ = b*.
L’équation (2) représente donc une ellipse dont le grand axe est ia, et le petit axe i\Ja7 c*.
111. Chaque foyer divise le grand axe en deux segments égaux à («-4- \la* — b ’)> ( a — \ja.7 — b ’), dont le produit est &*, carré de la moitié du petit axe. C’est au moyen de cette propriété qu 'Apollonius a défini les foyers.
\ 12. Nous allons faire connaître deux droites correspondantes aux foyers de l’ellipse, et qui jouissent d’une propriété remarquable.
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Dans le sens FX (fi g- j3) des abscisses positives, prenons à partir du centre À une longueur quelconque AG = d , et menons la perpendiculaire HGK au grand axe.
La distance ML d’un point quelconque de l’ellipse à cette
ex
droite sera (d — ,r). On sait que FM = a — — ; on aura
alors
MF o5 — ex SïT. = a(d—x)
a * — ex e
cd — ex a
En prenant le point G de manière que cd = a*, c’est-à-dire en supposant la distance d troisième proportionnelle à c et a, on obtient
MF _ c ML ~ a'
Si l’on prend la distance AG' = d— — i cl si l’on mène
la perpendiculaire H'G'K', on obtiendra
F' M a1 -t- ex _ a‘ ex c c
Ml.' a (d - |- x) cd -4- ex ' ' a a
Les deux perpendiculaires HK , H' K', sont ce qu’on nomme les directrices de l’ellipse.
Les propriétés caractéristiques de ces lignes peuvent , d’après ce qui précède, s'énoncer de la manière suivante : Les distances de chaque point de l’ellipse à l’un des foyers et à la directrice voisine de ce foyer , sont entre elles dans un rapport, constant qui est celui de l’excentricité au demigrand axe.
Ce que nous venons de dire conduit naturellement au problème suivant r
Trouver une courbe telle, que les distances de chacun de ses points à un point et à une droite donnés, soient.
entre elles dans le rapport constant — •
Soient F' et H'K/ (Jig. 73) le point et la droite donnés.
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Du point F' abaissons sur II' K' la perpendiculaire indéfinie G'X , et partageons la distance F'G' en deux segments F'B', B'G' dans le rapport de m a n. Le point B' appartiendra à la courbe. On pourra , sans que la question perde de sa généralité, supposer
Choisissons le point B' pour origine; élevons B' Y perpendiculaire à B'X, et prenons les deux droites B' Y, B'X pour axes de coordonnées.
En désignant par x et y les coordonnées d’un point quelconque M de la courbe, les distances de ce point au point F' et à la droite H' K', seront
MF' = (x— m)\ M L' = x + »
On aura, d’après l’énoncé,
D’où, en élevant les quatre termes à la seconde puissance, «l en effectuant les calculs,
n'y* -f- (/?’ — ni1) x1 — 2 mn (n + m ) x = o.
On voit par cette équation, qui est celle de la ligne demandée , que cette ligne sera une ellipse , ou une hyperbole , ou une parabole, suivant qu’on supposera m<^n, ou //t^>//, ou m = n .
Soit Cherchons les points où la courbe rencontre
l’axe des or; on sait qu’on les obtient en faisant y=. o. Dans l’équation de celle courbe, l’hypothèse conduit à
( n' — m' )x* — 2 mn (h + ni) x — o ; d’où l’on tire
2 mn
x = o et x =z
I.a première valeur détermine le point IT. l’autre répond
*. . Digirfed by Googl
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au point B. Plaçons l’origine au milieu A de la distance BB';
pour cela nous changerons x en x H ; nous trouve-
rons alors l’équation
m 1 n 1 (« ni) n — m
Puisque les coordonnées sont rectangulaires , cette équation est celle d’une ellipse rapportée à son centre et à ses axes. On connaît déjà la longueur du demi-axe AB’. Pour obtenir celle du second , on supposera , dans la dernière équation, x = o. On trouvera
ni
En désignant par a —
« et i les deux demi-axes, on posera
mn [„ + m
n — ni y n — m
D’après ce qu’on a vu précédemment, si l’on représente toujours par c la distance du centre aux foyers , on doit avoir
Remplaçant a et b par leurs valeurs actuelles, il viendra
Or, on a
AF' X AG
DF, 1. ELLIPSE
De ta tangente et de la normale.
113. Ou a déjà vu que la tangente en un point d'une courbe est la limite des positions que prend une sécante qui tourne autour de ce point, de manière qu’un second point de rencontre se rapprochant indéfiniment du premier, vienne se confondre avec lui. Désignons par x\y' , les coordonnées du point de contact M' {Jig. 74); cn menant une sécante par ce point et un second point quelconque M", dont les coordonnées sont x",y", l’équation delà sécante sera de la forme
Les deux points M', M", étant pris sur la courbe, leurs coordonnées doivent satisfaire à son équation ; on a donc
En retranchant la seconde équation de la première, on , obtient
ou
D’où I on tire
11 résulte de là que la valeur du coefficient angulaire de la sécante, calculé d’après la condition que les points M', M",
• ^ I JC* ) 1 JC** )
* se trouvent sur l’ellipse, est - — 7 — - — -
Si , maintenant , on suppose que le point jVlw se confonde avec le point M', en faisant x"~x', yH=y', la sécante
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devient la tangente M'T, et le coefficient angulaire de cette
dernière ligne a pour valeur — ; ce qui conduit à
pour l’équation de la tangente au point donné M\
En faisant disparaître le dénominateur a'y\ l’équation devient
ou
puisque
à1 y' y -+■ b7 x' x = h7 y” -h b7x'7, a7y'yy- b1 x' x = a7 b7, a- y'* y- b’x'7 — u-b’. ‘
Le coefficient angulaire de la tangente n’ayant qu’une valeur, on en conclut qu’on ne peut mener qu’une tangente à l’ellipse par un point pris sur la courbe.
114. On peut démontrer, comme pour le cercle, que la droite ‘dont l’équation est
a tous ses points hors de l’ellipse, à l’exception du point dont les coordonnées sont eh supposant, toutefois,
que
En effet,, si l’on retranche de la seconde équation a7 y'7 y- b7 x'7 — a7 b7, le double de la première , c’est-à-dire
la.7 y' y y- 1 b7 x' x — la7 b7,
il vient
lti ( y > — a y' y) + b7 [x'7 — a x' x) — — a7 b7.
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Ajoutant, de part et d’autre , a* y* + l>* x*, ou obtient a 7 (y' — y)‘ + b‘ ( x ' — x)J= a1 y1 -t- b2x‘ — a‘b‘.
Ou voit, par cette équation, que pour tout point autre que celui dont les coordonnées sont x' ,y' , la quantité
est plus grande que zéro ; tous les points de la droite n1 y' y 4- b1 x' x = a1 b -,
à l’exception de celui qui a pour coordonnées x', y', sont donc situés hors de l’ellipse.
11.5. En représentant par x le coefficient angulaire de la tangente, on 4 la formule
Cette formule fait voir que si , par le centre de l’ellipse, on mène une droite M'AN ( fig . 74), qui rencontre la courbe aux points M', N, les tangentes en ces points sont parallèles; puisque, en passant du point M' au point A , les coordonnées ne font que changer de signe, et qu’alors le coeffib‘xr
cient angulaire - reste le même.
Au moyen de la môme formule, 011 reconnaît comment la tangente s’incline sur le premier axe b' B.
En efïet, au point B, y — o, x'— a, ce qui donne x = 00 ; dans ce cas, la tangente est perpendiculaire au premier axe. En allant du point B au point IJ, x' diminue et y' augmente; par suite, la valeur numérique de x devient de plus en plus petite; donc l’angle obtus formé par la tangente avec l’axe des x est de plus en plus grand. Au point T), où l’on a
la valeur de a est nulle. La tangente en ce point est parallèle à BB'.
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116. Le point T (Jig. 7-5), où la tangente rencontre l’axe desx, s’obtient en supposant y = o dans l’équation de la droite ; on trouve
x ou AT = — •
Cette valeur, étant indépendante du second axe , est constante pour toutes les ellipses , qui ont le même premier axe. Elle convient donc à la éirconférencc décrite sur ce premier axe comme diamètre. On déduit de cette propriété un moyen géométrique pour mener une tangente à l’ellipse en un point M donné sur la courbe. Il suffit, après avoir prolongé l’ordonnée MP du point de contact jusqu’à sa rencontre en N avec la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre , de tracer la tangente INT, de la prolonger jusqu’au point T où elle coupe l’axe des x , et de joindre ce dernier point au point donné M , par la droite MT
La même construction s’appliquerait au second axe, car la distance Al est indépendante de a.
117. D’aprèsla définition générale donuée (n° 65, p. 93), la sous-tangente est la partie TP ( fig . y5 ) de l'axe des x, comprise entre le pied de l’ordonnée du point de contact et le point de rencontre de la tangente avec ce meme axe des x.
Pour obtenir cette distance, il faut, de AT = —.•> retran-
cher AP= x'\ on a alors
INous devons faire observer qu’il existe une sous-tangente
relative à l’axe des y , et qui a pour valeur
La sous-tangente TP est susceptible de croître de zéro à l’infini. Pour x' — ±« elle est nulle, et pour x' = o elle devient infinie. On en peut dire autant de la sous-tangentc relative à l’axe des y .
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118. Joignons le centre de la courbe au point de contact par la droite AM {fi g- 75), cette droite aura une équation de la forme
y = al x.
Le point M ayant pour coordonnées y', x', on doit avoir
y= a'x', d’où a! =—■
En déterminant l’équation de la tangente, nous avons trouvé
aV’
a désignant le coefficient angulaire de la tangente. Si l’on multiplie les deux valeurs précédentes l’une par l'autre, on obtient
D’où l’on conclut que le produit des tangentes a, a', reste le même, quelle que soit la position du point de contact.
119. On aura la valeur de la tangente de l’angle AMT {fi g- 75), formé par la tangente et la ligne menée du centre au point de contact, en remplaçant, dans la for-r mule
ce — u!
langAMT =
° 14-aa
x et a par leurs valeurs. En ellécluaut le calcul et ayant égard à la relation
on trouve
tang AMT =
En prenant, ce qui est permis, les abscisses sur le grand axe, on doit regarder « comme plus grand que b. Tant que
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le; point de contact restera dans l’angle des coordonnées positives, la valeur précédente sera négative, et l'angle A MT sera obtus. Les hypothèses x' = 0, y' = 0, rendent infinie la valeur précédente; d’où il résulte qu’aux extrémités des axes et seulement en ces points, la tangente est perpendiculaire à la ligne menée du centre au point de contact. 11 est facile de voir ce qui arrive lorsque les coordonnées x', y', ont des signes contraires.
120. Proposons-nous de trouver l’équation delà tangente menée par un point donné hors de l’ellipse. Désignons par x", y ", les coordonnées de ce point , et représentons toujours par x\ y\ celles du point de contact.
L’équation de la tangente est, comme on l’a vu,
Les inconnues du problème sont les coordonnées x\ y' , du point de contact. Pour les obtenir, nous ferons remarquer qu’elles doivent satisfaire, en même temps, à l’équation de la tangente et à celle de la courbe : ce qui conduit, pour les déterminer, aux équations
Dans l’équation (1), prenons la valeur de y' en fonction de x' , ctportons-la dans l'équation (2), nous arriverons à une équation du second degré en x ' qui donnera deux valeurs pour cette inconnue. Mettant ces valeurs dans l’équation (x), nous aurons les valeurs correspondantes de y'. Les calculs effectués nous conduiront aux formules
1 ~ ~ a7y"7-yb7x"7 ’
, />■ (<7J y" qp x" \J a7 y"7 4- b: x"7 — à’ b7 )
r — “ ’ a7y"7-yb'x"7
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Quand le point donné est hors de la courbe, on a a- y"7 -+- b 1 x"‘ — a‘ b7 o ,
et , par suite , deux systèmes de valeurs réelles pour x' et y ' . D où l’on doit conclure qu’il v a deux tangentes.
Si le point donné est sur la courbe, la quantité
est nulle; on n'a plus qu’une solution x' = xt', y’ —y". _ Donc, il n’y a plus qu’une seule tangente.
Enfin, lorsque le point donné est intérieur, la quantité
rfy"1 -h b‘x"'—à1b'
est négative, les valeurs de x‘ et dey ' sont imaginaires, et, par conséquent, on ne peut mener aucune tangente.
121 . ]\ous allons donner de la tangente une équation indépendante des coordonnées du point de contact, et qui , dans certains cas, présente plus d’avantage que celle que nous avons fait connaître.
L’ellipse étant rapportée à son centre et à ses axes, on sait que l’équation de cette courbe est
Soit y=mx-T-n l’équation d une droite quelconque; si l’on suppose que cette équation et la précédente existent simultanément, et qu’on élimine y entre elles, l’équalion résultante
( 2 ) ( a,m't -4- b7)x7 -t- 2 a7 mnx + n! (n! — b7) = o
aura pour racines les abscisses des points communs aux deux lignes. En supposant égales les deux racines de celte dernière équation, on exprimera que la droite devient tangente à la courbe. La condition d’égalité des deux racines est , comme on sait ,
. «• ru 7 u- =r a7 ( a* m* -h b1) ( « •' — b7).
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Oii en tire
«’ =z ti*m‘ -f- b' ; d’où n = ± \jà! m'- 4- b‘, et, par suite,
y — mx ± y/<7J/w’4- b*.-
En prenant le radical successivement avec le signe 4-, et le signe — , on aura les équations de deux tangentes parallèles, dont les ordonnées à l’origine sont égales et de signes contraires.
Au moyen d’un calcul semblable à celui du n° 59 , page 83 , on trouvera , en nommant x', y\ les coordonnées du point de contact,
, (Om , b 1
D’où l’on tire
En substituant ces valeurs dans l’équation y — mx 4- n , on trouvera
Ce qui est l’équation de la tangente, obtenue n° 113.
122. Cherchons, maintenant, l’équation de la normale, en supposant connues les coordonnées du point de contact.
En désignant par x', y', ces coordonnées, l’équation demandée est de la forme
Comme la normale doit être perpendiculaire à la tangente, on a '
a étant le coefficient angulaire de cette dernière, ligne. L’é-
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quation de la normale est done
Pour avoir le point où la normale rencontre Taxe des x, nous ferons y — o dans l’équation précédente , ce qui donnera (/7g. 75)
x ou AN = x >
En supposant que B' B représente toujours le grand axe, la distance AN est de même signe que x\ c’est-à-dire que le point N et le point P sont toujours d’un même côté du centre.
L’hypothèse x'= o donne AN = o , la normale passe alors par le centre. Si l’on fait croître x' depuis o jusqu’à a, qui est son maximum, la distance AN augmentera de zéro
Si donc 011 prend
AN' = = (g + b)[a — b) ,
le point de rencontre de la normale avec le grand axe ira en se rapprochant de N', à mesure que le point de contact se rapprochera du sommet B. De sorte que l’on pourra prendre le point de tangence assez voisin de B pour que la distance NN' devienne moindre que toute quantité donnée.
La sous-normale NP a pour valeur — — — On l’obtient en prenant la valeur de ( x ' — x) correspondante ky = o.
123. Proposons-nous de mener une normale par un point pris hors de la courbe.
Soient x", y", les coordonnées du point donné; en désignant toujours par x\y\ celles du point de contact, lé-
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quation de la normale sera
Il faut actuellement déterminer ,i y'. Pour y parvenir, nous exprimerons que la normale passe par le point donné, et que le point de tangence est sur la courbe, ce qui conduira aux deux équations ; -
«V’-f- — a-bK
En éliminant y ' et remplaçant a~ — />- par c*, on obtient
c1 xJk — jaV x'x'1
-Jra'l(n'‘x"- -+- b‘ y"1— c*) xH -K 2«‘c3 x'V — a‘x"3 x= o.
L’équation (3) fournira quatre valeurs de x', et la substitution de ces valeurs dans ( i j déterminera les valeurs correspondantes de y'.
Pour chaque solution réelle des équations (i) et (3),' l’équation (a) donnera une normale passant par le point x", y". Le problème peut donc admettre quatre solutions.
Le dernier terme de l’équation (3) étant toujours négatif, x' a au moins deux valeurs réelles, ce qui apprend que le problème admet au moins deux solutions réelles.
Quand le point (.x", y") est sur l’axe des y,x" est nulle , l’équation (3) donne deux valeurs de x' égales à zéro, ce qui détermine deux normales passant par le centre; et, selon que les autres valeurs de x' seront réelles ou imaginaires, on pourra mener quatre ou deux normales.
Lorsque le point (x",y") est lé centre , on a
l’équation (3) donne .
DE t ELUPSE. 1C)3
Les valeurs correspondantes de y' déduites de l’équation (2) sont
y'=±b, y'=±io;
ce qui détermine les sommets D, D', B, B' (fig. 75) , de l’ellipse. Et, en effet, les droites AD, AD', AB, AB', sont respectivement perpendiculaires aux tangentes à l’ellipse, menées par les points D, D', B, B'.
Pour résoudre géométriquement le problème , nous regarderons x', y', comme des variables dans les équations (1) et (2). L’équation (2) est celle de l’ellipse donnée, et l’équation (tj , qui peut être ramenée à la forme
représente une hyperbole passant par le centre de l’ellipse, qui est l’origine des coordonnées.
Comme cette dernière équation est vérifiée par le système x' = x"i y' —y", il en résulte que l’hyperbole contient le point donné.
La branche d'hyperbole qui passe parle centre rencontre toujours l’ellipse en deux points. Quant à l’autre branche, elle peut couper l’ellipse, lui être tangente, ou n’avoir aucun point commun avec elle.
Dans le premier cas, le problème a quatre solutions; dans le second, trois; et dans le dernier, deux seulement.
L’hypothèse x!'— o, introduite dans l’équation de l’hyperbole , donne
/ b* yn .
équation qu’on décompose en x — o, y' — — i et qui
représente un système de deux droites, dont l’une est l’axe des y, et l’autre une parallèle à l’axe des x. La première détermine les points D et D'. Quant à la seconde , elle peut cire sécante, tangente, ou tout à fait extérieure; dans le
premier cas, elle fournira deux nouvelles solutions, dans le second une seule , et enfin , dans le dernier, elle n’en donnera aucune. •
En faisant à la fois x" = o, y" — c’est-à-dire en plaçant le point donné au centre de l’ellipse, l’équation (4 ) se réduit à
Cette dernière équation est vérifiée par x' — o, oujy ' = 0. On trouve, alors, les deux axes coordonnés qui déterminent les quatre normales AB, AB', AD, AD'.
124. Nous allons faire connaître des relationsiremarquables qui existent entre la direction de la tangente et celles des rayons vecteurs menés au point de contact.
Soient MT (Jig . 76) la tangente à l’ellipse , et FM , F'M, les rayons vecteurs menés au point de contact. En désignant toujours para;', y ', les coordonnées du point de tangence M , et en représentant par a.' le coefficient angulaire de FM , on aura
Quant au coefficient angulaire de la tangente , il est
Or, on a
tang FMT =
— b' xr> — <0 y'' -+- b' ex'
a 1 x' y' — b 2 x' y' — a 1 cy'
En remarquant-que
C‘t UUC
il vient
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ti‘ — b1 — r3.
tang FMT =
— à' b 3 -f- b' ex1 c\v' y — n' <y
b- (ex1— a- ) b‘
C)J (ex' — a ’) çÿ
Pour avoir la tangente de l'angle F'MT, il suffit de remplacer c par — c, ce qui conduit à
tang F' MT = — •
On voit par là que les angles FMT, F'MT, sont supplémentaires. Mais F'MT a pour supplément F'MK; donc;
FMT = F'MK.
En menant la normale MX, ou reconnaît immédiatement qu 'elle divise en deux parties égales V angle des rayons •vecteurs, puisque les angles FMJN, F'MN, sont les compléments des angles égaux FMT, F'MK.
On pourrait démontrer directement l’égalité des angles FMN , F'MN , par un calcul semblable à celui qui précède. Cette égalité peut être encore établie en démontrant tjue les segments FN, F'N, sont entre eux directement comme les rayons vecteurs FM, F'M. Les deux segments FN, F'N, s’obtiennent en cherchant la distance AN au moyen de l’équation de la normale.
125. Les propriétés précédentes fournissent une construction pour mener une tangente à l'ellipse par un point donné.
Supposons d’abord le point donné, M, sur la courbe
(fl8- 76)-
On mènera les deux rayons vecteurs FM, F'M; on prolongera l’un d’eux, F'M, d’une longueur MH égale à l’autre MF, et l’on joindra le point F au point li par la droite FH. En abaissant du point M une perpendiculaire MT sur FH,
on aura la tangente. E11 eiFet, d’après celte construction, le triangle FMH est isocèle, les angles FMG, HMG , sont égaux; de plus, HMG — F,MK. ; donc FMG = F' MK, donc MT est tangente.
11 est d’ailleurs facile de voir que cette dernière droite a tous scs points hors de la courbe, excepté le point M. En elfet, si l’on prend sur cette droite un point quelconque T, . qu’on le joigne aux deux foyers par les lignes FT, F'T, en menant HT on aura
F' H < F'T -t- TH, d’où 2«<F'T+FT,
puisque
F' H = 2 « et TH = FT.
Donc le point T est extérieur à l’ellipse.
Supposons maintenant que le point donné, T, soit extérieur à l’ellipse. Si le problème était résolu, et que MT fût la tangente, en menant par le foyer F' la ligne
F' MH =
et en joignant FH, la tangente serait perpendiculaire sur le milieu de cette droite, et les distances TH, TF, seraient égales. Le point H est donc déterminé par la rencontre de deux circonférences décrites, l’une du foyer F' avec un rayon égal à 2 a, l’autre du point donné T avec un rayon égal à TF. Ce point, H , étant obtenu, on le joindra au foyer F, et du point T on abaissera une perpendiculaire sur la ligne de jonction; cette perpendiculaire sera la tangente, et le point M , où elle rencontre F'H , sera le point de contact.
Deux circonférences pouvant se couper en deux points, il est possible que le problème admette deux solutions : c’est ce qui arrive quand le point T est extérieur à l’ellipse.
En effet , on a
F' T < FF' -t- FT , et, à plus forte raison,
F'T < 2 a 4- FT.
Oii a aussi
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F' T 4- FT > 2 a, ou F'T > 2 a — FT.
I.a distance des centres, F'T, est donc plus petite que la somme et plus grande que la différence des rayons i a, J']'. Par conséquent, les cercles se rencontrent en deux points, et, par suite, le problème a deux solutions.
Lorsque le point, T, est sur la courbe, les cercles décrits se touchent intérieurement, la distance des centres étant égale à la différence des rayons.
Si le point donné est intérieur, on voit facilement que la distance des centres est moindre que la différence des rayons; l’un des cercles est tout entier dans l’autre, et le problème n’admet aucune solution.
Remarque. — Puisque FG = GH ( Jig . 76) et que AF= AF', la droite AG est parallèle à F'H, et en est la moitié. Or, F'H = 2 a, donc AG = a. Il résulte de là que le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées des foyers d’une ellipse sur les tangentes , est une circonférence de cercle ayant pour diamètre le grand axe de la courbe.
126. Si des foyers F, F' {Jig- 77), on abaisse des perpendiculaires FG, F' G', sur une tangente quelconque MT, le produit de ces perpendiculaires est égal au carré de la moitié du second axe.
En effet, en menant, par le centre et le foyer F, des parallèles à la tangente MT, jusqu’à la rencontre de F'G' en L et ]N , on aura
FG = LG'— LN = LG'— LF',
F'G'= LG'-I- LF'.
Faisant le produit de FG par F'G', on obtient
Or, dans le triangle rectangle LAG', on a
LG'== AG' — AL = a7 — ÀL*.
Le triangle F' AL donne
LF' =ÂF’ - ÂL = c7 — AL ,
don
FG X F'G'= e7 = b7.
Des diamètres.
127. Nous avons dit qu’on nomme diamètre le lieu géométrique des milieux d’une suite de cordes parallèles menées sous une direction primitive quelconque. Appliquons le calcul à cette définition.
Nous supposons toujours l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes. En menant une corde quelconque MN [fig- 78), son équation sera
Si l’on combine cette équation avec celle de l’ellipse
a7 x‘ 4- b‘ xr= a 7 b 7 ,
les valeurs de x et de y seront les coordonnées des points communs aux deux lignes. L’élimination de y entre les deux équations donne
équation dont les racines sont les abscisses des extrémités M et N de la corde. L’abscisse de son milieu est
dë a b7+ a7'P
En portant cette valeur dans l’équation de la corde , on
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i rouve pour l’ordonnée correspondante,
Si1
è3 «3 dJ
Si l’on prenait une seconde corde parallèle à MÎN , son équation ne différerait de la première que par l’ordonnée à l’origine; d’où il résulte qu’en éliminant 6 entre les équations (t) et (a), on aura une relation qui conviendra aux coordonnées des milieux de toutes les cordes. L’élimination s’effectue en divisant l'équation (a) par (i); le résultat est
Cette dernière équation est donc celle du diamètre relatif aux cordes dont le coefficient angulaire est d, ce coefficient d étant d’ailleurs quelconque.
On conclut de l’équation (3) que les diamètres de l’ellipse sont des lignes droites qui passent par le centre.
Réciproquement, toute droite menée parle centre est un diamètre, puisqu’on faisant passer d par tous les états de grandeur, le coefficient dex, dans l’équation du diamètre, prend toutes les valeurs possibles , positives ou négatives.
128. Il existe une relation remarquable entre la direction d’un diamètre et celle des cordes qu’il divise en parties égales. Désignons toujours par y=dx-(- S l'équation d’une corde quelconque, et supposons que y=â'x soit celle du diamètre correspondant; on a, dans ce cas,
" rt’d’
d’où l’on tire
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relation qui fait connaître une (les tangentes â ou à', au moyen de üautre.
On peut déduire plusieurs conséquences de cette relation :
i°. Si par l’extrémité L ( fig . 78) d’un diamètre on mène une tangente, LT, à la courbe, et qu’on nomme a. la tangente de l’angle LTX, on aura (n° 118, page 187)
ad —
Donc
uo — <
d’où
Par conséquent , les cordes quun diamètre divise en parties égales sont parallèles à la tangente menée par l’extrémité de ce diamètre.
Le produit ôô' étant constant et égal à — — > 11e
peut pas devenir égal à ■ — 1, si ce n’est dans le cercle où b = a. Les axes actuels des coordonnées sont donc les seuls axes de la courbe, puisqu’ils sont les seuls diamètres perpendiculaires aux cordes correspondantes.
3°. En menant un second diamètre ayant pour équation
les cordes que ce diamètre coupe en parties égales seront parallèles au premier. En effet, si l’on représente par
l’équation générale de ces cordes, on doit avoir
SS
par suite,
SS'= SS", d’où S'=S".
11 résulte de là que deux diamètres dont les équations sont
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et pour lesquels on a la relaiion (4) , sont tels que chacun d’eux divise en parties égales les cordes parallèles à l’autre. A cause de cette propriété, oh les nomme diamètres conjugues.
Des cordes supplémentaires .
129. On nomme cordes supplémentaires, deux droites menées des extrémités d’un diamètre quelconque à un même point de la courbe. D’après’ cette définition, MN, MN' ( fig . 78) sont des cordes supplémentaires. Ces cordes jouissent de plusieurs propriétés remarquables que nous allons faire connaître.
En désignant par x', y', les coordonnées du point N, celles du point N' seront — x', — y' \ et si, en outre, on représente les coordonnées du point M par x, les équations des cordes MN, MN', seront respectivement
X — y=y(x — x'), y -hy'= y' (x + x').
y, y', étant les tangentes trigonométriques des angles formés par ces droites avec l’axe des x.
Des équations (1) et (2) 011 lire
d’où
Oi •, les points M, N, appartenant à l’ellipse, on a, entre leurs coordonnées, les relations
(jr* — yn) -t- /)’ ( x - — .r'1 ) es, o ,
et, par suite.
Doue ,
r.H.VP IT 11 E IV E V V I K M K .
11 résulte de là que le produit des tangentes des angles formés par deux cordes supplémentaires avec l'axe des
abscisses, est égal à la quantité constante — —•
Réciproquement, si la condition (3) est remplie par deux cordes qui passent aux extrémités d'un diamètre, ou par deux cordes menées par un même point de la courbe : ces cordes seront supplémentaires.
i°. Supposons qu’elles passent par les extrémités N , N', d’un diamètre. Soit G leur point de reucontre. En joignant IN' au point M, où KG coupe la courbe, on aura
tangMHX. tang MH X = — — •
Or, par hypothèse, on a
tani'MHX.tang GH'X := — — •
tang MH' X = tang GH" X ;
donc N'G et N'M se confondent.
2°. Supposons qu’on ail
tang MHX.Iang MH X = — — j
les points N et N' seront sur un même diamètre.
En effet, si AN' n’est pas le prolongement de AN, soit ANff ce prolongement; ou devra avoir
tang MH X. tang MKX — — — :
d’où
tang MH' X = langMKX.
Ce qui apprend que AjN" se confond avec AN'.
1! résulte de ce qui précède que :
Si l’on a deux cordes supplémentaires relatives à un premier diamètre quelconque , les parallèles à ces cordes menées par les extrémités d'un second diamètre sont aussi supplémentaires par rapport h cet autre diamètre.
IdO. En représentant par a et a' les tangentes des angles formés avec l’axe BB' (fig. 79), par la tangente MT, et le diamètre MM', on a trouvé (n° 118)
Et comme (n° 129) 77'= — — » il eu résulte
Donc, si a.' — 7', on a
c’est-à-dire que si l’on mène un diamètre MM' au point de contact, en tirant, par l’extrémité d’un diamètre quelconque, la corde B' H parallèle à MM', la corde supplémentaire BH sera parallèle à la tangente.
11 est facile, d’après cette proposition, de mener à l’ellipse une tangente en un point donné sur la courbe, ou parallèlement à une droite donnée.
Dans le premier cas, on joindra le point M de contact au centre-, par l’extrémité B' d’un diamètre BB', on mènera la corde B'H parallèle à AM; en joignant B1I, il suffira de conduire par le point donné M une parallèle à cette seconde corde.
Dans le second cas, par le point B on mènera BH parallèle à la droite donnée, 011 joindra B'H, et en tirant le
diamètre MM' parallèle à B' H, les extrémités M, M', de ce diamètre seront deux points qui répondront à la question. Il suffira de mener par ces points des parallèles à la droite donnée.
Quand deux diamètres ayant pour équations
sont conjugués, on a entre d, ô', la même relation qu’entre y, y' (nns 128 et 129). Donc, (feux diamètres parallèles à deux cordes supplémentaires sont toujours conjugués. Réciproquement, deux diamètres conjugués sont, toujours parallèles à deux cordes supplémentaires .
11 est facile, d’après cela, de construire deux diamètres conjugués qui forment entre eux un angle donné, quand l’ellipse est tracée et. que le centre de la courbe est connu.
On tire un diamètre quelconque BAB' (fig. 79) sur lequel on décrit un segment BHB' capable de l’angle donné, et par le point H où le cercle coupe l’ellipse, on mène les cordes supplémentaires HB, H B'. En conduisant par le centre, des parallèles NN#, MM', à ces cordes, on aura deux diamètres conjugués qui répondront à la question.
Le cercle décrit coupe l’ellipse en un second point H' qui détermine une seconde solution du problème.
132. Dans l’ellipse, les angles des cordes supplémentaires, et, par suite, les angles des diamètres conjugués sont renfermés entre certaines limites que nous allons faire connaître.
Nous supposerons , ce qui est permis, que les cordes soient menées par les extrémités du grand axe BB' (Jig- 79).
Soient BH, B'II, deux cordes supplémentaires quelconques. E11 nommant y, x , les coordonnées du point H ,
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tangHBX= — - — et tangHB'X^r — — — ;
par suite,
x — « x H- n 2. fl v
tang B' HB = = f •
b >■’ rJ •+■ x1 — nJ
x1 — ir
Le point H étant sur la courbe, on doit avoir fl1 y7 -+- b'x'z^a1 /»’.
On tire de cette équation .
ce qui donne
tangB'HB = —
(«J — p).jr
Puisque BB' est le grand axe, si l’on suppose le point H, comme nous l’avons fait, situé au-dessus de cet axe, la valeur précédente sera négative, c’est-à-dire que l’angle BHB' est obtus.
Celte valeur prise, abstraction faite de sou signe, atteint son minimum quand y—b\ dans ce cas, le sommet de l’angle est placé à l’extrémité I) du second axe , et les cordes supplémentaires sont BD, B' D. L’angle obtus BDB' est donc le plus grand, et son supplément BDK le plus petit angle que puissent faire deux cordes supplémentaires. Pour l’angle maximum, on a
tang BDB'= —
On voit facilement que 1 angle minimum des cordes supplémentaires de l’ellipse est égal à DBD'.
De part cl d’autre du petit axe DD', il y a toujours deux points H , H', pour lesquels y a la même valeur. Il y a donc
ao6
deux points pour lesquels les angles HH B', HH' B', sont égaux. D’ailleurs, au-dessus de BIV il n’existe que deux points qui aient la même ordonnée; donc, on ne peut avoir que deux systèmes de cordes supplémentaires formant entre elles un angle donné. Il en est de même des diamètres conjugués.
Ces deux systèmes de diamètres conjugués se réduisent à un seul: i". lorsque les diamètres sont parallèles aux cordes BD, B' D ; -2°. lorsqu’ils sont les axes de la courbe.
11 résulte de ce qui a été dit, qu’il n’existe pas de diamètres conjugués formant entre eux un angle plus grand que BDB', ou moindre que DBD'.
1 33. Puisque les axes de l’ellipse ne sont autre chose que des diamètres conjugués rectangulaires, on les construira, quand ou connaîtra le centre de la courbe, en décrivant une circonférence (J‘g- 8o) sur un diamètre quelconque, en joignant aux extrémités de ce diamètre un des points de rencontre de la circonférence avec l’ellipse, et en menant par le centre des parallèles aux cordes ainsi obtenues.
D’après la symétrie de l’ellipse par rapport aux axes, la circonférence décrite du point A comme centre, avec un rayon quelconque AC, doit couper la courbe en quatre points placés deux à deux symétriquement par rapport à chacun des axes, et, par suite, la figure HCH'C' doit être un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes. On obtiendra donc les axes en menant, par le centre, des parallèles aux côtés du rectangle.
Dans les constructions précédentes, nous avons supposé connu le centre de l’ellipse; ce point est facile à déterminer quand la courbe est tracée : il suffit, en effet, de mener deux cordes parallèles GK, G' K', de joindre leurs milieux M , M', par une droite CC' qu’on termine à la courbe , et de prendre le milieu A de cette droite.
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La ligne CC' est un diamètre, puisqu'elle divise deux cordes parallèles en deux parties égales; on sait d’ailleurs que tous les diamètres passent par le centie, et y sont divisés en deux parties égales.
Ellipse rapportée à ses diamètres conjugués .
13-i. INous avons employé jusqu’à présent l’équation (l) a,y,-+- b'x'1— a7 b1,
qui est celle de l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes. Si, en rapportant cette courbe à des axes obliques, son équation conserve cette forme, c’est-à-dire ne renferme que les carrés des variables et un terme indépendant, ces nouveaux axes seront des diamètres conjugués, puisque chaque valeur de l’une des coordonnées donnera pour l'autre deux valeurs égales et de signes contraires. On voit par là qu’on passera de l'équation (i) à l’équation aux diamètres conjugués, en cherchant les systèmes d’axes pour lesquels l’équation conserve la forme
fl1/3 ■+■ b1 X* — a ’ à1.
Prenons donc les formules qui servent à passer d’un système d’axes rectangulaires à un système d’axes obliques de même origine. Ces formules sont (n° 76, page 108)
x == x' cos a -b y' cos a% y =r x' sin a y' sin a! .
Substituant ces valeurs dans l’équation (i) , on obtient
Î a’ sin’ a' -4- A’ cos’ a'
y‘-h 2 a’ sin a sin a'
j ar'j'+fl’sin’a
-1-2. A’ cos a cos a'
I -t- A’ cos’ a
Pour que l’équation (2) prenne la forme (1), il faut et il suffit que les indéterminées « et a' satisfassent à la condition
(3) n’ sin » sin eé-t- à’ cos et cos a' = o.
nr: i. m.i.irsk, •-» 1 1
en multipliant les valeurs de a'* et /••'* l’une par l'autre, il vient
a' sin’a sin'a'-t-è1 cos1 a cos 'a! -\-a'b‘ (sin1 a' cos’a+sin1 a cos1 a' ) Mais , entre oc et a' on a
à1 sin a sin a' + è1 cos a cos a' = o ; en élevant au carré, on en déduit
«• sin’ a sin’ a! -f- b ‘ cos1 a cos1 a'= — i a1 è1 sin a sin a' cos a cos a'. Portant cette valeur dans le produit a '* b'*, on trouve
n,i1(sin,«' cos’ a -t- sin ' a cos1 a' — ?. sin a sin a' cos j cos a' j
(sin a' cos a — sin a cos«')’ sin1 (a' — • a)
Un conclut de là
«' b' sin (la — a) — ab .
L’angle (oc' — «) est celui que font entre eux les diamètres conjugués. Par conséquent, a' b' sin (a' — a) est la surface du ptarallélogrammè construit sur les demi-diamètres conjugués; donc cette surface est constante et égale au rectangle ab des demi-axes. Ce qui démontre le théorème énoncé.
Thêorèmk 11 . — Dans l'e/li/jsç , la somme des carrés de lieux diamètres conjugués est constante et égale à la somme des carrés des deux axes.
En reprenant les équations
(1) flJ sin a sin a' + b1 cos a cos «' = o ,
.ijA’
a1 sin1 a -t- b1 cos1 a a 1 b*
a1 sin1 «' -+- b1 cos' a'
on devra éliminer cuire elles les angles y. et a' . Pour faire cette élimination , on porte d'abord dans l’équation (2) les valeurs de cos* a et de sin! « , tirées successivement de la relation
et l'on a
sin1 a -+- cos- a = 1 ,
sin3 a =
b-{n‘ — fl'3) fl'3 (fl3 — b1)'>
cos' a =
fl3(fl'3 — b‘) a"1 (a1 — • b 3)
Comme on passe de l’équation (2) à l’équation (3) en changeant a' en b', et a en y.1, on pourra déduire sin* a' et cos2 a' des valeurs précédentes, en y changeant a' en b' ; on obtient de cette manière
sin’ a'
i3 ( fl3 — b'1) //3(n- — b
COS3 a'
fl3 (b"-~ b‘) b” (a' — é3)'
Si l’on prend maintenant l’équation (1), qu on transporte le sccoud terme dans l’autre membre , et qu'on élève
an carré, on trouve
sin3 a sin3 a — b * cos3 a cos3 a' .
Remplaçant les lignes trigouoinétriques par leurs valeurs, et faisanlles simplificalionsqui se présentent d’clles-mèmes, on a successivement :
(a- — a'1) (n3 — è'3) = («’3— b1) (è'3 — IP), a‘ — fl3 fl'3 — n3 b'*~ ' — fl'3 b7 — b'1 b'-f- b*.
«•— l>'= fl'3 (n3 — (P) + b"1 (fl3 — IP), a3-+- è3 = fl'3+ b‘\
Ce qu’il fallait démontrer.
Première remarque. — Le parallélogramme . ADGC {fis. 81) construit sur deux demi-diamètres non conjugués est plus petit que le rectangle ab des demi-axes.
Pour le démontrer, menons le demi-diamètre AD' conjugué de AI), et formons le parallélogramme ADHD'. Ce
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L’équation (4) étant colle qui lie entre elles les directions de deux cordes supplémentaires, il en résulte que fieux diamètres conjugués sont toujours parallèles à deux, cordes supplémentaires ; et réciproquement, que deux diamètres parallèles à deux cordes supplémentaires sont conjugués.
L’équation (3) est satisfaite parles systèmes de valeurs • sin a = o , cos a' = o , et sin a' = o , cos a = o ;
or, dans ces deux hypothèses, on trouve les axes de la courbe; il en devait être ainsi, puisque les axes sont des diamètres conjugués. On sait, de plus, que ce sont les seuls diamètres conjugués rectangulaires; on peut, de nouveau, s’en assurer comme il suit :
En posant «' — a. = go°, on a
sin a'= sin (90“-+- a) = sin (90° — a) = cosa, cos a'= cos (go° -+- a) = — cosjgo0 — a) = — sin a. Ces valeurs étant portées dans l’équation (3) donnent . («’—•■ b1) sin a cos a. — o.
Comme a est dilïércnt de b , 011 ne peut satifaire à celte dernière équation qu’en faisant
sin a = o , ou cos a = o ;
hypothèses qui font retrouver les deux axes de l’ellipse.
136. Examinons s’il existe dans l’ellipse des diamètres conjugués égaux. Pour cela, égalons les valeurs do «'* et h '* ; nous aurons
a1 sin’ a -+• è’ cos’ a — a‘ sin' a' -t- b1 cos’ a .
Remplaçant cos’ « par 1 — sin’ a , et eos* «' par 1 — sin* a', celte équation devient
(«’— b-) (sin’ a — sin’ a' ) = o ;
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on aura
a 7 (yr 1 y,/7) -H b7 (x'a-h x"a) — a a7 b 3,
ou , parce que x7’ -t- x771 = «%
d'où
Les équations (rn) et («) démontrent le principe énoncé.
Le théorème II (n° 137) se déduit immédiatement de celui qui précède, car on a
Âc’ 4- ÂC,I= y'7 4- x '* 4- y"7 4- x"> = n’ 4- A3 .
Les équations
fl3 sin a sin a' -+- è3 cos a cos a' = o ,
n3 sin3 a 63 cos3 a’
n! sin3 a' -t- 63 cos3 a' ’
permettent de trouver trois des six quantités a, b, a', 0', a, a.', quand les trois autres sont connues. Toutefois, on les remplace par les trois suivantes, qui en sont déduites :
(1) . tang a . tang a' = — — t
(2) a' b' sin (a' — a )=zab,
Nous traiterons seulement les deux questions qui suivent : Première question. — Etant donnés les axes d’une ellipse et l’angle de deux diamètres conjugués , trouver ces diamètres en grandeur et en direction.
Posons
CIlAPiTllE KKLVIEME.
L’équation (2) donne
2 ab
sin-/
Ajoutant, membre à membre, cette dernière équation a\ee l’équation (3), il vient
Retranchant, membre à membre, les mêmes équations, on trouve
sm 7
Regardant a' comme le plus grand des deux diamètres conjugués, on tire des équations (4) et (5)
/ , 1 ab
= \ / à ! + b1 + - — , sin 7
2 ab
sin 7
et, par suite
, 2 ab
/ ‘ 2ab\
V sm 1 J
2 \ y sin 7 y sin 7 /
Les grandeurs des diamètres étant calculées , cherchons les directions de ces ligues.
De l’équatitm
on tire
d’où
tangV^-^ + ^è’'.
i — tang a. tang 7
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parallélogramme el le précédent ont une base commune AIJ ; et si l’on prolonge le côté C(i parallèle à AD (et par conséquent à D'H) , le point !M sera le milieu de la corde CC'. Or, les hauteurs des deux parallélogrammes sont MK pour le premier, et D'K' pour le second ; MK étant évidemment plus petit que D'K', il en résulte que le parallélogramme ADGC, formé sur deux demi-diamètres quelconques, est moindre que le parallélogramme construit sur les demidiamètres conjugués, et par conséquent moindre que ab.
La réciproque du premier théorème (n° 137) est une conséquence de ce que nous venons de démontrer.
En effet, supposons que le parallélogramme formé sur deux demi-diamètres soit égal à ab , il faudra nécessairement que ces diamètres soient conjugués, car s ils ne 1 étaient pas, le parallélogramme devrait être moindre que ab.
La réciproque du théorème II n’est pas vraie. La somme des carrés de deux diamètres peut être égale à la somme des carrés des axes, sans que ces diamètres soient conjugués.
En elfet, supposons que AC, AC' {Jig- 82), soient des diamètres conjugués; 011 aura
ÂcV AC' = a2- 1- b ».
Abaissons du point C' une perpendiculaire C'OII sur le petit axe AD. Le demi-diamètre AH sera égal à AC'; il en résultera
AC -+- AH = b %
et il est visible que AC et Ali ne sont pas deux demi-diamètres conjugués.
Deuxième remarque. — Soient AC, AC' {Jig . 82), deux demi-diamètres conjugués quelconques. La somme des carrés des abscisses des extrémités de ces diamètres est égale à or, et la somme des carrés des ordonnées des mêmes points est égale à £s.
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Ces deux dernières équations donnent immédiatement
11 = — ( J a'7- 1- b'- 2 it' b' sin 7 ^ a '5 ■+■ è'2 — ^2 n' b' sin 7
b = — ( Ja'3 -4- //* 4- 2 a' b' sin 7 — \/ u'; -+- è'J — 2 n' 6' sin 7 )•
[.a solution est plus élégante quand 011 construit les valeurs
-t- b'1 + 2 a' b' sin 7, -+■ b'3 — 2 a' b' sin 7
de (rt -4— A ) et ( a — b).
Soient GG', HH' (fig- 83), les deux diamètres 2 a', 2 b', conjugués, placés sous l'angle donné y 5 de l’extrémité H menons sur GG' la perpendiculaire UK, et prenons
HE = HE' = a'.
En joignant au centre A les points E, E', les triangles obliquangles A HE, AI1E', donnent respectivement
AK = VHE + AU -t- 2 HE. HK = Vf«'r+ l>'7 ~+Vâ' V sin 7,
AE'= VHË'V AH* — 2 HE'. IIK — \ja'-+ b'2— 2 a’ //sin 7. On a alors
Si Pou prolonge EÀ d’une longueur Al = AE', et si l’oit prend A1'=AE', 011 obtiendra
a a — El, 2 b = Kl'.
Pour déterminer les directions des axes : par les extrémités du premier diamètre GG', on mène des parallèles au second diamètre HH', et par les extrémités de ce dernier 011 mène des parallèles à l’autre; ces quatre parallèles sont tangentes à l’ellipse, aux points G, G', II, H'. Ensuite, du centre A avec a pour rayon, on décrit une circonle-
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ronce , rencontrant les tangentes MJN , iV N , aux points P, Q. Les perpendiculaires élevées en ces points aux deux tangentes doivent passer par un des loyers, par conséquent leur point de rencontre F est un foyer de l’ellipse. En joignant ce point F au centre, on aura la direction du grand axe BB'. On voit facilement ce qu’il faut faire pour déterminer la position du second axe DD' (*).
139. On a trouvé (n° 135), pour l’équation de I’cllipsc rapportée à ses diamètres conjugués,
Celte équation étant absolument de la même forme que celle qui est relative aux axes, les propriétés indépendantes de l’inclinaison des coordonnées doivent être communes aux axes de 1 ellipse et à ses diamètres conjugués. On peut alors regarder comme démontrées les propositions suivantes : .
t°. Selon qu’un point est situé sur l’ellipse, hors de l’ellipse ou dans l’ellipse, la quantité
est nulle, positive ou négative.
a°. Les carrés des ordonnées parallèles a un diamètre
(*) Les axes BB', DD', sont les bissectrices dos angles formes par les droites AE, AE\ En effet, prolongeons les axes KH', DD', jusqu’à la tangente MN, aux points S, H. Le produit HR X HS dos segments de la tangente, compris entre la courbe et les axes, est égal au carré du demi-diamètre AG parallèle à la tangente (n° ITïD, 5°.'. Donc
HR x HS = HE x HE'.
Par conséquent , les quatre points R, S, E, E\ appartiennent à une mémo circonférence qui a pour diamètre la droite RS perpendiculaire sur le milieu de la corde EK'. Et comme l’angle RAS est droit, cette circonférence passe encore par le point A. De plus, le point S est le milieu de l’arc ESK\ Donc les angles SAE, SAE', sont égaux entre eux ; c’est ce qu’il fallait dépioiilrcr.
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Remplaçant tanga' par
-t il vient
— !>' _ tang g -H tang 7 ,
a- tang a 1 — tang a tang 7 *
faisant disparaître les dénominateurs, on obtient l'équation
tang’ a I — - — j tang 7 X tang a -t- - = o,
qui donne
— (n 2 — b2) tang 7 ± J (a1 — b1)2 tang1 7 — la2 b ’
tang a — ' — T ' -
On trouve deux valeurs pour tanga, parce qu'il existe, en général, deux systèmes de diamètres conjugués qui forment entre eux un angle donné.
Pour que ces valeurs soient réelles, il faut qu’on ait
tang’ 7 >
d’où, en valeur absolue,
tang 7 >
2 nb
Quand l’angle donné y est aigu, il doit donc être au moins égal à celui dont la tangente est ■ ; et quand il est ob-
tus, il faut qu’il soit au plus égal à l'angle dont la tangente
est — ^ ~ Ces tangentes sont celles de l’angle mini-
mum et de l’angle maximum des cordes supplémentaires
La condition de réalité des valeurs de a' et b' conduit aux mêmes conséquences.
En effet, on doit avo:r
. . 2 nb
sm 7
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On voit que la distance AK = est indépendante de
l’ordonnée y" du point N ; par conséquent , si l’on mène la droite ÏNN' parallèle à l’axe des y, et si , d’un autre point de cette droite, on conduit des tangentes à l’ellipse, la sécante qui déterminera les nouveaux points de contact passera par le point K. Le point K ne pourrait changer que dans le cas où x" changerait. De là résulte le théorème suivant :
T Si de chaque point d’une droite située comme on voudra sur Je plan d’une ellipse, on mène des tangentes à la. courbe , et qu’on joigne les deux points de contact, on aura une suite de sécantes qui passeront toutes par un meme point du diamètre conjugué de celui qui est parallèle à la droite donnée.
Réciproquement, si par un point donné dans le plan d’une ellipse on lire différentes sécantes, et que par les points de rencontre de chaque sécante on mène des tangentes à la courbe , le lieu des points d’intersection de ces tangentes, deux à deux, est une droite parallèle au diamètre conjugué de celui qui passe par le point donné.
L'équation
donne un moyen simple pour décrire par points une ellipse dont on connaît deux diamètres conjugués an', 2 Z»', et l’angle qu’ils font entre eux.
On construit d’abord une ellipse ayant pour axes 2 n', 2 b' 5 ensuite, 011 incline les ordonnées sous l’angle donné, en conservant leurs grandeurs. Les points jN , ÎV, etc. {/‘g- 86), déterminés par ce procédé, appartiennent nécessairement à la courbe.
Quadrature de l’ellipse.
142. En désignant, comme précédemment, par 2 a, 2 ù, les axes de l’ellipse, décrivons sur le plus grand, %n , une circonférence de cercle ( ftg . 87) , et nommons Y, y , deux ordonnées du cercle et de l’ellipse correspondantes à la
même abscisse. On a vu que ^ ~ 5 nous allons démon-
trer que ce rapport est encore celui des surfaces de l’ellipse et du cercle.
En effet, inscrivons dans le cercle un polygone quelconque B' MM' M" etc. , et de chacun des sommets abaissons des perpendiculaires sur l’axe BB'; en joignant les points où ces droites coupent l’ellipse, on formera un polygone BNN' N" etc., intérieur à cette courbe. Un trapèze quelconque PNN' P' de l’ellipse a pour mesure
PM + P'M'X ( J X PP
Ces deux trapèzes sont entre eux comme PN -+- P' N' est à PM+P'M'. Or PN : PM :: ù : et PN' : PM' :: b : a-,
donc PN 4- P'N' : PM 4- P'M' ” b ; a. On voit par là que les trapèzes correspondants sont entre eux comme b est à «. De sorte que si l’on représente par t, t', etc. , les trapèzes de l’ellipse, et par T, T', T", etc., les trapèzes du cercle, on aura la suite de rapports égaux
On en déduira
(#4- f7 -ht" 4- . . .) : (T 4- T' 4- T" 4- . b\a.
X PP
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sont entre eux comme les produits des segments que ces ordonnées déterminent sur son conjugué.
ii°. En nommant a le coefficient angulaire de la tangente, et x', y\ les coordonnées du point de contact , on doit avoir
a = “iv’
et pour l'équation de la tangente ,
/ a'i jJ A
La sous-tangentc a pour valeur | — —, — Ji en désignant
par x' l’abscisse du point de contact. On aura , pour la tangente et le diamètre mené au point de contact, la relation
4°. Si y — âx-ho est l’équation d’nne corde quelconque, et y—d'x celle du diamètre qui passe par les milieux de toutes les cordes parallèles, on trouvera
relation qui a lieu pour deux diamètres conjugués, dont les équations seraient y = 6 x , y = d' x , ainsi que pour deux cordes supplémentaires menées aux extrémités d’un diamètre quelconque.
5°. Le produit des segments DG, DH (fig. 84), d’une tangente , compris entre le point de. contact et deux diamètres conjugués AE', AE, est égal au carré du demidiamètre AD', parallèle à la tangente.
Prenons pour axes de coordonnées les droites ADX, AD'Y. Nommons a', //, les droites AD, AD', et désignons par 5, d', les coefficients angulaires des diamètres con-
Digi
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Cette dernière proportion étant indépendante et du nombre et de la grandeur des trapèzes , on en peut conclure que la surface, de l’ellipse est à celle du cercle, décrit sur le grand axe, dans le rapport du second axe au premier.
En représentant par E l’aire de l’ellipse , et par E' celle E b
du cercle , on aura donc — = — Comme E' = tt a1 , on
trouve E = tt ab\ c’est-à-dire que la surface de l’ellipse est égale à celle d’un cercle dont le rayon est moyen proportionnel entre les demi-axes de l’ellipse.
Si a', l)' , sont deux demi-diamètres conjugués comprenant l’angle 0, on sailque ab = a'b' sin 0. Par conséquent, l’aire de l’ellipse en fonction des diamètres conjugués est
E = tt\ ti b' sin 6.
Si l’on voulait calculer un segment quelconque PNN "P” compris entre deux ordonnées perpendiculaires à l’axe RB', en désignant sa valeur par s , et par s' celle du segment de cercle correspondant , on aurait, au moyen du raisonnement qui précède,
- = -> (i ou v = - x s s a n
Ce qui ramène la quadrature du premier segment à celle du second, que la géométrie détermine.
S’il s’agissait du segment P ISP'" N'" (fi g. 88), compris entre un diamètre quelconque B1V et deux ordonnées parallèles à son conjugué, on décrirait d’abord sur BB’, comme diamètre, une circonférence de cercle; ou inscrirait une portion de polygone NN'N^N^ dans le segment d’ellipse, puis on mènerait les ordonnées PN, P'N', P"Nff, etc., de cette courbe, elles ordonnées correspondantes PM , P'M', P"M", etc., du cercle. En joignant les points M, M', M ", M'", par des droites, on forme des trapèzes rectangulaires, correspondants aux trapèzes obliques de l’ellipse. Si l’on
226 r CHAPITRE NEUVIÈME.
abaisse une perpendiculaire SI sur Pj\ , le trapèze PïNP'lN' aura pour mesure
PM 4- FM7 — Q
Le rapport des trapèzes correspondants est toujours le même; on en conclut sans peine, en désignant le segment elliptique par S, le segment circulaire par que
— ■ sin 6, d’où S = S'. ^sinO.
Pour obtenir tonte l'ellipse, on prend S' — et l'on a
S — 7r a' b' sin 0.
DE 1. HYPERBOLE
DE L’HYPERBOLE
De l’hyperbole rapportée à ses axes.
143. Par uije double transformation (le coordonnées, et" en prenant les axes rectangulaires, on ramène (n° 99) l'équation de l’hyperbole à la forme y* — ih1x7 = p.
Lorsque p === o, on a
y,= m,x'1, d’où y — zfc mx.
Dans ce cas, l'équation représente un système de deux droites.
Comme p peut être positif ou négatif, on a à considérer les deux cas suivants :
(i) • yr— /»’.£■’= I>\
La première de ces équations se ramène à la seconde, en remplaçant X par y, y par .r; divisant par m*, et changeant-les signes des deux membres. En effet, on trouve alors
équatiou entièrement- semblable à la seconde, et qui pourrait s'en déduire en mettant dans celle-ci — à la place de
m’i et — à la place de h*.
11 résulte de là qu’il snflit de considérer l’équation (a).
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144. On voit par la forme de cette équation que l’origine est le centre de la courbe, et que les axes des coordonnées sont aussi des axes de cette même courbe.
Un seul des axes rencontre l’hyperbole. En cllct, y = o donne
et X = o donne
L axe des abscisses coupe la courbe aux points B, B'
{fi g- 8^), situés à une distance du centre égale à — • L’axe
des y ne la rencontre pas, puisque X =*o donne pour y des valeurs imaginaires. *
Si l’on pose — — a, 011 en tire m —-■> ce qui donne,
en substituant dans (2), l’cquation
(3) o'- y* -r b* je* — — a 7 b*.
L’axe BB', égal à an, se nomme premier aae ou axa transvase.
Quoique l’axe des y 11e rencontre pas l’hvperbole, on porte néanmoins sur cet axe les distances AD, AD', égales à A, et la longueur DD' égale à 2 b est ce que l’on convient de prendre pour second axe. .
Les extrémités B, IV, du premier axe, sont les sommets de l’hyperbole.
Il est quelquefois utile de placer l’origine des coordonnées à l’un des sommets. Supposons qu’on veuille la transporter au sommet B, par exemple; on remplacera, dans l’équation (3) , x par (.r H- n), et l’on trouvera facilement
y-— — { 2 rfx -4-x5).
rt‘
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up
Quand h = «, les équations (3) eL ( 4) deviennent
Alors-, on dit que l’hyperbole est èquüatère. Celle dernière courbe est parmi les hyperboles ordinaires ce qu’est le cercle parmi les ellipses.
I io. Discutons maintenant l’équation tr y- — b‘ x*=z — ; crb1.
En la résolvant par rapport à y , il vient
Tant que x est plus petit que a , les valeurs de y sont imaginaires. Pour x = a, ou a y = o; x augmentant jusqu’à -I- oo , y a deux valeurs réelles égales et de signes contraires qui croissent jusqu’à l’infini. Les valeurs positives de x déterminent donc une branche de courbe MBM" (Jig. 89), qui s’étend à l’infini du côté des a: positifs, et qui est symétrique par rapport à l’axe des abscisses. Les valeurs négatives de x donnent une seconde branche NB' N" entièrement semblable à la première, de l’autre côté de l’axe des y, puisqu’on changeant seulement le signe de x, les valeurs de y restent les mêmes.
Le point M ayant pour coordonnées x et y, le triangle rectangle AMP donne
L’abscisse pouvant croître jusqu’à l'infini, la distance AM peut aussi croitre jusqu’à l’infini. La plus petite valeur de x est a, le minimum de AM est donc AB = a. On conclut de là que l’axe transverse est la plus petite des ligne menées par le centre et terminées à la courbe.
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1 40. L équation a4 y* — b~ x* ~ — ns b* donne y1 — ^ =^'(x + a)(x — a). .
Si l’on suppose^ = MP ( Jig . 8y), on aura BP = x — a, B' P = æ -t- « ,
et , par suite ,
MP = — X BP X B' P.
Pour une autre ordonnée quelconque JVI'P', on aurait de même
M'P' = -BP' XB'P';
donc
MP _ BPx B'P j^rp7 “ BP' X B'P’*
C’est-à-dire que les carrés (les ordonnées de l'hyperbole sont entre eux comme les produits des distances comprises entre les pieds de ces ordonnées et les sommets de la courbe.
147. Pour tout point de l’hyperbole , on a a7 y7 — b7x7 -| - a7 b7 — o.
Quand un point H ( fig- 89) est extérieur, sou abscisse AP est moindre que celle du point M', et son ordonnée est la même ; on a donc
On démontrerait de la même manière que pour un point H; intérieur, on a
t»; 1. HYPERBOLE.
1 18. F. n comparant les équations
n'ly'1 -H t’i’ = a7 b1, à1 y* — b 5x' = — a'1 b',
on voit que l’on passe de la première a la seconde en changeant b* en — lr. Cette remarque trouvera par la suite d’utiles applications.
Des foyers et des directrices.
1 49. Ce qu'on a dit sur les foyers de l’ellipse s applique presque entièrement à l’hyperbole.
Reprenons l'équation
a2 y1 — lr X7— — a 1 b1.
Les foyers sont des points dont la distance à un point quelconque de la courhe est exprimée rationnellement en fonction de l’abscisse de ce point. Désignons toujours par x\ y' , les coordonnées d’un foyer; par x cl y celles d’un point de l'hyperbole, et par d la distance des deux points. xNous aurons
Or, y = - \Jx* — fl5; portant cette valeur dans I expression précédente, elle devient
iî' = x' — ax'x -t- x'5H (x’ — a- ) — y. y' — \/x’ — n‘+y'*.
d?, et à plus forte raison d , ne peut être rationnelle en x
qu’ autant que le terme a y' ~ Jx* — or est nul ; ce qui exige
qu’on ait y o. On trouve alors
Cette expression devant être un carré parfait, il faut que
ce qui conduit à *
x = ± yja1- f- b‘.
L’hyperbole a donc deux foyers placés sur l’axe transverse, de chaque côté du centre , à la distance \/a!-t- ô!.
Pour les déterminer, on élève au point B (fig- 90) , extrémité du premier axe, uue perpendiculaire BG égale à la moitié du second; 011 joint AG; du point A comme centre , avec AG pour rayon, on décrit une circonférence qui rencontre le premier axe aux points F, F' : ces points sont lesfoyers de l’hyperbole.
La distance de l’un des foyers au centre se nomme excentricité de l’hyperbole.
Soit \a* -H As = c; les distances d’un point quelconque, M, de l’hyperbole aux deux foyers F, F', s’obtiendront, en remplaçant successivement x' par-t-c, et — c , dans la valeur de d* ; on trouvera
FM
Les distances FM, F'M, qu’on nomme rayons vecteurs, doivent être positives. Or, quand le point M reste sur la
branche située du côté des x positifs , le terme ~ est positif et plus grand que a ; il faut donc , alors, prendre les signes supérieurs. Mais, si le point M est sur l’autre branche, le
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terme — est négatif et toujours plus grand que a. Il faut,
dans ce cas, prendre les signes inférieurs, pour que les rayons vecteurs FM, F' M , soient positifs.
m Quand on retranche les deux distances 1 une de l’autre, on obtient
F'M — FM = i.a pour la première branche, et
FM — F' M = a a
pour la secoude. Il résulte de là , que dans l'hyperbole, la différence des rayons vecteurs est constante et égale à l'axe transverse. *
Quand un point JN (Jig. 90) est extérieur à l’hyperbole, on a
F' N — FN < 2 a.
En effet, soit M le point où FiN coupe l’hyperbole , on a F'N<F'M + MN,
FN/= FM — MN
retranchant membre à membre, on obtient
F' N' — FN' > F' M — FM , on F' N' — FN' >20.
On voit par là que, suivant qu’un point est situé sur l’hy-
perbole , hors de l'hyperbole , ou dans l’hyperbole , la différence de ses distances aux deux foyers est égale au premier axe , moindre ou plus grande que cet axe.
Il est facile maintenant de décrire une hyperbole quand on connaît l’axe iransverse BB', et les foyers F, F'. Du foyer F ( fig . gi), comme centre , 'avec un rayon égal à BN , on décrit une circonférence de cercle; du foyer F', avec un rayon égal à B' N , ou BIV-+-BN , on décrit une seconde circonférence : les points où ces circonférences sc coupent, appartiennent à l'hyperbole; car, en désignant par M un de ces points, on aura
F' M — FM = BB
Pour décrire la courbe d’un mouvement continu, on lixe au foyer F' une règle F ' M , que l’ou peut faire tourner autour de ce point; à l’extrémité M et au foyer F on at-^ ■ tache un lil FM d’une longueur telle, que F'M — FM sort égale à l’axe transverse BB'. En faisant glisser la pointe d’un style le long de la règle, de manière que le fil s’y applique toujours, la pointe du style décrira l’hyperbole.
151. En suivant le même ordre que pour l’ellipse, on est conduit à chercher une courbe telle, que la diflércnce des distances de chacun de ses points à deux points fixes soit constamment égale à une longueur donnée 2 a.
Soient F, F' [fig. gi), les deux points donnés ; il est facile de reconnaître que la courbe est symétrique par rapport à la droite FF', et aussi par rapport à la perpendiculaire AY élevée sur le milieu de cette droite. Prenons alors ces droi tes pour axes de coordonnées. Désignons par x et y les coordonnées d’un point quelconque M de la courbe; par 2e la distance FF'. Puisque la -différence des distances F ' M , FM, doit être égale à 2 a , 011 peut représenter F'M par z m, et FM par z — a. Les triangles rectangles F' MP,
iïe l'hyperbole. _ a3:»
FMP, donnent
Soustrayant la seconde équation de la première, il vient
4 «z = 4 cx > d’où 3 = — a
Portant cette valeur dans l’une des équations précédentes, on obtient
a*y‘‘ — (c2 — a2) x2 = — fl2(c2 — a2).
Il est visible que cette équation représente une hyperbole dont les axes sont 2 a et 2' sjc' — a' .
L’hyperbole a aussi deux directrices
Prenons du côté-AB (fig. 90) une distance AK = d , élevons au point K la perpendiculaire KL à l’axe transverse. En abaissant d’un point quelconque M de la courbe, la perpendiculaire MI sur KL , et en menant le rayon vecteur FM, on aura
FM a cx — a1 c.
IM x — d cx — cd ^ «
Ce rapport sera constant et égal à -, si l’on prend le point
Kde manière <juecc^ = nî. La conséquence est la même quelle que soit celle des deux branches sur laquelle 011 prend le point M.
Si l’on détermine le point K' de manière que AK'= AK, et si l’on élève la perpendiculaire K'L' à BB', ou reconnaîtra sans peine que le rapport des distances F'M et l'M
est encore égal à -• n a
11 résulte de là qu’en nommant directrices les droites KL, K'L', on pourra dire, comme pour l’ellipse, que tes distances de chaque point de l'hyperbole, à l'un des foyers
et à la directrice voisine de ce foyer , sont entre elles
comme V intervalle des foyers est à l'axe transverse.
153. En partant de cette propriété, on est conduit à la question énoncée (page 180). On a vu que le lieu demandé est une hyperbole quand on a m f> n.
Soient F et KL (fig . 90) le point et la droite donnés; on abaisse du point F la perpendiculaire indéfinie FK sur KL, en prenant ensuite le point B de manière qu’on ait
fb : br ;
ce point appartiendra à la courbe, on pourra supposer FB = m, BK = n. En plaçant l’origine au point B, et en choisissant pour axe des x la droite BF, et pour axe des y la perpendiculaire élevée à cette droite au point B, on obtiendra encore l’équation
n,y',+ (/»’ — /«’).*,•’ — 2 mn (7/ -f- m) x =r o.
Dans le cas actuel, le coefficient ;ts — m5 est négatif, puisque m est plus grand que n. Il convient alors d’écrire l’équation comme il suit : . •
n-y' — ( m- — «’) x1 — 2 mn ( n -4- m ) x — o.
L’hypothèse r = o donne
la courbe rencontre donc l’axe des x aux poiuts B, IV, ce second point étant à une distance de l’origine marquée par
— — -• Si l’on transporte l’origine des coordonnées au milieu A de BB', en remplaçant x par x —
«y — (wj
ll‘ ) x‘ ~ —
lit — u
-, on obtiendra
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Los valeurs des demi-axes sont
/m ■+■ n = ni \/—
En opérant comme -pour l’ellipse, on a
ffl* //*
V/«'-t-à,= > AF = ». AF X AK = a’.
Ce qui prouve que le point donné F est un des foyers d< l'hyperbole , et la droite KL une de ses directrices.
De la tangente et (le la normale.
1 ri4. En prenant l’équation de l'hyperbole n3y3 — b' x1 — — (0 b',
on est conduit, pour obtenir l'équation delà tangente, à exécuter les mêmes calculs que pour l'ellipse, avec la seule différence que partout b% est remplacé par — b'. Il résulte de là qu’en nommant x\ y' ’, les coordonnées du point de contact, et a la tangente trigonoraétrique de l’angle que forme avec l’axe des x la tangente à la courbe , on aura
I équation simplifiée de la tangente sera
Pour démontrer à posteriori que tous les points de la tangente , excepté le point de contact, sont hors de l’hyperbole,
il faut faire voir (n° 147) que pour tous Ces points l’ex-
pression n’ys — b* x* ■+• a’ A1 est positive.
A cet effet, tirons de l'équation de la tangente, la valeur dey-,
•.ri- '*• A*,'
if ■ V.*-T • ,
ji...* /• CT *•; -
by
Portons cette valeur à la place Je y dans l'expression
remplaçons a* y'1 par sa valeur b7 x'*’ — a' Z>! tirée de l’équation de l'hyperbole , nous aurons
a* y* — b’1 a. r!-4- a7b7Xx
-ÿr.
Tant que x est différent de x\ ce second membre est positif, et l’on a
Par conséquent , tous les .points dont l’abscisse est différente de x\ sont extérieurs à l’hyperbole.
L hypothèse x = x' donne
a7 y7 — b7 x7 - f- a7 b7—o, cl ramène au point de tangence.
Lorsque dans la formule a = — — -, on change seulement
les signes des coordonnées, a conserve la même valeur. Par conséquent, si une droite passant par le centre rencontre la edurbe en deux points , les tangentes en ces points sont parallèles.
En supposant dans la môme formule x1— ± a et y1 = o, « devient infini ; c’est-à-dire que les tangentes aux sommets de l’hyperbole sont perpendiculaires à l’axe.
155. Si l’on fait croître x' positivement depuis a jusqu’à l’infini , le point de contact M (fig- 91) prendra toufrs les positions possibles sur l’arc de courbe situé dans l’angh* YAX. Comme y' augmente avec x\ on ne voit pas immédiatement quels sont les changements qui en résultent pour la valeur de a. Pour connaître ces changements , rempla-
1)E l’h-yeebbolk.
. çousy' par sa valeur - yjx'* — as,
nous aurons
b ■ x1 bx' b
On voit qu'en faisant croître x' depuis a jusqu’à l’infini , «
diminue de l'inOui à ~ Donc la tangente s’incline de plus
en plus sur l’axe jusqu’à cette dernière limite.
Pour savoir ce que devient la tangente, cherchons la distance AT du centre au point de rencontre de cette droite avec l’axe transverse. L’hypothèse y — o donne
valeur qui diminue et tend vers zéro quaud x' augmente, le signe étant toujours celui de x'. Par conséquent, à mesure que le point de contact s’éloigne sur l'hyperbole, le point T se rapproche du centre sans jamais passer de l’autre côté. La supposition x' = oo donne
AT = o.
Il résulte de ce qui vient d’èlre dit, que dans le cas où le point de tangence est situé à l’infini sur l’arc B.YI, la tangente passe par le centre et forme avec l’axe des x un angle
dont la tangente trigonométrique est
Pour construire cette tangente, on formera le rectangle H LH L sur les axes 2«, aù, et 1 on mènera la diagonale H'L. On aura
tangLAB — -■
A cause de la symétrie de la courbe, celte diagonale sera aussi la limite de position des tangentes menées à la courbe
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dans l’angle- Y' AX'. On peut reconnaiuc, sans peine, que la seconde diagonale L'H est la limite des tangentes menées aux deux autres parties de l’hyperbole. Ces deux limites sont représentées pâr les équations
Quand l’hyperbole est équilatère, on a
par suite, les droites HL', H'L, divisent en deux parties égales les angles des axes, et sont perpendiculaires entre elles.
Pour obtenir la sous-tangente PT ( fig
soustraira AT = — ; de AP ou x'. et l’on aura
Cette expression prouve que la sous-tangente peut recevoir toutes les valeurs de zéro à l’infini.
157. Lorsqu’on joint le centre au point de contact M (Jig. 91), la droite AM forme avec l’axe des x un angle
dont la tangente On a trouvé précédemment
a = — — - pour la tangente de l’angle MTX ; faisant le produit de ces valeurs, il vient
donc, pour l’hyperbole comme pour l’ellipse, le produit des tangentes a, a', reste constant.
D’après ce qui précède, on trouvera facilement
ni: î. nvpKHBou:.
■{fs- 9')
tung A MT =
Aux extrémités de l’axe transverse, y' étant nul, la valeur précédente devient infinie, c’est-à-dire que pour ces points la tangente est perpendiculaire à la droite menée du centre au point de contact. Il ne peut en être ainsi que pour ces points, puisque pour tous les autres, aucune des coordonnées x', y' , ne pouvant être nulle, la tangente de l’angle AMT n’est pas infinie.
Si le point de contact s’éloigne sur la courbe dans l’angle VAX, les coordonnées x', y' , augmentent positivement, et comme elles peuvent croître jusqu’à l’infini, la tangente de 1 angle AMT peut diminuer jusqu’à zéro; il en est de même de cet angle; donc, quand le point de contact est à l’infini, la tangente MT se confond avec la droite AM , menée du centre à ce point de contact.
159. On a trouvé pour la tangente à l’hyperbole au point dont les coordonnées sont x', y', l’équation
il est aisé d’obtenir l’équation de la tangente menée par un point extérieur, en représentant par x", y", les coordonnées de ce point. Comme elles doivent satisfaire à l’équation (i) , on aura
D’ailleurs, le point (x'? y') appartenant à la courbe, il viendra
En cherchant , comme pour l’ellipse , les valeurs de x', y', •>u obtient, dans l’expression de ces valeurs, un radical sous lequel se trouve la quantité
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On en conclut facilement que par un point extérieur, ou peut mener deux tangentes à l’hyperbole ; que ces deux tangentes se réduisent à une seule quand le point donné est sur la courbe, et que le problème devient impossible quand ce point est intérieur.
160. Donnons pour l’hyperbole une équation de la tangente indépendante des coordonnées du point de contact. Si l’on combine l’équation de la courbe
a1 y1 — b'- x1 — — a’fc*, avec celle d’une droite
y — mx -+- n ,
on trouvera , en opérant comme pour l’ellipse (n° 121) , que l'équation d« la tangente à l’hyperbole est
y = mx ± — b
161. D’après la définition de la normale, il est aisé de voir qu’en désignant par x',y', les coordonnées du point de contact, l’équation de cette ligne est
En supposant y
= o dans cette équation , il vient (fig-ÿi)
cette expression n’a pas de maximum, puisque x' peut croître jusqu’à l’infini. Si l’on fait décroître x', la valeur précédente diminue , le point M se rapproche du sommet B, et en donnant à x' sa plus petite valeur x' — a, la distance
AN atteint son minimum , qui est égal à On voit
• par là que si l’on prend AN' = ■> le point N se rap-
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prochera do plus en plus do N' à mesure qui* le point de oontart se rapprochera du sommet B.
162. Si 1 on voulait mener une normale à l’hyperbole par un point extérieur 5 en opérant, comme pour l’ellipse, on serait conduit à résoudre les deux équations
L’élimination de y1 conduirait encore à une équation complète du quatrième degré ayant son dernier terme négatif. La discussion serait la même que pour l’ellipse.
La résolution du problème par des lieux géométriques conduirait à la construction d’une hyperbole, passant par le centre de la première et par le point donné, les asymptotes de la seconde hyperbole étant parallèles aux axes de la proposée.
163. Dans l'hyperbole , les rayons vecteurs menés au point de contact font avec la tangente et de deux côtés différents de cette ligne , des angles égaux.
En effet, on sait que ( fig. 92) AT = et que AF = c; il en résulte
a‘ ex1 — a!
FT _ FM F' T ~ F'M
Par conséquent, l’angle FMT = F' MT.
Cette propriété fournit le moyen de mener une tangente à l'hyperbole par un point pris sur la courbe, ou par un point extérieur.
Soit M le point donné sur la courbe , on mènera les rayons vecteurs FM, F'M. On prendra sur F'M, MG == MF, on joindra G, F, et du point M on abaissera MH perpendiculaire sur GF. Cette perpendiculaire sera la tangente demandée. En effet, cette droite divise l’angle F' MF en deux parties égales, puisque le triangle FMG est isocèle.
il est facile de faire voir que MH a tous scs points hors de l’hyperbole, à l’exception du point M. Car, pour tout autre point N, on aura , en menant les droites NF, NF', NG,
NF' — NG<F'G.
Or,
NG = NF et F’ G = 2 « ,
donc
NF' — NF <2a.
D’où il résulte que le point N est hors de l’hyperbole.
Supposons que la tangente doive passer par un point extérieur N. Soit NM la tangente cherchée. En menant les rayons vecteurs MF, MF', et en prenant ÎVIG = MF-, si l’on lire GF, la tangente MN sera perpendiculaire sur le milieu de GF. Le point G est alors déterminé par la rencontre de deux circonférences décrites, l’une du foyer F' avec un rayon égal à 2 a, l’autre du point N avec un rayon égal à NF. Quand on a ainsi obtenu le point G, il suffit de le joindre au point F et d’abaisser la perpendiculaire NM sur cette ligne de jonction ; le point de rencontre M de la perpendiculaire avec le prolongement de F' G est le point
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de tangence. O11 voit en effet, par cette construction, que MG = MF ; par suite , que F' M — MF — ia \ enfin , que F'MH=tFMH.
Lorsque le point N est extérieur à l’hyperbole, 011 a
d’où
On a aussi
F' N — NF < 2 a ,
F'N< 2rt -4- FN. >
F' N > F'F — FN ; à fortiori, F' N >2 a— FN.
Lorsque FN est plus grand que 2 a , on a F'N^FN — m-,
car F' N est plus grand que FN. On voit donc que la distance des centres des deux cercles est plus petite que la somme, et plus grande que la différence des rayons; et, par conséquent, ces cercles se rencontrent en deux points.
Si le point donné était sur la courbe, la distance des centres étant alors égale à la somme des rayons, les deux cercles se toucheraient extérieurement , et le problème n’aurait plus qu’une solution.
Si le point était intérieur, la distance des centres serait plus grande que la somme des rayons ; les circonférences n’auraient, dans ce cas, aucun point commun , et il n’existerait pas de tangente à l’hyperbole.
164. Le point H ( fig . 92) étant le milieu de FG, et le point A le milieu de FF', la droite AH est parallèle à F'G, et égale à la moitié de cette dernière ligue. Or,
F'G = 2 a, donc AH — a.
La tangente MT étant quelconque , 011 conclut de là que la lieu géométrique des pieds d.es perpendiculaires abaissées des foyers sur les tangentes est. une. circonférence de cercle
ayant le même centre que l'hyperbole , et pour diamètre le premier axe de cette courbe.
Des diamètres.
L’équation d’une corde quelconque telle que GO
(/%• 9$) » est de f°rme
y “ Sx -j- 6.
Si 011 la combine avec celle de la courbe a7 y1 — b7 x7— — a7 b7,
ou aura les coordonnées des points G et G'. L’élimination dey donne
(a7S‘ — b‘)x7-\- ïd‘SSx -+-(e3-+- b'-)a7 = o,
ou
équation qui a pour racines les abscisses AP et AP' des extrémités G, G', de la corde.
Pour avoir l’abscisse du milieu H de GG', il faut prendre , comme on sait, la demi-somme des racines de 1 équation (i), En nommant x cette abscisse, on aura
a7 SS
Cette valeur, portée dans l’équation y = Sx -+- 6 ,
conduii à
pour l’ordonnée du milieu de la corde.
En supposant que, à restant le même, 6 passe suqcessive-
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ment par tous les étals de grandeur, on aura une suite indéfinie de cordes toutes parallèles, dont les milieux auront pour coordonnées générales les valeurs précédentes ; donc , si on élimine 6 en divisant y par x , l’équation résultante
sera nécessairement celle du diamètre relatif aux cordes dont le coefiicient d’inclinaison est â.
On voit , comme pour l’ellipse, que les diamètres de V hyperbole sont des lignes droites passant par le centre.
La quantité à étant susceptible de recevoir toutes les valeurs possibles , de — 00 à -f- 00 , il en résulte que les droites menées par le centre peuvent être regardées comme des diamètres .
O11 doit dire que celle réciproque n’a pas lieu, lorsque à — ü -• Dans ce cas , l'équation précédente devient
et représente les deux droites qui ont été remarquées comme limites des tangentes. Ces droites ne peuvent pas être des diamètres, car, pour ces valeurs de <? l’équation (1) n’ayant plus cfu’une seule racine finie, les lignes parallèles représentées par l’équation * ’ ...
• y = Sx - )- *> ,
11e rencontrent plus l’hyperbole qu’en un point; elles 11c peuvent être des cordes , et conséquemment il n'y a pas de diamètre correspondant.
En représentant l’équation du diamètre par y — 0' x, on suppose
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On en déduit entre les tangentes d, d', la relation
Cette relation pourrait être tirée de son analogue dans l’cl4lipsc, en changeant b* en — h *. Elle conduit aussi à des conséquences semblables. ■_ . ■
i°. En représentant par a. la tangente trigonométrique de 1‘ angle que la tangente menée à l’extrémité du diamètre fait avec l’axe des x. on a entre oc et d' la relation
d’où
a.3'—àd', et, par ‘suite, x = 3.
Donc , les cordes quun diamètre divise en parties égales sont parallèles à la tangente menée à l'extrémité de ce diamètre. -
2°. Le produit dô 1 ayant pour valeur constante — j ne
peut devenir égal à — i ; donc les axes des coordonnéessont les seuls axes de l’hyperbole, puisqu'il n’existe pas d’autre diamètre perpendiculaire aux cordes correspondantes.-
3°. On voit , par la relation dd' = — » que- si le diamètre
qui a pour équation j' = d' x divise en deux parties égales les cordes parallèles à celui qui est représenté par y — dor, réciproquement, celui-ci coupe en parties égales les cordes parallèles à l’autre. Ainsi, la éondition suffisante pour que
deux diamètres soient conjugués , est éâ1 — — ^ -
HR). Nous allons faire voir que de deux diamètres con- . j ligués; il n’y en a qu’pn seul qui rencontre l’hyperbole. Soit y = dx l’équation d'un diamètre ; en cherchant ses.
• DF. L IIYFEItBOLE. • •: v !U|J)
points d intersection avec la courbe, ou trouie pour les . abscisses dp ces points ,
V b'*—, nj db'—a'S' .
Pour t|ue ces valeurs Soient réelles , il. faut que $ soit numériquement plus petit que -• Lorsque cette condition est remplie, le diamètre rcnconfre l'hyperbole. Or, la relation
od' = — prouve qu alors ô' est plus grand que" — Si on avait.
pris on aurait eu d' <"-• Dans ce cas, le second
diamètre seul aurait rencontré la courbe. Donc, les diamètres qui coupent la courbe ont leurs conjugués parmi ceux qui ne la rencontrent pas.
Si l’on construit sur les axés le rectangle DED'E'(/Î£.93), les .diamètres qui passent darts les angles DAE, D'AE', font avec l’axe BIP des angles dont les tangentes sont numériquement plus petites que - ; tandis que ccùx qui traversent »
.4 -fl
les angles DAD', EAE', font avec ce même axe BB' des angles dont les tangentes sont plus grandes que -• Les premiers sont donc ceux qui rencontrait la courbe , les sèconds ceux qui ne la rencontrent pas. ' * ’ V *
4 * tE v # * ' * *, ‘
Des cordes, supplémentaires.
167. Quand un diamètre rencontre l’hyperbole, on gomme cordes supplémentaires deux droites menées des extrémités, de cç diamètre à ‘un point quelconque de la
courbé. * '
lîn reprenant les raisonnements et les calèuls du n" 139^
et en désignant encore par y, y', les tangentes des angles que font avec l’axe des x , des cordes supplémentaires quelconques, on trouve
Réciproquement, quand cette relation a lieu, soit pour deux droites partant des extrémités d’un diamètre, soit pour deux droites menées d’un point de la courbe, ces droites sont des cordes supplémentaires..
Dans le cas de l’hyperbole équilatère , comme on a b = a, la relation précédente devient
c’est-à-dire que dans cette courbe les angles formés parles cordes supplémentaires avec le premier axe , sont compléments l’un de l’autre.
La relation yy'= — conduit à des conséquences
semblables à celles qui ont été déduites de son analogue dans l’ellipse. Ces conséquences s’énoncent de la manière suivante :
i°. Si deux cordes sont supplémentaires par rapport à un certain diamètre , les parallèles à ces cordes , menées par les extrémités dè tout autre diamètre, sont aussi supplémentaires relativement à ce diamètre; ces nouvelles cor- ■ des font entre elles les mêmes angles que les premières.
a°. Soient un diamètre quelconque BB' (fi g- 94 ) qui rencontre l’hyperbole , et MT une tangente.’ Si l’on mène la corde B'N parallèle à AM, et la corde supplémentaire BN, cette corde BN et la tangente MT seront parallèles.
Celle propriété donne le moyen de mener une tangente à l’hyperbole, soit par un point pris sur la tourbe, soit
pa
rallèlcment à une droite donnée. ♦
Dans le premier cas > si M est le point de contact, on
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joindra ce point au centre A. Par l’extrémité B' d'un diamètre quelconque OB', on tirera la corde BN parallèle à AM; on joindra BN, et la parallèle MT menée à cette dernière droite sera la tangente demandée.
Dans le second cas, en supposant que la tangente doive être parallèle à GH, on mènera parallèlement à cette ligne la corde BN par l’extrémité B d’un diamètre quelconque; on tirera la corde supplémentaire NB', et en menant le diamètre MAM' parallèle à B'N, les extrémités M et M' seront les points de contact cherchés. Ce problème, toutefois, n’est possible qu’autant que la parallèle menée par le centre à la droite GH se trouve au-dessus des limites des tangentes (n° 155 ).
3°. Deux diamètres parallèles à des cordes supplémentaires sont toujours conjugués.
Réciproquement, deux diamètres conjugués sont toujours parallèles à des cordes supplémentaires.
On déduit de là un moyen simple de mener deux diamètres conjugués faisant entre eux un angle donné.
Il suffît, en effet, de décrire sur un diamètre quelconque BB' ( fig . 94) un segment BNB' capable de l’angle connu; de mener les cordes BN , B'N , et de conduire par le centre des parallèles à ces cordes.
Ici , l’angle donné n’est pas, comme pour l’ellipse, renfermé dans des limites déterminées. L’angle aigu des cordes supplémentaires peut passer par tous les états de grandeur , depuis l’angle droit jusqu’à zéro.
En effet, si l’on cherche la tangente de 1 angle B'NB .{fig. 94), on trouvera facilement ,s
ümgB'HB =
et il est visible qu’en faisant croître y de zéro à l’infini , la tangente de l’angle B'NB décroît de l’infini à zéro, c’està-dire que l’angle diminue de 90 degrés à o degré.
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Comme il existe deux points N, N', au-dessus de l’axe transverse qui ont la même ordonnée, il y a également deux systèmes de diamètres conjugués qui forment les mêmes angles , et il n’y en a pas davantage.
4°. Les axes de l’hyperbole étant des diamètres conjugués rectangulaires, on les obtient, comme ceux de l’ellipse, en décrivant sur un diamètre quelconque GG' (fig- 95) une circonférence de cercle, en tirant les cordes MG, MG', et en leur menant des parallèles RB', DD', par le centre de la courbe.
5°.- Enfin , le centre de l’hyperbole s’obtient par la même construction que celui de l’ellipse.
L’hyperbole /'Apportée à ses diamètres conjugués.
169. Lorsqu’on a l’équation a* y* — b* x* = — a* b1 de l’hyperbole rapportée à ses axes, si l’on veut obtenir l’équation delà courbe rapportée aux diamètres conjugués, il faut, comme pour l’ellipse, passer d’un système d’axes rectangulaires à un système d’axes obliques de même origine, et déterminer les nouveaux axes de manière que l’équation ne conserve que les termes allectés des carrés des variables et le terme indépendant. Les formules qu’on doit employer dans la question étant
x = x3 cos a -+- y cos a', y — x' sin a -t -y' sin a',
-on obtiendra d’abord
. ( a 3 sin3 a'— b7 cos,a.')y,1+ 2.1a’ sin a sin a' — • b 3 cos a cosa' ) x' y ' -4- (a3 sin3 a — b' cos3 a) x'3 = — a- b'-.
Pour que l’équation ait la forme demandée, il faut poser (j) fl’stnasina' — è3 cos a cos a! — o ;
ce qui réduit l'équation de la courbe à
(a) '(«’ sin3 a'-— ê3 <:<*$’ V) y-'3-f* («,sin: a — b' cos3 a) x’'— — a b'.
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— tfb'-
a - si n’ a — il '- cos1 a
et la supposition x' = o conduit à
a7 sin1 a' -i-' bx cos3 a'
Ces valeurs sont nécessairement de signes contraires , caria relation (i) donne *
a 7 sin’ a X «’ sin1 a'== è2 cos1 a X b- cos* a', •
et on reconnaît que si a1 sin* a est moindre que i' cos’a, •• il faut, par compensation , que a* sin* a' soit plus grand que b* cos* a', et réciproquement. Donc, des deux nouveaux axes, il n’y en a qu’un seul qui soit rencontré par la courbe ; ce qui a été vu précédemment (n° 166).
En prenant pour axe des x' celui qui est rencontré, et • en désignant par 2 a' la partie de cet axe comprise dans* l’hyperbole, on aura
a7 sin1 a — b 1 cos:tt ’
puisque le carré de y' est négatif, en le désignant par — b'*, on obtiendra
n1 sin2 a' — b'1 cos1 a'
Si l’on remplace les coefficients de y'* et de x11 par leurs
valcu
rs
l’équation (2) devient — b ,7x1'— — a'7 b'7.
Le diamètre qui rencontre la courbe et dont la longucui est ici 2 a', se nomme le premier diamètre ou le diamètre transverse; l’autre sur lequel se comptent les y' se nomme.
.Ïî> . »*•
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le second diamètre, quoiqu'il ne rencontre pas l'hyperbole; on convient de représenter sa longueur par •>. h' .
De l’équation (i) on déduit
(3) tang*. tang a' = — t . ■ •
et l’on voit qu’en donnant à a une valeur quelconque, on aura toujours pour a' une valeur correspondante; c’est-àdire que chaque diamètre a son conjugué. Il faut remarquer, toutefois, qu’on ne doit point faire tang« = ± ->
puisque alors on n’aurait pas de véritable diamètre (n° 166).
La relation (3) étant semblable à celle qui lie entre elles les directions des cordes supplémentaires, il en résulte que si l’une des cordes est parallèle au premier diamètre , 1 autre sera parallèle au second diamètre ; on retrouve ainsi ces propriétés connues, que deux diamètres conjugués sont parallèles à deux cordes supplémentaires ,• et réciproquement, que deux diamètres parallèles à deux cordes supplémentaires sont des diamètres conjugués.
Dans l’hyperbole équilatère , comme onaè = «, on obtient
tang a . tang a! — i ;
c’est-à-dire que les angles « , a', sont compléments l’Un de l’autre.
171 . Dans l’hyperbole, il y a deux théorèmes analogues à ceux du n° 137, et comme ils se démontrent d’une manière semblable, nous nous bornerons à les énoncer.
Théorème I. — Le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est équivalent au rectangle des axes.
Théorème II. — La différence des carrés de deux diamètres conjugués quelconques est égale à la différence des carrés des axes. . •*
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Cette dernière relation prouve que 1 hyperbole Ordinaire n’a pas de diamètres conjugués égaux , et que dans l’hyperbole équilatère où a = b , tous les systèmes de diamètres Conjugués sont des systèmes de diamètres égaux. Ces diamètres égaux font avec l’axe transverse des angles compléments l’un de l’autre.
172. En supprimant les accents des variables x\ y\ l’équation ( k ) (page a53) deviendra
Comme elle est semblable à l’équation relative aux axes , les propriétés indépendantes de l’inclinaison des ordonnées seront communes aux axes de la courbe et à ses diamètres conjugués. Ainsi : . .
i°. Les carrés des ordonnées parallèles à un second diamètre sont entre eux comme les produits des segments que ces ordonnées déterminent sur le premier.
2°. Selon qu’un point est situé sur l’hyperbole, hors de l’hyperbole ou dans l’hyperbole, la quantité
est nulle, positive ou négative.
3°. En désignant par « le coefficient angulaire de la tangente , on a
et pour équation de la tangente :
Les limites des tangentes ont pour équations
d’où l’on déduit qu’elles se confondent avec les diagonale»' *
«lu parallélogramme construit sùr-lcs diamètres conjugués.
La sous-tangente est égalé à
.0v.uV — »
On a entre les valeurs dé x et x', relatives à la tangente et au diamètre mené au point de contact , la relation
• ■ ’ " ' .,= hl ’ ' ■’ -
4". Si y = dx -H o est 1 équation d’une corde quelconque dé l’hyperbole, et que y = d' x soit celle du diamètre qui passe par les milieux de toutes les cordes parallèles , on aura la relation
•relation qui a lieu aussi pour deux diamètres conjugués dont les équations seraient
y — Sx et y~S'x-, •
et pour deux cordes supplémentaires menées des extrémités d'un diamètre quelconque.
173. Lorsque l’hyperbole est rapportée à deux diamètres conjugués, si l’on veut lui mener ime tangente par un point extérieur, on opérera comme pour l’ellipse , et on sera conduit au théorème suivant : •
Si rie chaque point d'une droite donnée, on mène deux ' tangentes à une hyperbole , et qu’on joigne les points de contact, on aura des sécantes qui viendront , toutes, se couper en un même point situé sur le diamètre conjugué de celui qui est parallèle à la droite donnée. ;
La réciproque de ce théorème est vraie ; c’est-à-dire que :
Si par un point donné sur le plan d’une, hyperbole. , on tire différentes sécantes , et que par les points où. chaque sécante rencontre la courbe, on mène deux tangentes, le, lieu des points d’ intersection de ces tangentes, ainsi prises
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deux à deux , sera une droite parallèle au diamètre conjugué de celui qui passe parle />oint donné.
174. L’équation a'*y ! — bl,xi— — a"* b1* fait voir que pour décrire une hyperbole quand on connaît deux diamètres coujugués, et l’angle qu’ils font entre eux, il faut décrire une hyperbole sur ces diamètres considérés comme axes , et incliner ensuite les ordonnées sous l’angle connu , sans changer leurs grandeurs.
Iles asymptotes.
De l’équation
a'1 71 — b'1 x‘ = — fl'1 b'\
on tire
Si d’après la règle donnée pour obtenir les équations des asymptotes , on prend la racine carrée du premier des deux termes placés sous le radical , on aura les deux équations
On voit par là que les asymptotes coïncident avec les limites des tangentes, et qu’ elles ne sont autre chose que les diagonales du parallélogramme DED'E' (Jig. 96) formé sur deux diamètres conjugués quelconques 1115', GG'. Il est évident qu’elles sont aussi les diagonales du rectangle construit sur les axes.
Les côtés DE, D'E', menés par les extrémités du diamètre 1ÎB', sont tangents à l’hyperbole; de plus,
BD = BE = b'.
Donc, la portion de laugente comprise entre les asymptotes -a son milieu au point de contact, et elle représente, en
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direction et en grandeur, le diamètre conjugué de celui qui
passe par ce même point de contact.
Cette propriété fournit le moyen de mener une tangente en un point B de l’hyperbole quand on connaît les asymptotes. En effet, si l’on mène une parallèle BK à l’asymptote AE, et qu’on prenne KD = AK en joignant le point D au point B , on obtiendra la tangente demandée.
On peut aussi , lorsqu’on donne un diamètre BAB' qui rencontre la courbe, déterminer son conjugué : à cet effet, on mène la tangente DE par l’une des extrémités, B, de ce diamètre, puis, par le centre, on conduit la parallèle GG' à DE , et l’on prend
AG = AG' = BD
Au reste, cette proposition relative à la tangente n’est qu’un cas particulier du théorème suivant :
Les parties d’une sécante quelconque , comprises entre l'hyperbole et ses asymptotes, sont égales entre elles.
SoitNN' (fig. 9 6) une sécante quelconque; si l’on joint le milieu I de la corde MM' avec le centre, on aura un diamètre de la courbe.
En supposant que ce diamètre rencontre l’hyperbole en B et B', le conjugué sera dirigé suivant la parallèle AY à la sécante. Si l’on mène la tangente DE au point B, comme BD = BE, le triangle ANN' donnera
Par suite, d’où
IN — IM = IN'— IM', MN = M'N
La démonstration ne présenterait pas plus de difficulté si le premier diamètre ne rencontrait pas l’hyperbole.
On déduit de ce qui précède un moyen de décrire une
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hyperbole quand on connaît les asymptotes et un point M de la courbe.
On mène par ce point une sécante quelconque NMN' que l’on termine aux asymptotes. En prenant N,M,= NM , le point M' appartient à la courbe. On trouve, de cette manière, autant de points qu’011 le veut.
Pour la construction, il est plus commode de ne pas mener toutes les lignes par un seul point M, et de faire servir quelques-uns de ceux qu’on détermine. On évite, ainsi, la confusion qui résulte d’un grand nombre de lignes passant par le même point.
On peut employer le même procédé, quand on connaît deux diamètres conjugués , puisqu’on peut tracer les asymptotes et qu’on a deux points de la courbe.
176. L’équation de l'hyperbole rapportée aux diamètres conjugués BB', GG' [fig- 96) étant
a'' y1 — b,,x,= — a'1 b'3, celle de l’asymptote AN sera
Si l’on désigne par et Y les ordonnées de la courbe et de la droite qui correspondent à la même abscisse AI , on aura
Or,
et
Y — y — NI — MI = MN,
Y -( -y = NI + MI = N'I H- MI = MN'.
Donc, entre les segments MN, MN' de la sécante NN', on a
MN X MN'= Y’ — y,= b"1.
Il est clair que si la sécante était parallèle au diamètre 2«',
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on trouverai l, tlonième
DO x D'O = a'1.
Par conséquent, lorsqu’une sécante à l'hyperbole est parallèle à un diamètre, le rectangle des parties de cette sécante comprises entre un point de la courbe et les asymptotes est égal au carré de la moitié de ce diamètre. On déduit de là un moyen de trouver deux diamètres conjugués quand on connaît la direction de l’un d’eux AY, les asymptotes et un point de la courbe.
Par le point donné M, on mène, entre les asymptotes, la ligne NMN' parallèle à AY; et le demi-diamètre AG est moyen proportionnel entre MN et MN\
Après avoir trouvé AG, on mène la ligne indéfinie AX , par le centre A, et par le milieu I de NN'; on conduit parallèlement à AX la droite GD coupant l’asymptote AiN en 1). Enfin, on mène parallèlement à AG la droite DR, qu on termine à AX en B; AB est le demi-diamètre conjugué de AG.
I„a même propriété peut servir à déterminer les axes quand on connaît deux diamètres conjugués; car, ou a un point de la courbe, on peut tracer les asymptotes et avoir la r direction des axes en div isant en parties égales les angles des asymptotes. Le reste de la solution n’oflre aucune difficulté.
177. En menant par le point B (Jîg. 9 6) les parallèles BL, BK , aux asymptotes , les deux triangles BAL, BAK , sont égaux. Les triangles BAL,' BLE, sont équivalents, puisque AL = LE. Donc le parallélogramme BLAK est équivalent au triangle AEB. Or, ce dernier triangle est la huitième partie du parallélogramme DED'E', dont la surface est constante quelle que soit la position du point B. Par conséquent, l’aire du parallélogramme formé par les asymptotes de l’hyperbole et par les parallèles menées à ces droites, d’un point quelconque de la courbe , est constante.
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et vaille à la huitième partie du parallélogramme des diamètres conjugués , ou du rectangle des axes.
L' hyperbole rapportée à ses asymptotes.
178. Eu prenant pour axe des abscisses l’asymptote inférieure X'AX (Jig. 97), et pour axe des ordonnées l’asymptote supérieure Y'AY, si d’un point quelconque M de la courbe on mène les coordonnées MP, ML, le parallélogramme APML aura pour surface xy sin 0 , en nommant 0 l’angle des asymptotes ; or, ce parallélogramme est équivalent à — (n° 177) ; on a donc pour équation de l’hyperbole
rapportée aux asymptotes ,
xy sin 0 = — 5
on xy —
ab
2 sin 0
Un peut exprimer sin 0 en fonction des axes. En cflet . si à l’extrémité 15 de l’axe transverse ou élève la perpendiculaire 1>D terminée à l’asymptote Y'AY, celte perpendiculaire sera égale à h ; le triangle rectangle A I5D donnera
sin - 0 — — r_ 2 y a7
cos - (l — — — —
et comme
011 obtiendra
sin 0 = 2 sin - 0 . cos - fl.
4 ab
2 sin 8 = -y— -r-. ?
rr-t- b 2
On peut voir, par la forme de 1 équation qu’on vient do trouver, que les- axes des coordonnées sont les asymptotes
.S. Ali.y y f'Jj •
■ . 1 * • . t)ig#
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de la courbe; car on tire de cette équation
et l’on reconnaît qu'en faisant croître x jusqu’à ± ao , y décroît jusqu’à zéro. 11 en est de même de la valeur de x déduite de celle de y.
Lorsqu’on veut trouver l’équation de l’hyperbole rapportée aux asymptotes en partant de l’équation aux axes :
il faut employer les formules
x = x' cos a ■+■ y' cos a', y = x' sin a -y- y' sin a'.
On doit déterminer les valeurs de sin a , cos a , sin a', cos qui conviennent aux axes qu’on a choisis. Or, si l’on compte toujours les x' sur l’asymptote inférieure AX (Jig . 97) et lesj^' sur l’asymptote supérieure AY, l’angle a! sera YAX^ et l’angle a aura pour valeur 36o° — a'. En élevant au point B la perpendiculaire BD égale à à, le point D sera sur l’asymptote AY, et l’on aura
sin a = — sin a' = —
, cos « —
sja 1 -|- à’
— » COS a = COS a =
y/a!- 1- b7 \Ja7+ b‘
Les formules qui serviront à passer des axes aux asymptotes seront '
En portant ces valeurs dans l’écjuation (1) et supprimant les accents, il viendra
équatjon de l’hyperbole rapportée aux asymptotes.
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Le carré égal à — est nommé puissance de l’hyperbole. Si l’on représente ce carré par wi*, l’équation devient
xy z = ni1.
Uc l’équation précédente (i) ' xy = ni
on peut revenir à lequatiou de la courbe rapportée aux axes. Pour résoudre la question , on emploie les formules
_ x'sin(0 — a) — .y'cos(0 — *) x'sina + y' cos a
sin 0 ’ ^ sin 0 ’
0 étant l’angle des asymptotes , et « l’angle que le nouvel axe des x fait avec le premier. Les valeurs de x et de y étant portées dans l’équation (i) , conduisent à
1* x" sin a sin (9 — a)
-4- x’ y’ [cosa sin (0 — a) — sin a cos (0 — x)]
— y 11 cos x cos (9 — a) = m' sin’0.
Pour que les nouveaux axes soient ceux de l’hyperbole, il faut que le terme en x y' disparaisse. En égalant à zéro le coefficient de ce terme qui renferme l’angle indéterminé a , on a
cos a sin (0 — a) — sin a cos(0 — a) = o,
ou
sin(0 — 2 a) = o,
équation de laquelle on déduit
L’équation (2) devient alors
(3) ■s'3 sin’ - — yn côs7 ^ = ni sin7 9
Pour déterminer les grandeurs des axes , on fera successivement
ce qui donnera
m- sin1 0
m7 sin1 6
cos1 — a ..
ou
, , 6 8 x 7 = 4 m7 cos1 - > y1 — — 4 s'nI ~ »
en remplaçant sin t/ par a sin - cos -•
Si l’on fait
4 m’ ci on obtiendra
6 8 4 »i’ cos1 - = a1, et — 4 m1 sin1 - = — b7, 2 * 2
cos — — -7 — - y sin1 — — ~z — ■ }
en mettant ces valeurs dans l’équation (3) et en observant que
. . 8 6 sin1 6 = 4 sin1 - cos1 - ,
on trouvera facilement
équation de l’hyperbole rapportée à son centre et à ses axes.
180. Si l’on désigne par x', les coordonnées d’un point donné M (fig. 97) de la courbe, l’équation d’une sécante quelconque SMM', passant par ce point et par un point M' ayant pour coordonnées x", y", sera de la forme
Les équations qui expriment que les deux points appar-
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tiennent à la courbe sont
en les retranchant l’une de l’autre, il vient x' y' — x" y" =. o,
d’où l’on lire
Ce qui donne pour l’équation de la sécante :
Si l’on veut que cette ligne devienne tangente , on fera et l’on aura
équation qui revient à
lorsqu’on fait disparaître le dénominateur x1 , et qu’on remplace 2 x' y' par 2 m* .
En faisant 7 = 0, dans l’équation (2) de la tangente, on trouve
x — AT'== 7- = 2,r'= 2 AP.
On voit par là: i°. que la sous-tangente PT' est égale à l’abscisse AP du point de contact ; 20. que la portion TT' de tangente comprise entre les asymptotes est divisée en deux parties égales au point de tangence. {Proposition connue, n° 175.)
Revenons à l’équation (1) de la sécante, et faisons y = o, nous aurons
Si l’on mène ML parallèle à AX, les triangles S'M'P', MLS seront égaux , et l’on en déduira
M' S' = MS
résultat déjà trouvé (n° 175).
«* 181. Prenons le diamètre quelconque D' AD {fig- 98) , et menons les deux cordes supplémentaires MD, MD'. Soient y\ x' , les coordonnées de l’extrémité D; celles de l’autre extrémité D' seront — y', — x1. En nommant^, x, les coordonnées du point M, les coefficients angulaires a, a' des cordes MD, MD', seront respectivement
On aura de plus
xy — m
d’où l’on tire successivement
xy = x y , — = — , = —
y x y-hy' x'-
Donc,
l±iL,
c’est-à-dire que les coefficients d' inclinaison de deux cordes supplémentaires de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes sont égaux et de signes contraires.
182. En représentant toujours par x', y', les coordonnées du point de contact, le coefficient angulaire de la lan-
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genle est — —, -, et celui du diamètre mené au point de
contact est —, ; si l’on porte ces valeurs dans la formule
(a' — tilsinô
b 1 -f- aa' [a -+- a') cos 6 on aura (fig. 97)
tang AMT' —
— iy' sin 0
— 2 r' y sin 8
— 2 tri1 sin 0
, tri
en remplaçant y'* par ^;douc,
tang AMT' =
— 2171-x'1 sinO
Pour trouver les points de l’hyperbole où l’angle AMT' est droit, on fait
V — tri = o ;
les valeurs réelles de x' sont ±m, et celles de y' sont aussi ± m. Ces coordonnées déterminent les deux sommets de l’hyperbole.
183. Selon qu’un point est sur l’hyperbole , hors de l’hyperbole, ou dans l’hyperbole, la quantité m * — xy est nulle, positive ou négative; la réciproque est vraie. En effet :
i°. Quand le point est sur la courbe , nv — xy — o ;
- 2°. Quand le point est hors de la courbe , en N (Jig . 98) par exemple, l’abscisse AP étant égale à celle du point M , et l'ordonnée NP étant plus petite que PM, on a
tri — xy ~y> o.
Si le point était situé dans l’un des angles YAX', Y'AX,
les deux coordonnées seraient de signes contraires , cl , par suite, m* — xy serait positif;
3 . Lotsque le point est dans i intérieur de la courbe, en 1 N', l’ordonnce N'P est plus grande que MP, l’abscisse AP est celle du point M, donc
, m} — xy < o.
18t. Si l’on veut mener une tangente par un point extérieur ( x , y") , on observera qu’en représentant par x', y\ les coordonnées du point de contact , l’équation de la tangente est
■T'y -f- y' x — i ni'. ■ .
Pour obtenir les coordonnées x ', y\ on a les équations y" x' ■+■ x" y' = i m7, x' y' — m7.
I. élimination de y' entre ces deux équations conduit à
Selon que m\—x" y" est positif, nul ou négatif, les valeurs de x' sont réelles et inégales, réelles’ et égales, ou imaginaires ; et le point ( x ", y") est hors de l’hyperbole', ou sur la courbe , ou intérieur. Dans le premier cas , on peut mener deux tangentes; dans le deuxième, une seule.; et dans le troisième, on n’en peut mener aucune.
185. En prenant toujours l’équation xy — m*; én désignant par 0 l’angle des asymptotes , et par x\ y', les coordonnées d’un point de l’hyperbole, l’équation de la norT male est
y cas 6 ■
x cas 0 — j
M * • ■J 'Ôîgitized byjGoogle
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ou, en remplaçant y! par sa valeur > , m7 cos 0 — x 7 -,
x'7 cos 0 — m
On pourra , d’après ce qui précède , déterminer les normales qui passent par un point extérieur donné.
Quadrature de l'hyperbole.
186. Considérons d’abord l’hyperbole équilatère dont la puissance est l’unité; l’équation de la courbe rapportée à ses asymptotes sera
xy = i .
En prenant l’abscisse AC = i [fig- 99), et une abscisse quelconque AP = x , nous allons évaluer la surface BCPM comprise entre l’hyperbole, l’asymptote AX, et les ordonnées BC, MP. Après avoir divisé CP en un nombre quelconque de parties, élevons aux points de division les ordonnées C'B', C" B", etc., et construisons les rectangles BCC'D, B'C'C"D', etc.
Lorsque les distances CC', C'C", etc., diminuent, la somme des rectangles va en décroissant , et se rapproche de l’aire BCMP qui est la limite de celte somme de rectangles; c’est donc cette limite qu’il faut déterminer.
Les abscisses
AC', AC
AP
étant désignées par
les ordonnées sont
rectangle CBDC' = CC'X CB = (*' — 1) X 1 = (*'—>)» rectangle G B' IV C’ — G’ C" X C B' = ( x x ) X — -p 1 ,
rectangle C" B" B" CW=C" C'"X C" B"=(x"'-x") XpSp-V
et ainsi de suite.
Les points C', C", etc., pouvant être pris tout à fait arbitrairement, il est permis de supposer les abscisses 1 , x , xfi x"1, etc., en progression géométrique; comme le premier terme est 1 et le second x\ la raison sera x', et l’on aura
x"=.x'\ x"’=x,3,elc.
De sorte que si l’on suppose qu’il y ait n divisions de C en P, on a pour la dernière abscisse x = x,n, et tous les rectangles sont égaux a x 1 .
En ajoutant d’abord les deux premiers, ensuite les trois premiers , puis les quatre premiers , et procédant toujours de la même manière , les sommes seront
2(y-i), 3(.r'-i), 4(^-i). etc.
Alors, les abscisses étant
1, x'\ *V'*-î x'n ou x>
les espaces rectangulaires compris entre la première ordonnée CB et chacune des ordonnées CB, C'B', etc., seront
On écrit o parce que l’on considère la surface comprise entre BC et cette ordonnée elle-même.
On voit que les abscisses forment une progression géométrique commençant par 1 unité, et les aires correspondantes, une progression arithmétique qui commence par
Digüized-by.Coogle
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zéro. Il résulte delà que les aires rectangulaires comprises entre BC et les ordonnées BC, B'C', etc., sont les logarithmes des abscisses auxquelles correspondent ces ordonnées. .
Cette proposition étant indépendante du nombre des di- " visions 'faites sur CP, doit être vraie dans le cas où ce nombre çst infini ; c’est-à-dire dans le cas où, au lieu de passer du point C au point P par un nombre fini d’abscisses, on passerait par toutes les abscisses intermédiaires. Mais, comme alors les aires rectangulaires ne seraient autre chose que les aires hyperboliques , comprises entre CB et les ordonnées correspondantes à ces abscisses, on est conduit au théorème suivant :
Les aires hyperboliques telles que BCMP, sont les logarithmes des abscisses correspondantes AP.
Il faut actuellement déterminer la base du système dans lequel se prennent ces logarithmes ; ce qui revient à trouver un nombre tel , qu’en l’élevant à la puissance marquée par l’une de ces aires , on ait pour résultat l’abscisse correspondante.
Si l’on reprend, dans les progressions précédentes, les v termes correspondants x et n(x' — i), dont le second représente la somme des rectangles compris entre BC et MP, en faisant n = oo , cette somme doit devenir égale à l’espace hyperbolique BCMP. On posera donc
(i) Enix'-‘)=.r, ou En(v'x-,)=X>
et l’on cherchera la valeur de E qui répond à la valeur n — oc . On aura de cette manière la base demandée.
Cette valeur de E devant être indépendante de X, on choisira pour x la valeur qui rend l’exposant de E égal à i , . lorsqu’on fait n = oo . Or, l’équation
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donne
en développant cette puissance, on obtient
On démontre en algèbre que celte valeur de x , lorsque n augmente indéfiniment, se rapproche de plus en plus de
et qu’on peut donner à n une valeur assez grande pour que la difiérence des valeurs de x déterminées par les formules ( 2) et (3) devienne moindreque tout nombre donné, quelque petit qu’il soit. Par conséquent, x est la limite de la série convergente représentée par le second membre de l’équation (3); cette limite comprise entre 2 et 3 a une valeur incommensurable qui peut être obtenue à tel degré d’approximation qu’on voudra ; on la représente pare, ainsi c’est le nombre c qui est la base du système dans lequel il faut prendre les logarithmes des abscisses AP pour avoir les aires hyperboliques telles que BCPM.
Ces logarithmes sont ceux que Néper, inventeur des logarithmes, considéra d’abord; et on leur donne, pour cette raison, le nom de népériens. Nous les désignerons par la lettre /, et nous écrirons conséquemment
aire BCPM ~ tx.
La formule précédente donne aussi les aires qui répon
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dent aux abscisses moindres que AC , pourvu que l’on regarde comme négatives les aires qui, comme HCBG, sont situées à gauche de BC. En effet, si l’on mène les perpendiculaires BL, GK sur AY, on aura BGK.L = ly,
puisque tout est semblable pour chaque asymptote. Or, BGHC = BLAC -t- BGK.L — KGHA ; et, à cause de xy = 1 , on a
BLAC = KGHA;
donc. ,
BGHC = BGKL = logj = log - = — logx.
O11 n’a considéré jusqu’ «à présent que l’hyperbole équilatère représentée par l’équation
xy = 1.
Supposons généralement que les asymptotes fassent entre elles un angle YAX égal 0 ( fig . 100), et qu’on ait l’équation
xy — /n1.
Après avoir mené A Y' perpendiculaire sur AX, concevons qu’on ait décrit, en prenant les asymptotes rectangulaires AX, AY', l’hyperbole équilatère qui a pour équation
xy = 1 .
Soient AC = 1 et AP = x ; si l’on mène les ordonnées correspondantes des deux hyperboles, et si l’on représente par S et s les surfaces BCPM, li'CPM', 011 démontrera facilement, par un raisonnement semblable à celui du n° I (page 225) , que
S rn1 sin 0 , . „ .
— = » fl ou S — /«• sin 0 . læ.
Il est permis de regarder la surface S comme étant le logarithme de x, mais il faut alors prendre les logarithmes dans un système qui aurait pour module m* sin 0.
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Parabole rapportée à son axe.
187. En prenant des axes rectangulaires et en exécutant une double transformation de coordonnées, on a vu (n° 99) que l’équation d’une parabole peut toujours se ramener à la forme
(l) jr’=2px.
Dans l’examen des propriétés de cette courbe, il est permis de supposer p positif; car, si l’on avait
il suffirait de compter dans un sens opposé les x positifs, pour changer cette équation en
y*— 0. px.
On voit immédiatement, par cette équation, que l’origine est un point de la courbe , puisque x — o donne y = o. La même équation prouve encore que la ligne des x est un axe de la courbe ; car, pour chaque abscisse on a deux ordonnées égales et de signes contraires, et les coordonnées sont rectangulaires. Cet axe est le seul qui existe dans la parabole.
L’équation (i) conduisant à y = ± va px , on reconnaît sur-le-champ que la courbe ne s’étend pas du côté des x négatifs, puisque x négatif rend y imaginaire. Si x augmente de zéro à -+- oo , y croît aussi jusqu’à dr «o ; donc, la
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parabole s’étend à partir de l’origine jusqu’à l’infini, d’une manière symétrique au-dessus et au-dessous"de l’axe des x. On sait déjà qu’elle doit toujours être concave vers cet axe, comme l’indique la fig. ioi.- ,
La parabole n’a qu’un sommet qui est le point A (Jig- ioi) où elle est rencontrée par son axe Le coefficient , 2 p de x, par lequel une parabole diffère d’une autre parabole, est nommé paramètre. D’après l’équation de la courbe, le rapport du carré de l’ordonnée à l’abstissc correspondante étant constant, il en résulte que dans la parabole les carrés des ordonnées perpendiculaires à l’axe sont entre eux comme les distances du sommet aux pieds de ces ordonnées .
188. Lorsqu’un point est sur la parabole, on a entre ses coordonnées la relation -jr* — i px — o . Si l’on prend un point extérieur H ( Jig . ioi), et qu’on mène sur AX la perpendiculaire HP, qui rencontre la parabole en M, l’ordonnée du point H étant pins grande que celle /lu p»int M, on devra avoir
X1— 2/JX>0.
On démontrerait de
intérieur H', on a On* a donc . .
sur la parabole; hors de la parabole; dans la parabole.
189. L’équation, y'=2px, de la parabole permet de décrire la courbe de la manière suivante : Après avoir pris une abscisse AP {Jig . iqi) , on porte à gauche du sommet,
la meme manière que pour un point
jr* — f.px <[ O.
y 1 — 2px ■■= o ,
a 76 chApitbe -onzième.
sur l’axe , une longueur AG =^2 p\ sur GP comme diamètre, on décrit une demi -circonférence qui rencontre l’axe AY au point D.,On élève au point P l’ordonnée PM qu’on termine à la droite DM parallèle à AX. Le point M appartient à la parabole. En effet , on a par construction :
PM =; AI) , Âd’= AÔ X AP, et , par conséquent ,
PM = 2p. AP.
190. On a vu que, dans le cas où l’équation du second degré représente une courbe, cette courbe a un centre déterminé par les équations
2 A b -f- B a 4* D ~ o , 2 C ti 4 B b —4 b « o ,
si B* — 4 AC est différent de zéro. Mais , lorsque Bs — 4 AC est égal à zéro, le centre est situé à l’infini. Nous allons faire voir directement qu’on peut regarder la parabole commomne .ellipse , ou une hyperbole, dont le grand axe, ou l’axe transverse, est infiniment allongé.
Prenons l’équation — x*) , d’une ellipse
dont un des sommets A (fig. 102) est à l’origine. La distance
AP’ égale a — s/a' — b*. Appelons ^ cette. distance, nous aurons
- — a — \Ja‘ — b1,
équation d’où l’on tire
et , par conséquent ,
Actuellement, si l’on suppose que les points A, F, restant
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lî$es, l’axe a a augmente, on trouvera une suite d’ellipses d(Mit les ordonnées tendront vers celles de la parabole SAS' ’ ( fig . 102), représentée par l’équation
puisque les termes i — > convergeront vers zéro. Doue,
la parabole SAS' est la limite des ellipses qui ont un même sommet A , et un même foyer F.
Si l’on construit de même une suite d’hyperboles ayant A pour sommet et F pour foyer, et dont le centre, situé du côté des abscisses négatives , s’éloigne de plus en plus de l’origine, on trouvera encore que ces hyperboles ont pour limite la parabole SAS'.
On pourra donc dire que la parabole est une ellipse , ou une hyperbole, dont le grand axe , ou l’axe transverse , est infini. f
Du foyer et de lu directrice.
191 . Les coordonnées étant rectangulaires, et l’équation de la parabole étant y*= 2 px, on nomme Joyer un point dont la distance à un point quelconque de la parabole est une fonction rationnelle de l’abscisse de ce dernier point.
Si l’on considère une suite d’ellipses ayant un sommet A {fig. 102) et un foyer F communs, la distance de ce foyer à un point quelconque M , de chacune de ces courbes, sera une fonction rationnelle de l’abscissç OP comptée à partir du centre, et sera aussi une fonction rationnelle de l’abscisse AP comptée à partir du sommet, puisque OP = AP — AO. Or, la parabole est la limite de toutes ces ellipses, la distance du point F à chaque point de cette courbe sera donc une fonction rationnelle de l’abscisse _ de ce point. D’une autre part , AF est représentée pajr •
~t et le paramètre de la parabole est a p ■ cette coilrbe a donc
un foyer situé sur son axe à une distance du sommet égale au quart du paramètre.
192. Pour déterminer directement le foyer de la para- • bolc , on peut opérer comme pour les deux autres courbes .; Désignant par x', y\ les coordonnées du foyer demandé; par x, y , celles d’un point quelconque de la parabole, et par â la distance de ces deux points , on aura
3> = (x~x’y+(y-y'y ~ jr1 — a x' x -+- x'’ -+- y7 — 2 y' y + y'1.
De l’équation de la parabole , on tire
ce qui conduit à
S'1 — x' — 2 x’ x -1- x'1 -f- 2 px -t- y' 2 px ■+■ /'*,
Donc, pour que d1 soit une fonction rationnelle de X, il faut quejy'= o; supposition qui donne
S1 — x' 2x'x -f. x'-'-f- 2 px — X2 -J- 2 [p — x') x H- x'!.
Comme d doit être une fonction rationnelle de x, il faut qu’on ait
d’où I on tire
Il résulte de là que la parabole n'a qu’un foyer situé sur l’axe à une distance du sommet, égale au quart du paramètre. f •
11)3. En remplaçant x[ par on a
Digilizjed by C.oogle
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Si l’on prend AB = ÂF = ^ (.fig- tôt), et qu’on élève BL
perpendiculaire sur BX , le point F« sera le foyer de la parabole, et BL en sera la directrice. Ensuite, si l’on mène d’un point quelconque, M, de cette courbe, le rayon vecteur FM , et les perpendiculaires MP, MI sur AX et BL , on aura
FM = jr 4- - = AP + AB = MI.
D'où il résulte que chaque point de la parabole est également éloigné du foyer et de la directrice.
Quand un point N est extérieur à la parabole , en menant NI, perpendiculaire à la directrice, et prolongeant NI jusqu’à sa rencontre M avec la courbe, si l’on joint le foyer F aux points M , N ; on aura
NF 4- NM > MF et MF = MI = NI 4- NM ;
NF4- NM >NI 4- NM, ou NF > NI.
Pour un point intérieur N', on a
N' F < N' M 4- MF
Or,
N' M + MF = N' M 4- MI = N' I ; par conséquent,
Donc, selon qu'un point est sur la parabole , ou hors de la courbe, ou intérieur à la courbe, sa distance au foyer est égale à sa distance à la directrice, ou plus grande, ou plus petite.
194. On peut facilement construire une parabole dont on connaît le paramètre i p. Après avoir pris AB = AF=^ ( fig . toi) , on mène la directrice BL , et , par un point quel-
conque P de l’axe , on élève la perpendiculaire PH ; puis , du point F comme centre, avec BP pour rayon, on décrit un arc de cercle qui *coupe PH aux points M et M' ; ces points appartiennent à la parabole, puisqu’ils sont également distants du foyer F et de la directrice BL.
Pour décrire la parabole d'un mouvement continu , on place contre la directrice BL une équerre mobile EQR ; on prend un fil d’une longueur égale à QR, en attachant une de ses extrémités en R, et l’autre au foyer F. Si l’on tend ce fil par le moyen d’un style appliqué contre QR , et si l’on fait glisser l’équerre le long de la directrice, le style décrira la parabole. En effet, on aura toujours
d’où
FC -f- CR = QC -f- CR, FC = QC.
Donc , le point C appartient à la parabole.
195. La propriété dont jouit la parabole, d’avoir chacun de ses points également distant du foyer et de la directrice, caractérise cette courbe. Pour le prouver, nous résoudrons le problème suivant :
Trouver une courbe telle, que chacun' de ses points soit également distant (T un point donné F et d'une droite donnée BL (fig. 101).
Menons FBX perpendiculaire à BL, et, par le point A milieu de FB, élevons AY perpendiculaire à AX. La courbe demandée sera symétrique par rapport à AX, et passera par le point A. Pour cette raison , nous prendrons les lignes AX, A Y, pour axes des coordonnées. Soient M un point quelconque de la courbe-, AP son abscisse-, MP son ordonnée. Menons la perpendiculaire MI sur BL, et faisons
AF = ^, W^x, MP — y.
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Nous aurons
MF =± .r’-t- — 2 j ’ ct MI=X + ^-
Comme il faut que MF = Ml , il viendra
d’où l’on tire, toutes simplifications faites ,
y'=z2.px.
Nous ferons remarquer que cette question est le cas du problème (n° 112, page 180) où l'bn suppose m = n.
De la tangente et de la normale.
19fi. En menant une sécante par deux points ayant pour coordonnées x\ y'\ xff, y", l’équation de cette sécante sera de Hl forme
si I on exprime que les deux points sont sur la courbe, eu écrivant
011 aura d’abord
d’où
et, par suite,
j'* = 2 px\ y "* = 2 px", y'7 — y'1 = ip (x' — x"),
y— y" _ zp
pour l’équation de la sécante.
r.orsquc le second point sc confond avec le premier, on a
•r.C-k; • ’ jj.
Oig flz
'x0- ..«AA,
la sécante devient tangente, et l’on obtient pour équation de cette dernière droite,
ou, en observant que jy'* = 2 px',
Si l’on double les. deux membres de cette dernière équation , et si on la retranche de l’équation y'1 = 2 px1,- on a
y’* — 2 y y — — ayzr;
en ajoutant y* de part et d’autre , il vient
(y —yy=y— *px.
La quantité y* — 2 px restant positive pour tous les points de la tangente, excepté pour celui dont l’ordonnée csty', il en résulte que tous ces points sont extérieurs à la parabole.
Si l’on représente par a le coefficient angulaire de la tangente, on a
L'hypothèse y' — o donne
« = qo ;
donc , la tangente au sommet est perpendiculaire à l’axe. .
Si l’on fait croître y' jusqu’à l’infini positif, a. décroît jusqu’à zéro. Donc, la tangente approche de plus en plus de devenir parallèle à l’axe.
197. Pour déterminer le point T (Jig. io3) où la tangente rencontre l’axe des x , il faut faire y — o, dans l’équation de cette ligne, ce qui donne
On voit par là que le point T est du côté des abscisses né-
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gatives, à une distance AT de l’origine, égale à l’abscisse AP du point de contact. On reconnaît, de même, que la soustangente PT = 2 x . Donc, dans la parabole , la sous-tangente est double de l’abscisse du point de tangence. Ce qui fournit une construction simple de la tangente.
198. Si 1 ’on veut mener une tangente par un point extérieur ayant pour coordonnées x" , on remarquera que l’équation de la ligne cherchée est
x',y', étant les coordonnées du point de contact. Pour trouver ces coordonnées, on exprimera : i". que le point x', y\ •est sur la courbe; a”, que la tangente passe par le point qui a pour coordonnées ,r", y". On sera conduit aux deux équations
ÿ'—ipx', = r'-t-x"),
•desquelles on tirera facilement
f=y"±\lr"'-*pxH
y"1 — px"±y" \}ÿ"1— a px" l>
Ces valeurs substituées dans l’équation y' y = p (x -4- x'} résoudraient le problème proposé.
Lorsque le point donné est hors de la parabole , la quantité y "* — ipx" est positive, et les deux valeurs dey' sont réelles et inégales , ainsi que celles de x'. Il y a alors deux tangentes.
Quand le point donné est sur la courbe , les deux valeurs de x' se réduisent à une seule , aussi bien que celles de y', et il n’y a plus qu’une seule tangente.
Enfin, quand le poiut donné est intérieur, les valeurs •de x' et de y' étant imaginaires , il n’existe plus de tangente.
Cherchons l’équation de la normale à la parabole
au point dont les coordonnées sont x', y’. Cette équation doit être de la forme
Et, comme la normale est perpendiculaire à la tangente, on doit avoir
ce qui donne pour l’équation demandée ,
En faisant/ = o dans cette équation , et en prenant la valeur de x — x\ on trouve pour la sous-normale {fi g. io3),
PN — x — x' = p.
Donc , dans la parabole la sous-normale est constante et égale à la moitié du paramètre.
200. Proposons-nous de 'mener une normale par un point N' (fig. io3) donné sur le plan de la courbe. Soient x", /", les coordonnées de ce point; si l’ou représente par x\yr, celles du point de contact, on sait que l’équation de la normale est
11 s'agit de déterminer x\y'. Pour y parvenir, on remarquera que la normale devant passer par le point N', on doit avoir
et comme le point x' , y\ est sur la courbe, on a encore la relation
(2) ■ y*— 2 px' . .
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L’élimination de x' entre les équations (i) et (a) conduit à (3) /t+ap(p — x")jr'—2p-/’ = o.
L’équation. (3) doit avoir une racine réelle de même signe que j", et par conséquent le problème a au moins une solution.
Si le point donné était sur l’axe, on aurait
l’équation (3) deviendrait alors
elle aurait une racine nulle, à laquelle correspondrait une valeur nulle pour x1 ; le point ainsi déterminé serait le sommet de la parabole , et, par conséquent, on aurait pour normale l’axe de cette courbe.
En divisant la dernière équation par y', on en déduirait ensuite
Si la différence x" — /> était positive, on aurait deux autres solutions du problème.
On voit facilement que quand x" — p est nulle ou négative, l’équation ne fournit que la première solution trouvée -, c’est-à-dire qu’on ne peut mener qu’une seule normale.
En regardant x',y', comme des variables dans les équations (i) et (a) , on voit que la seconde représente la parabole donnée, et l’autre une hyperbole passant par le point N'. L’équation de cette hyperbole revient à
*,S-htp-x")S-pj"= o;
la courbe a pour asymptotes l’axe des x, cl une parallèle à l’axe des j dont l’équation est
La construction de l’hyperbole n’offre aucune difficulté, puisqu on a les asymptotes et un point.
Le nombre des solutions du problème proposé est égal • au nombre des points communs aux deux courbes.
201 . Le point F (Jlg. io3 ) étant le foyer de la parabole, 011 a vu que AF = ^> et FM = x -h — • Pour la tangente MT au point M , 011 a reconnu que AT = x\ par conséquent, TF = #-+- ^ ; donc FM = TF, et, par suite, l’angle
TMF = FTM. 11 résulte de là que dans la parabole, la tangente fait des angles égaux avec l’axe, et avec le rayon vecteur mené au point de contact.
En menant une parallèle MK à l’axe, l’angle
R MK = MTF = FMT.
On peut donc encore dire que la tangente fait des angles égaux avec le rayon vecteur et avec la parallèle à F axe , menée par le point de contact.
On reconnaît ici un théorème analogue à celui du n° 121 , et qui devait résulter de ce que la parabole est une ellipse dont un des foyers est situé à l’infini.
On déduit de ce qui précède un moyen de mener une tangente à la parabole par un point donné.
Supposons d’abord que ce point soit en M (Jig* io3) sur la courbe. On conduira le rayon vecteur FM, on prendra FT = FM, et l’on mènera la ligne MT qui sera la tangente demandée.
Pour démontrer à posteriori que la ligne MT est tangente, on mène MG parallèle à Taxe jusqu’à la rencontre de la directrice en G ; on joint ce dernier point au point F. Par la nature de la courbe, ou a
MG = MF
et . d’après la construction,
GMT = TMF
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donc MT est perpendiculaire sur le milieu de GF. Actuellement, si d’un point quelconque S pris sur MT, on mène la droite SF au foyer, et la ligue SH perpendiculaire à la directrice , et qu’on joigne SG , on aura
SH < SG ; par suite , SH < SV'.
Donc, chaque point de MT, excepté le point M, est extérieur à la parabole.
Lorsque la tangente doit être menée par un point S, pris hors de la parabole, on observe que si le point M est le point de contact demandé, et MT la tangente: enjoignant MF, et en menant MG perpendiculaire à BL, la tangente doit être perpendiculaire sur le milieu deFG. Les distances SF’, SG, sont égales. Donc , le point G sera déterminé par l’intersection de la directrice et de la circonférence décrite du point S comme centre, avec SF’ pour rayon. On voit, alors, qu’en joignant GF, et en abaissant ST perpendiculaire sur celte droite, la ligne ST sera tangente à la courbe, et le point de contact se trouvera à l’intersection, M, de cette tangente et de la droite MG parallèle à l’axe. Quand le point S est extérieur à la parabole, sa distance au foyer étant plus grande que sa distance à la directrice, la circonférence coupe cette dernière en deux points G, G', et il y a deux tangentes.
Quand le point S est sur la parabole, sa distance au foyer est égale à sa distance à la directrice , le cercle est tangent à cette droite, et le problème n’a plus qu’une solution.
Enfin j lorsque le point S est intérieur, la première distance est moindre que la seconde, la circonférence n’atteint plus la directrice, et il n’y a plus de tangente.
Remarque. — Le point A est le milieu de BF ; donc AY doit passer par le point D milieu de GF; or, la tangente MT passe par ce point , et est perpendiculaire à F’D ; donc :
le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur les tangentes est la droite menée par le sommet perpendiculairement à l'axe.
202. On vient de voir que par un point extérieur on peut toujours mener deux tangentes à une parabole. Examinons le cas où le point donné est sur la directrice.
Soient G (Jig. to4) le point connu; GM, GM', les deux tangentes. En supposant que F soit le foyer de la courbe, menons les lignes GF, FM, FM', et les perpendiculaires MK, M'K', sur la directrice. Le triangle GMF est égal au triangle GMK; car GM est commun aux deux triangles; MK = MF, et l’angle GMF égale l’auglc GMK. Comme * l’angle GKM est droit, il en est de même de l’angle MFG.
O11 voit, de plus , que l’angle MGK = MGF. L’égalité des triangles M'K' G, M'FG, prouve que l’angle GFM' est droit, cl que M'GK' = M'GF. Les angles MGK, M'GK' 1 étant respectivement égaux aux angles MGF, M'GF, il en résulte que la somme de ces deux derniers angles est égale à un droit, c'est-à-dire que l’angle MGM' est droit. On reconnaît, en outre, que les rayons vecteurs FM, FM', sont en ligne droite. On est donc conduit au théorème suivant, qui mérite d’étre remarqué :
Les tangentes menées à la parabole d’un point de la directrice font entre elles un angle droit, et la ligne qui joint les points de contact passe au foyer, et est perpendiculaire sur celle qui joint le foyer au point d'où parlent les tangentes.
Des diamètres-
203. Prenons l'équation y — ox -+- £ d’une droite quelconque; en la combinant avec celle de la parabole y*— 2 px, et en éliminant x, on aura
Ty + ~r = 0’
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Les racines de cette dernière équation sont les ordonnées des points de rencontre de la droite et de la courbe, et l’ordonnée du milieu de la corde qui passe par ces points est égale à la demi-somme de ces deux racines. De sorte qu’en désignant cette ordonnée par y, on a
Celte valeur ne contient pas S. et reste la même tant que d ne change pas. Il résulte de là que tous les diamètres de la parabole sont parallèles à l'axe de cette courbe.
Réciproquement, toute droite parallèle à l'axe peut être regardée comme un diamètre , puisqu’on donnant à d une valeur convenable, y devient égal à telle quantité que l’on voudra.
Quand on mène un diamètre à une distance y' de l’axe, on a pour ce diamètre ,
f =Si d’oi* * = jr
Cette valeur est celle de la tangente trigouométrique de l’angle que font avec l’axe des x, les cordes que ce diamètre divise en parties égales. Cette même valeur est aussi égale à la tangente trigonométrique de l’angle que fait avec l’axe la tangente au point d’intersection du diamètre et de la courbe. Donc, les cordes qu’un diamètre divise en parties égales sont parallèles à la tangente menée à l’extrémité de ce diamètre.
Pour que la tangente d soit infinie, il faut que y'= o; par conséquent, l’axe des abscisses est le seul axe de la parabole. '
La parabole rapportée à ses diamètres.
204. Cherchons les systèmes d’axes obliques pour lesquels l’équatioftv^e la parabole conserve la forme >,s = u px.
A cet effet , employons les formules
x — x' cos a - y' cos a' 4 -a, y = x' sin a 4- y' sin a' 4- b ,
qui servent à passer des axes rectangulaires aux axes obliques.
Les valeurs de X et de y étant portées dans l’équation y* = 2 px ,
donnent ;
si n’a', y* 4- sin’ a. x'1 4- 2 sin a sin a' . x' y' \
b sin a' y' 4- 2 l> sin a x' 4- b' > = o
— 2 p cos a' — 2 p cos a — 2 ap J
Pour que l’équation ait la forme demandée, il faut que les indéterminées « , a', b, a, satisfassent aux conditions suivantes :
' sin a = o , sin a sin a' = o , b sin a' — p cosa' = o , 6'- — 2 = o.
La seconde condition étant une conséquence de la première, on n’a que trois relations entre x, oc', b et a. Il existe donc une infinité de systèmes d’axes obliques pour lesquels lequation de la parabole conserve la forme y* — 2 px.
La condition sin a = o montre que l’axe des x de chaque système doit être un diamètre de la courbe; b*- — 2pa~o fait voir que chaque origine est un point
de la parabole; la valeur tang ct' = ^ » déduite de
b sin a' — p cos a! = o ,
prouve que l’axe des y de chaque système doit être une tangente.
En ayant égard aux conditions (2) , l’équation (1) se réduit à
sin1 «'.y’ — 2px'=: o.
DE LA PARABOLE
En supprimant les accents sur les lettres x et y, et divisant par siu! a', l’équation précédente devient
sinJ«
ou, en faisant — p' •
1 sin’ a' '
Le coefficient 2 />' est ce qu’on nomme le paramètre du diamètre auquel la parabole est rapportée.
La valeur tanea,= ~ donne b
. sin' a =
On en déduit
et , par suite ,
h 7 -+- p7 2 pa p7 2 a -f- p
On conclut de là que le paramètre d'un diamètre quelconque est égal à quatre fois la distance du foyer à l'extrémitc de ce diamètre.
L’équation de la parabole restant la même lorsqu’on rapporte cette courbe à ses diamètres ou à son axe , les propriétés indépendantes de l’angle des coordonnées seront communes à ces différents systèmes.
i°. Selon qu’un point est situé sur la parabole, hors de la parabole , ou dans la parabole , on a
20. Les carrés des ordonnées au diamètre sont entre eux comme les abscisses correspondantes.
3°. En désignant par a le coefficient angulaire de la tan-
gentc, on a
UIÀPITHE ONZIEME.
l’équalion de la tangente est
et la valeur de la sous-tangente, ix'\ c’est-à-dire que la sous-tangente est toujours le double de l’abscisse du point de contact.
205. Une droite étant donnée sur le plan d’une parabole, si l'on mène à la courbe une tangente parallèle à cette droite, et le diamètre qui passe au point de contact, l’équation de la parabole rapportée à ce système d’axes sera
jr* = 2 p' x. '
En menant d’un point quelconque (x", y"), de la droite donnée, deux tangentes à la courbe, on à pour déterminer les coordonnées des points de contact , les équations
La seconde indique que la droite qui a pour équation
y" y = p' ix H- *")
passe parles points de contact. L’hypothèse y — o , dans celte équation , donne
Résultat indépendant de y", et qui conduit pour la parabole au théorème déjà trouvé pour l’ellipse et l’hyperbole.
Donc , en général , si de chaque point d'une droite donnée on mène deux tangentes à une courbe du second ordre, et qu’on tire une droite par les deux points de contact, on aura des sécantes qui se rencontreront toutes en un même point situé sur le diamètre qui divise en parties égales les cordes parallèles à la droite donnée.
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Réciproquement , si par un point donné dans le plan d'une courbe du second ordre, on tire différentes sécantes, et que par les points ou chaque sécante rencontre la courbe , on mène deux tangentes, le lieu des points d'intersection de ces tangentes, ainsi prises deux à deux, sera une droite parallèle aux cordes que divise en parties égales le diamètre passant au point donné.
200. L’équation y'—ip'x, comparée à l’équation y* — 2 px, montre que pour construire une parabole, connaissant un diamètre; le point où il coupe la courbe; le paramètre; et l’inclinaison des cordes correspondantes: il suffit de décrire une parabole sur ce diamètre pris pour axe, avec le paramètre donné ; puis, d’incliner les ordonnées de cette courbe sous l’angle connu, sans changer leurs longueurs.
O11 peut, aussi , déterminer le foyer et la directrice. Soient A'X' (Jig. io5) le diamètre donné ; A’, le point où il coupe la courbe : on mène la droite Y'A'T sous l’inclinaison connue, et celte ligne sera tangente à la parabole au point A'. O11 fait l’angle TA'F égal à Y'A'X', et la ligne A'F passe par le foyer. En prenant A'F égale au quart du paramètre donné, le point F sera le foyer. Si l’on porte sur le prolongement de A'X', la distance A'H= A'F, la perpendiculai re HH' à A'X' sera 1 a directrice.
Remarque . — La perpendiculaire FB, abaissée du foyer sur la directrice HH', est la moitié du paramètre; et le point A, milieu de FB, est le sommet de la courbe.
207. Quand on donne un arc quelconque de parabole, on peut déterminer par la géométrie : l’axe, le foyer, le paramètre relatif à l’axe.
Soit NN' (fig- io5) l’arc donné; si l’on mène les cordes parallèles NN', MM': la droite A'X' qui joint leurs milieux sera un diamètre de la courbe. La parallèle A' Y' à ces cordes
sera tangente à la parabole. Alors, si au point A' on fait l’angle RA'T égal à Y'A'X',la ligne A' K passera par le foyer.
En cherchant un second diamètre, on pourra obtenir une autre droite passant par le foyer 5 ce point se trouvera ainsi déterminé par la rencontre des deux droites.
Si par le point trouvé on mène une parallèle à l’un des diamètres, on aura l’axe. Le sommet s’obtiendra , comme précédemment, en cherchant d’abord la directrice. Le double de la distance du foyer à cette dernière droite sera la valeur du paramètre. 1
Le paramètre d’un diamètre quelconque A'X' s’obtient en prenant quatre fois la distance FA'.
Quadrature de la parabole.
2<)8. Proposons-nous de trouver la surface d’un segment parabolique MA'P (fi g. 106) terminé par le diamètre A'X', et l’ordonnée PM, parallèle à la tangente A' Y'.
Après avoir inscrit un polygone A'M"M'M dans la parabole , menons, par les sommets, les ordonnées PM , P'M', i,,/M",ctc., et les tangentes MT, M'T', M"T", etc. Ces tangentes détermineront par leurs intersections successives des triangles TRT', T'R'T", etc., que nous allons comparer aux trapèzes correspondants PMM'P', P'M'M"P", etc. En abaissant du point R et du point I , milieu de la corde MM', des perpendiculaires RQ, IK. sur A'X', on aura
surface TRT' = ^ TT'. RQ,
.et
surface PMM' P' = PF . IK (* ).
(*) En «(Tel, menons M'O parallèle à P1 P; nous aurons
M'OPP'= PP'x GK, et M'OM = M’O X IG; puisque IG est la moitié de la hauteur du triangle M'OM., relative à la hase M'O qui est égale à PP'. On a donc
PMM'P’ = PP' X’IK
DE I.A CAR ABOI. E
De ce que MT est tangente, il résulte que A'T= A' P;
par la même raison :
A'T'=A'P'; d’où TT'=PP'.
On voit, de plus, que si par le point I on mène IH parallèle à A'X', cette ligne sera uu diamètre, et les tangentes aux points M, M' devront se rencontrer au même point de ce diamètre. Donc, le point R est sur le diamètre IH, et, par suite ,
QR = IK
On conclut de là que le trapèze PMM'P' est double du triangle TRT'. On prouverait de la même manière que le trapèze M'P'M"P" est double du triangle T'R'T", et ainsi de suite. Donc , la somme des trapèzes est double de la somme des triangles. Cette proposition , étant indépendante du nombre et de la grandeur des côtés du polygone, doit être vraie lorsque ce nombre devient plus grand que toute quantité assignable. Or, la limite de la somme des trapèzes est le segment parabolique A'PM, et. la limite de la somme des triangles est le segment extérieur A'MT-, le segment A'PM est donc le double de A MT ; ou les deux tiers du triangle rectiligne TMP; ce triangle est équivalent au parallélogramme A'PMN, dont la hauteur est la même, et dont la base A' P est moitié de TP ; on en conclut que le segment parabolique APM est les deux tiers du parallélogramme formé sur l’abscisse A' P, et sur l’ordonnée MP.
Remarque. ■ — Le segment A'M'M , compris entre l’arc A'Met sa corde , est le sixième du parallélogramme A'PMN .
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209. Lorsqu'on donne un arc de courbe du second degré , il est facile de reconnaître à laquelle des trois courbes cet arc appartient, et de déterminer les éléments de la courbe.
Pour résoudre la première partie de la question, on mène deux diamètres au moyen de deux systèmes de cordes parallèles, et selon que ces diamètres se coupent du côté de la concavité, ou de la convexité de l’arc, ou sont parallèles, l’arc appartient à une ellipse, ou à une hyperbole, ou à une parabole. Dans les deux premiers cas , le point de rencontre des diamètres est, comme on sait, le centre de la courbe.
i°. L’arc donné MHK.N (Jig. 107) est elliptique.
Soient 011, OK , deux diamètres quelconques, et, par suite, O le centre de la courbe; en menant par ce point une parallèle indéfinie OY, à l’un des systèmes de cordes parallèles, EG, E'G', par exemple; on aura la direction du diamètre conjugué de OH. S'il arrive que ce diamètre rencontre l’arc donné, il sera, comme le premier, déterminé en vraie grandeur, et l’on aura ainsi deux diamètres conjugués en grandeur et en direction.
Lorsque la droite OY ne rencontre pas l’arc, on mène par le point K, une parallèle aux cordes CD, C'D', etc.; cette ligne sera une tangente. Donc, si l’on désigne par x', y', les coordonnées du point K , par rapport aux droites OX,
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OY, ijui sont les directions de deux diamètres conjugués , l’équation de cette tangente sera
2 b' représentant la longueur du diamètre inconnu. En fai sant x = o , celte équation donne
c’est-à-dire
OL X 0& = b'2.
Ainsi , on obtiendra b', en prenant une moyenne proportionnelle entre OP et OL , et l’on connaîtra encore deux diamètres conjugués en grandeur et en direction; ce qui permettra de déterminer les axes (page 218).
L’arc donné est hyperbolique
En opérant comme précédemment, on obtiendra les directions et les longueurs de deux diamètres conjugués, cc qui conduira à la détermination des axes.
3°. L’arc donné est parabolique. La question a été traitée n° 207.
210. En prenant des axes rectangulaires , et en plaçant l’origine à un sommet, les trois courbes du second ordre peuvent être représentées par l’équation
y* ex. 2 px 4- qx2.
On a vu qu’en plaçant l’origine des coordonnées au sommet de l’ellipse situé du côté des abscisses négatives , l’équation de la courbe est
y = —, (^ax — x2), a
On sait également que si l’origine des coordonnées est pla-
cée au sommet de l’hyperbole, situé du côté des abscisses positives, on a pour équation de la courbe :
r = —(*ax + x’)t
ou
jd — - — i- H : -V2.
Si l’on fait — = />, et si l’on désigne généralement par q le
coefficient de x% les deux courbes précédentes seront renfermées dans l’équation
y'z= ipx + qx\
La parabole est visiblement comprise dans cette dernière équation, qui se réduit à
y'z=2px,
lorsqu’on suppose
Quand l’équation représente une ellipse , ou une hyperbole, le coefficient q de x* est le carré du rapport du second axe au premier, ce carré étant pris avec le signe moins pour l’ellipse, et avec le signe plus pour l’hyperbole. Le coefficient 2 p de la première puissance dë x est le paramètre de chacune de ces courbes. 11 est égal à la troisième proportionnelle au premier et au second axe. 11 a aussi pour valeur la double ordonnée du foyer dans chacune des trois courbes.
L équation y° = 2 px 4- qx% ne renferme pas toutes les variétés des courbes du second degré; on n’y trouve que le cercle, le point, le système de deux droites qui se coupent , et une seule droite.
211. Théoiiemf. de jNewtos. — Si par un point quelconque, pris sur la plan d'une courbe algébrique , on mène.
QUESTIONS RELATIVES AUX ÇOURBES DU %r DEGRÉ. 299
deux transversales, parallèles chacune à une direction fixe, le produit des segmènts interceptés entre ce point et les differents points d'intersection de la courbe avec une des transversales , sera uujpro'duit des segments formés de la même manière sur l’autre transversale, dans un rapport constant, quelle que soit la position du point.
Soient XX' et YY' deux droites menéessuivant deux directions quelconques ; O le point de concours de ces droites ; M', M", M'", etc. , les points de rencontre de XX' avec la courbe; N', N", N'", etc.,, les points où Y Y' coupe cette même courbe. ,
Supposons la courbe du degré m, et rapportons-la aux droites XX' et YY' qui se rencontrent au point O; son équation sera de la forme
( 1 ) A ym + ...+• Ha" + . + U = o.
Si Ton fait y o , on aura
OM'.OM'.OM =±n-
L'hypothèse x = o donnera
OM'. OM". OM". . . A ON'. ON". ON"'. . . ~ H
Transportons loçigine des coordonnées en un point quelconque O' du plan, sans changer la direction des axes, et soient m\ m", m etc., les points où la courbe est rcn-„ contrée par le nouvel axe des x , et n', n" , n'", etc. , ceux où elle est coupée par le nouvel axe des y ; on trouvera l’équation de la courbe, rapportée aux nouveaux axes, en remplaçant x par x + a, ely par y b ; a et b désignant
les coordonnées de l’origine O'. Or, cette transformation n'altère pas les termes du degré ni : donc, en faisant y — o
dans la nouvelle équation, on obtiendra
O 'tri. O ' ni". O' m". . . = ± — ;
la supposition x — o donnera
d’où
ce qui démontre le théorème énoncé.
212. Application aux courbes dusecond degré. — Soient A, B, C, D, E (Jig. 108) , cinq points d’une courbe du second degré. Tirons les droites AC et BE qui se coupent en H. Par le point D menons DF parallèle à AC, nous aurons
IF X 111 _ AH X CH BI X IE “ BH X EH
Cette égalité donne IF; et, par suite, le point F. En ' menant DG parallèle à BE, on trouvera le point G par la relation
PG X DP BH X EH AP X CP — An X ch'
Si l’on joint le milieu M de AC au milieu N de DF, la ligne Mi\ sera un diamètre. On aura un autre diamètre KL en faisant passer une droite par les milieux K et L des cordes parallèles BE et DG. Lorsque les diamètres MN et KL se couperont, la courbe sera une ellipse ou une hyperbole ayant pour centre le point de rencontre O de ces diamètres.
On peut, dans ce cas, déterminer la position et les longueurs de deux diamètres conjugués. En elFet, supposons que les diamètres KL et MIN soient conjugués et que la courbe soit une ellipse; pour déterminer leurs longueurs
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que nous désignerons par ia' et 2 b\ on aura a" Ali X HC b* ~ BHX HE et
a" X BR3 4- b'1 X ÔK*= a'- bn\
d’où
afî — * — *
^ X BK + OK = a".
On pourra donc trouvera'*, et, par suite, £>'*.
Si les diamètres MN et KL ne sont pas conjugués, on aura la position du diamètre conjugué de KL, en menant par le centre une parallèle à BE. On mènera par le point C une parallèle à KL, et on la prolongera d’une longueur égale, de l’autre côté du diamètre conjugué; l’extrémité de cette longueur sera un point de la courbe : on rentre, ainsi , dans le cas précédent.
Pour que la question soit possible, il faut que, parmi les cinq points, il ne s’en trouve pas trois en ligne droite.
Parabole. — Construire une parabole, connaissant quatre points de la courbe.
Soient A, B, C, D ( Jig . 109), les quatre points donnés. Supposons que les droites AB et CD concourent au point R, et qu’on ait mené les tangentes SM et SN parallèles à ces droites. Par le théorème de Newton, on a
SM _ RA X RB ^“RCXRÜ
Prenons sur RB et RD deux points G et H, de telle manière que
Rg’=RAXRB et RH = RCxRD; en substituant, il viendra
SM* RG*
3oa
d’où
SM
RH
Les triangles SMN, RGH sont donc semblables. 11 est visible qu’en tirant les médianes SK et RL, les triangles SMK, RGL seront aussi semblables. Or, SK est un diamètre ; donc RL est aussi un diamètre, et la position de ce dernier est complètement déterminée.
Connaissant la direction des diamètres et trois points , on peut construire la courbe.
En effet , soient M, M', M" (fi g- 1 io ), trois points d’une parabole; 2// le paramètre du diamètre AX conjugué de la corde MMtf. En supposant la courbe rapportée à ce diamètre et à la tangente conjuguée , on aura
MP = 2/7' X AP et P'M'=2/i'XAP'.
Retranchant membre à membre, il vient
MP — M' P' = 2 p' (AP — AP'); ou, en menant M/G parallèle à AX ,
MG X M " G =£ ip' X M ' G .
Les trois points M, M', M", et la direction des diamètres étant donnés , on pourra donc déterminer le paramètre du diamètre relatif à la corde qui passe par deux des trois points. Par suite, il sera facile de trouver l’extrémité de ce diamètre; car on aura
MP =2 />' X AP
d’où
AP =
MP
On déterminera le foyer, l’axe, le sommet et la directrice, au moyen de la construction indiquée n°206.
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Remarque. — Lorsque les cordes AC et BU se couperont, on pourra construire une seconde parabole passant par les quatre points A, B, C, D. Mais, si ces droites sont parallèles, la seconde parabole n’existera pas. Enfin, si les droites AC et BD étant parallèles, les droites AB et CD étaient aussi parallèles, il n’existerait aucune parabole passant par les points A, B, C, D.
213. Le théorème de Newton conduit encore aux propositions suivantes :
Supposez qiæ par deux points donnes C , D (fig. 1 s 1 ) , sur une courbe du second degré, on fasse passer une circonférence qui coupe la courbe en deux autres points C', D’; la corde C D' fera avec les axes de la courbe les memes angles que la corde CD qui unit les deux points donnés.
En efl’et, si l’on mène les tangentes RT, RT', respectivement parallèles aux cordes CD, C'D', dont les directions se coupent au point S , on aura
RT
RT = RT
Les tangentes RT, RT , étant égales, leur point de concours sera sur un axe de la courbe, et de plus elles formeront avec cet axe des angles TRA, T'RA égaux eutre eux. Par conséquent, les cordes CD, C'D', font aussi avec l’axe AA', des angles égaux.
Il en résulte que , si par deux points C, D, donnés sur une courbe du second degré, on fait passer différentes circonférences telles que CDC'D', qui coupent chacune la courbe en deux autres points, les cordes déterminées par ces derniers points seront parallèles entre elles.
Si l’on suppose que les deux points d’intersection donnés,
3o4 ' CHAPITRE DOUZIÈME.
C, D, se réduisent à un seul T; les circonférences toucheront la courbe en ce point : d’où il faut conclure que , si l'on décrit différentes circonjérences tangentes à une courbe du second degré en un point donné T, et qui coupent , chacune, cette courbe en deux autres points C', D' : les cordes correspondantes à ces derniers points seront parallèles entre elles.
Concevons, maintenant, que la corde C'D' restant parallèle à la tangente T'R, s’approche de plus en plus du point de tangence T. Les circonférences qui passent par les points C', D', T, restent tangentes à la courbe au point T, et la coupent en deux autres points C', D'; l’un de ces points, D', se rapproche continuellement de T. Lorsque le point D' coïncide avec T, le point C' coïncide avec l'extrémité M delà corde TM, menée par le point T parallèlement à T'R. Alors, la circonférence est considérée comme ayant avec la courbe du second degré trois points communs .qui se confondent en un seul , T ; le quatrième point commun à ces deux courbes est le point M. Dans ce cas particulier, on dit que le cercle est osculaleur à la courbe considérée, au point T, et le rayon de ce cercle est le rayon de courbure de la ligne dont il s’agit , au point J.
Pour déterminer lé centre E du cercle osculateur au point T, on mènera par ce point la corde TM parallèle à T'R; puis , on élèvera au milieu G de TM , une perpendiculaire à cette corde , et au point T, une perpendiculaire à la tangente TR : le point d’intersection E de ces deux perpendiculaires sera le centre du cercle oscillateur. La droite ET sera le rayon de courbure.
214. Hexagone de Pascal. — Lorsqu’on prolonge deux à deux les côtés opposés d’un hexagone inscrit à une courbe du second degré , les trois points de concours sont, en ligne droite.
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y — ax — b — o et y — a'x — h' — o
les équations des droites AB et DC (fig- 1 1 2) ; si l’on multiplie par ordre ces deux équations, on aura une équation du second dégré ,
(!) j'I+Bjty4-CÆ’ + D/+Ex + F= o,
qui sera celle du système des deux droites AB et DC.
On obtiendra une équation de la même forme
pour le système des droites AF et DE.
Soit
l’équation de la courbe.
J/axe des y passant par les points A et 1), on aura D = D'=:D" et F = F' = F".
En effet , si l’on suppose x — o dans chacune des équations (1), (2), (3), on obtiendra trois équations en y :
y*+ Dy 4F =0, y>4D'/4F'=o, y2 4- D"/ 4- F" = o ,
qui auront, chacune, pour racines OD et OA.
En soustrayant l’une de l’autre lès équatioas (3) et (1), on trouve une équation qui doit être vérifiée par les valeurs des coordonnées des points A , D , C et B, et qui est
x[(B — B")/4(C — C")x-t-E — E"]= o; elle se décompose en
(4) x=o et (B — B')y4 (C — C")x 4- E — E" = o.
Cette dernière équation est celle de la droite BC, puisqu'elle
3o6 CHAPITRE DOUZIÈME,
est du premier degré et doit être satisfaite par les coordonnées des points B et C.
Si l’on retranche de même les équations (3) et (2), il viendra
x[(B'- B")/+(<r — C")x-f-E'— E"] = 0, qui se décompose en
(5) je — o et (B' — B")/-l- (C' — C")x + E' — E' = o.
Cette dernière est l’équation de EF.
Les valeurs des coordonnées du point de concours, N , des droites BCel FE doivent satisfaire à l’équation
qu’on obtient en retranchant l’une de l’autre les équations (5) et (4). Mais, si l’on soustrait l’une de l’autre les équations (2) et (1), on a
équation qui se décompose en
x — o et ^B — -h ( C — C )x + E — E* — o.
Celte dernière doit être satisfaite par les valeurs des coordonnées du point de rencontre, P, des droites AB et ED , et aussi par les valeurs des coordonnées du point de rencontre, M, des droites AF et CD. Elle est donc l’équation de la droite qui joint ces deux points de rencontre ; or, elle n’est autre que l’équation (6).
Par conséquent, les trois points de concours N, P, M, sont en ligne droite.
215. Pentagone inscrit. — Soient A,B,C,D, E (Jîg. 1 13) cinq points d’une courbe du second ordre. Supposons qu’on joigne ces points deux à deux par les droites AB , BC , CD , DE , et que par le point A on mène une droite quelconque AK. On pourra considérer cette droite comme
QUESTIONS RELATIVES AUX COURBES DU 2e' DEGRÉ. 3o7 une sécante, rencontrant la courbe en un point G, qui sera le sixième sommet d’un hexagone inscrit dont les cinq autres sommets sont les points donnés. Par conséquent, si l’on prolonge AB et ED jusqu’à leur rencontre en M , et DC jusqu à son point d’intersection N avec AK, qu’on tire la droite MN : en joignant au point Ele point de rencontre P de BC avec MN, la droite PE coupera la droite AK au point G qui appartient à la courbe; car, si le point de rencontre de AK avec PE était un point H autre que G, le point d’intersection des côtés GE et BC ne serait pas en ligne droite avec les points M et N.
On pourra, de cette manière, déterminer autant de points qu’on voudra de la courbe, lorsqu’on en connaîtra cinq; et si l’ou fait mouvoir la droite MN autour du point M, les droites NG et PG tourneront autour des points A et E, et leur point de concours G décrira la courbe.
Tangente. — Soient ABCDE (fig- * 1 4 ) un pentagone inscrit à une courbe du second ordre, et F un point de la courbe placé entre A et E; si l’on suppose que le point F se rapproche continuellement du point A , et vienne se confondre avec lui , la corde AF, à cette limite, sera tangente à la courbe au point A , et le côté EF se confondra avec EA. Par conséquent, si l’on détermine le point de concours, M , des côtés AB et DE , et le point de rencontre, N, de BC et du côté opposé EF confondu avec E A , qu’on tire la droite MN , le point d’intersection , P, de CD avec MN sera aussi le point d’intersection de CD et du côté opposé FA, devenu tangent au point A.
Donc, la droite RT qui passe par les points P et A sera tangente à la courbe au point A.
216. Construire une courbe du second ordre dont on donne cinq points.
Soient A, B, C, D, E (fig- ri 5) les points donnés. On
construira le pentagone ABCDE,et l’on pourra déterminer les tangentes à la courbe aux différents sommets de ce pentagone. Cou sidérons les tangentes aux trois sommets E, A, B. Lorsque la courbe sera une ellipse ou une hyperbole, ou trouvera le centre en traçant les diamètres KO et FO, relatifs aux cordes EA et AB, et en les prolongeant jusqu’à leur point de concours O. Si l’on tire le rayon OA et qu’on le prolonge d’une longueur égale OL, en menant par le point L uric parallèle LT à KF, la droite LT sera tangente au point L. Le diamètre conjugué de OA sera dirigé suivant la droite OM, menée par le centre parallèlement à KF. Pour avoir la longueur de la moitié, OM, de ce diamètre, on prolongera LT jusqu’à sa rencontre en R avec KE, et on prendra une moyenne proportionnelle entre RL et AK (*). On connaîtra donc de grandeur et de position deux diamètres conjugués de la courbe.
On ferait la même construction pour l’hyperbole. Si les diamètres menés par les points F et K sont parallèles, la courbe sera une parabole, et l’on pourra la construire,
(*) Si Von mène deux tangentes ST cl S' T' {fig. n(>) par les extrémités d’un diamètre AA' de l'ellipse, le produit des serments AM, A'M', de ces tangentes, compris entre les points A et A' et une troisième tangente, M\W, ofctégal au carré de la moitié du diamètre conjugué de AA'. En effet, soient 9. a' et 2 b ' les longueurs des diamètres AA' et BB' ; en rapportant la courba à ces deux diamètres, et en prenant le premier pour axe desx, l’cquatinu de la tangente M' M sera
a,xy’ y -4- h,% x' x = a'1 b,%.
Pour x = a\ on aura
AM X A' M
La mime propriété existe pour l'hyperbole
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puisque l’on connaîtra la direction des diamètres et trois points.
Remarque. ■ — Pour que le problème énoncé soit possible, il faut que parmi les cinq points donnés il ne s’en trouve pas trois eu ligne droite.
217. Quadrilatère inscrit. — Si l’on suppose que deux couples de sommets d'un hexagone inscrit (fig . 112) se réunissent en uu seul, on aura un quadrilatère inscrit et deux tangentes menées par deux sommets. Ces deux sommets peuvent être adjacents, ou opposés. Dans le premier cas, on a le théorème suivant:
Si par deux sommets adjacents d'un quadrilatère inscrit à une courbe du second ordre, on mène des tangentes à celle courbe, les points de concours de chacune de ces tangentes avec le côté adjacent au sommet par lequel passe l’autre tangente , et te point de concours des deux autres côtés, seront trois points en ligne droite.
Dans le second cas , c’est-à-dire quand les tangentes sont menées par deux sommets opposés, on a ce théorème : Dans tout quadrilatère inscrit à une courbe du second ordre , les points de concours îles côtés opposés, et le point, de concours de deux tangentes menées par deux sommets opposés , sont trois points en ligne droite.
218. Triangle inscrit. — On peut supposer que trois des côtés de l'hexagone inscrit deviennent des tangentes-, il en résultera un triangle inscrit et trois tangentes menées par les sommets de ce triangle ; et par conséquent , on aura encore le théorème suivant :
Si deux triangles sont, l’un inscrit et l'autre circonscrit à une courbe du second ordre, de telle sorte que les points de contact de l'un soient les sommets de l’autre, les trois points de concours des côtés opposés de ces triangles sont sur la mente ligne droite.
3lO
219. Hexagone de Brianchon. — Les trois diagonales qui joignent les sommets des angles opposés d'un hexagone circonscrit à une courbe du second degré, se coupent au même point.
Si du sommet A ( fig . 117) on mène une sécante à la courbe , et que par les points de rencontre on conduise des tangentes, ces tangentes se couperont en un point de la corde des contacts GH des côtés AB, AF. Il en sera de même pour le point D; par conséquent, si par les points de rencontre de AD avec la courbe on mène deux tangentes, ces ligues se couperont en un point situé à la fois sur la corde des contacts GH des tangentes AB, AF, et sur la corde des contacts G' H' des tangentes DC, DE; ce point sera donc le point de concours de deux côtés opposés de l’hexagone inscrit à la courbe et formé en joignant , deux à deux , chaque point de contact au suivant. Ea diagonale BE sera, de même, dirigée suivant la corde des contacts de deux tangentes menées à la courbe par le point de concours de deux autres côtés opposés de l’hexagone inscrit. Enfin la diagonale CF sera dirigée suivant la corde des contacts de deux tangentes menées du point de concours des côtés formant le troisième couple de côtés opposés de l’hexagone inscrit. Les trois diagonales se confondent donc avec les cordes de contact de trois couples de tangentes menées de trois point» situés en ligne droite. Or, on sait que, si des différents points d’une droite on mène des tangentes à une courbe du second degré, les cordes de contact passent toutes par un même point; par conséquent , les diagonales de l’hexagone circonseri t doivent se couper au même point.
220. Pentagone circonscrit. — Soit ABCDE (fig. 118) un pentagone circonscrit à une courbe du second ordre ,• on pourra déterminer le point, de contact de chacun des côtés avec la courbe.
questions relatives aux courbes du a* degré. 3ii En effet , soit I le point de contact du côté EA ; concevons une sixième tangente FG, dont le point de contact H soit situé entre les points de contact I et K des côtés AE et AB, et supposons que cette tangente se meuve de manière que le point de contact H se rapproche continuellement du point I, et vienne enfin se confondre avec lui. Le sommet F et le point II se confondront en même temps avec le point I , et le sommet G se placera sur le point A. Les diagonales GD et FC viendront coïncider avec la diagonale ADet la droite IC. Par conséquent, pour déterminer le point de contact d’un côté AE du pentagone circonscrit, il faudra joindre chacune des extrémités de ce côté au sommet voisin de l’autre extrémité; puis, le point d’intersection de ces diagonales au cinquième sommet C : le point de rencontre de cette ligne de jonction et du côté AE sera le point de contact de AE. On pourra donc, si l’on donne cinq tangentes «à une courbe du second ordre, déterminer le point de contact de chaque tangente, et par suite trouver un système de diamètres conjugués, si la courbe est une ellipse ou une hyperbole; et si la courbe est une parabole, construire celle courbe après avoir déterminé, soit la direction des diamètres, soit le foyer.
221. Quadrilatère circonscrit. — Eu supposant que deux côtés adjacents de l'hexagone circonscrit se confondent en un seul , les deux points de contact et le sommet intermédiaire se réunissent en un seul point, et l’angle de ces côtés devient égal à deux droits. Si l’on suppose que l’angle opposé de l’hexagone devienne, de la même manière, égal à deux droits, on aura un quadrilatère circonscrit, et ce théorème :
Dans tout quadrilatère circonscrit à une courbe du second ordre , les deux diagonales et les droites qui joignent les points de contact des côtes opposes se coupent en un meme point.
3ia
222. Triangle circonscrit. — Si un troisième angle de l’hexagone devient égal à deux droits, on a un triangle circonscrit, et le théorème suivant :
Dans tout triangle circonscrit à une courbe du second ordre, les droites menées des sommets aux points de contact des côtés opposés se coupent en un même point.
Des foyers.
223. En traitant précédemmentlaquestiondesfoyerspour ' chacune des trois lignes du second ordre , nous avons donné une définition des foyers, qui s’applique seulement au cas particulier où les axes de ces courbes coïncident avec les axes des coordonnées; la définition générale des foyers est
la suivante :
On nomme Joyer d’une courbe un point dont la distance à un point quelconque de cette courbe est une fonction rationnelle et entière du premier degré, my -+- nx 4- p, des coordonnées du point de la courbe.
Si l’on désigne par a et (i les coordonnées du foyer, l’expression de la distance d de ce point à un point quelconque de la courbe, ayant pour coordonnées x et jy, sera (en supposant les axes rectangulaires) :
d = \j(y — P)1 4- (x — ot)J = my 4- nx 4- p,
d’où
(«) [y~ P)’ -t- ('JT — a)1 — (my 4- nx + p)1 = o.
Quelles que soient les valeurs déterminées pour a, fi,m, n, p , cette dernière relation a lieu entre x et y pour un point quelconque de la courbe; par conséquent, le premier membre de l’équation (n) est égal au premier membre de l’équation générale
( b ) A y‘‘ -4- B xy 4- Cx34- D/ 4- Ex 4- F = o,
multiplié par un facteur numérique. Désignant par X ce
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facteur numérique, le premier membre de l’équation («) etle produit ).A/S 4- /. Bxy 4- ACx* 4- XDj-t- AEx 4- AF doivent être identiques. En développant les calculs, on aura
les équations :
. [ AA = i — m- , . (i)
L AC = i — n2, (a)
! AB = — 2. m/i, (3)
j AD = — *{$+mp), (4)
4 AF = a’ 4- (F — p2 • (6)
( Lorsqu’on attribue une valeur déterminée à chacune des quantités m, n, p, l’équation my 4- nx 4- p = o représente une droite. La distance â d’un point de la courbe à cette droite, et la distance d du même point au foyer, sont dans un rapport constant. En effet, la distance d d’un pointx', y\ de la courbe à la droite dont il s’agit, a pour expression
- - — - ; la distance d du même point de la courbe
^ ni2 -\-n2
au foyer est my' 4- nx' 4- p ; on a donc
On nomme directrice la droite my 4- nx 4- p — o.
Si l’on élève au carré les deux membres de (3), et qu’on en retranche le quadruple produit des deux membres de (i) et (2) , on aura
donc , suivant qüe B* — 4 AC sera <0, >0, = o ; m* 4- ns sera <[ 1 , 1 , = 1 .
Pour trouver lescjuantités a, /3, m , n, />, A, l’équation (b) étant donnée, on distinguera le cas où cette équation représente une ellipse ou une hyperbole, de celui où elle représente une parabole.
Si 4
Quand l’équation ( b ) est celle d’une ellipse ou d’une hyperbole, on peut supposer la courbe rapportée à son centre ; car, ayant déterminé dans cette dernière hypothèse, les valeurs de « et de (3 , il suffit d’augmenter ou de diminuer, respectivement ces valeurs des coordonnées du centre, pour avoir ces mômes valeurs dans la première hypothèse.
Les équations (c) deviennent, en plaçant l’origine au centre de la courbe ,
/ A A = i — in*,
( AC = i — n\
1 AB = — 2 mit,
j o = p 4- mp ,
I o = a 4- np ,
Les équations (4) et (5) conduisent à la relation p -+-<*’ = («’ 4- "’) />’•
Portant la valeur a2 4- |33 dans (6), il vient
AF' = (m* 4- — i )pii
V(B* — 4 AC
d ou , a cause de m 4- » — i = — 1 *
pi étant essentiellement positif, le signe de X sera déterminé par celui de F', et le signe de X étant ainsi connu, l'équation (3) fera savoir si m et n doivent être de môme signe ou de signes contraires. Les équations (4) et (5) étant écrites sous la forme
P = — rnp, a — — np,
on en lire
D’un autre côté, si l’on retranche («) de (a), ce qui
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a ( C — A) = ni- — n 2 ,
et qu’on divise membre à membre cette dernière équation par l’équation (3), on aura
ni n 2 (A — C)
n ni B
Désignant — par e,
cette équation prendra la forme
dont les racines sont de signes contraires. Or, le signe de
est déterminé par la relation (3) ; par conséquent , — ou e
n’a qu’une valeur, ce qui démontre que les directrices sont parallèles.
X ne peut avoir non plus qu’une valeur $ de AC = 1 — ’/»’ on tire
n1— 1 — ‘aC,
et en divisant membre à membre l’équation (3) par cette dernière relation , on obtient
d’oti
Connaissant la valeur de X , 011 déterminera la valeur de p°~ par l’équation
B--4AC)^ = F
On trouvera m~ et wa par les équations (1) et ( 2), et enfin
— et >F' = a'-t-83 — />-
serviront à calculer les valeurs de a et de fi. La première de ces équations est celle d’une droite passant par le centre et perpendiculaire aux directrices; la seconde représente uu cercle concentrique à la courbe. On voit par là qu’il y a, dans l’ellipse et l’hyperbole, deux foyers qui se trouvent à l’intersection d’une droite et d’un cercle. L’équation des directrices
my nx p o ou y — x — ,
mm
montre qu’il y a deux directrices, parallèles et également
éloignées du centre; puisque — et, par suite, — — na
qu’une valeur, et que — a deux valeurs égales et de signes contraires.
Remarque. — On peut déterminer le système d’axes auquel la courbe doit être rapportée pour que la distance d’un point de cette courbe au foyer soit une fonction rationnelle de l’abscisse seulement , ou de l’ordonnée seulement. En effet, il faudra que l’expression de la distance se réduise, soit à nx -+- p, soit à my ■+■ p , c’est-à-dire que m ou n doit être nul; ce qui démontre qu’il faudra, dans le premier cas, changer le système d’axes en un autre dont l’axe des abscisses soit perpendiculaire aux directrices, et dans le second , changer le système d’axes en un autre dont l’axe des ordonnées soit perpendiculaire aux directrices.
Parabole. — Reprenons lesystème (c) et rappelons-nous que dans le cas de la parabole, m% -H »’ = i . On calculera d’abord \ en ajoutant les équations (t) et (a); ce qui donnera
les équations
QUESTIONS RELATIVES AUX COURBES DU 21' DEGRÉ
Connaissant A, on déterminera le signe de nui , et ce produit lui-mème, par l’équation (3). Le signe de ^ sera le même que celui de nui , et par suite l'équation (e) donnera la valeur unique de —
Pour trouver x et (3, on observera que lès équations (4) et (5) peuvent se mettre sous la forme
wp = — 0.
LP
VE
Divisant membre à membre, on a
LP
LP
, d’où fl -+-
Élevant au carré les deux membres des équations (j) et (g) et ajoutant, il vient
WD’-t-F* i
{»;’ -f- nJ) p1 = a} -+- 6’ -+- V D p -f- V E a -| — — - •
Substituant dans (6), on obtient
V F = — V D 3 — VE
ou enfin ,
Dp +Ea-
Les équations (/) et (A) étant celles de deux droites, il en résulte que, dans la parabole , il n’existe qu’un foyer placé à l'intersection de ces droites, dont l’une (*") est perpendiculaire à la directrice.
On déterminera m* et n1 par les relations (i) et (a),
et /;* par l’équation (6), après avoir calculé a et L’équation ( J ) montre que nip n’a qu’une seule valeur : or, nr n’a
qu’une valeur: donc il en est de même de — • On conclut 1 ni
de là, puisque ~ n’a aussi qu’une valeur, qu’il n’existe
qu’une directrice pour la parabole.
Du nombre des points déterminant une. courbe du second degré.
224. En reprenant l’équation générale du second degré, (t) A/’ + Bx/ Cx’ -4- Dy -(-Ex -4- F = o,
nous ferons observer qu’il est permis de diviser tous les coefficients de cette équation par l’un quelconque d’entre eux } il n’y a donc que cinq coefficients ou paramètres à calculer. Il faudra, en général, cinq conditions, ou cinq points , pour déterminer une ligne du second ordre.
Quatre conditions suffisent pour une parabole, puisque Von a entre les coefficients de l’équation (i) la relation
B’ —4 AC = o.
Proposons-nous de trouver l'équation d’une section conique qui jmsse par cinq points donnés (fig. 119).
Soient A, 13, C, D, E les cinq points. Nous choisirons les axes de manière que chacun d’eux passe par deux des points donnés, et nous nommerons x' et x" les abscisses des points A et 13 ; y' et y" les ordonnées des points C et D ; x'" ex. y1" les coordonnées du point E. En mettant successivement ces valeurs dans l’équation (î), nous trouverons les cinq équations
A/’ 4- D /' -+- F o , A 4- Dy" ■+■ F = o ,
O'4 + F.x'h-F = o, C a"* -4- Ex" 4- F = o ,
A/"" 4- B xmf' 4- C.r"- 4- D/” 4- Ex" 4- F = q .
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Divisant, comme nous l’avons dit plus haut, tous les termes par l’un quelconque des coefficients, F par exemple, les équations à résoudre seront :
J./4- 1 =°, ÿ/ *-+■ p/ + Is=°»
- yw-t- F J
-/’+l=rO
Le calcul n’ offre aucune difficulté, et conduit aux valeurs suivantes :
B_ , rr(^,_y>_y) *•(*-*•-*) 1
En portant ces valeurs dans l’équation (i), après avoir aussi divisé tous ses termes par F, on obtient l’équation demandée.
Les rapports précédents ne seront ni infinis ni indéterminés, si aucune des quantités x', x",y',y", x"',ym, n’est égale à zéro, c’est-à-dire si parmi les cinq points , il n’y en a pas trois en ligne droite. Cette condition est nécessaire,
et lorsqu’elle sera remplie, on trouvera pour 5,
? , un système unique de valeurs ; donc, par cinq points
donnés, quand il ny en a pas trois en ligne droite, on peut toujours faire passer une section conique , mais on nen peut faire passer qu’une.
225. La connaissance du centre donne deux conditions ; car si l’on met les coordonnées x', y', de ce point dans les
«•quations (n° 95) , on aura deux équations entre les coefficients de l’équation (i). Le foyer représente aussi deux conditions; puisqu’on écrivant dans les équations de ce point (n°223) les coordonnées connues, on obtiendra deuxrelations entre les coefficients à calculer.
Donner une tangente, c’est établir une seule condition.
En effet, quand on veut exprimer qu’une droite touche l’une quelconque des courbes représentées par l’équation (i), on .est conduit à une relation unique entre les coefficients.de cette équation. Si l’on connaîtla tangente et son point de contact, on aura deux conditions.
Traitons la question dans ce dernier cas, et supposons que la courbe doive toucher la droite O Y (fig. 120) au point C, dont l’ordonnée est y'. Si l’on fait x == o dans l’équation (1) , il vient
A y* 4- Dy 4- F = o,
~ y/ D' — 4 AK.
Ces deux valeurs devant être égales à y7, 011 trouve les deux «•quations
IV — 4 AF = o, — — = /.
O11 a deux conditions, quand on connaît une directrice ou une asymptote ; car, en égalant les coefficients de l’une de ces deux lignes aux deux constantes qui déterminent sa position , on forme deux équations entre les coefficients de l’équation (i)>
Il faut examiner attentivement les conditions énoncées pour ne pas s’exposer à compter deux fois la même : ainsi , quand on donne en même temps le centre et l’asymptote, on n’a que trois conditions, parce que l’asymptote
sgSK'
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passant par le centre, une seule constaüte détermine sa position.
L'équation la plus générale du cercle
;' + i'+2 cos 0 xy •+• ay -j~ bx c = o
ne renfermant que trois coefficients ou paramètres, trois condi tions seulement sont nécessaires pour déterminer cette courbe.
Quoiqu’il soit facile de voir maintenant quelle est la marche générale à suivre pour déterminer une ligne du second ordre satisfaisant à des conditions données, pour répandre plus de clarté sur ce sujet, nous traiterons la question suivante :
Connaissant pour une parabole deux tangentes OA , OB (flg. i2i) , et leürs points de contact A et B, trouver l’équation de la courbe.
Nous prendrons les deux tangentes pour axes des coordonnées.
L’équation de la parabole sera de la forme
(1 ) y2- f- 2 axy -f- a2 x2 -+- by •+• ex -+- d = o,
puisque les trois premiers termes forment un carré parfait , et qu’on peut réduire à l’unité le coefficient de^*. Désignons OA par x' et OB par y' . En faisant y = o dans (i) , on obtient l’équation
a1 x2 -f- ex -f- d = o ,
dont les racines doivent être égales à x'-, ce qui conduit à
Si l’on fait x = o , l’équation résultante y*+ by 4- (/ — o
aura ses
racines égales à y1, et l’on trouvera
Les équations (5) et (4) donnent
i> = — o- y, d=y,i de (a) et (3) on tire ensuite
En substituant, on arrive aux équations
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226. Ou dit que deux courbes sont semblables lorsqu’on peut les placer de telle manière qu’en menant par un même point des rayons vecteurs aux differents points des • deux courbes, les rayons vecteurs dirigés suivant la même droite soient proportionnels.
Considérons les deux courbes ab , AB (Jig . 122), situées sur un même plan. S’il est possible de placer la courbe ab de telle manière en a1 b1, que menant par un certain point O dans des directions quelconques, des droites qui rencontrent la courbe AB, en M , M', M", etc., et la courbe a1 b1, en m, m', m", etc., on ait
OM _ OM' _ OM^ _
Oui ~~ Om' ~ (W7 ’
la courbe ab sera semblable à AB.
Si l’on imagine que la courbe a' b' soit reportée en ab , et que les lignes Ont, Om', Om", etc., se placent en on, on', on", etc., les points O et o , d’où partent les rayons proportionnels, sont nommés centres de similitude. Les rayons de l’une des deux courbes font entre eux les mêmes angles que ceux de l’autre courbe auxquels ils sont proportionnels, et qu’on peut appeler homologues.
La courbe ab peut avoir telle position que l’on voudra à l’égard de AB, sans cesser de lui être semblable. Quand cette position est telle, que les rayons de l’une soient parallèles à leurs homologues dans l’autre, on dit que les
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courbes sont semblablement situées. Lorsqu'elles sont disposées comme AB et a' b', de manière que les rayons homologues partent du même point et soient dirigés suivant la même droite, elles ont même centre de similitude, et situations semblables.
Le rapport constant qui existe entre les rayons vecteurs homologues se nomme rapport de similitude.
227. Proposons-nous actuellement le problème suivant : L’équation d’une courbe étant donnée , trouver l’équation générale des courbes semblables.
Soit AB [fig- 1 23) la courbe dont on donne l’équation
en menant de l’origine les rayons OM , OM', etc., et les divisant proportionnellement en ni, m! , etc., le lieu des points m, ni', etc., sera une courbe ab semblable à AB. Si l’on désigne par k le rapport de OM à O ni; par x, y, les coordonnées d’un point quelconque M delà courbe AB; par x', y', celles du point homologue m , il est visible qu onaura
d’où
— — f = — “T k x ' ÿ~ O ni
x — kx, y = hy' .
En portant ces valeurs dans F (.r, y) = o, l’équation résultante
(2) f{kx'tky') = o
comprendra toutes les courbes semblables à la proposée, en donnant au rapport k toutes les valeurs possibles.
Nous devons faire observer que ces courbes auront une situation particulière, puisque l’origine est le centre de similitude commun à elles et à la courbe proposée , et qu’en
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outre les rayons vecteurs homologues sont diriges suivant la même droite.
Donnons à ces courbes une autre situation , et supposons d’abord que les axes OX, OY, se transportant parallèlement à eux-mêmes en o'X', o' Y', la courbe ab devienne cd. Elle aura, relativement aux nouveaux axes, la même équation (a) que relativement aux anciens. Et, si l’on veut toujours la rapporter à ceux-ci, il faut changer dans cette équation x' en x' — a , et y' en y' — b , 'a et h étant les coordonnées du point o' par rapport aux axes OX , OY. On trouve ainsi l’équation
qui représente toutes les courbes semblables à la proposée et semblablement situées.
Cette équation n’a pas encore toute la généralité désirable; pour l’obtenir, il faut que les axes OX, OY, au lieude se transporter parallèlement à eux-mêmes , soient déplacés d’une manière quelconque dans leur plan. Si l’on suppose qu’ils soient devenus O'X', O' Y' (fig. 124)1 et que cd soit la nouvelle position de la courbe ab\ il est visible que l’équation de cd relativement aux nouveaux axes sera encore
et il s’agit de trouver quelle équation on doit avoir en rapportant la nouvelle courbe aux mêmes axes OX, OY, que AB.
Les deux systèmes d’axes étant obliques, pour passer des ^premiers aux derniers, on a les formules
x sin (0 — a) -4- y' sin (0 — a') x — a H TFT7 ’
x' sin a ■+■ y' sin a' sin 0
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dans lesquelles a et b sont les coordonnées de la nouvelle origine O'; 0 l’angle YOX; «, a' les angles X'O'E, Y'O'E, formés par O'X', O' Y', avec une parallèle à l’axe OX. Dans le cas actuel , on a
en introduisant cette condition dans les formules précédentes, on obtient
x' sin(S — <*) —y' sin a
x _ b + x' sin a + 7' sin (9 -4- a) sin 0
En eflèctuant quelques calculs qui ne présentent aucune difficulté, on déduit de ces relations les valeurs suivantes pour x' et y' :
, [x — «) sin ( 0 -f- a ) -4- { y — b ) si n a
sin 0
y — (•*■ — a) sin a -4- (y — b) sin (6 — a)
sin 0
Si r on porte ces valeurs dans l’équation F(W, k/) = o,
la courbe cd sera rapportée aux axes primitifs, et l'on aura , de cette manière, l’équation la plus générale des courbes semblables à la courbe donnée.
228. Nous allons appliquer cette théorie générale aux courbes du second ordre. Pour le faire d’abord le plus simplement possible, nous rapporterons l’ellipse et l'hyperbole à leurs axes principaux.
L équation de la première courbe étant
si l’on prend le centre de la courbe pour centre de simili-.
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lude, el si l’on désigne toujours par A le rapport de similitude, l’équation des courbes semblables à la proposée sera
ou, en supprimant les accents,
Ce qui apprend que toutes les courbes semblables à une ellipse sont des ellipses.
Si dans l’équation générale de ces dernières courbes, on fait successivement y = o, x = o, pour avoir les grandeurs des axes on obtient
Donc, pour que deux ellipses soient semblables , il faut el il sujjit que leurs axes soient proportionnels . O11 arrive exactement aux mêmes conséquences pour l’hyperbole.
En appliquant la méthode à la parabole y' = 2 px, on obtient
k7y7—‘ipkx , d’où y7=z-i-x.
O11 en conclut que toutes les paraboles du second degré sont semblables .
229. La règle très-simple que l’on vient d énoncer au sujet des ellipses et des hyperboles , a l’inconvénient d’exiger que l’on rapporte ces courbes à leurs axes principaux , ce qui entraîne dans des calculs assez longs. Il est donc important de chercher une autre règle au moyen de laquelle on puisse . facilement connaître, à l’inspection de leurs équations, st deux courbes à centre sont ou ne sont pas semblables. Soient
A /’ 4- B xy 4- C x7 -+• D y -+- E x 4- F = o ,
A 'y7 -t- B'xy 4- C'x7 4- D'r 4- Wx 4- F' = o ,
les équations de deux ellipses ou de deux hyperboles, rap-r portées à des axes rectangulaires. Si on les rapporte à leurs axes principaux, on aura deux équations de la forme
My1 + Nx’+ P = p,
M'y’ -+- Pi 'je* 4-P'=o;
et les longueurs de leurs demi-axes seront données par les formules
Comme on doit avoir (n°228) p= y, il viendra
N' _ M' Jt , M — N _ M' — N' .
N— ¥’ OU M -t- N M' •+- N' ’
mais on a trouvé (page 162)
y/(A — G)’-l-B’ y^A' — C')’ -h BM A ■+• C ~ A' 4- C 5
élevant au carré et divisant chaque numérateur par le dénominateur correspondant, il vient
’ H" (A + CJ’ ~ ‘ _l" ( A' -f- C' )’ ’
d’où
230. Si l’on veut que les deux courbes semblables soient semblablement placées, il faut que leurs axes homolo-
gues soient parallèles, ce qui exige que
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(page i56). On lire, tic l’égalité précédente,
1 ou
V7(A'— C'}1 + B'1 B' A' — C' Mais on vient de trouver
donc
ce qui conduit à
Donc , pour que (leux ellipses ou deux hyperboles soient , semblables et semblablement placées, il Jaut et il suffit que dans leurs équations , les coejficients des termes du second degré soient proportionnels.
B — 4 AC
ai ap ri n k x HF.I7. i lm r .
de sorte que
p _ V ^ B'r — 4A'C' _V^(A' + C')î P7“V'X B’ — 4 AC — V'X (A-t-C)’ ’
eu vertu de la formule (a).
tv i N' , , , , M' „
IJ une autre part , le rapport — étant égal a — » 1 est , par
conséquent, a quantité qui est équivalente a ^ ^ ;
donc l’expression du rapport de similitude est
231 . Nous avons vu que toute Courbe semblable à une parabole est elle-même une parabole, et que toutes les paraboles sont semblables. Cette propriété n’est pas particulière à la parabole, elle convient à toutes les courbes dont l’équation, réduite à sa forme la plus simple, ne renferme qu’une seule constante arbitraire.
Prenons l’équation générale
renfermant la seule constante p , et qui est homogène par rapport aux trois quantités x , y, comme on le voit dans l’équation
. y* — 3 pxy -t- x3 = o .
Le changement de x et de y en Air, ky; donne, pour les courbes semblables, l’équation
/.( kx , Ajr , /> ) = O ;
si l’on pose p — kp', elle devient
f(kx, Ay, ip') = o.
Supposons que la somme des exposants dans chaque terme de l’équation proposée soit égale à m \ il est visible que h'"
DE LA SIMILITUDE DES COURUES
sera facteur commun de l’équation précédente; donc, en divisant par A"', on aura une équation
qui ne différera de la proposée, qu’en ce que p sera remplacé par p1 . D’ailleurs , p' pouvant avoir telle grandeur que l’on voudra, à cause du facteur k, on en conclut que toutes les courbes données par l’équation
en y faisant varier p, sont semblables entre elles. 11 est permis d’ajouter qu’elles sont semblablement situées, et que l’origine est un centre commun de similitude.
232. Prenons encore l'équation = M log x, qui représente une famille de courbes nommées logarithmiques ; ces courbes diilérent les unes des autres par le coefficient M, mais elles coupent toutes l’axe. des a: à la mônie distance OA = i , puisque x — i donne y = o.
On reconnaît facilement qu’ elles ont pour asymptote la partie inférieure de l’axe des y, car x = o donne y = — oo •
En remplaçant x, y par Kæ, K.)r, il vient K_r = M logKx; d’où, en faisant M s» M'K ,
y — M' log Kx = M* log x 4- M' log K.
Si-l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes, en un point de l’axe des Y, dont l’ordonnée soit M' log K ; eu nommant x', y' les nouvelles coordonnées , on aura *■ *
x = x', y — y' 4- M' log K , pt l’équation précédente deviendra • y' = M' log x’,
équation qui représente encore une logarithmique. Comme M' peut prendre toutes les grandeurs possibles , il en résulte que toutes les logarithmiques sont semblables.
La relation
obtenue (n°229), étant satisfaite d’ elle-même quand les deux courbes sont des paraboles, on en conclura que cette équation exprime la condition générale de similitude des courbes du second ordre.
Pour exprimer que deux courbes du second ordre sont égales, il faut écrire qu’elles sont semblables et que leur rapport de similitude est l’unité; ce qui donne les deux équations de condition
B3 — 4 AC _ B'3 — 4 A'C' _ V _ (A-4-C)1 (A-t-C )'3 (A'-f- C')3 ** V7- (A'-t-C')*'
Ces deux équations conviennent aux paraboles aussi bien qu’aux deux autres courbes du second ordre , car la pre- . mière est toujours satisfaite dans le cas de la parabole , et la seconde exprime que les paraboles ont le même paramètre, comme on le vérifie facilement en exprimant dans V et V', que IP — 4 AC et B'* — 4 A'C' sont nuis.
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IDENTITÉ DES COURBES DU SECOND DEGRÉ ET DES SECTIONS CONIQUES ET CYLINDRIQUES.
234. Proposons-nous de déterminer les courbes obtenues en coupant, par un plan, un cône droit à base circulaire. Ces courbes se nomment sections coniques.
Soit MON ( fig . ia5) l’intersection du cône et d’un plan quelconque; par l’axe SC menons un plan perpendiculaire à celui de la section, il coupera la surface conique suivant deux génératrices opposées SA, SB; et sa trace sur le plan sécant MON sera une droite OX. Prenons cette droite pour axe des abscisses , et la perpendiculaire OY menée à OX dans le plan de la courbe, pour axe des ordonnées. Par un point quelconque M de la section, conduisons l’ordonnée MP. Posons OP = x , MP = y ; et cherchons la relation générale qui existe entre x et y.
En menant par le point P une perpendiculaire GH à l’axe du cône, le plan conduit par cette perpendiculaire et l’ordonnée MP sera perpendiculaire à l’axe et déterminera, par conséquent, sur la surface conique une circonférence GMH.
La droite MP, intersection des plans GMH, MON, perpendiculaires au plan ASB, est elle-même perpendiculaire à ce dernier plan, et, par suite , au diamètre GH de la circonférence. 11 en résulte alors
r* =GPxPH.
Nommons 2 6 l’angle au sommet du cône, a. l’angle SOX, et d la distance SO; on comprend que la forme et les dimensions de la courbe dépendent de ces quantités; et que pour obtenir son équation, il faut exprimer GP, PH en fonction de ar, dejr, et de ces mêmes quantités.
A cet effet , menons PD parallèle à SB et OKL perpendiculaire à l’axe SC, et rencontrant au point I la droite PD.
Le triangle POG donne
d’où
GP : x : : sin a : cose,
GP
x sin a cos 6
Pour obtenir PH, nous ferons remarquer que l’on a PH = 2 OK — 01.
Mais
OK. = rf.sin 6, et le triangle OPI donne
x : : sin (a -4- 2 6 ) ; cos e
car l’angle OPD est supplémentaire de POD -(- ODP, et
sin OIP = sin OLS = cos 6.
Donc,
01 = J-sin(g + 2ë) .
cos S
par conséquent ,
nlI , • - x sin (a -4- 2 6)
PII = 2 <7 sin 6 i J ;
et enfin
, , , 2 d sin a sinô sin a. sin (a -4- 26)
lij r,= x i i
rns fi rns-’ fi
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Avant de démontrer la réciproque, nous allons examiner les positions que doit avoir le plan coupant pour donner successivement l’ellipse, l’hyperbole 'et la parabole.
Pour la première courbe, le coefficient de .r’ doit être négatif-, on doit donc avoir
sina.sin(a -1- 26) ros3 6
Or, il est permis de regarder sina comme positif. F,n ell'et, si l’on applique OX sur OS, et si l’on fait tourner la première ligne autour du point O , jusqu’à ce qu’elle s’applique de nouveau sur SA , l’angle a , d’abord nul , sera devenu égal à 180 degrés 5 et si l’on continue à faire mouvoir OX, cette ligne prendra une position semblable à celle qu’elle avait lorsque l’angle a. était plus petit que 180 degrés.
Comme cos* o est positif, la condition
sina.sin (a 4- 26G
ri > <>
ros- 6
revient à
sin (a 4- 26) o.
Dans ce cas, on voit facilement que la trace OX , du plan sécant sur ASB, coupe la génératrice SB sur la nappe ASB de la surface conique, et que, par conséquent, le plan coupant rencontrant toutes les génératrices sur une même nappe de la surface, la courbe déterminée est rentrante et fermée; ce qui s’accorde avec la forme connue de l’ellipse.
Si l’on a a 4- 2 6 t8o°, la trace OX coupe la généra-
trice SB sur son prolongement SB', de sorte que le plan1 sécant rencontre une partie seulement des génératrices des deux nappes ; il en résulte donc deux branches de courbes
qui s’étcndeift indéfiniment chacune sur une seule nappe.
C’est la forme de l’hyperbole.
Enfin , si a. -+- i 6 = i8o°, OX est parallèle à SB, et le plan sécant rencontre toutes les génératrices, excepté SB, sur la nappe ASB, d’où il résulte une courbe formée d’une seule branche s’étendant indéfiniment sur cette nappe; on a donc la parabole.
Si l’on désigne par — h le coefficient de x5 de l’équation (i) , et si l’on suppose d — o, dans la même équation , elle deviendra
et représentera un point, deux droites qui se coupent, ou line seule droite, suivant qu’on aura
a-t-2-6<^i8o, >180, ou = 1800.
L’hypothèse a = 90° — 6 , introduite dans l’équation (1), rend les facteurs sin «, sin a -j- 26 égaux à cos S , et conduit à une équation de la forme
jr2= hx — x’,
qui représente une circonférence de cercle, puisque les coordonnées sont rectangulaires. Dans le cas dont il s’agit , le plan coupant est perpendiculaire à l’axe du cône.
On conclut de ce qui précède, que l’équation (1) peut représenter : i° une ellipse , un cercle et un point ; 20 une hyperbole et deux droites qui se coupent ; 3° une parabole et une ligne droite.
On voit qu’elle ne peut jamais représenter deux parallèles, ou une ligne imaginaire, et que, par conséquent, elle est moins générale que l’équation
A j-’-h B xj + Cx'-t- D/ -|- Ex + F = o,
235. Occupons-nous maintenant de la question inverse de celle que nous venons de résoudre.
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En rapportant cette dernière courbe à l’un de ses axes, et à la tangente à l’un des sommets, on sait que son équation sera de la forme
(a) /7 = 2px 4- qx'-,
2 p désignant le paramètre et (] le carré du rapport du second axe au premier (abstraction faite du signe).
Il s’agit de savoir, les quantités /?, <7, 0, d , étant données, si l’on peut déterminer pour d et a des valeurs réelles et finies, qui rendent l’équation (1) identique avec (2).
En égalant respectivement les coefficients de x et de x * dans les deux équations, il vient
tl sin a . sin S
cos 6
sina.siîi(a -+- 26)
cos7 6 . ^
L’équation (3), étant du premier degré par rapport à. d, donnera toujours une valeur réelle pour cette inconnue, si l’on peut tirer de l’équation (4) une valeur de cette espèce pour a. ; •
Pour obtenir ce dernier angle, nous allons changer la , forme de l’équation (4). A cet effet, nous rappellerons que la trigonométrie donne , en général ,
2 sin A sin B — cos (A — B) — cos (A -+- B) ;
d’où nous tirons
cos 2 6 — cos(2 a 4- 2ë) = 2 sin a.sin(a -h 26),
et , par suite, l’équation (4) devient
cos 26 — cos ( 2 x -4- 2 6) = — 2 q cos1 S,
• • * , As? *
3SK
On en déduit
Or,
COS ( 2 X -h 2 6 ) = COS 2 6 4- 2 <] cos’ 6. cos 2 S = cos’ G — sin1 ë = 2 cos! ë — i ;
donc enfin
COS (2a-t~2ë) = 2(l-+-<7) COS1 6 — I .
Dans l’ellipse, le rapport q est négatif et <[ i. Il eu résulte que la valeur 2 (1 -t- q) cos’ 6 — 1 est comprise entre t et — 1 ; qu’alors l'arc 201-1-26 est réel, et, par suite, que a l’est aussi.
Donc, un cône droit étant donné, on peut toujours le couper suivant une ellipse aussi donnée.
Dans l’hyperbole, q est positif et peut avoir une grandeur quelconque. Si la valeur de' cos ( 2 a -f- 2 6) est négative, il est visible qu’elle sera plus petite que l’unité, et, par conséquent, a sera réel. Mais il n’en est plus ainsi quand cette valeur est positive. Dans ce cas, il faut qu’011 ait .
2 ( 1 -h- <7 ) cos’ ë — I I J
d’où
• cos ®.
Pour interpréter cette condition, remplaçons q par le carré du rapport des axes ; elle devient
cos ë
Or, en désignant par 0 l’angle des asymptotes avec l'axe» trans verse, on a
donc
(/«’ -t- b* cos 6. cos 9, ,
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d’où
6 9 et 2 6 2 9.
On voit par là que, pour placer une hyperbole sur un cône droit, il faut, que l’angle au sommet de ce cône soit au moins égal à celui des asymptotes de la courbe.
Dans la parabole, q = o; alors l’équation (4) donne, ou
sina = o, ou sin (a 4- 2 6) = 0.
La première valeur doit* être rejetée, puisqu’en la mettant dans l’équation (3), on aurait
et que l’équation ( 2) ne représenterait plus une parabole. On doi t donc prendre
-sin (a 4- 2 fi) = o.
Or a -4- 2 o est moindre que 36o degrés; il faut donc poser «4-26 = 0, ou a -f- 2 6 = 180".
On peut négliger Légalité a. -+- 2 1> = o , qui donne pour a une valeur négative. Quant à l’égalité « 4- 26 = 180°, elle montre que la ligne OX doit être parallèle à SB. C’est ce qui doit arriver dans le cas de la parabole. Ainsi , toutes les paraboles peuvent s’obtenir en coupant un cône droit par des plans.
Remarque. — Les ellipses ou les hyperboles que l’on trouve en coupant un cône droit par des plans parallèles, sont des courbes semblables. E11 effet, l’angle a restant le même, le coefficient de xs dans l’équation des sections du cône ne change pas : or ce coefficient représente , abstraction faite du signe, le carré du rapport des axes; ces derniers sont alors proportionnels,, et, par suite, les courbes de même nom sont semblables.
En suivant la même marche que pour le cône, ou
3/fr» CIlAPITIHE quatorzième.
peut obtenir l'équation générale de l’intersection d’un cylindre droit à base circulaire par un plan.
En effet, soit OMC (fig. 126) la courbe déterminée par un plan quelconque; en faisant les mômes constructions que pour le cône, on arrivera à la relation
MP = I>G x PH ,
ou, en désignant par x , y, les coordonnées d’un point quelconque M de la section , *
y' — PG X PH.
Or, si l’on désigne toujours par a. l’angle AOX, et par r le rayon du cylindre, on aura
GP = x sin a et PH = 2 r — x sin a ;
d’où
(1) j,= 2rarsina — x'1 sin1».
Cette équation peut être mise sous la forme
Y- — sin! a — X — x- •
\ sm a )
l'in comparant cette dernière équation à
on a
— — si lia , et — — = rt; a sm a
d'où l’on tire
b = a . sin u — r.
Donc, les sections faites dans une surface cylindrique droite à base circulaire par des plans inclinés sur celle base , sont, des ellipses qui ont toutes pour petit axe le diamètre du cylindre.
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Puisqu’on faisant
«n obtient
: = a , el sm a = - ?
y'= (2 fi x — .r’),
ETC
1 égalité a — montre que si l’angle a. diminue , le premier axe de l’ellipse peut devenir aussi grand qu’on voudra. On pourra donc placer sur un cylindre une ellipse donnée, quelle que soit la longueur de son grand axe, pourvu que le petit, axe soit égal au diamètre du cylindre. L’équation
y1 — 2 rx sin a — x 1 sin1 a
peut être déduite de l’équation des sections coniques
2 d sin a sin 6
J cos G
sin a . sin (a 4- 2 G ) cos' 6
mais il faut d’abord introduire dans celle-ci la distance OK (fig- 125). Faisons ' »
OK
le triangle OSK donne
r = d sin G ,
et l’équation précédente devient
2 r sin a sin a. sin l a H- 26)
Jg x
cos G cos' 6
Alors, si l’on suppose 6=0, les génératrices AA', 151»' (fig. 125), deviennent parallèles, et le cône se change en cylindre. Par cette hypothèse, l’équation se réduit à
2 r sin a.* — sin’ a.-r1.
237. Les trois courbes du second ordre peuvent être obtenues en coupant par un plan un cône oblique à base circulaire.
Menons par l'axe du cèpe un plan perpendiculaire à sa base, et soit ASB ( fig . 127) la .section résultante qu’on nomme section principale. Représentons par 7, ü, les angles ‘ SAB , SBA. Cela fait , par un point O de la génératrice SA , conduisons un plan perpendiculaire à celui de la section principale, et désignons par OX l’intersection des deux plans. La position du plan coupant sera déterminée par la distance SO = d, et par l’angle SOX = a. En conduisant par un point quelconque M de la section conique un plan parallèle à celui de la base, l’intersection sera un cercle EMF, et la droite MB qui joint le point M au point P, où les lignes OX et EF se rencontrent , sera perpendiculaire au plan ASB. Par conséquent, on aura d’abord
EP
x sin a sin 7
D’ailleurs, en menant PU. parallèle à SB, et OIG parallèle à EF, on aura
PF = OG — 01 et OG : rf : : sin (7 H- 5) : sin 5;
d’où
(/.sin (7 + 5) sin S
De plu
ou
ce qui donne
01 : OP : : sin OPI : sin OIP, 01 : x :: sin (7 5 — a): sin 5;
x . sin ( 0 -j- 7 — sin S
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11 «’ii résulte
rfsiniv-M) x sin (7 -H 5 — a)
PK — . il— r - 1
sin# sin S
et, par suite,
‘ cl sin a sin (7 + i) sin a sin (7 -+- 8 — «) y — ' , sin 7 . sin 5 sin 7 . sin 5
équation du second degré qui représentera les trois courbes, selon qu’on aura
car la valeur absolue de y •+• d — et est moindre que 1 80 degrés.
En nommant s l'angle ASB, les conditions précédentes reviennent à
238. Examinons si la section peut être une circonférence : il faut pour cela que
sin a sin (7'+ 8 — a) = sin 7 sin 8 ,
ou, en remplaçant le produit de deux sinus par la différence de deux cosinus ,
cos (7 -+- 5) — cos( 2 a — 7 — â) = cos (7 -f- 8 ) — cos (7 a) , équation qui se réduit à
cos ( 0. a. — 7 — i) = cos (7 — 8).
Pour que deux arcs aient le même cosinus, il faut et il suffit que leur somme ou leuç^Ümérence soit un multiple pair de la demi-circonférence; o^aùra donc toutes les solutions de cette équation en posant^
y — J .4- 7 — 8 = ik\ j,* d’où « — 8= Air, .
2 a — 7 8 — 7 + i=ï2Ï)t, d’où y. — 7 — kir.
Or, les angles a, y, d sont moindres que 180 degrés; donc
et, par suite ,
a = y , OU , a = S.
On voit par là que la section est une circonférence lorsque le plan coupant est parallèle à la base, ce qu’on savait déjà, et lorsque ce plan est dirigé de manière qu’il fasse avec la génératrice SA un angle SOX égal à l’inclinaison de SB sur la base.
Cette seconde section est dite antiparallèle , ou souscontraire.
23.9. Cherchons actuellement l’équation générale de l’intersection d’un cylindre oblique à base circulaire et d’un plan .
Par l’axe CC' ( fig . 128) du cylindre conduisons un plan perpendiculaire aux bases du cylindre, soit ABA'B' la section résultante qu’on nomme section principale ; représentons par â , */, les angles BB'A', A A'B; et, par un point O de la génératrice AA', conduisons un plan perpendiculaire à celui de la section principale. Soient OX l’intersection de ces deux plans , et a l’angle AOX.
E11 menant par un point M de la section du cylindre un plan parallèle à la base A'B', il coupera la surface cylindrique suivant une circonférence FMG , et le plan ABA'B' suivant la droite FG parallèle à A'B'. La droite MP, qui unit le point M au point de rencontre P des droites OX, FG, sera perpendùmlaire au plan de la section principale AA'BB'. On aura do^ic
r sin a sin
sin2 a .
~ ï x * sin’7
équation qui représente une ellipse.
Pour que la section soit une circonférence, il faut que sin* a. — sin* y. Comme les angles a , y, sont moindres que 1 80 degrés , la condition sin* a = sin* y donne
a =7, ou a=i8o° — 7 = 5.
O11 obtient donc un cercle en coupant le cylindre par des plans qui forment avec AA' des angles égaux à BB'A' ou â. Le cercle obtenu en prenant a = â est encore nommé section antiparaUcle , ou sous-contraire.
CHAPITUE QL IK'/.IEME.
Définitions. Formules générales.
24 0. Jusqu'à présent nous avons déterminé la position des différents points d’un plan , en les rapportant à deux axes tracés dans ce plan; mais on peut fixer la position de chacun de ces points au moyen de sa distance MF (fig- 12g) à un point F donné sur le plan, et de l’angle MFG que la droite MF fait avec une droite FG connue de position.
Le point fixe F se nomme le pôle ou origine; la droite FG est l’axe polaire; la distance MF est le rayon vecteur du point M, et MFG est l’angle décrit par le rayon vecteur.
Le rayon vecteur FM et l’angle correspondant MFG sont appelés coordonnées polaires du point M.
Pour montrer la correspondance du rayon vecteur et de l’angle, on suppose qu’une droite FK , passant par le point F, soit d’abord appliquée sur FG et que cette droite FK tourne autour du pôle F, toujours dans, le même sens : alors un point pris arbitrairement sur cette ligne décrit un arc qui peut croître jusqu’à l’infini j et si FK tourne en sens contraire, l’arc décrit sera négatif et pourra croître jusqu’à — 00 . C’est cet arc qui mesure f angle formé par le rayon vecteur et l’axe polaire. Nous désignerons dorénavant par c>) l’angle dont il s’agit.
Quant au rayon vecteur FM , nous le représenterons par p, et il pourra recevoir toutes les valeurs possibles,
soit positives , soit négatives. Les premières se rapportent aux points situés sur le rayon vecteur même, et les dernières aux points placés sur son prolongement de l’autre côté du pôle.
D’après ce que l’on vient de dire, quand on donnera pour les variables u et p des valeurs particulières , on pourra fixer la position du point auquel se rapportent ces coordonnées.
Soient , par exemple , w = 3 it>° et p = 4 ; on prendra l’arc âyê = 3i6°, et l’on mènera la droite F6M', sur laquelle on portera dans le sens Fë la distance FM7 égale à 4- Si l’on donnait w = 3i60, et p = — 4> il faudrait prendre FM"= 4 sur le prolongement de FS de l’autre côté du pôle F.
241 .• Cherchons , maintenant, les formules qui servent à passer d’un système de coordonnées rectilignes quelconques à un système de coordonnées polaires.
Soient AP et MP (fig- i3o) les coordonnées rectilignes d’un poiftt quelconque M rapporté aux axes AX, AY ; F le pôle , et FG l’axe polaire ; on aura
AP ~ x , MP = y-
L’angle MFG et la distance FM représentant les coordonnées polaires du même point , ou fera
MFG = m et FM — p.
Menons parallèlement .aux premiers axes les droites FX', FYy, qui coupent MP en D, et AX en H. Désignons par a et b les coordonnées AB, BF du pôle F; par « l’angle GFX', et par 9 l’angle YAX , ou Y' FX'.
On aura d’abord
x — a -F FD, y — b -y Ml).
Or, le triangle FMD donne
FD sin FMD sinY'FM FM ~ , sin MDF ~ suTmDX' ’
d’où
FD sin (6 — w — a)
P sin 0
FD = p..sin(9“W“a)-
sin 6
Un déduit du même triangle
MD sin MFD
ce qui conduit à
MF sin MDF
MD sin (m a)
p sin fl
sin (w -f- a)
MD = p.
sm 0
En portant ces valeurs de 1*’D et de MD dans celles de X et de j', on obtient
sin (0
sin 0
sin (u4- a) sin 0
Lorsque les coordonnées x, y, sont rectangulaires, on a fl = 90°,
(2) x = a -f- p.cos(w 4- a), J — b -4- p. sin (w a) ,
formules que l’on pourrait obtenir directement.
Quand l’axe polaire est parallèle à Taxe des x, a — o, et, en supposant les coordonnées x, y , rectangulaires, on trouve
x =z a - f- p cos u , y = b -f- p sin «.
Les formules (1) sont rarement employées, mais on fait souvent usage des formules (2). En partant de ces dernières formules, proposons-nous de transformer les coordonnées polaires en coordonnées rettilignes. Pourv oarvc-
nir, nous ferons remarquer que des formules (2) on tire successivement
x — a = p.cos(u -1- a), y — b = p. sin (o> -+- a) ,
tang(w + j) = î (àr — a)J+ (/ — b)*— p1,
X — fl
Les formules demandées sont donc
tang (m -f- a) = 5 p — ^(x — a)- ■+■ [y — 6)’.
Si l’on prenait l’axe polaire pour axe des x , et le pôle pour origine, 011 aurait
ce qui conduirait à
tang w = - , p — y/r’ -+• x7.
242. Distance de deux points en coordonnées polaires. — Soient O le pôle , OZ l’axe polaire, et M', M", les deux points considérés ( Jig . i3i). F.11 représentant par w', p', les coordonnées du point M'r et par u", p ", les coordonnées du point M" ; si l’on désigne par à la distance M' M", on aura, d’après une proposition connue ,
S7 = p + p"- — 2 p' p" COS («" — eu' ),
d’où
S — \Jpn -h p"1 — 2 p' p" cos ( m" — o>' ).
243. Équation polaire de la ligne droite. — Soient O le pôle, OZ l’axe polaire ( Jig . 1^2). Une droite AB sera déterminée de position , quand on connaîtra l’angle BAO=a quelle fait avec l’axe polaire, et la longueur p de la perpendiculaire OP abaissée du pôle sur cette droite. C’est donc en fonction de ces données que nous allons déterminer
sou équation. Pour cela , soit M un point quelconque de la droite; en faisant OM = p, MOZ = W, le triangle rectangle MOP donne
p = p.sin OMP = p.sinfMOZ — MAZ) = p.sin (w — a) ; d’où l’on tire ...
• sin (u — a)
Telle est l’équation de la droite.
En faisant w = o , on a
, = ' ■ sin a
ce qui détermine le point A de la droite. Si w croit depuis o jusqu’à a, les valeurs de p, toujours négatives, iront en
croissant numériquement depuis - - jusqu’à, l’infini , ce
qui donne la partie de la droite située au-dessous de l’axe polaire.
De w = a à w = 90° -f- « , les valeurs de p sont positives et décroissantes. L’équation donne alors tons les points delà partie de la droite placée au-dessus de l’axe polaire jusqu’au point P, qui est déterminé par l’hypothèse
w = « -+- 90°, .ou w — a = qo°.
En continuant de faire croître jusqu’à 180 degrés, les valeurs de p croissent depuis p jusqu’à OA, et font connaître la partie PA de la droite.
Remarque. — Lorsque la droite (1) passe parle pôle, on a P = o;
pour que p puisse prendre dillérentes valeurs, il faut qu'on ait aussi
sin ( ta — a ) = 0 , d’Ôl'l « = a. . .
Telle est, alors, l’équation de la droite. On la trouve aussi
(1 une manière directe en observant que toutes les valeurs de « sont égales à l’angle que la droite fait avec l’axe polaire, quelque valeur qu’on donne à p.
Si a = o, sans que p soit nul, la droite est parallèle à Taxe polaire , et son équation devient
sin si
Dans l’hypothèse a = 90°, la droite est perpendiculaire à l’axe , et l’on a
0 = ' — , ou a ~ — —
COS W
en supposant p négatif.
244. En dévelopant sin (co — ■ «) , et en posant h— 2 COS a , . /■ — sin a ,
l’équation (1) pourra être mise sous la forme
h Sin a -h K COS (.)
h et h étant liés par la relation kl — A* = i .
Pour construire une droite donnée par son équation polaire, on déterminera deux quelconquesde ses points, ceux, par exemple, qui correspondent à
&) = O et w ==: QO°
Soit la droite p = — . „
1 ism» + 3 cos (
ment « = o et w = 9°°? 011 a
En faisant successive-
Si l’on prend OA = ( Jig . i33), et la perpendiculaire
OB = - 5 AB sera la droite représentée par l’équation
donnée.
245. Cherchons l'équation d’une droite qui passe patdeux points donnés w', p’ ; o>", p".
Cette équation est de la forme
h sin w -f- /■ cos u
11 faut déterminer p, h, h, en fonction de p w", p". En exprimant que les points donnés appartiennent à la droite, on aura les deux équations
' h sin -+- k cos w' ’
1 h sin w" *|- k cos u" ’ .
d’où l’on tire, par un calcul facile,
(p' COSw' — p" cosw") p p'p"sin(w" — ut') ’
(p'sinu' — p"sinw")/< kT . ’ p'p" sin(u"— «') ’ . .
en portant ces valeurs dans l’équation (2) , p disparaît et l’on a
- p'p" sin — o>')
^ p'sin(w — u>') — p''sin(w — «")
24B. Déterminer les coordonnées polaires du point de rencontre de deux droites.
Soient
? h sin u -|- A cos m h' sin w ■+■ k' cos'w ..
les équations de deux droites ; on aura les coordonnées d<;
leur point de rencontre, en cherchant les valeurs de p et de w qui satisfont à leurs équations,
L’élimination de p conduit à
h sin w -4- k cos w h' sin w k' cos w
En faisant disparaître les dénominateurs, et en divisant par cos w , on trouve
kp'— k'p
d’où
sin w = —
cos u = —
tang“ = - hp'-h’pi kp' — k' p
<j(kp>-k'py+(hp'-h'py ’
hp' — h' p
\l{kP'-k'Py+(i,p'-h'py
Si l’on porte ces valeurs dans l’équation de l’une des droites , on obtient
^kp'-k'Py+[/ip'-ph')
P— ( hk' — h' k)
Lorsqu’on suppose h'=h, k' = k , le dénominateur de la valeur de p est nul sans que le numérateur le soit, car p' est différent de p. La valeur de p est alors infinie, le point d’intersection des deux droites est à une distance infinie, les deux droites sont parallèles.
Il résulte de là que si p = représente
' 'h sin « — t- k cos 01 r
une droite donnée, l’équation p — -r~- —, sera celle
d’une parallèle quelconque à cette droite.
Si l’on voulait que la seconde droite passât par le point dont les coordonnées sont o>' et p', on aurait
h sinw'-t-/ cosw' ’
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d’où l’on tirerait
et , par suite,
p' = p' ( h sin (./ 4- k cos u' ) ,
p'. ( h sin w' 4- k cos «') ^ h sin w -+■ k cos «
hk'—h'k hh' 4- kk
Si les droites sont parallèles, tang 0 = o, et l’on a v hk'—h'k = o, comme précédemment.
Si elles sont perpendiculaires, tang0 = co , et l’on a hh' 4- kk' = o , et hk' — h' k < ou >o; conditions auxquelles on satisfait en posant h'—k, k'= — h.
L’équation d’une perpendiculaire quelconque à la première des droites précédentes sera donc
‘ k sin o> — h cos w
Si l'on voulait que cette dernière ligne passât par un point donné (w', p') , on trouverait
p'(X sino)' — h cost./)
‘ k sin w — h cos «a
Les problèmes sur la perpendiculaire se résolvent plus facilement lorsque l’équation de la droite donnée est sous
la forme p = . ; ^ En effet, pour qu’une autre droite r sjnfw — a) r ^
p = ^ !>- — soit perpendiculaire à la première, il suffit que
a! — a=go°; d’où a!— go°-f- a.
Cette valeur de a', portée dans la dernière équation, donne
p = -, > > ou p = - >
cos ( w — a J cos ( w — a)
puisque le signe de p' n’est pas déterminé.
La longueur de la perpendiculaire abaissée d’un point connu («', p') sur la première droite est
p' sin(w' — a) — p ,
expression qui deviendrait p' sin («' — a), si la droite passait par le pôle.
248. Équation polaire du cercle. — Soient r (fig . 1 34 ) le rayon CM de la circonférence ; p', w' les coordonnées polaires du centre C ; et p, w, celles d’un point quelconque, M, du cercle : la distance des points (p, u), (p', w') est
\jp -+- p'3 — app'cosfw — o)') (n°242).
En égalant cette distance à r et élevant au carré, on a l’équation du cercle
(l) p’ 2p'pCOs(u — w'J-t-p'3 — 7^ = 0.
Quelque valeur qu on attribue à w, on a pour p, deux va-
leurs dont le produit est constant et égal à p” — r*. D’où l’on conclut aisément les théorèmes relatifs aux sécantes et aux cordes démontrées ( n° 58).
Lorsque le pôle est intérieur au cercle, on a p' <V ; par suite , les valeurs de p tirées de l’équation (i) sont réelles, quelle que soit celle que l’on donne à «.
Quand le pôle est placé extérieurement , si l’on résout l’équation (i), l’expression
p = p' cos (w — w') ± s/r3 — p'1 sin3(w — ta'),
à laquelle on parvient , n’est réelle qu’autant que les valeurs attribuées à w donnent
r^> ou = p' sin ( « — ta').
L’expression
p' sin ( « — w' )
représente la perpendiculaire CK , abaissée du centre sur le rayon vecteur CM. On voit par là que les tangentes menées du pôle à la circonférence sont les limites de position des rayons vecteurs.
En plaçant le pôle sur la circonférence, on a P'= r>
l’équation (i) est divisible par p, et devient p = 2 r COS ( w — ta').
Si l’axe polaire passait par le centre, le pôle étant toujours sur la circonférence, l’équation serait
p =: 2 r cos ta.
Enfin, l’équation du cercle se réduit à p — quand le pôle se confond avec le centre.
249. Déterminer les conditions de V intersection et du contact de deux cercles.
Prenons pour pôle le centre O de l’un des cercles , et pour axe polaire la droite qui joint ce point au centre O' du second cercle. Désignons par r, r ', les deux rayons, et par p' la distance des centres. L’équation du premier cercle sera
et celle du second ,
p’ — 2p'p cosm -+- p'1 — r'1 = o.
En supposant que ces deux équations existent simultanément, on aura
r 3 — ap'rcosu -H p'1 — r'1 = o ;
d’où
cos w — —
Pour qu’il y ait intersection , il faut qu’on ait
cos « < l , ou r1 p'1 — < 2 p' r ; ce qui conduit à
On peut toujours supposer le pôle au centre du plus grand cercle, et regarder p' comme positif; alors l’inégalité précédente donne
f'O-t-r', et p' >/•—/•';
conditions connues.
Lorsque ces conditions sont remplies , on a cos w i , et, par suite, on trouve pour w deux valeurs dont la somme est égale à 36o degrés ; ce qui détermine deux points situés de part et d’autre de la ligne des centres, à égale distance de cette ligne. Si les deux points se réduisent à un seul, l’angle w sera nul , et cos w — i. Alors ,
On en conclut
r -J- r' — p' = o , ou r — p' — r — o ;
ce qui revient à
p' = r r', ou p' = r — / ;
conditions du contact des cercles.
250. Équation polaire de V ellipse. — Prenons pour pôle le foyer F' (fig. i36), et pour axe polaire le grand axe de la courbe. Le point M étant un point quelconque de la courbe, si l’on nomme o le rayon vecteur F' M , c la distance OF', et o) l’angle variable MF' X; en abaissant du point M la perpendiculaire MP sur l’axe polaire, le triangle rectangle MF' P donnera
F'P = p . cosu.
Or, on a vu (page 176) que
Mais
ex a’ ■+• ex
x = F' P — c = p cos u — c.
Substituant cette valeur de x dans l’équation p — ° CX •>
il vient
_ aJ -H c ( p cosw — c) a- — c! 4- c p cosu
d’où
a — c cos u a — c cos u
Divisant les deux termes du second membre par a, et faib 1 c
saut — — p. - — e , on a a ’ 1 a
1 — e cos u Cette équation caractérise 1 ellipse.
Eu effet, si l’on suppose d’abord w = o, on aura b !
Ce qui détermine le sommet A.
En faisant croître ti> de o à go degrés , les valeurs de p diminuent de a -t- c à p , et l’on obtient la partie de la courbe comprise entre les points A et K.
Pour les valeurs de œ renfermées entre 90 et 180 degrés, le cosinus étant négatif et croissant , le dénominateur de la
valeur de p augmente, et* par suite, p diminue de p à b*
— = a — c ; valeur qui correspond au sommet A'. La
seconde partie de l’ellipse se déterminerait en faisant varier w de 180 à 3<3o degrés.
251 . Équation polaire de V hyperbole. — En représentant par c la distance OF (fig. 1^7), par pie rayon vecteur FM , on a trouvé (page 232)
ex
— — a , ou p
ex
suivant que le point M est situé sur la branche qui renferme le foyer F, ou sur la branche opposée. Quelle que soit la position du point M, si l’on désigne toujours l’angle MFX par w , on a
x — c -t- p cos w ;
portant cette valeur dans les équations (1) , et faisant
on obtient
e cos m
On ac^i, puisque c surpasse le demi-axe a.
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Nous ferons remarquer que dans les équations (i) , p doit être positif, et qu’alors cette hypothèse doit être maintenue dans les équations (a) et (3), déduites des équations (i). Dans ce cas, il faudra rejeter les valeurs négatives de la variable p; alors, l’équaliou (a) détermine une branche de l'hyperbole , et l’équation ',(3) détermine l’autre. Pour le prouver, nous allons discuter successivement les deux équations.
En supposant d’abord le rayon vecteur appliqué sur l’axe polaire, il faut faire u = o ; et l’équation (2) donne
Cette valeur est négative , puisque e surpasse l'unité. Il ne correspond donc à cette valeur aucun point de la courbe.
Puisque p est positif, le signe de p sera généralement celui du dénominateur 1 — e cos w ; or, en faisant croître u à partir de zéro , 1 — e cos w restera négatif jusqu’à ce qu’on ait
1 — e cos w = o , d’où
Si dans la dernière expression on remplace e par sa valeur - , on aura n
cos w —
Cette valeur de cos w. est celle qui convient à l’angle que l’asymptote OL (fi g- i3y) fait avec l’axe transverse. Donc, en menant par le foyer la parallèle FK à l’asymptote OL , cette parallèle est la limite jusqu’à laquelle s’élève le rayon vecteur, sans cesser d’être négatif. Représentons par v l’angle KFX. Lorsque l’angle o> surpasse e, le dénominateur 1 — e cos w devient positif. Pour u = v, on a
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Pour les valeurs de o> comprises entre v et 90 degrés , celles de p vont en décroissant, et lorsque « = 90°, on obtient
On trouve de cette manière l’arc NH.
Au delà de FH , w continuant d’augmenter, cos co devient négatif; scs valeurs absolument vont en croissant, et p diminue encore jusqu’à ce qu’on fasse w = 1800. Dans cette supposition,
cos w = — 1 , et , par suite , p = — — —
Cette valeur est celle du rayon vecteur FA , comme on le re-
connaîtrait facilement en remplaçant p par —■> et c par —
L’hyperbole se trouve déterminée jusqu’au sommet A.
De 1 80 à 36o degrés , cos w prend les mêmes valeurs , mais daus un sens inverse; d’où il résulte que ^i l’on fait l’angle R'FX égal à KFX, c’est-à-dire si l’on mène une’ parallèle à la seconde asymptote, on trouvera dans l’angle OFK', l’arc AH'N'.
Dans l’angle K'FX , le rayon vecteur est négatif, comme il l’était dans l’angle KFX.
Il est inutile de faire croître l’angle co au delà de 36o degrés, puisque le rayon vecteur prenant les mêmes positions et les mêmes valeurs que précédemment, on 11’aurait pas de nouveaux points de la courbe.
L’équation p = — ne donne que la première
* 1 1 — e cos «
branche de l’hyperbole.
Considérons, maintenant, l’équation p = — — • En
1 r 1 -+- e cos w
faisant varier w de o à 90 degrés , le dénominateur restant toujours positif, les valeurs de p ne cessent pas d’être né-
gatives ; au delà de 90 degrés, le cosinus devenant négatif, il en est de même du second terme e cos co ; mais les valeurs de p seront encore négatives jusqu’à ce qu’on ait
H e cos w = o
d’où l’on tire
Donc, si l’on mène FKff parallèle à la seconde asymptote, c’est-à-dire si l’on prolonge FR', les rayons vecteurs compris dans l’angle K"FX seront négatifs; mais ceux qui seront renfermés dans l’angle K"FX' seront positifs et décroissants. Quand on fera cos w = — 1, on trouvera
On déterminera , ainsi, l’arc d'hyperbole N^A'. En faisant croître 0) de 180 à 180°-+- e, 011 trouverait l’arc A'N'".
En attachant au rayon vecteur la condition d’être positif, les équatious (2) et (3) étaient nécessaires pour déterminer les deux branches de l’hyperbole. Mais, si l’on écarte cette restriction, et que, suivant la règle établie, on porte les valeurs négatives sur le prolongement du rayon vecteur, l’équation (2) pourra déterminer la seconde branche de la courbe.
En elï’et , soit un rayon vecteur FG formant l’angle w' avec l’axe polaire, l’équation {2) donnera
IL
‘ I — C COS ta'
Regardons celte valeur comme négative. Pour le prolongement de FG' de FG, on a
ta — ta' -i- 1 8o° ;
cette valeur, portée dans l’équation (3), conduit à
1 — c COS ta
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quantité qui est positive, puisque, par hypothèse, la préeédente est négative. Elle fait donc obtenir un point G' de la branche A /NW : ce point est celui qu’on eût trouvé en portant la valeur négative de o déduite de l’équation (2) sur le prolongement de FG. Donc, en admettant les valeurs négatives du rayon vecteur, et en les portant dans le sens où elles doivent être comptées, l’équation (2) donnera toute l’hyperbole. La même condition serait remplie par l’équation (3).
252. Équation polaire de la parabole. — Plaçons le pôle au foyer F ( fi g. 1 38 ) , et prenons pour axe polaire l'axe de la courbe. On sait (n° 192) que
En faisant l’angle MFX = «, 011 a
1 COSw.
Cette valeur, portée dans l’équation p — - -+- X, donne
I — C COS
pour l’équation polaire de la parabole.
En faisant varier m de o à 36o degrés,- on voit facilement que 1 équation (4) détermine les points de la parabole.
Si l’on rapproche les équations polaires des trois courbes, on reconnaît que ces lignes peuvent être données par la seule équation
1 I C cos w
dans laquelle p représente le demi-paramètre. On aura l’ellipse, l’hyperbole ou la parabole, selon que le rapport c sera 1 ou 1 , ou = 1 .
DES TANGENTES EN GÉNÉRAL
2o3. Nous avons dit qu on nomme tangente à une courbe en un point donné la limite vers laquelle tend la direction d une sécante que l’on fait tourner autour de ce point, jusqu à ce qu un second point d'intersection se rapprochant indéfiniment du premier, vienne coïncider avec lui.
Nous ferons observer qu’une droite, tangente à une courbe en un certain point, peut la couper en un ou plusieurs autres points.
Cela posé, cherchons 1 équation delà tangente menée au
point M {fi g- 139) d une courbe algébrique , dont l’équation
est supposée entière et rationnelle.
En appelant x', y' , les coordonnées du point de Contact , nous prendrons sur la même courbe un second point M', ayant pour coordonnées x/ -f- h , y' 4- A, et nous joindrons ces deux points par une droite indéfinie SMM'. Son équation sera
eu y ajoutant les équations
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qui expriment que les points M, M', appartiennent à la courbe proposée.
Développons la dernière équation, en ayant égard à celle qui la précède immédiatement; nous aurons
j;{x\ï)k+*fxy{x\/)± i+...
Si l’on fait tourner la sécante SMM' autour du point M, le rapport ~ > qui détermine la direction de cette droite,
variera et se présentera sous la forme quand le point M'
sera confondu avec M , puisqu’alors h et A sont nuis. Ce rapport, toutefois, n’est pas indéterminé, car la sécante tend nécessairement vers une limite fixe. Pour obtenir la
limite du rapport écrivons l’équation (3) sous la forme
suivante :
[*] Nous désignons , suivant l’usage, , J ./*>, etc., les dérivées
successives du premier membre de l'équation (i) prises par rapport à x seulement. De même, fÿ i, etc., représentent les dérivées relatives à
En divisant celte dernière équation par h , tous les ternies qui contiennent h à une puissance supérieure à la première renfermeront encore cette quantité. Alors, si l’on suppose que h tende vers zéro , les termes qui suivent le premier tendent aussi vers zéro, et l’équation qui détermine la limite cherchée est
/*(*'»/)+ /y (x'> J') hm. — o;
d’où
L’équation de la tangente, au point ( x y') de la courbe qui a pour équation f (x,y) — o, est donc
f.WS),
ou , ce qui revient au même ,
(7) fy [3f>y)^r — y')+fx (*'» /)■{* — *')
avec la condition
La formule (5) fait voir que le coefficient angulaire de la tangente à une courbe algébrique est le quotient, changé de signe des dérivées respectives du premier membre de l’équation proposée , prises par rapport àx et par rapport à y, et dans lesquelles on a remplacé ces variables par les coordonnées du point de tangence.
la variable y. La notation/" indique la dérivée de f 'x prise par rapport à y. En général, les dérivées de l’ordre n, relatives à x et à y, sont représentées respectivement par/™, , /"„. L’expression J " désigne la dérivée de
l'ordre «de en y considérant y comme seule variable.
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Il suit tic là que, si en résolvant l’équation de la courbe proposée par rapport à y , le second, membre est une fonction rationnelle et entière de x, le coefficient angulaire de la tangente sera la dérivée de cette fonction , dans laquelle dérivée on aura remplacé x par x' . Ainsi , J (x) étant une fonction rationnelle et entière de x, l’équation de la tangente à la courbe y =f (x) au point (x',y') sera
ï— ÿ = J' (x').(x-x'), avec la condition
Remarque. — Il se pourrait qu’on eût à la fois
AA y)- o, £[*•,/) = o, /;(.*',/) = o.
Dans ce cas, le premier terme de l’équation (4) disparait. En divisant par /i! tous les termes restants, et passant à la limite en faisant h — o, on a , pour déterminer la limite du rapport l’équation du second degré
Si les racines de cette dernière équation sont réelles et inégales, on en conclura que par le point donné [x\ y') on peut mener à la courbe deux tangentes dont les coefficients angulaires sont les racines de l’équation.
Considérons, par exemple, l’équation
on aura
^ («,r) = 3x!-3, fj[x,y)z= — o.y+2, fv(x>y) = °. /”*(*> y) = 6 jt, Ç(x,y) = — 2. En supposant
il vient
Par suite,
d’où
°> fxW>y') — °> (a'»/) = °>
Il en résulte que , par le point x' = i, = i, on peut mener à la courbe deux tangentes, qui ont pour équations
y — i = ±(* — i) yÆ-
Ce qui montre que deux branches de la courbe passent par ce point.
Nous verrons plus loin ce qui arrive lorsque l’équation (8) a ses racines égales, ou imaginaires, ou infinies.
254. On peut encore présenter la méthode des tangentes de la manière suivante :
Soient la courbe MM' ( fig . i3g) rapportée à deux axes quelconques AX, AY ; et M le point de contact, ayant pour coordonnées x\ y’. Menons par le point M la sécante quelconque SMM', traçons les ordonnées MP, M'P', et conduisons MG parallèle à l’axe des x. Les longueurs M'G, MG, seront les accroissements respectifs k et h de l’ordonnée et de l’abscisse du point M. En désignant par 0 l’angle des axes , et par « l’angle M'SX = M'MG , on aura
k sin a
h sin (0 — a)
Si l’on suppose actuellement que la sécante SMM' tourne autour du point M , de manière que le point M' se rappro-
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ehaht'indéfiniment de M, finisse par coïncider avec lui, la
valeur de h converge vers zéro, et le rapport j tend vers
une limite qui n’est autre chose que le coefficient angulaire de la tangente, MT, à la courbe au point M. Or, en regardant y comme une fonction de x , dans l’équation de la
courbe , la limite de j est celle du rapport de l’accroissement de la fonction à l’accroissement de la variable, c’està-dire la dérivée de la fonction. Par conséquent, le coefficient angulaire cle la tangente en un point d’une courbe , est la dérivée Jle l' ordonnée de ce point, considérée comme jonction de l’abscisse.
Quand l’équation de la courbe est y = J’ (x), ou peut être ramenée à cette forme, le coefficient de la tangente est
Mais, lorsqu’on a pour équation de la courbe, y ( x , y)= o, l’ordonnée étant une fonction implicite de l’abscisse, on obtiendra, en désignant par y le coefficient' angulaire de la tangente,
J r (•*'» /) + y/; (*'> rj — o,
d’où
En elfet, si l’équation J {x ,y) =o était résolue par rapport à y, on aurait
En mettant cette valeur à la place de y dans J'(x, r), on trouverait identiquement
Donc, la dérivée de J' (x, y), prise en y considérant^ comme une fonction dex, doit être nulle. Or, on démontre eu al-
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gèbre, qu’en désignant par y la dérivée de J prise par rapport à a:, la dérivée de la fonction composée J (.t , y) gst
f 'x (*> -r)+ 7 -fÿ (•*».*)•
Par conséquent, on a
Reprenons l’équation de la tangente
/; (*', /).Cr -/)+/;( .r', y') . ( * - x') = o, qui revieut à .
( ») fy (*’,/) ■ r+f'x [x',y').*-Jy (*',/ ) ■ y' -f'x (*'./)• *'= •».
Sous cette dernière forme , on reconnaît que l'équation de la tangente est , par rapport à x\ y du même degré que l’équation de la courbe.
Mais, en ayant égard à la condition / {.r', y1) = o , ce degré peut être diminué d’une unité.
En elïet , si l’.on désigne par
Aje” -+-...+ B xnyP . . . -t- C-v" ,
les termes du degré m dans l’équation/ (x, y) = o d'une courbe de l’ordre m, les termes du degré m, par rapport à dans l’expression
— m ky"". . mYixfy'r. ■ •— iwCx'”; .
car, on a :
f'y (*',/) = m A . . . -H/iB x"‘y’P-'-i-
y ^ /)= 4- n’üx'"-' ÿ*-\- • • • 4'hC.ï’"-1,
Par suite, en observant que p -h n — ni :
-fÿ {x',y’) y'—fx (*'>/)•*'
= m A /" . . . — m B x'“ y'P ... — m Cx'n ....
seront
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Il résulte de là que si l’on ajoute l’équation de la tangente à l’équation de condition/ (x', y') = o, multipliée par m, tous les termes du degré m par rapport à x', y', disparaissant, l’équation de cette tangente ne sera plus que du degré (m — *) ) relativement à x' et à y'. Cette équation sera
. 255. Problème I. — Par Un point donné sur le plan d une courbe , mener une tangente à cette courbe.
Soient x", y'\ les coordonnées du point donné; x\ y\ celles du point de contact; et/(x, y) = o, l’équation de la courbe.
L équation de la tangente au point sera
avec la condition
La tangente passant par le point donné, on aura
i 3 ) fy (x’> y'-) • (r" - y') +fx (*', /) . ( x" — x') — o.
En résolvant les deux dernières équations, on obtiendra les coordonnées du point de contact. Mais, au lieu de faire ce calcul , il sera préférable de construire le lieu que représente cette dernière équation, quand on y regarde x', y' comme des coordonnées courantes, et de joindre au point donné (x ",y") les points où ce lieu coupe la courbe pro-' posée.
Lorsque l’équation f(x,y) == o sera algébrique et du degré m , l’équation (3) sera du même degré, m, par rapport à x',y . Mais celle dernière pouvant être remplacée par 1 équation (a) (n° 254), qui est seulement du degré (m i), les points de contact seront déterminés par l'intersection de la courbe donnée et d une ligne d’un degré inférieur d’une unité. Ce qui montre que le nombre des
tangentes qu'011 peut mener par un point à une courbe algébrique <lu degré ni est au plus égal à m. (ni — 1).
250. Problème II. — Mener à une courbe, f ( x, y ) = o, une tangente parallèle à une droite donnée, y =mx + n.
Soient x', y’, les coordonnées du point de contact-, le coefficient angulaire de la tangente sera-
fy (*\/)
La condition du parallélisme donnera
fj (-Pi /)
Comme les coordonnées x', y1, doivent vérifier l’équation de la courbe proposée, on aura encore
i .es valeurs des inconnues x , y ', seront déterminées par les équations (1) et (2). Mais, pour résoudre la question géométriquement, ou construira le lieu de la première, et parles points où il coupera la courbe proposée, on conduira des parallèles à la droite donnée.
257. Problème 111. — Mener une tangente commune à deux courbes données.
Soient J(x ,y) — 0, et F (x,j) = 0, les équations des deux courbes proposées ; ( x\ y'), (x",y"), les coordonnées inconnues des points où la droite demandée doit toucher respectivement la première et la seconde. ,
l es équations delà tangente au point (x',y') seront
7 ^ fy [*WY
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et celles de la tangente au point ( x" \yN) ,
Ces deux tangentes devant coïncider, on aura
/;(*'./) Fx (x"> y")
y -f- j/ . —t rr: v-f-
On a, ainsi, les équations (2) , (4), (5 ), (6), pour déterminer les quatre inconnues x', y', x",y" . De sorte que si l’on éliminait x", y", entre les trois dernières, on obtiendrait une équation
qui, jointe à l’équation (2) , donnerait les coordonnées du point où la tangente cherchée touche la première courbe. Il suffira donc de résoudre ces deux équations, ou de construire le lieu de l'équation (7), et de mener des tangentes à la première courbe, aux points où elle sera rencontrée par ce lieu.
258. Problème IV. — Trouver les relations qui doivent exister entre les coefficients indéterminés des équations de deux lignes, pour que ces lignes soient tangentes.
Deux courbes sont dites tangentes , lorsqu'elles ont unpoint commun, et en ce point une tangente commune. II résulte de là que, si une courbe qui en rencontre une autre, se meut jusqu’à ce que deux points d’intersection se soient réunis eu un seul, ccs deux courbes seront tangentes en ce point.
Soient f [x , y) =0, F (x , r) = o, les équations des
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courbes proposées, el (x\ y) , les coordonnées du point de contact. Les conditions de la question s’exprimeront évidemment, en écrivant que les tangentes aux deux courbes au point [x',y') font le même angle avec l'axe des abscisses , et que les coordonnées de ce point satisfont aux équations de ces courbes. On trouvera ainsi les équations
,, , „ •£<*'> j") nv.y)
n*,r) = o, M*,r) = o, ^rjr, =■ çïîTjr,'
En éliminant x\ y', entre elles, l’équation résultante exprimera la condition nécessaire et suffisante pour qu’un même couple de valeurs de x\ y ', puisse les vérifier toutes trois , et sera, par conséquent, la relation demandée.
259. Une normale en un point d’une courbe est, comme on sait, la perpendiculaire à la tangente, menée par ce point. 11 résulte de cette définition , que l’équation de la normale à la courbe^ ( x,y ) = o , au point (#', y1), est, en désignant par 0 l’angle des coordonnées ,
_ fx (■*'» y') • cos 0 —f'y (x'' y ')
~ f'y [*', y') cos o — fx (*', /')
avec larcondition
Lorsque l’angle des coordonnées est droit, l’équation de la normale devient
fx W>7)
On voit facilement comment il faudrait opérer, s’il s’agissait de mener à la courbe une normale par un point extérieur, ou parallèlement à une droite donnée.
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Tangente à line courbe rapportée à des coordonnées polaires.
200. La tangente en un point donné M d'une courbe rapportée à des coordonnées polaires, se détermine au moyen de l'angle qu’elle forme avec le rayon vecteur mené au point de contact.
Comme deux droites font deux angles différents , nous conviendrons de prendre l’angle que fait le rayon vecteur du point de contact avec la partie de la tangente qui serait dirigée au-dessous de l’axe polaire, si le rayon tournait autour du pôle pour se rabattre sur cet axe. Ainsi, au point M [Jig- 1 4o ) , l’angle est FMT, et au point M", FM"T". Le premier est aigu , le second est obtus.
Cela posé, appelons w et o les coordonnées du point de contact M, et o> -+- h , p -+- k les coordonnées du point M', de la courbe, voisin du point M. Tirons MM', et faisons tourner la sécante M'MS autour du point M, jusqu’à ce qu’elle devienne la tangente MT. La limite commune vers laquelle tendront les angles FM'S,FMS, sera l'angle demandé V. Si du point M on abaisse la perpendiculaire MP sur FM', le triangle rectangle MM' P donnera
rang FM'S = -,
MP
M'P = — (FM— FP
FM' = p -+- X- , FP = pcos/r, MP = psin/r;
donc
psin/i
tang H1 b= r
P+* — p COS A
2 p sm — . cos r 2 2
aosin’ — (- k ' 2
Si l’on suppose que le point M' vienne coïncider avec le point M, le premier membre deviendra tang V, et le second
prendra la forme Pour en obtenir la véritable valeur, divisons les deux termes par h , nous aurons
sm
2 h - X cos -
. h , sin - A 2
p . sin - • — — 2 h
expression qui , pour
h = o, se réduit à
donc , enfin,
tang V = --I—7 — p . uni y
lim y *
Quand on emploie les coordonnées polaires , on nomme sous-tangente la droite FH , comprise entre le pôle et la tangente, sur la perpendiculaire élevée au rayon vecteur par le pôle. Celte distance s’obtient au moyen du triangle rectangle MFH, qui donne
Fil = p . tang V = p3. lim -■
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En considérant dans la formule
tang V = p.lim -,
tangV = — —,
lim -h
le rayon vecteur p. comme une fonction de l’angle m, ~ est le rapport de l’accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable; par conséquent, lim ~ est la dérivée
du rayon vecteur par rapport à l’angle o>.
Lorsque l’équation polaire aura la forme
la limite de -- aura pour expression
fi (“') » et , par suite , tang V = -, £--- ,
fi (“ )
en nommant p', les coordonnées du point de contact.
Si lequaiion de la courbe est
le rayon vecteur p étant une fonction implicite de l’angle «, on obtiendra, en désignant par y la dérivée de p, considérée comme fonction de w :
par suite
fi (f»> “)
1 V < fp (?'>
tang V = — p'. — r.
Ou peut trouver facilement l'équation polaire de la
En cflèt, si l'on nomme o' , m', les coordonnées du point de contact; p , w, les coordonnées courantes de la tangente; p sa distance au pôle; on aura pour l’équation polaire de celte droite (nH 243)
p— . ,P et ü=p'.sinV, sin ( w' — a) = —
r sin (o) — a) ' r . ' p'
avec les deux conditions
en représentant par J {p, co) = o l’équation de la courbe.
262. Proposons-nous de mener par un point (o'\ à"), une tangente à la courbe/' (p, to) = o.
Nommons B le point donné; M le point de contact cherché; F le pôle, et désignons par p', o/, les coordonnées de M.
En appliquant au triangle FMB un principe de trigonométrie connu, il viendra
cotang
tan;;
Enjoignant à cette équation les deux suivantes :
tang V == p' . , /(P', *,') = <>,
on aura les équations nécessaires pour déterminer les coordonnées du point de contact.
263. S’il s’agit d’une tangente parallèle à Une droite donnée; en appelant a l’angle que cette droite fait avec
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l’axe polaire, on verra facilement que V = a —
et , par suite, que
tang V = tang ( a — w' ).
On aura , pour déterminer les coordonnées p'} du point de contact, les deux équations :
tang (a — o>') = —
en désignant par/^p, «) = o l’équation de la courbe.
264. Appliquons la méthode des tangentes aux courbes du second degré.
Leur équation
(i) A Bxy -t- Cr^-t- Dj -+- Eæ + F = o
donne
fr{x, r) — 2 \y -+■ Bx D, fx(x, j) = 20 -+- B/ + E;
par suite, l’équation de la tangente au point (x\ y') est ?.Ci'+ B/' -4- E
ou
{ y — /) (îA/+ B.r'+ D) -F (■* — ar')(2Cx'+ B/’+ E) = o, avec la condition
(3) A/’+Bx'/ -+- C.r'*-+- Dy' 4-Eï' + F = o.
L’équation de la tangente se simplifie lorsqu’on y ajoute lo double de l’équation de condition ; en effectuant le calcul, on obtient
(?. A/+ Bx'-t- D) y -+- (2Cï'+ Br'+ E) x -t- D r'+ E *' 4- aF = o ,
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équation qui est du premier degré par rapport aux cooi données y , x , du point de contact.
Pour l’ellipse h'x' — a' b' — 0, on a
f 'x{x\ /)'— 2 b' x', fy ( x y') =z 2 a1/ , et 1 équation de la tangente devient
On trouve, de même, que l’équation delà tangente à l’hyperbole
a* y* — b'x7 + a3 b- = o est
Quant à la parabole y* — 2 px = o, on a
J* (•*'> y") — — 2iP. fy (*', /) = 2 y,
et, par suite, la tangente au point (x', y') a pour équation y~/— y (x—x').
26d. Supposons, maintenant, que la tangente doive passer par un point quelconque [x",y") donué sur le plan de la courbe
'+]) y + Ex + F = o,
En prenant pour inconnues les coordonnées x', y du point de tangence, on aura
A y'7 -+- B x'y’ +C*"+ Dy' +Kæ'+F = o,
( 2 A y -|- Bx'-t- D ) y" -(- ( 2 Cx1 B y '-4- E) x"
-t- D y’ -t- Ki'+ 2 F = o.
Dans ces deux équations, on peut considérer y', x', comme des coordonnées courantes; alors, la dernière représente
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une droite dont l’intersection avec la courbe proposée détermine les points cherchés, c’est-à-dire la carde des contacts. En unissant le point donné aux points d’intersection de la droite et de la courbe, on aura les tangentes demandées. •
Si l’on place l’origine au point donné (jr", y"), l’équation de la corde des contacts devient, en supprimant les accents,
Dr -4- E.r -t- 2 F = o.
On déterminera cette droite par la construction suivante, qui s’applique aux trois courbes du second degré:
Soient A ( fîg . 1 4 1 ) le point donné, et BCDE la courbe. Menons par le point A deux sécantes quelconques ABC , ADE, et les droites BE, Cl); DB, CE, qui se coupent, les deux premières en F, et les deux autres eu F'; la droite FF' sera la corde des contacts cherchée.
En effet, prenons pour axes des .r et des y, les sécantes ADE, ABC , et posons
AD = a , AE — a', AB = b , AC — b'-, l’équation de la courbe sera
A/5 -4- B xy + Ci’+ D_>' -4- E.r F = o , et, de plus, on aura
, E , F n -4- a — — — , an =
b-h // = --, bb' = - ;
d’où
(■) aa' ~~ F ’ bb' ~~Y
D’ailleurs, les équations des droites BE, CD, sont
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En ajoutant ces équations, il vient :
ou
Ex _
ou Lion encore
Dr -f- Ex + îF ~o.
Cette dernière équation est, comme on sait, l’équation de la corde des contacts des tangentes menées du point A.
Or, les coordonnées du point d’intersection F des droites BE , CD, doivent vérifier toute combinaison des équations de ces droites ; donc elles satisfont à l’équation
Dy -t- Ex + ?. F = o.
Par conséquent, le point F appartient à la corde des contacts cherchée. On verrait de même que le point F' est sur cette corde. C’est ce qu’il fallait démontrer.
266. On a vu(n°252) que les courbes du second ordre ont pour équation polaire
I — c cos w
La dérivée de — est
i — c cos w
pc sin w ( i — e cos w)*
On aura donc
__ p i — e cos w'
tanS V ,= — r- r — —
pc sin w
on > Parce <iu,: p' = ’
t;mg V =
cos M
( i — c ros '■/ )
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„ Pour la parabole , e = i . Il en résulte :
tant' V —
( l — COS «' )
SI II — cos
tîl , par suite,
tang V = — rang — »
Ce qui montre que la tangente est parallèle à la bissectrice de l’angle que le rayon vecteur mené au point de contact fait avec l’axe polaire. Ou en peut conclure immédiatement que la distance du pâle au point oh la tangente coupe l’axe polaire est égale au rayon vecteur mené au point de tangence.
Pour que la tangente soit perpendiculaire au rayon vecteur conduit au point de contact , il faut que tang V = oo . Ce qui donne
c sin m — o ;
par conséquent,
»'= o , ou «' = 180".
ensuit :
ou
Ces valeurs correspondent aux sommets de la courbe,
DES ASYMPTOTES
§ I. — Asymptotes d’une courbe rapportée à des coordonnées rectilignes.
207. L'équation y — ex -+■ d étant celle d’une asymptote non parallèle aux ordonnées, nous avons vu (n"88) que
c = lim-) et d — linrt ( y — ex).
Proposons-nous maintenant d’exposer la méthode à suivre pour calculer ccs deux quantités c , d, dans les courbes algébriques en général.
Soit f(x, y) — ° l’équation d’une courbe' de l’ordre m ; réunissons les termes du même degré, nous pourrons écrire l’équation sous la forme suivante :
fti Ji s Jii etc., désignant les groupes de termes des degrés m, in — i , ni — 2 , etc.
E11 prenant pour inconnue le rapport variable - de l’ordonnée à l’abscisse d'un point de la courbe, nous poserons
— =c k , ou y ~ kx ;
l’équation (1) deviendra
(2) /,(*; kx) +/(t, kx) +ffr, k,t) 4- , . . = o.
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Les termes d cf0 (x, kx) contenant, tous, x à la puissance m; ceux de j\ (x, kx) renfermant cette variable à la puissance m — i , et ainsi de suite ; les multiplicateurs des puissances rn , m — i , rn — 2, etc., de x, seront les valeurs que prennent les polynômes fo(x , y),ft (x, y), etc., lorsqu’on y remplace x par 1 , et y par k.
Si l’on divise l’équation (2) par x"‘, elle prendra la forme
La valeur de x tendant vers l’infini , et k convergeant vers une valeur finie c, tous les termes, à partir du second, s’annulent à la limite, et l’on a
D’après cela, on voit que les coefficients angulaires des asymptotes sont les racines de l'équation obtenue en égalant à zéro F assemblage des ternies du plus haut degré de V équation de la courbe proposée , dans lesquels on remplace x par 1 et y par c.
Cherchons actuellement la valeur de J, c’est-à-dire l’ordonnée à l’origine de l’asymptote.
A cet effet, désignons par h la différence variable y — ex, dans laquelle y et x représentent les coordonnées d’un point quelconque de la courbe , et c une racine réelle de l’équation f„ ( 1 , c) = o. On aura
y — CX = h\
d’où
Si l’on remplace k par c + - dans l’équation (3), il
viendra :
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Mhc)+f.^,c)h
Eu observant que f0 (i , c) = o , et en multipliant paroles termes de l’équation ( 5) , on trouve
Lorsque .r croît indéfiniment, h converge vers une valeur finie d, et à la limite x — cc, l’équation précédente se réduit à
d’oii
ft ( L g) (L c)’
Ainsi, en désignant par m le degré de l’équation de la courbe , l’ ordonnée à V origine de l’asymptote est égale et de signe contraire à la partie de degré (m — i) de l’équation de la courbe , divisée par la dérivée relative à y , de la partie de degré m , x et y étant remplacés par i et c.
Lorsque osera une racine simplede l’équation i/’0(i,c)=o, la dérivée f\ (i, c) ne pouvant être annulée par cette racine, l’cquation ( 7) donnera pour l’ordonnée à l’origine d. une valeur finie, correspondante à celle de c.
Si c est une racine multiple de f0 (1, c) =0, 011 aura
et, en admettant que J\ (1, c) 11e soit pas annulé par la
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même valeur de c , il en résultera d== co ; et, par conséquent, il n’y aura aucune asymptote, sous l’inclinaison déterminée par cette valeur de c.
Quand la racine multiple de J„ ( t , c) =o annule /, (i,c), le terme de l’équation (6), indépendant de .r, disparait, et en multipliant par x les termes qui restent, et passant à la limite en faisant x = oc , cette équation donne
('» c)cf-+f[ (t, c)d c) = O.
Dansée cas, on pourra trouver pour d deux valeurs correspondantes à celles de c, et c’est effectivement ce qui doit arriver lorsqu’il existe réellement deux asymptotes parallèles, dont le coefficient angulaire est égal à c.
Que, si la même valeur de c annule encore/'' (t, c), f\ (i, c), /5 (i, c) , ce qui exige que c soit au moins une ' racine triple de l’équation Jo (i , c) = o, il faudra, pour déterminer les valeurs correspondantes de </, avoir recours à l’équation
-L/;(i,e)rf'14- i/T (I, c)tP+f; (t ,c)<l -t-/,(t,c) = o.
C’est ce qui aurait lieu si la courbe avait trois asymptotes parallèles, dont le coefficient angulaire serait cette racine de l’équation /0 (i, c) = o.
On opérerait de même pour déterminer les valeurs de d, correspondantes à quatre asymptotes parallèles , et ainsi de suite.
11 résulte de ce que nous venons de dire que le nombre des asymptotes non parallèles à l'axe des y , ne peut surpasser le plus grand des exposants de y , dans ! équation de la courbe proposée.
En effet, le nombre des asymptotesdontil s’agit, estauplus
égal au degré de l’équation f0 (i , c) = o , et le degré de cette équation ne peut être supérieur au pins grand des exposants de dans l’équation de la courbe.
2(>8. Pour déterminer les asymptotes parallèles à l’axe des y, on observe que, si x — <x est l’équation de l’une de ces droites, il faudra qu’en faisant converger x vers a, à partir d’une valeur (a ± Æ), suffisamment rapprochée de a, l’ordonnée de la courbe augmente indéfini- , ment et devienne plus grande que toute quantité donnée. A la limite [x = a), y devient infinie. On trouvera donc a. , en cherchant les valeurs finies de x qui correspondent à des valeurs réelles infinies de y dans l’équation proposée.
D’après cela, on ordonne l’équation de la courbe suivant les puissances décroissantes d ey; elle prend la forme
(i) Ajr" -+- BjP •+■ Cyr+. . . = o ,
A, B, C, etc., représentant généralement des fonctions de x.
En divisant par y", l’équation (i) devient
et il est clair que toute valeur finie de x correspondante à y= ao , doit annuler A.
Donc, pour déterminer les asymptotes parallèles à l'axe des y , il faut résoudre l'équation que l’on forme en égalant il zéro le coefficient de la plus haute puissance de y , dans l'équation de la courbe proposée .
J1 s’ensuit que le nombre des asymptotes parallèles à l'axe des y ne peut surpasser le degré de x dans le coefficient du terme qui renferme y à la plus haute puissance.
De sorte qu’en désignant par ni le degré de la courbe, et par n le plus grand exposant de y, le nombre des asymptotes parallèles à l’axe des y est au plus m — n.
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On sait, d’ailleurs, que le nombre des asymptotes non parallèles à l’axe des y n’esl pas supérieur à n.
Donc , une courbe du degré m ne peut avoir plus de ni asymptotes rectilignes.
Nous devons faire observer que l’on peut obtenir pour c et d des valeurs réelles et finies, sans que la droite y — ex d , déterminée par ces valeurs , soit réellement une asymptote.
Il résulte du raisonnement qui a été fait, que si la courbe a des asymptotes, on les obtiendra par la méthode exposée ; mais, cela ne prouve pas que les valeurs de c et de d obtenues par cette méthode donnent, dans tous les cas, une asymptote de la courbe. "
Il eu est de même des droites parallèles à l'axe des j", déterminées par l’équation A=o (tt° 207). Il est possible qu’elles ne soient pas réellement asymptotes à la courbe représentée par
(i) Ar" + Byf+Cy'+...=o.
Si l’on désigne par a une racine réelle de A = o, il faudra, pour que la droite x = a soit asymptote à la courbe, qu’en faisant converger x vers a. , à partir d’une certaine valeur a -+- h , ou a — h , les valeurs correspondantes de y dans l’équation de la courbe restent constamment réelles. En d’autres termes, il faut que la courbe ait une branche infinie déterminée par les valeurs de x convergentes vers a.
Considérons, par exemple, la courbe représentée par 1 équation
x* y' — lyx' -4- 2 x1 — i = o.
En appliquant la méthode des asymptotes non parallèles à l’axe des y , on trouve
c = o et il— i .
Ce qui donne la droite y = i , parallèle à l’axe des x.
Or, l’équation
x7y2 — iyx2 + 2j! — 1 = 0
revient à
Sous cette forme, on reconnaît immédiatement qu’elle représente une courbe limitée dans le sens des x, de chaque côté de l’axe des y, à une distance de cet axe, égale à l’unité, èt qui , par cela même, ne peut avoir d’asymptote parallèle à l’axe des x.
209. Une asymptote peut être considérée comme la limite des positions que prend une sécante, dont deux points d’ intersection avec la ctfurbe s'éloignent à l'infini.
En effet, si l’on regarde dans l'équation (5) du n° 266, c et h comme des quantités données, les racines de cette équation seront les abscisses des points de rencontre de la droite y — ex- f- //, avec la courbe f [x , y ) = o. Pour que deux de ces points s’éloignent à l’infini , il faut qne l’équation (5) ait deux racines infinies, ce qui exige, comme on le démontre en algèbre, que les coefficients f, (1, c), /; (1, c) h -\-fi (1, c), des deux premiers termes, soient nuis. Les valeurs de c et h fournies par les équations
sont celles qui rendent la sécante y = ex -f- h , asymptote à la courbe.
On peut , de même, considérer une asymptote comme la limite des positions que prend une tangente dont le point de contact s’éloigne à l'infini.
Car il est permis de supposer que les deux points d’intersection se réduisent à un seul, avant de s’éloigner à l’infini.
On voit facilement qu’une courbe algébrique du degré m ne peut être coupée par une asymptote en plus de ( m — 2. ) points.
UES ASYMPTOTES
En effet, le nombre des racines finies de l’équation (3) ne peut surpasser (ni — 2), puisque deux de ses racines deviennent infinies.
§ II. — Asymptotes d'une courbe rapportée à des coordonnées polaires.
270. La détermination des asymptotes aux courbes rapportées à des coordonnées polaires , résulte de la définition môme de ces lignes. Représentons, en effet, par m' une valeur de w pour laquelle le rayon vecteur p devient infini; en prenant sur la courbe un point quelconque M ( fig . 142), et en abaissant de ce point une perpendiculaire, MP = z , sur le rayon vecteur OD , ou aura
5 = p sin ( «' — w ) ;
« étant l’angle quelconque MOX.
La limite vers laquelle tendra z, lorsque l’angle w convergera vers sera la distance de l’asymptote à la direction du rayon vecteur infini. Lorsque cette limite est zéro , on en conclut que la droite qui fait l’angle avec l’axe polaire est asymptote. Mais, si l’on trouve
lira p . sin ( w' — *> ) = ± h ,
l'asymptote sera une. parallèle à celte droite, située au-dessus ou au-dessous d’elle à la distance h. Enfin , si z n’a pas de limite, il n’existe pas d’asymptote qui fasse l’angle «' avec l’axe polaire.
Pour déterminer la limite de p sin (t>>' — w), on observera que
Quand «= les deux termes de la fraction
sin («' — w)
se réduisent à zéro, et la vraie valeur de cette fraction s’obtient, comme on sait, en remplaçant eo par w' dans les dérivées de ses deux termes. Or, la dérivée desin (ta' — w) est
— cos (&>' — w),qui devient — 1, lorsque w = eo'. Par conséquent, pour déterminer la limite cherchée, on divisera
— 1 par la valeur que prend la dérivée de la fonction de w
que - représente, en ayant soin de remplacer w par w' dans cette dérivée.
Considérons, par exemple, l’hyperbole dont l’équation polaire est
on aura
1 ■ — e cos co
1 1 — e cos eo v
et , par suite , la dérivée de - est
En divisant — 1
c.sinco
par cette dernière expression , il vient :
e sin co
O11 en peut conclure que les distances des foyers d’une hyperbole aux asymptotes sont égales à la moitié du second axe delà courbe.
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§ I. — Du centre.
271 . Nous avons dit qu’ on nomme centre d'une courbe un point tel, que toute sécante passant par ce point, a ses points de rencontre avec la courbe à égale distance , deux à deux , du point dont il s’agit.
Il résulte de cette définition que si l’origine des coordonnées est placée au centre d'une courbe quelconque, l'équation de cette courbe ne doit pas changer en y remplaçant x et y par — x et — y. En efl’et, considérons une sécante menée arbitrairement par le centre O ( fig . i43), elle poupera la courbe en des points qui seront, deux à deux, équidistants de O. Soient M,M', deux de ces points 5 en traçant les ordonnées MP, M'P', de ces points, nous formerons deux triangles MOP, M'OP', qui seront égaux comme ayant le côté OM égal au côté OM', et les angles MOP, OMP, respectivement égaux aux angles M'OP', OM'P' ; donc, MP = M'P', OP =OP'; par conséquent , les coordonnées du point M' sont égales et de signes contraires à celles du point M. D’où il résulte, que s’il y a sur la courbe un point M dont les coordonnées soient x', y', il existe nécessairement sur cette courbe un second point M' dont les coordonnées sont — x', — y' . On conclut de là, que l’équation de la courbe 11e doit pas changer eiry remplaçant x et y par — x., — y.
Réciproquement , si l’équation d’une courbe n’est pas
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altérée lorsqu’on y change x et y en — x, — la courbe a un centre, et ce centre est l’origine des coordonnées.
En effet , les coordonnées d’un point M quelconque de la courbe étant , par exemple , x', ces coordonnées prises en signe contraire appartiennent à un autre point M' de la courbe. En menant les droites OM,OM' ; les triangles OMP, OM'P', seront égaux, comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux, à savoir : P = P',OP = OF,PM = P'M'. Donc, les angles MOP, M'OP', seront égaux; par suite, OM et OM' sont en ligne droite ; en outre , OM = OM'; donc, l’origine O est un centre.
Ainsi, pour que l’origine des coordonnées soit le centre d une courbe, algébrique ou transcendante , il faut et il suffit que l’équation de celte courbe ne soit pas altérée, lorsqu on y remplace x et y par — x et — y.
272. Lorsque la courbe proposée est algébrique, la condition que nous venons d’énoncer revient à celle-ci : pour que l’origine des coordonnées soit le centre d’une courbe algébrique , il faut et il suffit que tous les termes de l’équation soient de même parité , c’est-à-dire tous de degré pair, ou tous de degré impair.
On voit, en effet, qu’en remplaçant x et y par — a: et — y, dans le premier cas, les termes conservent leurs signes; et que dans le second, ils en changent tous à la fois.
11 est clair que, dans ce dernier cas, il ne doit pas exister de terme indépendant des variables.
273. Il résulte de ce qui précède, que le centre d’une courbe algébrique de degré impair est situé sur la courbe , puisqu’on y transportant l’origine, l’équation de la courbe n’ayant plus de terme indépendant des variables, cette équation sera vérifiée par les coordonnées du centre x = o,
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Le centre d’une courbe de degré pair peut être situé, ou non situé, surlacourbç.
274. Il convient de faire observer que lorsqu'une courbe a plus d’un centre, elle en a nécessairement une infinité.
Soient, en effet, O, O1 (fig. 1 44 ) > deux centres d’une même courbe, et M un quelconque de ses points. Si l’on mène la droite MO, et qu’on la prolonge de l’autre côté du centre O, d’une longueur OM' égale à OM, le point M7 appartiendra à la courbe. On aura deux autres points N , N', de cette courbe, en joignant M et M' au centre O', et en prenant sur les prolongements des droites IVjlO', M'O', les distances O'N, O'N', respectivement égales à O'M, O'M'. Le quadrilatère MM'NN' sera un parallélogramme, puisque les diagonales MO'N, M'O'N', se coupent mutuellement en deux parties égales; d’ailleurs, le point O est le milieu de MM', donc la droite OO' est parallèle aux côtés MN', M'N , et passe par le milieu O" de NN', et de plus 0'0" = OO'. Le point O" divisant en deux parties égales la droite quelconque NN* comprise dans la courbe , sera encore un centre de la courbe. Semblablement, les deux centres O', O", en détermineraient un nouveau O'", et ainsi de suite indéfiniment. On peut d’ailleurs opérer à gauche comme à droite du point O. Les distances 00' et O' O" étant égales , il en est de même de celles qui sont comprises entre les centres consécutifs. Donc , enfin , quand une courbe a plus d’un centre, elle en a tme infinité situés sur une droite , et également distants entre eux (*).
Déplus, toute parallèle à la droite des centres menée
(*) On verra de même que si une courbe a trois centres 0,0', O" (fg- >45), non situés en ligne droite, elle admet pour centre le quatrième sommet O"' du parallélogramme construit sur les droites 00', O' O". Car, soit M un point quelconque de la courbe; construisons le quadrilatère dont les trois côtés MM', M7 M", M" M'", aient respectivement leurs milieux aux points O, O', O". Les quatre sommets de cc quadrilatère
par un point M de la courbe , la coHpe en une infinité de points; car les prolongements des droites qui unissent M' aux différents centres O', O", O'", etc., rencontrent évidemment la courbe en des points N', N", N'", etc., situés sur une parallèle menée par M à la droite 00' O". . . .
De là on conclura qu’une courbe algébrique ne peut avoir qu'un seul centre , puisqu’une droite ne peut rencontrer cette courbe en un nombre de points supérieur au degré de son équation.
Nous allons démontrer actuellement, parla forme ironie d’une équation algébrique, que s’il existe deux points O, O', tels qu’en les prenant pour origine, l’équation ne change pas lorsqu’on y remplace x et y par — x , — y, cette équation ne peut représenter qu’un système de droites parallèles à la droite 00'.
Car, en plaçant l’origine au point O , et prenant pour axe des x la droite OO', l’équation devra être indépendante de x. Supposons, en effet, qu’elle puisse contenir celte variable , et désignons l’équation par
Si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mèmes au point O', il viendra, en nommant d la distance 00',
f(x+d,jr)== o, ou
(2) /(*>?)+/* (•*>Jr)d + - ■ •— o.
Le terme de fx (x,j ') qui renferme la plus haute puissance de x ne pourra être détruit par aucun autre, parce
appartiendront â la courbe, et le côté M"' M aura, comme on sait, son milieu au point Ow; donc ce dernier point est un centre. Il s’ensuit que la courbe admettra pour centres toutes les intersections de deux systèmes de parallèles aux droites OO', CVO", cl ayant entre elles les mêmes distances que les côtés opposés du parallélogramme 00' O" O'".
* qu’il est par rapport à x d’un degré supérieur à ceux des dérivées suivantes, et qu’il n’est semblable à aucun des termes dcy’(x, y ) qui sont tous de même parité. Il en résulte que si x entrait dans la première équation, tous les termes delà seconde ne seraient pas de même parité; donc l'équation (i) ne contiendra que y, et, par conséquent, elle représentera un système de droites parallèles à l’axe des x.
27o. Il suit de la théorie précédente, que pour trouver le centre d’une courbe algébrique donnée par son équation, il faut, après s’être assuré qu’il n’est pas à l’origine même, transporter l’origine en un point quelconque du plan , et voir si l’on peut déterminer les cordonnées de ce point de manière qu’il ne reste dans l'équation aucun terme de degré impair si la courbe est de degré pair, ou aucun terme de degré pair si la courbe est de degré impair. On obtiendra ainsi un certain nombre d’équations où il n’y aura d’inconnues que les coordonnées de la nouvelle origine.
Nous allons faire voir que parmi ces équations il en existera deux qui ne seront que du premier degré. En effet, soient m le degré de l’équation ; a , b , les coordonnées du centre. D’après ce que nous venons de dire, a et b doivent avoir des valeurs telles, qu’en transportant l’origine au point dont a et b sont les coordonnées, la nouvelle équation ne renferme plus de termes de parité différente de m. Ou substituera donc x + a, y b à aretjy dans l’équation proposée, et on égalera à zéro les coefficients des termes de degrés (m — i),(m — 3),(m — 5), etc.; ce qui formera autant d’équations entre a et b qu’il y a de termes à faire disparaître.
Parmi ces équations, il s’en trouvera au moins deux qui ne seront que du premier degré. Pour le prouver, soit A xpyi un terme du degré tu ; la substitution de .r-+- a et y -f- h à x et y donnera le terme p A nxp~ly‘< du degré
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(m — 1) ; on aura , en outre , deux autres termes en xp~*yi, à savoir : le terme provenant du terme en xp~ly+t, et qui sera delà forme (q -+- 1) A'bxp~'yi, et le terme provenant du terme en xp~l r7, qui est de la forme Bar''-1 y7; de sorte qu’on aura l’équation
On trouvera, de môme, le terme q Abxp yi~l ; un terme (p -+- 1) A" axp y i~l donné par le terme A"x,,+' , et en-
fin B ’xpy'l~i appartenant déjà à l’équation proposée; on aura donc
(2) 7 Aô -I- (p 4- 1) k" a -+■ B' = o.
En résolvant les équations du premier degré (1) et (2), on obtiendra les valeurs de a et b , et en remplaçant ces quantités a, b, par leurs valeurs, dans les coefficients de tous les autres termes qui doivent disparaître, il faudra, si la courbe a un centre, que tous ces coefficients se réduisent à zéro. Dans ce cas, a et b seront les coordonnées du centre, et ce point sera déterminé par l’intersection de deux droites que les équations (1) et (a) représentent.
En appliquant cette méthode aux courbes du second degré, les premiers membres des équations (1) et (2) deviennent les dérivées relatives à x etjy du premier membre de l’équation de la courbe, dans lesquelles x et y sont remplacées par a et b respectivement.
§11. — Des diamètres.
276. On nomme diamètre d’une courbe, le lieu géométrique des milieux d’un système de cordes parallèles, menées sous une direction quelconque donnée.
Proposons-nous de trouver l’équation générale des diamètres d’une courbe déterminée par son équation.
Soient f(x, y) = o, l’équation de la courbe, que nous
DU CENTRE, DES DIAMÈTRES ET DES AXES. 3l)0 supposerons rationnelle, entière, et du degré »»; AB, A' B', etc. {fig- i46) , un système de cordes parallèles dont le coefficient angulaire est d ; x', y \ les coordonnées du milieu O' de l’une de ces cordes-, transportons l’origine au point O', l’cquation de la courbe rapportée aux nouveaux axes sera
et celle dé la corde AB,
(2) y = Sx.
Puisque la nouvelle origine est le milieu de AB, il faudra qu’en éliminant y entre les équations (1) cl ( 2) , l’équation * résultante •
(3) f{x + x', Sx +y) = o
ait deux racines égales et de signes contraires.
Cette condition s’exprimera par une équation ernre ses coefficients; et cette dernière ne contenant d’autres variables que x ', y\ sera l’équation du lieu géométrique des milieux de toutes les. cordes placées sous la direction donnée, c’est-à-dire l’équation générale des lignes diamétrales.
Supposons, par exemple, que l’équation f (x,y) =0 de la courbe proposée soit du troisième degré; si l’on remplace x et y par x 4- x', et dx-+-y\ il viendra , en adoptant la notation des dérivées, expliquée (page 365) :
+ 2 *rv
-f- fy >
ou ■
( 5 ) «x -+• lix1 -t- ex -f~ (l — o ,
en posant
/;. 4- 3 if h- 3 *>/£. h- _ 1.2.3
/(*', y) = rf.
Pour que l'équation (5) ait deux racines égales et de signes contraires, il faut, et il suffit qu’elle admette pour
■ racine ; c est-a-direque
d’où
6c = «rf.
Par suite, on aura :
pour l’équation générale des diamètres des courbes du troisième degré.
Il est facile de reconnaître que l’équation (a) est aussi du troisième degré; carie multiplicateur de/ (x\ y') est indépendant des variables x', y', et les facteurs
sont l’un du premier degré , et l’autre du second.
Lorsque les cordes sont parallèles à l’axe des x, le coefficient â = 6, et l’équation (a) devient
Si les Cordes sont parallèles à l’axe des y , o — cc , et l’on
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trouve
f.c calcul conduit généralement à line équation du degré
m ^ ^ ; comme il est facile de le prévoir 5 car une courbe
du degré ni peut être, en général, coupée par une droite en m points, et en prenant les milieux des intervalles déterminés par ces m points d’intersection considérés deux à
deux, on aura sur Ja sécante rectiligne — y- - — - points qui
appartiendront au diamètre relatif aux cordes parallèles
à cette sécante. Ainsi, le diamètre peut être coupé en
— 1 points, par une droite.
277. Appliquons cette méthode aux courbes du second degré dont l’équation est
A + Bxy -1- Cx’-f- Dr -4- Ex-f- F = o.
Si l’on remplace xetj, par x -+- x' , y -+- y1, les termes du second degré ne changent pas, et ceux du premier degré, x,y, ontpour coefficients lesdérivées relatives à x et y, du premier membre, dans lesquelles x et y sont remplacées par x' et y1 (n°95). Donc, en désignant ces dérivées par fxijji et substituant âx à y, l’équation résultante aura pour terme du premier degré (y;+/;. ?) x.
Pour que cette équation ait ses deux racines égales et de signes contraires, il faut et il suffit que le coefficient de la première puissance de X soit nul; par conséquent, lequation des diamètres est
Oll ■
(a A y •+- Bx D) 3 -t- Br a Cx E = o.
D’après cela , ou voit que les diamètres des courbes du second degré sont des lignes droites.
L’équation (i) donne
et comme celte valeur de â est précisément le coefficient angulaire de la tangente à la courbe au point où cette courbe est rencontrée par le diamètre, on en conclut que:
Dans les trois courbes du second degré, la tangente à ' V extrémité d’un diamètre est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en parties égales (*).
L’équation (t) est satisfaite, quelque soit d, par les valeurs de x et de y, qu’on déduit des équations
/*'=<>> fr — o.
Or, ces dernières déterminent le centre de la courbe ; doue, dans l ellipse et. l'hyperbole , tous les diamètres passent par le centre (**).
Tous les diamètres de la parabole sont parallèles; car, lorsqu’il s’agit de celte courbe, les valeurs de x et de y, données parles équations
J ‘c = » , fy ~ ° .
sont inlinics.
Ce parallélisme peut être établi de cette autre manière.
(*) Les tangentes menées à une courbe quelconque, aux points où elle est coupée par un de ses diamètres, sont généralement parallèles aux cordes que ce diamètre divise en parties égales. Car, en faisant abstraction de certains points singuliers dont nous parlerons plus loin , on peut considérer la tangente comme la limite des positions que prend une corde parallèle à celle tangente, lorsque deux des points d'intersection de la ccrde avec la courbe se réduisent au point de contact.
(**) Lu general, lorsqu'une courbe a -un centre, tous les diamètres de la courbe passent par ce point , et cela résulte simplement des définitions du centre cl des diamètres.
L’équation
donne pour le coefficient angulaire des diamètres, l’ex^ pression
En effectuant la division indiquée, et observant que
Bs = 4 AC , on trouve la quantité constante — — •
278. Désignons par d' le coefficient angulaire des diamètres d’une ellipse, ou d’une hyperbole; il viendra
BJ + 2C 2 AJ A- B’
(i) 2 A JJ' + B (J -t- J') — 2C = o.
Cette dernière équation étant symétrique par rapport à d et d', on peut considérer d' comme représentant la direction des cordes, alors d indiquera celle du diamètre; ou inversement. Il s’ensuit que d et d' sont les coeffiqicnts d’inclinaison de deux diamètres tels, que chacun d’eux divise en parties égales les cordes parallèles à l’autre. Par conséquent, l’équation (i) exprime la relation générale qui existe entre deux diamètres conjugués d’une ellipse ou d’une hyperbole.
Lorsque B = o, l’équation (i) donne
c’est-à-dire que le produit des coefficients angulaires de deux diamètres conjugués est constant. Si A et C sont nuis, il vient
c'est le cas où les axes des coordonnées sont parallèles aux asymptotes de l’hyperbole.
279. Pour déterminer les axes d’une ellipse ou d’une hyperbole, rapportée à des coordonnées rectangulaires, on
remplacera dans l’équation (i) (n°278), ù' par — ÿ, ce qui donne
Les racines de cette dernière équation sont les tangentes des angles que les axes de la courbe font avec l’axe des .t; on voit que leur produit est égal à — i ; d’où il faut conclure que les deux axes de la courbe sont rectangulaires. Quant à la parabole, le coefficient angulaire de son axe
est — — ; donc, celui des cordes correspondantes a pour
valeur ^ » et , par conséquent , l'équation de l’axe de cette courbe est
/j+/^ x Y = o, ou R/rx -+- 2 A f3. — o ,
lorsque les coordonnées forment un angle droit.
280. jNous avons remarqué (n° 276) qu’en désignant par ni le degré d’une courbe algébrique, l’équation générale de scs diamètres est du degré — — — — Lorsque m surpasse 4 , on a
l’équation des diamètres est alors d’un degré supérieur à celui de la courbe •, et si m == 3 , il en résulte
m [ni —i) _ g _ i .2
D’après cela , ou conçoit que lorsqu’il s’agit d’une courbe algébrique d’un ordre plus élevé que le second, la détermination de ses lignes diamétrales ne peut, en général, servir à simplifier sa construction , ni à faciliter la recherche de ses propriétés. Toutefois, dans des cas particuliers , il se peut qu’eu disposant de la direction des cordes, l’équation du diamètre qui leur correspond s’abaisse au premier degré. Pour en donner un exemple , considérons la courbe dont l’équation est
y* — 3 xy -t- x3 = o.
Pour cette courbe, l’équation (a) du u° 27G devient . | {f‘ — 3 xy -t- æ5) (S ' -f- i)
Si l’on pose d = — i, on aura
et, par suite,
OU
il en résulte
y = x, et y = — x — i .
La droite y = X est effectivement le diamètre correspondant aüx cordes placées sous la direction d = — i. (juant à la droite y = — x — i, parallèle à ces cordes, elle est asymptote à la courbe considérée.
281. Lorsqu’une courbe a un diamètre rectiligne, en dirigeant suivant ce diamètre l’un des deux axes du coordonnées, par exemple celui des x, et prenant pour axe des y une parallèle aux cordes correspondantes au diamètre, l’équation de la courbe devra être telle, que si on y remplace y par — y , elle admette les mêmes solutions. En eflet, il est clair que si cette équation est vérifiée par les valeurs « , o , de x, y , clic le sera de même , lorsqu’on sub-
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stitucra a , — 6 à x, y. Réciproquement , si l’équation d’une courbe ne change pas, quand la variable y est remplacée par — y, l’axe de6 x sera un diamètre rectiligne correspondant aux cordes parallèles à l'axe desjy.
Par conséquent , si la courbe est algébrique , on obtiendra ses diamètres rectilignes en déterminant les systèmes d’axes de coordonnées pour lesquels l’équation de cette courbe ne renferme que des puissances paires de l’ordonnée.
Désignons par f{x,y) —o l’équation primitive de la courbe considérée, que nous supposons rapportée à des axes rectangulaires. Les formules cju’on devra employer sont
x = a x' côs a -f- y' cos a', *
y = b 4- x' sin a + y' sin a'.
Mais, dans la question qui nous occupe, on peut supposer que la nouvelle origine soit le point où se coupent les axes des x' et des x, ce qui donne
Ou remplacera donc x et_y par les expressions
. a -h x cos » + / cos a' et x sin a -J- y sin a',
dans f (x, y) , et ou égalera à zéro les coefficients des termes contenant y à des puissances impaires 5 ce qui donnera autant d’équations entre les trois inconnues a. a. Si ce système admet une solution, elle déterminera un diamètre rectiligne et la direction des cordes qui lui correspondent. Appliquons cette méthode à l’équation
y* — 3 xy ■+- x3 = o ,
que nous avons déjà considérée.
En remplaçant y et x par
x sin « -4 -y sin a' et a x cos a 4 -y cos a', les termes qui renfermeront y à des puissances impaires se-
r roui
sin5 a'
y1 -+- 3 sin3 a . sin x
x' y -f- 6 a . cos a . cos a'
.r y + 3 a 3cos a'
cas'' a
H- 3 COS3 a . COS a'
— 3 . cos a. sin a'
— 3 a sin a'
— 3 . sin a. cos a'
On aura donc
(i) sin'a'H- cos5«' = o,
( 2 ) sin3 a . sin a' -+- cos3 a cos a' = o ,
(3 ) 2 a cos a cos a! — cos a sin a' — sin a cos a' = o ,
(4) a1 cos a' — a sin a' = o.
L’équation (i) donne immédiatement
tang3 a' = — i , d’où tang a' = — i.,
En divisant respectivement par cos* a. cos cos « cos a', les termes des équations (2) et (3) , il vient :
(5) tang3 a. tang a' -f- 1 = o,
(6) 2 a — tanga' — tang « = o.
De ( 5) on déduit
et, par suite,
tang3 a = — — , = 1 ,
tang «'
tanga =r ± I.
11 faut prendre tang» = -4- 1, puisque « ne peut être égal à a', [/équation (6) devient alors
2 a -h 1 — 1=0, d’où a = o.
Enfin l’équation (4) est vérifiée par a t=. o.
On trouve donc un diamètre rectiligne qui est la bissectrice de l’angle des axes des coordonnées primitives; et les cordes correspondantes sont parallèles à la bissectrice de l'angle adjacent.
Lorsqu une courbe du second ordre est coupée par
des droites parallèles à une direction déterminée,, le lieu géométrique du centre des moyennes distances des points où chaque sécante rencontre la courbe est une ligne droite, car ce lieu est évidemment un diamètre. La même proposition existe pour une courbe algébrique d’un degré quelconque; c'est-à-dire que :
Si l’on coupe une courbe algébrique d’un degré quelconque, m, par une suite de sécantes parallèles à une direction déterminée , le lieu géométrique du centre des moyennes distances des points où chaque sécante rencontre la courbe est généralement une ligne droite.
En ellet, soient J (.r, y) = o, l’équation de la courbe; et y = cx-\-d., celle de l’une des sécantes considérées; les racines de l’équation J'(x , <\r+(/) = o, seront les abscisses des points d’intersection de la courbe et de la droite. Si m représente le degré de la courbe , l’équation
f(x, ex d) — o
deviendra , en adoptant la notation indiquée n° 266 ,
Donc, en nommant x, y, les coordonnées du centre des moyennes distances des points d’intersection de la sécante et de la courbe, on aura
d’où
.et y = ex -f- <7;
( 1 ic_ ) ( r — ftx)+4f,U,c) 4 "'•/»(>, e)
dette dernière équatioti étant du premier degré par rapport aux coordonnées x. y , représente une ligne droite.
tlU GÈMUK, DES DIAMÈTRES ET DES AXES. 4°y
. §111.— Des axes.
283. On appelle axe d’une courbe toute droite qui divise la courbe en deux parties parfaitement égales et symétriques. De cette définition il résulte qu’un axe est un diamètre rectiligne perpendiculaire aux cordes qui lui cor-1 respondent. Par conséquent, la méthode exposée (n" 281) pour déterminer les diamètres rectilignes d’une courbe, s’applique à la détermination des axes , en ayant, toutefois, égard à ce que l'angle des cordes et du diamètre doit être droit, lorsque le diamètre devient un axe.
Ainsi, en supposant que
soit l’équation de la courbe, rapportée à des coordonnées rectangulaires, on remplacera X et y par les formules
a- f-x cosa — y.sina et x. sin a j".cosa dans l’équation
puis, on égalera à zéro les coefficients des termes qui contiendront y à des puissances impaires. Les valeurs réelles de a et de a qui vérifient les équations ainsi obtenues, déterminent par cela même un axe de la courbe. Il y aura donc autant d’axes que de systèmes de valeurs réelles de « et se satisfaisant aux équations dont il s’agit.
284. Lorsque l’équation d’une courbe f(x , y) — o est symétrique par rapport aux coordonnées .r, y, la bissectrice de l’angle des axes de coordonnées est nécessairement un axe de la courbe, quel que soit, d’ailleurs, l’angle des coordonnées.
Car, si les nombres a, c , sont les valeurs de x , • y, pour un point de la courbe J (jr, y) = o, il y aura un autre
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point appartenant île même à la courbe, cl dont les coordonnées seront
puisque l’équation
est supposée symétrique par rapport à x et y. 11 est clair que ces deux points sont -sur une perpendiculaire à la bissectrice de l’angle des axes de coordonnées, et à la même distance de celle droite. On voit donc qu’à chaque point de la courbe, situé d’un côté de la bissectrice, correspond un second point qui se trouve de l’autre côté de cette droite, et symétrique du premier; par conséquent, la bissectrice est un axe de la courbe.
28o’. Lorsqu une courbe n deux axes AA', BB' (lig. i ) qui se coupent sous un angle AOB, diffèrent d’un angle droit, elle a nécessairement un troisième axe CG' passant par le point, d’intersection des deux premiers, et qui forme avec l’un d'eux, BiV, un angle égal à celui des deux premiers axes.
En effet, la droite BB', divisant la courbe en deux parties parfaitement égales et symétriques, s’il existe d’un côté de cette droite un axe OA de la courbe, il faudra qu’il . V ait de l’autre côté de la droite BIV un axe OC, symétrique dç OA par rapport à BIV.
En menant par le point O la droite DOD' de manière que l’angle DOC égale COB , on pourra déterminer un quatrième axe, et ainsi de suite.
286. Quand une courbe a deux axes parallèles , elle a nécessairement une infinité d’autres axes parallèles aux deux premiers, et. équidistants entre eux.
Car, supposons que les deux parallèles AB, A' B ’ (Jig. 1 48) , soient des axes d’une courbe. La droite A' IV divisant la courbe en deux parties égales et symétriques, il ne peut
exister d'un côte de cette droite un axe AB, sans que de l'autre côté il y ait aussi un axe A"B", symétrique de AB par rapport à A' B'. La même observation s'appliquant à A" B", on trouvera un quatrième axe A'" B"',' symétrique de A'B' par rapport à A^B", et ainsi de suite. Par conséquent, la courbe; aura une infinité d’axes parallèles et équidistants.
Si d’un point quelconque M de la courbe on mène une perpendiculaire commune à tous les axes parallèles, elle rencontrera la courbe en une infinité de points symétriquement situés deux à deux par rapport à chacun des axes; d’où il faut conclure quinze courba /faut l'équation est algébrique ne peut avoir deux axes parallèles , car on sait qu’une ligne courbe algébrique ne peut être coupée par une droite en un nombre de points plus grand que le degré de son équatiom
Les courbes représentées par des équations transcendantes peuvent avoir une infinité d'axes parallèles entre, eux ; telle est, par exemple, la sinusoïde y = sin x, qui admet pour axes toutes les droites que l’équation j 77
représente, lorsqu’on remplace n par un nombre entier quelconque, positif ou négatif.
On reconnaîtra facilement que toutes ces droites ont la propriété dont il s’agit, en prenant l’une d’elles pour axe des y, car l’équation de la courbe devenant alors
y = sm I — - Jîr-f-x,
reste la même lorsqu’on change le signe de 1 abscisse.
eu Vl'lTRt DIX-NEUVIÈME.
FORME DES COURBES
§ I. — Concavité et convexité.
287. On dit qu’une courbii CAB (fig. 1 4y ) osl, eu nu de scs points A, concave par rapport à une droite OX , lorsqu'on prenant sur la courbe, à partir de ce point, et de chaque côté , des arcs AB, AC, qui peuvent être aussi petits qu’on voudra, l’arc total BAC est rompais dans l’intérieur de l’angle aigu ATX, que la tangente TA, à la courbe au point A , forme avec la droite donnée OX.
Une courbe est, au contraire, convexe en un de ses points A (fig. i5o), par rapport à une droite OX, lorsque 1 arc CAB limité à des points C, B, aussi rapprochés qu’on voudra du point A , de chaque côté de ce point , est entièrement compris dans l’intérieur de l’angle obtus ATX' formé par la droite OX et la tangente à la courbe au point considéré. ■
288. Dans la recherche des conditions analytiques correspondantes à ces deux cas, nous prendrons pour axe des .r la droite donnée , pour axe des y une perpendiculaire à cette droite, et nous supposerons, en premier lieu, que l’ordonnée du point A considéré sur la courbe, est positive.
Si la courbe est, en un de ses points A, concave vers 1 axe des x (Jig. i4y), les tangentes menées aux points B, C, voisins de A, formeront avec la partie positive OX de l’axe des x , des angles BT' X , CT" X qui devront être : le premier, moindre que ATX, et le second, plus grand; cela résulte de la définition même de la concavité. Par con-
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séqueul, si l'abscisse OA' augmente d une quanti té A=A'B', suffisamment petite, la tangente trigonométrique de l'angle que la tangente à la courbe forme avec l’axe des x , ira en diminuant. Si , au contraire, l’abscisse diminue, la tangente de l’angle augmentera. Or, les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires, la tangente de l’angle ATX est précisément la première dérivée de l’ordonnée considérée comme fonction de l’abscisse : d’où il suit que la pre* mière dérivée de l'ordonnée décroît quand l’abscisse augmente; donc sa dérivée seconde doit être négative.
Quand l’ordonnée du point A est négative, l'arc CAB est situé au-dessous de l’axe des x: en faisant croitre l’abscisse, l’angle que la tangente à la courbe forme avec l’axe des x, au-dessous de cet axe, diminue; par suite, l’adjacent de cet angle, dont l’ouverture est dirigée au-dessus du même axe augmente : donc, la dérivée seconde de l'ordonnée est positive.
On reconnaîtra, de même, que si la courbe proposée CAB [Jig. i5o) tourne sa convexité vers l’axe des x, la tangente trigonométrique de l'angle que la tangente .à cette courbe fait avec l’axe des x, du côté des y positifs , est croissante quand l abscisse augmente, et que si l’arc considéré est situé au-dessous de l’axe des abscisses, le contraire a lieu.
De là, on peut conclure qu'en général, lorsque les axes de coordonnées sont rectangulaires, une courbe est, en un de ses points, concave ou convexe pur rapport à l’axe des abscisses suivant que l’ordonnée de ce point et sa dérivée seconde ont des signes contraires ou le même signe ( *) .
( *) t a formule de Taylor conduit facilement à cette conclusion. En effet, quand la courbe tourne sa concavité en un point A { fy j. r^g) vers l’aso des ar, les ordonnées des points voisins B, C, sont moindres, en valeur absolue, querelles des points F, G, qui leur correspondent sur la tangente AT, lorsque l‘al>scis«e x1 de A augmente ou diminue d'une quantité// siiflisam-
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Il est essentiel de faire observer que ce principe ne serait pas toujours vrai si les axes de coordonnées faisaient entre eux un angle quelconque différent d’un angle droit. Par exemple, dans la fig. i5i, la courbe CAB est au point A concave par rapport à l’axe des x , et l’on voit que l’angle de la tangente AT avec cet axe, augmente lorsque l’abscisse OA' du point de tangence croit de la quantité A'C'. Alors l’ordonnée AA' et sa dérivée seconde ont le même signe, car elles sont , l’une et l’autre, positives.
Considérons encore l’hyperbole DSD' [fig. 102), rapportée à ses asymptotes OX, OY ; et supposons, pour fixer les idées, que l’angle XOY soit de 4^ degrés. En prenant pour unité les coordonnées égales du sommet S, l’équation de la courbe sera
et la dérivée seconde de l’ordonnée d’un point quelconque sera exprimée par — ; il est clair que celte dérivée aura toujours le même signe que l’ordonnée dont la valeur est - ,
elle sera, par conséquent, positive pouf tous les points de la branche 1)SD'. Or, si l’on mène à la courbe la tangente GK, perpendiculaire à l’axe des .r, le point de contact G
mont petite. Oiy sil’on nomme / l’ordonnée de A; y, Y celles des points B, F, on G, G ;/' (*'),/" (*'), etc., les dérivées do y' considérée comme fonction do r', on a
d’où
La quantité h étant très-petite, le signe de Y — y est difl’ércnt «le celui de /*(*')» d’ailleurs Y — y et >■ ont le même signe ou des signes contraires, suivant que la courbe est concave ou convexe vers l’axe des r ; on en con dut le principe énoncé.
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limitera «l’un coté un arc GD qui s'étend, de l’autre coté, jusqu'à l'infini, dans le sens de l'asymptote OY, en tournant continuellement sa concavité vers l'axe des x, OX. L’ordonnée GG' du point G est égale à V2; donc, la courbe est concave vers l’axe des x, en tous les points dont l’ordonnée positive est plus grande que V2, et la dérivée seconde de chacune de ces ordonnées est constamment positive.
, § IL— Del ordonner, maximum ou minimum.
289. L’ordonnée d’un point A, cl’une courbe «juelconque, est maximum lorsqu’elle c-:t plps grande que celles de deux points 15, G, pris sur la même courbe de diilérents côtés de A, et à une distance de ce dernier point aussi petite qu’on voudra.
L’ordonnée de A est minimum quand elle est moindre <jue celles des points voisins 15, C.
En considérant l’ordonnée y comme une fonction f(x) de l’abscisse x, qui est alors la variable indépendante, on sait que, pour des valeurs croissantes de x, l’ordonnée croit ou décroit suivant que sa première dérivée J' (x) est positive ou négative. D’ailleurs , cette dérivée est le coefficient angulaire «le la tangente à la courbe; donc la valeur de l’ordonnée augmente ou diminue suivant que le coefficient angulaire de la tangente à la courbe est positif ou négatif . De là, on conclut immédiatement cet autre, principe :
Lorsque, pour des valeurs croissantes de l’abscisse, la dérivée de i ordonnée , ou le coefficient angulaire de latangente change île signe, en passant, du positif au négatif, l’ ordonnée passe par une valeur maximum ; si la dérivée change de signe, en devenant positive, l’ordonnée passe par une valeur minimum .
Dans le cas où la première «lérivtv /' (x) de l’ordonnée * ■ .
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ne peut devenir infinie, elle ne change de signe qu’en passant par zéro; donc, pour déterminer le maximum ou le minimum de l’ordonnée-, il faudra résoudre l’équation
et examiner si pour des valeurs (c -f- h) , (c — /t), la première un peu plus grande, l’autre un peu plus petite que la racine obtenue c, la dérivée a changé de signe. Le tracé de la courbe, aux environs du point dont l’abscisse c est racine de l’équation
pourra servira reconnaître si l’ordonnée correspondante à •cette abscisse est un maximum ou un minimum. Il est, d’ailleurs, nécessaire, pour que la dérivée J' (x) change de signe en passant par zéro , que , parmi les dérivées suivantes f" (x) , J'" (x) , etc., la première qui ne s’annule pas en même temps que^/ ' ( x ) , soit une dérivée d’ordre pair. C’est ce qui résulte de la formule de Taylor.
Lorsque la première dérivée de J' ( x ) peut prendre une valeur infinie réelle, pour des valeurs finies de l’abscisse, il faut résoudre successivement chacune des équations
/'(•*) = o, /'(.r) = co,
afin d’obtenir tous les points qui peuvent répondre à la question proposée; et examiner, comme nous venons de •L’expliquer, si la dérivée a changé de signe en passant par zéro ou par l’infini.
Quand l’abscisse d'un point dont l’ordonnée est maximum ou minimum, annule la première dérivée, la tangente en ce point est parallèle à l’axe des x; elle serait parallèle à l’axe des 7, si l’abscisse du'point dont il s’agit, faisait prendre une valeur infinie à la dérivée de l'ordonnée.
FORME DES COURBES
§ 111. — Des points singuliers .
290. Les points singuliers d’une courbe sont ceux où la courbe offre quelque particularité remarquable et indépendante du système de coordonnées auquel on la rapporte. On distingue plusieurs espèces de points singuliers; nous allons en donner la définition, et indiquer à quels caractères analytiques on peut les reconnaître.
291. Points d’inflexion. — On nomme ainsi les points où la concavité d’une courbe se change en convexité. Lorsque les axes des coordonnées sont rectangulaires , on sait (pie la courbe est concave ou convexe par rapport à l’axe des x, suivant que l’ordonnée et sa dérivée seconde ont des signes différents ou le même signe; il en résulte évidemment que si l’on passe par un point d’inflexion , la dérivée seconde de l’ordonnée doit changer de signe.
Lorsque la seconde dérivée f"[x) de l’ordonnée considérée comme fonction de l’abscisse, ne peut devenir infinie, elle ne change de signe qu’en passant par zéro; pour déterminer alors les points d’inflexion, il faudra résoudre l'équation
et il restera encore à examiner si la dérivée seconde a changé de signe en s’annulant. Pour que cette condition soit remplie, il faudra que parmi les dérivées suivantes f' [x) , ^ (x) , etc., la première qui ne se réduit pas à zéro, en meme temps que J" (./•) , soit une dérivée {l’ordre impair.
Si la dérivée seconde peut devenir infinie, pour des valeurs finies de x, on devra résoudre successivement chacune des équations
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signe lorsqu'on donne à x deux valeurs, l’une un peu plus grande, l’autre un peu plus petite que la racine obtenue.
292. Points multiples. — On donne ce nom aux points où passent plusieurs branches d’uue même courbe; la recherche des points multiples se fonde sur ce que, en ces points, il est possible de mener plus d’une tangente à la courbe considérée. O11 les détermine par une règle dont l’application n’olFre, en théorie, aucune difficulté quand l’équation de la courbe est algébrique et rationnelle.
En effet, soient x\ y\ les coordonnées d’un point multiple, et a le coefficient angulaire de l’une des tangentes menées par ce point; en désignant par J (x<, y) =0 l’équation de la courbe, on aura
et ...
(a) /(*', Jr') = o.
Les dérivées f [x', y'),J'x (x', y1) de la fonction algébrique et entière J (x, y) n’admettant l’une et l’autre qu’une seule valeur, il faudra , pour que a puisse avoir plusieurs valeurs différentes, qu’on ait
(3) fy (P, r') = », /r (■*', y') = o.
Par conséquent, les coordonnées d’un point multiple de la courbe J(x, y) = o devront vérifier à la fois les trois équations
A*, y) — o, ./ÿ{x,y) = o, fl'(x,y)z=o.
Si ce dernier système admet une solution réelle x\ y1, pour obtenir les valeurs correspondantes de «, on aura recours à l’équation
(4) «’ a j')+/ls(*'o')=o(p. 36^, ti.y,
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et lorsque les racines de cette équation seront réelles , on en conclura que deux branches de la courbe passent par le point [x ',y').
Les deux branches seraient tangentes si les deux racines de l’équation (4) étaient égales entre elles.
Si trois branches de la courbe passaient au point (x' ,y'), les coefficients y'),J”xy (x', y') , f’x* (*', /'), de l’équation (4), seraient nuis, et, dans ce cas, les valeurs de a devraient être données par l’équation
= O (n° 285, page 365) ;
et ainsi de suite.
293. Points de rebroussement.. — Un point tel que A {fig. 1 53 ) , où s’arrêtent deux branches de courbes AI), AF, en ayant en ce point une tangente commune AG , est un point de rebroussement ; on dit que le rebroussement est de première ou de seconde espèce, suivant que les deux branches de la courbe sont situées de différents côtés de la tangente ou du même côté.
En désignant par x', y \ les coordonnées du point de rebroussement A, le coefficient angulaire a de la tangente AG sera déterminé par l’équation
“’/?• ( / ) + 2 e-fly [P, y ' ) -h/;* ( x’, y ) = o ,
qui aura ses deux racines égales entre elles.
Il faudra , en outre , qu’en faisant croître l’abscisse x', ou OP', deux des valeurs de y qui étaient des quantités réelles PJV, PM, lorsque x avait une valeur OP, moindre que x', deviennent, l’une et l’autre, imaginaires.
Lorsque le coefficient « est infini , la tangente AG est parallèle à l’axe desj^, et , dans ce cas , il faut, pour que les deux branches de la courbe s’arrêtent au point A, qu’en
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faisant varier y au delà d cy', deux des valeurs réelles de x deviennent imaginaires.
Afin de savoir si le point de rebroussement A est de première ou de seconde espèce, on observera que, dans le premier cas , en donnant à l’abscisse x une valeur
OP = OP' — PP' — x — h ,
très-peu différente de .r', les points N, M , correspondants sur les deux branches de la courbe, doivent être situés de différents côtés de la tangente AG: de sorte que les dilïérences obtenues en retranchant de ces ordonnées 3NP, MP, l’ordonnée IP de la tangente, auront des signes contraires. Or, on sait que pour une valeur suffisamment petite de h, ce s différences ont le même signe que la dérivée seconde de l’ordonnée de A ( page 4 1 ■! ) j donc, les dérivées secondes de l'ordonnée du point A considéré successivement comme appartenant à chacune des deux branches, devront avoir des signes contraires.
On reconnaîtra de même que si A est un point de rebroussement de seconde espèce , la dérivée seconde de l’ordonnée de ce point a des valeurs de même signe pour les deux branches de la courbe.
291. Points conjugués. — On nomme point conjugué ou isolé un point dont les coordonnées vérifient l’équation d une courbe, sans qu’aucune branche de la courbe passe par ce point.
Si x1, y', représentent les coordonnées d’un point isolé; J (x,y) — o l’équation de la courbe; h une quantité trèspetite : on aura d’abord
et les valeurs de y correspondantes à x ~ x' dz h , seront imaginaires, puisqu’il n’existe aucun point de la courbe voisin du point conjugué.
L’accroissement A de 1 ordonnée y\ correspondant à A,
rotutr. nus roi unes.
étant imaginaire, il en sera de même du rapport j, i l par
suite de la limite de ce rapport, qui est la première dérivée de l’ordonnée considérée comme fonction de l’abscisse.
Il en résulte que le coeflicient angulaire de la tangente à la courbe au point isolé (x\y' ) doit être imaginaire. Par conséquent, les coordonnées x', y', doivent annuler les dérivées premières j"x (x^y)^f' (x, y) de l’équation proposée, et rendre imaginaires les racines de l’équation du second degré
*’ J >(■*', y') + > (■*'»/) + fx'[x',/)
à laquelle on a recours pour trouver le coefficient angulaire de là tangente, lorsque les coordonnées du point de eon- - tact annulent à la fois les deux dérivées relatives à y et x.
29o. Point d'arrêt — Cette dénomination désigne un point où une seule branche de courbe vient brusquement s’arrêter.
Si x\ y\ représentent les coordonnées d’un point d’arrêt d’une courbera: , 7) = o, et h une quantité aussi petite qu’on voudra, il faudra qu’en remplaçant successivement x par x' — h, et x1 -+- h, dans f[x , y) = o, une des valeurs réelles de y devienne imaginaire; ou inversement, qu’une valeur imaginaire de y devienne réelle. Il sera, de plus, nécessaire que y 11’aii qu’une seule valeur réelle peu diflêrente d cy', et correspondante à x ' — A, ou x'-+- h, puisqu’une seule branche de courbe doit s’arrêter au point dont il s'agit.
296. Points anguleux ou saillants. — C'est le nom qu’on donne aux points où s’arrêtent deux branches de courbe, sans avoir en ces points une tangente commune.
Par conséquent, un point anguleux ne se distingue d’un point de rebroussement (n°293), qu’en ce que les deux.
branches de combe qu’il termine, ont, à cette extrémité commune, des tangentes différentes; d’où il suit que les coefficients angulaires de ces tangentes doivent être donnés par uue équation du second degré dont les racines sont inégales.
Nous allons maintenant montrer quelques applications de ce qui précède.
§ IV. — De la construction des courbes.
297. Le moyen général de construire une courbe dont l’équation est connue, consiste, comme 011 sait, à donner à Tune des deux coordonnées , à .r par exemple , des valeurs arbitraires suffisamment rapprochées les unes des autres, et à déterminer par approximation , ou exactement, les va- . leurs correspondantes de l’autre coordonnée y\ on obtient ainsi un certain nombre de points par lesquels on fait passer un trait continu, lorsqu’on a toutefois reconnu que ces points doivent appartenir à une même branche de la courbe.
Ce procédé revient évidemment à couper la courbe par des droites parallèles à l’un des axes de coordonnées ; il y a , parfois , avantage à prendre pour sécantes des droites qui passent par l’origine, lorsque l’origine est un point de la courbe à construire. Enfin, il se peut que l’équation polaire de la courbe soit plus simple que celle qui s’exprime en coordonnées rectilignes.
Dans tous les cas, pour avoir une idée précise de la forme que peut avoir la ligne dont on connaît l’équation, il convient de construire les tangentes aux dillérents points obtenus, et d’examiner de quelle manière varie le coefficient angulaire de la tangente lorsqu’on fait croître l’abscisse. C’est par l’examen des valeurs que peut prendre cc coefficient angulaire que l’on découvre les points singuliers de la courbe.
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Prenons, d’abord, pour exemples quelques courbes algébriques.
298. Folium de Descautes. — La courbe qu ou nomme ainsi , est représentée par l’équation
()) y3 — Zary -4-ar*= o,
dans laquelle le paramètre a est un nombre quelconque réel que nous supposerons positif.
On pourrait, en donnant à x une valeur quelconque, calculer les valeurs correspondantes de y, par la résolution d’une équation du troisième degré, mais il est plus simple de déterminer les points de la courbe par ses intersections avec les droites y = mx, qui passent par l’origine.
Des équations (i) et y — /nx, on tire immédiatement
Zam
3 am-
Lu donnant à m dillérenles valeurs, on aura les coordonnées d’autant de points de la courbe qu’on voudra.
Le coefficient angulaire est ^ — —• En désignant par a
ce coefficient, et substituant à x, y, les valeurs que donnent les équations (2) , (3) , il vient
Lorsque m = o, il en résulte à la Ibis
X — O , r — O , at O.
Donc, l’axe des x est tangent à la courbe à l’origine des coordonnées.
Si l’on fait croître m depuis o jusqu’à y/ la valeur de a est constamment positive et croissante. Carie facteur
revient a i
-• A la limite m
> ou a
ou
De là concluons qu’en faisant augmenter m depuis zéro jusqu’à \/ -, on obtient un arc de courbe OA ( fig . i54) qui
part de l’origine en touchant l’axe des x à ce point , et qui tourne constamment sa convexité vers l’axe des a.', jusqu’au point A dont les coordonnées sont
x = fly'4> y = aÜ2.
A ce dernier point la tangente est parallèle à l’axe des y, la valeur de l’abscisse est un maximum.
SiT 'on continue à donner à m des valeurs croissantes depuis y/ - jusqu à v'2, le coefficient angulaire de la tangente, a, deviendra évidemment négatif, et, de plus, sa valeur
absolue — ira en diminuant. En effet, le dénomina-
teur 2 /«* — 1 augmente avec ni, et le numérateur 2 m — mi
diminue, puisque la dérivée 2 — de ce numérateur
est négative pour des valeurs de m plus grandes que
On voit de même que l’abscisse x va en diminuant, et que l’ordonnée y est au contraire croissante, car les dérivées
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des fonctions — — — » , sont //!■* + i mi -H l
3a(i— aw3) Sain (a — .
la première est négative, et 1 autre positive, quand m vai ic
depuis yA jusqu’à \'i. Lorsque m = \ 2, on a
Par conséquent, les valeurs de in comprises entre ÿ/ —
et \J2 donnent l’arc AC concave vers l’axe des x. Au point C, dont les coordonnées sont
la tangente est parallèle à 1 axe des x , la valeur de 1 oidonnéc est un maximum.
La variable rn augmentant de V 2 à ao , le coefficient an-
gulaire a. — — f —
redevient positif et croit de o
à oo . Car le facteur ^ augmente jusqu’à l'infini, et 1 autre
facteur — -j qu’on peut mettre sous la forme
un3 — i
est convergent vers l’unité en restant positif. Les valeurs
correspondantes de x et de y vont en diminuant, puisque
3a (i — 2 mz) 3o/h(2 — m3) , c les dérivées — ,■ — ■ — r— ■> — -, — y~,\r c^es fonctions [m — t- i )•' [m
3 am3
-deviennent négatives. A la limite in — oc , on a
3t=rce, x ™ o , y — o
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On trouve donc l’arc CO concave par rapport à l’axe des ,r, et qui louche l’axe desj- à l’origine.
Lorsque ni est négatif et moindre que l’unité, en valeur absolue, l'abscisse .»■ est négative , et l’ordonnée y positive; les valeurs de m déterminent alors une branche indéfinie OD, située dans l’angle YOX', et qui tourne sa convexité vers la droite OX', comme il est facile de le reconnaître.
Si la variable m restant, négative est, en valeur absolue, plus grande que l’unité, l’abscisse sera positive et l’ordonnée négative; dans ce cas, 011 obtient la branche indéfinie OD', située dans l’angle Y'OX, et concave par rapport à l’axe des abscisses.
Ces deux branches ont pour asymptote la droite GG' dont l’équation est
11 faut, de plus, observer que 1 équation y* — 3 nxy 4- jt1 = o
étant symétrique par rapport h y et x, la bissectrice OB de l’angle YOX des coordonnées est un axe de la courbe. La tangente menée au point 15, où la courbe est rencontrée par l’axe OB, forme avec OB un angle droit ; ce point est , par conséquent, lin sommet. Ses coordonnées ont pour valeur 3 a
commune —
On voit d'ailleurs que l’origine est un point multiple.
En prenant pour axe des x l'axe même de la courbe, et ■ pour axe des y une perpendiculaire à cette droite, l’équation de la courbe ne devra plus contenir de puissances impaires de y. Ou trouve elfectivemcnt qu’elle devient, en pouservaut la même origine,
3 (x \ 2 4- «)/’ 4- X 2 — 3 rt.ç ■ = O.
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L’équation de l'asymptote est alors
et l’abscisse du sommet
299. Cissoïdc de Dioclès. — Pour second exemple, je prends l’équation
(la — .r) y* — x3 = o ,
qui représente la courbe nommée cissoïde.
L’équation résolue donne
et, sous cette forme, elle montre clairement que la courbe se compose de deux brandies égales, symétriques par rapport à l’axe des x , et qui ont pour asymptote la droite x = 2 a. Il n’est pas moins évident que ces deux branches sont entièrement comprises entre l’asymptote T AT’ ( Jig . i55), dont l’équation est x — 2 u, et l’axe desj'.
Toute droite y = mx, menée par l’origine O, coupe la courbe en un second point P, dont les coordonnées sont
Ml3
x — ia . t r — 7.a .
En remplaçant x, y, par ces valeurs, le coefficient angu-
laire de la tangente qui a pour expression ^ — — - se
réduit à m* -t- 3 in . Si l’on fait croître in positivement depuis o jusqu’à l’infini, le coeffident angulaire m’ + 3m, d’abord nul, est ensuite constamment positif et croissant; il en est de même dey et de x. On obtient ainsi la branche OPCjr, tangente à l’axe des x à l’origine, et qui tourne constamment sa convexité vers cet axe. La même conclusion
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convient à l’autre branche OG' qui est, par rapport à l’axe
des abscisses, symétrique de la première; et, comme la
courbe n’a aucun point situé du côté des x négatifs, on voit
que l’origine est un point de rebroussement de première
espèce.
Si du point A, où l’asymptote coupe l’axe OX, on abaisse une perpendiculaire AD sur la droite ODE (yz=mx), cette perpendiculaire aura pour équation
et coupera la droite OE en un point D dont l’abscisse Ob’ a pour valeur
la .
On sait d’ailleurs que l’abscisse OM du point P est
égale à
Il s'ensuit d'où
ia ,
OM -f- OF = 2fl = OA :
OM = AF, et OP = DK.
De plus, le point D appartient à une circonférence décrite sur OA comme diamètre; on déterminera donc les différents points de la courbe en menant par l’origine des sécantes telles que ODE, et en prenant sur chacune d’elles à partir de l’origine, une distance OP égale à la partie delà sécante comprise entre l’asymptote TAT', et la circonférence qui a pour diamètre l’axe OA de la courbe.
300. Conchoïda. — Soit à construire l’équation (y* ■*’) {-c — = b*x\
dans laquelle on suppose ô<«. En la résolvant par rap
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poi l à j-, il vient
y = zt y h* — [x — a y.
I.es valeurs de x plus grandes que a -h b , ou moindres <jue (a — h ), rendent j imaginaire, en exceptant toutefois x — o qui donne y = o. D'après cela, ou voit que l'origine est un point isolé, la courbe étant entièrement comprise entre deux parallèles AB, A' IV (fig. 1 56 ) , à l’axe des y, et à des distances a — b , a -h b, de cet axe. La droite CD, qui a pour équation x = a , est asymptote à la courbe.
En faisant varier x depuis a — b jusqu’à a -y b, on aurait tous les points cherchés ; mais la considération des coordonnées polaires conduit à une construction très-simple. Car, si l’on prend pour axe polaire la droite OX, en conservant la même origine, on aura
jr* -+- x3 = p;, x ~ p cos o> ; et, par suite, l'équation proposée deviendra p1 . ( p oos m — n )3 = (r p- cos3 o> ; d’où l'on lire successivement :
( p cos w — a)' — b- cos3 w , p cos « — a — ± b cos m ,
cos M
Or, l’équation p= représente l’asymptote (il), dont la
distance à l’origine est «5 donc, le lieu dont il s’agit se détermine en menant du point O des sécantes telles que OF, à la droite CD, et en prenant, à partir du point F d’intersection, et de chaque côté, des distances FM, FM', égales à b. La courbe qui résulte de celle construction est cc qu’on nomme une conchoïdtt; elle a la forme indiquée [ fig. 1 56 ) lorsqu’on suppose /;<[«.
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301. Lemniscate, représentée par = X* (i — x*}. — La courbe est symétrique par rapport aux axes; elle a pour centre l'origine, coupe l’axe des x à l’origine et en deux autres points dont les abscisses sont -+- 1 et — i , et ne peut s’étendre au delà dans le sens des x : c’est ce qui résulte évidemment de l’équation proposée.
La somme des facteurs x!, (i — x!) étant invariable, le
maximum de leur produit, y*, est donc, le maximum de
l’ordonnée est et correspond à x = ± De plus, en faisant croître x de o à y/-, la valeur de y va constamment en augmentant depuis o jusqu’à et, pour les valeurs de x croissantes de t/- à i, l’ordonnée y diminue; de - à zéro. La tangente à la courbe au point dont l’ordonnée
a la valeur maximum est parallèle à l’axe des x; car le coefficient angulaire de cette tangente, ayant pour expression — — ~~~~ ’ se réduit à zéro quand x —
A l’origine, le coefficient angulaire — devient-;
il faut alors, pour avoir ses valeurs, recourir à l’équation du second degré ,
a». /£(*', y) + 1 a..f"Ty(x\ /) +fxi(x',y) = o, (n" 567, R.),
et qui , dans le cas actuel , se réduit à u - ■ — i = o ,
et donne , par conséquent,
Digifeedby GoogI
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Ainsi, à l'origine, la courbe est tangente aux lieux bissectrices DOl)', EOE' (/ig. 107) des angles que font entre eux les axes îles coordonnées.
En considérant la seconde dérivée de l’ordonnée, on verra facilement que l'origine, O, est un point d'inflexion de chacune des deux branches AOC', COA' (n°291); et c'est, d’ailleurs, une conséquence de ce que le point dont il s’agit est le centre de la courbe.
De cette analyse, il résulte que la ligne représentée par l'équation
a la forme indiquée par la fig. 107. Le centre de la courbe est, à la fois, un point double et un point d'inflexion.
Considérons encore l'équation algébrique
(r — x-y— ii = o,
ou
(1) y~x*±xl \fx.
La courbe que l’équation (i) représente n’a aucun point situé du côté des abscisses négatives et s’étend à l’infini de l’autre côté; elle a pour diamètre la parabole y = x *, car il est clair que cette dernière ligne divise en parties égales toutes les cordes de la courbe , parallèles à l’axe des y.
En séparant les deux valeurs de y, on a
(2) y = x,~ y-x'yjx,
(3) jr = X' — X' \[x.
Le coefficient angulaire de la tangente en un point de la première branche, y = x* -|- x* \Jx, est
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pour la seconde branche, y = xi — x* \x, il devient
origine, on a
a! = 2 x — - x ’Jjc.
donc les deux branches de la courbe sont tangentes à l’axe des x. Si l’on observe , de plus , qu’en donnant à x des valeurs positives, comprises entre o et i, les deux valeurs de j sont positives, et qu’elles deviennent imaginaires lorsque x est négatif, on en conclura que l’origine des coordonnées est un point de rebroussement de seconde espèce.
La valeur de a, toujours positive, croît avec l’abscisse et l’ordonnée; il s’ensuit que la première branche OAB (fig. i58), entièrement située au-dessus de l’axe des x, tourne constamment sa convexité vers cet axe.
La seconde branche OA' B', déterminée par l’équation
y = x’ — x yj x ,
s’élève d’abord au-dessus de l’axe des x , en partant de l’origine, et va couper cette droite à une distance de l’origine égale à l’unité. La première dérivée de a', ou la seconde dérivée de l’ordonnée , ayant pour expression
2 — \x , est positive pour des valeurs de x comprises
entre o et i e^e s’annule quand x= (75) ’ et de-
vient négative lorsque x prend des valeurs plus grandes. Par conséquent, la branche OA' B' est convexe par rap-
port à l’axe des abscisses, depuis x — o jusqu’à x= ^ygj • Le point correspondant à cette dernière abscisse est un point d’inflexion. Depuis x — ^-g j jusqu’à x — 1 , l’ordonnée cl sa seconde dérivée ont des signes contraires;
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donc, dans cet intervalle, la branche OA !>'('. est. concave vers l’axe OX. Pour des valeurs de .r plus grandes que l'unité, y est négatif, la courbe est située au-dessous de l’axe des x, et tourne sa convexité vers cet axe. Lorsque
X = i a.' — o, la tangente est parallèle à l’axe des x,
et la valeur de l’ordonnée est un maximum, car a' change de signe en s'annulant.
Construction clc courbes transcendantes
Premier exemple. jc=sin:r.
En faisant croître x de o à -, la valeur de y augmente
de o à i ; on obtient ainsi 1 arc OA {fi g- tSt)), qui tourne * sa concavité vers l’axe des x, puisque la seconde dérivée — sin.r, de l’ordonnée, a un signe contraire à celui de l’ordonnée elle-même.
L’abscisse continuant d’augmenter, de ^ à jr, l’ordonnée
diminue depuis i jusqu’à o; on obtient l’arc AO' égal à OA, et symétrique par rapport à la perpendiculaire AM, abaissée du point A sur l’axe des x. Ce second arc est, comme le premier, concave vers l’axe OX.
I.a tangeute au point A est parallèle à l’axe des x, car la première dérivée de y, qui est cos.r, se réduit, à zéro,
quand x — ~ L’ordonnée de ce point est un maximum.
Les valeurs de x comprises entre r et 2 jr , donnent l’arc O' A' O", égal à OAO', mais situé au-dessous de l’axe des .r \ des valeurs comprises entre 2 tt et 3tt détermineraient un troisième arc égal aux deux premiers, et situé au-dessus de l’axe des abscisses, et ainsi de suite. II est d’ailleurs évident, d’après la forme de l’équation , que l’origiiie des coordonnées est un centre, et qu’en faisant varier x depuis o jusqu’à — co , on trouvera à gauche de l’axe des ) des arcs
égaux à ceux qu’on a trouvés à droite, niais dans une position inverse par rapport à l'axe des abscisses.
On voit aussi que l’origine est un point d’inflexion , car la dérivée seconde de l’ordonnée, — sinx, devient nulle quand x — o , et elle change de signe en passant par zéro. De même, on reconnaît que tous les points auxquels la courbe rencontre l’axe des x, sont des centres et des points d’inflexion, et que toutes les droites dirigées suivant les ordonnées maximum AM, A'M', etc., sont des axes.
Enfin , les tangentes menées à la courbe par ses points d’intersection avec l’axe des abscisses, sont alternativement parallèles aux bissectrices OG, ©G7, des angles YOX, Y'OX,
, puisque le coefficient angulaire de la tangente , cos x, prend, successivement les valeurs -+- 1 , — 1 , quand on remplace x par o , tr , 2 tt , etc.
La surface d’un segment Bli/CC7 de la courbe, compris entre l’axe des x , et les ordonnées B!>7, CG7, de deux points H, C, de l'arc OAO', a une expression très-simple que nousallons faire conuailre.
Considérons la distance OB7 comme une quantité donnée a ; il est clair que la surface du segment BB'CC' sera une certaine fonction o (x) de l’abscisse variable OC7= x. '
Si l’on donne à x un accroissement A aussi petit qu'on .voudra, et que, pour plus de précision , ou. suppose que l’ordonnée augmente avec x., l'accroissement CC'DD'.de la fonction cherchée sera compris entre h x sin x et h X sin (x -f- h) ; par suite , le rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable aura une valeur com- . prise entre sin x et sin (x-f-7i); et, à la limite li'~ o, ce rapport deviendra sinx. Ainsi, la dérivée de <f (x) est si h x. Mais on sait que sinx est' la. dérivée de — cos.r, et que deux fonctions qui ont la même dérivée ne peuvent différer l’une de l’antre que par une constante; donc .
. of.r)=<f — cosx. .
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Pour dé ter mi lier la constante c , il suffit d'observer que <p(;r) se réduit à zéro, lorsque x = a\ il en résulte
c — cos a ,
et, par conséquent,
y ( x) =: COS fl — COS X,
Ainsi l’aire du segment B1VCC' a pour valeur cos a — cos x.
En posant a = o et .r = r , on trouve
co s a — cos .r = 2 ;
donc la surface du segment compris entre l’axe des X et l’are OAO' est double du carré de l’ordonnée maximum AM. Deuxième exemple, y e= séc* x (Jîg. 160).
I.a courbe est divisée par l’axe des y en deux parties égales et symétriques; elle rencontre cet axe en un point A dont la distance à l’origine est l’unité. Si l’on fait croître x
depuis o jusqu'à l’ordonnée y augmente de i à l’infini ;
on détermine de cette manière un arc ABC qui a pour asymptote la droite FG dont l’équation est
ir
En continuant d’augmenter x de ^ à 7t, on obtient l'arc
E'D'A' qui est encore asymptote à la droite FG, mais de l’autre côté de cette droite. Les valeurs de x, croissantes
de n à —i donnent l’arc A'B'C' égal à ABC et ayant pour
asymptote la droite F' G', parallèle à l’axe O Y et située à
TT
une distance — de cet axe: et ainsi de suite. On voit donc
que la courbe se compose d’une infinité de branches telles que E' A'C' comprises chacune entre deux asymptotes pa-
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rallèles à l’axe des ordonnées, et à une distance l’une de l’autre égale à n. 11 est d’ailleurs facile de reconnaître que toutes ces branches tournent leur convexité vers l’axe des .r; qu'elles sont tangentes à une parallèle à cet axe aux points A, A', etc. Les droites dirigées suivant les ordonnées de ces points sont des axes de la courbe.
Enfin l’aire du segment OABN correspondant à l’abscisse ON = X d’un point quelconque de l’arc ABC, a pour valeur tang x. En elfet, désignons par <p (.r) la fonction de l’abscisse qui représente la valeur de ce segment, et faisons croître l’abscisse d’une très-petite quantité h. L’accroissement de l’aire du segment sera compris entre h.séc^x et h. séc5 (x -+- h). Le rapport de cet accroissement à celui de la variable x sera de même compris entre séc5 x et séc5 La limite de ce rapport aura donc pour va-
leur séc5 x. Or séc5 x est la dérivée de tang .r ; donc çp ( x ) et tango: ne peuvent différer que par une constante, c’està-dire qu’on a
f (-r) = tang x ■+■ c.
Lorsque x = o, le segment OABN devient nul; par conséquent , c = o. Il en résulte
• OABN = tang x.
C’est ce qu’il fallait démontrer.
Troisième exemple, y — (fig- 161).
La courbe est entièrement située du côté.des abscisses positives.
Lorsqu’on donne à x une valeur OM moindre que l’unité, l'ordonnée correspondante AM est négative; si o: diminue depuis OM jusqu’à o, l’ordonnée correspondante, toujours négative, décroît depuis AM jusqu’à o ; par conséquent, l’origine est un point de la courbe.
Si l’on fait croître l’abscisse x depuis OM jusqu’à OC= i,
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l'ordonnée resle négative et augmente en valeur absolue de AM à l’infini. On détermine ainsi une branche OAD de courbe qui s’arrête à l’origine des coordonnées et s’étend du côté des x positifs , au-dessous de l’axe des x , à une distance infinie de cet axe, en ayant pour asymptote la droite CG', dont l’équation est
Cette branche est tangente à l’axe des y, à l’origine, car l’équation y = donne
X X log X
et l’on sait que le produit x. logx devient nul quand x = o. La première dérivée y' de l'ordonnée est
x . (log a;)2’ log x -+- 2
la seconde dérivée
J x1 (logx)3’ **
elle est positive tant qu’on a
log x 2 <( o ;
nulle lorsque
log x 2 = o ;
change de signe, en devenant négative, dès que log x •+• 2 > o.
Or, l’égalité log x + 2 = o donne
log x — — 2 ,
et, par suite,
d’où je conclut que la branche OAD tourne sa concavité vçrs l’axe des x, depuis l’origine O jusqu’au point A , dont
l’ordonnée est — qu’en ce point il y a inflexion : la concavité se change en convexité par rapport à l’axe des abscisses.
En donnant à x des valeurs croissantes de i à oo , l’ordonnée y diminue de oo à o; on obtient la branche LIH qui, située entièrement au-dessus de l’axe des .r, tourne constamment sa convexité vers cet axe, et a pour asymptote les deux droites CG , CX.
L’origine est, comme on voit, un point d 'arrêt.
Quatrième exemple, y — (fig- 162).
Donnons à x une valeur positive quelconque x'= OM, il
en résultera pour y une certaine valeur - de même po-
sitive. Si x décroit depuis x' jusqu’à zéro, y va aussi en diminuant, et il en est encore de même du rapport de y à x
dont l’expression est — Lorsque X s’annule, le rapport
t- tf
— l- — - = o; donc, l’arc OA est tangent à l’axe des abscisses 1 -+- ec
à l’origine des coordonnées.
Faisons, maintenant, augmenter x à partir de X1 ~ OM. Le rapport — — -augmentera avec x, mais il a pour lil +• Cx
mite puisque — ? — - = ~ quand x — 00 . Afin de rcconi-t- cx
naître s'il existe une asymptote parallèle à la droite y = - . x, nous chercherons la limite de (y — cx ) (p. i3i).
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Ou a
y — ex =
ou, en remplaçant x par ->
I -t- tT
Pour z — o , la fraction ' — - prend la forme - >
mais sa vraie valeur est — t . Donc la branche OAD a pour asymptote la droite FL , dont l’équation est
Pour 'déterminer les points de la courbe y = — — - .
dont l’abscisse x est négative, nous remplacerons x par z , le rapport de l’ordonnée à l’abscisse deviendra alors
il sera positif. Par conséquent, on obtiendra des points situés dans l'intérieur de l’angle X' OX' .
Si l’on donne à z une valeur quelconque positive z'=OM', il en résultera
iH
. * cz
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et en faisant diminuer z depuis z' jusqu’à zéro, - couver-
géra vers l’unité. A la limite, lorsque z =. o, il vient
donc l’arc OA' est tangent à la bissectrice de l’angle Y'OX' * au point O. 11 s'ensuit que l’origine des coordonnées est un point anguleux ou saillant.
Lorsque z croît depuis z' = OM' jusqu’à l’infini, l’ordonnée y devient, en valeur absolue, de plus en plus grande; le rapport de l’ordonnée à l’abscisse est convergent
vers On peut donc présumer que la branche OA' a une
asymptote parallèle à la droite y = ^ x. En cherchant la limite dey — ex, correspondante à z = oo , on trouve — t ; donc le prolongement FL' de la droite FL est asymptote à la branche OA'D' de là courbe.
304. Construction de courbes dont. les équations sont exprimées en coordonnées polaires.
Premier exemple. ( Spirale d 'ylrchimb.de. ) p = net (f,g. i63);.
En attribuant à m des valeurs croissantes de o à l’ififini , la valeur de p est positive et augmente de o à oo ; ces valeurs déterminent une courbe OABA'b'..., tangenteà l’axe polaire à l’origine, et faisant, autour de ce point, un nombre indéfini de circonvolutions.
Les valeurs négatives de « donneraient une courbe égale et symétriquement placée par rapport à la droite OY, qui... est^perp.endiculaire à ‘l’axe polaire OX et menée par le pôle.
Si l’on désigne par V l’angle que la tangente, en uh point de la courbe, forme avec le rayon -vecteur mené ;f ce point,
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on aura
tangV = £ = « (|>. 377);
et la sous-tangente aura pour expression -•
On voit par quelle construction on déterminera la. tangente à chaque point de la courbe. , -
Deuxième exemple. ( Limaçon de Pascal.)
p = «coswdr6 (,/?£. 164).
On supposera b a.
Le premier terme a cosw du second membre de 1 équation proposée , représente évidemmen t un des côtés de l'angle, droit d’un’ triangle rectangle dont a est l’hypoténuse, et l’angle adjacent «. Par conséquent, si l’on prend sur l’axe polaire OX, à partir de l’origine, la distance OÀ égale à a, et qu’on décrive.sur OA, comme diamètre, une circonférence, le ternie a coso) sera la valeur d’une corde OB, menée par le pôle, et faisant avec l’axe polaire l’angle o>. D’où il suit que j pour déterminer les différents points C, O, etc., de la ligne^ = n coswrtô, il suffira de mener par l’origine O des cordes telles que OB, et de prendre sur la direction de chacune d’elles, de chaque côté de l’extrémité B, les distances BC, BC', égales à b. Cette construction donne une courbe de la forme indiquée (/‘g- 1 6’4 ) .
Troisième exemple, p — tangnw (le nombre n est supposé entier) .
Les deux, variables w, p, s’annulant à la fois, la courbe passe par l’origine. E11 faisant croître eo depuis .0 jusqu’à
— 1 la valeur de 0 augmente de o à oc . Pour savoir si la courbe a une asymptote parallèle à la direction du rayon polaire OH (_fig. 160), qui forme,' avec l’axe OX, l’angle — »
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il faut chercher la limite de p. sin ^ w J , lorsque w= —
(n° 270). Cette limite s’obtiendra en divisant — 1 par la
valeur que prend la dérivée de la fonction de w, que - re-
présente, en ayant soin de remplacer u> par - dans la dérivée dont il s’agit (page djp). Or,
tant; n w '
et la dérivée de
n . séc* n w
tang/iw tang’«w sin’/fw
Donc, en divisant — 1 par cette dérivée, on a
sin’ n b>
et, en remplaçant ta par —■> il vient
ou -•
Par conséquent, la courbe a pour asymptote la droite FL, parallèle à OH, et à une distauce OF de OH, égale à -• D’après cela, on voit que les valeurs de w , croissantes de o à ~i donnent l’arc OD , qui part de l’origine des coordonnées polaires , et a pour asymptote la droite FL.
Si l’on fait croître to depuis jusqu'à y, oh trouvera l’arc D' O , asymptote au prolongeaient FL' de FL, et qui se termine à l’origine, lorsque w = -•
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Le rayon polaire est alors négatif et décroît, en valeur absolue, de 00 à o.
En remplaçant, dans l'équation proposée, o> par co'-f- - ,
ce qui revient à prendre pour axe polaire la droite OX' qui
fait avec l’ancien axe OX un angle égal à l’équation reste
absolument la même. Par conséquent, les valeurs de
croissantes de o à -j détermineront deux nouveaux arcs n
égaux à OD, OD', ayant aussi une asymptote commune, et dont la situation relative à OX' sera la même que celle de OD, OD' par rapport à OX.
11 est maintenant facile de reconnaître que la courbe se composera de in couples de branches telles que OD, OD', et qu’elle aura an asymptotes. «
Quatrième exemple, p = m cos nu> (les coefficients m et n représentent deux nombres dont le second est supposé entier-, la valeur de rn est plus grande que l’imité).
La valeur de cos n o> étant comprise entre -j- 1 èt — t, celle de p ne pourra varier que depuis m 1 jusqu'à m — 1 . Si l’on décrit de l’origine O des coordonnées comme centre, et avec des rayons représentés par m -+- 1, m — 1, deux circonférences concentriques ABC, abc {Jïg. 166), elles comprendront entre elles tous les points de la courbe proposée. On aura d’ailleurs tous les points de cette courbe, situés sur la première circonférence ABC, en posant p = m 1 5 d’où
cos n w = 1 , /iu — 2It, u — :
ri
les valeurs de co seront donc
27r 4* l(n — t) rr
Il est clair qu’on obtient ainsi les sommets A, B, C, etc.,
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<l’un polygone régulier de n côtés. De plus, la courbe est, en ces points, tangente à la circonférence ABC; car l’angle que le rayon vecteur forme avec la tangente à la courbe, à l’un quelconque des points dont il s’agit , est droit. En effet, si l’on désigne par V l’angle de la tangente et du rayon polaire mené au point de contact, on a (n° 200) p ni cos n w
tang V —
Or si n zi w = o quand ai =
Pour déterminer les points communs à la courbe et à la circonférence intérieure abc, on posera p — ni — i ; d’où
/ , \ ( 2 X' -t- 1 ) ÎT
COS — l, /i w =r ( 2 /v 1 ) 7f , w =
Les valeurs de ca correspondantes aux points cherchés seront
ÎT OIT
et les points obtenus représenteront évidemment les sommets n, ô, c, etc., d’un polygone régulier inscrit dans le cercle abc. On voit aussi que la courbe est tangente à ce cercle aux sommets a, b, c, etc., du polygone régulier,
,, , (2/ -f- l)îT
puisque tang \ =± oo lorsque cri = - .
Si l’on fait croître o> de o à le rayon vecteur p diminue de m + i à m — t , et on obtient l’arc An. I/angle m augmentant de ^ à — , le rayon p est croissant depuis m — t
jusqu’à tn + i, et ses valeurs déterminent l’arc a B ; et ainsi de suite. La courbe aura donc la forme indiquée
fis- 166 ■
Les n droites OA, OB,..., OG sont des axes. En effet, lorsqu’on change le signe de cri, l’équation p — m -f- cos. /toi
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reste ia même; donc l’axe OX des coordonnées polaires est un axe de la courbe. Si , de plus, on remplace dans l'équation p = m -f- cos . no, la variable w par m' -+- — il
vient
p — m -4- cos. n
quelle que soit la valeur de k.
Donc les droites OH, OC,..., OG, divisent chacune la courbe en deux parties égales et symétriques.
305. Nous proposerons , comme exercices , les questions suivantes :
Construire les équations :
I. y — (x — a ) \x — b (la courbe a un point conjugué dont l’abscisse est a, si a < b\ et un point multiple dont l’abscisse est a, lorsque b>a).
II. y ’ — q6 . a*y* -f- i oo a* x* — ,r*=o (la courbe que cette équation représente a été nommée courbe du diable. Elle est formée de trois branches séparées. L’origine des coordonnées est à la fois un point d’inflexion et un point multiple).
III. y — ex (l’origine des coordonnées est un point d’arrêt).
IV. x-r=yx. (En prcnafit pour inconnue auxiliaire le rapport^ = t , on déduit de l’équation proposée
xtx — t*x* ; d’où x1 — tx ;
et, par suite.
x=t‘~', et y—t'-'.
C’est la solution donnée par Euler.)
VI. p — - ■ — — • (Qundratrice
‘ it cosw '
KEÿü
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Lieux géométriques :
I. Trouver le lieu des points tels, que le produit de leurs distances à deux points donnés soit égal à un carré donné. (Ellipse de Cassini.)
II. Lieu géométrique des points dont le produit des distances à deux points donnés soit égal au carré de la demidistance des deux points donnés. (Lemniscata de Bernoulli.)
III. Les deux extrémités d'une droite, dont la longueur est invariable et connue, glissent sur les deux côtés d’un angle droit, donnés de position; d’un point pris sur la bissectrice de cet angle, on abaisse une perpendiculaire sur la droite mobile : trouver le lieu du pied de la perpendiculaire. (Scarabée.)
IV. Déterminer l’équation de la courbe décrite par un point dune circonférence dont on donne le rayon, et qui roule sur une droite indéfinie donnée de position. ( Cy cloï< le.)
V. Ligne décrite par un point d’une circonférence qui roule sur une autre circonférence fixe. ( Épiçycloïrle .)
VI. Lieu de la projection du centre d’un cercle sur les tangentes à la circonférence.
ML Lieu géométrique du sommet d’un angle égal à un angle donné et circonscrit à une ellipse. — Même question pour l’hyperbole et la parabole. — Examen du cas particulier où l’angle donné est droit.
\11I. Deux des sommets d’un triangle semblable à un triangle donné glissent sur deux circonférences dont on connaît les centres et les rayons; déterminer la ligne décrite par le troisième sommet du triangle.
IX. Lieu géométrique du centre du cercle inscrit dans
tin triangle dont la base cl la hauteur sont données.
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COURBES DANS LES QCESTIOKS 1) ALC.F.BBE.
§ I . — Construction des racines d'une équation .
300. Pour déterminer par un tracé graphique les r'acines d’une équation de forme quelconque à une inconnue, J (x) = o, il suffit de construire la ligne y= J (.r) , et de chercher les points où elle coupe l’axe des x; les valeurs des abscisses de ces points devront vérifier l’équation /(x) = o, puisque leurs ordonnées sont milles. Les valeurs numériques de ces abscisses s'obtiendront, d’ailleurs, en comparant à la droite choisie pour unité de longueur, les distances de l’origine aux points d’intersection dont il s’agit.
Comme les constructions graphiques sont entachées d’erreurs dont il n’est pas toujours facile d’apprécier rétendue, on conçoit que le procédé qui v ient d’être indiqué ne donne pas, dans tous les cas, avec certitude les racines à l’approximation désignée \ mais il peut souvent servir à diriger le calcul de la séparation des racines, en montrant vers quelles valeurs les substitutions doivent être faites.
Le tracé des courbes peut encore être utilement employé pour vérifier quelques principes d’algèbre, et quelquefois pour en découvrir.
„ Par exemple, eu traçant une courbe y — J (x) , on reconnaît immédiatement que si J {x) est une fonction continue qui prenne des signes contraires, lorsqu'on y remplace successivement x par deux nombres réels a, 6, l’équation doit avoir, âu moins , une racine comprise entre a. et to.
■ Lorsque /"(.r) est une fonction algébrique entière , telle
que ax"‘ 4- bx'n ~' 4- ex"1-* 4- etc., l’équation représente (fig- 167) une parabole du degré m , et, dans ce cas, à chaque valeur de x correspond une valeur de y , et une seule.' En supposant que l’équation J (x) = o ait deux racines égales à OE, la courbe sera tangente à l’axe des x au point E -, on aura donc, en désignant OEpara,
Ce qui montre que toute racine double, a. , de f(x) — o annule la première dérivée/' (.r) de /(x), ce qu’on savaitdéjà.
On voit de même qu’il existe une valeur OE' de x, comprise entre les racines consécutives OB, OC, qui doit correspondre à un maximum FF' de l’ordonnée, c’est-à-dire à un point F de la courbe, où la tangente sera parallèle à l’axe des x. Par conséquent, deux racines consécutives OB, OC de l’équation J (x) = o, comprennent entre elles, au moins, une racine OF' de la première dérivée J' (x) = o de cette équation. C’est le principe de Folle.
Enfin, supposons que l’arc M.M'M"A tourne sa convexité vers l’axe des x; si l’on mène en différents points de cet arc, les tangentes MP', M'P", etc., les points P', P", etc., où elles couperont l’axe des x, se rapprocheront de plus en plus du point A , de manière que les abscisses OP, OP', OP", etc., auront des valeurs convergentes avec la racine OA. Cela admis, nommons a la première valeur approchée OP de la racine OA, et remarquons que JV1P — f[a) \ le triangle rectangle MP'P donnera
MP MP /(a)
tangMP'P tangMP'X J'{u)
Donc, on aura une valeur plus approchée de la racine cherchée en ajoutant à a l’expression — y, ---• C’est la méthode d'approximation de jN'f.wton.
307. Au reste, on peut déterminer les racines réelles de l’équation f(x)~o, par une infinité de constructions différentes de celle que nous venons d’exposer, et qui consiste à couper l’axe des X par la ligne y = J (x). Car l'cqualion y(x) = o résulte de l’élimination de y entre le système de deux équations <p [x, y) — o, <p (x, y) = o, qui peuvent avoir une infinité de formes dillérentes, puisque l’une d’elles est arbitraire. Or, les abscisses des points communs à ces deux lignes représenteront, évidemment, les racines de f(x) = o ; et pour qu’on soit certain que les deux lignes se coupent en autant de points que l’équation y (.r)=o a de racines réelles, il suffira que y n’entre qu’au premier degré dans l’une des deux équations
308. Il est. toujours possible d’obtenir les racines réelles d’une équation du quatrième ou du troisième degré par l'intersection d'une parabole donnée et d’une circonférence.
Considérons l’équation du quatrième degré ( I ) x1 + px* + qx ■+ r = o ,
et représentons par
(2) x'=ay,
la parabole donnée. Si, dans l’équation (i) on remplace ,r‘ par n’y*, il viendra
(3) a1 y* -H px% -+- qx 4- o.
En multipliant (2) par un coefficient arbitraire X, et ajoutant membre à membre avec (3), on aura
(4) a’y’-h (p -+■ \)x,-b qx -+- r= a\y.
Et , si l’on pose p -y- A = a1, l’équalion (4) sera celle de la circonférence cherchée.
Quant à l’équation du troisième degré xs 4- px -f- q = o, on y introduit une racine nulle, en multipliant par x le premier membre, ce qui donne
x1 -4- px1 -f- fjx — o ,
et ou rentre , ainsi , dans le cas précédent.
Les problèmes qui ont pour objets : de trouver le côté d’un cube double d’un cube donné: de diviser un angle en trois parties égales; d’insérer deux moyennes géométriques entre deux droites données, se résolvent simplement par l’intersection d’une parabole donnée et d’un cercle, parce qu’ils conduisent à des équations du troisième degré.
§ 11. — Intersection de deux courbes du second degré.
309. Étant données les équations de deux courbes du second degré , trouver l’équation générale des courbes du second degré qui passent parles quatre points d' intersection des deux premières.
Soient
(') — o, <f(xty)=o,
les équations données, et X un coefficient arbitraire; l’équation demandée sera
Car (a.-, y) -4- jy) = o représente évidemment une ligne du second degré qui passe par les points communs auxeourbes/ja-, y) = o, f (x, y) — o, quelle que soit la valeur attribuée au coefficient X; et il n’est pas moins clair qu’en donnant à X une valeur convenablement choisie, on pourra disposer, comme on voudra, d’un cinquième point de la ligne que l’équation X f (x, y) -+- <jp (.r, y) = o représente; donc, cette équation est celle de toutes les lignes du second degré qui passent par les quatre points d'intersection des courbes proposées.
Digitizèd by Googlç.
310. Disposer de l’indéterminée X que renferme cette équation [X f(x, y) o (x, y) = o] , de manière quelle
puisse se décomposer en deux facteurs du premier degré.
Les équations (i) du numéro précédent seront généralement
( i ) ay'- H- bxy -+• ex' + dy + ex 4-/= o ,
(а) a' y1 -t- b'xy -f- c'x1 -t- d'y 4- c' x +f = o; par suite, lf(x, y) -t- <f (x, y) = o devient
.3. | -t- (b\ + b') xy 4- (ci H- c')x'
| (d\ d') y -(-(eX+e' )x-f- (_/"i + f ) — o ,
et donne, lorsque al ■+■ a’ n’est pas nul ,
, , , f" mx -f- n ] , 1 , — ;
eu posant
b\ -+- b' — m , rfi -f- d' — n ,
(èi - 1- b')‘ — 4 (<*X + "') { c X -t- c ') — P,
[(Ü -t- b') (d\ 4- d') — 2 (a\ -t- n') (ci -+- c ')] = t/,
(dy. -+- d'y — 4 (a x + e ) (y y ~t~f') ~ r •
Pour que l’équation (4) soit décomposable en facteurs du premier degré, il faut que p.t^ -h 2qx -h r soit un carré, ce qui donne
(5) ,p—pr— o.
En remplaçant 1 7, p , r, par leurs valeurs, et supprimant le facteur commun a X -f- <1 qui ne doit pas être nul, on parvient à une équation du troisième degré ,
(б) Ai3-f- BV -t- Ci + D = o,
dans laquelle les deux coefficients À et D sont précisément les polynômes qui doivent être annulés, quand les équations proposées (1) et (2) sont décomposables en facteurs du premier degré. Donc, aucun de ces deux coefficients ne
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sera nul, et par conséquent l’équation (6) aura au moins une racine, réelle, finie, et différente de zéro.
Si l’on rémplace X par ce nombre réel X', le trinôme px* qx /' deviendra un carré, et, en extrayant sa racine, l’équation (4) prendra la forme
<” ^=-[rï^]±^V7)(w^+^)’
en désignant par m', u\ p', </, les valeurs de m, n , p. q-, elle sera décomposée en facteurs du premier degré, et représentera le système de deux droites, quand p' ne sera pas négatif. Les intersections de ces deux droites avec l’une quelconque des deux courbes proposées f [x , y) — o , ÿ(jc, )') = o, seront les points communs à ces deux courbes.
Lorsque les courbes représentées par les équations f [x, y) = o, <jp [x, y) = o, se coupent en quatre points, l’équation (6) A X3 -j- B À* C X -+- D = o a nécessairement scs trois racines réelles, et aucune des valeurs de p correspondantes à ces racines ne peut être négative. Car, dans ce cas, il existe trois systèmes de deux droites qui passent par les quatre points communs aux deux courbes données. Si l’on désigne Çar ni", n", p", q", les valeurs de m, n, p, q, correspondantes à une seconde racine 1" de l’équation en X, on aura pour équation du second système de droites
elles solutions communes aux équations du premier degré (y) et (8) donneront les coordonnées des points communs aux deux courbes proposées.
Si les courbes proposées ont le même centre, les quatre points auxquels elles se coupent sont les sommets d’un pa-
rallélogramme; il faudra donc que deux des trois systèmes de droites qui passent par ces points se composent de parallèles; par conséquent, deux des valeurs de X annuleront à la fois p et <7, et feront prendre à l’équation (4) la forme
y = _ r mX + n l-t; ! J?.
\ 2(ai-+-a')J a(a^-|-a)v
Dans ce cas, les fonctions de X, désignées par p et doivent avoir un facteur commun du second degré en X; et comme elles ne sont pas d’un degré supérieur au second , elles ne pourront différer l’une de l’autre que par un facteur 0 indépendant de X. La relation
(p — pr — o
deviendra donc
fp — qrO = o,
et donnera les deux équations du second degré 7 = 0, q — G r = o ,
qui ont l’uiie et l’autre leurs coefficients rationnels. Or, 011 a vu que l’expression q' — pr admettant pour diviseur nX -+- a', l’équation
q ’ — Pr~ 0
a une racine égalé a ; il s ensuit que est racine
de l’une des équations du second degré
q — O, q — Or — o;
donc la seconde racine de la même équation s’exprimera en fonction rationnelle des coefficients a, b , etc. Il en faut conclure que si les courbes proposées ont le même centre, l’équation en X aura au moins une de ses trois racines cominensurables.
Prenons pour exemple les courbes du second degré re-
présentées par les équations
7 y' — 2 G.xjr 4- 1 7 Ær1 4— 6 jr — l4-r 4-3 = 0,
L’équation générale des lignes du second degré qui passent par les points communs à ces deux courbes , sera
On en tire
ce qui donne
La relation q * — pr = o devient donc
OU
(X’ 4- 3X 4- 2) (g.XJ 4- 27 X 4- 4) = o.
En égalant à zéro chacun des facteurs, il vient
d’où
équation qui a pour racines — — wi la seconde, — ~ ,
doit être rejetée parce qu’elle annule le dénominateur des valeurs de y, déterminées par l’équation (9).
Il cil résulte que les trois valeurs de X sont i , 2 ,
Si l’on remplace successivement i par — 1, et 2 dans l’équation (9), on aura
En résolvant ces dernières équations , on trouve les quatre solutions suivantes :
Ces valeurs de x et dey sont les coordonnées des quatre points d’intersection des deux courbes proposées.
ERRATA
Page 76* ligne a en remontant; au lieu de a 6 cos 0, lise t 6 cos0.
Page ni, ligne 4 en descendant; au lieu de sin 65°, lises — sin G5°. Page ni , ligne 8 en descendant; au lieu de x' sin 65°, lisez — x'sin 65°.
Page aa6, ligne i en descendant; au lieu de SI, lises PI.
Page aaG, ligne 3 en descendant; au lieu de SI, lisez PI.
Page 38o, ligne t\ en descendant; au lieu de h* x\ lisez b* x'.
Page 4ii, ligne a en remontant; au lieu de sin r
sin [(^ )*H'
7r H- x , lisez
THÉORÈMES SUR LES PROJECTIONS
311. Lorsqu'une droite finie AB et une droite indéfinie OX ( fig . 168) sont ou ne sont pas dans un môme plan , et que, des extrémités de la première, on abaisse sur l’autre les perpendiculaires AA', BB' qui , en général , ne sont point parallèles, la distance A' B' est ce qu’on nomme la projection de AB sur OX, et ces deux lignes ont entre elles une relation remarquable. En effet, si , par le point B, on imagine un plan MBB' perpendiculaire à OX, et que l’on mène jusqu’à ce plan la droite AC parallèle à OX , le triangle ACB sera rectangle en C , et l’angle BAC = « sera ce qu’on appelle l’angle de AB avec OX. Or ce triangle donne
AA' = AB cos a ,
ou bien
(i) A'B' = AB cosa :
ainsi, la projection d’une droite sur une autre est égale à la première droite multipliée par le cosinus de l’angle quelles font entre elles.
312. Considérons un système de plusieurs droites consécutives telles que ABCI) {fig- 169), et par les sommets A ,
B, C, D menons des plans perpendiculaires à l’axe OX : les points A', B', C', D', où ils coupent cet axe, sont les projections des sommets, et les longueurs A'B', B'C', C'D sont les projections des côtés successifs AB, BC, CD. Traçons la droite AD, que nous nommerons ligne résultante : cette droite a évidemment A'D' pour projection. Représentons par d , d\ d" les côtés consécutifs, par a, a', a" les angles qu’ils forment avec les lignes AE, BE', CE" menées parallèlement à OX, et toutes dans le même sens; par A la résultante AD, et par çp l’angle DAE; les projections de ces diverses lignes seront exprimées par d cos oc, d' cos a', d" cos a", A cos <j>. Or, quand les angles «, a', a" sont aigus, les cosinus sont positifs, et, par suite, les produits précédents le sont aussi : il est visible d’ailleurs qu’on obtient A^ en ajoutant les projections A' B', B'C', C'D'; donc on a
(2) d cos a -f - d’ cos a' ■+- d" cos a" = b cosç.
S’il y a des angles obtus , par exemple si DCE" ou a" est obtus [fig. 170), il faut retrancher la projection C'D' des précédentes pour avoir A'D'. Mais alors d" cos a" est aussi un produit négatif; donc la formule ci-dessus donne encore la valeur de A'D' ou A cos <p. Quel que soit , en général , le nombre des côtés placés entre les sommets extrêmes, il est aisé de voir que les angles obtus donnent des projections qu’il faut soustraire de celles qui correspondent aux angles aigus, et comme l’expression de chaque projection est positive ou négative, suivant que l’angle est aigu ou obtus, il en résulte que la formule (2) a- lieu sans exception. Cette formule est la traduction algébrique de la proposition suivante :
La somme des projections de plusieurs droites consécutives sur un axe quelconque est égale à la projection de la ligne résultante.
£ 313. Donnons à l’axe de projection différentes positions.
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Stipposens-le d’abord parallèle à la résultante; alors <31 = o , d’où A cos tp = A :
c’est la plus grande valeur que le produit puisse avoir. Quand l’axe est dans un plan perpendiculaire à la résultante, on a
ÿ = go° et A cos 9=0.
Enfin, si l’axe en changeant de position continue de faire le môme angle avec la résultante, le produit A cos y ne changera pas. On déduit delà les conséquences suivantes :
i°. La somme des projections de plusieurs droites consécutives est la plus grande possible, quand l’axe de projection est parallèle à la résultante, et cette somme maximum est égale à la résultante elle-même ;
20. La somme des projections est nulle sur tous les axes perpendiculaires à la résultante;
3°. Cette somme reste la même pour tous les axes qui font des angles égaux avec la résultante.^
314. SoitOG (fig- 171) une droite donnée, et soient OX, OY, OZ trois axes perpendiculaires entre eux ; si par le point G on mène des plans parallèles aux plans YOZ, XOZ, YOX, on forme un parallélipipède rectangle dont les arêtes contiguës OA, OB, OC sont les projections de OG sur les trois axes. Or le carré de la diagonale étant égal à la somme des carrés des trois côtés contigus, il en résulte que la somme des carrés des projections d’une droite sur trois axes rectangulaires est égale au carré de cette droite.
Si l’on veut convertir cet énoncé en formule, on fera
OG = d, OA =f OB = g, OC — h, et l’on aura
Quand on suposeOG=i, il est visible que DA=cosGOX,
OB = cos GO Y, OC = cos GOZ ; donc, on désignant ces trois angles par a , (i , y, on obtient
cos3 a + cos3 p -+- cos3 7=1}
c’est-à-dire que la somma des carrés des cosinus des angles qu’une droite fait avec trois axes rectangulaires est égale à l'unité.
315. Le théorème 311 subsiste pour une surface plane projetée sur un plan quelconque. Considérons d’abord un triangle dont un des côtés soit- parallèle au plan sur lequel on projette la figure : on pourra, sans altérer l’étendue de la projection, supposer que ce plan contienne le côté auquel il était parallèle. Soit donc ABC ( fig. 17a) un triangle dont un côté PC soit situé dans le plan de projection MN : en abaissant sur MN la perpendiculaire AA', le triangle ABC .aura pour projection A'BC. Cela posé, menons A'H perpendiculaire sur BTC, et tirons AH. Cette dernière ligne sera aussi perpendiculaire sur BC , et, par suite, l’angle AHA' mesurera l’inclinaison du plan ABC sur le plan MN. Nous représenterons cet angle par a. Les deux triangles A'BC et ABC ayant même base BC, sont entre eux comme leurs hauteurs A'H et AH, c’est-à-dire qu’on a
A'BC A'H AII cos a ÂBC~AH~ AH — c0ia;
d’où l’on conclut
A ' BC — ABC cos a.
Si le triangle ABC (fig- «73) est dans une position quelconque par rapport au plan de projection , on pourra supposer quwee plan passe par l’un des sommets B. Soit A'BC' la projection de ABC ; en prolongeant AC jusqu’à sa rencontre avec le plan MN, lo point D sera sur A'C', et les triangles A'BD, C'BD seront les projections de ABD et CBD.
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D’après ce qui précède, on aura
A'BD = ABD cos a, C' BD = CBD cos a; et, par conséquent, en prenant la différence,
A'B'C' = ABC cos a.
La proposition qui vient d’être démontrée pourrait être présentée de la manière suivante :
Soit A'B'C' (Jig . 174) la projection du triangle ABC sur un plan quelconque MN ; la figure ABCA'B'C' est un tronc de prisme^triangulaire. Si l’on abaisse A' H perpendiculaire sur le plan ABC, l’anglc-des droites A' A et A'H sera celui de A'B'Cr ou de MN avec ABC. En désignant toujours cet angle par a , on aura
A' H = AA' cos a;
par suite, la pyramide dont le sommet est A' et la base ABC, sera exprimée par
A ABC cos a X AA',
puisque sa hauteur
A'H = AA' cos a.
Les pyramides dont les sommets sont B' et C' auront pour expressions de leurs volumes
■j ABC cos a X BB', | ABC cos a X CC'.
Par conséquent, si l’on représente par V le volume du tronc de prisme , on obtiendra
V = A ABC cos a ( AA'+ BB'-f- CC').
D’une autre part, si l’on prend A'B'C' pour base, on trouvera
V = a A'B'C' (AA'-t- BB'-t- CC');
donc, enfin,
A'B'C' = ABC cos a.
31 6. Maintenant, soient P un polygone plan, et P' sa projection sur un plan fixe. Si l’on décompose le premier en
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triangles T, T', T", etc., dont les projections soint t, t', t ", etc., on aura (n° 31o)
r=Tcosa, i' = T'cosa, t" — T" cos et, en ajoutant membre à membre, il viendra . •
P' = P cos a. *
Ce résultat s’étend au cas d’une aire plane S terminée par une ligne courbe ou mixte; car, en y inscrivant un polygone P, et en désignant par S' et P' les projections de ces deux surfaces sur le plan fixe, on voit sans peine qu’à mesure qu’on multipliera les côtés du polygone, les deux quantités constantes S' et S cos a seront les limites des deux quantités variables P' et P cos « : or, d'après la formule précédente , ces deux dernières étant toujours égales entre elles , on en conclut que leurs limites sont aussi égales, c’est-à-dire que
S' = S cos a.
Donc, en général, la projection d'une aife plane quelconque sur un plan , est égale au produit de cette aire par le cosinus de l’angle que font entre eux les deux plans.
317. Si l’on projette la surface plane P sur trois plansrectangulaires avec lesquels elle forme les angles « , (3, y, on aura , pour les trois projections P', P", P'" de cette surface,
P7 = P cos a, P" = P cos (3, P" = P cos 7;
puis, en faisant la somme des carrés, et se rappelant (n° 314) que cos* a. cos* (3 -f- cos* y = x, on sera conduit à cette relation remarquable
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318. Pour déterminer la position des differents points de l’espace, on les rapporte à trois axes lixes formant un angle polyèdre. Ordinairement, ces plans sont perpendiculaires entre eux; mais nous ne ferons d’abord aucune supposition particulière. Soient ( fig . iy5) XOX', YOY', ZOZ' les intersections deux à deux des plans que l’on considère , et M un point situé comme on voudra dans l’espace. Menons par ce point trois plans parallèles aux trois plans fixes, savoir: MBDC parallèle au plan YOZ, et qui coupe la ligne X'X en D ; MAEC parallèle au plan XOZ , et qui coupe Y' Y en E ; enfin Mb F A parallèle au plan XOY, et qui coupe Z'Z en F. Le point M sera déterminé quand ou connaîtra les points D, E , F ; car en menant par ces points des plans respectivement parallèles aux trois plans fixes, ils se rencontreront au point M. D’une autre part, ces points se déterminent euxmêmes au moyen des distances OD, OE, OF qu’on affecte du signe -p ou du signe — , suivant leur situation à l’égard du point O.
Les distances OD, OE, OF prises avec les signes qui leur appartiennent se nomment les coordonnées du point M. Les droites X'X, Y' Y, Z'Z sont les axes des coordonnées j le point O où elles se rencontrent en est l'origine , et les plans XOY, XOZ, YOZ sont appelés plans des coordonnées ou simplement plans coordonnés. Comme ou désigne les coordonnées d’une manière générale par x, y, z, on dit que X'X , Y' Y, Z'Z sont les axes des x , des y et des z , que XOY est le plan des xy , etc. On comprend sans peine que
les plans et les axes des coordonnées doivent être regardés comme indéCnis.
319. Les trois plans menés par le point M forment avec ceux des coordonnées un parallélipipède; par suite, on peut prendre indifféremment pour les coordonnées du point M , soit les distances OD, OE, OF qui sont sur les axes, soit les distances MA, MB, MC paràllèles aux axes et partant du point M, soit encore les distances OD, CD, CM.
320. Les plans coordonnés, qu’on suppose prolongés indéfiniment, forment évidemment huit angles trièdres. Si l’on regarde comme positives les coordonnées comptées sur les axes OX, OY, OZ, et comme négatives celles qui sont comptées sur les prolongements OX', OY', OZ', en désignant par a , b, c , les valeurs absolues dès coordonnées du point M , quand ce point sera situé dans l’angle
OXYZ, on aura
OX'Y'Z
Ce n’est qu’en ayant
ainsi égard
aux valeurs et aux signes
de ses coordonnées que la position d’un plan sera fixée complètement. 11 est visible que si ces longueurs étaient données d’une manière générale, on devrait, pour chacun des axes, les prendre des deux côtés de l’origine, et qu’alors on trouverait huit points differents.
‘ Si l’une des coordonnées est nulle, le point est sur le plan des deux autres. Par exemple , si l’on a
x — n, y —b, z zjzz o ,
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il est dans le plan des xy. Lorsque doux coordonnées sont nulles, le point est situé sur l’axe de la troisième. Ainsi , en prenant
il sera sur l’axe des x. Enfin, le point est placé à l’origine quand on a en même temps
Les points A , B, C où les lignes menées du point M parallèlement aux axes rencontrent les plans coordonnés , se nomment les projections du point M, et ces projections sont dites orthogonales ou obliques , selon qu’elles sont faites par des perpendiculaires ou par des obliques.
Les coordonnées du point M de l’espace étant a, b, c, il est visible qu’on a
x— a, y = h, 2 = o, pour la projection C sur le plan des xy ;
x — a, y = o, z — c, pour la projection B sur le plan des xz ;
x — o, y= b, z = c, pour la projection A sur le plan des y z .
321. Considérons maintenant une surface quelconque, et supposons qu’on ait pris arbitrairement deux des coordonnées , par exemple
x = OD et y — CD :
en menantla droite CM ( fig . 175) parallèle à OZ, elle ira .rencontrer la surface en un pointM, ou en plusieurs points qui seront complètement déterminés. On conclut de là qu’il doit exister entre x, y , z une relation telle, que deux de ces quantités étant données , on puisse en déduire les valeurs de la troisième. L’équation qui exprime cette relation se
nomme V équation de la surface; et, réciproquement, la surface est le lieu de l'équation.
On est ainsi conduit à regarder une équation entre x , y , z comme représentant une surface. Démontrons cette proposition importante. Soit
l’équation dont il s'agit. Donnons à la variable z , par exemple , une certaine valeur y, et traçons sur le plan des xy la courbe qui est représentée par l’équation résultante
Si par tous ses points nous menons à OZ [Jlg- '*76) des parallèles qui soient égales à y, nous formerons une courbe plane, égale et parallèle à celle que nous .avons tracée sur le plan des xy, et qui sera telle, que les coordonnées de chacun de ses points seront des solutions de l’équation
les points correspondants des deux courbes ayant toujours le même x et le mômej. Si l’on donne à z de nouvelles valeurs y', y", y'", etc., on obtiendra de nouvelles courbes parallèles au plan des xy, et 'qui pourront être aussi rapprochées les unes des autres qu’on le voudra ; par conséquent , le lieu géométrique d’une équation à trois variables > est une surface dont la nature dépend de la forme de la fonction F.
322. Lorsque l’équation proposée ne renferme que deux variables, comme
• • nous ferons remarquer que si l’on ne considère que les [joints du plan des xy, l’équation représente en général, sur ce plan, une ligne CD. En menant par les différents points de cette ligne des parallèles à l’axe OZ, on obtiendra une
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surface cylindrique , dans le sens général de ce mot. Or un "‘'point quelconque H de cette surface, quel que soit lez, aura toujours le même x et le même y que sa projection M ; par conséquent , les coordonnées d'un point quelconque de ce cylindre satisferont à la relation F(*, y) =o,
qui ne contient pas la variable z , tandis que tout point G pris hors de la surface, ayant une projection K qui ne tombe pas sur la courbe CD, ne pourra vérifier par ses coordonnées
x = 01. , y — RL ,
l’équation de la surface. On doit conclure de là que l’équation
représente une surface cylindrique parallèle à l’axe OZ. Une conséquence semblable s’applique aux équations F{x, *• ) — o , F (y, s) = o.
Donc toute équation entre deux variables appartient à une surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles à V axe sur lequel on compte les coordonnées qui n’ entrent pas dans l' équation , et dont la trace sur le plan des deux autres est représentée par cette même équation. Ajoutons toutefois que si l’on voulait définir analytiquement la courbe CD, il faudrait employer les équations simultanées F(x, y) — o et z = o, •
parce qu’alors il n’y aurait plus, sur tout le cylindre, que les points de sa base qui vérifieraient les deux relations.
323. On peut conclure, comme cas particulier du précédent , que si l’équation à deux variables est du premier degré, c'est-à-dire de la forme
y — ax b ,
elle appartient, non-seulement à une droite RS, dont on sait
déterminer la position sur le plan des xy, mais encore à tous les points du plan RST, mené par cette droite parallè- * lement à l’axe OZ : ce plan, en effet, n’est autre chose qu’un cylindre dont la base serait rectiligne.
Quand l’équation ne contient qu’une coordonnée, comme F(x) = o,
on en tire pour cette coordonnée des valeurs constantes , et chacune de ces valeurs , quand elle est réelle, détermine un plan parallèle à celui des autres coordonnées. En effet, si x ~ a est une de ces valeurs, et si l’on mène, parallèlement au plan des un plan qui rencontre l’axe des x à une distance a de l’origine, à droite ou à gauche, suivant le signe de a , }1 est visible que pour tous les points de ce plan , x est égal à a , et que pour tous les points hors dé ce plan , x est différent de a. Donc toute équation à une seule variable représente un système de plans parallèles aux deux axes dont les coordonnées n'entrent pas dans cette équation.
Il est clair alors que
est l’équation caractéristique du plan XY , et que y — o, x = o
représentent les deux autres plans coordonnés XZ et YZ, On conclut de ce que nous venons de dire que les égalités * x = a, y =b, z = c,
prises séparément, représentent trois plans parallèles à ceux des coordonnées; donc, étant prises simultanément, elles déterminent le point d’intersection des trois plans. Ce point est celui qui a pour coordonnées a, b , c, et, pour cette raison , on dit que
x=x a, y — b, z =zc
sont les équations de ce point.
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324. Une équation à une, deux ou trois variables peut ne représenter qii un système de lignes ou de points isolés, ou même ne rien représenter, suivant qu’elle peut se décomposer en deux ou trois autres, ou qu’elle ne peut être vérifiée par aucun système de valeurs réelles. Ainsi, les équations
ne représentent rien.
L’équation
représente le point (a, b , c); car elle ne peut être vérifiée qu’en posant à la fois
c’est-à-dire qu elle n'admet qu’un système de valeurs réelles. - Mais l’équation
(x — «)3-+- (y — b)'= o étant satisfaite, quel que soit z, par x = a, y = b,
représente par conséquent tous les points qui ont le point (a, b) pour projection sur le plan de ety, c’est-à-dire l’intersection des plans dont les équations sont
325. Actuellement, si l’on considère deux équations simultanées
F(*,/,jî)=o, F, (x, y, z) = o,
c’est-à-dire dans lesquelles les variables seront censées recevoir à la fois les mêmes valeurs, ce qui n'en laisse plus qu'une seule arbitraire, z par exemple, ce système représentera une ligne droite ou courbe, puisqu’il ne pourra convenir qu’aux points situés en même temps sur les deux
surfaces, c’est-à-dire à leur commune section. Réciproquement, le seul moyen qu’ou ait pour définir une courbe dans l’espace étant d’assigner deux surfaces connues dont elle soit l’intersection , on ne pourra représenter analytiquement cette ligne que par deux équations simultanées. Les équations des deux surfaces qui contiennent une ligne, étant prises conjointement, se nomment les équations de cette ligne. Comme il existe une infinité de surfaces différentes qui passent par une même ligne, il y a aussi une infinité de surfaces qui peuvent , prises deux à deux , représenter cette ligne. On fait disparaître l’indétermination en prenant, pour les deux surfaces, des cylindres parallèles à deux des axes coordonnés. Ainsi, pour représenter une courbe MM'M".,. ( fi g. 177) située d’une manière quelconque dans l’espace, on imagine pour tous les points de cette ligue des parallèles à l’axe OZ; ces droites, dont l’ensemble formera bien une surface cylindrique, rencontreront le plan XY suivant une ligne CC'C"..., qui, en général, sera une courbe, et que l’on nomme la projection de WM'M”.., sur ce plan. Si l’on conçoit de même par la ligne MM'M"..., deux cylindres parallèles l’un à OX, l’autre à O Y , on obtiendra les deux autres projections A A' A"..., BB'B"..., et la courbe dans l’espace sera évidemment déterminée dès que l’on donnera deux de ses projections, puisqu’alors elle devra se trouver à l’intersection de deux cylindres connus.
326. Or, les deux projections BB'B"... et A A' A"..., par exemple, sont déterminées par des équations de la forme
ou bien
| /(•*, *) = o, \/i lr* *) = o,
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lesquelles, dans leur généralité, représentent les deux cylindres projetants qui ont pour bases les courbes 13B" et AA" ; doue la courbe sera déterminée par les équations (i) ou (2).
327. Une ligne étant déterminée quand 011 connaît ses projections sur deux plans coordonnés, sa projection sur le troisième doit s’ensuivre nécessairement. En elïet, soient a, b, c les coordonnées d’un point quelconque de la courbe qui a pour équations
/(x,a) = o et f(jr,z) = o,
a et b seront les coordonnées de la projection de ce point sur le plan XY. Or, si entre ces deux équations ou élimine x, il est visible que l’équation résultante
aura pour solutions tous les couples de valeurs de x et de y, qui , conjointement avec certaines valeurs de z, vérifient les équations proposées ; donc elle est satisfaite par x = a gl y = b , et, par conséquent, par les coordonnées de tous les points de la droite qui projette le point (a, b, c) sur le plan XY; c’est donc l’équation du cylindre projetant de la courbe sur ce plan.
Il résulte delà que, quand on connaîtra les équations de deux surfaces quelconques , il suffira , pour obtenir l'équation du cylindre qui projetterait, leur commune section sur un des plans coordonnés , d'éliminer entre ces équations la variable que l’on compte sur l’axe qui n’est pas dans ce plan.
328. On conclut facilement de ce qui précède, que le moyen le plus simple de représenter une droite située dans l’espace, doit être de se donner les projections de cette droite sur deux des plans coordonnés, sur XZ et YZ par exemple, et comme on sait que ces projections sont des
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lignes droites, leurs équations seront de la forme x= az -h P et
(2) y= bz+ q.
Dans ces équations , /> et <7 sont les distances de 1 origine . aux points où les projections de la droite donnée coupent respectivement les axes des x et des y, et a et b sont les tangentes des angles que ces projections font avec celui des z si les coordonnées sont rectangulaires. Dans le cas. où les coordonnées sont obliques, a et b représentent des rapports de sinus.
Si entre les deux équations ci-dessus on élimine z , on trouvera, pour l’équation de la projection de la droite sur le plan XY,
329. Nous devons faire remarquer que les équations (1) ct (2), prises dans toute leur généralité, ne représentent pas seulement les projections de la droite , mais deux plans * respectivement parallèles aux y et aux x. Ils sont les plans projetants de la droite, «t c’est parce qu’ils contiennent cette droite que leur système la détermine.
330. Enfin , si l’on veut trouver la trace d une droite sur un des plans coordonnés, celui des xy par exemple, on se rappellera (n° 323) que l’équation z=o caractérise tous les points de ce plan. Cette condition introduite dans les équations (1) et (2), donnera x = p, y = <7 pour les coordonnées du point cherché.
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331 . Problème I. — Trouver les équations d’une droite assujettie à passer par deux points donnés.
Soient x1, y', z' et x",y", z" les coordonnées des deux points. Les équations de la droite doivent être de la forme
(1) x = az p,
(2) yz=bz-+-q.
Or, les points (x',y\ z'), (x",y", z") appartenant à la droite, leurs coordonnées doivent vérifier les équations (1) et (2), et l’on a les relations
(3) x' = az' -t- p ,
(4) y’=bz'+qi
(5) x"=as"+/>,
(6) ~ f=bz"+q,
desquelles on pourrait' tirer les valeurs des quatre constantes, pour les substituer ensuite dans les équations (1) et (2); mais on arrive d’une manière plus élégante à un résultat équivalent, en suivant la méthode du n" 41 : on trouve successivement
x'— x"=za(z' — z"), y—/'.= b(z' — z'),
d’où
Ces deux dernières équations sont celles de la droite demandée.
Remarque. — Quant aux équations x — x'= a (z — z'),
elles appartiennent à une droite quelconque passant par le. point (.x', y', z '), puisqu’elles sont satisfaites par le système x=zx',y—y', z — z'. Les constantes a et b restent indéterminées, par la raison qu'on peut mener une infinité de droites par un même point.
332. Problème II. — Trouver les équations d’une droite qui passe par un point donné et qui soit parallèle à une droite donnée.
Soient
x = az -{- p , y—bz+q
les équations de la droite donnée, et soient x', y', z' les coordonnées du point; puisque la droite cherchée doit passer par ce point, ses équations pourront se mettre sous la forme
a' et b' étant encore inconnus.
Les droites étant parallèles , les plans projetants de ces droites et, par suite, leurs projections sur chacun des plans * des xz et des yz , sont parallèles. Ainsi on a nécessairement (42)
a’x=a, b' = èy ' /
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Ce qui conduit à
x — x' = a (z — z'), y — y = t> [z — z') pour les équations de la droite demandée.
Si le point donné était l’origine, les équations de la ~i seconde droite seraient évidemment x — riz, y — bp,
333. Problème III. — Trouver le point d’intersection de deux droites dont on connaît les équations.
Soient
(1) x=.az-\-p,
(2) y— b* 4- 7, et
(4) yz=b'z->rq'
les équations des deux droites.
Observons d’abord que les variables x cl y prennent, en général , des valeurs très-différentes dans les systèmes (1) et (2) , (3) et (4) pour une même hypothèse z = z' -, néanmoins, si les deux droites se coupent, les coordonnées du point commun devront vérifier à la fois les deux systèmes, et, par conséquent, elles s’obtiendront en regardant .r, y, z comme des inconnues qui ont les mêmes valeurs dans ces quatre équations. Il s’agit de les résoudre sous ce point de vue 5 et comme leur nombre est supérieur d’une unité à celui des inconnues, il devra exister une équation de condition, sans laquelle le problème sera impossible, parce qu’en effet, deux droites dans l’espace ne se rencontrent pas . toujours.
Les équations (1) et (3), (2) et (4), retranchées successivement l'une de l’autre, donnent
d’où
d’où
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Or cos valeurs de z doivent être égales; on a donc P'—P _ <l'— 7
a—a'~~b — lf
OU
Telle est la relation qui doit exister entre les constantes pour que les droites se rencontrent.
En supposant cette relation satisfaite , on obtient les coordonnées du point d’intersection par la substitution de la valeur de z , soit dans les équations (i) et (a) , soit dans les équations (3) et ( 4). On trouve ainsi
ap' — p a' a — a'
_ b g’ — qb' 7 ~ b — b’ ‘
Lorsque l’on a ar= a et b1— b , les droites sont parallèles, l’équation de condition est vérifiée, et les valeurs de X , y, z sont infinies.
334. Problème IV. — Connaissant les équations d'une droite, trouver les angles qu’elle forme avec les trois axes.
Dans ce problème et dans les suivants , nous supposerons les axes rectangulaires. ■
Soient
x = az + p , y — bz + q
les équations de la droite donnée.
Comme cette ligne ne rencontre pas géhéralement les axes, les angles dont il s’agit sont ceux que forment avec ces mêmes axes une droite OD ( fig . 178), menée par l’origine parallèlement à la droite primitive.
Les équations de OD sont (n° 332)
x •= az, y — bz.
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Prenons sur cette ligne line longueur arbitraire OM'= r, et désignons par x',j\ z' les coordonnées de l’extrémité I\ïr, nous aurons, pour déterminer leurs valeurs, les trois équations
x' — az' , y1 — bz' , x17 -t- y'7 + z'1 = r7 j
, nous en tirerons
\Ja7- 1- b7+ 1
br
Cela posé, si nous achevons le parallélipipède déterminé par les trois coordonnées du point M', et si nous désignons par «, /3, y les angles cherchés M'OX , M'OY, M'OZ, nous obtiendrons, par les triangles rectangles M'OA, M'OB, JYPOC, les relations
cos a =
cos y =
OA
Nous ferons observer
i°. Que ces cosinus contiennent un radical susceptible de recevoir le double signe dr 5 mais on devra tou jours l'affecter du même signe dans les trois cosinus , ce qui 11e fournira que deux systèmes de valeurs répondant aux deux
angles supplémentaires formés par la partie OD, et par son prolongement OE avec les demi-axes positifs, car c’est ainsi qu’on doit mesurer les angles d’une droite avec les axes coordonnés.
a°. Que ce radical pris positivement se rapportera toujours aux trois angles que forme avec les axes la partie OD, qui est au-dessus du plan XY, ou qui fait un angle aigu avec OZ, puisque alors, dans les formules (d), la valeur de cos y étant positive, l’angle y doit être aigu. 11 est clair que, suivant les signes de a et de b, les deux autres angles « et (3 seront aigus ou obtus.
330. En ajoutant les équations (d), après les avoir élevées au carré, on obtient la relation
COS3 a -f- COS3 P -h cos3 7=1, trouvée précédemment (n° 314).
337. Problème V. — Trouver l'angle de deux droites dont on connaît les équations. .
•' Soient - .
a' ■ = az -t- p p y — bz q , et
les équations des deux droites.
Ces lignes ne se rencontrant pas en général , nous leur mènerons par un même point, l’origine des coordonnées, par exemple, des parallèles OD et OD', dont les équations seront (n° 333 )
' x — az,
• r. ’ yz±zbz,
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Prenons sur ces droites OM'= OM"= i (fig. 178), joignons M7 et M", et représentons par V l’angle cherché DOiy; nous aurons, d’après un théorème connu,
M' M" = OM' -f- OM" — 2 OM' X OM" cos V.
Mais si l’on désigne par x\y', z' et par y", z" les coordonnées des deux points M' et Mw, l’équation deviendra
( x' — x" y -t- [y'— y" )’ 4- (z' — 1" Y = 1 +1 — 2 cos V
= 2 — 2 cos V ;
et en développant les carrés , elle se réduira à (c) cos V = x' x" + y' y" -4- *' z",
puisqu’on a
x'' -h + z'1 = 1 et x"' -t- y'5 z"‘ = i . - ,
Donc maintenant, tout revient à déterminer les valeurs de x\ y', z\ x", y", z".
Or, le point (x\ y', z') étant sur la première parallèle OD, on a les relations
x'=az\ y'—bz',
auxquelles on joint l’équation ' -
Ou obtient sans peine
b1 -fb
\Ja' -4- -t- 1
On trouve de même
Portant ces valeurs dans l’équation (c) , il vient (/) cos V
na' + bb' -t-i
(- 62+ i sja,'l+ 6'’ + i
Les valeurs de z' et de z" ayant été prises positivement, il en résulte que cette formule donne l’angle formé par les parties supérieures des parallèles aux droites proposées, lequel sera aigu ou ôbtus, selon le signe du numérateur aal -4- bV -h t .
Si l’on avait besoin de calculer le sinus de l’angle V, on emploierait la relation
sin V = /i — cos’ V, qui conduirait ici à l’expression
. „ — «')* + (* — *')’+ ( ab ' - ba'ÿ
ya* + ô1-)- i ya’’-+- b'1 -+- i
338. Si l’on veut que les droites soient perpendiculaires, il faut et il Suffit que cos V = o, ce qui entraîne la relation
(g) fia' + bb' + I =r o.
Cette condition ne porte pas avec elle la conséquence que les droites se coupent, elle exprime seulement que les parallèles à ces lignes forment un angle drpit. C’est ce qu’on doit entendre quand on dit que deux droites dans l’espaeç sont perpendiculaires entre elles..
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Nous ajouterons que la condition (g), rapportée aux droites OD et Oiy, laisse la seconde en partie indéterminée, lors même que la première est complètement fixée par les ■valeurs de a et de b , puisqu’on n’a ici qu’une relation entre a' et b' ; et il en doit être ainsi, parce que, dans l’espace, il existe une infinité de droites menées par le même O perpendiculairement sur OD. Il résulte de là que, quand une perpendiculaire doit être abaissée sur une droite donnée, il faut joindre à la condition précédente celle qui exprime que deux droites se coupent.
Si les droites'sont parallèles, on doit avoir
V = o ou =1 8o°,
d’où
cos V — ± i ;
donc
± i 1 = aa' + bb'+i.
En élevant au carré et transposant, on trouve ,
{«' — a )*-+-( b'— by + (ab’ — ba'Y= o.
Les quantités a, b, a', b' étant réelles, aucun des carrés qui composent l’équation ne peut être négatif; il faut donc qu’on ait à la fois
a'=a, b'=b, ab'=zba'.
Ces conditions, dont la dernière est une conséquence des deux autres, sont en effet celles qui expriment que des droites sont parallèles.
339. Lorsqu’on fait coïncider la ligne OD' successivement avec chacun des axes , la formule générale (/) doit donner les cosinus des angles « , (3, y, formés par OD avec les trois axes. Les équations de l’axe des x sont * »
,z~ ? rr °* "» . .
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et celles de la ligne OUK peuvent s’écrire sous la forme
donc, pour exprimer qu elle se confond avec 1 axe des x, il faut poser
Mais si l’on écrit (ce qui est permis )
cos V =
les hypothèses ci-dessus conduiront à
cos a =r
On retrouve avec la même facilité les v aleurs de cos (3 et cos y, semblables à celles du problème IV, qui n est alors qu’un cas particulier du suivant.
L’angle que font entre elles les deux droites OD et OD peut être exprimé en fonction de ceux que ces droites forment avec les axes. En effet, soient toujours (fig. 178) a, (3, y les angles de la première droite avec les axes des x, des y et des z, et a', |S', y' les angles de la seconde; on parviendra , comme au n° 338 , à la relation
cos V — x' x" -+-
yy
mais puisque OM’ = OM" — 1, on aura
x' — cos a , y = cos P , a' = cos 7 ,
.r"— cos x', y= cos P', 1" — cos 7',
et, par suite, •
cos V = ços a cos «' -t- Cos fi cos fi' -4- cos 7 cos 7’.-
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340. On pourrait, à l’aide des propositions précédentes, résoudre le problème suivant :
Abaisser cl’ un point donné, dans l'espace, une perpendiculaire sur une donnée , et trouver la longueur de la perpendiculaire.
'En effet, soient
x — az -h p, y — bz 4- <7
les équations de la droite donnée. Si l’on nomme x', y' , z' les coordonnées du point, on a pour la droite cherchée deux équations de la forme
a1 et b' étant les seules- constantes à déterminer.
Or, puisque les deux droites doivent être perpendicu- Uires , on a cette première relation
aa' + bb' 4-1 = 0;
d’ailleurs, pour qu’elles se coupent, il faut qu’on ait
(/- P) (b - b') - W- q) (« - a') = o, ou , en mettant à la place de q’ et de p' leurs- valeurs y' — bz',
(A — az' — p)(b — b') — [y' — bz' — <7) [a — «') = o. Gette équation, combinée avec
aa' 4- bb' 4-1 = 0,
douneraitles valeurs de a' et b', qui conduiraient finalement aux équations de la droite cherchée.
Mais ces calculs , et ceux relatifs à la seconde partie de la question, ne laisseraient pas que d’ètre compliqués. Pious verrons bientôt une solution plus simple du problème proposé.
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3-il. Pour trouver l’équation du plan, nous regarderons cette surface comme le lieu des diverses positions que prend une droite mobile, assujettie à glisser sur une droite fixe , en restant parallèle à une direction donnée. La méthode que nous allons employer pourra s’appliquer à la recherche des équations des surfaces courbes.
Soient donc
(a) y — bz -H q
les équations de la droite fixe qu’on nomme directrice ; représentons la ligne .à laquelle la génératrice doit être coii-t stamment parallèle, par
xxxa'z, X ~ b' t\
les équations de cette génératrice seront de la forme
(3) ' x = a' z -hp',
(4) jr = i's + q\
a' et b' étant des constantes données et invariables; mais p' et q' variant d’une position de la droite mobile à une autre. Pour que cette droite rencontre la directrice , il faut qu’on ait entre leurs coefficients (n° 333) la relation
Cela posé, en donnant successivement à p' des valeurs arbitraires, et en prenant les valeurs correspondantes de q', pour les substituer les unes et les autres dans (3) et (4), on
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obtiendrait des liquations qui conviendraient à une suite dépositions particulières de la génératrice; mais si, au lieu de fixer ainsi les valeurs de />' et q' , on élimine ces deux quantités entre les équations (3), (4)* (5) qui doivent exister simultanément, l'équation finale en {x,y, z ) conviendra alors à toutes les positions de la directrice, puisqu’elle ne renfermera plus de traces des quantités p' et q' dont les valeurs particulières pouvaient seules distinguer une génératrice d’une autre. Le résultat de l’élimination sera donc l’équation de la surjacc plane. Or, en substituant dans ( 5 ) les valeurs de p' et q' tirées de (3) et (4), on trouve (a: — a' z — p) ( b — b') — {y — b' z — q ) (n — rt') == o, ou bien
(6) (b — b')x-\-(a.' — a)y-+-(ab' — ba')z-\-p{b' — b)-{-q[a — a')=o,.
L’équation du plan est donc du premier degré. Elle renferme généralement les trois variables, c’est-à-dire qu’elle est de la forme -
Ai + B 7 -4- Cz -f- D = o.
342. Réciproquement, toute équation du premier degré telle que
(P) Ai + B/ + Cz + D = o,
appartient à une surface plane. Pour le démontrer, cherchons d’abord la trace de la surface, quelle qu’elle soit ,* sur undes plans coordonnes , XZ par exemple ( fig. 179); nous ferons alors
et nous aurons une droite AC représentée par
(7) 7=0 et A.r -4- Ci-)- I) = o.
Cela posé, coupons la surface inconnue par divers plans parallèles à XY, tels que
486 CHAPITRE yCATRIÈME. “ .
le» sections seront représentées par les équations simultanées
( î=> et Ax 4- U y + Ca 4- D = o,
(8) k z— a.' et Ax+B/ + Ca'+D = o,
qui prouvent que ces diverses sections sont des droites toutes parallèles entre elles; nous ajoutons que chacune a un point commun avec la trace AC; car si , d’après la règle dun° 333, on combine les équations (7) et (8) pour en éliminer y et z , on arrive aux deux équations
A x 4- Ca H- D = o, A X 4- Ca 4- D = o,
qai donnent nécessairement pour x la même valeur. Comme il en serait évidemment de même en remplaçant a par a', a", etc., il en résulte que la surface (P) est le lieu d'une infinité de droites parallèles , qui s’appuient toutes sur une droite fixe AC; donc cette surface est un plan.
343, Lorsque l’équation d’un plan
Ax ~f- B y — t— Cz — f- D m o
est donnée , il est évident que sa trace sur le plan XY est déterminée par le système d’équations
2 = o, 'Ax4-B/4-D = o,
et que les autres traces sont représentées par des systèmes semblables.
Remarque. — L’équation (P) peut n’avoir pas tous ses termes: alors le plan qu elle détermine prend une position particulière par rapport aux axes.
Soit
l’équation (P) devient * . •
Ax 4- B .y 4- Ca = o.
Le plan passe par l’origine; car celte équation est satisfaite
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par les valeurs
On sait (n° 323) qu’une équation de la forme
R j + C: +D rro, ou Cz-t-D = o,
représente un plan parallèle à un ou à deux des axes coordonnés.
344. Nous devons faire remarquer que l’équation (P) pouvant toujours être divisée par le coefficient de l’un de ses termes, il n’y a réellement que trois indéterminées dont on puisse disposer pour assujettir le plan à des conditions données. Toutefois, nous ajouterons qu’il convient en général de conserver à l’équation du plan la forme symétrique que nous lui avons donnée pour qu’elle réponde à tous les cas particuliers. En effet, si on la divise par C, et qu’on écrive alors
z — mx ny p ,
cette dernière forme ne convient plus aux plans parallèles à l’axe des z.
Lorsqu’un plan rencontre les trois axes, son équation prend une forme élégante, si l’on y fait entrer les distances OA, OB, OC ( fig . 179) de l’origine aux trois points d’intersection de ces axes avec le plan. Ces distances s’obtiennent aisément au moyen de l’équation (P). Pour l’intersection avec l’axe des x par exemple, on doit avoir >
ce qui donne
On trouve de même
Eu désignant ces distances a, b, c, ou auia
d’où
Si l’on porte ces valeurs dans l’équation (P) , il vient
JC Y Z - -4-4 + “= Iabc
Problème I .—Faire passer un plan par trois points
donnés.
, , / j _/, »//. «y*^ nrm z * l(*s coor-
Designons parx ,2 , z ’ us COÜI
données des trois points; l’équation générale .y * Aj + B/+Cj-(-D = o
devra être vérifiée eu y remplaçant les variables par les coordonnées de chaque point, ce qui conduira aux relations
^ 2 J Ax'-t-B^',-f-Gi' + D = o,
^ ^ \ Aj" -f- By" -+- Ca' -f- D — o ,
( ^ A xK-y B/"-t- Ca"-t- U = o.
ABC
ln prenant pour inconnues les rapports -, g» on rouve
) __ x' y" a"'_ x'z" y'" -y z'x" y"' — / x" z"' -y / z" x'" — z'y"x'",- A = —y"*"+ z"yw- z'y"'+y'z'"—y'z,/-h z'y", i = — x'z"' -y x'i"— z'x" -y x"z'"— z"x'"-y z'x"',
346. 11 est clair que si l’on assignait seulement un point aar lequel le plan dût passer, on n’aurait que la relation (2) jui servirait alors à éliminer la constante D; et l’équation lu plan prendrait la forme
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dans laquelle il 11e resterait véritablement que deux inconnues.
347. Problème II. — Par un point donné, mener un plan parallèle à un plan donné.
Soient
fi) A x + B ) C s 4- O — o
l’équation d’un plan donné, et (2).. A'x + B' y + C' z -f- n' — o
celle d’un plan parallèle.
Les traces des deux plans sur chacun des plans coordonnés doivent être parallèles. Les équations de ces traces sont :
A x + C z D zzz o ,
sur le plan des xz ;
B/+Cï + D=o,
sur le plan des yz.
Pour que les deux premières soient parallèles et que les deux dernières le soient aussi , il faut qu’on ait
bien
Lorsque les plans rencontrent l’axe des z, ces conditions suffisent pour qu’ils soient parallèles ; car les traces du premier plan se coupent sur l’axe des z, et sont parallèles à celles du second plan, lesquelles se coupent également sur cet axe. Or, deux angles dont les côtés sont parallèles ont toujours leurs plans parallèles.
Si les deux plans sont parallèles à l'axe des z, ce qui re-
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vient à supposer C = o et CJ= o, la seule condition à remplir, c’est que les traces sur le plan des xy soient parallèles, ce qui conduit à
Ainsi, dans tous les cas, pour ■ que deux plans soient parallèles, il faut et il suffit que les coefficients des variables dans les équations de ces y dans soient yrroportionnels .
•En supposant que ces conditions soient remplies, si l’on pose
on a
par suite, quand on porte ces valeurs dans l’équation (2) et qu’on divise par y,
D" étant égal à ? ■
Cette dernière équation représente tous les plans parallèles à celui de l’équation (1), et elle ne diffère de celle-ci que par le terme constant D".
Mais si le plan parallèle passe par un point dont les coordonnées soient x',y', z\ on doit avoir
Ax'+ B/+ Cî'-f D"=o;
et, en éliminant ï^^ntre cette équation et la précédente, on obtient pour le plan cherché
Quand le point donné est l’origine , il faut faire x' = o , y' — o, z'= o -, ce qui donne pour le plan parallèle,
A x -)- Bj + C z = o.
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348. Problème III. — Faire passer un plan par un point et par une droite donnés.
Soient x' , y' , z' les coordonnées du point, et '
j x = az -+- p, I y = bz + r/
les équations de la droite donnée; l’équation du plan sera de la forme
(2) A x -t- B y -+- Cz -4- D = o.
La condition de passer par le point donné est exprimée par
(3) Aï'+B/+Cï'+D = o.
■Celle de contenir la droite exige qu’en portant dans l’équation du plan les valeurs de x et de y tirées des équations de la droite , l’équation résultante soit vérifiée , quelle que soit la coordonnée z. Or, en substituant, on trouve
et pour que cette égalité ait lieu, indépendamment de toute hypothèse faite sur z, il faut poser
(5) A/j + Bf/-+-D=o.
Les conditions du problème sont doue renfermées dans les ' équations (3), (4), (5).
L’élimination de D entre (3) et (5) donne
A (x' — p) -t- B (y — y) + Cz'= o;
et en combinant cette équation avec l’équation (4) , on trouve aisément
• 1 (/'— bz’—g) C
b [xJ — p) — a [y' — <7)’
B = (x'-az>-p) C
• b(x' — p) — ii(y— «7) ’
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mais, en retranchant l’équation (3) de l’équation (2), il vient
Remplaçant A et B par leurs valeurs, on arrive à l’équation
(.r'— bz' — q)(x — x') — (x‘ — az' — p){y — /)
qui est celle du plan cherché.
Remarque. — Ajoutons les équations (4) et (5); après avoir multiplié la première par z, nous aurons
A (az p 1 *f- B (As -f- q J -4- C z + D — o .
Cette dernière équation, soustraite de l’équation (1), conduit à
A (x — az — /J ) -t- lï (y — bz — q) =r O.
JJ
En représentant par h le rapport indéterminé - » on
obtient
x — ni — p -4- A [y — bz — q) = o
pour l’équation de tous les plans passant par la même droite. On voit, en effet, que cette équation est satisfaite, quel que soit z, quand on y fait
i = m+/) et y — bz q.
349. Problème IV. — Connaissant les équations fie deux plans, trouver les projections de leur intersection.
On a vu (n° 320) que les variables x et y ont les mêmes Valeurs pour chaque point d’une ligne de l’espâce que pour la projection de ce point sur le plan des xy\ par conséquent, si les équations de deux plans sont
(1) Ax+B/+Cî + D = o,
on aura la projection de leur intersection sur le plan coordonné que nous venons de nommer, en éliminant z entre
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les équations (1) et (2). Le calcul donne
(AC'— CA')x4-(BC'- CB')jr4- DC'— CD' = o.
On trouverait de la même manière les projections sur les deux autres plans coordonnés.
Les équatious des projections sont impossibles si l’on a A _ B _C A'- B'~ <?*
mais alors les plans sont parallèles (n° 347).
330. Problème V.-— Trouver l’intersection d’une droite et d’un plan dont on connaît les équations.
Soient
(i) Ai + B + Cj + D = o
l’équation du plan donné ,
az 4- p, bz H- q
celles de la droite donnée; on obtiendra le point d’intersection demandé en cherchant les valeurs de x, y, z, qui satisfont aux équations (1) et (2). En effectuant les calculs, on trouve
A et -H B b + C b (A/j 4- B 7 +- D) A a 4- B /j~C ‘
+ Pt
Ces valeurs sont infinies quand A a 4- B A 4- C est nul et que A p 4- B q 4- D ne l’est pas. 11 en résulte que la condition de parallélisme du plan (1) et de la droite (2) est A et 4- B b 4— C ~ o.
Si l’on a , en même temps ,
A/j 4- B n !- D — Oy
4y4 . - chapitre quatrième.
les valeurs de x, y, z sont indéterminées; c'est, en effet, ce qui doit arriver, puisqu’alors la droite est tout entière dans le plan (n° 3-48).
p 351 . Problème \ I. — Connaissant les coordonnées de
deux points, trouver leur distance.
Soient x, y, z, cl x', y', z' les coordonnées des deux ‘ points M et M' ( fig . 1 80) dont on demande la distance MM'. Par chacun de ces points, menons trois plans parallèles à ceux des coordonnées : nous formons ainsi un parallélipipède qui a pour côtés contigus les différences x — x' , y — y', z — z des coordonnées des points M et M'.
Cela posé, si les coordonnées sont rectangles, le parallélipipède l’est aussi; et en désignant par d la diagonale MM', on trouve
Dans le cas où il s’agit de la distance du point M à l'origine O, il suffit d’exprimer que le point M' se confond avec t e dernier point; en posant
il en résulte . ••
352. Supposons maintenant les coordonnées obliques. iSous désignerons par a, {3, y les angles AM'C, EM'C, EM'A; par a, Z», c les arêtes contiguës M'C, M'A, M'E; et par d, d', d" les diagonales MM', CF et BE. La ligure M'CMF étant un parallélogramme, la somme des carrés des côtés est égale à la somme des carrés des diagonales ; on a donc
Or le triangle AM' F donnant
M' F =/■>’- 1- c1 -+- ?. bc ros y ,
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il en résu Ile
. (i) 3 3 -t- S'1 — 2 a' -+- 2 b‘ -+- ï ç3-t- 4 te cos y.
On trouverait de la même manière
(2) 3 3 -H 3"’ = 2 a3 -H 2 b7 -4- 2 cJ H- /\ab cos a
et
(3) 3'* H- 3"3 = 2 ri1 -4- 2 £>’-+- 2 c1 — 4flccos p .
Si l’on ajoute les équations (1) et ( 2), et qu’on en retranche l’équation (3), il vient
a 3 = a* -+- b1 -t- c’-+- 2 ab cos a -+- 2 ne cos p 4- 2 bc cos 7. -
Remplaçant a , />, c parleurs valeurs- (a: — x'), (j'- — y ),
(s — z'), on obtient la formule demandée
' 33 = [x — x')1 -+• [y — (* — s')1-!- 2 (x — x') {y — /') cos a
-t- 2 [x — x') (z — z'jcos p H- 2 (y — y') (z — z') cos 7.
Il cs'l visible qu’en faisant, dans cette formule, a = gon, fJ — 90°, 7 =. 90",
on détermine celle qui convient aux coordonnées rectangulaires. ' . • '• .
#• 353. Problème VII. — D’un point donne abaisser une perpendiculaire sur un plan ; trouver le pied et la grandeur ' de la perpendiculaire (coordonnées rectangulaires).
Pour qu’une droite soit perpendiculaire à un plan, il faut et il suffit, en général, que les projections de cette droite soient perpendiculaires aux traces du plan. Cela posé, représentons par x1, y', z1 les coordonnées du point donné, et le plan par l’équation
(1) A x + B y -f- Cz -t- D — o.
Les équations de la perpendiculaire seront de la forme . •
a et b étant deux inconnues. Les traces du plan donné sur
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les plans des xz et des y z ont pour équations
Ai+ Ci + D =o, By Cz 4- D — o.
Mais ces traces doivent être perpendiculaires aux projections de la droite cherchée ; dorçc
fl=c’ b==c\
Ces valeurs portées dans les équations (2) donnent, pour la perpendiculaire ,
On trouverait les coordonnées du pied de celte perpendiculaire, en résolvant les équations (1) et (3) par rapport à x, y, z\ ensuite, pour avoir la longueur de la droite, il suffirait de remplacer ces coordonnées par leurs valeurs dans la formule
Pour plus de simplicité, on calcule immédiatement les différences x — x', y — y’ , z — z' . On est conduit alors à écrire l’équation du plan sous la forme
A {x — a/ ) -f- B (y — f)+ C (2— z7) 4- Aj/ + B/-+- Cz'- h D = o* ou mieux, en posant
Ax'-t- B/ 4- Cz'4- D = D',
sous celle-ci ,
En mettant à la place dex — x'etde^- — y' leurs valeurs tirées des équations (3), on trouve
AD
du plan. 4y;
Si l’on désigne la perpendiculaire par P, la formule (4) donnera
p D' ^ nn p _ Af+ B/H- Cz'-t- D
La valeur de P devant être essentiellement positive, on prendra pour le radical le signe dont le numérateur se trouvera affecté.
Lorsque le point donné est l’origine, on pose a/ — o , r' = o , z' — o,
et il vient
formule à laquelle s’applique nécessairement l’observatioiî relative au signe.
Première remarque. — Il convient d’observer que la distance d'un point à un plan est une fonction rationnelle entière et du premier degré des coordonnées de ce point, quels que soient, d’ailleurs, les angles que font entre eux les axes des coordonnées.
En effet, soient ( fig . 181) ABC un plan rapporté aux trois axes quelconques OX , OY, OZ : MP la perpendiculaire abaissée d’un point M sur ABC ; MDE une parallèle à l’axe des z , rencontrant les plans ABC, XOY aux points D et E. Nommons y l’angle MDP que le plan donné forme avec FaîGe des z -, x\ y ', z' les coordonnées du point M ; P la perpendiculaire MP, et désignons par .*
A x B y -f- C z D = o l’équation du plan ABC.
Le triangle rectangle MPD donnera (i) P = MDXsiny.‘
D’ailleurs,
MD=±(ME — DE) = ±(ï'— DE).
Or, le point I) appartenant au plan ABC, on a, entre les
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coordonnées de ce point, la relation
Aj + B j -+- Cz -?- D o, d’où z = —
Ar ■+■ B j 4- 1)
Mais z — DE, et les coordonnées .r, y du point D sont respectivement égales à x1, y' : donc
Aj-'+ Br'-?- «
par suite , (3)
DE
P = ±(Ai'+ By'-h Cz'-t- D) X — -, * •
; , Ci
Celle dernière égalité démontre le principe énoncé. H L’équation (3) donne
Ax'+- B/4- Cs'-t- D=±PX = PX<,
sm 7
en posant
sm y
La valeur absolue du coefficient h est indépendante de la position du point (x7, y', z ') dans l’espace.
De là nous concluons que toute fonction entière du premier degré des coordonnées x1, y', z' d'un point de l'espace, exprime le produit d’un coefficient numérique h, par la distance P du point considéré, à un plan dont l'équation ' s'obtient en égalant à zéro là-fonction proposée. Jf *
^ Seconde remarque. — Soient u, v deux fonctions entières et du premier degré, des coordonnées x, y , z d’un point de l’espace, et fin, v) une fonction quelconque de u et v : l’équation
représentera un cylindre dont les génératrices seront parai- ' lèles à l’intersection des deux plans u = o, v — o.
Désignons par />, p1 les distances d’un point de la surface f ( u , r) = o aux deux plans u = o, r=o, nous
L P LA
4yf)
aurons { première, remarque)
cl l’équation
prenant la forme
f {pk, P *’) — °»
lie renfermera plus que deux variables />, //.
Cela posé, prenons pour axe des z l’interseclion OZ [fig- 182) des deux plans u — o, v — o, et pour axe des x et des y les intérsections OX , OY de ces deux plans et d'un troisième perpendiculaire à OZ en un point quelconque de cette droite. Le plan YOX sera perpendiculaire aux deux plans ZOX, ZOY, et l’angle rectiligne XOY Sera la mesure du dièdre formé par ZOX et ZOY. Si d’un point quelconque M de la surface considérée, on abaisse sur ZOX, ZOY les perpendiculaires MP, MP', le plan de ces deux perpendiculaires coupera ZOX et ZOY, suivant des droites PD^ P'E respectivement parallèles à OX, 0\ , et en menant! MD, ME parallèles à OY, OX, 011 aura
MP = MD . sin . M DP,
MP' = ME.sin.MEP',
ou, en nommant « l’angle YOX des deux plans u = o, e = o, et x, y les coordonnées ME, MD de M,
- /> .sin a, - , , •
p' = x sin a;
par suite, l’équation
f{pk,p'k')—o
deviendra
(1) - f[y. h sin a, xA' sin «).=, o,
et comme elle ne contient que les deux coordonnées y cl x, elle représente une surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles à OZ. La trace de ce cylindre sur le plan YOX est déterminée par l’équation (1).
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354. Problème VIII. — Mener, par un point donné, un pian perpendiculaire à une droite donnée (coordonnées rectangulaires).
Soient .r', y' , z' les coordonnées du point donné, et x = nz -4- p, y = bz q
les équations de la droite; le plan demandé passant par le point (.r', y1, z '), son équation sera de la forme
et, comme il doit être perpendiculaire à la droite donnée, on a
Péquation du plan cherché est donc
^ 355. Problème IX. — Mener, par un point donné, une perpendiculaire à une droite donnée ,• déterminer le pied et la grandeur de cette perpendiculaire (coordonnées rectangulaires).
Soient x', y', z' les coordonnées du point donné, et - (i) x = az+p, y=.bz + q
les équations de la droite. Si par le poiut.on fait passer deux plans, l’un perpendiculaire à la droite donnée, l’autre contenant cette droite, il est visible que leur intersection sera la perpendiculaire demandée; les équations de ces plans, prises ensemble, peuvent donc être regardées comme celles de cette perpendiculaire. D’après les nos 354 et 348, ces équations sont
,3. I (/'— bz'— q)(x — x') — (x'— nz'— p) (y — y' )
DU PLAN
On aura évidemment le pied de la perpendiculaire en résolvant les équations (t) et (2) par rapport à x ,y, z. Pour trouver sa grandeur, on écrira de la manière suivante les équations de la droite donnée :
| x — a/ = a ( z — z') -+- p — x' 4- az',
* ( / — /= b iz — 2') + q — 7'+ bzf.
Cela posé, si l’on substitue dans l’équation (2) ces valeurs de x — x' et de y — y', il vient
(u!4- é’+i) (s — z') -H a [p — x'-(- hz')
-t- b(q —y' + hz') “ o,
d’où
en posant, pour simplifier,
Les équations (4) dodnent ensuite
Donc, en désignant par P la distance cherchée, on aura, en remplaçant H ,
\J ( x'-pY
Si l’on votdait connaître les projections de la perpendiculaire, on les déduirait aisément des équations (2) et (3). Mais on les détermine aussi en observant que l’on connaît deux points de cette ligne, savoir : le point donné et le pied de la perpendiculaire. ..
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350. Problème X. — Connaissant l'équation d’un plan, trouver les angles qu’il fait avec les plans coordonnés (coordonnées rectangulaires).
Soit
A x -+- Hy + Ci + D = o
l’équation du plan. Désignons par a, ê, y les angles qu’il forme avec ceux des^'z, des xz et des xy. La perpendiculaire abaissée de l’origine sur le plan , et qui a pour équations
fait évidemment les angles a, S, y, avec les axes des x, des y et des z ; on a donc
VA
On doit avoir, comme pour la droite,
cos’ a -+- cosJ S H- cos! 7 = 1.
Cette relation est d’ailleurs vérifiée par les valeurs précédentes.
357. Problème XI. — Déterminer l’angle de deux plans (coordonnées rectangulaires).
Soient
Ax+Bj + Cj + D = o,
les équations des deux plans donnés , et V l’angle qu’ils font entre eux. Cet angle est celui des deux perpendiculaires abaissées de l’origine sur les plans. Or ces dernières ont
1)U PLAN
pour équations
r = cz’
et en faisant usage de la formule qui donne l’angle de deux droites, il vient, pour l’angle des plans,
rn<t y _ AA' h- DIV -4- CC'
)fÿ+ R' + C' v'A'M- B'* 4- C"
Pour que les plans soient perpendiculaires entre eux, il faut qu’on ait
eos V = o ,
c’est-à-dire
AA' 4- BB'-t- CC'= o. ’ .
Pour exprimer que les plans sont parallèles, on pose cosV = i,
ce qui donne -,
AA' 4- BB' 4- CC' = ^À*4- B’4t C3 y A'3 4- B" 4- C- ;
d’où l’on déduit facilement
358. Problème XI. — Trouver l'angle d’une droite et d'un plan (coordonnées rectangulaires)*.
L’angle cherché est le complément de celui que fait avec la droite donnée une perpendiculaire menée au plan , d’un point quelconque de l’espace..
Soient . *
h équation du plan ,
x — rti-Jr p, y — bz 4" // *
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celles de la droite; si la perpendiculaire est abaissée de
l’origine , ses équations seront
Donc, en désignant par V l’angle cherché, la formule relative à l’angle de deux droites donnera
. A a -4- fî b C
sin V =3 — ; =•
Quand la droite donnée est parallèle au plan , on a sinV=o ou An + B4-|-C = o:
c’est la condition connue.
Lorsque la droite est perpendiculaire au plan, on a sin V = i ;
alors on retrouve
A == aC, B=bC.
CH AP . CINQ. — TRANSFORMATION DF.8 COORDONNÉES , etc. 5o5
TRANSFORMATION DES COORDONNÉES RECTILIGNES
359. Formules pour passer à des axes parallèles. — Supposons d’abord que les nouveaux axes soient parallèles âux anciens , et qu’ils aient la même direction. En désignant {fig. 1 83) para:, y , z les coordonnées d’un point quelconque M j relativement aux axes primitifs; par x',jr, z1 celles du même point, relativement aux nbuveaüx axes; si l’on appelle a , c les coordonnées de la nouvelle origine rapportée au premier système, on aura visiblement
ï = it + x', y = J+/, z — c -h
Chaque coordonnée doit être prise avec le signe qui convient à sa position.
360. Formules générales pour changer ta direction des axes. — Soient (fig. 184) OX, OY, OZ trois âxes quelconques; OX', OY', OZ' trois autres axes; x,y , z les coordonnées d’un point quelconque M rapporté aux premiers; x1, z' celles du même point relativement aux derniers : on aura , dans le cas de la figure,
x = OQ , y — PQ, z ss PM,
*'=OQ', /= P'Q', a'=P'M.
Par l’origine commune O, menons au plan des yz une perpendiculaire indéfinie ON, puis projetons sur cette normale les deux lignes brisées x -1 -y z et x' -y- y’ z' . Les
coordonnées^ et z étant perpendiculaires à ON, leurs projections sur cette droite sont nulles, de sorte que la projection de la première ligne briséç se réduit à X cos (N, r);
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«•elle de la seconde ligne brisée est'
x cos ( N , x') -f- y' cos ( N , .y' ) -t- z' cos ( N , z' ) ( 312 ).
Or ces deux lignes étant terminées aux mêmes extrémités, leurs projections sont égales; donc
xcos(N, x) =ac x' cos(N, x' ) -hy' cos(N,/') -+- z'cos(N, z').
Cette formule donne la valeur de x en fonction de x y z' et des angles qui fixent la position des nouveaux axes par rapport aux anciens. Ou trouvera de même les valeurs de y et de z, en projetant les lignes brisées x+y-f-z et x1 -)-y -jrz' sur deux perpendiculaires ON' et ON" menées respectivement aux^plans des xz et des xy. On aura ainsi les trois formules .
txcos(N,x) = x' cos (N, x') -\-y' cos (N, y') ■+■ z' cos (N, z'), y cos (N ’,y) = x' cos (N',x')-f-_y' cos (N',/') -f- z' cos (N', s') , z cos(N",z) = x' cos (N", x'} -Hy'cos(N",iy,)+z'cos(N",2').
Ces formules sont peu employées, parce qu’il arrive rarement que l’on ait à changer des axes obliques en d’autres axes obliques.
361. Quand les axes primitifs sont rectangulaires, les trois perpendiculaires ON, ON', ON" coïncident avec ces axes, de sorte que les formules qui servent à passer d’un système de coordonnées rectangulaires à un. système do coordonnées obliques, sont
x — x' cos (x', x) -h y' cos f y', x) -t ■ z' cos ( z', x) l = ax' by'-h cz‘ ,
(■) = -r'cos(x',y)-t-ycos(7', y)-t-z'cos(z',/)
f z r= x' cos (x', z) -t- y' cos (y ' , z~) -f- z' cos ( z', z) •
Les neuf constantes qui entrent dans ces équations rte
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peuvent pas toutes recevoir des valeurs arbitraires. En clfet, a , a', a" par exemple, désignant les cosinus des angles que forme une même droite OX' avec trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, doivent être soumis à la condition (n° 336) ; il en est de même pour b, b\ b" et pour c , c\ c"\ pa r conséquent, il faut toujours joindre aux formules (2) les trois relations suivantes :
ce qui ne laisse que six constantes dont on puisse disposer arbitrairement.
302. Si l’on veut passer d’un système d’axes rectangulaires à un autre système d'axes rectangulaires , 011 se servira des formules (2) du numéro précédent 5 mais il faudra exprimer que les nouveaux axes sont perpendiculaires entre eux. Pour cela, on égalera à zéro les expressions de cos(x', y'), cos (x', a'), cos(/', z7)
en fonction des cosiuus <2, &, c (n° 339). En joignant ces nouvelles équations de condition aux trois qu’on a déjà, il y en aura six en tout , savoir :
Iab -|- a' b'+ a" 6"= o , ac -\ - a' c' + a" c" — o , bc ■+■ b'c' + b"c"=o-,
de sorte que , dans le cas actuel , il ne reste plus que trois constantes arbitraires.
363. Dans le cas de deux systèmes rectangulaires , on a quelquefois besoin de résoudre les formules (a) par rapport
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à x', j\ z'; il suffit, pour cela, de les ajouter: i° après avoir multiplié la première par-«, la deuxième par a' et la troisième par a"; 2° après les avoir multipliées respectivement par b, b ', b" ; 3° par c , c' , c" . Ces opérations donnent, en ayant égard aux relations (3) et (4), le9 formules
!x' — nx + a' y + a" z, x' = bx+b'y + b"z, d = ex -+• t'y -t- c" z.
On obtiendrait directement ces formules, en regardant x', y' z' comme les coordonnées primitives, et en projetant alors x , y, z successivement sur les trois axes OX', OY', OZ'. Sous ce point de vue, on reconnaît qu il doit exister entre les constantes les six relations
la1 -f- b1 -4- c2 — i.
f no -f- bb -(— cc' zxz
\ aa"-\r bb" -\r ce" 3
( a'a"+b,b"+c'c"=zo,
qu’il faut regarder comme entièrement équivalentes aux relations (3) et (4) ; car alors les unes et les autres ne font qu’exprimer, dans un ordre différent, que les angles XOY, XOZ, YOZ et X'OY', X'OZ', Y.'OZ' sont tous droits.
3b Y. Formules d’Euler. — Le changement des axes rectangulaires en d’autres axes rectangulaires, est celui dont l’emploi est le plus fréquent. Les formules qui conviennent à ce cas, et que nous avons données (tios 361 et 362) , sont simples et symétriques; mais elles ont l’inconvénient de contenir neuf constantes a, b, c, b\ etc., qui se trouvent liées par six équations de condition, entre lesquelle»
TRXNSFOll MICTION BF.S COORDONNÉES, etc. "J«9
l’élimination «'effectue péniblement pour réduire à trois données, comme cela doit arriver, la détermination des • nouveaux axes relativement aux anciens. Nous allons faire voir qu’on peut, en effet, exprimer les neuf constantes en fonction de trois autres seulement.
Soient OX, OY, OZ les anciens axes rectangulaires, OX', OY'. OZ' les nouveaux {ftg. i85); de plus, soit OD l’intersection des deux plans XY et X'Y'. Nous désignerons par y l’angle DOX , par laugle DOX', et par 9 l’angle des plans XY et X'Y'.
Cela posé, concevons que le point O soit le centre d’une sphère rencontrant en A, 11, C, A', D les lignes OX, OY, OZ, OX', Ol); et formons les triangles sphériques l)A A', DA' B, DA'C. I.es cosinus des célés AA', BA', CA' sont respectivement égaux à n"; d’ailleurs, en supposant les
arcs et les angles évalués en degrés , on a
• DB = 90°— DA' = ÿ, DC = yo“,
A'I>B = 9, A' DA = 180" — 0 , A'DC =r go" — 0.
On trouve donc, par la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique ,
a = cos f cos \|» — sin ç sin i]/ cos 0 , a' = sin f cos •>)/ -f- cos o sin -l cos 9 , a"= sin 4< sin 9.
II est visible que les valeurs de A, b' , b " se déduisent des précédentes, en changeant 1 p en 90"-)- puisqu’alors la ligne OX' va se placer sur OY' 5 on obtient ainsi
b cos <psin îji — sin <p cos i|» cos 9 ,
A' =r — sin <p sin •} + cos <j> cos \|/ cos 0 , b" =s cos ^ sin 9.
Enlin, pour avoir les valeurs de c, c', c", ou remplace, dans les valeurs de a, a! , u", 9 par t)o°-t- 9 et ^ par yo";
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en eifet, par ce changement , le plan X'OD devient Z'OD, et la ligne OX' devient OZ\ On trouve ainsi
c = sin <f sin G , c' — — cos y sin 9, c" =z= cos 0.
En substituant ces valeurs daus les formules ( 2 ) du n° 362, U vient , , ,
x =± x' ( cos <p cos — sin 9 sin cos 0)
— y. (cos? sin 4« + sin ç>cos^ cos 0) -+- s' sin y sin 0, y — x1 ( sin ® cos ÿ 4- cos <p sin cos 0 )
— y (sin ? sin •(< — cos ç cos •(/ cos 0) — z'cos<psin0,
z = xf sin ^ sin 0 + y cos ^ sin 0 -f- z' cos 0.
Telles sont les formules d’Euler.
363. Manière d’obtenir l’intersection d’une suif ace par un plan. — Pour avoir l’intersection d’une surface par l’un des plans coordonnés, le plan des xy par exemple, il suffit de faire z = o dans l’équation de la surface. Proposonsnous maintenant de déterminer l’intersection de la surface
(fl) f(x,y,z) = o
par un plan quelconque. L’idée qui se présente naturellement, d’après ce qui vient d'être dit, c’est de rapporter cette intersection à deux axes tracés dans le plan coupant. Pour y parvenir, supposons les axes rectangulaires; déplaçons aussi l’origine, en ajoutant aux valeurs (2) les coordonnées, J\ g, h (n° 339), et portons ensui te ees valeurs dans l'équation (a). La surface sera rapportée aux nouveaux axes; et en faisant z' = 0 dans l’équation résultante, on aura l’intersection de la surface par le plan des x' y', qu’on peut supposer être le plan donné.
Mais on peut faire — o dans les formules avant la sub-
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sli tution ; et si , en outre, on prend l’axe des x' parallèle au plan XY, en posant <fi — o, on aura
x=f ■+■ x' cos y — y' sin y cos 0 , ,
y = g x' sin y -+- y' cos y cos 0 >• z = h ■+■ y' sin 0.
En mettant ces valeurs dans l’équation
on obtiendra l’intersection demandée, rapportée à deux axes rectangulaires situés dans le plan coupant.
On peut trouver directement les formules (9) en opérant, de la manière suivante : Soit M (fig. 186) un point quelconque pris dans le plan Y'OX', dont la trace sur le plan XY est OX'; et soient les coordonnées
OQ = x, PQ = y, PM = 3, W=x', P' M =/."
Joignons P' P, et menons P'Q' parallèle à OY, et P'G pa-7 rallèle à OX ; l’angle GPP' est égal à XOX', et l’angle MP' P représente l'inclinaison du plan YOX' sur le plan YOX. Cela posé, si nous faisons
MP' P = 0 et XOX'=y,
les triangles rectangles MPP', PP'G, OP'Q' donneront
MP —y1 sin 0, PP' = y' cos 0 , ’ GP' == PP' sin y ,
PG == PP' cos o, 0Q'.= x' cos y , P' Q' = x' sin y.
Comme on a r . . T
x=OQ'— GP', y P'Q'-t- GP, 3= MP,
.jU , . ... •• z- ; , » • : ; • . j.i 1 ■ . - o }■
si l'on remplacé ces lignes par leurs valeurs, et si Ion
ajoute les constantes f, g, A, on retrouvera les formules (9).
licmarque. — Dans le problème du n° 305 , lorsque le plan sécant est donné par son équation, on commence par
calculer les angles y et 9, ce qui est facile; car, si A-r-t- Br+-Ci + D= o
est l’équation du plan, en faisant z = o, qn aura, pour celle de sa trace sur XY,
Ax -+- B/ + D = o, d’où tang <f = ,
et, par les formules du nu 356 ,
cos 0 = — , • - ■ .
Si le plan sécant était perpendiculaire au plan XY, l’angle 0 serait droit, et les formules (q) deviendraient
* = / + / cos , x — g + x' si" ç , ï = A+ /.
Les formules qui servent à rapporter une surface à de nouveaux axes étant linéaires, il en résulte que le degré d’une équation algébrique à trois variables ne change point par la transformation des coordonnées. Cette remarqué conduit à classer les surfaces algébriques d’après le degré de leur équation. Ainsi une surface sera du premier, du deuxième, etc., degré, suivant que l’équation qui la représentera sera elle-même du premier, du deuxième, etc., degré. On dit aussi , surface du premier, du deuxième, etc., ordre. ' .
366. Une surface du degré in ne peut pas Çirc coupée par un plan suivant une ligne d'ordre supérieur à in. — En effet, si l’on prend le plan sécant pour celui des xy par exemple, on obtiendra l’équatio.n de l’intersection en faisant z = o dans celle de la surface rapportée aux nouveaux axes. Le degré de l’intersection sera donc en général égal à in. Il pourra être moindre que m dans quelques cas particuliers, car l’hypothèse z = o peut faire disparaître jous les termes du degré ni. Il est même possible que tous
transformation des coordonnées, etc. 5 1 3 les termes de l'équation disparaissent : alors le plan z — o fait partie de la surface considérée, et l’équation de cette dernière se décompose en facteurs.
367. Une surface du degré m ne peut être rencontrée » par une droite en plus de m point s. ~ En effet, si l’on prend la droite donnée pour axe des x, et si l’on fait alors y = o , z = o dans l’équation de la surface, on aura une équation qui sera au plus du degré m , et qui donnera, pour valeurs de x , les distances de l’origine aux différents points d’intersection de la surface avec la droite ; donc la proposition énoncée est vraie.
Il peut arriver que les hypothèses y = o, z = a vérir lient l’équation, indépendamment de toute valeur attribuée à x ; dans ce cas, la droite est tout entière sur la surface.,
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368. Ou nomme centre d’une surface un point te/, que toute sécante passant j>ar ce point a scs points de rencontre avec la surface à égale distance deux à deux du premier.
Il résulte de cette définition que si l'origine des coordonnées est placée au centre d’une surface quelconque , Vêqiuition de celte surface ne doit pas changer en y remplaçant x, y, z par — x, — y, — z. — En elïet, considérons une sécante menée arbitrairement par le centre O ( fig- 187) , elle coupera la surface en des points qui seront deux à deux équidistants du point O. Soient M et M' deux de ces points; menons les coordonnées MP, M' P' parallèles à l’axe OZ; PQ, P'Q' parallèles à l’axe OY; puis joignons OP et 0P\ Les trois points P, O , P' seront en ligne droite; par suite, les triangles MOP, M'OP' seront égaux. Cela prouve d’abord que les coordonnées z des points M et M' sont égales et de signes contraires, puisque OP et OP' sont égales. Les triangles POQ, P'OQ' sont égaux, il en résulte que les coordonnées a: et y du point M sont égales et de signes contraires à celles du point M'. On voit alors que, s’il y a sur la surface un point dont les coordonnées soient x\y\ z\ il se trouve nécessairement sur cette surface un second point dont les coordonnées sont — x\ — y1, — z'. Par con-
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séq ucnl, 1 équation de la surface ne doit pas changer en y . remplaçant x , y, z par — x , — y, - — z.
Réciproquement, si l'équation de la surface n'est pas altérée, lorsqu'on y change s, y, z en — x, — y, — z, F origine des coordonnées est un centre de la surface. — En effet, les coordonnées d’un point quelconque M de la surface étant, par exemple, x1, y z ', il existe un second point M' qui a pour coordonnées — x', — y' , — z' \ menons MP, M'P' parallèles à OZ; PQ, P'Q' parallèles à OY, et traçons les droites OP, OP', OM, OM'. Il est visible que les triangles PQO, P'Q'O sont égaux; d'où l’on conclut que OP = OP' et que POP' est une ligne droite. Alors les triangles MOP, M'OP' étant aussi égaux, il en résulte que OM = OM' et que MOM' est une ligne droite. Donc l’origine est un centre.
Ainsi , pour que l'origine des coonlonnées soit le centre d’une surface algébrique ou transcendante , il faut et il suffit que l'équation de cette surface ne soit pas altérée , lorsqu on y remplace x , y, z par — x , — y, — z.
Quand l’équation proposée est algébrique, la condition que nous venons d’énoncer revient à celle-ci : Pour que l origine des coordonnées soit la centre et une surface algébrique , il faut et il suffit que les ternies de l' équation soient tous de degré pair, ou tous de degré impair par rapport, tntx variables. Dans le second cas, il ne doit pas exister de terme indépendant.
Remarque. — L équation est, bien entendu, préparée de manière que l’un de ses membres soit nul , et qtfe l’autre membre soit une fonction entière des coordonnées.
369. Il résulte de ce qui précède, que le centre d’une surface algébrique de degré impair est situé sur la surface; puisqu en y transportant l’origine, l'équation de la surface n ayant plus de terme indépendant des variables, celte
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équation sera vérifiée par les coordonnées du centre X = 0, y = o, z ~o.
Le centre d’une surface de degré pair peut être situé ou non situé sur la surface.
Maintenant, soit i.’l
Y(x,jr, z)=sO
l’équation d'une surface algébrique rapportée à des axes quelconques. Pour reconnaître si elle admet un centre, il faut transporter les axes parallèlement à eux -mêmes en un point indéterminé ( x \ y', z') , en mettant dans F(x, y, z)=o, jc-f- x', y-hy', zy-z' à la place de x, y, z; ensuite, égaler à zéro les coefficients de tous les termes où la somme des exposants n’est pas de même parité • que le degré de l’équation, et voir si l’on peut satisfaire à ces conditions par des valeurs réelles et finies des coordonnées x y ' , z\ qui alors donneront la nouvelle origine pour le centre demandé.
371. Appliquons ces principes aux surfaces du second degré qui sont toutes comprises dans l’équation générale
, 1 A x:4- A'.?-^ A"zJ 4- 2 B/z-|- aB'xz 4-2 B"xy
Si l’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes , en remplaçant# par x 4- x y par y -h y', s par z -+- z\ l’ém quation proposée deviendra
| A x1 4- K! y7 4- A” z1 -H 2 B^z 4- 2 B’ xz 4- 2 B” xy »
2 | -+- 2 Ci# -(- aC', y -h 2C" z -+• E, ~ o,
en faisant, pour abréger, : ’ 1,1 11
C, = Ax' 4- B'z' + BV-t-C,
K, = A*'»4- Ay*4-A"z'î-|- 2B/z'-f aB'x'z' 1 2(Jx'4- 2 C’y’ -H a CT *' 4- K.
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Pour que la nouvelle origine soit un centre, il faut et il suffit (370) que l’on ait
ce qui conduit aux équations
IAx' +B'!'+B7+C =o,
K' y' + Bî'+B"/+C' = o,
Ces équations , qui déterminent les coordonnées du centre , s’obtiennent évidemment en égalant à zéro les dérivées du premier membre de l’équation (t) , prises par rapport à x, à y et à z , et en remplaçant ces variables par x\ y', z' . En résolvant les équations (3) , on a des valeurs de la forme
dans lesquelles
D = AB’ -+- A' B" + A" B"’— AA'A" — a BB' B",
N =C(A'A"-B,) + C,(BB' — B"A")4-C"(BB" — B'A'), • N' = C' ( AA" — B'’ ) 4- C"(B' B" — BA ) 4- C ( BB' — B"A" ),
N" as C" (AA" — B">) -+- C(BB"— B' A') 4- C'(B'B"— BA).
II peut se présenter trois cas :
i°. Si le dénominateur D est différent de zéro, les valeurs de x\ y'-,.2' sont réelles et finies; par conséquent, la surface représentée par l’équation (i) admet un centre unique;
in. Si le dénominateur D est nul , et que les trois numérateurs ne soient pas nuis à la fois, l’une au moins des coordonnées du centre est infinie; alors la surface représentée par l’équation (i) n’a pas de centre ;
3°. Si le tlénominateur D et les trois numérateurs N, N', N" sont nuis en même temps, les valeurs de x', y', z' se présentent sous la forme f; par suite, les équations (3)
se réduisent à deux équations distinctes, ou même à une seule, et alors la surface admet une infinité de centres.
372. Lorsque le système (3) se réduira à deux équations distinctes , çe qui arrivera si les valeurs de t.' et y' , tirées des deux premières par exemple, vérifient la troisième, quel que soit z\ on en conclura qu’il existe une infinité de centres, situés tous sur la droite AB (fig. 188) représentée par l’ensemble de ces deux mêmes premières équations; et, dans ce cas, la surface sera nécessairement un cylindre à base elliptique ou hyperbolique.
En effet, soit M uu point quelconque de la surface représentée par l'équation (i). Joignons le point M aux différents points G, G', etc., de AB, et prolongeons les lignes en N , N', etc., de manière que
MCI = GN, MG' = G' N', . . . ;
les points N, IN', etc., seront sur une droite parallèle à
AB, et cette droite sera visiblement tout entière sur la surface dont il s’agit. En joignant de même un point quelconque IV de NN' aux différents points G, G', etc., de AB et en prolongeant ces lignes de quantités égales, les points
M, M', etc., ainsi déterminés, appartiendront à une seconde droite parallèle à AB et qui sera tout entière sur la surface. Il résulte de là que tout plan mené par AB coupe la surface (î) suivant deux droites parallèles à A"B et qui en sont équidistantes. La surface que nous considérons est donc un cylindre dont les génératrices sont parallèles à AB. Nous ajoutons que la base de ce cylindre est une ellipse ou une hyperbole ,• car si l’on mène par un point quelconque G de la ligne AB un plan qui ne la contienne pas, ce plan coupera la surface suivant une courbe du second dqgré qui aura visiblement le point G pour centre.
Quand les équations (3) se réduiront à une seule
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ce qu’on reconnaîtra en voyant si la valeur de x', tirce de la première par exemple, vérilie les deux autres, quels que soient y' et z', on en conclura qu’il existe une infinité de centres situés tous dans le plan P déterminé par la première équation 5 et alors la surface représentée par l’équation (1) sera formée de deux plans parallèles à P. En ellet, soit M ( fig . 189) un point quelconque de la surface (1), joignons ce point aux différents points G, G', G", etc., du plan P, et prolongeons les droites \IG, MG', MG", etc., de longueurs égales GjN , G'N'. G".\ ", etc.; les points N , JV, JN", etc., seront dans un plan S parallèle à P. et ce plan fera partie de la surface (1). En joignant de même un point quelconque N du plan S aux différents points G , G', G", etc., du plan P, et en prolongeant de quantités égales les droites NG, NG', KG", etc., les points M,JM', M", etc., ainsi ob- , tenus, seront sur un second plan S' parallèle au plan P, et qui fera partie de la surface que représente l’équation (1). Nous disons de plus que. cette surface n’a aucun point situé hors des plans S et S' ; car, s’il en existait un, eu menant par ce point une droite coupant les plans S et S', cette droite rencontrerait la surface en trois points, sans y être contenue tout entière, ce qui est impossible. 11 est donc prouvé que l’équation (1) représente deux plans parallèles à celui qui contient les centres, et à des distances égales de ce dernier.
Des plans diamétraux.
374. On nomme plan diamétral d’une surface un plan qui passe par les milieux d’une suite de cordes parallèles à une même direction. Nous allons faire voir que, dans une surface du second degré, il existe un plan diamétral pour chaque système de cordes parallèles; nous exposerons en même temps la marche à suivre pour trouver son équation. ,
Die
5ao chapitre sixième.
Soit
A x3 -+- A'^’-f- A" z- -+• 2 B yz + 2 B' xz -4- 2 B" xy -i- 2 C x -f- 2 C!y + 2 Cw 2 + E xx o ,
ou , pour simplifier, x (0 F (■'.J'-, z) — a
l’équation d’une surface du second degré. Supposons que x — mz , y — riz.
Soient les équations d’une droite, menée par l’origine, parallèlement aux cordes que nous considérons. Si l’on désigne par x\ y', z' les coordonnées du milieu de cette corde, et si l’on transporte les axes parallèlement à euxmêmes, de manière que l’origine soit en ce point milieu $ l’équation de la surface deviendra
et celles de la corde dont il s’agit, seront
(3) x = mz, y == nz.
En éliminant x et Rentre les équations (2) et (3), l’éqüàtion du second degré en z
(4) F^Z-t-x', nz+y', » + !')= O,
à laquelle on parvient, aura pour racines les coordonnées z des points d’intersection de la surface et de la corde, et comme ces coordonnées sont égales et de signes contraires, l’équation (4) ne doit pas contenir la première puissance de z. Alors en égalant à zéro le coefficient du terme du premier degré dans cette équation, on obtiendra une équation en x',y', z' , m, n qui sera celle du lieu géométrique des milieux des cordes parallèles à la direction donnée. En faisant le calcul, qui ne présente aucune difficulté, on trouve que cette équation est
(Am B'-f- B '«) x' (A'n + B B" m) y'
-+- ( A" B « -f- B'm)z' + Cm 4- C'«+ C" = o,
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ou, en ôtant les accents,
(Am -t- B'+ B"/i) x + (A'« + B -t- B" m)y
-t- ^ A" B n -F- B/ ni ) z — (- C m -t— C’ n -t- Cff — . o .
Les variables x , y , z étant à la première puissance , celle dernière équation représente un plan , comme on l’avait dit en commençant.
Nous devons faire remarquer que le coefficient de x est la dérivée relative à cette variable des termes du second degré qui entrent dans (i), dérivée où l’on remplacerait x, y\ z par m, n et i. Une composition semblable a lieu pour les coefficients de^ et de z.
375. L’équation du plan diamétral peut être écrite de la manière suivante :
Sous cette forme on voit qu’elle est satisfaite, quels que soient m et n , quand on a en même temps
IA x -+- B'z -t- B"_y + C= o,
A y+ Bî + B".r + C'=o,
' Or, ces dernières équations étant celles qui déterminent les coordonnées du centre, il en résulte que, dans les surfaces douées d’un centre, tous les plans diamétraux passent par ce point. 11 est facile de prouver que, réciproquement, tout plan qui passe par le centre est un plan diamétral.
Dans les surfaces dépourvues de centre, les équations (7) représentent trois plans qui se coupent en un point situé à l’infini. Lorsque deux de tes plans se rencontrent , leur intersection est parallèle au troisième; par suite, ils sont parallèles à une même droite : autrement, ils sont parallèles à un même plan.
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Dans le premier cas, si l’on désigne par D la droite à laquelle les plans (7) sont parallèles, tous les plans diamétraux seront parallèles à cette droite.
En effet, les valeurs de x, y , z , qui satisfont à l’équation (6) et à deux quelconques des équations (7), sont infinies, puisque s’il n’en était pas ainsi, les équations (7) admettraient des valeurs finies pour x, y , z. Le plan (6) est donc parallèle à la droite D représentée par deux des équations (7).
Si les plans (7) sont parallèles , tous les plans (6) le sont aussi •, car les coefficients des variables x, y , z sont proportionnels dans les équations (6) et (7).
^Remarque. — Dans une surface quelconque
si l’on imagine une suite de cordes toutes parallèles à une même direction , et qu’on prenne les milieux de ces lignes , le lieu géométrique de ces points formera ce qu’on appelle une surface diamétrale. Elle aurait plusieurs nappes, si chacune des droites parallèles avait plus de deux points, communs avec la surface proposée; et comme le nombre de ces points égale, en général, le degré m de l’équation
leurs combinaisons deux à deux détermineront sur une i droite indéfinie, — — — cordes différentes, dont
meme 1
les milieux sont en même nombre. Par conséquent, le degré de la surface diamétrale aura généralement pour valeur m (m — 1)
Pour les surfaces du second ordre, où m — 2, les suraces diamétrales ne peuvent être que des plans. Cette conséquence s’accorde d’ailleurs avec ce qui préeèdc.
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Des plans principaux.
376. On nomme plan principal un plan diamétral qui est perpendiculaire aux cordes qu’il divise en deux parties égales; celles-ci sont appelées cordes principales. Nous allons démontrer que, dans toute surface du second degré, il existe au moins un plan principal.
Soit
| A A'/’+ A." î’ + îB/ï + 2B'«
\ + îB"i/+îCi + 2 C'j +2C": + E = o
l’équation d’une surface du second degré, rapportée par hypothèse à des axes rectangulaires.
Soient
’fa) - ' ' ' j * =
les équations d’une droite quelconque. On sait que le plan diamétral correspondant a pour équation
/3 \ ( (Am 4- + -f-B 4- Wm)y
i + (A''4- B/z 4- B’ m ) s + Cm + C'/z -f- C"= ô.
Les conditions de perpendicularité de la droite (2) et du plan (3) sont (353)
A" + m ’ À"4- Bn + B'/n = n ’
Am n _A'« + B + h" ni
désignant par s la valeur commune de ces rapports, on obtient
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L’éliminatioi) île m et île n entre ces trois équations conduit à
— B"’(j — A") — 2 BB'B"= o;
ou bien , en développant,
_ / s'— (A+A'-h\")s--h(AA’— B"’-f-AA"— B'’+ A'A"— B1).»
j -4- ( AB3-t- A' B'3-+- A" B"1— AA' A''— 2 BB' B") = o.
Cette équation étant du troisième degré, admettra toujours une racine réelle, à laquelle correspondront des valeurs réelles de m et de n, qu’on saura tirer de deux qftelconques des équations (5). Par conséquent, dans toute surface du second degré, il existe au moins un plan principal . L’équation de ce plan est
s [mx + »/4-ï) + Cw+ C ' n -f- C"= o, puisque chacun des rapports (4) a pour valeur s.
L’existence d’un plan principal se trouve ainsi démontrée pour tous lés cas. Toutefois, la proposition comporte des développements qui se déduiront aisément des considérations qui vont suivre. Nous devons faire remarquer immédiatement que le plan principal qui vient dlêtre obtenu peut être situé à une distance infinie de l’origine des coordonnées-, mais ce cas n’a lieu que pour les surfaces dépourvues de centre, tous les plans diamétraux passant par ce dernier point dans les autres surfaces» y
SIMPLIFICATIONS DE l’ÉQUATION GÉNÉRALE UES SURFACES DU SECOND DEGRÉ PAR LA TRANSFORMATION DES COORDONNÉES.
Surfaces douées d'un centre.
377. Line surface du second degré douée d’un centre, quand on la rapporte à trois axes rectangulaires, est représentée par une équation de la forme
A*’+A A" z1 -+- 2 B.rz, + 2 B' as 4- 2 IV xy
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On fait d’abord disparaître les termes du premier degré, en transposant les axes parallèlement à eux-mêmes au centre de la surface ou à l’un de ses centres , si elle en a une infinité. Les termes du second degré ne sont pas altérés , mais le terme indépendant change de valeur ; on a alors une équation de la forme
| A.r’4- A" î’+îB/j+îB1 « + 2 B" xy
Nous effectuerons une seconde simplification en prenant trois nouveaux axes rectangulaires ayant même origine que les précédents, et tels, que le nouveau plan XY’coïncide avec le plan principal dont nous avons reconnu l’existence (376). Il est visible que la nouvelle équation de la surface doit être telle, que les deux valeurs de z, que l’on en déduit, soient égales etde signes contraires ; d’où il résulte que cette équation ne contiendra pas les rectangles xz et yz. Enfin, on débarrassera l’équation du troisième rectangle xy, si l’on fait tourner les axes des x et des y dans leur plan, en les laissant rectangulaires , par les formules connues
x — x' cos w -1- y' sin w , y — x' sin u 4- y ' cos w ,
qui conduiront à
Cette valeur étant réelle et toujours admissible, on en conclut que l’équation de la surface dont il s’agit peut être ramenée à la forme
x, y, z étant des coordonnées rectangulaires. Cette équation comprend toutes les surfaces qui ont un centre ou une infinité de centres.
On peut reconnaître qu’il existe une infini té de sys
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tèmes d’axes obliques pour lesquels P équation d’une surface à centre conserve la forme
Px’4- P'r’4- P "*’ = H.
En efïet , si l’on prend trois axes quelconques passant par le centre de la surface , l'équation ne contiendra pas de termes du premier degré; de plus, si l’on fait coïncider l’axe des z avec la direction des cordes que le plan XY divise en parties égales , il est clair que les rectangles xz et yz disparaîtront. Enfin , on fera évanouir le dernier rectangle xy , par un déplacement convenable des axes des x et des y dans 4eur plan. Quand l’équation d’une surface à centre est ainsi réduite, les trois plans coordonnés forment un système de plans diamétraux conjugués ; le plan qui contient deux quelconques des axes divise en deux parties égales les cordes parallèles au troisième axe, puisque chaque hypothèse faite sur x et y par exemple, donne pour z deux valeurs égales et de signes contraires.
Surfaces dépourvues de centre.
Reprenons l’équation générale
1 Ax’ h! y7 4- A" z’ 4- 2 B yz 4- 2 B' xz 4- 2 B" xy | 4- 2 Cx -f- 2 C'y -h 2 C" z 4- R = o,
et supposons qu’elle représente une surface dépourvue de centre, rapportée à des axes rectangulaires.
On sait que tous les plans diamétraux sont parallèles à une même droite ou sont parallèles entre eux, ce dernier cas étant compris dans le premier. Or, si l’on prend pour axe des X la direction de la droite à laquelle sont parallèles les plans diamétraux de la surface dont il s’agit, l’équation de cette surface ne contiendra ni le carré x’, ni les rectangles xy et xz. En effet, si l’on égale à zéro les dérivées du premier membre de l’équation proposée par rapport à x, y
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et z , ou obtiendra
( A"z+ B/ + B'jt -+- C"= o.
Ces équations devant représenter trois plans parallèles à l’axe des x, chacune d’elles ne peut renfermer que les variables y et z ; il faut alors que l’on ait
L’équation de la surface est ainsi ramenée à la forme
On peut ensuite faire disparaître le rectangle yz, en déplaçant dans leur plan les axes des y et des z , ces axes restant perpendiculaires. Après cette transformation, l’équation de la surface prend la forme
(4) A 'y’-h A"z,+ zCx -t- 2C y -+- aC"z + F. = o.
Enfin, si l’on transporte les axes parallèlement à euxmêmes en un point choisi convenablement, opération facile à exécuter, on fera disparaître à la fois les termes du premier degré en y et z, et le terme indépendant des variables. L’équation qui nous occupe prendra donc, en définitive , la forme
P'j’-A- P''z*= Qx.
Cette équation simple, dans laquelle x, y, z désignent des coordonnées rectangulaires, renferme toutes les surfaces dépourvues de centre.
380. La forme précédente n’a pas lieu seulement pour des axes rectangulaires-, elle existe aussi pour une infiuité de systèmes d’axps obliques. En effet, si l’on prend l’axe des x parallèle aux plans diamétraux, quels que soient les deux autres axes, l’équation de la surface ne renfermera
pas les termes eu x!, en xy et en xz. Comme dans le cas des coordonnées rectangulaires, on fera disparaître le rectangle y z en déplaçant convenablement dans leur plan les axes des y et des z. Enfin, on transportera les nouveaux axes parallèlement à eux-mêmes pour faire évanouir les termes du premier degré en y et s avec le terme indépendant. La proposition énoncée se trouve ainsi établie, v"
ÉQUATIONS LES PLUS SIMPLES DE L’ELLIPSOÏDE, DES HV PER— BOLOÏDES A UNE ET A DEUX NAPPES, DÉS PARABOLOÏDES ELLIPTIQUE ET HYPERBOLIQUE, DES CÔNES ET DES CYLINDRES DU SECOND DEGRÉ.
Discussion des surfaces douées d’un centre.
381 . Les surfaces de cette classe sont toutes renfermées, comme on l’a vu, dans l’équation
(i) Pæ’+ P' y' + P" z1 = U,
les coordonnées .r, y, z étant rectangulaires. Elles présentent plusieurs genres distincts que nous nous proposons d’examiner. Nous supposerons d'abord qu’aucun des quatre coefficients né soit égal .à zéro , et nous regarderons H comme positif, ce qui est permis puisqu’on peut changer les signes de tous les termes de l’équation.
Ellipsoïde. — Lorsque P, P', P" ont le même signe, la surface représentée par l’équation (t)’se nomme ellipsoïde. Si ces coefficients sont négatifs, l’équation (i) n’admettant aucune solution réelle, on dit qu’elle représente un ellipsoïde imaginaire. Supposons donc P, P', P" positifs. Pour obtenir les points où la surface rencontre les axes coordonnés, on égale à zéro deux des variables x, y, z, et l’on obtient
Posons
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et remplaçons dans (i) P, P', P" par leurs valeurs tirées de ces relations ; nous aurons , pour l'équation de la surface ,
Les distances OA= a, OB = b, OC = c (fig- 19°) sont les demi-axes de la surface; par conséquent , les axes sont A A'= 2 a, BB'= 2. b, CC'= ac. Les extrémités A , A', B, B', Cj’C'dc ces dernières lignes sont les sommets de l’ellipsoïde.
En faisant z =■ o dans l’équation (2), pour avoir la section de la surfaée par le plan des xy , 011 obtient
IT
équation d’une ellipse ayant pour axes 2a et ib. Les deux autres plans coordonnés coupent aussi la surface suivant des ellipses. Ces trois courbes sont dites sections principales. Il est évident que les plans coupants sont des plans principaux.
382. Les sections parallèles au plan XY sont données par deux équations de la forme
* /( ’ rï‘ ~T' b2 * c1 ’
et l’on voit que ce sont toujours des ellipses semblables,
puisque leurs axes; qui ont pour valeurs in y/ 1 — ^V
10 w 1 — —, conservent entre eux un rapport constant ^ ,
quel que soit h. Ces ellipses devenant imaginaires quand h c, il en résulte que la surface ne s’étend ni au-dessus
du point C, ni au-dessous du point C'. Un arriverait aux mômes conséquences pour les sections parallèles au plan XZ ou au plan YZ. L’ellipsoïde est donc une surface fermée . dans tous les sens.
383. Lorsqu’on suppose égaux deux des axes de l’ellipsoïde, c’est-à-dirc quand ou écrit a — b par exemple, l’équation (2) devient
alors toutes les sections parallèles au plan XY sont des cercles qui ont leurs centres sur l’axe OZ, et qui sout définis par deux équations simultanées telles que
z = /i, x--hjr’ = «' ^1 —
Ainsi la surface est de révolution autour de l’axe OZ. Il est visible qu’on peut la regarder comme engendrée par l’ellipse CAC' tournant autour de son axe C G. On peut dire aussi qu’elle est produite par un cercle de rayon variable, dont le plan reste parallèle au plan XY, et dont le centre se meut sur l’axe des z.
Enfin , si l’on suppose égaux les trois axes 2 a , 2 b
2 c, l’équation de la surface se réduit à
équation qui exprime que la distance d'un point quelconque de la surface à l'origine est constamment égale à a. 11 en résulte que la sphère est un cas particulier de l’ellipsoïde.
385. Hyperholoïde à une nappe. — Lorsque l’un des coefficients P, P', V" est négatif, et que les deux autres sont positifs, la surface représentée par l’équation (1) est ce qu’on appelle. un hyperholoïde à une nappe. Supposons que P cl
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P soient positifs, et que P" soit négatif; on aura l’équation
P-r’-HP'jr— P'V= II.
En opérant comme précédemment, les points où la surlace coupe les axes sontdonués par les relations
l’équation de la surface devient
Si l’on prend OA = OA' = a ( Jig . 19 1 ) sur l’axe des OB = OB' = b sur l’axe des y, 00 = 00' —c sur l’axe des z, les quatre points A, A', B, B' appartiendront à la surface; les droites AA', BB', CO' sout les longueurs des axes de l’hyperboloïdc. Les deux premières qui rencontrent la surface se nomment axes réels ; la troisième est dite axe imaginaire. Les extrémités des axes réels sont les sommets de la surface. Chaque plan coordonné est un plan principal delà surface, et coupe cette dernière suivant une courbe appelée section principale. La section déterminée par le plan des xy est une ellipse ayant pour équation
les deux autres sections principales sont des hyperboles représentées dans leurs plans par les équations
Les sections parallèles au plan XY sont délinics par
CtlAPITHK 51X1 ICM K.
1rs équations simultanées
ces courbes sont des ellipses toujours semblables, puisque les deux axes qui s’obtiennent en posant Successivement y = o, z = o, conservent entre' eux le même rapport, quel que soit h. Les dimensions de ces ellipses augmentent ’ indéfiniment avec la valeur numérique de h ; alors la plus petite est celle qui correspond à z = o : on la nomme ellipse (lu gorge ; c’est la courbe ARA' 15' .
387. 11 résulte de ce qui précède que la surface que nous considérons s’étend à l’infini, et n’est formée que d’une seule nappe continue.
388. Lorsque les deux axes réels ia et ib sont égaux, l’hyperboloïde est de révolution autour de l’axe imaginaire. En effet, les sections déterminées par des plans perpendiculaires à cet axe sont des cercles dont il contient les centres. On trouve l’équation de la méridienne dans le plan XZ en faisant y = o dans l’équation de la surface. On obtient ' l’hyperbole
389. Hy perboloïde à deux nappes. — Lorsque deux des coefficients P, P', V" sont négatifs, et que le troisième est positif, la surface représentée par l’équation (i) s’appelle hyperboloïde à deux nappes. Nous prendrons P positif, P' et P" négatifs. La surface rencoutrc les axes coordonnés aux distances
Posant
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I équation de la surface devient
Si l’on prend OA = OA' = a {fig. 192) sur Taxe dcs.r, OB = OB' =. b sur Taxe des y, OC = OC' = c sur Taxe des z , les points A et A' appartiendront à la surface; les droites AA', BB', CC' sont appelées les longueurs des axes de l’hyperboloïde. D’après les valeurs (a), il est évident que le premier est le seul qui rencontre la surface : il est dit Y axe réel ; les deux autres sont les axes imaginaires. La surface n’a que deux sommets, qui sont les extrémités A et A' de l’axe réel. Les plans coordonnés sont des plans principaux. Les plans XZ etXY rencontrent la surface suivant des hyperboles qu’on nomme sections principales. On aurait encore des hyperboles si les plans coupants étaient parallèles à ceux que nous venons de désigner. Pour des plans , sécants parallèles à YZ, ou perpendiculaires à l’axe réel OX, on a . ’
ces sections sont des ellipses semblables entre elles, et qui croissent indéfiniment avec la valeur absolue de h ; mais elles deviennent imaginaires quand c’est-à-dire
dans l’intervalle des deux sommets réels A etA',
390. Il résulte de là que la surface dont il s’agit est composée de deux nappes, indélinies chacune dans un sens, mais séparées par un intervalle où il n’existe aucun point de cette surface.
Quand les deux axes imaginaires 2e et 2 b sont égaux, l’hyperboloïde est de révolution autour de l’axe réel , car les sections obtenues pour des plans x~ h perpendiculaires à cet axe , sont des cercles dont il contient les centres. L’équation de la méridienne dans le plan XZ s’obtient en faisant
y — o dans l’équation de la surface; on trouve alors
c’est l’hyperboloïde (AE, A'F).
391 . Cônes du second degré. — Pour compléter la discussion des surfaces qui ont un centre unique , nous allons considérer les cas particuliers où il y a des termes nuis dans l’équation (i). Soit H = o; aucun des coefficients P, P', P" n’étant nul , l’équation (i) se réduit à
(1) Pi’ + P'/+P'z1 = o.
Si P, P', P" sont de même signe, l’équation ne peut être vérifiée par d’autres valeurs réelles que x = o* y = o, z = o; donc, dans ce cas, la surface se réduit à un point qui est l’origine des coordonnées. On a une variété de l’ellipsoïde. Si l’un des coefficients P, P', P" est de signe contraire aux deux autres, l’équation dont il s’agit représentera un cône du second degré. En effet , soient
(2) x — mz , y = nz
les équations d’une droite passant par l’origine; en éliminantx, y, z entre les équations (i) et (2), on obtient
(3) Pm!+P'n!+P" = o.
Quand cette équation est satisfaite, la droite (2) est sur la surface (1); de plus, si l’on fait varier m et n de manière que la même équation ne cesse pas d’avoir lieu, la droite (2) tournera autour de l’origine et engendrera la surface. On voit par là que 1 équation (1) représente un cône du second degré, surface que l'on doit regarder comme une variété de 1 hyperboloïdc à une nappe ou de l’hyperboloïde à deux nappes. 11 est permis de dire que c’est un hyperboloïde A une nappe dont 1 ellipse de gorge se réduit à un point, ou
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un hyperboloïde à deux uappes dont l’axe réel sc réduit à zéro.
S. 392. Cylindre elliptique et hyperbolique. — Supposons maintenant que l’un des coefficients, P" par exemple, soit nul dans l’équation
nous aurons alors
Par1 4- P'y1 = II.
Cette équation, ne renfermant que deux variables x et y, eprésente (322) un cylindre parallèle à l’axe des z, et dont la base est une ellipse ou une hyperbole, *Selon que P et P' sont de même signe ou de signes contraires. Si l’ellipse se réduit à un point, la surface sc réduit à l’axe des z. Dans le cas où l’hyperbole dégénère en deux droites qui se coupent, la surface est composée de deux plans qui se rencontrent.
393. Lorsqu’on a en même temps P' = o, V" = o, l’équation de la surface devient
Cette dernière représente un système de deux plans parallèles, qui se réduisent à un seul si 11 est nul. ►,
Discussion des surfaces dépourvues de centre.
394. Les surfaces dépourvues de centre sont toutes comprises, comme on l’a vu. dans l’équation
(>) ’■ ' Py4-P':’ = Q*,
x, y , z désignant des coordonnées rectangulaires, et le coefficient Q étant différent de zéro. Nous supposerons P' et V" différents de zéro. On pourra rendre P' positif, s’il ne l’est pas, en changeant les signes de tous les termes. Ensuite, on regardera Q comme positif; car s’il est négatif,
il suffira de changer le sons des .r positifs, ce qui se fait en remplaçant x par — x. Puisque P' et Q peuvent toujours être regardés comme positifs, nous n’aurons à examiner que le cas où P" est positif, et celui où il est négatif.
395. Paraboloïde elliptique. — Lorsque les trois coefficients P', P" et Q sont positifs, la surface que représente l’équation (i) est nommée paraboloïde elliptique. Cette surface ne coupe évidemment les axes qu’à l’origine des coordonnées; les plans X Y et XZ sont des plans principaux; l’axe des x est dit Yaxe du paraboloïde. Les deux paraboles AOA'., BOB' (Jig. 193), déterminées par les deux plans principaux, sont des sections principales; elles ont pour équations :
z = o et .yJ = ÿX,
r = o et s2 = ~x.
Si l’on désigne par 2 p et 2 p' les paramètres de ces paraboles, on a '
portant dans l’équation (1) les valeurs de P' et P", tirées de ces relations, elle prendra la forme
pp
Les sections parallèles au plan YZ, ou perpendiculaires à l’axe OX, sont des ellipses représentées par
(3) x = A et - — 1 — - = 2 A ;
PP
on voit que ce sont toujours des ellipses, telles que ABA'B', semblables entre elles, puisque leurs axes, qui s’obtiennent en posant successivement z = o, y = o dans l’équation (3),
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conservent un rapport indépendant de h. Ces ellipses augmentent indéfiniment avec /t, tant que cette quantité est positive; mais elles deviendraient imaginaires si h était négatif. Il résulte de là que le paraboloïde elliptique est une surface composée d’une nappe qui s’étend à l’infini dans un seul sens.
Lorsque p — p', les ellipses (3) deviennent des cercles, dont les centres sont situés sur l’axe OX, et dont les plans sont perpendiculaires à cette droite ; par conséquent, le paraboloïde est de révolution, et peut être engendré par l’une des demi-paraboles OA ou OB.
396. Paraboloïde hyperbolique. — Les coefficients P' et Q étant positifs, si P" est négatif, la surface que représente l’équation ( i ) se nomme paraboloïde hyperbolique. Cette surface , comme la précédente , ne coupe les axes qu’à l’origine; les plans XY et XZ sont des plans principaux; les paraboles AOA', BOB' [fig. 194) sont appelées sections principales. Elles ont pour équations :
z — o et y‘ = — = 2 px,
y — o et z1 =z — ^7,= — 2 p'x‘,
.la seconde ayant un paramètre négatif tourne sa concavité vers les x négatifs. Quand on introduit les paramètres de ces courbes dans l’équation du paraboloïde, elle devient
Les plans parallèles à YZ coupent cette surface suivant des hyperboles représentées par
(5) x — h et — — Z— = 2. h.
Leurs axes, qu’on détermine en posant successivement
z = o, y = o, dans l’équation (5), conservent entre eux un rapport indépendant de h: ainsi, toutes ces hyperboles sont semblables , et elles s’agrandissent indéfiniment avec la valeur absolue de h ; mais leur position change avec le signe de cette quantité. En effet, pour une valeur positive h = 00', l’équation (5) montre que l’hyperbole (FDH, F'D'H'|) a son axe réel O'D dirigé parallèlement à OY, et son axe imaginaire O'S vertical, tandis que pour une valeur négative h — 00", l’équation (5) donne une hyperbole (IKL, l'K.'L') dont l’axe réel 0"K est vertical, et dont l’axe imaginaire 0"N est parallèle à OY.
Quand on pose h=o dans (5), on reconnaît que le plan YZ coupe le paraboloïde suivant deux droites
qui sont les asymptotes communes à toutes les hyperboles précédentes projetées sur ce plan YZ.
On conclut de ce qui précède que le paraboloïde hyperbolique est une surface composée d’une seule nappe continue, qui s’étend à l’infini vers les X positifs et vers les x négatifs, mais dont la courbure présente une forme opposée dans ces deux régions.
397. Chacun des deux paraboloïdes peut être engendré par une des deux paraboles principales, BOB' [fig.tÿi et 194) par exemple, qui se mouvrait parallèlement à ellemême, et de manière que son sommet glissât constamment sur l’autre parabole principale AOA'.
Considérons le paraboloïde elliptique où ces deux courbes ont pour équations . \
AOA' •. i = o et y’ = 2 px ,
BOB' y — o et z' — 2 p'x.
Lorsque la génératrice BOB' [fig. ig3) sera venue dans
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une position quelconque DE, son sommet D, dont nous représenterons les coordonnées par 00?— y, 0'D = d, se projettera en (y sur le plan XZ; et comme la courbe mobile est dans un plan parallèle à ce dernier, elle conservera en projection le même paramètre 2/?'; ses équations seront alors
D’ailleurs, le sommet D étant toujours sur la directrice AOA', il faudra que ses coordonnées x = y, y= d, z = o satisfassent aux équations de cette dernière courbe; ce qui donnera la relation (g) ■ 8'-=zpy.
Les quantités y et d variant d’une position à l’autre de la génératrice , il en résulte que si l’on élimine y et d entre les équations (f) et (g) , l’équation qu’on obtiendra sera celle de la surface engendrée. 11 suffit de porter dans [g) les valeurs de d et de y tirées des équations ('/)', on trouvé alors
îÿ
ou
La surface déterminée est donc réellement un paraboloïde elliptique.
On opère d’une manière semblable pour le paraboloïde hyperbolique, en partant des deux paraboles principales qui ont pour équations
AOA' , z = o , y,= ipx,
BOB' , y — o , z’ = — ip' x.
398. Cylindre parabolique. — Supposons que l’un des coefficients P ou P" soit nul dans l’équation P'j’4- P"z’= Qx.
Soit, par exemple, P'== o; l’équation se réduit à (a) Vy> = Qx,
qui représente un cylindre parallèle à l’axe des z, el dont la trace sur le plan XY est une parabole; la surface dont il s'agit est donc un cylindre parabolique.
L’hypollièse P,= o, P"— o donne x ~ o , qui représente le plan YZ. La surface n’appartient plus au second degré.
Remarque importance. — Les surfaces du second ordre peuvent être distribuées en cinq genres , savoir : l’ellipsoïde, l’hyperboloïde à une nappe, lliyperboloïde à deux nappes, le paraboloïde elliptique et le paraboloïde hyperbolique.
Toutefois, la classification n’est complète qu’autant que l’on rattache à ces surfaces , comme cas particuliers, les cônes et les cylindres. Nous ajouterons qu’une équation du second degré peut aussi donner deux plans qui se coupent, deux plans parallèles , un plan unique , une droite, un point, et peut même offrir des cas d’impossibilité.
Nature des sections planes des surfaces du second degré.
399. On a VU (n° 367) que toute section plane d’une surface du second degré est une courbe du second degré. Nous nous proposons de déterminer de quel genre sont les courbes du second ordre, que l’on obtient en coupant par des plans les différentes surfaces que nous avons examinées précédemment.
Démontrons d'abord que la projection d’une courbe du second degré sur un plan est une courbe du second degré de même espèce. Soient ClMD (fg- 19$) la courbe dont il s’agit, RS son plan, RS’ le plan de projection. Prenons dans le premier et dans le second plan l’intersection RX pour axe des x ; puis choisissons pour axe des y, d’une part OY, perpendiculaire en un point quelconque de RX dans le plan de la courbe, de l’autre 0\ projection de OY sur RS'.
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Il est visible qu’un point arbitraire M ayant pour coordonnées OP et P.VI , sa projection M' sera déterminée par OP et PM'; les deux points auront la même abscisse, et comme l’ordonnée M'P = MPcos«, a. étant l’angle des plans RS et RS', il en résulte que, pour passer de l’équation de la projection à celle de la courbe, il suffit de mettre y cos a à la place de y dans la première. On voit alors que si l’équation de la projection est généralement
Ky'-k- B xy -t- Cil+. . . = o, celle de la courbe sera
A cos1 uy 1 + B cos ai/f Ci'+.. = o.
Or, B1 — 4 AG et (Bs — 4 AC) cos* a sont des quantités de même signe; donc la courbe et sa projection sont de même espèce.
On conclut de ce qui vient d’être dit, que, pour connaître la nature d’une courbe du second degré dans l’espace, il suffit de savoir quelle est la nature de sa projection sur un des plans coordonnés.
400. Maintenant, occupons-nous des diilérents genres de sections planes des surfaces du second degré.
Ellipsoïde. Prenons l’équation
(i) Par1 4- PV-+- P" ï1 = H,
et coupons la surface par le plan ( 2 ) z — rt/x 4- ny 4- k ,
L’élimination de z entre les équations (i) et {2) conduit à
(3) (P 4- P"/»1) x’4~ (P'4- P"«,)/,42P"wm/4-...= o,
résultat dans lequel la condition B* — 4AC<^o se trouve remplie, puisque
B1— 4 AC = — 4 ( PP' 4- P' P" m- 4- PP" «>). L’équation (3) est donc celle d’une ellipse. Par cousé-
quent, toutes les sections planes de l’ellipsoïde sont des
ellipses.
Hjrperboloïde à une nappe. — On passe de l’ellipsoïde à l’iiyperboloïde à une nappe, en changeant, dans ce qui précède, P' en — P'. Ici l’intersection de l’hyperboloïde
Par’-t- P'73 — P"z3 = H
et du plan
z = mx -f ny 4- / ,
peut être une ellipse , une parabole ou une hyperbole ; car on a , en faisant le changement indiqué ,
B1 — 4 AC = — 4 ( PP — V P" m1 — PP" n7 )
= 4 (P' P" m‘ 4- PP" tp — PP' ) ,
quantité qui est positive, nulle ou négative, suivant les valeurs de m et de n.
Hypcrboloïde à deux nappes. — Pour passer du cas précédent à celui de l’hyperboloïde à deux nappes, il suffit de changer partout P' en — P. L’équation de la surface est
Vx7—V'y7—V "*»= H.
La nature de son intersection par le plan z — mx 4- ny 4- k
dépendra des signes de la quantité B* — 4 AC ; or, on a B3 — 4 AC = 4 (PP'-*- PP" — P P" nP) ,
quantité qui petit être négative, nulle ou positive. Donc l’hyperboloïde à deux nappes donne pour sections toutes les courbes du second ordre.
Paraboloïde elliptique. — - L’équation du paraboloïde elliptique est
La projection sur le plan XY de l’intersection de cette sur-
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face par le plan
z — nu r + »/+/',
a pour équation
( p ' -t- pn})y' -+■ pm* x1 -+- lpnmxy-\- . . . — o.
Comme le binôme caractéristique B’ — 4 AC = — 4 PP'
il en résulte qtte les sections faites dans la surface sont toujours des ellipses ou des paraboles; d’ailleurs, ce dernier cas n’arrive que quand rn = o, c’est-à-dire quand le plan sécant est parallèle à l’axe du paraboloïde.
Paraboloïrle hyperbolique. — On passe du paraboloïde elliptique au paraboloïde hyperbolique, en changeant p' en — //. Si l’on combine l’équation
de la surface. que nous considérons, avec celle du plan z = nix ny -t- X-,
il viendra , pour la projection de la section ,
(x) (p1 — — pm'x- — 2 p ni/i xy -4- ... — o.
Ici la quantité R2 — 4 AC = 4 ppr m* pp' ni* -, doue toutes les sections planes du paraboloïde hyperbolique sont des hyperboles ou des paraboles, et ce dernier cas arrive seulement quand m = o, c’est-à-dire quand le plan sécant est parallèle à l’axe de la surface. Toutefois, parmi les hyperboles, il faut comprendre le système de deux droites, et parmi les paraboles, le cas d’une seule droite.
Du cône asymptote d’un hyperboloïde.
On a vu que l’équation
dans laquelle H est positif, représente un hyperboloïde à
une ou à deux nappes, suivant que parmi les coefficients P, P', P", il s’en trouve un ou deux négatifs. Dans ces deux cas, l’équation
représente un cône dont le sommet est à l’origine [*). Car, toute droite AM [Jig. 196), menée de l’origine à un point Mdont les coordonnées «, ê, y vérifient l’équation (1), est entièrement située sur la surface représentée par cette équation. En effet, prenons sur AM un point quelconque M', et nommons r le rapport des distances AM', AM. Les coordonnées de M* seront évidemment otr, ër, yr. Or,Jpar hypothèse,
P a1 4- P'6’ 4- P'V — o ; donc r‘ (Pa! 4- P' 6» 4- P"'/1) = o ,
et, par conséquent, les coordonnées de M' satisfont à l’équation (1).
402. Actuellement, supposons que l’on mène par l’origine A, un plan qui coupe le cône Px* 4- P',/* 4- P" z* = 0, suivant deux génératrices AX', AY' [Jig- iyt>) ; l’intersection de ce plan et de l’hyperboloïde P x* P 'j ’-i- P "zx = H sera une hyperbole ayant pour asymptotes les deux génératrices AX', AY'.
En effet, si l’on cherche l’équation de l’inlersectiou du cône et du plan Y'AX', en prenant pour axes de coordonnées les génératrices AX', AY', les formules de transformation devront réduire le trinôme Px! 4- P 'y1 4- P"z* à la forme puisque l’intersection dont il s’agit élaut
formée des deux axes AX', AY' doit avoir pour équation Xx'j'' = o, X représentant un coefficient invariable. Il
.(*) Si les trois coefficients P, P', P* avaient le même signe, l'équation (1} n’admettrait que la solution
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s’ensuit que l’intersection de l’hyperboloïde Px’+ P'y’-t- P" 3’= H,
et du plan Y'AX', rapportée aux mêmes axes AX', A\ ', sera ^ déterminée par l’équation 'kx'y' — H, qui représente une hyperbole dont les asymptotes sont les axes de coordonnées AX', AV.
Observons que le même raisonnement s’applique sans aucune modification aux hyperboloïdes représentés par ■ l’équation plus générale
Ax’ + A'/1 4- A"z’ 4- 2 Br* 4- 2 B'-rz 4- 2B"xy E = o ;
c’est-à-dire qu’on démontrera comme précédemment que l’équation homogène
Ax! 4- A'/’ 4- A" z* -r- iB/s 4- 2 B'-rz 4- 2 B" xy — o
est celle d’un cône dont le sommet est à l’origine, et qui a pour génératrices les asymptotes des hyperboles déterminées eu coupant l’hyperboloïde par des plans passant par son centre. Cette propriété a fait donner au cône dont il s’agit le nom de cône asymptote.
11 résulte évidemment de la même propriété que la surface du cône asymptote s’approche indéfiniment de celle de l’hyperboloïde , sans que ces deux surfaces puissent avoir un seul point commun. Le cône est entièrement compris dans l’intérieur de l’hyperboloïde à une nappe; et, au contraire, il enveloppe l’hyperboloïde à deux nappes. D’où il faut conclure qu’un plan tangent au cône asymptote coupe nécessairement le premier hyperboloïde., tandis qu’il ne peut avoir aucun point commun avec le second.
403. L’ intersection d’un hyperboloïde à une nappe et d’un plan tangent au cône qui lui est asymptote, se forme de deux droites parallèles à la génératrice de contact du cône , et équidistantes de cette génératrice.
Pour le démontrer, désignons par Y'AX' [fig. 196) le plan tangent au cône suivant la génératrice AY'$ et prenons AY' pour axe des y, et pour axe des x une droite quelconque AX' menée par le centre A de la surface dans le plan tangent. L’équation de l’intersection du cône Par1 -+- P 'y' -+- P"*:* = o, et du plan Y'AX', deviendra , par les formules de transformation , Xx'1 = o , puisque tous les points communs à ces deux surfaces appartiennent à l’axe des y, AY'. Par suite, l’intersection de l’hypcrboloïde Px*-f- P'j* -+- P"*» = H et du plan Y'AX', rapportée aux mêmes axes AY', AX', sera donnée par l'équation Xx'*=H, qui représentera deux droites parallèles à l’axe A Y' et situées de différents côtés de cet axe à des distances égales.
D’après çela , on voit qu’à chacune des génératrices du cône , correspondent deux génératrices rectilignes de l’hypcrboloïde à une nappe , parallèles à celle du cône.
40t. Les sections faites par un même plan dans un hypcrboloïde et son cône asymptote sont des courbes du même genre.
En effet, soient
Par» P 'y- + P'V = H,
les équations d’un hyperboloïde et du cône asymptote. Eu coupant ces deux surfaces par le plan
3 — mx -+- ny -t- /• ,
les équations des projections sur le plan XY ne différeront que par le terme indépendant des variables. Il en résulte alors que ces courbes sont du même genre.
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SECTIONS RECTILIGNES DE l’hYPERBÛLOÏDE A UNE NAPPE.
ON PEUT, SUR LA SURFACE DE l’hyPERBOLOÏDE A UNE NAPPE, TRACER DEUX DROITES PAR CHACUN DE CES POINTS, d’0U RÉSULTENT DEUX SYSTÈMES DE GÉNÉRATRICES REC- TILIGNES DE L’HYPERBOLOÏDE. DEUX DROITES PRISES DANS
UN MÊME SYSTÈME NE SE RENCONTRENT PAS, ET DEUX DROITES DE SYSTÈMES DIFFÉRENTS SE RENCONTRENT TOU- JOURS. TOUTES LES DROITES SITUÉES SUR l’hYPERBO-
LOÏDE ÉTANT TRANSPORTÉES AU CENTRE, PARALLÈLEMENT A ELLES-MÊMES,. S’APPLIQUENT EXACTEMENT SUR LE CONE
ASYMPTOTE. TROIS DROITES DUN MEME SYSTÈME NE SONT
JAMAIS PARALLÈLES A UN MEME PLAN. l’hyPERBOLOÏDE A
UNE NAPPE PEUT ETRE ENGENDRÉ PAR UNE DROITE QUI SE MEUT EN s’appuyant SUR TROIS DROITES FIXES, NON PA- RALLÈLES A UN MÊME PLAN; ET RÉCIPROQUEMENT, LORS- QU'UNE DROITE GLISSE SUR TROIS DROITES FIXES, NON PARALLÈLES A UN MÊME PLAN, ELLE ENGENDRE UN HY- FERBOLOÏDE A UNE NAPPE.
Soit
1 équation d un hypcrboloïde à une nappe; 011 peut 1 écrire de celte manière :
jr‘ z1 x1
ou
Il est visible que cette dernière .équation peut être regardée comme résul tan t de 1 ’éli mi nation de yen tre les deux e'qua tions
ou de 1 élimination de â entre les deux équations
Eu considérant 7 et â comme deux quantités susceptibles de recevoir toutes les valeurs possibles , les équations ( 2) et (3) représenteront deux systèmes de droites toutes situées sur l’hyperboloïde.
Remarque. — La méthode précédente suppose qu’on a ramené l’équation de l’hyperboloïde à la forme (1). Nous allons en exposer une autre qu’on pourrait appliquer à l’équation non simplifiée.
Soit
l'équation d’un plan quelconque parallèle à l’axe des z; en éliminant y entre (1) et ( g ) , on obtient , /x z2 x2 ( b2 rt’a1 ) •+• 2 a fia3 x 4- a3(p3 — b 2)
tfT2 ’
équation qui représente la projection sur le plan XZ de l’intersection de l’hyperboloïde et du plan. Pour que cette intersection se réduise à deux droites, il faut que les valeurs de z soient du premier degré en x : le second membre doit donc être un carré, ce qui exige qu’on ait entre les indéterminées a et B , la relation
(i’4- a’ a’) (p3 — b 3) a2 = a’p’n1; d’où l’on déduit
P = \jb2-\- a2 a3,
le radical emportant avec lui le double signe ±. De cette manière, l’équation (4) donne effectivement deux valeurs du premier degré, et en les joignant, chacune à son tour, à l’équation ( g ) , il vient
y = ax -f- \j b7 ■+■ à1 a3,
y = ax -+- \j b2 a2 a.2,
— c (x J b7 à1 et* ■ -J- u7 a )
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Ces deux systèmes d’équations, dans lesquels a est indéterminé, correspondent aux deux systèmes de droites contenues sur la surface.
Il est visible qu’on reproduirait l’équation de 1 hyperboloïde , en éliminant a entre les deux équations de l’un des systèmes.
Pour appliquer les résultats à l’ellipsoïde ou à l’hyperboloïde à deux nappes , il suffit de changer c en c — i , ou b en b y — J ; mais alors les résultats sont imaginaires; donc ces deux surfaces n’admettent aucune génératrice rectiligne , ce qui d’ailleurs est évident. >■»
406. Deux droites d'un même système ne sont pas dans un même plan .
Soient
les équations d’une droite du système ( y ). En ajoutant ces équations, après avoir multiplié l’une d’elles par une indéterminée k (n°348), on aura l’équation générale des plans qui passent par la droite dont il s’agit, savoir :
L’élimination de y et de z entre cette équation et les équations
d’une seconde droite appartenant au système (•/) conduit à
Pour que la droite soit tout entière dans le plan, il faut que cette dernière équation soit vérifiée, indépendamment de toute hypothèse faite sur x , ce qui exige que l’on ait
y'=y On conclut de là que les deux droites ( y ) et (y') ne peuvent être dans un même plan. On prouverait de la même manière que deux droites du système (5) ne sont jamais dans un même plan.
Deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan.
Soient, en effet, les deux droites
les plans passant par la droite (y) ont pour équation générale
Éliminant^ et z entre cette équation et celle de la droite (d)* on obtient
H) HMH HH.
Pour satisfaire à cette équation , quel que soit x, il suffit de prendre k—yàj donc les deux droites que nous considérons sont dans un même plan.
407. On peut, par chaque point (x\ y1, z') de l’hyperboloïde, tracer sur la surface une droite du système (y) et une droite du système (d). En effet , puisqu’on a
il sera possible de trouver une valeur de y et une valeur de d, telles que l’on ait en même temps
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et
Les quantités variables y et c? étant ainsi déterminées, les équations
Î~HH
et
appartiendront à deux droites situées sur la surfaee et passant par le point quelconque ( x y', z').
•408. On vient de voir que les deux systèmes de droites qu’on peut tracer sur l’hyperboloïde
J.3 y ! Zz —
ont pour équations
En transportant ces droites parallèlement à elles-mêmes au
centre de la surface, leurs équations se réduisent à
L’élimination de y entre les deux premières ou de â entre les deux dernières, conduit h
On voit par là que :
Toutes les droites situées sur 1 hyperboloïde étant transportées au centre parallèlement à elles-mêmes , s'appliquent exactement sur le cône asymptote.
On déduit de cette propriété que :
Trois droites situées sur V hyperboloïde ne sont jamais parallèles à un même plan.
En effet, s’il en était autrement, il y aurait dans un même plan trois génératrices du cône asymptote.
409. Les sections planes des surfaces du second degré étant des courbes du second degré , il en résulte qué si , par une des droites qu’on peut tracer sur l’hyperboloïde , on fait passer un plan , ce plan coupera la surface suivant une seconde droite. Les sections obtenues de cette manière sont appelées sections rectilignes.
On donne aussi à ces droites le nom de génératrices rectilignes, parce qu’elles peuvent être regardées comme représentant les diverses positions d’une droite mobile qui , dans son mouvement, engendre la surface. Pour le prouver, prenons trois génératrices quelconques A, A', A" du
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système (y) ; par chaque point de A, menons une droite B du système (<$), laquelle coupera les droites A' et A". La condition de rencontrer les droites A, A', A" détermine le mouvement de la droite B; celte dernière ligne est dans le môme cas que si elle se confondait successivement avec toutes les droites du second système : donc elle engendre la surface.
Réci proquement, lorsqu’une droite glisse sur trois droites non parallèles à un même plan , elle engendre un hyperboloïdc à une nappe.
Soient A, B, C {fi g- 197) les trois droites données; par chacune d'elles menons deux plans respectivement parallèles aux deux autres ; ces six plans détermineront un parallélipipède dont nous prendrons le centre pour origine des coordonnées, en choisissant pour axes des parallèles respectives GX, OY, OZ aux trois droites données A, B, C.
Cela posé, en désignant par 2 a, ib , 2 c les longueurs des trois arêtes contiguës du parallélipipède, les équations des trois directrices seront
La génératrice sera représentée par
(G) ix = nn + p,
\ y ~nz -\ -q.
Puisque cette ligue doit rencontrer A, B, C, on a les équations de condition
(0 • —b — ne -+- q., ^
(2) a = me -H p ,
' 1 rn n
Il est visible qu’en éliminant m, n , p, q entre ces trois équations et celles de la génératrice, la relation entre x, y , z, à laquelle on parviendra , sera 1 équation de la surface engendrée par le mouvement de celte ligne le long des trois droites fixes.
L’élimination de p et de q donne d’abord y + b = n (z — e),
enfin, si l’on élimine m et n entre ces trois dernières équations , on obtient
(*4 -a) (y -h b) (*4-e) - (x— a)(jr— b) (z — c) = o, ou, en effectuant les calculs,
ayz -f- b xz -t- c xy ■+■ a bc = o.
La surface représentée par cette équation est du second degré; elle a pour centre l'origine des coordonnées : c’est un hyperboloïde à une nappe , puisque l’ellipsoïde et l’hyperboloïde à deux nappes ne peuvent évidemment admettre de génératrices rectilignes.
"T" 410. Nous devons faire remarquer que l’hyperboloïde de révolution à une nappe peut être engendré en faisant tourner autour de l’axe de révolution une quelconque des droites contenues dans la surface. Dans ce cas, l’ellipse de gorge se réduit à un cercle, et le cône asymptote est un cône droit.
Réciproquement : Lorsqu une droite tourne autour d'un axe fixe non situé avec elle dans un même plan, celte droite mobile engendre un hyperboloïde de révolution à une nappe.
Nous prendrons pour axe des z l’axe de la surface; pour axes des # et des y deux droites perpendiculaires entre elles,
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situées dans le plan décrit par la plus courte distance de la génératrice à l'axe. Supposons que MG soit la génératrice dans une position quelconque, et M le point où cette génératrice rencontre le plan XY. Représentons par <J la plus courte distance OM de la génératrice à l’axe; par o> l’angle variable MOX , et par a , |3 , y les angles formés par la génératrice avec les axes; le troisième est constant, les deux autres sont variables.
Il est visible que les coordonnées du point M sont x—S cos u, sinw, z = o.
Les équations d’une droite passant par ce point sont de la forme
x — ^cosu = «z, y — S sin w = bz.
Or les formules du n° 334 donnant
cos a , cos Ê
ii = > !> — ->
cos 7 cos y
il en résulte que les équations de la droite MG peuvent s’écrire de la manière suivante :
x — 5 cos u y — S sin u z
cos a cos p cos 7
/ Cela posé , on a
cos’ a -+- cos’ p -4- cos’ 7 = 1;
de plus, les deux droites MG, OM étant perpendiculaires, et la seconde faisant avec les axes des angles dont les cosinus sont cos w, sin u et o, on doit avoir
cos a cos m -t- cos p sin w = o ,
d’où
cos a cos p v^cosla + cos’ P
sin u. cos u 1
et
cos a = rh sin 7 sin u , cas jî =r :qr sin 7 cos &>, n . o . 36*
— <1/ 1 — cos’ 7 ~ db sir
Les équations de la génératrice sont alors x = ± tang 7 sin a . z -t- S cos m , y qp tang 7 cos u.a S sin w.
Pour éliminer le paramètre variable «, on élève ces équations au carré, et on les ajoute*, il vient dans ce cas
x 7 + y‘ — tang’7.a’ = S*.
Cette équation est celle d'un hyperboloïde de révolution à
une nappe, dont les axes réels sont égaux à ad, et dont
1 axe imaginaire est "
tang 7 /
SECTIONS RECTILIGNES DU PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE. ON
PEUT, SUR LA SURFACE DU PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE, TRACER DEUX DROITES PAR CHACUN DE SES POINTS ; d’oü RÉ- SULTE LA GÉNÉRATION DU PARABOLOÏDE PAR DEUX SYSTÈMES
DE DROITES. DEUX DROITES d’uN MEME SYSTÈME NE SE
RENCONTRENT PAS*, MAIS DEUX DROITES DE SYSTÈMES DIFFÉ- RENTS SE RENCONTRENT TOUJOURS. TOUTES LES DROITES
LE PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE PEUT ÊTRE ENGENDRÉ
PAR LE MOUVEMENT d’uNE DROITE QUI GLISSE SUR TROIS DROITES FIXES, PARALLÈLES A UN MEME PLAN; OU BIEN PAR UNE DROITE QUI GLISSE SUR DEUX DROITES FIXES, EN RES- TANT TOUJOURS PARALLÈLE A UN PLAN DONNÉ. RÉCIPRO-
QUEMENT, TOUTE SURFACE RÉSULTANT DE l’un DE CES DEUX MODES DE GÉNÉRATION EST UN PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE.
4H. L’équation
du paraboloïde hyperbolique peut s’écrire sous la forme
fi
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on reconnaît facilement qu'elle peut être Obtenue eu éliminant y entre les deux équations
7== — ^ *jf X , -zi — - ~ J
v7 fi fi* f
ou bien en éliminant â entre les deux équations
JL z — x ? z — —
fi fi*~ ’ fi fi~ s *
Les quantités y et d étant regardées comme deux paramètres variables, les équations (2) et (3) appartiennent à deux systèmes de droites toutes situées sur le paraboloïde.
Deux droites d’un même système ne sont pas dans
un même plan. — Prenons les équations
-L= 4- —r= — 27*, fiz = -,
fi fi' fi fi' 1
qui sont celles d’une droite du système (2). On sait (n" 348) que l’équation générale des plans qui passent par cette droite est
fit-2’’*
fi
fi ï '
L’élimination de y et de z entre cette équation et les équations
fi
V>' fi fiî 7
d’une seconde droite appartenant au système (2), conduit à 2X (7-7) (7-^ =°-
Il faut, pour que la droite soit tout entière dans le plan, que celte dernière équation ait lieu, indépendamment de toute valeur donnée à r; ce qui entraîne l égalité y' y. Donc deux droites du système (2) 11e peuvent pas être dans un même plan. ,
Ou prouverait'semblablement que deux droites du système (3) ue sont jamais dans un même plan, et qff alors elles ne peuvent jamais se couper.
Deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan. — Soient les deux droites
\lp \fF * \'p vV i
y_ _s £ f af
fp f?~ ’ fp f?~ s'
Les plans qui passent par la droite (2) sont représentés par l’équation
L’élimination de y et de z entre cette équation et celles de la droite (3) donne
Cette équation est vérifiée, quel que soit x, en prenant k — yd; par conséquent, les droites dont il s’agit sont dans un même plan.
413. Par chaque point du paraboloide , on peut tracer une droite du système (2 ) et une droite du système (3). — En effet, si l’on désigne par x1, y\ z' les coordonnées d’un point quelconque de la surface, on obtiendra
on pourra donc déterminer une valeur de y et une valeur de d, telles que l’on ait
ip+7F=*'1*’
fp
S fp'
4 + -7= =»• fp
fp
Digitizec) by Godgle
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Les paramètres y et â pouvant être ainsi calculés, les équations
VP VP -
fp y/F 7
yfp FF S
ÜH _
seront celles de deux droites tracées sur la surface, et passant par le point quelconque ( x y', z').
4U. D’après ce qui précède, les droites que l’on peut tracer sur le paraboloïde
forment deux systèmes. Or, si l’on examine les secondes équations du premier, on reconnaît immédiatement que les plans projetant sur le plan des yz sont tous parallèles entre eux; par suite, que les droites dans l’espace se trouvent toutes parallèles à l’un de ces plans : donc clics sont parallèles au plan
On démontrerait de la même manière que les droites du second système sont toutes parallèles au plan „
fp
Maintenant, supposons que A , A', A" soient trois droites appartenant au même système ; elles seront rencontrées par toutes celles de l’autre système. Or, le mouvement d’une droite étant complètement déterminé par la condition de s'appuyer sur trois droites fixes , il en résulte que le paraboloïde hyperbolique peut être engendré par une droite qui glisse sur trois droites fixes parallèles à un même plan.
Ainsi envisagée, celle surface devient un cas particulier de 1 hyperboloïde à une nappe.
Quand on considère seulement deux droites A et A' appartenant au même système, les droites du second système qui les rencontrent toutes deux sont, en outre, parallèles à un plan fixe. Or le mouvement d’une droite est complètement réglé par la double condition pour cette droite de couper deux droites fixes et de rester parallèle à un plan fixe : car si l'on coupe les deux lignes par une suite de plans parallèles au précédent, et si l’on joint par des droites les points de section dé chaque plan , on obtiendra autant de positions de la génératrice. On conclut de ce qui précède que le paraboloïdc hyperbolique peut être engendré par une droite qui glisse sur deux droites fixes, et qui reste parallèle à un plan fixe.
On donne au plan fixe le nom de plan directeur j les droites fixes sont appelées directrices , et les droites mobiles génératrices. De là vient qu’on emploie l’expression génératrices rectilignes , pour désigner les .droites qui peuvent être tracées sur la surface dn paraboloïde hyperbolique. On les nomme encore sections rectilignes , par la raison que deux droites appartenant à deux systèmes différents représentent la section du paraboloïdc par un plan.
415. Démontrons les réciproques des propositions qui viennent d’être établies.
Lorsqu’une droite glisse sur trois droites fixes parallèles à un meme plan , elle engendre un paraboloïde hyperbolique.
Prenons le plan XY (fig. 198) parallèle aux trois directrices A, A', A ', et la première de ces droites ponr l’axe OX ; dirigeons l’axe OY parallèlement à A', et enfin par le point arbitraire O, ôù se coupent ces axes, traçons-en un troisième OZ qui rencontre à la fois les trois directrices : dans ce cas ,
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ces lignes auront pour équations
A ou OX
La génératrice sera représentée par
i=rai + /), y=±nz-\-q-.
mais pour qu’elle rencontre les trois directrices, il faut avoir les conditions
<7 = 0, ///A —J—-/» — o , a (ni A />) = «A -+• q.
On voit aisément qu’on obtiendra l’équation de la surface cherchée , en éliminant m , n , p , q entre ces équations et celles de la génératrice. Le calcul donne
kyz -+- a (A ; — A) xz — hky = o.
Dans cette équation du second degré, le polynôme D
(n°371) qui sert de dénominateur aux coordonnées du centre , se trouve évidemment mil 5 alors la surface ne peut être qu’un des deux paraboloïdes ou bien un cylindre. Or, le cylindre ayant ses génératrices parallèles , et aucune droite ' ne pouvant être tracée sur un paraboloïde elliptique , il en résulte que la surface engendrée est un paraboloïde hyperbolique.
410. Lorsqu une droite g/isse sur deux droites fixes et • . reste parallèle à un plan- fixe, elle engendre un parabo- * ' loïde hyperbolique. ‘ '.
Soient A et A' (Jig. 199) les deux directrices, et YOX le plan directeur. Désignons par O et D les points de rencontre de ce plan avec les lignes A et A' ; menons par ces points la droite OY ; conduisons par OZ ou A un plan parallèle à A', lequel coupe le plan YOX suivant la droite OX ; enfin, prenons OX, OY, OZ pour axes des coordonnées.
La directrice A' rencontrant l’axe OY et étant’ parallèle au plan XOZ, ses équations seroni • y = A , 0 . = a je .
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Comme la génératrice rencontre toujours l’axe des z , et qu’elle reste parallèle au plan XY, elle sera représentée par des équations de la forme
x =3 mjr, z — k.
Cette ligne rencontrant aussi la droite A', on a la condition
/■ = nui h.
L’élimination de rn et de h entre cette équation et celles de la directrice donne
yz «= ahx.
Cette équation est celle d’une surface du second degré dépourvue de centre; elle représente un paraboloïde hyperbolique, puisque l’autre paraboloïde n’a pas de génératrice rectiligne.
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DE LA DISCUSSION D’UNE ÉQUATION NUMÉRIQUE DU . SECOND DEGRÉ A TROIS VARIABLES.
Al 7. Étant donnée une équation
du second degré à trois variables et à coefficients numériques , reconnaître de quelle nature est la surface que cette équatioir représente : telle est la question que nous allons traiter. ' ‘ . • -( - • • ’ .
Il faut d’abord chercher si la surface a un centre unique, ou si elle en admet une infinité, ou bien, enfin, si elle est dépourvue de centre. A cet effet, on égale à zéro les trois dérivées. du premier membre J (x, j, s) de 1 équation proposée; il on résulte trois équations
°* ArŸ
du premier degré à coefficients numériques , dont la résolution fera savoir lequel des trois cas a lieu.
§ I. — Surfaces qui ont un centre unique.
418. Supposons que la surface ait un centre unique, et commençons par l’examen du cas particulier où l’équation ' que l’on donne ne renferme le carré d'aucune des trois coordonnées X , y, z ; elle est alors de la forme
• ( 2 : a B* X3 -+- 2 B" xy
i+2Cï + 2C7+2C"î+E = 0,
et représente évidemment Une surface illimitée, puisqu’on peutdotmer à deux des trois coordonnées des valeurs aussi
- Dii
grandes que L’on voudra, sans que la valeur delà troisième variable cesse d’être réelle. Et comme cette surface a un* centre, elle ne peut être que l’un des deux hyperboloïdcs ou un cène.
En transportant les axes parallèlement à eux-mêmes au centre, l’équation proposée deviendra
(2) a Bys -f 2 B' u + 2 B" 1/ + E' = o.
Si F/ est nul , la surface est un cône (n° 402).
Si E' est différent de zéro, la surface sera un hyperbo- • loïde à une ou à deux nappes , dout le cône asymptote, représenté par
2 B yz -4- 2 B' xz -f- 2 B" xy — o ( n° ^02 ) ,
a pour génératrices rectilignes les axes des coordonnées.
419. Pour décider quel est celui des deux hyperboloïdes que l'équation {2) représente quand F/ n’est pas nul, on observera que les génératrices rectilignes.de l’hyperbeloïde à une nappe étant parallèles à celles du cône asymptote (n° 408), il faudra, pour, que la surface considérée soit un hyperboloïdc à une nappe, que l’on puisse placer sur cette surface une droite parallèle à l’un des trois axes de coordonnées, par exemple à celui des'z. Celle condition est d’ailleurs suffisante, puisque l’autre hyperboloïdc ,n’a pas de génératrice rectiligne.
Or, une parallèle à l’axe des z ayant pour équations
il faudra , pour que cette droite appartienne à la surface
2 B yz -(- 2 B' xz -4- 2 B" xr -4- E' = o , que cette dernière équation soit vérifiée par
quelle que soit la valeur attribuée à z , ce qui donne (3) 2 B6 + 2 B'a = o,
d’où •
a = ± y/îüTpX^^B^BB'I»?'
On voit que a sera réel ou imaginaire, suivant que BBB" et E' auront le même signe ou des signes contraires. 11 sera donc nécessaire , pour que <x soit réel , que le nombre des coefficients B, B', B", de même signe que E', soit impair. Dans ce cas, l’équation proposée représentera un hyperboloïde à une nappe. Si le nombre des coefficients B, B', B", de même signe que E', est pair, a sera imaginaire, et l’équation appartiendra à un hyperboloïde à deux nappes.
Aucun des trois coefficients B , B', B", ne peut être nul, quand l’équation (2) représente une surface qui a un centre unique. Car, si l'on avait, par exemple, B" = o, l’équation (2) se réduirait à
2 B yz -f- 2 B'xz -f- E' = o ,
et la surface aurait une infinité de centres situés sur la droite
Bj+ 8^ = 0, z — o ; elle serait un cylindre hyperbolique.
Remarquons, en terminant cette discussion, que l’on peut, sans transporter les axes au centre de la surface, reconnaître si l’équation (1) appartient à un hyperboloïde à une nappe ou à un hyperboloïde à deux nappes. En effet, il résulte de ce qui précède que, dans le premier cas, la surface doit avoir une génératrice rectiligne parallèle à l’axe des z; ce qui exige que l’équation {1) soit vérifiée, indé-r pendamment de toute valeur attribuée àz, lorsqu’on y remplacera y et x par £ et a. On aura donc
BS + B'a-4-C"= o,
2 B" aÇ 2 C a 2 C' (j + E = O.
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Lorsque les équations (5) admettront une solution réelle et finie, la surface sera du genre des hyperboloïdes à une nappe ; elle pourra , d'ailleurs , se réduire à un cône.
Si les équations (5) n’admettent aucune solution réelle et finie, la surface considérée est un hyperboloïde à deux nappes.
Dans le premier cas, il restera à examiner si la surface est ou non un cône. Pour le savoir, on remplacera x, y, z par les coordonnées du centre dans l’équation ( t) ; le premier membre prendra une valeur que nous avons déjà désignée par E', et suivant que E' sera nul ou différent de zéro, la surface sera un cône ou un hyperboloïde à une nappe.
420. Actuellement , supposons que f équation proposée renferme les carrés des coordonnées, ou du moins le carré de l’iuie d’elles , de z par exemple.
En transportant les axes des coordonnées parallèlement à eux-mèmes au centre de la surface, l’équation prendra la forme
| A x’ -I- A' y* -H A" z1 -+- 2 B yz ■+ 2 B' xz 11 I 2 B" xr -4- E' = o,
et le coefficient A" de s* ne sera pas nul.
En résolvant l’équation (i) par rapport à z, il vient
I B>-+-B'ïr
I ± — „v^( B* — A A»}/* ■+■ (B” — AA») a •-+- Î( BU'— A» B") xy — A»E'. i A
Lorsque des valeurs 6, a, attribuées à y , x , rendront positive la quantité soumise au radical, l’équation (2) déterminera pour z deux valeurs réelles correspondantes, et on aura ainsi deux points de la surface situés sur une corde parallèle à l’axe des z,qui sera divisée en deux parties égales
par le plan dont l’équation est
Br+B'/
Lu point du plan des xy , qui a pour coordonnées S, a, sera donc la pïojection de deux points de la surface situés sur la droite projetante y — 6, x = «.
Si les valeurs o, «, données à y , x, annulent la quantité placée sous le radical, l’équation (2) déterminera pour z
une seule valeur correspondante, — — • Les deux
points d’intersection de la surface et de la ligne projetante y = c, x = a, se réduisent alors à un seul point situé sur le plan diamétral
aT-'
et la droite y — 6, x = « devient tangente à la surface au point dont les coordonnées sont
. > BS 4- B' a
D’après cela, on voit que l’équation
j (B* — A' A") y’ 4- (B'! — AA") x‘
| + 2(BB'— A"B*)*r — A"E'=o,
obtenue en égalant le radical à zéro, représente un cylindre tangent à la surface considérée suivant une ligne située dans le plan diamétral •
Bjr -t- B' a;
et dont la projection sur le plan des xy est déterminée par la même équation (3). Il est clair que cette conclusion suppose que l’équation dont il s’agit représente une courbe réelle.
O11 sait , d’ailleurs , qu’une courbe du second degré est de
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même espèce que sa projection (n° 399) 5 donc l’ intersection du plan diamétral
Iî_T -+- B’x
cl de la surface considérée sera une ellipse ou une hyperbole, suivant que l’équation (3) appartiendra à l’une ou à l’autre de ces deux courbes.
Lorsque les valeurs ë, « de y , x, rendent négative la quantité placéfe sous le radical, z est imaginaire, et la droite y — ë, x = a 11e rencontre plus la surface; alors le point du plan des xy, qui a S, « pour coordonnées, n’est la projection d’aucun point de la surface, en prenant pour • ligues projetantes des parallèles à l’axe des z.
421 . La courbe déterminée par l’équation (3) sépare la partie du plan des x y, sur laquelle se projette la surface considérée de celle qui ue reçoit la projection d’aucun point de celte surface. C’est ce qui résulte de la proposition suivante:
‘ Soit f(x, y) = o l’équation d’une courbe du second degré; si l'on remplace successivement les variables x, y par les coordonnées a , 6; a', ë', de deux points, l’un intérieur, l’autre extérieur à la courbe, le premier membre . f(x,y) de l’équation prendra des valeurs y (a, 6),
'f[ ë'), de signes contraires ; et, lorsque les deux points seront l’un et l’autre intérieurs ou extérieurs , les valeurs de f(a, £),/(»', 6') auront le même signe.
En effet , désignons par
y “ ax b
l’équation de la droite qui unit les deux points donnés; les abscisses des points cOmrfiuns à cette droite et à la courbe seront déterminées par l’équation
•’ . f{ it, ax -H b ) = o .
Gopgle
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Lorsque les deux points sont, l’un intérieur, l’autre extérieur à la courbe, l’équation f(rf, ax -+- b) = o a nécessairement une racine comprise entre a et a'; donc, f(<x, a» ■+• b), /(*', «*'+ f>) ont des signes contraires. Si les points sont tous deux intérieurs ou extérieurs, l’équation J (x, ax b) == o n’a aucune racine comprise entre a et a', ou elle en a deux: par conséquent, f (a, a a b), J (a', oa'+ b) ont le même signe. Mais
/(a, aa. ■+■ b) =/(a, 6) et /(«'., ««'+ 4) =/[a', 6'); '
la proposition est donc démontrée.
De cette proposition nous concluons que si les coordonnées d’un point intérieur à la courbe représentée par l’équation (3) rendent positive la quantité placée sous le radical de l’équation (2) (u° 420), il en sera demème pour tous les autres points intérieurs, et alors les cçoi données de tout point extérieur feront prendre le signe moins à cette quantité, ou inversement. Par conséquent, la courbe dont il s’agit, sépare la partie du plan des xy, qui est recouverte par la projection de la surface , de ccllequi ne reçoit lajprojection d’aucun de ses points.
422. Au moyen des considérations qui précèdent , il sera facile de reconnaître de quelle nature est la surface que l’équation (a) détermine.
Plusieurs cas sout à distinguer: l’équation (3) peut représenter une ellipse, une hyperbole, deux droites qui se coupent à l’origine des coordonnées, un point coïncidant avec l’origine, une ligue imaginaire. ÎVous allons successivement examiner ces différentes hypothèses.
t°. Lorsque l’équation (3) est celle d’une ellipse, la surface étant coupée suivant une ellipse par un plan
cc ^
z = — ; qui passe par son centre (page 568) ne
peut être ni un hyperboloidc à deux nappes, ni un cône;
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-clic sera donc un ellipsoïde, ou un hyperboloïde à une nappe. Pour reconnaître lequel de ces deux cas a lieu, il suffit de savoir si la surface que l’on considère est ou non . limitée. ,
A cet effet, on remplacera x et y, sous le radical de l’équation (2), par les coordonnées du centre de l’ellipse (3). Si les valeurs de z sont réelles, ou en peut conclure que la surface est limitée; car, pour les coordonnées de tout point extérieur à l’ellipse, le radical deviendra imaginaire; par conséquent, les valeurs de x,y, et par suite, celles de z, sont limitées.
Le contraire aura lieu lorsque les valeurs de z correspondantes aux coordonnées du centre seront imaginaires.
Le centre de l’ellipse coïncidant avec l’origine , ses coordonnées sont nulles; le radical se réduit donc à \j — A"E' par la substitution dont il s’agit : par conséquent, la surface sera un ellipsoïde, ou un hyperboloïde à une nappe, suivant que le coefficient A" de z*, et le terme E' indépendant des variables, auront des signes contraires ou le même signe. a°. Supposonsque l’équation (3) représente une hyperbole.
Le plan z = — - — — » mené par le centre de la surface,
la coupera suivant une hyperbole; donc, la surface ne peut être que l’un des byperholoïdes. Pour distinguer entre les deux byperholoïdes celui que l’équation (2) représente, 011 remplacera dans cette équation, les variables x, y, par les coordonnées du centre de l’hyperbole (3).
Si les valeurs correspondantes de z sont réelles , il en faut conclure que la surface couvre de sa projection toute la partie du plan des xy , comprise entre les deux branches de l’hyperbole, du côté du centre de cette courbe: la forme même de ceUeqnojection montre que la surface projetée n’a qu'une seule nappe continue: elle est donc un hyperboloïde à une nappe. ' i ' •
Si les valeurs de z sont imaginaires , la surface se projette entièrement dans l’intérieur de l’hyperbole, du côté opposé au centre : la portion du plan des x y, recouverte de la projection , se subdivise alors en deux parties séparées l’une de l’autre par l’intervalle des deux branches de la courbe; ce qui montre que la surface projetée se compose elle-même de deux parties séparées dans l’espace; elle est, par conséquent, un hyperboloïde à deux nappes.
Les coordonnées du centre de l’hyperbole étant milles , les valeurs de z , correspondantes à ces coordonnées, sont
Ainsi , la surface considérée sera un hyperboloïde à une ou à deux nappes, suivant que les coefficients Aff, E' auront des signes contraires ou le même signe.
3°. L’équation (3) représente deux droites qui se rencontrent à l’origine. Alors, la surface est nécessairement un
cône, puisque le plan z = ^ la coupe suivant.
deux droites qui passent par son centre.
4°. Si l’équation (3) est vérifiée par les coordonnées de l’origine, et seulement pàr ces coordonnées, la quantité placée sous le radical de l’équation (2) conservera le même signe pour toutes les valeurs de x et dc^y; elle sera composée de deux carrés, précédés chacun du signe plus ou du signe moins : il suffira de donner à x cl y des valeurs quelconques, pour distinguer ces deux cas l’un de l’autre. Dans le premier, la valeur de z, constamment réelle, se réduit à zéro avec x et y. On a donc une surface illimitée sur laquelle se trouve le centre même de la surface ; c'est dire que la surface est un cône.
Dans le second, l’équation (2) n’admettant que la seule solution X = o, y~ o, z = o, représente l’origine, des coordonnées:
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5°. Enfin, quand l’équation (3) u’a aucune solution réelle, la quantité soumise au radical ne peut changer de signe: si elle est négative, l’équation (2) ne représente rien; si, au contraire, cette quantité est positive, l’équation (2} appartiendra à un liypcrboloïde à deux nappes , puisque la surface qu’elle détermine n’a aucun point commun avec un
p)anjr= — ■ — mene par son centre'.
123. Remarque. — Si l’on transporte les axes des coordonnées parallèlement à eux-mêmes en un point quelconque de l’espace , le plan des xy restera parallèle à sa première position, les lignes projetantes des différents points de la surface ne changeront pas, de sorte que les projections sur les plans des xy seront les mêmes. Le centre dé la surface et celui de la courbe obtenue en projection , sur le plan des xy , appartiendront à une droite parallèle à l’axe des z ; ces deux points auront donc les deux coordonnées x , y, communes. Par conséquent, la discussion précédente sera ’ encore applicable, avec cette seule modification , qu’au lieu de remplacer x, y par zéro , sous le radical de la valeur de z, on substituera à x, y, les valeurs st, 6, obtenues pour les coordonnées x,y du centre de la surface.
Ainsi, pour discuter l’équation proposée, il n’est pas indispensable de transporter l’origine au centre de la surface; on pourra résoudre cette équation par rapport à z (en supposant que le carré de z entre dans l’équation); il en résultera une expression de la forme
(1) î = /)i.r + /iy + />± \jay- + bxy 4- ex* + rfr+M+y;
puis, on égalera à zéro la quantité soumise au radical, ce qui donnera l’équation
( 2 ) nÿ* -H bxy 4- çx' 4- dy 4- ex -f- f— o.
Lorsque cette dernière équation représentera une ellipse,
la surface sera un ellipsoïde ou un hyperboloïde , à une nappe , suivant (|ue la valeur de z correspondante à x = % , y — G , sera réelle ou imaginaire.
Si l'équation (2) appartient «à une hyperbole, la surface sera un hyperboloïde à une ou à deux nappes, suivant que ,
X — « , y = 6 rendront z réelle ou imaginaire.
Il se peut que l’équation (2) représente deux droites concourantes au point x = a, y = ê*, dans ce cas, l’équation proposée appartiendra à un cône.
Si l’équation (2) n’admet que la seule solution réelle ,r = y =-6, l’équation (1) représentera un cône, ou le point x=a>y=G,z — rna. nG -+- p, suivant que, en remplaçant x, y par des valeurs a', S', autres que », G, la valeur correspondante de z sera réelle ou imaginaire.
Quand l’équation (2) n’admet aucune solution réelle, l’équation (1) représente un hyperboloïde à deux nappes ou une surface imaginaire, suivant que la valeur de z est réelle ou imaginaire pour des valeurs quelconques attribuées aux deux autres coordonnées.
. Au reste, il Sera généralement plus simple de rapporter la surface à son centre, en faisant disparaître les termes du premier degré.
§ II. — Surfaces qui ont une infinité de centres.
■124. Nous supposons que les trois équations obtenues . en égalant à zéro les dérivées /j^j, J '.-, du premier membre y (xr y, z ,) de l’équation proposée, admettent un nombre infini de solutions communes; alors les trois plans diamétraux = o, = o, jf^, = o coïncident, où deux d’entre eux se coupent suivant une droite qui appartient au troisième. La résolution des équations numériques du premier degré o, o, o fera distinguer
facilement tes deux ras l’un de l’autre.
Dans le premier, l’équation proposée
représente généralement deux plans parallèles (page 5 19)',' il se peut, toutefois, que ces deux plans coïncident ou deviennent imaginaires (*). Pour être fixé à cet égard, il suffira de couper la surface considérée par un plan non parallèle à celui que représente = o. Si l’intersection est foi mee d une seule droite, la surface est un plan unique j
(*) L’équation générale du second degré
A •+- A 'y' -+- A" 1' 4- 2 Wys -4- j B' xi -+- 2 lt* ry + 3Cx+2C> + 2C#5+E = 0
peut s’écrire ainsi :
*■-/'(*) +Jr -f'w -+- * •/ [t) -+- 1 Cr -(- 1 C'r+ 3 C" 1 ■+■ 2 F. = o,
en désignant par /'(J) les dérivées du premier membre.
Or, quand les trois plans
coïncident , on a les .identités r.
=vf> ;r; =ç.V'
y fr) . c ' i*y S\m) cy(r)’
et l’équation (1) devient
/ '(I) T <ir/ ;l)+3C>+iC'r+2c', + J e = o,
(C-r-f-CT-I- C*j) |/('x -I-acj
Les mêmes identités donnent
CE
jiar suite,
fl 2 A ’
/(,) = qf (C * + C'j; + C”* ) + 1 G,
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si celte intersection est une ligne imaginaire, l’équation /(x, y , a) = o
n’admet aucune solution réelle, et, par conséquent, ne représente rien.
Prenons pour exemple l'équation
(i) x’ 4- z1— lyz 2xz 4- iyz + îi+ 2 y 4-2 z 4- f— o.
Les trois plans, dont la rencontre détermine le centre, coïncident, puisque leurs équations sont évidemment identiques.
L’intersection de-la surface et du plan xy est représentée par l'équation
xM- y- -t- 2x7 -f- ? x 4-2/4- f = o . . ,
qui revient à
Selon qu'on aura
l’équation {2) donnera deux droites parallèles : une seule droite, ou une ligne imaginaire. Dans ccs/ mêmes conditions, l’équation (1) représente deux plans parallèles; un
d’où
Cx 4- CV-e v.'t =• | - iC
Substituant (lans( lj, il vient successivement
I -+- :«CK = o
/|.r±’V/C’- AE.
1) après cola, on voit que l'équation proposée représente deux plairs parais lùles- , un seul plan, une surface imaginaire, suivant qu’on a :
C*- AE > o, =6, <0, - .
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seul plan, ou une surface imaginaire. C’est ce que l’on peut immédiatement vérifier en mettant l’équation (i) sous cette forme ,
Lorsque deux des plans diamétraux
J^~ o, se coupent suivant une droite située dans le troisième , l’équation proposée ■
représente, en général, un cylindre hyperbolique ou elliptique (page 018)5 elle peut aussi appartenir à l’une des variétés de ces deux cylindres.
Pour déterminer complètement la nature de la surface, 011 cherchera son intersection par un plan non parallèle à la droite commune aux trois plans diamétraux. Cette intersection peut être une hyperbole ou une ellipse, deux droites concourantes, un point, une ligne imaginaire. A ces différents cas correspondent : un cylindre hyperbolique ou elliptique, deux plans qui se coupent, une seule droite, une surface imaginaire.
Soit, comme exemple, l’équation
, (1) . — j* — 7 yz — 7xz — 7.x — ty -\~f — o.
Les trois dérivées du premier membre, égalées à zéro, donnent. ■ » * . . .
La dernière de ces équations s’obtient en additionnant les deux précédentes, et celles-ci représentent deux plans qui se coupent; donc l’intersection de ces deux plans dia- • métraux est une droite située daus le troisième.
La surface est coupée par le plan des xy, suivant une ligne ayant pour équation , „
(3) — >•’— 21- zy+f= o,
rir
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* > ut qui est une hyperbole, lorsque f n’est pas nul. Mais si
J — o, l’équation (3) devenant
représente les deux droites concourantes
Dans le premier cas , la surface est un cylindre hyperbolique; dans le second, elle est formée de deux plans qui se coupent suivant la droite des centres.
Considérons encore l’équation
(i) 2x’ 4- y1-^- z-— ixz -t- îî/ — 2 y — 2 z -y f — o.
Ses trois dérivées sont
la troisième se trouve en retranchant la seconde de la première; et comme, d’ailleurs, les deux premières représentent deux plans qui se coupent, il en faut conclure que les trois plans diamétraux se rencontrent suivant une même droite.
L’intersection de la surface et du plan des xy est déterminée par l’équation
2 3:’ + /’+ 2 ry — 2jr -t- / = o,
qui revient à
Celte dernière équation donne une ellipse, un point ou une ligne imaginaire, selon que J — i est négatif, nul ou positif; par conséquent, dans ces trois cas différents, l’équation (i) représente un cylindre elliptique, une droite ou une surface imaginaire..
§ III. — - Surfaces dépourvues de centre.
429. Quand les trois équations qu’on obtient en égalant à zéro les dérivées du premier membre de l’équation pro-
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posée n admettent aucune solution commune, la surface n’a pas de centre, et, par conséquent, elle est un des deux paraboloïdes ou un cylindre .parabolique.
Pour savoir auquel de ces trois genres elle appartient, il suffira de déterminer ses sections par des plans parallèles aux trois plans des coordonnées. En effet, ces trois plans ne pouvant être parallèles à une même droite, il faudra, si la surface est un paraboloïde elliptique, que l’une des sections soit une ellipse; cette condition est d’ailleurs suffisante, puisque le paraboloïde elliptique est la seule surface dépourvue de centre qui puisse donner lieu à une section elliptique.
De même, la coudilion nécessaire et suffisante pour que la surface soit un paraboloïde hyperbolique consiste en ce que 1 une des trois sections doit être une hyperbole.
Enfin , si la surface est un cylindre parabolique , les sections seront nécessairement des paraboles ou des droites parallèles.
§ IV. — A PPLICATION A DES EXEMPLES NUMÉRIQUES, Exemples dans Icsr/uels la surface a un centre.
1Ü0. Premier exemple.
xy -h xz -+- yz — ix — y — 3 z -V- i == o.
Coordonnées du centre :
En prenant le centre pour origine, 1 équation proposée se réduit à
xy H- xz 4- yz — i = o.
Cette dernière équation représente un hyperboloïde -à deux nappes, puisque le nombre des coefficients de signes contraires au dernier terme est impair (n° it9).
Deuxième exemple.
7.xy— xz 4-jr*— 2 x 4- 2j — 3z — a = o„ Coordonnées du centre :
En transportant les axes au centre, l'équation devient
2 XJ — XZ + JZ — -J- = O 5
et comme le nombre des coefficients de signes contraires au dernier terme est pair, elle représente un hyperboloide à une nappe (n° 419).
Troisième exemple.
8 xj — i6xz -+- 8jz — 8x + 8j — i6z — 7=0.
Coordonnées du centre :
En faisant disparaître le.s termes du premier degré, il vient
8xj — 16 xz -t- 8jz = o ; ce qui est l’équation d’un cône.
Quatrième exemple.
xJ -H 2 j3 -t- 2 z5 -t- 2 xj 2 X — 4j~4* -4-2 = 0.
Coordonnées du centre r
En plaçant l’origine au centre, on a
X'+Îj’+Îlî + Î XJ 2 = 0,
d’où ’ • j
Z = ± y/ -T- jx3 — y — Xjr -f- 1 •
L’équation qu’on obtient en égalant à zéro la quantité soumise au radical appartient évidemment à une ellipse^ d’ailleurs z est réelle pour x = o, y — o; donc l’équation proposée représente un ellipsoïde.
Cinquième exemple.
X 7 ■+■ iy 7 4- 2 Z3 4- 2xy — 21 — 4/^4* + 4= O. Le centre a pour coordonnées
eu y transportant les axes, il vient
x 3 -+- 2^3 4- 2 z1 4- 2xy ~ o
L'équation
donne
- t *’ + >’ 4- xy = o • » '
et n'admet que la solution .: » >
Tout autre système «le valeurs attribuées à x et y rend positif le trinôme ^x*4- J*H- xy, et, par suite, z imaginaire.
Donc l’équation proposée représente le centre
** Sixième exemple.
x ■’ 4- 2jr’ 4- 2 z3 4- 2 xy — 2 .r — ^y — 4 2 ■+■ 6 = o.
En faisaut disparaître, les termes du premier degré , on a x1 4- 2 y7 4- 2 z3 4- -2 xy + 2 = 0,
d’où
L’équation
y — *rr — 2-
donne
— jX -~ y7 — xy — 2 = 0
\jr
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et ri’ admet aucune solution. L’expression
— — y1 — xy 2
reste négative pour toutes les valeurs réelles de x et de y ; par suite, z est constamment imaginaire; donc l’équation proposée ne représente rien.
Septième exemple.
X? 4_ — 2 Z1 — 4 yz 4-2-r/ — 4'T-t-I23 — l4 = 0.
Le centre a pour coordonnées
En prenant ce point pour origine, l'équation devient
x1 + 3 y1 — ?.s! — + 2xy — 4= °»
et donne
z — — \ji X7 + 10/ -4- 4*7 — S-
En égalant à zéro ,1a quantité soumise au radical) on a l’équation
2 x1 -4- i oy2 4- 4 xy — 8 == °
r = -î±ïv/-
qui appartient évidemment à une ellipse. D’ailleurs, la valeur de z devient imaginaire lorsqu’on remplace x , y par zéro; donc la surface est un hypcrboloïde à une nappe (n° 422). .*
Huitième exemple.
x7 4- 3 y1 — 2 z1 — l\yz -y ixy — 4 x + 1 2 z — i o- — o.
Les coordonnées x, y, z du centre sont i , i, 2. L’équation de la surface rapportée au centre est
ou
x’ -t- 3y 1 — a z’ — 4/z -f- 2 xy = o z = — yùl \ ^ i X7 y- 1 oy* -4- (\xy-
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Le radical égalé à zéro donne
1 oy1 + 2 x1 4 -ry ~ o ou
Cette dernière équation n’admet que la solution x = o, y = o;
mais tout autre système de valeurs attribuées à .r, y rend positive la quantité soumise au radical, et, par suite, la valeur de z est constamment réelle; il en résulte (n° 422) que la surface considérée est un côue.
Neuvième, exemple.
X1 + y t -f- •*» _ 2 yz 4- 4*y + 4x4- 4r— 43 4-3 = 0.
Coordonnées du centre :
Équation rapportée au centre :
x* 4- 3 ’4- z ' — 27Z4- \xy — 1=0; - V
d’où
z=y± \f—x‘ — i xy -h 1 ■
En égalant à zéro la quantité placée sous le radical ( ou obtient l’équation
x‘ 4 xy 4- 1. — o ,
qui appartient à une hyperbole; de plus , la valeur de z est réelle pour x = o, y — o ; donc la surface est un hyperboloïde à une nappe. ^ .
Dixième exemple.
x>4_ 4- i‘ _ zyz 4. 4 xy -p 4 j, 4r _ ^ J 4_ 5 = o.
L’équation de la surface rapportée au centre
devient
et donné
z—y±tj—x7 — 4 ^7 — 1 •
En égalant le radical à zéro, on trouve l’équation d’une hyperbole
x 3 -t- 4-rj + >= <>;
d’ailleurs, la valeur de z est imaginaire pour x = o, y— o;
donc la surface est un hyperboloïde a deux nappes.
Onzième exemple.
x3 4- y7 4- *’ — ■zyz -t- + 4 ^ -t- 4 J — 4 3 + 4 = °-
Eu transportant les axes au centre
on a
d’où ' ;
zz=y±\j — x 3 — 4 xy—y'àz^ — j,- (.r 4- 4> )• *■
L’équation ' ■ •
obtenue en égalant à zéro le radical , représente deux droites qui se coupent; par conséquent (n° 423), la surface est un cône.
Exemples dans lesquels il y a une infinité de centres.
Premier exemple
. , x1 4- 4/3 4- 9 a3 4- 1 2 yz 4- 6 xz 4- 4 xy 4- 2 x
Les trois équations dérivées qui déterminent les coordonnées du centre se réduisent à une seule, qui est
Cette dernière équation représente un plan dont tous les points peuvent être pris pour centres.
L’intersection de la surface et du plan des xj' est déterminée par l’équation
•rj4- 4rr-i- 4^/ + a.B 4/ — 4 = °, r
qui donne les deux parallèles , .
Donc la surface est formée de deux plans parallèles (n" 425) . Deuxième exemple. -
x3 -4- j3 -f z1 — lyz + 2i3 — 2 xy. -t- x — y 4- z 4- i = o. Les trois équations dérivées se réduisent à 2x -t- Z z — -2 y -t- i = o ;
de plus, en supposant z = o, l’équation proposée devient x3 -H y* — 2 xy -4“ x ' — y -f- i — o ,
et donne
par conséquent, la surface est imaginaire (n” 425). Troisième exemple.
2 x3 -4- 8 y3 -4- 2 z1 — 8 jz — ?• 4 xz -t- 8 xy -4- x 4-2/-J+7=0.
Les trois équations dérivées se réduisent à 4 x — 42 4- 8/ -t-i^o.
L’intersection de la surface et du plan des xy est déterminée par l’équation
2x’4 8j3 4- 8x/ 4- x 2/ 4- 4 — qu> t» ,►» deux droites coïncidant avec
ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ A TROIS VARIAULES. 585 Il s’ensuit que la surface considérée est le plan 4 -r — 4 z + 8/ -+- 1 = o ( n" 428 ), qui contient tous les centres.
Quatrième exemple.
2f+ 3/1 -+- i8z’ -f- i4/z + 8az + 2xy + 8x
En égalant à zéto les trois
dérivées, on a
VT
Vj-
nz h- 3 jr
CO
Si on additionne l’équation (i) avec le double de (a), ou obtient l’équation (3); par conséquent, la surface a une infinité de centres situés sur la droite intersection des plans (i)et(a).
En coupant la surface par le plan des xy, on trouve l’ellipse
donc l’équation proposée représente un cylindre elliptique. •m Cinquième exemple.
•r? •+■ 3_y’ — 2 yi — 2 .rz + 4 + 2zr4- 4 ï — 2 î + 1 = O
Les trois équations du centre sont
et comme la troisième s’obtient en retranchant la première de la seconde, on voit que la surface a une infinité de centres en ligne droite.
L’intersection de la surface et du plan >*tot*fcype> bole
• x' + 3jr’ + ^xy + ix + 2 = o;
doue l’équation proposée appartient à un cylindre hyperbol i que.
Sixième exemple.
x7 -f- y7 -t- 6 z7 4- 6 yz 6 xz 4- 4 xy
Les équations du centre sont :
la troisième résultant de l’addition des deux autres, tous les points de la droite représentée par les deux premières sont des centres.
L’intersection de la surface et du plan des xy est donnée par l’équation
ou
Cette équation représentant le système de deux droites concourantes, l’équation proposée donne deux plans qui .y coupent suivant la droite des centres.
Septième exemple.
x 7 4- 2 y7 4- 5 z7 -I- 6/3 4- 4 xz 4- 2 xy 4“ 2 x 4- 2. y 4- 4 4- 1 = o.
On a , pour les équations du centre :
la troisième est la somme des deux précédentes ; donc tous les points de la droite que les deux premières représentent sont des centres.
Pour z = o, l’équation proposée devient
x1 4- 2 y* •+- ixy ■+■ ax 4- 2/^+ i = o, ou
y = — t (*-+-») ± I si— {* + »)’•
Cette dernière n’admettant que la solution x = — i, r = o,
il eu résulte que le lieu géométrique déterminé par l’équation proposée est la droite des centres.
Huitième exemple.
x] + y* 4- 5 z1 — 4yz 4— 2 xz -f- 7 y — 4 z + 1 — °- Les équations dérivées sont
On obtient la troisième en retranchant de la première le double de la seconde; d’où il suit que les deux premières représentent une droite dont tous les points peuvent être pris pour centres.
En faisant z = o dans l’équation donnée, il vient z’4-;'’+2/ + i = o ou z’+^+i^o.
Cette dernière équation n’admettant aucune solution réelle, l’équation représente une surface imaginaire.
Exemples clans lesquels la surface n'a pas centre.
Premier exemple
x’ 4- y* 4- z4' — 2 yz 4- axz — 2 xy 4- x — y 4- 2 z 4- 1 = 0.
Les équations dérivées f{x) = o,/('r) = o, /' = o, sont ici :
et il est évident qu’elles n’admettent aucune solution commune , donc la surface n’a pas de centre.
Si l’on coupe la surface par un plan z — y, parallèle au plan des xy, les équations de la section seront
y' — y( 274-2*4- 1) 4- x’ 4- 27-* 4- x 4- 7* 4- 27 + 1 = 0, Cette dernière donne
et sous cette forme on reconnaît qu’elle représente deux parallèles, lorsqu’on a — 4? — 3>o.
Par conséquent, la surface est un cylindre parabolique
Deuxième exemple.
xt _|_ 3 y' — 7. y z — 2 xz 4- 4 4-2X4- 4 y — * 4- 2 = o.
On a , pour équations du centre :
Si de l’équation (2) on retranche la somme des deux autres, on trouve j = o; donc ces équations n admettent aucune solution commune, c’est-à-dire que la surface considérée n’a aucun centre.
En coupant cette surface par le plan des xy , on a 1 hyperbole
_|. 3 y' 4- 4 xy 4- 2 x + 4/ -+- 2 = o ;
il en faut conclure que l’équation proposée représente un paraboloïde hyperbolique.
Troisième exemple.
2x* 4- 3 y7 4- i8zs 4- i!\yz -+- 8xz 4- 2 xy 4- 8* 4-4 y 4-10* 4-1 = 0.
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Les trois équations dérivées sont :
(1) ix -+- y -f- 4Z -+• 4 = °»
Si l’on retranche la troisième équation du double de la seconde augmenté de la première, on trouve 3 = 05 donc ce système n’a pas desolulion, et par conséquent la surface est dépourvue de centre.
L’intersection de cette surface et du plan des xy est l’ellipse
Si’ -4- 3/’ -4- 7.xy -I- 8x 4- \y + 1= 0;
il s’ensuit que l’équation proposée représente un paraboloïde elliptique.
DES SURFACES SPHÉRIQUES, CONIQUES ET CYLINDRIQUES
De la surface sphérique.
433. En représentant par a, (B, y, les coordonnées du centre d’une sphère , et par r son rayon , l'équation la plus générale de cette surface est évidemment
+ a(x — «)(/- p) cos(x, /)
-t- 2(x — a) (z — 7) cos(x, z)
-t-2(.r — P)(z — v)cos(r» z)
Quand les axes sont rectangulaires, l’équation se réduit à
Cas particuliers. — Le centre peut être placé sur l’un des plans coordonnés, celui des xy par exemple; on a alors y = o, et, par suite,
mettons le centre sur l’axe des x , nous aurons /3 = o, y = o, et l’équation sera
Enfin, lorsque le centre est à l’origine, l’équation (1) devient
(2) x’-+-y!4-z’=±rJ;
c’est la forme sous laquelle l’équation de la sphère est employée ordinairement.
DES SUUEACES SPHÉRIQUES, COMIQUES, etc. 5yi
434. L’équation (i) étant développée donne un résultat de la forme
il1 -+- y -4- z3 A.r + B y "H Cz -l- D — o.
Réciproquement , toute équation de cette forme, quand les axes sont rectangulaires, représente une surface sphérique dont les coordonnées du centre sont
et qui a pour rayon
Celle proposition se démontre comme celle du n° 54.
435. Pour trouver l’intersection d’une sphère et tl un plan, il faut (n°365) combiner l'équation
j’ -4- y' -4- z' rrr r3
avec les formules
x = x' cosy -f- y' sin y cos 9 -+- a, y — x' sin y — y' cos <p cos 9-4-6, z — y' sin 9 c j
l’équation résultante en x', y' sera celle de la courbe d'intersection.
Or, en effectuant les calculs, on reconnaît: que le
coefficient de x' y' est nul ; 2° que les coefficients de x’1 et de y'* sont égaux à l’unité : ainsi (n" 54), celte équation • est celle d'un cercle.
Remarque. — Si l’on éliminait une des variables , z par exemple, entre l'équation (2) et l’équation A x -4- B/ -4- C z -4- D = o
d’un plan quelconque, on obtiendrait l’équation d’une ellipse. On en conclurait que la projection d’un cercle sur un plan est une ellipse.
Proposons-nous maintenant de déterminer I cqua
Sga
lion du plan tangent à la sphère, au point (x\y\ z') de cette surface rapportée à des axes rectangulaires.
Soient
l'équation de la sphère, et (n° 3-46)
celle d’un plan passant par le point (x',y', z').
Il est visible que le rayon mené au point de cotatact a pour équations
z')> yr- y = (*-*')•
Or, le plan cherché devant être perpendiculaire à ce rayon, on est conduit (n° 354) aux relations
ces valeurs, portées dans l’équation (2), donnent
(<*) (*' — «)(* — x') +- (/ — p) (jr — /) 4- (*' — 7) (* — *') = o
pour l’équation du plan tangent.
Celte équation peut être présentée sous une autre forme, au moyen de la relation
(*' _ ay + (f — p)> + {«' _ 7)* = qui exprime que le point (x', y’, z1) se trouve sur la sphère. , En effet, cette relation revient à
(x'- «)(*' — «) + (/-?)(/ -N + et, en l’ajoutant à l’équation (a), on trouve
(è) (x' — <*)(* — «) + (/— P)(r - P) + (*'— 7) (* — 7) = Quand l’origine est au centre de la sphère , on a * = o, p = o, 7=0,
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et l’équation (5) se réduit à
C’est l’équation qu’on emploie généralement dans les applications.
Des surfaces coniques.
437. On nomme surface conique la surface engendrée par une droite qui se meut en passant constamment par un point donné et en s’appuyant sur une ligne aussi donnée. Le point donné est le sommet, la ligne donnée est la directrice, et la droite mobile la génératrice.
Soient jc', y', z' les coordonnées du sommet du cône, et
(i) F (ar, y, z) = o, F, (a-, y, z) = o.
les équations de la directrice.
Les équations de la génératrice seront de la forme
Puisque cette droite doit rencontrer la courbe , il faut que les équations (1) et (2) aient une solution commune; par suite, que l’équation résultant de l’élimination de x, y , z entre (1) et (2), équation que nous représenterons par
soit vérifiée par toutes les valeurs que recevront les indéterminées a et b dans les différentes positions que prendra la génératrice. 11 résulte de là que si on donne une valeur arbitraire à n,et que l’on calcule la valeur correspondante de b, ces valeurs, portées dans les équations ( 2), feront connaître une position particulière de la génératrice. Par conséquent, l’équation
à laquelle on parvient en éliminant a et b entre les équations (2) et (3), est l’équation générale des surfaces coniques.
438. Lorsqu'on suppose le sommet de la surfaee à l’origine des coordonnées, x1, y z' sout nuis , et l’équation (4) se réduit à
c'est la forme générale des équaLions homogènes. Ainsi V équation rie toute Siirj ace conique est homogène , quand l’origine des coordonnées est placée au sommet de cette surface.
La réciproque est vraie, car si l’on coupe une surface dont l’équation est une fonction homogène des trois variables x , y, z, par un plan
z — nx -4- by,
mené par l’origine, la projection de l’intersection sur le plan des xy , par exemple, aura une équation homogène en x et y\ et cette équation représentera alors un système de lignes droites ('•'). Tout plan mené par l’origine rencontrant la surface suivant un système de lignes droites, il s’ensuit que cette surface est conique. 7
439. On conclut de là que, pour reconnaitre si une surface dont l’équation est donnée appartient à la famille des surfaces coniques, il faut déplacer l origine et égaler à zéro les coefficients de tous les termes dont le degré est inférieur
(*) L'équation homogène
ym xym-' -+■ ■tV*-* . . = o
représente le système d'autant de lignes du premier ordre, qui passent par l’origine, que l'équation numérique
que l’on obtient en posant y = sx , renferme de racines réelles et inégales; car, en désignant par a,, a,, . ., «m les racines de l’équation en zy on
pourra mettre la proposée sous la forme
(r — *. *)(»• — O (r — *,!•)•• U — ’lm *) = o.
DES SURFACES SPHÉRIQUES, CONIQUES, etc. 5(p à celui de l'équation transformée, ce qui la rend homogène. Si les équations de condition fournissent des valeurs réelles et finies pour a, A, c (n° 359), il en résulte que la surface est conique; sinon, elle ne l’est pas.
440. Appliquons ce qui précède à la recherche de l’équation, en coordonnées rectangulaires, du cône oblique à base circulaire.
En plaçant la base dans le plan des xy, et son centre à l’origine, elle aura pour équations
(1) x,+y,= r\ z = 0; celles de la génératrice seront
si on désigne par x',y', z' les coordonnées du sommet.
L’hypothèse z = o, introduite dans les équations (2), donne
x = x’ — az\ y — y' — bz'\
portant ces valeurs dans la première des équations (1), 011 trouve
(3) (x' — az'Y -h (y‘ — bz')1—r'!
pour la relation qui doit exister entre les paramètres a et A. Enfin, si l’on élimine « et A entre les équations (2) et (3), on obtiendra l’équation
[xi (z — z') z'{x— x')y h- Lr'(z — zr) — z' (y—/)y
OU
(x'z — z'x)\y-f/z — z'yY=x /-'(z — z'Y, qui sera celle de la surface.
Dans le cas du cône droit , c’est-à-dire lorsque le sommet est sur l’axe des z, on a, à la fois,
5g6 CH APITIIE HUITIÈME,
et l’équation précédente se réduit à
en combinant cette équation avec les formules (n°36o), on pourrait obtenir les sections coniques, déterminées précédemment par une autre méthode.
Remarque. — Dans la question relative au cône oblique à base circulaire, si l’on prenait le sommet pour origine, et un plan parallèle à celui de la directrice pour plan des xy, les équations de cette courbe seraient
z~S, (x — a)’-l-(j — $Y = r7, ' et celles de la génératrice,
x — ai, y = bz.
On aurait évidemment, pour équation de condition,
(a S — a)1 + (b3 — p)1 = r’; ce qui conduirait à
(Sx — as)’ -I- (S y — (3z)5 — r’z’ = o pour l’équation de la surface.
Des surfaces cylindriques.
441. On nomme surface cylindrique la surface engendrée par une droite assujettie à glisser sur une ligne fixe en restant parallèle à une direction donnée. La ligne fixe est appelée directrice, la droite mobile est la génératrice . Soient
les équations de la directrice; celles de la génératrice seront de la forme
(2) x — nz -y p, y—bz-\-q,
a cl b étant deux constantes données. Puisque cette droite
. yr*
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doit rencontrer la courbe, il faut que les équations (i) et (2) aient une solution commune. Par suite , l’équation résultant de l’élimination de x,y, z entre (1) et (2), équation que nous pouvons représenter par
doit être satisfaite par toutes les valeurs que reçoivent les indéterminées p et q dans les différentes positions que prend la génératrice. Il suit de là que, si on élimine p cl q entre les équations (2) et (3), l’équation résultante, savoir :
f[x — az, y — bz) — o,
sera l’équation générale des surfaces cylindriques.
442. Appliquons la méthode au cyliudrequi aurait pour directrice l’ellipse
Soient toujours
(2) x = az-+p, y=bz-hq,
les équations de la génératrice, l’élimination de x, y, z entre les quatre équations précédentes conduit à la relation
ERRATA
Page 76, ligne 2 en remontant; au lieu de 26 cos 0 ■, lises € cos 0.
Page iiif ligne en dcsccmlnnt ; au lieu de sin G5°, lises — sin G5°. Page ni, ligne 8 en descendant; au lieu de x' sin 05°, lisez — x' sin 65°.
Page 226, ligne 1 en descendant; au lieu de SI, lises PI.
Page 22G, ligne 3 en descendant; au lieu de SI, lises PI.
Page 38o, ligne 4 en descendant; au lieu de />**', lises h- x'.
Page 41 1, ligne 2 en rer s: x y lisez
Page 4^9* • en remontant; au lieu de supose, /ne; suppose.
Page 463, ligne 4 en descendant; au lieu de a.xes , lises plans.
Page 464, ligne 8 en remontant; au lieu de plan, lisez point.
Page 483, ligne 4 en descendant; au lieu de une donnée, lises une droite
donnée.
Page 5oi, lignes 9 et 10 en remontant; au lieu de x — x' = ,
Page 5 iG, ligne 1 en remontant; au lieu de K, lises E.
Page fi20, lignes 7 et 8 en descendant; au lieu de h y = ns. Soient », lisez «/' = «!, soient ».
Page 547, ligne 3 en descendant; au lieu de ces, lises scs ]
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