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DISSERTATION
PRELIMINAIRE
Le titre de cet ouvrage peut rappeler aux Géomètres, que l’illustre Leibnitz avoit conçu l’idée d’une Analyse de situation ; idée qui n’a point été suivie , quoiqu’elle mérite l’attention des Savans. « Il est certain, dit d’Alem- » bert, que l’analyse de situation est une chose qui man- )) que à l’algèbre ordinaire : c’est le défaut de cette ana- » lyse qui fait qu’un problème paroît souvent avoir plus » de solutions qu’il n’en doit avoir dans les circons- » tances limitées où on le considère. Il est vrai que cette » abondance de l’algèbre , qui donne ce qu’on ne lui » demande pas , est admirable à plusieurs égards; mais » aussi elle fait souvent qu’un problème qui n’a réelle- » ment qu'une solution , en prenant son énoncé à la » rigueur , se trouve renfermé dans une équation do » plusieurs dimensions , et par-là , ne peut , en quelque M manière , être résolu. Il seroit à souhaiter que l’on )) trouvât moyen de faire entrer la situation dans le cal- » cul des problèmes ; cela les simplifieroit extrêmement )) pour la plupart ; mais l’état et la nature de l’analyse » algébrique ne paroissent pas le permettre ». ( Ency~ clopédie , art. Situation.)
L’objet de cet ouvrage diffère de celui de l’analyse de
* Cette diuertation doit £tre regtxdée comme üuMDt partie CMcntiellei de Poanrage mtme.
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situation dont on vient de parler; mais il lui est analogue. Leibnitz voiiloit qu’on fît entrer dans l’expression des conditions d’un problème géométrique , la diversité de position des parties correspondantes des figures comparées , ^fin qu’en les séparant par un caractère bien distinctif^ on pût les isoler plus facilement dans le calcul. Or cette diversité de positions s’exprime souvent par de simples mutations de signes; et c’est précisément la théorie de ces mutations qui fait l’objet essentiel des recherches que j’ai en vue, et que je nomme Géométrie de position.
La Géométrie de position est donc, à proprement parler, la doctrine des quantités dites positives et négatives, ou plutôt le moyen d’j suppléer; car cette doctrine y est entièrement rejetée. Il y along-tcmps que l’on a reconnu que plusieurs formules algébriques , dont les termes ne different que par les signes -t- et — , expriment souvent, comme on vient de le dire, les propriétés analogues de diverses figures, dont la construction est essentiellement la même, et qui ne different entre elles que par la transposition des parties correspondantes. C’est à Descartes qu’on âoit cette remarque ingénieuse ; mais on s’est trompé, ce me semble , en voulant trop en généraliser les conséquences. Je me propose ici de remonter aux principes, et de montrer l’abus qui en peut résulter.
Rien n’est plus simple que la notion des quantités négatives précédées par des quantités positives plus grandes qu’elles ; mais en algèbre , on est à chaque instant conduit à des expressions de formes négatives isolées, et lorsqu’on veut savoir au juste le sens de ces expressions, on manque de principes clairs , parce qu’elles sont ame-
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nées par des opérations qui ne sont claires elles-mêmes et exécutables , que pour les quantités positives ou plutôt absolues. Aussi les plus grands <Jéomètres n’ont-ils pu s’accorder sur la véritable signification de ces quantités négatives isolées : on en peut juger par la Longue discussion qui s’est élevée d’abord entre Leibnitz et BernouilU 1 et ensuite, entre Euler et d’Aleipbert, sur la question de savoir si les logarithmes do ces quantités sont réels ou imaginaires ; et quoique cette discussion soit aujourd’hui terminée, il reste ce paradoxe, savoir que quoiqu’on ait log. ( — a)" = log. (a)’, on n’a cependant pas a log. — a = a log. a , comipe semble l’exiger, la théorie ordinaire des logarithmes. Mais au fond , si l’on ne s’accorde pas sur ce point , c’est qu’on parle de choses qui sont réellement inintelligibles par leur essence. Les opérations algébriques , telles que l’addition , la soustrac-t tion , la multiplication , etc. n’ont jamais été démontrées , et ne peuvent l’étre véritablement que pour les cas ou elles sont exécutables. Ainsi , par exeniple , il est aisé de prouver que si a > ê , on doit avoir (a — ê)c==ac — bc ; mais il est impossible de prouver la ipéme chose lorsque b ^ a, parce qu’il est impossible de concevoir alors ce que c’est que a—~b, ni ac — b c.
Pour obtenir réellement une quantité négative isolée, il faudroit retrancher une quantité effective de zéro, ôter quelque chose de rien : opération impossible. Comment donc concevoir une quantité négative isolée ?
D’Alembert , à qui l’on est redevable de s’ètre particuliérement occupé de la partie philosophique des sciences exactes , a traité cette question à l’article Négatif
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de V Encyclopédie ; il y est ensuite revenu à diverses reprises , particulièrement dans son Mémoire sur les quantités négatives insérées dans le huitième volume de ses Opuscules mathématiques ; et il paroît qu’il avoit à cœur de résoudre les difficultés que présente ce' sujet délicat. « Il seroit à souhaiter , dit-il , dans le mémoire ndont je viens de parler, que dans les traités élémen- )) taires , on s’appliquât à bien éclaircir la théorie ma- M thématique de ces quantités, ou du moins qu’on ne la » présentât pas de manière à laisser dans l’esprit des Mcommençans, des notions fausses».
Ce grand Géomètre démontre parfaitement dans' ce mémoire ,. sur lequel je reviendrai bientôt , l’insuffisance et le faux des théories ordinaires ; mais il ne propose rien pour en tenir lieu ; et il se borne à quelques explications particulières dans un sens peu différent de la théorie môme qu’il vient de renverser : aussi paroîtil n’être pas entièrement satisfait lui-même de ces explications, puisqu’il ajoute : « Je remarquerai, en finis- » sant , que toute cette théorie des quantités négatives » n’est pas encore bien éclaircie ». Le même auteur s’exprime comme il suit dans V Encyclopédie , article Négatif.
« Il faut avouer , dit-il , qu’il n’est pas facile de fixer » l’idée des quantités négatives , et que quelques habiles » gens ont même contribué à l’embrouiller par les no- « tions peu exactes qu’ils en ont données
» Quand on considère l’exactitude et la simplicité des » opérations algébriques sur les quantités négatives , on » est bien tenté de croire que l’idée précise qu’on doit » attacher aux quantités négatives , doit être une idée
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)) simple , et n’être point déduite d’une métaphysique » alambiquée. Pour tâcher d’en découvrir la vraie no- » tion , on doit d’abord remarquer que les quantités )) qu’on appelle négatives, et qu’on regarde faussement )) comme au-dessous de zéro , sont très-souvent repré- » sentées par des quantités réelles , comme dans la géo- )) métrie , où les lignes négatives ne di£R;rent des posi- M tives , que par leur situation à l’égard de quelque ligne
» ou point commun
» Les quantités négatives indiquent réellement, dans » le calcul , des quantités positives, mais qu’on a suppo- » sécs dans une fausse position. Le signe — que l’on » trouve avant une quantité , sert à redreser et à corri-
» ger une erreur que l’on a faite dans l’hypothèse
» Il n’y a donc point réellement et absolument , de » quantité négative isolée; — 3, pris abstraitement, ne M présente à l’esprit aucune idée : mais si je dis qu’un )) homme a donné à un autre — 5 écus ; cela veut dire en
» langage intelligible, qu’il lui a ôté 3 écus
» Il n’est pas possible, dans un ouvrage de la nature î) de celui-ci , de développer davantage cette idée ; mais î) elle est si simple , que je doute qu’on puisse lui en J) substituer une plus nette et plus exacte ; et je crois 5) pouvoir assurer que si on l’applique à tous les problèî) mes que l’on peut résoudre , et qui renferment des î) quantités négatives , on ne la trouvera jamais en dé- » faut ».
Il semble , d’après ces expressions , que d’Alembcrt regardoit les quantités négatives comme réelles et prises dans un sens contraire à celui des quantités positives ; notion qu’il combat lui-méme victorieusement ailleurs.
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comme noua le verrons bientôt. Néanmoins ce peu do paroles laisse entrevoir une théorie juste, et l’on regrette qu’elle ne soit pas développée davantage dans cet article.
On ne peut douter qu’Euler, toujours clair autant que profond , qui mettoit en œuvre , avec tant de dextérité , les valeurs négatives et imaginaires, et qui même est celui qui , par la subtilité de son analyse , a mis fin à la discussion élevée sur la nature des logarithmes des quantités négatives ; on ne peut , dis-je , douter qu’Euler ne fût guidé par une métaphysique sûre. Cependant , dans son Introduction à Vudnalyse infinitésinuile , Uvre II , n°. , il dit que les quantités négatives sont
moindres que zéro. Mais il est à présumer que ne voulant pas , dans cet ouvrage , s’occuper spécialement de cet objet, il s’en est tenu à la notion qui se présente le plus naturellement , quoique dénuée d’exactitude. Au surplus , Newton lui - même avoit déjà adopté cette définition dans son arithmétique universelle, probablement par le même motif.
Les notions qu’on a données jusqu’ici des quantités négatives isolées , se réduisent à deux ; celle dont nous venons de parler, savoir que ce sont des quantités moindres que zéro , et celle qui consiste à dire , que les quantités négatives sont de même nature que les quantités positives, mais prises dans un sens contraire : d’Alembert détruit l’une et l’autre de ces notions. Il repousse d’abord la première par un argument qui me paroit sans réplique.
Soit, dit-il, cette proportion i : ^ — i :: — i ; i ; si la notion combattue étoit exacte , c’est-à-dire , si — - 1 étoit moindre que o, à plus forte raison seroit-il moindre
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que 1 ; donc le second terme do cette proportion seroit moindre que le premier ; donc le quatrième devroit être moindre que le troisième ; c’est-à-dire , que i devroit être moindre que — i ; donc — i seroit tout ensemble moindre et plus grand que i ; oe qui est contradictoire.
Quant à la seconde des notions données ci-dessus , d’Alemberl l’attaque avec le même succès dans son mémoire sur les quantités négatives dont j’ai parlé ci-dessus ; et cependant , comme il n’a rien à mettre à la place, il semble adopter cette notion pour le fond, et vouloir montrer seulement qu’elle est sujette à diverses exceptions. // es/, dit-il, d’autant plus nécessaire de démontrer cette position (des quantités négatives en sens contraires des positives) qu’elle n’a pas toujours lieu. Mais d’Alembert ne tlonne pas le moyen de distinguer les cas où l’application de cette règle peut être exacte ; et d’après les raisons et les exemples qu’il donne, il est clair qu’elle est tout-à-fait vague ou plutôt absolument fausse. Voici un de ces exemples, aussi simple que frappant, et qui seul suffit pour renverser toute" cette doctrine. On en trouvera grand nombre d’autres dans le corps de cet ouvrage.
D’un point K pris hors d’un cercle donné , soit proposé de mener une droite ILmm', telle que la portion mm' , interceptée dans le cercle soit égale à une droite donnée.
Du point K , et par le centre du cercle , menons une droite KAB , qui rencontre la circonférendfe en A et B. Supposons KA = a , KB = ù, mm'^c, K»i = <r, on aura donc par les propriétés du cercle ab = X {c -k- x) <= ex XX ; donc xx-\-cx — aô=o, ou a *7C±y^ ^c’-t-oô.
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« a donc deux valeurs : la première, qui est positive, satisfait sans difficulté à la question : mais que signifie la seconde qui est négative ? Il paroît qu’elle ne peut répondre qu’au point /re', qui est le second de ceux ou Km coupe la circonférence : et en effet, si l’on cherche " directement Km', en prenant cette droite pour l’inconnue X, on aura x{x — c)=aô, ou x=-jo=i=v/ ^c'-^-ab , dont la valeur positive est précisément la même que celle qui s’étoit présentée dans le premier cas avec le signe négatif. Donc , quoique les deux racines de l’équation ar = — a b soient l’une positive et l’autre
négative, elles doivent être prises toutes les dfux dans le même sens par rapport au point fixe K. Ainsi la règle qui veut que ces racines soient prises en sens oi>posés porte à faux. Si au contraire le point fixe K étoit pris sur le diamètre même AB et non sur le prolongement, on trouveroit pour x deux valeurs positives , et cependant elles devroient . jfelre prises^ en sens contraire l’une de l’autre; ne cas.
Si l’on dit que ce n’est • ’
pas ainsi qu’il faut entendre ce principe , que les racines positives et négatirés doivent être prises en sens opposés , je demanderai comment il faut
l’entehdre ?*et"fen con^ ' ' > SI r
durai par-là même , qu’il faut une explication pour empêcher qu’il'ne soit pris dans l’acception la plus naturelle , il suit que ce principe est obscur et vague.
V A ces argumens de d’Alembert contre l’une et l’autre
des
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des notions données ci-dessus^ j’en ajouterai quelques autres qui me paroissent également devoir entraîner la conviction.
Je dis d’abord que la première de ces notions est absurde , et pour la détruire , il sufiit de remarquer , qu’étant en droit de négliger dans un calcul les quantités nullcs, par comparaison à celles qui ne le sont pas, k plus forte raison devroit-on être en droit de négliger celles qui se trouveroient moindres que o ; c’est-àdire , les quantités négatives ; ce qui est certainement faux : donc les quantités négatives ne sont pas moindres que o.
Une multitude de paradoxes , ou plutôt d’absurdités palpables , résultcroient de la même notion ; par exemple, — 3 seroit moindre que a , cependant ( — 3)’ seroil plus grand que a’ ; puisque ( — 3)’ est g , et que a* n’est que 4; c’est-à-dire, qu’entre ces deux quantités inégales a et — 3 , le carré de la plus grande seroit moindre que le carré de la plus petite ,' et réciproquement. Ce qui choque toutes les idées claires qu’on peut se former de la quantité.
Passons à la seconde notion, qui consiste à dire que les quantités négatives ne diflèrcnt des quantités positives qu’en ce qu’elles sont prises dans un sons opposé. Cette idée est ingénieuse, mais elle n’est pas plus juste que la précédente. En effet, si deux quantités, l’une positive, l’autre négative, étoient aussi réelles l’une que l’autre et ne différoient que par leurs positions , pourquoi la racine de l’une seroit-elle une quantité imaginaire tandis que celle de l’autre seroit effective ? Pourquoi \/ — a ne
seroit-elle pas aussi réelle que -t- a 7 Conçoit-on une
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quantité effective dont on ne puisse tirer la racine carrée ? et d’où viendroit le privilège que la première — a auroit de donner son signe au produit — a x H- a de Tune par l’autre ? Cette expression de quantités prises en sens contraires l’une de l’autre, est donc au moins déjà trèsvague , ët mène à une confusion d’idées inextricable. Alais je vais plus loin ; je démontre que la notion est complètement fausse, et que de son admission résulleroicnt les plus grandes absuixlilés.
Soit une courbe quelconque, un cercle par exemple, ACRDBESi’ dans le plan duquel , soient tracés deux axes AB, RS j perpendiculaires entre eux et se coupant au centre K pris pour origine des abscisses. D’un point (jueloonquo C de cette courbe, soit menée l’appliquée Cp , et prolongeons -la jusqu’en I). Cela posé, d’après la notion précédente /jD , par exemple , étant regardée comme positive, Cp sera négative; et l’on doit avoir C^= — />D ; d’où je lire Cp+pY) , ou CD=o ; résultat absurde. Par la même raison, ’si du même point C on mène Cm perpendiculaire à A B, et qu’on prolonge celle droite jusqu’en F, on aura ///F= — Cm; donc C///-t-wF ou CF = o; résultat également alisurde. De plus ^jmisqu’on auroit CD=o, CF=o, on auroit aussi CD.CF— o ;
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if*esl-à-(iire, que l’aire du rectangle CDEF d’où suivroit , par exemple , que le carré inscrit dans un cercle jeroit O. Telles sont les erreurs qui dériveroiçnt invincil)iemcnt de la notion précédente. Il est donc faux que Cp soit une quantité négative, et il est aisé de prouver , en effet directement , qu’elle est nécessairement positive; car si d’un point quelconque V de la droite AB prolongée au-delà de A , on mène une droite VT parallèle à KR , il est évident et avoué par ceux mômes qui adoptent la notion précédente, que les trois droites TC, T/), TD qui se trouvent toutes du même côté par rapport au nouvel axe VT, sont positivés : or on a Çp = Tp — TC ; donc puisque Tp > TC, Tp ■ — TC, ou Cp, est une quantité positive. ^
On dira peut-être que Cp est positive par rapport à l’axe TV, et négative à l’égard de l’axe RS. Mais co seroit une nouvelle énigme à deviner plus difBeile encore que la première , et cela dans la science dont le caractère principal est l’évidence.
Pour démontrer d’une manière plus sensible encore, comment , par ce principe des quantités négatives prises en sens contraire des quantités positives, on est invinciblement conduit à l’erreur, je reprends l’argument qui précède , en lui donnant une nouvelle forme , comme il’ suit.
Soit d’abord décrit un cercle A R BS, soit K le centre de ce cercle , et menons un diamètre quelconque AB;' nous aurons AB = AK -+- K B. (A)
Maintenant par le centre K je mène l’axe RS perpendiculaire à AB, puis par un point quelconque C de la circonférence , je mène la corde CD parallèle à AB , et'
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que je suppose couper l’axé RS au point p. Je prends R pour origine des abscisses ; je nomme x l’abscisse Vi.p ,y Cordonnée pH, et a le rajon. J’aurai doncj>'/=aax — xxj donc y 7=:^ aax — xx ; ce qui m’apprend , d’après la théorie admise des quantités négatives prises en sens contraire des quantités positives, quejy a deux valeurs égales et directement opposées; l’une pYi représentée par la racine positive, l’autre Cp représentée par la racine négative , c’est-à-dire que nous avons
= aax — XX et Cjo= — \Zaax — xxj
équations qui doivent avoir lieu quelle que soit la valeur de Rpoux. Supposons donc R/i = RKou x = a; pD deviendra KB, et Cp deviendra AK ; donc les équations deviendront K B =» H- a, et AK = — a. Substituant ces valeurs AK, KB dans l’équation (A) trouvée ci-dessus, on aura AB «= o ; résultat absurde , quoique rigoureusement déduit, ou plu tét précisément parce qu’il est rigoureusement déduit de la théorie des quantités négatives prises en sens contraire des quantités positives. Cette tliéorie est donc complètement fausse. Il est possible peutêtre d’opposer à cela des subtilités métaphysiques; mais je ne crois pas qu’on puisse y répondre d’une manière claire et propre à satisfaire un esprit géométrique.
Les raisons sur lesquelles on a coutume d’appuyer les deux notions que je viens de combattre, sont d’ailleurs sans consistance par elles-mêmes. Soit, dit-on, une quantité A; re tranchons-en une quantité moindre a, la différence A — a sera moindre que A. Supposons maintenant que a augmente, A — a diminuera de plus en plus, elle deviendra o lorsque a deviendra égal à A; donc, ajoute-
PRÉLIMINAIRE. xii
t“On , si a continue d’augmenter, A — a se trouvera moindre que O.
Mais pour montrer que ce raisonnement est vicieux il suffit de faire voir qu’on pourrait l’appliquer également à \/ A — a. En effet, A étant donné , \/ A — a diminue graduellement à mesure que a augmente; elle devient o lorsque a devient égal à A ; donc elle devroit devenir moindre que o, c’est-à dire, simplement négative et non imaginaire lorsque a devient plus grand que A. Ce qui est faux.
On peut opposer le même raisonnement à ceux qui disent que les quantités négatives sont prises en sens opposé aux positives ; car par la même raison que A — a est prise, tantôt dans un sens, tantôt dans le sens contraire, suivant que a est moindre ou plus grande que A ; on prouveroit que \/ A — a doit être prise aussi tantôt dans un sens, tantôt dans l’autre, et n’étre jamais imaginaire.
Tout cela vient de ce que le raisonnement suppose d’abord essentiellement A > a, on tombe donc ensuite en contradiction quand on suppose que a peut devenir > A ; et la conséquence qu’on veut tirer" est fausse , puisqu’elle suppose tout à-la-fois A plus grande et moindre que a.
Cette contradiction dans laquelle tombent ceux qui ' soutiennent l’existence réelle des quantités négatives, est manifeste, de quelque manière qu’on envisage la question. En effet, soient m , n , deux variables quelconques. Supposons d’abord m > « , et faisons m — n =y. Concevons maintenant que le système varie de manière que n devienne plus grand que m. Voici le raisonnement
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que n devenant plua grande que m , le résultat obtenu y = n — /» , est exact.
Cela est vrai. Mais ce résultat n’est exact qu’acciden'tellement , et parce qu’il existe dans le raisonnement, comme on l’a vu ci-dessus, plusieurs contradictions qui se détruisent l’une par l’autre. Mais comme cela n’arrive pas toujours , on parvient alors à de faux résultats , comme on l’a \ti précédemment, et la notion une fois admise , on est d’autant plus sûr de se tromper , qu’on raisonne avec plus de justesse. Il faut donc renoncer à une notion si capable d’induire à erreur : et quant à la simplification dont on parle , elle n’est rien moins que réelle. Car ce n’est au contraire que par des détours que le raisonnement ci-dessus nous a conduits à ce résultat évident par lui-mème; savoir que la diflerencej' de m k n, qui est 771 — n lorsque m est plus grande que 77 , devient inverse, c’est-à-dire n — m lorsqu’au contraire, c’est n qui se trouve plus grande que m.
Cette double erreur dont on vient de parler , est avouée par ceux qui admettent la notion des quantités négatives ; ce qu’ils expriment, en disant que le calcul redresse de lui-même les fausses hypothèses sur lesquelles-on pourroit l’avoir établi. Mais si l’hypothèse d’où l’on est parti est fausse, voilà déjà une erreur commise , et si le calcul redresse cette erreur, ce ne peut être que par une autre ; car lorsqu’on pàrt d’un principe faux , mieux on argumente ensuite, et plus on est sùr d’arriver à un résultat également faux ; il n’y a donc qu’une nouvelle erreur faite en sens contraire de la première qui puisse la réparer. ■ .
Par exemple, onacos.(a4-ù)==cos.acos.ù — siu.asin.à;
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mais cette formule ayant été établie pour le cas seulement où a, ô et a 6 sont des angles moindres que le quart de circonférence, devient fausse dès qu’on suppose le contraire.
Cependant ceux qui admettent la notion des quantités négatives regardent cette formule comme générale et réellement applicable à tous les cas; mais comme cette supposition n’est pas juste , ils redressent l’erreur , en disant qu’alors cos. a et cos. (a -4- b) deviennent négatifs l’un et l’autre ; qu’il faut en conséquence changer leurs signes de -h en — } ce qui donne pour résultat
cos. {a-\- b) = cos. a cos. b -t- sin. a sin. b ;
résultat vrai, mais qui, par-là même qu’il est vrai, prouve que la supposition de cps. a et cps. (p; -4- ô) négatifs, est une nouvelle erreur ; puisque si ce n’pn étoit pas une f riep n’aurpil compensé le résultat de la fausse hypothèse qu’on a faite d’abord , savoir que la formule étoit applicable à tops cps cas. La prouve qn’plle ne l’étoitpas, c’est qu’elle est réeUentent différente ^ comme on le voit pour le nouveau cas ;^et c’est ce dont U est facile de s’assurer d’ailleurs, eq la cl^erchaut directement suivant les inéthodes ordinaires , et par simple synthèse , c’est-àdire, s^ employer la notion des quantités négatives; méthode qui est moins expéditive que l’analyse , mais dont les Résultats pe sont du moins contestés par personne. ^
Ainsi CCS formules , si fréquemment usitées, cos.(« -+- o) = -r- sin.a; sin.(a« -f- a) = — sin.a, et autres semblables, dans lesquelles « exprime le quart de circonférence, sont des équations fausses, et qui ne
peuvent
PRÉLIMINAIRE. xvij prtivcnt être employées que comme de simples formes algébriques, propres, par-là même qu’elles sont fausses, à redresser une première erreur commise ; elles la redressent en effet dans certains cas, en indiquant ce qu’il faut substituer à la place des véritables quantités cos. («-t-a) , sin. (a -t- a) , lorsque par une première erreur on a mis ces mêmes quantités cos, (» H- a) , sin. (a « -t- a) , à la place de cos. a, sin. a, dans des formules qui n’avoient été trouvées que pour ces derni^es quantités, et qui ne pouvoient être appliquées immédiatement et sans modifications , qu’à elles seules. Ces expressions , telles que — sin. a, sont ce que je nomme les valeurs de corrélation des quantités , à la place desquelles on doit les substituer dans les formules primitives. Ainsi ces valeurs de corrélation ne sont autre chose que des formes algébriques , qui, mises dans les formules primitives à la place des véritables quantités qu’elles représentent, rendent ces form 11 les applicables à des cas d’abord imprévus , c’est-à-di re, autres que ceux sur lesquels les raisonneuions avoient été d’abord établis dans la mise en équation ou expression des conditions données. Considérées sous ce point de vue, ces formes algébriques sont très-utiles; il n’est question que de bien déterminer les cas où elles peuvent être employées sans inconvénient. C’est cc qui reste à examiner.
Maintenant donc que j’ai démontré combien sont obscures et fausses les notions communément admises des quantités dites négatives, il me reste à rechercher et établir les véritables principes de la théorie qui les concerne.
^ Pour cela, je reprends l’exemple ei-dessus. Soit donc.
xviij DISSERT^’TION en général , y l’appliquée d’un point quelconque , prise par rapport à RS; z l’appliquée du même point prise par rapport à VT, et nommons a la constante Tp. Les équations précédentes nous donneront donc pour le point D , y=z — a, et pour le point C,_y=>a — z; d’où l’on a cru pouvoir conclure que a — z étant z — a prise négativement , y devient en effet négative , lorsqu’on passe du point D au point C. Mais le parallogisme est facile à reconnoitre. Pour que_y fût négative lorsqu’elle devient a — z, il faodroit que z restât plus grande que a. Or x devient an contraire Moindre que à, Donc a — z est alors positive ; donc y est toujours positive , soit qu’il s’agisse du point C, soit qu’il s’agisse du point Mais comme dans le premier c® onay^^ z — a, et dans le second , y=^a — z , on voit que pour passer de la considération du point D à celle du point C , i! faut mettre dans l’équation — (z— u) au lieu de -h (z — <i), ou — y au lieu do -h y. Ce changement ne prouve donc point que y soit devenue une quantité négative; mais seulement, que des deux quantités a , z , dont elle est la différence , celle qui est la plus grande lorsque répond à D , se trouve la plus petite lorsque y répond à C. *'
De-là je conclus, i“. que toute quantité négative isolée est un être de raison , et que celles qu’on rencontre dans le calcul, ne sont que de simples formes algébriques , incapables de représenter aucune quantité réelle et effective. Que chacune de ces formes algébriques étant prise, abstraction faite de son signe, n’est autre chose que la différence de deux autres quantités absolues , dont celle qui étoit la plus grande dans le cas sur lequel on a établi le raisonnement , se trouve
Oigitizûd by GoogU
PRÉLIMINAIRE
la plus petite dans le cas auquel on veut appliquer les résultats du calcul.
■ Ce prmcipe répond à tout , et lève toute espèce de difficulté , sans qu’il soit besoin de faire intervenir ces notions abstraites sur lesquelles les Géomètres ne peur vent s’accorder. En effet , en revenant aux idées sim> pies et intelligibles , ce qui se présentera naturellement à l’esprit , est qu’il ne peut exister réellement d’autres quantités que celles qu’on nomme absolues , et que les signes dont elles peuvent être précédées, n’indiquent point des quantités , mais des opérations. Ainsi ces signes, pris collectivement avec ces mêmes quantités, ne forment pas des quantités nouvelles, mais des formes algébriques complexes.
Dire d’une quantité qu’elle devient négative , c’est donc employer une expression imprujure et capable d’induire en erreur, ainû qu’on l’a vu ci-desaus; et le vrai sens qu’on doit attacher à cette expression , est que tette quantité absolue , n’appartient point au sja* tême sur lequel les raisoimemens ont été établis } mais à un autre qui se trouve avec le premier dans une certaine relation > telle que pour lui rendre applicables les formules trouvées pour ce premier système, il est nécessaire d’y changer de -t- en — le signe qui la précède.
Mais de ce qu’on est obligé de mettre — y, par exemple , à la place de -4- y', il ne s’ensuit pas que la quantité représentée par y', soit devenue négative; mais seulement , comme on vient de le prouver , qu’elle est la différeuce de deux autres quantités a , a, dont celle qui étoit la plus grande au système sur lequel les raisonne-
DISSERTATION mens ont été établis et les formules trouvées , est devenue la plus petite dans le système auquel on veut faire l’application do ces formules. Car la quantité représentée par y' étant constamment, par hypothèse, la différence des deux quantités a , z , sera tantôt a — i , tantôt Z — a, suivant que z sera moindre ou plus grande que a ; mais dans tous les cas , elle sera la plus grande de ces quantités, moins la plus petite , et par conséquent, toujours positive j et l’expression — y ne sera jamais qu’une simple forme algébrique , insignifiante par ellemême , mais dont la propriété est , qu’étant substituée dans les formules trouvées à la place de -i-y , elle peut les rendre applicables à des cas imprévus d’abord, ou qui du moins n’étoient pas compris dans ceux sur lesquels les raisonnemens avôicnt été primitivement établis.
‘ Si les quantités négatives , objccte-t-on , étoient des êtres absurdes, elles ne pourroient jamais donner la vraie solution du problème mis en équation. Or il est néanmoins constant, dit-on , que si y est une ligne inconnue , et qu’on trouve potfr elle une valeur négative , la véritable solation du problème mis en équation , s’obtient en portant la valeur absolue trouvée en sens contraire de ce qu’on l’avoit supposée. Donc , conclut - on , cette quantité absolue, prise en sens contraire de ce qu’on l’avoit supposée , n’est autre chose que la valeur même négative donnée par l’équation.
A cela, je réponds que le fait allégué comme constant, est entièrement faux; que dans'aucun cas, il n’arrive qu’on puisse obtenir la vraie solution du problème mis en équation , en portant les racines négatives en sens contraire de ce qu’on les avoit supposées ; que ce qu’on
PRÉLIMINAIRE. xxj
obtient ainsi n’est jamais que la solution d’un autre problème plus ou moins analogue à celui qu’on a réellement mis en équation , mais qui en diffère toujours par quelque condition particulière. Ce qui trompe à cet égard, c’est qu’il arrive parfois, qu’en portant en sens contraire la racine négative > oû obtient en effet une des solutions du problème proposé ; et que confondant ce problème proposé avec le problème réellement mis en équation , on applique à ce dernier ce qui n’est vrai que pour le premier : c’est qu’en effet alors le problème mis en équation n’est pas le problème proposé ; qu’il n’est' qu’un cas particulier de celui-ci , et que c’est précisément ce cas particulier qui ne se trouve pas résolu par les racines négatives. Ainsi , en portant ces racines négatives en sens contraire , on ne résout point le problème mis en équation, mais d’autres cas particuliers d’un problème plus général.
L’erreur dont nous venons de parler , et qui naît de ce qu’on n’a pas soin de distinguer le problème réellement mis en équation, du problème proposé; cette erreur , dis-je , est d’autant plus importante à remarquer , qu’elle échappe facilement, et que c’est d’elle cependant que vient toute cette fausse théorie des quantités dites négatives.
C’est par suite de la même erreur, qu’on suppose gratuitement qu’une même équation peut s’appliquer, sans aucune modification , à toutes les régions de l’espace : que, par exemple, une équation donnée entre deux variables, peut se rapporter indistinctement, aux points qui sont à gauche comme à ceux qui sont à droite , audessous comme au-dessus des axes do la courbe dont elle
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exprime la nature. Cela est très - commode , mais n’est pas vrai : le poser en principe, c’est précisément supposer la chose en question. Il est bien clair que si l’on étoit en droit d’appliquer l’équation donnée à toutes les régions de la courbe sans aucune modiûcation ; dcs-lors les ordonnées prises à gauche de l’axe des abscisses, seroient — y, et les abscisses prises au-dessous de l’axe des ordonnées — x. Mais nous avons démontré que — x et — y sont des êtres de raison; c’est-à-dire, de simples formes algébriques, qui ne peuvent représenter aucunes quantités effectives. Donc on n’est pas en droit d’appliquer, sans modifications, l’équation donnée à toutes les régions de la courbe.
On doit donc renoncer à toute notion des quantités négatives comme des êtres réels , et se borner à les considérer telles qu’elles sont en effet ; c’est à-dire , comme de simples formes algébriques propres à rendre applicables à des cas non compris dans l’exprc^on des conditions , les formules qui exprimât réellement ces conditions , et il ne faut pas croire qu’tl doive résulter aucune complication dans les calculs de cette manière d’envisager les quantités dites négatives. Rien ne change pour cela dans les procédés ; tout se réduit à substituer une idée simple et juste , à une idée fautive et inutile : et tel est le but de cet ouvrage. Je crois l’avoir rempli , en substituant à la notion que je viens de combattre , des quantités positives et négatives , celle des quantités que je nomme directes et inverses.
Ces quantités, que je nomme directes et inverses, ne sont autre chose que les quantités ordinaires ou absolues , mais considérées chacune comme la diffé-
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rence variable de denx autres quantités qui deviennent alternativement tantôt plus grandes, tantôt plus petites Pune que l’autre. Lorsque celle qui étoit la plus grande d’abord, c’est-à-dire dans le système sur lequel on a établi les raisonnemens , demeure constamment la plus grande , la quantité qui exprime la différence de leurs valeurs absolues , se nomme quantité directe; lorsqu’au contraire elle devient plus petite, cette différence se nomme quantité inaerae. Ainsi disparoit tonte la métaphysique des quantités positives et négatives. Il ne reste plus que des quantités directes et inverses , qui sont des quantités absolues comme toutes les autres quantités imaginables. Suivant les diverses circonstances où elles se trouvent, on doit conserver le signe qui les précède dans les formules où elles entrent, ou le changer; ,ci e’est la théorie de ces mutations que je nomme g-éonzétrie de position , parce qu’en effet c’est par elles qu’on exprime la diversité de position des parties correspondantes dans les figures de même genre. Ainsi , la géométrie que je nomme de position, n’est autre chose que la géométrie ordinaire, dans laquelle la théorie des quantités dites positives et négatives , est remplacée par celle des quantités que j’appelle directes et' inverses.
Le cit. de Velay, professeur de mathématiques à Lausanne, dans son Introduction à l’Algèbre publiée en 1799, s’étoit déjà servi des dénominations de quantités directes et inverses. Je l’ignorois , lorsque je m’arrêtai à ces mêmes dénominations dans mon Traité de la corrélation des figures. Cette rencontre singulière , dont je suis flatté , prouve que ces expressions se présentent comme d’cllea^mèmes dans la question dont ü s’agit : au
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surplus , la théorie du cit. de Vclaj et la mienne, n’ont absolument rien de commun que cos dénominations , qui même no sont pas tout-à-iait prises dans la mémo acception par lui et par moi. ■ . > .
C’est à développer ces notions , et à en déduire les conséquences les plus importantes , que j’ai consacré la première section de cet ouvrage. J’y donne de nouvelles prouvées que la théorie ordinaire est , à cet égard , au moins très-vague ; que le nombre des racines positives ou négatives d’une équation , n’indique d’une manière exacte , ni le nombre des solutions dont le problème est susceptible , ni le sens dans lequel elles doivent être prises ; que tantôt il s’en trouve de surabondantes , tantôt d’autres supprimées , quoique réelles ; souvent do négatives, qui doivent être prises dans la même direc-^ tion que les positives , quelquefois même de positives , qui sont fausses pu insignifiantes, Que çependant toutes ces racines sont algébriquement exactes ; que par des transformations , on peut les rendre utiles ; et que c’est précisément et uniquement par l’emploi que fait l’ana-». lyse de ces formes négatives ou imaginaires , comme si c’éloit de véritables quantités, qu’elle difR-*re de la synthèse, et qu’elle a sur elle un si grand avantage, ,
A cette notion principale des quantités directes et in- ^ ' verses , et qui fait l’objçt spécial de la première section , j’en réunis d’autres qui me paroissent justifier encore lo . titre de Géométrie de position que j’ai donné à cet ouvrage. J’y propose un mode pour exprimer, par des caraplères particuliers, et par l’arrangement systématique des lettres prises pour désigner les points principaux d’une figure, les modifications qu’elle peut éprouT
ver
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yer par le changement de position de ces points fondamentaux. Il en résulte une sorte de mécanisme que je crois propre à rendre plus sensible l’analogie qui lie entre elles les figures d’un môme genre , et à rendre les formules trouvées pour l’une successivement applicables à toutes les autres; l’exposé de ce mode est l’objet de la seconde section , à laquelle je n’ai pas donné tout le développement dont elle seroit susceptible , et qu’elle recevra facilement , si les idées nouvelles que j’y propose sont accueillies par les savans.
Je sais qu’on doit être très-circonspeet à introduire des expressions inusitées ; mais lorsqu’elles sont si simples , qu’il suffit de les voir une seule fois pour ne pouvoir plus s’y tromper, qu’il en résulte beaucoup de brièveté et de netteté dans des locutions qu’on est obligé d’employer à chaque instant : on peut , ce me semble , les regarder comme avantageuses. J’en ai fait , au surplus , un usage très-sobre.
^ Parmi les différens exemples que je donne de ma théorie dans cette seconde section , se trouve un tableau général de la corrélation des quantités linéo-angulaires; c’est-à-clire , des sinus, cosinus, tangentes etc. qui répondent aux diverses régions de la circonférence. Je erois y avoir donné la véritable théorie des variations désignes qu’éprouvent ces sortes de quantités. Ensuite je reviens au mode pratiqué par les anciens , de comparer les arcs immédiatement avec leurs cordes, au lieu de les comparer aux moitiés des cordes d’arcs doubles : ce qui est la même chose au fond, mais donne un moyen plus naturel, et souvent plus simple, d’établir les rapports de ces quantités. Je propose à cette occasion quelques for-
xxvj DISSERTATION mules qui , je crois, ii’ont pas encore etc données, pour roproscntcr ces rapports par des expressions symétriques entre tous les arcs comparés.
< Les autres sections sont destinées à l’application des I principes développés dans les deux premières ; mais je m’y suis , de plus, proposé un autre but , qui m’a paru au moins aussi important j c’est celui d’exposer une méthode propre à représenter, par des tableaux analytiques , l’ensemble des propriétés d’une figure quelconque proposée , et d’en faire en quelque sorte une énumération complète , ainsi que de celles de toutes les figures qu’on peut lui rapporter.
Pour cela , je considère d’abord cette figure proposée comme un terme de comparaison on figure primitive , et je nomme figures corrélatives , celles qu’on se propose de lui comparer.
Dans la figure primitive elle-même, je prends parmi les quantités qui la composent, un certain nombre d’entre elles, suffisant pour qu’éumt connues , toutes les autres soient déterminées. Ces nouvelles bases choisies, j’exprime toutes les autres parties de ce système primitif en valeurs de ces premières seules, et j’en forme le tableau général. Ce tableau renferme évidemment tous les rapports cherchés des diverses parties de cette figure primitive , puisqu’il donne le moyen de les comparer toutes deux à deux par l’intermédiaire des quantités primordiales prises pour leur servir de termes communs de comparaison.
Cette figure primitive étant supposée l’objet réel et existant sur lequel les raisonnemens ont été établis, les formules qui expriment les rapports de scs diverses par-
PRÉLIMINAIRE. 3ncvij ties, et qui composent le tableau général dont nous avons parlé, ne peuvent aussi contenir que des expressions réelles et intelligibles; et par conséquent, elles ne peuvent indiquer aucune opération inexécutable , aucune quantité absurde ; iJ no peut donc s’y rencontrer de quantités négatives isolées , puisqu’une pareille quantité est un être de raison, ni à plus forte raison, de quantités imaginaires ; c’est-à-dire , que les signes -+- et — qui entrent dans ces formules, n’y expriment jamais que des opérations qu?on peut effectuer, et n’y peuvent être considérés que comme de simples abréviations.
Ce tableau des propriétés de la figure primitive une fois établi , il s’agit de savoir quelles modifications on doit y apporter, pour qu’il puisse représenter successivement de la même manière , les propriétés des figures qui lui sont corrélatives. La construction de chacune de cellesci étant essentiellement la même que celle do la figure primitive , on sent que les formules qui en expriment les propriétés doivent avoir d’autant plus d’analogie avec celles de cette ligure primitive , qu’il y a moins de disparité entre elles : les quantités correspondantes doivent s’y trouver combinées de la même manière quant à leurs valeurs propres ou absolues; il ne s’agit donc que d’ex-, primer la diversité des positions, et c’est ce qui s’opèré par la mutation des signes qui affectent ces quantités ou les diflférens termes des formules du tableau.
Pour découvrir les mutations qui doivent en effet avoir lieu pour tel ou tel système corrélatif, je le regarde comme né du système primitif, en vertu d’une transformation opérée par degrés insensibles , qui ne change rien aux bases générales de la première construction, mais
xxviij DISSERTATION qui modifie seulement les positions respectives, en faisant passer au^essus ce qui étoit au-dessous, ou à droite ce qui étoit à gauche. De ce mouvement graduel , il résulte > que telle quantité du système qui se trouvoit d’abord plus petite que telle uutre , devient plus grande, et respect! wment. Or c’est de-là uniquement, et non de ce que ces quantités seroient opposées l’une à l’autre > que naît le princi][>e général de la mutation de signes , qui doit avoir lieu dans les formules du système primitif , pour qu’elles deviennent applicables au système transformé oU corrélatif.
Dans la troisième section, j’effectue sur diverses figures les tableaux dont j’ai parlé d’abord ; c’est-à-dire , ceux qui sont propres à représenter l’ensemble des rapports qui existent entre les diverses parties de chacune d’elles; et j’applique ensuite à chacun de ces tableaux celui de corrélation par lequel on connoit les mutations qu’on doit faire à ce tableau primitif, pour le rendre applicable à chacun dés systèmes qui lui sont corrélatifs.
La quatrième section contient de nouvelles applications des mêmes principes aux propriétés, qui dans les figures peuvent être trouvées sans l’intervention des quantités linéo-angulairea. Les quantités linéo-angulaires sont des intermédiaires qui servent à lier les lignes avec les angles , ou à établir les rapports des uns avec les autres. Mais dans cette section, j’examine séparément, d’une part, les rapports qui existent entre les angles seuls , et de l’autre , ceux qui existent entre les lignes seules : j’y donne la notion du centre des moyennes distances. Je remarque que ce point est le même que celui qu’on nomme en mécanique , centre de gravité. D’où je
PRÉLIMINAIRE, conclus , que la théorie do ce centre appartient à la géométrie, et qu’il seroit très-avantageux, pour les progrès de cotte science , de rétablir à cet égard l’ordre naturel des idées.
Dans la cinquième section, j’applique les principes établis auparavant, à une suite de questions particulières du genre de celles qui font le sujet de ce qu’on appelle application de Falgèbre à la géométrie ; ce qui me donne l’occasiou de montrer, par beiuiooup d’exemples, que la théorie oomnuinément admise sur les quantités dites positives et négatives, n’est ponat satisfaisante ; et que par la manière de choisir non-seulement les inconnues, mais encore les données , an réussit souvent à faire entrer, conformément à l’idée de Leibnitz , la position dans l’expression des cooditiom du problème, etùdimÛHier ainsi le degré naturel de l’équation finale. Ces diverses ques-<tions donnent heu à quelques formules remarquables , comme l’équation de CQnditioin qui existe entre les six angles que forment entre -elles les quatre faces d’une pyramide triangulaire.
Enfin, dans la sixième et dernière section , j’applique aux courbes la formation des tableaux propres à représenter l’ensemble des prapdiéténdessignes: je développe l’idée lumineuse donnée par Godin dans son Traité des propriétés com/mmes à toutes les courbes, que l’art de découvrir les propriétés des courbes est , à proprement parler , l’art de changer le système des coordonnées j et je donne divers exemples de cette opération. Je n’ai pas eu l’intention d’écrire un traité suivi -de la théorie des courbes^ mon but a été seulement de varier l’application de mes principes, et de faire voir que la formation des tableaux
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propres à représenter l’ensemble d’une figure, est applicable aux lignes et surfaces courbes, aussi bien qu’aux lignes droites et aux surfaces planes. On trouvera dans cette section plusieurs propriétés remarquables, et je crois non encore connues , des sections coniques ; une théorie assez curieuse sur les points de concours de plusieurs droites, et de ceux qui au contraire se trouvent rangés sur une même ligne droite. Enfin diverses propriétés des courbes en général , dont le but principal est de rendre leur équation indépendante de tout point , ligne, plan ou objet fixe quelconque pris arbitrairement dans l’espace ou inhérent à la courbe.
La plupart des questions traitées dans cet ouvrage , appartiennent à la géométrie élémentaire ; mais lorsqu'on pense que c’est cette géométrie qui fut si féconde entre les mains des Archimède, des Hjpparque , des Appollonius; que c’est la seule qui.fut connue des Néper, des Viette, des Fermât, des Descartes, des Galilée, de? Pascal, des Huygens, des Roberval ; que les Newton , les Halley , les Maclaurain , la cultivèrent avec une •sorte de prédilection , on peut croire que cette géo-, métrie a ses avantages. En effet, on convient assez géné- , râlement aujourd’hui, que la principale utilité des sciences exactes, poussées au-delà de ce qu’il y a de plus usuel pour la pratique des arts, est d’accoutumer l’esprit à la réflexion, à la justesse et à rcnchaincmcnt des idées. Or cet objet est , par excellence , celui de la géométrie des anciens. Car si cette géométrie est dite élémentaire quant au sujet dont elle s’occupe , elle ne l’est nullement quant à la difficulté ; et sous ce rapport, elle ne le cède point pux spéculations analytiques. D’ailleurs , la niétaphysij-
PRÉLIMINAIRE. xxxj que des sciences n’en est pas la portion la moins inté- Tessantc , il est important d’en exclure les idées l’ausscs ou obscures. Or certainement, pour quiconque veut approfondir le sujet dont il s’occupe, la notion des quantités dites négatives , porte ce caractère , et cependant elle sert de base aux principales opérations de l’algèbre, ou plutôt c’est sur elle que repose entièrement l’analyse algébrique. Les elTorts qu’ont faits les plus grands Géomètres pour éclaircir ce point de doctrine , et les contestations auxquelles il a donné lieu, justibeut assez une entrepri.se dont le but spécial a été de faire voir la fausseté comme l’inutilité absolue de celte notion, et d’y en substituer une autre aussi simple que rigoureuse , en revenant seulement aux idées naturelles, et qui se présentent les premières à tout le monde.
De plus, en considérant ce qu’on nomme aujourd’hui élémens de géométrie, on ne peut s’empêcher d’être étonné du sens resireipt qu’on leur a donné. La science des projections, ou géométrie descriptive, n’y est pas comprise ; elle forme encore une espèce de science à part. Et cependant , qu’y a-t-il de plus élémentaire, do plus utile à la pratique des arts , que l’art des projections sur des plans horizontaux et verticaux. On dira que ce ne sont point-là les principes de la géométrie , mais une partie de leur application. Cela peut être vrai , mais alors on pourroit dire la même chose d’une multitude de propositions que l’on comprend pour l’ordinaire dans les élémens. Il n’est point aiâé , ou plutôt il est impossible , de séparer ce que dans ce sens on nomme principes de ce qu’on nomme applications. 11 semble que ce qu’on nomme principes doit être la collection des véri-
xxxij DISSERTATION té« qui une fois bien connues , suffisent pour que l’application aux cas particuliers les plus communs devienne facile. Or , si cela est, je dis que les élémens ordinaires ne suffisent point, car le passage de ces élémens à la science des projections , exige de nouveaux préceptes , et des développeinens considérables à étudier.
Ce que je viens de dire de la science des projections, doit s’entendre de la plupart des autres objets de la géométrie. Par exemple , la science des polygones et des polyèdres, J est à peine effleurée ; il est vrai qu’elle est, si l’on veut, comprise dans la trigonométrie; mais c’est d’une manière si implicite , que le passage de l’une à l’autre , loin de pouvoir être considéré comme une application facile, exige au contraire une imagination trèsexercée , et qu’une foule de propriétés aussi curieuses qu’utiles , n’ont pas même été remarquées. Il en est de même des propriétés du centre de gravité qui appartiennent réellement à la géométrie , et dont l’importance pratique est aussi étendue qu’incontestable.
Enfin ce que l’on comprend ordinairement sous le nom de géométrie élémentaire , n’est autre chose que le recueil méthodique des propriétés les plus simples et les plus usuelles des figures composées de lignes droites et de circonférences de cercle. Tout le monde convient, à la vérité, que dans ce sens seul , il y a un très-grand mérite à faire de bons élémens; c’est4-dire, à recueillir, ordonner et démontrerces propriétés de la manière la plus lumineuse et la plus profitable aux élèves. Cependant cette géométrie quelque bien rédigée qu’elle soit, ne présente en résultat , comme on vient de le dire , qu’une collection de propositions, qui est très-incomplète, même par
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PRÉLIMINAIRE. xxxHj rapport à l’objet spécial qu’elle a en vue , savoir, la ligne droite et le cercle. Pour que cet objet soit complètement atteint, il faut, ce me semble, parvenir à la solution de ce problème général.
Dana un système quelconque de lignes droites , tracées ou non dans un même plan, quelques-unes d’elles, ou des angles qui résultent de leur assemblage, soit entre elles-mêmes, soit entre les plans qui les contiennent , étant donnés en nombre suffisant pour que toute la figure soit déterminée , trouver tout le reste. Or il y a loin de ce qu’on appelle ordinairement élémens de géométrie, à ce problème général.
On voit par-là , qu’il ne s’agit pas de grossir les élémens ordinaires d’un grand nombre de nouvelles propositions, quelque curieuses et subtiles qu’elles puissent être , mais de parvenir à la solution d’un problème général qui les renferme toutes comme cas particuliers dans ses développcmcns , et d’où elles dérivent par une simple combinaison de formules. J’ai donné, ou plutôt indiqué, la solution de ce problème général dans la cinquième section : mais pour en rendre l’application plus facile à chaque figure particulière, j’ai imaginé et développé dans les sections précédentes, la formation d’un tableau , qui pût représenter l’ensemble des propriétés de cette figure ; qui mît sous un mémo point de vue tous ses rapports partiels : puis enfin prenant cette même figure pour terme de comparaison , j’ai ûnaginé d’y rapporter par des tableaux additionnels, que je nomme tableaux de corrélation , toutes celles dont U construction est essentiellement la même. Le premier de ces tableaux n’est autre chose que l’énumération com-
xxxiv DISSERTATION plète des parties tant linéaires, qu’angulaires ou superficielles, etc. qui entrent dans la conaposition de la figure primitive, toutes exprimées en valeurs de quelques-unes seulement d’entre elles, prises en nombre suffisant, pour qu’étant supposées connues, tout le reste soit déterminé. Les autres , c’est-à-dire les tableaux de corrélation , indiquent les mutations qui doivent être laites àce tableau primitif, lorsqu’on veut l’appliquer à telle ou telle figure du même genre , ou corrélative , c’est-à-dire , qui ne difiiêre pas essentiellement de la première , mais seulement par quelques modifications ou par la diversité de position des parties correspondantes. Or comme cette variété dans la position respective des parties correspondantes, s’exprime principalement par la variété des signes -i- et — J je me trouve engagé par la nature de mon sujet 4 traiter de ce qu’on nomme quantités positives et négatives. C’est ce que j’ai fait avec un détail qui seroit beaucoup trop étendu , si je n’avois eu à combattre sur ce point des idées reçues et trilement accréditées, qu’elles semblent être devenues des espèces d’axiomes. Comme cette théorie des mutations , résultantes de la diversité de positions dans les parties correspondantes des figures de même genre , est la base de ce traité , je loi ai donné le nom de géométrie de position , non pour indiquer qu’il ait un objet diffièrent de celui qn^on se propose dans la géométrie ordiliaire , mais pour caractériser le mode que je propose, tant pour exprimer l’ensemble des rapports de la figure primitive, que les changemens de positions qui peuvent y simrenir.
Le principe fondamental de ma théorie est que la
PRÉLIMINAIRE
notion des quantités négatives isolées est inadmissible ; ainsi , pour fixer les idées d'une manière précise, je dirai que la géomètrie de position est celle où la notion des quantités positives et négatives isolées , est suppléée par celle des quantités directes et inverses.
Ces principes sont développés très-an long, tant dans la dissertation préliminaire, comme on Ta vu, que dans la première section. Dans le reste de l’ouvrage , je me suis resserré autant qu’il m’a été possible ; le plus souvent même je me sais contenté de mettre le lecteur sur la voie des démonstrations ; et cependant cet ouvrage sera beau« coup plus volumineux que je ne le vonlois ; car je n’avois eu d’abord pour objet , que de faire une nouvelle édition de mon Traité de la corrélation des figures. Mais la manière de faire la géométrie par tableaux ouvre un champ si vaste et ai fécond , qu’on auroit bientât rempli plusieurs vedumes des résultats au moins etnienx qu’elle présente. Cependant ces résultats s’j trouvent très-scrr rés ; car chaque ligne d’un tableau est , è proprement i parler , un théorème tout rédigé en formule ; il ne s’agit que de classer ces formules et de les ordonner de aumière à trouver tout de suite ceUes dont on peut avoir besoin , comme on trouve par les tables de logarithmes , celui d’an nombre quelconque proposé. Je crois an surplua cette méthode très-susceptible d’ètre appliquée à toutes les autres branches des mathématiques , et je sens que je n’en donne ici qu’au essai extr^ement imparfait,; mais, si je ne me trompe, cet essai pourra servir d’ébauche à un travail utile.
La géométrie de position traitée dans cet ouvrage ,
xxxvj DISSERTATION n’est pas ce que plusieurs Savans ont appelé géométrie de situation. On comprend ordinairement par la géométrie de situation, une certaine classe de questions qui , quoique du ressort de la géométrie , ne paroissent guère susceptibles d’étre soumises à l’analyse algébrique ; tandis qu’au contraire , la géométrie de position , que je traite ici , n’est autre chose qu’un mode imaginé , pour rendre plus féconde l’application de l’algèbre à la géométrie ordinaire. La géométrie de situation n’a jamais été, que je sache, traitée d’une manière spéciale. On en trouve quelques exemples dans les récréations mathématiques d’Ozanara et de Montucla : c’est à elle que se rapporte un problème résolu par Euler dans les Mémoires de V académie de Pétersbourg , et qui consiste à savoir par quel chemin on doit passer , pour traverser des ponts disposés sur une rivière qui serpente j de manière qu’on ne passe jamais deux fois sur le même pont. C’est également à cette branche de géométrie, que se rapportent les ingénieuses recherches de feu Yandermonde sur la marche du fil qui forme successivement toutes les mailles d’un tricotage. L’on voit par ce dernier exemple, que cette branche de géométrie seroit très-propre à décrire d’une manière simple et uniforme les divers procédés des arts, et sous ce rapport, elle pourroit devenir infiniment utile. Mais il me semble que le nom de géométrie de situation lui convient moins que ne lui conviendroit, par exemple, celui de géométrie de transposition ; puisqu’en effet le mouvement ou la transposition des parties du système entre comme un élément essentiel dans toutes les questions de son ressort, et qu’elle est proprement, à la géo-
PRÉLIMINAIRE. xxxvij métrie de position, ce qu’est le mouvement au repos. Au surplus , cette géométrie de situation on de transposition , n’est elle-même que la moindre partie d’une science trèsétendüe , très-importante , et qui n’a jamais été traitée. Cette science est, en général, la théorie du mouvement, considéré, abstraction faite des forces qui le produisent ou le transmettent. Ainsi , par exemple , lorsque je me propose de faire parcourir au cavalier des échecs toutes les cases de l’échiquier , sans passer deux fois sur la même , il m’importe fort peu de savoir quelle est la masse de ce cavalier, et la force que j’emploie à le mouvoir. De même , lorsqu’un fil forme successivement les mailles d’un tricotage , il ne s’agit nullement des loix de l’action et de la réaction , ni de la force avec laquelle ce fil est tendu : il en est de même enfin de toutes les machines dont le but n’est pas d’économiser des forces , mais d’établir tels on tels rapports entre les directions ou les vitesses des diGTérens points d’un système. Je reviendrai dans un autre ouvrage sur la notion de ces mouvemens dont j’ai déjà nommé ailleurs les limites , mouvemens géométriques, et dont la théorie est le passage de la géométrie à la mécanique.
Quant à ce que je nomme ici géométrie de position , il n’y est point question de mouvement ni de transposition départies, mais seulement, comme je l’ai dit cidessus, d’un nouveau mode pour donner plus d’extension aux applications de l’algèbre à la géométrie ordinaire : et j’ai cru devoir désigner ainsi , une théorie dont V objet spécial est d’exprimer en ejffet, par des tableaux comparatifs , dans des figures de même genre , la diver-
xxxvüj DISSERTATION, etc.
»Ué de positions de leurs parties correspondantes , après avoir préalablement formé le tableau général de leurs propriétés communes ; ce qui est le véritable et unique but du présent ouvrage.
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1, La Géométrie de position a pour objet de recherclier spécialement la connexion qui existe entre les positions respectives des diverses parties d’une figure proposée, et leurs valeurs comparatives.
Il existe entre les diverses parties de toute figure géométrique , deux sortes de rapports : savoir, les rapports de grandeur et les rapports de position. Les premiers sont ceux qui ont lieu entre les valeurs absolues des quantités : les autres sont ceux qui expriment leius. situations respectives , en indiquant si tel point est placé au-dessus ou au-dessous de telle droite , à droite ou à gauche de tel plan , au dedans ou au dehors de telle circonférence , ou de telle surface courbe , &c. Or l’objet que je me propose particulièrement ici, est de rapprocher et do comparer ces deux manières d’envisager les rapports des quantités géométriques.
Le 'mode que je me propose de suivre , consiste à rapporter chaque figure dont on recherche les propriétés , à une autre figure dont les propriétés wnt connues , et qu’on prend pour terme de comparaison : puis à l’aide des signes ordinaires de l’algèbre , ou de caractéristiques particulières , et de l’arrangement systématique des lettres employées pour désigner les points qui déterminent les diverses parties de ces figures , on exprime les modifications qui les distinguent : c’est cc que j’appelle éta^ hlir la corrélation des figures.
Quand les figures dont on recherche les propriétés sont compliquées , on les décompose en plusieurs autres hgures plus simples , et l’on rapporte chacune de celles-ci à une ligure connue, prise pour terme de comparaison.
2. Pour donner de mon objet une idée un peu plus étendue, concevons un système quelconque de quantités , liées entre elles par des rapports quelconques. Il est évident qu’à l’aide de ces rapports, il suffira de connoîlre un certain nombre de ces quantités , pour que toutes les autres soient déterminées. Supposons donc, en effet, qu’ayant choisi pour termes de comparaison un certain nombre de ces quantités, suffisant pour que tou t le reste soit déterminé , on exprime toutes les autres en valeurs de ces premières seules , et qu’on en forme un tableau général. Ce tableau sera l’expression analytique des rapports qui par hypothèse existent entre toutes les quantités du système proposé.
Supposons maintenant que ce système vienne à se transformer par degrés insensibles , suivant une loi quelconque ; que cependant, si l’on veut, parmi les quantités qui le composent, quelques-unes demeurent constantes , pendant que les autres varient. Cela posé, il est évident qu’à mesnro que l.a transformation du système fera des progrès , les formules du tableau qui expriment les rapports de ses diverses parties, devront éprouver des changemens analogues , et que ces changemens deviendront de plus en plus sensibles, suivant que le système transformé s’éloignera davantage de son état primitif.
3. Ce changement sera d’abord ce qu’on appelle infiniment ou indéfiniment petit , jusqu’à ce que le calculateur ait attribué à la mutation on accroissement des variables , une valeur déterminée; c’est-à-dire, jusqu’à ce qu’il ait substitué aux quantités du système primitif prises pour limites , ou premières valeurs , d’autres valeurs déterminées d’après le changement qu’il supposera s’être effectué dans ce système. Eu cflèt , rien ne fixant jusqu’alors, parmi les quantités qui entrent dans les formules du tableau, la quotité de leur mutation, le calculateur
«E POSITION, conserve l.n Hicullé de la supposer aussi petite qu'il le veut. Or cette indétermination de l’état du système donne lien à une simplification accidentelle très-importante ; car c’est d’elle que naît la hiérarchie de ce qu’on nomme infiniment petits de différons ordres; hiérarchie dont les développemens forment cette branche féconde de calcul, désignée sous le nom d’analyse infinitésimale , laquelle n’est véritablement qu’une vaste et heureuse application de la méthode des indéterminées.
4. Mais lorsque le calculateur en est venu à faire pour chacune des quantités du système primitif, une substitution telle que celle dont nous avons parlé ; c’est-à-dire, quand il a substitué dans les formules primitives , aux quantités qui y entrent, la valeur que chacune d’elles a reçue lorsque le système est arrivé à tel ou tel état déterminé de sa transformation , il peut se faire que cette transformation soit encore assez légère,pour que la forme du tableau qui représente à chaque instant l’état actuel du système , et qui doit par conséquent éprouver continuellement des changemens analogues à ceux de c.e même système; pour que cette forme, dis-je, n’ait encore éprouvé aucune mutation dans les signes, par lesquels sont liées les quantités qui entrent dans les formules , et qu’elle n’ait été altérée que dans les valeurs absolues de ces mêmes quantités. J’exprime cet état du système transformé , en disant qu’il est en corrélation directe avec le système primitif.
5. Mais si la transformation est poussée plus loin , il pourra se faire que les formules trouvées pour le système primitif, ne cadrent plus avec son nouvel état, malgré les changemens qu’on pourvoit faire aux valeurs absolues des quantités qui entrent dans ces formules; et que pour parvenir à les adapter au système ainsi transformé, il fdt nécessaire de changer aussi le signe de l’une ou de plusieurs de ces quantités. J’exprime ce nouvel état du système transformé , en disant , qu’il est en corrélation indirecte avec le système primitif, toujours pris pour terme de comparaison.
6. Celle Iransformation du sysl£me peut aller plus loin encore. Tl peut se faire qu'il ne suflise plus de changer coiniiu! ci-dessus le signe d’une ou de plusieurs des quantités qui entrent dans le système, mais qu’on soit oblige de multiplier ces quantités, ou quelques-unes d’entre elles, par telles ou telles de celles qui sont connues sous le nom de racines imaginaires de l’unité ; car nous verrons que la transformation du système peut être telle, que pour faire cadrer les nouvelles formules avec ce système ainsi modiCé , il soit necessaire de multiplier telle des quantités qui enlx-ent dans ces formules par V' — i ,
telle autre par , &c. qui sont des racines imaginaires
de l’unité. J’exprime ce nouvel état du système transformé, en disant qu’il est en corrélation imaginaire avec le système primitif.
Mais l’unité pouvant être considérée comme le coefficient naturel de toute quantité, on voit que ses racines employées en qualité de coëfficiens, peuvent être considérées plutôt comme de simples signes que comme des quantités ; car elles ne changent rien à la valeur absolue de cos mêmes quantités ; elles ne font que leur imprimer le caractère d’absurdité qu’elles doivent avoir, et qu’on peut faire disparoître par une simple transfor-
mation algébrique. Jrar exemple , a , qui est une
quantité imaginaire , devient en l’élevant au cube ; c’est-àdire , la même que s’il n’y avoit point eu de coefficient. L’unité elle-même, qui joue le rôle de coefficient pour toute espèce de quantités, peut, sous ce rapport , êti-e plutôt considérée comme un signe que comme une quantité. C’est pourquoi dans la suite je comprendrai l’unité et toutes ses racines employées comme coëfficiens , sous la dénomination générale do signes algébriques, aussi bien que -h et — qui ne sont eux-mêmes autre chose que les coëfficiens -hi et — i.
J’observerai en passant , à l’égard de ces racines , que le rapport de deux quelconques d’entre elles prises ou non dans le
même degré , leur produit , les diverses puissances ou racine s quelconques de chacune d’elles , &c. , se retrouvent toujours parmi le nombre inilni de ces mêmes racines de l’unité. Ainsi , par exemple , le produit de \/ — i , qui est une des racines quatrièmes de l’unité , multiplié par
racines troisièmes , est aussi une des racines de l’unité du douzième ordre, puisqu’en élevant ce produit à la puissance douzième , on retrouve évidemment l’unité.
y. Enfin la transformation du système primitif peut être porté au point, qu’il ne suffise plus pour faire cadrer avec lui les formules du tableau , de changer les signes des quantités simples qui entrent dans sa composition; c’est-à-dire, de multiplier ces quantités , ou quelques-unes d’entre elles , par — i ou par d’autres racines quelconques de l’unité ; mais qu’il soit nécessaire d’opérer ce changement de signes , non sur les quantités simples qui entrent dans ce systetne , mais sur quelquesunes des fonctions de ces mêmes quantités. J’exprime ce nouvel état du système transformé , en disant qu’il est en corrélation complexe avec le système primitif.
8. Malgré tontes ces mutations , chacune des quantités du ystême transformé ne faisant que changer par degrés insensibles , conserve toujours son existence réelle et sa correspondante dans le système primitif. L’analogie des deux systèmes subsiste continuellement : l’expression de ces quantités peut bien changer de signe dans les formules ; mais leur nombre et la valeur de chacune d’elles demeurent. Or ce sont ces differens systèmes , ou plutôt c’est ce même système considéré dans ses divers états successifs de transformation , que je nomme têmes corrélatifs , en distinguant , comme je viens de le dire , par des expressions particulières , ses différens degrés plus ou moins éloignés de corrélation.
Il s’agit donc i°. de former le tableau analytique des rapports qui ont lieu entre les diverses parties du système primitif, en
G K O .M E T RIE vertu (le telles ou telles relations existantes entre elles. 2®. De former un seeoud tableau qui marque tous les eliangemens que doit opérer dans les formules de ce premier tableau, la mutation du système à mesure qu’il s’éloigne de son état primitif. Or tel est l’objet de cet ouvrage. Le titre annonce que j’ai particulièrement en vue le dernier de ces deui tableaux , qui est proprement celui de la corrélation des systèmes ;mais cmniine la formation de celui-ci exige souvent la formation préalable du premier, ou que du moins on en tire un grand secours pour cet objet, et que d’ailleurs la méthode de représenter ainsi par un tableau général toutes les quantités d’un système fondamental , en valeurs de quelques-unes seulement d’entre elles , me paroît offrir de grands avantages; je m’occuperai également de l’un et de l’autre de ces tableaux. Je développerai dans la première section des principes applicables à toutes les parties des mathématiques ; dans les autres , j’en ferai diverses applications à la Géométrie élémentaire et à la théorie des Courbes,
SECTION PREMIÈRE
Principes généraux,
g. Avant d’entrer en matière , j’établirai une distinction très -importante pour ce que j’ai à dire dans la suite : celle distinction porte sur les mois valeur et quantité.
Par l’expression de valeur , j’entends, en général , toute espèce de fonction algébrique. Ainsi a est une valeur absolue; -f-a, une valeur positive; — o, une valeur négative; V — o, une valeur imaginaire. Je réserve au contraire le nom de quantité , pour désigner uniquement la chose même dont on recherche les propriétés, ou sa valeur absolue, c’est-à-dire, abstraction faite du signe. Ainsi en adoptant cette définition , il n’y a ni quantités positives , ni quantités négatives , ni quantités imaginaires. Toute quantité est un objet réel que l’esprit peutsaisir, ou du moins sa représentation dans le calcul d’une manière absolue; au lieu que les valeurs ou fonctions , peuvent n’êlre que des formes algébriques , des quantités prises collectivement avec leurs signes. Or ces signes indiquent des opérations qui souvent ne sont point exécutables. Par exemple, — a, seul, indique qu’il faut retrancher a de o; ce qui est absurde, puisqu’il n’y a rien au-dessous de o.
Ces formes algébriques peuvent, à la vérité, être employées dans le calcul comme véritables quantités; mais ce calcul n’oilrc de résultats intelligibles , qu’autant que ces formes sont ramenées à des combinaisons qui peignent des objets réels ; c’est-àdire, à des formules ou fonctions dans lesquelles les opérations indiquées peuvent être réellement exécutées. On peut bien , dans un calcul , indiquer la soustraction d’une quantité à retrancher d’une quantité plus petite; mais on ne peut pas
l’effccluer. Cependant ce résultat, quoique absurde,- étant exprimé algébriquement, peut, par des transformations, conduire à des résultats d’un autre genre , et qui n’indiquent plus que des opérations exécutables sur des quantités cfièctives. C’est alors seulement que ces résultats sont véritablement significalils , et qu’on peut les appliquer utilement à l’objet qu’on s’est proposé.
le suppose , par exemple , que l’expression des conditions d’un problème m’ait amené à cette équation , ** — 2ox + o* — 6=o, ou (x — a)‘=i; j’en tirerai X — o = ±l^.
Lepreinier de ces résultats , c’est-à-dire, x — n’offre rien que de clair à l’esprit; mais le second x—a= — 1^, est inintelligible , puisque le second membre est une quantité absurde, ou une simple forme algébrique, qui n’exprime rien d’effectif. Cependant par la .seule transposition de la quantité a, je rends ce résultat significatif et utile à mon objet, puisqu’il résoud la question que je m’élois proposée , aussi bien que le premier; car alors les deux résultats deviennent l’un x = a + 1/% et l’autre, x=a — \/~B, lesquels sont également propres à résoudre le problème.
10» Lorsque les propriétés d’un système quelconque de quantités , sont exprimées par des équations ou formules ramenées à cet état primordial dont on vient de parler ; c’est-à-dire, tel que toutes les opérations qui s’y trouvent indiquées par les signes, peuvent être réellement effectuées ; je l’exprime, en disant que ces formules sont immédiatement applicables, au système proposé, et je les nomme formules explicites à l’égard de ce système. J’appelle au contraire formules implicites, celles qui ne peuvent lui être immédiatement appliquées , sans leur avoir fait préalablement subir quelque transformation.
Ainsi dans l’exemple précédent, x— 0=»*’^, x = a-f^^, X = 0—1^, sont des formules explicites, parce qu’il ri’y a dans ces équations aucune opération indiquée qui ne puisse réellement être exécutée; au lieu que l’équation x — a= — V'é est seulement implicite, parce qu’on ne peut la rendre significative , * sans
sans lui avoir prdalablement fait subir une transformation,, comme celle de transposer a , ce qui donnera x = a — 1^, ou celle de changer les signes de tous les termes , ce qui donnera a — x = formules qui sont l’une et l’autre explicites.
Le but qu’on doit remplir lorsqu’on n’a que des formules implicites, pour en tirer les rapports réels des quantités, est donc de les ramener à des formules explicites , par des transformations convenables , ou l’élimination des valeurs qui n’y représentent pas de véritables quantités.
1 1 . Sous la dénomination générique de grandeur, je comprendrai également les véritables quantités , cl les formes algébriques que j’ai nommées valeurs. Quelquefois aussi , pour me rapprocher autant que possible des locutions les plus usitées , j’emploierai le mot de quantité pour celui de valeur et réciproquement , mais seulement lorsqu’il ne pourra en résulter ao« cunc équivoque.
12. On a vu par l’exemple rapporté ci-dessus, qu’on ne doit point rejeter comme inutiles les formules implicites ; c’est même proprement l’emploi de ces formules qui fait Je caractère de l’analyse, et qui lui donne un si grand avantage sur la synthèse. Celle-ci est restreinte par la nature de ses procédés ; elle ne peut jamais perdre de vue son objet : il faut que cet objet s’offre toujours à l’esprit réel et net, ainsi que tous les rapprochemens et combinaisons qu’on en fait. Elle ne peut donc employer des formules implicites , raisonner sur des quantités absurdes, sur des opérations non exécutables: elle peut bien faire usage des signes, pour aider l’imagination et la mémoire; mais ces signes ne peuvent jamais être pour elle que de simples abréviations.
L’analyse, au contraire, a d’abord tous les moyens de la synthèse, et de plus, elle admet dans ses combinaisons des objets qui n’existent pas; elle les représente par des symboles , aussi bien que ce qui est effectif ; elle mélange les êtres réels avec les êtres de raison ; puis par des transformations méthodiques, elle parvient à éliminer ou chasser ces derniers du
calcul , après s’en être servi comme d’auxiliaires. Alors ce qu’il y avoil d’inintelligible dans les formules disparoît , et il ne reste que cc qu’une synthèse subtile auroit sans doute pu faire découvrir: mnisce résultat, onl’aobtenu parunc voie plus courte, plus facile, et presque par pur mécanisme, lorsqu’il eût fallu de grands ellbrts pour y parvenir autrement. Tel est l’avantage de l’analyse sur la synthèse, et par conséquent , celui des modernes sur les anciens.
Les anciens , à la vérité, n’usoient pas même comme abréviations , dans leur synthèse, des signes que les modernes emploient d’une manière plus générale dans l’analyse. Mais cela ne prouve pas que l’usage des signes appartienne exclusivement à celle-ci : cela prouve seulement, que les anciens n’avoient pas même, pour faire les admirables découvertes que nous leur devons , le secours de la synthèse poussée aussi loin qu’on peut la porter. Cependant ils faisoient usage très-habilement de la Uiéorie des proportions , où l’on emploie une sorte de mécanisme très-aiialogue à celui de l’algèbre; mais ils ne s’en scrvoient jamais que pour indiquer des opérations exécutables. Les modernes ont franchi le pas , et c’est ce qui constitue le caractère de l’analyse, et produit ses étonnans résultats.
l3. Toute autre distinction entre l’analyse et la synthèse me paroît illusoire. La synthèse est, dit-on, l’art de s’élever graduellement des vérités les plus simples aux plus composées jiar le rapprochement successif et la combinaison des premières; tandis que l’analyse est l’art de décomposer une vérité compliquée en ses principes élémentaires; c’est-à-dire, l’art de vérifier de proche en proche , si une vérité ou proposition éloignée que l’on suppose vraie , s’accorde avec ces principes ou axiô- 7ues , et s’en trouve une conséquence nécessaire. Mais il est évident que les raisonncniens à faire dans l’un et l’autre cas , sont toujours les mêmes , pris dans un ordre différent. Ce n’est donc pas une distinction essentielle entre les deux méthodes, et l’on ne voit pas-là cc quidonneroit à l’une un si grand avantage sur l’autre.
Les caractères algébriques ou sjgnes qui sont familiers à l’ana- ]yse, tandis que la synthèse n’emploie communément que le langage ordinaire, n’établissent pas par eux-mêmes, ainsi qu’on l’ii vu ci-dessus, une différence plus réelle j car dans la synthèse , on emploie souvent ces signes comme de simples abréviations , et l’on ne fait pas pour cela de l’analyse, et réciproquement, une formule analytique traduite en langage ordinaire, ne devient pas pour cela une proposition synthétique. Il est certain qu’on peut faire un très-grand usage des signes algébriques , sans jamais sortir de la synthèse , et qu’il n’y a aucune recherche analytique à laquelle on ne puisse parvenir, sans employer un seul de ces mêmes signes : il ne s’agit que de substituer à ces signes un nombre sullisant de paroles.
Il est vrai que la synüièse procède en partant des axiomes , et s’élève par gradation aux vérités complexes. Mais cette raarrhe ne lui est point particulière; c’est, dans tous les cas, la seule qu’il soit possible de tenir, et pour peu qu’on y réfléchisse, on verra que l’analyse n’en suit point d’autre. Elle raisonne bien sur les quantités inconnues comme si elles étoient données ; mais c’est que ces quantités , quoique inconnues , ont des propriétés connues , et c’est uniquement à celles-ci que s’attache l’analyse ; ce sont ces dernières qu’elle traduit , et dont en procédant toujours du connu à l’inconnu, aussi bien que la synthèse , elle déduit ce qu’elle vouloil découvrir. L’art de procéder de ce qu’on ignore à ce qu’on sait , est une opération interdite à l’intelligence humaine.
C’est de tout temps que les hommes ont cherché à seconder leurs facultés intellectuelles parle secours des symboles, qu’ils ont tâché de se créer une espèce de mémoire arliflcielle, d’agrandir leur imagination par le rapprochement des objets qui l’avoient frappée , de réduire les règles du raisonnement à une sorte de mécanisme. Cette idée fondamentale ou cet instinct, a été le principe des plus grandes découvertes dans tous les genres : c’est particulièrement celui des sciences exactes, de l’arithmétique, par exemple, qui n’est que l’art de suppléer en partie
aux opérations tle l’esprit par des opérations matérielles, sur un système de caractères symboliques; celui de l’algèbre , qui n’est qu’une espèce d’arithmétique indctcrniinée , c’est â-dirc, l’art d’indiquer à l’arithmclique numérale les opérations que celle-ci doit exécuter : l’une et l’autre sont des instrumens dont se sert l’analyse; mais ces instrumens appartiennent également à la synthèse : c’est l’usage différent qu’en font ces deux méthodes qui les caractérise. Par eux , la synthèse exprime tous les rapports possibles d’existence entre les quantités ; mais l’analyse est parvenue , par leur moyen , à exprimer non-seulement tous les rapports d’existence , mais encore tous ceux d’incora- ])atibilité : elle remplit cet objet, en représentant les premiers ])ar l’indication d’opérations possibles ; les autres, par l’indication d’opérations non exécutables.
Qu’on forme la chaîne non interrompue des propositions, depuis l’axiôme jusqu’à une vérité éloignée, il sera facile d'intervertir de bien des manières l’ordre de ces propositions , sans que la série des raisonnemens perde rien de son évidence; car les seules conditions qu’il y ait à remplir pour cela sont, i°. que dans chacune de cès propositions on voie clairement l’identité des deux objets comparés ; a”, que ces deux objets soient repris , l’un dans la proposition précédente , l’autre dans la proposition suivante. Or il est clair qu’il peut y avoir nombre de manières de satisfaire à ces conditions; et que par conséquent, ce n’est pas le changement d’ordre dans la série de ces propositions qui constitue le changement de la méthode.
Ce qui constitue essentiellement le changement, c’est-à-dice , la différence de la synthèse à l’analyse , est qu£ , la*première no parvient au résultat qu’elle cherche, qu’apres avoir, en effet, établi cette chaîne de propositions dont nous venons de parler; que l’analyse, au contraire, y arrive d’abord par un chemin rapide qui lui est propre , en formant sur sa route une autre chaîne , non d’objets réels comme la précédente , mais de hiéroglyphes , qui le plus souvent ne désignent que des êtres de raison. Une fois qu’elle a saisi la vérité cherchée, qu’elle l'a
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monlréc à la synthèse, la fonction de celle-ci est d’établir sa chaîne d’objets réels: la grande difficulté est levée; on sait le point où il faut arriver : le point de départ est connu ; il ne s’agit que de tracer la route la plus courte et la plus commode, pour remplir l’intervalle.
M.ais celte route une fois établie, n’est ni moins sûre ni moins lumineuse, soit qu’on la parcoure dans un sens, soit qu’on la parcoure dans l’autre ; c’est toujours de la synthèse, comme la route hiéroglyphique dont nous avons parlé, demeure toujours analyse , tant que les objets désignés par ces symboles ne sont point devenus réels et appréhensiblcs par l’esprit. Dés qu’ils le deviennent , les hiéroglyphes ne sont plus qu’une écriture abrégée, qui no conserve aucun caractère essentiellement difféi-enl de celui de la synthèse : l’une devient l’autre par une simple traduction.
S’il suffisoit d’une écriture abrégée pour faire de l’analyse, la sténographie auroit ce caractère ; ce scroit l’analyse appliquée aux usages ordinaires de la société. Cependant elle n’atteint pointée but; ses avantages sont , de recueillir les paroles avec la rapidité de l’orgaoe qui les prononce , d’en former un tableau qui les rapproche et les réunisse matériellement sous un même point de vue , et de produire enhn un effet assez approchant de celui des signes algébriques employés comme simples abréviations. Mais pour que la sténographie devint une science analytique , il faudroit pouvoir lui adapter un mécanisme propre à transformer de toutes les manières possibles le discours qu’elle peint sans en altérer le sens , à en transposer les parties sans en changer la relation , ou du moins les résultats de leurs combinaisons ; alors les règles de ce mécanisme pourroient former une sorte d’analyse applicable à des objets de toute nature.
l4. La multiplicité des succès de l’analyse , l’accord constant de ses résultats avec ceux qu’on pouvoit obtenir par la synthèse, et le sceau de l’évidence apposé successivement par celle-ci, à toutes les découvertes de la première, ont mis hors
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de Joule la ccriitutle de ses procédés. Mais lors des premiers essais de celle iiiétliode d’invention, on dut être fort circonspect, et l’on n’osa mettre au jour les découvertes opérées par ■son moyeu, qu’apres les avoir fait passer par l’épreuve de la .synllièsc. Voilà, je pense, pourquoi Newton ne regarJoit ses sublimes travaux comme dignes d’être mis sous les yeux du monde savant, qu’après leur avoir donné la forme synthétique , apres les avoir débarrassés des expressions symboliques qui auroicut indiqué des quantités absurdes ou des opérations inexécutables} auxiliaires infiniment utiles à celui qai cherche, mais qui ne sauroient satisfaire entièrement celui qui ne soufiVc aucun nuage ; il vouloit , en un mot , qu’après avoir établi la chaîne des vérités hiéroglyphiques, on rétablît la chaîne des vérités sensibles. On est devenu plus hardi à force de succès , et les résultats de l’analyse inspirent aujourd’hui la même confiance que ceux de la plus rigoureuse synthèse.
Si l’analyse n’etoit que l’art de suivre la chaîne des raisonnenicns dans le sens opposé à celui qu’on suppose établi par la synthèse, les modernes nepourroient s’en attribuer l’invention; car cette marche a été connue des anciens , pratiquée et formellement définie par eux : ils en attribuoient la découverte à Platon , et la réduction à l’absurde qu’ils employoient souvent dans leurs démonstrations , éloit regardée comme une application de cette méthode. Le livre des Principes de Newton contient une multitude de recherches faites par ce même procédé. Cependant on cite , avec raison , cet ouvrage comme un chef-d’œuvre de synthèse ; c’est qu’en effet il en a le véritable caractère ; que les signes algébriques n’y sont employés que comme abréviations , et qu’on n’y rencontre jamais ni quantités négatives isolées, ni quantités imaginaires (i ). Or c’est l’emploi de ces formes algébriques qui constitue véritablement la méthode analytique; c’est
(i) Dam tout le livre dca Principe» , je n’ai pas retnarqué une seule qnanlllé imaginaire ; il s’en rencontre quatre ou cinq de formes négatives, amenées pour la simplification des calculs.
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entre les symboles qui peignent des objets réels, et ceux qui n’expriment que des êtres de raison , qu’est le passage de la synthèse à l’analyse, la ligne de démarcation qui existe entre elles; c’est-là que l’on change de guide, et que l’imagination perd son objet de vue , pour ne la retrouver qu’à l’extrémité de la chaîne où les deux méthodes se réunissent de nouveau , et se confondent dans leurs résultats.
l5. La synthè.se ne s’applique point exclusivement aux mathématiques : c’est en général l’art de raisonner avec justesse, quel que puisse être le sujet de l’argumentation. Elle ne diffère point de ce qu’on nomme dialectique : l’une et l’autre ne sont que la méthode de changer la forme d’un argument , sans changer l’argument lui-même , soit en transposant ses parties , soit en substituant à une expression ou passage clair de cet argument, un autre passage équivalent. C’est cette série de transformations appliquée rigoureusement au raisonnement en général , qu’il soit exprimé par des signes ou par le langage ordinaire, qu’on nomme synthèse ou dialectique. L’analyse prbe généralement en diffère, en ce que la série des transformations s’opère sur des parties du discours tronquées et inintelligibles isolément prises , mais qui subordonnées comme les autres nu mécanisme de l’argumentation , peuvent ramener par une nouaelle série de transformations, à des résultats clairs et précis, aussi bien que ceux qui ont été amenés par la synthèse. Je ne pense pas qu’il soit impossible d’appliquer ce mécanisme analytique à des objets même considérés comme absolument étrangers à ceux qu’on traite en mathématiques ; mais cette application doit devenir d’autant plus difficile , que les rapports existans entre ces objets sont moins susceptibles d’une évaluation précise, d’une échelle exacte de comparaison. Or la plupart des questions traitées , non-seulement dans le commerce do la .société , mais même dans les ouvrages scientiHqucs , qui semblent donner plus de prise à l’exactitude du raisonnement, tels que ceux d’économie politique , tenant en partie au moral des
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lioninies , aux conjectures , aux faits vagues , à Jes accessoires Irès-multipliés ; il est peu de circonstances où la science analytique proprement dite, puisse trouver son application. Cependant je ne doute pas qu’on ne parvienne à étendre beaucoup son domaine, en cherchant les règles du mécanisme qu’on pourroit appliquer aux discussions exactes, et particulièrement à l’écriture sténographique.
l6. Cette digression, trop étendue peut-être , n’est cependant point étrangère au sujet que je traite ; car c’est précisément à justifier cet emploi que fait l’analyse des quantités absurdes en elles-mêmes, qu’il paroît nécessaire de s’appliquer: c’est a faire voir comment ces quantités absurdes en indiquent d’autres qui sont réelles, et comment les signes qui les affectent font reconnoitre les relations diverses, les positions respectives qu’elles doivent avoir. Cet ouvrage est un essai sur ces sortes de questions.
ly. Ce qui fait en général qu’une opération indiquée ne sauroit s’exécuter, c’est l’emploi des quantités dites négatives prises isolément; c’est-<à-dire des quantités à retrancher de o, ou de quantités moindres qu’elles ; c’est donc, a proprement parler , un examen de la nature des grandeurs dites positives et négatives que nous avons à faire.
1 8. Concevons donc d’abord un système variable de quan< tités quelconques tirées ou non de la géométrie, et considérons ce système dans deux états différens ; l’un que je prends pour terme de comparaison , et que je nomme système primitif; l’autre que je rapporte au premier, et que je nomme système transformé ou corrélatif,
1 Q. Regardons chacune des quantités qui composent le système primitif, comme la limite de sa correspond.inte dans le système transformé , c’est-à-dire, comme sa première valeur , lorsque le système commence à passer de son état primitif à son
état
état de transformation , ou si l’on veut , comme sa dernière valeur, en supposant que le système transformé revienne à son état primitif. Il est clair que si l’on compare entre elles, deux des quantités du système transformé pour en connoître le rapport, ce rapport aura de même pour limite ou pour première ou dernière valeur , le rapport des limites de ces mêmes quantités; et c’est ce rapport des limites ou cette limite du rapport des deux quantités du système transformé, qu’on nomme première ou dernière raison de ces mêmes quantités.
L’état de transformation du système n’étant pas encore déterminé , si l’on prend la dificrence de chacune des quantités qui le composent à sa limite, ces düférences sont ce que l’on désigne sous le nom d’ infiniment petits ; c’est-à-dire , qu’on nomme infiniment petite la diCfcrence d’une quantité quelconque indéterminée à sa limite , parce qn*en effet on peut rendre simultanément ces différences aussi petites qu’on veut , attendu qu’on peut rapprocher autant qu’on veut le système transformé du système primitif, et faire même évanouir toutes ensemble ces quantités, en poussant le rapprochement des deux systèmes jusqu’à leur ooïnoidanca.. ^ - ‘
On voit donc que la limite de chacune de ces quantités appelées infiniment petites, est zéro : ainsi on peut les définir, eil disant qu’o/i nomme infiniment petite toute quantité qui a zéro pour limite. Celte définition est rigoureusement exacte. Une quantité infiniment petite n’est point une quantité nulle, mais une quantité dont la limite est nulle, et cette simple notion fait disparoitre toute la diiEculté des principes de l’analyse infinitésimale.
En effet, nous avons dit ci-dessus, que la dernière raison de deux quantités variables , n’est autre chose que le rapport de leurs limites. Cela se conçoit parfaitement tant que ces limites ne sont pas o ; c’est-à-dire , tant que les variables comparées no sont pas de celles qu’on nomme infiniment petites ; mais dans ce dernier cas, le rapport des limites se réduisant à | , la dernière raison de ces quantités prend, comme l’on voit, une forme
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indéterminée. Or quelle est la -valeur de cette indéterminée ? Voilà le point de la difficulté de l’analyse infinitésimale ; mais celte difficulté cesse de suite , si l’on considère que cette dernière raison n’étant autre chose que le terme dont se rapproche de plus en plus le rapport de ces mêmes quantités , a mesure que le système transformé approche de sa coïncidence avec le système primitif, sa valeur lui est assignée par la loi de continuité, et qu’ainsi elle sort de son état d’indétermination.
9.0. Si dans une équation rigoureusement exacte, des quantités infiniment petites se trouvent mêlées avec d’autres quelconques qui ne le soient pas , et qu’on puisse réduire cette équation à deux termes dont le rapport soit lui - même une quantité infiniment petite. La méthode des indéterminées proqvc que chacun des ternies en particulier est nécessairement égal à O ; car si l’on suppose que X + Y = o soit cette équation
exacte , et que ~ soit une quantité infiniment petite , je dis
qu’il faut nécessairement que X et Y soient chacune en particulier égales à zéro. En effet, supposons que X ne fût pas o, je
divise tout par X, et j’ai = mais par hypothèse —
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est une quantité infiniment petite; c’est-à-dire, qu’en rapprochant le système transformé du système primitif, on peut rendre
— aussi petite qu’on le veut; donc si X n’est pas o, on pourra
faire que i diffère aussi peu qu’on voudra de o; ce qui est absurde. Donc on a véritablement X= o , équation qui , retranchée de l’éqiialion pareillement exacte par hypothèse X+Y = o , donne Y = o. Donc X et Y sont chacune en particulier, égales à o; et comme Y est aussi par hypothèse la réunion de tous les termes dont le rapport à X a été supposé infiniment petit, il suit qu’on peut négliger tous ces termes, pour ne laisser subsister que l’équation X = o. Et tel est le principe de l’analj'seinfinitcsinudc, qui', comme on le voit, n’est qu’une application de lu os^ltode des indcterminccs.
DEPOSITION. ' iQ
Ayant voulu suivre les variations du système transformé depuis le moment où il se détache du système primitif, j’ai dù jeter un coup-d’œil sur l’état d’indéterminatiou où il demeure, jusqu’à ce que le calculateur ait changé ses premières limites; c’est-à-dire, jusqu’à ce qu’il lui ait assigné un autre état quelconque déterminé ; mais il faudroit plus d’étendue pour développer convenablement les notions précédentes. J’ai tâché de lo faire dans un autre ouvrage qui a été imprimé sous le titre do Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal , et qui doit par conséquent être regardé comme faisant partie de celuici. Je reprends donc la suite de l’article i8.
*2 1 . Au lieu de considérer , comme je viens de le faire , la différence de chacune des quantités du système transformé à sa limite, je considère celle de deux quelconques des quantités du système transformé entre elles, et je la compare avec celle des limites correspondantes de ces mêmes quantités. Cela posé :
La différence de deux quelconques des quantités du système transformé, sera dite en sens direct ou simplement directe, loi'squ’cn comparant ces deux quantités à leurs correspondantes dans le système primitif, il arrive que celle des deux, qui est la plus grande dans le système transformé, correspond, pendant tout le changement qui s’opère, à celle qui étoit aussi la plus grande dans le système primitif, et la plus petite de l’une à la plus petite de l’autre , sans qu’aucune des deux ait cessé d’être Unie; c’est-à-dire, sans qu’elle ait passé ni par o, ni par i ou =o .
Si au contraire celle qui étoit la plus grande dans le système primitif, est devenue la plus petite dans le système transformé et réciproquement , tandis que ces deux variables seront constamment demeurées finies l’une et l’autre ; c’est-à-dire , n’ayant passé ni par o , ni par so , leur différence sera dite en sens inverse ou simplement inverse.
Quant aux quantités même dont la différence est dite en sens direct, on dira qu’elles sont respectivement demeurées en ordre
direct ; et lorsque celle différence deviendra inversé , ou se trouvera en sens inverse, on dira de ces quantités dont elle est ladifférence^ qu’elles ont passé à Tordre inverse. Âinsion nomme directes , les différences des quantités qui demeurent constamment en ordre direct l’une à l’égard de l’autre pendant la mutation du système, et inverses, les différences de celles qui passent à Tordre inverse l’une à l’égard de l’autre , par l’effet de cette mutation, sans cependant que ni l’une ni l’autre ait cessé d’être finie , c’est-à-dire , sans qu’elle ait passé ni par o, ni par oo .
Mais on ne doit pas oublier , que d’après les notions données ci-dessus , il ne s’agit iamais , dans ces définitions , que de véritables quantités, et non de ce que j’ai appelé vn/eurs. Ainsi , les différences en question ne peuvent être entendues que de l’excès de celle des quantités qui est intrinsèquement la plus grande sur celle qui est intrinsèquement la plus petite , et abstraction faite des signes; et que par conséquent ces différences ellesmêmes sont toujours de véritables quantités.
Soit pris pour exemple un triangle ABC (fig. i) sur la base BC duquel soit abaissée de l’angle opposé A une perpendiculaire AO, que je suppose tomber entre les points B, C; considérons la base BC avec ses deux segmens BD, CD, et concevons que le point C se meuve vers le point B , jusqu’à ce qu’il ait passé le point D. La base BC est donc variable , ainsi que le segment CD , tandis que l’autre segment BD est constant.
Cela posé , prenons pour terme de comparaison la figure primitive, composée du triangle ABC, et de la perpendiculaire AD , et pour système transformé , cette même ligure après que le point C se sera rapproché du point D, sans cependant être arrivé jusqu’à lui : il est évident qu’alors , tant dans le système pnmilif que dans le système transformé , on aura constamment BC>BD, et que déplus, ces quantités seront demeurées finies pendant toute la mutation : donc ces quantités sont de celles que j’ai appelées en ordre direct; et leur différence CD est de
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Prenons ensuite pour système transformé ,1a même figure considérée lorsque le point C a passé au-delà du point D , le système primitif servant toujours de terme de comparaison. Il est clair qu’on aura alors BÜ>BC. Donc d’après les notions données ci-dessus , ces deux quantités ont passé à l’ordre inverse , et leur différence CD se trouve de celles que j’ai nommées inverses ou en sens inverse ; c’est-à-dire, en sens inverse de ce qu’elles étoient dans la figure primitive, toujours prise pour terme do comparaison.
Lors donc qu’on dit de deux quantités , qu’elles sont en ordre direct ou en ordre inverse , ou d’une quantité, qu’elle est directe ou inverse; c’est par-là même rapporter, au moins tacitement, le système auquel appartiennent ces quantités , à un autre système pris pour terme de comparaison , ou pour système primitif, sans qu’il soit nécessaire de l’énoncer expressément.
23. Conformément aux premières notions déjà données (3 et suiv. ), j’appellerai systèmes corrélatifs tous ceux qu’on peut rapporter à un mème^ système primitif; c’eat-à-dire tous ceux qu’on peut considérer comme les diilérens états d’un même système variable qui se transforme par degrés insensibles.
Pour que deux systèmes soient corrélatifs , il n’est pas nécessaire qu’ils soient liés de fait entre eux; c’est-à-dire, qu’ils soient réellement les diverses transformations d’un même système primitif : il suilit qu’ils puissent être considérés comme tels , ou ramenés l’un à l’autre au moyen d’une mutation que l’on imagineroit s’opérer par degrés insensibles. Les quantités qui se correspondent dans les deux systèmes corrélatifs , sont pareillement nommées quantités corrélatives.
Si deux systèmes corrélatifs de quantités sont tels, qu’on puisse leur appliquer exactement un même raisonnement , ou une série de raisonnemens absolument semblables, je dirai, eu égard à cette même série de raisonnemens qu’ils sont entre eux > en corrélation directe ou directement corrélatifs. D’où il suit
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évidemment, que si le résultat de ces raisonnemens est pour l’uii de ces systèmes une certaine formule qui lui soit immédiatement applicable , cette meme formule sera aussi immédiatement applicable à l’autre système; c’est-à-dire, que pour appliquer à celui-ci la formule trouvée pour le premier , il n’y aura d’autre changement à faire, que d’y substituer à la place des valeurs qui y entrent, les valeurs correspondantes de l’autre système sans aucun changement dans les signes de la formule ; ce qui s’accorde avec la notion déjà donnée ( 4).
Mais si les raisonnemens à faire sur les deux systèmes comparés cessent d’être littéralement les mêmes , je dirai qu’ils sont entre eux en corrélation indirecte , imaginaire , ou complexe , suivant les modifications plus ou moins sensibles qu’on scroil obligé de faire subir aux signes des formules qui expriment les propriétés du système primitif, pour les rendre applicables au système transformé ( 5 et suiv.).
Par exemple, dans le système primitif ABCD déjà considéré (fig. i'*), je puis faire ce raisonnement : le triangle A BD
donne AB* = BD*-f- AD*,
et le triangle ACD donne AC* = CD*-fAD*,
ôtant cette seconde équation de la première, il reste
ÂÜ*— ÂC* = BD* — C33*;
déplus, on a - BDi=BC — CD,
Substituant celte valeur de BD dans l’équation précédente , on aura AB' — AC' — BC' — aBC.CD.
Il est clair que ce raisonnement est applicable , littéralement et dans son entier, au système transformé , tant que le point D est placé entre B et C ; donc la formule précédente est immédiatement applicable à tous les cas , tant que CD sera en sens direct
Mais lorsque C aura passé le point D, la première partie seule du raisonnement {jusqu^à ces mots, de plus &c.) aura encore lieu. La seconde, au contraire, ne pourra s’appliquer au nouveau cas, puisqu’on n’aura plus, comme précédemment ,
CD = BC — BD ; mais au contraire, CD=BD — BCjc’està-dire, que CD sera devenu inverse (as) : aussi l’équation finale
sera-t-elle pour ce cas AB’ — AC’= BC’ + aBC.CD,
laquelle diffère de celle trouvée pour le premier cas, par le signe qui affecte le dernier terme ; ce signe étant — pour le premier cas , et + pour le second.
a4. Voyons donc ce qui a lieu en général , d’abord tant qu’il n’entre dans les formules qui expriment les propriétés du système que des quantités directes, et ensuite ce qui arrive, lorsque la mutation du système exige qu’on y introduise une ou plusieurs quantités inverses , afin qu’elles continuent à lui être immédiatement applicables.
Soient M, N, deux quelconques des quantités du système primitif; m, n, les quantités correspondantes du second sj'stème. Cela posé, d’après la définition, tant que les deux systèmes demeureront directement corrélatifs, m , n joueront dans les formules de ce second système, le même rôle exactement que leurs correspondantes M, N dans le premier.
De plus, en smmosant M>- N par exemple, si-l’on a pareillement m>n, ces dernières quantités seront en ordre direct , et leur différence m — n , en sens direct; c’est-à-dire , que si l’on nomme P la différence des deux premières M, N, et p la différence des deux dernières m, n, cette quantité p sera une quantité directe.
Or puisque M> N, etm>n, nous aurons P = M — N et p — m — n ou M = N + P et ;n = n -Hp.
Substituons dans les formules dont nous venons de parler, ces valeurs respectives de M et m ; il est clair que ces formules qui éloient semblables avant la transformation , le seront encore apièa, puisqu’à la place des quantités correspondantes M , m, qui y joiioient le iiièine rôle, on y aura substitué des valeurs N-fP, n+p, qui sont encore de mêmes formes.
Donc tant qu’il n’entrera dans le calcul que des quantités
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tlirccles, les formules correspondantes dans le système primitif
et dans le système transformé, resteront semblables entre elles ,
parce qu’en effet les nouveaux raisonnemens qu’on aura ajoutés
aux premiers, c’est-à-dire, à ceux qui avoient fait trouver les
formules , auront encore été exactement les memes de part et
d’autre.
Voyons maintenant ce qui arrivera, s’il doit entrer dans la formule une quantité inverse.
Supposons donc qu’ayant toujours M>N, on ait an contraire «>7n, c’est-à-dire, que ces dernières soient en ordre inverse à l’égard des premières, leur différence p ne sera donc plus m — n comme auparavant, mais n — m-, c’est-à-dire, qu’on aura pour ce cas d’une part, P = M — N, et de l’autre p — n — m, ou M = N-bP et m=n-^p.
Substituons ces valeurs respectives de M , m , dans les formules correspondantes jusqu’alors semblables pour les deux systèmes, elles cesseront de l’ètre après celte substitution; car dans l’une, on aura mis N-l-P à la place de M, et dans l’autre , n — P à la place de /« : il y aura donc celle différence entre les nouvelles formules , que les valeurs des quantités P , p, s’y trouveront affectées de signes contraires. Donc, pour passer des formules du système primitif à celles du système transformé , il ne suffira plus, comme auparavant, de substituer dans les premières , aux valeurs absolues qui y entrent, les valeurs absolues correspondantes de l’autre système; il faudra de plus, changer le signe de la quantité p devenue inverse.
Et comme on peut appliquer le même raisonnement à toutes les autres quantités devenues pareillement inverses, il est clair qu’on peut établir ce principe général.
Pour rendre les formules d’un système quelconque de quantités applicables à un autre système qui lui soit indirectement corrélatif , il faut i®. établir la corrélation des valeurs absolues , en substituant pour chacune de celles qui appartiennent au système primitif, pris pour terme de comparaison , la
valeur
valeur absolue qui lui correspond dans L’autre système ; 2®. établir la corrélation des signes , en changeant dans les formules le signe de chacune des quantités qui se trouvent en sens inverse dans le second système , et laissant au contraire à chacune des autres, le signe qu’a sa correspondante dans le système primitif.
Concluons de- là que les signes -1- et — ■ ont véritablement deux fonctions très-ïdilTcrentes dans le calcul; la première, d’indiquer l’addition ou la soustraction ; la seconde, d’exprimer les mutations successives qui arrivent dans un système variable, et les divers degrés de conformité ou de non-conformité qu’il conserve dans ces dilTéreus états de transformation avec son premier état.
Ces deux fonctions ont lieu simultanément comme conséquences l’une de l’autre, et non en vertu de conventions distinctes. Si c’étolt comme on le suppose souvent, en vertu de conventions distinctes , il faudroit prouver que ces conventions n’ont rien d’incompatible entre elles, et qu’elles doivent conduire aux mêmes règles pour la combinaison des signes dans les opérations algébriques. Mais puisqu’elles sont, comme on vient de voir, suite néccssaÎTTrl*tme--*to Pmatre, l’identité des règles qui en dérivent en résulte évidemment.
Le nouveau signe que reçoit ainsi chaque valeur sera nommé son signe de corrélation , et cette quantité prise collectivement avec son signe de corrélation , sera nommée sa valeur de corrélation. Ainsi , en supposant que P soit la valeur absolue de l’une quelconque des quantités du système primitif, p la valeur absolue de la quantité correspondante dans le système transformé; si cette dernière quantité est inverse, — sera son signe de corrélation , et — p , sa valeur de corrélation.
Puisque d’après ces définitions, le signe de corrélation d’une quantité quelconque est celui qu’elle doit prendre, lorsqu’on veut rendre applicables au système indirectement corrélatif dont elle fait partie , les formules du système primitif, il suit évidemment du principe démontré ci-dessus, que toute
quantité qui reste directe dans ce système indirectement corrélatif a + pour signe de corrélation , et que réciproquement toute quantité du système indirectement corrélatif qui a + pour signe de corrélation, reste directe. Que pareillement toute quantité qui devient inverse dans le système indirectement corrélatif a — pour signe de corrélation, et que réciproquement, toute quantité du système indirectement corrélatif qui a — pour signe de corrélation , devient inverse.
Supposons , par exemple, que a étant une quantité constante , ou plus généralement une quantité directe, et x, une variable, on vienne à découvrir que ce qui étoit a+x dans le système primitif devient a — x dans le systêir-e transformé, sans qu’aucune autre quantité ait passé ni par o ni par oo ; on en conclura que x est devenue inverse, puisqu’elle a changé de signe dans une fonction où il n’entre d’ailleurs que des quantités qui n’en ont pas changé elles-mêmes ; car si l’on fait pour le système primitif, a + x=q, cette équation deviendra par hypothèse, pour le système transformé, a — * = donc ou aura pour le premier cas *= y — <j, et pour le second, au contraire , * = a — y ; donc a et y ont passé à l’ordre inverse j donc leur différence x est devenue inverse. Il en seroit de même , si ce qui étoit a — x dans le système primitif, devenoit o+.v dans le système transformé.
Pareillement , dans un calcul quelconque , pour s’assurer si une variable * doit rester directe ou devenir inverse, il suffit de considérer ce que devient une fonction quelconque où x se , trouve mêlée avec d’autres quantités toutes restées directes. Si dans cette fonction, on découvre que ni la variable, ni aucune des autres ne doit changer de signe ; c’est une preuve que cette variable est aussi restée directe. Mais si l’on trouve que les autres devant toutes conserver leurs signes dans la fonction , la variable seule en doit changer, c’est une preuve qu’elle devient inverse; car si l’on représente cette fonction par X et qu’ayant faitX = Q, on tire de cette équation la valeur de x comme inconnue, elle aura pour les deux syslèines la même forme, si
elle 11 'a pas clinngé de signe ; mais si son signe a changé , il fuiulra évidemment , pour obtenir le même résultat, le changer de nouveau : doue dans le premier cas , * sera restée directe , et dans le second , elle sera devenue inverse.
En général, pour reconnoître par les changemens qui surviennent aux signes des valeurs que prennent les diverses quantités dans le système transformé , si ces quantités restent directes ou deviennent inverses, il est clair, d’après ce qui a été dit (s.'i), qu’il faut suivre la même règle que celle qui est établie en algèbre pour la combinaison des signes ; c’est-à-dire , que la somme de deux quantités restées directes chacune , doit rester ellemême directe ; que la somme de deux quantités inverses est ellemême inverse ; que celle d’une quantité directe et d’une quantité inverse, est elle-même directe ou inverse, suivant que la première est la plus grande ou la plus petite des deux; que le produit de deux quantités , l’une et l’autre directes , ou l’une et l’autre inverses, est toujours lui-même direct, de même que leur quotient; et qu’au contrairé, celui d’une quantité directe par une quantité inverse , est lui-même toujours inverse.
Cela peut aussi se démoatv— -dixictement pouf chaque cas particulier. Je suppose, par exemple, que p, 7, soient deux quantités inverses; je dis que p q est une quantité directe. En effet, d’après les définitions, si l’on suppose que p, q, soient P, Q, au système primitif, il faudra que F soit la différence M — N de deux quantités, dont la plus grande M devienne la plus petite au système transformé; c’est-à-dire, que p = n—m en supposant que m, n correspondent à M, N. Pareillement, il faudra que Q étant M' — N' au système primitif, devienne n — m' au système transformé, en supposant que m, n correspondent à M', N'. Il s’agit donc de prouver que (n — m) {n — m) ou {^mm ■‘rnn) — {nm' -^mn') , est une quantité directe. Or cette quantité correspond à (M — N) (M'— N') ou (MM'-f-NN') — (NM'-t-MN') ; mais puisque, M>N, M'>N', n>m, n>m', il est clair que (M — N) (M' — N') et (n — m) {n—m) sont de véritables quantités ; donc (MM' -H NN')> (NM' + MN') et {mm' -f nn)
Donc ces deux dernières quanlilés sont dans le même ordre au système transformé, que leurs correspondantes au système primitif; donc leur dilTércnce est une quantité directe ; mais cette différence est («— m) {n — m) onpy.q, donc pq est une quantité directe ; ce qu’il falloit prouver.
a8. Lorsque dans deux systèmes qui sont corrélatifs à un même système primitif, il arrive que deux quantités correspondantes ont le même signe de corrélation , nous disons que ces quantités sont entre elles en corrélation directe, quand même ce signe de corrélation seroit — ; c’est-à-dire, quand même chacune de ces quantités se trouveroit en corrélation inverse avec sa correspondante dans le système primitif; parce que si l’on prenoil, comme on en est toujours le maître, l’un de ces nouveaux systèmes pour terme de comparaison , le signe de corrélation de la quantité appartenante à l’autre redeviendroit -f- ; car les deux quantités correspondantes en question , sont bien l’une et l’autre inverses, à l’égard du système pris actuellement pour terme de comparaison ; mais elles sont en sens direct l’une à l’égard de l’autre.
2Q. Si deux systèmes corrélatifs sont regardés comme un seul et même système variable dans deux positions dilTércnlcs , tel que seroit , par exemple , le système des coordonnées d’une même courbe ; les quantités corrélatives étant alors représentées par les mêmes lettres.; par exemple, les abscisses par x, et les appliquées par y : le premier objet du principe énoncé cidessus (a5) se trouvant rempli ; il n’y auroit plus pour rendre applicables à l’un des systèmes les formules trouvées pour l’autre , qu’à remplir le second objet , c’est-à-dire , à établir la corrélation des signes. Donc ;
Pour rendre applicables à un système de variables, lorsqu'il est parvenu à une situation quelconque déterminée , les formules trouvées pour une autre situation quelconque indirectement corrélative avec l’autre , il suffit d’y changer le signe de chacune
des variables , qui par la mutation du système sont devenues inverses.
30. Mais comme il est indiirérent pour le résultat, de cliauger le signe d’une quantité quelconque, au cominenccmcut , au milieu ou à la lin; on pourra, comme c’est l’usage pourl’uniformité et la simplicité des calculs, n’employer pour le système considéré dans toutes les positions possibles, que les seules formules du système pris pour terme de comparaison; c’est-à-dire, sur lequel les raisonnemens ont été établis , pourvu que dans les applications qui en seront faites, on change le signe des quantités, qui dans chaque cas particulier se trouveront en sens inverse.
31. Lorsqu’on a opéré, comme on vient de le dire, le changement des signes , les formules deviennent propres au système transformé; c’est-à-dire, identiques, avec celles qu’on auroit trouvées en établissant le raisonnement sur ce système transformé lui-même,, au lieu de l’établir sur le système primitif. Nous pouvons donc nous résumer ainsi :
1°. I?ans les fommtv» immMatement 'appUcabîes à
un système quelconque , les signes + et — n^indiquent jamais que des opérations exécutables sur les quantités absolues dont ils affectent les valeurs.
2°. Il n’y a aucun changement de signes à opérer dans les formules du système primitif , pour les rendre immédiatement applicables à tous ceux qui sont avec lui en corrélation directe.
5°. Pour que les formules du système primitif puissent devenir immédiatement applicables à un autre système quelcoruque qui lui soit indirectement corrélatif, il faut changer dans ces formules le signe de chacune des quantités qui deviennent inverses dans ce système indirectement corrélatif
3l. On voit par-là, qu’ayant des formules immédiatement applicables à un système quelconque de quantités , si l’on vient à changer le signe de l’une ou de plusieurs des quantités qui y entrent, ces formules pourront cesser d’être immédiatement
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applicables à ce même système, et que pour trouver celui pour lequel elles sont devenues explicites, il faut, parmi tous les systèmes indirectement corrélatifs possibles, chercher celui auquel satisfont les changemens opérés dans les signes, pour qu’ils n’indiquent plus dans les formules que des opérations exécutables.
Réciproquement, si ayant un système quelconque , on lui fait éprouver divers changemens par mutation insensible, il faudra, pour trouver les formules qui lui sont immédiatement applicables dans son nouvel état , changer de toutes les manières possibles , les signes des quantités qui entrent dans la composition du système primitif, et voir parmi tous ces changemens de signes, quels sont ceux qui peuvent satisfaire à la transformation du système.
55. Mais il pourroit se faire qu’aucun changement de + en — , opéré sur les signes des quantités qui entrent dans les formules du système primitif, ne pût satisfaire à la transformation opérée dans ce système; et qu’il fallût changer les signes
ou quelques-uns d’entre eux de -h en — i ou autres racines imaginaires de l’unité. Dans ce cas, le système transformé ne seroit plus ni directement , ni indirectement corrélatif avec le premier; et par conséquent, les principes donnés ci-dessus n’auroient plus leur application , parce qu’ils sont établis sur l'hypothèse, que les deux systèmes comparés sont en corrélation , soit directe , soit au moins indirecte. Mais le nouveau système conserveroit encore avec le système primitif, une sorte d’analogie que j’ai désignée sous le nom de corrélation imagiirairc, et dont je parlerai avec détail plus loin.
54. Puisque pour rendre les formules d’un système primitif, immédiatement applicables à un système indirectement corrélatif, où il n’entreroit qu’une quantité inverse , il seroit nécessaire d’en changer le signe ; il suit que réciproquement, si prenant pour inconnue dans ces formules , cette quantité devenue inverse, on en tire la valeur ; ce qu’on obtiendra en résolvant l’équation ne sera pas la valeur même cherchée ; mais cette
DE POSITION, même valeur affectée du signe négatif ; car n’ayant pas changé le signe de cette quantité dans les formules primitives, il faut absolument le changer dans le résultat , pour qu’il soit exact ; c’est-à-dire , applicable au système transformé.
^35. En supposant donc, qu’on ignorât d’abord si la quantité cherchée étoit directe ou inverse, on en conclura qu’elle est inverse , puisque sa valeur est négative (U7), c’est-à-dire, que le système auquel elle appartient n’a avec le système primitif qu’une corrélation indirecte, et que pour connoitre ce nouveau système, il faut parmi tous les systèmes corrélatifs possibles , chercher celui auquel pourront satisfaire les formules du système primitif, après qu’on y aura changé le signe de la quantité reconnue inverse.
56. Par conséquent , si en résolvant un problème on trouvoit pour l’inconnue une valeur négative , ce seroit une preuve , ou que le problème ne serqit pas soluble tel qu’il a été proposé , et qu’il faudroit, pour le rendre tel, en modifier l’énoncé; ou que ce problème Ti*«»ro«t pas été mis exactement en équations , parce qu’on auroit supposé le système autre qu’il n’est réellement, c’est-à-dire , qu’on auroit pris au lieu de système sur lequel le raisonnement doit être établi , un autre système qui n’auroit avec le premier qu’une corrélation indirecte ; que pour rectifier ces équations et trouver, le véritable système auquel se rapporte la question si elle est soluble , il faut , dans toutes celles par lesquelles on est parvenu au résultat trouvé, et dans ce résultat lui-même, changer le signe de l’inconnue, et voir quel est le nouveau système auquel ces équations et ce résultat deviennent immédiatement applicables ; car c’est sur ces nouveaux systèmes que les raisonnemens devront être établis; c’est à lui que se rapporteront les équations ainsi rectifiées, et c’est par conséquent ce système et ecs équations rectifiées qui donneront la solution du problème.
Soit proposé par exemple, de trouver le segment CD dans le
It'langle ABC (fig. i) en supposant les trois côtés connus, et tels qu’on ait AC = BC=jAB.
Comme nous ignorons encore , si le point C doit se trouver placé entre B et D, ou si c’est je point D qui doit se trouver entre B et C, établissons d’abord le calcul sur cette dernière hypothèse. j
Nous aurons (aS) AB’ — AC’=BD’ — CJJ’.
De plus , puisque nous raisonnons dans l’hypothèse que D tombe entre B et C, nous aurons aussiBD=BC — CD, o>i BU’=BC’ + CD’ — aBC.CU. Substituant cette valeur de BD’ dans l'équation ci-dessus , on aura l’équation AB^ — AC’ = BC’ — sBC.CD, qui, à cause de AC = BC=|AB, donne en réduisant CD= — rjAB.
C’est-à-dire, que le calcul donne pour l’inconnue CD une valeur négative. Donc le problème, s’il est soluble, n’a pas été mis exactement en équation , parce qu’on aura établi le raisonnement sur un système autre qu’il n’est réellement ; c’est-à-dire, sur un .système qui ne peut pas s’accorder avec les conditions proposées. Il faut donc rectifier ce système et les équations qui nous ont conduits au résultat trouvé j en changeant dans ce.s équations et ce résultat, le signe de CD, et cherchant quel nouveau système pourra satisfaire à ce changement.
Or par ce changement , l’équation qui étoit BD=BC — CD, devient BD=BC+CD, laquelle ne peut avoir lieu, sans que lo point C ne se trouve placé entre B et D. Tel est donc.le nouveau système auquel satisfait le changement du signe de CD, c’est-àdire , le véritable système sur lequel on devoit établir le raisonnement. Changeant donc aussi le signe de CD dans le résultat ou équation finale, CD=— -^AB que nous avons trtuvée, nous aurons pour ce résultat rectifié CD=7^AB. Donc enfin le véritable système qui satisfait aux conditions du problème est celui dans lequel on suppose que C tombe entre B et D , et la véritable
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table valeur de CD est CD=-^AB. C’est en effet celle que l’oii trouve pour CD, en recommençant le calcul dans cette dernière hypothèse.
5y. Si l’équation avoit plusieurs racines, les unes positives , les autres négatives , les premières feroient voir que les conditions proposées conviennent véritablement au système de quantités sur lequel les raisonnemens avoient été faits, et chacune d’elles satisferoit réellement à la question proposée. Mais les racines négatives n’étant pas de véritables quantités , ne sauroient satisfaire à ces conditions, sans qu’elles fussent modifiées, ou sans qu’on modifiât les hypothèses sur lesquelles on auroit établi le raisonnement; d’où il suit que ces racines ne se rapportent pas précisément à la question proposée, mais qu’elles peuvent seulement indiquer d’autres questions qui lui sont analogues ; que pour trouver quelles sont ces autres questions s’il en est , il faut changer le signe de l’inconnue , tant dans l’équation finale que dans celles qui y ont amené par le cours du calcul, et chercher quel est le nouveau système, ou les nouvelles conditions qui peuvent satisfaire à ce clmngemcnt do signes. '
Supposons par exemple , que l’objet du problème soit de trouver sur la droite indéfinie FG (fig. a) un point M qui satisfasse à telles ou telles conditions , et qu’ayant pris sur cette droite un point fixe F, et réduit la question à trouver la distance FM prise pour inconnue, ou ait trouvé pour cette même inconnue que je nomme x, deux valeurs, l’une positive, l’autre négative: la première donnera évidemment le point cherché M: mais que signifiera l’autre racine? Pour le découvrir, il faut observer , que la question étant en général de-trouver sur la droite indéfinie, un point M qui satisfasse à telle ou telle condition, et le problème ayant été mis en équation dans la seule hypothèse que le point cherché M est ê droite du point fixe F, on n’a exprimé que partiellement la condition proposée ; car il peut arriver au contraire, que le point cherché soit à gauche du point F. Or je
dis , 'qae la valeur négative trouvée , est précisément celle qn’il faut porter à gauche du point F , pour répondre à cette seconde hypothèse, c’est-à-dire, qu’en supposant que les deux racines données par l’équation soient x—m, x= — rn, on aura pour première solution de la question générale , le point M, à droite du point F, comme on l’a supposé dans la mise en équation; et pour la seconde le point M', qu’on obtiendroit en portant m' à gauche du même point F.
En effet, puisque nous n’avons répondu par la racine x = r?i qu’à la question partielle où l’on suppose le point M à droite de F, voyons ce qu’il faut faire , pour répondre au cas où l’on supposeroit le point demandé à gauche de ce même point F.
Pour cela, au lieu de prendre pour l’inconnue, comme cidessus, la dbtancc du point F au point cherche ; prenons à volonté un autre point K, au-delà du point M', qu’on obtiendroit en faisant F M'=/n', et choisissons pour l’inconnue la distance de ce nouveau point K au point demandé ; nommonsy cette inconnue, et h la distance arbitraire FK.
Il est clair que pour avoir le point M, qui donne la solution déjà obtenue ci-dessus, je n’ai qu’à mettre dans l’équation x=m trouvée , y — h à la place de x et réciproquement lorsque j’aurai l’équation eny , pour retrouver l’équation en * , je n’aurai qu’à y substituer A-j-v à la place de y.
Maintenant, pour avoir l’autre point qui satisfasse à la question, s’il s’en trouve un second à la droite du point K comme le premier, j’observe que s’il en est un en effet, comme il se trouve alors du même côté que M , la mise en équation du nouveau problème ne peut différer en rien de la mise en équation du premier, qui avoit pour objet de trouver le point M ; les deux systèmes étant en effet dans ce cas directement corrélatifs. Donc la même équation doit me donner les deux solutions , c’est-àdire, que la distance du point K au nouveau point cherché, est la seconde valeur de y , que doit donner l’équation , où cette quantité y est prise pour inconnue.
Cela posé , s’il y a en effet deux points qui satisfassent ît lu question , il est clairque l’un doit être placé à droite et l’autreÀ gauche du point F; car s’ils avoient été tous deux à droite, il n’y auroit point de raison pour que l’équation trouvée en a; eût donné l’une de préférence à l’autre ; donc s’il y a un nouveau point à droite de K , qui satisfasse à la question proposée , il ne peut être plac^qu’entrc K et F. Donc nommant dans cette nouvelle question comme dans la première , x la distance de ce poin l
cherché au point F, on aura à cause de KF = A, y = h — x. Donc pour avoir x, il faut substituer dans l’équation trouvée en y, h — x , au lieu de cette quantité^. Mais comme on l’a vu ci-dessus, pour trouver le point M, il auroit fallu substituer h+x à la place de y. Donc les deux équations qui doivent donner l'une la distance de M , l’autre celle de M', ne différent que par le signe de l’inconnue. Donc il n’y a qu’à changer le signe de l’inconnue dans la première, pour avoir la seconde. Donc la racine qui donnera la nouvelle inconnue sera précisément celle qu’avoit donnée l’autre avec le signe négatif; donc en effet, il y a un nouveau point qui résoud la question, lequel est placé entre K et F, précisément an point M', paiaque par hypothèse , pour avoir ce poiiU M', on a porté de F en M', la quantité m qui étoit la valeur que la première équation avoit donnée pour v, avec le signe négatif.
On voit que la raison pour laquelle il s’est trouvé une racine négative pour x , c’est qu’on n’a voit exprimé que partiellement les conditions du problème , en supposant dans la mise en équation , que le point demandé devoit se trouver à droite du point F; mais que les deux racines sont devenues toutes deux positives , du moment qu’en transportant le point hxe en K, on a cessé de restreindre l’hypothèse , et qu’on lui a donné l’étendue nécessaire, pour qu’elle pût comprendre les deux solutions dont la question étoit susceptible. Ainsi chacune des racines correspond à une question partielle , qu’on peut embrasser par une seule et même équation , dont les deux racines soient signihea» liveÿ et n’exigent aucune modiUcalion.
58. Ponr donner an autre exemple , supposons que l’équation trouvée se rapporte à une courbe , dont l’appliquée considérée comme l’inconnue soit représentée par _y ; et que pour une certaine valeur déterminée de l’abscisse , il y ait parmi celles de y ^ une ou plusieurs valeurs négatives.
Il suit de ce qui a été dit (67), que chacune des racines positives donne pour y , une valeur qui satisfait imm Aiatement aux conditions par lesquelles est déterminée la nature de la courbe, et aux hypothèses sur lesquelles le raisonnement a été établi. Ainsi, par exemple, si ce raisonnement a été établi dans la supposition que les appliquées seroient prises à droite de l’axe, chaque racine positive donne réellement un point de la courbe à droite de l’axe, mais aucune des racines négatives ne peut satisfaire à cette même supposition. Il faut donc, pour savoir ce que signiilent ces racines négatives, en changer le signe, et voir quelles modifications l’on doit faire éprouver au système sur lequel le raisonnement a été établi , pour que l’équation ainsi changée y satisfasse, c’est-à-dire, exprime sur ce nouveau système , les conditions données par lesquelles est déterminée la nature de la courbe.
Or je dis que ce nouveau système auquel satisfera l’équation ainsi modifiée , n’est autre chose que la portion de ïourbe située de l’autre côté de l’axe, par rapport au système primitif, c’està-dire, par rapport à la portion de courbe sur laquelle le raisonnement a été établi et l’équaiion trouvée.
Car en prenant pour inconnue l’appliquée que je nommey , on prouvera par le même raisonnement que ci-dessus , que si chaque racine positive de y désigne un point à droite de l’axe des abscisses, chaque racine négative doit désigner un point de l’autre côté ; d’où l’on voit que dans une même courbe, les branches situées des deux côtés différens par rapport à un axe quelconque, forment deux systèmes indirectement corrélatifs.
5^. C’est sur de semblables exemples, fréquens à la vérité, qu’on a cru pouvoir conclure généralement , qu’en géométrie les racines négatives iudiquoient toujours des quantités cllectives,
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prises seulement dans le sens opposé à celui des racines positives ; mais cette conclusion paroit sujette à bien des restrictions , car si le signe négatif qui affecte ces racines peut venir, comme on l’a vu ci-dessus , de ce que la question proposée renferme en clle-inème des conditions incompatibles ou de ce qu’on auroit établi le raisonnement sur des hypothèses incompatibles avec ces mêmes conditions; ce signe peut venir aussi, de ce que les transformations algébriques auroient amalgamé des racines insignihantes avec les racines positives , les seules qui résolvent réellement et pleinement la question ; et il est aisé défaire voir par maints exemples, 1°. qu’il se trouve en effet souvent des racines négatives absolument insignifiantes ; a®, que dans le cas même où elles sont significatives, elles ne doivent pas toujours être prises dans le sens opposé aux racines positives.
Il est clair, par exemple, qu’un cercle ne peut avoir deux rayons : cependant si l’on nomme a, i, c , les trois côtés d’un triangle proposé , et qu’on demande le rayon R du cercle circonscrit , on aura comme on sait
_ abc
V ao*i*-t-aa’o*-i-a 6’c’ — -t- é* -f- C*)
ce qui feroit pour R deux valeurs, l’une positive, l’autre négative , si l’on donnoit le double signe au radical ; mais un cercle à rayon négatif est absurde; la seconde racine est donc insignifiante.
Pour second exemple, proposons-nous la question suivante.
Deux points A, B, (fig. 3) étant donnés sur la circonférence d’un cercle, trouver sur cette circonférence un troisième point K, dont les distances respectives AK, BK, aux deux points proposés soient en raison donnée.
Je prends BK pour inconnue, et je suppose
l’inconnue BK= x
1 J . ak
le rapport donné ■ a
BK
la droite donnée AB b
l’angle connu AKB= Je.
Par les propriétés connues des triangles, nous aurons AB' = AK' + BK' — aAK.BK.cos.ARB; ou à cause de AK=a.BK, b' =a'x’‘+x' — lax'cos. b ; d’où l’on tire
1 + a* — 3acos.il'
Voilà bien deux solutions algébriques , c’est-à-dire deux racines , l’une positive , l’autre négative ; et il ne peut y avoir d’incertitude sur l’emploi de la première; mais que signifie la racine négative?quelle sera dans cet exemple l’application deceprincipe qu’il faut prendre les racines négatives dans le sens opposé aux racines positives? dira-t-on qu’il faut du point B avec la valeur absolue trouvée pour x, décrire un arc K R, et que les points K, R donneront les deux solutions? Mais cela n’est pas; car il est visible que si , par exemple , on supposoit AK double deBK, c’est-à-dire, a= 3 , K et R ne pourroient remplir en même tems l’un et l’autre cette condition : et de plus BK et BR ne se trouveroient pas pris en sens opposés , comme on suppose que cela doit être ; et comme d’un autre côté celte seconde racine ne peut être fausse, pubqu’elle est rigoureusement déduite d’une mise en équation exacte, il suit qu’elle est purement insignifiante.
11 y a plus, le problème a réellement deux solutions effectives ; mais la racine négative trouvée ci-dessus , ne se rapporte à aucune des deux, et pour trouver la seconde, il faut mettre le problème en équation, en partant d’une nouvelle hypothèse.
En effet, nous avons supposé que le point cherché K étoit dans la partie AKB de la circonférence, et la solution trouvée s’adapte à cette hypothèse ; mais il n’y a aucune raison de supposer que le point cherché est placé plutôt sur cette partie de la circonférence que sur l’autre. Supposons donc maintenant que le point cherché soit situé en K': l’angle AK'B étant supplément de l’angle donné b ; il est clair qu’on aura cos. AK'B = — cos. b ; donc l’équation trouvée ci-dessus devient pour le cas présent ,
i-j-a*-t-aacos.^'
équation dans laquelle la seconde racine est par les mêmes raisons que ci-dessus purement algébrique et insignifiante.
Les deux solutions effectives du problème peuvent être , comme on le voit, réunies sous cette même formule ;
V i4-a‘=fc2ucos.v
formule qui n’est ni l’une ni l’autre des équations trouvée» cidessus.
4o. Nous venons de voir que quoiqu’une équation ait deux racines, elles ne donnent pas pour cela deux solutions effectives pour la question proposée. Le même exemple nous servira à prouver, que quoiqu’un problème soit susceptible de deux solutions effectives, il ne s’ensuit pas que l’équation finale doive avoir deux racines ; mais qu’on peut trouver séparément chacune d’elles , par une équation du premier degré. Cela dépend d’un choix convenable de l’inconnue.
En effet, abaissons la perpendiculaire KD sur AB, prenons ÂD
pour inconnue ■===:, et nommons ce rapport z. Le triangle AKB
nous donnera BK : AK : : sin. KAB : sin. KBA ou c’est-
BK
à-dire, a ou asin. KAB = sin. KBA = sin.(i-f-KAB) sin.KAo
= sin.i-.cos.KAB-t-cos.-t.sin.KAB ; divisant par sin.KAB, on aura a= sin. i.cot. KAB-^-cos. A
Mais .il est évident que le triangle rectangle AKD donne ÂD
cot.KAB=-=- = z; substituant donc dans l’équation précé- KD
, , , „ . O — cos./ê' ,
dente cette valeur de cot.KAB; on tirera z= — : — ^ , équa-
sin. i ^
tion qui n’est que du premier degré.
Celte solution répond comme ci-dessus à la portion AKB de la circonférence. Un raisonnement semblable fait sur l’autre
partie tlonncroil pour la seconde solution z
o + cos.I
et
sin.(
lions pourrons réunir ccs deux solutions sous une seule et même a cos. k
formule z — -
sin.A:
-, quoique trouvées chacune séparé-
incnl par une équation du premier degré.
Cela arrive ainsi, parce que, quoique le problème soit susceptible de deux solutions , et que par conséquent l’équation doive naturellement monter au second degré , les facteurs de cette équation se trouvant rationnels , elle se décompose en deux équations du premier degré ; et la même chose a lieu pour les degrés supérieurs, lorsqu’on tombe sur un lieurcux choix des inconnues ; car nous verrons que par une équation du second degré , on obtient quelquefois la solution d’une question qui a quatre , huit et meme seize solutions effectives différentes.
4 1 • Je conclus dc-là , qu’on ne sauroit juger exactement du nombre des solutions effectives d’un problème, par celui des racines algébriques positives et négatives de l’équation , faisant même abstraction des racines imaginaires; que le nombre des racines algébriques positives et négatives peut être plus grand que celui des solutions effectives , parce que les diverses transformations qu’il a fallu faire subir à l’équation pour la rendre rationnelle, ont pu amalgamer des racines insigniQantes «veç les racines effectives ; que le nombre des solutions effectives peut aussi être plus grand que celui des racines algébriques, parce que l’équation a pu se décomposer en plusieurs facteurs rationnels, dont quelques-uns ne sc trouvent plus dans l’équation finale. D’où il suit que la règle de porter les racines négatives, en sens contraire des racines positives , est au moins très- vague. Mais nous allons faire voir de plus qu’elle est fautive, et que même, lorsque les racines négatives indiquent des solutions effectives , ces racines ne doivent pas toujours être prise en sens opposé aux racines positives.
4ti. Proposons-nous celle question. Une corde BC étant
tracée
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Iracée à volonté dans un cercle donné (fig. 4) mener du point A , où l’arc CAB est coupé par la perpendiculaire élevée su rie milieu de BC, une nouvelle corde AK , telle que la partie H K interceptée entre la porde donnée BC et l’autre extrémité K de la oorde AK, soit égale à une ligne donnée.
Je prends A^II pour l’inconnue, et je suppose ,
l’inconnue A H = . • ■ .
la corde donnée BC. = a
la droite donnée H K = b
la perpendiculaire connue AF = c
Par la propriété des cordes qui se coupent dans le cercle, nous aurons HK .Âïî ou = BH . CH = ( BF -1- FIJ ) ( BÎ’— FÎT)
= BF= — FÎÎ’=ia’— Fïi’.
Mais le triangle rectangle AFH donne FH' =AH’ — AF* — z' — c'. Substituant cette valeur de FH* dans l’équation précédente, nous aurons = ^o* — z* + c*, d’où l’on tire
zz= c' + jo.' + ^b' -, ce qu’il falloit trouver.
De ces deux racines, l’une positive, l’autre négative ; la première répond immédiatement à la question proposée, et à l’hypothèse sur laquelle le raisonnement a été établi ; savoir que KH est placée sur l’aire même du cercle : la seconde répond à l’hypothèse où H tombe roit en dehors de BC sur son prolongement en H'; car il n’y a pas de raison pour supposer H sur BC plutôt que sur son prolongement. La condition étant seulement que la partie interceptée entre BC et la circonférence soit =6, on peut la prendre en dehors , de K' en H', aussi bien qu’en dedans , de K en H. Voilà donc la seconde solution effective qu’indique la racine négative. Or AH et A H' ne sont point prises en sens opposés. Donc, ainsi que nous l’avons avancé , les racines négatives , même lorsqu’elles expriment des solutions effectives, ne se trouvent pas toujours en sens contraire aux racines positives.
Cette solation confirme encore ce que nous avons dit cidessus ; savoir , que par un choix convenable des inconnues , il est possible d’obtenir une équation finale d’un degré moindre que le nombre des solutions effectives, dont le problème est susceptible ; car dans le cas présent , quoique l’équation ne monte qu’au second degré , le problème a réellement quatre solutions , savoir les deux qu’on vient de trouver à droite du point F, et deux autres pareilles à gauche , puisque la figure étant symétrique, il n’y a pas plus de raison pour que les points H, II', tombent à droite plutôt qu’à gauche du point P.
Il seroit facile d’obtenir ces quatre solutions par une seule et même équation du quatrième degré, en prenant une autre inconnue, par exemple F H. Car en nommant y cette nouvelle inconnue, nous aurons par le triangle rectangle AFH, FH* Œ. AU^ — AF^, ou — e*, ou ^=dcV^z‘ — c*, ou
^ = iôrfct/c'-t-ia'+IF*)" — c*j.
équation qui donne les quatre solutions demandées ; les racines positives indiquant comme ci-dessus FH, FU', et les racines négatives, les mêmes quantités prises dans le sens opposé.
43. Par tout ce qui vient d’ètrc dit, on voit que la règle donnée ordinairement pour l’emploi des racines négatives en géométrie, n’est point exacte; mais elle l’est, ainsi que nous l’avons démontré ci-dessus (i»7) , pour un cas très- général , (pourvu, comme on le verra (6i), qu’il n’entre pas d’imaginaires dans ces racines) , celui où la question est réduite à trouver, comme dans l’exemple précédent , la partie Fil d’une droite fiC, déterminée de position , à partir d’un point donné F ; car alors les racines positives sont poiHées dans le sens FH, conformément à l’hypothèse snr laquelle le raisonnement a été établi, et les racines négatives de l’autre; et c’est ce qui fait, que dans les courbes dont l’équation exprime le rapport de l’abscisse et de l’appliquée respectivement parallèles à deux axes donnés, cette équation monte toujours au degré marqué par le nombre des
points d’inlerseclion de la courbe avec chaque abscisse ou chaque appliquée. Mais cela n’auroit pas lieu ainsi, et l’équation monteroit tantôt à un degré plus haut, tantôt à un degré moindre , si l’on changeoit le système des coordonnées , en cessant de les prendre respectivement parallèles à deux axes donnés. Car par exemple , en prenant dans une section conique , pour coordonnées , les deux rayons vecteurs ou distances aux deux foyers, l’équation n’est plus que du premier degré, et elle monte au quatrième, si au lieu des foyers on prend , parexemple^ les sommets de la courbe.
Ce qui a été démontré (37) pour la ligne droite , est visiblement applicable à la circonférence d’un cercle et à toute autre courbe. Si l’équation qui donne la solution d’un problème a pour racine un arc négatif; cet arc doit être pris positivement du côté opposé, pourvu qu’il n’entre point d’imaginaires dans cette racine.
44. De ce que la règle communément établie pour l’applicatiou des racines négative.s en géométrie est sujette à exceptions , il ne s’ensuit nullement que ces racines doivent être rejetées comme inutiles. Car d’abord fai démontré (37) que la règle devoit avoir son application , lorsque la question est ramenée à trouver la distance d’un point cherché à un autre point donné sur une ligne donnée, pourvu que l’équation finale ne renferme point d’imaginaires, et il est évident que la même chose a lieu toutes les fois que la question se réduit à trouver les distances d’un point cherché à des axes ou plans fixes quelconques : ce qui est le cas le plus ordinaire. De plus , quoique les racines négatives et imaginaires ne soient que des formes algébriques , insignifiantes par elles-mêmes , nous avons vu que par leurs transformations elles peuvent ramener à des résultats réels et effectifs ; et nous avons fait observer que c’est précisément dans l’emploi de ces formes algébriques sous ce rapport, que consiste la nature même de l’analyse, et son avantage sur la la synthèse. Tout cela est parfaitement étranger à la fausse
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application qu’on pourroit en faire dans la solution des quelques questions particulières de géométrie. Revenons à la discussion générale.
45. Nous avons vu (37) comment il est possible qu’une même formule réponde immédiatement et sans aucune modification, à deux questions différentes, et qui traitées autrement, auroient exigé deux solutions particulières. Une même formule peut également comprendre trois ou un plus grand nombre de questions , cl l’on pourroit demander comment ayant la formule spéciale, propre à chaque question particulière, on pourroit trouver la formule générale qui les comprendroit toutes; c’està-dire , qui seroit applicable à chacune d’elles, immédiatement et sans aucunes modifications. On peut y parvenir par divers moyens, et c’est ce qu’on obtiendroit d’une manière générale, si l’on pouvoit rapporter toujours ces diverses formules particulières à leur origine commune, c’est-à-dire, si l’on pouvoit éliminer de ces formules , les quantités respectivement inverses qui les rendent disparates , et remettre à leur place les quantités directes dont clics sont les différences (24).
En effet , puisque la quantité inverse p (24) , n’a été introduite dans le système, que par la substitution de n — p à la place de /«, il est clair qu’on reviendra au premier ordre de choses , c’est-à-dire, à la formule qui ne contenoit pas de quantités inverses, et qui par conséquent étoit applicable aux deux systèmes , en remettant n — m à la place de p ; et si l’on fait la même chose pour toutes les antres quantités respectivement inverses entre les deux systèmes, la formule deviendra immédiatement applicable à chacun d’eux , sans aucun changement de signes, et sera par conséquent la formule générale cherchée.
Par exemple , dans le triangle ABCD ( lig. 1 ) cité plus haut , on a pour le système primitif, c’est-à-dire, lorsque D tombe cntrcBelC, AB’ — AC’=BC’ — aBC.GD, et dans le système transformé; c’est-à-dire, lorsque C tombe entre B ctD, ÂB’-- ÂC’ = BC’ -1- sBC.CD.
Ces deux formules difi’èrcnt , parce que dans le dernier cas , CD est inverse, attendu qu’on y a CD = BD — BC ; tandis que dans le premier, on avait au contraire, CD = BC — BD. Mais si l’on veut trouver une formule qui soit immédiatement applicable aux deux systèmes, il n’y a qu’à éliminer la quantité inverse CD, en substituant sa valeur en quantités directes, laquelle est pour le second système, par exemple , comme on vient de voir CD = BD — BC : ce qui donnera AB^ — AC'' = aBC.BD — BC. Equation qui a lieu, soit que le point C tombe entre B et D , soit que le point D tombe entre B et C.
Mais si le poinlC après être parvenu entre B et D , continuoit sa route cl passoit au-delà du point B, la formule pourroit changer, parce que nous sortirions de la définition établie (a4), en ce qu’elle suppose que les quantités M, N, demeurent toujours finies, c’est-à-dire, ne passent ni par o , ni par oo , pendant toute la mutation du système : or ici BC passeroil par o, au moment de la coïncidence de C avec B. Celte formule changeroit en effet, car prenant pour terme de comparaison ce système , lorsque C est entre B et D, on a pour ce même système BC = BD — CD. Au lieu qu’après le passage de C au-delà de B, on a au contraire, BC =CD — BD. Donc BC est inverse; donc il faut mettre — BC à la place de BC , pour rendre la formule précédente immédiatement applicable à ce dernier cas. Donc la formule devient AC’ — AB’ =BC’-+- 2 BC.BD.
De même, soit AMBM' (fig. 5) une courbe rapportée à l’axe AB; nous avons vu que les branches A MB, AM'B , situées des deux côtés de l’axe, forment deux systèmes indirectement corrélatifs , dans lesquels les appliquées correspondantes EM, FM', sont inverses l’une à l’égard de l'autre; et en effet , si sur le prolongement de MM' on prend à volonté un point fixe K, on aura FM=KM — KF, et au contraire, FM' = FK — KM' : mais si l’on veut faire disparoîlre ces
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quantilüs respcclivcmcnt inverses, afin d’avoir une équation qui donne les deux points M, M', sans aucun changement do signe , il n’y aura, en nommant EM, j', KM, z, et la constante KF, O ,• il n’y aura , dis-je , qu’à substituer dans l’équation trouvée pour le point M rapporté à l’axe AB, z — a à la place de J', car l’équation en z appartiendra alors , et sans aucun changement de signe , au point M' aussi bien qu’au point M.
46. Puisque les formules propres à deux systèmes indirectement corrélatifs, ne diffèrent entre elles que par les signes dont sont aifeclécs les quantités qui composent ces systèmes , il suit que si ces formules ne renferment que ces mêmes quantités élevées au carré , les formules propres à l’un sont immédiatement applicables à l’autre; car pour rendre les formules de l’un immédiatement applicables à l’autre, il n’y a qu’à changer le signe des quantités qui sont inverses dans celui-ci ; mais le changement du signe de la quantité simple ne changera pas celui de son canré. Donc la formule restera la même; c’est-à-dire, qu’elle sera immédiatement applicable an système transformé comme an système primitif.
C’est ainsi que l’équation AB’ — AC’ = BD’ — CD’ appartient au triangle considéré ci-dessus , soit que le point D tombe entre B et C , soit que C tombe entre B et D ; soit enfin que H tombe entre C et D.
4 y. Enfin toute formule du système primitif à deux termes seulement , est aussi immédiatement applicable à chacun des systèmes qui lui sont , soit directement , soit indirectement corrélatifs. En effet, si elle ne l’éloit pas, il faudroit pour qu’elle le devînt , changer le signe des quantités qui deviendroient inverses ; mais la formule ne changeroit pas pour cela , puisque si l’un des termes devient négatif, il faudra que l’autre le devienne aussi; car une valeur positive ne peut jamais se trouver égale à une valeur négative.
Par exemple, lorsque deux droites AD, BC (fig. 6), se
coupent au'dcdans d’an cercle en un point R, on a , comme l’on sait, réqnation AK.DK,=BK.CK qui est à deux termes.
Concevons maintenant que le système change par degrés insensibles, de manière que le point K d’intersection sorte de l’aire du cercle, et qu’ainsi le système devienne tel qu’il est représenté (fig. 7), on aura également , dans ce système transformé , AK . OK = BK . CK. Cependant CK est devenue inverse ; car dans le premier système on a, CK=CB — BK, et dans le second, au contraire, on a, CK = BK — CB : par conséquent CK doit changer désigné. Mais comme d’un autre côté , DK devient aussi inverse , puisque dans le premier cas , on a »
DK = AD — AK, et dans le second cas, au contraire
DK=AK — AD; il suit que DK doit aussi changer de signe , et que par conséquent, l’équation finale doit se retrouver la même, que lorsque le point d’intersection K éloit au-dcdaiis du cercle.
48. D’après ce qui a été dit (a4), pour juger si une quantité rpstc directe ou devient inverse, pendant la mutation du système , il faut que lés deux quantités , comme M , N dont elle est la diil'érence, demeurent finies pendant cette même mutation ; c’est-à-dire , qu’elles ne passent ni par o ni par 00 .
Supposons donc M>N et soitM — N=P, concevons que le système varie, sans que ni M ni N passent par o on par ao que M devienne m; N, n; P,p, en ne considérant toujours que les valeurs absolues de ces quantités.
Supposons de plus, que pour ce changement. Met N aient commencé , la première allant en diminuant, la seconde en augmentant, à se rapprocher l’une de l’autre jusqu’à devenir égales, et par conséquent leur difierence P égale à o; qu’ensuite ces deux quantités continuant, la première à diminuer, la seconde à augmenter, celle-ci devenue «, se trouve plus grande que m , valeur que l’autre est supposée avoir prise en même temps ; leur différence p, qui éloit P dans le système primitif, sera
devenue inverse, et l’dn aura par conséquent /j=n— OT,aulieu de P=M — N, qui a lieu dans le système primitif.
Donc lorsqu’une quantité devient inverse par ce mode, il faut nécessairement que les deu.v quantités dont clic est la différence, aient passé par le rapport d’égalité, et que celte quaulilc clle-méme ait passé par o.
4g. Mais la quantité p peut aussi devenir inverse, par un mode autre que celui qu’on vient d’indiquer ; c’est en passant par 00 , au lieu de passer par o ; alors les deux quantités dont elle est la différence, peuvent être également considérées comme ayant passé par le rapport d’égalité, mais en devenant l’une et l’autre infinies.
En effet, je dis que si p est devenue inverse, - l’est aussi
devenue. Il est clair d’abord qu’au moment où p est devenue o,
- est devenue oo . 11 faut donc prouver que quand M est deve* P
nue m, et N , n; - est devenue inverse aussi bien que p.
Or puisqu on a^p=n — m, on a aussi - = ■: =
OU “ = — ; — , donc ( 25) , 1 cquatiou
p m +71 —^mn m*+n*—2mn
primitive à laquelle celle-ci répond doit être telle , qu’en y remettant pour ces quantités leurs correspondantes, et changeant le signc'de celles qui ont pu devenir inverses, elle s’accorde avec celle qui précède; mais par hypothèse m et n n’ont passé ni par o ni par oo ; elles sont donc restées directes , et ne doivent pas changer de signes, p au contraire est devenue inverse par hypothèse, il faut donc que son signe ait changé. Donc l’équation primitive a dû être
P~M*+N‘— aMN M*-i-N*— Î.MN’
donc - est dans le nouveau système la différence de deux quan-
tités
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tilés — quLonlchaneéd’oriîrc;c’est-
à-diro , düiil la plus petite se Irouvoit la plus grande dans le système primitif, et réciproquement. Donc - est devenue inverse,
comme nous l’avions annoncé; c’est-à-dire, qu’en général, lorsqu’une quantité quelconque devient inverse, l’unité divisée par cette même quantité, devient aussi une quantité inverse.
SOt On voit par-là qu’une quantité peut devenir inverse, par deux modes différens ; ou en passant par o , ou en passant par «.Cependant on ne sauroiten conclure, que réciproquement toute variable qui passe par o ou par oo devient pour cela nécessairement inverse ; car en supposant que p devienne inverse, p‘, par exemple, ne le deviendra pas pour cela, quoiqu’elle ait évidemment passé par o ou par ao en même temps que p. En effet, si/>* devenoit inverse, elle changeroit de signe; or c’est ce qui n’arrive pas , quoique p en change , puisque ( — pY fait toujours p*. Donc cette quantité p* n’a pas changé de signe on passant par o ou par oo ; donc elle ii’cst pas devenue inverse.
5lt Quant aux quantités constantes, c’est-à-dire celles qui restent les mêmes pendant toute la mutation, on peut les regarder comme faisant partie de chacun des systèmes corrélatifs en particulier ; et puisqu’elles ne peuvent passer ni par o , ni paroo , leur signe de corrélation avec le système primitif est toujours -h.
5a. Des quantités qui composent le système primitif ne sont que des quantités absolues, et les signes qui ei\trcnt dans l’expression de leurs rapports ne servent qu’à indiquer des opérations toujours exécutables (5i); ainsi ces quantités n’ont, à proprement parler , aucun signe de corrélation. Cependant , comme parmi tous les systèmes qui sont en corrélation directe avec ce système primitif, le premier en ordre est ce système primitif lui-mème, on peut regarder chacune des quantités qui le composent comme étant en corrélation directe, et par consé-
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qaent lai donner + pour signe de corrélation. C’est ainsi qnt
noos en userons ordinairement
53. En regardant tons les systèmes qni sont corrélatifs entre cox , comme les di£férens états du système primitif qui varie par degrés insensibles , on pourra regarder les formules trouvées pour ce système primitif, comme appartenant à tous les autres, en 'supposant qu’alors les quantités qui y entrent cessent de représenter ces quantités primitives ; mais qu’elles y expriment les valeurs corrélatives qu’elles ont dans le système auquel ou voudra les appliquer. C’est dans ce sens que ces formules deviennent générales ; mais alors l’application à chaque cas particulier ne peut réellement être effectuée , qu’en opérant cette substitution de la valeur corrélative , à la place de la quantité absolue correspondante dans le système primitif. Il faut donc dans toute formule générale, regarder les lettres ou caractères quelconques, employés pour exprimer les quantités, non comme les quantités même sur lesquelles le raisonnement a été établi , mais comme les valeurs corrélatives de celles qui leur correspondent dans le système particulier auquel on veut faire l’application de ces formules.
54. Ce que j’ai dit jusqu’à présent , ne concerne encore qup le cas où la transformation du système, est supposée n’avoir pas été jusqu'au point d’exiger une plus grande mutation dans les signes des formules contenues au tableau général (a) que celle de -l- en — pour les quantités simples qui entrent dans la composition du sy.stême. Voyons maintenant ce qni arriveroit , si la transformation étoit poussée au point, que pour faire cadrer les formules du tableau avec le nouvel état du système, il fût nécessaire de rendre imaginaire le signe d’une ou plusieurs de ces quantités.
Nous avons vu (a4) qu’en laissant subsister les quantités primordiales M , N, dans les formules, elles demeurent applicables sans aucun changement de signes à tous les systèmes possibles ; •oit que M reste plus grande ou devienne moindre que N : qu’en
nommant P leur différence , les formules demeurent encore applicables sans changement de signes au système transformé, aussi long-temps que M reste plus grande que N; mais que du moment qu’elle devient plus petite , ou que ces quantités passent à l’ordre inverse , il faut pour que les formules continuent d’étre applicables au système transformé, changer le signe do cette différence P.
Donc si au lieu de faire M— N=P, nous eussions fait M — N = P*, c’est de P* qu’il auroit fallu changer le signe , pour rendre propres au système transformé , les formules du système primitif f c’est-à-dire, que pour cela il auroit fallu mettre dans les formules du système primitif, —P* à la place de +P*. Mais substituer — P* à -b P*, c’est la même chose que de mettre PV^—ï à la place de P ou de FV^ + 1 ; donc pour opérer le changement nécessaire, il suffit de donner à P le coefficient on plutôt (6) la signe I, an lieu du signe V^ + 1 ou du coefficient naturel i ; c’est-à-dire , qu’alors pour établir la corrélation des signes , ce n’est plus le signe — qu’il faut prendre pour signe de corrélation de la quantité absolue P, mais le signe imaginaire V — >i.
De la même manière, on auroit pu faire M — NrriP*; et alors dans les formules du système transformé, ce seroit P’ qui seroit devenue inverse , ou dont il auroit fallu changer le signe de + en — , an système primitif, pour les rendre propres à ce système transformé ; et comme —P’ est la même chose que ( — P)’ on'
; il suit que pour rendre les formules du système primitif propres an système transformé , il n’y a qu’à substituer au signe -p, de la valeur absolue P, l’un de ces trois signes
—1 , , ,qui sont les trois racines cubiques
de l’unité prises négativement On voit ce qu’il y auroit à dire, si l’on foisoit M— N=P^, ou M— N=P, on &c. ; et par conséquent , comment pour appliquer les formules du système primitif au système transformé^
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il est possible qa’on soit obligé de changer le signe des quantités , on de quelques-unes d’enire elles , non pas de + en — , mais de -b en — 1 ou autre signe imaginaire.
55. On peut pousser la transformation plus loin j car an lien de supposer M — N égale à P ou P* ou P’ &c. ; on pourroitla supposer égale à P — Q, par exemple, ou P — Q*, ou P — Q*-l-R’, ou &c. , de ces substitutions faites pour M — N dans le système primitif, résulteroient dans le système transformé, lorsque M deviendroit moindre que N, des variétés nombreuses dans les signes ; oar alors, ce seroient les signes de ces fonctions (P — Q) , (P — Q*) &C. , qu’il faudroit rendre négatifs, c’est-à-dire, que ce ne seroit plus les signes des quantités simples du système primitif qu’il fiiudroit changer de -|- en — , pour établir la corrélation , ou pour rendre les formules de ce système primitif identiques avec celles du système transformé , ni même les signes de telle ou telle puissance de ces quantités ; mais celui de telle on telle fonction plus ou moins compliquée de ces quantités , prises seules ou combinées entre elles; c’est pourquoi, j’appelle cette espèce de corrélation , corrélation complexe.
56. Cependant malgré toutes ces substitutions , les formules du système variable considéré dans ses différens états , resteroient évidemment toujours les mêmes aux signes près, qui deviendroient pour chacune des quantités, tantôt négatifs, tantôt imaginaires de tel ou tel degré ; et comme il est facile de voir que par une suite de transformations , on peut non-seulement faire di.sparoitre , les radicaux d’une formule ou équation , mais même tous les termes négatifs, il suit que toutes les formules correspondantes de plusieurs systèmes corrélatifs , soit que cette corrélation soit directe , indirecte , imaginaire ou complexe , peuvent être ramenées à la même forme, laquelle, par conséquent, appartiendra à tous les systèmes, et exprimera les propriétés qui leur sont communes.
D’où il suit qu’ayant les formules applicables à un système
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quelconque de quantités, on obtiendra les formules applicables à tous les systèmes corrélatifs possibles , en changeant de tontes les manières possibles les signes des quantités qui y entrent, pourvu que l’on comprenne sous le nom de signes toutes les racines possibles , soit réelles , soit imaginaires de l’unité.
5y. D’après ce qui a été dit ci-dessus (54), on voit que les racines imaginaires d’une équation , sont encore plus éloignées de fournir la véritable solution d’un problème quelconque proposé, que ne le sont les racines simplement négatives; qu’elles annoncent des incompatibilités plus tranchantes encore, entre les conditions proposées et les hypothèses sur lesquelles le raisonnement a été établi. Mais de même qu’en changeant le signe des racines négatives , et faisant éprouver , soit aux données du problème, soit aux hypothèses sur lesquelles on établit le laisonnement, des modifications qui mettent d’accord ces données et ces hypothèses avec les équations ainsi altérées dans leurs signes; de même, en faisant des modifications plus on moins sensibles , aux signes qui entrent dans les racines imaginaires de l’inconnue , en même temps qu’aux données, et aux hypothèses qui servent de bases à la mise en équation , on pourra rendre les unes immédiatement applicables aux autres. Il n’y a de difi'érence qu’en ce que les modifications deviennent plus considérables, et que l’analogie du système corrélatif avec le système primitif est ordinairement plus difficile à saisir.
58. Proposons-nous, par exemple, cette question : une droite AB (fig. 8) étant donnée, trouver sur celte droite un point K , tel que le produit des deux segmeiis AK , BK , soit égal à une quantité donnée ; par exemple , à la moitié du carré de AB.
Comme je ne sais encore si le point K doit se trouver sur la droite meme ABou sur son prolongement , j’établis d’abord mon calcul , en supposant que c’est sur la droite même ; c’est-à-dire , que K tombe entre A et B.
Cela posé , prenant ÂK pour l’inconnue, je la désigne par x,
et je nomme o, la droite donnée AB; la condition du problème me donnera donc *(a— *) = ia* on x‘ — a*+ïO*=o; d’où je lire * = jorfc ]/ — jo*, c’est-à-dire qae x est imaginaire.
Je ne conclus pas de-la que la solution du problème proposé soit impossible; mais seulement qu’elle l’est dans la supposition que j’ai faite , que le point K est placé entre A et B ; c’est-à-dire , que le problème a pu être mal mis en équation , parce que j’aurai établi mes raisonncmcns sur une figure qui n’étoit pas celle que je devois considérer, ou qui ne pouyoit satisfaire aux conditions du problème. Pétablis donc de nouveau mon raisonnement , en partant d’une hypothèse, autre que cellequej’avois faite d’abord, c’est-à-dire, que je supposerai le point cherché, non sur ÂB comme je l’avois fait , mais sur un de ses prolongemens , par exemple , en K',
Alors la condition du problème me donne »(*— a)=ja* ou
«? — O»— 'îO*=o; d’où je tire a?=xa=fc:V^ jo‘; équation qui ne contenant plus d’imaginaires, résoud la question proposée.
Cette solution est double; l’une x=va-i- jo* étant positive, résoud sans difficulté la question , conformément à ma nouvelle hypothèse, c’est-à-dire, en supposant que le point cherché est sur le prolongement de AB , aurdelà dq point B ; ou que le point B se trouve entre A et le point cherché. Mais l’autre solution x=îa— jo* étant négative, ne peut se rapporter à la même hypothèse , et d’après ce qui a été dit ci-dessus (37) , il faut, pour en avoir la signification , changer le signe, et voir à quel système corrélatif l’équation ainsi modifiée pourra satisfaire. Or de ce changement il résulte, que l’équation sÇx — a)=|a*, quiexprime la condition du problème, devient, x(x-|-a) = :a*. Voyons donc à quel nouveau système corrélatif peut satisfaire cette nouvelle expression de la condition du problème.
Or il est facile de voir que c’est en supposant que le point K tombe sur le prolongement de AB, non du côté de B comme ci-dessus, mais du côté de A en K'. Et en effet, en partant de cette nouvelle hypothèse, x sera AK." et B K' sera x-|-a; d’où il
suit que la condition du problème sera et cette
équation donnera x =—iad= V |a‘, dont la racine positive est effectivement la même que celle qui s’étoit présentée négativement dans l’hypothèse précédente.
On voit que le signe imaginaire qui affecte la racine de l’équation , n’annonce pas plus que le simple signe négatif, l’impossibilité de résoudre le problème proposé ; mais seulement l’impossibilité de concilier les conditions de ce problème avec les hypothèses sur lesquelles on a établi le raisonnement, et que ce signe indique également dans l’un et l’autre cas, mais seulement d’une manière plus ou moins difficile à saisir, les modifications qu’il faut faire, soit aux unes, soit aux antres , pour rendre la solution possible. L’équation est la traduction exacte des conditions proposées, réunies aux hypothèses sur lesquelles on a établi le raisonnement, elle devient absurde, dès qu’elles ne peuvent être conciliées : il faut alors indispensablement modifier les suppositions desquelles on étoit parti , pour arriver à une véritable solution. Ces modifications se manifestent dans la forme de l’équation , qui devenant la traduction des rapports entre lesquels il ne reste plus d’incompatibilités, ne renferme plus ellemême que des résultats possibles, des quantités effectives , et des opérations exécutables.
Il peut se faire néanmoins que les conditions proposées soient par elles-mêmes impossibles, qu’elles renferment des contradictions ; et alors de quelque hypothèse qu’un parte , on arrivera toujours à uii résultat absurde; mais la nature même des signes , soit négatifs , soit imaginaires qui entrent dans ce résultat, indique les modifications qu’il faudroit faire éprouver à ces conditions elles-mêmes, pour que le problème devint possible.
Ce qui rend la solution d’un problème impossible étant l’incompatibilité des conditions proposées, soit entre elles, soit avec les hypothèses sur lesquelles on établit le raisonnement, on voit que ce problème devient alors trop déterminé ; qu’il se trouve des conditions , qui étant incompatibles avec les autres , rcndroieut le problème possible par leur suppression ; c’est-à-
dire, qu’on a établi le calcul sur des bases trop restreintes, rt qu’on ne doit considérer la question telle qu’elle a été résolue , que comme une question partielle, dont les racines réelles et positives donnent seules la véritable solution ; mais dont les racines négatives et imaginaires indiquent d’autres questions partielles, plus ou moins analogues à la première, lesquelles pourroient être réunies à ccUes-ci dans un énoncé général , auquel l’équation qu’on trouveroit alors seroit toujours applicable immédiatement et sans aucune modification dans les signes. C’est ce qu’on a déjà vu (ôy) , pour le cas des racines seulement négatives ; et ce qu’on peut voir de môme , pour le cas des racines imaginaires , sur l’exemple qu’on vient de traiter.
En effet , le problème a d’abord été mis en équation , dans l’hypothèse {tarticulière , que le point cherché K étoit placé entre A et B ; et cette hypothèse se trouvant incompatible avec les conditions du problème , les racines se sont trouvées absurdes , comme cela devoit être. Mais par la forme de ces racines, on a pu juger de la modification qu’il falloit faire à cette hypothèse; en conséquence, elle a été en effet modifiée, en supposant que le point cherché devoit se trouver à droite du point B. Cette nouvelle supposition pouvant s’accorder avec les conditions proposées, on a dû trouver une solution possible ; c’està-dire , une racine réelle et positive pour l’inconnue , et c’est ce qui est arrivé. Mais il y avoit une seconde racine absurde, et cette racine indiquoit que l’hypothèse d’où l’on étoit parti en dernier lieu, quoique juste, étoit cependant trop restreinte, pour satisfaire dans toute leur étendue aux conditions proposées, et elle indiquoit en même temps par sa forme, la nouvelle modification dont elle étoit susceptible; cette modification consistoit à supposer le point cherché à gauche du point A ; et cette dernière supposition nous a donné en effet une nouvelle solution.
On auroit donc eu tout à-la-fois les deux solutions dont le problème étoit susceptible, en établissant le calcul sur une hypothèse plus générale , comme il suit.
Au
Au lieu (le prendre pour l’inconnue la distance x du point A au point cherché, prenons en F un nouveau point éloigné de A d’une quantité arbitraire g, plus grande que la valeur trouvée ci-dessus pour et prenons pour nouvelle inconnue la distance de ce point F au point cherché. Il est clair qu’en nomniantjy cette nouvelle inconnue, on aura pour le point K' qui donne la première solution , x=jy — g-, donc il n’y a qu’à substituer cette valeur de x dans l’équation trouvée ci-dessus (58) , pour avoir celle qui doit donner FK' ou j. Or cette éîiuation devient ainsi^ — ~a‘, ou jr=:g-\-{a{iziz\/ 3); PIC' cf.t donc l’iinc de ces deux racines. Mais K" se trouvant par hypothèse à la droite de F aussi bien que K', il n’y a pas de raison pour que l’équation me donne plutôt l’une des solutions dont le problème est susceptible que l’autre, puisque les raisonnemens à faire dans les deux cas pour la mise en équation , doivent être absolument les mêmes. Donc la seconde racine est FK"; donc la même hypothèse me donne alors les deux solutions cherchées , parce que je lui ai donné une extension suffisante, pour répondre dans les deux cas aux conditions proposées.
Je serois parvenu au môme résultat, si au lieu de chercher FK', j’eusse cherché FK': car en nommant comme dans le premier cas , la distance du point fixe F au point cherché, et x la distance de A à ce même point , on auroit eu alors x =g — y , qui substituée dans l’équation * = — fa±V/ 50*, relative à ce cas où l’on suppose le point cherché à gauche du point A , donne g — jr = — jarfcV/ ja*, ou^=gr-f-jo(i±V^ 3) comme ci-dessus,
60. L’exemple précédent montre ce qui constitue la différence qu’il y a entre les racines positives, les racines négatives et les racines imaginaires. Les premières seules résolvent la question , immédiatement et sans qu’il soit fait aucune modification , ni aux conditions du problème , ni aux hypothèses sur lesquelles le raisonnement a été établi, ni aux équations qui expriment collectivement les conditions et les hypothèses. Pour que les
secondes résolvent .la question, il faut en changer le signe, et faire éprouver en même temps , soit aux conditions , soit aux hypothèses sur lesquelles on a établi le raisonnement, des modifications convenables, pour que ces équations ainsi modifiées , en soient la traduction exacte. Enfin , pour que les racines imaginaires résolvent aussi la question , il ne suffit plus de changer le signe de l’inconnue de + en — dans l’équation , mais il faut le changer de + en un signe imaginaire, et chercher ensuite quel nouveau système peut satisfaire à ce changement ou plutôt, ce n’est plus de l’inconnue elle-même qu’il faut changer le signe , mais c’est d’une puissance ou même d’une fonction plus ou moins composée de cette même inconnue.
Dans le cas traité ci-dessus , par exemple , ce n’est pas x, mais .T*, qui doit changer de signe , pour que l’équation devienne ,v(x-i-o)= ja* comme elle doitl’étre pour avoir la seconde solution, au lieu de* (a — *)=îa*,comme on l’avoit d’abord supposé. Ce changement opéré , il faut voir quelle est la modification qu’on doit faire éprouver en même temps au système sur lequel le raisonnement avoit été d’abord établi , pour qu’il puisse cadrer avec ce changement de l’équation. Or cette modification consiste à supposer le point cherché à gauche du point A.
Pour la première solution, ce n’est ni *, ni sa pubsance **, mais la fonction (a — x) dont il faut changer le signe, pour que i’équalion x(a — *) = ^a* trouvée d’abord , puisse devenir propre à exprimer véritablement les conditions du problème, et il faut voir ensuite, comme ci-dessus, quelle est la modification qu’on doit faire éprouver en même temps, au système sur lequel on avoit établi le raisonnement, pour qu’il puisse cadrer avec Je changement opéré dans l’équation. Or cette modification consbte à supposer le point cherché à droite du point B.
6l. Un des principaux points de la doctrine que j’ai déjà essayé de réfuloi (3q et suiv.) consiste à dire, que le calcul doit redresser de lui-meme l’erreur qu’on pourroit avoir commbe,
dans l’expression des conditions d’un problème; en supposant un point cherché sur une ligne donnée, à droite, par exemple, d’un autre point donné sur cette ligne, lorsqu’il doit être à gauche. Selon cette doctrine, en prenant pour inconnue la distaneedu point donné au point cherché, on doit alors trouver pour cette inconnue sa valeur même, seulement avec un signe contraire ; de sorte qu’il n’y a plus alors qu’à porter cette valeur dans le sens contraire à celui qu’on a voit supposé, pour avoir le véritable point cherché.
Il soivroit de là que le point K" satisfaisant véritablement à la question proposée, et AR" étant — |a*, on auroit dû trouver, en commettant l’erreur de supposer que le point cherché étoit à droite de A en K , au lieu de le supposer à gauche en K", comme il se trouve effectivement ; on auroit dû trouver , dis-je, pour AK , la même valeur que ci-dessus prise négativement. Or cela n’est pas, pubqu’on trouve (58), par cette fausse supposition, pour AK une valeur imaginaire. Le calcul ne redresse donc pas toujours l’erreur qu’on pourroit avoir commise sur la position d’un point cherché. Elle ne le redresse, que lorsque les deux systèmes comparés sont seulement en corrélation inverse, comme nous le supposons (43), et non lorsqu’ils sont en corrélation imagiuaire ou complexe, comme dans le cas présent.
62. Il suit de ce qui précède , que toutes les fois que l’expression des conditions d’un problème proposé ne conduit qu’à des racines qui ne sc trouvent pas réelles et positives , on peut conclure, que les hypothèses sur lesquelles on a établi le raisonnement , ne s’accordent point avec les conditions du prôhlême ; qu’il est impossible de satisfaire à ces conditions sans changer les hypothèses , ou de tenir aux mêmes hypothèses sans changer les conditions. Dans tous les cas, les équations qui sont faites 'pour exprimer tout à-la-fois, et les conditions, et les hypothèses , présenteront nécessairement des résultats négatifs ou imaginaires , dès que les unes ne pourront s’accorder
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avec les autres. Pour qu’elles n’offrent plus que des résultats significatifs, il faut donc absolument parvenir à concilier les hypothèses sur lesquelles sont établis les raisonnemens , avec les conditions du problème. Quelles que soient les modifications qu’il soit nécessaire de faire éprouver pour cela aux unes ou aux autres, les équations , qui ne sont toujours que la traduction des unes ou des autres collectivement , éprouvent nécessairement de leur côté des modifications analogues plus ou moins sensibles, suivant que les changemens faits soit aux conditions, soit aux hypothèses, sont elles-mêmes plus ou moins considérables.
Il y a plus encore : c’est qu’une racine , quoique réelle et positive, et quoique l’équation exprime bien exactement des conditions et des hypothèses d’accord entre elles, ne donne pas toujours une véritable solution j car il ne suffit pas que les conditions et les hypothèses soient d’accord , et que l’équation générale satisfasse aux unes et aux autres ; il faut encore qu’en particulier la racine qu’on veut appliquer à la solution satisfasse à ces conditions et à ces hypothèses. Pour que l’équation générale y satisfasse, il suffit qu’une de ses racines y satisfasse effectivement; mais si les transformations algébriques ont amalgamé à cette racine une autre racine qui n’y satisfait pas , celle-ci ne donnera point une véritable solution ; elle ne fera qu’infiiquer, comme le font les racines négatives ou imaginaires, une question analogue à la première, dont elle donnera la solution ; mais elle ne satisfera point à la question telle qu’elle a été proposée.
On demandera , s’il est possible , que les transformations algébriques amalgament aux racines effectives d’autres racines qui ne leseroient pas, et qui cependant seroient réelles et positives. Il seroit facile d’en citer beaucoup d’exemples. En voici un qui est assez simple , je le tire de la géométrie de Uossut, à qui cette observation n’a point échappé, {^yoyez son application de l’Algèbre à la Géométrie, n". a3, édition de l’an vin.) Le même exemple Se trouve dans l’arithmétique universelle de Newton.
Supposons que AÜC(fig. i) soit un triangle rectangle dans
DEPOSITION. 6i
lequel on connoisse l’hypothénuse BC, et la somme AB+AC + AD, des deux petits côtés et de la perpendiculaire, on demande la valeur de cette perpendiculaire.
Nommons a l’hypothénusc donnée BG , ô, la somme donnée AB+AC-t-ADjx,la perpendiculaire cherchée A D ; y , le côté inconnu A B-
Le triangle rectangle BAC donne a*=^* + (ô— x— ou a‘=sy* + b' — abx + x' — sb^ + uxy (A).
De plus, à cause des triangles semblables BAC, ADC, on a a : y \ :b — x — y : x ou ax — by — xy — y' (B).
Comparant les deux équations (A) et (B) pour éliminer^, et résolvant l’équation en x qui est du second degré, il vient x=a + ô±V^ 20*-H2oô.
Voilà donc deux valeurs pour x, c’est-.\-dire pour la perpendiculaire cherchée AD, toutes les deux positives. Or il est clair que la première de ces deux solutions est fausse, puisqu’il est visiblement impossible que la perpendiculaire x soit plus grande que a + ô.
Donc , il ne suilit pas que la racine d’une équation soit réel le et meme positive, pour donner la solution du problème dont elle exprime les conditions j il faut de plus que cette racine soit d’accord tout-à-la-fois , avec ces conditions et les hypothèses sur lesquelles le raisonnement a été établi.
Concluons do tout ce qui précède, qu’en général ,
1®. Pour que la solution d’un problème donnée par telle ou telle racine d’une équation soit effective , il faut que les condi~ tiens proposées , les hypothèses sur lesquelles le raisonnement est établi, et les constructions ou opérations quelconques qu’indique la racine de cette équation , soient toutes d’accord entre elles ^
3°. Que s’il existe quelque incompatibilité entre les unes ou les autres , on ne doit plus regarder cette racine que comme la simple indication d’une autre question analogue avec la pre~ mière , et que- pour en avoir la véritable signification , il faU[ rétablir le calcul sur d’autres conditions ou d’autres hypothèses ,
GEOMETRIE jusqu’à ce qu’elles soient toutes d’ accord , soit entre elles, soit avec les opérations qu’indiqueroit la racine de l’équation modifiée sur ces changemens.
3'. Que par conséquent , les racines négatives et imaginaires , ne sont jamais de véritables solutions de la question proposée , mais de simples indications de questions plus ou moins différentes des premières ; que souvent même elles ne sont que des formes algébriques absolument insignifiantes , que les transformations algébriques ont amalgamées avec les racines effectives.
4‘. Que les racines réelles et positives n’expriment pas plus des solutions effectives que les racines négatives ou imaginaires, et ne sont, comme elles , que de simples indications de questions analogues, lorsque les constructions ou opérations quelconques auxquelles elles conduisent, ne se trouvent pas pleinement d’accord avec les conditions proposées et les hypothèses sur lesquelles on a établi le raisonnement.
5*. Qu’aucune équation ou racine d’équation ne peut donner de solution effective tant qu’elle contient des quantités absurdes , ou des opérations non exécutables ; à moins qu’eUes ne se détruisent respectivement , comme il arrive dans les racines réelles des équations du troisième degré.
6*. Que cependant ces formes inintelligibles ne doivent point être négligées , et qu’on peut les employer comme les formes réelles , parce qu’il est possible de les faire disparoltre par de simples transformations algébriques , et qu’ alors il ne reste plus que des formules explicites et immédiatement applicables à l’objet qu’on s'est proposé , pourvu, ainsi qu’on l’a observé ci-dessus , que ces formules, les conditions proposées et les hypothèses sur lesquelles le raisonnement a été établi , soient toutes d'accord entre elles.
65. Tant qu’on ne sort pas de la synthèse, c’est à dire, tant qu’on no fait servir dans un calcul les signes + et — qu’à indiquer des opérations exécutables, il est impossible qu’il se rencontre des imaginaires , ni môme des quanütée négatives isolées j
elles ne commencent à paroitro, que parce qu’on sort de la mé-^ tliode synthétique, en employant ces signes à indiquer des opérations inexécutables , ou parce qu’on veut appliquer des résultats auxquels cette synthèse a pu conduire , à des hypothèses qui ne s’accordent point avec les conditions primitivement exprimées par ces résultats. Les valeurs négatives viennent, parce que pour exécuter les opérations indiquées, il faudroit retrancher une quantité eiTective de o , ou en général , une quantité quelconque d’une antre quantité moindre; et les imaginaires, de ce qu’on vent faire denouvellea opérations sur ces premiers résultats déjà impossibles. On peut donc regarder les équations ou formules, qui contiennent ces quantités négatives ou imaginaires, comme provenant d’autres formules primitivement possibles , parce que les quantités à retrancher s’y trouvoient moindres que celles dont on devoit les retrancher, et qui ensuite sont devenues impossibles en vertu d’un ebangement d’ordi-c qui s’est opéré entre les quantités par une mutation graduelle. En partant de là, on voit comment naissent successivement ces valeurs; et comme de toutes les opérations con nues de l’algèbre, il n’en estqa’unequi fasse naître les quantités imaginaires, que cette opération est l’extraction de la racine carrée, et que cette opération place toujours les deux signes -h cl — devant le radical, il est aisé de pressentir, que toutes les valeurs imaginaires possibles sont réductibles à cette forme dtV^ — B ou — I , et toutes les valeurs en partie réelles
et en partie imaginaires, à la forme A±BV^ — i ; que ces mêmes valeurs ne peuvent n.aître que deux à deux; et que par conséquent toute racine imaginaire dans une équation est nécessairement accompagnée d'une autre qui en diffère par le signe du radical qui exprime l’imaginaire. Mais les plus grands Géomètres s’étant occupés de ces vérités importantes, et les ayant démontrées rigoureusement, nous ne pourrions que répéter ce qu’ils ont dit à ce sujet.
En synthèse, il n’y a pas deux manières d’extraire la
G j: ü M E T R I E racine d’nne quanti té donnée; en analyse, il y en a autant qu’il y a d’unités dans l’exposant du radical. Mais que sont toutes ces racines, excepte celle que donne la synthèse elle-même , sinon des formes algébriques, inintelligibles dans leur état actuel, et qui ne peuvent devenir utiles que par des transformations? Il est impossible de prouver d’une manière satisfaisante , que ( — à)' donne a' , à moins que — a ne so trouve précédée d’une autre quantité absolue plus grande qu’elle; tous les raisonnemens par lesquels on prétendroit pouvoir établir ce principe pour d’autres cas , seroienl vicieux , car pour prouver que ( — à)'=a', il faudroit commencer par pouvoir dire ce qu’est — >a isolé. Or cela ne se peut, puisque — a est un être de raison. Ce qui est vrai et susceptible de démonstration , c’est seulement que la supposition de ( — a)*=o*, dans un calcul ne peut conduire à des résultats faux, lorsque par des transformations quelconques, on peut parvenir à faire disparoître ce qu’il y a d’inintelligible dans les expressions. Il est â-peu-pres ici comme dans l’analyse infinitésimale, en considérant les différentielles comme de véritables quantités. Dans celle-ci, on parvient h des résultats exacts, par compensation d’erreurs : dans la théorie des valeurs négatives et imaginaires , il n’y a point d’erreurs dans les équations , mais il y a des formes inintelligibles, qui s’éliminent les unes par les autres, et produisent ainsi des résultats exacts et susceptibles d’applications réelles.
65. Qu’on transforme d’une manière quelconque une équation qui a des racines positives , des racines négatives , des racines imaginaires , en conservant toujours la meme inconnue. Comme il n’y a réellement que telles ou telles manières de résoudre la question proposée , on ne sauroit parvenir à augmenter , diminuer ou changer les racines réelles et positives , qui sont véritablement et pleinement applicables à la question. Ces valeurs réelles et positives, qui satisfont pleinement à la question , et qui mises dans un cas pour l’inconnue réduisent l'équation ào = o, la réduiront toujours à o = o sous toutes les
autres
autres fonlics possibles. Mais il ii’cn est pas «le même des racines négatives ou imaginaires , ni niènic do celles qui ne résoudroient pas pleinement la question (65). Une tiansformation opérée sur une équation, peut faire naître ou disparoître un nombre indéfini de ces nouvelles racines, parce que les premières seules étant inhérentes à la question , et les seules qui la résolvent véritablement , ne peuvent jamais être éliminées , tandis que les autres ne faisant que mêler à la question principale d’autres combinaisons accessoires , on peut changer ou éliminer celle-ci de diverses manières.
Prenons, par exemple, l’équation x=a : en élevant au carre, j’ai x’=a' ou ** — a*=o ; voilà une transformation très-légitime, qui fait naître une racine négative qui n’existoit p.is, savoir x== — a; mais la racine positive x = a, n’a pas changé. J’élève encore au carré x'=a% j’ai x‘=a* ou ** — a*=o : nouvelle transformation, qui fait naître deux racines imaginaires qui n’existoient pas; savoir, *+ \/ — a=o, x — V — a = o,saiis rien changer à la racine réelle et positive, x — a, qui demeure inaltérable, on voit donc comment les seules transformations peuvent amalgamer aux racines qui donnent la véritable solution d’une question proposée , des formes algébriques insignifiantes par elles-mêmes.
Puisque les racines réelles et positives , qui donnent seules la véritable solution d’une question sont inaltérables , quelques transformations qu’on puisse faire subir aux équations, on voit que quand même on feroit passer ces équations par des formes imaginaires , pourvu qu’on finisse par les ramener à des formes réelles et positives ; c’est-à-dire, qu’elles ne renferment plus do quantités absurdes , ou d’opérations inexécutables , elles reproduijTont toujours ces mêmes racines réelles et positives. Ainsi l’analyse a cet avantage , de prendre les voies do simplification qni peuvent s’offrir, quand même elles exigeroient que les équations fussent mises en passant sous des formes non significatives , pourvu que ces équations restent toujours algébriquement exactes ; c’est-à-dire , que les transformations auxquelles
on les soumet demeurent toujours conformes aux strictes règles
de l’algèbre.
Une formule, quoique exacte , c’est-à-dire, quoique traduction exacte des données , peut contenir des valeurs absurdes ; en cifet, si elle exprime des conditions ou des hypothèses incohérentes et incompatibles , son exactitude consistera alors à manifester ces incompatibilités par des formes absurdes ou des opérations inexécutables ; car la synthèse , comme nous l’avons déjà dit, n’exprime que les rapports d’existence entre les quantités ; mais l’analyse exprime, et les rapports d’existence , et les rapports d’incompatibilité.
Dans le cas même où une formule exprimant des rapports impossibles , en manifeste la nature par l’indication de telles ou telles opérations inexécutables , elle peut néanmoins , par les transformations régulières de l’algèbre, être ramenée à une forme explicite ; mais alors elle n’exprimera plus du système, que les propriétés qui n’avoient entre elles aucune incompatibilité ; et si ces propriétés sont communes à ce système et à un ou plusieurs autres, cette formule appartiendra a tous à la fois, et par conséquent, la transformation aura dù la généraliser assez , pour la rendre applicable à chacun d’eux en particulier. Voilà pourquoi une équation qui avoit été faite pour exprimer telle ou telle propriété particulière, monte à un degré plus ou moins élevé, suivant que cette propriété appartient à un plus ou moins grand nombre de systèmes.
66. Il est aisé de voir qu’on peut aussi ramener à une forme commune , toutes les équations qui ne diffèrent entre elles que par les signes pris dans l’acception la plus générale j car on peut toujours , par les transformations ordinaires de l’algèbre , faire disparoître tous les radicaux , et ramener d’abord ainsi les formules à ne différer que par les signes -1- et — qui aflfectcruient les termes correspondans. Mais cette dernière différence disparoit également, en faisant passer dans un même membre tous les termes affectés du signe h- , dans l’autre tous les termes affectés du signe — , et élevant ensuite tout au carré.
Si donc on changeoit à volonté les signes qui entrent dans une formule quelconque exacte , en substituant au signe + le signe — , ou en général au coefficient naturel i de chaque quantité, un autre coefficient quelconque pris parmi les racines de l’unité, la formule ainsi altérée n’en seroit pas moins susceptible d’ètre ramenée à une formule exacte et explicite, par les simples transformations ordinaires de l’algèbre.
C’est par celte variété dans les signes, que se manifestent dans les formules propres à divers systèmes corrélatifs , les nuances qui les caractérisent ; c’est en formant le tableau général de ces variétés, qu’on indique les moyens d’appliquer à l’un les formules qu’on auroit pu trouver en établissant le calcul sur un autre, et c’est en les ramenant par les transformations algébriques à l’identité , qu’on trouve les propriétés qui sont communes à plusieurs d’entre eux ou à tous ensemble.
67. Supposons , par exemple, qu’on ait deux systèmes do quantités, dont l’un soit composé de a, x , y ^ et tel qu’on ail la formule x+_y = a, l’autre composé des quantités a, x',y, cl tel qu’on ait x' — y' =■ a ; ces deux systèmes sont évidemment en corrélation simple , mais indirecte , puisqu’ils prennent des formes identiques en changeant le signe dey . Cela posé , faisons subir R ces deux formules différentes une transformation commune , en transposant d’abord dans la première et a , et dans la seconde , les quantités correspondantes y' et a ,• ce qui don-
i^çrax 0= y, x' — a=y'. Puis élevant l’une et l’autre de
ces dernières équations au carré , ce qui donnera
x‘—2ax-\-a‘=y‘ ; *'*— 2air'+o*=y*.
Formules absolument semblables , quoique tirées de formules premières différentes. Chacune de ces transformées peuldonc être prise pour exprimer les propriétés qui sont communes aux deux systèmes indirectement corrélatifs proposes ; tandis que les propriétés qui les distinguent l’un de l’autre , ne peuvent être tirées que des formules premières x+y = a; x'—y =0.
11 est à remarquer que la première de ces équations est celle
qui exprime la nature de l’ellipse rapportée à ses foyers, en prenant pour coordonnées x, y, les distances de chaque point de la courbe à ces deux foyers ; et que la seconde est celle qui exprime la nature de l’hyperbole également rapportée à ses foyers. Les propriétés communes à l’ellipse et à l’hyperbole, sont donc exprimées par l’équation commune à l’une et à l’autre x' — aox + a* — ^* = O, tandis que les propriétés qui les distinguent ne peuvent sortir que directement des formules premières données ci-dessus. ,
Soient pareillement deux systèmes de quantités , l’un composé des quatre quantités a, A, x, y , entre lesquelles on ait l’équation a*y'-=a‘b'~ b'x' ; l’autre composé des quatre quantités a, i,x',y,entre lesquelles on ait l’équation o*y*=é’x'* — o*i*.
11 n’y a entre les quantités qui composent ces deux systèmes ni corrélation directe , ni corrélation indirecte , puisqu’on changeant leurs signes de quelque manière que ce soit , on ne peut ramener ces deux équations à la même forme -, car si l’on met — X , par exemple , à la place de x , le carré x* n’en conservera pas moins le même signe : mais il y a corrélation complexe entre les deux systèmes , c’est-.à-dire , corrélation simple indirecte, non entre les quantités même dont nous venons de parler , mais entre des fonctions semblables de ces mêmes quan-^ tités ; car au lieu de considérer le premier système comme composé des quantités a, b, x ,y, nous n’avons qu’à le considérer comme composé des quantités a', b', x', y', qui sont les carrés des prcmière.s ; et le second, comme composé des quantités O*, b‘, x'*,y*, qui sont les carrés des quantités correspondantes ; nous verrons qu’il y a corrélation simple indirecte entre ces quantités o*, b', x‘,y', du premier, et celles a*, A*, x", y*, du second , puisqu’il n’y a qu’à changer le signe de celte dernière y * pour rendre les deux formules absolument semblable.s.
Cela posé, faisons subira ces deux formules une transformation commune , en élevant simplement tout au carré ; nous aurons o'y=o'è* — aa'b*x' + b*.x\ et a*y'*=a*b' — 2o*Ô'x'^-pû‘i'^j équations qui sont absolument de mômes formes , et qui expri-
ment par conséquent- les propriétés communes aux deux systèmes corrélatifs , quoique leur corrélation ne soit que complexe.
Il est à remarquer que la première des équations proposées , est celle de l’ellipse rapportée au grand axe , en prenant les abscisses-dû centre et les appliquées perpendiculaires; et que la seconde est celle de l’hyperbole également rapportée au premier axe.
Les dernières équations que nous venons de trouver renferment donc les propriétés communes à ces deux courbes, tandis que les propriétés qui les distinguent l’une de l’autre, ne peuvent être tirées que des premières équations a'y'=a'b' — é’*’, a'y'‘= b'x' — a' b'.
68. De même qu’en élevant au carré l’équation de l’ellipse et celle de l’hyperbole , on obtient un résultat commun , qui exprime par conséquent les propriétés communes à ces deux courbes ; de même aussi chacune de ces premières équations , celle de l’ellipse , par exemple , renferme les propriétés communes aux deux branches de cette courbe , et qu’on peut séparer en tirant la racine carrée de cette même équation ; car cette
opération donne pour résultat y = =fc-l^ aà, — xx, ou ces deux
racines y=-v aa—xx,y = v aa — xx:or en supposant
que la première racine exprime la valeur de l’appliquée prise à droite de l’axe, la seconde exprimera (38) la valeur d’une autre appliquée égale prise de l’autre côté de l’axe. Ainsi, ces deux racines exprimeront les propriétés distinctives de ces deux branches de la même courbe, de la même manière que les équations particulières de l’ellipse et de l’hyperbole, exprimeront les propriétés distinctives de ces deux courbes , tandis que leurs propriétés communes sont renfermées dans l’une oul’autre de ces mêmes équations élevées au carré.
CcUe distinction des deux branches de la même courbe peut
être rendue plus sensible si l’on veut , en rapporlânt la courbe R un autre axe parallèle au premier , et distant de lui , par exemple, de a; car alors l’équation de la première branche
devient y = a+-V'aa — xx a
et celle de la seconde devient
r = o— --t^aa — xr; équations dont la düTérence de forme a
étant plus sensible , fait mieux appercevoir les propriétés dis* tinctives qu’elles expriment des deux branches de la courbe.
6g. 'Felle est , ce me semble , la véritable théorie des quantités dites improprement en analyse positives et négatives. Je dis improprement , car il est évident qu’il u’existe de fait ni quantités positives , ni quantités négatives par elles - mêmes ; mais seulement des quantités absolues, aptes à être ajoutées à d’autres , ou à en être retranchées lorsqu’elles sont plus petites. Ces expressions de quantités positives , et quantités négatives , ne servent qu’à exprimer la conformité ou la non conformité de celles qu’on désigne ainsi, avec celles qui leur correspondent dans un système primordial , pris au moins tacitement pour terme de comparaison. Les propriétés de ce système primitif étant exprimées par des formules explicites , c’est-à-dire, qui ne renferment aucune quantité absurde, on n’indiquent aucune opération inexécutable : si l’on veut appliquer ces formules à un autre système , les quantités dites positives seront celles dont il ne sera pas nécessaire de changer le signe ; les quantités négatives , celles dont on sera obligé de changer le signe de -l- en —, et les imaginaires, celles qui changeront de signe de + en — i, ou dont le carré, le cube, ou toute autre fonction quelconque devra changer de signe pour que les formules du système primitif continuentà pouvoir être appliquées immédiatement , et sans renfermer de quantités absurdes ou d’opérations inexécutables , au système considéré.
Ainsi, une quantité négative n’est pas celle qui a — pour signe propre , puisqu’aucune quantité ne peut avoir de signe
qni lai soit propre, mais celle qui a — pour signe de corrélation. C’est la différence de deux quantités absolues dont celle qui étoit primitivement la plus grande est devenue la plus petite par le changement graduel du système ; et enfin les quantités positives , négatives , imaginaires en général , ne sont toutes autre chose que des formes algébriques, qui substituées dans les formules explicites du système primitif, c’est-à-dire , dans des formules où les signes + et — n’onl d’autres fonctions que celle d’indiquer des opérations exécutables, qui, dis-je, substituées dans ces formules aux quantités absolues qu’elles représentent, rendent ces mêmes formules immédiatement applicables au système considéré successivement dans tous ses états possibles de transformation , quoique le calcul n’eût été établi que pour la situation particulière prise pour terme de comparaison , et que nous avons appelée système primitif.
Lorsqu’on dit , par exemple , que le cosinus d’un arc plus grand que le quart de circonférence est négatif, ou qu’en nommant « ce quart de circonférence , on a cos.('»-f-o) = — sin.o, cela signifie que la forme algébrique — sin.a substituée dans un calcul quelconque à la véritable quantité cos. a qu’elle représente, n’altère point l’exactitude du calcul , mais rend les résultats de ce calcul applicables au cas où l’angle est v+a, quoique le raisonnement eût été établi sur l’hypothèse , que cet angle étoit seulement a.
De même , lorsqu’on dit que sin.(-ïK — 1)= e repré-
sentant le nombre dont le logarithme hyperbolique est i , cela
signifie que z V —1 et ^ sont deux formes algébriques
qui substituées respectivement dans un calcul quelconque établi entre les véritables quantités * , sin. z, qu’elles représentent , n’altèrent point l’exactitude du résultat , mais en changent l’application , c’est-à-dire, qu’elles le rendent applicable à d’autres cas que celui sur lequel le raisonnement avoit d’abord élé établi. ' •
Pareillement Euler ayant démontré cette formule log. — a — log. a±(2/n-l- i)«V/ — 1 , où OT représente un nombre entier quelconque , et la demi-circonférence. Nous apprenons quo — a et log.a±(2/»+i)«V^ — i sont deux formes algébriques , qui substituées dans un calcul quelconque établi entre les vér ritables quantités a, et log. a, n’altèrent point l’exactitude du résultat , mais le rendent applicable à des cas imprévus dans les premières hypothèses.
Ces substitutions de formes algébriques négatives ou imaginaires, faites dans 1rs formules du système primitif à la place des véritables quantités qui y entrent, semblent d’abord ne devoir conduire à rien , parce qu’elles introduisent dans le calcul des expressions inintelligibles; mais lorsqu’elles sont légitimes comme celles dont nous avons parlé ci-dessus , le seul développement de ces formules par les transformations ordinaires de l’algèbre suflit pour faire disparoître ce qui s’y trouvoit en effet d’inintelligible ou d’absurde, et c’est précisément, comme nous l’avons déjà dit , en cela que consistent les ressources qui appartiennent à l’analyse , et manquent à la synthèse.
y O. En envisageant la question sous un antre point de vue , on peut , à la vérité , convenir de distinguer par les signes + et — les quantités toujours effectives prises en sens contraires les unes des autres ; mais alors il faut expliquer ce qu’on entend par cette expression de quantités prises en sens contraires , et montrer qu’on a le droit d’opérer sur les signes par lesquels on est convenu de les distinguer , de la même manière qu’on le fait , lorsqu’on n’emploie ces mêmes signes qu’à indiquer des opérations exécutables. C’est là le point de la difficulté , et je crois qu’on ne sauroit la résoudre , qu’en attribuant à ces quantités dites en sens contraires , la signification de celles que j’ai appelées les unes directes , les autres inverses , et par conséquent , sans rapporter au moins tacitement le système examiné , à un autre système fondamental pris pour terme de comparaison. On n’est dispensé de ce rapprochemettJ tacite , que lorsqu’on
qu’on opère sur le système fondamental lui-mème ; c’est-à-dire, lorsqu’on procède par synthèse, ou qu’on n’emploie les signes que par forme d’abréviations , et sans les faire servir à autre chose qu’à indiquer des opérations exécutables. Alors si ayant une formule trouvée pour ce système primitif, on veut l’étendre à un autre système pour lequel elle n’étoit pas faite , au lieu de chercher de nouveau la formule qui convient à ce dernier cas , on profite de la première , en y apportant seulement les modifications nécessaires ; et ces modifications consistent , ainsi que je l’ai montré ci-dessus , 1*. lorsque la corrélation est directe , à changer simplement suivant les cas les valeurs absolues des quantités; a”, lorsque la corrélation est toujours simple, mais indirecte , à changer , outre les valeurs absolues de ces quantités , les signes d'un plus ou moins grand nombre d’entre elles. 3°. Enfin, lorsque la corrélation est seulement imaginaire ou complexe, à changer les signes , non des quantités simples qui entrent dans les formules , mais des fonctions plus ou moins composées de ces mêmes quantités.
Une fois le changement des signes opéré dans la formule examinée , elle devient immédiatement applicable au système transformé , de la même manière qu’elle l’étoit avant le changement au système primitif; et ce système transformé peut luimème, à son tour, servir de terme de comparaison pour d’autres , en taisant à la formule qui lui a été appropriée , les nouvelles modifications que pourroient exiger les changemens qui doivent avoir lieu , à mesure que le système éprouvera d’autres transformations.
Ainsi cette théorie dérive essentiellement d’un principe fondamental , qui ne s’applique pas seulement à la question ici traitée, mais à toutes les parties des mathématiques et de la dialectique en général , et qui consute à rapporter toujours , les divers objets inconnus que l’on veut comparer à un mémo objet connu que l’on prend pour servir de terme de comparaison. Par ce moyen , on décompose la difficulté , on ramène la question compliquée d’établir le rapport qui existe entre deux choses l’une
et l’antre inconnaes,aces deux autres simples, savoir, d’établir le rapport de chacune de ces choses inconnues en particulier à une même troisième chose connue. Telle est en tout la marche naturelle de l’esprit
y 1 . Tout l’artifice de la numération , par exemple , consiste à trouver le moyen d’arranger un petit nombre de chiffres dans un ordre méthodique, tel qu’avec ces seuls chiffres, on puisse représenter tous les nombres possibles , de manière à pouvoir opérer partiellement sui>eux, et décomposer ainsi la difficulté, en convertissant les opérations qu’on peut avoir à exécuter sur des nombres considérables, en une série d’opérations partielles à faire sur de petits nombres ; c’est-à-dire, sur des nombres assez petits, pour qu’on puisse se faire de chacun d’eux une idée nette , ou les combiner immédiatement par l’attention et la mémoire, et qui forment le système primitif auquel tous les autres nombres sont rapportés.
y 2. De même, chacune des opérations de l’arithmétique, telles que l’addition, la soustraction, la multiplication, &c., n'est autre chose, que le procédé par lequel on parvient à opérer successivement sur les unités, les dixaines, les centaines, &c. des nombres proposés, lorsqu’ils sont trop considérables , pour que l’esprit puisse appercevoir directement le résultat entier de leur combinaison.
y3. Il en est de même de l’algèbre. Son but est d’indiquer la série des opérations qui sont à faire, et que l’arithmétique doit exécuter pour obtenir un résultat cherché. On ne connaît pas toujours explicitement la valeur d’une quantité, quoiqu’on sache qu’elle dépend , et suivant quelle loi elle dépend d’une ou plusieurs des autres quantités données. Pour 1a trouver, on est obligé de décomposer la question principale, de la ramener à plusieurs opérations successives. Or c’est cette série d’opérations dont il faut connoître la nature , qu’il faut indiquer par des signes convenus , et c’est dans cette recherche et cette indication
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que consiste l’algèbre ou plutôt l’analyse dont l'algèbre n’est, à proprement parler, que l’instrument on la langue propre.
74. En géométrie, une figure composée de diverses lignes droites et courbes tracées dans diffërens plans, n’offre d’abord à l’esprit qu’une image confuse et des rapports vagues entre les parties ; mais en la décomposant en figures plus simples , en comparant successivement deux à deux , trois à trois les lignes et les angles qui y entrent , on parvient à découvrir tous 1rs rapports partiels : on lie ensuite ces rapports, et de ces combinaisons successives , résulte la connoissance des diverses propriétés de la figure proposée.
y 5. Dans l’analyse infinitésimale , on prend un système fixe de quantités pour servir de terme de comparaison ; on conçoit ensuite , que ce système change par. degrés insensibles : on regarde cliacunc des quantités qui composent ce système fixe , comme la limite de sa correspondante dans le système variable , et l’on nomme infiniment petite, la différence de chaque variable à sa limite. On cherche ensuite , au moyen des conditions du problème^, des équations entre les variables, leurs limites, et leurs différences désignées sous le nom d’infiniment petites ; ori élimine ces dernières à l’aide d’une simplification accidentelle propre à ce calcul , et qui résulte de ce que ces quantités dites infiniment petites , peuvent décroître autant qu’on veut et s’évanouir simultanément par le rapprochement graduel , et finalement par la coïncidence du système variable avec le système fixe. Il reste les équations cherchées entre les variables et leurs limites ; c’est-à-dire, entre le système dont on recherche les propriétés et le système primitif pris pour terme de comparaison.
76. Enfin, la question que nous traitons ici des quantités directes et inverses, a beaucoup d’analogie avec ce que nous venons de dire de l’analyse infinitésimale : on prend également un système fixe pour servir de terme de comparaison ; on
regarde chacune des quantités qui composent celui-ci, comme la limite de sa correspondante dans le système -variable , ou le terme auquel on la rapporte constamment pendant la mutation : on prend la difTérence de deux quelconques des quantités du système proposé, et l’on compare cette différence avec celle de leurs limites respectives , en ne considérant toujours que les valeurs absolues des unes et des autres. Tant que ces variables sont en ordre direct avec leurs limites ; c’est- à-dirc , tant que la plus grande de ces deux variables correspond à la plus grande des deux limites, la différence de ces variables est dite en sens direct; mais si ces variables passent à l’ordre inverse, c’est-àdire, si celle qui correspond à la plus grande limite devient moindre que celle qui correspond à la plus petite , elle est dite en sens inverse. Alors pour trouver les propriétés du système proposé , on commence par chercher celles du système fixe pris pour servir de terme de comparaison , et lorsqu’on a trouvé les formules qui les expriment, on les approprie au système corrélatif proposé , en y substituant aux quantités qui composent ce système fixe, les valeurs de corrélation du nouveau système ; c’est à-dirc, en faisant subir aux premières, tant pour les valeurs absolues que pour les signes , les altérations qu’exige la différence de la manière d’ètre de ces deux Systèmes.
y y. Je terminerai celte première section par une observation qui me paroît très-importante. J’ai déjà dit que les règles établies pour la combinaison des signes dans les opérations algébriques , ne sont susceptibles de démonstration , que dans le cas où ces opérations sont exécutables ; que par exemple, il n’est pas possible de prouver d’une manière satisfaisante , que — aX — a — a'. Dans ce cas donc, et dans tous ceux où les opérations qui doivent avoir lieu ne portent pas sur de véritables quantités , c’est-à-dire, sur des quantités réelles et positives , ces opérations ne sont employées qoe précairement : j’ajoute même qu’elles spnt alors sujettes à exception , et que, par exemple , dans ces cas , moins multiplié par moins ne donne pas toujours plus.
En effet, soit V a-^-bX.^ a — ô, nous aurons par les règles
établies pour la combinaison des signes, Va — b. Va — è = V O* — lab+b* , équation qui doit avoir lieu , quelles que soient les valeurs de a et de 6 , tant que a sera plus grand que b ; c’est-à-dire, tant que a — b sera une véritable quantité. Si la règle étoit applicable aux quantités négatives comme aux quantités positives , la même équation subsisteroit lorsque a devirndroit moindre que éy or cela n’est pas : car en supposant, par exemple a = o, l’équationseréduiroit kV — b . V — ô=l/ + ft*= A, Or celaest faux, caron a, comme chacun sait , V —b. V — — b, et non pas = &. La règle des signes est donc dans ce cas sujette à exception.
De même, on a 3log.a = Iog.a* tant que a est une quantité effective. Si la règle étoit applicable aux quantités négatives , on auroit donc au.ssi alog. — a = log. (—a )' = log. o*. Egalant donc ces deux valeurs de log.a* , on auroit alog.a= alog. — a, ou log.a = log. — oy ce qui est faux, et c’est celte erreur qui a fait naître la dispute snr les logarithmes des quantités négatives.
Donc les règles de l’algèbre sont sujettes à exception, lorsque l’opération n’a pas lieu sur de véritables quantités ; donc il n’existe aucun moyen de démontrer à priori les règles de l’analyse, qui opère indistinctement sur les quantités positives, négatives ou imaginaires. Donc ses procédés ne peuvent être justifiés, que par la conformité de leurs résultats avec ceux de la synthèse, et par l’assurance que doit donner l’exactitude constante de ces résultats vérifiés. Voilà pourquoi les premiers Géomètres qui en ont fait usage , cherchoicnl toujours à rétablir la chaîne des vérités sensibles ou synthétiques , après avoir atteint leur objet , par la chaîne des vérités hiéroglyphiques ou analytiques.'
SECTION II
Mode proposé pour exprimer la corrélation, des figures différentes , et les positions respectives des diverses parties d*^une meme figure.
y 8. Ce que j’ai dit dans la section première regarde toutes les espèces de quantités : je vais maintenant essayer d’appliquer CCS principes généraux aux quantités géométriques en particulier.
Mon objet, dans cette section, est de chercher un modo propre à représenter , soit par les signes ordinaires de l’algèbre , soit par d’autres caractéristiques de convention , et l’arrangement systématique des lettres prises pour désigner les points remarquables d’une figure , tant la corrélation des fîgures différentes qui peuvent être rapportées à un même système primitif, que les positions respectives des points , des Iigne.s, des angles , des aires , &c. qui entrent dans la composition de chacune d’elles.
Concevons deux systèmes quelconques de points en nombres égaux, mais arrangés diversement. Comparons chacun à chacun , et dans quel ordre on voudra les points du premier système avec ceux du second, et nommons points correspondans , ceux qui sont ainsi comparés deux à deux , l’un dans le premier système , l’autre dans le second.
Supposons que dans chacun de ces systèmes , on trace un même nombre de lignes droites , on décrive un même nombre de circonférences , on fasse passer un même nombre de plans, eu menant toujours ces droites , ces circonférences, ces plans, par les points correspondans ; et qu’enfin tout ce qui est exécuté
d*un côté , le soit pareillement de l’autre. Il est clair que deux pareils systèmes sont de ceux que fai nommés systèmes corrélatifs , ou figures corrélatives ; les points , les droites, les arcs , les angles, les aires, les volumes qui en résultent, menés ou établis de la même manière dans ces deux systèmes , seront egalement dits corrélatifs chacun à chacun. Enfin , M’appellerai fonctions, formules, équations corrélatives, celles qui expriment leurs propriétés analogues. Toutes ces notions cadrent évidemment avec celles que nous avons déjà développées dans la première section.
Les figures corrélatives ne sont pas pour cela des figures semblables, car quoique composées d’un même nombre départies correspond.intcs , ces parties peuvent avoir des rapports dilTérens. En effet, les points dits corrélatifs ne sont pas des points semblablement placés dans les deux systèmes , puisqu’ils sont disposés arbitrairement. Lorsque ces points sont semblablement placés, ou peut dire qu’il y a entre les deux systèmes corrélation de similitude. On peut également distinguer la corrélation de symétrie, lorsque les figures comparées sont en effet asymétriques (i) j et enfin la corrélation d’identité ou de superposition, lorsque les deux figures sont absolument semblables et égales entre elles.
Puisque la base de chacun de ces systèmes est un assemblage de points qui sont en mêmes nombres dans l’on et dans l’autre , nous pouvons concevoir, que l’un de ces systèmes étant fixe et pris pour terme de comparaison, l’autre varie insensiblement, de manière que chacun de ses points approche graduellement du point corrélatif de l’autre système , et finisse par coïncider avec lui; alors ces deux systèmes se confondront et deviendront identiques. On peut également concevoir que deux systèmes étant d’abord identifiés, l’un des deux reftb fixe, et que l’autre s'en éloigne insensiblement , en changeant de forme par degrés.
(i) L> vraie notion des figures symitriiiaes ( èU donnée pu liCgendre. Voyez $a Géomélriê,
el chnquc point prenant une position plus ou moins disparate
avec celle qu’il avoit dans le système primitif.
Je suppose donc que l’on connoisse les propriétés d’une figure quelconque que je prends pour terme de comparaison , et je clierchc quelles modifications doivent éprouver les formules ou équations qui expriment ces propriétés connues', lorsqu’on veut les transférer, ou en faire l’application aux figures corrélatives.
En considérant toutes ces figures corrélatives comme les différens états du .système primitif qui varie par degrés insensibles, on pourra regarder les formules trouvées comme appartenant à toutes les autres , et il ne s’agir^ , pour l’application , que d’attribuer dans chaque cas particulier aux diverses variables , les valeurs absolues qui leur conviennent, et de faire les changeraens de signes qu’exigent les modifications éprouvées par le système.
Réciproquement , le système primitif étant donné ainsi que les formules qui s’y rapportent, on peut demander quel est le système corrélatif auquel se rapporte roient ces formules modifiées de telle ou telle manière.
Enfin , on peut demander quelles formules seroient en même temps applicables aux deux systèmes ; c’est-à-dire , quelles formules générales contiendroient en même temps les formules applicables à chacun des systèmes en particulier^
y Le marche que je suivrai pour établir la corrélation de deux figures , sera d’établir d’abord , la corrélation des points, puis celles des lignes, des angles, des area, des aires, &c.
Je distingue pour les points , deux sortes de corrélations ; savoir , la corrélation de construction , et la corrélation de position. La corrélation de construction est celle qu’on établit entre les points de deux figures considérées dans l’ordre de leurs constructions respectives ; la corrélation de position est celle qu’on établit entre ces mêmes points , en les considérant dans l’ordre suivant lequel Us se trouvent rangés sur les lignes corrélatives qui les contiennent.
Soient
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Soiciil,par exemple (fig. 9 et 10); deux triangles AHC, A'P'C'jdanslesquclsjeprends Act A',BclB',CetC',pour respectivement corrélatifs. Abaissons des points corrélatifs A, A', les perpendiculaires AD, AD', sur les bases opposées : les points D et D' seront corrélatifs entre eux dans l’ordre de la construction. Mais supposons que dans le premier triangle ABC pris pour terme de comparaison, D tombe entre B etC, tandis que dans le second, Je point C' se trouve entre B' et D', correspondans de B et D : la corrélation de position consistera dans l’expression de celte différence.
Pour établir la corrélation de construction, je me contente d’écrire la série des points qui déterminent chaque figure, en les plaçant dans un meme ordre les uns sous les autre-s , chacun sous sou correspondant , comme il suit.
Corrélation de construction,
1" sj'stême A B C D
a" .système A'B'C'D',
par où je vois que dans l’ordre de la construction A' correspond à A; B'àBjC'àC; D' à D.
Etablissons maintenant la corrélation do position. Je vois que pour exprimer celte corrélation , il est nécessaire d’indiquer, que dans la première figure, D se trouve sur la droite BC entre les points B et C ; au lieu que dans la seconde , D' se trouve sur B'C', de manière que c’est C' qui ést placé entre B' et D'. Or il suffit pour indiquer celte modification d’écrire les deux séries des points correspondans , suivant l’ordre dans lequel ils se trouvent rangés sur les bases corrélatives BC, B'C', comme il suit.
i"syst B D C
a' sysL B' C' D'.
Les barres tirées au-dessus de ces séries de points servent à indiquer que ces points sont rangés sur des lignes droites.
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Texprime de la même manière la corrélation de position de deux séries de points placés sur des arcs corrélatifs de courbe , avec cette di&érence , qu’au lieu d’une barre droite tirée au-des> sus , ce sera une barre courbée : de manière , que si A , B , C , D , par exemple , sont quatre points placés sur un arc de cercle dans l’ordre ABCD, tandis que leurs correspondans A', C',B', D', sont placés sur l’arc de cercle corrélatif au premier dans l’ordre A' C' B' D', on établira ainsi les corrélations de construction et de position.
Corrélation de construction.
i" syst ABCD
2' syst A' B' C D'.
Corrélation de position.
i"syst a" B C D
a* syst A' C' B' D'.
80. En général , pour indiquer une ligne droite, je tirerai une barre droite au-dessus des lettres prises pour en désigner les points ; et pour indiquer un arc de courbe , je tirerai au-dessus des lettres prises pour en désigner les points , une barre courbée. Ainsi AB, CD, EE, Ific. signifient les droites A B, CD, EF, &c.,
et AB,"CDÊ, Bcl^lT, &c. signifient les arcs de courbe AB, CDE, BCDF,&c. Ces dernières expressions se rapporteront pour l’ordinaire à des arcs de cercle , comme étant la courbe la plus simple ; celle qu’on prend pour servir de terme de comparaison aux autres, eu l’employant comme une échelle pour mesurer leurs différentes courbures.
8 1 . Comme dans l’ordre de la construction, les points corrélatifs sont les intersections des lignes corrélatives, nous aurons souvent besoin de dire que tel point est l’intersection de telle et telle lignes ; ce que nous exprimons pour abréger comme il suit. Four exprimer , par exemple, le point de concours de deux
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ligncsdroilesABjCD, fécrirai AB CD; c’est-à-dire, les deux lignes droites AB, CD, avec un point placé entre les deux barres mises au-dessus. Ainsi cette expression signifie par abréviation, le point de concours des droites A.Ü, CO , prolongées s’il est nécessaire.
De mémo, pour exprimer le point de concours des deux arcs > de courbe AB, CD, j’écrirai AB’CD; pour exprimer le point
de concours d’une droite AB, avec un arc de courbe CD,
j’écrirai AB*CD, ou CD "AB. Si deux droites ou deux arcs, ou une droite et un arc étoient exprimés par de simples lettres a, b , on exprimeroit leur point de concours simplement de cette manière a'b.
On voit par-là que F AB CD, par exemple, signifie la droite menée du point F au point de concours de AB et CD;
que AB CD FG I^IK , signifie la droite menée du point de concours des droites AB , CD , au point où se croisent les deux
arcs de courbe fo , !îît. Que ÂB * CD fG ' fîîc LM , est le point où l’arc LM coupe la droite menée du point d’interscc-
tion des droites AB , CD, à celui où se coupent les arcs ,
JTK. Ainsi des autres. Cette espèce de notation très -simple, abrège considérablement le discoars.
82. Pour exprimer que deux points coïncident ou ne sont qu’un seul et même point considéré de deux manières , j’cii écrirai la double expression par le signe >#3, que j’appellerai signe d’équipollence. Par exemple, si les droites AB, CD, eoncourent au point E , j’écrirai AB ' CD#= E, Si deux droites AB, CD, concourent au même point que les deux arcs FG, HK ,
j’écrirai, AB* CD * HÎ^.
En général, je me servirai (lu signe d’équipollence #= pour
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exprimer l’idcnllté de deux objets Quelconques. Ainsi a^=B, signifier4 que la valeur de a est la même que celle de h. 11 exprimera donc dans ce cas la même chose que le signe = j mais le signe d’équipollciicc est en même temps applicable aux points et à tous les objets qui peuvent être substitués les uns aux autres.
83. J’ai dit comment je distingue les arcs des lignes droites
en écrivant AB pour droite AB, et AB pour arc AB. J’écrirai
de même par forme d’abréviation ABC pour angle ABC. Pour marquer l’angle formé par deux droites AB, CD, j’écrirai AB CD. Pareillement, pour exprimer l’angle formé par deux •arcs AB, CD, à leur intersection, j’écrirai AU CD.
Pour surface ou aire ABCD , j’écrirai ABCD. Pour exprimer l’angle formé par une droite AB, et une surface CDEI’G ,
j écrirai AB CDEFG. Pour exprimer l’angle que forment deux
surfaces, comme ABC , DEFG , j’écrirai ABC DEFG.
Si ces lignes ou ces surfaces sont désignées par des lettres simples , comme a, b,c,d, &c., je désignerai les angles qu’elles
formeront entre elles comme il suit a b, a c, b d, 8cc.
Je me bornerai à ce petit nombre d’abréviations , et ne les emploierai même qu’au besoin ; mais on verra que l’usage en est très-facile, qu’elles contribuent beaucoup à donner une idée nette des objets , et à rendre claire et sensible , par le moyen des tableaux de corrélation , la comparaison des objets tirés de systèmes diiférens.
84. Pour ce qui concerne les droites , les angles , les arcs, les aires, les volumes, et autres valeurs quelconques, on distinguera la corrélation des quantités ou valeurs absolues , et la corrélation des signes.
La corrélation des valeurs absolues s’établit , en écrivant
simplement l’une sous l’autre les quantités correspondantes. Ainsi , par exemple , si l’on a deux systèmes de quantités , l’un composé des quantités A, B, C, D, &c. ; l’autre, des quantités corrélatives a,b,c,d, &c. chacune à chacune; on établira la corrélation des valeurs absolues comme il suit.
Corrélation des valeurs absolues.
l'^syst A,B,C, D, &c.
a' syst. a, b, c ,d, &c.
Cette corrélation des quantités sera toujours très-facile à établir , dès qu’on aura la corrélation de construction expliquée ci- dessus , puisqu’il n’y aura qu’à prendre les points qui déterminent CCS quantités suivant le même ordre de construction dans les deux systèmes comparés.
Soient, par exemple, ABCD, A'B'C'D' les triangles (fig-9 et lo) déjà considérés ci-dessus ; puisque nous avons cette corrélation de construction entre les points :
i" syst ABCD
a' syst A' B' C' D'.
On conclura sans diOiculté qu’on a cette corrélation entre les valeurs absolues des lignes , des angles et des aires.
Corrélation des valeurs absolues.
i"syst....jAB, AC , BC , BD, CD , AD , BAC, 2' syst. . .lÂnâ'j Â^', B^, i?D', CD', Â^', B A C',
ABC , AC B , B AD , C A D, AB C , A BD , A'B'C', A' C'A', B'A'D', C'Â'D', ^Fc', A'B'D',
A CD
Ce qui s’exécute en écrivant d’abord et de suite la série de toutes les quantités du premier système que l’on veut comparer à celles du second ; et ensuite sous chacune d’elles , la série des
letlrcs corrcspoiulaates, lesquelles détermineront les quantités correspondantes du second sj^slème.
Ainsi les deux premières lettres A , B , prises dans la corrélation des points , étant écrites de suite, déterminent la droite AB ; les deux letlrcs correspondantes A', B', du second système écrites de suite , détermineront la droite A' B' corrélative avec AB. Pareillement, la seconde , la première et la quatrième lettres du premier système écrites de suite , déterminant l’angle
BAD; la seconde, la première et la quatrième du second système écrites de suite, dans le même ordre , détermineront
l’angle corrélatif B' A' D' de ce second système ; c’est-à-dire, que
BAD etB'Â'D', seront des quantités corrélatives. Ainsi des autres.
On voit par-là , qu’en général la corrélation des quantités ou valeurs absolues , ne dépend que de la corrélation de construction.
85. La corrélation de construction établie, il faudra établir la corrélation des signes : celle-ci dépend do la corrélation de position.
Par exemple, dans les deux triangles comparés ci-dessus , la corrélation de position des points étant (79),
i^syst. B D C
2' syst B' C' D'.
Je vois qu’il s’est fait une inversion entre les points D, C, et leurs corrélatifs D', C' ; c’est-à-dire, qu’ils ont changé d’ordre. J’en conclus que les deux systèmes ne sont qu’indirectement corrélatifs. On cherchera donc successivement quelles sont toutes les quantités restées directes , et quelles sont celles qui sont devenues inverses : on donnera aux premières -t- pour signe de corrélation , et aux autres — .
Quant au système pris pour terme de comparaison , j’ai déjà dit que les quantités qui le composent, u'onl par elles-mêmes
aacim signe, puisque ce sont de simples valeurs absolues, mais qu’on peut leur donner le signe + , parce qu’on peut regarder le système primitif comme le premier des systèmes corrélatifs, et j’en userai ainsi (5a).
86. La conélalion des signes établie, les valeurs de corrélation en dérivent de suite, puisqu’elles se composent des valeurs absolues prises collectivement avec leurs signes. Etablissons donc ces valeurs de corrélation successivement pour chacune des quantités qui composent les deux systèmes comparés. A^oici d’abord quel doit être le résultat , ainsi que je le prouverai immédiatement apres.
Tableau général de la corrélation des deux systèmes.
i"syst..|+Â¥,4Tc, + BC',+BD', + Cjâr,-|-ÂD; +BAC, 2' sy8t...l+TF,4TÂD',-bW,+ïfD',— ClF, + Â +B'A'C',
j +A B C,+A C B ,-l-B A D,-l-C A D ,+A B C ,+ÂBD",+A CD. [+A'B'C',+A'C'B',-bB'A'D',-C'A'D',-l-A'B'C;+A'BD',-A'C'D.
Pour démontrer ce tableau de corrélation , j’imagine que le triangle primitif ABCD se transforme en A'B'C'D' par le
mouvement du point C sur CB , et en vertu duquel il vient se placer entre B et D. Cela posé , dans ce mouvement , je vois qu’aucune des quantités AB, AC, BC, BD, AD , ne passe ni par O ni par % . Donc ces quantités sont directes dans le second système (4g); donc le signe de corrélation de chacune d’elles dans ce second système est +, ainsi que le marque le tableau. Quant àCD, au contraire , elle passe par o, pour devenir C'D', au moment où C coïncide avec D. Cette quantité peut donc devenir inverse , et le devient en effet ; car dans le sj'stème primitif ou a CD = BC — BD , et dans le système transformé , on a au contraire, C'D^ = B D’ — B'C'. Donc le signe de corrélation de C'D' est — , comme le montre le tableau.
Pareillement, il est clair que pendant tout le mouvement du
point C , aucune des quantités BAC , ABC, ACB, BAD, ABC,
AB JJ, ne passe ni par o ni par oo. Donc le signe de corrélation de chacmio d’elles dans le sj'stôme transformé est + ; mais
CAD, ACD , se sont évanouis l’un et l’autre au moment de la coïncidence de C avec D : ces deux quantités peuvent donc être devenues inverses , et cela est ainsi ; car dans le premier sys-
tème , on a CAD = BAC — BAD, et au contraire , on a dans le système transformé C'A'D'= B'A'D' — B'A'C'. De même , on a dans le premier système ACD = ABC — ABD; et dans le second, on a au contraire, A'C'D'=A'BD' — A'B'C'. Donc ces
deux quantités C'A'D', A'C'D' sont inverses; donc leur signe de corrélation est — , comme l’indique le tableau. Donc ce tableau représente exactement la corrélation des deux systèmes proposés.
Il suit de là , que si les propriétés du triangle primitif éloient exprimées d’une manière quelconque par des formules , proportions ou équations qui ne continssent que les quantités énumérées dans le tableau ; il n’y auroit, pour rendre ces formules applicables au système transformé , qu’à y substituer à la place de chacune des valeurs qui s’y trouvent, la valeur de corrélation qui lui correspond dans le système transformé (e5).
On sait , par exemple, que dans tout triangle o'ù l’on a mené une perpendiculaire de l’un des angles sur le côté opposé, si cctle perpendiculaire tombe sur le côté même, on a cette proportion.
Le côté sur lequel tombe la pei pendiculaire , est à la somme des deux autres côtés, comme la différence de ces autres côtés esta la diUcrcnce des seginens ; et l’on veut savoir <îe que devient cette proportion , lorsque la perpendiculaire tombe en dehors do l’aire du triangle , ou sur le prolongement de la base.
lia proportion énoncée me donne pour le système primitif,
BÜ
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EC : AB4-AC::«AB — AC:BU — CIJ. Pour appliqoer celte proportion au système transformé , j’y substitue les valeurs corrélatives prises dans le tableau ; elles ont toutes + pour signe de corrélation , excepté C'D'. Je change donc seulement le signe de OD', et ma proportion devient ,
ÏÏÔ :TB'+ÂC : : TB — AV : BU'+Clÿ ;
c’est- à-dire, que quand la perpendiculaire tombe en dehors, on a celle proportion.
Le côté sur lequel tombe la perpendiculaire , est à la somme des deux autres côtés , comme la diffcrcncc de ces autres côtés esta la somme des segmens.
Il en seroit de môme d’un nouveau triangle quelconque auquel on voudroit appliquer les mêmes formules ; il n’y auroit qu’à établir , comme on vient de le faire voir , la corrélation des deux systèmes, laquelle sera évidemment directe, si la perpendiculaire du nouveau triangle tombe sur la base même qui lui est opposée; et indirecte, si cette perpendiculaire tombe seulement sur le prolongement de cette base.
Dans ce dernier cas, onpourroit prendre ponr système primitif, celui que nous venons de regarder comme système transformé ; c’est-à-dire, prendre celui-ci pour terme de comparaison au nouveau triangle, et alors la corrélation seroit directe ; c’est-à-dire, que les signes seroient les mêmes dans les formules du nouveau système que dans celles qui auroientété préalablement trouvées pour le système A'B'C'D' que nous venons de considérer.
8y. Deux droites qui se coupent forment quatre angles différens , qu’il est très-essentiel de ne pas confondre lorsque l’on fait la comparaison de deux ou plusieurs ligures corrélatives; c’est pourquoi je vais m’occuper ici de la manière d’indiquer la distinction de ces angles dans le calcul.
D’abord, j’indique la direction d’une droite, en nommant deux points quelconques de cette droite, et mettant pour premier en ordre , celui qu’on suppose avoir tracé la ligne par son ‘ 12
mouvement. Ainsi (fig. 1 1) le point m étant supposé avoir décrit une droite par son mouvement , en allant de m vers n , mn indique ce que j’appelle la direction de cette droite , et m , ce que j’appelle son premier point ou point générateur, nm , au contraire, désigne la direction diamétralement opposée.
Je dis que deux droites sont tracées dans le même sens, lorsqu’elles sont parallèles , et que de plus, on peut faire coïncider leurs directions , en imaginant que l’une des deux se meut parai- , lèlement à elle-ménic de manière que son point générateur aille coïncider avec le point générateur de la seconde.
Par l’angle que forment deux droites quelconques partant d’un même point , j’entends le seul angle que forment réellement leurs directions, en prenant pour premier point ou point générateur de cliacune d’elles , celui qui leur est commun. Ainsi en supposant que nn, pp' , ae croisent eu un point m, et que je veuille désigner l’angle nmp, je dirois l’angle formé par rnn , mp,
et non pas l’angle formé par mn et /j/n; ni l’angle formé par nm
et mp-, et je l’écrirai ainsi (83) nmp, ou mn mp.
Au moyen de cela , les quatre angles formés par les droites nn, pp', seront facilement distingués , puisque d’après la no-
tion précédente, on aura nmp =4= mn mp, nmp =4= fnn mp ,
pmn-^mp mn , pmn ^mp mn.
Puisque les angles opposés au sommet sont égaux , on a, par
exemple , nmp = p'mn , et par conséquent mn mp — mp' mn . Ainsi ces deux angles sont identiques quant à leurs valeurs absolues, mais non quanta leurs positions.
Deux angles adjacens , au contraire, sont supplémens l’un
de l’autre. Ainsi l’on a mn mp = a-v -^mn^mp,en nommant » le quart de la circonférence ou l’angle droit.
Au lieu de désigner les angles piécédens comme on. vient de le dire, en partant toujours du point d’intersection m , on peut
généraliser l’expression comme il suit. Pour désigner l’angle nw/?.
Il lî r O s I T I O N. n'
on écrira en général n n p'p^ en prenant n à Tolonlc sur la direction de mn , et p h Tolontc sur la direction de mp ; de manière cependant que les directions n'n , p'p soient les mômes que mn, mp. Ainsi les quatre angles formés par les deux droites nn , pp', seront distingués le» uns des autres comme il suit :
nmp=^n n pp^nmp^^nn pp,pmn^pp nn,pmn^ppnn.
J’étends ces notions au cas où les droites comparées ne seroient pas dans un même plan; alors j’appelle angle formé par ces deux droites, celui qui nuroit lieu entre deux autres droites menées respectivement dans le sens de chacune des premières d’un jioint quelconque pris dans l’espace.
Ainsi , en général , deux droites quelconques tracées dans l’espace étant désignées par AB , CD , l’angle qu’elles formeront sera désigné par AB CD , l’angle égal qui lui est opposé au sommet par B A DC; et les deux angles supplémentaires qui sont aussi égaux entre eux, par AB DC et BA CD , on aura donc toujours, en nommant ■* l’nngle droit : AB CD = BA DC;
Âb'dC=BA^CD; AÊ'CD+ÂB''D5=2^;ÂirCD+B^
Toutes ces équations se forment évidemment par un simple mécanisme dans l’arrangement systématique et la transposition des lettres, et ce mécanisme, Icrnsqu’il est devenu familier, dispense de porter si souvent les yeux sur le tracé de la figure : or l’on sait que c’est un des grands avantages de l’analyse , qu’une fois les quantités désignées par des lettres ou caractères quelconques, on n’a plus à s’occuper de la chose môme représentée, mais seulement de son symbole.
Quant aux angles formés par des plans quelconques, il est clair qu’on peut leur appliquer encore les mêmes notions, en désignant ces plans par des droites menées dans ces mômes plans respectifs, d’un point de leur intersection commune, perpendiculairement à cette môme intersection.
88. Comme nous aurons souvent à parler des angles que forment les côtés d’un polygone entre eux ou avec des lignes fixes prises pour termes de comparaison , il est nécessaire de donner à ce sujet les explications convenables pour prévenir toute équivoque.
Il est reçu , qu’en partant simplement des angles d’un polygone, on entend toujours ceux que forment deux à deux les côtés adjacens , en prenant pour premier point de chacun d’eux , celui qui leur est commun. Ainsi dans le polygone ABCDE
(fig. 12) les angles du polygone sont AB AE , BA BC , &c.
Mais il faut distinguer ces angles dits du polygone de ceux que nous appellerons angles formés dans le sens du périmètre , soit par ces cotés entre eux, soit par ces mêmes eôlés avec une ligne fixe prise pour terme de comparaison.
Pour ceux-ci, il faut concevoir qu’un point mobile partant d’un des sommets du polygone comme A , décrive ce polygone en suivant toujours le même sens du périmètre , jusqu’à ce qu’il soit revenuau sommet d’où il étoit parti. Alors on attribue à chacun des côtés la direction du point décrivant; et l’angle que forment les directions de deux côtés quelconques , pris ainsi) s’appelle angle formé dans le sens du périmètre. Ainsi, par exemple, l’angle formé dans le sens du périmètre par les
côtés qui se coupent au point B, n’est pas ABC, qui est l’angle du polygone; mais celui A'BC qui est formé par les directions
AB , BC', ou ÂB^BC = a*— BA^.
On voit donc que dans un polygone qui n’a point d’angles rentrans, l’angle formé dans le sens du périmètre est le supplément de l’angle du polygone , ou qu’il est ce qu’on nomme l’angle extérieur.
La distinction que nous venons de mettre entre l’angle du polygone, et l’angle formé dans le sens du périmètre, a lieu pour toutes les espèces de polygones ; soit que les angles soient tous saillans,soit qu’il y en ait dercntrans,soit enfin que le polygone soit plan ou gauche, c’est-à-dire, que tous ses côtés soient
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on ne soient pas dans un même plan. De plus, les angles, formés par deux côtés s’entendent également , soit des côtés adjacens, soit de ceux qui sont séparés par d’autres , et qui par conséquent peuvent n’êire pas dans le même plan.
L’angle formé dans le sens du périmètre par les divers côtés du polygone, et une droite quelconque fixe prise pour terme de comparaison , s’entend de celui qui auroit lieu si l’on imaginoit par le premier point ou point générateur de celte droite fixe, une autre droite parallèle à ce côté et tracée dans le mêtiie sens que l’on suppose être celui du périmètre. Ce sens du périmètre est choisi à volonté ; mais une fois déterminé , il doit être le même pour tous les côtés du polygope, de même que la ligne fixe prise pour terme de comparaison.
On peut prendre pour ligne fixe l’un quelconque des côtés même du polygone ; mais alors , il faut toujours regarder comme distincte la direction de cette ligne considérée en tant qu’elle est prise pour terme de comparaison, d’avec celte même ligne considérée en tant qu’elle forme l’un des côtés du polygone ; car on peut changer le sens du périmètre, sans changer celui de la ligne fixe, et réciproquement. Ainsi celte ligne fixe et le côté du polygone sur lequel elle est prise , peuvent se trouver à volonté, ou dans un même sens , ou dans des directions diamétralement opposées.
8g. Lorsque noos parlerons dans la suite de l’angle formé par les côtés du polygone, soit entre eux, soit avec d’autres lignes fixes , nous entendrons toujours l’angle du polygone , c’est-à-dire , l’angle formé par ces deux lignes , en prenant leur point d’intersection pour le point générateur de chacune d’elles ; et lorsque nous voudrons désigner l’angle formé par ces lignes dans le sens du périmètre , nous en avertirons expressément.
go. S’il s’agit des angles fonnés par deux faces consécutives d’un polyèdre , on concevra par un point quelconque de l’arrête commune , deux pcrpcndiciriaires tracées , l’une dans la pre-
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jnière face, l’aulre dans la seconde. L’ungle formé par ces deux
droites en prenant le point d'inicrseelton pour point générateur
de chacune d’elles, .sera l'angle du polyèdre , et son supplément
sera l’angle formé par ces deux faces dans le sens de l’aire du
polyèdre.
Ou ce qui revient au même, on dislinguera la paroi intérieure du polyèdre de sa paroi ejctérieure. L’angle formé par les deux parois intérieures , en prenant pour ligne génératrice leur intersection commune, est l’angle du polyèdre, et son supplément est l’angle formé dans le sens de l’aire du polyèdre.
On peut rendre cela plus sensible à l’imagination , si l’on conçoit, par exemple, que la paroi intérieure du polygone est de couleur blanche, et les faces extérieures de couleur noire; que déplus, chaque face indéfiniment prolongée conserve la même couleur du meme côté dans toute son étendue; car alors l’angle dit du polyèdre , est celui qui est formé par les faces blanches , en prenant leurs intersections communes pour ligne génératrice de l’une et de l’aulre; et l’angle formé dans le sens de l’aire du jiolyèdrc , est celui qui est formé par la face blanche de l’une et la face noire de l’autre, en supposant toujours que ces couleurs soient prises consécutivement et sans être interrompues par les plans, et que leurs intersections soient les lignes génératrices des surfaces comparées.
De celle manière, on concevra plus facilement ce que c’est que l’angle formé par deux faces non 'consécutives , soit celui du polyèdre, soit celui formé dans le sens de l’aire du polyèdre. Il en sera de racine des angles forméi par les faces du polyèdre et un plan fixe quelconque pris pour terme de comparaison. On attribuera à l’un quelconque des côtés de ce plan fixe indéûni la couleur blanche, et à l’autre la couleur noire : alors on entendra par les angles que forme chacune des faces avec le plan fixe , celui qui sera compris entre leurs surfaces blanches non interrompues par les plans, et en prenant leur intersection commune pour ligne génératrice , et les angles formés par ces faces avec le plan fixe dans le sens de l’aire du polyèdre , seront ceux
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compris entre la surface blanche du plan et les faces noires du polyèdre.
Au reste, de quelque manière qu’on explique ces distinctions, elles sont indispensables, pour éviter de confondre les angles dont on veut parler avec leurs supplémens.
Voyons maintenant sur quelques exemples, l’usage qu’on peut faire des caractéristiques ou signes de convention expliqués ci-dessus, à l’effet d’exprimer les rapports de position qui existent entre les diverses parties d’une meme ligure, et ceu.x de diverses ligures corrélatives entre elles.
PROBLEME I
g 1 . Etablir les corrélations de construction et de position qui existent entre deux triangles quelconques ABC, MNP, (lig i3 et i4) de manière , qu'ayant les formules propres à l’une de ces figures, on puisse les modifier convenablement pour qu’elles deviennent applicables à l’autre.
Prenons pour ternie de comparaison le triangle ABC, par exemple, et écrivons de suite cl dans un ordre quelconque , les trois points A , B, C, qui le déterminent. Ecrivons au-dessous , également dans un ordre quelconque , les trois points M, N, P, qui déterminent le second. Par exemple , comme il suit :
i“ syst A B C
a' syst MNP.
Il est clair que la corrélation de construction se trouvera établie : d’oü il suit évidemment, qu’on peut éUiblir cette corrélation d’autant de manières différentes, qu’il y en a de faire correspondre les trois lettres M, N, P, aux trois lettres A, B,C; c’est-.i-dire , six.
La corrélation de construction ainsi établie ; celle des valeurs absolues s’ensuit sans dilhcullé : puisque pour trouver, par e.'cemplc, la droite qui dans le second système répond à la droite AC du premier, il n’y a qu’à prendre les deux points M, P, qui correspondent respectivement aux premiers A , C; c’est-n-dire,
qtie MP correspond à AC. De môme l’angle BAC a pour corres-
pondanl l’angle NMP. Ainsi des aulres.
Il reste donc à établir la corrélation de position de laquelle dépend celle des signes -, mais il est évident , que la corrélation de deux triangles quelconques, simples comme ceux que nous considérons , c’est - à - dire sans lignes accessoires ; comme seroient, par exemple, les perpendiculaires menées des angles sur les côtés opposés ; que celte corrélation , dis- je , est toujours directe, puisqu’un des triangles peut toujours se transformer en l’autre par degrés insensibles, sans qu’aucune des six choses à considérer pusse ni par o ni par oo ; car pour opérer celle mutation , il n’y a évidemment qu’à augmenter ou diminuer convenablement les côtés.
Donc les formules que donne la trigonométrie pour le calcul d’un triangle quelconque , sont applicables à tous les triangles possibles sans aucun changement de signes , pourvu que dans le calcul on ne fasse réellement entrer que les six choses à considérer dans ce triangle simple , et non les perpendiculaires, par exemple , ou les angles que forment ces perpendiculaires avec les côtés adjacens.
On peut remarquer que tout triangle est comparable à luimême de trois manières dilférentes , par voie de corrélation , car nous pouvons établir pour le triangle ABC les trois systèmes corrélatifs suivans :
i" syst ABC
a' syst BAC
syst A C B,
PROBLÈME II
^1, Etablir les corrélations de construction et de position qui existent entre deux triangles ABCD, MNPQ, (üg i5 et i6) dans chacun desquels est une perpendiculaire AD,MQ,aôawséc de l’un des angles sut‘ le côté opposé.
Prenons pour terme de comparaison la figure ABCD, et
écrivons *
écrivons de suite dans l’ordre de la construction les quatre points A,B,C, D, qui déterminent la première ligure; c’est-à-dire, d’abord dans un ordre quelconque, les trois sommets A, B, C, en commençant , par exemple , par le point A , puis B , puis C , et enfin le point D, où la perpendiculaire tombe sur le côté
opposé BC. ‘
Ecrivons au-dessous les lettres correspondantes de la figure corrélative MNPQ; c’est-à-dire, en suivant le môme ordre de construction, ou commençant par le point M duquel la perpendiculaire est abaissée , puis N , par exemple , puis P , et enfin Q, où la perpendiculaire tombe sur le côté opposé , comme dans la figure primitive.
Cet arrangement nous donnera évidemment la corrélation d® construction des deux figures comme il suit :
i" syst ABCD
a' syst MNPQ
Au lieu de faire correspondre N à B et P à C, nous aurions évidemment pu faire correspondre PàBetNàC;ce qui donne deux manières d’établir cette corrélation de construction ; et c’est au calculateur à choisir celle qui va le plus directement à son but dans chaque cas particulier.
La corrélation de construction ainsi établie , celle des valeurs absolues s’ensuit sans difficulté, puisque les parties corrélatives des deux figures sont évidemment déterminées par les points correspondans.
Il reste donc à établir la corrélation de position, ou ce qui revient au môme , celle des signes ; mais dans les deux figures comparées , il est clair que les points corespondans sont rangés dans le même ordre sur leurs lignes respectives. La corrélation est donc directe, et par conséquent, les formules qui exprimeroient les propriétés du premier système, seroient applicables sans aucun cliangcmcut de signes au second, et il n’y auroit , pour cfTectucr cette application , qu’à substituer dans ces formules les valeurs absolues du secondé leurs correspondantes du système primitif, pourvu que dans le calcul , on uo
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fasse réellcmcnl entrer que les quantités qui font partie cIc chacun de ces systèmes.
Mais si dans le système corrélatif, la perpendiculaire ne lom- * boit pas comme dans le système primitif entre les points qui correspondent à B et C; si par exemple le système corrélatif devenoit M'N'P'Q'(Cg. 17) les points correspondans neseroient plus rangés dans le inêmqiordre sur leurs lignes corrélatives, ainsi la corrélation scroit indirecte. Pour la trouver, j’établis d’abord la nouvelle corrélation de construction qui sera ,
i''syst A B C D
a' syst M'N'P'Q'.
Ensuite , pour faciliter mon opération , je trace une non vc lie ligure (fig. 18) pareille à M'N'P’Q', à laquelle j'adapte les mêmes lettres qu’à la ligure primitive, seulement accentuées, pour conserver leur distinction , quoique sous mêmes dénominations. La corrélation de construction deviendra donc.
i"syst A B C D
a' syst A' B' C' D'.
Et c’est entre ces deux systèmes qu’il s’agit maintenant d’établir la corrélation de position ou des signes ; mais c’est ce qui a déjà été fait (86).
Il ne reste donc plus, pour achever l’opération, qu’.à remettre dans le tableau trouvé (86) pour les lettres A', B', C', D', celles dont on leur a fait tenir la place, c’est-à-dire, M', N', P, Q'; donc enfin la corrélation cherchée entre les triangles ABCD, M'N'P'Q' &c.
3"syst....J^^^ +Âc,-bBC, -HRD,-HCD,-fÂD,-p BAC, 2' syst.. . . 1 -t- aTN', + ÂÏT', + NT',-t- N Q',— FQ^, + ÂTq', N'M P', + ABC, -f ACD, + B.AD, + CAJj, -|- ABC , + ABU , -f-~ÀCD + M'N'P' -b M P Q' -b N'M Q'- P'M Q'-b M'KQ'— M P Q~.
Ce tableau exprime donc les substitutions qu’il faut faire dans les formules qui donnci oient les propriétés du système primi-
tif ABCn , pour les rendre applicables nu syslcmc indircctüinent corrélatif M'N'P Q'.
Cj.O, On voit par ce tableau, que parmi toutes les quantités qui composent le système M'N P’Q', il n’y en a que trois qui deviennent inverses ou dont les valeurs changent do signes,
savoir P Q', P'M'Q', M P Q'; donc si l’on construit une nouvelle ligure ( fig. ig) absolument pareille à M'N'P'Q', et qu’on y place les memes lettres A , B, C, D qiio dans la figure primitive, chacune à la place de sa correspondante , il n’y aura, pour appliquer les formules de celte figure primitive ABCD (fig. t5)n la figure indirectement corrélative ABCD (fig. 19) , qu'à changer
dans CCS formules les signes des trois quantités CD, CAD,
ACD (a5).
. Lorsqu’une fois on aura par le simple changement de signes de ces trois quantités , les formules applicables au second système ABCD (fig. 19), il sera facile de trouver celles du sjs* tôme M'N'P'Q', puisque celui-ci et ce second système ABCD (fig. 19) se Irouv.anl alors en corrélation directe entre eux , il n’y aura pour appliquer les formules de l’un à l’antre , aucun changement de signes à faire, mais seulement à substituer les valeurs absolues du second à celles du premier, c’est-àtllre , les points de l’un aqx points correspondans de l’autre , sans aucun changement dans les signes.
PROBLÈME III
q{. Etablir les corrélations de construction et de position qui existent entre deux triangles ABCDFG , MNPQRS (fig. 20, ai , aa), dans chacun desquels se trouvent les perpendiculaires abaissées de deux quelconques des angles sur les côtés respectivement opposés.
Prenons pour terme de comparaison la figure 20 , ABCDFG , dans laquelle je suppose que le triangle ABC ait ses trois angles aigus, et écrivons de suite les points qui la déterminent dans
GEOMETRIE l’ordre de la construction ; c’est-à-dire , d’abord les trois sommets du triangle ABC dans un ordre quelconque, par exemple, A , B, C ; puis le point D où se croisent les deux perpendiculaires; et enfin les points F, G, des cotés AB, AC, sur lesquels tombent les perpendiculaires uienccs des angles opposes.
Ecrivons au-dessous les lettres correspondantes de la figure corrélative, en commençant par M , qui doit évidemment correspondre au point A, et plaçant ensuite à volonté le point N ou le ]K)int P, le premier par exemple, pour correspondre au point B; ensuite le point P, pour correspondre au point C ; puis le point Q, où se croisent les deux perpendiculaires, pour correspondre au point D où sc croisent celles delà figure priniitiv»'; et enfin, les points R, S, pour correspondre aux points F, C.
Car puisque dans la figure primitive on a F >=f=A B CD , le point corrélatif de F, dans le nouveau système, doit être celui où concourent les deux droites corrélatives à AB, C ü ; mais par hypothèse, A correspond à M, B correspond à N; donc AB correspond à MN. Pareillement , on voit que P correspondant à C, et Q à D, PQ correspond à CD; donc MN PQ ou R correspond à AB’CD ou F; donc p. doit être écrit sous F, et par la même raison , S doit être écrite sous G.
Donc déjà la corrélation de construction des figures proposées est comme il suiü
I" syst ABCDFG
a' syst M N P Q R S.
La corrélation de construction ainsi établie, celle des valeurs absolues suit sans difficulté, puisque les parties corrélatives sont évidemment déterminées par les points correspondans. 11 reste donc à établir la corrélation de position , ou ce qui revient au meme, celle des signes.
Dans le système primitif, les trois angles sont supposés aigus, ainsi je n’examinerai point le cas où la même chose a lieu dans Je système corrélatif MNP (fig. ai), puisqu’alors la
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corrélation est visiblement directe , et qu’ainsi l’opération n’a
aucune diificultc.AIais il peut arriver, ou que l’angle N MP soit
obtus , ou que ce soit l’un des deux autres MN P , MPN, desquels son t abaissées les perpendiculaires. J’examinerai ces deux cas successivement.
Je suppose donc d’abord , queNAÏP soit obtus (fig. aa); pour faciliter mon operation , je trace (fig. a'â) une nouvelle figure pareille à la figure corrélative , cl je lui adapte les lettres de la figure primitive accentuées ; ou bien l’on peut écrire ces lettres accentuées dans la figure corrélative elle-inéme à côté de leurs correspondantes ; c’csl-à-dirc A' à côté de M, B' à côté de N, &c. 11 s’agit donc maintenant d’établir la corrélation des signes entre les deux systèmes suivans :
1" syst A B C D F G
2' syst A' B' C' D' F' G'.
Four cela, je fais d’abord l’énumération des quantités que je veux faire entrer dans le tableau de corrélation. Bornons-nous aux suivantes : AB, AC, BC, AF, ÀG , BF, CG, BG, CF, BD, CD, Td,GD, BAC, AbC, ACB, BDC, AÔD, aCd, BCD, CED.
Cela fait, j’imagine un mouvement graduel, par lequel le système primitif se transforme dans le système corrélatif. Je conçois , par exemple, que cette transformation s’opère par un mouvement du point A vers D sur la droite AD qui les joint, de manière qu’après la coïncidence de ces deux points, le mouvement se continue, et qu’il y ait échange de positions entre eux. Après cela, il est clair qu’il n’y aura plus qu’à imaginer une mutation graduelle dans les valeurs absolues, pour que les deux figures puissent être supeiqmsées , ce qui ne change plus rien à la corrélation des signes.
Je suppose donc que ce changement soit opéré, et j’examine premièrement, quelles sont dans ce mouvement qui rend identique le système primitif avec le système corrélatif; quelles sont, dis-je, celles des quantités ei-dessus énumérées, qui n’ont
loa
GEOMETRIE passé ni par o ni par oo , car celles-là seront restées dircclcs , et l’un saura déjà que le signe de corrélation decliacune d’elles êsl+-.
Oc il est visible, d’après le mouvement de transformation suppose , que ces quantités qui u’onl passé ni par o ni par oc ,
sont, Tli, ÂC, BC, ÏÏF, CGjIÎG', CF, BD,CD,BAC, ABC,
ACB, BDC , BCD, CBD ; de manière qu’il ne reste que les six
qiianlilcs AF, AG, FJJ, GU, ABU, ACU, qui puissent être invciscs.
Pour aider l’imagination dans l’opération qu’on vient d’indiquer, il n’y a qu’à considérer la figure dans une position infiniment proche de celle où le passage du premier système au second s’opère ; alors on verra facilement quelles sont celles de ces quantités que ce passage doit faire évanouir ou rendre infinies , et celles qui doivent rester finies. Ainsi, dans l’c-xcmple présent, je considère lu figure au moment où A est près de coïncider avec D (fig. ao). Soit alors a la position de A , et pareillement y" et^ celles qu’auront F, G; il est clair que les quantités qui se trouvent alors infiniment petites , et qui par conséquent doivent s’évanouir dans le passage ; c’est-à-dire , au moment de la coïncidence de a qui représente A avec D, seront af , yU,gU , aBD , aCD; remettant donc pour a , /, g, les lettres A , F , G , qu’elles représentent respectivement, on reconnoîtra que conformément à ce que nous venons de dire , les quantités qui peuvent devenir
inverses par la mutation , sont AF, AG , Fl) , GU , ^BD , ACD. J’examine donc successivement ce que chacune d’elles en particulier est effectivement devenue.
1®. Dans le système primitif, on a AF = AB — BF ,
et dans le système transformé, au contraire, A'P'=BF' — A'B' ; donc A'F' est inverse., et son signe de corrélation — . a”. Dans lo système primitif, on a AG= AG — CG ,
et dans le .système transformé, au contraire, A^G'= C'G' — A'C' , donc A'G' est inverse , et son signe de corrélation — .
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5". Dans le système primitif, on a FI) = CT' — CD ,
et clans le système transformé I"D'= C'D’ — CT' ;
donc P'D' est inverse, et son signe de coirélation — .
4". Dans le système primitif, on a. . . GD = BG — BD ,
et dans le système transformé G'D = B D — B G' ;
donc G JJ' est inverse, et son signe de corrélation — .
5°. Dans le système primitif, on a ABD = ABC — DBC ,
et dans le système transformé A'B D'= D'B'C' — A'B'C' ;
donc A'B'D' est inverse , et son signe de corrélation — .
G”. Dans le système primitif, on a ACD = ACB — DCB ,
et dans le système transformé A'C'D'=D C'B' — A'C B j
donc A' C'D' est inverse, et son signe de corrélation — .
Voilà donc la corrélation des signes entièrement établie entre les deux systèmes ABCDFG, cl A'B'C'D'F'G'. Substituant à celui-ci lettre pour lettre le système MNPQRS, en les rapprochaiil'd’abord , pour plus de facilité , comme il suit :
nous aurons le tableau général de corrélation suivant entre les deux figures proposées, ABCDFG , MNPQllS:
1*** sysl... J d" AB , + AC , + BC , •+- AF, -t- AG, T BF, -f CG, + BG,
2' syst...[ + MN, + MP, + NP, — WR, — WS, +ISR, + PS, +NS,
I + CF, + BÎ) , +CÏ), + FD , + GD, +BAC , + ABC , + ACB , [ + PR, +NQ, +PQ, — RQ,_6Q, +NxMP, +WNP, +WPN, l+BDC, + ABD, +ACD, -hBCD, + CJ1D,
[+ nQb, — MNQ, — MPQ, +NPQ,+ PNQ.
Ce tableau esprinie donc les substitutions qu’il faudroit faire dans Us formules du système primitif ABCDFG, pour les rendre applicables au système corrélatif MNPQRS , lorsque les
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trois angles du triangle ABC étant aigus, l’angle NMP du triangle correspondant MNP est obtus.
Si l’on adapte au système corrélatif les mêmes lettres qu’au système primitif ( £g. î3 bis) , on verra que pour rendre les formules de celui-ci applicables à l’autre , il n’y a qu’à changer dans ces formules les signes des six quantités AF, AG, FO, Gi),
ABD, ACD; en supposant toutefois que dans ces formules il n’entre d’autres quantités que celles dont l'énumération a été faite au tableau général de corrélation.
q5. Nous avons maintenant à examiner le second cas ; c’est-
n-dire , celui où ce seroit l’un des autres angles M^P , MPN, qui seroit obtus. Ce nouveau système est représenté (fig. si),
où l’on suppose M'N'P', par exemple , plus grand que le quart de la circonférence.
Je procède comme ci-dessus, jusqu’après l’énumération des quantités qui doivent entrer dans le tableau de corrélation.
Cela fait, j’imagine un mouvement graduel par lequel le système primitif vienne coïncider avec le système corrélatif. Je conçois , par exemple , que la droite A B tourne autour du
point B, de manière que l’angle ABC aille en augmentant, jusqu’à ce qu’il devienne plus grand que le quart de circonférence. Il est clair que pendant ce mouvement , la droite ÇF qui reste par construction toujours perpendiculaire à AB, se rapprochera continuellement de CB, en tournant autour du point C: qu’au moment où l’angle AÉt sera devenu droit , CP coïncidera avec CB , et qu’eufia Afifc devenant obtus , CF passera au-dessous de CB ; de sorte que le système prendra la forme que représentent les (lig. a4 et a5), il ne restera donc plus, pour parvenir à la, superposition du système primitif avec le nouveau système, qu’à imaginer une mutation graduelle convenable dans
les
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les valeurs absolues ; ce qui ne change plus rien à la corrélation des signes.
Je suppose donc ce changement opéré , et j’examine premièrement , quelles sont dans ce mouvement, qui a rendu identique le système primitif avec le système corrélatif; quelles sont, dis-je, celles des quantités énumérées qui n’ont passé ni paro, ni par oo ; car celles-ci seront restées directes, et l’on saura déjà que le signe de corrélation de chacune d’elles est -f-.
Or il est aisé de voir par la marche indiquée ci-dessus (gi), que les quantités qui en vertu de ce mouvement de transformation n’ont passé ni par o ni par oo, sont', AB, AC, BC , AF,
ÂÔ,CG, BG, CF,€Î3,GÏ3, BAC, ABC, ACB, BüC, ABD,
ACD , CBD ; il ne reste donc que les quatre quantités BF, Bü,
FD , BCD , qui ayant passé par o , peuvent être inverses. J’examine donc successivement ce qu’est devenue chacune d’elles en particulier.
i". Dans le système primitif, on a BF = AB — AF ,
et dans le système corrélatif B'F' = A'F' — A'B';
doue B'F' est inverse, et son signe de corrélation — .
a". Dans le système primitif, on a. . . . BD = BG — GD ,
et dans le système corrélatif ti B'D' = G'D* — B'G' ;
donc B D' est inverse, et son signe de corrélation — .
3'. Dans le système primitif, on a.... FD=CF — CD,
et dans le système transformé F'D' = C'D' — C'P” ;
donc F'D‘ est inverse , et son signe de corrélation — .
<■ 4°. Dans le système primitif , on a BCD =ACB — ACD,
et dans le système corrélatif B'C'D' = A'C'D' — A'C'B';
donc B'C'D' est inverse , et son signe de corrélation — .
Voilà donc la corrélation des signes entièrement établie entre les systèmes ABCDFG et A'B'C'D'FG'. Substituant donc à celui-ci, lettre pour lettre, le système M'N'P'Q'R'S', en les
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rapprochant d’abord, pour plus de facilité, comme il suit: A' B' C' D'FG'
nous aurons le tableau général de corrélation suivant, entre les deux systèmes ABCDFG, M'N'P'Q'R'S' (6g. ao et 34):
»"3ysl.w.J+ ÂB, + ÂC,+ eC.+ÂT, +ÂG,+ BF,+CG, s' syst.. . (+M'N',+M P',+irF,+ïvi'R',+M^-N^,+F^^
t + BG,+CP, + BD,+GD,+ÎTâr,+GD,+ BAC, + ABC,
+N^,+pW,-I^Q',+FQ^,-R Q ,+S^',+N'M F,+M'^F,
!+ ACB, +BDC, + ABD, + ACD. + BCD, + CBD +M'P'N',+N'Q'P',+M'N^ Q',+M'P'Q',-N P Q',+P ^ Q’
Ce tableau exprime donc les substitutions qu’il fàudroit faire dans les formules qui expriineroient les propriétés du système primitif ABCDFG, pour les rendre applicables au système indirectement corrélatif M N'P'Q'R'S', le premier ayant tous ses angles aigus , et le second ayant fangle M'N'P' obtus.
Si l’on adapte à ce système corrélatif les mêmes lettres qu’au système primitif, enverra, que pour rendre les formules de celui-ci représenté (üg. 20), applicables à l’autre représenté (£g. s6), il n’y a qu’à changer dans ces formules les sigues
des quatre quantités BF,BD,FD, BüD.
Par les mêmes raisons, pour rendre les formules du même système primitif applicables au système indirectement corrélatif ABCDFG (fig. 17), où ce seroit l’angle ACB qui se trouveroit obtus , il n’y auroit qu’à changer dans les formules les
signes des qvmlre quantités CG, CD, GD, C^D. '
^6. On peut donc établir entre les quatre systèmes représentés ( 6g. 20,23 , a6 ,27), la corrélation suivante dans laquelle on a, pour abréger, supprimé les termes qui conservent le même signe dans les quatre systèmes , où celui de la (lig. 20) ,
pris pour système primitif, est supposé avoir ses trois angles aigus, le second (fig. a3 bis) a l’angle BAC obtus, le troisième (fig. 36) a l’angle ABC obtus, et le quatrième (fig. 37), Tangle A CB obtus.
Corrélation générale des quatre systèmes représentés ( fig. ao , flS, a6, 37).
+ÂF, +ÂG, + BF, + CG^+ BD^+ CD^ + ra, +
— ÂF,— ÂG, + BF, + CG, + BD, + CD,— FD,— GD, + ÂF, + ÂG,— BF, + CG^— BD, + CD,— FD, + GD, +ÂF, +ÂG, + BF,— CG] + BD,— CD^^+FÂ-GD; + AÊD, + ACD, + BÎ:D, + CBD — AÊD,— ACD, + BCD , + CBD + ABD, + ACD,— BCD, + CÊD + ABD, + ACD, + BCD, — CÊD
Au moyen de ce tableau général de corrélation entre les quatre systèmes , les formules de l’un quelconque d’entre eux étant données , on verra de suite quelles sont les mutations à faire dans les signes pour les appliquer à un autre, puisqu’il n’y aura qu’à changer ceux des signes qui ne se trouvent pas les mêmes pour les deux systèmes comparés dans le tableau précédent
Quelqu’autre triangle qu’on puisse proposer , il sera toujours facile d’établir sà corrélation directe avec l’un des quatre systèmes précéclens , et par conséquent de trouver de suite les for< mules qui lui seront immédiatement applicables.
i"syst
a' syst
3* syst . . • • 4' syst. . . .
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q 7 . Etablir les corrélations de construction et de position qui existent entre deux triangles ABCDFGII , MNPQRST, (fifr. î8 et 39), dans chacun desquels sont abaissées des perpendiculaires de chacun des angles sur le côté opposé.
Je prends pour terme de i‘ompiir,Tison la figure ABCDFGII, dans laquelle je suppose que le triangle proposé ABC a ses trois angles .nigus. J’écris de suite les points qui dctcrininent celle figure dans un ordre quelconque; mais autant que possible , dans l’ordre delà construction la plus naturelle et la plus facile; c’est-à-dire, d’abord les trois sommets A, B, C, puis le pointD, où se croisent les trois perpendiculaires (1); et enfin, les trois points F, G, II, des côtés AB AC BC, sur lesquels tombent les perpendiculaires menées des angles opposés.
Au-dessous de ces premières lettres prises pour désigner la figure primitive , j’écris les lettres correspondantes de la figure corrélative, en commençant à volonté par M, N ou P ; par exemple, par M, pour correspondre à A; continuant par N ou P à volonté ; par N , par exemple , pour correspondre à B : ensuite je pose P, puis Q, puis R, puis S, puis T. Voici comment je prouve que ces lettres, P, Q, R, S, T doivent être posées ainsi.
MNP est par hypothèse la figure proposée corrélative à ABC; donc M ayant été prise pour correspondre à A , N à B; il faut que P corresponde à C. .
Ensuite D étant dans la figure primitive le point où se croisent les trois perpendiculaires, et Q, Celui où les perpendiculaires se croisent dans la figure corrélative; il faut que Q corresponde à I).
Cela posé , nous avons F =f= AB ’ CD ; donc le point qui doit
{1) On prouvera (lag), qu’en effet les trois perpcndiaulaires sc croisent toujours en un meme point.
correspondre à F, est celui où se coupent les lignes correspondantes .à AB, CD ; c’est-à-dire , puisque M, N, P, Q corre.spondenl à A, B, C, D, respectivement comme on vient de le voir,
MN PQ ; or ce point est R j donc R correspond à F. De meme, puisque G=f=AC BD, lepointcorrespondanlàG ser.aMP NQ=^, et pareillement, puisque H#=AD BC, le point correspondant
à H sera MQ NP^=T. Donc déjà la corrélation de construction est comme il suif :
i"8yst A B CDFGH
2' syst MNPQRST
La corrélation de construction ainsi établie , celle des valeurs absolues suit sans difilcullé, puisque les parties corrélatives des deux figures sont évidemment déterminées par les points correspondans : il reste donc à établir la corrélation de position ou celle des signes.
Or dans le système primitif, les trois angles sont supposés moindres chacun que l’angle droit ; ainsi je n’examinerai pas le cas où la même chose auroit lien dans le triangle corrélatif MNP, puisqu’alors la corrélation est évidemment directe, et qu’ainsi l’opération n’a aucune difficulté; mais il peut arriver que l’un quelconque des angles soit obtus. C’est pourquoi j’exa-
minerai seulement le cas où l’un des trois angles NMP , MNP,
MPN seroit obtus.
Je suppose donc, par exemple , que l’angle NAIP soit obtus. Pour faciliter mon opération, je trace une nouvelle figure (fig. 3o) pareille à la figure corrélative proposée, et je lui adapte les lettres de la figure primitive, .accentuées pour les distinguer, quoique sous mêmes dénominations; ou bien, ce qui est encore plus commode , on peut écrire ces mêmes lettres dans la figure corrélative cllc-niêmc, en les accolant à leurs correspondantes; c’esl-à dire, A' à côté de M , B' à côté de N, &c. Il
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s'agit donc maintenant d’établir la corrélation de position entre les deux systèmes suivans ;
i" Syst A B C D F G II
a' syst A' B' C D' F' G' H'.
Pour cela , je fais d’abord l’énumération des quantités que je veux faire entrer dans le tableau de corrélation. Bornons-nous
aux suivantes : AB , AC, BC, AD, BD, CD, AH, BH, CHi
ÏÏH, ÂF, BF, CF, DFjÂG, BG, CG, DG, BAC, BAD ,
CAD , AÊC , a6d , Cêo , ACB , aCd , BÊD , ADB , AÛC ,
Bik:.
Cela fait, j’imagine dans le système primitif un mouvement graduel , en vertu duquel ce système se transforme dans le système corrélatif. Par exemple, j’imagine qu’il y ait échange de positions entre A et D, au moyen d’un mouvement de A vers H, ou de D en sens contraire. Après ce changement, il n’y a plus qu’a supposer une mutation opérée par degrés insensibles dans les valeurs absolues , pour que la ligure primitive coïncide entièrement avec la figure corrélative , ce qui ne change plus rien à la corrélation des signes.
Je suppose donc , qu’en effet ce changement soit opéré de manière qu’il y ait superposition entre les deux systèmes , et j’examine premièrement, quelles sont dans ce moment celles des quantités ci-dessus énumérées , qui n’ont passé ni par o ni par 00 ; car celles-là sont restées directes , et l’on saura déjà que le signe de corrélation de chacunë d’elles est -H»
Or il est facile de voir , d’après le mouvement de transformation supposé, que ces quantités qui n’ont passé ni par o ni par oo
sontÂB, ÂC, BC, BD, CD,ÂH, BÏÏ, CH, DH, BF, CF, BG , CG, bac', BAb , cXb, Afit, CBD, a6b , BÔD, a6b, a6c , BÔC. h ne reste donc plus que les sept quantités AD , AF, DF, AG, DG, ABD, A^D , qui ayant passé par o, puissent
DE POSITION, iêire inverses. Pesamine donc successivement ce que devient chacune d’elles en particulier.
i“. Dans le système primitif, on a.... AD=aH — DH,
et dans le système transformé. . . - A D'= D'H' — A'H'j
donc A'D' est inverse , et son signe de corrélation — ^
a®. Dans le système primitif, on a AF = AB — BP,
et dans le système transformé A'P'= B P' — A'B'j
donc A'P' est inverse, et son signe de corrélation —
S®. Dans le système primitif, on a. . . DF = CF — DC,
et dans le système transformé D'F'=D G' — C'F'j
donc D'F' est inverse , et son signe de corrélation — .
4®. Dans le système primitif, on a AG = AC — GC,
et dans le système transformé A'G'= G'C'— A'C'j
donc A'G' est inverse , et son signe de corrélation — .
6®. Dans le système primitif, ona.... DG = BG — BD,
et dans le système transformé D'G'— B’D' — B'G'j
donc D'G' est inverse , et son signe de corrélation —
6*. Dans le système primitif, on a ABD = ABC— cSd,
et dans le système transformé A'fî'D'= C'B'D'— A'Ê'C'j
donc A'B'D' est inverse,, et son signe de corrélation —
7®. Dans le système primitif, on a ACD=AGB — B G D,
et dans le système transformé A'G'D'= B'GD' — A'G'B-';
donc A'C'D' est inverse , et son signe de corrélation — .
Voilà donc la corrélation des signes entièrement établie entre les systèmes ABCDFGH , et A'B'C'D'F'G'H'. Substituant donc à celui-ci lettre pour lettre le système proposé MNPQRST, enlearapprochantd’abord pour plusgrandeiacilitécomme iisuit:
MNPQRST
GEOMETRIE- Nous aurons le tableau général de corrélation suivant entré les deux systêmes'ABCDrGH, MNPQRST:
1" syst.... 1+ ÂB , +ÂG, +BC, +Âü, + bT)‘, +11), +ÂÏÏ,
2' syst-. ..(+ÂÎN, +MP, +OT,— +ÏÎQ, +PQ, 4- MT, f+BH, +G1I, +1J1Î, + AT, +BT, +CT, + DI', + AG, + BG , l + NT, +PT, +QT,— MR, +MÏ, +PR^,— QR,— MS, + iNs", f -f CG, +Ï)G, + BAC , + B.ÎD , + CAD , + ABC , + ABD , [+PS,— QS , +NMP, +NMQ, +PMQ, +MNP,— mAq, l+CBD, + ACB, +ACD,+BCD, + ADB,+ADC,+BDC 1+PNQ, +mPjST, — MPQ, +NPQ, +MQN, +MQP, +NQP
Ce tableau exprime donc les substitutions qu’il faudra faire dans les formules du s)’’stêine primitif ABCDFGH, où l’on suppose les trois angles moindres chacun que le quart de circonférence , pour rendre ces formules applicables au système corrélatif MNPQRST, dans lequel des trois angles du triangle
MNP correspondant à ABC, celui NMP qui correspond à BAÇ est supposé obtus.
98. Si l’on adapte au système corrélatif les mêmes lettres qu’au système primitif (Cg. 3i) , on verra que pour rendre les formules de celui-ci applicables à l’autre , il n’y a qu’à changer
dans ces formules les signes des sept quantités AD, AP, DF, AG,
Î3g, ABD, ACD.
Par les mêmes raisons , si c’étoit l’angle ABC qui devînt obtus (hg. 3a) , les quantités dont il faudroit changer le signe dans les formules du système primitif, pour les rendre applicables au nouveau système , seroient les sept suivantes , BD , BÏÏ , Ï5h , BF , DF, BCD , BÂD.
Enfin, si c’étoit l’angle ACB qui devînt obtus (fig. 33) , les
quantités
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quantilcs dont il faudroit changer le signe clans les formules du système primitif pour les rendre applicables au nouveau système, seroient les sept suivantes, CD, CG, DG, CH, DH, CAD, CED.
On peut donc établir entre les quatre systèmes représentés (Eg. 98, 3i, 3a, 35} , la corrél.atioii suivante , dans laquelle on a, pour abréger, supprimé les termes qui conservent le même signe dans les quatre systèmes, où celui de la (Gg. a8) '
pris pour système primitif, est supposé avoir ses trois angles
aigus; le second (Gg. Si) a l’angle BAC obtus, le troisième (Gg. 3a)
a l’angle ABC obtus, et le quatrième (Gg. 33) a l’angle ABC obtus.
Corrélation générale des quatre s_ystémes représentés (fig. aS, 3i , 3a , 33 ).
i" syst
( + ÂD, + BD, +CD, +BH, -hCB, + DH,
a' syst
ÂF, + BF, + DF, + ÂG^ — CG^— DG, + BAD, — CAD
+ ABD, +CBD, -t-ACD, +BCD
— ABD, + CBD, — ACD, + BCD + ABD, +CBD, + ACD, —BCD + ABD,— CBD, +ACD, +BCD
Au moyen de ce tableau général de corrélation entre 1rs
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quatre systèmes , les formules de l’un quelconque d’entre eux
étant données , on verra de suite quelles sont les mutations
à faire dans les signes pour les appliquer à un autre , puisqu’il
n’y aura qu’à changer ceux des signes qui ne se trouvent pas
les memes pour les deux systèmes comparés dans le tableau
précédent.
Quelqn’autre triangle qu’on puisse proposer, il sera toujours facile d’établir sa corrélation directe avec l’un des quatre systèmes précédens, et par conséquent de trouver les formules qui lui seront immédiatement applicables.
PnOBI/ÉME V.
gg. Quatre points quelconques A , B, C, D, étant placés sur un même plan ( fig. 34) , ef joints deux à deux par des droites prolongées jusqu’à leurs rencontres respectives ; établir les corrélations de construction et de position qui existent entre toutes les figures qui résultent de V assemblage de ces six lignes droites , suivant les diverses positions que peuvent prendre les quatre points A , B , C , D,
Il est aisé de voir qu’on peut réduire à trois les figures proposées j car les points ABCD peuvent être disposés, i°. de manière que les quatre droites consécutives AB, BD,DC, CA forment un quadrilatère à quatre angles saillans (hg. 34), et contenant entre elles un espace continu ; a°. de manière qu’il y ait un angle rentrant (fig. 36); 3°. de manière que les quatre droites AB, Bl5, DC,CA, forment deux triangles ABG, CDG , opposés au sommet (fig. 38). Mais on peut toujours donner à ces figures le nom de quadrilatères, parce qu’elles sont toutes formées par l’assemblage de quatre droites, et qu’on peut passer de l’une à l’autre par le mouvement continu des quatre sommets A, B,C,D.
Cela posé , je prends l’un quelconque de ces trois quadrilatères; par exemple, celui de la (fig. 54) pour terme de comparaison, et j’établis successivement sa corrélation ayte chacun
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(les (leux anlres. Commençons par le qundrilalèrc à angle rentrant (fig. 56). J’acccnlue (fig, 55) les lettres de ce système corrélatif , pour les distinguer de celles du système primitif ABCDFGH.
D’après ce qui a été dit dans les exemples précédens , il est aisé de voir que les mêmes lettres sont placées dans les deux figures aux points correspondans ; car, par exemple , on a dans
le premier système F=f=AB CD, et pareillement on a dans le
second F'=#=A B' C'D'jdemême G=f»AC'BD,etG'"4=A C' B'D',&c. Nous avons donc déjà la corrélation de construction connue il suit :
syst ABCDFGH
a' syst A' B' C' D' F' G' II'.
La corrélation de construction ainsi établie, celle des valeurs absolues suit sans difficulté, puisque les parties corrélatives des deux figures sont évidemment déterminées par les points correspondans. Il reste donc à établir la corrélation de position ou celle des signes.
Pour cela, je fais d’abord l’énumération des quantités que je veux faire entrer dans le tableau de corrélation. Bornons-nous
aux suivantes : AB , AC , AD , BC , BD , CD , AF , BF, AG , CG,Âil, DÏÏ, BÏÏ, CÏÏ, BG, ÏÏG, CF, DF, BAC,BAD, C^,ABC, ABD,CBD,CBF,DBF, ACB, ACD,BCD,BCG, DCG, BDA, CB A, BDC, BDF, CDG, ADF, ADG, FDG, AHB, AHC, AFD, AGD.
Cela fait, j’imagine dans le système primitif un mouvement graduel en vertu duquel ce système se transforme dans le système corrélatif. Par exemple, j’imagine que le point D se meuve vers A jusqu’à ce qu’il ait passé le point H, les points A, B, C, restant fixes. Il est clair que F et G se mouveront en même temps vers A sur les droites respectives FA, GA, qu’ils coïncideront avec B, C, au moment où D se trouvera sur BC, et
Ii6
GEOMETRIE qu’cnfin ils viendront se placer respectivement entre Â, B, et A , C; après cela , il n’y a plus qu’à supposer une mutation graduelle dans les valeurs absolues, pour que la figure primitive coïncide entièrement avec la figure corrélative ; ce qui ne change plus rien à la corrélation des signes.
Je suppose donc , en effet, ce changement opéré de manière qu’il y ait superposition entre les deux systèmes, et j’examine premièrement, quelles sont dans ce mouvement celles des quantités ci-dessus énumérées , qui n’ont passé ni par o ni par 00 J car celles-là seront restées directes, et l’on saura déjà que le signe de corrélation de chacune d’elles est -b.
Or en suivant la marche indiquée dans les exemples précédens, il sera facile de voir que les quantités qui n’ont passé ni par O ni par oc , au moment de la coïncidence de D sur BC sont • ÂB, ÂC,ÂD, BC, BD, CD, XF, ÂG , ÂH, BÏÏ, CH, BG, DG, CF, DF, BAC, B AD, CAD, ABC, ABD, CBF, DBF, ACB, ACD, BCG, DCG, BDA , CBA, BDC, ADF, ADG , FDG , AHB , AUC, AFD, AGD. Il ne reste donc que les sept
quantités BF, CG, Ï5h, CBD , BCD, BDF, CDG qui ayant passé par o , puissent être inverses dans le nouveau système. J’examine donc ce que devient chacune en particulier.
1°. Dans le système primitif , on a.... BF=AF — AB,
et dans le système transformé B'F'= A'B' — A'F' j
donc B F' est inverse , et son signe de corrélation — .
2°. Dans le système primitif , on a ... . CG=AG — AC ,
et dans le .système transformé C'G’= A'C' — A'G' ;
donc C'G' est inverse , et son signe de corrélation — .
5°. Dans le système primitif, on a. . . . D H = A D — AH ,
et dans le système transformé D'H'= A'IF — A D'j
donc D'H' est inverse , et son signe de corrélation — .
4*. Dans le système primitif, ona C^D=ABD — ABC,
et dans le système transformé C'B'D'= A'B'C' — A'B'D';
donc C'B'D' est inverse , et son signe de corrélation — .
5®. Dans le système primitif ,ona BCD = ACD — ACB,
et dans le système transformé ’• B'C'D'= A'C'B' — A'C'D' j
donc B'C'D' est inverse, et son signe de corrélation — .
6°. Dans le système primitif, ona BUF = a6f — ADB,
et dans le système transformé B'D'F'= A'I3'B' — A'D'F';
donc B'Ü'F' est inverse , et son signe de corrélation — .
7”. Dans le système primitif, ona CDG=AüG — ADC,
et dans le système transformé C’D'G'= A'D'C' — A'D'G';
donc C'ü G' est inverse , et son signe de corrélation — .
Voilà donc la corrélation des signes entièrement établie entre les deux systèmes ABCDFGH (fig. 34) et A'B'C'D'F'G'Il' ( fig. 35) ; ainsi l’on aura sans difücalté le tableau général de corrélation cherché.
100. Si l’on adapte les mêmes lettres aux deux systèmes , ou qu’on supprime les accens du second , on verra, que pour rendre les formules du système primitif (fig. 34) applicables au système corrélatif (fig. 36) , il n’y a qu’à changer dans ces formules les signes des sept quantités BF, CG, DH, CBD,_BCD,
bi5f, dJG.
101. Tai maintenant à examiner le cas où les quatre côtés consécutifs du quadrilatère AB, BÜ,BC,CA, (fig. 38) forment deux triangles opposés au sommet.
Je procède comme ci-dessus , jusqu’après l’énumération des quantités qui doivent entrer dans le tableau de corrélation. Cela fuit, j’imagine dans le système primitif, un mouvement graduel
rn vertu duquel ce syslèiiie se transforme dans le système corrélatif (lîg. ,77). Par exemple, j’imngine qu’il y a échange de position entre C etD parmi mouvement continu de C vers Fjusqu’an-delii du point D, les points A, B, D, F, restant fixes. Après cela, il n’y a plus qu’a supposer une mutation graduelle dans les valeurs absolues, pour que la figure primitive coïncide entièrement avec la figure corrélative; ce qui ne change plus rien à la corrélation des signes.
Je suppose donc en effet ce changement opéré de manière qu’il y ait superposition entre les deux systèmes, et j’examine dans ce mouvement quelles sont celles des quantités ci-dessus énumérées qui ont passé par o, ou par 00 ; car ce sont les seules qui puissent être inverses. El l’on saura déjà que le signe de corrélation de chacune des autres est -f-.
Or en suivant là marche indiquée dans les exemples précédens,il sera facile de voir que les seules quantités qui ayant passé paro ont pu devenir inverses sont les sept suivantes: CD ,
CG, J)H, CH, DG, CAD, CliD. J’examine donc ce que de-
vient en particulier chacune d’elles.
1°. Dans le système primitif , on a CD = CF — FD,
et dans le système transformé C'D'— F'D' — C'D' ;
donc C'D' est inverse, et son signe de corrélation —
a®. Dans le système primitif, on a CG =AG — AC,
et dans le .système transformé C'G'= A'C'— A'é';
donc C G' est inverse, et son signi de corrélation — .
3®. Dans le système primitif, on a.... DH=AD — AH,
et dans le système transformé D®= A'H'— A'D' ;
donc D'H' est inverse , et son signe de corrélation — .
4°. Dans le système primitif, on a CH=BC — BH,
et dans le système transformé C'H'= BH' B'C';
doue C'H' est inverse , et son signe de corrélation — .
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5®. Dans le système primitif, on a DG=BG — BD,
et dans le système transformé D'G'=B'D' — B'G';
donc DG' est inverse, et son signe de corrélation — .
6“. Dans le système primitif , on a CAD=BAC — BAD,
et dans le système transformé C’A'D'= B'A'D' — B'A'C'j
donc C'A'D' est inverse , et son signe de corrélation — .
7". Dans le système primitif, on a CBD=-AB D — ABC,
et dans le système transformé C'B D'=A'B'C' — A'B'D';
donc C'B'D' est inverse, et son signe de corrélation — .
Voilà donc la corrélation des signes entièrement établie, entre les deux systèmes ABCDFGH (f»g. 34) et A'BC'D'FG'H' (fig. 07) , ainsi l’on aura sans difficulté le tableau général de corrélation cherché.
102. Si l’on adapte les mêmes lettres aux deux systèmes (fig. 34 et 38), on qu’on supprime les accens du second, on verra que pour rendre les formules du système primitif (fig. 34) applicables au système corrélatif (fig. 38), il n’y a qu’à changer dans CCS formules les signes des sept quantités CD, CG, DH, CH, DG, CAD, CBD.
On peut donc établir entre les trois systèmes représentes (fig. 34, 3G, 38) la corrélation suivante, dans laquelle on a, pour abréger, supprimé les termes qui conservent le même signe dans les trois systèmes.
Corrélation générale des trois systèmes représentés (fig. 34, 56,38). 1*^ syst. d* CD , d“ BF , -t- CG , d- DH , d“ CH , d* DG ,
3' syst jd- CD,— -M, — CG,--DH, + CH, d- DG,
5' syst (—CD, d-W^,— CG,— ÏÎH , — CH, — DG,
id- CAD , d- CBD , + BCD , d- BDF, d- CDG + CAD, — CBD, — BCD,— BDF, — CDG — CAD , — CBD , d- BCD , d- BDF , d- CDG
GEOMETRIE Au moyen de ce tableau général de corrélation entre les trois systèmes ; les formules de J’un quelconque d’entre eux , étant données, on verra de suite quelles sont les mutations à faire dans les signes pour les appliquer à un autre, puisqu’il n’y aura qu’à changer ceux des signes qui ne sc trouvent pas les mêmes pour les deux systèmes comparés dans le tableau précédent.
Quclqu’aulre quadrilatère qu’on puisse proposer , il sera toujours facile d’établir sa corrélation directe avec l’un des trois systèmes précédens, et par conséquent, de trouver de suite les formules qui lui sont immédiatement applicables.
lo3. Nous avons donné la dénomination commune de quadrilatères aux trois figures (fig. 34,56,58) formées chacune
par l’assemblage des quatre mêmes droites AB, BD, DC, C A ; parce qu’en effet ce sont trois figures corrélatives résultantes du mouvement graduel des quatre points A, B, C, D, et qui ont essentiellement les mêmes propriétés, pnisqu’ainsi qu’on lo vient de voir lorsque celles de l’un quelconque des trois sont exprimées par des formules, il suffit d’y changer le signe de quelques-unes des quantités qui y entrent, pour les rendre applicables à chacune des deux autres. J’appellerai quadrilatère complet la réunion de ces trois quadrilatères simples , c’est-àdire l’assemblage des quatre droites AB, BD, DC, CA prolongées jusqu’à leurs rencontres respectives.”
En supposantdonc quatre points quelconquesA, B,C,I},ct les prenant dans quel ordre on voudra , par exemple , A , B , D , C , si l’on joint le premier point A au second B , le second B au troisième D , le troisième D au quatrième C , le quatrième C au premier A; ABDC sera un quadrilatère simple , et la réunion des trois quadrilatères simples ABDC, AFDG,BFCG, formés par l’assemblage des quatre droites AB, BD, DC, CA, prolongées jusqu’à leurs rencontres respectives , sera le quadrilatère complet.
Chacun des quadrilatères simples a deux diagonales. Joignant le premier point aveu le troisième, et le second avec Je quatrième
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Irième, elles sont AD, BO , pour le premier A BDC ; AD, l'(J , pour le second AFDG ; et BC, FG , pour le troisième BFCG j mais chacune de ces diagonales étant commune à deux de ces trois quadrilatères, il en. résulte en tout trois diagonales diilcrentes pour le quadriltdère complet.
On peut appliquer les memes idées aux polygones d’un plus grand nombre de côtés. Par exemple, si l’on a cinq points, et qu’on les prenne dans un ordre quelconque, on aura un pentagone en joignant le premier au second , le second au troisième , le troisième au quatrième, le quatrième au cinquième, et le cinquième au premier, et comme le changement d’ordre qui peut avoir lieu entre ces cinq points est 4.3 ou 12, il suit que cinq lignes droites quelconques tracées dans un plan , forment douze pentagones différens , dont la réunion peut s’appeler pentagone complet; et en général, si l’on nomme n le nombre des
lignes tracées , il résultera de leur assemblage
polygones d’un nombre n de côtés chacun , et dont la réunion formera le polygone complet de l’ordre n ou du nombre n de côtés.
1 o4. On voit parles exemples donnés ci-dessus, comment on peut établir la corrélation de deux figures, à priori, c’est-àdire, avant de connoîlre les formules du système primitif; car nous ne connoissons pas les propriétés des figures dont nous avons établi la corrélation, ou du moins nous n’avons fait aucun usage de ces propriétés pour établir cette corrélation ; et celte même corrélation nous indique d’avance les changemens ' de signe qu’il sera dans chaque cas nécessaire de faire éprouver aux formules du système primitif, pour les rendre applicables au sytème transformé.
Mais la dillicullé d’établir à priori la corrélation de position , augmente d’autant plus, que les figures deviennent plus compliquées; et la manière la plus simple d’obtenir les formules propres à chaque transformation particulière , est souvent de rc-
commencer en entier la série des raisonnemens qui ont été faits sur le système primitif, en les modifiant suivant que l’exigent les nuances qui caractérisent les deux systèmes. Mais pour saisir ces nuances , il est toujours très-avantageux d’établir d’abord la corrélation de construction ; opération communément assez facile ; car on a pu remarquer dans les exemples ci-dessus, que la principale difficulté consiste dans la recherche des changemens de signe, ou corrélation de position. La corrélation de construction qui détermine les valeurs absolues, est d’un grand secours pour diriger dans l’application des raisonnemens établis d’abord sur le système primitif, lorsqu’on veut passer aux divers systèmes corrélatifs , sur-tout si l’on a soin , comme nous l’avons fait ci-dessus , d’appliquer les mêmes lettres différemment accentuées aux points qui se correspondent par celte corrélation de construction. Ce mécanisme n’est point indifférent ; l’analyse en général n’étant elle-même, à proprement parler, qu’un mécanisme ingénieux adapté à la partie de la dialectique qui a pour objet la comparaison des grandeurs.
C’est sur tout lorsque la corrélation devient imaginaire ou complexe, qu’il devient presque toujours très-difficile d’établir à priori la corrélation de position ou des signes, et qu’on est obligé de SC borner à établir la corrélation de construction , en tirant ensuite de l’analogie indiquée par cette corrélation, les moyens de découvrir les modifications qui dislingucut les systèmes comparés.
Soient pris pour exemple, le cercle et l’hyperbole équilatcre entre lesquels il existe , comme on sait, un rapport très-intime , et qui sont en effet deux systèmes en corrélation complexe.
l*o5. Soient donc BDCFM un cercle et BM'N'Cm/i (fig. 3g), une hyperbole équilatère construits sur les mêmes axes ou diamètres. Puisque l’équation du cercle csljj = aa — xx en comptant les abscisses du centre et nommant a le rayon, x l’abscisse, ,r l’appliquée ; et celle de l’hyperbole 'y — aa. Ilestclair qu’en effet, la corrélation n’est simple qu’entre les fonctions aa,
*•*>>')' ‘l’une part, el aa, x'x',y'y' de l’autre; mais qu’entre les quantités simples elles-mêmes a, x^y, d’une part, eto,x', y' de l’autre, elle est seulement imaginaire ou complexe, et qu’elle peut s’exprimer ainsi ;
i*’^yst O, X, y.
a' syst O, X, y U'^.
Soient A le centre commun des deux courbes, BC le diamètre au premier axe , M un point quelconque de la circonférence , MP l’appliquée de ce point, AP l’abscisse correspondante.
Par les points B, C, menons au point M des droites , et prolongeons C M jusqu’à ce qu’elle rencontre l’hyperbole en M'. De ce point M' menons l’appliquée M'P', et des points B , C , les droites BM', CM'. Menons enfin du centre A les droites AM, AM'.
Cela posé, en prenant M, M' pour points correspondans dans les deux systèmes, il est clair que nous aurons la corrélation da construction suivante :
1 syst A B C M P
a* syst ABC M'P';
d’où l’on tire de suite la corrélation de construction comme il suit :
i"syst... ÂB,ÂM,BM,CM,ÂP,BP,CP,CBM,BCM,&c.
Q' syst... ÂB,Âîir,BM^',CM^,ÂF,BP',cF,CBM',BCM',&c.
Le cercle ayant pour équation MP’= AB’ — AP’ et l’hyperbole M l"’ = AP'’ — AB’; voyons d’après la corrélation de construction de ces deux figures , jusqu’à quel point les propriétés de l’une sont applicables à l’autre.
Je décompose le second membre de chacune de ces équations en ses deux facteurs : ce qui donne ,
pour la première , MP’ = (AB+AP ) (aB — AP) et pour la seconde , M'P' ’ = ( AB + AP' ) ( AP' — AB ) ; d’où je vois que la quantité À P' — AB ou BP' est devenue
inverse n l’cgavd de sa eorrespondante AB — AP, tandis que
AB + AP' ou CR correspondante de AB + AP ou CP , reste
directe.
Puisqu’on a ÂB +ÂP = CP , ÂB + ÂP'= CP', Âl—ÂP= BP , AP' — AB = BP' , les équations comparatives ci-dessus deviendronlMP’ = BP.CP, SFP" = BP'.CP'; ce qui donne ces deux
proportions correspondantes CP : MP :: MP : BP ; et
CP': M'P' : : M'P' : BR , et par conséquent cette propriété commune , que d;ms chacune des courbes comparées, l’appliquée est moyenne proportionnelle entre les distances du point où elle coupc l’axe à ses deux extrémités.
Les triangles semblables CMP , CM'P' donnent
CP : MP CP' ; M'P'. En comparant cette proportion avec l’une quelconque des deux précédentes, on aura MP : BP :: CP :M'P'. Donc les deux triangles corresporidans BMP , BM'P', ont leurs côtés udjacens à l’angle droit proportionnels; donc ces deux triangles sont semblables : ce qui est une nouvelle analogie entre les deux courbes.
li suit de celle similitude^ que M'BP' = MBP; c’eôt-à-dire, que les droites corrélatives MU, M'B font le même angle avec l’axe BC , mais dans des sens opposés.
Dans le cercle, l’angle BMC formé par les droites menées du point M aux deux sommets de la courbe est égal à la somme des
deux autres MBC, MCB. Voyons ce qui a lieu pour l’angle cor-
respondant BM C de l’autre courbe. Or l’angle M'BP' extérieur au triangle M BC , est égal à la somme des deux autres angles du
même triangle; donc BMC = MBP' — MCP', c’est-à-dire, que dans l’hyperbole équilalère l’angle formé par les deu.x droites menées d’un point quelconque aux deux sommets , est toujours la diflérence des angles que forme chacune de ces deux lignes avec l’axe, tandis que dans le cercle c’csl la somme.
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Cette propriété de la courbe hyperbolique nous donne , en
nommant l’angle droit, M fîC — M'CB = -» ; et par la même raison, si nous prenions sur cette courbe un nouveau point N',
nous aurions aussi N'^C — N'C B = ■»•, ôtant de cette dernière équation la première, et transposant, on a N BC — M'BC =
N'CB — M'CBouN'BM' = N’CM'} c’est-à-dire, que dans l’iiypci'bule équilatère, ainsi que dans le cercle, les angles qui ayant leurs sommets respectifs aux extrémités de l’axe, sont appuyés sur un même arc, sont égaux entre eux.
Si des points correspondans M, M', on abaisse les perpendiculaires Mjd , sur le second axe UF; il est clair que les deux
trapèzes jj'M'BA, seront semblables et donneront :
BA :: B A : M/j' ou AP : BA::BA : AP'j c’est-à-dire , que le demiaxe commun B A est moyenne proportionnelle entre les deux
abscisses correspondantes AP, AP'.
Enfin la propriété qu’a le cercle d’avoir tous ses rayons égaux , trouve aussi dans l’hyperbole cquilalcre une propriété , qui quoique différente , lui correspond évidemment. Eu effet, puisque les trapèzes ABM/» , /j'M'BA sont semblables, si l’on tire les diagonales AM , B/»', on voit que dans le premier trapèze , la diagonale AM et le côté AB étant égaux, la diagonale B/j'de l’autre, et son côté M'p' doivent aussi être égaux entre eux j c’est-à-dire, que dans l’hyperbole équilatère , tout point du second axe est également éloigné du sommet de la courbe, et du point de cette même courbe qui correspond perpendiculairement au premier. Ce qui donne, comme on voit , un moyeu très-simple de construire par points l’hyperbole équilatère.
Je n’ai fait ici qu’ébaucher un rapprochement qui pourroit être poussé beaucoup phis loin; mais mon objet étoit seulement de juonti'cr, par un exemple, comment la seule corrélation de construction entre deux systèmes, peut faciliter la recherche des propriétés analogues des systèmes corrélatifs , lors même que la
corrélation est seulement imaginaire ou complexe. Je reviens à ceux dont la corrélation est simple , soit directe, soit indirecte, afin d’appliquer encore à quelques nouveaux exemples les principes exposés ci-devant.
106. Une des applications les plus propres à faire sentir le jeu des quantités corrélatives en géométrie, est celle qui a lieu parmi les quantités Unéo- angulaires , c’est-à-dire , les sinus , cosinus, tangentes, &c. Ces quantités ne sont ni des lignes, ni des angles, mais des nombres abstraits qui servent d’intermédiaires, pour établir la relation de ces quantités hétérogènes ; car le sinus d’un arc n’est pas précisément la perpendiculaire abaissée d’une des extrémités de cet arc sur le rayon qui passe par son autre extrémité ; mais le rapport de cette perpendiculaire au rayon : autrement un même arc pourroit avoir une infinité de sinus différons, suivant la grandeur du cercle, au lieu que le sinus dépend uniquement de la grandeur de l’angle, et nullement de celle du rayon ; il ne marque autre chose que le nombre des parties du rayon que contient cette perpendiculaire, suivant que cet arc lui-même contient tant ou tant de parties de la circonférence entière.
FROBLÉMEVI.
10y« Etablir les corrélations de construction et de position existantes entre les quantités linéo-angulaires qui répondent aux diverses régions de la circonférence.
D’un point quelconque C (fig. 4o) pris pour centre , soit décrite une circonférence AFA'F' , et soient tracés dans cette circonférence deux diamètres AA', FF', perpendiculaires l’un à l’autre.
Sur le premier quart AF de la circonférence, soit pris à volonté un point B, et de ce point soient menées les perpendiculaires BD, BE sur les diamètres AA', FF' respectivement. Enfin , soient aussi menées, du point A une tangente indéfinie
H A H', du centre C par B, la sécante indéûnle CH, et du point F la tangente indéilnie FG.
Cela posé, prenant pour terme de comparaison ou système primitif la figure ABCDEFGH , il s’agit d’établir la corrélation qui existe entre ce système primitif et les divers systèmes corrélatifs qui peuvent avoir lieu , en supposant que le point B prenne successivement d’autres positions quelconques sur la circonférence tracée.
Imaginons d’abord que le point B se ment sur le premier quart de la circonférence , soit en se rapprochant du point A , soit en se rapprochant du point F, et que pour chacune de ses positions , on établisse le système corrélatif à celui qu’on a pris pour terme de comparaison ; c’est-à-dire, qu’on mène les lignes correspondantes à celles qui entrent dans la composition du système ci-dessus ; tous ces systèmes particuliers ne seront autre chose, que le premier système transformé de diverses manières par degrés insensibles.
Mais il est évident que le point B n’étant pas sorti de ce premier quart de circonférence , et ii’ayant par conséquent passé ni par A ni par F, aucune des quantités du système n’aura passé ni par o , ni par oo . Donc le système transformé sera toujours demeuré en corrélation directe avec le système primitif; donc tant que le point B ne sortira pas de ce premier quart de circonférence , aucune des valeurs du système transformé ne deviendra inverse ; donc les formules du système primitif lui seront immédiatement applicables.
Voyons maintenant ce qui arrivera lorsque le pôint B ayant franchi le point F, se trouvera sur le second quart de circonférence.
Je le suppose arrivé en B', et j’établis le système corrélatif, en suivant pas à pas la construction du s3'stème primitif ; c’est-àdire, que du nouveau point B' je mène deux perpendiculaires B'D' B'E' sur les diamètres AA', FF respectivement ; qu’ensuite du point A, qui est toujours l’origine ou le premier point de
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l’arc, je mène la laiigenlc indéfinie HAll', qui se confond pour le tracé avec celle du premier syslcme; que du centre C par le point B' correspondant au point B du premier système, je mène la sécante indéfinie H'CG', et qu’enfin du point F qui termine le premier quart de circonférence, je mène comme dans le premier système la tangente indéfinie GFG' , qui se confond pour le tracé avec celle de ce premier système.
Cela posé, en concevant que le point B passe par F pour aller en B' , il est clair qu’au moment de sa coïncidence avec F, diffé-
rentes lignes du système , telles que BE, seront devenues o, et que d’autres, comme A H, seront devenues oo . Donc quelquesunes d’entre elles auront pu devenir inverses ; et pour établir la corrélation cherchée, il faut les distinguer de celles qui sont restées directes.
Pour cela établissons d’abord la corrélation de construction , c’est-à-dire, la correspondance des points qui terminent les arcs et les droites respectivement tracés dans les deux systèmes.
La série des points du premier système , auxquels on peut d’ailleurs donner l’ordre qu’on vent, est, comme on le voit, ABCDEFGH , et celle des points du second pris dans le même ordre, en suivant la construction, est AB'CD'E'FG’H'. Donc la corrélation de construction s’établira de cette manière:
i" syst ABCDEFGH
2* syst A B' C D' E' F G' II'.
Cherchons maintenant la corrélation des quantités , c’est-àdire, celle des valeurs absolues; après quoi nous viendrons à celle des signes.
Cette corrélation sera très-facile à établir d’après la corrélation de construction qu’on vient de donner. On commencera par faire l’énumération des quantités du premier système qu’on veut faire entrer dans la comparaison de ce premier système avec le second ; et pour trouver dans ce second système chacune des valeurs correspondantes , il n’y aura qu’à voir les points qui les déterminent ; car celte quantité correspondra évidemment avec
celle
Digilized by
celle qui clans le sj'stèmc primitif est deiterminée par les points correspondans.
Par exemple le point A étant le même pour les deux systèmes, et le point B' du second répondant au point B du premier,
il est évident que l’arc AB' ou^ABB^ correspond à l’arc AB du premier.
Pareillement B' correspondant à B et E' à E, il est clair que' B'E' correspondra à BE, ainsi de suite. La corrélation des valeurs absolues, en prenant pour base la corrélation de construction établie ci-dessus sera donc comme il suit ;
r"syst. I AB, AF, BF, AC, FC, BC , BD, CE, AD,
a' syst ['ABB^AF, BT, ÂC, FC, BD, B^, cF, ÂD,
JbË, CD, FÏÏ,ÂH,FG,CH,CG
Ibë, cF, fF, âh', fF, cF, cF
Etablissons maintenant la corrélation des signes. Pour cela j’examine premièrement quelles sont au moment où le système primitif passe à l’état du second , c’est-à-dire , au moment où le point B passe en F ; quelles sont , dis-je, celles des quantités ci-dessus énumérées qui ne passent ni par o, ni par oo; car celles-là seront restées directes , et l’on saura déjà que losigne de corrélation de chacune d’elles est -f.
Or en suivant la marche indiquée dans les exemples précédens, c’est-à-dire, en considérant le système au moment où le point B va passer ou vient de passer par F, et lorsqu’il en est encore supposé infiniment près , il est aisé de voir qne celles de
ces quantités qui n’ont passé ni par o ni par oo, sont AB, a1^, AC , FC, BC , BD , CE , AD , CG. Il ne reste donc que les quantités BF, BE,CD, FE, AH, FG, CH, dont les unes ayant passé par o , les autres par oo , puissent être inverses dans le nouveau système j j’examine donc ce que devient chacune d’elles en particulier.
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i®. Dans le système primitif, on a Ê? = AF — AB ,
et dans le système transformé B F = AB' — AF ;
donc ëî" est inverse , et son signe de corrélation — .
a°. Dans le système primitif, on a BE = AC — AD ,
et dans le système transformé B E'= A D' — AC ;
donc B'E' est inverse, et son signe de corrélation — .
3®. CD' par la même raison , est inverse et sou signe de corrélation — .
4®. Dans le système primitif, on a FE = FF' — EF' ,
et dans le système transformé FE'= FF' — E'F'j
donc F£' est directe, et son signe de corrélation +•
5®. AH' a passé par oo au moment de la coïncidence de B avec F ; pour savoir ce qu’elle devient, je prends à volonté un point fixe K sur la direction de cette tangente et au-delà du point H. Ccfa posé,
dans le système primitif , on a AH = AK — HK,
et dans le système transformé AH'= H'K — AK j
donc AH' est inverse , et son signe de corrélation — .
On peut démontrer la même chose sans recourir au point d’emprunt K j car les deux triangles semblables ACH', E'B'C,
donnent AH' : AC :: E'C : E'B' ou AH' = —
ËB’
Or.(^ djcrnier membre est inverse (37), puisque d’après les signes de corrélation trouvés ci-dessus pour AC , E'C E'B', cette dernière seule est ipyerse.
6*. De la, même manière, on prouvera , en prenant sur FG nn point d’emprunt au-delà^ du point G ou par les triangles semblables^ FG'C , E'B'C que la, quantité FG' doit être inverse et son signe dp corrélation — .
7®. Les triangles semblables ACH', E'B'C, déjà considérés ci-
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dessus, donnent CH' = Or dans ce dernier membre ,
E'B' seule est inverse; donc CH' est aussi inverse, et son signe de corrélation — .
Voilà donc la corrélation des signes entièrement établie entre les deux systèmes ABCDEFGH, AB'CD'E'FG'; ainsi nous aurons le tableau général de corrélation entre ces deux systèmes comme il suit :
i"syst....f+ AB, +AF,+ BF,+ÂC, + FC, + BC,+ BD , + 0^, a* syst....l + ABB^, +'Al’,— B^, + ÂC,+ FC, + BË,-bB^,+ CE', f + AD ,+ BE , + CD , -J-FË ,+ AH ,+ FG ,•+■ CH ,+CG I +Âïÿ,— B^',— CÏF, + W',— ÂÏF,— F(F,— eïTi + CG'
De plus, ce que nous venons dé dire du point B' lui est visiblement applicable tant qu’il ne sort pas du second quart de la circonférence, puisqu’aucune des quantités énumérées ne passant ni par o ni par ae , ne change de signe de corrélatioà ; donc ce tableau de corrélation a lieu pour tout le déuxièméquart de la circonférence; et il exprime les substitutions qu’il faudroit faire dans les formules du système primitif ABCDEFG, pour les rendre applicables au système corrélatif AB'CD'E'FG'.
Je passe au troisième quart de circonférence, en prenant maintenant, pour lui servir de terme de comparaison , le second quart que nous venons d’examiner.
1 o8. Je suppose donc que le point B' aille en B", après avoir passé par le point A', et j’établis le nouveau système, en suivant pas à pas la construction de chacun des premiers ; c’est-à-dire, que du nouveau point B", je mène les deux perpendiculaires B'D',B'E' sur les diamètres AA', FF' respectivement; que par le point A, qui est toujours l’origine de l’arc, je mène la tangente indéfinie H' AH", qui se confond, pour le tracé, avec les systèmes précédens ; que par le centre C et le point B" je
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mène la sécante indéfinie D’CG", et qu’enfin , par l’extrémité F du premier quart de circonférence , je mène la tangente indéfinie GFG', qui se confond, pour le tracé, avec celle des systèmes précédens.
Cela posé, il est d’abord évident que la corrélation de construction s’établira comme il suit :
a' syst A B' C D' E' F G' H'
5' syst A B" C D" E" F G" H"
Et partant de cette base, nous établirons sans difficulté la corrélation des valeurs absolues comme il suit :
a‘ syst.. ABB^ IT', ÂC, FC, RC, ïm', CË', ÂÏÏ', 3' syst. . . . (âBB'B;AF,.FB^, ÂC , FC , BX , RÜ', CË'*, ÂÎT, JbjË, CD ,ï^, ÂH^, FG^, CÏF, CG'
(b^, cËr, FË^ Âïr, FG’, âr, c^
Il nous reste à établir la corrélation des signes. Pour cela, il faudra considérer séparément chacune des quantités du nouveau système , et la comparer avec sa correspondante dans le système précédent, pris maintenant pour terme de comparaison. Si les quantités ainsi comparées deux à deux sont demeurées directes entre elles, leurs valeursconserveront le même signe de corrélation , c’est-à-dire , qu’il faudra donnera chacune de celles du troisième système, le même signe de corrélation qu’à sa correspondante dans le second ; et si ces quantités sont devenues inverses l’une à l’égard de l’autre, il faudra donner à chacune des valeurs qui se trouvent dans le troisième système, le signe de corrélation contraires celui de sa correspondante dans le second.
Ainsi ÂBB^ n’ayant passé ni par o ni par oo pour devenir
ABB'B", doit rester comme dans le second système j c’est-à-dire, que son signe de corrélation dans le troisième système est aussi
FB' n’ayant pareillement passé ni par o ni par «e pour deve-
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nir FB'Îb*, doit conserver le même signe de corrélation qu’il avoil dans le second système, c’est-à-dire, — .
En procédant ainsi pour chacune des autres quantités, on établira , comme il suit, la corrélation des signes, pour le troisième système.
3' sy s t. . . . -hABB'B'T + — fFt , -f AC , + FC', + FË,— ÊFÎr,
— CF; +Âïÿ',— +FF', -fÂH^,+FG^, —■CH', — CG".
De plus , CO que nous venons de dire du point B" lui est visiblement applicable , tant qu’il ne sortira pas du troisième quart de la circonférence, puisqu’aucune des quantités énumérées n’aura passé ni par o ni par oo . Donc les signes de corrélation trouves ci-dessus , ont lieu pour tout le troisième quart de la circonférence , et indiquent les changemens qu’il faudroit faite aux formules du système primitif, pour les rendre applicables à ce troisième quart de la circonférence. Il nous reste à examiner ce qui a lieu pour le quatrième quart
lOQ. Je prends maintenant pour terme de comparaison le troisième quart que nous venons d’examiner.
Supposons donc que B' vienne se placer en B'" après avoir passé par F". Etablissons ce nouveau système, en menant les perpendiculaires B"' D'", B" E" sur les diamètres AA', FP respectivement ; la tangente indélinie H AH' par le premier point A de l’arc , la sécante CB"H"', et enfin la tangente GFG"', par l’extrémité F du premier quart de la circonférence , de même que dans tous les systèmes précédens.
Le nouveau système sera donc, en suivant l’ordre de la construction comme ci-dessus, AB" CD" E" F G'" H'"; et procédant comme ci-tlessus, on établira la corrélation des valeurs absolues et des signes pour ce quatrième système comme il suit :
4'syst.. . . +AF,— B +ÂC, +FC, +ÏFc,
— B " D — CE + AD", + B"' E", + CD ", + FE'" , — AH", — FG", +CH", — CG'".
De plus, ce que nous venons de dire du point B"' lui est visiblement applicable tant qu’il ne sortira pas du quatrième quart de la circonférence. Donc les signes de corrélation trouvés cidessu» ont lieu pour tout ce quatrième quart, et indiquent les changemens qu’il faudroit faire aux formules du système primitif, pour les rendre applicables à oa quatrième quart de la circonférence.
1 lO. On pourvoit former un cinquième système en imaginant que le point B" revient à sa première position B en passant par le point A, puis un sixième, en imaginant qu’il va sc replacer de nouveau au point B' en passant encore par F , ainsi de soilejmais il est clairque les quantités qui entrevoient dans la composition de ces nouveaux systèmes , ne différcroient des premières que parla valeur des arcs , qui deviendroient plus grands que la circonférence ; c’est-à-dire , par exemple , que pour le
cinquième système, l’arc ne seroit plus AB comme le premier,
mais une circonférence entière plus ce même arc AB, tandis que toutes les droites tracées dans ce cinquième système seroient les mêmes que dans le premier : il en seroit de même du sixième système comparé au second , du septième comparé au troisième, du huitième comparé au quatrième ; du neuvième comparé de nouveau au premier, &c. On peut donc ramener tous les systèmes possibles aux quatre que nous venons d’examiner.
Réunissons maintenant les quatre systèmes en un seul tableau , et puisque les corrélations ne changent pas , tant que les points B , B', B", B'", restent chacun dans le quart de circonférence qui.lui est assigné, nous pouvons supposer, pour plus de simplicité (fig. 4i), que Eet E', coïncident, de même que E" et E", D et D", D' et D" respectivement ; ce qui nous donnera
BD ==Blr==Bïr'=B^', et BË = = B^ = B "E
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Le tableau général de corrélation des quatre systèmes sera donc établi comme il suit, en supprimant, pour simplifier, les cons>
tantes , comme AF , AC , dont on sait que le signe de corrélation est toujours + , et l’une de celles qui comme BD, CE, se trouvent doubles.
Tableau général de la corrélation des quaire systèmes.
Syst. du l'Y ..
quarldccirc...! + AB , +FB, +BD,-f-AD,+BE,+FE ,
Syst. du a*l ^
quart decirc...j+ABB', +FB^, +BD,+AD',-B£,+FE ,
Syst. du 3* _
quart de cire... +ABBB', — FB'B^, — BD,-fAD',-BE,+FE*,
Syst. du 4* _
quartde circ...l,+ ABB B'B",-FBÊ^,-BD,+AD,-|-BE,+FE*,
+ ÂH, +FG, +CÏÎ, +CG
— Âïï , — Fü , — CÏÎ , + CG
+ÂH, +FG,—CH,— CG - — Âïï,— FG, +CH,— CG
Au moyen de ce tableau comparatif, si les propriétés du sysr téme primitif, c’est-à-dire du premier quart de circonférence, sont exprimées par des formules entre les quantités ci dessus énumérées; il n’y aura, pour rendre ces formules applicables à un autre point quelconque de la circonfiérensc, qu’à y faire les ebangemens indiqués par les signes ; suivant qsie la seconde extrémité de l’arc dont l’origine est au point A , se trouve sur le second, le troisième ou le quatrième quart de la circonférence.
11 est évident qu’on appliquera de même à l’un quelconque des quatre systèmes , les formules propres à l’uii quelconque des
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autres, en changeant les signes qui se trouvent diCférens dans
les deux systèmes. *
111. Les résultats de ce tableau peuvent sc réduire à une règle fort simple , et qui s’accorde avec ce que nous avons dit (.'58) sur les racines de l’équation qui existe entre les coordonnées d’une même courbe. C’est i“. que le signe de corrélation de BD est + , tant que le point B est au-dessus du diamètre AA' et — , lorsqu’il se trouve au-dessous; que le signe de corrélation de B£ est -f , tant que le point B est à la gauche de FF' et — , lorsqu’il passe à droite; 5°. que quant aux autres quantités du système, comme elles sont toutes fonctions de ces premières BD, B£, et de constantes, on juge qu’elles sont directes ou inverses, suivant que leurs valeurs, ainsi exprimées, avec les changemens de signes qu’on vient d'indiquer , donnent un résultat positif ou négatif (ay). Par exemple , lorsque le point circulant est en B', si l’on veut avoir la sécante Cfl”, ou fera cette proportion que donnent les triangles semblables CH"A ,
CB'D'; CËr :ÂC : : cF : GÎT ou CÏT = . Mais d’après
CD'
la seconde partie de la règle qu’on vient d’établir, CD" a — » pour signe de corrélation , tandis que AC, CB' ont l’une et l’autre + : donc le signe de corrélation de CH' est — , donc CH" est inverse; c’est-à-dire, que la sécante de tout arc plus grand que la demi-circonférence et moindre que les trois quarts , est inverse et sa valeur de corrélation négative.
112. Ceci est une nouvelle preuve, que la règle donnée ordinairement pour juger du signe que doit prendre une quantité , lorsque le système général vient à changer, est vague et même peu exacte. Cette règle est que le signe doit changer seulement, lorsque les lignes se trouvent prises dans une direction contraire à celle qu’on leur avoit attribuée d’abord. Or ici la sécante du troisième quart de circonférence, sc confond exactement tant
pour
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pour sa grandeur que pour sa direction, avec celle qu’avoit celte même sécante dans le système primilil; elle devroit donc avoir le signe + , et cependant il est certain qu'elle a le signe — .
Celte règle d’ailleurs est visiblement insulFisantc, ainsi qu’oti l’a déjà observé (4a), pour le cas où les directions des lignes ne sont ni dans le sens primitif, ni dans le sens opposé. Comment juger, par exemple, si CH et CH' qui sout les sécantes correspondantes au premier et au second quart de la circonférence, ont ou n’ont pas le meme signe? puisque ces droites faisant un angle, ne peuvent être dites ni dans le même sens ni dans des sens opposés.
1 1 3. Il s’élève encore d’autres didicultés; car par exemple, on peut demander si le rayon CA et le rayon CA' qui sont pris dans des sens opposés , doivent avoir le même signe dans les formules j ou si ayant donné le signe + à CA , il faut donner le signe — à CA' ? Il est certain que CA étant une constante, sou signe de corrélation est toujours + ; cependant, d’après la règle, il semble qu’on devroit lui donner le signe — lorsqu’il devient CA' , pulsqu’alors il est pris en sens contraire de CA, qui a le signe -b. On dira peut-être , que la règle ne s’applique point aux constantes ; mais la règle ne porte point d’exceptions, et en supposant qu’elle donnât celle-ci, on pourroit demander encore quelle seroit la raison de celte différence entre les variables et les constantes ? puisque la règle est fondée, non snr la valeur absolue des lignes comparées, mais sur leurs positions respectives.
Enfin, on peut faire encore contre celle règle, l’objection suivante. BE" est, dit-on, positif, et B'E négatif : donc puisque ces deux droite! sont intrinsèquement égales , on doit avoir BE= — BEjdonciÏB', qui est BE-fB'E devient BE — BE = o ou BB' = o, ce qui répugne. Pareillement on auroil BB" = BU-t-B "ü, qui à cause de B"'D négatif deviendroil oj donc on auroil BU ' =o; autre résultat que le bon sens repousse. Eu
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atlincltanl neanmoins ces deux résulluls do la règle, on auroit BI3 .BB" = o; d’où suivroil, par exemple, que le carré inscrit dans un cercle seroit o. On sent bien que si l’on admettoil de pareilles conclusions en nialhématiqucs , celte science de l’évidence seroit bicniôl tellenienl dénaturée , qu’on ne s’entendroit plus. Celte règle est donc véritablement peu exacte, cl n’est j)as même fondée sur des raisons plausibles. On la donne comme une simple convention faite pour distinguer Ic.s différentes positions des lignes ; mais cela ne peut se f.iire par une convention , à moins qu’en prenant les signes + et — pour dislingiier ces positions, on ne prouve en même temps qu’on u le droit aloi,s de les employer de la môme manière, que lorsqu’on s’en sert simplement pour exprimer l’addition et la .soustraction : cl en effet, puisqu’on est maître de li.xer à son choix la direction des Ignés positives et celle des lignes négatives, pourquoi tout n’est-il pas égal entre les unes et les autres , et pourquoi, en liiullipliant une ligne positive par une ligne négative, celle- li a-l-clle le privilège de donner son signe au produit?
1 14. SupposonslerayondelacirconférenceAFA'F' représenté par I , le quapt de circonférence par'», et faisons AB =n, nous aurons donc
AB = a, ABB^ =2v— a, ABB B’=a«-f a, ABB inr=:4^_u, 6f=v— U, fÎTb' ='»-fa,i'B b B^' =5^ — a,
BD=sin.o,BE=cos.a,AD=8i^.v.a,FE=cos.x^o,AD'=2— sin.v.o, AH=tang.o,FG=cot.a,CH=scc. a , CG=coséc.n,FE"=2— cos.v.o-
En substituant ces valeurs dans le tableau général de corrélation ci-dessus, il prendra la forme suivante :
+(« — a), +3in. O, +COS.O, +tang.«,
Sy<t. de« arci .
dont lo dernier/ point tombe suri le l'^quart de lal
circourérencc....| -(-0,
Syat. deatarcsj dont le dernier | point tombe sur le U* quart de la .
circouférence.... '4.(3* — a), — (‘o—à) , + sin.O, —COS. a, — tapg. a ,
Syst. des arcs ^ dont le dernier J point tombe sur J Te 3* quart de la I
circonférence.... 14.(3^+ a), — (;v+a), — Stn.a, — COS. S, 4-tang. a,
Syst. des arcs!
dont le dernier/ point tombe suri le 4* quart de la[
circonférence.... V 4- (4» — a) , — (3'v — o), — sin. a , 4" COS. a, — tang. a ,
+ col. O, +s6c. a, 4-coséc.a, 4- sin. v. a, 4-cos. v. a.
I — cot. a, — séc.a, +coséc. a, +2 — sin.v.o, 4- cos. v. a |4-cot. O, — séc. O, — coséc. a, 4- 2— sin. v. a, 4- 3 — cos. v. n — cot. a, 4" séc.a, — coséc. a, 4- sin. v.a, 4- a — cos. t. a
Ce tableau a lieu quelle que soit la valeur de a, pourvu qu’il soit moindre que le quart de circonférence. Supposant donc que b soit le complément de a , ce même tableau aura Heu en y mettant b k la place de a,- donc puisque par Hypothèse on a b = v — a. Ce même tableau aura encore lieu, en substituant dans celui qui précède, « — a au lieu de a; et par conséquent cos. a pour sin. a, sin. a pour cos. a, cot. a pour lang.a, &c. Or par cette substitution le tableau devient :
Synt* deg nrci * donl le dernierf point tombe sur Je I*' quart de la circoofcrencc .
Sy.ll. de* orcsl dont le dernier ' poit:t tombe sur le 2* quart de la circonférence ....
Syst. des ares' dont le dernier point tombe sur le 3* quart de la J circonférence...
Syst. des arcsl dont le dernier!
point tombe suri le 4* quart de lai circonfcrePce....\
— C03. a , — sin. a + cot. a,
+ cos. <7, — sir. O — cot. fl,
+ (3'p — fl) — (aa — fl), — cos. fl, — sin. fl + col. a,
+ (3«+o) — (ü-s+fl), — eus. fl, + sin. fl — col.<
H- lang. fl, +COSCC. fl, +scc. o, + cos. v. a, +sin. v. a
— lang. fl, — cosiîc. a, +séc. o, 4- a — cos.v.fl, 4-sin. v. a
+ taiig.fl, — cosdc.a, — séc. a , +a — cos.v.a, +a — sin.v.o
— laiig. fl, +coséc. fl, — séc. fl, +cos. v. a, +a — sin. v. a
1 l5. Après avoir examiné ce qui a lieu lorsque le point B circule clans le sens examinons ce qui arrive lorsqu’il
circule dans le sens contraire BB"'B'B'.
Pour cela, comparons le nouveau systerne AB"CD* E"'FG"'H" considéré comme produit par la circulation de B dans le seii.s BB"B'B', et établissons la corrélalion des valeurs absolues et de.s signes de ces deux systèmes, je dis qu’elle sera comme il suit :
Syst. prim... -J- AB, -b PB, 4-B13,+AD, -b BE, +PE,"i“AH, *kPG, -bCH, -|-CG Syst. transi:— AB^,+Î^VW’',+AJ>',+B"'E'',+fF^,-AF1%-PG^+CH^-CG^
En effet AB a passé par o pour devenir AB" au moment où le point B circulant p.ir liypolhèse dans le sens BB"B"B' a coïncidé
avec le point A. Doue AB a pu dcvciiir inverse en devenant
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AB'" el cela a lieu en effet; car clans le système primitif on avoit
AB = AF — PB, et dans le système transforme, on aau contraire AB"'=PB"' — AF; donc le signe de corrélation de AB"' est — ,
puisque ni F B ni A F n’ont passé ni par o ni par ao . Donc aussi
FB n’ayant passé ni par o ni par « , doit avoir + pour signe de corrélation.
Dans le système primitif, on a B O = F C — F E , et dans le système transformé, au contraire, BD”' = FE ' — FC; donc BD"' est inverse , et son signe de corrélation — ; ainsi des autres.
SL l’on suppose maintenant que B parvenu en B"' continue à circuler dans le même sens, jusqu’à ce qu’il soit arrivé en B', puis ensuite en B', et qu’on lui applique toujours les mêmes raisonnemens que nous avons faits pour le cas où il circuloil dans le sens opposé, il est clair qu’on parviendra aux deux nouveaux tableaux suivans qui répondent à ceux que nous avons donnés ci -dessus, et par où l’on voit qu’en général les arcs dont la valeur de corrélation est affectée do signe — , désignent les arcs inverses pris dans le sens AB"'B''B'B.
Syst. (les arcs * donl le dernier/ point tombe suri le ■‘'quart de lal
circonférence....! — (4» — +.sir.n, +cos.o, + tang. U,
Syst. dos arcsi dont le dernier 1 point tombe sur I le a* quart de la !
circonférence.... J — (air-f o), +(5« + c), +sin.O, -COS.fl, — tang.O,
Syst. des arcs\ dont le dernier I
fmiiit loiiibc. sur | c 3‘ quart de la I
circonférence.... I — (aa’ — a), +(3-3— a), — sin.fl, — cos.o,4 lang.u,
Syst. des arcsi dont le dcrnicrl
point tombe sut I *
le 4‘ quart de lal circonfércuce....^ — a ,
+ ( «+«)> — sm.a, -4-cos. o,y-lang. a,
+ col. rt, +SCC. <7, foséc. (7, +sin.v.fl,
— col. <7 , — séc.77, +coscc.a, +7 — sin.v.o, j+col, û, — séc. c, — coséc.a , +a — sin. v. <7, +SÙC.O, — coscc.o, +sin.v. <7,
+ C05. v.a + cos. V. a + î — cos V. <7 + 7 — cas. v.a
Sysl. Je» ire» > dont le dernier' point tombe &m le r' quart delà
circonttiencc.... — (53- + a), -i-(4a + a}, +C03,0, 4-üin.<7, +Cül.<T,
Syat. des arcs dont le dernier poinl tombe sur !
le 3* quart de U
circonrérence.... j — o) , + (4 a — fl) , + cos. a , — siil. a , — ’COt. «7,
Syat. des ares' dont le dernier point tombe sur , le 3° quart de la I
cirogDféreiice....l^(» + a), +(2» + o), — COS. a , — sin. i», +cot.a,
Syst. des arcs dont le dernier point tombe sur le 4* quart de lu
circonf6rence,...\ — (v — a), +(2'a-r-a', — COS. a, +8tn.a, — rot.<7.
'+tang.a., + coséc. a, + séc. a, + cos. v. o, +.«in.v.a
I — tang. a y— coséc. a , + séc. a , + 7 — cos. v. a , + sin. v. a
I + tang. a , — coséc. a , — séc. a , + a — cos. v. a , + a— sin. v. a
r tang. <7 , + coséc. a , — sec. a , + cos. v. o , + 2 — sin. v. «
Le système primitif auquel se rapportent ces quatre tableaux, étant toujours le premier quart de circonférence, c’est-à dire,
celui des arcs, AB, AF, BF, et des droites BD, BE, AD, &c., il suit que dans chacune des quatre lignes horizontales de chacun de ces tableaux, le premier terme exprime lu valeur coric-
lative de l'arc correspondant a AB, le second la valeur corrélative de son complément, le troisième la valeur co rrélalive de son sinus, le quatrième la valeur corrélative de son cosinus, &c.; c’est-à-dire que toutes ces valeurs sont de simples formes algéhriejucs , dont la propriété est, qu’étant substituées dans un cal*
cul quelconque établi sur l’iiypolhèse, que les arcs étoient positifs et moindres que le quart de circonférence, à la place des véritables quantités qu’elles représentent, clics rendroicntles résultats de ce calcul applicables à tous les autres arcs compris, soit dans un sens, soit dans le sens opposé depuis o jusqu’à la circonférence entière 4®.
quatre tableaux nous obtiendrons
sln. a -4- cos. a =b tang. a =t: cot. a -b séc. a :± coséc. a -b sin. V. a b cos. V. a -b (2 — cos. V. rt)
= -b cos. a = sin. a — zp cot. a ~ rp: tang. a = qp coséc. a COSCC. («ztn) — -b sée.a sin. V. (-»-b") = + ( a — eos. v. a) sin. V. ( -a — <i ) = -b cos. V. rt , cos. V. ( •:» ± rt) ■= -b siu.v. n sin. (a-s-rtfl) = =p; sin. a cos. (a'wirt) = — cos. rt tang. (a rtrt) = rt tang. a col. (a^rbrt) =r±.col. rt séc. (a-ffdbrt) = — séc. rt coséc. (2'S-rfcfl) = coséc. rt sin. V. fa^rt n) = -b (a — sin.v.n) cos. V. (2 « + «) = -b (2 — cos. v.rt)
W'OS. V.(2 3 — rt) r= -b CO.S. v.rt
Ert réunissant ces cette série d'éqiialions
■ sin. rt rt r= COS. rt rt = tang. rtrt = cot. rt rt = séc. rt rt =
(coséc. ± rt = sin. V. rt rt = cos. V. -b rt = , cos. V. — rt = ■ sin. ( rt rt) cos. ( rt rt ) tang. ( ■3’ rt O ) cot. ( ■» ± rt ) 2. / séc. ('y rt rt)
sin. (3«±<i) = — cos. «
cos, (3'»:^: <i) ~ ^ sill. <e
lang. (5'ît±«) = cot.c
cot. (3«=i=rt) ==plaiig.<t ,
SCC. (5'=’=fcn) coséc. a
COSCC. (3i»:ta) = — Stic. <1
sin. v.(3'» + n) = + COS. v.« sin.v.(3'sr — à) = + (2 — cos-v./i)
COS. V. (3«±;o) = + (2 — siii.v.ff)
sin. (4'O’ia) = i sin. a
COS. ( 4 ■S’ ± fl ) = + cos. a
tai)g. (4 iri fl ) = ± tang. a col. ( 4 1» "ifl) = cot. fl
séc. ( 4 ± fl ) = + SCC. fl
coséc. (*4 fl) = coséc. fl sin. V. (4'S’rfc fl) = + sin. v. fl cos. V. (4ir + fl) = + cos. V. fl COS.V.('i'«r — fl) = (2 — COS.V.fl)
Voici comment se forment ces équations. Je vois, par c.xcmplc , par la sccomlc ligne du premier tableau , que (a® — o) est une des valeurs corrélatives de l’arc a ; donc la valeur corrélative de son sinus est sin.(a w — a); mais d’un autre côté, je vois par le troisième terme de la même ligne, que +sin.a, est aussi la valeur corrélative dusinusde ce même arc (a v — a'. J'en conclus que sin.(a'!r — a) = + sin.a. Pareillement le premier terme étant la valeur corrélative aa , la valeur corrélative du cosinus de cet arc(a« — a) sera cos.(2'S' — a) ; mais d’un autre côté, je vois par le quatrième terme de la même ligne, que eette meme valeur corrélative est — cos. a; j’en. conclus qu’on a cos.(aT — a]— — co,s.a/ ainsi des autres.
Ces équations, comme on le voit, sont purement algébriques, /
c’est-à-dire, qu’elles 71’existcnt point entre quantités eifectives, mais entre leurs valeurs corrélatives , et signifient qu’on peut, daus un calcul quelconque, subjliluer ces valeurs corrélatives
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aux quantités effectives du système primitif qu’elles représentent , sans altérer l’exaclilude du résultat ; et qu’elles rendent seulement ce résultat applicable <à des cas non compris dans le système primitif sur lequel les raisonnemens ont été établis.
1 ly. Si dans ces équations on fait o = o elles se réduiront aux formules suivantes.
sin. O =0 cos. 0=1 tang. 0 = 0
COt. O =00
séc. 0=1 coséc. O = 00 sin.v. o= O cos. V. O = 1
sin. =1 cos. « =0
tang. ■» = 00 .cot. V =0 séc. V =00 coséc.'» = I sin.v.» = 1 l^cos.v.» = O
sin. 3 » = O
cos. a » = — I
tang. 3 » = O
cot. 3 » = — 00
séc. a » = — 1
coséc. a V = 30 sin.v. a» = a cos.v. 3» = I
sin. 3 «
cos. 3
lang. 3 V
cot. 3 •»
séc. 3 v
coséc. 3 w
sin. V. 3 »
cos.v. ôi»
sin. 4
cos. 4 -ü
lang.4’»'
cot. 4
SCC. 4
coséc. 4
sin. V. 4'»
cos.v. 4
118. Leâ formules trouvées jusqu’à présent ne se rapportent encore qu’aux arcs, soit positifs, soit négatifs, compris depuis O jusqu’à 4«- j mais il est évident qu’on ne cliangcra rien aux valeurs des quantités linéo-angulaires, en ajoutant à l’arc considéré une ou plusieurs circonférences entières , soit directes,soit inverses; c’est-à-dire, q-àws-, trp exprimant un nombre entier quelconque positif ou négatif. Or il est aisé de voir, qu’alors les équations trouvées (1 16) peuvent être toutes comprises dans le tableau suivant.
sin.
sin.
sin.
(4/« + a'v=fca) =
sin.
cos.
cos.
(4 WH- i-ffdto) c=
(éw-f-awia) =
cos.
(4/7t + 3'ff±a) —
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tang. (4m»±a) = db lang. a
tang. ( 4 -n + I w d= a ) = ^ cot. a
tang. (4/w+2’»±a) = rttang.a
tang. (4ffi4-3«dba) = cot.a
cot. (4mirdbo) =fc cot. a
cot. (4/«+i‘»±a) = =Ftang.o>
cot. (4m + awdbo) d= cot. a
cot. (4mT 3«±a) = tang. a
séc. (4m-»±a)= + séc. a
séc. (4m+ i «dra) = :^coséc. a
séc. (4a< + 2»±a) — séc. a
séc. (4m + 3wd=a) zfccoséC.a
coséc. (4 m'»' d= a ) = coséc. (4m 1 '»d: a ) coséc. ( 4 m 4* 3 ^ )
coséc. ('*m4-3«'=ta)
d: coséc. a + séc. a coséc. a — séc. a
r sin. ver.
1 sin. ver.
J sin. ver.
( 4 ai + 2
1 siii. ver.
s-dra) =»
i cos. ver.
1 cos. ver.
1 cos. ver.
V db a ) = .
1 cos. ver
vziza) =
. . sin.vcr. a fa — cos. ver. a f + cos. ver. a
- 3111. ver. a cos. ver. a 12 — cos. ver. a
COS. ver. a cos. ver. a
sin, ver. a
2 — cos. ver. a cos. ver. a a — sin. ver, a
1 1 g. Enfin dans ce dernier tableau , l’arc a est encore supposé réel ; mais (56) on peut maintenant changer à volonté son signe ou coëfilcient naturel i , en un autre signe quelconque pris parmi les racines , soit réelles, soit imaginaires de l’unité, sans que ces équations cessent d’être exactes algébriquement; et si par des transformations quelconques régulières on parvient à faire disparoître ce qu’elles pourront contenir d’inintelligible, les 'résultats seront alors significatifs , et immédiatement applicables aux quantités qu’ils contiendront.
Je me suis fort étendu sur cet exemple familier, pour développer davantage les principes exposés précédemment, et montrer combien il est essentiel de rapporter constamment le système variable à un système primordial, lorsqu'on ne veut jamais l'i océder que d’une manière claire et satisfaisante pour l’esprit ; cette marche, au surplus, n’apporte aucunes nouvelles difficultés , et Sert , au contraire , à en prévenir beaucoup.
L’invention des quantités linéo-angulaires doit sa naissance aux efforts qu’on a faits pour trouver la l'ésolution des triangles. On a pu s’appercevoir bientôt que cette résolution , en général , peut toujours se ramener à celle des triangles rectangles. On a donc pris pour terme de comparaison un triangle rectangle d’une base donnée, dont l’hypothénuse , par exemple, étoit représentée para : on a calculé ce triangle pour tous les cas possibles d’après cette hypothèse, et l’on a dressé des tables où ce calcul .se trouve tout fait : ces tables sont précisément ccdlcs qu’on nomme tables des sinus. (7est l’idée très-juste et trèslumineuse qu’en donne depuis long-temps Lacroix dans scs cours, et sur laquelle il a formé le plan de sa trigonométrie.
1 Ci O. Soil{fig. 4a) une droite quelconque BC prise pour lcrinc de comparaison; représentons celte droite par £,ct sur celte même droite, comme hypothénuse, construisons un triangle rectangle ABC, en attribuant successivement aux angles aigus toutes les valeurs possibles depuis o jusqu’à l’angle droit. Forinotis maintcn»oi un tableau de tous ces triangles : inscrivons dans la pre-
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mière colonne le nombre des degrés de l’un des angles ; dans la seconde , la valeur du pelil côté qui lui est opposé , c’est-à-dire , le nombre abstrait qui le représente , lorsque l'hypotliénuse est exprimée par i , ainsi qu’on l’a supposé ; dans la troisième, ]a valeur de l’autre des petits côtés j dans la quatrième , le rapport du premier de ces petits côtés au second ; dans la cinquième , le rapport du second au premier, et enfin, dans la sixième, le second des petits angles. Cela posé , les propriétés connues du triangle rectangle font voir que le nombre inscrit dans la seconde colonne, n’est autre chose que le sinus de l’angle inscrit dans la première; que celui de la troisième en est le cosinus ; celui de la quatrième, la tangente; celui de la cinquième, la cotangente, et qu’enfin le sixième ou dernier est le complément du premier. D’où il suit que la table- qui résultera de ces diverses colonnes, n’est autre chose que la table ordinaire des sinus, cosinus, &c. Et que chacune des lignes horizontales de cette table n’est autre chose que le calcul tout fait d’un triangle rectangle : de celui dont les deux petits angles sont portés l’un à la première colonne, l’autre à la dernière ; qu’enfm cette ligne horizontale contient non-sculcmcnt sous les dénominations de sinus et cosi~ nus, les valeurs des petits côtés du triangle, mais encoresous la dénomination de tangente, le rapport du premier au second, et sous celle de cotangente le rapport du second au premier; de sorte que la table des sinus , cosinus , &c. n’est autre chose que le calcul tout fait pour tous les cas possibles du triangle rectangle dont rhypolhdnuse est exprimée par i.
Lors donc qu’on a un triangle rectangle à calculer, toute la difilculté se réduit à trouver la ligne horizontale des tables qui lui correspond ; car celte ligne est le calcul tout fait de ce triangle. Par exemple , si l’on connoissoit les deux petits côtés a , b d’un triangle rectangle, il ii’y auroit qu’à diviser a par b, et le
quotient ^ rcpréscnlcroit , d’après ce qui vient d’être dit, la tangente de l’angle opposé au petit côté a; en cherchant donc ce Bombre dans la quatrième colonne, la ligne horizontale des
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tables où il sc trouvera , sera le calcul tout fait dd triangle proposé : c’est-à-dire, que dans la première et la sixième colonne, seront les angles ; dans la seconde et la troisième, les valeurs des côtés respectivement opposés à ces angles, en supposant l’hypothénuse représentée par i ; et enfin dans la quatrième et la cinquième, les rapports de ces mêmes côtés entre eux; savoir, dans la quatrième, celui du premier au second, et dans la cinquième , celui du second au premier ; et comme la valeur absolue des côtés est donnée par hypothèse, on aura par une simple proportion, la valeur absolue de l’hypothénuse.
C’est ainsi que les tables de sinus donnent la solution de tous les triangles rectangles possibles ; et comme il est facile de ramener au calcul des triangles rectangles celui de tous les autres, les tables de sinus suffisent au calcul de toute espèce de triangle.
121. Il paroitroit plus naturel de comparer directement un arc à sa corde même, qu’à son sinus qui est la moitié de la corde d’un arc double; c’est ainsi qu’on en a usé d’abord, et il seroit possible d’y revenir sans que la théorie perdît rien de sa simplicité; je pense môme qu’elle y gagneroit sous ce rapport, comme sous celui d’un enchaînement plus naturel.
Soit (fig. 4a) sur l’hypothénuse ^ d’un triangle rectangle BAC, prise pour diamètre décrite une circonférence, elle passera par ce sommet A de l’angle droit. Or je dis qu’en représentant
riiypothénuse par i,le côté AB est le sinus de l’angle ACB : car si du centre D on mène à AC la parallèle DH , il est clair qu’elle
tombera sur le milieu de AB; donc (lao) le sinus deADH ou
Âïî ÂB , , — . —
ACB est = - — ou a cause de BC = i , sin.ACB = AB; c’esl-
BD BC
à-dire, que le sinus de l'angle ACB est égal à la corde sur laquelle il est appuyé, dans ce cercle dont le diamètre est i : et comme
tout autre angle, tel que AFB appuyé sur la même corde, et ayant son sommet à la circonférence, a la même mesure, chacun d’tux aura de même pour sinus, la corde sur laquelle il est
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appuyé dans ce cercle. Donc, en général dans le cercle dont l’hypolhénuse est représentée par i , le sinus de tout angle inscrit à la circonférence, est égal à la corde sur laquelle il est appuyé. Et puisque dans des cercles de dilTércns diamèlres , ces diamètres sont entre eux comme les cordes sur lesquelles s’appuient des angles égaux inscrits à la circonférence, on peut dire qu’en général , le sinus de tout angle inscrit dans un cercle quelconque , est égal à la corde sur laquelle il est appuyé, divisée par le diamètre.
C’est sous cc rapport que j’envisagerai la tliéorie des quantités linéo-angulaires dans le pi'oblème suivant.
PROBLÈME VII
122. Former le tableau des principaux rapports qui existent entre les sinus et cosinus de deux angles proposés , les sinus et cosinus de leur somme , et les sinus et cosinus de leur différence.
Soient TR et n les deux angles proposés que je suppose d'abord chacun, ainsi que leur somme m + n, moindres que le quart de la circonférence; supposons de plus m~^n et nommons » l’angle droit.
Traçons à volonté une droite AD (fig. 45), et faisons d’un
côté de cette droite l’angle BAD = /n, et de l’autre , l’angle
CAD = «. Par un point E pris à. volonté sur AD menons IK! qui lui soit perpendiculaire; inscrivons le triangle ABC dans un cercle, et supposons , pour plus de simplicité, le diamètre de ce cercle représenté par i ; menons enfin les deux droites BD,
CD, et faisons EF = CE, EU = DJî. Cela posé, je dis qu’un aura les formules suivantes qui expriment les rapports demandés.
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Tableau des principaux rapports qui existent entre les sinus et cosinus de deux angles quelconques , les sinus et cosinus de leur somme , les sinus et cosinus de leur diÿérence.
= sin.’m
CD
= sin.n
...ÂC
= cos. m
...ÂB
= cos. n
BC
f = sin. ( m -P n)
\ = sin. m.cos. Il -p sin. ncos. m
...ÂD
J = cos. ( m — n )
1, >= CCS. m cos. n -p sin. m sin. n
f = sin. ( m — n ) l =: sin. m cos. n — sin. n cos. m
...Âïï
f = cos. ( m -p II )
II
...DË^
f sin. m.sin. n
1=7 cos. ( m — n ) — 7 cos. ( m-p» j
,..ÂË
f = cos. m.cos. n
L = 7 cos. ( m — Il ) -P 7 cos. ( m-p II)
De ces premières formules, les Géomètres en ont déduit uiia multitude d’autres aussi curieuses qu’importantes. Le tableau suivant en contient quelques-unes dont je pourrai avoir besoin dans la suite.
Tableau '
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Tableau des principaux rapports 7"* entre les quantités
linéo- angulaires do deux ang. , ,^^elconques.
sin. (/» ± /I ) = 1 cos. (m± n) =
cot. ( m ± fl ) =
sin. m. cos. n = cos. m. sin. « =
cos. m. cos. « =
sin. m. sin. fl =
(ang. m.tang. n
lang. m.cotn —
coL m.tang. n
cot. m. cot. n =
sin. m 4- sin.» =
sin. m— sin. n =
cos. m + cos. » =
cos. n — cos. m =
tang. m + tang. n = tang. m — tang.» =
cot. m + cot. n = cot. n — cot. m ;
sin. m cos. n ± sin. »«■, „, cos. mcos. n^sin. msln.., tang. m dz tang. »
I ^ tang.m.t.aiig. »
I zprcotm.cot»
cotm ± cot.»
7 sin. ( m + n ) + 7 sin. (m — n ) 7sin. (m + ji) — 7sin. (m — n) 7COS. (m + n) + 7COS. (m — n) 7 COS. ( I» — n ) — 7 cos. ( m+»)
COS
COS
CÜS.
cos,
sin.
sin.
sin.
, (m4-ii
sin.
siu.
sin.
sin.
( ni + n
sin.
cos.
cos.
cos,
cos.
sin. sin
sin. ( m + n )
COS
cos.
sin.
cos.
cos.
sin.
(nl + n
sin.
sin.
sin
sin.
.sia.
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siîi. m*— sin. n* = s^- (''•+”) sin. (m — n)
cos. m* — sin. n* ^cos, (m + n) cos,(»n — n)
y sin. (m + n) sin. (m — n)
lang.m‘_ta^
sin. (m+w) sin. (m — n) COt. m* = : ;; — : ;
/ sin. m . sin. «
i<in.m +.sin. n
sin.
— sin. M
sin.
+ sin. n
cos.
+ cos. n
sin.
+ sin. Il
cos.
— cosm
sin.
— sin. n
cos,
+ cos. n
sin.
— sin.M
cos.
— cos.m
cos
+ cos. n
cos. n — cos. m
tang. r (m + n)
tang.H'" — '*)
tang. ï (m+n) col. “ ( m — «)
tang.K'"— ")
col. ï (m + M )
col. -J ( m — n ) séc. m + Stic, n
tang. ï (m+n) SCC. m — SCC n
sin. 1 m cos. a m
tang. a m
col. a m
a sin. m.cos. m cos. m* — sin. n* a long, m 1 — tang. m*
; cot m — f lang. m
cos. ï m tang. î m col. -j m
1/ 1 — cos.n»
I 1 + cos.m
sin. m 1 -f- cos. m sin. m 1 — eus. m
S. , . . tans, m' 1
siam* + cos.m* = I, sin.m*= , cos.m*=
I + lang. m’’ I ^ lang. m'
) cos.m*— sin.m*= cos. m’— sin.m* = cos. am
[ sin.m*. sin.i»*+cos.m’cos.n*+ sin.m* cos./i*+sin.n*.cos.m*=i.
Voici la démonstration des formules du premier tableau (laa). Le diamclre étant représente par i , d’après l’iiypollièse , chacun des angles qui ont leur sommet a la circonférence , a (121) pour sinus, la corde sur laquelle il est appuyé; donc d’abord
BD = sin.m, CJJ = sin.n , ainsi qu’il est porté au tableau; de
plus , l’angle E étant droit, l’angle ABC est le complément de m,
etACB complément de n; donc aussi AC = cos.m, AB = cos. n.
Et par la même raison, l’angle BAC étant m-l-«, on a BC = sin.(m fn), comme l’indique le tableau.
V étant le quart do la circonférence, l’angle ABÜ ou A BC-t-CBD sera « — m+n ou complément de m — ;i; donc AD = co3.(m — n) , comme on le voit au tableau.
Menons AF prolongée jusqu’à la circonférence en G , et lirons BG, puisque par construction on a FE = EC, on aura GAD = DAC = n; donc BAG = m — ny donc BG = sin.(m — n).
Or il est facile de voir que le triangle BGF est isocèle, r'.r l’angle BFG ou A FC est par construction, égal a AC B, qui est
appuyé sur le même arc que BG A; donc BFG = BG A, donc BF =BG, donc BF = sin. (m — /i) comme l’indique le tableau; elfiar un raisonnement semblable, on verra que AH=cos. (m + n).
La somme des deux segmens BE , CE est BC ou sin.(m-l-n) , et leur différence est BF ou sin.(m — ti); dont le plus grand
BE = 7 sin. (m -h n) -l- T sin. (m — ») ,
et le pins petit CE = 7 sin. (m + n) — 7 sin. (m — n) ;
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ainsi qu’il est porté au tableau ; et par un raisonnement semblable, on verra que AE = 7 cos.(m — n) + i cos.(m + n)
et l)E = 7Cos.(m — n) — 7003.(1» + «)
D’un autre côté, le triangle A DE donne
AHoucos.ntBE ;; 1 ; sin. ira. Donc 13E = sin./n. cos.», et (le la même manière les triangles ACE, DDE, DCE, donnent CE=sin.ra, cos. rai, AE=cos.ira.cos.n, DE = sin. ira.sin.ra, ainsi que l’indique le tableau.
Enfin ajoutant ensemble la première et la seconde de ces dernières équations, on a EE + CE ou une nouvelle valeur de lîC , c’est à- dire, qu’on a BC = sin./ra cos.ra + sin.ra cos.m, comme le porte le tableau. En retranchant, au contraire, CE de BE, on a B E = sin . ira cos. n — sin. n cos. ira.
Pareillement, en combinant successivement AE et DE par addition et soustraction , on aura les secondes valeurs de AD, AH, telles qu’elles sont portées an tableau. Toutes les formules portées dans ce tableau sont donc démontrées.
Iî4. Quant au second tableau (127), les deux premières formules SC démontrent, en égalant ensemble les doubles valeurs des cinquième, sixième, septième et huitième formules du premier; et ces deux formules suihsent pour démontrer facilement toutes les autres. Comme cela se trouve dans les traités ordinaire.s de trigonométrie; j’y renvoie , mon objet n’ayant pas été d’écrire «n ouvrage suivi sur cette matière, mais seulement de présenter la question sur un nouveau point de vue.
Je me servirai pourtant de cette figure, pour démontrer, sans recourir à une autre la jiioposilion fondamentale sin. i«*4-
cos.ra*=i. En effet, l’angle AEC étant droit, la somme efes deu.x
arcs AC, BD, dont la moitié lui sert de mesure, fait deux droits; doncla corde qui souicndroil la somme de ces deux arcs est un diamètre; donc les deux cordes feroient un angle droit;
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donc la somme de leurs carrés est égale au carré du diamètre qui est 1 par hypothèse j donc sin./7i*+cos./n*=i.
A cause du triangle rectangle AEC, on a AC = AE^ + CE , et BD = BE’ + DE . Ajoutant ces deux équations, on a, à cause de AC' +Bü^ = i , comme on vient de le voir, ÂË ’ + BË' + CË' + d1 ’ = 1 .
1 ‘25. Le raisonnement a été établi sur l’hypotlièse que les angles m, n, ainsi que leur somme m+n sont moindres que le quart de circonférence. Maintenant il est facile d’étcndrc les formules à tous les angles possibles. Il n’y a pour cela (53) qu’à regarder les quantités qui y entrent comme de simples valeurs de corrélation, chercher ces valeurs de corrélation pour un autre étal quelconque du système , et les substituer dans les formules.
Supposons, par exemple, que la droite BC se meuve parallc' lemenl à clle-nième, en se rapprdihant du point A jusqu’au-
delà du centre du cercle , l’angle BAC ou m + n deviendra obtus ; mais ni m,ni n n’auront passé ni par o ni par m ; ainsi leurs signes de corrélation ne changeront pas dans les formules trouvées j donc les seconds membres de ces formules resteront les mènies ; mais parmi les premiers, AH deviendra négative, pui.sque m + n devenant plus grande que -=•, cos.(r/i + «j devient inver.ie.
Maintenant supposons que BC se meuve parallèlement à ellemènicdans le sens oi)posé, c’est-à-dire, en s’éloignant du point A, cl qu’ensuile la droite AH se meuve aussi parallèlement à elle nièine en s’éloignant du centre, jusqu’à ce que le point E d’intersection de cette droite avec BC tombe hors du cercle
(fig. 47>bis), je dis qu’alors l’angle n ou CAD sera devenue inverse. Eu ellét, cet angle a évidennnenl passé par o au moiiH'iil oii It- point E s’est tiouvé sur la cii conférence, cl par conséquent eu coïncidence avec C cl H j cl de plus , dans le système
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primitif on aroit'CAE = CAB — BAE, tandis que dans le nou-
veau on a, au contraire, CAE = BAE — CAB. Quantàl’angle m, il reste direct, puisqu’il n’a passé ni par o ni par ae.
. Donc pour savoir dans ce cas ce que deviennent les formules , il n’y a qu’à cliangcr dans le second membre de chacune le .signe de n, cl l’on trouvera la valeur de corrélation du premier membre ; ainsi, par exemple, on verra que CD devient inverse puisque sa valeur devient sin. — n ou — sin.n (n6), et qu’il eu sera de même de CE, DE.
On peut voir aussi directement sur chacune des quantités qui entrent dans ce premier membre, celles qui deviennent inverses , en construisant la figure qui répond à celte seconde hypothèse , c’est-à-dire , au cas où n le devient. En effet , qu’on suive pas à pas la construction de la figure précédente, en faisant n inverse, c’est-à-dire , en supposant que cet angle diminue d’abord insensiblement jusqu’à o, ou que le point C se rapproche insensiblement du point E^ jusqu’à coïncider avec lui , puis passe au-delà , et vienne se placer entre B et D , on aura la figure qui par sa comparaison avec la figure primitive fera connoîlre les quantités devenues inverses. Ainsi l’on voit comme cidessus que DE le sera, puisque dans le nouveau système on a
D E = ae — AD tandis que dans le système primitif on avoit DE = AD — A E. De même CE est inverse, puisque d.sns le jircmicr système on avoit CE = BC — BE, et que dans le second , on a CE = BE — BC,
Ci) est egalement devenue inverse (ii6), puisqu’elle est la sinus de l’angle CAD qu’on vient de voir être devenu inverse. Quant aux quantités A B, A C, BD, BC, AD, BE, AÊ, aucune d’elles n’a passé ni par o ni par sc ; elles sont doue restées directes. Donc pour appliquer au nouveau cas les formules trouvées ])our le système primitif, il sulfit d’y changer le signe des quantités n, CD, CE, DÉ, ou établir la ronélation avec le système primitif comme il suit :
iSg
Sysl. priiu. ACj-j-BDj+CDj-f-BCj-f* ADj4“BEj + CE)"|*AEj“|*i-^E,
Syst. transf. [ + — •Wj-f' ABj+ ACj -pPDj— 00)4- BC, -p ADj 4" BE, — CE, -f-Æ,— DE
ainsi pour rendre les formules du tableau primitif applicables au nouveau système, il faut y faire les chatigemens de signes indiques par la corrélation précédente. Il en scroit de même pour toute autre transformation.
La figure primitive elle-même sur laquelle le raisonnement a été établi, fournit huit systèmes corrélatifs au premier , celui-ci compris, puisque cli-acun des quatre angles A, B, C, D peut être placé le premier eu ordre de deux manières différentes ; mais ces formules se réduisent aux quatre suivantes : .
Corrélation de construction.
t" syst
a‘ syst
5' syst
4' syst
Pour appliquer, par exemple , au quatrième de ces systèmes Informulé sin.(/7j -f n) = sin./n cos.n -P sin.ra cos.m, quiconvient au premier, il faut établir la corrélation des valeurs absolues,-et des signes des quantités m, n, (m -J- «) qui y entrent avec celles qui doivent les remplacer, comme il suit :
Syst prim f-f- , -b « , 4- ("'4-«)
Syst. transf.. ... — m) , 4- « , + » — (m — n)
Eu effet, dans le premier système, on a m = B AE. Or on voit par la corrélation de construction formée ci-dessus , que pour le
quatrième système, l’angle qui correspond à BAE du premier,
est ABEou «■ — m. Pareillement je vois que l’angle corrélatif a
n ou CAD, est pour le quatrième .système DBC ou n ; et qu’enfin
rangic corrélatif il BAC ou m -f n est ABj), ouv — /re + n, ou
V — (ni — «).
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Voilà pour la corrclalion des valeurs absolues quant à celle (les signes; elle est directe, puisque le premier système peut êvidciuiucut, par une transformation graduelle, devenir parfaitement pareil au second, sans qu’aucun des angles m, n, m -f- n, passe ni par o ni par x. Donc la corrélation est telle que nous l’avons établie ci-dessus; donc la formule que nous voulons appliquer au quatrième système devient,
sin.(® — [m — n]) == sin.(« — m) cos. n + sin.u. cos.(«’ — rn) ou co-s. (m — n) == cos. OT.cos.n + sin.n.sin./n; formule déjà dcuiontrée par la huitième du premier tableau.
136. Nous venons de dire (ia4) que des quatre équations fondamentales trouvées ci-dessus (5,6, 7,8, formules du premier tableau), peuvent se tirer toutes celles du second. Il est de plus à remarquer que ces quatre équations se déduisent toutes elles-mêmes de l’une quelconque d’entre elles, de la première, par exemple, et qu’elles n* sont, à proprement parler, que la même exprimée de diverses manières. Car d’abord , la seconde (deuxième tableau) n’est autre chose que la première dans laquelle n devient négatif. De plus, chacune de ces deux premières formules devant avoir lieu , quelles que puissent être les valeurs de m et de n, subsisteront encore, en mettant, par exemple, «• =fc m à la place de rn , sans rien changer à n. Or si l’on fait successivement ces deux substitutions; c’est-à-dire, si l’on met successivement pour «2 , ■» -p m et •s- — m, il en naîtra les deux dernières forniule.s. Ainsi la première renferme toutes les autres et réciproquement; on peut donc i-egarder chacune de ces quatre formules, comme exprimant les rapports qui existent, en général, entre les sinus et cosinus de deux angles quelconques, les sinus et cosinus de leur somme et les sinus et cosinus de leur différence.
IIJ, Si dans les quatre formules fondamentales (5, 6, 7 , 8 du premier tableau) en .suppose d’aboid n = o et ensuite suc- «essiveuienl in~o, — /» = a t, m = 5 -v, m-= on
retrouvera
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retrouvera les formules du tableau formé (117), et si faisant encore n = o on suppose successivement m = o, m — • a , m = 9 a, &C. , on retrouvera celles du tableau formé (1 16), ainsi que cela doit être ; puisque ces premiers tableaux et le dci> nier (laS) ont été établis sur le même système primitif, c’est-àdire, d’après la même hypothèse, que les angles admis dans ces tableaux sont tous moindres que l’angle droit
128< Le problème que nous venons de résoudre ne donne pas seulement les principaux rapports des quantités linéo-angulaires de deux angles proposés; mais il renferme encore la solution du problème général de la trigonométrie , qui est celui-ci. Trois quelconques des six choses qui sont à considérer dans un triangle étant données, qui ne soient pas les trois angles, trouver tout le reste.
Car si l’on propose un triangle ABC à résoudre , il n’y aura qu’à l’inscrire dans un cercle ; abaisser de l’angle A une perpendiculaire sur le côté opposé BC, et achever la construction telle qu’elle est dans la (Gg. 43). Alors on pourra lui appliquer les formules portées au tableau , qui exprime les rapports de toutes les parties de cette Ggure, parmi lesquelles sont comprises les six choses à considérer. Mais je ne m’étendrai pas davantage ici sur cct objet; mon but étant d’y revenir dans la section sui- ..vante. Je me bornerai, qu.int à présent, à quelques conséquences particulières qui dérivent naturellement de ce qui précède.
La Ggure 43 est, comme on le voit, un quadrilatère inscrit à diagonales orthogonales.
J’observe d’abord que la droite AFü coupe BD perpendicu-
laircment en I, car dans le triangle lAD, l’angle lAD étant par
hypothèse égal à D AC ou n, et IDA égal à BCA ou « — n, il suit que la somme de ces deux angles fait le quart de la circonfé-
rence ; donc AID fait aussi le quart de la circonférence, c’est-adirc , que Al est perpendiculaire à BD; donc réciproquement
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en menant du point Â la perpendiculaive Âl sur BD, elle passera par le point F. Par la même raison, en menant du point D une perpendiculaire DK sur AB, elle posseroit aussi par le point F. Donc dans le triangle A BD, les trois perpendiculaires
A I, B£ , DK, menées des trois angles sur les côtés opposés, se croisent toutes au point F. On prouveroit de même que dans le triangle ABC les trois perpendiculaires abaissées des angles sur les côtés opposés se croiseroient toutes au point H , et comme les angles m , n sont pris à volonté , cette propriété appartient à tout triangle; c’est-à-dire, que dans tout triangle , les trois perpendiculaires menées des angles sur les côtés opposés , se croisent toutes en un même points
Puisque l’angle G AD est par construction égal à l’angle CAD,
l’arc GD sera égal à l’arc CD. Donc, en général , si d’un point D pris à volonté sur une circonférence, on même deux cordes quelconques DA , DB , et que des autres extrémités A, B de ces cordes on leur mène les perpendiculaires AG, BC, prolongées jusqu’à la circonférence, les arcs DG, DC, compris entre le premier point D, et les nouveaux points d’intersection seront égaux. D'où il suit, par exemple , que si l’on menoit la corde CG, elle seroit coupée perpendiculairement par le diamètre mené du point D, et que réciproquement, la droite menée du
point D perpendiculairement à CG passeroit par le centre du cercle. '
i3o. J’ai démontré (129) que les perpendiculaires menées des trois angles A, B, C (flg. 44) sur les côtés opposés doivent SC croiser toutes en un même point D. Mais chacun des so'mmcts A , B , C, est à cet égard dans le même cas que le point D ; c’està-dire , que de même que le point D est celui où se croisent les perpendiculaires menées des angles du triangle ABC sur les côtés opposés, le point A , par exemple, comme on le verra facK Icment, est celui où se croisent les perpendiculaires menées des
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trois angles du triangle BC D sur les côtés opposés, et de même des autres. Ainsi les quatre points A , B , C , D , forment trois à trois un triangle tel que les trois perpendiculaires menées des angles de ce triangle sur les côtés opposés, se croisent toutes au quatrième de ces points. La figure est donc un système de quatre points réunis deux à deux par des droites qui se trouvent telles , que chacune de celles qui passent par deux de ces points coupa pci^ndiculairement celle qui passe par les deux autres.
Cette figure a de plus la propriété, qu’en faisant passer par trois quelconques des quatre points A, B,C, D, par exemple, par A, B, C, une circonférence, si l’on prolonge les perpendiculaires abaissées des angles du triangle ABC , jusqu’à la circonférence en A', B', C', il en résultera trois quadrilatères inscrits à diagonales orthogonales, tels que celui que nous avons examiné dans le problème traité (laa), savoir, .^A'C, BCB'A,CAC'B, dans lesquels on a les triangles parfaitement égaux et semblables . deux à deux BDC et BA'C, ABD et AC'B , A^C et AB C.
Ce que je viens de dire de la circonférence passant par les trois points A, B, C, auroit également lieu pour toute autre passant par trois quelconques des quatre points A, B, C, D, et il est à remarquer, que tous ces cercles ont le même diamètre, c’est àdire,par exemple, que la circonférence circonscrite au triangle BDCseroit égale à la circonférence A BA'C; ce qui est évident, puisque le triangle BDC est parfaitement égal et semblable au triangle BA'C, qui est lui-même inscrit dans cette circonférence ABA'C.
1 5 1 • Si du centre L (fig. 43) du cercle on imagine une perpendiculaire sur BC , il est facile de voir que le diamètre du cercle étant i, cetto perpendiculaire sera j cos. BAC ou 7 cos.(m-f n); mais le tableau (laa) donne AH = cos.(/n-(-n),qui est le double. Donc dans tout triangle, la perpendiculaire abaissée du centre du cercle circonscrit sur l’un quelconque des côtés , est moitié de la distance de l’angle opposé ou point oti se croisent
iC4 GEOMETRIE
les trois perpendiculaires menées des angles sur les côtés respec-
tioement opposés.
Il suit de-l;i que si par le point milieu p de BC (fig, 45), on menoit une droite au point A, elle scroit coupée en o par la droite LU, (Hélant le point où se croisent les trois perpendiculaires ) aux deux tiers de sa longueur à compter du point A ; car les deux triangles A Ho ,pLo , sont semblables ; d’où il suit queLjs étant moitié de AH, /?o est moitié de A o. Cela étant , il est aisé de voir que ce point o est celui où se croiseront les trois droites menées de chacun des angles au point milieu du côté opposé, donc dans tout triangle , le point où se croisent les trois droites menées de chacun des angles au point milieu du côté opposé , celui où se croisent les trois perpendiculaires menées des mêmes angles sur ces côtés opposés et le centre du cercle circonscrit , sont toujours placés sur une même ligne droite.
l3l. Jusqu’ioi, nous avons désigné par i le diamètre du cercle (fig. 43) ; mais si nous voulons avoir les valeurs effectives des lignes de la ligure qui se règlent sur ce paramètre, il faudra commencer par rendre les équations homogènes , en remettant à la place de runité,làoùelle représente le diamètre, la valeur cITcclivc de ce même diamètre. Supposons donc le rayon = R } le diamètre sera ; et alors, pour rendre homogènes les équa-, lions trouvées (122), il faudra y mettre aulieu des quantités AB,
AL, BD , Sic. , celles-ci , , &c. , qui par-la de-
viendront des nombres abstraits, ainsi que chacun des seconds termes de ces équations. Les formules ainsi transformées , pourront fournir plusieurs conséquences nouvelles. Par exemjile ,
nous avons (ia4) ÂC’-hBD^= 1 ,
cette équation devient donc AC +BD =4 R'.
Par la même raison , on a AB^-f CU’ = 4 R*.
Ajoutant les deux équations, on a AB^ -{- AC ’ -f BD* -f- CD’= ÜR';
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c’est-à-dire, qae dans tout quadrilatère inscrit à diagonales orthogonales , la somme des carrés des quatre côtés est double du carré du diamètre.
l53. Pareillement nous avons trouvé (124)
ÂË’ + BË" +ËË' + DË' = 1 .
Cette unité vaut ici 4R* ; donc dans tout quadrilatère inscrit à diagonales orthogonales , la somme des carrés des quatre seg~ mens des diagonales est égale au carré du diamètre.
l34. Puisque BC=BE + C£, on aura ^
BC' = BË’ +CË’ + a BË -CË , et pareillement, •
ÂD' =ÂË'+DË’+aÂË-DË.
Ajoutant les deux équations, et observant que par la proposi" tion précédente on a ' • .
ÂË' + BË’ + CË’ + DË’ = 4R* } que de plus , par la propriété du cercle on a BE'CË=ÂËDË,
il viendra
BC’+rD' = 4R*+ 4AËDË.
Cela posé, nommons r la distance du point E au centre du cercle, ou le rayon de la circonférence concentrique qui passeroit par le point E ; les segmens formés par E sur le diamètre passant par ce point , seront R + r, R — r, et leur produit sera par conséquent, R* — r*. Donc par la propriété du cercle on aura ÂËDË = R‘— r*; donc l’équation ci-dessus deviendra
BC’+Âd' = 4R‘ — 4r*; ■»
c’est-à-dire, que si d’un point quelconque pris sur la surface d’un cercle on mène deux cordes quelconques orthogonales , la somme des carrés de ces deux cordes sera égale au carré du diamètre moins quatre fois le carré de la distance du point d’intersection des deux cordes au centre du cercle.
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E est à remarquer (46) que cea propriétés ont lieu , soit que Is point E soit au-dedans ou au-dehors de l’aire du cercle. Ces mêmes propriétés s’étendent à la sphère avec quelques modifications , comme il suit :
l35.* Conceponê qu’une sphère soit coupée par trois plans perpendiculaires entre eux , et soient R le rayon de cette sphère, T la distance de son centre au point où se croisent les trois axes qui forment les intersections de ces plans.
i“. La somme des carrés des trois cordes ou portion des axes dont on vient de parler , interceptées par la surface sphérique , sera laR* — 8r*.
a®. La somme des trois produits formés , en multipliant ensemble les deux segmens de chacune de ces cordes, sera 3 R* — 3 r* .
5®. La somme des carrés des six segmens formés deux à deux sur ces trois cordes, sera 6R* — 2 r*.
4®. La somme des carrés des douze droites qui joignent deux à deux les extrémités de chacune des cordes avec tes extrémités des deux autres , sera a 4R* — 8 r*.
5®. La somme des quinze droites joignant deux à deux les six extrémités des trois cordes , sera 3 6 R’ — i6r*.
6®. La somme des carrés dés rayons des trois cercles qui forment les intersections de la sphère par les trois plans, sera 3R*— r*.
Chacune de ces six quantités sera donc toujours la même, quelle que soit la direction des axes, tant que le rayon R de la sphère et la distance r de son centre au point d’intersection de ces axes demeureront les mêmes, .soit que le point d’intersection des axes soit pris au-dedans ou au-dehors du volume de la sphère, pourvu qu’elle soit efiectivement traversée ou au moin.s touchée par ces trois axes ; car ces propositions ccsscroicnt d’avoir lieu, si un ou deux de ces axes ne rencontruient point la sphère.
J'ujoutcrai , que puisque les surfaces des cercles sont comni*
les carrés des diamètres, il suit de la sixième des précédentes pro~ positions, que
Si d’un point donné on imagine trois plans perpendiculaires entre eux qui coupent le poltfme d'une sphère , la somme des sur~ faces des trois cercles formant les intersections sera toujours la même , quelques directions qu’on donne à ces plans , pourvu qu’ils ne cessent pas de couper tous les trois la sphère. Cette quantité constante est les trois quarts de la surface sphérique donnée moins la surface sphérique entière , qui aurait pour diamètre la distance du centre de la sphère donnée au point d’in- * terscction des trois axes.
l36. On peut tirer de ces propositions diverses conséquences intéressantes. Par exemple, si l’on suppose tpie le point où se croisent les trois axes soit à la surface de la sphère, on aura r=R et le système se réduira à une pyramide triangulaire dont les trois faces sont perpendiculaires entre elles; et la troisième formule nous apprend que la somme des carrés des trois arêtes qui partent du sommet ou se réunissent ces trois faces , est toujours égale au carré du diamètre de la sphère, quelle que soit la direction de ces arêtes. Ainsi, de même que si d’un point pris à la circonférence d’un cercle on mène deux cordes perpendiculaires entre elles , la somme des carrés de ces deux cordes sera toujours égale au carré du diamètre de ce cercle; de meme, si d’un point pris à.la surface d’une sphère on mène dans cette sphère trois cordes quelconques perpendiculaires entre elles, la somme des carrés de ces trois cordes sera toujours égale au carré du diamètre de la sphère.
D’où il suit encore que si l’on avoit à inscrire dans une sphère une pyramide triangulaire, ayant trois faces perpendiculaires entre elles , on auroit de suite le diamètre de cette sphère.
• l3y. Du centre L du cercle circonscrit (fig. 46) soient abaissées des perpendiculaires La, L^, Le, sur les côtés BC, AC , AB, respectivement, et soient menées les droites ab, ac, hcj
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les pointi a, b, c, étant les points-milieux des côtés, ces dernières droites seront respectivement parallèles à ces mêmes côtés , et égales à leurs moitiés. Cela posé, le quadrilatère aB cL qui a deux angles droits en a , c, est par conséquent inscripliblc dansun cercle. Donc, par la propriété des quadrilatères inscrits, le produit de ses deux diagonales est égal à la somme des produits des cotés opposés, et les deux autres quadrilatères ôÂcL, bC aL, ont la même propriété. Donc on a ces trois équations
AL. 6c = Ab.cL+Àr.bh ïiL.ca — Bc. aL+13fl.eL CL. <26 = Ca.6L+C6.aL
Ajoutant toutes ces équations, en observant que AL= BL = CL=R, que ùc+ca+ab est la moitié du périmètre, que je nommerai/?, etqu’enfin A6 = C6, Ac = Bc, Ba = Ca, on aura fp.R = fp (Æ+6L+^) — t (lÏL.BC+ôL.ÂC+âr.ÂB). Mais le dernier terme du second membre est évidemment l’aire du triangle ABC; or si l’on nomme rie rayon du cercle inscrit, cette aire sera aussi f pr; substituant donc cette dernière valeur à la première, transposant et divisant tout par 7 p, on aura R + r = aL-f-ôL-f-cL. Donc
Dans tout triangle, la somme des trois perpendiculaires, abaissées du centre du cercle circonscrit sur les côtés, est égale à la somme faite du rayon du cercle inscrit , et du rayon du cercle circonscrit.
Nous avons suppose que le centre tomboit sur l’aire même du triangle ; s’il tomboit en dehors, il y auroit un angle obtus, et alors la perpendiculaire abaissée du centre sur le côté opposé à cet angle obtus deviendroit in verse ; ainsi sa valeur de viendi oit négative.
Nous avons vu (i3i) que AH (fig. 43) est double de la perpendiculaire menée du centre L sur le côté BC opposé à l’angle A d'oii part la perpcndicul.nirc AH. Donc la somme des distances du point II aux angles A,’ B, C, est elle même double de la
soimuc
somme des trois perpendiculaires menées du centre sur les côtés. Or nous venons de voir que celte dernière somme est égale au rayon du cercle inscrit, plus au rayon du cercle circonscrit; donc, dans tout triangle dont les angles sont aigus , la somme faite des distances du point où se coupent les trois perpendiculaires menées des angles sur les côtés opposés , est égale au diamètre du cercle inscrit, plus au diamètre du cercle circonscrit, et si l’un des angles est obtus , il faudra dans la somme ci-dessus énoncée , prendre négativement la distance de cet angle au point où se croisent les trois perpendiculaires.
Il est clair qu’on a (fig. 46) La = R. cos. A , LA = R. cos. B , Le = R. cos. C. Ajoutant ces trois équations, et observant que Lo + Lô + Le = R + r, on auraR + r= R (cos. A + cos. B + cos. C)
ou — = cos. A + cos. B + cos. C — 1 ; c’est-à-dire , que dans tout
triangle, le rayon du cercle inscrit est au rayon du cercle circonscrit , comme la somme des cosinus des trois angles moins le sinus total, est au sinus total.
l58. On pourroit, en parlant toujours des notions que nous avons données, rapporter la théorie des quantités linéoangulaircs, à un principe plus général, qui consiste dans celte proposition connue, que dans tout quadrilatère inscrit au cercle , le produit des deux diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés.
Car soit ABCD (Og. 47) un semblable quadrilatère ; supposons l’arc AB = sa, ÀC = 3Ô, DG = ac, et par conséquent BD = 3.(2'» — [a-t-ô-t-c]); nous aurons donc (tai) AB = sin.a, .AC = sin.6,DC = sin.c,BD=sin.(a-f ô-fc), BC = sin.(a+ô), AD = sin.(ô-l-c).
Substituant ces valeurs dans l’équation
BC.AD = AB.DC-l-AC.BD, nous aurons
sin.(a-l-ô).sin.(ô-l-c) = sin.asin.c+sin.ô.sin.(o+ô-l-c)',
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formule qui aura lieu , quelles que soient les valeurs qu’on
attribue aux angles a,b,c.
Supposons, par exemple , b + c = », on aura donc sin . (i + c)= I , sin . c= cos. 6, sin , (a + Â + e) = sin . (» + a) = cos. a 5 donc la formule deviendra.
sin. (fl + i) = sin. a cos. 6 + sin. i . cos. a.
Supposons b ~ V , nous aurons
sin.i = i,sin.(o + fe) = cos. a, sin. (6 + c) = cos.c, sin. (a + 6+e) = cos. (a + c);
donc la formule deviendra
cos. (a + c) = cos. a cos. e — sin . a sin. c.
Supposons c = — a , nous aurons sin.(a + A + c) =sin.ô, sin.c = — sin.a, sin.(A + c)=sin.(6 — a); donc la formule deviendra
sin. (6 + a), sin. (i — a) = sin.è’ — sin. a*.
Soit c=v — a , on aura
sin.c=cos.a, sin.(i + e) = cos.(a — b), sin.(a + i+c)=cos.i. Donc la formule deviendra
sin. (a + A) cos. (a — h) = sin. a cos.a+sin.i cos.6.
Ainsi ccltc seule proposition renferme toute la théorie des quantités linco-angulaires de deux angles donnes. Cette proposition sera démontrée et généralisée (aïo et suiv.).
PROBtiÙMC VIII.
l5(). Représenter par des formules générales les rapports qui existent entre les sinus et cosinus d’un nombre quelconque d’angles , les sinus et cosinus de leurs sommes et les sinus et cosinus de leurs différences.
iSo/.Dansle problème trailé(i2a) , nous n’avons considéréqiie deux angles m, n, et nous avons cherché les rapports qui existent entre les sinus et cosinus de ces angles , ceux de leur somme et ceux de leur différence. Il s’agit maintenant de généraliser ces formules, en les étendant à une suite quelconque d’angles a, b, c, d, &c.
Prcnons-cn d’abortl trois seulement; je dis qu’on aur.i les deux équations suivantes réciproques entre les trois iingles a, A, c; c’est-à-dire, où ces angles jouent tous trois le même rôle.
sin, a.sin. {b — c) + sin. b ■ sin.(c — a)+sln.c.sin. (a — ù) = o (A) cos. a.sin. (6 — c) + cos. ù.siii (c — a) + cos. c. sin. (a — ù)=o (B).
En clTet nous avons (laS),
sin. (i — c) = sin. 6. cos. c — sin. c cos. 6 sin. (c — a) — sin. c. cos. a — sin. o cos. c sin. (a — b) = sin. a cos. & — sin. ù. cos. n
Multipliant la première de ces équations par sin. a, la seconde par sin.ù, la troisième par sin.e, et ajoutant ensuite ces trois équations, le second membre se réduira à zéro, et le premier membre deviendra l’équation (A), qui est la première de celles qu’il falloit démontrer.
Multiplions maintenant la première des équations (C) par cos.o, la seconde par cos. A, la troisième par cos.c, et faisons ensuite la somme de ces trois équations : le second membre se réduira encore à zéro, et] le premier deviendra l’équation (B), qui est la seconde de celles qu’il falloit démontrer.
Cette dernière peut egalement se déduire de la première (A), car celle-ci devant avoir lieu, quelques valeurs qu’on substitue à a,&,c,sera encore vraie , en mettant à la place de ces angles leurs complémens, -» — a, 1» — ù, -sf — c; or par cette substitution l’équation (A) se transforme en l’équation (B).
Dans ce.s formules, on peut supposer à volonté négatifs celui ou ceux qu’on voudra parmi les trois angles a, b, c; ce qui introduira les sommes des angles pris deux à deux au lieu de leurs dilTércnces.
Si l’on divise la première des formules ci-dessus (A), (B), par sin. a. sin. ù. sin.e, et la seconde par cos.a. cos. ù. cos.c, ces formules deviendront
sin. (a — b) ^ sin. a. sin. b sin. (a — b)
cos. a . cos. b
sin.(i — c) ^sin.(c — a) sin.£).sin.c sin.c.sin.a sin. — c) sin. (c — a) cos. Z). cos. c cos. c. cos. a
formules également réciproques entre a, b, c.
Si dans les formules (A) , (B) , on fait successivement c = o , c — 'u, et qu’on fasse aussi successivement b positif et négatif, ou aura les foi'inulcs fondamentales fournies par les cinquième et sixième formules du tableau formé (122) pour deux ahgles. Si l’on suppose c = o + ^, les formules (A) et (B) deviendront sin. {a + b) sin. (a — b) = sin. a* — sin.i’ cos.(a + ^) sin. (a — b) = sin. a. cos. a — sin.£.cos.£.
Si dans la formule (A) 011 fait c = «^, b — — a, elle deviendra sin. aa = a.sin.a.cos. a.
Soit c = »', b = xa, la formule deviendra ■; — ou
cos. X a
sin. a . . ,
tang. 7 O = , ainsi des autres.
° i + cos. a
1 4o. Supposons maintenant quatre angles a,b, c, d, dans le système, je dis qu’on aura les doux formules suivantes ; sin. O sin. Z>.sin. (c — i/) + sin.6 sin.c.sin. (</ — a)
4- sin. c. sin. rf. sin. (a — Z>)+sin. d sin. a. sin. (6 — c) = o cos. a. cos. Z>. sin. (c — i/) + cos.Zi.cos.e.sin.(£Z — o)
'+COS. c.cos.c?.sin.(a — Zi) + cos. rf.cos. a.sin.(A — cj = o ou en divisant la première par le produit sin. a. s’in.i. sin. e. sin.cZ, des quatre sinus, cl la seconde parle produit cos. a. cos. A. cos.c.cos.fZ des quatre cosinus
sin. (a — b) sin.(6 — e) sin.(c — d) sin.(c? — a)
sm. a.sm. 6 sin. û.sin.c sin.c.sin.a sin.cZ.siu.a
sin. (o — Zi) ^ sin. (6 — c) sin. (c — d) sin. (<Z — a) _
cos. d.cos. Z> cos. i.cos. c ~ cos.c.cos. fZ~cos.f/.cos.a ’
El en considérant l’an.ilogie de ces formules avec celles qui ont été trouvées (iSg) pour trois angles seulement, nous con-
durons qu’en général pour un nombre quelconque d’angles a, b, c , d,. . .p , on doit avoir les deux formules générales suivantes :
sin. (a — il) sin. (6 — c) sin.(c — li) siu. <j.sin. il sin. il. sin. c sin. c.sin. <i sin.(« — il) sin. (i> — c) sin.(c — d) cos. a. cos. b cos.b.cos.c cos. c.cos. <i En ell’el nous avons (ia5)
J sin. (p — a)
sin. /r.sin* a
^ sin. (p — a)
‘ cos.p.cos.a
sin. b cos. a sin.c cos. 6
■ sin. (p — a) = sin./> cos.o — sin. a cos./j;
Divisant la première de ces équations par sin. a sin. 5, la seconde par sin. b sin. c, &c. cl ajoutant ensuite toutes ces équations, le second membre se réduirfià o, et le premier membre deviendra l’équation (F), qui est la première de celles qu’il falloit démontrer.
La seconde équation (G) se démontre de même, en divisant chaque équation par le produit des cosinus, au lieu du produit des sinus, ou en mettant dans la première (G) « — a, -» — by — c, &c. , au lieu de a, b, c, &c.
Dans ces formules, ou peut supposer à volonté négatifs un ou plusieurs des angles, ce qui introduira dans le calcul les sommes de ces angles pris deux à deu.xau lieu de leur différence.
Les mêmes formules peuvent être variées d’une infinité de manières; car elles doivent avoir lieu quels que soient les angles qu’on voudra substituer aux angles a, b, c, &c. Ainsi , par exemple, au lieu du système des angles o, c, &c., on peut substituer le système des angles (a + è), {b + c),{c+J), &c. ou (a — b), {b — c) , (c — d), &c., ou (a + è + c), (b+c+d), &;c., ou (a + b — c), (b + c — d), &c. , ou les complémens de ces angles , ou ces angles pris négativement, &c.
l4l. La même méthode peut servir à trouver plusieurs autres formules du même genre, également simples et récipro-
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ques entre tous ces angles. Par exemple, je dis qu’enire les angles quelconques a, è, c,. . .p , on a les deux formules générales suivantes :
sin. (<«+*) -sin. (a — i>)+sin. (J+c) sin.(/> — c)
sin. (/>+a) a'in.(p — a) = o (II
cos. (a + ft).sin. (« — i>) + co3.(i+c) sin. {b — c) +cos.(p + n) sin. (p — a) = o (K)
Car nous avons trouvé ci-dessus (laS, i58),
sin.(cH-A) sin. (a — b) z= sin. a* — sin.i* sin.(6 + c) sin.(6 — c) = sin.^>' — sin.c*
sin.(p+a) sin.(p — a) = sin.p' — sin.a’
Ajoutant ensemble toutes ces équations , le second membre se réduit a o, et le premier se réduit à la formule (II), qui est la première de celles qu’il falloit dcmonlrer.
Pareillement nous avons trouvé (laS) ,
cos.(o+A) sin. (a — i) = sin.o cos.n — sin.ô cos. A cos.(i + c) sin.(^> — c) = sin.&.eos. A — sin.c .cos. c
cos. C/7 + o) sin.(/7 — a)=sin./7 cos.p — sin.a cos.a
Ajoutant ensemble toutes ces équations, le second membre se réduit à o, et le premier devient la formule (K), qui est la seconde de celles qu’il falloit démontrer.
i42. De meme, les quatrièmes formules du tableau forjné (laS) donnent
sin. (<i + i) sin. (a — i) cos. a*, cos. 6* sin. (è+c) sin. (& — c) cos. i’.cos. c*
tang. a’ — tang.è* tang. è*— tang.c*
sin. (p + a) siu. (/> — a) cos.p’ ,cos. a*
tang. P* — tang. o*.
Ajoutant toutes ces équations, le second membre se réduit à o , et le premier donne la formule
sin. (a + i)-sin. (a — b) cos. a*. cos. h'
sin. (i + c) sin. (6 — c) cos. b' . cos. c’ sin. (/> + a) sin. (/> — a) cos. P*. cos. a'
l45. De même encore, les premières formules du tableau formé (i23) donnent
tang. a — tang. b
tang. (a — i)
ou
1+ tang. a tang.è ’ tang.(a — b) (i + tang. a. tang. i) = tang.a — tang.& -tang.(6 — c) (i+tang.6 tang.e) = tang.6 — targ.c
tang. (p — a) + tang. jo. tang. a = tang./» — tang. a.
Ajoutant toutes ces équations, le second membre se réduit à o,
et le premier membre donne la formule suivante :
tang.(a — b) (i +tang.a tang.i) + tang.(A— c) (i + tang. 6. tang. c)
+tang. (/» — o) (i +tang./».tang.a) = o.
Il est clair que par cette méthode , on peut trouver une iiitinité d’autres formules du même genre.
l44. Si l’on suppose que les angles a, b, c,. . .p forment une progression régulière dont la loi soit connue, chacune des formules dont nous venons de parler formera aussi une série régulière dont la somme des termes est toute trouvée, puisqu’elle est o. Je suppose, par exemple, que a, b,c, &c. soient en progression arithmétique croissante, dont le premier terme et la raison soient a, et dont le nombre des termes soit rn , on aura donc
a=,a f h = 7a, c = 3a , d— ia...p = ma-.
doncles deux formules (H), (K) trouvées (i4i) deviendront, en divisant tout par — sin. a ,
sin.Sa + simSa + sin.ya -f
sin.(m-i- ija.sin.Tm — i)a
' sin. a
ou
sin.3a+sln.5a + sin.7a.... + sin.(:^m> 1 )a =
sin. a
55 , _ c 1 . r ^ coî.fmO- 1 la.sin
cos.Oa + cos.oa + cos. 7a.... + cos.(am- i)a = i ^ ^ ^ —
sin. a
qui sont des formules connues.
Si l’on sub.stitue ces valeurs dans les formules (F) (G) trouvées (i4o), et qu’on divise pareillement tout par — sin. a , elles deviendront,
Sin. O. Sin. aa sin. aa.sm. 3a sin. a* sin. ma
1,1, _ sirMm — i)a
cos.a.cos.aa cos.aa. cos. oa sin.acos.a.cos.ma
ou parce que coséc. a = , et sec. a , on aura
sin.a cos. a
coséca.coséc2a+cosécaa.coséc5a.... =sin(m-i'a.coséca*.cosécma scca.8écao + sécaa.séc3aH-..,.= sin (m-i)a.séca.coscca.sécma.
SECTION III
Formation de tableaux analy tiques , propres à représenter V ensemble des rapports, qui existent entre les diverses parties d'une même figure ; et les modifications qui distinguent , soit de cette première figure , soit entra elles , les autres figures qui lui^sont corrélatives.
l45. Je me propose ici d’elTccluer sur diverses figures géométriques, les tableaux de comparaison dont j’ai'donné l’idée au commencement de cet ouvrage (a); c’est-à-dire, d’appliquer à plusieurs exemples, les principes développés dans les deux premières sections , en formant d’abord le tableau des rapports qui Ijenl entre elles toutes les parties du système pris pour terme de comparaison, et recherchant ensuite quelles sont les mutations que doit éprouver l’expression de ces rapports , lorsque le système primitif passe lui-même à différens états de transformation ; et de plus, je me propose de donner à ces tableaux une forme telle que ces mêmes rapports puissent être considérés dans leur ensemble, de manière que tous les rapports partiels y soient implicitement compris, _ct qu’on puisse en déduire celui qui existe spécialement entre telles ou telles de ces quantités, soit linéaires , soit angulaires , prises à volonté dans le système général.
Le nombre de ces rapports augmente à me.surc que le système SC compose d’un plus grand nombre de parties; car dans un triangle, par exemple, il n’y a que six choses à considérer, et déjà dans le quadrilatère simple dont les côtés seroient supposés prolongés jusqu’à leurs rencontres respectives , il y en a trentetrois : savoir, les quatre côtés, les deux diagonales, les douze segmens formés dcu.x à deux sur chacun de ces côtés ou diago-
aâ
nales, et enfin les quinze angles compris entre ces six droites
considérées deux à deux.
Mais le nombre des questions partielles à pi-oposer sur chacune de ces figures, augmente bien plus rapidement que celui des parties de cette même figure; car pour le triangle, la question générale étant celle-ci : trois des six choses à considérer dans un triangle , qui ne soient pas les trois angles, étant données,
trouver les trois autres : il en résulte ;; — , questions par-
tielles , moins les trois cas exceptés çi-dessus , des trois côtés demandés quand les troi^angles sont donnés. Mais pour le quadrilatère , la question générale étant celle-ci : des trente-trois choses qui sontÀ considérer dans un quadrilatère , cinq quelconques indépendantes les unes des autres étant données, trouver
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les vingt-huit inconnues , il en résulté 'â t ^ 5~ ’
questions partielles, sauf le petit nombre des cas ci-dessus exceptés. On peut juger par-là , du nombre de questions partielles que fourniroit un pentagone , et à plus forte raison, les polygones plus élevés; et l’on voit qu’il est comme impossible de former des tableaux qui puissent répondre immédiatement à chacune de ces questions partielles. Il s’agit donc d’y suppléer par une forme particulière, de laquelle on puisse , à l’aide de quelques opérations algébriques, tirer celle des réponses dont on peut avoir besoin dans chaque cas particulier. Or c’est ce que je me propose ici.
Pour remplir cet objét, j’imagine qu’on établisse dans la figure proposée une chaîne de triangles , et que passant de l’un à l’autre par les règles ordinaires de la trigonométrie , en suivant la construction graphique, d’après laquelle on peut supposer que la figure auroit été construite, on calcule toutes les parties, tant angulaires que linéaires qui entrent dans sa composition. Que de plus , on les exprime toutes en valeurs de quelques-unes seulement d’entre elles, considérées comme connues, en nombre suffisant, pour que tout le reste soit déterminé. Le tableau qui en
résultera, ne comprendra évidemment de formules, qu'autant qu’il y aura de quantités dans le système, or je dis que ce tableau supplée au tableau général dont nous avons parlé ci-dessus, et dont la confection est évidemment impraticable.
Eu effet, le nouveau tableau proposé devant contenir, par hypothèse, toutes les parties du système calculées en valeurs de quelques-unes seulement d’entre elles, on aur.-v évidemment les rapports de ces quantités , et en général , les fonctions de toutes ces quantités combinées d’une manière quelconque , deux à deux, trois à trois , Scc. en valeurs de ces mêmes quantités premières seules , prises pour termes de comparaison. On pourra donc, en éliminant ces dernières, trouver, au moyen de ce tableau fondamental, tous les rapports jiossibles existans entre les quantités du système général. L’objet des questions suivantes est de développer ces idées, et de faire l’application de chaque résultat aux systèmes corrélatifs, qui peuvent être rapportés a la figure primitive sur laquelle les raisonnemens seront établis , et les tableaux formés.
PaOBLâME IX.
l46. Un triangle étant proposé, et une perpendiculaire abaissée de chacun des angles sur le côté opposé ; on demande que toutes les parties tant angulaires que linéaires de cette figure, soient exprimées en valeurs de trois quelconques d’entre elles , indépendantes l’une de l’autre , prises pour termes de comparaison.
Soit ABC (fig. le triangle proposé, AH, BG, CF, les pcr« pendiculaircs abaissées de chacun des angles sur le côté opposé, D le point où elles se croisent toutes. Il s’agit donc d’exprimer tous les angles et toutes les lignes qui entrent dans la composition de cette figure , en valeurs de trois seulement d’entre elles, parce que trois suffisent pour que tout le reste soit déterminé , pourvu que ces trois quantités prises pour termes de comparaison soient indépendantes l’une de l’autre. Ainsi ces quantités ne
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peuvent être ni trois angles, puisque deux d’entre eux déleruiineroient le troisième; ni l’une des lignes du système avec les deux srgmens formés sur elle, puisque deux quelconques de ces trois quantités linéaires étant données, la troisième, qui en est nécessairement la somme ou la diilérencc , scroit aussi déterminée.
Celle question renferme évidemment comme cas particulier, le problème général de la trigonométrie, ainsi que nous l’avons dit (ia8), car les six choses à considérer dans le triangle ÂBC sont comprises parmi celles qui doivent entrer dans la formation du tableau. Mais pour que ce même tableau puisse répondre à un plus grand nombre de questions partielles, j’y comprendrai les trois droites FG, FH, GH, le rayon du cercle circonscrit au triangle proposé ABC, celui du cercle inscrit, le périmètre , et l’aire de ce même triangle.
Je prendrai de même que dans le problème vu (12a) pour
servir de termes de comparaison les deux angles B AD, CAD, que je nommerai de même ot, n, elle rayon du cercle circonscrit que je nommerai R- Jtrdois donc exprimer , comme cela est évidemment possible, toutes les quantités du système général en valeurs des seules quantités m, n , R.
. L’angle droit sera désigné par-», le rayon du cercle inscrit
■ par r, le périmètre par P et l’aire ABC du triangle proposé par S ; (ces dénominations R, r, P, S, seront conservées dans les six problèmes qui doivent suivre celui- ci) cela posé , je dis que le tableau suivant satisfait à la question.
Tableau général des rapports gui existent entre les angles et les côtés d’un triangle quelconque , les perpendiculaires abaissées de ces angles sur les côtés opposés , les segmens et les angles qui en résultent , &c. (üg. 38).
VALEUnSDESANGIiES.
1"' BAD = m
2' CAD = n
3' BAC = m + n
4' CDD = 7»
5' ABD = « — (m + n)
6'.... J. ABC — v — m
7* BCD = m
8' ACD = •» — (m+Ti)
9' ACB = n
10' ADB = -» + n
1 1‘. . , , , . ADC = V m
12* BDC = — (m+71)
Valeurs des lignes.
2 R. Sill. (t7»+ 7j)
2 R. cos. 77»
R.COS
2 R. cos. (»7»+7»)
3R.sin. 77»
2R.sin. 7»
2R.c0s.rn cos. 71
i3' BC =
i4' ÂC =
i5' ÂB =
i6“ ÂD =
18' CD
19' ÂH =
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ao* BH = aR.sIn. m cos.n
ai* T CH = aR.sin. n cos.m
aa* DH = aR.sin. m sin.n
a5* AF = aR.cos. m cos.(m+n)
a4* BF = aR.sin. m sin. (m+n)
a5* CF = aR. cos.m sin.(m-i-n)
a6* DF = aR.sin. m cos.(m4-n)
a7*.._.... AG = aR.cos. n cos. (m+n)
a8* BG = aR.cos. n sin. (m+n)
ag* CG = aR.sin. n sin. (m+n)
5o* DG = aR.sin. n cos. (m+n)
5i* FG = aR.sin. (m+n) cos.(m+n)
3a' FH = aR.sin.m cos.m
53* GH= aR. sin.n cos. n
35* P = aR [cos.m+cos. n+sin. (m+n)]
36* r = R [sin. m+ sin. n+ cos. (m+n) — i]
57* S = 3 R*. cos.m cos.n sin. (m+n)
La formation de ce tableau se tire évidemment de celui qui a été donné (laa). On peut aussi le former immédiatement avec
facilité ; car d’abord les angles se trouvent tous par simples additions ou soustractions, en vertu du principe de l'égalité des trois angIc.H de tout triangle n dcu.x droits. Ensuite on obtient tontes les lignes par le seul principe de la proportionnalité des côtés dans tout triangle, avec les sinus des angles opposés. Puisque l’on sait déjà que AB = aR. cos.n, AC = aR. cos.m, BC = aR.sin. (m+n) ; (lai).
La valeur de P se trouve en ajoutant les valeurs ci-dessus, des trois côtés AB, AC, BC.
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La valeur de r résulte évidemment de la proposition démontrée ( 1 37) , en mettant dans l’équation aR + ar = AD + BC + CD les valeurs que donnent pour ces trois droites les 16% 17', 18' formules du tableau , et tirant ensuite la valeur de r.
Enfin l’aire S se trouve par ce principe connu, que l’aire de tout triangle est égale au produit de deux quelconques de ses côtés, multiplié par la moitié du sinus de l’angle compris. Ce qui donnes = 7 AB. AC.sin.(/»+7j), où substituant pour AB , AC, leurs valeurs tirées des i5' et i4' formules, on obtient la 37'.
On peut trouver de suite, par le même principe, l’aire do chacun des autres triangles qui entrent dans la composition de
la figure examinée, comme ADB, ADF, BCO, &c.
Les seconds termes de ces formules se transforment au besoin , à l’aide de celles qui composent le tableau formé (i23), pour exprimer les rapports des quantités linéo-angulairésen général.
l4y. Ce tableau n’est relatif qu’à la (fig. a8) prise pour système primitif, et où le triangle proposé A BC a scs trois angles aigus. Il faut voir maintenant quelles modifications il doit éprouver, lorsqu’on vent le rendre applicable au cas où l’un des angles seroit obtus. On peut y parvenir de deux manières, ou en recommençant en entier le calcul sur la nouvelle figure ; ou en examinant quelles' sont dans le passage de l’iinc .i l’autre, les quantités qui deviennent inverses , et changeant dans les formules du tableau le signe de chacune d’elles.
Supposons d’abord que ce soit l’angle BAC (fig. 3i) qui devienne obtus, ce qui peut se faire en imaginant qu’il y a échange de positions entre A et D j alors parmi les trois quantités m, n, R, les seules qui entrent dans la composition des derniers membres , aucune n’aura passé ni par o , ni par so : donc chacun de ces derniers membres restera tel qu’il est sans changement de signe.
.Voyons maintenant ce que deviennent les premiers membres.
BAC devenant obtus par hypothèse, ou il résulte
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des cinquième et Iiuilièiiie formules, que ABD, ACDdcvienncnt inverses, et que par conséquent leur signe de corrélation doit être — .
De plus, le cosinus d’un angle obtus est inverse (i Donc en vertu des i6', 23', 26', 27', 3o', 3i' formules , les droites AD,
AF, DF, AG, DG, FG deviennent aussi inverses , et doivent prendre le signe — ; donc si les rapports des 37 quantités qui composent les premiers termes de ces formules éloient exprimés par des équations quelconques, il n’y auroit, pour rendre
CCS équations applicables au cas où l’angle B.^VC seroit obtus, qu’à changer dans ce premier tableau , les signes des huit quantités : ABD , ACD , ÂD , AF , Ï5f, ÂG, DG , FG.
Ce résultat s’accorde avec celui qu’offre la seconde ligne horizontale du tableau de corrélation établi (g8) ; car on voit de meme, parce tableau, que les quantités qui deviennent inverses, et dont par conséquent le signe doit être changé, sont comme
ci-dessus , AD , AF, DF, AG, DG, ABD, ACD;il n’3^ aque FG qui ne s’y trouve point , parce qu’elle n’étoit p.as comprise dans le système dont il s’agit au tableau de corrélation.
Supposons maintenant que ce soit ABC (fig. 32) qui devienne obtus; ce qui peut se faire en imaginant que le point B sc meut sur BC jusqu’au-delà du point H ; il est clair que parmi les trois quantités wi, n, R, qui entrent dans la composition des seconds membres des formules , m seule deviendra inverse. Donc d’abord pour savoir ce que deviennent ces seconds membres, il suffit de mettre — m à la place de m. Voj'ons maintenant ce que deviennent les premiers.
Puisque m devient inverse , ou que sa valeur prend le signe négatif, on voit parles première et septième formules, que BAD
et BCD deviennent inverses.
De plus (1 16), sin./n devient aussi une quantité inverse; donc par les 17', ao', 22', a4% ab', 3a' formules, les quantités, BD,
BÏl,
BH, DH , BF, DF, FH doivent devenir inverses, et leur signe de corrélation — . Donc si les rapports cxistans entre les Z’j quantités qui composent les premiers termes de ces formules étoient exprimés par des équations quelconques, il n’y auroit, pour rendre ces équations applicables à la nouvelle hypothèse,
c’est-à-dire , au cas où l’angle ABC seroit obtus (Gg. 5^), qu’à y changer les signes des huit quantités suivantes BAD, BCD , BD ,
BH, DH, BF, DF, FH; ce qui s’accorde avec la troisième ligne horizontale du tableau de corrélation établi (g8).
Par la même raison , on voit que si les rapports qui existent entre les 57 quantités qui composent les premiers termes des formules du tableau étoient exprimées par des équations quelconques, il n’y auroit, pour rendre ces équations applicables
au cas où l’angle ACB devieudroit obtus (Gg. 35), qu’à y changer les signes des huit quantités CAD , CBD, CD , CH, DH, CG , DG, HG; ce qui s’accorde avec la quatrième ligne du tableau de corrélation établi (98).
1 48. Concluons de là i“. que les formules du tableau s’.ippUquent immédiatement au triangle ABC, lorsque les trois angles sont aigus (Gg. a8) ; a”, que pour le rendre tel qu’on l’auroil trouvé si le calcul avoit été établi sur l’hypothèse que l’angle BAC seroit obtus, il n’y a qu’à changer dans les premiers membres les signes des huit quantités ABD, ACD, AD, AF,
DF, AG, DG, sans rien changer aux seconds membres;
.3®. que pour rendre ce môme tableau tel qu’on l’auroit trouvé
en établissant immédiatement le calcul sur l’hypothèse que ABC seroit obtus, il faut, dans les seconds membres des formules, mettre — m à la place de m , et changer dans les premiers les
signes des huit quantités BAD , BCD, BD, BH, DH, BF, Dh , J'H; qu’enfin pour rendre ce tableau tel qu’on l’auroit trouvé
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en établissant immédiatement le calcul sur l’hypothèse que
ACB seroit obtus, il faut dans les seconds membres des formules mettre — ti, à la place de n et changer dans les premiers les
signes des huit quantités CAD , CBD , CD , CH , DH , CG , DG , ÏÏG.
Tirons maintenant quelques conséquences particulières de ce tableau général.
1 4g. Si je compare FG avec AD, je trouve
FG
-r=- = sin. (m+H) où FG : AD :: sin. (m+«) ; i ; A Tl
AD
c’csl-à-dire , que dans un quadrilatère qui, comme AFDG, a deux angles droits opposés en diagonale, cette diagonale FG, est à l’autre diagonale AD, comme'le sinus de l’un quelconque des angles joints par cette dernière diagonale est au sinus total. On voit la même chose par les quadrilatères du même genre BFDII, CGDH, et par celui AFCH, par exemple, qui forme un quadrilatère composé de deux triangles opposés au sommet
AFD, CDU, et qui a deux angles droits AFC, AHC, car scs deux diagonales sont FH , AC; or par le tableau, on a
FH
ÂC
sin. m ou FH : AC :: sin. m : i. Ainsi des autres.
l5o. Si l’on compare BD avec CD , on trouvera BD : CD :: sin.m : sin.n,
ou parce que m est complément de ABC, et n complément de
ACB, on aura
BD : CDj: cos. ABC : cos. ACB; c’csl-à-dire, que de même qu’il y a proportionnalité entre les côtés d’un triangle cl les sinus des angles opposés, il y a aussi proportionnalité entre les cosinus de ces mêmes angles, et les
distances de leurs sommels, au point où se croisent les trois perpendiculaires menées de ces sommets sur les côtés opposés.
l5l. Si d’une part on divise AF par AG , on aura cos. m . ' . . — — —
, et si d’une autre part on divise AC par AB , on aura pa-
cos VV
reillement ^ — : donc^s— r = ou AF : AG :: AC : AB.
cos. n AG AB
Donc les triangles AGF , ABC ont un angle commun compris entre côtés proportionnels ; donc ils sont semblables, quoique FG ne soit point parallèle à BC; mais elles sont ce qu’on nomme anti-parallèles , parce que les côtés analogues sont placés en sens opposés. On prouveroit de même , que les autres triangles BFH, CGH, sont aussi semblables chacun au triangle, proposé ABC, et par conséquent aussi semblables entre eux.
1S1. Si sur BC comme diamètre on décrit un cercle, la circonférence passera par les points F, G, à. cause des angles
droites BFC, BGC; donc BFGC sera un quadrilatère inscrit, et aura par conséquent les propriétés connues de cette figure. Il en sera de même de AGHB, AFHC,BFDII, &c., elles formules donneront les mêmes résultats.
153. Si d’une part je multiplie AU par DH , j’aurai sin./n sin.ncos.m cos.ra et si d’autre part je multiplie BH par CH, j’aurai le même résultat Donc AH. DH = BH.CH. On trouve de même BG . DG = iJÎÆ.CG , et CF.DF =ÂF.BF.
154. Si je carre les i3' et 16' formules, et qu’ensuite jeles ajoute, j’aurai 4R‘, qui est le carré du diamètre du cercle circonscrit : la même chose a lieu , si je carre la 1 4” et la 1 7% et q uc j’en fasse la somme, ou la i5* et la 18% c’est-à-dire, qu’entre les quatre points A, B, C, D, la somme des carrés de la droite qui t n joint deux quelconque , et de celle qui joint les deux autres ,
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est toniouTS la même et égale au carré du diamètre du cercle
circonscrit.
1 55. Si j’ajoute ensemble les six carrés dont il s’agit dans l’article précédent; c’est-à-dire, AB, AC, BC , AD , BD,
CD; la somme sera laR*; c’est-à-dire, que la somme des carrés des distances des quatre points A, B, C, D, pris deux à deux , est égale à trois fois le carré du diamètre du cercle circonscrit.
156. Si d’une part on multiplie la 1 4' et la i5' formules, et d’une autre la ig' par aR, on aura le même produit; donc
AC. AB = AH.aR, ou AU : AB:; AC : aR; c’est-ii-dirC, que dans to'it triangle, la perpendiculaire abaissée de l’un quelconque des angles sur le côté opposé , est à l’un quelconque des côtés adjacens à cet angle, comme l’autre des côtés adjacens est au diamètre du cercle circonscrit : ce qui est bien connu.
l5y. Si l’on multiplie l’une par l’autre, les i5'et i8' formules d’une part, et d’une autre, la 33‘ par a R, les résultats
seront les mêmes. Donc AB. CD = GH. aR.
i58. Si l’on multiplie d’une part, les ao', aâ' et 29' formules , et de l’autre les 21', a4' et 37', on aura le même résultat.
Donc ÂÊ.BÏÏ.CG = ÂG.bP.CH.
l5^« Si l’on multiplie d’une part les i4'’, 26% et 28' formules, et de l’autre, les 17', 25', et 27', on aura le même résultat
Donc ÂC.BG.Î5f = ÂG.BÏ5.CF.
Enfin ces combinaisons, qui peuvent sc multipliera l'infini, donnent, comme on le voit, une multitude de propositions qu’il seroit pénible de rechercher isolément ; et comme le tabkau contient toutes les quantités du système, il en renferme implicitement toutes les propriétés ; de manière qu’on peut en tirer en particulier chacun des ropports dont on a besoin ; ainsi qu’on va
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le voir par les autres tableaux que nous tirerons de ce premier dans les problèmes sulvaiis.
PROBLÈME X
1 6o. Etant donnés dans un triangle , deux quelconques des angles et le côté opposé à l’un d’eux , trouver i“. le troisième angle et les deux autres côtés ; a”, les perpendiculaires abaissées des angles sur les côtés opposés; 3®. les segmens et les angles qui résultent des intersections respectives de toutes ces lignes ; 4°. les trois droites qui joignent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux , &ic.
Supposons que les deux angles donnés soient (fig. a8) ABC ,
ACB, et le côté connu AC; il s’agit donc de trouver toutes les quantités énumérées au tableau formé ci-dessus, eu valeurs des
trois seules quantités ABC, ACB, AC.
Mais puisque par le premier tableau toutes ces quantités sc
trouvent exprimées en valeurs des trois BAD, CAD, R, il ne s’agit plus que de substituer de nouvelles données aux premières. Supposons, pour abréger, les expressions des seconds nicni-
bres ABC = B, ACB = C , AC = ô ; B, C, 6 seront les trois nouveaux termes de comparaison auxquels toutes les autres quantités du système devront être rapportées, et en valeurs desquelles seules clics devront être exprimées.
Pour cela , je cherche parmi les formules du tableau précédent, les trois qui expriment les nouvelles données ABC,
ACB, AC en valeurs des trois premières m, n, R; ce sont les 6', g' et 1 4' formules. Je tire donc réciproquement de ces formules m,n, R, en v.aleurs des trois autres, et je les substitue dan.s toutes les formules du premier tableau. Il en résultera évidemment un nouveau tableau, où chacune des quantités du sj'slèmc sera exprimée comme on le demande en valeurs des seules quantités ABC, ACB, AC, ou B, C, b.
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Or les 6% 9*, et i4' formules sont B = -» — m, C = •» — n, b = 4 R. cos. w, c’cst donc de ces trois équations qu’il faut tirer les valeurs de m, n, R, comme inconnues , pour les substituer dans toutes les formules du tableau.
La première de ces équations me donne m = •» — B, et par conséquent, sin.m = cos.B, et cos./n = sin.B.
La seconde me donne » = — C , et par conséquent
sin.7t = cos.C et cos.n = sin.C.
La troisième me donne, en y substituant pour cos. m la
valeur que nous venons de trouver , aR =
’ sjn.B
Il n’y a donc plus qu’à substituer au tableau ces valeurs de m , n , R , pour obtenir toutes les quantités qui y entrent exprimées , comme on vent les avoir en B , C , b.
De ces substitutions, résultera le tableau suivant, lequel par conséquent , satisfait à la question proposée.
Tableau par lequel connoissant dans un triangle ABC, deux
angles a6c , ACB , et le côté AC opposé à l’un d’eux , on peut trouver immédiatement 1®. les trois autres chçses à considérer dans le triangle / a®, les perpendiculaires abaisées de chacun des angles sur le côté opposé , tous les angles et segmens qui résultent de celte construction , &c. en supposant les trois
données AÊC = B , ACB = C, AC = b (fig a 8).
Valeurs des angles.
a* CAD,= •» — C
AC
— sin. C
. • . AB =3 b - — — sin. B
Sin. B
.. . BD = Â.cot. B
Sin. B
ig*..
. . . AH = £.sin'. C
... BH = i.sia. G.col. B
... CÏÎ = 6.C0S.C
... DH= &.COS. C.col. B
... AF = — i. cos. (B+C)
... BF = i.cot. B.sin. (B+C)
... CF = ô. sin. (B+C)
, sin.C cos. (B + C) • * ,i„.B
... B^^^*in.C.sin.(B+C) sin. B
cg" —
^ cos.C.sin.(B + C) sin. B
DG-
cos.C.cos.(B + C)
Sin. B
FG
,, sin. (B+C).cos. (B+C)
sin. B
sin. B ' sin. C sin. B
Le tableau précédent n’est applicable qu’au triangle pris pour système primitif; c’esl-à-dire, qui a ses trois angles aigus : ainsi l’on doit reprendre ici les observations déjà faites (147 et suiv.); d’où l’on voit, 1°. que dans aucun cas il ii’y aura de changemens à faire aux seconds membres des formules pour les rendre applicables aux systèmes corrélatifs , puisque des trois quantités B,C, b, aucune ne passera ni par o ni par 00 ,
u°. Que pour rendre ces formules propres au cas où l’ungle
BAC seroit obtus, et telles qu’on les auroil trouvées en établis; sant le raisonnement immédiatement sur cette hypothèse , il n’y
a qu’à y changer les signes des huit quantités ABD , ACD , Aü , ÂF,DE,ÂG,ÏÏG,rG.
3°. Que pour les rendre propres au cas où ce seroit l'angle ABC qui deviendroit obtus, il n’y auroit qu’à y changer les signes
des huit quantités suivantes, BAD, BCD, Bl>, BII, DU, Bi’, DF, fît.
i". Que pour les rendre propres au cas où ce seroit l’angle ACB qui deviendroil oblus, il n’y auroit qu’à y changer les signes des huit quantités suivantes, CAD, CDD, CD , CH, DH , CG, ÎÏG, GH.
problème XI.
161. Etant donnés dans un triangle deux angles quelconques, et le côté compris , trouver 1°. le troisième angle et les deux autres côtés y 2“. les perpendiculaires abaissées des angles sur les côtés opposés } 3®. les segmens et les angles qui résultent des intersections respectives de toutes ces lignes y 4°. les trois droites
qui joignent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux , &c.
Supposons que les deux angles donnés soient ABC, ACB
(fig. 28) , et par conséquent BC le côté connu. Il s’agit donc da trouver toutes les quantités énumérées au premier tableau en
valeurs des trois quantités ABC, ACB , BC.
Soient pour abréger les expressions des seconds membres ,
ABC = B, ACB = C, BC = o. Nous aurons à exprimer toutes les quantités du système en valeurs de B, C, a.
Pour cela, je cherche parmi les formules du tableau fondamental (i46), les trois qui expriment ces nouvelles données en valeurs des trois premières m,n, R; ce sont les 6*, 9' cl 1 3' formules, qui sont B = '»' — m,C = '» — n, a — 3R.sin.(m + ”).
C’est donc de ces équations qu’il faut tirer m, n, R, comme inconnues, pour les substituer dans toutes les formules du tableau.
La première de ces équations me donne — B, et par conséquent sin.m = cos.B et cos.w = sin.B.
La seconde me donne n—'s — C, et par conséquent sin.n=cos.C et cos.n = sin.C.
La troisième me donne o= aR sin.(B + C), ou
asin.(B + C)
fl5
Il n’y a donc plus qu’à substituer au tableau fondamental , ces trois valeurs de m, n, R, pour obtenir toutes les quantités qui y entrent , exprimées comme on le veut en B, C, a.
De ces substitutions, résultera le tableau suivant, lequel par conséquent , satisfait à la question proposée.
Tableau par lequel connaissant dans un triangle ABC deux
angles a6c, ACB, et le côté compris BC ; on peut trouver immédiatement i°. les trois autres choses à considérer dans le triangle ; a", les perpendiculaires abaissées de chacun des angles sur le côté opposé ; 3®. les angles et segmens qui résultent de cette construction , &c. , en supposant les trois données
AÊC=B, ACB=C, BC = o.
lo'.
Valeurs ues angles.
. CAD = «• — C . BAC = a«— (B + C)
COS. B
sin. (B + C) cos.C
sin. (B + C) sin. B sin.C sin. (B+C) sin.C cos. B sin. (B + C) sin. B cos.C sin. (B + C) cos. B COS.C sin (B+C)
— a sin. B cot. (B+C) a cos. B
a sin. B
— acos.B cot. (B + C)
— acos.C col. (B+C) a sin. C
a cos. C
— acos.C cot. (B+C)
, sin. (aB + aC)
‘ sin. (B+C) sin. a B
*“sin. (B+C) sin.aC
^®^(BTC)
a sin. (B + C) sin. B + sin. C+ sin. (B+C) “ sin. (B + C)
igS
cos. B + cos. C — cos.(B + C) — 1
a sin; (B+C)
,sin. B.sin.C “ siu.(B + C)
Ce tableau n’est relatif qu’au triangle pris pour système primitif, c’est-à-dire, quia tous ses angles aigus. Mais il est évident que pour le rendre applicable aux divers systèmes corrélatifs , il n’y a qu’à reprendre ici les mêmes observations, exactement que celles qui ont été faites à la fin du problème précédent, c’est à-dire, que
1°. Dans aucun cas il n’y aura de changemens à faire aux seconds membres des formules pour les rendre applicables aux systèmes corrélatifs; puisque des trois quantités B, C, n, aucune ne passera ni par o ni par sc ;
3°. Que pour rendre ces formules applicables au cas où l’angle /\ .
BAC seroit obtus, il n’y a qu’à y changer les signes des huit
quantités AÊD, ACD,AD,AF, DF, AG, DG, FG;
5°, Que pour rendre ces formules applicables au cas où ce
seroit l’angle AÊC qui deviendroit obtus, il n’y auroit qu’à y changer les signes des huit quantités BAD, BCD,BD, BH,DH, BF,DÎ’,FH;
4”. Que pour rendre ces formules applicables au cas où ce
seroit l’angle ACB qui deviendroit obtus, il n’y auroit qu’à y
changer les .signes des huit quantités CAD, CBD, CD, CII, DH,
PROBLÈME XII
162. Etant donnés dans un triangle deux côtés , et l’angle opposé à l’un d'eux , trouver i“. le troisième côté et les deux autres angles ; a®, les perpendiculaires abaissées des angles sur les côtés opposés ; 5°. les segmens et les angles qui résultent des
intersections respectives de toutes ces lipptes , les trois droites qui joignent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux, &c. Supposons que les deux côtés donnés soient AB, AC, (fig. 28),
et l’angle donné ABC, il s’agit donc de trouvée toutes les quantités énumérées au tableau fondamental (i46), en valeurs des
trois quantités AB, AC, ABC.
Soient pour abréger les expressions, AB=c, AC — A,
abc = B, nous aurons à exprimer toutes les quantités du système en valeurs de c, ô, B.
Pour cela, je cherche parmi les formules du tableau fondamental, les trois qui expriment ces nouvelles données en valeurs des trois premières m, n, R; ce sont les i-i', i5' et 6% lesquelles donnent b = aR.cos./n, e= aR.cos.n, B = w — m; c’est donc de ces équations qu’il faut tirer, m, n, R comme inconnues, poulies substituer ensuite dans toutes les formules du tableau.
Eu éliminant R entre les deux premières équations, j’ni b cQs.n = c cos.m; or la dernière me donne cos.w» = sin.B. Substituant dans la précédente, on a ô.cos.n = c.sin.B ou
coi.n = - sin.B; substituant pareillement cette même \alOur de b
cos.m dans l’équation b = 2 R. cos. m, on aura b = aR. sin.B ou
R= — -7:; donc pour déterminer m , n, R, nous avons les asm. B
équations suivantes :
-.'a — B, sin.m = cos. B, cos. /w = sin.B} cos./i = - sin.B,
sin. n :
•c* sin.B*, R =
s sin. B
Il n’y a donc qu’à substituer ces valeurs au tableau fondamental (i46), pour obtenir toutes les quantités qui y entrent, exprimées comme on le veut, en b, c, B. De ces substitutions , résultera le tableau suivant, lequel par conséquent satisfait à la question proposée.
Tableau par lequel connaissant dans un triangle ABC deux côtés AB, AC, et l’angle B opposé à l’un d’eux , on peut trouver immédiatement , i“. les trois autres choses à considérer dans le triangle ; 2“. les perpendiculaires abaissées de chacun des angles sur le côté opposé ; 5“. tes angles et segmens qui résultent de cette construction , &c., en supposant les trois
données AB = c, AC = b, A BC = B.
Valeurs des angles.
COS. CAD = ysin.B b
siii. BAC = ^sin.B cos.B + — ^ V b'— “b b
-c’sin. B*
COS. CBD r= -r sin. B b
cos. ABD = Y sin. B cos. B+^*^~ - V b' — b b
c* sin. B*
II
. . ADC = 2 '»■ — B
la'. . . .
sin.BDC = ysin.B cos.B + ^‘”‘? V b' — b b
c*sin. B‘
Valeurs des lignes.
BC = ccos. B + \/6* — c*sin. B'’
AC = ô
i5®. . . . AB = ÂD = 17'.... BD = 18'.... CD =
19*. ... AH = 20'. . . . BFI =
21' CH
u5'.... CF =
a6' DF =
27'.... ÂG =
28'. . . . Bü =
ag'.... CG =
00' . • • • DG
3i' ÏG =
3a'.... FÏi = 35'.... GH =
c sin. B — cot. B \/6*— c* sin. B* b cot. B
— - v/ 6* — c* sin. B* sin. B
c sin. B
6' — c* sin. B*
cot. B \/i* — c‘ sin. B*
csIn.B* — cos. B \/6’ — c' sin. B*
c cos. B*+ cos. By/b'— c' sin. B*
c sin. B cos. B + sin. B y/ A* — c'sin. B*
c sin. B cos. B— cos. B cot.B y/ b' — c'sin. B*
sin. B* — 7 cos. B y/ b' — c* sin. B* b b '
.^sin.B cos.B + 7y/^>* — c'sin. B* b b
~ cos. B \ b' — c* sin. B‘+5 — — sin. B* b b
-sin.B \ b' — c'sin.B' — 6cot.B + — sin.Bcos.B b 0
(ccos. B+y/ 6*-c*sin.B*) ^^sin.B'- -cos.Bv/6*-c‘siii.B'^ b cos. B
^ y/ b' — c'sin. B* b
2 sin. B
i + c+c cos.B+y/i' — c'sin.B*
7 c sin. B — {p—^ b'— c* sin. B')
’ a sin. B
je* sin. B cos.B+jcsin.By/ 5*— c'sin. B*
JOO
GEOMETRIE Ce Inlilcan n’csl relatif qu’au triangle pris pour terme de comparaison, c’csl-à-clire , qui a scs trois angles aigus; mais il est évident que pour le rendre applicable aux divers systèmes corrélatifs, il n’y a qu’à reprendre les nièincs observations exactement, que celles qui ont été faites à la fin du problème précédent.
rROBLÊME XIII.
1 63. Etant donnés dans un irianfçle deux côtés et l’angle compris , trouver i”. le troisième côté et les deux autres angles ; a”, les perpendiculaires abaissées des angles sur les côtés opposés ; 5‘. les segmens et les angles qui résultent des intersections respectives de toutes ces lignes } les trois droites qui joignent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux , &c.
Supposons que les deux côtés donnés soient AB, BC(fig. 28),
et par conséquent ABC l’angle donné. Il s’agit donc de trouver toutes les quantités énumérées au tableau fondamental (i46) en
valeurs des trois quantités AB , RC, ABC.
Soient pour abréger les expressions, AB = c, BC= a, ABC=B : nous aurons à exprimer toutes les quantités du S3'stème eu valeurs de c, o, B.
Pour cela, je cliercbe parmi les formules du tableau fondamental les trois qui expriment ces nouvelles données en valeurs des trois premières R; ce sont les i5', ii>', 6', lesquelles donnent,
a = aR.sin.(m + n) , e = s R. cos. n , B = « — m.
Cette dernière donne «»=-» — B, sin.77i = cos.B, cos.m = sin.B. En éliminant R entre les deux autrcs,j’ai acos.n = c siti.(m + 7i), ou a cos.n =c sin./n COS.7J + C sin.n cos.OT. Mettant dans cette équation les valeurs de sin. m , cos. ni, trouvées ci-dessus, on aura a cos. n = c cos. B cos. n c sin. n sin. B , ou cos. n{a — c cos. B ) = c sin. B \/ 1 — cos. n*, ou cos.n’ (a'+c* — 3 ac cos. B = c* sin. B’ ,
ou
csin.B
ou cos. n — ■ ■ ■ , et par conséquent ,
' o*+c* — aac cos.B
a — cos-. B
sin. n ~ .
^ a* + e’— aac cos.B
Substituant cette valeur de cos. n dans l’équation c = a R cos. n, nous aurons
R= — r—x^a‘+c‘ — aac cos.B.' a sin. il
Nous avons donc les valeurs qui doivent être substituées pour m, n, R, dans les formules du tableau, afin de les obtenir comme on les demande en a, c, B. De ces substitutions résultera le tableau suivant, lequel, par conséquent, satisfait à la question proposée.
Tableau par lequel connoissant dans un triangle ABC, deux
côtés AB, BC, et l'angle compris ABC, on peut trouver immédiatement, 1°. les trois choses àconsidérer dans le triangle; a“. les perpendiculaires abaissées de chacun des angles sur le côté opposé ; 3®. les angles et segmens qui résultent de cette
construction , &a en supposant les trois données AB = c, BC = a, ABC = B.
Valeurs des angle s.
.ere
BH
c cos. B
ai'. . . .
CH
c — c cos. B
Si*. . . ,
acot. B — c cos.B col. B
a cos. B
a5' CP = asin.B
a6" DF = csin. CcotB — a cos. B col. B
ÂG =
ao3
s8' BG =
c* — a c cos. B
V'a'+c’ — a oc cos. B oc siii. B
V' a‘ + c' — aoc cos. B O* — O cos. B
V' o" + c* — aoc cos. B
(o — ccos.B) (c — O cos. B) L)Cr = ' •
sin. B l^o*-j-c* — aoc cos.B
— — oc — O* cos. B
PROBLEME XIV
l64. Etant donné dans un triangle les trois côtés, trouver 1°. les trois angles ; a“. les perpendiculaires abaissées des angles sur les côtés opposés ; 3®. les segmens et les angles qui résultent des intersections respectives de toutes ces lignes , les trois droites qui joignent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux , &c.
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Je suppose, pour abréger, les expressions des seconds membres, BC=a, AC = b y AB = c; il s’agit donc de trouver toutes les autres quantités énumérées au tableau en valeurs de ces trois données (fig. a8).
Pour cela, je cherche parmi les formules de ce tableau, les trois qui expriment ces nouvelles données en valeurs des trois premières /n, n , R, ce sont les i3% i4' et i5*; et j’en tire réciproquement /n , n , R en valeurs des trois autres , pour les substituer dans toutes les formules du même tableau; il en résultera donc un nouveau tableau , où chacune des quantités du système sera exprimée comme on le demande , en valeurs des trois côtés a, b, c.
Or les i3% 14' et i5* formules du tableau fondamental sont: a— 3R.sin.(OT+n) , b= 2R.cos.7»,c= aR.cosn; il faut donc de ces trois équations tirer les valeurs de m , n , R , et les substituer dans les formules de ce tableau fondamental.
Pour cela, je développe d’abord sin. (/»+«) par les formules ordinaires de la théorie des quantités linéo-angulaires (ia5), et j’ai pour mes trois équations
a = aR.sin./n cos.n + ^R.sin.n cos.m ; b = 3R.c0s.ffi , c=aR.cos.n. (A)
Substituant dans la première de ces équations pour cos.fftsa valeur tirée de laseconde, et pour cos. « sa valeur tirée de la troisième , elle deviendra a — c sin.ffz-|-ô sin.n; de plus , l’élimination de R entre les deux dernières donne ô cos.» = c eos.ffi. Il faut donc de ces deux nouvelles équations tirer ffi et n.
Dans la première, je transpose ôsin.n, et j’élève au carré; il vient a’-hô’sin.»* — aaô sin.n = c* sin.i»’. J’élève pareillement la seconde an carré, et j’ai ô*cos.»* = c’cos.ffi*. Ajoutant cette équation a la précédente, il vient à cause de sin.ffi’-l-cos./n* = 1 ; et de sin. n’ + cos. n* = 1 ;
o’+ô* — aab sin.n = c*; d’où je tire sin.n = -,
' uao
et par la meme raison on a sin.ff»= •
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Voilà m,n, trouvés ; il faut maintenant trouver R. Or de la dernière, par exemple, des deux précédentes , je tire
cos. ;n = i^aa'b' + 2a'c' + 7b’c‘ — fa^ + à‘ + c').
lac
substituant donc dans la seconde des équations (A) et dégageant R, j’ai
t/aai + iac+aéc — (a* + 6* + c*)’
Ayant donc ainsi les trois valeurs de m,n,Rena,è,c,il ne reste plus qu’à les substituer au tableau fondamental, pour obtenir celui qu’on cherche ; mais pour simplifier quelques unes des formules , on y a laissé R au lieu de sa valeur trouvée ci-dessus. Ainsi, pour appliquer ces formules, il faudra remettre d’abord dans celle qu’on voudra employer , au lieu de R , sa valeur telle qu’elle est donnée par la 34'.
Nous aurons donc pour opérer nos substitutions ,
aR ’
cos. n =
sia.m= -, sm.n:
aab
siii. (m+n) = -, cos.(/» + n)
aR
a bc
Cela posé , le tableau suivant renferme le résultat de ces substitutions et satisfait par conséquent à la question proposée.
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Tableau par lequel connaissant les trois côtés d'un triangle quelconque ABC (fîg. 28), on peut trouver immédiatement , I ®. les trois angles , a®, les perpendiculaires abaissées de ces angles sur les côtés opposés , ainsi que tous les angles et segmens qui résultent de cette construction, les droites qui joignent les pieds de ces perpendiculaires , le rayon du cercle circonscrit , les trois côtés étant donnés.
Valeurs des angles.
1'" sin. BaD
a' sin. CAD
3' 00s. BAC
4' sin.CBD
5* .sin. ABD
6' cos.AEîC
7' sin. BCD
8' sin. ACD
9® cos.ACB ;
10' cos.ÂDB
il® cos. ADC :
la* cos.BDC :
aac
a*+b' — c* "xab
2 bc
a'■^>rb'~(^
aab
&Hc‘— a®
3 bc
a®+c®— 6® •iac
3 ac
b'+c'—a' a bc
a-jf-b'—c'
aab
c' — a® — 3* 2 ab
oac
a®— b'—c' s bc
A^aleurs des lignes.
BC
.. ÂC =
.. ÂB =
.. ÂD =
i*+c*— a* ^ bc
„ a'Jrc'—b'
CD
ao
.. ÂH =
bc
âR
PROBLÈME XV
l65. Etant donnée dans un triangle , la perpendiculaire abaissée de l’un quelconque des angles sur la base opposée , et les deux segmens qu’elle forme sur cette base, trouver, i“. les trois côtés et les trois angles du triangle ; a“. les deux perpendiculaires abaissées des autres angles sur leurs bases opposées ; 3“. les segmens et les angles qui résultent des intersections respectives de toutes ces lignes / les trois droites qui joignent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux ; le rayon du cercle circonscrit, &C.
Je nomme x et *' les deux segmens BH , CH (fig. 28) supposés donnés, et^ la perpendiculaire AH, aussi donnée. Il s’agit donc d’exprimer toutes les autres parties du système en valeurs de x, x',y } et comme par le tableau fondamental (i46) elles sont déjà exprimées en /« , n , R , il ne s’agit plus que de trouver celles-ci
eu
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en valeurs de x , x',y ; puis de les substituer dans toutes les formules de ce tableau fondamental.
Je prends donc dans ce tableau , les 19®, ao® et ai' formuIes> qui me donnent x,x',y, en valeurs de m, n, R, afin d’en tirer réciproquement m, n, R, en valeurs de x, x\y. Ces trois formules me donnent aR.cos./n cos.n, x = aR.simm cos.n, *' = aR.sin.» cos.m. (A)
En éliminant R entre les deux premières , i’ai - = ” ;
y cos. m ’ * •
en éliminant R entre la première et la troisième , i’ai — =
y cos.n
r I — cos. m*
La première de ces équations me donne — =
cos. m =
cos. m*
ou
. : d’où je tire aussi sin. m =
Par la même raison, on a cos. n= — , et sin.n= —
Substituant ces valeurs de cos. m, cos. n, dans la première des équations (A), et tirant la valeur de R, on aura
Voilà donc les trois quantités m, n, R trouvées en valeurs de ^'}y> il ïi® s’agit plus que d’en faire la substitution dans les formules du tableau fondamental qui deviendra tel qu’il suit, et satisfera ainsi à la question proposée.
Tableau ^ar lequel connaissant dans un triangle ABC la perpendiculaire abaissée de T un A des angles sur le coté opposé , et les deux segmens formés sur ce côté par cette perpendiculaire, on peut trouver immédiatement , i°. les trois angles et les trois côtés du triangle ; 7°. les perpendiculaires menées des autres angles sur les côtés opposés , ainsi que les segmens et les angles résultans de cette construction , &c. les trois données étant Âïï == *, CH = (fig. a8).
VALEU!iS DES ANGLES
i"' tang. B AD
9* tang. CAI)
5' tang. BAC
4' tang. CBD
.5' tang. ABD
6® tang: ABC
7' tang. BCD
8' tang. ACD
9* tang. aCb
lo' tang. ADB
11' tang. AüC
>2' tang. BDC
y'—xx'
y'—xx'
■ zJftjO
XX — y"*
FH
x + x'-{-\/x‘+y‘ +v/A-'‘-py
On doit faire ici la même observation que celle qui a déjà été faite (162).
166. Tous les tableaux ci-dessus formés (160, 161, 162, 165, i64, i6b) , sont déduits du même tableau fondamental formé (i4(>), ainsi c’est toujours le même tableau mis sous dilférentes formes, et qui par ce moyen devient propre à résoudre différentes questions. Ces formes peuvent être variées d’un trèsgrand nombre de manières, en prenant successivement pour données trois à trois , toutes les quantités énumérées au tableau ; en sorte néanmoins que ces trois données soient toujours indépendantes les unes des autres , que par exemple elles ne soient pas trois angles. Les cinq tableaux donnes (160, 161,16a, i65, i6i) , résolvent les cinq principaux problèmes de la trigonométrie, prise dans une généralité beaucoup plus grande qu'on ne le fait ordinairemenlil et l’on peut regarder le tableau fondamental , ou chacun de ceux qui en est dérivé, comme la mise en équation de ce problème général , qui renferme comme cas particulier la trigonométrie ordinaire. Z?es trente-sept choses
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énumérées au tableau trois quelconques , indépendantes les unes des autres étant données ^trouver les trente-quatre inconnues. Dans le problème suivant , qui n’est qu’une nouvelle extension du précédent, nous porterons à loi le nombre des quantités énumérées au tableau qui doit en donner la solution.
PROBLEME XVI
1 6y . Etant donnés dans un triangle deux angles et le rayon du cercle circonscrit , trouver ^ i°. le troisième angle et les trois côtés y 2®. les perpendiculaires menées des angles sur les côtés opposés ; 5“. les droites qui joignent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux ; 4". les segmens formés sur toutes ces droites prolongées jusqu’à leurs rencontres respectives , les angles formés par toutes ces droites , le rayon du cercle inscrit, le périmètre et l’aire du triangle proposé.
Soit ABC (lig. 48) le triangle proposé, dans lequel je suppose d’abord les trois angles aigus et tels que A soit le plus grand des
trois , et B le plus petit. Soient AH, BG , CF, les perpendiculaires abaissées des angles sur les'côlés opposés FGL, HFM, HGN, les droites qui joignent les pieds de ces perpendiculaires deux n deux, /, ni, n, les points où elles rencontrent ces perpendiculaires respectivement , L, M, N, ceux où ces mêmes droites prolongées rencontrent les côtés opposés aussi prolongés.
Il s’agit donc de trouver toutes les parties tant angulaires que linéaires de celte ligure, en valeurs de deux quelconques des angles du triangle proposé, et du rayon II du cercle circonscrit.
J’observe d’abord que le troisième angle du triangle proposé étant le supplément de la somme des deux autres, est censé connu dès que les deux autres le sont ; c’est pourquoi je le ferai entrer dans les formules afin de les rendre symétriques à l’égard de ces trois angles , et pour qu’on puisse plus facilement éliminer celui que l’on voudra en mettant à sa place a'» moins l.i somme des deux autres.
Comme il y a neuf lignes droites tracées dans W ■système, et
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que sur chacune d’elles, il y a quatre points de division, et par conséquent six segmens , y compris la droite entière elle-même ; il se trouve en tout dans la figure, 54 quantités linéaires à considérer, sans compter le rayon du cercle circonscrit, celui du cercle inscrit et le périmètre : c’est par conséquent en tout 57.
Toutes ces droites, au nombre de neuf, prises deux à deux, forment un angle, en ne comptant pas les supplémens; ce qui S
fait — ou 36 angles. C’est donc en tout g3 quantités à consia
dérer ; auxquelles j’ajouterai l’aire S du triangle ABC, celle du triangle FGH , et celles des six autres ADB , ADC , BEC , ï'DII , GEH, FEG, qui ont tous leur sommet au point B. Ce qui fait en tout 101 quantités à comprendre au tableau, et qu’il s’agit d’exprimer toutes en valeurs des seules quantités A, B, C, R, prises pour termes de comparaison.
Voici ce tableau dans lequel , pour éviter les expressions fractionnaires, j’ai mis, suivant le besoin , les sécantes des angles au lieu de l’unité divisée parle cosinus ; et les cosécaiiles,au lieu de l’unité divisée par le sinus : v représente à l’ordinaire l’angle droit, ou le quart de circonférence.
Tableau général des rapports qui existent entre les trois cétés d’un triangle quelconque , les perpendiculaires abaissées de chacun des angles sur le côté opposé , les trois droites qui joignent les pieds de ces perpendiculaires deux à deux, les segmens formés sur toutes ces lignes prolongées , par leurs intersections, les angles qu’elles comprennent deux à deux, &c. , A , B , C , étant ces trois angles , et R le rayon du cercle circonscrit.
Valeurs des angles.
CD = 2R.C0S. C
43' AH = aR.sin. B sin.C ^
44' BG = 2 R. sin. A sin.C
45' CF = RR.sin.A sin. B
46' DH = 3R.C0S.B cos. C
47' DG= 2R.C0S. A cos.C
48' DF = 2 R. cos. A cos. B
4g' FG = 2R.sin,A cos. A
5o' HF =: 3R.sin.B cos.B
5i' GH= 3 R. sin. C cos.C
5a' AF = aR.sin. B cos. A
53' AG = aR. sin.C cos.A
5-iV. .... BF = aR.sin.A cos. B 55*. .O... BH = aR.sin. C cos.B
56® CG = aR.sin.A cos. C
57*....... Cil = aR.sin. B sin. C
68® A/ = aR.sin.Ë sin.C cos. A séc. (C — B)
69® Bw* = aR.sin. A sin.C cos.B séc.(A — C)
60® Cn = aR.sin.A sin. B cos. C séa (A — B)
61®...... D^ = a R. cos. A cos.B cos. C séc. tC-B)
6a® Dm = aR.cos.A cos.B cos.C séc. (A — C)
63® D/l = aR.cos.A cos.B cos.C séc. (A — B)
64® VI = aR.sin. B cos.B cos. A séc. (C — B)
65® Gl = aR.sin. C cos.C cos. A séc. (C — B)
66" ILra= aR.sin. C cos.C cos.B séc. (A — C)
67' F/ra = aR.sin.A cos. A cos.B séc, (A — C)
68® G/l = aR.sin. A cos. A cos.C séc. (A — B)
6g® JJji — aR.sin. B cos.B cos.C séc. (A — B)
70® /B = aR.sin.A sin.C cos.B coséc.(C — B)
71® LC = aR.sin.A sin. B cos.C coséc. (C — B)
7a® LH = R.sin.aB sin.aC coséc. (C — B)
73® LF = R, sin. A sin. a B coséc. (C — B)
74* LG = R. sin. A sin. aC coséc. (C — B)
75® Lil = aR.sin.aB sin.aC coséc. (aC — aB)
76® MA = aR.sin. B sin.C cos. A coséc. (A — C)
77®. MC = aR.sin.A sin.B cos.C coséc. (A — C)
78' MG = R. sin. a A sin.aC coséc. (A — C)
79' MF= R.sin.B sin.aA coséc. (A — C)
8o' MH= R.sin.B sin.aC coséc. (A — C)
8i* Mwj= aR-sin. aA sin. aC coséc. (a A — ?Ç)
8i* NB = aR.sin.A sin.C cos.B coséc.(A— B)
85' NA = aR.sin.B sin.C cos. A. coséc. (A — B)
NF = R.sin.aA sin.aB coséc. (A — B) NH= R. sin.C siu.aB coséc. (A — B)
NG = R.sin.C sin. a A coséc. (A — B)
N» = 2 R. sin. a A sin.aB coséc. (aA — aB) /H = R. sin. a B sin. aC SCC. (C — B) otG = R.sin. a A sin. aC séc. (A — C) bF = R.sin. a A sin. aB séc. (A — B)
r = R.(cos. A+cos.B + cos.C — 1)
P = aR.(sin. A+sin,B+sin.C)
■ 'Valeurs des aires.
S = a R*, sin. A sin. B sin.C ADB = a R*. sin. C cos. A cos.B
ADC = a R* • sin. C cos. A cos. C
BDC = a R*, sin. A cos.B cos. C
98' FDH= R’.sin. aB cos. A cos.B cos.C
99' GDH= R*, sin. a C cos. A cos. B cos. C
100' FUG = R'.sin. aA cos. A cos.B cos.C
lox' FGH = ;R*.sin.aA sin.aB siiuaC
On ne peut trouver aucune clUTicullé à foimcr ce tableau; car tous les angles se déterminent par la .seule propriété des trois angles do tout triangle égausL à deux droits ; toutes les lignes par
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le seul principe de la proportionnalité des sinus des angles avec les côtes opposés; elles aires par celui que l’aire de toultriangio est égale à la moitié du produit de deux quelconques de scs côtés par le sinus de l’angle compris. Quant au rayon r du cercle inscrit, il se détermine par la proposition démontrée (137) qui
donne aR+a r = AD + BD+CD.
Les formules de ce tableau ne se rapportent qu’à l’hypolbèso d’où l’on est parti, savoir que les trois angles du triangle proposé ABC, sont aigus, et que de plus, A est le plus grand, et B le plus petit des trois. Mais il est aisé de voir les mutations qui doivent avoir lieu pour chaque cas particulier; car si l’on suppose, par exemple, que A devienne obtus ; les quantités — A , uv — aA, cos.A, sec. A, sin.aA, deviendront inverses; on verra donc tout de suite quels sont les premiers termes des formules qui devront changer de signe , lorsqu’on voudra appliquer ces formules à la nouvelle hypothèse. Quant aux seconds mem* bres , il n’y a rien à changer , puisqu’aucune des quatre quantités A, B , C, R, qui y entrent ne passe ni par o ni par 00. On voit ce qu’il y auroit à dire, si l’un des autres angles B , C, devenoit obtus.
Pareillement si B, par exemple, devenoit plus grand que C, C — B deviendrait inverse , par-là on jugerait des changemens de signe qui devroient avoir lieu pour les premiers membres des formules. On verrait, par exemple, par la a6° formule que
l’angle CLF doit prendre le signe — , de même que Al, DI, l'i, &c. (58* , 64* , t)5', &c. formules). Mais il n’y auroit encore rien à changer aux derniers termes , parce qu’aucune des quantités A, B , C, R qui y entrent n’auroit passé ni par o ni par oo .
Il est donc facile d’appliquer les formules du tableau précédent à quelque triangle que ce puisse être.
1 68. Les conséquences particulières qn’on peut tirer de ce tableau sont nombreuses ; je ne m’y arrêterai pas : on les obtient, en comparant ces formules deux à deux, trois à trois, &c. ; mais nous ferons voir comment de ce tableau on déduit la solution
de ce problème général. Trois quelconques des loi quantités portées au tableau, étant données et indépendantes les unes des autres , trouver les 98 inconnues. Il n’y a pour cela qu’à chcrcber les données actuelles A, B, G , R en valeurs des trois nouvelles données, et les substituer dans toutes les formules du tableau précédent.
Supposons, par exemple, que ces trois nouvelles données soient AD , ADC, ADB.
Soient pour abréger AD = K, ADC =f, ADB— g, les 1 1*, 12°, et formules me donneront donc ces trois équations f — B, g=2v — C m — sR.cos. A. Il s’agitdonc de tirer de ces trois équations les valeurs de A , B , C , R, pour les substituer dans les formules du tableau. Il ne se trouve que trois équations pour déterminer les quatre inconnues; mais il ne faut pas oublier que nous n’nvons introduit les trois angles A, B, C dans le calcul, que pour rendre les formules plus simples (167) , et qu’on peut toujours trouver la troisième dès qu’on connoîl les deux autres au moyen de l’équation A+ B+C = 2 •».
Da première des équations ci-dessus me donne B = 2«' — f ; la seconde C = 2 — g; et par conséquent A =f+g — a*. Donc la troisième équation ci-dessus donnera K = aR cos. (f-{-g) ou
R = 77 — donc pour obtenir le nouveau tableaucbcrchc,
iCOS.{f+gŸ
il n’y a qu’à substituer dans celui qui précède pour A, B, C, R,
CCS quantités respectives ,f-\-g — aw , aw — g,
a cos. (/’+g)'
PROBL.ÊUE XVI r.
1 6q. Le triangle ABC (lig. 4g) étant inscrit dans un cercle , supposons que de chacun des angles on abaisse une perpendiculaire sur le côté opposé , et qu'on prolonge ces perpendiculaires jusqu’à la rencontre de la circonférence ; ce qui fera, en comptant les sommets du triangle proposé , six points d’intersection A, B, C, f, g, h, sur cette circonférence. Cela posé, soient
joints ces six points d’intersection deux à deux par une corde. On demande i®. les valeur de chacune de ces cordes; a“. la valeur die chacun des angles formés par ces cordes deux à deux aux six points d’intersection, toutes exprimées en valeurs des mêmes quantités A, B, C, prises déjà pour termes de comparaison dans le problème précédent,
E est clair que ce nouveau problème n’est qu’une extension du précédent, et qu’il s’agit seulement d’exprimer les quantités
ajoutées au système déjà considéré, telles que Af, Ah, Ag, Bf, &c. en valeurs des mêmes données A»B, C, R; c’est pourquoi dans le tableau qui va suivre , j’excepterai celles qui sont
déjà au tableau précédent, telles que AB, AC, BC, BAC,
BAD, &C., etqui sont au nombre de quinze; savoir trois droites et douze angles ; et quant aux autres , je les numéroterai en suivant les nombres du problème précédent, puisque celui-ci n’en est que la suite ; c’est-à-dire , en commençant par i oa.
D’après cela, il est facile de voir que le nouveau tableau doit contenir soixante-trois quantités nouvelles, savoir 5i angles et la cordes, ces angles étant formés lo par lo à chacun des points d’intersection, ce qui fait 6o angles; sur quoi à déduire les 9 déjà contenus au précédent, et les cordes partant 5 par 5 de chacun des mêmes points d’intersection ; ce qui fuit en tout 3o cordes, dont il faut prendre la moitié, parce que chacune réunit deux des points d’intersection, reste i5 cordes; sur quoi à déduire les trois côtés du triangle, déjà portés au tableau précédent.
Cela posé , le tableau suivant satisfera à la question proposée.
Valeurs des angles.
, io3*
io5*
/AB = -v — B /AA = a « — a B /AC = ^-4-(A — B) /Aë = aA •
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. BAg =
. hAg =
a» — aC
CA^
\ hBC =
. hÜg =
. /lÊA =
lia*. ...
. hDf =
aB
ii3*
• CÊ/ =
ii4*. . . .
. gBF =
a» — aA
ii5*
AA = • — A
i38' fhg = -XV — a A
iSy' /AC = ■» — (A — B)
i4o' AAg = « — A
i4i' AAC = B
i4a'. ^AC= '»~C
i43'..6... CgA = ■» — C
i44* CgB = A
i45' Cg/ = '»+(A — B)
i46' CgA= a» — B
147' AgB = » — B
i48' Ag/ s= a» — aB
i4g' AgA = v+CC — B)
i5o' Bg/ = «■ — B
i5i' BgA = C
Valeurs des lignés.
i53' A/ = aR.cos. A
i54'...... AÀ = aR.cos. (C — B)
i55'...... Ag = a R. cos. A
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i56‘ B A ^ a R. cos. B
i57' Bg =5 a R. cos. (A — C)
i68' By = a R. cos. B
i5g* Cg = a R. cos. C
i6o' Cy = aR.cos. (A — B)
161* Ch ^ aR.cos. C
16a'...... yg = aR.sin. a A
i63* gh =: aR.sin. aC
164' yA = aR.sin. aB
Le problème qu’on vient de résoudre n’élant que la suite du précédent, on doit lui appliquer les memes réflexions qui ont •té faites sur le premier ( 168 et suiv.).
rnoBL:êME xviii.
IJO, Le triangle ABC étant inscrit dans un cercla (fig. 5o), supposons que de chacun des angles on mène au centre du cercle une droite , et qu’on prolonge cette droite jusqu’à la circonférence ; ce qui fera, en comptant les trois sommets du triangle , six points d’intersection , A , B , C , f g', h', sur cette circonférence. Cela posé, soient joints ces six points d’intersection deux à deux par une corde; on demande 1'. la valeur de chacune de ces cordes ; a°. la valeur de chacun des angles formés par ces cordes deux à deux aux six points d’intersection ; toutes exprimées en valeurs des mêmes quantités A, B, C, prises déjà pour termes de comparaison dans les problèmes précédens.
Il est clair que ce nouveau problème n’est qu’une f.uite des deux précédens, et qu’il s’agit seulement d’exprimer les quantités ajoutées au système déj.à considéré; telles que A/', AA',
Ag\ Bf, &c. en valeurs des mêmes données A , B , C, R; c’est pourquoi je continuerai les numéros des formules, eu commençant
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çant par i65, et exceptant du tableau les six quantités AB , AC,
BC , B AC, ABC, A CB déjà portées aux tableaux précédons.
D’après cela , il est facile de voir que le nouveau tableau doit contenir 69 quantités nouvelles ; savoir , 67 angles et la cordes. Ces angles sont formés 10 par 10 à chacun des six points d’intersection ; ce qui fait 60 angles , sur quoi doivent être déduits les trois angles du triangle proposé déjà portés aux tableaux précédons. Les cordes partant 5 par 5 de chacun des points d’intersection , il en résulte 3o cordes qui se réduisent à i5 , parce qu’elles joignent chacune deux de ces points d’intersection, sur quoi il faut déduire les trois Cotés du triangle proposé , déjà portés aux tableaux précédons.
Cela posé , le tableau suivant satisfera à la question proposée.
Valeurs des angles.
A/' = 2 R. COS. B
335° AA' = a R
324° Ag = a R. cos. C
335° BA' = a R. cos. C
326° Bp" = 2R
327° B/' = 2 R. cos. A
228° Cg' = 2 R. cos. A
CA'
2 R. cos. B
2 R.sin. A
... gh' =
2 R.sin. C
2 R.sin. B
Le problème qu’on vient cle résoudre, n’étant que la suite des précédens , on doit lui appliquer les réflexions qui ont été faites sur le premier (i63 et suiv.).
' FROBL£M£XIX.
1 -y 1 . Le triangle ABC étant inscrit dans un cercle (fig. Si), supposons que de chacun des angles on mène au côté opposé une transversale, qui divise cet angle en deux parties égales, et qu’on prolonge cette transversale jusqu’à la circonférence ; ce qui fera , en comptant les trois sommets du triangle , six points d’intersection A , B , C , f', g", h" sur cette circonférence. Cela posé , soient joints ces six points d’intersection deux à deux par une corde. On demande i°. la valeur de chacune de ces cordes ; 2°. la valeur de chacun des angles formés par ces cordes deux à deux aux six points d’intersection ; toutes exprimées en valeurs des mêmes quantités A , B , C , R , prises déjà pour terme de comparaison dans les problèmes précédens.
Il est clair que ce nouveau problème n’est qu’une suite des deux précédens, et qu’il s’agit seulement d’exprimer les quantités ajoutées au système déjà considéré, telles que A/', AA",
Ag",Bf", &c. en valeurs des mêmes données A, B, C, R. C’est pourquoi je continuerai les numéros des formules , en commençant par aoijct exceptant du tableau les six quantités AB, AC,
BC, BAC, ABC, ACB, déjà portées aux tableaux précédens.
D’après cela, il est facile de voir que le nouveau tableau doit contenir , comme le précédent, G9 quantités nouvelles. Savoir Lq angles et la quantités linéaires. Voici ce tableau.
de position.
aag
Valeurs des angles
334" /"AB = iC
AC = «+^A— B
337" /'Ag* = '■’+îA
s38" B AA" = i A.
aSg" BA/ç" =
340» A'ÂC = iA
a4i» h‘Ag" = * — iC
34a....... CAg^ = iB
243» A»BC = tA
344» A-Bg^ = * — iC
345» A"BA = » — ne — B)
347» CBg' = iB
348» CB/" = * — nA — B)
349» g"BA = {B
a5o» gr'B f'= * — T A
35i» AB/" = iC
363» g’^A = îB
253» gCr= — ïA
354» g'CB = ^ — i(A — C)
355» g'CA" = *+ jC
356» ACf = iC
u57» ACA' = «+t(C — B)
aôo G K O xM E T R I E
s58" /"CB = iC
25/ /“CA"= ,_iB
a6o" BCA* = iA
aGa” a/'C = B
266° g'J'h’ — « — iC
270» A'/'B = lA
271»...,.. BA'/” = ïC
BA'A = Ç
273° BAV = « — i(A — C)
274».. >f., BA^C = aw — A
276» fTg’= A
278" kh"g" = ^B
279*'‘***t* AA'C — B
280» g‘h'‘C = iB
281” Cg'h’ = iA
282° cP'B = A
«83» Cg’f" = ^+i(A — B)
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a84® Cp'A = a « — B
fl88" ^g’f = iC
aSg» Bp'A = C
290“ /VA = iC
Valeurs urs lignus.
agi*.
= aR.sin. 7C
aga».
Ah"
= 2 R. cos. 7 (C — B)
Ag-"
= a R.sin. ;B
ag4".
BA
= 2 R . sin. ï A
agS”.
= 2 R . cos. 7 ( A — C )
= 2 R. sin. 7 C
Cg.'
= a R. sin. 7 B
= aR.cos.7(A — B)
CA
= aR.sin. 7A
3oo”.
= a R . cos. 7 A
3oi“.
= a R. cos. 7 C
3oa".
= 3R.cos.7B
l'J2, Les quatre derniers problèmes ne forment, comme on le voit, tous ensemble, qu’un seul et même problème général, qui est celui-ci :
Dans un triangle ABC des 3oa choses énumérées aux quatre tableaux précédons , trois quelconques indépendantes l une de Vautre étant données, trouver les agg inconnues.
lî faut considérer ces quatre tableaux comme n’en formant qu’un seul ; chercher dans la première colonne de ce tabjcaii général , les trois quantités données , et des trois formules qui les expriment en A, B, C, R, tirer chacune de celles-ci comme inconnue, puis substituer ces valeurs de A, B, C, R, dans toutes les formules du tableau général. Il y a quatre inconnues à déterminer , et seulement trois équations ; mais il ne faut pas oublier, que c’est seulement pour simplifier que nous avons introduit dans les formules les trois angles A, B, C, et qu’on peut toujours faire disparoître celui qu’on veut par l’équation A+B+C = 3'5-.
On voit par-l.à quel prodigieux nombre de formes on peut donnera ce tableau, et chacune de ces formes répond à 399 questions.
Toutes les quantités énumérées dans ce tableau général étant rapportées aux mêmes termes de comparaison, c’est-à-dire, exprimées par les mêmes quantités , on peut facilement les comparer deux à deux , trois à trois , &c. , et en déduire un nombre infini de propriétés.
Il est à remarquer, que les mutations de signes qui doivent avoir lieu, lorsque le système auquel elles se rapportent vient à changer, se trouvent de suite, par la théorie, développées au chapitre précédent sur les quantités linéo-angulaires. Car on voit d’abord par cette théorie, qUe puisqu’aucune des quatre quantités A, B,C, R qui entrent dans la composition des seconds membres ne passe ni par o ni par x , il n’y a aucun changement à faire à ces seconds membres. Mais par la nature de ces angles , on voit quels sont parmi les premiers membres , ceux qui doivent prendre le signe — , pour que les formules du tableau général puissent devenir applicables aux diverses liypothèses qui peuvent avoir lieu , sans qu’il soit nécessaire de former pour ce cas un tableau particulier de corrélation ; ou plutôt , ce tableau de corrélation se trouve ainsi facilement, par la théorie, développée au chapitre précédent sur les quantités linéo-angulaires.
1 y 5. Les quaire figarcs (48 , 4g , 5o, .3i) q;ii ne rapportent aux quatre problcmeg précédcns, doivent pareillement n’èlre considérées que comme une seule et même figure, dont on a séparé les parties pour ne pas l’embrouiller trop.
En les imaginant toutes réunies en une seule (Bg. 5a), il y aura sur la circonférence douze points de division, savoir les trois sommets du triangle proposé j les trois points où clic est coupée par les perpendiculaires abaissées de ces sommets sur les côtés opposés; les trois points où cette môme circonférence est coupée par les diamètres menés des mêmes sommets ; enfin les trois points où elle est coupée par les transversales qui , menées de ces mêmes sommets, coupent les angles en deux parties égales. Ces douze points de division étant joints deux à deux par des cordes, chacune de ces cordes, et les angles que forment entre elles toutes celles qui se réunissent à chacun des douze points d’intersection dont nous venons de parler, seront connues par le tableau général ci-dessus.
Si l’on conçoit maintenant que toutes ces cordes soient indéfiniment prolongeés, il en résultera une grande quantité de nouvelles intersections de ces lignes entre elles , et par conséquent de nouveaux angles et de nouveaux segraens formés sur elles. Or on peut demander la valeur de chacun de ces nouveaux angles et segmens , et il est facile de les trouver tous au moyen du tableau général ci-dessus.
En effet , soit ABCDE (fig. 55) un polygone quelconque inscrit , dont les côtés , les diagonales et les angles formés à chacun des sommets Â , B , C , D , E , par ces droites deux à deux soient connus : je dis qu’on aura facilement chacun des angles, comme
AHC, ApC, formés ailleurs qu’aux sommets, parle croisement de ces droites , et chacun des segmens comme EH, py , déterminés par ce croisement , soit au-dedans soit au-dchors du cercle.
Car , par hypothèse , on connoit les angles CED , ADE ; donc dans le triangle EpD , ou connoit les deux angles adjacens à la
base ED ; donc le troisième EpD, qui est l’angle cherché , sera
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connu pnr la seule propriété des angles de tout triangle égaux n
deux droits. Le même raisonnement s’applique h l’angle EHD et à tous les autres.
Maintenant, pour avoir le segment 757, on observera que /\
dans le triangle E/»D on connoît la base ED, et tous les angles, comme on vient de le voir; donc on aura Ep. Alors dans le
triangle Epq on connoîtra la base Ep, qui vient d’être trouvée , et tous les angles, comme on l’a expliqué ci-dessus, donc on connoîtra 717. Par la simple proportionnalité des sinus avec Us côtés opposés, il ne s’agit donc, en général , que d’établir une chaîne de triangles entre les données et les inconnues.
] y4. Si par l’un A des sommets on mène un diamètre AK, l’angle formé par ce diamètre, et chacune des autres lignes du système sera connu. Car en menant BK, on voit que l’angle ABK est droit , et que par conséquent l’angle BAK est le complé-
ment de AKB ; mais AKB est connu , puisqu’il est égal a tout
autre angle comme AD B, ayant son sommet k la circonférence et appuyé sur la corde AB. Or cet angle ADB est par hypothèse
au nombre des quantités données. L’angle formé par AB et AK étant ainsi trouvé, on aura, comme on l’a expliqué ci-dessus, tous les angles formés par ce même diamètre AK , et chacune des autres lignes du système; ainsi que tous les segmens formés sur celte droite indéfiniment prolongée, ou déterminée par elle sur les autres lignes du système.
Enfin si par le même sommet A on mène une tangente At,
l’angle B A/ sera égal à l’angle ADB qui est au nombre des données. Donc on connoîtra aussi tous les angles formés par celte tangente, et chacune des autres droites du .système, ainsi que tous les segmens déterminés sur elle, ou par elle sur les autres droites; et toutes ces quantités se ti-ouveront, d’après le tableau ,
DE POSITION, savoir, tous les angles par ce seul principe que dans tout triangle, la somme des trois angles vaut deux droits , et ensuite toutes les quantités linéaires, par le seul principe <lc la proportionnalité des sinus avec les côtés opposés. On pourroit donc comprendre toutes CCS quantités tant angulaires que linéaires au tableau général. Mais pour éviter la confusion , on s’est borné aux 5oa quantités énumérées; les autres étant, comme on vient de voir, faciles à retrouver au besoin chacune en particulier.
1 y 5. Il est facile également de trouver l’aire de chacun des triangles formés par le croisement de ces droites dans tous les sens , puisque les angles et les côtés de chacun d’eux sont connus d’après ce qui vient d’étre dit : car pour avoir l’un quelconque d’entre cu.x , il n’y a qu’à multiplier deux quelconques de ses côtés par la moitié du sinus de l’angle compris.
PROBLÈME XX
176. Un triangle ABC étant inscrit dans un cercle (Cg. 54) , supposons que de chacun des angles A , B , C , on mène une tangente à la circonférence , et que ces trois tangentes , ainsi que les trois côtés du triangle soient prolongés jusqu’à leurs ren- ~conlres respectives. Cela posé, on demande toutes les parties tant angulaires que linéaires qui entrent dans la composition de celte figure , exprimées en valeur du rayon du cercle et des trois angles du triangle proposé ABC.
Soient A, B , C les trois angles du triangle ABC , et R le rayon du cercle circonscrit; il s’agit donc d’exprimer toutes les parties tant angulaires que linéaires de la figure proposée, en valeurs des seules quantités A, B , C, R.
Cette figure contient quarante-deux quantités à considérer, savoir quinze angles formés par les six droites de la figure combinées deux à deux et vingt-sept quantités linéaires déterminées par les points d’intersection ; savoir trois sur chacun des eôtés, et six sur chacune des tangentes. Il s’agit donc d’exprimer ces quarante-deux quantités en valeurs des quatre A,B,C,R,
GEOMETRIE prises pour termes de comparaison : sur quoi il faut observer, que des trois A, B, C, on peut toujours en éliminer une à volonté , par 1 équation A+B+C = a« , •» étant le quart de la circonférence. Le tableau suivant satisfait à la question proposée.
Tableau général des rapports qui existent entre les trois côtés d’un triangle inscrit, ABK les trois côtés du triangle circonscrit, ABC ayant leurs points de contingence aux sommets
du triangle inscrit; tes angles formés par ces droUes proion-
gées )usqu
à leurs rencontres respectives , et les segmens
déterminés
sur elles par leurs points d’intersection.
Valeurs des angles.
B'CA = B
de position
Valeurs des dignes.
i6' ÂB = aR.sin.C
iy« AG = aR.sin.B
BC = aR.sin. A
19' ÂB = aR.teng.A
20* ÂC = aR.tang.A
2, ' BÂ = aR.tang.B
aa' B'C = aR.tang.B
23* ËB = aR.lang.C
24' CÂ = aR.lang. C
a5« A"A = aR.sin.B sin. C coséc. (C— B)
a6' ÂB = aR.sin.C* coséc. (C — B)
a^« A"C = aR.sin.B* coséc. (C — B)
a8' ÂB = flR.aiaA mb.C çoséo.(A— C)
ag« B^ = aR.sin. A* coséc. (A— C)
3o* B'A = aR*sin.C* coséc. (A — C)
3, « ex = 2 R. sin. A sin. B coséc.(A— B)
3a« CÂ = 2 R. sin. A* coséc. (A— B)
33» C?Â = aR.sin.B* coséc. (A— B)
34« ÂÂ = aR.sin.A tang,B coséc.(C— B)
35' ÂX' = aR.sin.A tang.C coséc. (C— B)
36' BX' = aR.(tang.B + tang.C)
Zf B'A' = aR.sin.B tang.A coséc.(A— C)
58' BX' = aR.sin.B tang.C cosés.(A— C)
39' CÂ = aR.(tang. A + tang.C)
a38 GEOMETRIE
4o" C'A' aR.sin.C lang.A coséc.(A — B)
4i* C'B' = aR.sin.C tangB coséc. (A — B)
4a' A'B' = a R. (tang. A + lang. B)
ly y , Dans ce tableau , l’on suppose les trois angles aigus, et de plus, A le plus grand des trois et B le plus petit; mais il est facile de trouver les mutations de signes qui doivent avoir lieu , si l’on suppose que l’un des angles comme A (fig. 66) , devient obtus, ou si B, par exemple, devenoit plus grand que C (Bg. 55); car on voit d’abord, que puisqu’aucune des quantités A, B, C, R , qui entrent dans la composition des seconds membres, ne passe ni par o ni par oo , il n’y a aucun changement à faire à ces seconds membres. Mais par la nature de ces angles , on voit facilement quels sont parmi les premiers membres, ceux qui doivent prendre le signe — , pour que les formules du tableau général puissent devenir applicables aux diverses hypothèses qui peuvent avoir lieu, sans qu’il soit nécessaire de former, pour ce cas, un tableau particulier de corrélation.
Ce problème n’est encore, comme on le voit, qu’une suite des quatre précédeiis, puisque les quantités qui y entrent sont toutes exprimées en valeurs des memes quatre A, B, C, R prises pour termes de comparaison.
Il est à remarquer que les trois points A', B', C"se trouvent nécessairement en ligne droite ; comme il est aisé de le voir.
FROBLÛME XXI.
iy8. quadrilatère A.BT)C (fig. 67) étant inscrit dans un cercle , supposons qu’on mène les deux diagonales AD, BC et qu’on prolonge les côtés opposés jusqu’à leurs rencontres respectives en F, G, et soit E le point d’intersection des deux diagonales. Cela posé , on demande toutes les parties tant linéaires qu’angulaires de cette figure , exprimées en valeurs du rayon du cercle, et des trois angles BAD, CAD , AEB formés par l’une AD des deux diagonales , avec chacun des côtés AB, AC, et avec l’autre diagonale BC.
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Soient BAD = m, CAD = n, AEC = I , et le rayon du cercle = R ; il s’ugit donc d’exprimer en valeurs des seules quantités m, n, k, R, toutes les autres quantités tant angulaires que linéaires cUi système. Le tableau suivant satisfait à cette question.
Tableau général des rapports qui existent entre toutes les parties d’un quadrilatère inscrit au cercle , les quatre données étant
supposées , BAD = m, CAD = n, AEC = i , le rayon du cercle circonscrit = R.
Valeurs des angles.
i"* BAD = m
CBD
9' BCD = m
10' BDC = a» — (tti+ti)
II' BDP = 771+7»
la' CDG = 77»+7»
i5' ADB = a» — (4+7»)
i4' ADC = 4 — 77»
i5' ABD =» i+7» — m
i6* ÂCD = a» — (4 + 7»-— m)
17'. ...... DBF = 3» — (4 + tj — 77»)
i8‘ DCG = 4+7»— 77»
GEOMETRIE aBE = a «■ — (i — m)
to' ADG *= *+n
21® FÊC ^ a»— (t— m)
M* GCB = X + »
25®... i.». BFD 4»
a4® CGD — a* — (t+an)
Valeurs des lignes.
a5* liC = a R.sin. (m + n )
26' AC = 2R.sin.(/t — m)
37® AB = 2 R.sin. ( I+n)
28* AD = aR.sin. (* + « — m)
39' BD = aR.sin. ff»
3o® CD = aR.sin.n
3i® AE = aR.sin. (I" + n) sin. (I — m) coaéc.h
3a®...... BË = 2 R.sin. (^+n)-sin. m.coséc.^
33' CE = aR.sin. (A — m ).sin. n.ooséc. i
34* DE = aR.sin./n.sin. n.coséc. ^
35® AF = aR.sin.(A — m)8În.(<:+7i — <7i)coséc.(I — a/n)
36® BF = a R.sin. /n.sin. (/n+n) coséc.{k — a/n)
37® CF = aR.sin.(I — /n).sin.(/n + »).coséc.(I — 2/71)
38* DF = a R.sin./n.sin. (i&+/> — m) coséc. (I — 2/n)
39® AG = aR.sin.(i+/ï) sin.(I + /j— /n)côséc.(A + an)
4o® BG = 9R.sm.(>I + /j).sin.(/n + //)coséc.(I + an)
4i* CG = 2R.sin./i.sin.(/n + n) co*éc. (I + 2n)
4a® DG = a R.sin./i.sin.(4+/i — m) coséc. (l' + an)
l”f). LiCS formules du tableau précédent ne sont relatives qu’il la ligure sur laquelle le raisonnement a été établi ; c’isl-àdirc, où les points, A, B, C, D, sont disposés dans, l’ordre ABDC. Maintenant, si l’on veut les rendre applicables au cas où elles seroient disposées dans l’ordre ABCD (lig. 58) . il n’y a qu’à imaginer que la première figure passe à cc nouvel état, par le mouvement du point C sur l’arc CDB, jusqu’à ce qu’il ait passé le point D ; alors il est clair que n devient inverse : et comme c’r st la seule des quatre termes de comparaison m, n, I,'R, qui passe par O, il suit qu’il n’y aura, pour rendre les formules propres à ce nouveau cas , qu’à y substituer — n à la place de n , et changer en même temps les signes des premiers membres que ce changement de signe de n rend inverses.
Par la même raison, si les points se trouvoient rangés sur la circonférence dans l’ordre ADCB, (fig. 5g) , il n’y auroit d’autre changement à faire, que de substituer dans les formules — màla place de m, et de changer les signes des premiers membres que cc changement de signe de m rend pareillement inverses.
Ces trois dispositions embrassent évidemment tous les cas possibles ; et par conséquent, il est facile d’appliquer le tableau ci-dessus, à tout quadrilatère inscrit de quelque forme qu’il soit.
Toutes les parties tant angulaires que linéaires qui entrent dans la composition du quadrilatère inscrit an cercle étant comprises au tableau précédent, il sera facile aussi d’y comprendre , si l’on veut, les aires des triangles qui le composent; puisque chacun d’eux est égal au produit de deux quelconques de ces côtes, multipliés par la moitié du sinus de l’angle compris.
l8o. Le tableau précédent donne donc la solution de ce problème général parmi les quantités , tant linéaires qu’angtilaires ou superficielles qui entrent dans la composition du quadrilatère inscrit au cercle , quatre quelconques indépendantes les unes des autres étant données, trouver tout le reste. Car il n’y aura qu’à chercher , par le tableau , l’expression de chacune des quatre nouvelles données, en valeurs des premières m, n,
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A, R; en tirer celles-ci comme inconnues, et substituer lenrs
valeurs dans toutes les formules du tableau.
Supposons , par exemple , qu’on donne les quatre côtés du quadrilatère , et qu’un demande tout le reste.
Nommons a, b, c, d, ces quatre côtés AB, AC, BD, CD respectivement : les 26', 27', aq' et 3o' formules donneront
ô=HR.sin.(A — m), a = aR.sin.(A+n), c=aR.sin.TO, d= aR.sin.n.
Il n’y a donc qu’à tirer de ces quatre équations les valeurs de m , n, k,R comme inconnues, et substituer ces valeurs d.'iiis toutes les formules du tableau. Je ne m’arrêterai point a ce calcul ; mon projet étant de revenir sur cette question particulière dans la section suivante.
181. Si l’on suppose, comme cela se rencontre souvent, que dans ce quadrilatère il y ait deux angles opposés droits, par
exemple ABD, ACD, nous aurons ÂBD = », ou k + n — m = » ou A = — n). Substituant cette valeur de iè au tableau pré-
cédent, il deviendra tel qu’il suit.
Tableau général des rapports qui existent entre toutes les parties tant angulaires que linéaires du quadrilatère inscrit au cercle , et ayant deux angles droits opposés en diagonale.
Valeurs des angles.
BAD = m '
CAD = n
AEC = — «)
ÂED = «• — (rn—^ n)
BAC = m-pn ABC = V — n
7* ACB = » — m
8* CBD = n
g* BCD = m
10* BDC = a»— (m+n)
11* BDF = m + n
12* CÊG = IB+»
i3* AJJB = •» — m
j4* ADC = « — n
i5* ABD = *
i6* ACD = •
17* BDF = •
18' DCG = »
19* AÛF = (am — n)
20* A13G* = k+fn
ai* FBC = » — (am — n)
aa*. • ■ • • • GCB = v-\-m
a3* BFD = » — (m+n)
34* CGD = *-• (m+n)
VAIjBUBS des dignes.
a5* BC = aR.8in.(m+«)
a6* AC = aR.cos.n
ar^« ÂB = 2 R.cos.m
AD= 3 R
99« BD = aR.sin m
3o* DC = sR-sin. n
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3l' AK = 2 R. cos. m cos. n scc. (m — n)
32' BK =5 2R • sin. m cos. m séc. (m — n)
33' CE — 2 R. sin. K cos.n sec. (m — «)
54' J JE = 2 R. sin. m sin. n séc. (m— h)
3,*)' AF = a R. cos. K sca (m-f-u)
56'. BF — 2 R. siu, m. tang.
3p‘ CF = 2 R. cos. n tang. (m+n)
38' DF = 2 R. sin. m séc. (m+n)
3g'...... AG = 2 R. cos. m séc. (m+n)
4o' BG = 2 R. cos. m lang. (m+n)
■4i' CG = 2 R. sin. n tang. (m + n)
4a' JJG = aR.sin.n séc. (m + ;i) ,
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182. Z,es quatre côtés d’un trapèze ABDC (fig. 60) étant donnés , trouver 1°. les deux diagonales et leurs segmens ; 2®. les segmens formés sur les côtés opposés et non parallèles prolongés jusqu’à leur rencontre ,■ 3°. tous les angles formés par les intersections de ces droites deux à deux.
Soit H le point d’intcrscclion des deux diagonales, E celui des côtés oppo.sés et non parallèles ÂB,CD. Je mène par le point A la droite Am parallèle à ED, et par le point C, la droite Cn parallèle à EB ; et je suppose AB=a, CD = ô, A C = c, BD = d. Cela posé ,
Il est clair que j aurai Am = ô, — c ; donc à cause
de la proportion B/n : AB : ; BD : BE, j’aurai d’abord BE = ;
2iJ
DE POSITION, pareillement j’ai DE = — A® > “ rf^c
et DE — CD ou CE
: : voyons maintenant comment
nous trouverons les diagonales et leurs segmens.
Le triangle A BD me donne
Xd’ =Xb + BÏÎ— aÂB .BD . cos. AB D ,
ouAD=a’ + d* — aaûfcos. ABD;
pareillement le triangle ABm donne Am ou ,
b‘ — a' -\-{d — c)’ — 20 {d — c) cos. A BD;
multipliant la première de ces équations par d — c, la seconde
par d, puis retranchant l’une de l’autre pour éliminer cos. ABD,
, . » b'd — o*c+crf(rf — c)
on aura en réduisant AD = :
d'd — b'c + cd (d — e)
Far un semblable calcul , on aura BC
Voilà les diagonales trouvées, il faut maintenant chercher leurs segmens. Or les triangles semblables BDH, ACH donnent
BH:CH ::BD: AC, ou BC : BH ::BD + AC:BD;
d a'd — b'c + cd {d — c)
doncBiI = g^~, ou BII
Pareillement on aura. . . . CH
d — b'c-hcd^d — e)
c b'd — a'c + cd[d — c)
d b'd — a'c-\-cd{d—c)
Toutes les quantités linéaires étant ainsi trouvées, on aura sans dilTiculté toutes les (juaiitités angulaires, puisque les trois côtés de tout triangle étant donnés, on a chacun des angles par ce principe général que dans tout triangle ABC, dont les angles
sont rcpré«entés par A, B, C, et les côtés respecÜTement opposés par a, ô J c, on a toujours
C03.A = -, ,COS.B = , C03.c = .
abc aac aab
Ce principe donnant toujours de suite, le cosinus de chacun des angles d’un triangle dont les côtés sont connus , je ne comprendrai dans le tableau suivant que les quantités linéaires de la figure proposée.
Tableau général des rapports qui existent entre les diverses parties d’un trapèze dont les quatre côtés AB, CD, AC, BD, sont respectivement représentés par a, b, c, d.
. . AB = a .. CD = 5 . . AC = c .. BD = d
iË -
..DË-
ÂÊ-
c \ y a‘d — b'c+cd{d — c
c b'd — a'c^cd{d — c)
Ï)H— ^ ^ — a'c-¥cd{d — c)
Les formules de ce tableau ne se rapportent qu’à la figure sur laquelle le raisonnement a été établi; c’est-à-dire, au cas où BO est plus grande que AC. Four savoir maintenant les modifications qui devront avoir lieu lorsque AC devient plus grand que BD, il faut concevoir que le premier système prend insensiblement la forme du second. On peut faire cela , en imaginant que AC (fig. 6i) s’alonge par un mouvement progressif de A et C sur cette même droite AC en sens contraire l’un de l’autre, tandis que BD restera la même, ainsi que la distance de AC à B D. Il est d’abord clair que par ce mouvement aucune des
quatre quantités AB, CD, AC, BD, prises pour termes de comparaison , ne passera ni par o ni par oo : donc aucune d’elles ne deviendra inverse; donc d’abord il n’y aura aucun changement à faire dans les seconds termes. Il est pareillement clair
qu’aucune des quantités AD, BC, BU , CII, Ali, DH, ne passera ni par o ni par oo . Donc toutes ces quantités resteront directes et garderont le signe +.
Il n’y a donc que les quatre quantités AE, BE, CE, DE, qui ayant passé par oo , puissent devenir inverses ; et elles le deviennent en effet; car chacune d’elles, AE par exemple, a une
valeur qui devient inverse, puisque c devient plus grand
qnc d. Donc pour rendre les formules trouvées applica'^les an cas où AC seroit plus grande que BD, il n’y a d’autre chose à faire, que de changer le signe des quatre quantités AE , BE,CE, DE.
On peut aussi trouver les formules relatives à Ija figure 68 , en
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clnbli.ssant sa corrélation directe arec la ûgure primitive qui
existe cvideninienl comme il suit :
syst.prim AB DCE H,
syst. transf. BÂCDE H,
Ainsi pour appliquer les formules trouvées ci-dessus à la figure 58, il n’y a qu’à y remettre d’abord pour a ,b , d,c les
quatre quantités A B, CD, AC, BD qu’elles représentent; ensuite par la corrélation précédente on substituera à chacun des points, le point qui lui correspond, c’est-à-dire, B à la place de A ; A à la place de B ; D pour C , et C pour D ; sans rien changer aux signes. Alors on aura les nouvelles formules , où l’on pourra
remettre pour AB, CD, AC, BD, les quantités a, b, c, d, qui les représentent dans les formules. C’est-à-dire, donc que pour obtenir ces nouvelles formules, il suffit de mettre dans les premiers membres B pour A ; A pour B , D pour C ; C pour D, et dans les derniers membres, a pour a; b pour b) d pour c; e pour d , sans rien changer aux signes.
La même méthode peut s’appliquer à tous les cas semblables.
l83. En comparant ces formules deux à deux, trois à trois, &c. , on peut en tirer diverses conséquences. Par exemple, si l’on fait le carré de la neuvième, celui de la dixième et qu’ensuite on fasse l’addilioi) et la soustraction , on aura
AD -^-^C^a'+b'+ibc, AD — BC = (Z.’— ainsi des autres.
La première de ces équations nous fait voir que dans tout trapeze , la somme des carrés des diagonales est égale à la somme des carrés des côtés non parallèles plus deux fois le produit des côtés parallèles. Ce qui est une généralisation de la propriété connue des parallélogramcs , sur les carrés de leurs diagonales et de leurs côtés.
La seconde nous donne celte proportion
AD’ — BC’ ; b' — o* :: d+c : d — c;
c’est-
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c’esl-à-dirc qne dans tout trapèze , la différence des carrés des deux diagonales , est à la différence des carrés des côtés non parallèles , comme la somme des côtés parallèles est à leur différence.
Ce même tableau <Ionne la solution de ce problème général. Parmi toutes les quantités tant linéaires qu’ angulaires , qui entrent dans la composition d’un trapèze , quatre quelconques étant données qui soient indépendantes les unes des autres , trouver le reste. Car il n’y aura qu’à chercher par le tableau l’expression de chacune des nouvelles données en valeurs des premières a, b, c, d, en tirer celles-ci comme inconnues, et substituer leurs valeurs dans toutes les formules du tableau.
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1 84 . Parmi toutes les quantités tant linéaires qu’angulaires qui sont à considérer dans un quadrilatère simple avec ses deux diagonales y cinq quelconques indépendantes les unes des autres étant données , trouver tout le reste.
Soit ABDC (fig. Ga) le quadrilatère proposé, H le point d’intersection des deux diagonales. Il y a dans cette hgurc vingttrois choses à considérer j savoir dix quantités linéaires seulement , parce qu’on ne considère pas les prolongemens des côtés , et treize angles , en comptant pour un seul les quatre angles formés par les deux diagonales. Il s’agit donc d’exprimer ces vingt trois quantités en valeurs de cinq quelconques d’entreelles indépendantes les unes des autres. Prenons, par exemple, pour les cinq termes de comparaison les quatre segmens formés sur les diagonales, et l’angle qu’elles comprennent Supposons donc
ÂH = a, BH = Ô, CH = c, DH=«f, AHC = I; nous avons par conséquent à exprimer toutes les quantités du système en valeurs àc a, b , c ydyLliC tableau suivant satisfait à cette question.
Sa
aSo
Tableau général des rapports qui existent entre toutes les parties tant linéaires qu’ angulaires qui entrent dans la composition d’un quadrilatère simple avec ses deux diagonales.
»•". ... ÂÏÏ = O
a' BÏÏ = i
S‘ CH = c
6* AHC = k
6* ÂD = o+d
7*. ... BC =
8* AB = \/a* + 6* 4- aaô cos. A
9* AC = \/o*4-c* — aac cos.I
Bü = y b'-\-d' — 'xbd co\à»k
ÏI*
CD = \/c* + %cd cos. k
la'
sin. ABH = — rV cos. A:
sin.Ai • ,
sin. BAH = a‘4-b’+aab coa, k
aixLk
sin. DBH = — -^b’ + d" — abdcoa.k
bin.k
sin. BDH '= b'+d‘ — abd coa.i
sm. A
sin.DCH = — ryb'+d’+ abdcoa.k
Sin. A;
siii.CDH = -^—rWb'+d'+abdcoa.k sin.k
sin. CAH = — rV o* + c* — aaccoa.k
Sin. A:
lÿ
sin. ACH = y/ «*+ c* — a « c cos. k
siu.Ai
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cos. BAC cos. ABD cos. BDC cos. ACD
a' — bc+(a6 — oc)cos.)I (a* + 6* + 'xab cos.k){a‘+c‘ — aac cos.A) b' — ad-t- {ba — bd) cos. Jt \/ (o“+i*+3oi coa.k){b' + d' — abd cos. A) d‘ — bc + (dc — db) cos. h ^ (A' + d* — •2bdcoa.k)(c'+d'+2cdco&.k) c'—ad+ (cd — cd) cos. k c* — 2ac cos.A)(c’ + aciicos.A)
La démonstration des formules de ce tableau est facile. Les cinq premières ne sont que l’expression des données; les 6' et 7* sont évidentes ; les 8®, 9®, 10® et 11' se tirent immédiatement du
principe déjà cité (ib3), en observant que les angles AHB, CDD étant suppléraens de AHC , on doit avoir
cos. AHB = cos.CHD = — cos. AHC = — cos. k.
Les la®, i3®, i4®, i5®, i6®, 17', 18', 19', se démontrent par la proportionnalité des sinus des angles avec les côtés opposés. Par
e.xemple , le triangle AHB donne AB : AH :: sin. k : sin. ABH ou AH
sin. ABH = sin. A. Mettant dans celte équation les valeurs
AB
de AH, AB, données par les 1®" et 8' formules , on a la la®, ainsi des autres.
Enfin les 20®, 21®, 32® et 23® se démontrent par le principe déjà cité (i65). Par exemple, le triangle ABC donne, en vertu de ce
. . y, AB -4* AC — * BC « , . ,
principe , cos. BAC = — . Substituant dans cette
a AB . AC
équation pour AB, AC, BC, leurs valeurs données par les 8®, g® et 7' formules , on aura la 20', ainsi des autres.
Les formules de ce tableau ne sont relatives qu’à la figure sur laquelle le raisonnement a été établi; c’est-à-dire, au cas où le quadrilatère ABDC a ses quatre angles saillans et renferme un
GEOMETRIE espace continu. Mais d’après le tableau de corrélation formé (102), entre cette figure primitive et les deux figures qui lui sont corrélatives , il ne faut , pour appliquer ces formules au cas où il y a un angle rentrant (fig. 63), que changer les signes des
trois quantités suivantes BF, CG, DH, et pour les rendre , applicables au cas où le quadrilatère forme deux triangles opposés par le sommet (fig. 64) , il n’y a qu’a y changer les signes des
cinq quantités CD, CG, Dll, CH , DG. On peut donc appliquer facilement les formules du tableau précédent à un quadrilatère de figure quelconque.
l85. Ce même tableau résout le problème général suivant. Des vingt-trois choses qui sont à considérer dans un quadrilatère avec ses deux diagonales , en y comprenant leurs quatre segmens , cinq quelconques indépendantes l’une de l’autre étant données , trouver les dix-huit inconnues. Car il n’y aura qu’à chercher par le tableau l’expression de chacune des nouvelles données en valeurs des premières a,b , c, d, k ; en tirer celles-ci comme inconnues, et substituer leurs valeurs dans toutes les formules du tableau.
J 86. La méthode de représenter l'ensemble des rapports qui existent entre toutes les parties d’une figure, par des formules analytiques, et d’y rapporter les figures corrélatives, me paroît suffisamment développée daus les exemples précédons; je ne doute pas qu’on ne puisse en tirer beaucoup d’avantage; que cette méthode étendue à un grand nombre de figures diverses ne fournisse le moyen le plus fécond pour en découvrir les propriétés, et les lier par leurs analogies, et qu’on ne puisse meme l’appliquer avec succè.i aux autres parties des mathématiques.
SECTION IV
Des rapports qui dans un système de lignes droites peuvent être trouvés sans l’intervention des quantités linéo-angulaires. Recherches trigonomé triques sur les figures tracées , soit dans un même plan , soit sur la surface de la sphère ; diverses propriétés des polygones et des polyèdres.
187. J_iES quantités llnéo - angulaires ont été imaginées, comme nous l’avons déjà observé , afin de pouvoir établir la comparaison des angles avec les lignes. Les angles et les lignes étant des quantités hétérogènes, ne pourroient être directement comparés : il a donc fallu trouver des quantités intermédiaires qui ne fussent ni des angles ni des lignes, mais qui pussent servir de terme de comparaison entre les uns et les autres; ce sont les quantités linéo-angulaires. Ces quantités sont celles qui expriment le nombre des parties du diamètre que contient la corde sur laquelle est appuyé chaque angle inscrit à la circonférence, suivant le nombre des parties de la même circonférence que contient l’arc qui sert de mesure à cet angle; de sorte que le calcul est ramené à des comparaisons de nombres abstraits.
Il suit de-là, que l’intervention des quantités linéo-angulaires n’est indispensable que dans le cas où l’on a réellement à conclure la valeur d’un angle de la valeur d’une ou plusieurs lignes; ou réciproquement, de trouver les rapports de celles-ci par la connoissance des premiers. Or je me propose ici de rechercher les cas où les données sont telles, qu’on puisse trouver les angles .sans recourir aux lignes, ou les lignes sans recourir aux angles. Celle question inlcrcssc, parce que le calcul
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des quaiililés liiico .angulaires , quoiqu’aussi exact qu’on puisse le désirer pour la pratique , n’est cependant , comme on le sait , qu’un calcul d’approximation sous le rapport de la théorie. Or voici le principe général.
Dans toute figure qui peut être construite avec la règle et le compas seuls , sans employer le cercle gradué , toutes les lignes peuvent être calculées sans l'intervention des angles; et dans toute figure , au contraire, gui peut être marquée avec la règle et le cercle gradué seuls , sans employer le compas , tous les angles peuvent être calculés sans l’intervention des lignes, ^insi , dans le premier cas , on peut avoir tous les côtés de la figure, et dans le second, tous les angles, sans l’intervention des quantités linéo-angulaires.
Car il est évident que ce qu’on peut obtenir par une opération graphique , ou peut l’obtenir aussi par le raisonnement, d’apres les données. Ainsi puisque dans le premier cas les données sont toutes des lignes , et dans le second , toutes des angles , il suit que dans le premier cas, on peut avoir tontes les lignes s.ans recourir aux angles; et dans le second, tous les angles sans recourir au.x lignes.
1 88. Une figure étant tracée, supposons qu’on ne connois.se aucun des angles ; niais que parmi les côtés ou quantités linéailes on ait assez de données pour que toutes les autres quantités linéaires de celle même figure soient déterminées, on trouvera chacune d’elles par les règles de la ti'igonoinétric ; en exprimant d’abord par des équations, le.s rapports qui existent entre les angles cl les côtés de la figure , puis combinant ces équations par les règles ordinaires de l’algèbre, afin d’éliminer celles de ces inconnues qui doivent disparoître. Mais par hypolhese , tiaus le cas proposé , toutes les quantités angulaires sont au nombre des inconnues ; donc elles doivent toutes disparoître de l’équation finale qui donnera chacune des quantités linéaires cherchées. Donc celle équation finale ne renfermera que des qnaulilés linéaires. Or ce sont ces équations finales que je me
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projwse de rechercher directement, c’est-à-dire, sans l’intervenlion des quantités angulaires; lesquelles, en effet, ne figurent qu’auxiliairement dans le calcul , puisqu’après les y avoir introduites, on est obligé de les éliminer, pour parvenir au résultat cherché.
Réciproquement, si l’on ne connoissolt aucune des lignes de la ligure proposée; mais que parmi les angles on eût asse^'dc données pour que toutes les autres quantités angulaires de cette même ligure fussent déterminées , on pourroit trouver chacune d’elles par les règles de la trigonométrie, en exprimant d’abord par des équations, les rapports qui existent entre les angles et les côtés de la figure; puis combinant toutes ces équations pour faire disparoître les quantités linéaires, lesquelles sont toutes par hypothèse, au nombre des inconnues. Ces équations finales ne renfermeroient donc plus que des quantités angulaires : oc ce sont ces équations finales qu’il s’agit de trouver directement, comme nous l’avons dit ci-dessus pour les quantités linéaires.
Ainsi, mon but est de trouver séparément les rapports qui n’existent qu’entre les quantités linéaires d’une part, et de l’autre ceux qui n’existent qu’entre les quantités angulaires d’une figure quelconque. Ces réfiexions se trouvent déjà en partie dans ma lettre à Bossut, imprimée à la fin de la nouvelle édition de sa Géométrie : je me propose ici de leur donner plus de développement.
Examinons d’abord les cas où les angles peuvent être déterminés sans recourir aux lignes , et proposons-nous la question suivante.
PAOBLâME XXIV.
189. Trois droites quelconques étant tracées dans un même plan, et connoissant les angles que forment les directions de deux quelconques d’entre elles , chacune avec la direction de la troisième , trouver l’angle que forment entre elles les deux premières directions.
Prolongeons, s’il est nécessaire, les trois droites proposées
jusqu’à ce qu’elles forment un triangle. Il est facile de voir , que chacun des angles de ce triangle .sera égal, ou à l’im des angles formés par les deux directions qui se croisent à son sommet , ou B son supplément : c’est ce qu’il faudra d’abord bien reconnoîlre, d’apres les directions indiquées par l’arrangement des lettres prises pour les désigner (87). En égalant donc la somme de ces trois angles à deux droits, et mettant dans cette équation pour chacun d’eux suivant le cas particulier , ou bien l’angle formé parles directions qui se croisent à son sommet, ou bien son supplément; on aura l’équation du premier degré qui donnera l’angle cherché.
Supposons, par exemple, que les directions des trois droites proposées , soient mn, py , rs (lig. 65, G6), et que connoissant les angles mn rs , pq rs , formés respectivement par les deux
premières avec la troisième , on veuille trouver l’angle mn pq formé par ces deux premières directions entre elles.
Je considère le triangle ABC formé par les trois directions
proposées , et je reconnois 1*. que l’angle BAC est l’angle formé par les deux directions mn,pq; c’esUà-dire l’angle cherché:
donc B AC = mn pq ,• 2". que l’angle ABC est le supplément de l’angle «BC, formé par la direction mn avec la direction rs ; donc ABC = av — mn rs, 3®. qu’enfin l’angle ACB est l’angle opposé au sommet, et par conséquent égal à celui s^q, qui est
formé par les directions de pq , ra ; donc ACB =pq rs.
Ajoutant ces trois équations, et observant que la somme des trois premiers membres de ces équations fait deux droits, ou a
onauraa«=mra pq + av — mn rs+pq rs, laquelle donne mn pq = mn rs — pq rs ; ce qu’il falloit trouver.
1 go. Far un point quelconque A pris dans le plan de trois directions proposées, menons une droite parallèle à chacune d’elles et dans le même sens : cette construction achevée, rien
ne
ne sera plus facile que de voir quelle sera l’expression de l’angle cherché en valeurs des deux autres, et l’on verra qu’il est nécessairement toujours, ou la somme de ces deux autres, ou leur différence, ou la somme de leurs supplémeiis.
En effet, supposant que les trois directions soient (Cg. 67,
68, 69) AB, .A.C, AD, et que BAC soit l’angle cherché, il y aura trois cas possibles. 1°. Celui où la droite AU passe dans l’angle même B.AC (fig. 67), et alors celui-ci est la somme des deux autres AB AD, AC AD; 2°. celui où ce n’est point la droite AD mais son prolongement AD' qui passe dans l’angle
cherché BAC (Gg. 68), et alors celui-ci est BAD'+CAD', c’esl-àdirc, la somme des supplémens des deux autres angles. 3“. EnGn celui où ni la droite AD ni son prolongement AD' ne passent
dans l’angle B.‘\C (fig. 69), et alors cet angle est évidemment la différence des deux angles donnés. Donc en général ,
THÉORÈME PREMIER
Les angles que forment entre elles les directions de trois lignes droites quelconques tracées dans un même plan sont telles , que chacun d’eux est toujours égal , ou à la somme des deux autres , ou à leur différence , ou à la somme de leurs supplémens.
igi. Concevons maintenant un système quelconque de lignes droites tracées dans un même plan. Supposons qu’on mène encore dans ce plan une nouvelle droite ou transversale quelconque qui coupe toutes les autres , et qu’on connoisse tous les angles formés par la direction de cette transversale, et celle de chacune des autres droites du système : on demande les angles que forment entre elles deux à deux les directions de toutes ces droites.
On considérera successivement tous les triangles formés par la transversale prise pour objet de comparaison , et les autres lignes du système prises deux à deux; et l’on trouvera, comme
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dans le problème ci-dessus, l’angle formé par les directions de
ces deux dernières lignes.
Il en seroit de même, si connoissant tous les angles formés par les directions des côtés d’un polygone , et celle d’une base ou transversale fixe, on demandoit chacun des angles de ce polygone.
On considéreroit le triangle formé par cette base fixe, et les deux côtés consécutifs du polygone qui comprennent entre eux l’angle cherché , et l’on Irouveroit ensuite cet angle par la même marche que ci-dessus.
1^2. Si l’on a un nombre n de droites tracées dans un même
plan, elles formeront entre elles deux à deux ^ angles,
en comptant pour un seulement les quatre que forment autour de leur point d’intersection deux droites qui se croisent. Sur ces
angles, je suppose qu’on en connoisse n — ï, indé-
pendans les uns des autres ; tels par conséquent qu’il n’y en ait jamais deux qui soient opposés au sommet , ou supplémens l’un de l’autre ; ni trois qui appartiennent à un même triangle. Cela posé, je dis qu’on pourra trouver tous les autres angles du système, sans faire intervenir les quantités linéo-angulaircs , mais par de simples additions et soustractions. Pour cela, on prolongera indéfiniment toutes les lignes du système, et dans les triangles qui résulteront du croisement de cos lignes , on formera, par la propriété de la somme des trois angles du triangle égale à deux droits, autant d’équations indépendantes les unes des autres , qu’il en faudra pour compléter le nombre n.n — 1
, des angles du système. Par exemple , si l’on a un quadrilatère, le nombre des lignes tracées sera de 4, on aura donc n — 1 = 3; il faudra donc que ti-ois des angles soient
connus pour trouver tous les autres. Le nombre total
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(les angles du système, sera 6. Sur ces 6, trois étant connus, il faudra trois équations indépendantes les unes des autres, pour trouver ceux qui restent inconnus; c’est-à-dire, que le nonibni des équations indépendantes à former par le principe, que lir somme des trois angles de tout triangle vaut deux droits, sera de 3.
Si l’on avoit un pentagone, on auroit n = 5 : le nombre des angles donnés devroit donc être 4 ; le nombre total des
angles du système seroit lo. Par conséquent le nombre des équations indépendantes à former par la propriété du triangle dont
nous venons de parler seroit n — i =6, ainsi de»
autres, suivant la progression des nombres triangulaires.
Toutes ces équations sont du premier degré, et donnent évidemment tous les angles cherchés, par de simples additions et soustractions.
1 Il suit de là que si dans deux figures corrélatives formées chacune par l’assemblage d’un nombre n de lignes droites ‘ il y a un nombre n — i d’angles correspondans égaux chacun à chacun , tous les autres angles correspondans de ces mêmes figures seront aussi égaux chacun à chacun ; car on aura de part et d’autre les mêmes équations pour déterminer les angles de chaque système.
Cette observation peut être mise à profit, pour résoudre facilement une classe assez étendue des problèmes qui sont l’objet de l’application de l’algèbre à la géométrie. Cet objet , en général , est de trouver l’opération graphique à exécuter pour satisfaire à telles ou telles conditions proposées. Si ces conditions sont assez simples, pour qu’on puisse facilement, par la seule synthèse, construire la figure cherchée, on pourra se passer du secours de l’analyse. Mais si sans pouvoir construire la figure cherchée , elle-même , on pouvoit en construire une qui lui fût semblable, il seroit facile de ramener le problème au précédent ;
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car on connoîtroit tl’abord par la figure semblable qu’on auroit construite, sinon les valeurs absolues des lignes qui entrent dans la composition même de la figure cherchée, au moins leurs rapports deux à deux. Il suffi roit donc de connoître l’une quelconque d’entre elles, pour avoir toutes les autres : mais par les conditions du problème proposé, l’une au moins des lignes qui entrent dans la composition de la figure cherchée, doit être donnée, puisqu’il faut évidemment au moins un paramètre ou base I
linéaire connue, pour que les dimensions absolues d’une figure j
soient déterminées. Donc on aura par une simple proportion ^
chacune des autres lignes de la figure cherchée.
l()4. Soit proposé, par exemple, d’inscrire un carré dans un triangle donne.
Soit ABC (fig. 70, 71) le triangle donné; MNOP le carré cherché. Quoique je ne puisse pas construire immédiatement la ligure ABCMNOP qui satisferoit à la condition proposée, il est clair que j’en connois tous les angles, puisque par hypothèse,
MN est parallèle, et MO, NP, perpendiculaires à la droite donnée BC; et comme je sais aussi par les conditions du problème, que MO = OP, il est évident que je puis construire une figure semblable à la figure cherchée, en commençant par tracer un. carré mnop de grandeur arbitraire, et menant ensuite du
point m la droite ab qui fasse avec bc , l’angle abc égal à l’angle connu ABC. Soit donc abemnop , celte figure semblable à la figure cherchée. Cela posé, pour trouver MO, par exemple, je
n'aurai que celle proportion à faire MO : mo:;BC : Ac dans
laquelle les trois derniers termes sont connus. Je Irouvcrois de
même toutes les autres droites du système comme AM, MB, 1
BÜ, &c. !
La même méthode s’appliqueroit évidemment au cas oii la figure MOPN à inscrire au triangle ne seroit pas un carré, mais un quadrilatère quelconque de figure donnée MOPK;
c’est-à-dire, dont les angles et le rapport des côtés scroient donnes.
Elle s’appliqueroit également au cas où l’on se proposerolt d’inscrire un cube dans une pyramide triangulaire donnée. Dans la cinquième section , nous donnerons plusieurs autres exemples susceptibles de solutions de ce genre.
1 g5. Lorsque dans une figure formée par l’assemblage d’un nombre n de droites, on connoit suffisamment d’angles pour que tous les autres puissent être déterminés sans l’inlerventiou des quantités linéo-angulaires , c’est-à-dire, n — 1 angles indépendans les uns des autres : si l’on vient à tracer dans cette même figure de nouvelles droites parallèles ou perpendiculaires aux premières, ou formant avec elles des angles donnés , il est évident que par leproblême énoncé (190) on pourra trouver tous les angles des figures qui résulteront de ces nouvcan.v tracés , sans l’intervention des quantités linéo-angulaires, niais par de simples additions et soustractions. 11 n’en seroit pas de même, si l’on traçoit les diagonales de ces figures : les angles que formeroient ces diagonales entre elles ou avec les premières lignes , ne pourroient se trouver que par le calcul des quantités linéo-angulaires. Voilà pourquoi dans la résolution des problèmes d’application de l’algèbre à la géométrie, on prend ordinairement autant que possible les lignes auxiliaires de construction , parallèles on perpendiculaires aux lignes déjà connues , ou formant avec elles des angles connus.
Ce que je viens de dire concerne les angles qui peuvent être déterminés dans les figures sans rinlervontion des lignes. Passons à ce qui regarde les lignes qu’on peut déterminer sans l’intervention des angles.
I(j6. Concevons un système quelconque de lignes droites tracées dans un même plan; et supposons que sans connoître aucun des angles de la figure, on ait assez de données parmi ces droites ou les segmens qui résultent de leurs mutuelles intersections, pour que toutes les parties de cette figure soient délerr
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minées. Il est clair que toutes les autres lignes ou segmens do ligne de cette ligure pourront être trouvés sans l’intervention des angles, puisqu’ils sont construits ou déterminés graphiquement , sans que ces angles soient donnés. Il s’agit donc de les trouver en effet dans chaque cas particulier. Commençons par la plus simple des figures, le triangle.
Soit BGA (fig. 7a) un triangle quelconque : du sommet B de l’un des angles soit menée une transversale BC à un point donné C de la base : on demande la valeur de celte droite BC sans faire intervenir les angles dans le calcul , puisqu’en effet la construction s’opère sans en connoître aucun.
J’abaisse du point B la perpendiculaire Bwi sur GA, et du
point A la perpendiculaire An sur BG. Cela posé, le triangle rectangle B Cm donne
BC = Bm + Cm = Bm -(- ( Gm — GC) = Bm -f Gm -i-GC
— a.Gm.GC, équation qui à cause de Bm -|-Gm=BG, SC réduit à
■bc‘=BG’+'gc' — aCj^.GC (A) par la même raison , on doit avoir
BÂ’= Âg‘ -P BG*— 2 . G^ . BG.
Mais les triangles semblables AGn, BGm donnent
GA î G/iîîBGiGm, ouGA.Gm G n. BG
Substituant celte valeur deGra.BG dans l’équation précédente, elle devient '
BÂ*= ÂG* + BG*— 2 GÂ.G^ (B) Multipliant maintenant l’équation (A) par GA, et l’équation (B) par GC;puis retranchant celle-ci de la première pour éliminer Gm, on aura, en transposant et réduisant ,
BC*.GA = BG*. CÂ-4-BÂ’.GC— GÂ.GC.ÂC (C)j
d’où divisant tout par G A, on tire BC. Ce qu’il falloit trouver. Donc nous avons la proposition suivante.
T’HÉORÊME II.
Dans tout triangle , ai du sommet de l’un quelconque des angles on mène une transversale à la base opposée {de manière qu’elle coupe cette base même et non son prolongement) , le carré de cette transversale , multiplié par cette base, est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, multipliés chacun par le segment opposé de cette base , moins cette même base multipliée par le produit de ses deux segmens.
Cet énoncé n’est en effet que la traduction de l’équation (C). Ce théorème est très-utile pour trouver les rapports des quantités linéaires d’une figure sans faire intervcftir dans le calcul les quantités linéo- angulaires. Nous aurons souvent l’occasion d’en faire usage , et l’on doit le regarder comme fondamental.
Supposons, par exemple, que la transversale BC coupe GA
en deux parties égales, on aura CG= CA = jGA. Donc la formule se réduira à
4ÏÏC = aBG‘-l- aÂB’— GA .
Supposons pour second exemple, que la transversale BC
divise l’angle GBA en deux parties égales , on sait qu’alors les segmens de la base sont entre eux comme les côtés adjacens ;
c*est-?i-dire que CG : CA :: GB : BA. Donc CA.GB = CG.BA. Substituant cette valeur dans le second terme de la formule (C), elle se réduit à
• W.ÏÏÂ==CG.BÂ.(BG-b¥Â) — tTÂ.CG.ÂC.
Mais la proportion ci-dessus donne aussi ,
CG.CÂ, ou gT:CG::GË-|-BÂ : GB.
Tirant de celle équation la valeur de CG , et les substituant dans le second terme de l’équation ci-dessus, on aura en divisant tout par GA . UG = GB . BA — CG . CA. Formule connue.
üGi
igy. Soit ABC un triangle (flg. yS). Supposons que l’angle BAC soit divisé eu deux parties égales par la transversale AH; on aura, comme on sait, BH :CH::AB : AC. Soit maintenant AH' perpendiculaire à AH, il est facile de voir qu’on aura
aussi, BH' CH' :: AB : AC. Donc on aura BH ; CH :: BH' : CH'. Proportion assez remarquable.
1^8. Nous venons de voir (196) qu’on a
Âh’==ÂB.ÂC — BH.CÏÎ.
Je dis qu’on aura au contraire ,
ÂH'’=BHF.CÏr— ÂB.ÂD.
En elTct , par la proposition démontrée ( 196) , on a
Âc* . bTt =z1b. ch'+âh'*. bc — bïT . cïr . Bc.
Or nous venons de voir que B H' : C H' : : AB : A C , ou ^ C
B H' = — ■ — . Substituant dans le premier terme de l’équa-
AC
tion ci-dessus, et transposant , on aura
CÏT. ÂB (ÂC — Âb) + BÏr.CÏr'.BC = ÂH'’. BC. Déplus , la même proportion ci-dessus BH': CH'; AB. AC donne
BÎT— CÏP: eïT' : ; ÂB — ÂC : ÂC , ou CÏË =
ÂB— AC
Substituant cette valeur de CH' dans le premier terme de l’équation précédente, et divisant tout par BC, on a
Âïï' = BH . CËT— ÂB . ÂC.
Ce qu’il falloit prouver.
AH' étant par liypoüièse perpendiculaire sur AH, si
sur H JT conunc diamètre on décrit une circonférence (fig. 74), elle passera par le j)oint A. Donc réciproquement , si sur une droite quelconque UH' comme diamètre, on décrit une circonférence , et si d’un point quelconque A pris sur cette circonférence ayant mené les droites AH, AH' aux extrémités
de ce diamètre', on fait les angles BAH = CAIJ,* les deux points B , C seront tels , qu’on aura
AB : ÂC :: BH : CÏÎ : : MÎ' : CÏT.
201. Donc deux points fixes ou foyers B, C étant donnés, si l’on proposoit de trouver le lieu géométrique de tous les points dont les distances à ces deux foyers B, C fussent en raison donnée, on satisferoit à la question en partageant d’abord la droite BC dans la raison donnée au point U, et cherchant ensuite sur le prolongement de cette droite un autre point H' tel que BIT, CiT fussent aussi dans la même raison donnée. Car en décrivant sur HH' comme diamètre une circonférence HAIT, cette circonférence scroit évidemment, d’après ce qui vient d’être dit , le Heu géométrique cherché. Propriété connue.
La même propriété appartiendroit évidemment à tous les points de la surface d’une sphère qui auroit HH' pour diamètre.
202. Puisque les angles BAH, CAH sont égaux par construction, il suit que la circonférence H AU' est aussi le lieu géométrique de tous les points , qui comme A sont tels qu’en menant de cliacun d’eux aux trois points fixes B, H,C, les
droites AB, AH, AC, l’angle BAH est constamment égal à II AC, ou l’angle BAC constamment partage en deux partie.s égales par la droite AH.
2o5. Revenons au lliéorème énoncé ci-dessus (196).
0;i voit que pour trouver la transversale clicrchée HC , nous n’avons point emplo)'é les quantités linéo-anpulaires, parce qu’en eflet les données étant toutes des quantités linéaires, il n’étoil pas nécessaire de faire intervenir les angles dans le calcul.
Cependant il eût été possible, et il est souvent plus commode de les employer comme auxiliaires , même lorsqu’à la rigueur on peut s’eu passer. Ainsi dans l’exemple précédent, nous avons d’une part, par les propriétés connues du triangle ,
B C = BG +• G C — a B G. G C. cos. BGC j et d’autre part
BÂ‘= ÂG + ÎÏG - a ÏÏG .GÂ cos. BGC.
multipliant comme ci-dessus la première équation par GA, la seconde parGC; puis retranchant la seconde de la première, et réduisant, on obtient le même résultat que précédemment.
201. D’après les principes que nous avons développés sur la corrélation des figures, il est clair que si le point C, au lieu de tomber entre G et A comme dans la figure sur laquelle nous venons d’établir le raisonnement, tomboit au-dcliors du côté du point G, comme en C', (îC deviendroit inverse : car on a dans le système primitif, GC = G A — CA , et dans le .système
transforme, GC' = C'A — G.A ; c’est-à dire, que pour rendre la formule (C) applicable au nouveau cas, il faudroit mettre dans celte formule — GC, au lieu de -f-GC.
Si au contraire le point C tomboit en dehors de GA du coté du point A comme en C“, ce seroit AC qui deviendroit inverse : c’est-a-dire , que pour rendre la formule (C) applicable à ce nouveau cas , il faudroit y substituer — AC au lieu de -1- AC.
jLOJ, La formule contenant les trois cotés du triangle et les deux segmens tfe la base, parmi lesquels on peut en faire disparoître un, eu substituant à sa place la base moins l’autre j il
suit que par celte formule on peut résoudre la question suivante.
De ces six choses , les trois côtés d’un triangle, la transversale menée d’un des Ongles sur la côté opposé, et les deux segmens formés sur ce même côté , par celte transversale , quatre quelconques étant données indépendantes les unes des autres , trouver les deux inconnues.
Mais nous pouvons p.ac la même marche , résoudre le cas plus général où la transversale , au lieu de partir d’un angle partirait d'un autre point quelconque , D comme il suit.
FROBl.:éME XXV.
206. Des six côtés qui composent deux triangles qui oui un angle commun ou égal , cinq quelconques étant donnés , trouver le sixième.
Supposons que ces deux triangles (11g. 73} qui ont un angle commun ou égal soient BGA, DOC; du point D menons sur GC la perpendiculaire D/m', et du point A la perpendiculaire A/«. Le triangle rectangle DC m' «tonnera ^
î)c’= Ï5^’+ Cm'’= iw‘+ (GC— G/m')’=ïwVgm'Vgc' — 3G//t'.GC;
équation qui à cause do Dm' + Gm' = DG se réduit à
DC*==DgVgG — aG^.GC (A)
Pur la même raison , on doit avoir
ÏÏÂ’='Âg‘ + Bc’— 2 GB .G^ ; mais les triangles semblables DG/m*, AGm donnent
GÂ:G7j::DG:G^', ou G^ = .
DG
Siibslitiianl cctlc valeur de G/i dans l’équation précédente, elle devient
3(TÂ.G///'.ÏÏG
BA =i\G +13G —
DG
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Multipliant l’cqualion (A) par GA.BG, et rcquatum (U) par
DG .GCj puis retranchant celle-ci tle l’autre pour éliminer Gm, on aura, en transposant et réduisant,
(bg’-pGÂ’— RÂ‘) GD.(ûr== (dG V GC’— DC’) gIÎ.GÂ équation qui renferme les six côtés dosticux triangles proposés BGA , DGC , et au moyen de laquelle par conséquent , cinq de CCS six côtés étant donnés, on trouvera le sixième. Ce qu’il falloit prouver.
De plus, il est évident qu’ayant AC = GA — C.A,
BI) = GB — GD, les segmens AC, B ü, seront connus, .si les six autres quantités du système le sont; et réciproquement, ces deux quantités étant données, avec trois des premières, on trouvera les autres au moyen des deux équations précédentes et de la formule trouvée ci-dessus. Donc, en général, dans un triangle BGA coupé par une transversale quelconque DC, des liiiit quantités linéaires qui entrent dans la composition du système, cinq quelconques étant données indépendantes l’une do l’autre, on trouvera les trois autres par la formule précédente. 208. En appliquant des raisonnemens du même genre au
cas où les angles BGA, BGC, au lieu d’ètre égaux, scroient supplémens l’un de l’autre, on trouvera que la formule devient
(bgV GÂ’— BÂ’) GD.GC= (ÏÏC’— DG — "^’OgB.gX
20g. D’après les principes que nous avons développés sur la corrélation des ligures, il est clair que si le point C, au lieu de tomber entre G et A, comme dans la figure sur laquelle nous avons établi le raisonnement, tomboit au-deliors du côté de G comme en C', GC deviendroit inverse; et que par conséquent, il faudroil dans la formule ci-dessus trouvée , substituer — GC au lieu de -pG C ; car dans le système primitif, on a. . . i
GC G A — CA
et dans le sj stème transformé G C' = C'A — G A ;
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Si au contraire le point C loniboit en dehors de G A du côté do A, en C' par exemple , ce scroit CA qui deviendroit inverse, cl par conséquent — CA qu’il faudroit substituer à +CA dans la formule ci-dessus trouvée.
Par la meme raison, si le point D, au lieu de tomber entre B et G lomboit en dehors de celle ligne, du côté du point G comme en D', GD deviendroit inverse, et il faudroit mettre — DG dans la formule , au lieu de + DG ; et si c’éloit en dehors de B G, mais du côté de B, comme en D", ce seroit BD qui deviendroit inverse, et par conséquent il n’y auroit rien à changer, puisque BD n’entre pas dans la formule.
Enfin, si en même temps C tomboit en C', par exemple, et D en D', il faudroit mettre tout à-la-fois — GC au lieu de -pGC et — DG au lieu de -pDG dans la formule. Si D tomboit en D', et C en C"j ce seroient — DG et — CA qu’il faudroit substituer au lieu de -t-DG et -l-CA. Ainsi du reste.
210. Soient, pour exemple de ce qui précède, deux triangles A BD, ACD, (fig. 75) inscrits dans un môme cercle, étayant
pour base lamômecorde AD. Les deux angles ACD, A BD étant égaux, nous pouvons leur appliquer la formule trouvée par le théorôme précédent; c’est-à-dire, qu’on aura
(bâVbï3’— âd’ ) CÂ.CD = (cÂ’-f cd’--âï’)'bâ.bd.
Tirant de celle équation la valeur de AD, nous aurons
— > _ (âb âc--b1T.cÎ)) (âc.bd— âïï.cd)
ÂB.BD — ÂC.CÏ3
Si l’on mène la droite BC, les deux triangles BAC, BDC ayant un angle égal opposé à la base commune BC seront dans le môme cas que les précédens ; donc on aura de même
(ÂB.BD— ÂC.Ci)) (ÂC.ÏÏD— Tb.Cd) ^ ^ ^ ÂB.ÂC — BÏ3.CD
•• il
Au moyen Je ce> éqiiulions , si dans le quadrilatère inscrit
ADCD, on connoît Us di us di.igonales AC, 13D, et tkux côtes opposés AB, CD, on auia imuiédiatemeul les deux autres côtes
ÂD, BC.
2 11. Ces formules ne s’appliquent qu’au quadrilatère ABCD (fig. 76) sur lequel le raisonnement a été établi : niais on peut les rendre applicables au quadrilatère de la (fig. 76), en imaginant que dans la première ligure, le point D se meuve vers C, en suivant la circonférence, jusqu’à ce qu’il ail passé audelà. Car alors CD devient inverse, et par conséquent il ii’y a qu’à mettre — CD au lieu de CD dan.s les formules, pour les rendre immédiatement applicables au nouveau cas. C’csl-à-dire que pour la (fig. 76) on a
— (ab.ac+dd.c d) (.ic.bd-i-ab.cd) ÂB.BD4-ÂC.CÎ5
— • (aB.BD-1-ÂC.Cd) (ÂC.BD-f ÂB.Cd) AB.AC+BD.CD
formules qui donnent les deux diagonales du quadrilatère inscrit, lorsqu’on connoît les quatre côtés.
212. En multipliant et divisant successivement ces deux formules l’une par l’autre, et tirant la racine quarrée, on a
AC.BD + AB.CD
ÂD _
ÂB.ÂC-bBD.CD
BC
ÂB.BÏ5-1-ÂC.CD
formules trè.s-connues, qu’on exprime ordinairement comme il
suit.
1". Dans tout quadrilatère inscrit le produit des deux diago~ nales est égal à la somme des produits des côtés opposés.
a". Les deux diagonales d'un quadrilatère inscrit sont entre
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clics comme les sommes des produits des côtés qui aboutissent à leurs extrémités.
Pour cotupléter cc que j’ai à dire sur les quadrilatères et les autres polygones inscrits, je placerai ici deux autres propositions qui y sont relatives.
THÉORÈME 11 r.
21 5. Dans tout quadrilatère inscrit au cercle , les deux segmens formés sur la_ même diagonale sont entre eux comme les produits des côtés qui leur sont adjacens.
Soit ABDC(fîg. 76) le quadrilatère proposé, Hle point d’intersection des deux diagonales; il s’agit donc de prouver qu’on aura
Ân:ÏJH::ÂB.ÂC : BD.DC Or les triangles ABH ««DCU, ACH wo B DH donnent
AH:CÏÏ::Âb’:CÏ5'
CH;DH::XC:BD
Multipliant ces deux proportions, on a
ÂHÏ : DÏÏ ::ÂÏÏ .ÂC : BD. CD ; cc qu’il falloit démontrer.
Il faut remarquer que cette proposition s’applique immédiatement à chacun des.quadrilatères ABDC, ABCD, ACDB, qui sont tous trois inscrits au cercle; car ces trois figures sont corrélatives, et comme la proposition ci-dessus trouvée donne une équation qui n’a que deux termes, il suit (<17) qu’elle est inimédiatcmenl applicable à tous les systèmes corrélatifs. Ainsi le quadrilatère ABCD ayant pour diagonales AC, BD, dont le point du concours est supposé G , on doit avoir
ÂG : (ÏÏÏ :: ÂB.ÂD : BC.CD.
Puisqu’alors AG , CG sont les deux segmens de la diagonale AC et AB. AD, BC.CD, les produits des côtés respectivement adjaceiis à CCS segmens. C’est aussi ce qu’on peut démontrer immé-
dialement comme pour le premier cas. En cfTet, les trois triangles ADG BCG, ABG vi BCG donnent
ÂG : BG : : Â15 BC •
BG : GG AB:CÜ
Multipliant les deux proportions , on a
ÂG :ÜG:: ÂB . ÂÎ7 . BcT ËÏJ ; ce qu’il falloit prouver.
On peut donc aussi exprimer le théorème, en disant que, dans tout quadrilatère inscrit, les deux segmens formés sur chacun des côtés prolongés jusqu’à la rencontre du côté opposé , sont entre eux comme les produits respectifs du côté et de la diagonale qui leur sont respectivement adjacens.
Puisqu’on a Ail : DU : : AB. AC : BD. CD , on aura
AII + DH, ouAü:AlI:: AB.AC+BD.CD:AB.AC, ÂB.ÂC
ou AU = AD.
AB.AC+BD.CD
ce qui donne la valeur de chacun des segmens formés sur les diagonales, lorsqu’on connoît les côtés et ces diagonales; c’csl-.àdire, que les côtés et les diagonales du quadrilatère étant connus, on trouvera chacun des segmens formés sur ces diagonales. On trouvera de meme ceux qui sont formés sur les côtés prolongés. Car, par exemple, la proportion trouvée ci-dessus
ÂG:CG::ÂB.ÂD.BC.CD
donne
AG— CG, ou AC:AG::AB.AD— BC.CD:AB.AD; ce qui donne
ÂB.ÂD
AG = AC
AB.AD — BC. CD ain.si des autres.
2 1 4. Donc si l’on a un polygone quelconque (fig. 77) inscrit dans un cercle, et qu’on en connoisse tous les côtes et toutes les
diagonales.
diagonales, on trouvera par la proposition prccédculc tous les segmcns formés sur ces diagonales et sur les côtes prolongés indclininient , par leurs intersections communes.
Car s’il s’agit, par exemple, de trouver Bq , on considérera le quadrilatère ABDE, dont par hypothèse on connoit les quatre côtés et les deux diagonales ; on en tirera donc Bq par la proposition précédente.
Si l’on veut avoir mq, on cherchera d’abord Bq, comme on vient de le dire; ensuite on considérera le quadrilatère ABCE, qui fera connoître B/ra ; on retranchera Bm de Bq , et l’on aura mq ; ce qu’il falloit trouver.
Supposons queK soitle rayon du cercle, nous aurons (lai)
A E = aR.sin. 4 AE AB = 2 R.sin. AB , &c.
Donc puisqu’on peut avoir tous les segmens formés , tant sur les côtés que sur les diagonales en valeurs de ces côtés et de ces diagonales, on peut aussi les avoir tous, en valeur du rayon du cercle et des sinus des arcs soutendus par les côtés du polygone.
tiiéor£he IV.
2 1 5. Soit (fig. 78) BCDEFG un polygone quelconque ins~ crit dans un cercle. D’un point quelconque A pris à volonté sur la circonférence , menons aux deux angles G , B , les plus voisins l’un à droite , Vautre à gauche , les cordes AG, AB. Cela posé , je dis que le quotient de la corde BG qui joint ces deux points B , G , divisée par le produit des deux droites AB , AG , menées du point A à ces mêmes points B , G , est égal à la somme des quotiens de chacun des autres côtés du polygone proposé, divisé par le produit des deux cordes menées du point A à ses extrémités. C’est-à-dire, qu’on aura
BG BC ^ CD ^ Ï5Ë ^ ËF ^ FG
ÂB.ÂG ÂB.ÂC ÂC.ÂD ÂD.ÂË ÂË.ÂF ÂF.ÂG
Du point B, je mène les diagonales BD, BE, BF. Cela posé , par la propriété des quadrilatères inscrits , j’ai pour le quadrilatère ABCD dont les deux diagonales sont AC , BD ;
ÂC . bC = BC . ÂD -H ÂB . CD , ou divisant tout par AB . AC . AD , j’ai
BD BC ^ ÔD
ÂB.ÂD ÂB.ÂC ÂC.ÂD
En appliquant successivement la meme opération auxquadrilalcres ABDE, ABEF, ABFG, j’aurai cette suite d’équations , en commençant par celle que nous venons de trouver
BD
BC
CD
ÂB.ÂD
ÂB.ÂC
ÂC.ÂD
BE
BD
DE
AB.AF
ÂF.ÂG
Ajoutant toutes ces équations, et observant qne le premier membre de chacune , excepté la dernière, étant égal au premier terme du second membre de l’équation suivante, ils se détruisent l’un l’autre dans l’addition, on aura l’équation exprimée dans l’énoncé du théorème, qui n’est, comme l’on voit, qu’une extension et une application à tous les polygones inscrits de la propriété connue des quadrilatères inscrits ; savoir , que le produit des deux diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés.
at6. Supposons le diamètre du cercle représenté par i , et faisons AB 20, ABC = aô , ABCD = ac , A BCDE = 2 rf, &:e.
•jj5
Nous aurons BC=2(6 — o),CD = a(c — i),DE=2((/ — e),&c.
De plus (lai), AB = sin. a , AC = sin. è , AD =sin. c, 8cc. Donc l’équation démontrée par le théorème deviendra
sin.(J^a) sin.(6 — a) 8in.(c — è)^sin.(<f — c)^sin.(e — d)
sin.a.sin.f sin.a.sin.è sinA.sin.c sin.c.sin.ol sin.c^.sin.e
_^8În.(/ e) formule qui s’accorde avec celle qui a déjà été aw.e.ain.f
trouvée (i3g).
Cette équation devant avoir lieu quelles que soient les valeurs de a, 6, c, d, &c. , nous pouvons mettre à leurs places les complémens •a — q, ■» — 6, » — c, &c. de ces angles. Et alors l’éqnation deviendra
sin.(/ — a) sin. (3 — o) ^ sin. (c — b) ^
coa.a.coa.f cos. a. cos. 6 cos. 6. eus. c
2iy. L’équation trouvée par le théorème ayant toujours
lieu, quelle que soit la position du point A sur l’arc BG, on peut en conclure que dans tout polygone BCDEFG inscrit au cercle , la somme des quotiens de chacun de ses côtes, par le produit des deux droites menées à ses extrémités d'un point A pris arbitrairement sur la circonférence , est toujours la même , quel que soit ce point A , pourvu qu’il soit le même pour tous les côtés du polygone , et qu’on prenne négativement le côté B G, dont le revers répond à ce point A.
3 18. Revenons à notre théorie générale (fig. 79). Je prolonge la transversale CD , jusqu’à ce qu’elle rencontre en F le côté AB du triangle BGA; et je me propose de trouver les rapports existans entre les quantités linéaires du nouveau système ; lequel est , comme l’on voit , l’assemblage do quatre
lignesdroiles AB, AC, BD, CD tracées dans tm même plan, et prolongées jusqu’à leurs sencontres respectives, ou un quadrilatère complet sans diagonales. *'
Pour cela, par l’un B des angles du triangle proposé BGA , je
mène une droite B A parallèle au côté opposé G A, et je la prolonge jusqu’à la tnmsversale CDF au point b. Cela posé, les deux triangles semblables DBô, DGC, donnent
~&b :TÏC :: BD : DG,
et pareillement les triangles FBô, FAC donnent ÂC : Bô : : ÂF : BF.
Multipliant ensemble ces deux proportions, nous aurons en eibiçant Bô de part et d’autre ,
ÂF.BD.GC = ÂC.BF.GD.
Nous sommes arrivés à cette formule sans l’intervention des quantités linéo-angulaires : nous aurions également pu l’obtenir par le secours de celles-ci ; car les triangles B DF, DGC, FC A, donnent
BD : BF :: sin.BFD : sin.BDF GC : DG :: sin. GDC: sin.DCG Âî' : ÂC sin. ACF : sin.AFC Multipliant ces trois proportions et réduisant , à cause des angles qui se trouvent deux à deux égaux dans les deux derniers termes , nous aurons comme ci-dessus ,
ÂF.BD.GC = ÂC.BF.GÏ5.
Cette équation peut se traduire en langage ordinaire par la proposition suivante.
THÉORIÊME V.
21g. Les trois côtés d’un triangle quelconque, prolongés s’il le faut , étant coupés par une même transversale les six segmens formés deux à deux sur chacun de ces côtés , entra chacun des angles qui le termine et la transversale , sont tels , que le produit de trois d’entre eux comme facteurs , est égal au produit des trois autres ; en prenant ces facteurs de manière qu’il n’en entre jamais deux dans le même produit, qui aient
pour extrémités un même angle du triangle , ou un même point de la transversale.
En effet , on voit que les six seginens formés deux à deux su r les côtés du triangle, BGA entre chacun des angles du triangle
et la transversale, sont BD, GD, pour le côté BG j GC, AC pour le côté GA; AF, BF, pour le côté AB; que dans la formule
trouvée AF.BD.GC = AC.BF.GD.Ces segmens entrent trois par trois comme facteurs dans chacun des deux produits , et qu’enfin, aucun des six points B, G, A, F, D,C, qui terminent CCS segmens , ne se trouve répété deux fois dans le même produit. Or le même raisonnement peut s’appliquer à tout autre triangle coupé par une transversale quelconque : donc la proposition est vraie généralement; soit que la transversale coupe l’aire meme du triangle , soit qu’elle passe au-dehors et ne coupe que les prolongemens des côtés (iig. 79, 80, 8f , 8a}.
220. Puisque le système général est composé de quatre lignes droites tracées dans le même plan , et que ces quatre droites prises trois à trois forment un triangle, auquel sert de transversale la quatrième droite, il y a dans ce système général quatre triangles BGA, BFD, FCA, DGC, à chacun desquels on peut appliquer le théorème précédent : ou ce qui revient au même, ces quatre triangles forment quatre systèmes corrélatifs , auxquels on peut appliquer immédiatement la formule trouvée pour le système primitif. Je dis immédiatement, parce que la formule n’ayant que deux termes , il n’y a aucun changement de signes à opérer. Nous aurons donc d’abord entre ces quatre systèmes la corrélation de construction suivante (fig. 7a, 79, 80, 81, 8a).
i"syst BGADFC
a* syst BFDAGC
3' syst FCADBG
4' syst DGCBFA
En appliquant donc à chacun de ces systèmes la formule trouvée ci-dessus pour le premier d’entre eux , ou le théorème
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précédent qui en est la traduction , on aura les quatre équations
suivantes :
ÂF.BD.GC = ÂC.BF.GD DG.BÂ.?C = ÎÏC.BG.ÎT ÂB.FD.CG = AG.FB.CD CF .DB.GÂ = CÂ.DF.GB
Ces quatre formules se réduisent à trois; car en multipliant la première par la seconde , et divisant par la troisième , on a la quatrième.
221. Ces trois équations, jointes aux quatre évidentes, qui résultent de la comparaison de chaque ligne avec ses segmens;
savoir, BG ='BD + GD, BÂ=fI — Ï¥, GA = GC + CÂ,
CD = CF — FD , forment les sept équations nécessaires pour trouver dans la figure proposée, parmi les douze quantités linéaires qui y entrent, les sept inconnues, lorsque les cinq autres choses sont données; pourvu que ces cinq choses soient indépendantes les unes des autres. Or cette figure est, comme nous l’avons déjà observé, un quadrilatère complet, considéré sans ses diagonales; c'est-à-dire, que le théorème ci-dessus (a 19), l'ésoud la question suivante.
Parmi les douze quantités linéaires qui entrent dans la composition d’un quadrilatère complet considéré sans ses diagonales , cinq quelconques indépendantes les unes des autres étant données , trouver les sept inconnues.
222. En multipliant la première de ces formules par la seconde ; la première en croix avec la troisième , la première en croix avec la quatrième , on a les trois formules suivantes ;
BÂ.BD.CF.CG =BF.BG.CÂ.CD ÂF.ÂG.DB.DC =ÂB.ÂC.DF.DG GB.GC.FÂ.FD = GÂ.GD.FB.FC
lesquelles peuvent être mises sous la forme de proportions comme il suit ;
BF.BG : CF.DG :: RÂ.BD : CÂ .CD ÂB .ÂC : ÏÏB.IÏC :: ÂF.AG ; DF.DG GÂ.GD : Ï^.FD :: GB.GC : FB.FC
Ces trois proportions expriment la même propriété ; la première pour le quadrilatère ordinaire BDCA; la seconde, pour !e quadrilatère à angle rentrant AFDG ; la troisième, pour le quadrilatère formant deux triangles opposés au sommet GCFB , et peuvent être trlidoites en langage ordinaire par la proposition suivante.
THÉORÈME VI
Dans tout quadrilatère simple , le produit des deux distances de l’un quelconque des angles aux points de concours des côtés partant de ce même angle , avec les côtés respectivement opposés , est au produit des deux distances de l’angle opposé en diagonale , aux mêmes points de concours ; comme le produit des deux côtés du quadrilatère odjacens au premier de ces angles est au produit des deux autres côtés.
Car, par exemple , pour la première des trois proportions cidessus, BF.BG est le produit des deux distances de l’angle B du quadrilatère BDCA aux points de concours F, G, des côtés BA , BD , partant de ce même angle B avec les côtés respectivement opposés CD , CA ; CF. CG , est le produit des deux distances de l’angle C opposé en diagonale à l’angle B, aux mêmes points de concours F,G^BA.BDestIc produit des deux côtés du quadrilatère adjacens au premier angle B : et eiiEn, CA. CD est le produit des deux autres côtés. Il en est de même des deux autres proportions. Ainsi la proposition a toujours lieu , de quelque forme que soit le quadrilatère.
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223. Maintenant soient menées (fig. 87>, 84, 85) les trois diagonales AD, BG, FG, du quadrilatère complet. On verra facilement que la proposition précédente peut aussi s’exprimer comme il suit.
Dans tout quadrilatère complet, si l’on mène une des diagonales , et que l’on compare ensemble les deux quadrilatères simples auxquels celte diagonale est commune ■' le produit des deux côtés de l’un de ces quadrilatères et partants de l’une quelconque des extrémités de cette diagonale , est au produit des deux autres côtés de ce même quadrilatère , comme le produit des deux côtés de l’autre quadrilatère partants de la première extrémité de celte diagonale , est au produit des deux autres côtés de ce second quadrilatère.
Car si l’on compare, par exemple, les deux quadrilatères simples ABDC, FDGA , qui ont pour diagonale commune AD, on voit par la seconde des trois proportions ci-dessus, que le produit AB. AC des deux côtés qui partentdel’extrémité A de cette diagonale , est au produit DB. DC des deux autres côtés de ce même quadrilatère , comme le produit AF. AG des deux côtés du second quadrilatère partant du premier point A de la diagonale , est au produit DF>DG des deux autres côtés de ce second quadrilatère.
224. Supposons que la diagonale AD coupoles deux autres ÏÏC, FG aux points H, K; et comparons les deux triangles AFK,AGK, formés sur la même diagonale F G , séparés par l’une ^D des deux autres, et coupés respectivement par les transversales BG , FC. Le théorème nous douncra donc les deux équations suivantes :
ÂB .DR GF = ÂD.BF.GR
ÂD.GC.'FK I^TÂC.GF Multipliant ces deux équations et réduisant, on a
ÂB.FÎÏ.GC = ÂC.FB.^; formule qui peut se traduire par la proposition suivante.
THÉORÈME
THJÈOnéHB VII.
Si d’un point quelconque pris dans le plan d’un triangle , on mène aux trois angles des droites ou transversales , et qu’on prolonge chacune d’elles jusqu’^ ce qu’elle rencontre le côté opposé, il en résultera sur chacun de ces côtés , deux segmens , compris entre chacun des angles qui le terminent et la transversale qui le coupe : or le produit de trois de ces segmens comme facteurs , est égal au produit des trois autres ; en prenant ces segmens de manière que dans chacun de ces produits , il n’en entre pas deux qui aient pour extrémités un même angle du triangle ou un mémo point de la transversale.
En effet, on voit que les six segmens formes deux à deux sur les côtés du triangle EGA entre chacun des angles de ce triangle, et les transversales DF, DG, DA, partant du même point D, et prolongées, sont FK, GK; GC, AC; AB, FB. que dans la formule AB.FK.GC = AC.FB.GK trouvée ci-dessus, ces segmens entrent trois par trois comme facteurs dans chacun des deux produits, et qu’enfin, aucun des six points F, G, A, K, C, B, qui terminent ces segmens, ne se trouve répété deux fois dans le même produit Or le même raisonnement peut s’appliquer H tout autre triangle. Donc la proposition est vraie généralemeitt, soit que le point D d’où partent les trois transversales soit pris sur l’aire même du triangle ou au-dehors ; pourvu que ce soit toujours dans le même plan.
1l5, Appliquons ce principe au triangle BD A, quia pour ses trois sommets trois des angles du quadrilatère BDCA, et
pour l’un de ses côtés , l’une D A des trois diagonales de ce même quadrilatère. Du point C aux trois angles de ce triangle sont menées des transversales CB , CD , CA ; donc en lui appliquant le théorème précédent, nous aurons
ÏF.BG.DÏi = ÂÏÏ.BF.DG.
Mais le même triangle BDA coupé par la transversale EG qui ne passe par aucun de ses angles, donne
’ÂK.BÏVÏjG =‘ÂF.'BG.DK.
Multipliant ces deux équations et réduisant , on a
ÂK.DH = ÂH.ÜK , ou Âïî : DH : : ÂK : DK. proportion qu’on peut traduire par la proposition suivante.
THi0R£M£ VIII.
Dans tout quadrilatère complet ayant ses trois diagonales , chacune de ces diagonales est coupée par les deux autres en segmens proportionnels.
Car A H , D H , sont les segmens formés sur la diagonale A D du quadrilatère BDCA par la diagonale BC, et AK, DK, sont les segmens formés sur la même première diagonale AD par la troisième EG.
226. Les aires des triangles BAC, BDC qui ont pdur base commune BC, sont évidemment entre elles comme les segmens
AM, DH de la diagonale qui joint les autres sommets de ces triangles; c’est-à-dire qu’on a
ABC : DBC : : AH : DH
Pareillement les aires des triangles AEG, DFG qui ont pour base commune F G sont entre elles comme les segmens AK, DK de la même diagonale AD; c’est-à-dire qu’on a
ÂK : DK : : AEG : DEG.
De plus , par le théorème précédent, on a
ÂJÎ : DÏÏ : ; ÂK : DK.
Multipliant ensemble ces trois proportions et réduisant, on a
ABC : AEG :: DBC : DFG; proportion qu’on peut traduire par la proposition suivante.
THÉORÈME IX
Dana tout quadrilt^lére complet , les aires des deux triangles qui ont pour sommet commun l’une des extrémités de l'une des trois diagonales , et pour bases respectives les deux autres diagonales , sont entre elles comme les aires des deux triangles qui , appuyés respectivement sur les mêmes bases, ont pour sommet commun l’autre extrémité de la première diagonale.
Cardans la proportion précédente, les triangles ,\BC, .IFG, ont pour sommet commun l’extrémité A de la diagonale AD , et pour bases respectives les deux autres diagonales BC, FO; et pareillement les triangles DBC, DFG ont respectivement les même bases , et pour sommet commun , l’autre extrémité D de la première diagonale.
‘l'I'J. Le quadrilatère complet avec ses trois diagonales que nous venons d’examiner , nous offre dans sa décomposition onze quadrilatères complets sans leurs diagonales, c’est-à-dire, onze ligures différentes formées chacune par l’assemblage de quatre droites prolongées jusqu’à leurs rencontres respectives ; car il y a en tout sept lignes droites tracées ; savoir les quatre côtés du quadrilatère ABDC et ses trois diagonales. Or ces sept droites
combinées quatre à quatre donnent
ou 00 combinai-
sons. Il y auroit donc 35 quadrilatères complets sans diagonales, si plusieurs de ces lignes ne sc croisoient trois à trois aux mêmes angles. Mais chacun de ces croisetnens diminue de quatre le nombre de ces quadrilatères. Donc puisqu’il y a six de ces croiseiuens, le nombre des quadrilatères est diminué de u4. Donc il se réduit à onze. Mais comme chacun de ces quadrilatères complets sans diagonales comprend lui-même (io3) trois quadrilatères simples, il suit que le quadrilatère complet, avec ses trois diagonales, renferme dans sa composition 33 quadrilatères simples. De plus , chacun des onze quadrilatères complets sans diagonales dont nous venons de parler, fournit quatre formules en
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vertu (lu tliéorémc v , qui est celui d’où dérivent tous les autres trouvés (aaa, aa3, sai, asô) j donc il y aura 44 de ces formules qui so trouveront toutes difl'érenles les unes des autres, et toutes applicables au quadrilatère complet avec ses trois diagonales. Voici le tableau général de corrélation de ces 33 quadrilatères simples et des 44 formules qui en résultent (fig. 83, 84, 85).
Tableau général de la corrélation de construction des trentetrois quadrilatères simples qui entrent dans la composition du quadrilatère complet avec ses trois diagonales , et des quarante-quatre formules qui en résultent en vertu du théorème r.
Les quatre angles du quadrilatère primitif sont exprimés par A, B, D, C, et l’on suppose AB UC#=F, AC DB#=G, ÂÏ3 BC=#FI, AD ËG=^K, BC FG=#L.
Chaque quadrilatère a été désigné par ses quatre angles d’abord , et ensuite par les points de concours des côtés respectivement opposés deux à deux.
i" syst,
a' syst. . ",
3' syst. .
Quadrilatères.
ABDCFG AFDGBC < BFCGAD 1
FGCBLA
Formule.».
f AF.BD.GC = AC.BF.GD ) ÂG.CÏ5.FB = ÂB.CG.FD I BG.DC.FA = BA.DG.FC
!. CF.DB.GA = CA.DF.GB ÏÏ.GC.ÂB = râ.GL.ÂC
FLCAGB <
FA.BC.LG = FG.BA.LC
GLBAFC 1
BL.HK.AF
= FB.KL.AH
= ric.lM.nï
= KF.HÂ.LB = ÎBF.HL.ÂK
ûî5G
lo' sysL
ii'sysl.
Qnâdrilalcre».
Formule».
LGDHKB
LKDBGH
GKHBLD
ÎKGCHLA KLCAGH GLHAKC
LK.GD.BÏÏ = LÎJ.GK.BD LB.HD.KG = LG.ÏÎB.KD GB.DH.KÊ = GL.DB.ÎŒ IIK.DG.BL = ÏÎL.DK.BG
iÔ^.GC.ÂÏÏ = KÏÏ.GL.ÂC O^.ÏÏC.LG = KG.HÂ.LC GÂ.CH.LÎC = GK.CÂ.LÏÏ ÏÏL.CG.ÂK = HK.CL.ÂG
Ces formules sont applicables sans ancnn changement de signes à tout quadrilatère complet ayant ses trois diagonales; quelle que soit d’ailleurs sa forme ; parce que toutes ces formules sont à deux termes seulement (47).
228. Nous résumerons les théorèmes (v, vi, vu, vin, ix) par la proposition suivante.
Soient A, B, C, D, (fig. 83, 84, 85) quatre points pris à volonté dans un même plan , et tel qu’il ne s’en trouve pas trois en ligne droite. Supposons
ÂB CD =f= F ÂD FG =4=. K ÂC BD=l=iG BC ' FG 4= L •
ÂD BC 4= H
On aura les cinq formules suivantes (ao8, an, 21a, ai3, ai4).
I"* ÂF.BD.GC = ÂC.BF.GD
a* BÂ.BD ; CÂ.CÎ5:: BF.BG.CF.CG
3' ÂB.FK.GC = ÂC.FÏÏ.GK
4* ÂH:Ï5h::ÂK:DK
5' ABC : AFG : : DBG : DTC
22Ç. Je reprends la théorie des figures coupées par des transversales dans divers sens. Soit (fig. 86) un triangle quelconque ABC; d’un point D prisa volonté dans le plan de ce triangle, soit sur l’aire même, soit en dehors; menons aux angles A, B,C, les trois transversales ADa , BDA, CDc; puis par les points ù , c menons la transversale Acp. Cette droite, avec les six prôccdeiites, formera le quadrilatère complet avec ses trois diagonales, tel que celui de la fig. 7 2. Ajoutons maintenant àcette figure les deux nouvelles droites acm : il en résultera un triangle aôc , inscrit dans un autre ABC, et ayant ses angles a, b, c, aux points d’intersection des côtés de l’autre avec les transversales menées du point D aux angles de ce dernier. Cela posé, nous avons (aa3) dans le triangle ABC
Ac.Ba.C6 = A6.Bc.Ca mais d’un autre côté , nous avons aussi (as4)
Be.A« = Ac.Bn Ab. Cm — Cb.Am Ca.Bp = Ba.Cp
Multipliant ces quatre équations toutes ensemble, nous aurons
Am.Bn.Cp = A/i.B/>.Cm (A)
De môme, en marquant par a, b\ c' les points d’intersection des côtés cb,ca,ab , par les transversales , Aa , B6, Ce respectivement, le triangle abc donne (223)
ae .ba' .cb' = ab' .bd .ca et d’un autre côté , nous avons (224)
bp .ca! — c.p .ba!
cm.ab' = am.cb' an.be ~ bn.ac
multipliant ces quatre équations toutes ensemble, nous aurons
an. bp. cm — am-bn.cp (B)
Les deux équations (.4) et (B) peuvent être ainsi traduites.
TUÉOnâMB X.
iZo, St par un point (D) pris à volonté dans le plan d’un triangle (ABC) ( fig. 86), on mène à chacun des angles, une transversale prolongée jusqu’au côté opposé , et si ayant joint deux à deux ces points d’intersection pour former un triangle (abc) inscrit au premier, on prolonge chacun des côtés de ce triangle inscrit jusqu’à la rencontre' du côté opposé du triangle circonscrit ienm,n,p).
s°. Ces trois points d’intersection formeront sur les côtés du triangle circonscrit , six segmens, deux sur chacun. Or de ces six segmens, le produit de trois comme facteurs , sera égal au produit des trois autres , en les prenant de manière que dans chaque produit, il n’en entre jamais deux qui aient une extrémité commune.
a“. Ces mêmes points d’ intersection formeront également sur les côtés du triangle inscrit six segmens , deux sur chacun. Or de ces six segmens , le produit de trois comme facteurs sera égal au produit des trois autres , en les prenant de manière que dans chaque produit, il n’en entre jamais deux, qui aient une extrémité commune.
sSl. Maintenanlje suppose (fig. 87) les points a, 6, c, pris à volonté sur les cotés du triangle ABC, ou leurs prolongemens , et non coninie ou Ta supposé précédeininent, aux points d’intersection des côtés de ce triangle ABC avec des transversales partant d’un point commun D. Cela posé!
liC triangle ABC coupé successivement par les trois côtés ab ^ bc , ca , du triangle inscrit comme transversales , donne
An.Bo.Cô = Aô .Bn.Ca Aé.Bc.Cp = Ac .Bp.Cô Ac.Ba.C/ra = Am.Bc.Ca
Multipliant ces trois proportions toutes ensemble et de toutes
les
les manières, soit directement, soit en croix, et réduisant, on a
B a .An.Cm.Cp = Ca .A/n.Bn.B/j.
Ab .Bn ,Cp .Cm = Cb .Bp .An.Arn
Ac .Cm.Bn.Bp = Bc .Cp .Am.An
Beaucoup d’autres combinaisons du même genre peuvent être faites au moyen des formules données (as8).
“iSl» Mais on peut généraliser encore cette théorie en cessant de prendre les points a, b,c, sur les côtés même du triangle ABC. En effet :
Soient ABC, abc, (fig. 88) deux triangles quelconques tracés dans u^ même plan , et prolongeons les côtés de ces triangles jusqu’à ce qu’ils sc rencontrent tous respectivement, aux points m, n,p , sur BC, m', p' sur AC , m', n’^p" sur AB. Cela posé , Le triangle aôe, coupé successivement par les trois côtés BC, AC, AB de l’autre , comme transversales, donnera (ai g)
am.bp.cn ~ an .b m .cp am' .bp' ,c n ~ an .bm'.cp' am" .bp“ .en" = ar^'. bm'.cp"
Multipliant ces trois équations , nous aurons
a m.ani .am" X bp. bp' , bp" x. cn.cn .en’
= an. an .an" X bm . hm .bm" X cp.cp' . cp" formule qu’on peut traduire comme il suit,
THÉORÈME XI
253. Si deux triangles guelconçues oibe, ABC, (fig. 88) tracés dans un même plan, et leurs côtés prolongés jusqu'à leurs rencontres respectives ,• qu’ ensuite on fasse
i“. Le produit des trois segmens interceptés sur ab entre le point a et les trois côtés du triangle ABC ;
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2°. Le produit des trois segmens interceptés sur bc entre le point b et les trois côtés du même triangle ABC ;
5". Le produit des trois segmens interceptés sur ca entre le point c et les trois côtés du même triangle ABC.
Le produit de ces neuf facteurs sera égal au produit de ces neuf autres facteurs.
1®. Le produit des trois segmens interceptés sur ac entre le point a et les trois côtés du triangle ABC ;
a". Le produit des trais segmens interceptés sur cb entre le pointe et les trois côtés du même triangle ABC;
5“. Le produit des trois segmens interceptés sur b a entre le point b et les trois côtés du même triangle ABC.
Celte proposition devant avoir lieu quelque part que soient pris a, b , c , dans le plan du triangle A, B, C, soit au -dedans, .soit au-deborsde l’aire de ce triangle, doit être réciproque entre les deux triangles, abc, ABC; c’est-à-dire, que nous avons aussi l'équation
Am' .An ,Ap' X Crn.Cn.Cp X Hm" .Bn" .\ip‘
= Am’ .An" .Ap" X Bm.Bn.Bp X Cm’ ,Cn' ‘Cp' ,
9.54. s i au lieu du triangle ABC, nous supposons un polygone d’un plus grand nombre de cotés tous coupés par les trois côtes prolongés du triangle aôc, le principe énoncé par le théorème sera encore applicable. Car en comparant successivement ce triangle aôc à chacun des côtés du nouveau polygone comme transversale, nous aurons autant d’équations pareilles aux trois premières trouvées (aSa) qu’il y a de côtés dans ce nouveau polygone; et multipliant toutes ces équations ensemble, nous aurons une formule semblable à la quatrième, mais dont chacun des termes aura trois fois autant de facteurs, qu’il y a de côtés dans ce nouveau polygone; ce qu’on peut exprimer par la proposition suivante.
SÇ)l
TU^onSME XIE
Si dans un même plan , ajant tracé un triangle abc , et un autre polygone , on prolonge indéfiniment les côtés de l’un et de l’autre jusqu’à leurs rencontres respectives , et qu’on fasse 1°. Le produit de tous les segmens interceptés sur ab entre le peint a, et chacun des côtés du polygone ,•
2°. Le produit de tous les segmens interceptés sur bc entre le point b , et chacun des côtés du polygone ;
3®. Le produit de tous les segmens interceptés sur ca entre le point c, et chacun des côtés du polygone ;
Et qu’ensuitc on multiplie ensemble ces trois produits particuliers pour avoir un produit général. Ce produit général sera égal à celui qui résultera des trois autres produits particuliers suivons.
1®. Le produit de tous les segmens interceptés sur ac entre le point a , et chacun des côtés du polygone ;
a”. Le produit de tous les segmens interceptés sur cb entre le point c , et chacun des côtés du polygone ;
3®. Le produit de tous les segmens interceptés sur b a entre le point b , et chacun des côtés du polygone.
Si le nombre des côtés du polygone devient infini, c’est-à-dire une courbe, le principe sera encore applicable, et nous pourrons l’énoncer comme il suit.
TUÉORâME XII I.
l35. Un triangle quelconque abc étant tracé dans le plan d’une courbe quelconque géométrique , et ses côtés indéfiniment prolongés. Si l’on fait les trois produits suivons ,• savoir ,
i®. Le produit de tous les segmens interceptés sur ab entre le point a, et les différentes branches de la courbe ;
a®. Le produit de tous les segmens interceptés sur bc entre le point h, et les différentes branches de la courbe ;
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3°. Le produit de tous les segmens interceptés sur ca , entre le point c , et les dijfércnles branches de la courbe }
Qu^ensuite on multiplie ensemble ces trois produits particuliers pour avoir un produit général. Ce produit général sera égal à celui qui résultera des trois produits particuliers suivons.
1°. Le produit de tous les segmens interceptés sur ac entre le point a , et les différentes branches de la courbe ,•
3°. Le produit de tous les segmens interceptés sur cb entre le point c, et les différentes branches de la courbe s
5°. Le produit de tous les segmens interceptés sur ba entre le point b , et les différentes branches de la courbe.
En effet , soit (fig. 8g) mm'n une courbe quelconque géométrique, et abc un triangle tracé dans le plan de celle courbe que l’on suppose coupée par chacun des cùlés de ce triangle prolongé au besoin.
Par chacun des points d’intersection de cette courbe avec les côtés du triangle, imaginons une tangente indéfinie, soit mp celle de ces tangentes passant par le point mcln, p , les points d’intersection de cette tangente avec les côtés ab ac.be ^ en consh dérant le triangle proposé abc comme coupé par la transversale mp , nous aurons
— - — am an cp
am.cn. bp = bm.an.cp , ou = —
bm en bp
Considérons de meme successivement toutes les tangentes dont nous avons parlé comme transversales par rapport au niè ne triangle abc , nous aurons autant d’équations du même genre que la précédente qu’il y aura de points de contingence. Multipliant donc ensemble toutes ces équations, la formule résultanleaurapour premier raembreunefracliondont le numérateur sera le premier produit général mentionné dans le tliéolêine énoncé, et dont le dénominateur sera le second de ces produits généraux. Il s’agit donc de prouver que celle fraction est égale .à i ; ou ce qui revient au mêuic, il s’agit de prouver que le numérateur et le dénominateur de la fraction qui forme
le second membre de la formule sont égaux. Mais c’est précisément ce qu’exprime le théorème xiii démontré (a3.'>), puisque les segniens du numérateur composent le premier produit général mentionné dans ce théorème, et ceux du dénominateur, le second.
256. Supposons , par exemple , que la courbe soit une section conique (fig. 89 bis). Chacun des côtés du triangle coupera celte courbe en deux points ; ainsi nous aurons en tout douze segmens interceptés entre les points a, ô, c, et les briinches de la courbe. Et supposant que les six points d’intersection soint/n, 7h', n, n\p, p', la formule deviendra
am.am .bp. bp' -cn.cn' = an-an' .cp.cp'.bm.bm'
Les points a, b, c sont prisa volonté, soit au-dedans , soit audehors de la courbe, et par conséquent les transversales mm', nn, pp', peuvent être dirigées comme l’on voudra, pourvu qu’elles rencontrent toujours toutes trois la courbe.
2.5y. Supposons qu’elles lui deviennent tangentes (fig. 90). Soit donc abc le triangle, et A, B, C, les points de contingence; les deux points m , m' de la ligure précédente coïncideront donc avec le point C, les deux points n, n’, avec le point B, et les deux points p, p', avec le point A, et la formule deviendra . . .
oC .ÔA .cB = oB .cA .ôC , ou en tirant la racine quarrée,
aC.bA. cB = oB . cA . ÔC ; propriété bien remarquable des sections coniques.
a58. Traçons les trois transversales aA, ôB, cD, des points où se coupent deux à deux les tangentes, au point de contingence de la troisième. Il suit (aa5) de l’équation précédente , que ces trois transversales coïncideront en un même point D, autre propriété également curieuse.
2.5 (). Enfin, si l’on joint deux à deux les points de contingence A, B, C, pour avoir le triangle inscrit ABC, et qu’on prolonge les côtés de ce nouveau triangle jusqu’à la rencontre
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des côtés du premier, il en naStra une figure pareille à la figure
qui a été considérée (916), et par-là on appliquera aux com bes
du second degré en général , les nombreuses propriétés que nous
avons vu être propres à un système de transversales ainsi
disposées.
s4o. Si le point a s’éloigne à une distance infinie (fig. 91) , les côtés ab, ac deviendront parallèles, les segmens am,am', an, an deviendront infinis , et leur dernière raison sera une raison d’égalité. Donc la formule trouvée (a.SG) deviendra
bp.bp . cn.cn' = cp.cp' .bm.bm', d’où l’on tire cctlc proportion
bm.bm' : cn.cn' bp.bp’ : cp.cp'', c’est-à-dire que les produits des appliquées bm, bm' correspondantes aux abscisses pb.p'b est au produit des appliquées en , en' correspondantes aux abscisses pc,p'c, comme le produit des premières abscisses est au produit des dernières. Ce qui est une propriété bien connue des sections coniques.
Cette même démonstration étant applicable à toutes les courbes au moyen du théorème xiii , on peut en conclure que si ayant mené dans une courbe quelconque géométrique un axe qui la coupe en plusieurs points, on mène aussi plusieurs appliquées parallèles entre elles, et faisant un angle quelconque avec la ligne des abscisses, les produits des segmens interceptés par la courbe sur la ligne des abscisses à différens points de l’ax« sont entre eux comme les produits des appliquées correspondantes, propriété donnée par Newton dans son énumération des lignes du troisième ordre , et qui est l’une des plus fécondes de la théorie des courbes.
Mais mon objet n’est pas de rechercher dans cette section les propriétés des courbes , j’ai seulement voulu montrer jusqu’où pouvoit être poussée la théorie des transversales. Je renvoie donc pour plus grands détails , à la section vi , et je reviens à la théorie d’un système quelconque de lignes droites.
La propridié que nous avons vu («ag) appartenir au triangle coupc par une transversale quelconque, est applicable aux autres polygones, quel que soit le nombre de leurs côtés; et nous verrons bientôt qu’elle a également lien pour les polygones gniichcs , en les rapportant à un plan transversal , au lieu de les rapporter à une ligne droite. Nous établirons donc d’abord la proposition suivante.
THÉORÈME XIV
2 4t. Un polygone quelconque étant tracé dans un plan , si l'oÿ mène une transversale qui coupe tous ses côtés , prolongés au besoin , le produit de la moitié des segmens comme facteurs , formés deux à deux sur les côtés de ce polygone , entre la transversale et les angles qui terminent ces mêmes côtés, est égal au produit de tous les autres segmens comme facteurs ; en prenant tous ces segmens de manière qu’il n’y en ait jamais deux dans le même produit , qui aient pour extrémités un même angle du polygone ou un même point de la transversale.
Supposons, par exemple, qu’on ait un pentagone. Concevons une droite ou transversale tracée dans le même plan ; prolongeons chacun des côtés du polygone jusqu’à la rencontre de cette transversale : il en résultera dix segmens, deux sur chacun des côtes : or je dis que le produit formé par cinq de ces segmens comme facteurs, est égal au produit fornré des cinq autres, en les prenant de manière qu’aucune des lettres prises pourdésigner, soit les angles du polygone, soit les points d’intersection de la transversale par ses côtés prolongés, n’entre deux fois dans le même produit.
Si l’on considère séparément quatre des côtés de ce pentagone , prolongés jusqu’à leurs rencontres respectives, et le cinquième comme une transversale coupant tous les côtés du quadrilatère , formé par ces quatre côtés du pentagone , on pourra appliquer à ce quadrilatère le même principe; et il en résultera une équation encore à deux termes , mais dont chaque terme aura quatre facteurs seulement.
G E O M E T RIE
En efifet, soit ABCDE (fig. 99) le polygone proposé, et MN la transversale quelconque menée dans le plan de ce polygone. D’un de scs angles comme B , menons des diagonales à tous ceux £, D, qui ne lui sont pas d^à joints par les côtes même du polygone. Prolongeons tous ces côtés et ces diagonales jusqu’à la rencontre de la transversale en /, g, p, h, k, r, s. Cela posé, considérons successivement les triangles BAE, BED, BDC
coupés par la transversale MN. En vertu du théorème (219) nous aurons
Âj.Ëk.Br = B7.ÂT.Ër Ë7.Bs.Ï5Â = Br.D^.ËA
Ds.Bg'.C/» = Bs.Cg’.Dp
Multipliant toutes ces équationslcs unes parles autres, et réduisant, on a, Ay.Bg'.C/j.D^.E^ = AA.By.Cg.Dj3.Egv ce qu’il falloit démontrer.
24î. Maintenant, il nous est facile de voir que la mémo démonstration peut s’appliquer au cas où le polygone scroit gauche et coupé par un plan transversal quelconque.
Car en considérant alors la figure que nous venons d’examiner, comme une projection de la nouvelle sur un plan perpendiculaire au plan transversal proposé, ce plan transversal sera
représenté par MN, et lés droites Af, Df, Bg, Cg, &c. seront les projections des segmens que nous avons à considérer ; donc en nommant A',/', D', B', g', C', &c. les véritables points qui se trouvent projetés en A,y, D, B, g, C, &c., et par conséquent
A'f, D'/', B g', &c. les véritables segmens, nous avons à prouver l’équation suivante
Or en appliquant le théorème v (219) successivement aux triangles B'A'E' coupé par la transversale y V', B'E'D' coupé par la
transversale
traasversale s'r', B'C'D' coupe par la transversale gp', nous trouvons les trois équations suivantes,
Â/'.ËT.Bÿ = B/'.ÂT'.ËV ËV.BV.ÏÿÂ^ = BV.DV.ËT'
Dv.BV.cÿ =Ev.ôJ'.Dÿ
lesquelles multipliées toutes ensemble, donnent l’équation cidessus qu’il falloit démontrer.
La même démonstration étant visiblement applicable , quel que soit le nombre des côtés du polygone , nous pouvons en conclure la proposition suivante.
THÉoaÊMB XV.
Si un polygone quelconque , plan ou gauche , est coupé par un plan transversal quelconque , le produit de la moitié des segmens comme facteurs , formés deux à deux sur chacun des côtés de ce polygone entre ce plan transversal et chacun des angles qui terminent ce côté, sera égal au produit de tous les autres segmens comme facteurs , en les prenant de manière que dans chacun de ces produits , il n’y en ait jamais deux qui ayent pour extrémités un même angle du polygone^ ou un même point du plan transversal.
24.9. Pareillement , nous pouvons étendre le théorème xil à tous les polygones tracés dans un plan ,’ comme il suit
THÉORÈME XVI
Soit (fig. g3) un système quelconque de lignes droites indéfinies AB, BC, CD, &c. tracées dans un même plan et formant un polygone. Formons dans ce même plan un autre polygone quelconque a.hcAe, et prolongeons ses côtés indéfiniment : désignons par (a'b') le produit des segmens interceptés sarab entre le
point a et les différentes lignes AB, BC, &Lc. prolongées du sys-
•j{)8 GEOMETRIE
téme j par (b'a') le produit des segmens interceptés sur la même
droite entre le point b et les droites AB, BC, &c. ; désignons pareille ment par (b'c')c<(c'b') les produits des segmens de la droite
bc, interceptés respectivement entre les points b, c, les droites AB, BC, &Cc.par (cd') et (d'c') les produits des segmens de la
droite cd interceptés à partir des points c, d, respectivement, &c. Cela posé , on aura la formule suivante (a'b') . (b'c') . (c'd'), &c. = (bV).(cb').(dV), &c.
En clTet, si l’on mène la diagonale ac, cl qu’adoptant la même notation que ci-dessus on désigne par (a'c') et (c'a'), les produits des segmens interceptés sur ac à partir des points a, c, respectivement par les droites AB, BC, &C. on aura par le théorème xii, {a'b') {b'c) {c'a') — [a'c) {c'b') {b'a'). Pareillement en menant la diagonale af/, on aura, suivanlla même notation {a'c) {cd!) {d'a') —{ad') {d'c) {c'a), et enfin, {a'd!) {d'e') {e'a') = {a'e') {e'ef) {d'a').
Multipliant ensemble ces trois équations, et réduisant, on a {a'b') {b c) {c'd) {d'e') {e'a') {a'e') {e'd!) {d'c') {c'b') {b'a')-,
ce qu’il falloil démontrer ; et il est évident que la même démonstration a lien quel que soit le nombre des côtés du polygone proposé oêccfc, et celui des transversales AB, BC, CD, &c.
244, II est également clair que la même démonstration s’appliqueroit au cas où les points a, b,c,d, e, ne seroient pas
dans un même plan ; en regardant alors AB, BC, CD, ôfc. non comme des lignes droites , mais comme des plans. C’est-à-dire qu’en général nous pouvons établir la proposition suivante.
THÉORÈME XVII
Soit un polyèdre quelconque ; formons dans l’espace' un polygone quelconque plan ou gauche , et prolongeons les côtés de ce polygone jusqu’à la rencontre des faces du polyèdre , supposons que a, b , c, d , &c. soient les sommets des angles de ce poly-
gone , et repre'itenlons par (fi'b') le produit de tous les segmens interceptés sur ab à partir du point a par les faces du polyèdre , par (b'a') le produit des segmens interceptés sur la même droite à partir dupointh} ainsi desautres.On aura (a'b') (b'c) (c'cf),&c. = (b'a -) (c'b') idc) &c.
2 45. Il résulte de toute cette théorie sur les quantités linéaires, considérées seules et sans l’intervention des quantités angulaires, que toutes les fois qu’une ligure peut être construite avec la règle et le compas seuls, sans qu’il soit besoin du cercle gradué, il sera possible de trouver l’expression analytique de toutes les lignes qui entreront dans la composition du système, en valeurs des quantités données , sans faire intervenir dans le calcul les quantités linéo-angulaircs ; car en menant toutes les diagonales de cette hgure , on en formera une chaîne de triangles coupés en dilférens sens par des transversales. Or la théorie précédente donne le moyen d’exprimer les rapports existans entre toutes les lignes et segmens de lignes qui entrent dans un pareil assemblage.
246. Cette même théorie des transversales s’étend aux triangles sphériques et autres polygones formés sur la surface de la sphère, par des arcade grands cercles, eu substituant aux droites dont nous avons parlé, les sinus des arcs correspondans.
En effet, soit (fig. g4) un triangle sphérique AFG coupé par
l’arc de grand cercle CBL. Les trois triangles ABC , FLB, GLC, qui ont leurs sommets respectifs aux angles A, F, G, du triangle proposé et leurs bases opposées sur l’arc transversal donnent sin. AB : gin. AC : : sin. ACB • sin. ABC
sin. FL : sin. BF : ; sin. ABC : sin. BLG
sin. CG : sin. GL :: sin. BLG : sin. ACB.
Multipliant ces trois proportions; les deux derniers termes
deviennent égaux : donc on a
sin. AB. sin. FL. sin. GC = sin. AC.sin. FB.sin. GL formule qui répond au théorème v (a 19).
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2 4 y. Par la uiêoie raison, en prenant ABC pour le triangle à considérer, et fÎG pour arc transversal , nous aurons sin. ÂG.sin. BF.sin. CL = sin. AF.sin. BL.sin. CG. Multipliant cette équation par la précédente, et réduisant, on aura
sin.ABsin.AG.sin.LC.sin.LF = sin.AC.sin.AF.sin.LB.sin.LG, formule qui répond au théorème vi (aaâ).
248. Menons les deux arcs de grand cercle BG, CI'; par le point D où ils se croisent , et par le sommet A , menons l’arc
AHI)K. Appliquons maintenant aux deux triangles AFK, AG K. formes par cette dernière transversale , et coupes respectivement par les deux autres GDB, FDC , le principe que nous venons de trouver : nous aurons ces deux équations : sin. AB .sin. DK. sin. FG = sin. AD. sin. BF.sin. KG sin. AD.sin. GC.sin. FK = sin. DK. sin. AC. sin. FG.
Multipliant ces deux équations, et réduisant, on a
sin. AB. sin. GC.sin. KF = sin. AC. sin. KG .sin. BF, formule qui répond au théorème vu (230).
24g. Enfin en appliquant le principe trouvé dans l’article précédent au triangle ADG , ayant pour sommets de deux de scs angles, deux de ceux du triangle proposé AFG, et le troisième au point D où se croisent les trois transversales, on aura sin. AC. sin. BG .sin. DK = sin. AK. sin. BD. sin. CG.
De plus, comparant ce même triangle à sa transversale LB C , on aura , sin. AM. sin. BD. sin. CG = sin. AC. sin. BG. sin. DH. Multipliant ces deux équations, on a
sin. AH. sin. DK = sin. AK. sin. DH, formule qui répond au théorème viii (aa-i).
On voit ce qu’il y auroil k dire sur l’application des antres théorèmes donnés concernant les polygones rectilignes, à ceux
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qui sont composés d’arcs quelconques de grands cercles tracts sur la sphère.
Nous reviendrons sur ce sujet dans la section suivante.
THÉOnâME XVII I.
l5o. Si d’un point quelconque on mène des droites ou rayons à tous les angles d’un polygone proposé , chacun des angles de ce polygone se trouvera coupé par le rayon correspondant en deux autres angles ; de sorte que le nombre de ces nouveaux angles sera double du nombre des angles du polygone. Cela posé , le produit des sinus de la moitié de ces nouveaux angles comme facteurs , est égal au produit des sinus de tous les autres , en les prenant de manière qu’il n’en entre jamais dans le même produit, deux qui aient le même sommet.
Soit ABCDF le polygone proposé (fig. 9,5), Ole point ou foyer d’où partent tous les rayons. Il faut donc démontrer qu’on ' aura
sin. ABG.sin. BCG .sin. CDG.sin. DKG.sin. EFG.sin. FAG = sin. CBG.sin. DCG.sin. EüG.sin. FEG.sin. AFG.sin. BAG.
Or les triangles ABG, BCG, CDG, &c. donnent
AG
; sin. ABG :
sin. BAG
BG
CG
; DG
: sin. CDG :
sin. DCG
Multipliant ensemble toutes ces proportions , les deux premiers termes seront identiques , donc les deux autres seront égaux ; ce qu’il falloit prouver.
La même démonstration a lieu évidemment lorsque ce foyer est pris iiors du plan du polygone , et lorsque ce polygone est gauche. Ainsi, par exemple, dans une pyramide triangulaire, des six angles formés par les trois arêtes parlant du sommet avec les côtés de la base , le produit des sinus de trois est égal au produit des sinus des trois autres, en prenant ces angles alternativement.
261. Tüule la trigonométrie se ramène facilement à un seul et môme principe, celui de la proportionnalité des côtés dans un triangle quelconque, avec les sinus des angles opposés. Car d’abord ce principe résout immédiatement tous les cas , excepté deux; celui où les trois côtés étant donnés, on demande l’un des angles, et celui où deux côtés et l’angle compris étant donnés, on demande le reste. Or ces deux cas se ramènent facilement aux autres. En effet, soit ABC (iig. g) le triangle à résoudre; du point
A, soit menée une perpendiculaire AD sur le côté opposé BC le principe de la proportionnalité des côtés avec les sinus des angles opposés appliqué au triangle rectangle ABD , donne
BD:ÂB:: sin.BAD : 1, ou BD =ÂB.sin.BAD;
/\ /\ mais l’angle B AD est complément de ABC; donc
BD = ÂB.cos.ABC.
Par la meme raison , on a CD = AC cos. ACD
ajoutant ces deux équations, on a BD + CD, ou
BC = AB.cos. ABC + AC.cos. ACB.
Une semblable équation devant avoir lieu pour chacun des deux
autres côtés AB, AC, il est clair que si l’on nomme A, B, C, les trois angles du triangle proposé, a , ô, c, les côtés respectivement opposés à CCS angles; on aura les trois équations suivantes,
a = ô.cos. C-l-c.cos. B 1 b ~ a.cos. C + c.cos. A > (A)
c = o.cos. B + ô.cos A )
Multipliant la première de ces équations par a , la seconde par b, là troisième par e,- puis retranchant la première de ces équations ainsi transformées de la somme des deux autres, et réduisant, on aurai* +c‘ — a'= aie. cos. A. Equation qui résout les deux cas qui échappoient à l’application immédiate du principe de la proportionnalité des côtés avec les sinus des angles opposés, mais qui s’en déduisent aisément, comme qn vient de le voir.
iSl. Les trois équations (A) trouvées ci-dessus nous apprennent que dans tout triangle, chacun des côtés est égal à la somme des deux autres, multipliés chacun par le cosinus de l’angle qu’il forme avec le premier.
De ce principe seul on pourroit réciproquement tirer celui de la proportionnalité des côtés avec les sinus des angles opposés, et par conséquent toute la trigonométrie ; car nous venons d’en tirer l’équation ô'-t-c* — o* = sôc. cos. A. Mettant dans celle-ci pour cos. A sa valeur t/ 1 — sin. A*, et tirant ensuite la valeur de
sin. A, onaurasin. A = — aa'b'-tr'îa'c'+üb'c’ — fl oc
Représentons, pour abréger, la quantité radicale par K, nous aurons donc sin. A =
abc
par la même raison sin. B =
sac
et sin.C =
équations qui divisées les unes par les autres, donnent le principe de la proportionnalité des côtés avec les sinus des angles opposés.
On déduit avec la meme facilité de ce principe, celui
qui sert de base à la théorie des quantités linéo-angulaires. Ce
dernier consiste, comme on le sait, en ce que B et C étant deux
angles quelconques, on a
sin. (B + C) = sin . B cos. C -1- sin . C . cos. B.
Or, puisqu’on a, comme on l’a trouvé ci-dc.ssus, a = b cos. c+
c cos. B ; que de plus , par la proportionnalité des côtés avec les
, , , , sin. B sin.C
sinus des angles opposés, nous avons b — a , c = a — — r-,
sin. A sin. A
on aura, en substituant ces valeurs de ô et c dans l’équation précédente, et réduisant sin. A = sin. B. cos. C + sin.C. eus. B. Mais puisque dans tout triangle la somme des trois angles vaut deux droits, l’angle AestsupplémentdeB.-fCj donc sin.A=sin.(B-l-C)j
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donc l’équation devient sin.(B+C) = sin.B.cos,C4-sIn.C.cos.B ;
ce qu’il falloit prouver.
Celle formule devant avoir lieu , quelque valeur qu’on attribue R B et à C, nous pouvons mettre à la place de l’un d’eux B, par exemple, son complément « — B, en nommant -» le quart de circonférence ; et alors celte formule devient cos. (B — C) = cos. B.cos. C+sin. B sin.C. Ces deux formules donnent le sinus de la somme et le cosinus de leur différence. En y supposante négatif, on trouve celles qui donnent le sinus de la différence, et le cosinus de la somme.
Mais ce principe que chacun des cotés est égal à la somme des autres, multipliés chacun par le cosinus de l’angle qu’il forme avec le premier, ne s’applique pas seulement au triangle; il a lieu pour tous les polygones, soit plans, soit gauches, et même pour tous les polyèdres , et on peut le regarder comme le principe fondamental de toute leur théorie. Nous établirons donc d’abord celle proposition importante.
T H É O R K M n XIX.
254. l'. Dans tout polygone plan ou gauche , chacun des côtes est égal à la somme de tous les autres , multipliés chacun par le cosinus de l’angle qu’il forme avec le premier.
2®. Dans tout polyèdre , chacune des faces est égale à la somme de toutes les autres multipliées chacune parle cosinus de l’angle qu’elle forme avec la première.
En effet , prenons pour système primitif un polygone ACDEGB (fig. 96), tel qu’en prenant l’un des côtés AB pour base , et abaissant de tous les autres angles C , U , F , G , des perpendiculaires Ce, Dd, Vf, Gg, sur celte base, toutes ces perpendiculaires tombent entre le point A et le point B ; je dis que
cette base AB sera égale à la somme des côtés AC , CD , DF , FG , GB , multipliés chacun par le cosinus de l’angle qu’il forme avec cette même base AB , en les prolongeant, ainsi que la base, jusqu’à ce qu’elle soit coupée par eux tous.
Eu
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Eu cfTct, on a évidemment AB = Ac-fcrf+c^V/^'+g-H.
Or le triangle CAc donne Ac = AC.cos. CAc.
Pareillement, en prolongeant CD jusqu’au point m de la base AB, on a, à cause des triangles semblables, tnCc , mDd,
cd=CD Or il est clair que =cos. C/wc. Donc
MC mC
crf = CD.cos. Cotc.
Le môme raisonnement ayant visiblement lieu pour tous les t
autres côtés DF, FG, GB , la proposition avancée, s’ensuit . nécessairement , pour le cas considéré , où toutes les perpendiculaires menées des angles sur la base AB, tombent entre les points A et B, quel que soit le nombre des côtés du polygone.
Concevons maintenant que ce système primitif vienne à se transformer d’une manière quelconque par degrés insensibles; tous les nouveaux polygones qui en résulteront seront autant de systèmes corrélatifs; et pour leur rendre immédiatement applicable la proposition que nous venons d’établir sur le système primitif, il sufTit de substituer à chacun des côtés et des angles dont il s’agit, sa valeur de corrélation.
Supposons donc que ACDFGB (Cg. 97) représente le système •
transformé, nous avons à comparer cette ligure avec la première; mais il est clair que cette transformation a pu s’opérer, sans qu’aucune des qu.antités dont il s’agit ait passé ni par o ni par CO , seulement les angles et les côtés qui sont les seules quan- ^ tités considérées dans la proposition, auront pu s’agrandir ou diminuer dans la mutation , mais non jusqu’à o ou à » : donc la proposition «st immédiatement applicable a tous les s)^stèmcs corrélatifs possibles , soit que tous les pointsA,C, D,F,G,B, restent ou non dans un même plan; donc la première partie de la proposition est vraie généralement; c’cst-à-diie, que le polygone soit plan ou gauche.
Pour démontrer la seconde partie, on se souviendra que la projection d’une surface plane sur une base avec laquelle elle
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fait un angle quelconque, est égale à cette surface multipliée par le cosinus de l’ungle d’inclinaison. Si donc dans un polyèdre quelconque on prend l’une des faces pour base; que de tous les angles de ce polyèdre on mène sur celle base des perpendiculaires, cl que CCS perpendiculaires tombent toutes sur l’uire de celle niéine base, il est clair'qu’elle sera égale à la somme des projeclioiis de toutes les autres faces ; donc chacune de ces projrctions partielles étant égale à la face correspondante, irtultiplicc par le cosinus de l’angle d’inclinaison, la ftice prise pour base sera égale à la somme de toutes les autres multipliées chacune par le cosinus de l’angle qu’elle forme avec cette base. Donc la propo.silion est démonlrce pour le cas où toutes les perpendiculaires abaissées des angles sur la base tombent elfcctiveijienl sur l’aire de celte base.
Supposons maintenant que ce système primitif se transforme d’une manière quelconque par degrés insensibles; tous les nouveaux polyèdres qui en résulteront seront des systèmes corrélatifs; soit que les perpendiculaires abaissées des angles sur la base continuent ou non à tomber sur l’aire même de celle base. Donc la proposition est vraie généralement pour les polyèdres, comme elle l’est pour les polygones (i).
(i) Cette partie de mon ouvrage éloit à l’iniprcMion , loraijne i’appris qu’il exisloit depuis lung-lemps, sur le même sujet, iiii Mémoire manuscrit de Simon Libiiilirr de Genève. Ce Mémoire , déposé au secrélarial de l’Instilut ualional , contiriil en effet te principe rundanieiilal énoncé ci-dessus , ain.si que diverses conséquences importintes que l'aulcnr en a déduites avec sa sagacité ordinaire. }l est de la iiaturedes vérités mathématiques d’etre souvent découvertes à peuprés en même temps, par différens moyens et par différentes personnes', et je ne puis qu’être flatté de m’être rencontré avec te cit. Lliujlier, justement célébré par un grand nombre d’cxccllciis ouvrages. Celui que je viens de citer est en quelque sorte la suite d’un autre, que le même auteur publia en 178g tous le nom de l’olygonomélrie. Plusieurs .Savans a’cloiciit déjà occupés de la Telragonoméliie rectiligne, ou Cilcol du quadrilatère. Le célèbre Lambert s'étoit atlacbé à en raire sentir l’importance , et en avoit donné le plan. Ce plan fut exécuté par Biorsen , bahite niatbcmaticicn danois. Mayer, à Gottinguc, a’tn occupa aussi avec succès ; et Lcxell approromlit cc même sujet, dans deux
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265. On peut évicleninient regarder le point qui forme sommet de chacun des angles d’un polygone comiur un côté infiniment petit. Un pentagone, par exemple, peut ôtre considéré comme on hexagone, dont Tun des côtés serait infiniment petit. On peut de plus attribuer à ce côté infiniment petit une direction quelconque ; et comme les angles , que d’après les notions données (87 et suiv.) formera cette direction avec tous les autres côtés du polygone, sont les mêmes que ceux que formerait avec ces mêmes côtés toute autre droite parallèle à la première, on pourra conclure la proposition suivante.
THÉORÊUn XX.
La somme des côtés d’un polygone quelconque , soit plan, soit gauche, multipliés chacun par le cosinus de l’angle que forme sa direction prise dans le sens du périmètre avec une droite quelconque tracée dans l’espace et dans un sens donné , est égale à zéro.
266. Pareillement on peut regarder chacun des sommets des angles solides du polyèdre, comme une face infiniment petite, et de plus, lui attribuer une direction quelconque. Donc la proposition énoncée (aâé) fuit voir que pour ce cas, la somme
excellenlei dissertations que t’on trouve dans les dix-nOnvième et vingtième volumes des Mémoires de l’Académie do Pétersbourg.
L’objet que je me suis proposé ici , est tout difTcrent de celui qu’ont on ces illustres Géomètres. II ne consiste pas à donner, comme eux, la résolution des polygones dans chaque cas particulier; 1a seule énumération de ces montre , comme je t’ai déjà observé, qu’il est presque impossible d’entrer danb ' ces détails , dès que le polygone surpasse le quadrilatère , et même pour le quadrilatère complet , avec ses trois diagonales indéfiniment prolongées. Mon but a donc été de suppléer à ces mêmes détails , tant pour les polygones rectilignes que pour les polygones sphériques et pour les polyèdres, par la Turmation d’un tableau général, tel que celui que j’ai donné (i46 et suiv.) pour la trigonométrie ordinaire. Je n’ai fait, au surplus, qu’indiquer ici cette formation , mes autres occupations ne me permettant pas, quant à présent, do l’exécuter.
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• des produits de toutes les faces du pojyèdre multipliées chacune par le cosinus de l’angle qu’elle forme avec celte face infiniment petite, est égale à zéro; et comme les angles formés par un plan quelconque avec deux niilres plans parallèles entre eux sont visiblement égaux, nous pouvons établir la proposition suivante. . ■*
THÉOnÈMEXXI.
La somme des faces d’un polyèdre multiplices chacune par le cosinus de l’angle qu’elle forme avec une surface queUonque plane donnée dans l’espace , est égale à o.
0,5''! . Soient a,h , c, d, &c. les entés d’un polygone qnel- ^ /\ /\ /s
conque; a b, a c,b c, &c. les angles formés par ces côtés deux B deux dans le sens du périmètre.
En prenant successivement pour bases ces côtés a, b, c, &c. nous aurons par le théorème
' a ~ A. cos. O ô+e.cos. a c+c?.cos. a </ + &c.
b = a. cos. a ô+c.cos. ô c + a. cos. ô d &c.
c = a. cos. a c + 3.cos. ô c + tZ.cos. c d+ &c.
Multipliant la première de ces équations par a , la seconde par b, la troisième par c, &c. Puis ajoutant ensemble toutes équations, on aura ;
o’+o* + c*+ &c. = 200. cos. a ô+ane.cos. a c+ Sac. donc nous pouvons établir la proposition suivante.
THÉORÈME XXII
Dans tout polygone plan ou gauche, la somme des carrés des ciUés est égale au double de la somme des produits de ces côtés multipliés deux à deux , et par le cosinus de l’angle qu’ils comprennent.
•Si
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258. Si dans la démonstration que nous venons de donner de celte prupusitiou , au lieu d’ajouter ensemble toutes les équations, on retranche lu première de ta somme de toutes les autres, on aura en transposant
a* = i* + c’-l-fZ’+ &c. — a(Z>c.cos.i c+bd.cos.b tZ+ &c.)
C’est-.à-dire , que dans tout pofjgone , le carré de quelconque des côtés est égal à la somme des carres de tourtes aktrcs ' moins deux fois la somme des produits de tous c^^d^ÀcÔiés , multipliés deux à deux , et par le cosinus de l’.qngle qu^ils comprennent. *
Par exemple, dans un triangle dont les angles sont A, B, C,
et les cotés rc>pcclivcincnt opposés, a, b, c ; b c devient A, a e
devient B , a b devient C; donc la formule devient û* = 6* + c* — aie. cos. A.
Si dans la démonstration du même théorème, au lieu d'ajouter ensemble toutes les équations , on en ajonte seulement un certain nombre à volonté d’une part , et de l’autre part toutes les autres; qu’ensuile on retranche celle dernière somme de la première, on en conclura qu’en général ,
Dans tout polygone plan ou gauche la somme des carrés d’un nombre quelconque de côtés , moins deux fois la somme des produits de ces côtés multipliés deux à deux et par le cosinus de ■ "f l’angle qu’ils comprennent, est égale à la somme des carrés de tous les autres côtés , moins deux fois la somme des produits de ces autres côtés , multipliés deux à deux et par le cosinus de l’angle qu’ils comprennent.
260. Si le polygone vient à changer de forme, les côtés restant néanmoins toujours les mêmes, de manière qu’il n’y ail de changement que dans les angles, la somme des carrés des côtés restera la même : donc la valeur que nous avons trouvée (aSy) être égale à celte somme de carrés, demeurera aussi la même. Donc en général ,
, Si un polygone plan ou gauche se transforme d’une manière
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quelcortijue en demeurant neanmoins toujours fermé, et en conservant toujours chacun de ces côtés de même grandeur, la " somme des produits de tous ces côtés, multipliés deux à deux et par le cosinus de l’angle compris, sera une quantité constante.
Cette théorie des polygones s’applique aux polyèdres , c’est-àdire , que nous avons aussi pour les polyèdres la proposition suivante.
THÉORÈME XXIII
a6 1 . Dans tout polyèdre , la somme des carrés des faces qui le terminent est égale au double de la somme des produits de toutes ces faces multipliées deux à deitx et par le cosinus de Pan- • gle qu’elles comprennent.
Car si l’on nomme a,b,c. Sic. les faces de ce polyèdre, c’està-dire, les aires des polygones qui forment ces faces, lions aurons par le théorème xix (i54)
/\ et
a = A, cos. a i+e.cos.o c-l- &c. .
b a cos. a b + c cos. b c+ &c.
Sic., Sic. .
Multipliant la première de ces équations par a, Iq seconde par b, la troisième par c, &c. puis ajoutant ensemble toutes ces équations , on aura :
a’ -f Zi’ -h c* -b &c. = aab. cos. a b -t- sac. cos. a c+ &c.
Ce qu’il fulloit démontrer.
Si au lieu d’ajouter toutes les équations trouvées ci-dessus, on retranche l’une d’entre elles, la première, par exemple, de la somme de toutcs-lcs autres ; on en conclura que
262. Le carré de l’une quelconque des faces qui terminent un polyèdre est égal à la somme des carrés de toutes les autres faces , moins le double de la somme des produits de toutes ces autres faces , multipliées deux à deux , et par le cosinus de l’angle qu’elles comprennent.
Supposons , par exemple , que le polyèdre se réduise à un*.
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pyramide triangalaire, et que les trois faces qui partent du sommet soient perpendiculaires entre elles, les cosinus des angles que formeront ces trois faces entre elles seront tous zéro; donc le carré de la base de cette pyramide sera égal à la somme des carrés des trois autres faces; c’est-à-dire que
263. Dana toute pyramide triangulaire dont trois faces sont perpendiculaires entre elles, le carré de la quatrième face est égal à la somme des carrés des trois premières. Propriété connue.
, Imaginons dans l’espace trois autres plans parallèles aux trois faces qui partent du sommet de la pyramide proposée chacune à chacune; ces trois plans seront par conséquent aussi perpendiculaires entre eux, et les trois projections de la base sur ces nouveaux plans seront évidemment parfaitement égales respectivement aux trois autres faces de la pyramide chacune à celle de ces faces qui lui est parallèle. Donc puisque le carré de cette base est égal à la somme des carrés des trois autres, il sera aussi égal à la somme des carrés de ses trois projections.
De plus , il est évident que des surfaces égales tracées dans un même plan, ont des projections aussi égales en surface sur tout autre plan donné. Donc si l’on substitue à la place de la base de la pyramide en question, un polygone de forme quelconque qui lui soit égal en surface, les projections de ce polygone seront* respectivement égales au.x projections correspondantes du triangle, qui est la base de la pyramide. Donc ce triangle pouvant être de grandeur quelconque, on peut en. conclure es principe connu.
• 264. Le carré de V aire d’un polygone quelconque tracé sur un plan , est égal à la somme des carrés de ses projections sur trois plans quelconques perpendiculaires entre eux.
Il est à remarquer que dans la pyramide triangulaire cidessus considérée, chacune des trois faces qui sont supposées perpendiculaires entre elles, est la projection même de la base sur le plan qui contient celte face , et que de plus, cette base
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est à son tour la somme des Trois triangles que forment sur elle les projections des trois autres faces de la pyramide, c’est-àdire, que celle base est la somme des trois projections de projections de cetteraêmebase. Etcomme d’apiès ce qui vient d’étro dit, le même raisonnement est applicable à tout autre polygone , on peut en conclure qu’en général ,
260. La surface d’un polygone est égale à la somme des trois projections de projections formées , en projetant d’abord le \ polygone proposé sur trois plans quelconques perpendiculaires entre eux , et projetant ensuite de nouveau chacune de ces projections sur le plan du polygone proposé.
266# Soit donc S l’aire d’un polygone quelconque p, y, r, les trois angles que forme ce polygone avec trois plans quelconques perpendiculaires entre eux; les projections de S sur ces trois plans seront donc S cos.p, S cos. q, S cos. r,- ci les trois projections de projections seront S cos.p’, S cos.^*, S cos. r\ Doue la somme de ces trois projections de projections étant égale à l’aire même du polygone, on aura
S = S. cos.p* + S cos. ÿ* -j- S cos. r" } ou divbant par S , on aura
cos.p*-t-cos. y’ + cos. r* = 1 ;
c’csl-à-dirc, que la somme des carrés des cosinus des angles que fait une surface plane avec trois plans perpendiculaires entre eux , est toujours égale au carré du sinus total. Propriété connue.
Et comme on a (sin.p*-bcos.p*) = i, sin. y’ -f cos. y* = 1, sin. r'+cos.r* = 1 , on aura, en ajoutant ces trois équations et rclr.ancbant de leur somme l’équation trouvée ci-dessus,
sin.p‘-l-sin.y’-fsin.r* = 2. ^
Ces équations s’appliquent évidemment aux trois angles formés sur la base d’une pyramide triangulaire par ses trois autres faces, lorsque celles-ci sont pcrpcjidiculaires entre elles.
‘ifi’j , Au lieu du carré de l’aire d’un polygone, on peut prendre le produit des surfaces de deux autres polygones égaux
* cliacuM à ce premier. Si l’on suppose qu’ensuitc l’un de ces nou-
• veaux
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veaux polygones devienne double , triple , quadruple , &c. J’aulrc demeurant le même, le produit de ces deux polygones deviendra également double, triple, quadruple. De même, chacune des projections du polygone supposé variable deviendra aussi double, triple, quadruple, &c.; c’est-à-dire, qu’en général,
Le produit des aires de deux polygones tracés dans un même plan est égal à la somme des trois produits formés , en multipliant les projections des deux polygones faites sur chacun de trois plans quelconques perpendiculaires entre eux.
268. Si au lieu d’ajouter ensemble toutes les équations trouvées (a6 1), on en ajoute seulement un certain nombre d’une part, et d’une autre part toutes les autres ; qu’ensuite on retranche cette dernière somme de la première , on trouvera qu’en général ,
Dans tout polyèdre , la somme des carrés d’un nombre quelconque des faces qui le terminent , moins deux fois la somme des produits de toutes ces faces multipliées deux à deux , et par le cosinus de l’angle qu’elles comprennent , est égale à la somme des carrés de toutes les autres faces , moins deux fois le produit {le ces faces multipliées aussi deux à deux , et par le cosinus de l’angle qu’elles comprennent.
26g. Concevons que 'd’un point ou foyer quelconque pris dans l’espace , on fasse partir autant de droites qu’il y a de côtés dans un polygone plan ou gauche, et que ces droites soient égales et parallèles, chacune à chacun de ces côtés, et menées dans le même sens qu’eux; concevons de plus, par le même point, une autre droite ou transversale indéllaie menée sui^ vanl une direction quelconque, il suit de ce qui a été dit (aSô), que dans ce système de lignes, la somme de toutes cylles qui le composent, sauf la transversale, multipliées cha^fune par le cosinus de l’angle qu’elles forment avec cette dernière, est égale à zéro.
Soient (11g. 98) F, le foyer en question; FA, FB, FC, &c les droites ou rayons parallèles et égaux aux côtés du polygone
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proposé , chacun à chacun , et dans le même sens. Formons un nouveau polygone ABC DG II, en joignant les c.xlrémités de ces raj'ons. Enfin par le point ou foj'cr F qui réunit toutes les
autres extrémités, menons à volonté une droite LFK, et concevons un plan MFN qtn lui .soit perpendiculaire.
Suivant ce qui vient d’être dit, la somme des rayons du polygone ABCDGII, multipliés chacun par le cosinus de l’angle
qu’il forme avrcLK, est égale à zéro.
Or chacun de ces raj'ons multiplié par la valeur absolue cosinus de l’angle qu’il forme avecLK, est évidemment égal a la perpendiculaire abaissée de son autre extrémité sur le plan
MN. Mais il est facile de voir que la valeur de corrélation de ces cosinus étant positive pour les points A, B, C, qui se trou-, vent d’un quelconque des côtés du plan MN, sera négative pour les poirjts II, C, D qui se trouvent de l’autre côté. Donc les perpendiculaires qui répondent à cet autre côté sont inverses; ' donc la somme totale des perpendiculaires ahais.sées des extrémités des rayons ou des angles du polygone ABCDGII sur le jilan MN est égale h zéro, en prenant positivement celles qui tombent sur un des côtés du plan, et négativement celles qui tombent sur l’autre.
Concevons maintenant un antre phn quelconque liKc parallèle à MN, et mené hors du polygone; je .dis que la droite FK sera égale à la somme des perpendiculaires menées de tous les angles du polygone ABCDGHsur ce nouveau plan, divisée par leur nombre, on par le nombre des angles. En effet, chacune d’elles est cvidemmenl égale à FK , plus ou moins la perpendiculaire menée du même angle sur le plan MN, suivant que ce point est au-dessous ou au-dessus de ce dernier plan par rapport à l’autie ôKeî donc la somme de tontes les perpendiculaires menées sur liKc est égale à autant de fois FK qu’il y a d’angles ; plus une somme que nous venons tie prouver être égale à zéro. Donc FK est réellement, comme on vient de le diie, égale à cette
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somme des perpendiculaires menées de tous les angles sur AKc,
divisée par le nombre de ces angles. FK est donc la distance moyenne de tous ces angles au plan hK.c : et comme nous avons
pris LK à volonté, il suit que la distance du foyer K à un plan quelconque , est la distance moyenne entre celles de tous les points du polygone au même plan. Appelons donc ce foyer centre des moyennes distances : chacune des droites qui, comme
LFK, passe par ce point, ligne ou axe des moyennes distances ; et chacun des plans qui comme MN passe par ce même point, plan des moyennes distances. Nous pourrons établir cette proposition.
THÉOnâME XXIV.
IJ O. Dans tout polygone plan ou gauche, il y a un.centre des moyennes distances dont la propriété est que sa distance à un plan quelconque , est effectivement moyenne entre celles de tous les angles de ce polygone au même plan , c’est-à-dire égale à la somme de toutes ces dernières divisées par leur nombre y en prenant négativement celles qui se trouvent du côté de ce plan oà la somme est la plus petite. ■'* '
D’où il suit que si ce plan passe par le centre même des moyennes distances, 1# somme des distances de ce plan aux angles qui se trouvent d’un même côté , est égale à la somme des distances de ce même plan aux angles qui se trouvent de l’autre.
IJ 1. Comme les distances d’un point à trois plans donnés suffisent pour déterminer la position de ce point dans l’espace , il est clair que dans chaque polygone, il ne peut y avoir qi\’un seul centre des moyennes distances.
1J1. Soit dans l’espace un système quelconque de points. On pourra toujours les concevoir réunis par une suite de lignes droites formant le périmètre d’un polygone, soit plan, soit gauche , dont ces points peuvent être par conséquent considérés comme les sommets des angles. Donc la proposition précédente
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ayant lieu pour toute espèce de polygone, soit plan , soit gauche, ' on peut l’appliquer à un système quelconque de points pris à volonté dans l’espace.
TIIÉOn^ME XXV.
2” 3. Si par le centre des moyennes distances des angles d’un polygone plan ou gauche on imagine une droite ou transversale indéfinie quelœnque , et que du même centre à chacun des angles du polygoHf^on mène aussi un rayon, la somme des produits de chacun de ces rayons par le cosinus de l’angle qu’il forme avec la dir^jfl^ de la transversale est égale à zéro.
Celte proposition est une suite évidente des articles 234 cl 269.
THÉOnÈME XXVI.
Dans tout polygone plan ou gauche, la somme des carrés des distances de tous les angles à un point quelconque pris dans l’espace , est égale à la somme des carrés de ces mêmes angles au centre des moyennes distances ; plus au carré de la distance du premier point pris dans l’espace « ce centre des moyennes distances , multiplié par le nombre des angles du polj gone. *•
Suit en effet ABCD (Cg. 99), nn polygone quelconque, F le centre des moyennes distances, K un^autre point quelconque pris dans l’cspiTcc , et soient menées de chacun des angles A, B, C, D, deux droites, l’une au point F, l’autre au point K. Cela posé dans le triangle AFK , nous aurons
Âk’= ÂF*+ FÏc’— aÂï'.ï^.cos. AFK w- Bk’== BfV 2BF.FK.c08.BFK
C. &TC
Ajoutant ensemble toutes ces équations , et nommant n le nombre des angles du polygone; nous aurons
AkVbk’+ÔÏ’+ &c. = ÂfVÏÎf’+CF V &e. +ti.FK’
— aFK (aF.cos.AFK+BF.cos.BFK +&.c.)
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Mais la valeur qui multiplie aFK dans le dernier terme du second membre, est égale à zéro (273). Donc l’équation sc réduit à
AK+BK +CK
AF‘ + Bp‘+Cf‘+ &c. +n.FK;
ce qu’il falloit prouver. t
3“^ 5. Il suit de-là, que la somme des carrés des distances, de tous les angles d’un polygone quelconque, au cenfM^c leurs moyennes distances , est un minimum ,• c’est>^dir^^boindre que la somme des carrés des distances de ces' mêmes angles à tout autre point quelconque pris dans l’espace; car il clair
que le cas où AK+BK+CK &c. est la plus petite possible, est
celui où F K = o, puisque FK. étant un carré, ne peut jamais devenir négative.
2 y 6. Nous avons déjà remarqué qu’on peut appliquer à un système quelconque de points, ce qui a lieu pour les angles d’un polygone quelconque plan ou gauche. On peut donc regarder le théorème précédent comme exprimant une propriété d’un système quelconque de points. On peut parla même raison eu conclure la proposition suivante.
2 y y. Si ayant dans l’espace un système quelconque die points , on imagine une surface sphérique d’un diamètre quelconque dont le centre soit celui des moyennes distances de tous les points du système proposé , la somme des carrés des distances de ces mêmes points , « un autre point quelconque pris sur la surface de la sphère ^ sera égale à la somme des carrés des distances de ces mêmes points du système proposé , au centre de la sphère ou des moyennes distances , plus au carré du rayon de celte sphère , multiplié par le nombre de ces mêmes points pris dans l’espace. Ainsi celte somme sera la même pour tous les points de la surface sphérique.
Si tous ces points pris dans l’espace se trouvent dans un même plan, on pourra appliquera une circonférence tracée dans ce
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plan , et ayant poui' centre celui des moyennes distances de tous ces points , ce que nous venons de dire en général de la surface sphérique.
Supposons que ces points forment les sommets d’un polygone régulier quelconque, on en pourra conclure la proposition suivante. }'
tî j8. La somme des carrés des distances de tous les angles d’un polygone régulier , à l’un quelconque des points d’une circonférence , dont le centre est le même que celui du polygone , et le rayon à volonté , est égale à la somme faite du carré du *
rayon du polygone , et du carré du^rayon de la circonférence / à cette somme , dis-je, multipliée par le nombre des côtés du • polygonet *
Cette conséquence particulière du théorème précédent est remarquable, parce^u’on peut la regarder comme une extension de la proposition du carré de l’hypothénuse.
En efl'et, soit ÂKB (fig. loo) une circonférence dont je suppose le centre au point o, soient pris sur cette circonférence deux points A, B, diamétralement opposés, et qui par conséquent la divisent en deux parties égales, si de chacun des points
A, B, on mène les droites AK, BK, à un troisième point K, pris à volonté sur la circonférence, le triangle AKB sera rectangle; et nous aurons AK-f-BK égal le carré du diamètre, ou quatre fois le carré du rayon, et par conséquent une quantité * constante J c’est-à-dire, la meme, quel que soit le point K.
Soit divisée celte meme circonférence en trois parties égales aux points A, B, C (üg. loi), de manière que ABC soit un triangle équilatéral ; il suit de la proposition précédente, que si
l’on mène de ses angles les trois droites A K , BK , CK à un quatrième point K pris sur la circonférence, la somme des carrés de CCS trois droites sera six fois le carré du rayon ; et par consé- »
quent aussi une quantité constante; c’est-à-dire, toujours la même, quel que soit le point K.
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Soit maintenant divisée cette mémo circonférence en quatre parties égales, puis en cinq, puis en six; enfin en un nombre quelconque de parties égales (fig. loa , io3) par les points A, 11 ,
C, D, &c. ; de manière que ABCD, &c. soit un polygoné régulier. Il suit de la proposition que si l’on prend à volonté sur la circonférence un nouveau point K, la somme des carrés des droites menées de tous les angles de ce polygone à oe point K sera encore une quantité constante , et égale au carré du rayon • multiplié par deux fois le nombre des côtés du polygone.
Si l’cn décrit une autre circonférence MNK (fig. io3) concentrique à la première, d’un rayon plus grand ou plus petit que celui de cette première circonférence ; il suit de la inôme-proposition, que si l’on prend à volonté sur cette nouvelle circonférencè un point K, et que de tous les angles de ce polygone on mène à ce point des droites , la somme dra.carrés de ces droites sera encore une quantité constante ou la même pour tous les points de la circonférence où l’on voudra placer le point K : et cette quantité sera la somme faite des carrés des rayons des deux circonférences concentriques multipliée par le nombre des côté» du polygone. La meme chose a lieu pour les polygones inscrits qui seroient seulement symétriques.
Enfin on peut dire la incme chose des polyèdres régulier» ou symétriques rapportés à une surface sphérique dont le centre coïncide avec celui du polyèdre, et cela n’est encore évidemment qu’une nouvelle extension de la même proposition du carré de l’hypothéuuse.
De ce que nous venons de dire, on peut conlure encore, que si dans le plan d’un cercle on. prend à volonté un point fixe soit au-dedans soit au-dehors do l’aire; la somme des cafrés des distances de ce point aux deux extrémités d’un diamètre quelconque est toujours la même ; c’esUà-dire , deux fois le carré du rayon, plus deux fois le carré de la distance du point en question au centre du cercle. La même proposition a ^ lieu également, pour tout point pris, soit au-dedans, soit audchors d’une sphère. La sopimc des carres des distances de ce
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point aux deux exlrémilés d’un diamètre quelconque est pareillement égale à deux fois le carré du rayon , plus deux fois le carré de la distance du point en question au centre de la .sphère.
Si l’on conçoit un cercle tracé , et qu’ayant pris à volonté un point dans l’espace, on inscrive un polygone régulier dans ce cercle, la somme des carrés des distances de ce point à tous les angles de-çc polygone, sera toujours la même, quelle que soit la I position de ce polygone dans le cercle, pourvu qu’il lui demeure toujours inscrit.
La même chose a lieu pour les polygones réguliers circonscrits, et en général pour les polygones qui ont un centre de £gure placé au centre du cercle.
11 en est de même des polyèdres réguliers ou ayant un centre de figure , inscrits ou circonscrits à la .sphère ; la somme des carrés des distances de tous les angles solides à un point quelconque de l’espace est toujours la même, quelle que soit la position du polyèdre au-dedans ou autour de la sphère, pourvu qu’il lui demeure toujours inscrit ou circonscrit.
279. Sif 'on conçoit que d’un point quelconque donné dans le plan d’une section conique, on mène quatre droites aux extrémités de deua( diamètres conjugués quelconques , la somme des r*rrés de ces quatre droites sera toujours la même quels que soient ces diamètres, et égale a deux fois le carré du demi grand axe, plus deux lois le carré du demi petit axe, plus quatre fois le carré de la distance du point en question au centre de la courbe j car ce centre de la courbe est aussi le centre des moyennes distances des quatre points qui forment les extrémités des diamètres conjugués : donc la somme des carrés des quatre distances de ces points au point proposé est égale à la moitié de la somme des carrés des deux diamètres conjugués, plus quatre fois la distance du point proposé au centre de la section conique. Mais on sait que la somme des carrés des diamètres conjugués ^ est toujours la même. Donc , &c.
On prouveroit de même que la somme des carrés des distances du pointdonnéauxqualre angles du parallélogramme circonscrit
à la section conique, est toujours la même , quel que soit ce parallélogramme, le point proposé restant fixe ; et que cette somme ■«, est égale à la somme des carrés des deu*x axes de la courbe , plus .
'■ quatre fois le carré de la distance du.poinl donné au centre de celle
courbe.
Tl est aisé , comme on voit, de multiplier les applications du principe.
280. En rapporlênt tous les points du système à l’un quelconque d’entre eux, on voit que la somme des carrés des distances de ce point à tous les autres , est égale à la somme des carrés des distances de tous ces autres points, au centre des moyennes distances du système général ; plus le carré delà distance du premier à co centre des moyennes distances, multiplié par le nombre des points du système général.
Si l’on dit la même chose successivement pour tous les points du système, cl qu’on ajoute toutes les équations qui en résui- * lent, on en conclura la proposition suivante :
: THioRâsiEXXVII.
Si l’on a dans l’espace un nombre quelconque de points , cl qu’on les joigne tous deux à deux par des droites , la somme des carrés de toutes ces droites sera égale à la somme des carrés des distances de tous les points du système proposé , au centre des moyennes distances , multipliée par le nombre de ces points.
28 1 . Par exemple , dans un triangle, il est facile de voir que le centre des moyennes distances, est le point où se croisent les trois droites menées de chacun des angles au point milieu du côté opposé. Et en vertu de la proposition précédente, la somme des carrés des distances de ce point aux trois angles du triangle , est le tiers de la somme des caiTés des trois côtés de ce même triangle.
282. Dans une pyramide triangulaire, on voit aisément que le centre des moyennes distances des quatre sommets , étant celui où se croisent les quatre droites ou transversales menées
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<lc chacnn de ces sommets au centre des moyennes distances des sommets de la base opposée , doit se trouver éloigné de ce sommet d’une quantité égale auxirois quarts de la transversale, qui part de ce même sommet. Donc en^vertu de la proposition précédente» la somme des carrés des distances de chacun des sommets de la pyramide triangulaire à ce centre de leurs pioyennes distances, est le quart de la somme des carrés des six arêtes de la pyramide.
285. Il est clair que quand un pol3'gone, un polj'èdre, ou un systêmequakonque de pointsa un centre de figure, ce centre est aussi celui des moyennes distances de tous ces points. Ainsi, par exemple, le centre des moyennes distances d’un parallélogramme, d’un parallélipipède , est le point où su croisent les diagonales.
284. On sait que dans tout parallélogramme, la somme des carrés des deux diagonales est égale à la somme des carrés des quatre côtés. Cetté proposition .se déduit visiblement du théolème précédent , puisque chaque diagonale est coupée en deux ' parties égales par le centre des moj'ennes distances. Car par ce «théorème, la somme des carrés des quatre côtés, plus la somiue des jarres des deux diagonales, est égale à quatre fois la souinv» des carrés des quatre demi-diagonales, ou deux fois la somme des carrés des deux diagonales entières. Otant donede part et d'autre, la somme des càrrcs de ces diagonales entières, il reste l’égalité qu'il fiilloît démontx'cr.
285. Legcndi’c a fait voir dans ses Elémens de géométrie, que dans tout parallélipipède , la somme des carrés des quatre diagonales est égale à la somme des carrés des douze .arêtes.
Nous pouvons également nous servir du théorème précédent pour établir cette proposition. Car chaque diagonale étant coupée en deux parties égales par le centre des moyennes distances, il suit de ce théorème, que la somme des carrés des douxe arêtes, plus la somme des carrés des douxe diagonales dosfa^^s, plus la somme des carres des quatre diagonales qui traversent le solide, = 8 fois la somme des carrés des huit demi-diagonales qui travcricut le solide ou quatre fo^^ somme des carrés des quatre
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diagonales cniicrcs. Mais (a84) la somme des carrés des dou7e diagonales deà faces est double de la somme des carrés des douze arrêtes. Donc 5 fois la somme des carrés des arêtes, plus la somme des carres des diagonales = 4 fois la so^g|pe des carrés de ces diagonales. Otant de part et d’autre la sommé. carrés des diagonales, et divisant par 3, il reste régalité qu’on avoit à démontrer.
286, On peut étendre ces proportions à tous les polygones et polyèdres qui ont un centre de iigurc, et dont le nombre des angles est pair. Soit, par exemple, ABCDEF (fig. io4) iniliexagone , dont le centre de figure soit K ; c’est- à- dire tel que les trois
diagonales AD, BE, CF soient toutes coupées au même point K en deux parties égales : je dis que la somme des carrés de ces trois diagonales est égale à deux fois la somme faite des carrés des six côtévs, et des carrés des six diagonales qui ne passent point par le centre K.
En effet , par le théorème précédent , la somme des carrés des six côtés , plus'la somme des carrés des neuf diagonales , est ég.ilc à six fois la somme des carrés des six demi-diagonales comprises entre le point K et chacun des angles.
Faisons donc la somnie des carrés des six côtés du poly^gone,*;,. plus la somme des carrés des six diagonales qui ne passent point
par le centre K , C
La sommé des carrés des trois diagonales qui passent par le
centre K, _
La somme des carrés des six demi-diagonales sera par consc-
quent — . Donc jiar le théorème , nous aurons C-J-D = 6.-^,
ou C = aD. Ce qu’il falloit prouver.
Le même raisonnement appliqué à tout autre polygone ou polyèdre , ayant un centre de figure et un nombre pair de sommets exprimé par an, prouvera qu’en général, on aC = (n — i)D. C’est-à-dire que la somme des'earrés des côtés ou arêtes, plus la somme des carrés des diagonales qui ne passent pas par le centre.
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t!t iîgiire, est égale à la sominc des earrés des diagonales passant par le centre, prise un nombre de fuis marqué par la moitié du nombre des côtés, moins l'unité.
Ainsi, par exemple, dans tout octaèdre qui a un centre de ftl'nre , c’est à-dire , dont les trois diagonales se croisent en un même point et sont divisées par ce point chacune en deux parties égales^ la somme des carrés de ces trois diagonales est la ittoitié de la somme des carrés des douze arêtes de l’octaèdre.
28y. C’est encore une propriété connue , que dans tout parallélogramme rectangle, sa somme des carrés des distances d’un point -quelconque de la surface, à deux quelconques des angles opposés en diagonale, est égale à lasomme des carrés desdistances du même point,auÿ deux autres angles; soit quecepointsoit pris surl’alre même du parallélogramme, soit qu’il suit pris au dehors. Cela SC démontre facilement par la considération des centres de nio3 cnnes distances ; car le centre des moyennes distances des «leux angles de ce rectangle placés aux cxtréh.ités de chaque diagonale, est le point où se croisent ces deux diagonales. Donc la somme des carrés des distances du point propo.sé à ces angles, est égale à la moitié du carré de cetté diagonale, plus deux fois le carré de la distance de ce même point, au point où se croisent Jes diagonales. Donc puisque ces diagonales sont égales entre elles , la somme des carrés des distances du point en «[uestion , aux deux extrémités de l’une, est égale à la somme des carrés des^dislances de ce meme point aux deux extrémités de l’autre. Il est clair que la même démonstration s’appliqueroil au cas où le point proposé scroit pris hors du plan du polygone, c'est-à-dire un point quelconque pris dans l’espace. ^
Celte proposition s’étend aux parallélipipèdcsreeianglcs, et se démontre de même; c’est-à-dire, que si d’un point quelconque pris dans l’espace , soit au dedans soit bu-dcliors d’un parallélipipède rei tungle , on mène deux droites aux extrémités de l’une des diagonales qui traversent le solide , la somme des c'arrés de ces deux droites' sera la même pour chacune des quatre diagonales, lesquelles sont nécessairement toutes égales entre clics. Il
esl.aisé ilc voir que dans tous les cas , soit que le point soit pris aii'dcdans ou au dehors , la souimc des deux carrés dont pn vient de pni 1er est égal6 n la sornmc des carrés des six pcrpeiidiculaire.<i abui>sées de ce point sur les six faces du £uijüiélipipcde.
288. Nous avons vu ci-dessus (180) comment ayant les distances respectives d’un nombre quckonque de points, comparés deux là deux, on peut trouver la suiVime des carrés de leurs distances , au centre général de leurs moyennes distances; Proposons-nous maintenant de trouver en particulier la distance de chacun de ces points à ce môme centre gôum al,
Concevons doue .un système quelconque de points dans l’espace. Soit K (fig. io5);le centre général des moyennes distances, A l’un quelconque d’entre eux. Nie nombre total de ces points, P la somme des carrés des distances du point A à chacun de*s autres , Q la somme des cariés des distances de tous les points du
système comparés deux à deux : il s’agit donc de trouver AK ,
NP O
en valeurs de N , P , Q ; or je dis qu’on a AK = — -, ,
En effet, en nommant R la somme des carrés des distances de tous les points du système au centre général des moyennes dis-
tances, nous aurons (a74) R = P — N. AK et,(a8o) R = ^.
- Egalant ces deux valeurs de R, noua aurons Q=NP — N AK, — » NP — Q
ou AK =
ce qu’il falloit prouver. Donc nous avon»
la proposition suivante.
THÈOSLÈUE XXVII n
289 a Etens un système de points donnés, le carré de la diS' 4ance de l’un quelconque d’entre eux , au centre général des moyennes distances , est égal à la somme des carrés des distances. de ce point à tous les autres , multipliée par le nombre total des points du système , moins la somnie des carrés des distances
Ja6 G F, O M E T R l E •
de tous les points de ce même sjstéme, comparés deux à deux , le tout divisé par le carré du nombre total des joints.
Je suppose, par exemple , que clans le je A^euille
avoir en particulier^' distance AD du poiiu^îStevcenlre des ^ moyennes dist^jÈ^lt^ÿj’aurai ' <?•
. —='4 ’ 3 vAEi+ ÂC ’ ) — (ÂB + ÂC + Ëc’ )
Aft-fc= — î — — -
ou AD =.^ (2 AB + 2 AC — BC )
De même, dans une pyramide triangulaire , le carré de la distance de l’un quelconque des sommets au centre général des moyennes distances , est égal à trois fois la somme deS carrés des trois arrêtes partant de ce sotnmet , moins la somme des carrés des trois arêtes de la base ; le tout divisé par 16.
On peut étendre cette théorie , en décomposant le système généra] en systèmes partiels , et cherchant les rapports qui existent entre les distances respectives des centres particuliers de ces systèmes partiels.
Si comme on a coutume de le faire dans la géométrie analy ti'» que, on rapporte le système des points proposés à trois plans perpendiculaires entre eux, il y auroit, ce me semble, d’après la proposition précédente ,’ un grand avantage à choisir le centre des moyennes distances pour origine des ccxirdonnées. Car en imaginant trois plans pei-pendiculuires entre eux passant par le point K, et nommant x,y , z les distances du point Aà ccà trois
plans, on aura AK = Substituant dans l’équation
NP — Q
trouvée ci-dessus (288), on a x'+y'+z' = — — , équation
qui peut être considérée comme n’étant que du premier degré ; parce que les carrés x‘,y% z‘, et les autres carrés des distances des points du système considérés deux à deux, ne s’y trouvent point mêlés avec les autres puissances des mêmes quantités.
TnÉOR£ME XXIX.
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2 g O. Dans tout quadrilatère plan oit gauche, la somme des carrés des deux diagonales est double de la somme des carrés des deux droites qui joignent les points-milieux des côtés opposés.
Soit ABDC (fig. 107) le quadrilatère proposé; soient /n, n,p,
q , les points-milieux des côtés respectifs AB, CD, AC, BD ; il
— » - » / il — 1\
s’agit donc de prouver qu’on a, AD + B C = 3,\mn -{-pq ).
En effet, menons les quatre droites mp ,pn, nq , qm ; il est clair que ces quatre droites formeront un parallélogramme; que
de plus, les côtés mp , nq , seront p.^railèlcs à la diagonale BC, et'égaux chacun.à la moitié de cette diagonale; que pareillement
mq,np, seront parallèles et égales chacune à la moitié de la
diagonale AD. . ,
Donc on aura BC = 4 mp = 2 mp +anq •, et de même,
AD = ^mq -i-7pn .DoncBC 4- AD = 2^»»/) +nq +mq +pn), ou à cause de la propriété des parallélogrammes,
BC + AD = 2 {mn +pq ). Ce qu’il falloit démontrer.
Comme dans cette équation il. n'entre que des quantités élevées au carré, il suit qu’elle est applicable à tous les systèmes corrélatifs; c’est-à-dire, à toutes les formes de quadrilatères: donc elle a encore lieu en prenant pour côtés opposés ce que nous avons pris d’abord pour diagonales, et pour diagonales, ces côtésopposés. Donc le théorème peut également s’énoncer comme il suit.
Dans tout quadrilatère plan ou gauche , la somme des carrés de deux quelconques des côtés opposés est double du carré de la droite qui joint les points-milieux des deux autres côtés, et du carré de la droite qui joint les points- milieax des deux diagonales.
Donc si l’on nomme, par exemple, m , m\ deux quelconques des côfés opposés d’un quadrilatère plan ou gauche, et
Hé
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d’uno forme quelconque ni' k droile qui joint leurs points^ milieux ‘,n, ri, n", les deux autres côtés opposés et la droite qui joint leurs points-milieux; p, p,p“, les deux diagonales et la
droite qui joint leurs points-milieux, on aura ces trois équa~ lions ,
wi*+/n'* = a(n"* +p"*)> (A)
Ajoutons ensemble ces trois équations, nous aurons
m* + /n'*-t-rt*-f- «'*+/>’ +p'* = ^ {tn ' + n ^-irp"'). C’est-à-dire, que dans tout quadrilatère plan ou gauche, la somme des carrés des quatre côtés et des deux diagonales est quadruple de la somme des cettrés des deux droites qui joignent deux à deux les points-milieux des côtés opposés , et de celle 'les points milieux des deux diagonales.
Si l'on ajoute ensemble les équations-^) et CB)> et retranche la troisième (C), on aura
+ «• + «'* = p^-^-p'^ + hp”’-, c’est-à-dire, que dans tout quadrilatère , la somme des carrés des quatre côtés , est égale à la somme des carrés des deux diagonales , plus le quadruple du carré de la droile, qui joint les peints, milieux de ces deux diagonales.
Cette proposition élégante a été donnée par Euler dans les Mémoires de l’Académie de Pétersbourg; mais il faut observer qu’ici elle est étendue aux quadrilatères plans ou gauches, cl à toutes les formes de quadrilatères dont il y a trois classes. Cela suit de ce que dans l’équation précédente, il n’entre que des quantités élevées au carré , et peut aussi se déduire immédiatement des trois équations (.A) , (B) , (C) ; en ajoutant , par exemple, la première avec la troisième, et retranchant la seconde; ou ajoutant les deux dernières, et retranchant la première. On peut doncégalcmenlénoncercommeil suit la proposition précédente. Dans tout quadrilatère , la somme des carrés de deux quelconques des côtés opposés , plus la somme des carrés des deux diagonales,est égale à la somme des carrés des deux aulnes côtés, plus
te
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le quadruple du carré de la droite qui joint les points-milieux de ces deux autres côtés.
f agi. Non-seulement la proposition dont nous venons de parler, s’applique aux quadrilatères de toutes les formes, et jmème aux quadrilatères gauches; mais ün petit l’étendre aux solides dont toutes les faces sont des quadrilatères quelconques plans ou gauches; par exemple , à une pyramide quadrangulaire tronquée parallèlement ou obliquement à sa base, ou en général à l’hexaèdre régulier, ou irrégulier, comme il suit;
THÉORÈME XXX
Dans tout hexaèdre régulier ou non , la somme des carrés des douze arêtes , plus la somme des carrés des douze diagonales^ des faces est égale à trois fois la somme des carrés des quatr^ diagonales qui traversent le solide, plus quatre fois la somme des carrés des six droites qui joignent deux à^eux les points-milieux de ces quatre dernières diagonales.
Lia somme des cangls des diigonales de chacune des facej étant égale (aqi), aÊn|Dublc de la somme des carrés des den^ droites qui joignent les côtés opposés deux à deux, il suit que la proposition précédente peut s’exprimer ainsi :
Dans tout hexaèdre régulier ou non , le triple de ta somme des carrés des quatre diagonales qui traversent le solii.e , plus quatre fois la somme des carrés des six droites qui joignent deux à deux les quatre points-milieux de ces diagonales , est égal à la somme des carrés des douze arêtes , plus deux fois la somme des carrés des douze droites qui joignent deux à deux les pointsmilieux des côtés opposés de chacune des faces.
Cette proposition est , comme il est aisé de le voir , une extension de celle qu’a donnée Legendre sur le parallélipipède , et que j’ai rapportée (n*. aSS), les parallélipipëdes n’étant autre chose que des hexaèdres dont les faces opposées sont parallèles et sont des parallélogrammes; telles, par conséquent, que les droites qui joignent dans diacune de ces faces les points-milieux •
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lies côtés oppdsés , sont égales à chacun des deux autres côtés de la même face.
2^2. Si l’on observe que dans les énoncés de ces proposi- ^ lions il n’est question que de quantités élevées ai^ carre, on conclura qu’elles sont applicables à tous les sy|lômes burrélatifs pos-\ siblcs ; c’est-à-dire , que ce qui vient d’être dit des arêtes et diagonales d’un hexaèdre quelconque , doit s’entendre des distances de huit points quelconques pris à volonté dans l’espace ; ou ce qui aevient au même , en prenant pour côtés ce que nous avons pris pour diagonales , et pour diagonales , ce que nous avons pris pour côtés j ce qui peut se faire de aSnQ manières différentes. Ainsi le seul ihéorênie ^kxx appliqué à un hexaèdre quciconqnc, donne aSao équations, toutes différentes les unes des autres.
^ Enf'Wrct , on peut appliquer aux polyèdres ce que; nous avons eitf des quadrilatères. Nous avons observé pour ceux-ci, que les quatre sommets étant jj^nnés, on peut former avec les lignes qui les joignent deux à deux, trois quadrilatères, en prenant cette •xpxession de quadrilatère daoHÉe sens 1q plus général. De ^me, «n prenant le nom de polyèdre dans le seîls le plus général; nous pouvons, avec un nombre n de points ou sommets, faire un
— polyèdrcs.^t par conséquent, si
(n — i) {n — a), nombre .
n = 8, le nombre de polyèdre^ qui iseront alors des licxaèdres, que l’on pourra former sera, 7.6.®,4.3 = aôao. Or à chacun de CCS polyèdres, on pourra appliquer le théorème ci-^dessus; ce théorème fournira donc seul aôoo équations difl’érentes entre les distances de ces huit points comparés deux à deux, et celles de leur.s points-milieux.
2(j3. Que les huit sommets proposés soient A, B, C, D,E, F, G, H; prenons pour terme de coiuparaûfon^’hexaèdre qui auroit, par exemple (fig. io8), ABCD pour l’une desea làcc.s,
EFGH , pour la base opposée, et AE , BF, CG , DH, pour les ’ quatre arêtes qui séparent ces deux bases opposées. Les quatre
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diagonales qui traversent le solide seront donc AG, B H, CE, DF, ^
Donc en représentant , pour abrège^ par ^ AG , par
exemple, la droite qui joint les points milieux de AG, GH, et par une semblable notation toutes les droites du même genre , le théorème xxx pourra s’exprimer pi\r l’éqqallon suivante.
DH + EF + EU
+ FG +GH +AC +BÜ +AH +DE +AF +BE +BG +CH* + DG‘ + EG‘ + FÏi‘ = 3Âg‘ + ^Bh‘ + 3CË‘+ 5Ï5Î'‘
+ 4^^, [BÏï)’+4 (xTg, -[($ ) +4 {^ÂG^Dr )
+ 4 ( ÏBH, ïCË )' +4 ( (BH, FdF ) +4 ( ICË, TdF )
* Celte équation primitive étant trouvée, on aura toutes les équations côrrélatives que fournit le même système, en substi tuant de toutes les manières paisibles dans cette équation pHniitive,les lettres A, B, C,D, E, F, G, H, les unes a la place des autres, sans rien changer an^signes. Ce qui peut se faire, comme on l’a vu l^i-dessus , de a5ao manières, l’équation primitive' comprise. Ces aSao équatiohs différentes appartiendront donc toutes à l’hexaèllfe proposé.
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tout pofygone plan ou gauche, et dans ioül polyèdre , la somme carrés des droilès qui joignent deux à deux les points-milieux tant’ des côtés que des diagonales , est le quart de la somme des carrés de ces côtés et diagonales , multipliée par le nombre des sommets du polygone ou polyèdre, diminué de deux unités.
C’est-à-dire que si l’on nomme ^te nombre des sommets du polygone ou polyèdre, ü la somme des carrés tant des c^j^ que
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, des diagonales ; d la somme des carrés des droites , qui joignent deux à deux les points-milieux, teint des càtcs que des diago- . nales; on aura toujours, d = j (n — a) D.
Par exemple, s’il s’agit du triangle , on aura n = 3 , et l’équa-
• ■ tion se réduira à d = j D, comme il est évident que cela doit
être.
Si l’on a « = 4, l’équalion se réduira à d = 7 D, c’est-à-dire que dans le quadrilatère, la somme d des carrés des quinze
• droites qui joignent deux à deux les points-milieux tant. des côtés que des diagonales , est la moitié de la somme D des carrés de ces côtés et de ces diagonales.
La vérité de celte proposition est facile à appercevoir, après ce qui a été di^ ci-dessus. ry^ez ci-après le n°. agG.
OgS, Cette théorie peut être encore généralisée, et fournir nombre de conséquences curieuses.
Soit un système quelconque de points désignés par A, B, C,
D , &c. et dont le nombre soit n.
Nommons a”, b", c’, &c. les centres de moyenne distance de tous ces points A, B, C, D, &c. considérjés deux à deux, c’est-à-
dire, les poinls-niilieux de toutes les droises AB, AC, BC, CD, &c.
Nommons a'", b"', c", &cc- les centres de moyenne distance de tous ces points considérés trois à trois, c’est-à-dire, les centres • <lc moyenne distance des systèmes (A,B,C), (A,B,D), (B,C,D),&c. •
Nommons a", b", c", &c. les centres, 8cc.
Nommons enfin K le centre général des moyenoies distances de tous les points A , B, C, D, &c. ,
Représentons maintenant par», chacune des distances telles
que AK, BK, CK, &c. ; par z", chacune dos distances telles que a”K, ô"K, c'K, &c. ; par x” chacune des distances telles que a” K, ô"K, c''K, &c. ainsi tk suite.
• Représentons de même par 'X, chacune des distances telles
qac AB, AC, BC, fcc. ; par X", chacune des distances telles que a"6', o"c*, A"c*, &c. ; par X"', chacun© des distances telles que
a"' b", a” él’", fcç., ainsi de suite. ^
Prenods enfin la caractéristique / poqr exprimer somme de. Cela posé, ^
Il est aisé de voir d’abord que le cenlregénéral K des moyennes distances de A, B, C, &c. est le meme que,4:elui de tous les points a", 6', c', fcc. , le même que celui des points a", b'\ e", &c. le même, &c.
Il est également facile devoir que le nombre des points A, B,
C, O, fcc. étant n, celui des droites AB, AC, &c., et par consé-
quent celui des points o", b', c', fcc. sera — - — - j celui des systêmes à trois points, (A, B, C), (A, B,D), fcc., et par consé-
quent celui de leurs centres o", b", c", &c. sera ainsi de suite. Cela posé ,
l\ est clair que nous aurons les formules suivantes (aSo) ,
Nous avons
(Âk’+bH’) = (ÂJ*’+bI') +3o^‘,
(âk’+bk’) = ^Âb’+î^’.
ou
Imaginons une semblable équation pour tons les points dn ^stême comparés deux à deux, et faisons la somme de toutes ces
>tf.
éqnalions dont le nombre sera évidemment*^^^-^ i II est aibc
de voir que chacune des quantités AlC, BK, &c. étant- représentée parir, chacune des quantités comme AB, par X, et chacune des quantités comme <j"K par x",- l’équation résultante de la somme ci-dessus indiquée sera :n — i /af* =‘j/X*-l-2/*'*. De môme nous avons
(Âk'+Bk’'+Ck’) = (Â^' +B^'”+c70 +3pK-,
1 (Âk‘+BK‘+Ck‘) = j (ÂB +ÂC+BC‘) +3^^‘
ou
Imaginons une semblable équation pour tous les poinû du système comparés trois à trois , et faisons la somme de toutes ces
équations , dont le nombre sera évidemment ^
est aisé de voit que la formule résultante sera
-fX^+5/x
De même en considérant les points A, B,C^'D, &c. quatre à quatre , on a ‘ .
(ÂK +BK*+CK‘-fDK‘)
= i(ÂB‘+ÂC‘+ÂD‘-fBc‘-fBD‘+CD‘) +4tfX‘; ' d’où l’on tire comme ci-dessus ,
ainsi de suite Nous aurons donc celte série de formules ,
-iA‘=iyx‘+aA
tr — fx' =
- fX‘+5fx"
DE POSITION La loi Ue ces formules est facile à saisir. Il n’y a que le coëQicient de/X* qui souffre quelque embarras. Pour le trouver, on forme la suite des^ nombres trian^laircs i, 3, 6, lo, &c. On les divise par la suite des nombres naturels , a, 3, 4 , 5, &c. ;
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ce qui donne cette scrie de fractions — , r, 7, — , &C. On mul-
tiplie la première par — , la seconde par — = ; la
troisième par
, ainsi de suite ; ce qui dbiine
a O a.3 On divise enfin tous les termes de oetle série par le facteur
commun ” ” Ji, et l’oiî a celte nouvelle série,
qui est précisément la série des çocfficiens de /X*.
Nous avons /X* = nfa^ ; substituant dans les formules précédentes celte valeur de /X*, on aura
a/ar- =
Au moyen de ces forn.ules et de celles trouvées (aSg) , on a évidfpnment le rapport immédiat, et par une simple équation du premier degré, à deux termes seulement, de toutes les quantités A* , /X* , A", /X“ Jx'"', /X'"*, &c. considérées deux à deux. La première de ces formules (Ç) n’csl aulie cliose que l’expression algébrique du ihéàttiTnc xxxi (n°. ag4).
Il est facile de reconnoître dans tout ce que nous ^ venons de dire du centre des moyennes distances, les propriétés de ce qu’on appelle en mécanique centre de gravité , cl en effet, ces deux points sont les mêmes. C’est donc à la géométrie qu’appartient la notion de ce point, et ses propriétés mécaniques devroient être simplement déduites dé celles qu’il est possible d’établir par la seule géométrie.
On sait d’aiHeurs depuis long-temps, par plusieurs propositions importantes, et particulièrement par le théorème du père Guldin , pour la quadrature des surfaces et la cubature dea solides, l’avantage que peut tirer la géométrie elle-même de la considération des centres de gravité; mais cette marche n’est point naturelle. C’est donc une véritable lacune dans les traités de géométrie, que l’omission de ses propriétés fondamentales; et je pense que ce seroit faire une chose utile que de rétablir à cet égard l’ordre naturel des idées , eu dévelo]>|pnt dans la trie même les propriétés du centre des moyennes distances’^ui ‘ ne devient réellement centre de gravifé, qu’en yiécanique. Les ressources de la géométrie élémentaire, qui csl*l^ plus usuelle , seroient beaucoup plus considérables , et une thSltitude de propositions très-utiles dans la pratique, et que cette géométrie ne sauroit atteindre que fort diiUcilemcnt , se démoutreroient avec une extrême simplicité.
298. Il me semble même que la géométrie ne devroit point se borner là, et qu’elle pourroit embrasser les mouvemens, qui ne résultent pas de l’action et de la réaction des corps les uns sur les autres; car la mécanique n’eat pas proprement la science dos mouvemens, mais la science de la communication des mouvemens. L’idée du mouvement est aussi simple que celle de dimensions, et peut-être en est-elle inséparable. Les premières notions de la géométrie enseignent à regarder la ligne comme la trace d’un point qui se meut, et cette notion s'accorde avec l’opération matérielle, par laquelle on trace effectivement une ligne sur le papier, avec une plume ou un crayon ; elles enseignent de même à regarder la surface, comme produite par le mouvement
d’une
d’une ligne , et le solide , comme produit par le mouvement delà ^ surface. Pourquoi n’iroit-on pas plus loin , en considérant ce ^ > que produit à son tour le mouvement du solide dans l’espace? ce n’est pas ce mouvement en lui-méme qui fait l’objet de la mécanique; mais l’effet des modifications qu’il éprouve par le choc des autres solides placés sur sa route.
• Deux corps peuvent avoir , l’un à l’égard de ftiufre, trois
manières d’être; ils peuvent se trouver ou entièrement séparés l’un de l’autre , et saoy^mmunication quelconque , ou bien agissant l’un sur l’autre par choc, pression ou traction ; ou bien enfin , en simple contact ou juxta-position , sans aucune action de l’un sur l’autre. ‘
Le premier de ces trois états appartient exclusivement à la géométrie; le second appartient à 1a mécanique; le troisième c>t en quelqde sorte l’état mitoyen, qui est comme le passage d’une de CCS deux sciences à l’autre. On peut le considérer comme un développement de la première, servant d’introduction à la seconde.
jConcevons un sy^tme quelbonque de corps, entre lesquels il ÿ ait divers points dé cbntact, mais sans action quelconque^c ces corps les uns sur les autres. On peut demander, quelles sont les conditions auquelles devroit être assujéti ce système dans ses mpuvemcns, pour que les corps qui-lc composent restassent en contact, sans cependant acquérir aucune influence l’un sur l’autre, sans se gêner dans ces mouvemens respectifs, et néanmoins ' sans se séparer ; de manière que la juxta-position ait toujours lieu sans pression et sans solution de continuité. Or ce problème est absolument indépendant des règles de la communication des mouvemens, puisque, par hypothèse, il n’y a aucun mouvement communiqué ni détruit, les mouvemens qui ont lieu alors peuvent donc être appelés mouvemens géométriques, et leur recherche n’appartient point à la mécanique proprement dite; elle est du ressort de la géométrie , et je crois que pour compléter cetts dernière science, il faudroit que les propriétés de ces mouvemens y fussent développées. Ces propriétés, ainsi que je l’ai
remarqué ailleurs, sont toutes comprises dans un principe fondamental , quiconsistc’^n ce que, lorsqu’un pareil mouvement existe dans un système du corps, le mouvement contraire à chaque instant est toujours possible3 ce qui n’a pas lieu lorsque le mouvement n’est pas géométrique. Deux' globes en contact , par exemple, qui se meuvent d’un mouvement géométrique, c’està-dire sans cesser de rester en contact , sont tels qu’à choqueinstant ils peuvent prendre l’un et l’aulre.des vitesses diamétralement opposées à celles qui les animent; ce qui ne pourvoit avoir lieu, si leurs mou veinens n’étoient pus géométriques, c’est-à-dire si ces vitesses opéruient leur éloignement, puisqu’alors pour prendre le mouvement contraire, il faudroit qu’il y eût pénétration des deux corps.
Si la théorie de ces mouvemens géométriques étoit approfondie, la mécanique et Phydraulique seroient inhiiiment shfi-» plifiées; elles se réduiroient au développement du principe’^ général de la cominintfg^on des mouvemens, qui n’est autre chose que celui de ruclidti toujours égale et contraire à l’action.' Les grandes difficultés analy^lfkes -qu\j|| /rencontre dans la sojencc de l’équilibre et du mouvement, viennent principalement de ce que la théorie des niouveniens* géomélriques'n’est point faite ; elle mérite dune toute l’attcutij^ii des sa^aus.
T U K O n È .M JJ X Jt X I 1. ^
2()Cj. Si d’un point ou fy'er ^aSon'que pris dans l’espace , on mène iUs droites ou rayons égales et parallèles, éi^jfcune à chacun de^Ôtés d’un polygone plan ou gauche , et memes dans le sens du périmètre } et que d’un autre- point quelconque pris dans l’espace, on abaisSe une perpendiculaire sur chacun de ces rayons ; la somme des produits de chacun d’eux par le segment de ce même rayon , compris entre le foyer et le poi/^£Ù tombe la perpendiculaire abaissée sur lui , est égide à zéro , en prenait en sens*inverse , ceux de ces segmens qui tombent , non sur les ÿjtyons mêinq^uxquels ils appartiennentlmais sur leurs proion- ^ ^emTns dans lè sens opposé. ♦
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Soient en effct^^fig. 106), F le foyer en question, FA, FB,
&C. !cs rayoïujjarlans de ce foyer, qui so*t respectivement
parallèles et égaux aux côtés d’un polygone donné, et dans le
même sens qu’eux. Soit K le point (Ko^sont abaissées^es por- ^
pcndiculaires Ka, Kô, Kc, &c. surceil diiférens rayons. Anais-
sons aussi des points A, B, C, des perpendiculaires AA', BB', — —
C( ", &c. sur FK. Les triangles semblables AF A', K. Fo donnent FÂ : FK : ¥2} doncK
FA. Fo = FK.FA'. Par la même raison on a •••
FB. Fô = FK.FB'
FC. Ï^ = FK.Fty ^ ^ ■
Ajoutant ensemble toutes ces équations on a
, |^.ï^+FB,.f3 4. &o. = FK-^Â+rB- + &c.) J mais il est clair que les triangles rectangles FAA', FBB', &c.
donnent, FA' = FA cos.AFK, FB' = FB.cos'.BFK, &c. donc (a55)
, ŸÂ+?F+FC + fifc. = o en prenant negativcmei^l celles de ces valeurs auxquelles ^pondent des cosinu^ négatifs ou des angles obtus. Donc te second membre de notre équation s’évanouit ; donc nous avons
FA.Fa + FB.Fô+ FC.Fc + -Sfoi ■= o
en prenant ,^^ativement teux do ces ^^mens Yb, &Cc» qui
comme Fô, Fc, répondent aux angles obths dont nous venbns de parler, ou qui tombent, non sur les rayons môme auxquels ils appartiennent , mais sur leur* prolongcmcns dans le sens contraire. Ce qu’il falloit démontrer (i).
(i) Cette proposition est encore Iris-anàtognc & te lliéorie de) vites-se virtnelles en méceniquci cela vient de ce que plD^urs forces qni sAint
THÉOB^MB XXXIII.'
5oO< Si par un point quelconque pris dans l'espace , on fait passer plusieurs polygones égaux et parallèles , chacun à chacune des faces d’un polyèdre quelconque , et tourné vers le même côté qu’elle , la somme des produits des surfaces de ces polygones, multipliéee^haçiute par la perpendiculaire abaissée sur lui, d’un point qiuloè^fpse donné dans l’espace , en prenant négativement ccllettde ces perpendiculaires qui tombent sur le "^vers de ces polygones , est égale à zéro.
Pour le prouverj concevons que d’un point quelconque m pris dans l’intérieur d’un polyèdre, on mène une droite à chacun des angles solides, le polyèdre se trouvera partagé en autant de
équilibre en tirant tin mobile en dilTérens sens, peuvent toujonrs être repréaei'itécs parles côtés d'un pnly^nnr plan ou gaachc; c’est*à'(lire , qu’on peut toujours imaginerai] polygone ^ dont Ica côtés soient tels, qae les forces qui aont aupposées ae faire équilibrei soient parallèles et égales chacune à chacun de
cei côtés , et dirigée dans lo même sens; de sorte que I''A,FB, FC,FD,&c. peuvent représenter des forces qni se font équilibre anionr dn point F, comme il est aisé de s’en assurer par le parallélogramme des forces. Cela étant , si l’on conçoit que F sc meuve, et que sa vitesse soit représentée par FK , tant
pour sa grandeur que pour sa direction, les droites Fo', Fé, Fc, &c., exprimeront cette même vitesse cslimce dans le sens des dilfâreutes forces Fa, FB, &c. qni loi sont appliquées. Donc l’équation trouvée apprend que la somme des produits de phacunc des forces en équilibre uulonrd’un mobile F, Multipliée par la vitesse de ce mobile estimée dans le sens de cette force , est égale à zéro. Ce qui est en effet le principe général de l’cquililsre.
l’ai, supposé qnc toutes les forces étaient vuiemblées autour d’un mémo noeud. S’il y en as'oit plusieurs comme dans une machine funiculaire , on pourrait appliquer le même raisonnement é chacnn d’enx , et les tensions des cordons qni les uifissent deux i deux , Aant les memes l>our chaque nœud , ainsi que la vitesse de chacune de scs extrémités, estimée dans le sens de ce cordon; ces tensions n’entreroient pas dans le calcul: d’où il suit que le principe est général pour un système quelconque de forces appliquées à une machine funiculaire; et comme toute machine peut être ramenée i U machine fuuiuu-
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pyramides qu’il y (i de faces, toutes ayant leur sommet au même point m , et la solidité de ce polyèdrq sera égale au tiers de la sommÿde ces faces, multipliées chacune par la hauteur de la pyramide corro^mndante, c’est-à-dire, par la perpendiculaire abaissée du point m sur cette face. Si l’on fait la même chose d’un autre point rti, pris aussi dans l’intéricqr du polyèdre , on obtiendra une somme semblable, qui sera pareillement égale Au solide du polyèdre. Donc si l’on retranche ces deux sommes l’une de l’autre, la dilfércnce sera zéro; donc le triple de cettà différence sera aussi zéro. Donc si dans l’intérieur d*'un polyèdre • on prend deux points quelconques m , m', la somme des produits de chacune des faces du polyèdre, par la perpendiculaire abaissée sur elle du premier va de ces points , moins Iq somme despro-
Uire , ce qpéme principe ett g&ncral pour un (ystcmç quelconque des forces. J’ei donné de ce principe une dcmontlralion compliite ,üdruu mon Cmi sur les micbi^es en général, impiinié eu 1781.
Si les droites FA, Fii , &c. ctoient dans ua mémo pUn , ou représentoiciit les projections sur un mêtne plan , d'un systéitio sic forces en équilibre autour d’un mobile F; on trouveroit, en comparant les autres càtés des triangles considérés ci-dessus :
FÂ.K^d-FBJ^ + FC.^-f&c. = O.
En prenant en* sens direct celles de ces quantités ou forces, FA , FB , FC, étc. qui tendent i taire tourner stens un sens autour du poiut F ou de l’axe qu’il représente , et en sens inverse , celles qui tendent à faire tourner en sens ^ntraire ; ce qui est le principe de la tSéorie des momens.
Je termine cette note, eiugbaervant que si un corps parlant d’qn point donné, se meut nniformément pendant le temps (,sur une iKresrtioii don née avec une vitesse v ; puis pendant le même temps t , avec une vhesse v' sur une autre direction , en partant du point où il étoit arrivé , ainsi de soite ; il arrivera après tous ces mouvemens partiels , an même point où ij serait arrivé , s’il s’étoit mu pendant le méiw: temps t, avec la seule vitesse résultante de toutes ces.vîte^s parlicnlièrer;c’est-i-dirq<^c cette résultante est leilérnier des edtés du polygone formé par ces autrlli vitesses. On sent par- là combien la ttiéorie des polygones, et la recherche delcurs propriétés, pettrent être Btiles en mécanique. ,
duits de nhacune de ces mêmes faces , par^la perpendiculaire
abaissée sur elle du second point m', sera séro^
Si l'ou conçoit maintenant que ce système jyimitif cljtnge en vertu d’un mouvement quelconque des points m, m', dent que les perpendiculaires resteront directes à l’égardijtf i^atèiiic primitif, tantque*oes points ne sortirai pMv J# l’intérieur du polyèdre j lâaisfcils en sortent, les perpendiculaires qiii viendront à toyiber sur lo revers des faces ou sur leurs côtés extéi’iears, auitmt passé par o, et seront' devenues inverses. Donc le principe que nous venons d’établir aura encore lien, en prenant négativement les valeurs des perpendiculaires qui tomberont sur le revers des faces. Ainsi cette proposition peut être regardée conmq générale ; quelle que soit la position des points au-dedans ou an-dehors du polygone.
Imaginons niainllnant qu’une des faces semeutjlkralléleniei^ à elle-même; tant que les deux points m, m' seront |lu mémo rôté de cette fac», le produit de cette même face, par chacune des perpendiculaires abaisséet de ces points sur elle, augmentera ou diminuera de la même quantité, soit qae cette face s’éloigne ou qu'elle se rapproché dô ces points : donc la diflFérence des produits ci-dêssu* tâtera encore la même. Si les points /«,/»',
• sont au contraire de dil^ens côtés à l’égard de cette faeif, le ]iroduit de cette inêinei ffUSr-par la perpendiculaire abaissée sur elle du point m, augmentera évidenu|^t autant que le produit de cette même face par la pci^^dicuiaire abaisaée sur elle du poût m' diminuera; ou réciproquement, le premier produit di^nuer^autant que l’hutre augmentera. Mais comme l’un de ctSi produits a lieu en sci^ inverse, puisqu’il répond à la^erpcnd^cul aire qui tombe sur le revers de la iùcc, il suit que sa valeur
* doit être prise négativement, ainsi que les augmentations ou diminutions qu’il prouve; tandis que l’autre produit, ainsi que Ips augmentations ou diminutioas qu’il éprouve, devront être ^s positivement : doi|p|^la différence de ces produits restera encore |a même, puisque si l’un augmente positivemen^d’une cerlain^ijhàntité, l’autre diminuera de la même quantité, mais
négativement; c’est-à-dire, que ces [yro.duit^i plutôt leurs valeurs de corrélation, augmentent ou diminuent toujours de la même quantité; donc la proposition continuera d’avoir lieu , quel que soit le mouvement de cette face; et comme on peut dire la même chose de toutes les autres faces, la même proposition aura lieu , quel que soit le mouvement che chacune des faces du polyèdre parallèlement à elle-même, et celui des points m , m' , soit au-dedans soit an-dehors du polyèdre. Cela posé . concevons que ces faces se meuvent ainsi parallèlement à‘#Hcsroème» jusqu’à ce qu’elles viennent toutes se croiser en un point donné K ; nous pourrons conclure que «si par un point donné K ,.1’on fait passer autant de polygones qu’il y a de faces dans nn polyèdre proposé , lesquels soient égaux et parallèles chacun à chacune de ces faces, et tourné dans le même sens qu’elle, et qu’on |»renne à v^nlooté dans l’espace deux autres points quelconques m, m\i la somme des produits do chacune de ces, faces par la perpendiculaire abaiasec sur eile du point m, eh'prenauP*' négativement, celles do ces perpendiculaires qni tombent sur le revers des faces, moins la somme des produits de meme nature relatifs au point m', sera égale à zéro.
Supposons maintenant qtie le point m aille coïncider avec le point K par où passent tous les polygones, les perpendiculaires abaissées de ce point sur les polygones qui s’y croisent seront égales chacune à zéro ; donc lu somme des produits, i^atils à ce point //t' sera égale à zéro; donc la somme des produits relatifs au point m qui lui est constamment égale, sera aussi zéro. C’q qu’il falloil démontrer.
5oi. La projection sur un plan quelconque de tout polygone fermé, étant elle-même un polygone fermé, tout ce que nous avons démontré pour un polygone fermé quelconque, est applicable à chacune de scs projections, .\insi , par exemple^, si l’on rapporte le système à troisplaus perpendiculalfcscntretiu.VT on pourra appliquer à chacun i(es polygones qui forment les trois projections du polygone proposé ce que nous avons dit de ^ ce polygone lui-même. ,
3o3. Définition. Soit un polygone quelconque ABCDÊF
(fîg. log), je dirai de chacun des angles comme B AF, par exemple, qu’il est opposé à la portion de polygone BCDEF ; de
même ABC est l’angle opposé k la portion de polygone CDEFA , ainsi des autres.
Si l’on mène les diagonales BF, AC, je dirai pareillement que
les wgles BâF, ABC, sont respectivement opposés aux diagonales BF, AC.
Oc même l’angle CAF sera dit opposé à la portion CDEF du
polygone, ainsi qu’à la diagonale CFj l’angle CAE sera dit opposé à la portion CDE du polygone, ainsi qu’à la diagonale
CE; l’angle CAD sera dit opposé au côté CO; ainsi dés antres. Si des points C, D, on mène à un antfe angle du polygone
comme F, les diagonales CF, DF, l’angle cf^D devra , par la définition précédente, être dit opposé au côté CD aussi bien que
l’angle CAD. Ainsi à chaque côté du polygone, il y a autant d’angles opposés qu’il y a de côtés dans ce polyogne moins deux. Par exemple, à chacun des côtés de l’hexagone, il y a quatre angles opposés ; il en est de même de chaque diagonale ou portion quelconque du polygone.
Si le polygone est inscrit ou susceptible d’être inscrit au cercle, il est clair que tous les angles opposés au même côté comme
CAD, CFD, sont égaux entre eux; ainsi, par l’angle opposé • au côté CD , on peut entcndi;c l’un quelconque des angles appuyés sur CD et ayant son .soiàmet à l’un quelconque des angles B, A, F,E, ou en général à Tun queltonque des points de la por-
lion CBAFE de la circonférence. Donc nous pouvons poser en principe que : ,
Dans tant polygone inscrit ou susceptible d’être inscrit au cercle , tous les angles opposdS à l’un quelconque des côtés sont égotts entre eux, ♦
* . Maintenant
Maintenant nous pouvons établir la proposition suivante, qui est unb extension du principe de la porportionnalité dans tout triangle , des côtés avec les sinus des angles opposés.
■THB-OEÊMEXXXIV.
Dana tout polygone inscrit ou susceptible d’étre inscrit au cercle , les côtés sont enbre eux comme les sinus des angles qui leur sont respectivement opposés.
C’est à-dire, que nous aurons, par exemple,
CD : £F::sin.CAD : sin.ECF.
En effet, si l’on nomme R le rayon du cercle, on a (lai)
CD ÊF
sin.CAD = — — ,sin.ECF = ——.Donc aR’ aR
sin.CAD : sin.ECF CD : EF,
Ce qu’il falloit prouver. ^ ' _
3o4. Pour qu’un polygone soit susceptible d’étre inscrit dans un cercle ; il doit nécessairement exister une certaine relation entre scs angles. Far exemple, dans le quadrilatère, il faut pour qu’il puisse être inscrit au cercle, que les angles opposés deùxà deux soient supplémens l’un de l’autre. Il est évident que chaque polygone susceptible d’étre inscrit, doit avoir une propriété analogue à celle dont on vient de parler pour ce quadrilatère. Or c’est cette pi;opriété que je me propose de trouver.
Supposons d’abord que le nombre des côtés du polygone inscrit en question soit de six, et soit ABCDEF (fi g. 109) ce polygone. Je mène la diagonale BE. Dans le quadrilatère BAFE, les angles opposés deux à deux sont, d’après ce qui vient d’être dit, supplémens l’un de l’autre : donc leur somme vaut deux droits. Donc *
BAF+BÊF = EFA+EBA, ‘ par la même raison, le quadrilatère BCDE donne
BCD+BÊD = EDC+EBC
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Ajoutant ces deux équations, et observant que
a6e+EBC = A^C; BÊF+BED = FÊD ' on aura
baf+bcd+fêd = bfa+edf+abc.'
Cest A-dire qu’en désignant lesangfes pari'% af,5^ 4*, 5% 6% en pajiant de l*un quelconque d’entre eux , la somme de tous les angles do numéro impair sera égal à la somme de loua les angles du numab pair. . 4 •'
Or il est aise 4c ▼oii' que le même raisonnement peut s’appliquer à un oclugoQe, à un décagone, enfin à tout polygone inscrit d’on nombre pair de côtés. Donc en général ,
THÉOnÔME.X V.
Dans tout polygone inscrit ou susceptible d’étre inscrit de , et d’un nombre prdtdes côtés, l’on dietingue les angles par i", a', 3', &c. la sommé de totf^Us angles de numéros pairs est toujours égale à ta somme de tous les^angles de numéros inmmt.
Lorsque le nombre des côtés est impair, on peut rcganlrle sumpict de l’un quelconque des angles compie une corde infiniment petite, et considérer alors le pulyg|g|5 comi^ étant d'un nombre pair de côtés, p^rmi lesqueh^cattc corde infiniment petite compte ponr un , et l’on pot^aft aititi lui appliquer Ityrêgle pi'écédenle. Soit, par exemplflt', ABCDE (fig. i lo) un pentagone inscrit, menons par l’un quelcoïi^ue des angles comiQe D, une
tangento wDrt dont le point D pourra être considéré comme
Une coiifé'infiniinent petite Formant le sixième côté clû ■polygone.
En appliquant à ce polygone la règle précédente, noos aurons ,
A-pCd-EDm — B-l-E-t-C6rt.
Maintenant soit mené le rayon KD, et nomg|Ma *^ngle
dr^H; noi^f aurons ED/re = -»-+-EDK , ••4HdK ;
jKübsfi tuant ces valeurs dansl’équati^i^rccédente, et réfiuisant,
*n*ura, ÿ+G-t-EDK J. B+E4-5&. " ^
Donc en regardant les segmens CÔÎC, ED K, de l'angle D,
comme étant eux-mêrf»*s angles du polygone, et désignantcomme ci-devanl les six angles, y'compris ces doux-là, et non l’an|^ D par iV, 2", 3', 4', 5', 6' ; la so|iiiic des angles de numéro pair sera égale à la' somme des angles de numéros impairs; et comme on peut appliquer le même rfiisonnement à toui les polygones inscrits d’un nombre impair de à^tes, nous poaVunsfjondure en général que,
Dans tout polygone- inscrit d’un nombre impair de cotes , si l’on divise l’un quelconque des angles en deux segmçns par uh • rayon , et que regardanlves ^ux segrnens cogime deux des angles consécul^ du polygone mi compoeent par conséquent avec les autres un nombre pair d*mgles , on distingue tous ces angles ^cr i"', u',.')'', &c. à partir de l’un quelconque d’entre eux, la somme de tous les angles de numéros pairs sera égale à la somme de tous les angles de numéros impain-.
* T 11 là o n É -E^X X T I.
3 o5. Trfft^rcdtférenco^t^t tracées dans un même plan , je les distingue par suppose que les deux pre-
mières se coupent aux deism^points a , a', que la première coupe la troisième aux points b , b', ’et qu‘enjin la seconde coupe la
troisième aux points c, d, je dis que les'ttois droites, aa', bb', c(^ se coupetdrH toutes trois au'méme point. '■
En eilét, supnôsons (fig. 1 1 1 ) quÿ a soit la circonférence désignée pouiPpreniière ; aBc , «elle "qui est déaignée pour seconde, et ACc, celle qui est désigné» pour troisième. Considérons chacuu de ces cercles comme la coupc d’une spl)^>ro
ayant son pentre dans le plan proposé. Il est clair que aà représentera sur ce plan riulersection commtine de la première et de
la seconde surface sphériques; bb', celle de la première et déjà
troisième; ce', celle de la seconde et de latroisièii e. Donc le point qui- représente l’intersection commune des trois surfaeps s]iliéviques est en même temps dans chacune de v-es trois droites.
Donc ces trois droites sc ^oupeiit néceasaireiucnt toates en nn
même point. Ce qu’il falloit prouver.
On peut démontrer celte proposition d’une manière plus directe sans recourir aux sphères : mais celle-ci m’a paru si simple, que je l’ai préférée. .
Donc (6g. lia) si deux circonférences AFBG, ACBD, tracées dans un même plan se coupent aux points A , B , et qu’ayant
mené la droite AB, on mène par un point K pris à volonté sur
cette droite deux cordes ï’G, CO , l’une à la circonférence AFBG , Vautre à la circonférence ACBD , les quatre extrémités F, G, C , D, de ces deux cordes , se trouveront nécessairement tous dans une même circonférence.
TBÉOHJÊ&1E XXXVII.
3o6. Dans tout polygone plan ou gauche ABGDE (fig. i5i), si d’un point quelconque K pris dans l’espace , on mène à tous
ses angles des droites ou rayons K A, KB , KC, &c., on aura
ÂB . ÂÏC.cos.BAK-fBC. BK.cos.CBK+CD .CK.cos.DCK + &c. =ÂB . BK.cos. ABK-f BC . CK.COS.BCK+ CD . DK.cos.CDK-f &c.
En effet , par les propriétés connues , chacun- des triangles •ABK, BCK, CDK , &c. donne deux équations , comme il suit,
Âk‘= Âb‘ + Bk‘— 2AB.BK.c0s.ABK — Blv = — AB — AK’+ 2 AB. AK. cos. bar BK‘= Bc‘ + CK‘— a BC. CK. cos. BCK
— CK‘ = — BC‘ — BÎC‘ + a BC . BK. cos. CBK &c. , &c. , Sic,
Ajoutant ensemble toutes ces équations , et réduisant , on aura la formule qu’il falloit démontrer. *
• A chacun des deux membres de celle équation , ajoutons le second : la formule se réduira à
AB (Âic. cos. BAK + BÎC . cos. ABK )
’+ BC (ËkT cos. CBK + Cic . cos. BCK ) + &c. =3AB.AK.cos.BAK+aBC.BK.cos.CBK+aCD.CK.cos.DCK+&c.
les termes dh premier membre se induisent à AB , BC , CD , &c. (a.’îi^ïfDonc la formule se r^uit à âbV BC*+ cd’ +
= aAB.AR.coS. BAK+aBC.BK.cos.C^K + &c.
Si le nombre des côtés devient infini , le polygone fÉra nne courbe, dont AB, BC, &c. seront les élémens, AK , BK, &c. les rayons vecteurs, et BAK, CBK, &c. les angles formes aux ^ points A, B, &c. par les tangentes et les rayons vecWhrs. Ainsi t09ÿ les termes du premier membre s’évanouissent comme infinii^nt petits du second ordre; ce qui conduit à des conséquences très-intcr<^antes sur les courb«« fcrméro , s^i^lancs , soit à double courbure. Mais ces recberefa^s sont étran^res à l’objet dont je- m’occupe en ce moment.
^ Rapportons ce système à deux axes perpendiculaires entre eux, lorsqu’il est tout'Cntier dans un môme plan, et en général, à trois axes perpendiculaires entre eux, lorsqu’il est quelconque. Pour cela, concevons que de chacun des angles A, B, C, &C. et du point K on abaisse des perpendiculaires sur chacun de ces trois axes, désignons par a , b , c , d . .K,lcs points où l’un quelconque de ces axes sera rencontré par ces perpendiculaires abaissées sur lui ; par a'j b', c' . . .K', ceux où l’un quelconque des deux autres sera rencontré par les perpendiculaires abaissées sur lui, et enfin par p*, b', c". .«wK", ceux où le troisième axe sera rencontré par les perpendiculaires abaissées sur lui. Cela posé, nous aurons, comme on sait :
. ÂB.ÂK.cos.BAK = 00.^1+^.^+^'’.^
^ ^ — ÂB.BK.cos. ABK = — W—
BC’-BK'.cos.CBK = bc.bk + Fd .b'k' + b^'.ÿp — &c. &a
«. ^ -an|[^ed.byGoogle ' :! ■ ’t'* . ■' *
35o GEOMETRIE
Ajoutant toutes ces équations, et observanique par la proposi^ tion précédente le premier membre de l’équation générale se réduit à o, on aura
Formule très-remarquable, qui appartient à tout polj'gone plan ou gauche, quel que soit le nombre des côtés, et qui donne un ntoyeii facile de mettre ce polygone en équation pour être traité suivant, les procédés de la géométrie analytique. Au surplus , cette proposition n’est qu’une conséquence partidblière d’un principe beaucoup plus général, que je me propose de développer ailleurs, et dont je donnerai seulement ici l’énoncé comme il süit.
Concevons dans V espace un système quelconque de points que je désigne par i*^ a', 5®, &c. et qui changent dépositions respectives en verht'd’une traasfirmaiion opérée par degrés insensiibles ,■ de manière cepené/iiÊÊgud^le premier demeure toujours à la même distance du secaêj^^^jucond du troisième , le troisième du quatrième. ...le derrdÜ^i-éu premier ; et faisons sur un plan quelconque les projeetiomsi de toutes ces distances ou du système général.
Cela posé, je dis : qü’au bout d'un temps infiniment court la somme de ces projections multipliées chacune par la somme des perpendiculaires abaissées des deux extrémités de sa nouvelle direction , sur sa direction première, sera égale à zéro ; en prenanlrsupositif celles de ces perpendiculaires qui tombent sur les faces intérieures des côtés du polygone formé par ces projections, et prolongées au besoin ; et au négatif, celles qui tombent sur le revers de ces mêmes cêlés^,
a b {ah — ~bk) a'b'{a'k' — i'it') d
Yc {pk—Ti) + ÔV {b'k'—c'k) 4- &c. "Cij
DEPOSITION. 5Ri
SECTION V
Application de la théorie précédente à diveries questions de géométrie élémentaire.
On peut procéder à la solation d’une qaestioB proposée^ de (jiverses uianiërcs. Je les réduis à quatre ; la méthode synthétique, la méthode trigonométrique, la géométrie analytique , et la méthode mixte.
i“. La méthode synthétique ou graphique consiste à résoudre les questions proposées sans le secours de l’analyse, en cherchant par les propriétés connues des figures qui se pjésentent, la construction la plus pvopre à satisfaire aux conditions pro<^ posées. Les résultats de cette méthode ne peuvent avoirla préci* sion du calcul numérique à cause de l’imperfection des instruincns qu’on est obligé d’employer; mais dans la pratique drs arts, de' ceux sur-tout qui tiennent à l’architecture, c’est ta plus utile, parce quelle est ordiiiàirement^a plus expéditive. Elle a ^ d’ailleurs l’avantage de n’offrir aux yeux et à l’imagination que des tableaux réels, et elle est très-propre à exercer d’iine manière agréable la sagacité des Géomètres qui s’en occupent, auxquels elle fournit souvent des solutions plus courtes et plus élé- • gantes que toutes cellcsqu’onpeutobtenir par le secours del’analyse. On a donné à cette méthode graphique le nom de géométrie descriptive , lorsque les diverses j>ai^ties des figures con.>!idérées se trouvent dans des plans différetliS, et on l’a réduite en principes généraux, au moyen ’àes projections (ailes sur trois plans perpendiculaires entre eux. C’est à Monge principaleinent, qu’on doit les nouveaux progrès de cette importante doctrine, connue auparavant sous le nom de stérdotdtnie.
a®. La méthode trigonométHque. Elle consiste à former une chaîne non interrompue de triangles entre les données et le»
35j GEOMETRIE
inconnues de la figure proposée, et à passer de l’une à l’autre par les formules algébriques de la trigonométrie.
Ou sait qu’il faut distinguer la trigonométrie analytique de la trigonométrie numérique, et que leurs procédés ne sont pas toujours les memes. Car si l’onproposoit, par exemple, de trouver chacun des angles d’un triangle dont les trois côtés seroient donnés : en nommant A, B, C, ces trois angles; a, b, c, les côtés respecliTemcnt opposés; la formule analytique la plus simple
A* -Pc* — O*
^pour obtenir l’angle A, par exemple, seroit, cos. A = — — .
Mais s'il étoit question d’obtenir la valeur numérique, il seroit plus simple, principalement pour faciliter l’emploi des logarithmes, de ramener le problème au calcul des triangles rectangles, par cette propriété connue, que, dans tout triangle, chacun des côtés est à la somme des deux auties , comme la différence de CCS deux autres côtés , est à la différence des segmens formés sur le premier, par la perpendiculaire abaissée sur lui de l’angle opposé.
De même, dans la trigonométrie spliériqne, on a des formules algébriques très- élégantes, pour exprimer le.s rapports de k tontes les parties d’un triangle; mais ra|)}>licatiun de ces formules au calcul numérique, n’est pas toujours aussi commode que les méthodes qui ont été trouvées pour chaque cas particulier,
Ainsi la trigonométrie numérique, ou proprement dite, est plus avantageuse, lorsqu’il s’agit du calcul de tel ou tel triangle dont les données sont évaluées en nombres, et la trigonométrie algébrique est plus propre à faire découvrir les propriétés générales des figures.
3°. La méthode analytique consiste n traiter les questions proposées par les seuls moyens que fournit l’analyse, en ne tirant de la géométrie que ce qui est absolument indispensable pour l’expression des conditions de chaque problème.
Pour cela, on a imaginé (le rapporter par des abscisses' et des ordonnées, non-seulement les courbes, mais encore toutes les ^gures formées pur un assemblage de lignes droites et de plans,
DE POSITION, à deux axes communément perpendiculaires entre eux , lorsque la figure est toute entière dans un même plan , ou à trois plans perpendiculaires entre eux, lorsque la figure est quelconque dans l’espace. On a donné à ce procédé le nom de géométrie analytique proprement dite j ce qui la distingue particulièrement, est qu’en ramenant tout à des abscisses cl des ordonnées , qui sont des quantités linéaires, les angles de la figure ne peuvent être admis immédiatement dans le calcul, mais seulement par l’intermédiaire des sinus, co.>iiius, &c.
Cette géométrie, admirable par la.simplicité et l’uniformité de scs principes, me paroit cependant, pour la raison qui vient d’être dite, nioins avantageuse en bien des circonstances que la trigonométrie, qui opère au besoin directement sur les angles. Car si dans une ligure plane, parexcmplc, composée d’un nombre n de lignes droites, l’on connoissoit n — i angles indépendans les uns des autres, et qu’on demandtàt les angles inconnus; on les trouveroit tous par de simples additions et soustractions , en vertu de la seule propriété des triangles, que la somme de leun angles vaut deux droits) tandis qu’en chercliant ces mêmes angles par l’intermédiaire des abscisses et des ordonnées, on « seroit souvent conduit à des calculs très-compliqués.
4“. La méthode mi.xte consiste à employer simultanément les ressources de la géométrie graphique, de la trigonométrie et delà géométrie analytique, pour arriver plus facilement au résultat qu’elle veut obtenir. Si celte méthode n'a pas l’avantage d’une certaine uniformité dans ses procédés , elle a plus de moyens pour profiter des diverses propriétés déjà connues des figures, et des simplifications accidentelles, qu’oQ're dans chaque cas particulier la nature de la question. Aussi fbnrnit-cllè des solutions très- élégantes : comme elle ne reprend pas les choses de si haut que les méthodes purement analytiques, puisqu’elle profile de ce qui est déjà fuit, c’est-à-dire, des propriétés déjà connues, elle est souvent plus expéditive qu’aucune autre, et jusqu’à présent elle a été la plus usitée. Les ouvrages de Newton , ^ l’Hôpital, Bossut, &c. en fournissent un grand nombre d’exem-
p]es ; c’est aussi celle que je suivrai ici , coiiiuic ]a plus propre à remplir l’objet spécial que je me propose , qui est de faiie conoîlre sur des cas particuliers l’application dont sont susceptibles les propriétés qui ont été trouvées dans les sections précédentes , ainsique la théorie qui y a été développée sur la corrélation des figures ou mutation des signes. Plusieurs des exemples que je donnerai, sont tirés d’ouvrages connus, mais résolus à ma manière ; j’en donnerai aussi beaucoup d’autres qui, je crois , n’onl point encore été traités. Mon projet , au surplus , n’est point d’écrire un ouvrage suivi, sur l’application de l’Algèbre à la Géométrie..
5o8. Avant tout, et quelque méthode qu’on applique à chaque cas particulier, il est essentiel de se bien pénétrer du véritable objet qu’on doit se proposer quand on entreprend la solution d’un problème; cet objet est toujours, comme nous l’avons déjà dit plusieurs fois, de décomposer la difficulté., en ramenant la question proposée, à une autre question, ou à une série d’autres questions qu’on sache déjà résoudre.
Ainsi les élémens de géométrie, enseignant à mener une perpendiculaire ou une parallèle d’un point donné à une droite » donnée; à inscrire ou circonscrire un cercle à un triangle donné, * à couper une droite donnée en raison donnée ou en moyenne cl extrême raison, &c. la méthode appelée graphique, consiste à ramener sans calcul la question proposée quelle qu’elle soit, à quelques-uns des problèmes précédqns, ou à une série de problèmes partiels, tous compris parmi ccu.x dont on vient de parler.
De même la méthode trigonométrique consiste à ramener le problème proposé à celui-ci ; des six choses qui entrent dans la composition d’un triangle, trois quelconques étant données qui ne soient pas les trois angles, trouver le reste: ou à une série de problèmes semblables.
Pareillement dans la géométrie analytique, on a commencé par trouver la solution de quelques problèmes fondamentaux auxquels il s’agit toujours de ramener celui que l’on propose :ccs problèmes élémentaires ou fondamentaux sont ceux-qj. Les coor-
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tlonnées de deux points quelconques rapportés à deux droites tracées dans uii plan ou à irais plans perpendiculaires entre eux étant données , trouver la distance comprise entre ces deux points. Les mêmes choses étant données, trouver l’angle que fait avec chacun des axes ou plans donnés la droite qui passe par les deux points proposes. I/cs mêmes rhoscs étant données encore , et de plus, la distance d’un des autres points de la droite en question à l’un des axes , trouver la distance de ce même point à l’autre axe. Connoissant les coordonnées de trois points quelconques à l’égard de ces axes ou des trois plans, trouver les angles que font entre elles deux à deux les droites qui joignent ces points respectivement, &c. Ainsi l’objet de la géométrie analytique est de ramener les nouvelles questions qu’on peut proposer, à ces premières, dont la solution est connue.
Il est clair que plus on sait résoudre de ces problèmes élémcntaires,plus il est facile d’en trouver parmi eux auxquels ou puisse rappeler les pouveaux qui peuvent être proposés. Ainsi, par exemple, lorsque la tétragononiétrie ou résolution du quadrilatère sera devenue aussi familière que l’est actuellement la trigonométrie, On aura une grande facilité à résoudre beaucoup de . problèmes, diOiciles dans l’état actuel des choses. Car il faut actuellement ramener la question proposée à celle-ci, des six clioscs qui entrent dans la conjposilion d’un triangle, trois étant données qui ne soient p.isles trois angles, trou ver les trois autres; tandis qu’alors il sufliroit de ramener la question proposée à celle-ci , des trente- trois choses qni sont à considérer dans un quadrilatère avec ses diagonale.^; cinq quelconques indépen- ^ danlcs les unes des autres étant données, trouver les vingt-huit autres. Or comme ce problème renferme la trigonométrie, et une infinité d’autres questions que la trigonométrie ii’attcint que d’une manière éloignée et implicite, il suit qu’on pourroit ramener de suite à ce problème principal une multitude d’autres problèmes qui ne peuvent être actnellement traités que difficilement parla trigonométrie. C’est ce qui avoit déterminé plusieurs grands géomètres, ainsi que je l’ai déjà observé, à exécu-
1er celle lliéoric du quadrilatère , cl uénie celle des polygones en général. Mais comme les formules nécessaires deviennenl presque innombrables des que le nombre des côtés passe quatre, je me suis proposé ici d’y suppléer par la formation des tableaux de toutes les parties du polygone, tels que ceux qui ont été formés dans la troisième section pour le triangle; car un pareil tableau fournit , sinon immédiatement toutes les formules possibles, nu moins tout ce qui est necessaire pour en déduire, par de simples transformations algébriques, celles de ces formules dont on peut avoir besoin dans cliaque cas particulier.
On peut étendre celte méthode des tableaux, aux polygones gauches, aux polygones sphériques, et même aux polyèdres d’un nombre quelconque d’angles solides. On trouvera dans celle section la solution, ou plutôt l’apperçu de la solution des problèmes nécessaires pour remplir cet objet qui d’après les explications données ci-dessus, donneroit le moyen de ramener à des problèmes tous résolus en forme de tableaux , tous ceux qu’il est possible d’atteindre par l’analyse Unie.
PROBLÈME XXVI
3og. Vn triangle ABC rectangle en A (fig. 1 15) étant donné,
mener entre ses petits côtés AU, AC, une droite l'G de grandeur donnée, et qui soit divisée en deux parties égales au point in par l’hypothénuse.
Je prends pour inconnue la droite A/n, que je nomme x , et je suppose la droite donnée FG = b.
Décrivons du point m comme centre une circonférence, qui
ait pour rayon ///F, puisque par hypothèse ///F = ///G, celle circonférence passera par le point G; et puisque l’angle FAG
c.st dioit , elle passera aussi par le point A, donc km=mV=\b , ou a: = 7^5 ce qu’il falloil trouver.
Si l’on proposoit cette autre question , le triangle rectangle ABC étant donné , mener entre ses petits côtés prolongés , une
droite , FG' de grandeur donnée , et qui soit divisée en deux parties égales au point ni' par l'hypothénuse prolongée. On
trouveroit par le môme raisonnement que ci-dessus c’est-à-dire que le point rn seroit le second point d’intersection de riiypothénusc BC prolongée , avec la circonférence décrite du centre A et du rayon '-b.
Donc les points^ m , m, résolvent cette question générale, qui renferme les deux problèmes partiels ci-dessus.- f/n triangle ABC rectangle en A étant donné , mener entre les directions de ses petits côtés une droite de grandeur donnée , et qui soit divisée en deux parties égales par la direction de l’hypothénuse.
Celle question générale ayant deux solutions , doit naturellement mener à une équation du second degré. Mais par le choix
que nous avons fait de Am pour inconnue, elle se réduit à une
du premier, parce que cette inconnue A/n a la. même valeur dans les deux problèmes partiels. Il faut donc, autant que possible, prendre pour inconnues des quantités qui restent les mêmes dans toutes les solutions qu’on peut prévoir, ou dans le plus grand nombre possible d’entre elles.
Si l’on eût pris B/n, par exemple , pour l’inconnue , on n’auroit point eu cet avantage ; l’équation eût été du second degré,
les deux racines eussent été positives, et eussent donné B/n,
Mni.
Si l’on eût pris AF pour inconnue , l’équation eût été de même du second degré , l’une des racines eût été positive, l’autre négative : la première eût donné le point F, et l’autre portée dans le sens contraire, eût donné J^. 11 ne suit cependant p.is de - là que AF' soit une quantité négative; mais seulement de celles que j’ai nommées inverses.
Celte racine négative portée en sens contraire, ne peut être cotiiiclérce comme une seconde solution du problème partiel rfellfinenl mis en équation , c’est au contraire celle de l’autre problème partiel , qui n’a point été mis en équation , mais qui
eslcoiupiis avec le premier dans l’énoncé du problème général.
Car dans le problème partiel réellement mis en équation , le
point cherché m est placé sur l’hypothénusc même BC : or il n’y a que la racine positive qui réponde à cette hypothèse ; l’autre racine n’est donc que la simple indication du problème partiel qui lui est analogue , mais qui ne peut être confondu avec lui. Et il en est de même dans tous les cas : jamais racine négative portée dans quelque sens que ^e soit, ne peut répondre à la question, telle précisément qu’elle a été mise en équation, ni par conséquent en être considérée comme une seconde solution. Elle est à cet égard , comme les racines imaginaires ellesmêmes, ni les unes ni les autres ne répondent véritablement a la question mise en équation ; mais les unes et les autres indiquent d’autres questions analogues ou problèmes partiels, qu’on peut résoudre par leur moyen. Il n’y a de différence, qu’en ce que celle analogie entre les questions, est ordinairement plus difficile à saisir lorsque les racines sont imaginaires , que lorsqu’elles sont simplement négatives.
Il faut aussi remarquer que dans le problème qu’on vient d’examiner, ce n’est qu’accidentellement que les points F, doivent être pris en sens contraires l’un de l’autre à l’égard du point A ; car dans une multitude d’autres problèmes, c’est obliquement au.x racines positives, et quelquefois dans le même sens qu’elles, que doivent être prises les racines négatives ; en sorte qu’il n’y a point de règles fixes à cet égard , et que c’est la nature seule de la question qui détermine celte position dans chaque cas pai ticulier, ainsi que cela doit être, d’apres les principes que nous avons développés dans la première section.
PROBLÈME XXVII
3 1 0. Deux droites B'B'", CC, (fig. 1 14) se croisant sous un angle donné BKC, mener d’un point H donné dans le plan de cet angle , et placé sur la droite KH qui divise ce même angle en
deux parties égales ^ une droite UC de grandeur donnée, et qui soit comprise entre les deux autres B'B'", CC'.
Je prends pour inconnue l’angle KHB , et je suppose
l’inconnue KHB =
la droite donnée BC = a
la droite donnée KH = b
l’angle donné BKH ou 7 BKC = m
Le triangle BKH donne BH : KH :: sin.BKH : sin.HBK, ou BH : A :: sin./re : sin. (/»+*) ; donc BH =
8in.(*+OT)'
Par la même raison, le triangle CKH donne CH=-r-4— —
8in.(« — m)
Ajoutant ces deux équations, on aura à cause de BH+CHstio,
£sin.m bsxa.m
a = -, — — - — - + — -ou
8in.(4f+m) 8ui.(s; — m)
osin.(*4-/n) 8in.(* — m) = é> sin./n [sin.(x+m) + sin. (* — wi)J mais (ia3, formules a et 4) nous avons
sin.(* + m) + sin.(* — m) = asin.xcos./n, et sin.(* + i7i)sin.(* — 77») = sin.*’ — sin.77»*; donc l’équation précédente devient
a sin.x’ — a sin./7>* = a & sin.77» cos. m sin.ar, qui à cause de a sin. 77» cos. 77» = sin. a tt» devient
sin.x* sin. a m. sin. X = siii.tt»*: d’où l’on tire
sin. X = — sin. a 77» ± 4 a* sin. tt»* + ù* sin. a m',
3a aa
ce qu’il falloit trouver.
Si l’on suppose l’angle BKC droit ce qui est le cas ordinaire» ment examiné, on aura sin. a m = 1, sin.77»* = donc l’équation se réduira à sin. .r = —V a o* -h b',
. aa aa
d6o GEOMETRIE
Quoique l’cqualioti trouvée ne soit que du second degré, on peut en tirer les quatre solutions dont le problème est susceptible : car la figure étant symétrique des deux côtés de la droite
KH, les deux solutions K fi B, KÛB", quVlle donne pour un des côtés, sont applicables à l’autre, et donnent par conséquent deux
nouvelles solutions KllC", KHC'j de sorte queles quatre positions possibles de la droite BC, sont BC, B'C', B"C, B"C".
L’équation trouvée fournit aussi directement ces quatre solutions, puisque le sinus d’un angle étant le même que celui de son supplément, chacune des deux valeurs de sin. x, répond à deux angles supplémcus l’un de l’autre.
pnoBL:ÊMn xxviri,
3l 1. Une circonférence BDC et deux tangentes AB, AÇ, menées à cette circonférence étant données, mener entre ces deux tangentes une troisième tangente EF égale à une droite donnée (fig. Il 5).
Prenons pour inconnues les scgincns DE, DF de la tangente
cherchée , et supposons
le segment inconnu DEouBE = x
le segment inconnu DF ou CF = y
la droite donnée EF = a
la droite connue AB ou AC = b
l’angle connu BAC = k
Nous aurons donc par la condition du problème, x+y == a.
De plus, par les propriétés des triangles, on a
EF = AE -f-AF — aAE AF. cos. BAC, ou à cause de BE = DE, CF =DF;
O* = (ô -b *)’■!- (ô-l-y)*— 3(ô-b*) (ô+^)cos.^-,
ou à cause de x+y = a,
a' — -2 {b‘+ab) (i — cos. cos.*,
substituant
jffi POSITION.
(abalHua^tflans cette équation pou^^ u valc
" !kj.
X, on aura
(x' — ax) ^i+coa.*) + (6*+ai) (f— coa.A) = o, ou
X I— 'COS
^ x’ —ax+(S‘+aà) — ^ r = a
l’on îire *
1 + COS
* = io=fc|/ +
Cette équation a dei^ racines positircs qui donnant les deux, tangentes EF E'F''syniétriquemcnt placéWcommc il est évi-
ce qu’il fiiQbil trouver.
xnroii
dent que cela doit ^rc à l’égard des deux tiroites données AB,
AC, QU de la droile^bij^rdit menée du point A au centre du ifclc.
ais il est visible que^ problén^,^ a quatre solutions; la mise en équatiorf7V°“* avqçsjiupposé que le point FjPi
Jtejjpboit su r le prolongement do il n’y a point de raison
^ pûu&Au'il tombe dn^e oété plutôt que de l’autre en F*. En rael-
- pouM'
dâ^e oftté plutôt que ( tanraonc le probUrao cn équation dans cette nouvelle hypo* thèse, on aura _
- (i* — oi) — ; =3 o;
J. J + cos.A
d'oà l’on lire ^ .
if
: = — Ta=fc — aô)
I — jBpsrr
équaülâ^ qui donne les deux nouvelles solutioi^Symétriqnèl^
E F', E "P'' ; la première en portant la racine positive de B en £", et l’autre en portant la racine négative de B en £"^ comme il est facile de s’en assurer, eil établissant de nouveau le calcul
sin^J’bypnthèsc que le point cherché est sur BA au-delà du poW A.
1ËW
P R O B L Ê M E XXIX
SlQi, Deux diamètres étant tracés à volonté dans un cercle donné (lig. i\è) et prolongés indéfiniment , mener à ce cercle une
tangente EF telle que les parties DE, DF, de ce^te tangente interceptées entre le point de contingence D , et chacun de ces
diamètres EE", FF", soient en raison donnée. ^
Soit A Ix; centre du cercle , et soit mene Je rayon AD au point
de contingence. Je prends pour inconnues les deux angles EAD, /\
FAD , et je suppose - . _
l’angle clierché EAD = u
l’angle cherche FAD = z
l'angle donné E AF = s!... *• A
le rapport donné des deux segraens ED, DF = a
11 est clair que les segraens ED,_ DF y sont proportionnels aux
tangentes des angles EAD , FAD : donc on aura par la condition 1 i-is lang.w
un pi-oblcme = a, on tang.« = a tan g. z.
tang. z . ° »
De plus , on u évideuinient k = Donc
tang. u + tang. z
tang.* = ° , ou
1 — tang. u tang. z
tang.'* — tang.* tang.rx tang.z = tang. « + tang. *. Substituant dans cette équation la valeur de tang. u üiéo de la preraière , nous aurons
tang.^ — a tang.F tang. s* = (a+i) tang.z, ou
tang. z' + tang. z — = o ;
a tang. * a
d’où l’on tire
\ang.z = - ± +-.
I, ^ 2 a tang. * x^otang. */ a
Ce qu’il falloit trouver.
DEPOSITION. 56j
D’après la tliéocie des quaBÜlcs^jl^co-an'^ulaires, la racine
posiUve donne le point D aompris dans l’angle E AF conformément à l’hypothèse sur laqdUlc le raisonnement a étéét{^U, et la
racine négative 'donne le point IT ^ris dans l’angle supplj^en-
taire FAE'.
Mais il clair que si l’on mène le diamètre DD', et parTe ' point D' la tangente E“F', elle remplira la condition dn pro-
hlème aussi bren que EF a laquelle elle est parallèle et égale; cl par la même raison, si par le point S' on mène le diamètre
D D ", et que par le point D" 04 mène la tangente elle
remplira encore la condition du pr^|déinc aussi bien que E F'. Ces quatre solutions sont toutes «piifcrmêcs dans l’équalion ^trouvée; puisque tang.r répond aux deux arcs z cl air + r (• exprimant Jongle droitl, et donne par conséquent les deux p«nts D, D"^Pm siPracino positive, et D", D", par sa racine négative. ^ ’
Mais le problème a encore quatre autres solutions non comprises dans l’équation, en effet, soit pris sur la cirçonfcrcnce dans
• l’angle BAC (6g. 117) un point d tel que menant par ce point une tangente qui coupe au.x points e,f, les diao^res donnés,
de soit à df dan^la raison donnée;^! cslclairqu’aa Jlerrac de l’énoncé du problème, le point d satisfait à la condition proposée, et qu’il doit se trouver un semblable point d'' à l’extrémité du diamètre mené par le point d. Mais ces sq^|^|iojQ^ ne sont point renferméf^j dans l’équation trouvée ci-àessos. Pour les obtenir, il faut établir le calcul sur la nouvelle hypothèse , c’est-à-dire , qu’on aura alors, non pas comme ci-devant k = «-|-z, raïqs k z= Z — U. Les deux équations seront donc tang. u a tang. z et 4 = Z — U. D’où tirant tang.z par le même procédé quB cidessus , on aura •
f.i \aa tang.C/ a
tang. Z =
■r ' a O tang.
Têi
Sfil GEOMETRIE
On peut réunir toutes solutions en ^p|e^imle et ml^ formule comme il suit,
»atii*g.>î7v
^3 a tang. >&/ o’
le si^R supérieur de i ayal^^^eu pour le premier cas examiné, f el4e signe inférieur pour leiecojtd.
#R O B Lfi™ iwarx X. ^ V
^Vlù. Deux circotj^nces MBiA, NCn. (fig. ii8) étant traeecs dans un même' plan ^ mener d’un point H pris à volonté sur l(^^^ne des centré yt^edroile BC entre les deux circonférences, g ta soit divisée afpixi^ H en raison donnée.
Prenons pour inconulK fiwoifb Cü, et supposons ^ ' l'inconnue CH = »,
le rjumort donné =r = .j . . . . a
W Æ CH
le rlfon MB^ .... ,
trayon NC = .... " . . .
droite conime Mil = *,
la droite câttnnc NH a= T^.
Les deux triangles H, N CH ayant un angle égal en H,
oaiM^cvon.s aA'èir (ad5)
(^’ -KRH -^w)CÏÏ.^ = (nh’4I|B’— Nc’)BB.MHf"
+ — R*')injr = (n^jt* — r*) amx, ou
x\na‘ — a/n) ='amn‘-^|p^/i + nR* — amr'}
d’où l’on tire •> *
ou
j^^/o/n/i* — /n*/j + /jR* — amr* -J>'
na' — am
^e quj^&lloit trouufp.r- •Te SUtfariine
le dh^l^o Ügne ^ârce que la racine négatif e ést "
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inaignifianle, à moins'qu’on ne veuille la regarder comme l’indication (l’ime au solution qu’on trouve en effet iNridemment, en f^tmt de l’aiftre côté de la droite MN sur la circonférence dofifle centre. cslN, un autre point C’ à la ^cme distance que le f i lOUlrt la figure est symétriqu«|ÿl^ rien ne prouve .
que cette seconde solution soit relalivéHÏ^^Bigne négatif, les
droites CH, CH , n’étant point prises en sens coi}|lnires l’une de l’autre.
PaOBLÊMEXXXI.
3 1 4. Par deux points pris à volonté sur une cixqpf^érence donnée , men^ deux 'cordes qui se coupent sous un an^ donné , «4 qui aoietd etSifv elles en raison donnée-
Soit AbDC (fig. 54) la circonférenccproposé^ A et B les deux ^ints pris^à volonté sur cette cir90iiféretiÆ||^^t desquel-s doivent oili^cnées les deux cord^’A^, BC, qui doivent former un angle don^||^ÊC et se trouver ,«i raison donnée.
Je mène les droites AB , AC , et je prènd^our inconnues les
deuÿ angles BÂD, CAD; cela pose , faisons
l’angie^fterclié BAD = » m
l’angle cherché n
l’angle donné AÊC — fS-.i i
la droite connue AB = . • t-w» • •
le rapporf9>nné de AD à BC ou .= =* . . ...... b
s BC ^ •
le raj'on donné du cercle = • • • j,* .t R
Par le problème xxi (178) nous avons (formule aj) ■ 4 i= aR.sin. (i + /») ; (A) , et en dhr^nt la a8* par la a5' formule , , sin. (*-*-« — m)
'BOUS avons O = : ; , ou . V • . i
* 8in.(m+») • 1-' ,
5s?h. (m-fn) = sin.(A-l-« — m); (B)- j
il s’agit donc de tirer m et n de oes deux équations. *
56« G E O M E T R ms
En développant la première, j’ai
® = 2R sin. ^ cos. 7j + aR sin.n c^Aj '
a — 2R sin. A cos.n = aR sin.n cmA; •
élevant au carré, j!«y,
O* — iaIlsin.Arcos.«#4R*sin.A*cos.n*=4R‘cos.A*-^-4R*coil*cosî»’
ou à cause de sin. A** + cos. A* = 1
4R*cos.n* — 4oRsin.^ cos.n + a* — 4R*cos.i*= oj d’où l’on tire
asin.^ cos.^
cos.n =
sin.n =3
a cos. k aR
3 R sin.
TrT
V^4R*— a*, et par conséquent ,
8in.m cos.
Voilà donc ‘déjà « trouvée; il reste à trouver m. Pour cela, je développe l’éÿiation (B) :jd||r me donne %
b sin.mcos. n + ùsin.ncos.' + n)cos. /^sin. m cos.fA + n),
ou •
sin.TO (ù cos.n+cofc(ff») = coa.m (sin.(A+n)' — b sin.n) ; '
d’où l’on tire vif
. sin'.(i+n) — ù sin.n
, ou 4ng.OT î= - — i
O cos. n + cos. (x+n) . .
Wais l’équation (A) donne sin. (A + n) = —jr, et par conséquent ' ^ aR
CO8. (A+n) = — 1/4 R* — a*; substituant ces valeurs de
sin. (A+n) et cos^(A+n) dan^ la valeur trouvée ci-dessus pour
, tang. m, nous aurons , tang. ^ ^ *•
aùR cos./ï+V" 4R*= a'
Or noos avons trouvé ci-dessus les valeurs de sin. n cl de cos. n ,• dbnc tai^. m est cotmue. Ce qu’il falloit trouver.
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3 1 5. D'un point £ pria à volonté dans U plpn d’un cercla
donné, tracer deux coYdea orthogonales AD, UC, qui soient ^ entre elles en raison donnée.
Soit L le ceotre du cercle proposé, et meuons la droite LE au poiul donné E. Je prends pour inconnues les deux cordes^er- •
chées AD,' BC,%t je suppose ’SST*!
nneonnÎM^D ♦
l’inconmtc BC= j f*
le rappctfl donné dexàj',ou-= a #
le rnysn donné dÛBcrcle = r
la (^îltc connue LE = h ^ ' #
Nous aurons donc, par la Audition du pioblèrae, x -^ây. De " plus, on a 4r’+^*= 8r* — 4 ô*. Substituant dans celle équation la valeur de x tirée de la pMinià|^, qn aura^*(i+o*) = 8r*— 4i’,
^ I y&r' — ii* I 4é*
> et par conséquent X = a ^ ^ ^ »
J’ai supprimé le double signe devant le radical, parce que la •
• seconde solution est évidennnent iusigniCaute. Cependant il^cst ^
aisé de voir que le problème a réellement deux solutions ctcc- ■%
tivcs^fig. rao)^a première exprimée par AD, BC, la seconde par A'D', B'C', qui forment deux figures absolument semblables.
On Voit donc, comme noBi l’avon^Kéjà plusiénrs fois observé, que l’analyse donne tantôt des rncrabs Surabondantes et inutiles , quijie sont que de simples furn^s'algôbrlqoes ^ tantôt quel- ^ ^
ques-unesj aculcmeut|ie. celles qui'peuvoui salisiaii* à la quea-. tion projipée. ^
La corde AD étant connue, Iqjprobléme se induit à^pener * le point donné £ la corde connue AD dtt^ le cercle donné,
ce qui est facile : carei ^un point pris è Tolont^ sur la circonférence, on porte sur elle une autre corde ad — ÂD; qu’ensuite
, 'ilu centre L et du rayon LE on décrive un arc qui coupe ad au ■; point €{ il est clair qu’à cause de l’uiviforinité de courbure du
cercle, on aura ED = ed; ainsi ed étant trouvée par la construction précédente, on aura ED , qu’on portera de E qui est donné au point cherché D. *
LétOiênic solution s’applique évidemment an ca^où le point A doRdé E seroit pris hors de l’aire du cercle ; mais il est clair qu’ar lofS le problème devient impossible, lorsque 4^ devient plus grand que 8r% ou ér>r^/ï.
On Ironveroit également par la même propriété de^prdcs, la solution du problème, si du lieu du rapport des colvea. cherchées , .on connoissoit leur somme , ou lenMfiffcrencc , «S leur produit, ^c. *
FBonnâM B ^ X x i l i
Ol6> D*un point pridià potOmié au-dedana ou au-dAora ^ d’une iphère donnée , mener trois eordea perpendiculaires entre elles , et qui soient en raisons données.
Prenons pour inconnues les trois cordes cherchées, et sdpposons
l’une de ces cordes = . . ; ^
l’une des deux autres = Jt
la troisième * *
le rayon donné de la sph^'»=
la distance du cent;re au point donné où doivent se croiser les * trois cordes pLercBëcs a .... * ^
aJc rapport dt^tué a • . . > "i*. ••••*•• o
• k^rappoiHlonné ~ . c
Nous aisr^s donc, par liil^ondiüons du problème x = *
a ph
^ 131e JP O 6 i T. I O.N. 860
s= c s ; tU pins ( * 3'») * «i» a *'+y* + ••=*» a — 8^'. Substituant clans cette équation, pour x ,y ^ leurs-valeurs tirées des dcux.prewcrcs, on aura a'(i +o*_+0 = lar*— 86*. Euuc
Ce qu’il falloit trouver.
Eai suppnmé le double signe devant le radical, pâÇbo que les valeurs riégàtives sont ici insigpilianlcs. Mais I9 problcnte a une iiiCiiité de solutions : car si.ay'ant trouvé Xjij^ar exemple, ou imagine par le point donaè,pù cjoivenl se croiser les trois perpendiculaires un diaml^tro, u est clair que toutes les cordes passant par le même prtifit dopné , et faisant le môme angle qne^x avec ce diamètre , seront égales et pourront être prises pour ■Àf^inconnue. On peut rendre le problème détermina, en prescrivant pour œndilion que x^doit n%tjqmvcr dans tel ou tel graad^rcle passant par le poinl^onn^ Alors le problème au^ sué^rntioiis^ puisquknr êiridemment substituer l’une a de toutes les manières possibles les trois inconnues x,y^ Z, .ce qui fait six combinaisons différentes. Ainsi l’cqjiation, quoique du sccomkdi^ seulement, ou plutôt du. premier, puisqu’elle n’a pointf^ second terme, n’en donne pas moins los six seslutions effectives dont le^ublènae est susceptible.
I«a solution précédente supplique évidemment an ças où lo point donné seroit pris hors du volume de la sphère ,’’jtaais alors la quantiA'xadiealc devient imaginaire, si l’on a ar*) ou
PR^OBtKME XXXIV.
Sl.y. Jyun point pris à volonté auMledans ou au-dchors d’une tphèref mener trois plans perpendiculaires entre eux , tels que les aires des trois cercles formant les intersections de ces jj^ans avec la sphère , soient en raisons données. ,
Prenons pour inconnues les rayons des trois /:erclcs chcr-
* OEOMETRIË * ché« , les aires de ces Ceccles seront comme les carrés de ces rayons. Bopposuns donc «
l’un de ces rajmns = - •. . x
l’un des deux autres =±a . . . y
le troisième = x
le rapport de l’aire du cefcle dont le rSiyon est » à celle du cer-
ck dom Je rayon est x ou — a
le rapport de l’aire du cercje dout le rayon est y à celle du
cercle dont le rayon est Z ou
le rayon de la sphère donnée =
ladialanoe da centre de la sphère au^oiat donné d’où doivent
partir les trois plans perpendiculaires æ Mi b
Nous aurons donc, parles conditions du problème «*= y;*=cz*; de plus (i35),-on a **+y* + z*= 3r‘— A*. Substituant dans cette équation les Taleurs de ar, y , tirées des deux premières, on aura a*{i+ a +r) = 5r*-“ è* J donc ", -,
i+o+c • i+od-Ci, . i + a+c
Ce qu’il falloit trouver.
On doit ici faire les mémes'observations sur les racines que dans le problème précédent
P a O B I. i M £ XXXV., '. -
3 18. ^Connaissant les angles d’un triangle ABC (fig. \ et les distances de chacun de ses côtés à un point donné D pris dans le même plan, trouver les trois côtés de ce triangle.
Désignons par A, fi, C, les trois angles <loni||a’du triangle; par O, é, c, les côtés respectivement opposés ; et par a , b', c les ^ perpendiculaires données abaissées du point D aw ces côtés l espeuivement. ^
Qu point ^uné D , )e mène des nfetes aux angles A , 13, C ;
il est évident ql^ l’aire da triongle prrfposé^J3C est la sonntic deMÎroa des deux triangles A BD, jffjiSi) > rtnnns Faire du triangle BCD; c’est-à-dire, qu’on a
, ^ — = vi- •
ABC = ABD 4- ÆD —
MaisA^C = iÂB.ÂC.sIn. BA^= ;3c sin.-A
[ABD sî=- 1 ÂB. c' = { cc\ ACD = X bb\ = {aa. Dpne l’équation ci-deasus devient^fi •
bc sin.A = o o*
Or, par la proportionnalité des sinu3_àvec les côtes, le triangle
ABC donne b ^ a — — r , c = a ‘^Substituant ces valeurs sin.A sin.A ‘ ,
dans l’équation précédente, et divisant par sin.B siri.C, on aura h sin. B+ e'sin. C - o'sin^^ ^
sin. B sin. C
sin.B-1- c’ sin. C — a’ sin. A _
sin. A sin. C
• b' sin. B -H c' sin. Ç — a sin. A . ^
^ sin. A sin. B > . ■
Ce qu’il falloit trouver.
Si lefoint D étoit placé sur Faire nWme du triangle o' deviendrûit inverse , et par cotiséquent il faudroit ^ changer le signe dans le^ formules piécédentes.
Il est facile de résoudre ce problème sans calcul , en commençant par construire , comme nous l’avons indiqué (19^) > ^gure semblable à la figure cherchée.
Tl cslégalemenl facile d’étendre celte solation au cas ôAiùilicu d’un triangle, ce seroit un autre polygMe quelconque qui serok proposé.
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Soit ABC (fi^. 1 2 a) le triangle proposé. OésriRons par A , B , Clés trois angles cHeich«q^ar a, b, c, les <pài^. opposés a*si cherdiés J et par o', b\ c, les pcrpen^culaii*Rdonnce»j|êbpecti-. veipciil abaissées des angles B , Cÿtft .
ParicJ propriétéiftJu trianjlfer flous avons co8.A=^ ° .
’ ri*' • s ^ i$abo
De plus, ou sait aussi que )es perpendiculaires abaissées des anÿcs sur lercôtés opposés*) soift en raison rnvcr5?dg,ces côtés.
Donc nous avons tz ô\i‘b^~ et pau^nemeut
c — SubsUluant c«^^Ieurs de b et de e^dans l’équalion
précédcjtlo. on aura , ‘
'cf—Çb'c% . .
On^ura pareillement
4DTc ^ jjsz
cqs-C c= — + — ;
. . ,20 ta -xcc
Ainsi rtous avons déjà les trois angles çhercliéji.; il nous reste à Umiver cbacuu des.eôlcs.*||^ ->#r_
'■ Or le trianglereçtanglc ABH donnclBï ; AB : : sin. B : i; donc
S,.'«C = TT
con
tions a =:
. . , ~V;.t-cos.B-', ,
niais a est donné , er liens venons 1;îe trouver cos. B. Donc c çst
a et b, par ^s deux aulrM équa^
^ ~ , ■ ==■ Ce qu’il falloit
trouver. ’**»*.»
problème xxxvil
0 20. Un triangle FGH donné (lîg, lao), U^i circons- * crire un autre triangle ABC tel qu’en abaissant ds ohaeun due
ariffles de ee dentier une-perpendieulaire sur son çôU opposa, ces’^er^güimllil^ tombent précisément aüx poùits F, G, H, çui.sfm^fs somntfl^jdu premier. ^
Soid^lî^ 1 les vcrpendJcHlai^œenées des an^es
côtés apposés* , il faut donc que
lé Uian^e ABC soKld que ce» perpendiculaire lombcnl respectivcmettl aux points II , G, F, qui sont les sonraicls du triangle donné FGH. ' ‘ c
Le tableau formé, probl. xvi (167) nous donne FHG=a«— sA, ou A = «— 'tFIIG, (form. aS), etele même (form. ag, 5o), B = «- — J FG C='» — jGFII. Les troM angles^îÉI triangleTkfcC so^dtijj|t connus. ' ’ l||r
Poolexccutei'J^'cotistruCtîon , onreinarqucrajde plus, que le
m^fne tablcal^ donne (form. 16, 17 , 18) , feHP&= A* BFH C, cGlI = B; iWy a donc qu’à mencAfele sommet «Tonné ‘il une droite BC qui fasse^éc la droitc*^Sfëc Fil l’angle BÛf = V — fFHG, par le -sommet P", nne -AB qui fosse
avec pAwîgle = 'v — ^ F II ,*^t^^^par le p^t G , unp troflciiic droite AC.quj^^sse avec GATIanglc CGIIj
— i FGH. Ces trcÉ^dreites^Po, du tfiangle-ckerclBb Ce qu’il
£C qproilk^'les trois côtés
ÏEOBI.KM£, XXX V^I I 1.
!ît1.\krUne corde BC (fig. ia4) é^ant tracée à volonté dans un cercle donné , trouver sur la circpnférence de cetmrcle unpoint
iel qu’en menant lei cordes A'^ AC, les perpendiculaires
AH, BG, CF, sur ces trois cordes et la droite FG., l’astgle
' AlEiformé par cette droite et la perpendiculaire AU soit'^al à un anf^ donné. ' > .
C E O M E T H PE
Le problème xvi (167) montre <form. 3j) qne l’angle A/'e donné par hypothèse, est égal à « — (C — B) f c’esl-à-dire ,
qu’on a A / F == « -^ C+B* De plus, l’anglv A est connu , puis-
qa’il est appuyé sur la corde donnée BC. Or a-r = A+B+C j
ajoutant cette équation à la précédente, on mit
»»+A/F = '» + A+aB.
Donc B =* , et de meme C = Ce
qu’il Falloit trouver.
Cet exemple- et celni du problème précédent montrent .qu’il est souvent avantageux d’opérer immédiatement sur les angles, au lieu d’employer lOyOUîMitités linéo-angul^pres , car l’hitervenlion de celles-cL dans ces exemples, pourroit mener à uno analyse assez compliquée; et il est aisé de multiplier les i»s semblable^^, •
PROD.I.ÉME XJ..
Dan» un qui^latère donné, inscrire un carré
Suit A BCD le quadéîlatcrc proposé (fig. ib5); carré
cherché qui doit être inscrit dans ce quadril alère. '
Le quadrilatère étant donné, j’en connois les an^cs , et je vois facilement qiw si en ^utre-'*)e connoÎMoIs un seul d’entre ceuxquisont déterminés paries positions respectives du quadrilatère et du carré, B/zm , par exemple , tous les autres se trouveroien.t de suite par de simples additions et soustractions. Les angles trouvés, il n’y auroit plus à chercher que I^.valenr absolue du côté du carré, oe qu’on obtiendroit visiblement par le principe de la proportionnai klé des côtés dans les triangles, avec les sinus des angles opposés. Je prends donc pour iaconnue;i^
le côté mn, et l’angle B/n 71, et je suppose . ~ ,
l’inconnue mn = ‘. y
linconnue B/n/> = -
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le» quatre angles du quadrilatère proposé A, B, C| D,
AD les côtés decemêineqiilhlrüatère m,nÿp, q
l’angle droit as: »
Cela posé, je cherche d’abord tous le» angles de la figure.
A cause de Patiglo droit jr/;m, j’ai évidemment = ensuite Kqm=^ — A+r; puisDÿp=A — x; puis D/iy = a'» — D — A + *.
PareilIemenfmnB=5»«— B — z, /»nC=B^4‘*—»»”i>C=i3»
Voilà tou» le» angle» trouvés en waleur» de a. Il est filcile maintenant de calculer les lignes de la figure.
Le triangle B mn donne
, — f.sin.x
. Bn : mn -.csm.Bmn : sin.mBn, ou B/i =‘ — : —
am.D
,, y.sin.(B + *)
et Bot
sin.B
De môme, le triangle' âotot diwne Am
y cos.(A~3)
sin.A ’
‘.J.. , ^ y co».(B+C+i)
et le triangle npC donne nC^ — sïrTC
Sufaaliluant ces valeurs de âot, Bm, lia, nC, dans les équation» suivantes qui sont évidentes ; savoir,
AB, oafl^=AOT-t-BOT, BC, on n — Bn + nC ; on aura
_ ■ >-.cos.(A — x) , ^.sin.(B + x) ■
ain.A sin.lf
. \y.sîn.x y cos.(B + C+x) .
V Sin.B sin.L
Multipliant ce» deux équations en croix, pour iaire diapa-
roîlre^., nous aurons
' m sin. A sin. C sin. x — otuh. A sin. B cos..( C + x)
& n sin. B SOI. C co». (A— -*) + nain. AsIn.tJsin. (B+x).
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Dëveioj^ant les quantités cos. (B+C + e), oos.(A-rx), sip. (B+z), pour sé^cr z des quautit«is A, B,C; on aura
/ TTj'sin. A sin. C + n» sin. A siii. B sin. [B+C] \
V— «sin.'Asln.Bsin. C— -nsin. Asin. C cos. B )
• , / n sin. A sin. B sin. C + n sin. B sin. C cos. A \
W/rasin.A3in.Bcos.i;B + Cj. )'
. , sin.x
, Divisant par cos.x, et observant qae =tane. z. on aura,
' * cos. Z • ♦
en dégageant l’inconnue lang. Z , ^
n<ln. Asin.Bsin.Cq-wsin.B^inCcos.A-l-wsin.Asi^.B co^B-KC)
^ /«sin.AsiH.C+miin..\sln.Bsin.(B+C)— /isin.Asin.Bsûi.C— n®i.Asip.Ccos.li'
Ce qu’il falloit trouver.
525. Celte équation du premier degr^Mindique qu\ine solution. Il est vrai qu’à tang. z répondent d^ix arcs différili^s; ..^nais comme la diQcrcnce de ecs do^x arcs est 39, la secunde solutiqn SC trouve identique avec la première.
C'cpcndanl le problème pris s<r g^néraTIté a frois'solu»
tionsj car le calcul a été établi dans l'Hypothèse que le point;ffl doit se trouver placé entre A et B; mais il pourroilse trouver f sur le prolongement soit aa-del.\ de A , soit au-delà de B j ce qui fait trois cas. On dira peut-être que ces trois cas font trois problèmes dilTérens, et non une seule ef même question : mais on pourrott dire la même chose de toutes les aulicjajieslions'qui ont plusieurs solutions^ car ces solutions ont loujSnrs quelques ’ parlicnlarilés qui les distinguent les unes des autres. Les trois cas'dont il s’agit ici s’expriment par de^équalions qui ne différent entre elles qiic paf les sigaes^uialTecteal les quantités qui y entrent, et peuvenï^rc rafijenées à une forme idenliqinc par de simples transformations n1ÿ|briqucs;'cufin, l’on pas^d’im système à l’auüSb par mutatioli insensible^ ce sont donc bien véritablement trois solutions diffétsnles d\ine même q^lstion ; et la ^cst«^ pourroit conduirtf^'à une équation du troisième degré, si l’on cRÔisissoit d’aultés îneonnnes. Mois par le olioi.x
qae nous avons adopte:, les trois racines se trouvent rationnelles, et c’est ce qui fait que l’cqualion est seulement du premier degré.
'•PROBIiAMEXIil.
3‘î4. Dans un triangle donné, inscrire un autre triangle donné.
Soit ABC (fig. 126) le triangle d.ans lequel doit étie luscril le triangle abc , de manière que les angles a , b , c , du second se
trouvent respectivement placés sur les cAtés BC, AC, AB du premier, ou sur leurs prolongemens.
Les deux triangles étant donnés , je connois tons leurs angles, cl je vois d’abord que si j’en connoissois de plus un seul de ceux qui naissent de la position respective de ces deux triangles , h-bc par exemple, tous les autres me seroient facilement ' connus par do simples additions ot soustractions, sans faire intervenir dans le calcul , les quantités linéo-angulairèS. Je prends donc pour inconnue cet angle Aéc que je nomme 2; je nomme de plus A, B, C les trois angles du triangle ABC, A', B', C', les côtés du même triangle respectivement opposés n tes angles; a, b, c, les angles du triangle abc, a', b', c', les côtés de ce même- triangle respectivement opposés à ces angles, et enfin » l’angle droit Cela poséy
La somme des trois angles du triangle Abc, étant 3ir, j’ai Aeôa^a-» — A — 2. •
La somme des trois angles formés autour du point b étant également a», j’ai Cba = 2» — b — x.
Pareillement, la somme des trois angles formés autour du
AA
point c valant a», j’ai Bca=a-w — c — Acb, ou Bco=A — c+x, La somme des trois angles du triangle Bac valant a» , j’ai
B^c = a*- — B — Bca, ou Bac=3v — A — B-f-c — x.
Enfin , la somme de» trois angles du triangle Cba valant a» ,
j’ai Caô = 3« ^ C — C^a = ô — C-j-x. ,
Voilà tons les angles trouvés : il sera facile maintenant d’avoir
tous les segmens A é , Ac, Ba, Bc, Ca, Ci, par le seul principe de la proportionnalité des côtés avec les sinus des angles opposés. Par exemple :
Le triangle Acb donne Ac : cô ; : sin.Aôc : sin.cAô , ou asin.z
Ac
sin.A
De même, le triangle cBa donne cB : ca : : sin.caB : sin.cBa, b sin (AH-B — c+z)
ou cB =
sitl.B
Ajoutant ces deux équations, on aura Ac+cB, ou AB, ou
„ osin.z 6sin.(A+B — c+a) , . . . .
C = — ^ — — 4 : — ,, — , ou multipliant tout par
siii.A sin.B
sin.A sin.B, ■ '
C sin. A sin.B = O si'ii.B sin.a + b sin. A sin. (A + B — c+z) (A)
je développe la valeur de sin. (A-l-B — c + z), et j’ai sin.(A+B — c+z)=sin.(A + B — c) cos.z + cos. (A+B — c) sin.z.
Substituant dans' l’équation (A), on aura, à cause de cos. Z = t/ 1 — sin. Z*.
C sin. A sin.B — [a sin. B + ô sin.A cos. (A+ B — c) ] sin. *
= ô sin. A sin. (A+B — c) i — sin.z’.
Elevant tout au carré, transposant et ordonnant par rapport à sin.z nous aurons
^ . îCsin. A sin.B [a sin.B + ôsin. Acos.(A + B — c)]
sin.z sin. g Acos. (A + B — c)j* + ô’sin. (A + B — c)*
i’siii. (A + B — c)’ — C’sîn. A*.sin. B*
[a sin.B + ô sin.A cos. (A + B — c)]*+é’sin.(A + B ; — c)‘ ’
équation du second degré qui donne la valeur clierchée de sin.z.
'Quoique l’cquatiosi précédente ne soit que du second degré, die donne quatre solutions; c’e-st-à-diro, quatre valeurs diffé-
D.E POSITION. 5-q
rentes pour z; parce que chacune <lcs cleu.K valeurs de siii.^ répond cllc-uùme à deux angle* diiTérens supplémcns l’un de l’autre.
'uf'
pnonnâME xlil
SîS. Sur une droite donnée MN (fig. ii’j), trouver un
point A dont les distances AB, AC à deux points donnés B , C soient en raison donnée. '
Soit a le rapport donné do AB à AC , c’est-à-dire , = a
AC
par les points donnes B, C, je mène la droite indéllnie BCII'. Je divise l’intervalle BC dans la- raison donnée au point II ,
c’est-à-dire qu* je fais = <*> on BH : Cil :: o : i , ou,
BH-t-CH ; BH;:o+ 1 :a; ce qui donne BH = BC .
Je détermine pareillement sur le prolongement de BC uit
autre point H', tel que BH', CH', soient aussi dans la ration
donnée; c’est-à-dire , qu'on ait B H': CH';: a: i , ou B H' —
CH' : BH'::a — i : a, ce qui donne BH'.= BC — ^ — .
Alors sur HH' comme diamètre, je décris un cercle. Cela posé,
la circonférence de ce cercle coupera la droite proposée MN en deux points A, A', qui l’un et l’autre satisferont à la question proposée.
Car (199) la circonférence HAA'H' est le lieu géométrique de tous les jpoints dont les distances aux points B, C sont dans
la raison donnée a , ou de BH à CH.
Si l’on veut avoir l’expression analytique du diamètre HH ,
ou celle du rayon HA , on remarquera que HH' = BH'.CH' —
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B fi. CH (197). Or nous avons déjà trouvé BH==BC
Bir = — et de même, on voh^que CH = BC
GH' = BC
Donc l’équation ci-dessus devient
HH'c=BC ( , ^ -T- 7 -^^4a*BC.
Donc HH'= 2flBC, et par conséquent le rayon DA= oBC. Donc i:a::BC:DA. ’
Puisque la circonférence HAA'H' est le lieu géométrique de tous les points dont les disti^ices aux points B, C sont dans la
raison donnée j il suit que l’on rcsoudroil de la même manière
la question , si au lieu d’unê ligne droite AIN , c’éloil une circonférence, ou toute autre courbe donnée , sur laquelle il fau-
droit trouver un point A dont les distances AB, AC, aux deux points donnés B, C, scroicnt en raison donnée ; les points ou la circonférence H AH' coupcroil la courbe proposée satis* feroient à la question.
S26, Si l’on proposoit cette autre -question : trois points B , H, C étant pris- à volonté sur une li^ne droite, trouver sur
une autre droite donnée MN un point A, tel qu'en menant de ce point aux trois points donnés B, H , C trois droites , les deux
angles BAH, CAH soient égaux. On la résoudroit de même,^
eu cherchant un point H' tel qu’on ait BH : CH::BH' : CH',
et décrivant sur HH' comme diamètre une circonférence, les points A, A' où cette circonférence couperoit la droite donnée
MN , satisferoient à cette question. Car nous avons vu (19g) que la circonférence HAH' est aussi le lieu géométrique de tous
/S As
les points qui sont tels, qu’on a toujours BAH = CAH.
11 en scBbitcvidcmineistide même, si au lieu dé la droite MN
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on tlonnoit upe aul/e circonférence, ou une ligne courbe quelconque. jfc *
.0'22* Si m jpiroposoit celle aulre question ; quatre poinU, B, II, Âattt 'pris à volonté sur une dro.it^onnee (fig. i aBj,
trouver hq/ÿs dejîjftte droite un point A , lêl^u^en menant les
quatre droites AB, AH, Alî , AD, les trois angles BAH, H AC , Cad soient égaux. Il fuudroit , comme ci-dessus , clierchersurceltedroiteun poinlH' telqu’oneûlBH : CH::BH':CH'j
puis un second C', tel qu’on eût HC : DC”HC' : DC'. Ensuite
sur il II' et CC' comme diamètres, décrire dei\x circonférences. Le po)nt d’intersection A de ces deux oireonfércnccs seroit le point cherché; car (igq) la circonférence H AH' est le lieu géométrique de tous les points qui sont tels, qu’on a toujours
BAH = CAH ; et la circonférence CAC' est le lieu géométrique
de tous les points qui sont tels, qu’uj|[||||^ujours CAH = CAD. Donc au point d’intersection A de cesueux circonférences , on
a , BAH = CAH = CAD.. Ce qu’il fïi||pafb4rouver. Comme il y a nn second point d’intersection , le problème a évidemment une seconde solution.
FàQBLAKr jci*i yi-
328. Connaissant les trois angles d’un triangle, et les distances de leurs trois sommets à un point donné dans le même plan , trouver le^ trois côtés de ce triante.
Soit ABC ^139) le triangle proposé, et D le imint donné. On connoit donc les trois angles A B , C ', et leurs distances
AD , BD, CD au point D. Il s’agit de trouver ks côtés BC,
A(', AB, que je désigne_par a,b,c , respectivement.
’ Les angles A , B , C étant donnes , les rapports des côtés sont déjà connus , puisque ces côtés sont entre eux comme les sinus dcccsangles donnés ;il nes’agildoncplusqucdetrouverlavnleur absolue de l’un quelconque d’entre eux, pour les avoir tous.
Je commence donc par construire une figure semblable à la proposée, en lra(,-ant d’abord un triangle^^èc semblable au ti'ÎHUgle cherché ABC; ce qui est facile, puisqfl^^ .trois angles sont donnés. Je cherche ensuite un point t/qui^iVplæé dans lanouvclle fignre, comme le point D l’e.st da^la pigjiiiére; et
je mené les droites ad, bd, cd.JLcs triangles ABÇ, abd, seront donc semblables ; donc les distances ad, bd, sont entre elles comme AD, BD ; mais ces deux dernières lignc.s sont
données; donc leur rapport est connu, donc ad, bd sont en raison donnée. Décrivant donc (3a5) la circonférence qui est le lieu géométrique de tous les points dont le.s dislauccs
aux points a, b sontdansla raison donnée de AD à BD, cette circonférence passera par le point d. ■
Pareillement, si l’on décrit la circonférence qui est le lieu géométrique de tous les points dont les distances aux points
a, c sont dans la raison donnée de AD à’CD, cette autre circonférence passera aussi par le point d, donc le point d seia l’intersection des deux circonférences tracées. Donc on aura la figure abcd semblable à la figare.cliercbce ABCD ; donc pour
avoir la valeur absolue de AB, par exemple , nous n’auronS
que cette proportion à faire AB: AD;:a6 : ad, .dans laquelle les trois derniers termes sont connus, On aura de même les deux autres côtés AC, BC par ces autres proportions
AC : AD::ac : ad; BC : AD::ôc : adl Ce qu’il falloit trouver.
On voit que le problème a deux solutions, puisque les circonférences tracées se coupent en deux points. Nous traiterons ce problème d'une manière différente (333).
Par la môme marche , on résoudrait cette autre questionj çonnoissant tous les angles que font (leux à deux les six arêtes • d’une pyramide triangulaire , et les distances de ses quatre som~ mets, P un point quelconque de l’espace, trouver toutes les dimerf'i s ':ot}s de cette pyramide.
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Deux Circonférences AFBG, ACBD, étant données .(Rg. lia), et une corde F G étant tracée au -dedans de
l'une d’entre elles ; tracer dans Vautre une corde CD de grandeur donnée , et telle que les quatre extrémités F , G , C , D , de ces deux cordes se trouvent toutes placées sur une même circonférence.
Menez la corde A B , et par le point K où elle coope la coWe
FG menez dans le cercle ACBD une cofde CD de la grandeur donnée. Celte construction est une suite évidente de ce qui a été dit (3o6).
PROBEÉME XI. V.
>5.3o. Inscrire dans un cercle donné ùn triangle ebc (Rg.-^o) ^ dont les trois côtés passent respectivement par trois points .4‘, 1) , C , donnés dans le même plan.
Ce problème passe pour diflicile, et il a fixé l’attention de pinsfeurs grands géomètres. Castillon en donna le premier la solution dans les Mémoires de l'.\cad6mie de Berlin an 177^ Celte solution est synthétique et fortlngénieuse , niais compH~
• quée. Lagrange en donna aussi-lùt une autre très- belle entièrement analytique Insérée dan» le même volume. Sur l’invitation d’Euler, Lexell donna dans le quatrième ^tslunie des nou-^ veaux Mémoires dePétersbourg, la construction de la formule trouvée par Lagrange. 11 dit qu’il avoit essayé de 'l’appliquer an quadrilatère inscrit, et qu’il n’y avoit pas réussij mais cela lui fournil l’occasion de découvrir une propriété très-intéressante des quadrilatères inscrits. Ollajano, à l’âge de 16 an», trouva non-sculemont une solution synthétique extrêmenent élégante de ce problème, mais il lui donna toute la généralité possible, en l'appliquant aux polygones inscrits d’un nombre quekonqiic'dc .côtés: celte solution se trouve dans le quatrième volume des Mémoires de la Société italienne. Malfulli donna dans le même
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volume une autre solution synthétique du même problème ain»l généralise.
La solution suivante est mixte et tient principal ëmcnt de celle de Lagrange. Je crois seulement avoir simplifié la mise en équation, par l’usage d’une propriété très-familière des triangles j et j’ai fait voir comment on peut l’étendre aux polygones inscrits d’un nombre quelconque de côtés. La méthode étant la même pour tous ces polygones que pour le simple triangle, je me proposerai tout de suite la question dans toute sa généralité, compte il suit. ■
Inscrire dans un cercle donné un poîygonè.eihcAe (fig. i3i) , dont tous les côtés passent respectivement par autant de points A , B, C, D , E , donnés dans le même plan.
Soit K le centre du cercle proposé; de ce centre, soient menées
des droites KA, KB, KC, KD, K£ , à tous les points donnés
^ A, B, C, D, E. Et des rayons, Ka^ Kô, Kc, Kd, Ke, a tous les points cherchés a, b, c, d, e.
Nommons r le rayon dout^du cercle, a,b, d',e, les droites données AK, BK, Rat| a', b', c', cf, e', les angles ^ donnés AKB, BKC, citD'^BKE, E£ A. Prenons enfin pour
inconnues les angles AKa, Cl^c, DKd, EKe, et nom-
nions-les respectivement t, u,x,j, z. *
Cela posé, considérons successivement les triangles AKb, BKc, CKd, DK«, EKa, et appliquons à chacun d’eux cette propriété familière des triangles : la somme de deux côtés est à leur différence, comme la tangente de la demi-somme des angles qui leur sont opposés est tangente de leur demi-différence.
En vertu de cette proposition, le premier AKô de ces triangles donnera t-
ÂK + ÔK : Â^— ÏK : r tang i (À ÔK -b ÔAK) : lang. i (ÿ^K— ô AK). OrAôK-^ôAK = sup.AKô^ sup. (AK B 4- BKô) = siip. (a' -t- n); •e qui donne tang. j(AôK-l-MK) = cot. j(‘»'+«)=
et
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cl déplus, A^K. — i>AK = fcoK — iAK = AKa.= <; ce (pii donne tang. ;( AiK. — 6AK.) = ; t; la propoi lion deviendra donc
tang
ou
tang.7(û'+«)
= laiig. i Mang. j (o'+ «) ,
ou
. lanipi a' + ianjÇ- î « = ^'6- i * .-Lg-fo'tann^»
d’où l’on tire
lang. ;n
tang.7o'.lang.7«
' tang. 7 a' + lang. 7 u Or il est clair qoe chacun des cAtés du polygone doit nous donner une équation pareille à la p^jécédenle. Donc nous aurons ■' pour résoudre le problème, les é<^|atiuns suivante^ en nombre égal à celui des côtés du'’polygono , ou des points dounés B , C , D, E , en conimcA^nl par celle que nous venonj de trouver; savoir,
tang. 7 / î:
a-^r ir—r ; f , I
— tang. 7 O tang. 7 «
tang. 70'+ tang. 7 u
tang. 7 u =
tang. 7 ô' tang. 7*
tang. 7 Â' + lang. 7*
TiTr ~ Iri ''
tang. T sf = : f—, :
tang. 7 c +lang.;y
.l«ng.4</' + Ung.f*
— — — — tang.je tang. 7 t e + r ^ H- r
tang. 7* =
tang. je' + langTjt
Avec ces équations qui sont en même nombre que les inconnues , on obtiendra facilement celle que l’on •Voudra. Supposons, par exemple , qu’on veuille obtenir x , on prendra la troisième équation , qui donne x en valeurs de y. On subsli» tuera donc dans celle-ci, pour>', sa valeur en que donne la quatrième équation , et l’onraurà ainsi une équation entre x et s; on substituera dans cette nouvelle équation, pour s , sa valeur en tirée de la cinquiènae ci-dessus; ce qui donnera une équation entre a: et r , on substituera dans cellc-ci la valeur de t en M que donne la première ci-dessus, et l’on aura une équation en V et enfin dans celle-ci, on substituera la valeur de U en valeur de x que fournit la seconde ci-dessus, e^l’on aura une équation qui ne rcfifcrmcra plus d’autre inconnue que X. Il ne s’agira donc plus que de résoudre cette dernière^ équation pour avoir l’inconnue cherchée.
Quoique ce calcul parobse un peu long , la symétrie des formules le rend facile, et montr«ij|B suite qu’en quelque nom- ’ bre. que ^ soient les. points donnéaR,B ^ C, D , &c. l’équatioÉr finale ne peut jamais monter qu’au second degi'é. '
En effet, supposons , pour abréger, tanf«'7t = <',lang.;M=M'&c. les équations trouvées seront évidemment toutes de cette forme:
A-f-Bu'
, J- A'-fB V -
“ “ C'-fU V = ■
; 2 A"-!- BV c*-i-Dy , A"-hB'V ^ ~ C"-hD'V ..
Or en substituant dans la première de ces équations , pour u', sa valeur tirée de la seconde , il est elair que la nouvelle équa-
tion sera encore de cette même forme t'
A' + Bx' C’ + DW ■
Pareillement, ensubslituant dans celle- ci, pour;t', sa valeur tirée de la troisième , on aura encore une équation de cette même forme entre f' eiy, ainsi 4^ suite. De sorte qu’en poussant jusqu’à la dernière ^ on aura une équation ^e cette
même forme, où t sera seule iaconnue ; savoir, t' =
M+Nt'
P + Qt”
dans laquelle M et N seront des quantités connues, et qui par conséquent ne montera qu’au second degré, quel que soit le nombre des points donnés , et à CMsc de la symétrie des équations , la construction ne sera jamais'que la répétition successive d’opérations de même genre. Ce qui fait que ce problème 'qui paroit d’abord compliqué, finit par conduire à des constructions fort simples et £ort élégantes. Mais comme ces constructions sont connues , je ne m’étendrai pas davantage sur ce sujat, d’ailleurs fort curieux. '
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53 1. De ces six choses, savoir les quatre côtés d’un qua-' drilatère et ses deux diagonales , cinq quelconques étant données , trouver la sixième.
Soit ABDC (fig. i3a ) le quadrilatère proposé; je désigne
parm, n,p, q, les quatre côtés AB, AC, BD, CD, et par
r, «,,les deux diagonales AD, BC. Il s’agit donc de trouver une équation entre ces six quantités m, n,p, q , r, s , de manière que cinq quelconques d’entre elles étant données , on puisse en tirer la sixième.
Soient *, y, z les trois angles BÔC, ADCjADB; noos aurons par conséquent xx=y+z. Donc
cos.x = cos.y cos. X — sin.ysin.z, ,
ou sin. y sin. z = coa.j cos. z — cos. x ,
et en élevant au carré ,
sin.y’.sin.e* = cos. y* cos. s*-|-cos. x* — aoos.x cos.y cos.x, ou
(l— COS.y*) (l — COS.X*) := C0S.>*C03.X* + C03.X* — 3C0S,XC0S.yC03.:,
oa 1 — cos.^* — MS. Z* + cos._y* cbs.
= cos. J'* cos.^’h- cojpy^ a cos. x cos.y cos. r, ou 1 + 2 cos. AT cos._y cos. r '^Pfcos. ** + cos. ^*+ cos. z* CA). Cela posé, les trois triangles BDO^j^DC, ADB, donnènt
cos. * —■ , cos. y = »
■apq %qr
p* + r*— OT*
spr
Substituant ces valeurs décos, x , cos.^, cos.z, dans l’équalion (A) ; et multipliant p^ 4^*yV pour .faire disparoUre le dénominateur, on aura.- . "
4p‘ÿ*r* + (p'-f-ÿ* — jf) Cÿ’-fr’— /»•) (p* + r*— m*)
= r’ (p‘-fy*— s’)*+p%*-l-r* — «•)•+ ÿ*(p* + r* — m*)* (B). Cette éqiiation doit résoudre la question proposée, puisqu’elle ne renferme plus que les six quantités m , n,p,q, r, s. Développons donc ces termes, en, exécutant les opérations fcdiquées. Nous aurons, en transposant et réduisant,
+ {m'n's' + m‘p'r* + n’q'r'-hp'q's')
■_ /m‘ny-{^m'n'q'^m‘pY + m’q'r’ + m‘q's'+m'r's'\ _
\ + n'p'q' -f- rfp'r' -H n'p's' -f- n'r's' + p’r’s' + q'j*s' }
Ce qu’il falloit trouver. *
loi suivant laquelle les quantités comparées entrent dans cette formule , est picile à saisir 3 car 1°. Ibs six premiers tçrmes sont les carrés de ces six côtés , multipliés chacun par la quatrième puissance du côté opposé (en regardant les deux diagonales eomiue côtés opposés l’un à l’autre ; ce qui est vrai , si l’on considère les poLntsjdans l’ordre A, B, C,D ). a°. Les quatre termes suivans sont Ifif pcpduits des carrés des trois côtés de chacun des quatre ttiar\gles ABC, ABD, BCD, ACD, qui ont leurs sommets aux points A,B, C, D. 3°. Enfin , les douze derniers termes sont les produits des carrés des, côtés combinés troi.s à trois, de chacun des trois quadrilatères ABDG, ABCD, ACBD. La somme de ces douze derniers termes est donc égale n la somme des dix premiers , l’équation oyant en tout vingtdeux termes.
Dans celte fornnilc les six quantilés m , n , p , ç , r, ne se trouvent élevées cliacone qu’aux second cl quatrième degrés; le premier- et* te^^f^isième ne s’y IrouTcnt pas. D’où il suit, 1®. que ciii^Iji^lliAcon'qiics de ces quantités étant données, aura la -sii)J^jpar une équation du qualQimçJegré soluble à la nianic^ de celles du second ; a®, que cctié*formule ne contenant que des quantités élevées au carré , est applicable sans aucun cliangcmcnt de signes (46) à tous les systèmes corrélatifs possibles; c’est-à-dire, aux trois espèces de quatfrilatcrc5.dont nous avons parlé (lo.!) (fig. i5a, t55, i54).
La formule précédente est conforme à celles qu’ont trouvées Tx-xell et Euler, qui se sont l’un et l’autre occupés de cette question dans lei Mémoires de l’Académie de Pétersbourg.On peut y parvenir de jplii^urs manières, parlicdttérement par le tliéorèrpe^ (196) , sons faire intervenir les quantités linéo-angu- 1b ires dans le calcul : mais j’ai clioisi la démonalratiop qui m o paru la plus courte. Cette formule est susceplibl^iin grand nombre d’applications.
532. Proposons nous , par exent’^le, cette question que nous avons déjà traitée (5a8), les trois an^le» d’un triangle et les (listancwtde leurs trois somnuta éun quatrième point quelconque • pris dans Je même plan étant donnés , trouver les trois côtés de ce
ïriangle. **
Soit ABC le triangle chei^clté (fig. »35),^D le point donné, ABCD sera un quadrilatère daho lequel on connoîtra les trois côtés Xd, bd, CD, cl de plus, les rapports des trois auVés côtés entre eux, puisqu’ils composent un triangle dont les trois
angles sont connus.
Supposons donc AC=/i, BC=s, BD=p, CD = y
XÛ = r. La formule trouvée oi-dessus sera applicable à ce quadrilatère. De plus , on a .
’ — » . . sin.C
AB : BC : : sin.C : sin. A, ou m = s . — r ,
sin.A
sin. B *
cl pareillement n = s •
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Substitannt les valeurs de m, n, dans cette formule , elle ne renfermera plus d’inconnues que «. Il ne s’agira donc que de dégager cette inconnue; ce qui est facile, Téquation ,
quoique du quatrième degré, est soluble à la uta^iàw des équations du second..
353. Proposons-nous cette autre question. Connaissant les quatre côtés d’un quadrilatère et le produit des deux diagonales , trouver ces dsagonales.
Soit ABDC (fig. iSî) le quadrilatère proposé. Soient nt, n P, q, les quatre côtés donnés AB, AC, BD, CD, r, s, les deux
diagonales inconnues AD, BC, et h leur produit donné par hypothèse.
- Jb i‘
Nous aurons donc , rs = i, ou s = - , s* . Substituant
cette valeur de s‘ dans la formule trouvée, et multipliant tout par r*, notis aurons
f*{k‘+ m'p'+ n‘q' — m*q*—n’p*) -h i*{m'q* + q'mè -f n‘p*+p*n*-— m’n'p* — m'n'q' — m'p'’q* — /»*!* — n’p'q' — n'i’ —
(k*+m'n'k*+p’q‘k‘-^.in‘q‘k‘ — n'p'k’) = o.
Equation du quatrième degut^qni se résoud comm<^lles du
second, r étant coiihu, on aura s par l’équation s = -. Ce qu’il
‘it' ’’
falloit trouver. ^ ^ ~ .*
334. Proposons-nous encore cette autre question : trois circonférences étant tracées dans un même plan , trouver une quatrième circonférence qui soit tangente aux trois autres.
Soient A, B, C, (fig. i36) les centres des trois circonférences données j D celui de la circonférence cherchée. Nommons a,h,c les rayons des trois circonférences données, x celui de la circonférence cherchée; et enfin, m , n, p , q , r , s , \ea six droites AB,
AC, BD, CD, AD, BC : les trois quantités m, n, s , sont données par hypothèse , et quand on aura trouvé x , on aura lés trois autres p, y, r, par ces équations p = b-^-x, y = c+x,
r = a+x } H i^lerdonc h trourer^rj mais ABDC est un quacli ilatère : on donc lu) ((ppliquer la formule trouvée ci-
dessus (i3,i),’t^-à-dire, qu’il n’y aura qu’à substituer dans celle formulé,' au tîeurks Irois quantilés p, q, r, les Irois A + x, c+x, a+x,|^aIors celte formule ne renfermera plus d'autio inconnue que x, et se réduira au second degré. .
Je n’elfeclue pas ce calcul parce que ce problème a été résolu d’une manière plus simple par des géomètres de premier ordre, tels que Yictc, Newton, Euler, et que la seule synthèse en fournit plusieurs solutions très-élégantes. Mon objet a été seulement de faire voir que la formule trouvée ci-dessus est susceptible d’un grand nombre d’applications. Je me propose de l’étendre ci-après au calcul des polygones, soit plans, soit gauches, soit tracés sur la ^rface d’une sphère, ainsi qu’aux polyèdres d’ui» nombre quelconque de côtés.
probuAmb
554. Connaissant le» quatte côtés et les deux diagonales d’un quadrilatère, trouver les segniens de^ces diagonales , et ceux qui sont formés par le» côtés prolongés jusqu’ à leurs rencontres respectives (fig. 137).
Il suffit que cinq de ces six choses, les quatre cotés elles deux diagonales, soient données, pour 'que tout le reste soit déterminé : mais comme par le problème précédent on trouve la sixième, nous les regarderons ici comme données toutes six. Soient H le point d’intersection des deux diagonales, F celui
des côtés AB, CD, prolongés, et G celui des côtés AC, BD, oussi prolongés. Il s’agit donc de trouver, 1*. les quatre segmciis
Ail, B H, CH, DU, formés sur les diagonales j a”, les hnit
segmens AF , BF, CF, DF j AG, BO, CG, DG, formés sur les côtés prolongés.
Nommons x , y , les deux segmens B H, CH, de la diagonale BC; K, V, les deux segmens All, DH, de la diagonale AD ; et
Sja G E 0 M E T R I E
(le plus, comme dans le probWinepr<î<k3dent, A B ^ m, AC = /; ,
Bü=/j,Cl5 = y, ÂÏ5==r,BC—
Les triangles ABC, BDC, coupés respectivement parles transversales AH, DU, donneront (ipfi), u’s = fn'y^ti’x — sxy
Otant ces deux équations l’une de l’autre, et oLseryant que *^*^r/*= (t' + «) — u) = r(u — u), on aura ,i-
sr(t> — u)=y(p' — ffi,*) + a:(7’ — n'). Parla même raison, ona sriy — x)—u{q'— p‘) + v{n‘--m'}.
Mais v = r — «,^ = s — x-, substituant ces valeurs de i',y; dans les équations precedentes, et réduisant, elles deviendront s(ffi* + r* — P*) — 3sru = x{m* + q* — n' — p*)
^ ♦■(»»* + «’ — n’) — asrx = u (w* + y* — n‘ — p*) j
équations qui sont l’une et l’autre du premier degré.
Eliminant u entre <^s dteûx équations, nous aurons- _ P*) {fn'+q*—''h’-ip') — 2sr'(m‘ + s' — n')
(w' + y* — n' — p*)*— (as/-)* ’
les trois autres segmens^, *>, « , se trouveront de meme ; d’où l’on voit que les côtés et diagonales d’un quadrilatère quelconque étant dotuiés, cliacun des quatre segmens formés par ces diagonales s’obtient par une équation du prem^r dègré._
“ Il en est de même de chacun des liuit segmens formé? sur les côtés prolongés jusqu’à leurs communes intersections. On les obtient, soit pur un calcul semblable au précédent, soit en établissant la corrélation dos figures d’après ce qui a étédit (loi). Enfin ayant trouvé, comme on vient de voir, ceux des diagonales, on peut en déduire c^x des côtés comme il suj^
Le triangle ABH coupé par là transversale CF me4feî^ra(3 1 8)
AF DÎÎ.BC = BÊ.ÂD.CH.J)onc à cause do BPisi AF — ÂD, on aura . >
AF.DH.BC = AF.AO.CB-fAB.Aü.ClI,
et par conséquent
— _ ÂB.ÂD.CH
DH.BC— .ÂD.cTi’
formule dont le dernier membre ne contient plus que des quantités connues. Il en est de meme de chacun des sept autres segmens. Ce qu’il falloit trouver.
Cette formule n’est encore applicable qu’à la figui’o sur laquelle le raisonnement a été établi ; mais par le tableau général de corrélation formé (102) entre les quadrilatères de toutes les formes possibles , on voit que pour appliquçr cette formule aux figures 63 et 64 , il n’y a aucun changement à faire , puisque d’après C0 tableau, aucune des quantités m ,n,p, q,r , s , u , ou
AB, AC, CD, BD, AD, BC, AH qui entrent dans l’équation
précédente , ne devient inverse, excepté CD , qui n’entre dans la formule qu’au carré. Il est dono facile d’appliquer c^tto formule aux quadrilatères de figure quelconque,
rnOBLÉMB XLVIII.
Connaissant' les quatre côtés et les deux diagonale
d'un quadrilatère ABCD, trouver la transversale V menée entre deux points P Q pris à volonté sur les côtés opposés
ÂB, CD (fig. i38).
Je mène les quatre droites AQ, BQ, CP, DP. Cela posé , nous avons (196) dans le triangle PDC coupé par la transversale PQ ,
Pq'.DC = PD*.CQ + FC’dQ — DC.DQ.CQ.
Or DC, DQ, CQ sont données par hypothèse; il reste donc à trouver PD , PC .
Mais par le même principe, le triangle ADB coupé par la transversale DP, donne
PD'ÂB = BD*.ÂP + Âd’.BP— ÂB.ÂP.BP;
et pareillement , le triangle ACB coupé par la transversale CP, donne
PC\ ÂB = ÂC\ BP + BC’.ÂP — ÂB.ÂP .BP; équations dont les seconds membres ne renferment que des quantités données. Tirant donc de ces équations les valeurs de
PD J PC , et les substituant dans la première , on aura ÂP.CQ.Bd' + BP.C^.Âd’ — Âiï.ÂP.BP.CQ
AB.DC
Ce qu’il Calloit trouver. *
FnOBLllME
53y. Résoudre le quadrilatère complet avec ses trois diagonales , dans tous les cas possiblés. -
On se rappellera que je nomme quadrilatère complet , l’assemblage de quatre droites tracées dans un même plan ; que ce quadrilatère com]det reuferme trois quadrilatères simples de trois formes difTérentesayantchacundcuxdiagonaleSj lesquelles six diagonales se réduisent à trois. Cela posé , les quatre droites proposées, et ces trois diagonales, font sept droites , qui indéfiniment prolongées , forment ce que j’appelle quadrilatère complet avec ses trois diagonales , et comprennent cinquante-une choses à considérer ; savoir, trente droites , et vingt-un angles. Mais de ces cinquante -une choses , cinq quelconques indépendantes les uu(;s des autres étant données , tout le reste est déteruiioé ; c’est-à-dire , qu’on peut trouver les quarante-six autres. Or c’est ce problème qiii est celui de la quadrigonométrie ou tétragonomdtrie , considérée dans sa plus grande généralité , qu’il faut résoudre,
Pour cela , noua procéderons , coiiinib noua l’avons fait (i46 et suiv.) , pour la trigonométrie; c’est-à-dire, qu’ayant pris à volonté pour termes de comparaison, cinq des cinquanlc-une choses qui sont à considérer dans le système, nous réduirons la question à former le tableau général des parties de ce système, toutes exprimées en valeurs deccscinq premières, prises pour termes de comparaison.
Cela posé , soit (fig. 84) AFDG le quadrilatère complet proposé avec ses trois diagonales AD, PG, BC, toutes ces droite» étant indéfiniment prolongées.
Prenons donc, par exemple , pour les cinq données ou ter^ mes de comparaison en valeur de.sqtieHes toutes les autres parties dn système doivent être exprimées , les cinq segmens
AF, FB, BII, ne, CG formés sur les (rois côtés du triangle ABC; on aura d’abord le sixième (5'form. 228).
Les six segmens ainsi connus, on trouvera les trois transversales AH, BG, CF, par la proposition énoncée (196). t Cela fait, on considérera le triangle ABH, par exemple, coupé par ’ la transversale CF , et l’on aura (i'" form. 228) AF.BC.DH = BF.HC.au. De plus, on a évidemment
AH = AD + DH. Donc A H étant trouvée par ce qui vient d'être dit, on aura en combinant les deux équations précédentes,
AU cl DH ; on trouvera de môme BD , DG, CD , F*’D.
Tonies ces lignes étant trouvées, on obtiendra AK et DK. par la proportion suivante, AK: DK;: AH : DH (4' form. 228), en la combinant avec l’équat’.on évidente AD = AK -j-DK, dans laquelle AD est connue par ce qui précède.
Ensuite on trouvera par la proposition énoncée (196) , les
droites FG, FK, GK.
Après quoi on aura I.F par celle proportion (4' form. 228) , LF : LG FÎC : GK , ou LF : LF -t-FG :: FK:GK, danslaqueUe
Ôy6
tout est connu par ce qui précède , excepté LF. On trouvera cvidcnMnent LG par la même propoftion.
Quant à LB, LC, on les aura par la proportion de même genre que la précédente, LB : LC::BH : Cii, combinée avec l’équation LC = LB4-BC.
Ainsi l’on aura déjà toutes les parties linéaires de la ügure proposée exprimées en valeurs des cinq prises pour termes de comparaison. 11 reste donc à trouver les angles.
Mais puisque la figure-est toute décomposée en triangles , et qu’on connoît maintenant les trois côtés de chacun d’eux, on aura les cosinus de tous les angles par ce seul principe connu , que dans tout triangle , le carré de chacun des côtés est é|pil à la somme descarrés des deux autres côtés, moins deux fois leproduit de ces mêmes côtés , multiplié par le cosinus de l’angle qu'ils
comprennent. Fur exemple , toutes les quantités linéaires étant
trouvées p-ir hypothèse, on aura l’angle BAH par cette équation BH = AB -f AH — uAB. AH.cos.BAH, dan.s laquelle il n’y a plus d'autre inconnue que cos. BAH. Ainsi des autres.
Voilà donc le tableau général fox’mé. de toutes les parties de la ügure proposée^ exprimées en valeurs do cinq , qui ont été jy-ises pour termes de comparaison ; et à l’aide de ce tableau, on résoudra le quadrilatère dans tons les cas possibles , comme nous l’avons vu ponr le triangle (160 et suiv.). Ce qu’il falloit trouver.
Il est à remarquer qu’on peut faire entrer, si l’on veut, dans le tableau général les aires des triangles, ou autres parties intégrantes de la figure proposée.
ïiC tableau général une fois formé pour la figure primitive ( £g. 184), prise pour terme de comparaison, 011 fera, d’après les principes développés dans la première section , le tableau général de corrélation de toutes les figures susceptibles d’être traitées par les mêmes formules , modifiées seulement par les signes.
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S38. Resoudn le problème général de ta polygonomèlrie ^ c* est-à-dire , résoudre dans tous les cas possibles un polygone quelconque tracé dans un plan , aoec toutes ses diagonales , et supposant que les côtés et ces diagonales soient tous indéfiniment prolongés, de manière qu’ayant parmi les choses qui sont à con- • sidérer dans la figure , un nombre de données sujfisant pour que tout le reste soit déterminé ] on puisse trouver toutes les autres.
Il csl clair, par ce qui a été dit ci-dessus, que la question SC réduit à former le tableau général des quantités qui entrent dans la composition du système proposé, toutes exprimées en valeurs de quelques-unes seulement d’entre ctles, prises en nombre suffisant pour que tout le reste soit déterminé; c’est-à-dire, en supposant n le nombre des cdtés de ce polygone , que toutes les quantités tAnt Linéaires qu’angulaires qui entrent dans sa composition , devront être exprimées en valeurs de an — 3 d’entre clics prises pour termes de compa-
raison.
Cela posé, soit ABCDEF (fig. i5g) , le polygone proposé.
Je prends pour terme de comparaison, l’un quelconque des
côtés conrme AB; et de plus, les distances CA, CB , DA , DB , &c. de tous les autres angles aux premiers A , B ; ce qui fera , eu effet, le nombre an — 3 de données ou termes de comparaison, comme cela doit être.
Maintenant , considérons successivement les quadrilatères ABCD , ABDE , ABEF , ABCE , &c. ayant pour base commune AB, et chacun un seul des côtés non compris parmi les termes de comparaison.
En appliquant à chacun de ces quadrilatères les formules du problème précedént, on trouvera tous les côtés, diagonales, Bcgmcns , et angles de ce quadrilatère. Ou fera la même chose pour tous, et l’on aurale tableau général cherché des parties delà ligure 2>roposéc, toutes exprimées eu valeurs des an — 3 qui
ont été prises pour termes de comparaison, tableau une fois formé , il répondra, en changeant à volonté Icàljynies de comparaison comme un l'u expliqué pour la trigoigfj^^ie (160 et suiv.), à toutes les questions qui pourront être '^fî^sées sur la résolution du polygone. Ce qu’il falloit trouver.
Le problème se simplille beaucoup , lorsque le polygone est considéré sans ses diagonales ; car alors il n’y a jamais que trois inconnues à trouver , et par conséquent , trois équations à former entre ces inconnues et les données. Or ces trois équations sont^ournics comme pour le triangle par cette proffriété , que clans tout polygone, chacun des côtés est égal à la somme de tous les autres , multipliés chacun par le cosinus de l’angle qu’il forme avec le premier. En conséquence, il n’y a qu’à prendre successivement pour bases trois quelconques des côtés du polygone prop^é , et appliquer à chacun d’euxHa proposition précédente. 11 eu résultera trois équations, dont la combinaison donnera les trois inconf?ï(|i» cherchées.
Quoiqu’on soit maître do prendre à volonté ces bases successives parmi tous les côtés du polygone , le choix que l’on peut faire de l’nn ou de l'autre da4||ftaque cas , peut simn|fiGer plus ou moins le calcu^Lorsque lotis les angles sont donnes hors un, ce calcul s’abrège naturellement puisque l’aPglc inconnu s’obtient d’abord par une simf^ addition ou soustraction j et qu’enè suite il n’y a pins à formei^ue deux de» trois équations dont nous avons parlé ci-dessus , pour obtenir les deux autres inconnues. Mais ces détails m’entraîneroient hors des bornes que je me suis prescrites; ils font l’objet spécial , quant au quadrilatère, des deux belles dissertations deLexell , insérées dans les Mémoires de l’Académie de^Mtersbourg dont j’ai déjà parlé. Et quant aux polygones en général , ils sont traités dans la polygonomélrie de Simon Lhuilier. L’un *et l’autre sont partis do principes un peu différens du mien : je me contenterai ici , , de faire voir sur un cas particulier , comment ou peut toujours en partant de ce dernier, former dans chaque cas particulier les trois équations nécessaires à la solution du problème.
Soit donc , par exemple , ABCDE (fig. i3g bis) nn pentagone
dans lequel tout est donné , excepté les deux côtés AB , BC , et ‘ /\
l’angle compris ABC.
J’ai d’abord cet angle ABC par cette propriété générale des polygones , que la somme des angles est égale à autant de fois deux angles droits qu’il y a de côtés, moins quntrMngles droits; c’est-à-dire , qu’en nommant « le quart de circonférence , on * aura A-pB-|-C-|-D-t-E = 6«-. D’où je tire de suite l’angle chcrclie B ^ 6*" *— ( A-t-C-p D 4* E *
13 étant connu , il ne nous reste plus que deux équations à former par la propriété énoncée ci-dessus entre les données et
les inconnues AB, BC ; nommons-lcs x et y , et prcnone-les successivement pour bases. J’aurai donc
* = AE.cos.AB A£-pED.cos..AB l^-pDC.cos^ÂlT DC-py.cos. AJ3 CJ3 y=x.cos.fiC BA-l-AE.cos.BC AJB+Eü.cos.BC ED-f-DC.cos. BC DG.
Mais i". on a AB AE = A. a". Si l’on prolonge AB et DE jusqu’à ce (qu’ils se rencontrent en m, on aura
Âb"eÔ= AmE = A-PE — a^.
3*. Pareillement, AB DC = 4» — (A-f E-t-D). 4". Enfin
AB CB = B. Donc la première des deux équation ci-dessus devient
X = AE.cos.A — ED.cos.(A+E)-l-DC.cos.(A-l-E + D)-l-y COS.13.
On verra par le même raisonnement, que la seconde devient
y = xcos.B — AE.cos.(B-t-A) + ED.cos.(B-p A-t-E)-f DC.cos.C.
De ces deux équationsalu premier degré , où tout est connu , excepté X et y , il sera facile de tirer chacune de ces inconnues : ce qu’il falloit trouver. On traitera de même tous les autres cas, en quelque nombre que soient les côtés du polygone plan, considéré sans scs diagonales ; et c’est à cette question particulière qu’on rcstrainl ordinairement ce que l'on nomme polygonor-
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nictrie. Elle est envisagée dans le problème précédent sons nne acception plus générale : j’y considère le polygone avec toutes ses diagonales et ses côtés indé&niment prolongés , et j’y comprends tes polj'gones gauches , auxquels convient bien également le principe énoncé ci-dessus, mais poor lesquels il est iusuillsant.
FROBLâME LI,
3ô(), De ces six choses , savoir les trois angles formés à l'un des sommets d’une pyramide triangulaire , par les trois arêtes qui s’y réunissent prises deux à deux , et les trois angles formés de même à l’un quelconque des trois autres sommets par les arêtes qui s’y réunissent prises aussi deux à deux ; de ces six choses , dis-je , cinq quelconques étant données , trouver la sixième.
Soit DEÇA (fig. i4o) la pyramide triangulaire proposée. Je compare les sommets D , B , et je cherche le rapport qui doit
exister entre les trois angles BDC, ADC, ADB, formes au ■ommet D par les trois arêtes 1)B, DC, DA qui s’y réunissent prises deux à deux, et les trois angles oêc, ABC, D^Â ,
formés au sommet B par les trois arêtes BD, BC B A qui s’y réunissent aussi prises deux à deux ; de manière que cinq quel-? conques de ces six angles étant donnés , on puisse trouver le sixième.
Je suppose, BDC = a, ADC = b, a6b = c , DBC = a' ABC = A^,DÊA = t/.
Le triangle DCA me donne CA =DC DA— aDC . DA cos. CDA
et le triangle BCA. CA=BC+BA — 2BC.BA.c0s.CBA
Otant cette dei-nière équation de la première , on aura
(dc-bc)+(dâ-ba)-3Dc.dâ cos.CDA+aBC.BA.cos.CBA=o.
Mais par le principe de la proportionnalité des sinus avec les côtés dans les triangles ABC, A BD, nous avons
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BD : BC::sin.DCB : sin.BDC BD : DCrrsin.DCB : sin.DBC BD : BA:;sin.DÂB : sin.BDA BD : DA::sin.DAB : sin.DBA Tirant de ces quatre proportions les valeurs de BC, DC, BA,
DA, et substituant dans l’équation trouvée ci-dessus en divisant tout par BD , nous aurons
sin.DBC* sin.BDC* sin.DBA* sin.BDA*
sin.DCB*
sin. DCB*
acos.CDA
sin. DBC . sin. DBA sin. DCB . sin. DAB
sin . DAB* sin. DAB*
. sin.BDC. sin. BD A
-acos.CBA
sin. DCB .sin. DAB
Celte équation renferme encore les deux angles DCB, DAB, qui n’entrant point dans le rapport cherché , doivent être éliminés , ce qui est facile ; car les trois angles de tout triangle valant deux droits, on a par les triangles DBC, DBA,
sin.DCB = sin.(BDC+DBC) , sin.DÂB = ain.(BDA+DBA)
Substituant donc ces valeurs dans l’équation (A) , en mettant’ pour chacun des six angles considérés, la quantité prise ci-dessus pour la représenter, on aura
sin. a'* sin. O* sin.c'* sin.c*
sin.(o + a')* sin.(a-f-a')* 8in.(c-fc')* sin.(c + c')*
, sin.a'sin.e' ,, sin.asin.c
acos.o-: -, TT'. f K — 2COS.O 7^. 77 : (B)
sin.(a+a )sin.(c+c) 8in.(a+a )sin.(c-|-e)
équation qui ne renferme plus que les six quantités cherchées.
Pour faire disparoitre les dénominateurs, il n’y a qu’à multiplier par sin . (a a') sin . {c + c) , et l’on aurs (sin. a" — sin. a*) sin.(c+e')*+ (sin. <?'*— sin. c*) sin.(a+a')* ^
3 sin.(a-l-a') sin.(c-fc') (sin. a' sin.c' cos. é — sin. a sin. 6 ços. A')
Mais (laS) on a sin. a'* — sin.a* = sin. (a'+a) sin.(a'— a) } sin. c" -r- sin. c* = sia. (c'-t-c) sin. (c' c).
Si
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Substitnant les valeurs tle sin. a'' — sin. a*, et de sin. c'* — sin. c* dans l’équation précédente , et divisant todt par sin. (a' + a) sin. (e'+c) , la formule se réduira à
sin. (a'+o) sin. (c' — c)+sin.(c'+c) sin. (a' — o)
= sin. a' sin. c'cos. 6 — sin. a sin. c cos. 6', (G),
Ce qu’il falloit trouver.
34oi Si l’nrctc DB devient perpendiculaire au plan BC A , l’angle CAB sera la projection de l’angle CDÂ ; les angles D^C,
DBA seront droits ; et par conséquent^ en nommant w le quart de circonférence , on aura a' = « , e' =■ -v ; donc l’équation (C) deviendra cos. a cos.c = cos. 6 — sin. a sin. e cos. ; (D) équation qni donne l’angle de projection b', lorsqu’on connoît les trois angles a, b, c formés au sommet D de cet angle.
Comme dans ce cas, l’angle BÔC ou a, est le complément de /\ — l’angle BCD d’inclinaison de la droite BC sur le plan de projection BCÂ , et DBA ou c , le complément de l’angle d’inclinaison
de la droite DA sur le même plan; l’équation précédente peut être mise sous cette forme :
sin.DCB.sin.DAB = cos.CD A — cos.DCB cos.DAB.cos.CAB, ou
cos. CAB
cos. CDA — sin.DCB sin. DAB cos.DCB cos.DAB
Formule qui donne l’angle de projection CAB d’un angle connu cB A en valeur des angles d’inclinaison DCB , DAB. ^
34l. La formule (D) trouvée ci-dessus renferme dans ses développemens toutes celles de la trigonométrie sphérique; car si l’on regarde (fig. 1 4o et 1 4 1) , D comme le centre d’une sphère ;
les angles bBc,CDA,bBa, ou n, A, caseront les trois côtés du triangle sphérique formés sur la surface de la sphère par les
intersections que forment sur elle les plans BDC, CDA, BDA, et l’angle CBA, ou A'; c'est-à-dire, celui qui est formé par les
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deux plans, BDC, BDA, sera l’angle opposé au côté b. Donc en nommant a,b,c , les trois côtés de ce triangle sphérique, Â , B , C, les angles respectivement opposés : on aura A' = B , o' = A , c'= C, l’équation (D) trouvée ci-dessus appliquée au triangle sphérique en question , deviendra.
cos acos.e=cos.A — sin.osin.cc08.B;etparlamémeraison,onaura
cos.Acos.c=cos.a— sin.Asin.ccos.A
cos.o cos. A=cos.c — sin .asin.A cos .C. (F)
Nous aurons donc ces trois équations entre les six choses à considérer dans le triangle sphérique, et par conséquent , trois quelconques d’entre elles étant données, on en tirera les trois autres.
3 4 St. Si au lieu de déduire, comme nous le venons de faire , les équations précédentes d’un principe plus général, on veut les chercher directement, on y parviendra par un calcul fort simple, en suivant la même marche.
En effet, soit ABC (fig. i4s) le triangle sphérique proposé, D
le centre de la sphère. Menons les trois rayons DA, DB, DC, et par le sommet A , les deux tangentes AB', AC', aux arcs AB, ÀC, il est clair qu’on aura
B'AC' = A, b6c = o, CÔA = A,c6b = c.
Or les triangles AB'O, DB'C', appuyés sur la base commune
B'C', donnent
BD'’= ÂF’+ 10*— a ÂB^.ÂC' COS.B AC'
B^’= Wd + CD’— a B^.CD.cos. B'DC'.
Otant ces deux équations l’une de l’autre, et supposant le rayon de la sphère représenté par i ; on aura à cause des triangles B'AD, C'AD, rectangles en A,
BÏ3’— ÂB'*= i, CD^ — ÂÔ = 1 ;
et par conséquent, en divisant tout par a ,
i+AB'.AC'.cos.A — B'Ü.C'D.cos.o = o,
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oa à cause de AB' = tang. c, sin. c
AB
cos. c sin. sin. c
Wd=-!-,
COS. O cos.c
CD
cos. b *
cos. A —
cos. a = O , ou
cos. b. cos. c cos. & .COS. c
cos. b cos. c = cos. a — sia. b sin. c cos. A , comme ci-dessus.
343. On peut renurquer que celte équation se trouve immédiatement par ce qui a été dit (a43) ; car il est clair que A B'C'D est un quadrilatère gauche qui donne d’après le principe énoncé (a5g),
n’+ÂG*--3ÂB'ÂC'cos.B'AC'=DB'+î3c'— aDB'DC'cos.B'DC,
qni est la même chose que celle qu’on vient de trouver.
On voit, tant par la nature de cette démonstration que par l’analogie des formules , que celle-ci est pour les triangles sphériques, ce qu’est pour le triangle rectiligne dont les côtés sont
O, b, c, et les angles opposés A, B, C, l’équation cos. A = -
sbc
Si dans les équations trouvées ci-des.sus (F), on prend pour inconnues cos. a , cos. b, cos. c, et qu’on en tire sa valeur par les règles ordinaires de l’algèbre , on aura
COS.A. cos.c = cos.B+cos. ô.sin. A.sin.C cos. A. cos. B = cos. C+ cos. c. sin. A. sin. B cos. B. cos. C = cos. A-f cos. a.sin. B. sin. C. Eqnations qui sont de même forme que les premières , et qu’on tire de celle-ci , en substituant les lettres minuscules aux lettres majuscules , et réciproquement , et changeant de plus le signe de chacun des cosinus ; ce qui se démontre également par les triangles supplémentaires. ^
PnOBLiUE I.II.
344. iea trois côtés d*un triangle sphériqtse ABC (fig. i43), étant donnés f et la base BC étant dieisée en deux segmens à
volonté au pointji , trouver l’arc transversal Àli mené du sommet A au point H.
Soient A , B , C les trois angles du triangle sphérique proposé , a,b Cf les côtés respecti renient opposés ; a\ a’, les deux
Segmcns connus BH, CH, b' l’arc cherché Âli.
Les deux triangles ABC, ABH, nous donneront par le problème précédent (form. F)
_ cos. ô — cos. a cos. c _ cos.'ô'— cos. o' cos.c
cos. B = : : , cos. B = : jr-. .
sin. a sm. c sin. a sin. c
Egalant ces deux râleurs de cos. ,B , et dégageant cos. b\ nous
aurons
C08. b = (cos. b — cos. a cos. c) h cos. a cos. c.
sm. a
Ce qu’il falloit trourer. Cette formule est analogue à celle que nous arons trourée pour les triangles rectilignes (ig6).
Si l’on multiplie tout par sin. a , on aura (cos. b' — cos. a cos.c) sin. a = (cos. b — cos. a cos. c) sin. a'.
FaOBLÊHE LIII.
3 45. Les trois côtés d’un triangle sphérique ABC ( fig. i43 )
étant donnés , et les deux côtés ^A , étant l’un et l’autre partagés à volonté en deux segmens chacun parles points G, H,
trouver l’arc transversal GH.
Soient A, B , C, les trois angles du triangle proposé, a, b,c, les côtés respeclirement opposés ; a', a", les deux segmens connus Bfî, CH ; c', c", les deux segmens connus BG , ; b", l’arc
transrersal cherché G!^.
Les deux triangles ABC , GBH, donneront (341 , form. F)
_ cos. b — cos. a cos. c _ cos. b' — cos. a' cos. c'
cas. B = : : , cos. B = : ; — : ^-7
sm. a sin.c sin. a sin. c
Egalant ces deux valeurs de cos. B , et dégageant l’inconnue cos. b', on aura
, (co8. b — cos. a cos. c\ sin. cl sin. c' , ,
COS..0 = : 1-^ + cos. a cos. c .
sin. a sin. c
Ce qu’il falloit trouver. Cette formule est analogue à celle que nous avons trouvée (398) pour les triangles rectilignes.
En faisant disparoîtrc le dénominateur , on a
(cos. b' — cos. a'cos. c')sin. a sin. c==(cos. 6— cos. a cos. c)sin.a'sin.o'.
PnOBLÉMC LIV.
546. De ces six choses , savoir, les quatre côtés d’un quadrilatère sphérique et ses deux diagonales y cinq quelconques étant données , trouver la sixième.
Soit ÂBDC (fig. 144) le quadrilatère sphérique proposé, AD, êc, les deux diagonales.
Je nomme A l’angle BAC, Â' l’angle BAO , et A^ l’autre angle CAD i m, n, p, q, les quatre côtés A B , AC , Sd , CD , respectivement, s, les deux diagonales AD, BC; m', n, p', q', r, s', les sinus des arcs m, n ,p, q ,r, s, et m", n", p", q“, r% s', leurs cosinus.
Puisque l’angle A est la somme des deux angles A', A', nous aurons
i-t-scos. A cos. A' cos. A' = cos. A'+cos. A'* + co8.A‘'*.. -(A) Cela posé (34i, form. F), les triangles BAC, B AD , CAD , donnent
. cos. s — cos. m cos.n cos.p — cos. /n cos.r
cos.A= : T , cos.A=- — : ,
sin.m sin.n Sin. m.sin. r
. . cos. a — ços. 71 COS. r
cos. A = -, — i— : .
sm.Ti sin. r
Substituant dans l’équation (A), et multipliant tout par sin./n* sin. 71* sin.r*, pour faire disparoitre les dénominateurs, nous aurons
sin. m’ sin. n* sin. r* + 3 (cos. p — cos. m cos. r)
(cos.ÿ — cos. 71 cos.r) (cos. s — cos. 771 cos. 71) =
sin. 77i*(cos.y — cos. n cos.r)*+sin.7i* (cos.jb~cos.wi cos.r)*
+ sin. r* (cos. s — cos. m cos. ti)*.
Equation qui ne renferme plus que les six quantités dout on demande la relation.
Si dans cette équation , à la place du carré de chacun des sinus, on substitue l’unité moins le carr •' ’ i cosinus, et qu’on exécute ensuite les opérations indiquées, on aura la formule suivante :
1 — (cos. m' + cos. 7i’ + cos. p' + cos. y* + cos. r* + cos. s*)
+ (cos. m* cos. ÿ*+ cos. n* cos./>* + cos. r* cos. s')
(a cos. m cos. n cos. s + a cos. m cos.p cos. r + 2 cos. n cos. g cos. A + 9 cos. P cos. g cos. s J
(2 cos. m cos. n cos.p cos.ÿ + 3 cos.mcos. g cos.r cos. A
+ 9 cos. n cos. P cos. r cos. s )
Ce qu’il falloit trouver.
54y. Cette formule est analogue à celle que nous avons trouvée ( 33i ) pour le quadrilatère rectiligne; et la loi de sa formation est facile à saisir. Elle a lieu entre les cosinus seulement des angles comparés , et chacun d’eux se trouve par une équation du second degré, lorsque les cinq autres sont donnés.
Ce problème, comme l’on voit, peut s’énoncer ainsi , des six angles gue forment entre elles deux à deux les guatre arêtes gui répondent au sommet d’une pyramide guadrangulaire , cinq guelcongues étant donnés , trouver le sixième.
PROBLEME I. v.
548» Des six angles gue forment entre elles deux à deux les faces d’une pyramide triangulaire , cing quelconques étant donnés , trouver le sixième.
Soit ABC (fig. i45) la base de la pyramide proposée ; je développe la surface de cette pyramide sur le plan de cette base, et je suppose que les triangles ADB, ADC, BDC, ^présentent les trois autres faces. Je désigne chacune d’elles par la lettre majuscule qui est écrite au-dedans entre parenthèses ; c’est-à-dire.,
que je fais BCD = A, ACD = B, ABD = C, ABC = D.
De plus , je désigne les angles compris entre ces (aces denx à deux par la lettre minuscule écrite près de la droite qui leur est
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commane , ou de l’arête que forme leur intersection ; c’est-À dire
que je iais, ABD ABC, ouC 0 = m, B 0 = n,A D = r,
Cela posé , nous avons vu ( a54 ) que dans toute pyramide triangulaire, l’aire de chacune des bases est égale à la somme de toutes les autres, multipliées chacune par le cosinus de l’angle compris. Donc nous avons les quatre équations suivantes :
A = B cos.ÿ + C cos./>+D cos.r B = A cos.y + C cos.s + D cos.n C = A cos./) + B cos. a +D cos.wi D => A cos.r + B cos.n+C cos.m.
Eliminant de ces quatre équations du premier degré trois quelconques des quantités A, B, C, D , la quatrième disparoîtra d’elle-même comme facteur commun à tous les termes ; et l’équation deviendra
( I — cos./n* — cos.p* — cos.r* — acos.m cos./7cos.r)
(i — cos.m* — cos.n* — cos.«* — a cos.m cos. n cos.*) cos. m cos. n cos.jo -h cos. m cos. r cos. a-h cos. n cos.
-h coa.p cos. a — cos. m* cos. y -h cos. y
Effectuant les opérations indiquées , et divisant tout par • 1 — cos.m*, on obtiendra l’équation suivante :
1 (cos.m* + cos. n*-fcos.p*-f-cos.y*-l-cos.r»+cos. **)
+ (cos. m* cos. y* -f cos. n* cos. p' -f- cos. r* cos. a’)
(a cos. m cos. n cos. a -|- a cos. m cos.p cos. r-t- a cos. n cos. q cos.
-f a cos. P cos. q cos. a
(a cos. m cos. n cos.p cos. q-\-i cos. m cos. q cos. r cos.
-f a cos. n cos.p cos. r cos. a
Ce qu’il falloil trouver.
Il est à remarquer que dans cette équation de condition entre les six angles formés par les faces d’une pyramide triangulaire entre elles, les cosinus seuls se trouvent, et n’y sont élevés qu’au second degré : d’où il suit que cinq quelconques d’entre
eux
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cnx étant donnés , on aura le sbiicnie par une simple cqualioii du second degré.
54ç. Supposons , par exemple, que les trois faces A, B , C soient perpendiculaires entre elles; on aura donc cos.p = o, cos. ÿ = o, cos. s=:o : donc l’équation se réduira à i = cos. /n’ + COS. n* + cos. r*, ainsi qu’on l’a déjà démontré.
Si l’on suppose que la hauteur de la pyramide devienne infinie; les angles m, n , r, deviendront droits, et leurs cosinus O : de plus, les angles s,p, g, se confondront avec ceux du triangle ABC, c’est-à-dire , qu’on aura s = A,j)=B, g — C-, donc la formule deviendra.
1 — 3 cos. A cos. B cos. C — cos. A’ — cos. B* — cos.C’ = o. Propriété qui appartient, en cilct, comme on lésait, aux angles de tout triangle.
35o. D’un point quelconque pris au-dedans de la pyra-» mide, coneevons une perpendiculaire abaissée sur chacune des faces. Il est évident que ces lignes formeront deux a deux des angles qui seront les supplémens de ceux que forment entre elles les faces de la pyramide ; c’est-à-dire qu’en désignant ces perpendiculaires par A', B', C', D', savoir par A' celle qui tombe sur la face A ; par B', celle qui tombe sur la face B, &c. , et par v, l’angle droit : on aura
A'^' = 3 » — A^B, A'^C' = a * — a'^C , &c. donc si l’on désigne ces angles par m', n',p', g', r', s', c’est-à-dire qu’on fasse C' D' = m'. B' D' = n', &c. , on aura
OT = 3 — m', n = a — n', Sec. ' ' Substituant donc les valeurs de m, n, p , &c. dans la formule trouvée ci-dessus , elle nous donnera la relation qui existe entre ces angles m\ n, p\ &c. or les équations ci-dessus donnent ; cos. m = — cos. m', cos. n = — cos. n', fife.
Donc la nouvelle équation sera de la même forme de la première, à cela près que le signe du quatrième terme qui est — ,
deviendra +, c’est-à-dire, que si d’un point quelconque pris au-dedans d’une pyramide triangulaire, on mène des perpendiculaires sur les quatre faces de cette pyramide, et qu’on désigne par m , rt , P , y , r , s , les six angles formés deux à deux par ces perpendiculaires ; de manière qu’en distinguant ces perpendiculaires par i'", 2', 3', 4', m soit prise pour représenter l’angle compris entre la 1"* et la a'j n, l’angle compris entre la i"* et la 5'; P, l’angle compris entre la a' et In 4'; y, l’angle compris entre la 5'’ et la 4'; r, l’angle compris entre la 1"' et la 4'} l’angle compris entre la a' et la 5', on aura la formule suivante, 1 — (cos.f7i‘-l-cos.n*-l-cos.p*-Hcos.ÿ*-hcos.r’-i-co8.s*)
+ (cos.m' cos. 9’ + cos. n' cos.p*-t-cos.r*cos.s‘)
(2Cos.mcos.ncos.s*(- acos.mcos.pcos. r+ acos.ncos.ycos.r'^
+ 7 cos. P cos. y cos. 5
/a cos. mcos. n cos p cos. q + a cos. m cos. q cos. rcos. y -1- 2 cos. n cos.p cos. r cos s
Et comme la direction des faces de la pyramide est supposée quelconque , celte formule est applicable aux six angles que forment entre elles deux à deux quatre droites menées d’un même point dans l’espace suivant des directions quelconques. Cette formule est donc applicable aux six angles que forment deux à deux entre elles les quatre arêtes du sommet d’une pyramide quadrangulaire ; et par conséquent aussi, aux quatre côtés et aux deux diagonales d’un quadrilatère sphérique; ce qui s’accorde avec ce que nous avons déjà trouve par une méthode dilTérenle dans le problème précédent.
55 1 . Supposons que de quatre arêtes ou lignes droites partant d’un même point il y en ait trois qui soient perpendiculaires entre elles; par exemple, la première , la deuxième et la troisième, les trois angles m, n, s, seront doue droits , leur cosinus sera o, et l’équation trouvée ci-dessus se réduira à cos p’-i-cos.ÿ’-bcos. r’ = i.
C’est-à-dire, qu’en général si trois droites quelconques sont perpendiculaires entre elles , la somme des carrés des cosinus des
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angles qu^eües forment avec une mime quatrième droite , est égale au carré du sinus total. Et par conséquent , la somme des carrés des sinus des mêmes angles est double de ce carré du sinus total.
352. Si l’on imagine nn plan perpendiculaire à cette quatrième droite , les angles que formeront les trois autres avec ce plan , seront les coinpiémens des angles qu’elles forment avec la quatrième droite; donc si trois droites quelconques sont perpendiculaires entre elles, la somme des carrés des sinus des angles qu'elles forment avec un plan quelconque transversal , est égale au carré du sinus total , et la somme des carrés des cosinus des mimes angles est double de ce carré du sinus total.
Cette proposition est , comme on le voit, applicable aux angles formés par les arêtes d’une pyramide triangulaire avec la base de cette pyramide, lorsque ces trois arêtes sont perpendiculaires cnli'e elles.
On peut arriver h ces mêmes propositions par une autro méthode que je crois utile d’expoaer.
Soit AKB (fig. i46) un angle quelconque. Traçons
dans le plan de cet angle deux axes FF' GG' perpendiculaires entre eux, des points A , B , K, abaissons sur ces axes les perpen-
‘ diculaires Aa', Ao", Bb', Bb", KT, Kl" ; et menons la droite A B.
Cela posé, je nomme A, B, les deux droites KA, KD , l’angle qu’elles comprennent , a', a", les projections respectives
de A sur les axes FF', GG'.
Le triangle AKB me donnera
ÂB‘=ïëA -t-KB*— aKÂ.KB cos.AKB (A); mais il est clair que AB est l'hypothénuse d’un triangle rectangle qui auroit pour petits côtés a'b', a"b“. Donc
ÂB = âï'+'^’’= (o’T — b'ky + {b'’k’—a’ky
= (a'— ô')*— (ô’— a')‘=o'‘-l-ô'*+o"*+4"*— -ao'i'— so’ô*.
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Furcillcmcnt, on voit que A K étant l’iiypothénusc d’un triangle rectangle qui auroit pour petite côtés a'k', d'k’, on doit avoir
KA = a'+a’\ et de même, KB = b'‘ + b’\
Substituant dans les trois premiers tci'mes de l’éqnation (A)
les valeurs de AB, K A, KB , et dans le dernier terme , A, B, A , pour KA, K B, AK B, on aura, en réduisant
A.B.cos. A = a'ô'+o"ô" (B);
c’est-à-dire, qu’en général ,
Si deux droites données forment un angle quelconque , et si dans le plan de cet angle on mène deux axes quelconques perpendiculaires entre eux , le produit des deux droites données par le cosinus de l’angle qu’elles comprennent , sera égal au produit des projections de ces deux droites sur le premier de ces axes ; plus, le produit des projections des deux mêmes droites sur le , second.
Nommons a' a” les angles formés par K A respectivement avec les axes FF, GG'j /2', Æ”, les angles formés par KB avec ces
mêmes a;xes; il est aisé de voir qu’on aura a'k' = AK cos. « ou a' = A cos. a, et jîareillement , a" = A cos. a", ô' = B cos.^', b" = B cos. /3*. Substituant ces valeurs de a', a", b', b", dans l’équation (B) trouvée ci-dessus, nous aurons, en divisant tout
par A. B, cos.A= cos. a' cos.i0' + cos. a' cos./S' (C); c’est-
à dire , que ,
Si deux droites données forment un angle quelconque , et si dans le plan de cet angle on mène deux axes quelconques perpendiculaires entre eux , le cosinus de l’angle compris entre les deux droites données , sera égal au produit des cosinus des angles que forme chacune d’elles avec le premier de ces axes ; plus , le produit des cosinus des angles que forme chacune d’elles avec le second.
5ê)4. Cette théorie s’étend au cas où au lieu de rapporter l’angle proposé à deux axes tracés dans le même plan , on le
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rnpporle à trois axes quelconques perpemlLculaires entre eux. En effet, regardons le point H où se coupent les deux axes
FE', GG', comme la projection d’un troisième axe perpendiculaire aux deux premiers , et les points A, B, K, également comme les projections des véritables points qu’ils représentent : Nous aurons toujours, comme ci-dessus, l’équation
ÂÏÏ’= ÂK V BK — a ÂK. BK. cos. k (A).
Ces droites exprimant les véritables valeurs des distances entre les points A, B, K, et non leurs projections.
Mais il est clair que dans ce cas AB est la diagonale d’un parallélipipèdc rectangle qui auroit pour cotés les trois projections de
cette droite sur les trois axes, et que par couséquentson carré — «
AB doit être égal à la somme des carrés de ces trois projections. C’est-à-dire, qu’en ,4!^igpant.pM! pmixitions deKA^
KB snr le nouvel axe, on aura
ÂB = (a'— - b'")\
ou AB ’= d'+b''+a"*+b’*+a'"'->rb‘'‘—iia'b'—iarb"-2a"b". Pareillement, on aura,
KÂ = et KB =
Substituant ces valeurs dans les trois premiers termes de l’équation, et réduisant, on aura
A . B . cos. * = a'ô'-f a" b' + o"A*' (B) ;
c’est-à-dire , qu’en général ,
.'4^5. Si deux droites données formant un arigle quelconque dans l’espace, on en fait les projections sur trois axes perpendiculaires entre eux, le produit des deux droites données parle cosinus de l’angle qu’elles comprennent est égal au produit des projections de ces deux côtés sur le premier axe , plus au produit de ces mêmes côtés sur le second axe , plus au produit de ces mêmes côtés sur le troisième axe.
Nommons **; a"', les angles formés par KA respcctive-
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incnl avec les trois axes ; /J', è”, les trois angles formés par K B
avec les mêmes axes. I] est aisé de voir que la projection de K A sur le premier axe sera A cos, c’est-à-dire, qu’on aura a = A coa. et pareillement, a’ = A cos. a” = A cos.<i", i' = B cos.jB', b" = B cos. jS", b" = B cos./8”'. Substituant ces valeurs dans l’équation (A), et réduisant, on aura cos.it = cos. «'cos. /5' + cos. a"cos.^"+cos.«t‘"cos.j3" (B);
c’est-n-dire , que
Si deux droites données formant un angle quelconque dans l’espace , on en fait les projections sur trois axes quelconques perpendiculaires entre eux , le cosinus de l’angle compris entre ces deux droites sera égalà la somme des produits des cosinus des angles fermés par chacun des axes avec les deux côtés de l’angle proposé.
Si l’on suppose que l’angle k se réduise à zéro, on aura cos. k = 1 , «' = ;0', «" = /3', a!" = /B"'} donc l’équation se réduira à cos.«'*+cos.o'*+cos.a"* = i ; ce qui est le même principe que celui qui a été démontré ci-dessus (35i).
Soient menés dans une sphère trois rayons perpendiculaires entre eux, et nommons R la valeur de chacun d’eux. Imaginons de plus un quatrième rayon mené suivant une direction quelconque , en regardant celui-ci comme deux rayons qui forment entre eux un angle nul, et lui appliquant la formule (B) , nous aurons , A = R , B = R , &c. cos. k = i , a' = b', a" = a"' = b"'. Donc l’équation se réduira à, o'*-l-a‘'*4- o"* = » j c’està-dire , que
Si dans une sphère on mène trois rayons perpendiculaires entre eu.x , et que de leurs extrémités qui sont sur la surface de la sphère on mène des perpendiculaires sur un quatrième rayon quelconque , la somme des carrés des parties de ce rayon interceptées entre ces perpendiculaires et le centre , est toujours la même, quelle que soit la direction de ce quatrième rayon, et égale au carré de ce même rayon ; d’oà il suit aussi que la somme des carrés de ces perpendiculaires sera double du carré de ce même rayon.
Si l’on imagine un plan pei pcmiiculairc à ce qualrièine rayon, les angles que formeront les trois autres avec ce plan, seront les conipléincns des angles qu’elles forment avec la quatrième droite, donc la somme des carrés des projections de trois rayons dune sphère , perpendiculaires entre eux sur un plan quelconque , est toujours double du carré du rayon,
PROBLÙUE LVI.
556. Trois circonférences quelconques , que Ce soient de grands ou de petits cercles , étant tracées sur la surface d’une sphère , trouver une quatrième circonférence qui soit temgente aux trois autres.
Soient A , B ,C, (lîg. i47) les centres, ou plutôt les pôles des trois cercles proposés; D celui du cercle cherché. Joignons les quatre points A, B, C, D, par des grands arcs de oercle. Il est
clair que les trois arcs 6a, Î5B, ScÎ, qui partent du point D, passeront par les points de contingcucc a, ô, c de la circonférence cherchée avec les trois cercles donnés A , B , C.
Cela posé je désigne par a , b , c \es rayons curvilignes des
trois cercles donnés, c’est-à-dire, les arcs de cercle Aa, Bô, Ce, compris entre leurs pôles respectifs et leurs points de contingence
avec le cercle cherché ; et par k , le rayon circulaire , Da , ou Dô, ou De de ce cercle cherché. ' ■>
Soient de plus AB = /», AC = n, Sd = p i CD = y , AD = r, ÊC = s.
Nous aurons donc (346) la formule suivante,
I — (cos. cos. 71* -h cos. &c.) 4- &c.
Mais on a évidemment r = a-ha; , p^b + s: , q^c+x. Substituant ces valeurs dans l’équation précédente au lieu dn r, p, q, il viendra une autre équation qui ne renfermera plus d’inconnues que x , il ne s’agira donc plus que de dégager oette inconnue. Ce qu’il falloit trouver.
rnOBIiÊME LVII.
ùSjt Quatre sphères étant données dans V espace , trouver une cinquième sphère qui soit tangente aux quatre autres.
Soient (fig. i48) A , B , C, D les centres des quatre sphères données , a , i , c, d, leurs rayons , E le centre de la sphère cherchée j R , son rayon; ni, n , p , q , r,s,les six droites connues
AB , AC , BD , CD , AD , BC ; m\ ri, p\ q\ é, s', les six angles
inconnus AEO , AEC , &c, qui ayant leurs sommets au point E ,
sont appuyés respectivement sur les droites m, n,p, &c. nous aurons donc les six équations suivantes
, ae’+be — ab’
_ cos. m = — — -J
aAE.BE
ou parce que AB — m, et que de plus on a évidemment
AE = o+R , BE = 6-hR, on aura
r(7+R) Ib + R) > et par la meme raison ,
cos »' = (« + R)-+(e+R)»-na(u-t-R) (c-1-R; ■
cos.n' = (j+R)- + (^+R)--T-
COS. y' = (e + R)-+(^+R)-+?‘
COS / = (fl+R)*+(rf+R)‘ +r»
COS. s =
Pc plus , entre les six angles m', ri, p', q', r', s, on a (346) l’équation de condition
I + (cos. cos. n'* + &c.) + &c.
Substituant dans cette équation les valeurs de cos. m', cos.n', ooB.p', &c. trouvées ci-dessus chacune en valeurs de R et des
quantités
quantités données , il viendra une équation où il n’y aura plus que R d’inconnnc, et qtii,à ce que je présume, ne sera que du second degré. Mais le calcul étant fort long, quoique sans aucune difficulté , je me contente de l’indiquer.
FROBI.:ÈME lViIT.
3.58. Résoudre le problâme général de la quadrigonométrie sphérique, c'est-à-dire, résoudre dans tous les cas possibles un quadrilatère composé de quatre grands arcs de la sphère.
Il est clair que la questionse réduit à former le tableau général des parties du quadrilatère sphérique proposé, toutes exprimées en valeurs de quelques-unes seulementd’entre elles, prises pour termes de comparaison , en nombre suffisant pour que tout le reste soit déterminé.
Ce problème est analogue à celui que nous avons résolu (3j7) pour le quadrilatère rectiligne, et comme les propriétés sur lesquelles nous avons établi cette solution appartiennent également avec de légères modifications , au quadrilatère sphérique, on suivra la même marche pour la formation du tableau général relatif à ce dernier. Ce qu’il falloit trouver.
Par la même raison, l’on peut appliquer à la résolution des polygones sphériques, c’est-à-dire, composés de grands arcs de la sphère , la méthode que nous avons suivie (338) pour la résolution des polygones rectilignes.
PROBLÈME LIX
.35g. Des dix droites qui joignent deux à deux cinq points quelconques pris à volonté dans l'espace , neuf quelconques étant données , trouver la dixième.
Soient A, B, C, D, E, (fig. 14g)» les cinq points proposés, soient les dix droites qui joignent ces points deux à deux.
AB = m,.AC = n, AD = r, BC = s, BD=p, CD = q,
AE = U , BE = X , CE =j', DE = r.
Il s’agit donc de trouver une équation entre les dix quantités
Pi Çt r, 5, U, x,y, Z, de manière que neuf quelconques d’entre elles étant données, on puisse trouver la dixième.
Pour trouver cette équation, je considère, par exemple, les six angles qui ont leur sommet commun au point E , et pour bases, les six droites m, n, p, q,r, 5,e\.)G nomme ces angles, m', n',p', y', r, a', respectivement. J’aurai donc (346) entre les cosinus de ces six angles, l’équation suivante,
1 — (cos. m'*+cos. n'‘+ &c.) + &c.
Pour avoir l’équation cherchée, il ne reste donc plus qu’à Substituer à chacun de ses cosinus , son expression en valeurs des dix quantités m , n , p , y , &c. or cela est facile , car nous avons les six équations suivantes ,
■ cos./n =
7 xu
cos. n cos.p' cos. y' cos. r'
UX
7xy
Substituant donc ces valeurs de cos. m', cos.n, &c. dans la formule ci-dessus, on aura l’équation cherchée entre les dix quantités m,n,p,q,r,s,UiXyy,z} ce qu’il falloit trouver.
Il est à remarquer que cette équation ne renferme aucuns, radicaux, et que quelle que soit l’inconnue, elle sera toujours soluble àla manière du second degré; car il est évident qu’elle doit être symétrique entre les dix quantités m, n, p, Ç, &c. qui joignent deux à deux les points proposés : donc si l’on prouve que dans un cas seulement elle estsoluble comme celle?du second degré , elle le sera dans tous les cas. Or si l’on suppose que x , par exemple, soit l’inconnue, il est clair que tout le reste étant
donné, on Iroavcra facilement les points B, E, avec la règle et le compas : mais on sait que toute construction qui s’opère avec la règle et le compas peut s’exprimer par une équation ou une suite d’équations toutes du second degré. Donc on aura , en effet X, par une suite d’équations successives toutes solubles comme celles du second degré. Donc la même chose aura lieu pour toute autre des dix quantités m,n,p, &c. qui entrent dans l’équation générale.
FROBLâME LX.
ô60t Résoudre le polyèdre dans tous les cas possibles , ou ce qui revient au même, un polyèdre quelconque étant proposé, former le tableau général des parties tant linéaires qu’angulaires qui entrent dans sa composition, toutes exprimées en valeurs de quelques-unes seulement d’entre elles , prises pour termes de comparaison, iÈfTWfKIII^'su^sant pour que tout Iq reste soit déterminé.
En nommant n le nombre des angles solides ou sommets du polyèdre proposé, il est aisé de voir que le nombre des choses indépendantes les unes des antres, qui doivent être connues pour que tout le reste soit déterminé, est 5{n — a). Ce nombre est donc celui des quantités qui doivent être prises pour termes de comparaison , et en valeurs desquelles toutes les autres doivent être exprimées pour former le tableau demandé. Cela posé ,
Soient A , B , C , D , E , F (fig. 1 5o) , les sommets du polyèdre proposé. Je prends pour termes de comparaison les trois côtés du triangle ABC, dont les trois sommets A, B, C, sont au
nombre de ceux du polyèdre, et de plus, les distances AD , BD,
CD , AE, BE, CE, &c. de tous les autres angles aux premiers A , B , C ; ce qui fera , en effet , le nombre 3 (/i — a) de données ou termes de comparaison , comme cela doit être.
Maintenant considérons successivement tous ces points cinq à cinq, en comprenant toujours dans ces cinq, les trois A, B, C;
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ces systèmes de points pris cinq à cinq seropt donc A , B . C , D , E; A,B,C,D,F;A,B, C,E,F. Et dans chacun de ces systèmes , il n’y aura par hypothèse qu’une seule inconnue : dans le
premier, ce sera la droiteDE; dans le second, la droite DF;
dans le troisième, la droite EF. Donc par le problème ( 53i ), nous aurons successivement chacune de ces lignes inconnues.
Nous avons maintenant à trouver les angles, qui sont de deux sortes; savoir, les angles formés par ces droites entre elles, et ceux qui sont formés par les plans qui contiennent ces droites deux k deux.
Or comme la figure est toute décomposée en triangles , il est clair qu’on aura chacun des angles de ces triangles, et par conséquent, chacun des angles formés par toutes les droites du système deux à deux , par ce seul principe connu ; que dans tout triangle, le cosinus de chacun des angles est égal à la somme des carrés des côtés adjacens moins le carré du troisième côté; le
tout divisé par le double du produit de ces deux côtés adjacens à
l’angle cherché. Par exemple, on aura l’angle AEC par cette
. . Â1’+CË-ÂC‘ .
cquiilion cos. AEC = — ; ainsi des .autres.
AE.CE
Il reste donc à trouver les angles formés par les plans deux à deux; niais c’est ce qu’on obtient facilement par la trigonométrie sphérique, dont le principe fondamental a été exposé (Ô4i). Car en considérant quatre à quatre tous les sommets du polyèdre proposé, ces quatre sommets pourront être considérés comme ceux d’une pyramide triangulaire, dont toutes les arêtes viennent d’être calculées, ainsi que les angles que ces arêtes forment entreellcs deux à deux à chacun des sommets. Considérant donc en particulier chacun de ces sommets, comme le^centie d’une sphère, les trois faces de la pyramide réunies à ce même sommet formeront sur la surface de la sphère un triangle sphérique dont les trois côtés seront connus, cl dont les angles sont préciséuienl ceux que forment ces faces deux à deux ; c’est-à-dire , les
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angles cherchés. Donc on aura tous ces angles formés entre les plans du système par ce seul principe, que, dans tout triangle sphérique, le cosinus de l’un quelconque des angles est égal au cosinus du côté opposé, moins le produit des cosinus des deux autres côtés, le tout divisé par le produit des sinus de ces antres côtés.
Par exemple, dans la pyramide ÂBCE, J’angle formé au sorometEpar les deux faces EAB, EBC, se trouvera par celte équation ,
>=-- ^ cos. AEC — cos. AEB. cos. BEC . . ,
— I ainsi des
cos. EAB EBC = autres.
siu. AEB.sin.BEC
56 t. Lorsque tous les points A , B, C, D, &c. se trouvent dans un même plan , le polyèdre se réduit à un polygone. Ainsi la sol ution précédente s’applique comme cas particulier, aux polygones quelconques : cas, que nous avons déjà 'traité {Jàôj). De plus , il est clair que ce qui a lieu pour des points considérés comme sommets des angles d’un polj'gone ou d’un polyèdre, peut s’entendre de tout système de points placés , soit dans un même plan , soit dans des plans différens. Ainsi la théorie précédente s’applique à un système quelconque de points imaginés dans l’espace , quels que soient leur nombre et leur position respective; c’est-à-dire, qu’au moyen de celte théorie, on peut former le tableau général de toutes les parties, tant linéaires qu’angulaires, qui entrent dans la composition d’on système quelconque de points , joints deux à deux par des lignes droites ; toutes exprimées en valeurs de quelques-unes seulement d’entre dles, prises en nombre sulHsant, pour qu’étant supposées connues, tout le reste soit déterminé : et ce tableau est, à proprement parler, celui de toutes les propriétés de ce même système (i45). Le problème précédent peut donc être considéré comme le problème gcnér.al de la géométrie des lignes droites et surfaces planes prise dans sa plus grande universalité.
.562. La formation des tableaux expliquée dans le cours de cet ouvr.age, est aussi bien applicable aux procédés de la géomé-
GEOMETRIE trie dite analytique , qu’à ceux de la trigonométrie. Pour les appliquer, par exemple, à la reoherclie des propriétés de la pyramide par les procédés de la géométrie analytique, on imaginera dans l’espace, trois plans quelconques perpendiculaires entre eux. Alors supposant que soient les trois coordon-
nées de l’un des sommets, x',y, z', celles d’un des autres, &c. , on se proposer!^ d’exprimer toutes les quantités tant linéaires qu’angulaires, qui entrent dans le système de cette pyramide; en valeur des seules quantités x , z, x', y, z', y", x", z", &c. et de toutes ces expressions, on composera le tableau cherché.
Il est clair qu’il ne faut que six choses pour déterminer la py rare ide; et cependant le nombre des quantités x ,y y z, x', y\ &c. est de douze. Mais il faut observer que sur ces douze il y en a six d’arbitraires , qu’on peut déterminer, soit immédiatement, soit par des conditions quelconques ; parce que la position des trois plans auxquels on rapporte le système étant arbitraire, il faut) pour la déterminer, fixer à volonté six des quantités «,>■, z, &o. qui expriment les distances des sommets de la pyramide à ces plans.
Dans les résultats des calculs, c’est-à-dire, dans les formules générales qu’on en tire, les quantités arbitraires dont on vient de parler, se trouvent ordinairement des facteurs communs à tous les termes, et disparoissent ainsi d’eux-mèmes, sans qu’il soit besoin de leur attribuer des valeurs déterminées. Mais il est aussi des cas où l’on simplifie le calcul , en déterminant ces valeurs convenablement à l’objet qu’on se propose. Je suis convaincu que la formation des tableaux ainsi combinée avec les procédés de la géométrie analytique , seroit extrêmement féconde en résultats curieux et utiles ; et je pense , comme je l’ai déjà manifesté , que la théorie dont on trouve ici un essai, peut être appliquée avec un succès égal à toutes les branches dc$ sciences mathématiques et physico -mathématiques.
SECTION VI
De la détermination d'un point dans l'espace , et du changen}ent de ses coordonnées^
363. To üTE ligne courbe peut être considérée comme la trace que décrit un point, mu suivant une certaine loi quelconque dans l’espace. L’expression de cette loi ou des conditions auxquelles le mouvement de ce point est assujetti , est ce qu’on nomme équation de la courbe. Le but de celte équation est de rapporter la courbe à d’autres objets déjà connus et fixes pris pour servir de termes de comparaison. Aîom, suivant le choix de ces objets fixes , l’équation doit avoir différentes formes.
Comme les objets les plus simples que nous connoissions , et sur lesquels nous puissions opérer, sont des points , des lignes droites , des surfaces planes ; ce sont eux ordinairement qu’on prend pour termes de comparaison, et auxquels on rapporte à chaque instant la position du point mobile qui décrit la courbe. Les distances de ces objets fixes entre eux, se nomment constantes, de même que tontes les quantités qui sont des fonctions quelconques de ces mêmes distances , parce qu’elles restent toujours les mêmes, malgré le changement de position du mobile : mais les distances de ce mobile à ces mêmes objets fixes, changent à chaque instant, et on les nomme variables, ainsi que les fonctions qui les renferment , soit seules , soit mêlées avec des constantes.
Entre lesdivers moyens qu’on a imaginés, pour rapporter une courbe tracée sur un plan à des objets fixes , celui qui a paru être généralement le plus simple, est de tracer à volonté dans ce plan deux droites ou axes fixes , ordinairement perpendiculaires entre eux, et de chercher la relation qui, en vertu de la loi sui-
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vanl laquelle se meut le point décrivant , doit constamment exister entre les distances de ce point aux deux axes.
Cependant cet usage de rapporter la courbe qu’on veut examiner ù deux axes fixes, n’est point exclusifj et souvent il est plus avantageux de choisir d’autres objets fixes, pour servir do termes de compai'oison. Par exemple, on prend quelquefois pour ces termes de comparaison deux points fixes , et l’on cherche la relation qui, en vertu de la loi suivant laquelle se meut lo point décrivant, doit constamment exister entre les deux distances de ce point décrivant aux deux points fi.xes : ou bien , on cherche la relation qui existe entre la distance du point décrivant à un point fixe et la distance de ce môme point à une ligne fixe : ou la relation qui existe entre la distance de ce point décrivant à un point ou pôle fixe, et l’angle que fait celte distance avec une ligne fixe. Enfin il est évident qu’on peut imaginer une multitude de manières différentes, d’exprimer ainsi la nature de la courbe, par une équation entre deux variables. Ces deux variables sont ce qu’on nomme , en général , les coordonnées. Lorsqu’on rapporte la courbe à deux axes fixes , comme nous l’avons dit ci-dcssus,on appelle, comme l’on sait, l’un d’eux axe des abscisses,ctl’autre axe des ordonnées ou des appliquées. La distance du point mobile ou décrivant à l’axe des ordonnées, s’appelle abscisse, et sa distance à l’axe des abscisses, s’appelle ordonnée ou appliquée. Mais lorsqu’on veut envisager la nature de celte courbe sous ses différens a.spects, on ne se borne point à celle manière de l’exprimer : on prend successivement divers autres termes de comparaison , et l’on cherche pour chacun de ces systèmes d’objets fixes, l’équation de la courbe, c’est-à-dire, la relation qui existe entre les deux variables ou coordonnées choisies j c’est ce qu’on appelle changer le système des coordonnées.
564. L’art de trouver les propriétés des courbes, est, à proprement parler , l’art de changer le système des coordonnées, prises dans le sens général dont on vient de parler. Carpat ce moyen l’équation qui en exprime la nature, prend autant do formes différentes qu’il se fait de changemeus; et chacune de ces
formes
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formes est ane nouvelle manière de comparer cette courbe aux objets fixes pris successivement pour lui servir de termes de comparaison.
On change le système des coordonnées d’une courbe , en exprimant celles qui entrent dans l’équation qu’on a, et qu’on veut transformer, en valeurs de celles qu’on veut introduire à leur place dans le calcul et de constantes, et en substituant ces valeurs à la place de ces coordonnées qu’on veut éliminer.
Chacune des équations qu’on obtient ainsi, fait, par sa forme, c’esl-à dire, par le nombre de scs termes, leurs signes, leurs coëlficiens, l'exposant des variables, connoitre les affections de la courbe, c’est-à-dire, ses branches infinies, ses points singuliers, la somme des racines de chacune des coordonnées correspondantes à chaque point , celle de leurs carrés , de leurs cubes, de leurs produits deux à deux , trois à trois, &c. Ensuite l’analyse infinitésimale employée sous une lurme quelconque, fait connoitre les tangentes, les normales, les rayons de courbure, les quadratures, &c. et toutes ces nouvelles quantités changeant graduellement avec le point décrivant , sont autant de variables qui, deux à deux, peuvent être prises pour coordonnées.
365. le suppose que l’équation d’une courbe n’étant pas encore connue on prenne pour coordonnées deux quelconques de ces variables correspondantes au point décrivant, considéré dans une position quelconque. En regardant ces coordonnées comme des quantités connues, il est clair qu’on pourra exprimer toutes les autres variables correspondantes au même point, en valeurs de ces deux premières seules et de constantesjetsil’on en forme un tableau, il sera facile, quand l’équation de la courbe sera trouvée, de changer comme on voudra le système de ces premières coordonnées, c’est-à-dire, d’en substituer deux autres quelconques à la place de celles dont la relation est exprimée par l’équation proposée.
En effet, je suppose que les deux coordonnées entre lesquelles existe l’équation qui exprime la nature de la courbe soient X,
4fl6 GEOMETRIE
Y ; que le tableau dont nous venons de parler donne toutes les autres variables correspondantes au point décrivant chacune séparément en valeurs de ces deux premières et de constantes, et qu’on veuille substituer aux coordonnées X, Y , deux autres coordonnées J', prises parmi les variables portées au tableau.
On prendra dans ce tableau les deux valeurs de exprimées par hypothèse chacune en X, Y ; de ces deux équations, on tirera réciproquement les valeurs de X, Y, en valeurs de *, jr, puis on les substituera dans l’équation qui est donnée entre X et Y; celles-ci se trouveront éliminées, et il restera l’équation cherchée en x et Ce qu’il falloit trouver.
366. Supposons maintenant que l’équation soit donnée entre x et^, c’est-à-dire, entre deux quelconques des variables portées au tableau , et qu’on veuille changer le système des coordonnées en y substituant deux autres variables quelconques x', y' également portées au tableau , où par hypothèse elles sont toutes exprimées en valeurs des seules variables X, Y et de constantes.
On cherchera dans ce tableau les quatre valeurs de * , y , x',y\ exprimées chacune comme on vient de le dire en X, Y; des deux dernières équations, c’est-à-dire, celles qui donnent*', y', en X et Y, on tirera réciproquement X , Y en valeurs de *', y'; puis on substituera ces valeurs dans les deux premières équations, c’est-à-dire, celles qui donnent x,y, en valeurs de X, Y, et l’on aura*, y chacune en valeurs de x',y'; il ne restera donc plus pour avoir l’équation cherchée en x', y', qu’à substituer dans celle qui par hypothèse est donnée en x, y, les valeurs qu’on vient de trouver pour ces dernières en x', y.
36'7. Si de nouvelles variables non comprises au tableau, étoient exprimées en valeurs de celles qui s’y trouvent , il seroit aisé de les y comprendre ; car il n’y auroit qu’à substituer pour ces dernières leurs valeurs, telles qu’elles sont portées au tableau , dans l’expression de ces nouvelles variables.
Pour ajouter, par exemple, au tableau où plusieurs variables,
Boni exprimées toutes en valeurs de X , Y , les carrés , les cubes , les puissances ou racines quelconques de ces variables , leurs produits deux à deux, trois à trois, &c. , leurs quotients, en un mot , les fonctions quelconques d’une ou plusieurs d’entre elles, il n’y a qu’à mettre dans ces fonctions, à la place do chacune des quantités qui y entrent, son expression en valeurs de X et Y , telle qu’elle est portée au tableau.
Par exemple encore , la soutangcnte , la normale , le rayon de courbure , l’aire de la courbe , &c. sont au nombre des variables. Je suppose donc qu’on ait l’expression de chacune d’elles en valeurs des deux coordonnées quelconques X et Y, par lesquelles toutes les autres variables sont déjà exprimées ; on pourra les ajouter de suite au tableau ; mais si elles sont exprimées seulement en valeurs de deux autres variables x portées au tableau , il faudra commencer p.ar substituer dans ces expressions des nouvelles quantités qu’on vent |>orterau tableau, au lieu de x ety leurs valeurs en X , Y ; par ce moyen , ces nouvelles variables se trouveront exprimées immédiatement en X, Y , et pourront par conséquent être portées au tableau.
368. Supposons enfin que •*•', y® soient deux nouvelles variables, qu’elles soient exprimées en valeurs de deux quelconques y', de celles qui sont portées au tableau , et qu’ayant l'équation entre deux autres également portées au tableau , on veuille avoir l’équation en on pourra opérer comme if
suit. .
On tirera d’abord des valeurs de données par hypothèse en valeurs de x', y', celles de x', y, en valeurs de x",y* ; cela fait , on cherchera au tableau les valeurs de x,y , x',y' en valeurs de X , Y; de ces deux dernières expressions, on tirera réciproquement X, Y, en valeurs dex',y', et l’on substituera ces valeurs dans les deux premières ; c’est-à-dire , dans les expressions de x , y , en X , Y; par ce moyen , on aura x ,y en valeurs de x',y'; on les substituera dans l’équation de la courbe , qui se trouvera ainsi avoir lieu entre x',y'; mais on a commencé par trouver les valeurs des variables x', y', en x', y" ; substituant donc les
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valeurs dans l’équation en qu’on vient d’obtenir, on aura celle qu’on cherche en x%j’, ce qu’il fulloit trouver.
36g. L’imperfection de l’analyse ne permet pas toujours d’exécuter les opérations qu’on vient d’indiquer; ni par conséquent, d’exprimer chacune des variables, en valeurs des coordonnées qu’on a choisies, pour servir de termes de comparaison à toutes les autres variables. Alors on est obligé de se borner à une équation non résolue entre les deux coordonnées prises pour servir de termes de comparaison , et celle qu’on voudroit porter an tableau. Souvent même on est obligé de se contenter d’une équation différentielle , où ces trois variables se trouvent combinées d’une manière quelconque.
Si, par exemple, la courbe étant rapportée à deux axes perpendiculaires entre eux, et les coordonnées étant , on vouloit former un tableau où diverses autres variables fussent toutes exprimées chacune en valeurs de x,y, il pourroit se faire que l’une de ces variables comme z, ne pût être trouvée en valeurs de x, etjy, sans qu’on eût à résoudre une équation d’un degré supérieur, ou sans qu’on eût à intégrer une équation différentielle qui échape aux méthodes connues d’intégration ; alors il n’est pas possible de porter z au tableau. On se contentera donc, dans ce cas, de porter au tableau l’équation supérieure ou différentielle qui exprime le rapport de x ,y, z. C’est ce qui arrive, par exemple, lorsqu’on veut comprendre dans ce tableau les tangentes, les normales, les rayons de courbure, les surfaces des courbes , &c. dont nous avons parlé ci-dessus; puisqu’on ne peut en avoir l’expression générale en valeurs des coordonnées «, J', que par des formules différentielles.
5 J O. Supposons que le tableau général soit formé ; il appartiendra indistinctement à toutes les courbes possibles, puisqu’il est formé avant que l’équation de celle qu’on veut examiner en particulier soit connue. Maintenant , pour en faire l’application à telle ou telle courbe proposée ; prenons son équation : on pourra en tirer l’une quelconque des deux coordonnées en valeur de l’autre et de constantes.
On ponrra donc éliminer à volonté l’une des deux du tableau , en substituant à sa place son expression en valeur de l’autre et de constantes. Ce tableau donnera donc alors toutes les variables du système exprimées chacune en valeurs d’une seule des coordonnées et de constantes. Il sera donc facile, en prenant cette coordonnée pour terme de comparaison entre toutes les autres variables, de comparer celles-ci deux à deux, ou de trouver l’équation qui existe entre elles; c’est-à-dire, de les prendre pour nouvelles coordonnées.
Syi. Soit (fig. iSa) une courbe quelconque ; M le point mobile qui est supposé la décrire : prenons à volonté dans le plan de cette courbe un point A pour origine des coordonnées;
traçons une droite quelconque AB pour axe des abscisses ; et du point décrivant M, abaissons sur AB la perpendiculaire MF.
AP sera donc l’abscisse correspondante au point M, et MP l’appliquée. Ce sont donc déjà deux variables , dont la relation rendue algébriquement , peut exprimer la nature de la courbe.
Maintenant concevons par le point M une tangente. Cette tangente, la soutangente, la normale, le rayon de courbure, correspondans au même point M , seront également autant de variables, qui deux à deux pourront être prises pour coordonnées, au lieu de l’abscisse et de l’appliquée. Car la nature de la courbe est aussi complètement définie par l’équation qui existe, par exemple, entre la normale et le rayon de courbure, que par celle qui existe entre l’abscisse et l’appliquée.
Menons de plus, du point fixe A le rayon vecteur AM; ce
rayon vecteur, et l’angle M AB seront de nouvelles variables, qui, ainsi que les premières, pourront être prises pour coordonnées.
■ Prenons encore à volonté sur AB un second point fixe , pôle OU foyer B 3 et menons BM, les angles MBA, FMB, AMB, la droite PB, les aires AMP, BMP, AMB, seront encore
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autant de nouvelles variables correspondantes an même point M ; lesquelles avec les premières, pourront également, deux à deux, être prises pour coordonnées.
Enfin concevons que parles points A, B, M, on fasse passer la circonférence d’un cercle, qu’on prolonge MF jusqu’à celte circonférence en II, qu’on mène les deux droites AU , B II puis les perpendiculaires AG, BF sur MB, MA, et qui se croisent au point D , de l’appliquée MP, que du point M on mène un diamètre MH' au cercle, puis une droite AIH* qui coupe
l’angle AMB en deux parties égales; qu’on fasse la même cliose aux angles A, B, II , &c. les angles , les droites et leurs segmens qui résulteront de ces diverses constructions , seront autant do variables correspondantes au même point M, et dont les relations exprimées , en les comparant deux à deux , donneront autant d’équations propres à exprimer chacune en particulier, la nature de la courbe, aussi bien que celle qui existe entre l’abscisse et l’appliquée.
3 7 3. Il est évident qu’on peut augmenter indéfiniment par de nouvelles constructions, -le nombre de ces variables correspondantes au même point M, et par conséquent le nombre des équations par lesquelles on peut exprimer, d’une manière équivalente, la nature de la même courbe : or c’est ce passage de l’une de ces équations à l’autre , qu’on nomme en général la transformation des coordonnées, prise dans le sens le plus étendu. Chacune de ces équations, quoique implicitement la même que chacune des autres, peut en différer assez par la forme, pour que l’identité soit difficile à appercevoir ; alors elles expriment ce que l’on nomme les diverses propriétés de la courbe. Ainsi l’art de découvrir les propriétés des courbes, n’est proprement, comme on l’a déjà dit, que l’art de changer le système des coordonnées. Je me propose d’appliquer ici à quelques exemples , les principes que j’ai exposés ci-dessus , sur les moyens d’opérer ce changement suivant les différens cas.
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D’après l’usage établi de rapporter le plus .souvent les courbes à des axes fixes , en prenant pour coordonnées les droites qu’on nomme abscisses et appliquées, le problème qui sc présente le plus naturellement à résoudre, et olTre en efiet les résultats les plus importans est celui-ci , dont la solution est très-<onnue, et dont je ne parlerai qu’aulant qu’il sera nécessaire, pour démontrer quelques nouvelles conséquences que je dois en déduire.
PRUEI.ÊME nxi.
5 "3. Une courbe étant supposée rapportée à deux axes fixes , par une équation entre les abscisses et des appliquées respectivement parallèles à ces axes ; transformer ce système de coordonnées , de manière que la nouvelle équation ait lieu entre des abscisses et des appliquées, respectivement parallèles à deux nouveaux axes donnés.
Soit M (fig. i55) le point décrivant, A l’origine des premières coordonnées , A P l’abscisse, MP l’appliquée, a l’origine des
nouvelles coordonnées, ap la nouvelle abscisse, Mp la nouvelle appliquée.
Je prolonge au besoin les deux axes des abscisses AP, ap,
jusqu’à ce qu’ils se coupent au point Q , et les appliquées MP ,
Mp, jusqu’à ce qu’elles coupent aussi ces axes des abscisses en R , r, respectivement ; cela posé ;
Je commence par distinguer les variables des constantes. Il
est clair d’abord que AP , MP , ap, Mp, dépendent de la position du point décrivant M , et sont par conséquent variables; qu’au contraire, les directions des quatre axes, savoir les deux premiers et les deux nouveaux , étant toutes indépendantes de la position de ce môme point M, sont ce qu’on nomme constantes. Que par conséquent, les quatre angles du quadrilatère MPQp
sont tous constans, ainsi que les angles MRQ, MrQ. Par la même raison , puisque les positions des points A , a « sont i: dé-
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pendanles de la position du point M, aussi bien que les directions des axes ÂQ , aQ , les deux droites AQ, uQ , sont aussi des constantes. Supposons donc ,
l’abscisse AP = X
l’appliquée MP = . . Y
la nouvelle abscisse ap ■= *
la nouvelle appliquée Mp = la constante AQ =
la constante uQ = a
l’angle constant MPQ = P
AS
l’angle constant MpQ p
l’angle constant MHQ= R
l’angle constant MrQ = r
l’angle constant PQ/a = q
Puisque dans tout quadrilatère chacun des côtés est égal à la somme des trois autres côtés, multipliés chacun par le cosinus de l’angle qu’il forme avec le premier, nous aurons ces deux équations pour le quadrilatère MPQ/a :
PQ ou AQ— .AP ou A — X= Y . cos P . cos.r + (»— -o)cos. ÿ] , » v
et — a=j'.cos.^+Y.cos.R+(A-X)co8.9]
Equations dans lesquelles X , Y , , ne montent toutes qu’au
premier degré : c’est-à-dire , ne sont ni élevées à un degré supérieur au premier, ni multipliées l’une par l’autre. Donc si j’en tire les valeurs de X , Y , en a: , , et constantes ; elles seront de cette forme :
X =/*+/»^ + A ; Y = f'x+gy-k-h'.
ftgy h, f, g', h’, étant des constantes faciles à déterminer, en «ficctuant le calcul ci-dessus indiqué.
Donc
Donc quelle que puisse être l’équation de la courbe en X , Y; lorsqu’elle me sera donnée, je la transformerai conformément aux conditions du problème , en une autre enx ,jy , par la substitution des valeurs trouvées ci-dessus pour ces variables X, Y, dans l’équation qui me sera donnée entre ces mêmes variables. Ce qu’il falloit trouver.
Il n’est pas nécessaire , pour mon objet , que le calcul indiqué ci-dessus soit cfFectuc; il me sulüt que par le résultat trouvé, il soit évident que l’équation transformée, ne moulera pas à un degré plus élevé que l’équation donnée : et c’est ce qu’on voit, puisque les deux équations finales qui donnent X, Y , eu x,y , ne sont l’une et l’autre que du premier degré.
11 est à remarquer que des quatre angles constans P , p , R , r , trois quelconques étant donnés, le quatrième est déterminé; car les triangles PQll , pQr , ayant un angle égal Q , on a , P — Il = P — r,' au moyen de oetle équation de condition eulrc P, r, on pourra éliminer des formules (A) trouvées ci-dessus, celui des quatre qu’on voudra.
5 y 4. Soit entre les coordonnées x,y, une équation du degré m y il est évident qu’on pourra la mettre sous cette forme Fx“ + G_y’" + Z+K = o, F, G, étant des constantes, Z l’assemblage de tous les termes où x et y se trouvent élevées chacune à un degré moindre que m, et K le terme tout constant.
Cela posé , je cherche ce que devient l’équation lorsque * = o. Il est clair que le premier terme s’anéantit , ainsi que tous les termes compris dans Z , où entre cette variable. D’équation res^ tante ne contient donc plus que y d’inconnue, et Z ne contient plus que des termes où * n’entre pas, et oùj' est élevée à des degrés inférieurs à m. Donc l’équation pourra être mise sous
cette [ormey’'+—+~ = o, dans laquelle Z' exprime la collcc- G G
lion de tous les termes de l’équation proposée , où * n’entre pas , et qui renferment les puissances de_y , inférieures à y”. Donc par la théorie générale des équations, la valeur absolue du produit de toutes les racines dej', c’est-à-dire, de toutes les appli-
quées qui r<?pondent à ^ = o, ou à l’origine des coordonnées , K
est-.
Par un raisonnement semblable, on voit qu’à celle même origine des coordonnées, la valeur absolue du produit de toutes les
jf
abscisses est — ; donc à l’origine des coordonnées, le produit des
appliquées est au produit des abscisses, comme — est à — , ou
comme F esta G; c’est-à-dire, en raison inverse des cociücicns qui iniiltiplicnt les puissances respectives de ces coordonnées, marquées par le degré de l’équation.
3j5. Supposons maintenant, que sans changer la direction des axes, on transporte seulement l’origine en un autre point quelconque du plan où est tracée la courbe : cela s’exécutera, d’après ce qui a été dit ci-dessus, en mettant simplement dans l’équation, *'+«, àla place dex, et^'+^, à la place dej',- s et t étant des constantes. Mais par cette substitution dans l’équation Fx“ + Gj'" + Z + K = o } il est évident qu’elle devient Fx “+ G_y'"+Z"+K' = oj F et G rcstantles mêmes que dans l’équation proposée , Z elK pouvant seuls changer. Or de celte nouvelle équation, on déduira, comme ci-dessus, que le produit des appliquées est à celui des abscisses comme F est à G. Donc ce rapport ne change pas, quoiqu’on transporte ailleurs l’origino des coordonnées, pourvu que leurs directions restent les mêmes; c’est-R-dire toujours parallèles à leurs premières positions : principe connu et très-important dont nous avons déjà parlé.
3y6. Maintenant (6g. i54) menons dans le plan d’une
courbe un axe quelconque AA' des abscisses, et diverses appliquées toutes parallèles entre elles, mais coupant l’axe des abscisses sous un angle quelconque. Nommons abscisses naturelles
correspondantes au point P, les segmens aP, o'P, a' P, Scc. interceptés sur cet axe , entre la courbe et l’appliquée qui croise la ligne des abscisses au point P ; pareillement, abscisses
naturelles correspondantes au point p , les scgmens ap , a'p , a'p, Scc. ; tandis que les abscisses proprement dites correspondantes aux points P, p, sont simplement AP, Ap; A étant l’origine des coordonnées, qui est prise a volonté. Cela posé , noos pourrons exprimer comme il suit , le principe démontré ci «dessus.
Dans toute courbe géométrique , les produit des abscisses naturelles sont entre eux comme les produits des appliquées correspondan tes.
Car nous avons prouvé , qu’en prenant successivement P,p, pour origine des coordonnées , les produits des abscisses correspondantes à ces deux origines respectivement, sont entre eux comme les produits des ordonnées correspondantes.
Ôyy. Les mûmes raisonnemens pouT-ant s’appliquer à toute surface courbe , nous pouvons en conclure , que
Si ayant une surface courbe quelconque géométrique , on prend à volonté, dans l’espace , deux points A , B ; qu’on mène par ces points deux droites ou transversales parallèles entre elles; puis deux autres transversales aussi parallèles entre elles, mais différentes des premières : les produits des segmens respectivement interceptés entre les points A , B , par la surface , courbe sur les deux premières transversales , sont entre eux comme les produits des segmens interceptés sur les autres transversales, entre les mêmes points et la surface courbe.
Cor si par les points A, B on mène une nouvelle droite, les produits des segmens de cette droite respectivement interceptés entre la surface courbe et ces points A, B , seront entre eux , d’une part, comme les premiers produits dont nous avons parlé ci-dessus , et de l’autre, comme les seconds. Donc ces premiers produits seront entre eux comme les seconds. Ce qu’il fiiUoit prouver.
378. Soit (fig. i55) une courbe quelconque géométrique tracée dans un plan ; prenons à volonté , dans ce plan , trois
points A, B, C, et joignons ces points deux n deux par des
droites indéfiniincnt prolongées. Cela pose, représentons par
( A'B) le produit des seginens interceptés sur AB entre le point A et les différentes brandies de la courbe , par (B'A') celui des seginens interceptes sur celle même droite , entre le point B et les différentes branches de cette courbe ; pareillement ,
par ( A'C' ) , les produits des segmens interceptés sur AC, entre le point A cl les branches de la courbe ; par (C'A') , le produit des segmens interceptés sur la même ligne entre le pointe et les branches delà courbe; enfin, par (B'C‘) le produit
des segmens interceptés sur BC, entre le point B elles branches de la courbe, cl par (C'B'), le produit des segmens interceptés sur la même ligne BC, entre le point C et les branches de la courbe. Je dis qu’on aura
Pour le prouver, menons par l’angle A, par exemple, la
transversale AK parallèle à BC, et nommons, d’après le même principe de notation que ci-dessus, (A'K') le produit des segmens , interceptes sur AK entre le point A et les différentes branches de la courbe. Nous aurons , pur la proposition établie précédemment (3y5) ;
Multipliant ces dciix proportions , et effaçant de part et d’autre les deux termes (A'K') qui se détruisent, ou aura
Ce qu’il falloit prouver.
Ce résultat , auquel nous sommes déj.à parvenus (aô5), par une marche très-différente , a cela de très-remarquable, qu’il ne suppose absolument rien de fixe dans les objets , c’est ii-dirc dans les points et les lignes droites auxquels on rapporte la courbe , et que par conséquent , l’équation de celte courbe ainsi V
exprimée, ne doit renfermer aucune arbitraire, mais seulement les paramèlres qui dclcrniiiicnt la forme de la courbe , et non sa position dans l’espace absolu ; il en est de meme du theorême suivant , qui n’est que ce meme principe exprimé d'une manière plus générale.
THÉORÈME 3CXXVIIJ.
5yg. Un polygone quelconque ABCDE (6g. i56) étant tracé dan H le plan d’une courbe quelconque géométrique , et ses côtés indéfiniment prolongés , soient désignés par (A'B'), (B'A') ,
les produits des segmens interceptés sur la droite AB entre chacun des points A , B respectivement , et les différentes branches de la courbe i par (B'C'), (C'B'), les produits des segmens
interceptés sur BC entre chacun des points'^, C respectivement, et les différentes branches de la courbe , par (C'D ), (D'C'), &c., on aura
En effet, par la proposition précédente , si l’on mène les diagonales AC, AD,&c. etqucd’après le système de notation adopté, on nomme ( A'C'), (C'A'), les produits des segmens interceptés
sur AC entre chacun des points A, C respectivement, et les dilfércntcs branches de la courbe (A'D'), (D'A'), les produits
des segmens interceptés sur AD, Sic. , on aura
(A'D') (D'E') (E'A') = (D'A') (E'D') (A'E'). AluUipliant toutes ces équations, et ciïaçant les facteurs qui sa détruisent, on aura la formule donnée par l’énoncé de la proposition. Ce qu’il falloit démontrer.
58o..Les memes raisonnemens ont lieu pour une surface courbe géométrique quelconque, le polygone ABCDE étant
plan ou gauche , et d’un nombre quelconque de côtés. Nous
pouvons donc établir la proposition suivante.
théoh£m:b XXXIX.
Si ayant une surface courbe quelconque géométrique, on décrit dans l’espace un polygone quelconque plan ou gauche ABCDE , et qu’ayant prolongé ses côtés indéfiniment , on désigne par
(A'R), (B'A'), les produits des segmens interceptés sur AB’ entre chacun des points A , B respectivement , et les différentes régions de la surface courbe, parifi' G') , (C' B') les produits, &c. on aura
A'B') (B'C') (GD') (D'E') (EA
58 1 . Lorsque les côtés du polygone , ou quelques - uns d’entre eux deviennent tangens à la courbe ou à*la surface courbe, les segmens formés sur les côtés du polygone devenus tangens , se trouvent égaux deux à deux. Supposons , par exemple, qu’il s’agisse d’une section conique/'g: A il: (fig. i5j) , et que cette courbe soit inscrite dans un polygone quelconque, de manière que les points de contingence soient f, g, h, i,k { on aura, d’après le système de notation établi ci -dessus,
(A'B') = Â7‘, (B'A') = Bf‘, (B'C') = (% ) , (C-B-) =Cg\ &c. Donc l’équation deviendra , en tirant la racine carrée de chacun des deux membres, A/'.Bg.CA.Di.EA=Al:.£i.DA.Cg‘.^ Nous pouvons donc établir la proposition suivante.
THÉOnâUE XE.
Si dans le plan d’une ligne du second ordre on décrit un polygone quelconque , dont tous les côtés soient tangens à la courbe , le produit de la moitié des tangentes, c’est-à-dire des segmens interceptés sur les côtés du polygone , entre la courbe et les angles de ce polygone, comme facteurs, est égal au produit de
toutes les autres , en les prenant alternativement pour chaque produit , c’est-à-dire de manière qu’il n’en entre jamais deux dans le même , qui aient pour extrémités un point commun.
382. La même chose a Jiea éviilemment pour les tangentes du volume de la surface de révolution formée par la rotation d’une section conique, et qui formeroicnl par leur assemblage , un polygone quelconque, plan ou gauche.
385. Si le nombre des côtés du polygone se réduit à trois ; c’est-à-dire, si la section conique fgh (fig. j58)se trouve inscrite dans un triangle ABC: en menant de chacun des angles A, B, C, do ce triangle, une droite au point de contingence
opposé, on aura par le théorème précédent , Af.Bh.Cg =
Ag.Bf Ch. Donc ces trois transversales Ah,Bg, Cf, se croiseront toutes en un même point D ( 334 )• Proportion que nous avons déjà démontrée (a37), cl de laquelle il suit qu’on peut appliquer aux sections coniques les nombreuses propriétés que nous avons trouvées appartenir à un quadrilatère complet
Par exemple , en menant fg, et supposant que celte droite coupe Ah au point H, on aura (aaS) AH: DH:: AA : DA. En prolongeant g/ jusqu’à la rencontre de BC au point l, on aura Bl : Cl :: BA : CA. Ainsi des autres.
fllOBLâMB Xti.
384. L’équation d'une courbe étant donnée entre l’abscisse AP oulAp (fig. i5g), et l’ appliquée ou Ap prise parallè-
lement à deux axes AP , Ap donnés de position ; transformer ce système de coordonnées , en prenant pour coordonnées nouvelles , les deux segmens MQ , My formés par le point décrivant'M., sur une transversale ijq, menée sous un angle constant Aijq entre les deux axes proposés AB .Ap.
iio
Supposons Vabsciise AP =
l’appliquée MP = j'
la nouvelle coordonnée MQ = «
la nouvelle coordonnée My = p
l’angle donné PA p = a
l’angle donné AQy = Q
l’angle par conséquent aussi connu AyQ q
Il s’agit donc d’exprimer la nature de la courbe par une équation entre u, p; au lieu de celle qu’on a entre x, y,
Eans le triangle PQM, nous avons
MP ; MQ :: sin. PQM : sin. QPM , on ” sin. Q : sin. a. Donc ^'.sin.a = «.sin. Q. Pareillement , le triangle p'Slq donne f^.sin. q = a:. sin. a. De ces deux équations , nous lirons
p.ûn.q «.sin.Q
sin. a sin. a
Donc pour opérer la transformation demandée , il n’y a qu’.â substituer dans l’équation donnée entre x et y, leurs valeurs qu’on vient de trouv'er en u et p. Ce qu’il falloit trouver.
Celle transformation des coordonnées, ainsi qu’on le voit, ne change point le degré de l’équation. Par conséquent , si la ligne considérée est droite , l’équation entre les nouvelles coordonnées MQ , Mq, sera du premier degré; elle sera du second degré , si c’est une section conique, &c.
Au lieu de prendre pour coordonnées MQ, M^, on pourroit prendre QM, Qy. Pour cela, nommons z cette nouvelle coor-
donnée Qÿ, nous aurons z = u+i>, ou p= z — u ; il n’y a donc qu’à substituer dans la valeur trouvée ci-dessus pourt'j sa valeur z — u } ce qui donnera , au lieu des valeurs trouvées
ci-dessus pour x etj, en u et p, les suivantes en « et x.
sin.y
x = (x — «) i , ' ' sin. a
sin.Q sin. a
Cette
DEPOSITION. 44i
Celte manière de considérer les courbes , en les rapportant à deux axes üxes , et prenant les coordonnées sur une même transversale toujours parallèle à elle-même , et comprise entre ces deux axes , au lieu de les prendre sur deux droites différentes respectivement parallèles à ces mêmes axes , peut être avantageuse dans plusieurs cas, parce qu’au lieu d’un quadrilatère à considérer , elle n’offre qu’un triangle, et qu’il en résulte la facilité d’appliquer aux courbes les règles familières de la trigonométrie. On en a un exemple dans l’hyperbole ordinaire rapportée à ses asymptotes.
PROBLÈME LXIIL
ô85. Une courbe étant rapportée à deux axes fixes AB,
AC (fig. 160), au moyen des abscisses et des appliquées menées de chaque point parallèlement à ces axes soient pria à volonté sur ces axes , deux points fixes quelconques B , C , et de ces points fixes , soient menées par le point décrivant M , deux
droites BG, CF, qui coupent respectivement en G et "F les axes
AO, AB. Cela posé , on demande que le système des premières coordonnées soit changé , et que les nouvelles coordonnées soient
A F , A G , de manière que la nouvelle équation ait lieu entre ces deux nouvelles coordonnées et les constantes.
Menons M/r parallèle à AB; parallèle à AC : Ap ou
sera l’abscisse, et Aq ou Mp, l’appliquée dans le premier système des coordonnées. Supposons donc
l’abscisse Ap =
l’appliquée Mp y
la nouvelle coordonnée AF = ■ u
la nouvelle coordonnée AG = v
la droite donnée AB = b
la droite donnée AC = : c
44a GEOMETRIE
Les triangles semblables BAG, B^M donneront
ÿM : By :: AG : B A , ou x : b — y ;; v ib.
Donc bx — A vy. Par la même raison , on a par les triangles semblables CAF, CpM,
cy — eu — ux.
Tirant de ces deux équations les valeurs de x et y, on aura,
bev — cuv
oc ut>
beu — huv
Oc U V
Substituant donc dans l’équation donnée entre x , y , leurs valeurs en « et v qu’on vient de trouver , ou aura l’équation cherchée entre ces nouvelles coordonnées u, v. Ce qu’il falloit trouver.
Si au lieu de prendre AF, AG pour coordonnées , on veut prendre BF , CG en faisant BF = t , CG = x , on aura
Xf = ÂB — BF, ÂG = ÂC — CG,ou u=b~t,v^c — z. Mettant ces valeurs de u et v dans celles trouvées ci-dessus pour on aura
c't — ctz
c/+Ax — tz b'z — btz bz-^ct — tz’
rnOBIiÊMB LXIV.
386. Une courbe étant tracée dans un ■plan, prenons à volonté dans ce plan, trois points fixes A, B , C , et joignons ces points deux â deux par des droites pour fiormer le triangle ABC (160). Du point décrivant M soit menée à chacun des angles de ce triangle, une transversale prolongée jusqu’à la rencontre du côté opposé. Cela posé , la nature de la courbe étant
exprimée par une équation entre les distances AF, âG, de l’un
des angles aux intersections F, G, des côtés AB , AC adjacens
à cet angle avec les transversales CF, BG , menées des angles opposés , changer ce système des coordonnées , en y substituant
pour nouvelles coordonnées , les distances BF, BH, de l’un B des autres angles aux points d’intersections F, IL Nous avons d’abord évideramcnt ces troia équations,
ÂF==ÂB'— BF, CG = ÂC — ÂG, CÏI = BC — BH (A). De plus (aa4), nous avons
ÂF.BH,CG = ÂG.BF.CÏI (B).
Mettant dans cette dernière équation les valeurs de AF, CG, CH tirées des premières , on aura
(ÂB — Bf) BÏÎ (ÂC— Âg) = ÂG.BF (bC— BÏl) (C).
Cette équation , jointe à la preuiièro dea équations (A) , résout la question proposée ; car elles ne contiennent que les deux
premières coordonnées AF, AG , combinées avec les deux
nouvelles BF, BH et des constantes; et par conséquent, elles donnent les premières en valeurs des dernières et des constantes. Ces valeurs sont , comme on le voit ,
ÂF=: ÂB— BF,
ÂG= (ÂB — ^’) BH.ÂC.
ÂB.BÏi — BC.BF
Il n’y a donc, pour opérer la transformation demandée, qu’à substituer dans l’équation proposée , pour les coordonnées
AF, AG, les valeurs qu'on vient de trouver en BF, BH, qui
sont les nouvelles coordonnées, et les constantes AB , AC , BC. Ce qu’il falloit trouver.
FROBnéMEIiXV.
38y. Un triangle ABC (fig. 161) étant donné , concevons une courbe BMC ; telle qu’ayant abaissé du point décrivant M
une perpendiculaire MP sur le côté BC du triangle proposé , et prolongé cette perpendiculaire jusqu^à ce qu’elle coupe les deux autres côtés de ce triangle aux points q , r respectivement,
on ait MP moyenne proportionnelle entre Mq etMr. Cela posé, on demande l’équation de cette courbe en la rapportant à la
droite BC comme axe des abscisses ; et prenant le point B pour origine des coordonnées ( i).
Les coordonnées entre lesquelles existe l’équation actuelle de la courbe , sont MP, et M^.Mr, ou plus généralement
A.M^.Mr, A étant une constante, et ce produit A.M^.Mr étant considéré comme ne faisant qu’une seule et même variable. Il s’agit donc de changer ce système de coordonnées MP, h.Mq.Mr ; et de lui substituer celui des deux variables BP,
MP, dont l’une MP est commune aux deux systèmes.
J’observe d’abord , que la courbe quelle qu’elle soit , a nécessairement pour tangentes aux points B , C respectivement , les
deux côtés AB , AC du triangle proposé. Car au point où la
ixturbe rencontre AB, le segment Mq devient o. Donc MP
devient aussi o ; donc le point M est dans la ligne BC ; donc il
est le point d’intersection de AB et B C ; donc B est ce point
d’intersection. De plus, de l’équation MP = A.Mÿ.Mr, on
Mo MP . ,
tire - = — : donc la dernière raison de M y à MP est o.
MP A.Mr
(■) Ce problème n’e«t qn’un eu particnlier de ce]oi que l’on connoll août le nom de Problème de Pappue , résoin per Oescirtes ( voyez m Géométrie , livre II, partie ii). Ce problème, fameux antreiôis par sa difficnlté, n’en a plus aniourd’hoi : je ne le donne qne comme exemple do cfaangement des coordonnées , et parce qne j’ai i en tirer diverses conséqnences cnnenses que je crois n’ètre pas connues.
Donc non-scalement la courbe passe par le point B ; mais de
plus , elle a ponr tangente à ce mén e point B , la droite AB. On prouveroit par un semblable raisonnement , que la même
courbe passe par le point C , et y a pour tangente AC Cela posé , faisons
l’abscisse BP =
l’appliquée MP = y
la constante BC a
l’angle constant aSc= 6
l’angle constant ACB c
Pai donc par les conditions du problème yy = Â.M^.Mr, ou à cause de ilf » PjJ^ — y» nar = jrr — jr, j*ai
yy = A. (Pç- —y) (Pr — y) , ou ,
(i — A)yy+A.(P9’+Pr) jr — A.Pÿ.Pr= a (A).
Il reste donc à trouTCr Pg, Pr.
Le triangle ÿB/>donnePÿ=B^.tang.^Bp, ou Pjr=a;.tangA,*
et par la même raison , Pr = Ça — x) tang.c. Substituant ces
valeurs de Pÿ , Pr, dans l’équation (A) trouvée ci-dessus, on aura
(i — A)^y+A.[jf .tang. 5+(a — x) lang.cly — A.x.tang. 5.(a — x) tang. c = o.
Equation qui étant du second degré, appartient en général aux sections coniques. On peut donc en tirer diverses propriétés particulières à ces courbes.
Eu effet , il suit d’abord que dans toute section conique, si
l’on mène deux tangentes AB , AC , à deux quelconques de ces points B J C ; et qu’on joigne ces points de contingence par une
corde BC, tonte transversale perpendiculaire à BC sera telle,
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que le carré de son segment MP intercepté entre cette corde BC et la courbe, sera en raison donnée , avec le produit des seg-
inens BD , CD , interceptés entre le même point de la courbe et les deux tangentes ; car nous venons de voir qu’on peut toujours tracer une section conique qui satisfasse à cette condition. Mais on ne peut tracer qu’une seule section conique qui
soit tangente des deux droites AB, AC , aux points B , C, et qui passe en même temps par le point décrivant M; donc c’est la section conique effectivement tracée , qui seule satisfait à cette condition.
Si la transversale rqV, au lieu d’etre perpendiculaire
à BC, avoit une toute autre direction , chacun des nouveaux segmens interceptés sur celte transversale , seroit fn raison donnée, avec celui qui avoit lieu lorsque la transversale étoit perpendiculaire ; donc , dans ce cas , le carré du segment intercepté entre B C et la courbe , seroit encore en raison donnée , avec le produit des segmens interceptés entre la courbe et chacune des deux tangentes. Donc en général ,
TUéORÉME XLI.
Dans toute section conique , si l’on mène à volonté une transversale sous une direction donnée , le carré de la portion de cette transversale interceptée entre la courbe et une corde quelconque fixe , est en raison donnée avec le produit des deux portions de cette transversale interceptées entre le même point de la courbe et les deux tangentes menées aux extrémités de la corde.
58q. Soient menées par les points B, C, deux nouvelles cordes à un autre point D : la même propriété aura lieu pour chacune d’elles. Donc si l’on nomme Y , Y', Y", les segmens de
la transversale interceptés entre la courbe et les cordes BC,
Bp, CD, respectivement, Z, Z', Z"; les segmens interceptés
sur la même transversale entre la courbe et les tangentes BA , CA, DG, respectivement, on aura
.Y Y = KZZ', Y'Y' = K'ZZ", Y" Y' = K'Z'Z”,
K , K', K' étant trois constantes ; multipliant ccs trois équations, et tirant la racine carrée, on aura
Y.Y . Y" = Z.Z'Z" V/K.K'.K"; c’est-à-dire , que le produit des trois segmcns interceptés sur la transversale, entre le point décrivant et chacun des trois côtés du triangle inscrit à la section conique, et en raison donnée avec le produit des trois segmens interceptés sur la même ti'ansversale , entre le point décrivant et chacun des côtés du triangle circonscrit , AIK.
3^0. Soit pris sur la courbe un nouveau point E, et joignons deux à deux les quatre points B, C, D, E., par des droites. Menons de plus, une tangente à chacun de ces points; il en résultera d’abord un quadrilatère inscrit BDEC avec ses diagonales ; et un autre quadrilatère circonscrit AIGH, ayant ses points de contingence aux angles du quadrilatère inscrit.
Cela posé , ces nouvelles cordes et ces nouvelles tangentes auront toutes les mêmes propriétés que celles qui composoient le triangle ABC. Donc si l’on nomme Y, Y', Y", Y", les segmens interceptés sur la transversale entre le point décrivant M et les
côtés BC, DE, BD,CEdu quadrilatère inscrit respectivement; Z, Z', Z', Z"', les segmens interceptés sur la même transversale
entre le point décrivant M et les tangentes AB , AC , G1 , GH respectivement, on aura
K, K', K', K" étant quatre constantes. Multipliant ccs quatre équations et tirant la racine carrée; on aura
Y.Y'.Y’.Y" = Z.Z'.Z'.Z'" t/K.K'.K".K"; c'est-à-dire, que le produit des quatre segmens interceptés entre
le point décrivant M , et chacun des quatre côtés du quadri* latère inscrit , est en raison donnée avec le produit des quatre scgmens interceptés sur la même transversale, entre le point décrivant et chacun des quatre côtés du quadrilatère circonscrit.
Enfin , il est évident que le même raisonnement qui vient d’être {ait sur les triangles et les quadrilatères inscrits et circonscrits à la section conique , est applicable à deux autres polygones quelconques, l’un inscrit, l’autre circonscrit, et ayant ses points de contingence aux angles du premier. Donc en général ,
THÉOBÉHE XI.il
3^1. Dan» toute section conique , si l’on inscrit un polygone quelconque , et qu’on en circonscrive un autre d’un même nombre de côtés , qui ait ses points de contingence aux angles du poly-^ gone inscrit ; qu’ensuite on mène une transversale quelconque sous une direction donnée , c’est-à dire parallèlement à un axe fixe, le produit de tous les segmens interceptés sur cette transversale, entre le point décrivant et chacun des côtés du polygone inscrit, est en raison donnée , avec le produit de tous les segmens interceptés sur la même transversale , entre le point décrivant et chacun des côtés du polygone circonscrit. i
Celte théorie fournit aussi plusieurs conséquences particu-r lières. Far exemple; nous avons trouvé (38g) pour le quadrilatère inscrit
Multiplions d’une part les deux premières, et de l’autre, les deux dernières de ces quatre équations , nous aurons Y.Y.Y'.Y' = K.K'.Z.Z'.Z'.Z"; Y'-Y'-Y^'-Y'" = K".K"',Z.Z'.Z*.Z".
Divisant ces deux nouvelles équations l’une par l’autre, tirant la racioc carrée, et mettant en proportion, nous aurons
Y.Y': Y' Y"::/ÎCk7:
' c’est-
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c'est-à-dire, que dans le quadrllalérc BDKC, inscrit à la section conique , le produit Y . Y ' des segmens interceptés sur une transversale quelconque parallèle à un axe fixe, entre le point décrivant M,et les deux côtés opposés BC, DE, est en raison donnée avec le produit Y". Y" des segmens interceptés sur la même transversale entre le point décriv'ant et les deux autres côtés
BD, CE, du quadrilatère. Propriété connue, mais qu^on peut étendre , ainsi qu’on va le voir , à des polygones cPu'n plus grand nombre de côtés. ^ .oiooi-.i ■■■■■■,
5(^2. Soit un polygone quelconque ABCDEF, (fig. iGa) d’un nombre pair de côtes, inscrit dans une seclion conique.
Menons parallèlement à un axe donné , une transversale MN , qui coupc cette courbe et tous les côtés de ce polygonc,prolongcs
s’il est nécessaire; prenons l’uii_dc ces côtés AB, par exemple,
pour premier; BC pour second; CD pour troisième, &c. en suivant le périmètre du polygone , soit eniln M un des points où la courbe est coupée par la transversale. Cela posé , je dis que le produit de tous les segmens interceptés sur la transversale, entre le point M et chacun des côtés pairs du polygone, est au produit de tous les segmens interceptés entre ce même point M et les côtés impairs, en raison donnée; c’est-à-dire dans un rapport qui reste toujours le même, quel que soit le point M, tant que la transversale reste parallèle à elle-même ou n l’axe fixe. ‘
En e£fet, je suppose que le polygone soit de six côtés : je mené
la diagonale AD de manière que ABCD, AFED soient deux quadrilatères : représentons par (MA'B ) le segment intercepté
sur la transversale entre le point M et le côté AB, (MB'C') le
segment intercepté entre le point M et le côté BC , &c.
Il suit de la proposition précédente, qu’on a
(MA'B') (MC'D' = K (MB'C') (MA'D'), et (MA'F') (MD'E') = K' (ME'F) (MA'D')
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K et K' étant deux constantes. Multipliant en croix ces deux équations , ou aura
K' tMA'B') (MC'D') (ME'F)
= K (MB'C') (MA'F) (MD'E') ce qu’il falloit prouver.
Le principe étant prouvé par l’hexagone , se démontrera de même pour l’octogone , en le décomposant par une diagonale en deux polygones , dont l’un soit un hexagone , et l’autre un quadrilatère. Donc en général :
théorAue xliii.
3 93. Si l’on inscrit dans une section conique un polygone quelconque , d’un nombre pair de côtés , et qu’on mène une transversale parallèle à un axe fixe, laquelle coupe cette courbe et chacun des côtés du polygone prolongés au besoin : le produit de tous les segmens comme facteurs , interceptés entre un des points où la courbe est coupée par la transversale , et chacun des côtés pairs du polygone , est en raison donnée avec le pro~ duil de tous les segmens comme facteurs , interceptés entre le même point de la courbe et chacun des côtés impairs.
394. Si le nombre des côtés du polygone étoit impair, on pourroit appliquer la proposition précédente, en regardant l’un quelconque des angles de ce polygone , comme un côté infiniment petit. Ce côté infiniment petit, seroit l’élément du périmètre , et par conséquent sa direction seroit la tangente de la courbe à ce point.
396. Il est h. remarquer que tontes ces propositions s’appliquent aux polygones pris dans le sens le plus général ; c’est-àdire , par exemple , au quadrilatère pris dans l’acception générale que nous lui avons attribuée (yq ) , et qu’il en est de même de tous les autres polygones considérés avec leurs diagonales.
396. La proposition précédente est féconde en conséquences curieuses.
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Soient par exemple, six points A, B, C, D, E, F, pris à ■volonté sur le périmèire d’une section conique (fig. i65) quelconque. Joignons ces points pour former l’hexagone ABCDEF.
Prolongeons les côtés AB, AF adjacens à l’angle A , et les côtés
DC , DE adjacens à l’angle opposé D , jusqu’à leurs rcnconlivs respectives avec les premiers en M, N j et menons les deux
diagonales BE, FC ; je dis que ces deux diagonales et la droite MN, se croiseront toutes en un môme point R.
En effet, soient p, ÿles deux points d’intersection de MN avec le périmètre de la courbe proposée. Soit menée à MN une parallèle quelconque mn qui coupe ce périmètre en f, g; les deux droites AM, AN, en m,n ; les deux droites DM, DN,
en s et t, et les deux dlagnnalf?» HÆ. J?G, «a r et r'. D’après la remarque; précédente (5g4), ABEDCFA, formera un nouvel hexagone, et l’on aura (3ga) fm.ft.fr' = K.fr.fs.fn, K étant une constante.
Concevons maintenant que mn se meuve parallèlement à
elle-même , et vienne se confondre avec MN ; les points s et m se confondront avecM ; les points t et n avec N , et l’équation se
réduira par conséquent à F A' = K. F A, en supposant que r, r deviennent A , A'.
Far la même raison , l’autre intersection g de MN avec la circonférence , donnera ^A' = K.^A. Multipliant en croix ces deux équations, nous aurons pA .^A = pR.ÿA'. Supposons donc AA' nous aurons pA'=pR-fx, yA'ï=ÿA — x. Substituant ces valeurs de pA', ^A' dans l’équation précédente, elle deviendra pA.yA -f ÿA.* = pA.yA — pR.x, ou
X (pA-l-ÿA) = O, ou *=o; c’est-à-dire, que rr' = o, ou que les points A , A' se confondent. Donc , en effet, les trois droites
MN , BE, FC, se croisent toutes trois en un même point. Ce qu’il fulloit prouver.
Concevons maintenant que les points A, B, C, D, E, F, se meuvent à volonté sur le périmètre de la courbe, et que l’ordre dans lequel ils étoient d’abord rangés vienne à être interverti d’une manière quelconque , la propriété n’en subsistera pas moins dans chacun des systèmes corrélatifs j c’est-à-dire, qu’en général ,
THÉORÈME XLIVi
Si sur le périmètre d'une section conique quelconque , on prend à volonté six points A , B , C, D , E, F , qu’on prolonge
au besoin les droites AB , kV, jusqu'à ce qu’elles rencontrent les
droites DC, DE, en M, N respectivement ; les trois droites MN , BE , FC se croiseront toutes en un même point.
3()8. Supposons , par exemple , que les six points en quesliou pre.nncnt la position indiquée (fig. 164) , les droites BE,
CF, qui étoient diagonales, deviendront côtés, et les points M,N, R restent toujours en ligne droite 5 nous en pourrons conclure, que
THÉORÈME XLV
Dans tout hexagone inscrit à une section conique quelconque, les trois points de concours des cétés opposés se trouvent toujours sur une même ligne droite.
3gg. Supposons que les trois côtés AF,DC,BE, pris alternativement se réduisent à o. Ces côtés prolongés deviendront des tangentes, et les trois autres formeront un triangle, dont en vertu de la proposition précédente, les côtés concourront avec les tangentes qui passent par les angles opposés, en trois points qui se trouveront en ligne droite; c’est-à-dire que
THÉORÈME XLVI
Si à une section conique on inscrit un triangle , et qu'on lui en circonscrive un autre dont les points de contingence soient placés aux sommets du premier triangle , les trois points de concours des côtés du triangle inscrit avec les côtés respectivement opposés du triangle circonscrit seront toujours sur une même ligne droite. Cette remarque a déjà été faite ci-dcvant en particulier pour le cercle.
4oo. Supposons que dans l’hexagone (fig. 1 65), deux côtés seulement, comme CF, BE, deviennent o; la figure se réduira
à un quadrilatère inscrit- Les côtés BE, CF prolongés, deviendront les tangentes des points B, C. Donc en supposant que R suit le point de concours de ces deujt M celui des
côtés AB, CD J N celui des côtés AC, BD, les trois points M,N, R devront sc trouver sur une môme ligne droite.
Par la môme raison , si R' est le point de concours des tangentes menées par les extrémités de l’autre diagonale AD, le l>oint R' devra se trouver sur la meme droite que les points M, N. Donc les points M , N, R , R', sont tous quatre placés sur une même ligne droite. C’est-à-dire qu’en général,
THÉORÈME XLVII
Si à une section conique on inscrit un quadrilatère , et qu'on en circonscrive un autre , dont les points de contingence soient placés aux quatre sommets du quadrilatère inscrit : les deux points de concours des côtés opposés du quadrilatère inscrit, et les deux points de concours des côtés du quadrilatère circonscrit, se trouvent toujours placés tous quatre sur une même ligne droite.
4o 1 . Menons les deux diagonales AD , BC du quadrilatère inscrit, et les deux diagonales ad, bc du quadrilatère circons-
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crit: je dis qne ces quatre diagonales se croiseront toutes quatre
en un même point K.
En effet, au lieu du quadrilatère ABDC, considérons le quadrilatère ABCD , qui a les mêmes sommets d’angles que le premier, mais qui est formé des deux triangles opposés par le sommet ABK, CDK, la proposition précédente appliquée au cas présent , prouvera que les quatre points b , c , K , M , doivent se trouver sur une même ligne droite; de même que les quatre points a, d,K,N. Donc
théorAms xlviii.
Si à une section conique, on inscrit un quadrilatère , et qu‘on en circonscrive un autre dont les points de contingence soient placés aux quatre sommets du quadrilatère inscrit, les quatre diagonales de ces deux quadrilatères se croiseront toutes en un même point-
4o2. D’où suit évidemment (iig. i65) , que si à une section conique on circonscrit un quadrilatère ubdc , les deux diagonales de ce quadrilatère, et les deux droites menées par les points de contingence des côtés opposés , se croiseront toutes quatre en un même point,
4o5. Cette tliéoric des points de concours dans les quadrilatères inscrits on circonscrits aux sections coniques, s’étend avec facilité aux polygones d’un nombre quelconque de côtés. Soit, par exemple (166) , un octogone ABCDEFGH. En menant les
deux diagonales BD, FH, j’en tire l’hexagone ABDEFH, et de
même , en menant les diagonales BH , DF, j’en tire l’hexagone BCDFGH. Donc, d’après ce qui a été dit ci-dessus (3g6) , si l’on
mène les deux diagonales BF , DH , et qu’on prolonge tous les côtés jusqu’à leurs points de concours M , N , P, Q , comme le
ipontre la figure ; i“. les trois droites BF, DH , MN , se croiseront au même point; lestrois droites BF, DH, PQ, se croise^
robt aassi au même point. Donc les droites MN, PQ se croise.- Tont au même point que les deux droites BF, DH; donc les
quatre droites BF, DH, MN, PQ, se croiseront toutes quatre au même point ; et comme la même chose doit constamment avoir lieu , quelles que soieut les positions respectives des huit points A,B,C,D,E,F,G,H sur le périmètre, on peut conclure qu’en général , si sur le périmètre d’une section conique , on prend à volonté huit points Â, B, G , D , E, F, G , H rangés
dans quel ordre ou voudra , qu’on prolonge AB et DE jusqu’à leur rencontre en un point M; AHetEF, jusqu’à leur rencontre en on point N ; CD et GF, jusqu’à leur rencontre en un point P; CB, GF, jusqu’à leur rencontre en un point Q; et qu’enfin on mène les droites BF, DH , prolongées au besoin ,
les quatre droites B F, DH, MN , PQ se croiseront toutes quatre en un seul et même point.
D’après la notation que nous avons indiquée (8i), cette proposition peut s’exprimer simplement comme il suit.
théorAub xlix.
Huit points quelconques A,B,C,D,E,P,G,H étant placés à volonté sur la circonférence d’un cercle , on aura
BF DÏÎ =f=> ÂB Î5Ë ÂH EF CD FG BC GH.
4o4t Tout ce qu’on vient de dire sur les sections coniques en général, est applicable au cercle comme cas particulier; ce qui fournit une série de nouvelles propositions infiniment curieuses à la géométrie élémentaire.
4o5> La même théorie est également applicable comme cas particulier, à l'assemblage de deux lignes droites, considérées comme asymptotes d’une hyperbole , ou comme une hyperbole même infiniment alongée. Par exemple, si ayant tracé dans un
plan deux droites MN, PQ (iG7),qui se coupent au même point R, on prend à volonté un certain nombre de points comme A , A', A" sur l’une, et autant de points corresponduns B , B', B'
sur l’autre; qu’ensuite on mène les droites AB, BA', A'B',
B' A", A" B", B"A, l’assemblage de ces droites formera un polygone AB A'B' A"B'' inscrit dans la Bgure composée des droites
MN, PQ , considérées comme une hyperbole. Donc si l’on mène
une transversale ab qui coupe la première de ces droites en u, la seconde en b, et les côtés du polygone prolongés au besoin en c , c', c‘, c", c", c', on aura
ae.ae’ .ac" : ac' ,ac" . ac’ V.bc. bc“ .bc^ : bc' - bd ' . ôc',
ainsi des autres , quels que soient le nombre des côtés du poly-^ gone et la position de la transversale.
De même de ce qui a été dit (3<j6), on peut conclure
que le point de concours des droites AB, B'A"; celui des droites
BA', A'B", et celui des droites A'B', B'A, doivent se trouver tous trois sur une même ligne droite
4o6. Il suit visiblement de ce qu’on vient de dire (4o5), que si ayant un quadrilatère ABCD avec deux de ses diagonales AD, BC, on mène une transversale quelconque mp qui coupe AB en m, AC en p, BD en q, CD en n, BC en L, AD en K, on aura
Km.Kn : Lm.Ln::Kp,Kq : Lp.L^ ; c’est-à-dire que
THÉORÉHE U
Un quadrilatère f avec deux de ses diagonales, étant coupé par une transversale quelconque, les produits des segmens interceptés
ceples sur cette transversale entre l'une des diagonales et les^ côtés opposés pris deux à deux , sont entre eux comme les produits des segmens interceptés sur cette même transversale , entre l’autre diagonale , et ces mêmes côtés respectivement opposés.
Cette proposition est une généralisation de celle qui est énoncée (aa5); cette dernière étant pour le cas particulier oùla transversale mp ae confondroit avec la troisième diagonale FG du quadrilatère proposé ABDC.
4.0 J. De ce qui a été dit (4o5) , nous pouvons encore conclure cette autre proposition très-curieuse , que pour abréger, je mécontenterai d’exprimer symboliquement au moyen de la notation proposée dans la seconde section.
THÉOHÊllELI.
Cinq droites quelconques indéfinies ,désigaies par a,b,c, d,e, étant tracées eUtns un même plan, les six droites suivantes se croiseront toutes en un même point, savoir :
b c de
êP. e b d c a b e c d a
ÎP. d a c b e b d c a e.
Formules qui-subsistent , quelque substitution qu’on fasse des lettres a,b,c,d,e , les unes à la place des autres.
La première représente, comme on voit, la droite désignée par a ; la seconde, celle qui joint le point de concours des deux
droites b ,c, avec le point de concours des droites , e ; la troisième , celle qui joint le point de conconrs de la droite e, et de la
droite a b e d, avec le point de concours de la droite c, et delà
droite h e a di ainsi des autres.
Au surplus, toutes ces propositions peuvent sc démontrer directement et plus simplement môme, sur un système de lignes droites, sans considérer ces droites comme des sections coniques , et je ne les ai déduites du principe énoucé (3g3) que par occasion , et pour montrer la fécondité de ce principe.
ri^OBLÊME LXVI.
4o8. Une courbe quelconque tracée dans un plan, étant rapportée à deux axes perpendiculaires entre eux, par une équation entre l’abseisse et l'appliquée t le tableau des princi-
pales variables oomspoudautes au point décrivant , toutes exprimées en valeurs de ees deux ceordonstéee et de constantes.
Les principales variables correspondantes au point décrivant d’une courbe; outre l’abscisse et l’appliquée sont , comme on le sait, le rayon vecteur, l’angle formé parce rayon, et l’axe des abscisses, l’angle formé par la tangente et les appliquées; la soutangente , la normale , le rayon de courbure , &c. Cette énumération peut être étendue indéfiniment, car, ainsi qu’on l’a déjà vu par les exemples précédens , il est beaucoup d’autres quantités dépendantes de la position du point décrivant , et qui varient avec elle. Je me bornerai dans le tableau suivant , à comprendre celles qu’oq vient de mentionner, at quelques-unes des autres que je vais indiquer.
Soit donc M le point décrivant d’une courbe quelconque (Cg. i6g), A l’origine des coordonnées, AP l’abscisse, MP l’appliquée ; et par conséquent, A>I le rs^yon vecteur, et l’angle ibnipé par ee aayon vootenr et Va» dcB«iM«ii»tÿMQT la tangente, ÎP la soutangente, AQ la pcri>CTidi«trtàlre abaissée de
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l’origine des abscisses snr la tangente; MN la normale, MR le rayon de courbure.
Prenons de plus à volonté snr cet axe un point B , formons le triangle MAB, et des angles M, A , B , soient abaissées des perpendiculaires sur les côtés opposés de ce triangle. Je me borne à celte construction à laquelle il est facile d’ajouter tant d’autres lignes qu’ou voudra. Cela posé, il est évident qu’à mesure que
le point décrivant M changera de position , les droites MA , MB, MT, MN, MP, AQ, MR, &c. ainsi que leurs segmens
AK, MK, RK, &c. et les angles MAB, A]^B, AKB, &c. changeront de valeurs. Ce sont donc autant de variables qu’on peut prendre deux à deux pour les coordonnées de la courbe. Le tableau que je me propose de former comprendra donc ces variables, et celles dont nous avons parlé ci-dessus. Mais on sait que parmi celles-ci , plusieurs , telles que la soutangente, le rayon de courbure, &c. ne peuvent être exprimées d’une manière générale que par des formules infinitésimales qui deviennent finies par l’application qu’on en fait à chaque cas particulier : nous sommes donc obligés d’en user ainsi , et nous emploierons pour cela les formules différentielles ordinaires , comme le mode le plus simple de comparer les quantités infinitésimales. Suppo-
sant donc
l’abscisse AP = x
l’appliquée MP = y
la distance AB de l’origine A des coordonnées au point B pris arbitrairement sur l’axe des abscisses — a
et laissant à chacune des antres variables sa désignation indiquée par les lettres de la figure , je me propose de les exprimer toutes en valeurs des seules premières x,jr , a. Cela posé, le tableau demandé sera tel qu’il suit :
4Co
Tableau des principales pariables correspondantes au point décrivant d’une courbe plane quelconque , exprimées en valeurs de l’abscisse , de l’ appliquée et d’une droite comprise sur Taxe des abscisses , entre l’origine et un autre point pris à volonté sur cette ligne. '
Valeurs des angles.
i'. tang. AMP = 2'. tang. BMP = 3'. tang. AMB = 4'. tang. BAK = 5'. tang. MAK = 6'. tang. MAB = 7'. tang. ABK = 8'. tang.MBK = 9'. tang. MBA = 10'. tang. AKP = 11'. tang.BKP = 1 a', tang. AKB = a 5'. tang. MTP =
ay
y* — x{a — x) ay
y' — X (a — a:) ay
oy
dy
dx
ydx — xdy xdx +ydy
»4'. tang. TMA =
Valeurs des lignes.
i5'. ÂB = a
i6'. ÂP r=
i8*. BP = a — x
.9'. KP = iiÇinf)
ao'. KG = x.y-*(g-x)j
21'. KH= (g-x)
sa'. AM =
. a3”. BM = ..... l/(a —
a4'. ÂH = -■
V^(g— xZ+j'*
36'. MK= r^.4:(a-x)
37'. AK = -\/y+(^a — xy
38'. BK \/ÿV^
39'. MG= /-X(g^
3o'. ÂG = --?■*■—
\/{a—xy+y‘
3a‘. BH = y)
53*. GH = o.[y— ar(a — x)]
34*. GP = Ay'y+i^—*)*
55*. HP = ..... (a~x)l/^ZZIZI 36*. TP = —
^ dy
57*. TQ = xdxdy-~-ydx‘
Vdx‘ + dy‘
58*. PN = y - ^
^ dx
oy*
4o*.ÂQ = ..... 5^^-ydx V'dx'+dy
4a*. MR = Z^dy
v^rf**+c(y
Valeur» des aires, 43*. AMB = i oyr 44*. AMP = i ry^
46*. BMP — j (a — x)y 46*. (<»—*)
4;'. AKP =
HP
■iy
6o'. BMK = i a (a—*).
4og. Le nombre des variables de ce tableau est de cinquante , y compris l’arbitraire a ; et il est clair qu’on peut l’augmenter indéfiniment ; mais ce nombre suffit pour montrer l’avantage qu’on peut tirer de ces sortes de tableaux, dans la recherche des propriétés des courbes.
Chacune des formules donne l’une des variables exprimée en valeurs des coordonnées ou seulement de l’une d’entre
elles : c est par conséquent en général un*^t»wiioB entre trois variables. M«is de ces équations premières à trois variables chacune, on peut en déduire autant ia. même genre qu’il est possible de combiner trois à trois les cinquante variables qui y entrent; car pour chercher celle qui doit exister entre trois quelconques prises à volonté parmi ees cinquante, il n’y a qu’à chercher la valeur de chacune d’elles au UbJean ; on aura ainsi trois équations qui renfermeront ces trois variables dont on cherche la relation , les deux coordonnées », y , et l’arbitraire a. Eliminant donc ces deux coordonnées par la combinaison de ces trois équations , il en restera une qui ne contiendra pins que ces trois nouvelles variables.
Or voit par-là quelle immense quantité de formules peuvent se déduire du petit nombre seulement de celles qui sont portées au tableau. Mais comme les rapports des cinquante variables qui s’y trouvent porléc.s, prises deux à deux, de même que leurs produits on des fonctions quelconques où elles seroient combinées ainsi deux a deux, et ensuite trois à trois , quatre à quatre, seroient autant de notrvcHes variables, toutes exprimées comme les premières , e» valeurs des mêmes coordonnées
X ,y, cl de l’arbilraire a, on voit qu’il n’y a aucunes bornes aux diverses forniulcs ou résultats qu’on peut ainsi obtenir.
4 1 0. On voit également comment il est possible de changer d’une infinité de manières le système des coordonnées. Car si aux coordonnées x,^ , on veut en substituer deux autres quelconques prises parmi les cinquante variables portées au tableau, il n’y aura qu’à chercher dans ce tableau ces nouvelles coordonnées qui s’y trouvent exprimées en x , y ; de ces deux formules , on tirera réciproquement * , y , en valeurs des nouvelles coordonnées , et on substituera ces valeurs dans toutes les autres formules.
La même chose auroit lieu, si au lieu de deux quelconques de ces variables, on vouloit prendre pour coordonnées deux fonctions quelconques de ces mêmes quantités combinées deux à deux, trois à trois, &c.
4 1 1 • Supposons maintenan t que l’équation delà courbe soit donnée , entre deux autres coordonnées quelconques prises parmi les cinquante variables portées au tableau , on l’aura de suite , si l’on veut en x et y. Puisqu’ayant en effet chacune de ces cinquante variables exprimée en valeurs de x et y, il n’y aura qu’à substituer dans l’équation donnée ces valeurs des coordonnées qui y entrent.
Ayant ainsi l’équation en x ,y , on pourra de chacune des formules éliminer au moyen de cette équation en x,y , celle de ces deux variables qu’on voudra. Chacune des cinquante formules ne contiendra donc plus que deux variables avec l’arbitraire a et de la même manière que ci-des-sus. De ces cinquante premières formules à deux variables, on pourra en tirer autant d’autres de même genre qu’il y a de manières de combiner les cinquante quantités deux à deux.
On pourra ainsi introduire encore dans le calcul , une nouvelle classe de variables , savoir la somme des racines de ces premières variables, la somme de ces racines multipliées deux à deux, trois à trois, 6ic, , puisque les quantités sont déterminées par la
forme
4GJ
DE POSITION, forme des équations ; et de même , la somme des carrés de ces racines , celle des cubes, et généralement do toutes leurs fonctions symétriques. Appliquons ces réflexions générales à quelques exemples particuliers.
FROBLâUELXVII.
4x2. U équation de la courbe étant donnée entre l’abscisse AB (fig. 169) et l’appliquée MP, trouver l’équation de la même
courbe entre le rayon vecteur KM., et l’angle MAB pris pour nouvelles coordonnées.
Soient t, z, ces nouvelles coordonnées, c’est-à-dire le rayon vecteur = t, et l’angle formé par ce rayon vecteur et l’axe des abscisses = z.
Les formules 6 et 22 donneront tang. r = ^ , t = t/ x'+y'. Il
^ JC — -
n’y a donc pour avoir l’équation cherchée , qu’à tirer de ces deux formules les valeurs dex ,y en valeurs de * et t, et substituer dans l’équation donnée entre x ety.
Or en tirant de ces formules x , et y , on ax = X.cos. r, y = t.sin.z, comme il est d’ailleurs évident que cela doit être. Ce sont donc les valeurs qu’il faut substituer pour x ,y dans l’équation donnée, afin d’avoir celle qu’on cherche entre t, z, ce qu’il falloit trouver.
PnOBL^UE LXVIIl.
4x3. L’équation d’une courbe AMB (fig. i6ÿ) étant donnée
entre l’abscisse AP et l’appliquée MP, supposées perpendiculaires entre elles ; changer ce système de coordonnées , de manière
que la nouvelle équation ait lieu entre les deux variables AP , K P , dont la première AP est la même abscisse que ci-dessus ,
et la seconde RP, est la perpendiculaire abaissée sur l’axe AB des abscisses J du point K où se croisent les perpendiculaires ,
menées des points A , B , sur B M , A M , respectivement.
C6 GEOMETRIE
Ou ce qui revient au même , trouver le lieu géométrique de tous les points K où se croisent les trois perpendiculaires menées des angles du triangle MAB sur les côtés opposés.
Faisons la nouvelle coordonnée KP = z, et la droite donnée AB = O , nous aurons parla 19' fonn. du tableau , x.{a — *)
on jK =
-, Substituant cette valeur de_y dans l’équa-;
tion donnée de la courbe, dont le point décrivant est M, on aura l’équation cherchée entre x et z. Ce qu’il falloit trouver.
4l4. Supposons, par exemple (fig. 170), que la courbe dont
M est le point décrivant, soit une ellipse dont AB soit le grand axe : nommant b le petit axe de cette ellipse , l’équation de la
courbe sera = — (a* — xx). Substituant dans cette équaaa
lion la valeur de jr trouvée ci-dessus en a; et z ; c’est-à-dire ^ ^ x‘.{a — x)* = Z* (ox — xx), Divisant
Z CO
, . , . ûa
tout par ».(o — *j, et multipbant par on aura
c’est-à-dire que le lieu géométrique cherché est une nouvelle ellipse ayant pour petit a» AB, et pour grand axe, la quatrième proportionnelle ^ aux deux i,a,dc l’ellipse proposée, ou le paramètre de son petit axe.
BAO BLÂME LXIX>
4 1 5« L'équation étant donnée entre les angles MAB, MBA , (ûg. 169) pris pour coordonnées , trouver V équation de la même
courbe entre l'abscisse AP et l’appliquée MP, prises pour nouvelles coordonnées. ■■ ■■
, on aura,
'-JW •
Nommons w, v, les coordonnées MAB, MÊA ; nous aurons
par les formules 6 et g du tableau tang. u='^, tang. p = — — ;
il n’y a donc qu’à substituer ces valeurs de u et v dans l’équation proposée, pour obtenir celle qu’on cherche entre les nouvelles coordonnées x,y, ce qu’il falloit trouver.
4 1 6. Supposons , par exemple , que l’équation proposée de
la courbe, entre u et p soit u+p = m , m étant une constante.
_ , tang./n — tang.i'
tin transposant v, on a u= tr— s', ou tang. u — ,
° i + tang/n.tung.v
on tang.u+tang.m tang.u tang.v = tang./n — tang. p.
Mettant donc dans cette équation pour tang.u, et tang. v leurs
valeurs trouvées ci-dessus ; c’est-à-dire , , — — —
•près avoir tranapos* ■* m ■' *- ju. ^ ^
** tang./n+y* tang.m — a«tàng.m+a^ s Equation au cercle.
4 1 y. Supposons que l’équation entre les coordonnées u , p soit u — p = m,o\xu = m+t», on aura donc,
tanff.mH-tane.i'
tanff. u = — — — , oa
1 — tang. m tang. tf ^
tang.u — tang.m tang. u tang.<^ = tang.m 4- tang* ÿ'. ;
Mettant donc dans celle équation pour tang.» et tang. v, leurs
valeurs trouvées ci-dessus, c’est-à-dire, - , — - — , on aura,
après avoir ti^posé et réduit , ,
X* tang.m — y* Ung.m — ox tang-m-fay = o;
équation à l’hyperbole ; ce qae noos avons déjà va (io5) lorsque l’angle m est droit. - ^ '
4l8. Si au contraire l’équatiôn étoit donnée entre x, y, et qu’il fallût la trouver entre u, p, pris pour nouvelles coordonnées ; il n’y auroit qu’à tirer des équations trouvées ci-
dessus (4iS) les valeurs de s;, en valeurs de u , v , et substituer dans l’équation donnée. On auroit donc
« tang. U = J' , a tang. « tang.f , ce qui donne
a tang.y a . tang.u. tang. v
tang. u + tang. </ ’ ^ tang. u tang. v ’
Ce sont donc ces valeurs qu’il faudrait substituer dans l’équation donnée entre pour avoir l’équation cherchée entre
U et
Si l’on cherchoit , par exemple , l’équation de la ligne droite supposée décrite par le point M, en la rapportant à deux points
fixes A, B, et prenant pour coordonnées les angles MAB,
MB A , (fig. 17 1) , on auroit pour l’équation de cette ligne entre X , y ,y = m-\-nx ,m^n étant deux constantes. Substituant donc dans cette équation les valeurs de x trouvées ci-dessus en valeurs de u et , on auroit
a.tong.u tung.v = m tang.u-pm. tang. <'+raa. tang. v, ou m. m-f-rao
tang. U tang. v= — tang. u — — - — tang.v = 05
c’est-à-dire, que l’équation de la ligne droite rapportée à deux points fixes quelconques pris dans le même plan , et prenant pour coordonnées , les angles formés entre la ligne qui joint ces deux points fixes et leurs distances au point décrivant, est en général de cette forme, tang.u tang. v+Atang.u-l-B tong.s' = o; A et B étant deux quantités constantes.
4 1 ^ . On voit par cet exemple , que telle ligne , dont l’équation est d’un certain degré en prenant tel ou tel système de coordonnées , peut devenir d’un degré plus élevé , en la rapportant à tel ou tel autre système ; l’équation de la ligne droite n’est que du premier degré, en la rapportant à deux axes fixes , par ses abscisses et ses appliquées ; elle devient du second, en la rapportant à deux points fixes A B , et prenant pour système de
coordonnées les angles MAB, MBA; réciproquement, l’équa-
lion du cercle est du second degré , en la rapportant à deux axes fixes par ses abscisses et ses appliquées , et n’est plus que du premier, comme on le vient de voir (4i6), en la rapportant à deux points fixes A, B, pris sur sa circonférence, en prenant
poni' coordonnées les angles MA B, MBA. Il en est de même de l’hyperbole équilatère, comme on l’a vu ci-dessus. Il en est do même encore pour toutes les sections coniques, dont l’équation est du second degré , en les rapportant à deux axes fixes quelconques, et qui n’est plus que du premier, quand on les rapporte à leurs foyers , en prenant pour système des coordonnées les distances du point décrivant à ces deux points fixesjou lorsqu’on les rapporte à un de leur foyer et à leur directrice ; en prenant pour coordonnées les distances du point décrivant à ce point , et à cette droite. Il est une infinité d’autres cas semblables, tels que ceux de la conchoïde et de la cissoïde dont les équations sont du quatrième degré, en tes rapportant tcdeux axes fixes , et ne sont plus que du premier, en prenant pour coordonnées celles qn’on emploie ordinairement à leurs constructions. On n’a donc pas toujours l’équation d’une courbe dans sa pins grande simplicité, en la rapportant à deux axes fixes. Ce mode est, ce me semble, le meilleur terme de comparaison entre les courbes en général , mais non pas toujours le moyen le plus facile de trouver les propriétés de chacune d’elles en particulier.
PnOBLiH£ IiXX.
420. L’équation de la courbe étant donnée entre les droites M .4., MB (fig. 169), prises pour coordonnées, trouver l’équation
de ta même courbe entre l’abscisse AP et l’appliquée MP prises pour nouvelles coordonnées.
Nommons u, , les coordonnées MA , MB , nous aurons par les formules , 33 , a3 ,
Il n’y a donc qu’à substituer les valeurs de u et v dans l’équation
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donnée , ponr obtenir celle qu’on cherche entre les nonTclU:i
coordonnées x , y. Ce qu’il ialloit trouTer.
Supposons , par exemple , qne l’équation proposée entre les coordonnées u , v, soit u = mu, m étant une constante quelconque, l’équation entre x, y, sera donc
t/ ar*+^* = m V^(a — " xy+y*, ou élevant tout au carré,
x'+y' = m*(a — *)‘+m'y', ou *-’(i — m')-i-y' (i — m')+amax — m'a* = o. Equation au cercle.
FROBL3ÊME LXXi.
4 3 1 . i 'équation de la courbe étant donnée entre les coordonnées AG, BG (fig. >69), trouuer celle qui doit auoir lieu entre AP, MP prises pour nouuelles coordonnées.
■ Soient u, v, les coordonnées AH, BG, nous aurons par les 34* et a5* formules du tableau
|/(o — :e)*+y Vsé^+y'
Il n'y a donc qu’à substituer ces valeurs de u, dans l’équation proposée , pour avoir l’équation cherchée entre lea nouvelles coordonnées de s ,y. Ce qu’il falloit trouver.
FRoni.âuB nxxii.
433. L’équation de la courbe étant donnée entre les aires AMK, BMK (fig. 169) , prises pour coordonnées, trouuer celle
qui doit auoir lieu entre AF, MP, prises pour coordonnées
nouuelles.
Soient u,v, les coordonnées AMK, BMK, noos aurons par les 49* et 60* formules du tableau
Les derniers membres de ces deux équations sont donc les expressions qu’il faut substituer pour u, v, dans l’équation proposée entre ces deux yariables, pour obtenir celle qui doit avoir lieu entre * ,jr. Ce qu’il falloit trouver.
paOBL^ME LXXllI.
425. L’équation de la courbe étant donnée entre les coor^ données MA, MB, trouver celle qui doit avoir lieu entre les angles MAB, MBA, jsris pour nouvelles coordonnées (fig. x6g).
Nommons f, U, les coordonnées MA, MB; * , v, les nouvelles coordonnées MAB, mÊA.
Les formules aa , 33,6,9, donnent
Eliminant au moyen de ces équations les variables x,j', on aura deux équations entre t, u, z, v; on en tirera les deux valeurs de t, u; ce seront celles qu’il faudra substituer dans l’équation donnée, entre ces deux variables , pour obtenir celle qu’on cher* che entre s, V. Cette opération donne
a tang. v.séc. X
a tang.z séc. v
tang.x + tang. V ’tang.x + tang.
Telles sont donc les quantités à substituer pour t, u, dons l’équation proposée. Ce qu’il falloit trouver.
fboblême
424. L’équation de la courbe étant donnée entre le rayon vecteur AM , et le rayon de courbure MR pris pour coordortf
nées, trouver celle qui doit avoir lieu entre l’abscisse AP, et
l’appliquée MP, prises pour nouvelles coordonnées (fig. 169).
Soit t le rayon vecteur , et r le rayon de courbure , l’équation étant donc donnée entre t et r; il s’agit de la trouver entre x , y. Or les formules aa' et 4a‘ du tableau, donnent
<= Vx'+y',
dy
dx
V dx'-\-dy*
. Il n’y a donc qu’à substituer , dans l’équation donnée , les valeurs de < , r , pour avoir l’équation cherchée entre x ,y, ou leurs différentielles. Ce qu’il falloit trouver.
FROBnâME I.XXV.
426» U équation de la courbe étant donnée entre les deux
produits AP. MB, BP. MA considérés chacun comme une seule variable et pris pour coordonnées , trouver l’équation de cette
courbe , en prenant pour nouvelles coordonnées , l’abscisse AP et l’ appliquée MP (ilg. 16g).
Soient», vies deux produits AP. MB, BP. MA, pris pour coordonnées actuelles. Les formnles 16 , aa , 17, a3, donnent
u = x V {a — xf +y' , V =y V **+j'*.
Les seconds membres de ces équations sont donc les expressions
qu’on doit substituer à u et v, ou AP. MB, BP. MA dans l’équation proposée pour obtenir celles qu’on cherche entre fs , ^. Ce qu’il falloit trouver.
426. Les exemples précédens suffisent pour faire juger que rien n’est plus important dans la théorie des courbes, que la transformation des coordonnées prise dans l’acception la plus générale; c’est-à-dire, en comprenant sous cette expression de coordonnées, non pas seulement deux droites menées du point décrivant do la courbe parallèlement à deux axes donnés; mais
en
en général , deux variables quelconques dépendantes de la position de ce même point.
Cependant il est une observation essentielle j c’est que de quelque manière qu’on transforme le système des coordonnées , en rapportant la courbe, soit à des points, soit à des axes fixes, on fait nécessairement entrer dans l’équation, des considérations qui sont étrangères à la nature de cette courbe; car la nature de cette courbe consiste dans sa forme ou la position respective de ses points , et non dans leur position absolue à l’égard des objets fixes de l’espace. Or quand on rapporte cette courbe à des axes fixes, les équations que l’on trouve donnent la position absolue de ces points ; elles font donc entrer dans l’expression des conditions ou des propriétés de la courbe , des arbitraires , et par conséquent des considérations qui .ne tiennent pas essentiellement à sa nature ; et pour pouvoir ramener l’expression de ces pmpriété«à conn’gll^- .11.. .. I :i pouvoir en élfminer ces rapports superflus. Mais puisque la ligne droite est essentiellement le terme de comparaison auquel on est obligé de rapporter toutes ces courbes ; il est clair que parmi ces rapports , on ne peut chasser les unes sans en admettre d’autres successivement , et c’est précisément cette comparaison successive de la courbe à divers objets fixes qu’on nomme changement des coordonnées , et qui constitue ce qu’on nomme les propriétés de la courbe.
4îy . On peut cependant dégager la courbe des objets fixes pris dans l’espaice; c’est eu considérant ces objets fixes comme devenus eux-mêmes mobiles, et ne composant plus qu’un seul système avec la courbe elle-même. Par exemple , lorsqu’une courbe est rapportée à deux axés fixes pris dans l’espace, on peut supposer que ces axea deviennent inhérens à la courbe et mobiles avec elle t mais dans ce cas , la première difficulté est remplacée par une autre ; c’est qu’à la vérité, le nouveau système est débarrassé de la considération des objets fixes qui délermi» noient sa position dans l’espace absolu ,• mais que le nouveau système lui-même est plus compliqué que no l’exige la nature
(Je la question ; car le sysiâine à considérer réellement, est la courbe seule isolée, et l’adjonction des deux axes inhérens en fait un système complexe.
428. Mieux on réussit à dégager l’équation d’une courbe des arbitraires, qu’y fait entrer sa position à l’égard des axes fixes dans l’espace ou inhérens à celte courbe, moins celte équation est restreinte dans sa forme. Par exemple , la propriété des cordes qui se coupent dans le cercle , présente la nature de cette courbe sous un point de vue plus général, que son équation à l’égard de deux axes fixes pris arbitrairement dans le même plan ; car les distances de ces axes au centre, devant entrer dans cette équation , les propriétés qu’elle exprime donnent bien le moyen de comparer cette courbe successivement à tous les axes possibles, en attribuant successivement à ces distances diverses, des valeurs arbitraires; mais non pas avec tous ces mêmes axes simultanément; au lieu que la propriété des cordes est indépendante d’aucune position d’axe ou de point fixe, et se trouve même dégagée du paramètre qui est le rayon.
42t). Par la même raison , les propriétés connues (376) des abscisses naturelles comparées aux appliquées correspondantes, sont plus générales que celles des abscisses prises dans le sens ordinaire; c’est-à-dire, à partir d’un point fixe , comparées à leurs appliquées ; car les premières sont dégagées de la considc- 1 atioD du point fixe , et par conséquent, des arbitraires que cette considération introduit dans l’équation , en prenant les absci.->scs dans le sens ordinaire.
Mais quoique la position de l’origine des coordonnées n’entre pour rien dans l’équation entre les abscisses naturelles et les appliquées correspondantes , la direction de ces axes reste toujours la même ; et par conséquent , il faut que l’équation renferme encore quelque chose d’arbitraii'e pour exprimer cette direction ; la forme de ces équations n’est donc pas encore aussi indépendante qu’elle pourroit l’être.
C’tsl pour faire disparoitre les arbitraires qu’entraîne cette
•Oigi iz&JJx. JJoQole
direction ou ce parallélisme constant des coordonnées, que j’ai établi les théorèmes (377, 578). Ainsi ces propositions expriment les propriétés des courbes d’une manière encore plus générale.
450. Les axes , les points , ou autres objets fixes , pris addilionnellement au système qu’on veut considérer, ne sont que des moyens auxiliaires, qu’on prend momentanément pour terme de co|pparaison , et qu’on doit éliminer ensuite pour avoir les rapports immédiats qu’on veut obtenir. Ces tenues de comparaison servent à décomposer les questions compliquées en questions simples, et leur emploi est souvent indispensable; mois il ne faut pas oublier que ce ne sont que des auxiliaires , et qu’il seroit toujours plus élégant, si on le pouvoit, d’opérer directement sur les quantités même qu’on veut comparer.
45 1. Dans toute courbe^ il existe pauE-cbaque.point nne certaine ligne qui ne dépend d’aucune hypothèse particulière, d’aucun terme de comparaison pris dans l’espace absolu ; c’est le rayon de courbure , qui est uniquement déterminé par la forme de la courbe. La soutangente, la normale, le rayon vecteur n’ont point cet avantage , puisqu’ils dépendent de la direction des axes et du point pris pour origine des coordonnées.
S’il existoit pour chaque point une seconde variable du même genre que le rayon de courbure; c’est-à-dire, indépendante comme lui , d’aucun axe ou point fixe pris pour servir de terme de comparaison, on pourroit, ce semble, exprimer la nature de la courbe de la manière la plus générale , en prenant cette nouvelle variable et le rayon de courbure pour coordonnées. Le périmètre de la courbe paroitroit pouvoir remplir cet objet ; mais il laisse encore quelque chose de fixe, c’est le point duquel il faudroit commencer à compter ce périmètre.
45î. Je crois cependant qu’il est possible de trouver diverses variables qui auroient la condition demandée. Je proposerois, par exemple, l’angle que forme au point décrivant la tangente avec la droite qui partage en deux parties égales les sécantes
infiniment petites menées dans la courbe, parallèlement à celte
tangente.
Imaginons par le point décrivant M (fig. 17a) une tangente
MT, et une sécante mm qui lui soit parallèle. Du point M, et par le point milieu n de cette sécante , imaginons la droite indéfinie MF : concevons maintenant que m m' se rapproche continuellement de MT et finisse par se confondre avec elle. Cela
posé , c’est la dernière valeur ou la limite de l’angle TMF que je proposerois de prendre pour seconde coordonnée ; en prenant pour première le rayon de courbure.
Il est clair que cet angle est indépendant de tout point ou axe fixe qui pourroit être pris dans le plan de la courbe; et que si l’on avoit l’équation qui doit exister entre ces deux coordonnées, savoir cet angle et le rayon de courbure, la nature de la courbe seroit exprimée par celle équation d’une manière indépendante de toute hypothèse. On pourroit également prendre
l’angle K MF compris entre celte droite M F et le rayon de courbure. De même, si de l’extrémité K du rayon de courbure, on
menoil KF perpendiculaire à MF; on pourroit prendre pour coordonnées les droites MF, KF , perpendiculaires entre elles ,
on MK, MF; ou MK, KF; toutes ces quantités étant autant de variables uniquement dépendantes de la figure de la courbe , abslraation faite de tout objet fixe.
Soi! T le rayon de courbure répondant au point m -, z l’angle TMF, et supposons une équation quelconque entre r, x; ce seroit celte équation qui exprimeroit la nature do la courbe.
Dans la parabole, par exemple , si l’on nomme p le paramètre, 71 la normale, on aura, comme l’on sait,
r = ^ , et cot. X — 2 -, on à cause de ;i =
(jK’ + ip*) ■
cot. * = 3 K “•
Tirant de ces deux éqaations les valeurs de et substituant daus l’équation de la courbe jy = px, on aura l’équation cherchée entre r et a , qui se trouve être r — ^p. coséc. a’.
Si l’on avoit ainsi l’équation de chaque courbe, et qu’on voulût revenir à celle qui existe entre l’abscisse et l’appliquée, il faudrait chercher les valeurs des Coordonnées r, z en valeurs de x,y, et les substituer dans l’équation donnée. On connoît
dy
déjà celle de r, qui est r .11 resteroitdonc
^'V'dx‘ + dy\
à trouver celle de a également en *, y, ou leurs différentielles; c’est ce que je me suis proposé dans le problème suivuit.
PROBLâMC LXXVI.
4.33. Trouver Vangle que forme la tonganta d’une courbe , avec la droite qui partant du point de contingence, divise en deux parties égales la corde infiniment petite , menée parallèlement d cette tangente ; trouver , dis- je , cet angle exprimé en valeurs de l’abscisse et de l’appliquée, supposées perpendiculaires entre elles.
Soient mMm' (fig. 172) une portion infiniment
aîa_
courbe proposée ; M le point décrivant, TP l’axe des abscisses, MP l’appliquée, MT la tangente, mm' une corde infiniment
petite parallèle à MT; MF la droite qui divise cette corde
mm' en deux parties égales au point n ; o le point où cette même corde est coupée par l’appliquée MP; mp, m'p' les appliquées correspondantes aux pointa m , m! ; g , h ,\ca points d’intersection de CCS appliquées avec la tangente MT; mrr la droite menée perpendiculairement du point m à MP, et à m’p'-, MF la
perpendiculaire menée du point M sur m ", enfin MK le rayon de courbure,
/i7S GEOMETRIE
Nous aurons évidemment,
mr=dx , Mr = djr , Mr = dx+ddx , r'm' = dy-\-ddy, mr = adx+ddx , m'r' — ady+ddy.
Cela posé, les triangles semblables mro, Mrh, donnent
mr: ro"Mr': rh, ou mr: ro::Mr'—mr: r'h — ro , ou dx : dy — Mo : (rW+m'A) — (Mt — Mo) , ou à cause de m'h = Mo ,
dx:dy — yiov.ddx :ddy \ x'^o. Donc
dx ddy\-adx Mo = dy ddx — rfÉÎA.Mo.
Négligeant le dernier terme comme infiniment petit par rapport
dy ddx — dx ddy
aux autres, nous aurons Mo ^
%dx
Maintenant, je cherche ma ou 7 mm'. Or dans le triangle rectangle mm'r , j’ai
mm' =^mr‘ +m'r* = {^dx-\ddxf-ir{'xdy ddyY , ou en négligeant les infiniment petits de l’ordre supérieur,
J mm' on mn = dx'+dy‘ + dx ddx+dy ddy. (B)
De plus, le triangle rectangle mro donne
mo s= dx +ro = dx + (Mr — Mo) , ou mo = dx‘+dy‘ — ady.Mo. (C)
Retranchons celte valeur de mo , de celle trouvée ci*deasus (B) pour mn , nous aurons
mn me oa (om+mô) (m»—mo) = dxddx-i-dy ddy+ a(ly Mo. Mettant donc dans cette équation la valeur de Mo trouvée (A) , nous aurons, à cause de mn — mo = no,
dx
Divisant par {mn-\-mo) , qui en négligeant les infiniment petits des ordres supérieurs , est évidemment aV^ dx' -f on aura
no= V dx' dy‘. (D)
aar
A présent que nous avons on, noos parviendrons facilement
à la valeur de l’angle cherché TMn.
En effet , le triangle Mno donne Mo : no :: sin. Mno : sin. nMo,
ou Mo : no sin. TMn : sin. ( TMn — TMo) , ou
Mo : no:: sin. TMn ;(TMni cos. TMo) — sin. (TMo cos. TMn) j donc
no.sin.TMn = Mo . sin.TMn. cos.TMo — Mo . sin. TMo cos.TMn.
Di Vison l tout par «ân .TWw, et observant que -sscotTMff^
siu.IM/i '
on aura
no = Mo. cos. TMo — Mo. sin. TMo.cot. TMn, ou Mo.siu. TMo.cot. TMn = Mo. cos. TMo — no,
ou cot. TMn = cot. TMo —
no
Mo. sin. TMo
Mettant dans cette équation les valeurs de no, Mo trouvées
dx
ci-dessus, et observant que sin. TMo ;
cos.TMo =
V dx‘ + dy'
\/ds‘+dy' dy
cot. TMo = -f- , on aura a»
COL TMn = -.+ ,
dx'.d.
dx
dy ddx.(dx‘+dy')
ou cot. TMn = -^ + , . . ■ — j-r 3 — 33-:.
dx dx‘ ( dx ddy — dy ddx)
48o GEOMETRIE
434. Dans le cercle , par exemple , pour qae mm' soit parallèle , comme on le suppose è la tangente MT , il faut que
les arcs mM, m'T soient égaux , ou que dt/s = o. Diilerentiant donc l’équation ds* = dx'-hdy’ , on aura ds dds = dx ddx + dy ddy.
Donc puisque dds = o , on aura aussi , dx ddx + dy ddy = o ; ce qui donne ddy = — ' Substituant celle râleur de ddy
dans la formule ( E ) , on aura
cot. TM/J =
dx
ddx (c/i* + dK*)
dx‘ ddx — dy' ddxy
dy
ou cot.TMn ou cotTMn
_ ^ dy {dx'Jrdy')
dx dx +
dx dx
CONCLUSION
435. Quoique les vérités mathématiques soient tontes d’une certitude parfaite, elles n’ont pas toutes le même degré d’évidence : ce sont sur-tout les notions premières qu’il est difficile de porter au point de clarté désirable; mais on seroit arrêté dans la carrière , dès les premiers pas , si parce que certains principes fondamentaux restent enveloppés de quelque obscurité, on refusoit d’aller plus avant. Ainsi les anciens , parce qu’ils n’avoient pu parvenir à éclaircir entièrement la théorie des parallèles , n’ont point été pour cela retardés dans leurs recherches.
Ainsi , quoique la notion de l’infini présentât aux modernes des difficultés , ils n’ont pas laissé de donner à l’analyse infinitésimale tout le développement qu’on pou voit attendre de leur sagacité. Ainsi, enfin l’obscurité dans laquelle est restée la notion
des
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(1e.4 quantités négatives , n’a nullement entravé la marche des algébristcs. Anssi, disoit d’Alcmbert, à quelqu’un qui se plaignoit des nuages que certaines démonstrations avoient laissés dans son esprit : allez en avant, et la foi vous viendra. Cela n’a pas empêché d’Alembert lui-même, de s’occuper plus peut-être qu’aucun autre géomètre de la métaphysique des sciences. Il A successivement travaillé particulièrement sur les trois questions dont nous venons de parler ; la théorie des parallèles , la notion de l’infini, et eelle des quantités négatives ; et s’il n’a pas tou~ jours rempli complètement son objet | il a au moins jeté paivlont des traits de lumière extrêmement précieux. Ses réfiexions ont excité l’esprit de recherche des Géomètres qui l’ont suivi. Bertrand et Legendre ont donné, chacun a leur manière, une théorie lumineuse des parallèles (i). D’autres, et particulièrement Simon Lhuillicr, ont éclairci la notion des quantités infinitésimales. Il jjjlait sidtsnrtiia~iiwwtiltffintégiiKTri1 • qnftpnTrdi pexsomieS'&'nressayé d’approfondir, et qui cependant le méritèj d’autant plus, qu’elle sert de base à toutes les opérations dé l’algèbre, et que celles de ces notions qui sont admises ordinairement sans examen, sont non- seulement obsenres en elles-mêmes, mais fausses et capables d’induire en erreur. C’est donc ce point de doctrine que j’ai entrepris de discuter, et les idées que celle discussion m’a lait naître ont produit , par leur développement , l’ouvrage que je soumets au public. J’ai tâché d’y mettre dans tout son jour Tioutilité de ces fausses notions et de faire voir
(i) La théorie àt$ paralUlea tient i nne notion première qni me paroît éire à-pen-près du même ordre de clarté que celle de l’égalité parCaite on de la «uperpoailion ; c’est la notion de timilituda. Il me semble qu’on pent regarder comme un principe de première évidence , qne ce qui existe en grand , comme nne boule , une maison , an detsin , peut être fait en petit et réciproquement ; qne par conséquent , quelque figure qu’on venille imaginer , il est possible d’en imaginer d’autres de toutes grandeora et semblables à la première , c'està-dire dont tontes les dimensions aient entre ellee les mêmes proportions qne ccljas de la première. Celte notion nne fois admise, il est tàcile d’établir la théorie dea parallèles , sans reconrir à la notion de l'infini.
fil
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qu’en excluant octte métaphysique obscure dont ou a coutume de les étayer, toutes les diülcultés s’évanouissent d’elics-niènies, sans que rien soit changé aux procédés ordinaires du calcul.
En donnant plus d’étendue à ces réflexions , et cherchant à expliquer le» propriétés de la mutation des signes + et dans les formules, j’ai vu que leur véritable emploi, sous ce point de vue , devoil être de rapporter à une même figure primordiale, sur laquelle on suppose que les raisonnemens ont été établis elles formules trouvées, toutes les figures de même genre, c’est-à-dire , dont la construction est essentiellement la même,et qui n’en diflerenl que par la transposition d’une ou plusieurs de leurs parties correspondantes. C’est sur cela qu’est fondé ce que j’ai nommé corrélation des figures , qui fait l’objet de l’essai que je publiai l’année dernière sur celte matière. Celuici n’en est que l’extension : j’y ai non-seuleme»it considéré le» rapports des figures entre elles , mais encore les propriétés particulières de la figure primitive, c’est-à-dire, de celle qui est prise pour servir de terme de comparaison ; et j’ai cherché à repré- .senter ces propriétés par un tableau général qui les renfermât toutes iniplicilemcut, et qui modifié suivant les principes de la corrélation dont on vient de parler, fût successivement applicable à toutes les figures de même genre. De tout cela enfin , j’ai formé, ou plutôt ébauché, un corps de doctrine que je nomme Géométrie de position.
La géométrie de position ou par tableaux, proposée dans cet ouvrage, me paroît devoir être, lorsqu’elle sera perfectionnée, un moyen fécond d’obtenir des résultats, les uns curieux, les autres utiles. Chaque ligne d’un tableau est, comme je l’ai déjà observé ailleurs, un théorème tout rédigé en formules; il no s’agit que de les ordonner de manière à pouvoir retrouver au besoin chacune d’elles. De ces formules primitives, il est également aisé d’en tirer une quantité innombrable , d’autres souv«mt très-simples, en les combinant de manière à ce que le* quantités qui y entrent se détruisent en partie les unes par le* autres ; opérations que le seul rapprochement de ces formules et leur dis-
tjibation en tableaux facililuiit infiniment. On a vu(i38ct suiv.) quelques exemples de ce procédé, et les applications peuvent en être multipliées autant qu’on le veut. Il scroit certainement impossible et inutile de comprendre toutes ces propositions particulières dans un cours de géométrie, encore moins d’en surcharger sa mémoire ; mais il ne pourroit être que très-utile et très-agréable pour les élèves, de s’exercer à en trouver euxmêmes un certain nombre, de former le tableau analytique d’une figure tracée par eux, d’y rapporter les figures corrélatives , et de comparer toutes ces formules pour en déduire des conséquences particulières, qui leur offriroient souvent des résultats extrêmement piquans dont ils seroient les créateurs.
De ce genre, sont les propositions que les anciens appeloient l'orismes. Privés du secours de l’analyse, ils tiroient un grand avantage de ces propositions qui souvent leur fournissoient des solutions aussi simples qii’élégnntea de. trjg diffitljlfi
pour cea temps-là, et qui le sont même encore aujourd'hui. Cette géométrie des anciens paroit être plus en faveur chez les Anglais que parmi nous. Robert Simson a démontré les porisraes recueillis par Pappus , et en a généralisé plusieurs dans son livre intitulé Opéra quœdam reliqua , &c. Mathews Stewart en a inventé un grand nombre , la plupart trèscurieux, qu’il a publiés dans deux ouvrages intitulés l’un, Propositiones geometricœ more veterum demonstratee . L’autre , Some general theorems of considérable use in the higher parts of malhematics. Ces ouvrages, très-peu connus en France, et que le hasard m’a fait tomber dernièrement dans les mains , mérileroicnl d’être soigneusement traduits, et même commentés, au moins le dernier; parce que l’auteur y a seulement énoncé ses propositions sans les démontrer. Les démonstrations de plusieurs d’entre elles en seroient en effet souvent fort longues et fort difficiles , si l’on s’en tenoit aux principes de la géométrie ordinaire ; mais en employant la théorie des centres de moyennes distances ou de gravité , on en vient facilement à bout ; ce qui prouve , ainsi que je l’ai dit, combien il est important de ramener à la
le
géométrie cette branche de science qu’on a coutume de renvoyer
à la mécanique.
La formation des tableaux que ;’ai proposée dans cet ouvrage, donne un moyen extrêmement facile d’obtenir une infinité de ces porismes ; j’en ai donné un grand nombre , j’en ajouterai encore deux ici pour exemples, que je tirerai comme cas particuliers des principes énoncés (ai8 et 3ga}.
i"'. Soit ABC un triangle inscrit au cercle (fig. 173), et dont
lescôtésKÜ, AC, hC, prolongés au besoin soient coupés respectivement aux points m , n , p , par une transversale quelconque
mn p. Nommons m', n', p', les tangentes qui seraient menées des points m,n,p, à la circonférence ; je dis qu’on aura
m'n'p' == An. B/n. C/7 — A/n.B/j.C/*.
2*. Soit une circonférence A/nB /n' (fig. 1 74). Menons une corde
quelconque AB, par ses extrémités A. ^ B, deux tangentes Ap,
"Rq ; et enfin une transversale quelconque pqmm' que je suppose
couper la circonférence en m , m', et la corde AB au point K : je
tUs qu’on aura mi : m'i’.’.mp.mq : m'p.m'q.
Si les points p, q se confondoient au point o où se coupent les tangentes ; la proportion précédente se réduiroit à
mi : m'i’.'.mo : m'o,
qui est un des porismes démontrés par Robert Simson.
Je ne pense pas qu’il soit nécessaire de démontrer toutes les propositions de celte classe à la manière des anciens. Quelquesunes sont susceptibles à la yérilé d’être prouvées fort simplemcnt,ct même découvertes par la seule synthèse; mais puisqu’on possède dans l’algèbre un moyen plus facile d’arriver aux mêmes résultats, il est convenable de s’en servir. Je crois qu’on ne doit point faire un étalage inutile d’analyse, qu’on ne doit employer le calcul qu’au besoin , et non pour démontrer péniblement ce qui peut se déduire facilement des premiers principes, parce que la synthèse a toujours quelque chose de plus lumineux cl de plus
salisfalsant que l'analyse , toutes choses ^(‘gales d’ailleurs. Mais il ne faut pas se priver par une afieclation déplacée, des secours bien supérieurs que fournit ordinairement la méthode analytique.
Je terminerai cet ouvrage par quelques réflexions, sur le mode que j’ai proposé dans la section seconde pour établir la corrélation des figures.
On sait combien il est plus facile , en général , de saisir une proposition un peu compliquée, et do l’appliquer à chaque cas particulier, lorsqu’elle est rédigée en formule algébrique, que lorsqu’elle est seulement énoncée en langage ordinaire : cependant les caractères algébriques ne représentent que les valeurs absolues des quantités ; et quant à ce qui regarde leurs positions respectives ou autres relations non susceptibles d’étre directement traduites par des équations, on y supplée par le langage ordinaire. Or il me semble que de même qn’on r.vprime par la notation algébrique" les rapportTdes valeurs absolues des quantités, on pourroit, par une autre notation, exprimer leurs rapports de position, et qu’il devroit en résulter un nouvel avantage, c’est-à-dire, une nouvelle facilité à saisir et appliquer les formules. C’est le but de la notation que j’ai proposée dans la seconde section et dont je me suis servi dans le reste de l’onvragc : cette notation pourroit être étendue davantage pour éviter encore un grand nombre de circonlocutions j mais j’ai cru devoir m’arrêter, quanta présent, à ce que j’en ai dit, parce que ces expressions n’étant pas familières, peuvent ne point obtenir l’assentiment des Géomètres. Je me bornerai donc à quelques développemens sur ce que j’ai déjà dit à ce sujet.
J’appelle/ormn/e technique une expression quelconque symbolique, propre à exprimer la position respective de plusieurs quantités, tandis que les formules algébriques e^\^x\meTiX. leurs rapports de grandeur.
Une. formule peut exprimer tout à-la-fois les rapports de grandeur et les rapports de position. Alors elle est en même temps technique et algébrique. Telles sont celles que nous avons
données (aaS). Il scruit aisé tl’y ramener de même toutes colles qui ont élé trouvées dans les problèmes xvi, xvn, xviii, &c. Four rendre techniques, par exemple, celles du problème xvi, il n’y aurait qu’à l’énoncer comme il suit.
Soit un triangle quelconque ABC; de chacun des angles soit abaissée une perpendiculaire sur le côté opposé ; et supposons
BAC = A , ABC = B, ACB = C , fe rayon du cercle circonscrit = R , /e point de concours des trois perpendiculaires =+= D
ÂD BC=#>H, BD ÂC#=G, CD ÂB=^=F, BC
ÂC FH =1= M, ÂB GH #= N, Âïî FG 4= /, BG ÏÜ 4= m
CF GH 4= n, on aura
BAC = A
C’est-à-dire les lot formules rapportées à l’art. 167.
I/avaulage de cette forme technique est que si je veux appliquer ces loi formules ou quelques-unes d’entre elles à un autre triangle quelconque , comme XYZ, il me sera facile de le faire; parce qu’il ne sera question que d’établir la corrélation de construction entre les deux figures; ou de reconnoître leurs points correspondans. Or prenant par exemple , X pour correspondre R A , Y" pour correspondre à B , Z pour correspondre à C ; je trouverai tout de suite les points correspondans à D, H, G, F, L, &C. au moyen des équipollences contenues dans l’énoncé. Ainsi le point correspondant à D sera le point de concours des trois perpendiculaires abaissées des points X , Y , Z , sur les côtés opposés du triangle X Y25. Nommons-le V, on aura pour
le point correspondant à H, XV YZ, pour le point correspondant à G, YV XZ, &C. Ainsi on aura bientôt la corrélation totale de construction , et l’application des formule.*) æra pour lors sans difficulté. Or cette difficulté , quoique parement matérielle , ne laisse pas d’ètre considérable dans las figures un peu
compliquées, pour peu que les positions respectives des points fondamentaux dans les deux figures comparées soient différentes; tellement même, que les deux figures , quoique essentiellement les mêmes, pnroisscnt souvent n’avoir aucune liaison; d’où suit qu’on rapporte quelquefois à différons principes ce qui réellement ne dépend que d’un seul. C’est ce qu’on voit , par exemple , dans le cas fort simple des sécantes au cercle (fig. 6 et 7). Car les deux figures sont essentiellement les mêmes , et cependant elles paroissent si différentes au premier aspect , que l’usage est de diviser la proposition , c’est-à-dire, d’en faire deux propositions presque étrangères l’une à l’autre.
L’usage des formules techniques n’empêche pas celui des formules algébriques ordinaires; leur objet, au contraire, est de faciliter l’application de celles- ci .aux cas particuliers qui en .sont susceptibles. Car pour appliquer à une figure une formule trouvée p.ar des raisonnemens établis sur Pf)f anirp .lp ^
mais Ms-siHfMFë sensiblement par ses modifications, il faut commencer par rcconnoitrequellcs sont les parties qui sc correspondent dans l’une et dans l’autre , afin de leur appliquer les mêmes dénominations.Or cette opération n’est pas toujoius facile, rt je crois que l’emploi des formules techniques peut souvent la rendre plus aisée. Le procédé consiste à substituer d'abord dans la formule algébrique proposée , au lien des lettres qni représentent les quantités , les lettres qui déterminent ces quantités sur la figure elle-même. Ainsi, par exemple , les quatre câlés d’un quadrilatère ABDC étant exprimés dans la formule algébrique par m,n ,p,q, et les angles par r, 5, / , u , un remettra à leurs
places les quantités géométriques AB, AC, DB, DC, BAC,
ABD, ACD, CDB, qu’elles représentent Alors il sera facile d’appliquer la formule à tout autre quadrilatère , comme M.N PQ ; puisqu’il suffira d’établir la correspondance des points ou corrélation de construction comme il suit ; ^
Uli >.
ABDC MNPQ, :
ou do toute autre manière, par exemple,
A B C D N Q MP
Car cette corrélation établie, on reconnoU tout de suite les quantités correspondantes , et qui par conséquent , dans le nonveau système, doivent être représentées par les quantités algébriques m,n,p^q,r,a,t,u.
On dira peut-être, qn’il est facile de faire cette application sans recourir à la corrélation des figures. J’en conviens pour une figure aussi simple que le quadrilatère ordinaire comparé à un autre quadrilatère ordinaire. Mais il n’en est pas ainsi, lorsque la figure est compliquée, et pour s’en convaincre, il n’y a seulement qu’à comparer ce quadrilatère ordinaire avec un quadrilatère à angle rentrant , ou mieux encore, avec un quadrilatère de la troisième espèce ; c’est-à-dire, composé de deux triangles opposés au sommet; on trouvera qu’il faut déjà de l’attention pour ne pas se tromper , en cherchant à reconnoitre les parties correspondantes. Mais si on achève ensuite de part et d’autre la construction pour rendre les quadrilatères complets , les deux figures, quoique composées alors seulement de sept lignes droites, fournissent chacune cinquante choses à considérer , et entre lesquelles , si l’on veut se donner la peine d’examiner, on verra qu’il n’est point aisé d’appercevoir directement la correspondance ; mais cette correspondance s’établira facilement, si l’on ramène tous les nouveaux points qui résultent du croisement des lignes dans les figures respectives aux points fondamentaux correspondans A , B , C , D, d’une part , et M , N, P, Q , de l’autre , au moyen des équipollences dont nous avons donné la notion.
Une figure est souvent comparable avec elle-même, considérée sous un autre aspect ; alors pour peu que cette figure soit compliquée , il est très-difficile d’éviter la confusion, lorsqu’on veut appliquer une formule donnée à tous les aspects de la même figure qui en sont susceptibles. Au lieu que par les formules techniques, l’opération se réduit ordinairement à un simple
changement
changement d’ordre dan» les lettres qui désignent le» point» fondamentaux de la figure, ou les lignes fondamentales comme dans l’article 407 , qui fournit un exemple sensible de la complication où l’on tomberoit si l’on vouloit exprimer la proposition en langage ordinaire.
Je n’étendrai pas davantage ces réflexions, dont l’habitude seule peut faire sentir l’utilité ; j’observerai seulement, en finissant, qu’une même proposition peut s’exprimer de diverses manières par des formules techniques, et qu’elles sont susceptibles de transformations aussi bien que les formules algébriques ; transformations qui leur sont propres et dont la recherche seroil assez curieuse. Ces transformations consistent dans des transpositions de lettres, qui, si les règles étoient une fois établies, deviendroient un pur mécanisme fort analogue k l’analyse algébrique. En voici un exemple simple. Je suppose que quatre droites a,h , c, d, concouxent^flir inr même point , on aura par les règles de la notation proposée, section seconde,
a c d et, a c=^ b d\ ces deux équipollences disent la même chose quant au fond, savoir que a,b,c,dse croisent toutes quatre en un même point. L’une est donc la conséquence de l’autre, ou sa transformation ; c’est-à-dire, que si l’on
rencontre dans un calcul l’équipollence a & c d , on en pourra conclure celle-ci, a c#a6 dj donc on pourra établir ce
principe. Si l’on a l’équipollence a b #3 c d, on pourra substituer la troisième lettre c, à la seconde b , sans que l’équipollence cesse d’avoir lieu. On peut juger par-là quelle seroit la nature des règles de cette nouvelle espèce de mécanisme analytique, et comment on pourroit l’étendre aux autres branches des m.’tl hématiques.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/bub_gb_EJx6U7IW_iEC. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Geometrie de position;

		DISSERTATION

		V) DISSERTATION

		X DISSERTATION

		DISSERTATION

		TABLE DES MATIÈRES

		ERRATA

		SECTION PREMIÈRE

		partie tlonncroil pour la seconde solution z

		En synthèse, il n’y a pas deux manières d’extraire la

		SECTION II

		A CD

		PROBLEME I

		PROBLÈME II

		PROBLÈME III

		ÂF, + BF, + DF, + ÂG^ — CG^— DG, + BAD, — CAD

		Ert réunissant ces cette série d'éqiialions

		PU.V

		BD BC

		PROBLÈME VII

		II

		sin. sin

		sin. (/>+a) a'in.(p — a) = o (II

		SECTION III

		R.COS

		PROBLÈME X

		AC

		sin. B ' sin. C sin. B

		COS. B

		PROBLÈME XII

		II

		BH

		PROBLEME XIV

		PROBLÈME XV

		FH

		PROBLEME XVI

		CD = 2R.C0S. C

		AA = • — A

		A/' = 2 R. COS. B

		AC = «+^A— B

		BA'A = Ç

		BA

		PROBLÈME XX

		B'CA = B

		CBD

		AD= 3 R

		PR0BI.ÉM£ XXII

		c \ y a‘d — b'c+cd{d — c

		SECTION IV

		THÉORÈME PREMIER

		AH' étant par liypoüièse perpendiculaire sur AH, si

		GC G A — CA

		AC.BD + AB.CD

		CH;DH::XC:BD

		BG : GG AB:CÜ

		AB.AC+BD.CD

		AG = AC

		BG BC ^ CD ^ Ï5Ë ^ ËF ^ FG

		AB.AF

		THÉORÈME VI

		THÉORÈME

		ABC : DBC : : AH : DH

		THÉORÈME IX

		BL.HK.AF

		THÉORÈME XI

		THÉORÈME XIV

		G E O M E T RIE

		THÉORÈME XVI

		THÉORÈME XVII

		CG

		On déduit avec la meme facilité de ce principe, celui

		THÉORÈME XXII

		THÉORÈME XXIII

		C. &TC

		AK+BK +CK

		NP O

		NP — Q

		THÉORÈME XXX

		DH + EF + EU

		Nous avons

		SECTION V

		PROBLÈME XXVI

		PROBLÈME XXVII

		X I— 'COS

		P R O B L Ê M E XXIX

		W Æ CH

		S73 GEOMETRIE

		S,.'«C = TT

		C E O M E T H PE

		Dan» un qui^latère donné, inscrire un carré

		AA

		GH' = BC

		T84 GEOMETRIE

		tang

		Connaissant' les quatre côtés et les deux diagonale

		AB.DC

		AB

		Soit AKB (fig. i46) un angle quelconque. Traçons

		PROBLÈME LIX

		UX

		GEO M E T R. I E

		AE.CE

		SECTION VI

		AS

		A'B') (B'C') (GD') (D'E') (EA

		Si la transversale rqV, au lieu d’etre perpendiculaire

		THÉORÈME XLV

		THÉORÈME XLVI

		THÉORÈME XLVII

		HP

		C6 GEOMETRIE

		Z CO

		CONCLUSION

		BAC = A

		A B C D N Q MP

		Sources et licence





