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SUR MASCHERONI
Depuis la^ublication de la traduction de la Géomé-^ trie du Compas , qui parut en 1 798 , les sciences ont perdu l'auteur de cet intéressant ouvrage, ainsi que le fruit des travaux qu'il avait entrepris avec autant d'ar^ deur que d'heureuses dispositions , et qu'une mort prématurée l'empêcha d'achever.
Qu'il soit permis au Traducteur de la Géométrie du trompas , en publiant cette seconde édition , de payer à Mascheroni le juste tribut d'éloges et de regrets si légitimement dus à la mémoire d'un savant étranger, qui s'applaudissait d'avoir trouvé une seconde patrie dans la France, au moment où elle devint son tombeau.
Mascheroni (Laurent) était né à Bergame en i^So. Il étudia avec goût les Belles-Lettres , et obtint dans ces premières études de très brillans succès. Dès l'âge de i8 ans, il enseignait le grec et le latin au collège de Bergame. Cette profession lui fournit souvent l'occasion d'exercer agréablement son esprit. Il se fit remarquer surtout par un discours qu'il prononça sur la fausse éloquence de là chaire : pour faire ressortir d'une manière plus piquante le ridicule qu'il attaquait, il employa lui-même le style poétique que les prédicateurs de son temps prodiguaient dans leurs sermons.
Il fut appelé ensuite à professer la langue grecque k Pavie , où il continua de l'enseigner jusqu'à l'âge de
Xlj NOTICE BIOGRAPHIQUE
de Bonaparte en Italie. Le général, qui accueillais avec plaiair les savans italiens , avait vu souvent Mascheroni , et s'e'tait entretenu plusieurs fois avec lui de la Géométrie du Compas. Quand la paix de Gaïupo-Formio fiit signée, Bonaparte vint à Paris apporter le traité au directoire , et lui présenter les drapeaux de l'armée d'I* talie. Le lendemain de cette cérémonie triomphale, qui eut lieu le 20 frimaire an YI ( 10 décembre 1 797 ), Bonapai'te fut invité par François de Neufchâteau 4 une nombreuse réunion composée de savans et de gens de lettres , tous membres de l'Institut. « Le général les » étonna tous , dit le Moniteur du temps, par la va- » riété et l'étendue de ses connaissances. >»
Lagrange et Laplace faisaient partie de la réunion , et dans une conversation que Bonaparte eut avec ces illustres géomètres , et particulièrement avec Laplace , il leur fit connaître la Géométrie du Compas, ouvrage alors tout nouveau et inconnu en France, en leur donnant la solution de quelques-uns des problèmes qui se trouvent dans cette production originale. Après avoir écouté Bonaparte avec attention , Laplace , qui avait été son professeur de Mathématiques à l'école de Brienne, lui dit en présence de tous les savans réunis autour d'eux : u Nous attendions tout de vous , général , ex** » cepté des leçons de Mathématiques. >»
Cette anecdote, répétée par plusieurs journaux,, si-r gnala pour la première fois en France la Géométrie du Compas , et inspira à l'auteur de cette notice , qui sortait alors de l'École Polytechnique pour entrer dans le corps du génie , le désir de connaître l'ouvrage et ensuite ce-^ lui d'en publier la traduction.
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Mascheroni contribua beaucoup aux expériences faites à Bologne > pour prouver le mouvement de la terre pay la chute des corps.
Les ouvrages que Ton a de lui sont :
I®. SuUe curve che servono a delinearc le ore inc' gucUi de gli antichi nelle superficie plane. Bergame , 1784, in-4*'.
2**. Nouvelles Recherches sur Te'quilibre des voûtes. Bei^mey 1 786, in-4**, avec planches. Ouvrage profond, où l'auteur essaie d'aller plus loin que n'avaient été Bossut et Lorgna dans les mémoires qu'ils avaient publiés en 1774 > 1779 et 1780.
3\ Des vers italiens , adressés à la comtesse de Grisinondi, aussi célèbre par son esprit que par sa beauté. ^786, in-4''.
4**- Méthode pour la mesure des polygones plans. 1787, Bergame , in-8**.
5®. Problèmes pour les arpenteurs avec différentes sor lutions. 1793, Pavie, in'8°.
6°. La Géométrie du Compas. 1797, Pavie, in-8*'.
7**. Notes sur le Traité de calcul différentiel, par Ëuler.
8**. Une pièce de vers dans laquelle l'auteur fait preuve d'un talent distingué pour la poésie et d'un attachement sincère au savant français dont il déplore la perte. In morte Bordœ , viri celeberrimi, Elegia.
Paris, 1799, in-folio.
9®. Ini^ito diDafni a Lesbia; poëme qui ne fait pas moins d'honneur à Mascheroni que la Géométrie du
Compas.
Il y décrit , avec autant de précision que de facilité ,
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les objets curieux de T Amphithéâtre de Physique et du Cabinet d'Histoire naturelle de l'Université de Pavie.
Mascheronialaissé, en outre, enmanuscrit, plusieurs mémoires, un entre autres sur la pyramidométrie ; sujet dont l'immortel Lagrange s'était occupé avant lui, mais qu'il a envisagé sous un aspect différent.
L'un de ces mémoires, intitulé Spiegazione popo-^ lare délia maniera colla quale si regola Vanno seslile o intercalarCy e il cominciamento delV anno republi" cano , a été inséré après sa mort dans les Mémoires de Mathématiques et de Physique de la Société italienne des Sciences, tome IX, page 32 1 . Modène , 1802.
Mascheroni occupait encore en 1798 la chaire de professeur de Mathématiques à l'Université de Pavie , lorsqu'il fut député à Paris par le gouvernement italien pour y coopérera la rédaction du nouveau système des poids et mesures. Il se livra à ce travail avec autant de zèle que d'intelligence , et le mérite qu'il y déploya lui procura l'estime de ses collègues , comme sa dou* ceur et sa modestie lui avaient déjà acquis leur amitié.
Les évènemens de la guerre ne lui permettant pas de retourner dans son pays, il chercha dans le nôtre à exercer ses talens. M. Dubois, l'un de nos plus dignes instituteurs, le reçut chez lui comme professeur ; mais la fatigue des travaux auxquels Mascheroni s'était livré toute sa vie avec tant d'acharnement avait ruiné sa santé. M. Dubois ne lui demanda aucun sei*vice , et le séjour du savant italien dans sa maison ne fut pour lui qu'une occasion bien honorable d'exercer sa bienfaisance. Mascheroni reçut chez M. Dubois , pendant un an que dura sa maladie , les soins les plus tendres et
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les plus hospitaliers. Vainement les médecins français réunirent leurs talens et les ressources de leur art : rien ne put arrêter les progrès du mal , et Mascheroni fut enlevé aux sciences et à ses amis le aS messidor an VIII ( ï4 juillet 1800 ), à l'âge de 5o ans (i).
On doit s'étonner et regretter que Bossut n'ait pas donné place, dans son Histoire des Mathématiques, à un savant qui semblait y avoir acquis quelques droits par plusiem*s ouvrages , et particulièrement par la Géométrie du Compas.
Delambrearendu plus de justice au géomètre italien dans le rapport historique qu'il fit , en 1 808 , au nom de la classe des Sciences physiques et mathématiques de l'Institut, sur les progrès des Sciences mathématiques depuis 1789 jusqu'en 1808.
Après- avoir rappelé , dans le discours qui précède le
rapport , que la Géométrie ancienne n'admettait dans
ses démonstrations que ce qui peut s'exécuter avec la
règle et le compas, Delambre ajoute : « Mascheroni,
o plus sévère encore , voulut se passer de la règle. On a
M lieu d'être étonné du grand nombre de propositions
» nouvelles et piquantes qu'il a su trouver dans un sujet
M en apparence épuisé . Ses principaux théorèmes avaien t
V été apportés en France par le vainqueur et le pacifi-
^> cateur de l'Italie. On désira connaître l'ouvrage en-
» tier , et bientôt il en parut une traduction française. »'
Dans le rapport même , Delambre revient sur la Géo-
(1) £c non pas en 1808, dgé de 58 ans , comme le disent la Diographie des Contemporains et la Biographie universelle; auxquelles SLOus avons déjà reproché d^autres inexactitudes.
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métrie du Compas ; et, pour ne point altérer le sen* ds ses expressions, nous nous faisons un devoir de les rap. porter textueUement : « Avant de quitter la Géométrie >» élémentaire, nous parlerons, dit le célèbre géon^ètre H français, de la Géométrie du Compas, due à Tintée >» ressaut et malheureux Mascheronî , enlevé par le » çhagiin que lui causaient les m^lteur^ die son pays, » au moment où les succès des armées françaises, com-. » mandées par le héros qui le premier avait apporté e^ « France les théorèmes les plus curieux de son livre, « allaient liû rendre une patrie qu'il honorait par ses « Ulens. C'est, en effet, une idée originale que de ré- » duire au seul usage du compas la solution de toutes " les questions de la Géométrie élémentaire, ^t de créer » ainsi , dans une partie qui paraissait épuisée , un sys- » tème de propositions aussi considérable que nouveau. « Celles qui regardent la divisipn du cercle méritent « surtout d'être remarquées, parce qu'elles pourraient H avoir des apphcations utiles dans la construction de^ » instrumens de Mathématiques et d'Astronomie, n
Le secrétaire perpétuel de la classe des Sciences phy^ sjques et mathématiques fait bien connaître , dans les passages précedens, le véritable mérite de la Géométriç du Compas; et l'hommage touchant rendu par un si^vant , tel que Delambre , à la sensibiUté comme au talent de Mascheroni , répare bien honorablement le ytort que pourrait faire à sa mémoire l'oubli commis par Bossut, oubli d'autant plus singulier, qu'il n'avait guère pu se dispenser de consulter le rapport fait par Delambre le 6 février 1808, pour son Histoire des Mathcinaliques qui ne parut qu'en 181 0.
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ï^age 99, ligi^c 9 1 au li^u <lc fîg. 3a , li&tz iig. Sg
I lo, 1 1, des nombres entiers, lisez des racines des nom «
bres entiers i5o, II, sera à celle de la pins grande, comme a est à 5,
lisez sera égale aux y de fei plus grande a 1 4 y 1 a , d' nne bélice , lisez d'une el li pse
a6i, 10 y et de. cboisir parmi ceux, /ûes et de choisir
ceux a63, i6, — cos.A-f-(45o), Usez — cos.(A + 45®)
3i8, 8, à la moitié de celle de la sphère, lisezh. celle
de la sphère 3aa, 17, 0,000019, /(je2 0,0000019
DE L'AUTEUR
La première idée qui Qx'engagea. sk (enter la carrière nauyelle de la Gëomé^.
trie du Coiçpas fut pelle-çi : puisque Toa, fait chaque jour dç si belles découvertes, eo avançant dans, les Mathématiques^ Qe pourrait-on pas , en revenant sur ses.
pas , trouver quelque endtoit encore in-r..
connu dsçs le yaste champ qu'elles ofr frènt à parcourir? Jusqu'ici OU; 9 regardé ea (ji^métrie comme les solutions les plus simples celles qui n'exigeaient que h secours de la r^gle et du compas : c'est- ^T^ii'e de la ligne droite , la plus simple deslignes^ et du cercle, lapins simple des cx>urbes. A ces deux instrumens des pro-^, blêmes, si l'on peut s'exprimer ainsi, qui pendant un temps constituaient et déter^ 9liQ2lient^ la Oéqmétrie élémentaire, on^
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ajouta dans la suite les courbes coniques ; celles-ci furent suivies des courbes supérieures au second degré , et des transcendantes de diver s e s espèces .
Le domaine de la Géométrie continua à s accroître à laide de ceâ profi>ndefe l-echerches et avec lé nouvëatû Sëoinits de 1 analyse finie el infinitéâimàlëy au^point qUè les- inventions ^quî d'abord. dVaient fixé lUdiniratiôn des ahciétis , et 'ôiéritë les sâcrifi-ces de Thaïes ^% de Pythagdré^, sont devenues rapan'àge des. eûfans de ndS; jours. Je me dis à moi- même : ti* pouT^i rais-tji pas revenir aux éléméûs , e^ reû-^' ttant dans la ligne de démarcation , et (îherchér s'il n'est jusqti-îdi rien, resté en aïfrîèré qui -ait été néglige ? EiSt-il bien vràî' que lies problèmes ëlééifeiitairès d'Eriiclide soient de la plus sntipleconStrublion posstble? Tïé pourrait -on pas décomposer rélëmeht- nrrithémàtiqu^ en ses ëlëmens'ft>ndam*ûtà;ûx 5 la i-ègle 6t
le compas , à rexemple de ceux* qiii ôtit
tj»i* SpfuJrêCpei jai'eiçpjtpye*; i qjvByle.;ÇOip»T. «ôKQle- <iijt}) vm aiîç 9 m^Â^ en ftDL ^^çrjiyj^at W]»eaau¥0rtHre^i trouji^^f par ]l^ .çaipyen
piônts q^rç^s de po^|^ipijiidaj^;UU,pro-
qufioi . :^ue .^ftttç ; tranche, ; a'ft vfi,H, eaçojcç çté ciiltiyëe. îpaur, ^uçiji^ .m jLthécgatlçieu , at .qu€î)les:S0ÎPti9Ms dq ce, gear^ ,, phterr nues par hasard à laide dux:aip.pas Sjeul , aar^^iit /^^ Ipar leur cai^s fraction, plus 4léme«fair^^ que, tfmtç awjtre., . : > . .
, ^[)|Çta^;|*;ûi^Qi^ cepen/cl^nt ;me ,Erent hésiter. iijw»dja«t,-jqjiei|qîie . tpçipSj ,à ..es^trefwrendrp ,vÇ6;t^ pt^yi;^ge ,, v4^i^s^ 1* crainte
8 PA£FSiC£:«
^U'efn me servant de ce moyeu; mes ef^ forts ne de^iûsâent inutiles.; D'abord je né voyais pas trop ce qui rësulterait de trouver-avcc le senl compas des points que d'autres ont trouves avec le oompas et la règle rëunis. Je craignais ^i second lieu y et cela ëtait bien naturel , que mes essais ne ftissent pas couronnés du succès que j'en espérais ; mon travail alors e4l été perdu. Les constructions faites avec le séulcompas pour dëtermiôêr leis points de k Géométrie élémentaire, jpouvaient être enciore plus compliquées que celles déjà connues où Fpn emjîloyait de plus la règle. Ma théorie aurait ainsi manqué d^élégaiice, et la pratique de précision; ainsi j^étais sur le point d'abàndoAnep
mon èntr^rise.
Dans mon incertitude, il mWriva par hasard de réKre la manière avec laquelle Graham et Bird eà Angleten^ ditisèrtent leurs grands quarts j^cÉfrclè^^ astppnomiguès (■ETicxclopédieméthoditftte;eLnïdç
Quart de cercle mural). Geiui qu'a fait Gi^aham pour Tobservatoire de Grçenn wich, hon^seulementa servi de modèle à la plus grandepartie de ceux qu^on a faits depuis y mais encore a mérite par sa pre^ cision d'être regardé par }es astronomes comme un des meilleurs jusqu'à ceux de Ramsdeu. Je m^aperçus donc que la di-?
vision de cette célèbre machine avait étd faite à Faide du compas seul sans la rèr gle ; rien de plus intéressant que la âfis^ cription des moyens employés par cet artiste , dans cette longue et ingénieuse opération. Je n'entrerai point ici dans Texplication des motifs qui firent exclurq la règle; ils seront facilement sentis par ceux qui se connaissent en travaux de ce genre. Pour démontrer en général la sut périorité de Tusage du compas sur celui de la règle , quand iL s agit de décrire avec précision des lignes^ Tépreuve du mieii^oscope , i} suffit de dire qu'avec une règle tant soit peu longue , il est pres(]^ue
tou8;i€â pointe qtxonjtK^i» ^%Wt il fi^ 4ifr ficilè qu'aire isoit rigo^Teu^ment diloite dàinà toute sa/loitgaeur>, Fûtr^lLe m^coe ti5è»; droite ^ feâ prf^ticiens s^ïwt. que la tcaœ* d'u&e ligue. nl4Dëi&. le long de; la râgle porte av^c .elle .tip^ incentitude^ de parallélisme: danis le^imQÉiyfemeQt de Vase de là pointei qui txnaxçpie^^^ ou, de. par^tQ applicatieiQ de cette pointe à l'arète d^ Ift pègle;; Mue couipas n'est poiin^ sujeît à ces deux incbuvéuiens ;^ il suffit quiç s&n oayeiature soit fixe et jles pointes t,tyç8 fines; en plaçant Tune déciles en un ppin^t pris pour céùtre ^ iFautre décriit uù a^'C aussi exact: qu il est .possible. .^En^ li$aut la description de la P^Qtbode de Qrahafnj
je. remarquai quil rejKQiilra quàtF^. dif^ ficultës ;-..., •'■ '. -1 .. ,m' : ^
• Là première, fut d'être objigë d'opéi^^ par tatonnéméns^ £û parlant en pfFe,t d^ Farc de soixante degrés qu'il de0r>qaina par le mo^en du «:ayon , on voit que
toutes les subdivisions ^ fui*ent faites • par esËàU. Les aïicîe^s ne tions Oûf' laissé k* moyen de 'diviseif k «irconfdreiiiîé âvee le seul 4cétnpas qu^^u 5ix paTti^es',^ comme il lest euseigué et démontre dkfi s la quiazièîiïêi proposition dm liv. 4 ^des Élëmens d'Euclide ; Graïiaïnine put donc obtenir une- prëôision' gëo^m^riqueique pour un
Le second itiGônvénient fut k perte de^temps^, que les plus habiles iméiiiea ne seunaiient 'éviter dans les î9xpéri0noe&.'
Le >troisièmè fijt d'avoir lété oblige d'employer deux plans ^ iun pour les, essais» j et iFautreyqui. vétait^ le .quart! de cercle liii-*ïnêmç y 'sur' > lequel il '- transposai^ les résultats ; iceiqù^il ifaifiait pour nepas gâter, îpar/les essais biir le quarts dé <>éi-éle> y la surface du limbe* /,);;.;
©nfifi y '>Ja quatrième /difficulté fut S'avt>irT été îoblrgé»d'éxécuter deiii/ divisionâ différiesit^.'CkiaQaime la di vision* jdu quart de ceirele :en ^90^ » entraînait avec «lie lèa
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subdivisions d'un arc en 3 et en 5 par-^ ties, et que les essais de ces subdivi-siona étaient imparÊiits par le trop grand nombre d'erreurs inévitables, il voulut tenter une autre division du même quart de cercle, approchant de la première, qui ne divisait L'^rc que de deux en deux parties. Âya^nt donc divisé l'arc de 6o° en deux parties , il eut l'arc de do" j le.
quart de cercle se trouvant par là divisé 3
en 3 parties , avec les subdivisions par a , ,e
oo eut ensuite la 6^% la la" partie, jus-. x
qu'à ce qu'enfin le quart restât divisé :a
en 96. Cette division était celle qui mé-. j
ritait le plus de confiance j mais l'autre. t[ division en 90 degrés , devant servir . m immédiatement aux astronomes , fot m;
comparée à la première, et corrigée par gg
le moyen d'une table calculée à cet effet, jg
Tous ces inconvéniens engagèrent sans j^
doute Bird à recourir à une autre mé-v i^, tfaode pour diviser ses quarts de cercle. '^
Elle consistait à déterminer les ares par^ ^
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leurs cordes qu'il prenait sur une échelle divisée en parties égales. Elle n'était pas cependant exempte d'imperfections, puisqu'elle manquait d'abord de précision géométrique, et qu'en second lieu^ le quart de cerclé avait nécessairement les inexactitudes qui se trouvaient sur Téchelle.
L^importttnce des insttumens astronomiques m'engagea à considérer mon projet de la Géométrie du compaâ sous: un, point de vue plus favûrahle. Je coinmea-çai à croire que j'aurais beaucoup fait , si je réussissais à diviser la circonférence en plus de six parties par le secours du compas seul ; j aurais i^ndu aux artistes qui travaillent aux instru^ mens astronomiques un service d'autant plus important , que mes subdivisions de la circonférence auraient été plus étendues et plus conformes à la division, du quart de cercle en 90°. Je fournissais à cette classe de mécaniciens un
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niiyféà de prëcision gëomë trique àjamA leurs divisions* Je leur, épargnais Jft teinps des tàficmnenieDS , la iiecesjàité. de fairadeupL divisioas à la fois et sur deux pla^s diffërans , et' surtout je rendais .
inutile l'usage^ de Féchelle dont on nç^ petit gamntÎT' Tesactitude , bien loin^ qu'elle soit d'une rigueur géométrique «^ Il ne me restait que la ,s§ule crainte que nora nouvelle méthode ne fût coDûb-piiquee et trop- longue! poui^^étr^ com^:
mode dans la. pratique; :o>
iJé nie mis ' néanmoins à l'ouyrag^,<) Voyant que je nei devais pas attendre, beaucoup de rapplication de l'4-lgèbre^ à la Géométrie^ j'eus recours à 4'.awtrès moyens purement géométriques. :/J6:
ne les indique pas ici , paroe. que cidrqs, cette noùtelle carrière je n'ai p^fi.tenU:tt>ujours- la même route ,' et qaê je .doi$ beaiucoup aii basard<:Ce Ur'aréjbé soitveï^t, qix'aprèâ maintes tentatives différented quej'ai obtenu leirésultatquejedherchaiîsr»
Je laissé à' d'autres le sôiiï d'examiner la^feaîtrequi liéeritre eux- les proMènies dé cette nouvelle théorie; ils pàrvieûr àtént piBùt^lre à' suivre le fil qui côn-^ diiit pàif^ ôrdi*è de Fun à f autre, et ^ui^ S'il €Mêtê àéconxeri dès lé conitrièncei îxienf y aurait rendu plus courte ël pltfe facile Pinvenffioii dé la GëotAétrié- dû Côbpas.'-"''^ " ' ' 'r •■•' ' •• '■ "^
'■ J^àdresSiai alors lè ^ premier êsîsài ' de môfl^ entreprises à M. Atohibâl Bec^câi-îà , avec une lettre que jé fis - tn^ sërér dans le journal dé Blrugnateîli; Cet excellent artiste, àlors-^Pattice niî^ lisifiàis , depuis tnetnbre de là - m-dni- Ctpàlîté et dïi comité d^iiistriictiôn ^ù^ Mî^^tîé; cette ville, rétiflit àlà gloire d?àrë lè frèft du ééfôbré feiùteUr dU livt'é de^ Délits et des Peines l celle qiii lui èâl pfoiirè d'èxêctitér avec la plù^ gfaûdé h^l^é" "tou^^ lés msthimensf dé; MâtHëitriatlcjÙéfe lès- pltis délicats. ■ '^ "' "
'*]!ifN6b'|)remîèf* essai consistait daûs là
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méthode de diviser la circonfëi'eiicé en 24 parties , à laide d'un seul {^iat pris hors d'elle. L'exécution de cette division est la plus simple qu'on puisse espérer, et je l'ai conservée dans cet ouvragCé Celle que j avais donnée eu 1 2io parties était trop compliquée ^ j'en ai trouvé une beaucoup moins longue ^ et telle même que je la crois la plus courte possible. J'y avais ajouté aussi une construction très prompte pour obtenir les racines carrées des nombres, depuis l'unité jusqu'à 10; je Tai ei^cpre conservée dans cet ouvrage.
J'ai omis les autres problèmes exposés dans cette lettre , parce qu'ils ét^ipnt trop compliqués, ou d'une approximat tion insuffisante. Je suis parvenu de^ puis , comme on le verra , à diviser très promptement la circonférence en n^o parties, avec une exactitude ^ géof métrique, par le moyen du compas seul et de trois points pris hors de la nooéfn^
cirbonfërence. Chacune de ces parties ^ est un degré et demi de la dinsion en 36o^, usitée jusqu'ici. Je. partage tout arc quelconque en deux parties , et cela géométriquement, par approximation .
Je divise la circonférence, avec trois points seulement, en degrés et quarts de degrés , sans erreur d'un sixième de seconde;
Avec ces mêmes points je la divise eu minutes , avec erreur de moins d'une seconde. Je me suis flatté que les astronomes pouvaient être contens de cette précision ^ parce que je ne sache pas d'ar-^ tiste , même panni les plus célèbres , qui ait passé outre.
Gepëndant je ne crojrâ.ià pas encore avoir assez fait , si ma nouvelle théorie ne servait pas aussi à la nouvelle division du cercle.
On sait que les Français , heureux de posséder dans leur patrie les premiers géomètres de Funivérs , ont enfin , d'après
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leurs conseils , adopte pour tous les> arts la seule division décimale tant souhaitée des savans.
Sans doute que cette division réussira avec difficulté dans les autres contrées ^ à cause des préjugés , et surtout de la force d'inertie; mais elle s'établira enfin d'une manière inébranlable partout où Ton aime les sciences , et où les inté^ rets du commerce sont bien entendus.
Une des divisions les plus difficile^ à changer, était celle de la circonférence du cercle, en 36o°, et la subdivision ea- 60 parties , employée par toutes les nations ; et Cela y à cause des fatigans travaux qu'il fallait nécessairement entrÎ9-^ prendre pour refaire les tables trigonométriques dans un nouveau système j mais Ténergie d'une grande, nation qui se régénère ne connaît point, d'obsta-»clés. Ayant déterminé 4<>^ parties ou degrés dans la circonférence^ le quart du cercle, qui est le fondement de la
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TrigonoQiétrie ;, se trouve divisé en loo parties, chacune desquelles se subdivise en loo autres, et ainsi de suite.
Les tables des sinus naturels et artificiels de ces divisions et subdivisions sant déjà calculées et imprimées. Mais pour que rien ne manque à la stabilité et à la certitude de la précision des nombres, on a entrepris en .France de les feire imprimer en caractères soudés en plwib. Oii voit déjà de ces nouvelles tables exécutées d^apr^ la méthode nonvdle et ingénieuse de Firmin Didotj appelée ôtét^éotype.
Une société de calculateurs très habiles ' en prépare encore d'autres plus étendues et avec un plus gra.nd nombre de déoimûles ^ sous la direction du ce- 1^1^ jDd Pronjr. Toutes ces circonstances m'engagèrent à chercher une méthode, au moins d'approximation, pour diviser la circonférence en ces nouveaux degrés' ^ parties de degrés. J'aî^ réussi ^ avec
trois points seulement et très peut d'ouvertures de compas ^ à obtenir cette nouvelle division décimale de la circonférence sans erreur d'une seconde.
Quand je n'eusse fait autre chose que ce que je viens d'indiquer , cela aurait suffi à la recommandation de Tusage du compas seul. Mais en avançant ^ j'ai trouvé qu'il n'y avait point de proWéme de Géométrie élémentaire qui ne puisse se résoudre avec ce seul instrument, c'est-à-dire en ce sens que lé comipas suffit pour trouver tous les points demandés par le problème ^ pour la position et la détermination des droites dont on a besoin. Ceci intéressait la théorie f j'ai voulu épuiser le sujet , donner tous Içs élémens pour tous les cas possibles , et démontrer qu'on peut trouver avec le compas seul toijs les points qu'Euclide et les autres auteurs de Géométrie élé-^ mentaire ^ enseignent à trouver avec le^ secours de la règle et du éonlpa^ idéunis-r
Quoique tous les problèmes élémentaires résolus avec le seul compas n'aient pas une solution assez simple, j'ose dire pourtant que la plus grande partie des plus nécessaires sont résolus avec assez de brièveté et de simplicité, pour engager les praticiens à rejeter le secours de la règle, et à se servir du seul compas pour trouver les points fondamentaux.
Les moyens que je propose dans ce livre justifieront ce que j'avance. Je n'indiquerai point ici tous les problèmes semblables qui m'ont paru de quelque importance : en voici cependant quelquesuns.
Si Ton cherche avec le seul compas le centre d'un cercle, on le trouvera promptement et sans peine 5 on aura de même les troisièmes et les quatrièmes proportionnelles, et par conséquent les moyennes proportionnelles.
On pourra aussi , avec le seul compas , construire des polygones réguliers ins-
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crits ou circonscrits au cercle (i). Le seul compas suffira encore pour trouver les racines carrées des nombres , pour doubler , multiplier les surfaces des carres , des cercles et des autres figures semblables. On résoudra avec une exactitude géométrique tous ces problèmes , car leur nature les en rend susceptibles.
Ensuite , par approximation , on trouvera une longueur égale à la circonférence d'un cercle, ou un arc égal au rayon , ou un carré égal à un cercle , ou un cercle égal à un carré, ou une spbère égale à un cube , ou un cube égal à une spbère , ou un cube double , ou triple, ou quadruple d'un autre. On pourra résoudre tous ces problèmes en employant des sections d'arcs , ou en déterminant, toujours sans autre instru-ment que le compas , la longueur des
(i) Les ingénieurs militaires trouveront peiit-être ici quel<|ue chose d*utile pour leurs travaux.
côtes QU de? rayons dont on a besoin pour les figures demandées.
Voilà, en peu de mots, le fond dé la -Géotoiét'rie du compas que je présente au public. X^uant aux démonstratîdnis , je me s^iis- servi , autant que j'ai pu , 'de la Géométrie des an<iiéns; cela m -a paru plus conforme à laùature de mesproblèmeâ, et plus court. Partout où lés procédés géométriques devenaient trop longs pour obtenir le résultat , j'ai employé le calcul ; j'ai donc en même temps recbercbé la brièveté , la clarté , Télégance autant qu'il m'a été possible.
J'ai cité Euclide , ce grand maître en fait d'élémens. Lorsqu'il est question de proportions , les numéros des propositions que je cite sont ceux de Tacquet^ parce que son livre est plus répandu en Italie que l'ancien texte d'Euclide.
J'ai placé dans le onzième livre, en faveur des artistes qui ne voudront que s'amuser avec le compas , plusieurs pro-
blêmes récréatifs tirés de Pappus^ è^ Ozor nanij de Simpson et de plusieurs autres auteurs. Yoilà tout ce que j'avais à dire à mes lecteurs sur la Géométrie du compas. Elle est 3 qu£iut à la construction de ses problèmes y la plus simple et la plus élémentaire qu'on puissie désirer, et je ne sache pas que cette matière ait pté tf*aitée jusqu'ici par personne..,
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PRÉLIMINAIRES
\. J'appelle Géométrie du Compas celle qui , par le moyen du compas seulement , et sans le secours dç la règle , détermine la position des points.
Étant donnés , par exemple , deux points A et E ijigurç i ""^ ) , $i Ton cherche le troisième point D, qui soit aussi éloigné de chacun d'eux qu,'ils le sont entre eux^ qu'on décrive d'yn intervalle égal au rayon ÀE , et des poiots A et E commç ceutres^ l,es deux cercles EDB^ ADV^ qui se coupenjt au point D^ ce point I> sera le point cherché ^ puisqu'il sera éloigné des points A et E d'un intervalle égal à A E.,
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( Prop. I , Iw. 1 des Elémens dEiiclide. ) Ce point D a été trouvé avec le seul compas, sans le secours de la règle. '
2. Il peut .arriver que l'on trouve la position d'un point avec le seul compas , maïs que pour démontrer la proposition , on ait besoin de la règle dans la construction de la figure.
Soient, par exemple, donnés deux points A et B (Jig. 2 ) qui soient éloignés entre eux d'un certain intervalle pris pour unité, ou qu'on fait = I ; si l'on cherche un point D qui soit éloigné de B de l'intervalle BD = \/5, on résoudra le problème dé là éianîère suivante :
Du centre A et d'un rayon AB, soit décrit Je cerclé BCD; aVec le meure rayon et du centre B, soit décrit ufî arc qui coupe la circori-
-fei^ncé au point C; paîi^ dû centré C et avec le même rayon , soit décrit un arc qui coiipe
•plus loin là circonférence eh D; an aura ^en D le point' éherché, aihsi trouvé sans k secours
«dé là règle. • '^ '*'
Pour dearonti^r néanmoins que l'intervalle BD == V^3 , oh aura besoin de lignes droites qui se tracent avec la- règle. Soit BE le dia- Vriètre du cercle BCD, si l'on tïièiiiéiès droites BD, DE, le triangle BDE sera rectangle eh D (5'i,7ri^.;3), et l'on aura
BD)*=(BE)*— (DE
Mais rintervalle BC étant égal à CD = AB, on aura encore DE = AB (i5, Iw. 4)> ^^ D E =: I et BE = 2. On aura donc
(BD)» = 4 — 1=3; d'où
BD=v/3;
ce qu'il fallait démontrer , et ce qu'on ne pouvait faire sans la règle. Cette proposition est la 1 2* du livre 1 5 d'Euclide .
3- De la définition précédente (1 ), il résulte qu'à la Géométrie du compas appartiennent tous les problèmes que l'on peut résoudre avec le seul compas , quoiqu'on ne puisse pas les démontrer avec ce seul instrument. Tel est le problème précédent (2).
4- Cette Géométrie sera , comme on le verra par les exemples , d'un très grand usage dans la pratique pour trouver des points avec la plus grande précision possible^ et même beau^ coup plus promptement avec le seul compas, qu'en y joignant le secours de la règle.
5- Nous résoudrons donc les problèmes avec le seul compas , et l'on pourra ensuite, pour les
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démonstrations , se servir de construction»
faites, suivant lusage^ avec la règle et le compas. C'est pourquoi nous citerons les proposi— tions et les livres d'Eudide.
6. On aura atteint complètement le but de ce traité, sî Ton n'a omis aucun des élémens nécessaires pour que Ton puisse , avec le seul compas , déterminer , dans quelque problème que ce soit, tous les points qui jusqu'ici n'ont pu être déterminés qu'avec la règle et le corn* pas réunis.
7. Nous ne placerons pourtant pas ici tous ces problèmes; maïs après avoir démontré les élémens nécessaires et suffisans pour tous, nousen résoudrons un grand nombre des principaux , et surtout ceux qui sembleront les plus, utiles^ ou préférables à cause de leur élégance.^
8. Nous ajouterons ici en faveur des artistes, pour lesquels , en grande partie , . cet ouvrage est écrit, que, bien convaincus de l'importance des erreurs qui résultent de Técart et du rapprochement de branches du compas pour obtenir avec précision des ouvertures différentes , nous aurons soin de résoudre les problèmes avec le plus petit nombre possible d'ouvertures de compas. Il serait même mieux que l'artiste eût à sa disposition autant de ces Qoxaçz^jidèles
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{aîtisi appelés^ parce qu'on peut s'assurer qu'ik conservent exactement Fouverture donnée) , qu'il j a d'ouvertures exigées par la solution du problème ; car il arrivera souvent que nous serons obligés de nous servir plusieurs fois de la même ouverture^ après en avoir em|)loyé une ou plusieurs autres : alors , sans élargir ou resserrer un seul compas , nous reprendrons le compas mis de côté qui conserve cette ouverture. C'est pourquoi nous appellerons quelquefois du nom de premier, second, troisième compas, les ouvertures successives avec les-^ quelles on aura résolu le problème.
9. D'ailleurs, comme pour la précision pratique de la position d'un point , il importe que la section des lignes qui le déterminent se fasse à angle droit ou approchant, nous ferons toujours en sorte qu'un arc en coupe un autre, ou à angle droit , ou au moins sous un angle qui en diffère peu.
10. Afin d'être plus courts, sans cependant devenir obscurs , en indiquant la construction des figures , nous emploierons souvent des expressions abrégées ^ que la seule inspection de la figure fera bientôt comprendre. Par exemple ^ dans la figure 2 , au lieu de dire : H jis^ec le rayon AB, et du centre C^ soit dé^
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» c^ un nrc qui coupe la. circonférence BGD » cobL point G; pids avec le même rayon et du }> centre G, çufon décris^ un arc qui coupé la M même circonférence en >!}, etc. n ; nous dirons sealêniMt : cr Soit fait à AB =: B G ta G D^ etc^ » En effets c'est assez dire <]ue les points B, G et D , avec lesquels on indique. la même circonféreiice BGB,. sont des points de cette circonférence; ainsi il n^ a aucun risque d'équivoque.
14 . De même étant donnés B Â par eicèmple , trois intervalles AB, GD, EF, quand on G D
dira : a Soit fait àÇ^li^EQ y • • .
à AB ss= F6, » on devra G
entendre ceci : « jivec un
j> rayon GD, et du centre E F
» E, soit décrit un cercle
» dans la circonférence duquel soit le point G;
» ensuite , avec V intervalle A B et du centre F^
» soit déùrit un. autre cercle qui coupe le pre^
fi mier au point G ».
1 % D'autres fois d^ns les démpostr^tions f>
nous désignerons quelques lignes drmtes qui
ne seront pas dans la» figure^ en nommant les
deiix points extrêmes auxquels elles devraient être menées ^ comme si y dans la figure j r ^ on
l^ommadt k droke AB^ ou hieft CD. C'est ainsi que nous ferons quand il n'y aura pas à craindre d'obscurité., pour eouserver la figure nette^ et faire imeux paraître la construction faite ayec le seul cei*cle/
i5. Lemme* Si des deux centres Â et B, et' ayec ies rayons AP et AQ, on décrit des arcs qui: se coupent en P et/? , Q et y ^ les points Q , ^ , P et /i seront dans la même ligne droite.
Démonstration. Tous les côtés des triangles PlV p, BPp {Jig. 3), étant respectivement égaux «utre eux par construction, l'angle AP/? sera. égal à l'angle BP/? (8, liv. i ). On démontre dé même que AP Q=BPQ. Donc
AP/>=:APQ = BP/7 + BPQ.
Mais la somme de ces quatre angles est égale à quatre angles droits (i3, ZzV. i, corolL).
Donc chacune des sommes de deux angles est égale à deux angles droits. Donc la ligne QPp
est àro'defÇi^f ^^' ^ )• Ondémontre de la même manière que la ligne J?pq est droite. Donc les points Qjf P, p, q sont dans la même ligne droite,
i 4» Les choses étant comme au numéro précédent, les droites AB, P/>, ainsi que celles AB, Qg, se couperont à angles droits en deux par-
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ties égaler au point M, et les droites QP> qp. seront égales.
Démonstratibn. En effet > à cause de Tëgalité des côtés des deux triangles APB^ Ap'B, on a l'angle PAB=/iAB (8, /iV. i). Mais on a encore AP/?=A/?P (5, Iw. i). Donc aussi AMP = AM/> (corroll. propi Sa, &V. i). Donc ces deux angles sont droits (i3, Iw. i), et la ligne "Pp sera partagée en deux parties égales au point M par la démonstration de la proposition lo t Us>. I . On démontrera de la même manière que les droites Qg et A B sont divisées en deirx parties égales au point M. Donc^ en retranchant des droites égales Q M et 9 M , les parties égales PM, /7 M, les restes Q P, 9 p seront égaux.
1 5. Corollaire. On aura donc
(QM)- = (AQ)'-(AM> (47, W. i).
16* Lemme. Tout étant comme au numéro i S , on aura
:(AQ)'=(APy-f-(PQ) + Pp.PQ.
Démonstration. Car on a ( AQ)* = ( AP)•-^- (PQ)•+aMP.PQ (12, liv, 2). Maison a 2 MP = Pp (14). Donc, etc.
ÇoroUaire i""'. Puisque /iQ = pP + F Q> on aura
d'où soustrayant /? P ./i Q , on a
et substituant eette valeur dans celle de ( AQ)'^
(AQ)-«(A^)-+pQ.PQ;
d'où Ton tire, en soustrayant (A/?)* de part et d'autre
(ÂQ)'-.cA/»)«=/»Q,PQ.
Donc en effectuant la multiplication de AQ 4- A/> par AQf— A/î) un trouvera
(AQ + A/,) (AQ-A/))s= (AQ)'-(A/>)'; et par con^qquent
(AQ+A|»>(AQ-A/>)=t/»Q.PQj
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d'où (par la iG" pwpfi^ithH dtt 1^; 6) ùû ééd^it la proportion
/)Q:AQ+AP :: AQ— A/i:PQj
où substituant dé même AP au lieu de Af»^ et transposant les extrêmes ,
PQ : AQ-f-AP :: AQ-fAPiP.Q.
D« GCÀ deux ptopoi>tî6ii& On âëduirelct>iieftsément ce fameux théorème : .
Z7^7i^ w/2 triangle quelconque ^ un côté quelconque e^tàlàyonmiô deà €feusb\àii^s côtés ^ comme leur différence est à la différence oiiflla Somme des segmens que j ait sur ce côté la per^ pendiculaire menée de Vangle opposé ^ suivant qu'elle tombe en deddproU x^û dehors du triangle. ...
19. CàrdlMt^ a. On auta At^ ='p^f Otant de pa,rt et d'autre les deuj^ termes égaux (AQ)% (/>v)S et ajoutant des deux côtés la
20. Lemme. ^Timv é(ktt$ cmÀtoie' dhh^ Ds n® i5, si l'angle Rp(J est drpît {Ji^*Ji\% z^* 4ueVaiigIeh/>S£=RjiA, et/?S==7?R=/>À, A S sera parallèle et égale à P/x ) è1 l'Mt sieuM i '
(AQ/=:.(AQ)*:i.AX:PQ. '
Démonstration, En effets si des deux angjies droits B./>Q, ^p^f on soustrait les deux angles égaux R/7Â, R/'S, il restera les deux angles égaux A/?P, Spq. Mais A/)P= AP/> (5, /iV^ i)f
donc S/? jf ^ A P^ ; dotiC AP^ ^p s6trt parallèles ( 29, Iw. I )« Mais elles sont aussi égales par construction; donc les deux droites AS | P/»^ sont égales et parallèles (53^ Iw. i ).
On a aussi
(RQ)*=(R;,)«+(/»Q)'(47,//«'. 0=(Ap)--H/'Q)«; et par le femiTie 1 7»
(AQ)'=(A/i)'-hC/,Q)»-pP./,Q.
Donc
(AQ)- = (ltQ)*~pP.;)Q
= (RQ)._AS./>Q.
21. Lemme. Tout étant comme dans les n~ 15 et aOi on aura (SQ)-=î=(RQ)*+AS./iQ.
Démonstration. En efiet, si on fait ST^Sp^
/)T sspP, (ll)lesdeux triangles S/? T ^ AP/i
attroiit les angles SpT, ÀPp égaux entre eux (§, àV» i). DoQC la ligne P/îT est droite (37,
Uif. I )• On. aura ^isuite
Mais on a
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et
/;T=|>Ps=AS.
Donc
(SQ)- = (RQ)«4.AS./,Q.
Des deux lemmes précedens il résulte ce corollaire, que »
(AQ)- + (SQ)- = ^(RQ)V
22. Zeinute. Si l'on a AQs»/? Q=:BQ et Âp = pBsizpS, pS étant sur le prolongement de Bp, on aura
Démonstration. Les triangles isoscèles AQp, BQp ayant les côtés égaux entre eux^ on aura Tangle Q/> A = QpB (8, /iV. i ). On aura ensuite l'angle ApB, qui est la soitlme des deux autres , égal aussi à la sommé des deux angles SAp, hSp (Sa, &V. I ) , qui sont égatix entre eux, parce que le triangle ApS estisôstéle (5^ lii>. I ) ; chacun d'eux sera égal à l'angfe A]t)Q =/? A Q (Î5, Uu. I ). On aura donc le triangle pAS semblable au triangle QpA [5^, &V.' i ; 4, '«V. 6)j et de là .
pQ: Ap :: Ap : AS
Lemine. Si l'on a AB = AC =? BD, et
AD &= BC, on aura
DC.A3i^(AB)» — (AD)-.
Démonstration* Les deux triatigles ADB^ ACB (j%. 5) ayant les côtés respectivement égaux, seront égaux (8, et s 6 Uv. i ). Puis tous les deux étant po$és sur la même basé A B ^ seront compris entre lés mêmes parallèles DC, AB (Sg, &V. i). Si donc sur la Kgnfe BA on prend BE=: DC , DE sera ^àle et parallèle à BC (S3, feV, I ) et aussi égale à DAj d'où les deux'triangWisôscèlesBDA^ DÀ£^ qui ont un angle commun éiit A, seront semblables (5^ 3i2, &V. I , et 4y ft'^- 6), et Ton aura
DC.AB = (AB/^(AD
24. Léw^. Si dia^Bs le eérdlé B'ftO Cfig* 6) dfl<?riî d'ui) r^pn Al?,, 09 é^çj^ Ji^ ççxxtp^ A la pjeipçiidiculaire , Ae égale à. 1^ ç^4^: ÇG dç i'arç B^^^.^t.que 4» poîât è comme, centre, et 4 un ^yon AB^ on déçpye ^^ wç qw coitpe U çi^rçQnEçrjçpce ap point 14^^ Tare Ç/^ sçr% eg^l à Ja poîtîé de l'iprc B^ftQ, ; ,
Démqri^tra^im. A «*Wpe j^ l'égalî^ç, . de^ çptçp,;4es de^^K W,ngle5; A3P,,.AAf*/ 9¥,'^ rft^slç,GA3?ç^ Afff?(5î % :0- $pH 4ivw
PV Ifi mpitîé;rangle A/t^ p^y la 4roitç,f9 M, 1? triangle jueA étant isocèle ^pn,^ T^oigle /ueM = f& A M ; ensuite les deux triangles fJL eM , f&AM ayant leurs' deux autres âogles égaux , on aura encore le triangle jttMe =^ ttMA (corolL 52 j &V. i); d'oùftM est perpendiculaire à Ae ( t5 &V. I );'et parallèle^-AB (29, &V. I ) et on aura l'angle Ma* A=:juAJIR (^îj^ ^if ., j:»); donc /A A B sera la moitié de Fansle G AB; donc aussi l'àik B/t sera'la moitié de l'arc ByttG.
C%. 7), on a la 4i^oiMi|p MA ç^lp!^?!?» ç^^
opposés MB^ AN^ le carré de l'autre dkgo^ nale BN est é^al au carré 4^ la prçmière^ p}us aux deux câirés des deux* autres côtés.
JPénanHmtùm. Soit dirisé ÂB en 4çux paii- 4iûs égalas ^n point m jt&t la pevpendioalaitfe Mm {10, 1 19 Iw. i ); H s^t la ditiiie BA<pèdc-
Ip^çée^ soîtpri> Anr=^:^m, onmrp^nin^JitX
= MN. On aura dppç le parallélogramme MNwm (35^ ZzV. i), et l'angle NtïB sera droit (37, iV. i)j d'où
(BN)*=(AB)*H-(AN/+2AB.A/ï. (12, 119. 2.} Mais Ati = - AB: donc
AB)* + (MN
36 • Si dans un triangle quelconque BPE (Jig* S), on coupe en deux parties égales au point A la base BE, et que de l'angle opposé P y on mène la droite F A , la somme des carrés des côtés B P et PE sera égale à la somme des carrés égaux des deux segmens^ en y ajoutant 4e double carré de la droite AP.
Démonstration. En effet , si l'on abaisse la perpendiculaire PR sur la base BE^ on aura
(BP)*s=(BA)»+(AP)»+aBA.AR (12, &>. a).
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On aura donc
(PE)«=(AE/H* (AP)* — aAE. AR (i 3 Uv. 2).
Donc après avoir, formé la somme des Taleurs des deux carrés (BP)* et (PE)*, et de plus BA ët^t égal à AE, on aura
(BP)' + (PE)* = (BA)« + (AE)* -H a (AP}*
?=2(AB)«-i-a(AP)*.
DE LA DIVISION DE LA CIRCOHFÉRENCE ET DES ARCS DU CERCLE
PBOBLiME.
27. Partager la circonférence du cercle BDa en quatre parties égales.
Solution. Soit fait dans la même cîrconférence Çfig. 9) aurayon AB=Bc=BC=CD :=zJiE=:Ed, avec le premier compas (8), ou aura dc= cB = BA (i5, &V. 4)-
Soit fait aussi à BDî=Ba55=Eflf avec le secoud compas y et à Aa = BF =5 By avec le troisième compas. On aura divisé 1^ cîrcouférence en quatre parties égales BF, FE,
Démonstration. BAE étant un diamètre
(i5, ZiV. 4).> ^* l^s triangles ^zAB^ ,aAE ayant tous leurs côtés égaux , et, par conséquent les angles aAB, àAÉ aussi égaux (8, &V. i), ces deux angles seront droits (i5^ liif. i). Donc
(aB)* = (AB)» 4- (^A)* (47, fcV. i);
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et soustrayant de part et d'autre , C^B)*, on a
Soit &tt pour abréger Afi mt i , oa aura
(aB/ = (BD)-=5'(2); donc
(aA)* = 3— I =2,
et «iicore
(BF)*=(aA)*==:2 = i^i ^m^^iAF)^
DonC; dans Je tr^anglp FAB, Tangle FAB
ç^ra droit (49 * i^^* î ) > et p^r consequçi^t aussi FAE (i3, iw. i), Donc les arcs BFvFlç' seront égaux entre çux et Quarts dç cerclç , ainsi <jue les arçç By, yï.
28* Corollaire, lies angles BAa ^ ' BAF étant droits ;^ les trois points A, F, a. seront dan$ la x^ème ligue droite.
29. Nous ayons donc déjà la circonférence divisée^ savoir^ en deujf; parties égales^ aux points B et E; en trois parties^ aiix points B, B, d (i5, liv. 4)î en quatre partîeis/ aux points B, F, ^f/{^^)i en six parties/ aux points B, C, D, E, d, c (i5> tw. 4).^^ ''
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LITRP SECOMP. 4^
PROBLÈME
Diviser une circonférence en huitpurtiçs égales
Solu^ipn* T/oiYt éisKiçLt comme m v? 37^ spiit fait, i^ AP p;? a<v ;??: aH (>%• 9)/ «^vec 1^ preif^ev fconipas; ^ A^ :^ Qg =:; H j^ aviw: h troi- ^1 sième compas^ on aura aussi §h^=^ ha^ pt }^
4:ircppférçnpe ^çj» cliyiséç en hi4t partît égçJes aw ppwt? 3, G, JF, B, jS, A, /, ^.
PigiPa ^Qnq drpit (4§,.,iïv, i ), D'o», ^«aji^ 4\i trifu^gl^ i$Q^le aQÈ^f lf& ^ja autr^f aoglfi^ ÇA^j G^A, ^a^ux e^tre tox(5, fcV^ i), vail- 4rp^t cjiftçun Ja moi^î^ dVn aaglf rtrftijt (3;i;, I^V, . î ). Pq^ r^i^gle Q Ai^ I qui ^t le ipênnp que
donc aussi l'arc GF = BG. Mf^is, p^^^>CfQ^Ç'truclîon, on a Gg = BF (26, /«V. 3): donc^ ôtant de part et d'autre BG , on aura GF = Bg. 0» dewPWtferai^ 4ç iWW^ qw k^ ^trçs, arcs sont égaux « Donc la circpofiprçiîce^^^ra ^iyi^ en parties , égales chacune à la moitié du quarts et par conséquent en huit parties.
4^ GÉOMÉtRIÈ OU COMPAS.
delâi circonférence. Noitô sommes pânrêilaft à dëtelteitier tm point a ^ ({ui teul suffit {k>iir la diviser en vingt-quatre parties égalée avec le compas Seulement ; ce qui est en même tem^ plttsr ei^péditif , plus commode et beatic^oup plus exact que les méthodes des aUdeUs»
$5. Ou peut remarquer eU même temp^ là loi ëlégàute que suivent les ouverMrès dé compas suffisantes pour cette ditisiou.
L'ouverture du premier compas ±sr \/î , celle du troïSièmet= y/ 2 , et celle du deuxième±± y/5 .
S6« Lemme. Si dans lé cercle B6E, on a lë^ HyôU ÂB ::^ I y et que Farc B6 soit k hui^ tième partie de la circonférence, où aura le Carré de sa corde BG, c'est*-à-dire (BG)*
Démônstratiùn. Sur le diamètre BE, Mit abaissée la perpendiculaire GP. Dans le triangle rectangle GFA, à cause de Tangle BAG = 45^, on aura âussî AGP =;= 45* (5a, /ïV. i), et par conséquent GP =cr PA.
Or, on a (AG)» at± (PG)* + (AP)* (47, &V. t); donc(AG)*=2(AP)*,ou2(AG)*^4(AP)% ou encore 2 = (2 A P)' ; donc
V/a= aAP; AP=r; j/a; BP = AB — AP = I — i i/n.
LIVRE 8EG0ND
=GA=Ai=HI=IK=Hm=i»/, delà première ouverture de coinpas> et le problème sera résolu.
Démonstration. En effets si des arcs égaux GF ^ GB (5o) , on retranche les arcs égaux C F^. NB (51) ^ les restes GC et GN seront égaux.
Or CN est la douzième partie de la circonférence; donc GC et GN en seront les vingtquatrièmes parties.
On a ensuite FN=GL ; retranchant la partie commune FG^ on aura NG=FL. Donc aussi FL sera la vingt-quatrième partie de la circonférence^ et par conséquent la moitié de F D (51 )• On démontrera de la même manière que les arcs DH^ HO, FI, IC sont égaux, ainsi que tous les autres qui ont été déterminés ci-dessus^
55. Pour être plus courts, nous continuerons à nous servir , sans les citer , ainsi que nous venons de le faire , des propositions 2& et 27 du ZfV. 3 d!Euclidej que dans un même cerde , ou dans des cercles égaux , les droites égales soutendent des arcs égaux.
^ 54. Les anciens , au moyen du centre A et du rayon AB , divisaient, avec le compas seulement , la circonférence en six parties égales. Ils obtenaient les autres divisions avec la règle et le compas , en prenant différens points hors
avec; un quatrième compas^ et à AB ^=se/Asiev avec le premier compas. Les arcs Kytc^jtcN, M y y y seront les quarante-huitièmes parties de la circonférence.
Démonstration. Si l'on conçoit les droites ka^ Nn^ a^y aB (12) > Tangle BA^^ étant droit, langle BANsBA/i (SI) et les trois rayons AN, AB, tin égauit, onaura
(aN)- = (aB)*— Nn.Atf(20).
Donc , à cause de a N = B e , on aura aussi
(B£)»=ï:(aB)»--N7l.Aa.
De plus les triangles eAB, eAE étant rectan-» gles en A (8, i3, Iw. i), puisque leurs ci>%é& sont respectivement égaux, on aura
(Be)' = (AB)'4-(Ae)« (47, Uv. i),
et par conséquent
(AB)»-H(Ae)* = (flB)»— -Nw.Atf;
mais on a (ûB)* = (AB)f + (Aa)% donc
(AB)*-h(Ae)»=(AB)^+(Aa)* — N/i.Aa;
d'où, retranchant (AB)* de part et d'autre, on a
(Ae)*=:(A/i)»— Nwx Aa.
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Mais (Aa)*=!i(27) et Nw=i, puisque Nh est la corde d'un arc de 60 degrés (SI ) ; donc (A e)* = 2 — ' v/3 =le carré de la cdtàe de Faic BG> qui est la huitième partie de la circonférence (30 et 360 ^^ ^^^^ ^^^^ ^'^^ BfJLzzzfid C24); retranchant ensuite de chacun de tes arcs^ les arcs égaux BK^ N6 (32)^ les restes Kfi, f^N seront égaux; et comme Tare KN est là yingtqtiatrième j^artie de la circonférende (ji^), chacun d'eux en sera la moitié^ et pal* Conséquent la quarante-huitième partie de la circonférence. U en sera de même des arcs K/a^
39. On pourrait aussi avec la xùéme coàé«tmction (^g*. 11), par le moyen des quatre compas ci-dessus^ indiqués , diviser la circonférence en quarante-huit pairies égales (8).
En effet;^si avec le premier compas d^ùné où- TcrturessABy on divise la circonférence en six parties^ en commençant du point fju, lés arcs IF, HO, mo,J'l, ng seront partages en deuit parties égales ; puis divisant là circonférence en six parties , en commençant du point p, on aura divisé en deux parties égales les arcs oh, fi, hk, N6, FL. Divisant ensuite la circonférence en quatre parties avec le tt*oisième compas d'une ouverture égale à A^ , eh partant
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du point fi , les arcs restans LD, ic seront divisés en deux parties égales.; et en parant du poînti', on partagera de même les arcs IC, Id. Enfin divisant encore avec le premier compas -la circonférence en six parties eg^es* niais en partant des derniers points trOnvés avec le troisième compas, tous les antres arcs seront divisés en deux parties égales.
La démonstration est la même que celle n» 52.
Diviser la circonférence BD(/ eneinq parties égales
Solution. Tout étant coigme dans le problème du numéro 31 , <]u'on &sse (Jig- la) àAa:=Ni^Oè, avec le troisièi»e^ cpmpa^' Que l'on fasse à Bi= BQ, l'arc BQ sera la cinquième partie de la circonférence, ,
Démonstration, Si l'on conçoit men^ ks deux droites NO, AF, qui se coupent en X; à cause des triangles équilatéraux FNA, FOAf la droite AF sera divisée en ^eux parties égales au point X (lo, Uv. i), ain^ que NO (14)- Puis l'arc NFO étant égal à l'arc BCD (M ), le carré do sa corde NO sera égal ap' cajrrsr de
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U corde jBD»5(a). D^bù le cafré de sa
moitié y c'est-à-dire NX*=7(/>rop. 4> H^- 2,
corail.) . De plus, les points 6, A, X sont en ligne droite, et le triangle N6X est rectangle
(12,15,14). Onaaussi (N6)*=(Aa.*=a(27)î d'où Ton tire
Mais à cause de Fangle droit XAB, qu^i est le même que FAB, on a
(BX)* = (AB)* + {AXy (47, &V. i).
D'ailleurs, on a (AX)*=s^(AF)*(p/r)p.4, &V. 2, coroU.)} donc
(BX)'=,+i=:| = (Xô)«. "\
Donc les droites BX, X& sont égales, Donc on aiira lé point b, le fiième qu'emploie Ptolémée dans le premier livre de TÂlmàgeste, pcmr inserîre dans un cercle' un pentagone et un décagone régulier. Fûj: la démonstration de Clavius , dans le scholie dépendant de la proposition lodu^iV. i^à'Eiicli/de. f:^^. aussi les numéros suivans (45, etc.), qui fourniront
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la démonstration complète de cette proposition et des suivantes.
PROBLÈME
Diviser la circonférence en dix parties égales
Solution. Tout. étant con^me dans ^ le problème précédent (^), que Ton fasse (fig- la} à A6=:BP^ on aura BP=âsPQ. Chacun de ces arcs est égal à la dixième partie de la circonféreiÉcè.
Démonstration. \oy'. la'io* proposition du fcV. i5à'Eu€lide. . /
. ^ P^RÔBLÈlCE. , .
42. Dii^iser la circonférence en cent vingt parties égales^ /i\'
Solution. Tout étant comniiç daps les.mi* méros $2 et40^ QI (fig. la) çeçfrlacçpt^vîpgtième partie de la circonférence.
Démonstration. En efiet, l'arc BI est égal à cinq vingt-quatrièmes (32), et Tare BQ |i la cinquième partie de la circonférence. Donc
qi=bi-bqWj^ -_»=î«^«i- X
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43. Maintenant on pourra^ quand on voudra f avec quatre compas seulement , ou quatre ouvertures du même compas , et avec les deux seuls point aetb pris hors dç la circonférence , diviser la circonférence du cercle en cent vingt parties égales. En effet , après avoir ^ avec le point a y et avec trois compas^ divisé la circonférence en vingt<»quatre parties (problème élu numéro 52) , et ayant trouvé le point b (40) , qu'on fasse ^ avec le quatrième compas^ kXb =BP = PQ;^QR = RS, et par conséquent aussi = SE (41). Ensuite, pour diviser l'arc NG en cinq parties égales, dont chacune soit la cent- vingtième de la circonférence, qu'on fasse à Xb G=:hq = qp = I'7rs=0/=fâi = 09^. L'arc NG sera divisé en cinq parties égales , et Ton pourra diviser de la même manière tous les autres arcs GC , CI, etc.
Démonstration. Puisqu'on aBQ= RE, BF = FE,IF = FL, on aura aussi IQ = LRî et comme hq = QR, on aura aussi Q^ = LR := QI. De même QP étant égal kqp, Qp sera aussi égal à P/7, et à^QI. Pareillement, à cause de l'TT = QP, on aura ttP = QI; et comme on a Oop ==:BQ, 01 = IB, on aura encore I â> ;sQL De plus, à cause de a>^ = Itt, on a loi s:s:(P93r = QI : puis, comme on a
en retranchant de*part et d'autre les avcis égau^ OG, BL , on aura pour reste G^ =s LR = QI« Enfin , à cause de BI s=: LN , si on retranche les arcs s égaux BQ, L/>, on aura pour reste QI' = N/>. Donc on aura divisé l'arc NG en cinq arcs TSp, pi?, P'tT, tt^, (pG égaux chacun a Varc Q I ^ et par conséquent égaux entre eux ; et puisque l'arc N G est un vitirgt-quatrième de la circonférence (32) , sa cinquième partie en sera le cent-vingtième.
44. Nous avons donc jusqu'à présent Êiit, sanç aucun autre instrument que le compas, les mêmes divisions en parties égales de la circon*férence , que celles que faisaient les anciens en inscrivant au cercle les cinq polygones réguliers^ savoir : lé. triangle, lé carré, le pentagone, l'hexagone et le décagone, et en joignant l'usage de la règle à celui du compas , tandis que l'on y est parvenu d'une manière commode, en iprénant seulement deux points hors dé la circôn-^ férçnce , et en n'employant que quatre ouvertures d'un seul compas, ou bien quatre compas (43 ^ 8). En comparant cette méthode avec la. méthode connue, on pourra juger dé sa sîm-
F5.A* = (FA
donc la droite F £ sera divisée au point A en moyenne et exb^me raison ( 5o, Uv. 6 ).
46 • On aura dcmc
F« . A5 s=s (FA + A* . Ai = (/A)»
= (/A-hAô>. A^ =/A . Ai+(A6)»
=/A(/A-^/6)-f.(A6)* =r/A/-/A.yî + (A6)-.
Ayant donc
(/A)'= (/A)- -/A./ô 4- (Aè)-,
retranchant (/A)*, et ajoutant/A .fb , on aura fti^'fh = (Ai)* : donc aussi la ligne A/ sera divisée txkhy en moyenne et extrême raison.
47* Si du centre h^ et d^un rayon &A^ on décrit un arc qui coupe la circonférence au
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poinf T, on aura
T/=Ti = 6A.
En effet, on aura
' d'où (17, Uç. 6) on tire cette proportioii
Donc les deux triangles /AT, yjT, qui ont l'angle en ^commun , auront leurs côtés contigus porportîonnels ; donc (6^ ZtV. 6) ils seront sçmb}ables; dpnc aussi le triangle/^T sera isosr cèle } ce qui 4pnn^ T ^ == T/i
48. L'angle T6iVz=T/è4-6T/(32,&V. i) î?=T^y4" ^ ATj en ajoutant Tbf, oi^ aura
Tb^H^Tb/=:;2T'bf^b^T;
mais T6 A-f- Tft/ valent deux angles droits j (i3, ZiV. i) ; donc 2Tbf+ 6 AT valent dçux angles droits. Mais Ti/= 6AT + *T A (32, àV. i) = 2*AT(5, /iv. i);donc2T6/4-AAT ?== 5 6 AT =s: dçux angles droits^ Pqnc l'angle ^AT, qui est le même que l'angleyAT, sera un cinquième de deux angles droits, et l'aro /T un dixième de la circonférence* 49: Si l'on prend la corAe/t ==yT, çn a^r?;
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aussi btsnft (47)) et les àeffx. droites tT,bf se couperont au milieu à angles droits çn uii point j' (44) ; alors on aura (Tf)' = (Tjr)* + (/r)'» d'où l'on tire
4 (T/)- = 4 (A6)« = 4 (T^)^ 4- 4 (/jr)'
= (Tty + (/A)',
MaisC/;&)'=(/A-r-Aè)'==(/A)'~a/A,Afi +-(AA)»jdonç
Or a /A. Aô = a /A (/A — /6) = a (/A)»
— a /A ,/6 = a (/A)' T- a (A *)' j dono
(T0' = 5(A*)»~(/A)«+aC/A)'-3(AA)*
= (/A)« -H (A^)' == (BA)« + aby
Dono aussi TtszzBb-^ mais T f est la corde de deux dixièmes , ou d'un cinquième |le la circonférence ; donc B b l'est aussi ; donc^ etc.
50. Dans le triangle rectangle ÂBb^ le carré du côté du pentagone e^t égal à la somme des carrés des côtés de t hexagone et du décagone. Cette proposition est la lo* du /tV. i^ $EucUde.
58 geomé'trtë du compas.
51.' Les côtés du* trîahgle rectangle* ABb sont cordes d'arcs qrii sont en progr^ession
contre harmonique. Car ces arcs sont î^, 75 • —
de la circonférence , et Ton trpuye cette proportion :
Des proportions /16 : 6A :: 6A : A
(4ft),/et/* : l/A :: bk: AF, il suit 'que le*
diamètre ¥f est divisé aux points A et ^ en trois parties qui sont en proportion continue.
PROBLEME
55. Dwiser la circonférence en vingt par-^ tieSy c'est-àr^ire trousser la vingtième partie de la circonférence.
Solution. Tout étant comme au n^ 40^ soit fait dans le quart de cercle B\f,fifs=z Bb, l'arc B V sera la vingtième partie de la circonférence.
Démonstration. En effets on a BV = BJ
-.fVz±^i'—l(4&)=-.
Autre solution. Tout étant aussi comme au n*' 40, soit laît dans le quart de cercle BV/, JV= AB, l'arc BV sera la vingtième partie de la circonférence.
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Démonstration. La droite Ab étant la corde de la dixième partie de la circonférence , Farc BV sera la moitié de cette dixième partie, c'est-à-dire la vingtième ( 24).
54. A cause de V6 = VA , le triangle A VA est isoscèle, ainsi que bTf. De phis, comme on a FA : hb :: A6 : A/(S2), ou en substi-^ tuant des valeurs égales , V A : Ai :: Tb : bff les deux triangles isoscèles auront leurs côtés proportionnels; donc ils seront semblables.
(6, liv. 6)
55. Comme on a aussi bF : FA :: FA : Ab (45 et 17^ liif. 6), en substituant des valeurs égales, on aura AF l b\ :: b\ : A6«Doqcles côtés qui forment Tangle commun en b, dans les deux triangles 6F V, èVA, seront proportionnels y et par conséquent ces triangles seront ' semblables (6^ Iw. 6); donc aussi le triante b¥Y sera isoscèle, et l'on aura F V =F6.
56. L'arc yV étant un cinquième (55), et l'arc fT un dixième de la circonférence ( 47), l'a^ TV en sera aussi un dixième jl d'où la corde TV = T/=; T6 = 6 A. JViais on a aussi V6.=:TA (53) j donc les deux triangles V T i, T A A seront égaux, puisqu'ils auront tous leurs côtés respectivement égaux (8,4» ^^* ^ )•
6o GEOMETRIE OU COMPAS.
PROBLÈME
57. Diviser une circonférence en deux cent quarante parties égaler.
Solution. Tout étant comme au n^ 4' 9 soit divisé par le moyen donné (50 > 59) Tare NG an point cT eu deux parties égales^ ce qu'on peut faire en faisant les cordes v fi, fi S" égales iau rayon ep. Les deux arcs PcT, eTcr vaudront chacun la deux*cent-€piarantième partie de la circonférence. (Fojez encore le n* 58.)
Démonstration. En effet, soustrayant des deux moitiés NcT, QJ^, les arcs égaux NP, G^ (45), il restera PcTss /tt. Mais P^r est la cent-vingtième partie de la circonférence (45) ; donc, etc.
58. On pourra, avec une ouverture de compas prise du point J^ à un point quelconque N de la division déjà obtenue (45) 9 continuer à diviser en deux toutes les cent-vingtièmes parties de la circonférence. Par exemple, avec cette ouverture , en plaçant le centre en p, on divisera l'arc 'TT^; en plaçant le centre en P, oi| divisera Tare ^G, et ainsi de suite.
59* Les trois points a et b {fig* 1 2 ) et e 0%* 11) ^^t ^^^ remarquables ; car , au
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moyen de ces seuls points pris hors de la circonférence f nous avons divisé la même en deux cent quarante parties égales, et nous sommes ensuite parvenus à en déterminer la deux-centquarantième partie^ en n'employant que les cinq ouvertures de compas AB^ BD^ Aâ> à^y Ab. Comme ces points peuvent servir dans la suite à plusieurs autres usages importans , lïoas trouverons , par rapport a eux ,■ trois^ équiations fondamentales ^ desqiielleis ïious tirerons, quand il sera, à propos, dotize autres équations^ et dont noua ferons voir les applications lorsque l'occasion s'en présentera.-
FROBLEME.
60. Diviser un arc quelconque HC (fig. iS) en deux parties égales en G.
Sohition. Avec le rayon AB^ qui a décrit l'arc. BC k diviser^ et des centres B et C, qui sont les deux extrémités de l'àrc^ soieùt décrits les arcs \J), AE; .qu'on fasse à BC== AD = AE (10); puis des centres ï) et E, et d'un rayon DC = BE/ soient décrits deux arcs qui se coupent en F. Maintenant avec le rayon A F, et des mêmes centres D et E, qu'on décrive deux autres arcs qui se coupent en 6> le point
6a GÉoméTRiE du compas.
G sera sur .la circonférence^ et l'on aura l'arc
BG3=GC
Démonstration. Les c6t^s des ir^ois triangles DBÂ, BAG^ ACE^ étant respectivement égaux > on aura Fangle B C A ==: C AE (8 , Iw. i ). Donc BC s^ra {^rallèlp à AE (38^ &V. i) ; ^donc BÂ£€ sera un pairallelograqime (33^ U^. i). -
,0a prouvera ide la mésne manière que BC A D est un parâllélogramîxie. On a ensuite > dans le parallélogramme BCAD^ la diagonale AÎB ég^le aiix cotés opposés BD^ AG, Dquc te carré de la diagoÂialè D G sera iégal à la somikie du carré de l'autre diagonaler AiÇj'ét deâ eàM^ des deux côtés AD, BG (25), c'est-à-dire (DG/=(AB)»+2 (AD)*; et comme les deux droites DA • AE sont parallèles à la droite BC , les points D , A , E serdnt dans la même Ugne droite. De plus, les triangles F AD, FAE ayant tous leui^ çôt^f pgau^, les, angl#s F AD,.JFAE seront ég^iix (8, Uç. i ), ^t p??, conséquent droij^ (i3, Iw. I ). On aura (ioi}c .j J ,;
• ■ ' {DF)-==(Ab)^_i|-,(Arj«v. :;•:;;
mais(I)F}*?=(pC)'j 4pnc; - ,.,
■ (AD)»4-(AF)»=(AB)» + 2(AD)'; et ôtant (AD)*, on aura , - ,j /•
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I)G)'==(AB)« + (AD
jet parce qijie les^trian^s^GAD, GAEcmt leizrs côtés égaux/le$ an^es-GAD, fiAE sont égauk et droits (8) (i3, fcV. j). Donc
(DG)* = fAG)-4-(AD)*;
donc AB = AG, et par conséquent le point G est sur la circonférence. Otant ensuite des angles droits G AD y GAE ^ les angles égaux BAD GAE^ les angles restans BAG, GAG seront égaux ; donc Tare B G est divisé en deux parties égales au point G (33, &V. 6).
61 . Remarque. Si l'arc à diviser était très petit, comme bc {Jig. i3), il vaudrait mieux, dans la pratique , y ajouter de part et d'autre des arcs égaux un peu grands , comme è G , cC^ et diviser ensuite l'arc BG en deux parties égales au point G : Tare 6 c se trouverait ainsi divisé en deux parties égales.
62. Si au contraire l'arc à diviser était trop grand , conline PGQ, il faudrait en retrancher de part et d'autre des arcs égaux PB , QC , afin de donner une grandeur moyenne à la moitié
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de l'arc BC y et ensuite diviser cet arc par lé milieu au point G; l'arc PGQ se trouverait ainsi divise en deux parties égales.
63* On voit donc que tous les problèmes
relatifs à là division de la circonférence ^ otL
des. arcs dé cei^lé qu'on peut résoudre avec
/la règle et le compas ^ peuvent se résoudra
aussi avec le compas séuL
LlYtlK TROISIÈME.
i)E LA MDLTiPLICATtoN Et DE LA DIVISION DES DISTANCES EN LIGNE DROITE.
PROBLàHE;
Tripler y quadrupler^ eicéj une cùs" tance AB
Solution. Qu'on ajoiite (j^g. i ) à Afi la droite égale A£ (64) ; qu'on ajoute de la niême riiàliière la Ugne égale EV^ etc., là dfoite IBÂEV sera égale à 5 AB : en continuant de la même manière ^ on quadruplera , etc»
Démonstration. La ligne BAE est droite ( i5, /iV. 4)> siinsi que la ligne AEV; donc, fetc;
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PROBLÈME
66* Partager en deux parties égales la distance AB, c'estrà-cUre trçuver le point M qui soit au milieu de la dfoite AB.
Solution r*. Après avoir décrit (Jig. i4) 1^ demi-circoarérence BÇl)E (64), du centre E et d'un rayon EÇ soit décrit un a^i^ in(|^ni PB/?; du centre B et d'un rayon B A , soit encore décrite la demi-circonférende /> A P m ; ens^ite , du centre P el du rayon P^R soit, décrit Tare B M, et qu'on fesse a P m =: RM ;; le point M sera le point chercbé. -
Démonstration. La ligne' B m^ sera sur le prolongement de B/7 (i5, Z/p. 4)« Substituant les trois lignes égales BP> Bp , Bm aux trois lignes égales A/7, pB, />S du n*' 22, les trois lignes égales PE, BE, pE aux trois lignes A Q,^/9'Q, BQ, et la ligne Pmàla ligne *AS; l'équation
AS./?Q =t/(Af )• (22) devi,eadra, Pi??.^,Ç, == (BP)', Mais Bfl = 2 AB„. et BP « AÇ,< dpw
BPM,BPmont Ipurs angles, é%^\pc^ ^ Af i , > J. ;, à<ff^f:m^ est parallèle à ^&f (;^8.,^<^j(. ^J^JJ^is leç; trianjg^es B,^/», BPE pntigffssi/l,es..i\ngies
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égaux (25i) : dbnd ^P est pàraiïlèie à BÉ (2e, Iw. 1 ) ; donc lès (ïroitês B JVt , B£ se tonfondeiit.
Sohiêion U* Du point A cotnihe centre » et du rkyon AB (j%i i5)> soît décrite la dèiriîcirconférance BCDE (64) î des- points B et £ comme centres^ et du même rayon AB^ soient décrits les deux arcs indéfinis GP^ DQ; des mêmes points B et £, comme ceilrffés^ et du rayon BE, soient décrits les deux arcs EQ, BP; du centre P et d'un rayon PB soit décrit l'arc BM; enfin qu'on décrive du poin^E comme centre , et d un rayon P Q > un arc <juî coupe Tare BMau point M; le point M se^i^ le point cherché.
Démonstration. Après avoir fait les , s^bsti:^ tutions nécessaires dans \ajig. 5 (23) ^ ou aura
PQ.BE = (.BÈ)^ — (BP
Mais BE = aAB, BP = AB, ,PQ ==ME; donc
aMÉ.AB==-4(AB)» -- (AB)*k= S(A-È)*y
donc, divisant par AB> onaura 2jVIEz::;:3AJB, Mais à cause.de Tégalité des côtés opposé^ ^. PQEM sera un parallélogramme qui, divi$é en deux triangles équilatéraux par la diagonale QM, donne ratfgiePQM='QRIE (8, liv. i);
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d'où l'on voit que FQ est parallèle à ME (:i8, &V. 0, etPMparallèleàQE(33, &>• i). De plus, ou a PQ parallèle à BE (23) : donc ME, BE coïncident ; donc , ayant ME=MA+ÂE MA 4- AB, on aura
:2ME = 2MA + âAB = 5AB ;
d'où l'on tire
MÀ = AB
Solution ÏÏI. Du centre A et d'un rayon AB sbit décrite (fig. i6) la demi-circonférence BGDE (64); du centre B et d'un rayon BE soit décrit l'arc indéfini VEp; du centre E et d'un rayon EC, qu'on décrive un arc qui coupe ce dernier aux points Tetp; des centres P et p^ et du même rayon PE, soient décrits deux arcs )|iti se coupent en M , le point M sera le point cherché.
Démonstration. Le point M sera sur la droite BE (1 3) ; et en substituant dans l'équation (1 9) pV #/>Q== ( A/>)^ les distances , c'est-à-dire les droites correspondantes de cette figure^ on aura l'équation EM.EB t^ (PE)*. D'où, à cause de (PE)*==(EC)-=î5(AB)» (m, iV. i5) (2) , on aura
!iAB,EM=:8(AB)S-
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et divisant par AB^ 2EM =s 5AB^ ou bien 2A£^:2AMss5AB:
d'où y retranchant les quantités ^ales :)AE> :aAB^ il reste 2AM = AB.
SobuionIV. La demi^<drconférence BCDE ifiS* 17) étant décrite (64) ; du centre B et d'un rayon BB soit décrit un arc indéfini aUp ; du centre £ et du même rayon BD soit décrit un arc qui coupe celui aJip, au point a.; puis du rayon A a et du centire Ë soit décrit un arc qui coupe cet arc aJip ^nT et p; enfin du même rayon A a et des cçntres If et p soient tracés deux arcs qui se coupent en M ^ le point M sera le pQÎ'nt cherché.
Démonstration. Le point M sera^ sur la droite BE (4 5) j puis y disant les substitutions nécessaires dans l'équation
AB)* = 2(AB)* (27) + 2 AB.MB
4'oiLi;p soustrayant ^(AB)*^^,
7Q GÉOMÉT.RIB QU COUPAI.
AB= 2MB.
On peut: donner plusieurs autres solutions d^ ce prpblèn;^^^ ou en. en^plçyant^ de ^ijpurveaux rayons de cercle, o^ ef^. .GO|}i]^î^|int eq^re celles les solutions précédentes*, piat^ je crois inutile de les indlque^v^^iPL^^W .W^ assez sin^ple , mais qui pourt^ a'Q$^ pas. très exacte daps la pratique, paFp<^^ quQ 1 Jieits . aifc^ s'y coupent ^angles trop f^gi:i^., i;
Solution J^*. Aprèa ayo^r :4çcif.t.p^^.. :i4)t i\ du çpntre A et d'un^ T^J^^ A? U*4^mirçîrconfeVence BCDE (64); ^•. du centreE et 4'iW raypn EB l'^irc inde'fini ÇBpj qu'on ;4^Cï^ivft.dQ centre B et d'un. T^ypn ABS U]i?. arc ^i ço^pe
l'arc PB/? en P ^\pi soient ei^Q^i'e décritç^^ àes
II
centres P çtpet du mêm^ ir^yon AB) d^?t stfcS qui se coupent en M , le point M sera )ç pDlat
cherché-.
Démonstration. Le point M sera sur ^^^oit^e BE (15);.çt cQïunje, * cause d'i^iangle a la base commun en B (5, 32 , Z«V. i , 4> ^^^ ^)i» les deux ^iapgUs ispscèiaéi StPM^BBE sont semblables , on aura
^E:Bp,i: BJ?,,:,3]V1:. ;:
d'où (17, UV.&) ;, ; ,, ....;... ... .-.
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fiE.Bliî=(BP}«=(AB)*, ou
aAÊ.BJÏns'CAB)';
et divisant par AB,
•ïBMcsAB.
PROBLÈM E».
, . .67» Continuer la sous^iptsicfn eh deuxpdr^ (iM égales ^ avec iàvb constràciicfd plus simple, dé ÀM en N^ de AN eii Q^ etc. ,à Vinfim.
Solution /•*• Après avoir décrit (Jig* 1 8 ) du rayon AB la demi-cîrConjférence BCDE (64) ; dupentreB avecle même rayon AB> l'arc îndéfini r'Ckp'; des centres £ et B çt du rayon BE les deux xecs R'Q'ÏI'B/jj'^V, PQREry/j; ,etdu centre E du raycMi EC y l'arc PC/?; si Ton décrit des centres f^ et p^ et du rayon A B deux arcs f ils se couperont en M au milieu de la droite AB (solution V) (66). Si des centres P et p et ,du rayon P Ë on déprit dduoc arcs ^ ils se couperont aussi au même point M (solu^ tionlll) (66). Qu'on fasse maînfenanlî à A'F = BQ' = Bq' = q'N = Q'N (1 1 ), le point N sera au milieu de l'a droite AM. Qu'on fasse '
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AQ' = BR^ = Br' = r'0 = R'0, le point Q
.^era au milieu de la droite AN. Eu continuait ainsi , on diviserait de la même manière ÂQ ^n deux parties égales , etc. , à Tinfini.
Démonstration. Si l'on imagine une droite F'A qui divise eq deux parties la base B£ du triangle FBE (12), on aura (26)
BF)* + (FE)^ = 2 (AB)- + 2 ( APO
Di'QÙ, après avoir substitué les valeurs de BP^ =;;; AB et de P'E = !2AB; et soustrayant 3(AB)% onaura5(AB)*«!ï(AF)*îd'oùron tirera^ en diyi^nt pai* 2 ^
(AF)« = (BQ')- = |(AB)-;
et comme le point N est sur la droite B E (1 5.)^ le triangle isoscèle Q'BN, à cause de l'angle commun en B (5 et 3:2, /zV. i ,4f Uy* 6) sera semblable au triangle Q'BE. D'où (BQ')*^ = BN.BE (ly j liy. 6). Puis , comparant entre elles les deux valeiups de (B Q')*, Ton aura
-(AB)- = BN.BE=aBN.AB,
et divisant par 2 A B,
?AB=^BN;
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donc
De même on aura (26)
(BQ')« 4- (Q'E)« = a (AB)t-t. a (AQ')';
l (AB)? -f- 4 (AB)î = a (AB)^ + a (A ?)•;
et réduisant -^
2(AB/=CAQ')- = (BR'^
Maïs (BR0- = BO.BE=:!ïAB.BOii donc aussi
2(AB)*=2;AB.B0; 4 ou
2 AB=B0, et AQ = gAB,etc.
Sohuioji II. Qu'on fasse à AP=iEQ = E9 = f N = QNj le point N sera au milieu de Is^ droite AM.
Qu'on fasse à AQ = ER = Er= rO==RO, le point sera au milieu de la droite A N.
Continuant de la même manière ^ on partagerrait en deux la droite AO;» et ainsi de suitç \ l'infini.
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Démonstration. Ei^ effet, on a (26)
AB = EO
et
AO=i=^AB,et€. ■'■'■
Solution m. Pu çenti;*e A et du rayon A B ifië' ^9) sôîl décrite la. demi - cîrcojiféreacQ BCDÊ (64);* avec le méine rayon AB, et des centras B et E , '3bi0rit décrits les arcs indéfinis CP, Un; des n^émes ceiitres B et E, et du rayon BE, soient décrits les arcs ^pqr, BPQR, od pourra trouver le point]|^^ enfaisant P]Vï== tB, EM = Py (solution //)( 66);! Actuellement,, qu'on fasse à AP = BQ = QN^^ Ég^;' qu'oa fasse aussi à Q2===£JN[^ lepûip^N^ ^ra au milieu de la droite A M. Soit fait pareillement à AC^t.BRii&ROû^Er^eiàRri^fiai lé point sera au milieu de la droUf; AJS»\ ^^. \\ o
Démonstration, Après avoir fait dans la^g. 5 (z3) les substitutions necessrarès', 6ti aura
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MaisB£r=aAB, et(BQ)*=B- (AB)' (vo^ez la démonstration de la solution P* ); donc
aQî.AB=r4(AB)'--|(AB)'î puis 9 divisant par :k AB, et réduisant, on a
Q9=|ab.
Donc aussi EN = r AB; donc la droite A B
étant la mèn^ie dans les deux^g. 1 8 et i g, les côtés des deuij: triangles Q'NE (Jig. i8)^ QNE {fi^. tq), {Seront aussi les mêmes. D'où en superposant les trois points B , Q, E de la^g. ig, sur les trois points B, Q% E de la^g. i8, les points ]N d(ss deux figures se confondront aussi;
De même, faisant les substitutions nécessaires dans la figure 5 (25)} on a
Rr.BE = (BE)*— (BR)*.
Mais (BR)*:^ I (AB)* {démonstration de làso^ lution /'*); donc
Rr.BE^(BE)'-|(AB)»;
pu bien, substituant 2 AB à BE, otk s^
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aAB.Rr = 4(AB)* — |(AB)*;
puis, divisant par 2 AB et réduisant ,
Rr=|AB=OE.
Donc les points £, R, B de la fig. ig coïncidant avec les points E, R', B de la fig. 18, et les lignes RO et EO y étant respectivement égales aux lignes R^O, EO de la fig. 18, le point coïncidera aussi. D'où l'on voit que le point se trouvera au milieu de la ligne AN.
On démontrerait de même pour les antres divisioïis jusqu'à l'infini.
On pourrait employer d'autres nioyens pour trouver les mêmes points : mais nous passerons h d'antres divisiojûts de la ligne AB en un nombre difi^érent de parties.
PROBLÈME
6Sl* Dwiser la distance hB en trois parties égales^
Solution. Qu'on ajoute en ligne droite de part et d'autre à AB (Jig. 20) les deux distances AE > B V qui lui sont égales (64) f des centres E et V et du rayon E V soient décrits les^ deux an» indéfinis QVç, FE/?; des mêmes
centres E et V et du rayon E B soient décrits deux autres arcs qui coupent les premiers en Q, q , et VffS avec ce même rayon EB, et des centres F et p, soient décrits deux arcs qui se coupent en T;' enfin, avec le même rayon et des centres Q, q soient décrits deux arcs qui se coupent en ^, la ligne AB sera divisée en trois parties égales aux deux points T et /.
Démonstration. Les points T, t seront dans la ligne droite YE (45); puis, à cause de l'angle commun en E (5 et 3 3^ liif. i ; 4? liv. 6) $ le triangle isoscèle EPT sera semblable an triangle isoscèle ÉPV; donc (PEj*=ET.EV (17^ ZiV* 6). Substituant dans cette éîquatîon 2 AB pour PE , et ^AB pour EV , elle de-
viendra | AB ^ ET j d'où AT « | AB. Oa
démontrerait de même que B^ est tm tiers de AB^ et par conséquent aussi T t.
PROBLÈME
69. Diviser une distance k^ en un nombre quelconque de parties égales
SolufiUM. Un exemple ou 4eux« feront mieas) seûtir la règle. généiiale. . . / i in
< Exemple /•'. Siît (yfg. 21 } U>dîstaïice'AA»
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à diviser e^ ciqq «parties ég^le;s ; qu'pn lui ajoute
en ligne droite les quatre dis^nc^ A|), ËF,
FG, GH (Ç5) qui lui .sont égalas , de manière
qu'eUe soi(t quintuplée en BH , cest-à-dim
multipliée par autant d'unités qu'il y en a àsivA,
le nom!t)re qui ii^^ique en combiea de parties
on veut la dWî^^^* ^^^ extrénûtés B et H ^
CQii)i|ie ççu1;res^ et avec un rayon A B de la
lougueur de 1^ distance qu'on veut diviser,
qu'on décrive deux arcs i^défîm$ AC, GI; des.
mêmes centfes ]Ç et H , et avec un rayon BH,
soient; décwta le^ 4eux; arcs HI , BC ; puis dii,
cenixe C et du prfpaiçr rayon AB qu'on décrîVeî
uoiarc ^4^$^if(Q; enfin, du centre H avec'
la rayçu CI qu'on décrive- un atc qui coupe ^
TaW; BQ eu Q; la^ distance BQ sera sur la diî-
rection de la ligne B A , et en sera la cinquième
partie
Si l'on ajoute ainsi à BQ la droite égale Qî (64), et ensuite les autres lignes égales qr^ r^, ou aura déterminé, toutes les cinquièmes parties de h droite B A.
exemple II. Si l'on veut diviser la distance ; A3 en scjptp^rtiçsi égalées X^g, 22), sôit faite la ligné BH.^ej^ifois plus grande que BA; dçs! e:^tréniitésiidç cette ligne,, c'esti-à-dire des. pQÎpts B: çt H^!,et avec le myouj AB; soient
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décrits les arcs indéfinis AC, GI; dés mêmè^ centres B et H , et du ra^on B H ^ soient décrits les deux arcs HI, BC; du ceritre C et du premier rayon AB sôit décrit un arc indéfini BQ; du centre H et du rayon C I soit décrit un arc qui couple cet arc BQ en Q; BQ Sera sitr la direction de BA > et en sera la septième partie» Démonstration. Les triangles CQI^ IHQ ayant leurs côtés respectivement égaux , où aura Fangle CIQ = IQH (8, àV. i) j donc CI est parallèle à H Q ( 28 ^ Iw. i ). De plus > la ligne CI étant aussi parallèle à BH (25)^ le point Q sera sur la ligne BH; D'où l'on voit cfue les deux triangles isoscèles CBQ, €BH ayant un angle à la base commun en B^ seront semblables (5^ 52, liif. I ; 4» ^^* 6) ; ce qui dotfne
HB;BC :: BC : BQ,
ou bien
HB : AB :: AB :BQ:
donc la ligne AB sera autant de fois plus grande que BQ , que la droite HB sera de foitf , plus grande que AB.
Solution IL Si Fou veut diviser (fig. aS) là ligne AB, par exemple , en cinq parties égales/* après avoir déterminé , conïme dans la solii-^ tion I, la ligne BH cinq fois plus grande que
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la ligne AB , soit décrit du centre H et du rayon AB un arc indéterminé CBc; maintenant^ du centre B, avec le rayon BA, qu'on décrive la demi-circonférence cCK (64); puis, du centre C, avec le même rayon AB, soit décrit l'arc BQ ; enfin du centre B et du rayon CK qu'on décrive un arc qui coupe cet arc BQ en Q, la ligne BQ sera la cinquième partie de la ligne BA , et sera placée dans la même direction.
Démonstration. La droite BK sera sur le prolongement de la ligne BC (i5, Iw. 4)* ^P^^ès avoir fait les substitutions nécessaires (22), on aura
BH : AB :: AB : BQ
donc la même ligne AB sera d'autant plus grande que BQ, que BH sera plus grande que AB; et quand on aura BH = 5AB, on aura aussi AB = 5BQ; ensuite les deux triangles BKC^ BCQ ayant tous leurs côtés égaux entre eux, on aura l'angle KGB = CBQ (8, Iw. 1). Mais l'angle CBH est aussi égal à l'angle KGB (22) : donc BQ sera sur la direction de BH.
70. Il est clair que ce dernier problème (69) peut être très utile dans la pralîque pour diviser en lignes un pied déjà divisé en pouces, puisque B H étant égale à douze pouces, BQ deviendra égale à la douzième partie du premier pouce AB, cestrà-dire à une ligne. On pourra de la même manière sous -diviser en centimètres le mètre dé^ divisé en décimètres. Quand la droite AB , sur laquelle on doit trouver le point Q, sera décrite, l'opération sera plus simple, puisque , sans décrire du centre C, et avec le rayon AB, l'arc BQ, il suffira de couper en Q la droite donnée AB avec les ouvertures de compas précédemment indiquées.
LIVRE QUATRIÈME
DE L'ADDITION Ef Dï) LA SOUSTRACTION DES DISTANCES ; DE LA SITUATION DES PERPEN- DICULAIRES ET DES PARALLÈLES.
71 . Il est sans doute fort simple et très facile d'ajouter à des distances données , ou d en retrancher une autre distance avec la règle et le compas , en tirant une droite indéfinie par les deux extrémités de la première distance, et en y ajoutant ou en en retranchant avec le compas la seconde distance (5 , Iw. i); mais il n'est certainement pas aussi prompt ni aussi aisé de le faire avec le compas seul : aussi ne donnerons-nous pas ici les problèmes suivans comme d'un grand usage ^ mais seule-r mQnt pour faire voir qu'il n'y a aucun problème de Géométrie élémentaire qu'on ne puisse aussi résoudre avec le compas seul dans le sens déjà expliqué (1), ce qu'on démontrera dans la suite plus rigoureusement, et pour remplir la promesse que nous avons faite (7) de n'omettre aucun des élémens de cette nouvelle Géométrie.
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PROBLÈME
7% De la distance AB (fig. n/^) retran" cher une distance égale à CD.
Solution. Du centre B et du rayon CD (si c*est du côté de B qu'on veut retrancher la distance) décrivez la circonférence FGEH; du centre A, et d'un rayon quelconque soit décrit un arc qui la coupe en E et F , et divisez en deux parties égales au point G Tare EGF (60), le point G sera sur la droite BA, et Ton aura pour reste la ligne G A.
Démonstration. Les triangles EBG^ FBG ayant les côtés égaux, l'angle EBG sera égal à l'angle FBG (8, liv. i) : donc l'angle EBG sera égal k la moitié de l'angle EBF. Les triangles EBA, FBA ayant aussi les côtés égaux entre eux , on prouvera de même que l'angle EBA est aussi la moitié de l'angle EBF. Donc l'angle EB G est égal à l'angle EBA : donc le point G est sur la droite BA. Mais BG est aussi égal à CD : donc en retranchant de AB la droite CD , on aura G A pour reste.
LITRE QUATRIÈME
PROBLÈME
75* jijouter à la ligne AB (iig. olS) la dis^
tance CD en ligne droite.
Solution. Du centre B ( si c'est de ce côté qu'on veut ajouter la distance CD) et d'un rayon CD, soit décrit le cercle FGEH. Du centre A , et d'un rayon quelconque , soit décrit un arc qui coupe le cercle en £ et F ; qu'on divise en deux parties au point H l'arc £HF ( 60) > le point H sera sur la droite AB , et AH sera la somme des deux distances AB , CD.
Démonstration. Les triangles EBH, FBH ayant les côtés respectivement égaux, ainsi que EBA, FBA, Fangle EBH sera égal à i*angle FBH, et l'angle EBA égal à l'angle FBA. Donc
EBH H- EB A = FBH + FBA.
Mails la somme de ces quatre angles vaut quatre angles droits (i5, AV. i) : donc leui moitié (par exemple EBH + EBA) vaudra deux angles droits ; d'où l'on voit que la ligne HBA sera droite (i4, Ui^. i). De plus, BH=CD;
donc
ah = Ab + cd.
■ PROBLÈME
74. Placer sur AB (fig. aS), de B i^ers A, fa distance CD plus grande que AB.
^ ,SoUition^ Du centre B et du rayon CD* soit décrit un arc indéfini LMN, ou un cercle entier j du centre A, et dun rayon arbitraire, soit décrit un arc qui coupe le premier arux points li et N ; qu'on divise l'arc L N en deux parties égales au point M (60), la ligne BM sçra, la ligne CD placée où on voulait ççaeïle le fût.
'Démonstration. Comme on a Tangle LMA
=à: NiVIÀ == -^-LMN, et aussi LMB^=NM-B
= - LMN, on trouvera , par le moyen des
démonstrations dés deux proWëinés précédens, que l'angle LM A = LMB : d'où l'on voit que B AM eët droite ^ de plus, eUe est ^gale à CD : ^nc, etc. — > . \ . î : ;^
V 75* Qbseirvation. Si Parc décrit.du centre A Coupait 'à angles trop aigus l'arc décrit du centre B , ce qui arrive quand la ligne AB est
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trop petite par rapport à CD, il faudrait ajouter à BA la lîgne égale AE en ligne droite , ei couper avec un arc décrit du centre E en L et M l'arc LMN.décrit du centre B; si alors les angles des deux arcs sont encore tro^ aigus, il faut tripler, quadrupler, etc. (65), la ligne RA de B vers A , jusqu'à ce que le point qui la termine , pris pour centre du second arc, donne les angles dïntersection en L et M plus approchans de l'angle droit. On fera la ibême chose dans les cas semblables pour les n°* 72 et 73.
76. Étant donnés deux points A et B (fig. 26) , trousser un point H tel que la droite BH soit perpendiculaire en ^ à la ligne AB, et égale à une ligne donnée QH^ . ^
, Solution. Du centre B , et avec la distance CD pour rayon, soit décrit un cercle F EH G; du ce;otre A, et avec la distance AB pour rayon, soit décrit un arc qui coupe le cercle en F et E ; qu'on détermine la demi-circonférence FEG (64) , et qu'on divise en deux parties égales au point H l'arc GE (60), le point H sera le point cherché.
Démonstration. A cause de la similitude des triangles GEB, EBA (22), on aura Tangle GEB = EBA : d'où l'on voit que GE est parallèle à BA (28, Iw. 1). Mais BH, qui divise l'angle GBE en deux parties égales, est perpendiculaire à la corde GE (9, ii> 12, Z/V. I ), et par coaséquent aussi à B A ( 2 5, Iw, 1). Or, on a de plus BH == CD; donc H est le point cherché.
Si la ligne A B était plus petite que C D , ii faudrait doubler ^ tripler, etc. (64, 65)«
PROBLÈME
77. Étant donnés deux points h et B (fig. 27) , tromper un point D_, tel que DA soit perpendiculaire à AB.
Solution. Des centres A et B , et d'un rayon (AB, par exemple) pris arbitrairement, soient décrits deux arcs qui se coupent en C ; avec le même rayon , et du centre C , soit décrite la demi-circonférence BAD (64), le point D sera le point cherché*
Démonstration. L'angle DAB est inscrit et appuyé sur le diamètre : donc il est droit (3; , liv. 5).
LITRE QUATRIÈME
PROBLÈME
78. Etant données les deux extrémités d'une droite AB ^ et un point D pris hors de cette ligne y trousser (fig. 28) un autre point E qui détermine la position de la droite D E perpendiculaire à XB y et le point M où elle la coupe.
^ofc/iow. Soit faitàAD = AE, à BD = BE ( H ), le point E sera le premier point cherché. Soit divisée la ligne DE en deux parties égales au point M^ le point M sera le second point.
Démonstration. Elle se trouve au n® 14.
PROBLÈME
79. TYoui^er deux points dune droite qui soit perpendiculaire au milieu de DE (fig. 28).
Solution. Soit fait à un rayon quelconque pris arbitrairement = DA = EA; soit fait de Tautre côté au même rayon , ou à tout autre pris arbitrairement, = DB = EB, les points A et B seront les deux points cherchés.
Démonstration. Elle se trouve au n* 1 4.
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PROBLtMS*
80. Etant donnas deux points A ei B (fig. 29) dune ligne droite ^ et un point C pris hors de cette ligne y par lequel on veut mener une parallèle à A B ^ trou\>er un autre point D qui en détermine ia position.
Solution. Soit fait à CA=:BD (H) et à BA = CD, le point D sera le point cherché.
Dérnonstration. Dans'les deux triangles CDB^ CAB, qui ont les trois côtés égaux chacun à chaëtfn, 1 angle DCB est égal à Tangle CBA (8, li\>. 1) : donc CD est parallèle à AB (28, ftV. i).
PROBLÈME
8i . Étant donnés (fig. 3o) deuàc points ket B dune ligne droite , et un point C pris hors de cette ligne^ porter à ce point C une distance ÇB ; de manière que la droite QaYa soit parallèle a AB^
et égale à une ligne donnée MN.
Solution^ Ajant trouvé un point D de la ligne parallèle qui passe par le point C ( 80) ^ sur la direction de la ligne CD , placez la droite MN, en la soustrayant , si elle est plus petite
LIVRE QUATRIÈME* Qt
(72), oa en l'ajoutant de l'autre côté (75) , ou en la plaçant sur CD de C vers D , si elle est plus grande ( 74) , suivant que l'exigeront le& conditions du problème.
Cette solution n^a pas besoin de démonstra*lion.-
82. rérifieriûg. 5i) si les points X , B,C sont en ligne droite.
Solution. Des centres A et C , et d'un rayon (AC, par exemple) pris arbitrairement, soient décrits deux arcs qui se coupent en J) et £ j puis ; qu'on observe si DB=EB : si cela est, les trois points A, B, € sont en ligne droite; i^inon, ils n'y sont pas.
DémanstrdtioH. Si l'on à encore. DB.;;:=»£B,
on aura fangle DAB = EAB = i DAE
(8, Z/v. I ), car les dçux triangles D A B , A B E ont les côtes égaux chacun à chacun. Mais, par la même raison , dans les triangles DAC.et EAC , les angles D AC , EAC sont égaux , et par conséquent chacun d'eux est égal à la moitié de Tangle DAE : donc on aura DAB = DACj d'où l'on voit que les trois points ABC sont en ligne droite.
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Mais si la ligne DB est plus grande ou plus petite que EB^ l'angle D AB sera ou plus grand ou plus petit que l'angle EAB (aS,. Iw. i); il ne pourra donc pas être égal à l'angle DAC, puisqu'il ne saurait être égal à la. moitié de l'angle DAE : donc les trois points A^ B^ C ne pourront être en ligne droite.
PROBLEME
85. Etant donnés trois points A^ B^ D (fig. Zn) y vérifier si la ligne D A est perpendiculaire à AB.
Solution. Soit doublée la ligne AB en BE (64) par le moyen du demi-K^ercle BPQE; qu'on observe si l'on a D B = DE : si cela est^ l'angle D AB est droit ; autrement il ne l'est pas.
Démonstration. La droite BAE étant le diamètre du cercle^ fera avec DA deux angl$ dont la somme vaudra deux angles droits ( 1 5, ftV. 1 ) . De plus, dans les deux triangles DAE, DAB, qui ont les côtés AE, AB égaux et le côté AD commun ^ quand on aura le côté DE égal au côté DB, l'angle DAE sera aussi égal à l'angle DAB (8, /iV. i), et par conséquent ils seront tous deux droits. Mais quand DE sera plus grande ou plus petite que D B, l'angle
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DÂE sera aussi plus grand ou plus petit que DÂB : donc l'un sera aigu et l'autre obtus
PROBLEME
84. P^érifier si la droite qui passe par deux points donnés D_, F (fig. 55)^ est perpendiculaire à celle qui passe par deux autres points donnés A^B.
Solution. Trouvez , par le moyen du point D, la droite DE perpendiculaire à AB (78), et voyez si les trois points DE F sont en ligne droite ( 82) : s'ils y sont , la ligne D F est perpendiculaire à AB ; sinon ^ elle ne l'est pas.
Démonstration. En effet, DE est perpendiculaire par construction; si DF l'est aussi , ce sera la même droite , puisque d'un point D à une droite A B on ne peut mener deux perpendiculaires (corroll. prop. 5a, liv. i).
85. Etant donnés (fig. 54) deux points k^ B d'une droite ^ et deux points C ^ D dune autre , vérifier si ces deux lignes sont parallèles.
Solution. Soit fait à AD=AE, à BD = BE
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(11), et de même à AC=AF et à BCt=BF; on observera si DE = CF j dans ce cas , les deux lignes seront parallèles ; sinon, elles convergeront du côté de la plus petite.
Démonstration. Les lignes DE, CF sont perpendiculaires à AB, et sont coupées par moitié aux deux points M et N (14) : donc elles sont respectivement doubles des distances DN, CN des points D et G de la droite AB :
donc , quand ces lignes seront égales , les distances le, seront aussi , et par conséquent les lignes AB, DG seront parallèles; autrement elles convergeront.
MN
Solution. Du centre Q et d*un rayon Q/?., soit décrit un arc indéfini A^B; du centre p et d'un rayon MN soit décrite la demi-circonférence BAS; la ligne AS sera la troisième proportionnelle demandée.
Démonstration. lE^ar le lemme du n* 22 , on aura
AS.pQ=(A^)«j donc
AS.pQ=(MN)«,
donc (17, Uv. 6)
pQ : MN :: MN : AS.
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PROBLEME
87. Trouver une troisième proportionnelle à deux distances Qp^ MN (fîg. 56), dont la première est plus petite que la seconde ^ mais pourtant plus grande que la moitié de cette ligne.
Observation. Nous serons assures que la ligne Q/7 est plus grande que la moitié de MN , si les deux cercles décrits des centres Q et/?, qui sont les extrémités de la première distance , et des rayons Q/? et M N , qui sont les deux distances données, se coupent comme dans la figure.
Solution. Cest la même que la précédente , appliquée à la fîg. 36.
Démoristration. Elle est la même que la précédente.
88. Si le cercle p6Q' (^g. Sy), décrit du centre Q et du rayon Qp n'avait aucun point d'intersection avec le cercle décrit du centre/? et du rayon MN , comme dans la figure Sy , on se servirait du problème suivant.
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PROBLÈME
Ô9. Tromper (fig. 57) une troisième propor-iionnelle à deux distances Qp^MTS ^ dont la première est plus petite que la moitié de la se^ conde.
Solution. Du centre p et du fayon MN soit décrit un arc indéfini BAS; du centre Q et du rayon Q/) soit décrite la demi-circonférence pb(l' (64)j du centre Q' et du rayon Q^p soit àécrit un arc indéfini ; si cet arc coupe Tare BAS en deux points B et A , qu'on détermine la demi-circonférence BAS' (64), et qu'on ajoute en ligne droite à AS' (64) une droite égale S'S, la ligne A S sera la troisième proportionnelle cherchée.
Démonstration. On a (22)
AS'./?Q' = (A/))* = (MN
Mais /)Q' = 2/iQ; donc
2AS'./)Q = (MN)*; oubien AS./)Q = (MN)S d'où (17, &V. i)
pq :MN :: MN :>S.
90* Si cependant lare /!)cQ"(y%. 38) décrit
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du centre Q' et du rayon Q'p coupait Tare BAS décrit du centre/? et du rayon M N , déterminez la demi-circonférence pCQ^^ et déaive?; du centre Q' et du rayon X^'p un arc indéfini ; s'il coupe l'arc BAS aux de^x poiqts A et B^ déterminez lademi-circonférenteBAS' (64) } quadruplez AS' (65), et faites AS = 4AS'. Cette is^e sera la troisième proportionaieUe cherché^.
Démonstration. En effets ^o a (23)
AS'./>Q"=(À;>y=(MN)%
et
4 AS' ./>Q = (MN)* = AS,/îQ;
d'pù (17, ÙV. 6)
Q : MN :: MN : AS
91. On procéderait de la a>é<](ie n;^amçre, quand même la distance (^p serait plus grande que la moitié de MN j c'est-à-dirô on prendrait une distance double de cette ligne ^ et }^it ffîs plus grande que Q/^, et Ton octuplerait la ligne AS' que l'on vient de déterminer. Cette distance octuple de AS' serait là troisîèim ^)i?aportionnelle cherchée, et ainsi de suite.
La démonstration est la même que celle qui précède.
93. Dans le cas encore eu la première distatice Q/? serait un peu plus grande que la moitié de la seconde MN, il faudrait doubler <:ette distance , afin que les intersections des deux cercles se fassent à angles moins aigus et plus approchans de l'angle droit (9).
PROBLEME
95. Trou^fer une quatrième proportionnelle à trois distances PQ, RS^ TV (fig. 52).
Solution. Dun même centre Ô, et avec les deux premières distances FQ et RS , prises pour rayon, décrivez les deux cercles BC, Ï)È; d'un rayon égal à la troisième distance TV, et d'un point quelconque B de la première circonférence , décrivez un arc de cercle qui la coupe en C j du même point B^ et avec un rayon arbitraire , décrivez un arc de cercle qui coupe la seconde circonférence en D • du même rayon BD et du centre C coupez la même circonférence en E ; joignez les deux points par la droite DEj elle sera la quatrième proportionnelle cherchée.
Dérmnstratiôn. Les triangles COE, BÔD ayant les côtés égaux entre eux, on aura l'angle
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COE=:BOD (8, Iw. j); retranchant Fângle commun BOE (ou l'ajoutant)^ on aura C06 =ï=EODj donc OCB+OBC = OED+ODE (5:2, /iV. i). Mais les deux triangles COB, EOD sont isoscèles : donc les demi-sommes , c'est4dire les angles à la base , sont égaux ; donc ces deux triangles sont semblables , et Ton a
PQ : RS :: TV : DE
94. Observation P'. Il conviendra de prendre le rayon arbitraire BD , tel que langleBDO soit à peu près droit (9) f ce qui peut se £dre à vue d'œil.
95. Oô^e/va^ioTi //. Si la troisième distance TV ne peut pas être placée comme corde sur BC , ce qui arrivera lorsque TV sera plus grande que deux fois la ligne PQ, il faudra doubler les deux distances PQ, RS (64), et avec ces deux distances ainsi doublées , décrire les deux cercles BG, DE, et achever la constiniction comme ci-dessus (95). Si cela ne suffisait pas, on leâ triplerait, etc. , quand même TV pourrait s'appliquer comme corde au premier cercle; si elle est presque égale au diamètre de ce cercle , il faudra doubler ou tripler ces dis-
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Ujices pour éviter les sections à angles aigus , et en obtenir d'autres plus approchantes de Tangle droit»
La démonstration est fondée sur la proportion suivante :
PQ : RS :: aPQ : 2RS :: 3PQ : 3RS :: etc.
Doncc, lorsqu'on aura fait
BC : DE :: aPQ : 2RS :: 5PQ : 3RS :: etc.,
ce qui suit de la construction , . on aura aussi
Dwiser là droite MK en P\, en parties
proportionnelles à. deux distances données ¥Q^ RS.
SoluUon. Porter sur lé prolongement de > PQi.la diioite QY =bRS (75),- cherchez une «pwtrième-propar^onpfelle aux trois drèîtes ': PV, MN^ PQ (93) j pQrtez-k sur la ligiie MN en MP , en la s^u^tray^nt dé MN (7%^
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le poifit F où elle tombera sera he point ciierche.
Démonstration. On a par constnKtion '
PQ: MP::QV:PN
ou bien
PQ : QV :r M P : V'N^ et en mettant jiour Q V sa ^/^fetti",
PQ:RS Ji MPîPIf.
^^•s Giviser la {bmie AB (fig: 4')^ ^'^
Solution. Du centre A et du rayon AB, décriveïi le c^cfeBiJûf j soit feM ^ans- Sft' -èfiVïiSnfetemce l ABi3=^B€c='CD s= Ï)Ë i*i^Ew?j ll^itiBS à. BDi= Ba tola; faites à' Art iîs(E^'^'a*';.
la dj^mte AB» ser» dividée* eà ii^%eàtié et 'éîir^e raîtssbn atii *oitit *, ef li'ortf aiïfa^ - - f. - '
BA:A5:: A5:6B
Dtmànsinttionj \aye% lé o^ 46* 98* Gé dfiÉ^Aiâi proUème est dacdre un dé ceux que Ton résout au moyen du cofhpiid setil, plus simplement (ju'ayec la règle et le compas réunis. On peut s'^en convaincre en cooi^parant cette solution avec celles données dans les traités ordinaires de Géométrie. Cependant la démonstration en est plus compliquée.
PROBLÈME
99. Trouver une mojrenne proportionnelle entre les distances données AB e^ CD (fig. 42).
Solution. Sur la droite AB, portez CD de B en H (75); divisez AH en deux parties égales au point F (66) ; prolongez la ligne B F de la partie égale By(64); des points F ety"pris pour centre , et avec un rayon égal a AF , décrivez deux cercles qui se coupent au point M, BM sera la moyenne proportionnelle demandée.
Démonstration. Les points y, B, F étant sur la même droite HA, et les triangles MB^, MBF ayant les côtés respectivement égaux,
on aura Fangle MBF=MB/ (8, lis^. i ), et par conséquent chacun de ces angles sera droit (iSy Uç, i); donc MB sera perpendiculaire sur le diamètre du demi-cercle HMA. De là on a (i5, Iw. 6)
ou bien
AB : BM :: BM : BH, AB : BM :: BM : CD,
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DES RACINES
100. Trouwr facilement les racines des nombres entiers^ depuis un jusqu^à diXj en prenant pour unité la distance AB (fig. 4^).
Solution. Du rayon AB^ décrivez le cercle
Wdi faîtes à AB=BC= Cï)=;PE?=Erf=^ î
des points B et £ pris pour centre ^ et du rayon
BD , décriiez lés arcs de cercle qui se coupent
en a et d; du même rayon BD et des centres
D et ^ , décrivez des arcs de cercles qui se
coupent au point V. Du rayon A a., et 4u
centre B, coupez la^circonférenc? ^u point F;
des centres R et F et du rayon A B , décrivez
deux arcs de cercle qui se coupent àù {)biiït T;
on aura
AB ==: y» ,,
aX = |/6
Aa = ^/a
' CV — v/7
BD = v^3 •
- aa- — • |/S
BE =: v/4
BV= v/9
TV=?=V«o.
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Démonstration. On a prouvé (27) que (Au)* = 2; donc Aa= (/a. On sait aussi (2) que BD = v/5 ; on a ensuite BE = 2 = v^4-
Les triangles. BTA^ TAF ayant les côt^ égaux entre eux , on aura l'angle BT A = TAF (8 f Iw. i) 9 et par conBéqoent BT parallèle à FA (28, Iw. i) : donc [BT sera perpendiéûlail^e stti* »A, de ftiènje qtie FA (i7) (liy > &V. t) * de pHts , leè points A et E étant k k HàêiMé diétatnee de^pohrts D et^, àirrâi que les points B et V^ les quatre points B, A, E, V sei^ônt rfans la meriie droite (l3), et Ton aura Ë V = B A (1 4)/ dfn aura 'donc '
. ^ ./.?:;F'(A*)V+4(Ai»}*?rt.5;|: : . ^. :.
d> \ ou
■•-' - ■• Ët=j/5/ ■•■■ ' •
Dé Même»" . ' • ' '
AB = BE = 2ABj d'où . . /
• ■ rAt)-=4;(AB)*=-4:-:,-
On a de plus.(Ais^)? = 2 ( 27) j: donç<^^ = 6 , et aVcQ v^6. 'Comparant énsliite léfe points C , B ^ c ^; Ar^V aVec les points A i p ,6*, P , Q
LITRE DIXIÈME
la figuiTe 5 , et siaJQistiluaiit dfinlis Tiquât jon
•(AQ)-=;=(À/,j*-f /'Q.yQ 08);
(CV)« = (CB)« 4. B t ! À y ==' 1 4 3 . a =T= 7 ; on iiitxtsi . - ... — • -
âioxiaet = 1/8. Ôa a ensuite ÔV= 5 == v''q.
Enfin on a '
donc
PROBLÈME
i 01 • Pcir Je , imxren des racines trou^4es dans le prohlème précéd^^ ^ irmuyer (fig. 44) fe^ autres racines des nombres entier.^ , depuis
ijÇLjus(iu^ 56.
'■ « « Tv 1
' 'S'ofciifô^i; Sdft ^àtxsh^ii \b' tiàtixir^^dàrii otf • Veuf' aVoii' \&tAëihé (ïu4i'bhîÉ-ef (Mrt^' ièita^-'
Otf 36;' avec îa' racirië d'à" rtsrtè( ^àé l'tfn tit^if-' soit déferite la dériWHiri^édtiWi'ttfcè ^i^ER Cfe4)'
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avec la racine du nombre carré immédiatement plus grand , prise pour rayon (on la trouvera par la métHode du n® 65), et des centres Q et R soient décrits deux arcs qui se coupent en P; la ligne AP sera là racine cherchée.
Par ex^mj^e^ si Ton. veut la racine de 39, on aura 56 — - 29 = 7 ; du rayon C V === f/y (100), après avilir décrit la demi-circonférence QLR, soient; des centres Q et R, et d'un rayon = 6 , tracés deux arcs qui se coupent en P, on aura A P = v/29.
Démonstration. L'angle PAQ étant droit (83), on aura
(PQ)« = (AQ)« + (AP)« (47, ZiV. i);
d'où ' ■ ' ' Il
PQ)'-(AQ)- = (AP
Maintenant supposant (I^Q)*=5,^, et égalant successivement (A Q)' aux noinbrés entiers compris depuis i jusqua 10 , (Ar)* ^era successivement égal aux carrés compris depHaïs ^6 j usqu'^ fî5f I>Qpç. op aura s^uc^^iyei^f^^fit çfKir AP. , les racines, 4^ ; tf^n^ ces jionabreSf ; , li^ai^^ Jifi^ racine Ae^5 gçf 5 ( 65) ; d^c.s#ppp$ant,(PQ)^, == a5 f on^aurf\ ^(pja même tnanière les r^m^, depui» 35 jusqu'à i;6 ; et.faisant{3P Q)* =^16, 9» aui:{i;les,ai|ti;esi rfiçinea ^qpuis ijS jusq^i'à fo,;,
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Dans l'exemple que nous avons pris y on aura
CPQ)'--(AQ)'=36~7 = (AP)«=:a9;
d'où
AP = v/29.
PROBLÈME
1 02. Trouver les racines de tous les nom-bres entiers.
Solution. Il est clair qu'en employant la même méthode (101), on peut , avec les racines que l'on a déjà trouvées , avoir les autres racines des nombres supérieurs , et avec celles-ci continuer ainsi à l'infini. Nous avons donc déjà le moyen d^obtenîr les racines de tous les nombres entiers.
PROBLÈME
Trouver la racine dun nombre fractionnaire quelconque
Solution. Trouvez la racine du dénomin auteur (102) , puis celle du numérateur, el faites cette proportion :
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Démonstration. On a prouvé (27) que (A a)* = 2; donc Aa= v/a. On sait aussi (2) que BD = v/5 ; on a ensuite BE = 2 s= v^4*
Les triangles- BTA^ TAF ayant les côtés égaux entre eux , on aura l'angle BTA = TAF (89 lis^. 1)9 et par ^osxèé^pM&it BT parallèle à FA (28, liv. i) : donc [BT sera perpendiéûlai^ stti* »A, de ftième qtie FA (^7) (!^ y &V. t) * de phis , les |yôint^ A et E étant à kmêrté dlétàneede^poîtrts D etrf, âittsî que les points B et V^ les quatre points B, A, E, V seront dans la meriie droite ( 1 S), et l'on aura ËV = BA(l4).'Ô^naura^donc' ';
-' ËT==:i/5. ■■ '
AB = BE = 3ABî
• • tAT)*=4(AB)*=i:4:-;;;-
On a de plusL{Ai4* = 2 ( 27) j: di)nç<^^^ = 6 , et a V CB> v^6. 'Gompaf ant Qln^ite 1* points C , B , c ^ A^V aVec le» points A fp , S*, P , Q
PE)' = (PB)* + BE.RE
ou
(Aa)» = (AB)»4-2AB.RE;
ou bien (27)
2=1+ aRE;
d'où l'on tire RE = iAE;
et puisque le point R est sur la même droite BAE (13)^ on aura aussi
RA = iAE = -=iv/i-
Le point T étant au milieu de AB^ par la même raison que le point R est au milieu de AE, ce qu'on a démontre , on aura AT= RE; d'où l'on voit, en comparant les points Q, T, 9, E^ R de cette fig. 45» avec les points A, ç, B^ Qy P de la fig. 3^ le point A de la fig. 4^ sera le point p de la fig. 3. Donc de l'équation dun* i6,
(ÀQ)* = (AP)> + (PQ)- + Pp.PQ, on tirera pour cette fig. 4^ l'équation (QE)»=(RQ)* + (RE)* + AR.RE;
et substituant les valeurs numériques ,
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, = (RQ)« + 1 + ^.
d'où Ton tire
Comparant les points D^ A^ d^ E de la fig. 4^, avec les points P, A, p, B.de la fig* 5, il restera^ démontré (14) que les deux dl*oites AE^ Drf, se coupent réciproquement en deux parties égales. Mais AE est coupée en deux parties égales au point R i donc Y^d l'est aussi. Mais Drf== BD= j/S (2); donc
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c est- à-dire
(Aa)**+(BD)'=2{AB)r4-2(AM}»^
ou biea
a4-3 = 2 + 3(AM)'; d'où
6=:4(AM)', v/6 = aAM, AM = iv/6.
De la comparaison que l'on vient de faire des points Q, T, qj E, R, A de la fig. 4^ avec les points kf q^^f Q, P,/? de la fig. 5, il résulte (15) qu'on a dans la fig. 45> AQ=A5r=QR=p.5f. On verra par les mêmes raisons que les droites AP, A/?, PT, Tp sont égales entre elles ^ et aux quatre lignes A.Q, A^r, QR, Ry. Donc les deux triangles îsoscèles PTA, QAR ayant tous les côtés égaux entre eux , on aura Fangle PAT =QRA (8, Uv. i); et comme la ligne TAR est droite, P A sera parallèle à QR (29, liv. i); d*où Von voit .aussi que PQ est égale et parallèle à AR(55, Iw. i). ^
Mais Q^ est perpendiculaire à AR (1 4); donc elle l'tsst atis^ à PQ (27, liv. i). Ensiiile dans les triangles PAT, RA^r, les deux angles PAT, RAç seront égaux (8, Iw. i), et la ligne TAR sera droite. Donc les deux angles PAT, PAR étant égaux à deux angles droits ( 1 5 , liv. t) , les deux angles PAR, R A^ le seront aussi ; d'où
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la ligne P Aç sera droite aussi (i^y Uv. i). Donc (P5r)»=(aRQ)'=(PQ;* + (Qç)« (47, fii>. .); c'est-à-dire
d'où
2 = (Qj)«etQî = i v/7- Puis on a
d'où
Aa = -^ = -|/8.
On a aussi BR = - = - ^/g.
Si l'on compare les points B, L, R, If A de la fig. 45 avec les points Q, A , ^ , B, P de la fig. 3 de l'équation
(AQ)« = (AP)» + (PQ)«-|-Pp.PQ(l6).
on tirera pour la fig. 45 l'équation
(BL)* = (LA)* + (AB)*+AR.AB; ou bien
d'où
BL = -/io.
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Les deux triangles PSÂ^ PB A ont les angles respectivement égaux ; donc on a l'angle SPA = PAB (8, &V. i); d'où les lignes PS, BA sont parallèles (28^ lis^. i). Mais Vp coupe B R à angles droits (1 4) ; donc elle sera aussi perpendiculaire à P S (27, Iw. i). On démon*
trera ensuite que (P/?)' = | de la même ma-
^ière que l'on a démontré que (Q?)* =7 ; d'où,
à cause de (/?S)-=(P;))»4-(PS)* (47, &V. i), on aura
d'où
On a ensuite
(BD)* = 3(2)=y; d'où
BD = iv/".
On a aussi
(HFy = (HA)»+(AF)*î
^i en démoqtrant que QO est parallèle à BE , de la même manière qu'on l'a fait pour PS , les points , P , Q , S seront dans la mçmn droile; et
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Donc OP ëtant égale et parallèle à TA et à TB^ les lignes OT^ PA set-ont aussi égales et parallèles 9 ainsi que les lignes OB, PT (55, IWé i). Mais on a démontré plus haut quePT = P A j donc OT , OB seront aussi égales à ces lignes. Par la même raison , les lignes oT , oB de l'autre côté seront égales à/?A =: P A. Si maintenant on compare les points 0,o, A, T, B, H avec les points A, B, Q, P, />, ^r de la fig. 5 , on tirera (1 4)
HB =
HF
et
HF = ii/i5.
Si Ton compare les points E, 0, H, o^ A avec les points Q, A, p, 'R, P de la fig. 5 de réquation CAQ)*= (AP)' + (PQ)» + Pp.PQ H^)p on tirera pour la fig. 4^^
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(EO)'=(OA)* + (AE)* + HA.Ae'
= 1 + 1 +~=^=:-jt;
d'où
i:o=iv/t4*
Ensuite si l'on compare les points A^ R^^
^9 Q.f 3f ^ ^^ 1^ %• 4^ ^^^^ les points A^ B^. Q,P,j!?,<jfdeia fig. 5 , on a (15) pour la fig, S, VéquatlcMPL
(QM/ = (AQ)--(AM/;
et multipliant par 4 r
4(QM)«=4(AQ)'-4(AM)V
OU
(Qî)«==4(AQ)*-(A5)V On tirera pour la fig. ^f^»
d'dù résulte
LZ = -i/i5.
On a ensuite
BE=2=-.4 = ii/i6.
A cause de l'angle droit aAH (27), on ft Ha)-=<HA)» + tAa)'=;=(^)Va=:^r,
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d'où
Démontrant que (AN)' = - de la même manière qu'on l'a fait ponr (A M)', et aussi que (An)*=-; et parce que NR coupe par moitié la base A£ du triangle AN£ , on aura (2&)
(AN)' + (NE)' = 2(AR)'-f-2(RN)'; c'est-à-dire
et réduisant , on trouve
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d'où résulte
La ligne DR étant perpendiculaire à AE^ c est-à-dire à HR^ on aura
(HD)*=(HR)* + (RD)* (47, /zV. i)
/ I 3 IQ
HD = i t/i9.
La base akci du triangle a^ci étant coupée au milieu par la droite gÂ , on aura (26)
(ag)- + (ôtgr)* == 2 {kaf + 2 ( Ag)% ou
(ag)*-f- 1=4 + 2,
et
(ag)* = 5=:^;
d'où
Les deux ^triangles HTV, AED ayant les côtés égaux entre eux , l'angle VTH=:DEA (8, Iw. i), et les points H, T, A, E étant sur la même droite, VT sera parallèle à son égale DE (29, &V. i) ; d'où VD est aussi parallèle et égale* à^TE (55, ZiV. i). Mais Drf est perpendiculaire h BE, c'est-à-dire à TE; donc elle
l'est aussi à VD (27, Us^. 1) ; d'où
rfV=- Vax.
Ajant démontré PS égale et parallèle à AEj^ ainsi que ps par la même raison , SE sera aussi égale et parallèle à AP (33, &V. i) , de même que s £ l'est à h. p. A cmm de l'égalité et du parallélisme dep tro^s droites PS^ TR, pSy.
on prouvera de même l'égalité de JIS, R^ aux lignes PT, /?T, toutes deux déjà démontrées égales à ÀP =ss JIQ. G)mparant maintenant les points H^S, E, ^, Rde cette fig. 45, avec les points Q, A> />> B, P de la fig. 3 , de l'équation
(AQ)« = (A/,)* + /'Q.PQ (18), on tirera pour la fig. 45
(JÏS)'=(SE)»H-EH.RHtpB(RQ)*4.EH.RH
d'où
HS
- i/aa.
AM)-+(EM)* = 2(RA)»+2(RM
c'est-à-dire.
| + 3=|+a(RM)*; d'ou il résulte après la réduction ^
(RM)« = a = (BM)« = (BTO)*î
de cette valeur on déduirait de la même manière celle de (Km)' ; d'où
B M s= MR = R m = mB.
Si maintenant on compare les quatre points B^ M, R^ m de la fig. 45 avec les quatre points A, Q, B, q de la fig. 5, on ia (1 5)
(QM)« = (AQ)«— (AM)*;
et de là
4(QM)« = 4(AQ)'-4(AM)-;
c'est-à-^ire
(Qî)* = 4(AQ)»-.(AB)S
On aura pour la fig. 4^
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(Mm)« = 4(BM)« — (BR)» = 8--(|)*
d'où
Mm = - i/aS.
Les triangles BME^ BnlS, ayant les cotes égaux entre eux , et ayant tous deux la base commune BE divisée en deux parties égales par les lignes A M , An de l'équation (25) , il résultera la même valeur pour ÂM^ An. Donc les triangles B AM , "Ean ayant les côtés égaux entre eux, on aura Fanglë BAM r=: EÂn (8, Iw. i); d'où, à cause de la droite BAE, la somme des angles MAB, MAE, étant égale à deux droits ( 1 5 , ZiV. i ) , et substituant k Tangle MAB son égal EAn , la somme des deux angles MAE, EAn vaudra deux angles droits ; d'où les deux lignes MA , A n seront une seule ligne droite (i4^ Z^V. i). On aura donc
(Mn)' = 4(AM)* = ^; d'où
MN = - t/24.
Enfin,
HE = -=V
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105. Comme on a - \/n z=i\/ j, par exemple, - ^/»7 = ^/4, etc., on aura facilement,
au moyen de ce problème , les racines de tous les quarts , depuis i jusqu'à 25 ; ce dont on fera usage, comme nous le verrons, dans la construction des figures semblables.
106. Si Ton avait pris le rayon AB= a, on aurait eu toutes ces distances doubles de valeur ; d'où nous aurions eu les racines entières des nombres depuis i jusqu'à ^5. On pourrait donc facilement doubler l'une quelconque de ces moitiés de racines pour avoir la racine entière (64).
107. La facilité de cette construction qu'on exécute avec les trois seules ouvertures déjà observées (55) , savoir :
la première = \/i , la troisième = v/a , la seconde = v/5,
avec lesquelles on a déjà divisé le cercle en ^4 parties égales , et trouvé ensuite les ^5 racines successives des premiers nombres , fait voir l'excellence de la Géométrie du compas , et combien elle peut contribuer à la perfection des arts.
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108* On a eu soin ,. dans la construction précédente, d'employer le plus qu'il a été possible le premier compas dont l'ouverture = i, qui a décrit la circonférence BDd, et qui con« servant l'ouverture fondamentale , mérite plus de confiance que les autres. C'est aussi pourquoi on n'a voulu employer que les trois premiers compas les plus remarquables (107); ce qui a fait que quelques-unes des sections des arcs se sont faites à angles un peu aigus , comme celles des points S, ^^ 0, o^ et surtout celles des points L et /• Si l'on voulait avoir tous les angles d'intersection plus approchans de l'angle droit, on pourrait employer la construction suivante.
Autre construction de la figure 45.
409. Après avoir trouvé les points M et m, comme dans la solution (104), du rayon BD et des centres M et m soient décrits deux arcs qui se coupent en H.
Du r^yon A B et du centre H soit décrit un arc qui coupe la circonférence en et p; du méoiié rayon soient déterminées les doni* circonfére^ces £^ , o Ë$ (64) ; du rayon BE et du centre H soit décrit ua anc qui éoupe la circonférence en L et L
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Tous les autres points de la fig. 6e trouveront comme au n® 1 04.
Démonstration. Nous démontrerons que les points que l'on trouve avec cette construction^ sont les mêmes que ceux trouvés par la première.
Après avoir démontré (404) que BM=:MR = R/w = /wB, et que les trois points B^ A, R sont dans la même droite , ayant de plus par construction MH=:ME = mH = mE, H sera sur la même droite BAR (15), et l'on aura HB = RE(14): donc le point H sera le même que dans l'autre construction. Ensuite les lignes HO y Ho étant égales dans les deux constructions, les points et o seront aussi les mêmes. Si l'on soustrait l'arc o^E des deux demi-circonférences BsE, oES, les arcs restans Bo, ES seront égaux ; d'où
ES = Ba = BO = AQ = RQ;
d'où aussi le point S sera le même que dans la première construction; le point s le sera également; puis la base HTR du triangle HLR étant divisée par LT en deux parties égales^ on aura (26)
(HL)* + (LR)- = 2(Ht)* + 2(TL)-;
4 + (LR)* = 2 4.2(TL)-; ou bien
TL)-+2(LR)»=4(TA)»+4(AL
d'où soustrayant 2(LR)* ^ on a
2(TL)* = 5 — 2(LR)V
Mais on a trouvé ci-dessus
a(TL)« = aH-(LR)*j donc
5 — 3(LR)« = a4-(LR)«.
Soustrayant a, et ajoutant a(LR)*, on a
5 = 5(LR)»; ^ ou
i=(LR)* = (AB)\
Donc on aura LR = AB comme dans la première construction. On prouvera la n^éme cbose pour R/; les autres points sont déterminés comme dans la construction précédente : donc tous les points de la figure sont les mêmes que dans cette construction.
LÏYRE SEPTIÈME.
DE L'INTERSECTION DES LIGNÉS DROITES AVEC LES ARCS DE CERCLE ET ENTRE ELLES.
PROBLÈME
110. Étant donnés deux points hetM flunè droite (fig. 46), et le centre A asfec le rayon A B dim arc BCD ^ trouwr les deux points P e^ Q auxquels la ligne LM coupe ledit arc, si toute-' fois elle le coupe.
Solution. Des points L et M donnés sur la droite, pris pour centres, et avec leurs distances respectives MA, LA du centre donnée prises pour rayons^ soient décrits deux arcs qui se coupent en V ; du centre V et du rayon donné AB soit décrit un arc indéfini EFG : si cet arc coupe l'arc donné en P et Q , ces deux points seront les points cherchés ; s'il ne le coupait pas, 1^ droite LM n'en couperait pas moins l'arc donné.
Démonstration. Les quatre distances AP , AQ, VP, VQ étant égales entre elles , et les deux autres AM, VM aussi égales entre elles,
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les trois points P, M, Q seront dans la même droite" (1 S). On démontre de la même manière que les trois points Q , P , L sont dans la même ligne droite : donc la droite LM passe par les points P et Q ^ quand ces points d'intersection s'y trouvent.
Si le cercle EF G (Jig. fyj ) , décrit du centre V et du rayon ÂB, ne coupait pas le cercle BCD^ LM ne couperait pas ce même cercle.
£n effet ^ si l'on conçoit la droite VA qui côupe les cercles en C et F^ CF étant divisée par moitié en m^ on aura Vtti z=: m A. Donc LM coupera perpendiculairement VA en m (44) hors du cercle BCD ; si l'on prend un autre point quelconque P sur la droite LM^ datis le triangle rectangle PmA , on aura lé côté P A plus grand que mA^ piarce qu'il est opposé à un plus grand angle (5a et i8, /iV. i). Donc le point P sera beaucoup plus hors du cercle que le point in s donc la droite LM ne coupera dans aucun point le cercle BCD.
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PROBLÈME
114. Etant donné (fîg. 48) un arc BCD ilêcrit du centre A ^ tromper les deux points oii la circonférence est coupée par la droite qui passe par A et par un autre point donné L.
Solution. Du centre L et d'un rayon arbitraire LP soit décrit un arc qui coupe l'arc BÇD en P et en Q j soit partagé l'arc PQ en deux parties égales au point m (60); soit déterminée la demi-circonférence mUn (64) :
les points m et n seront les deux points cherchés.
Démonstration. Les trois points A , m et L étant à la même distance des points P et Q ^ seront dans la même ligne droite ( \ 5). Mais la droite m A contient aussi le point n, extrémité du diamètre mn ( i5, Uv. 4) :
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112. Étant donnés deux points A^ B ^une droite (fig. 49 et 5o)^ et deux points G ^ D cTime autre droite j trouver le point S ou elles se coupent.
Solution. De deux points d'une des deux droites^ par exemple^ des points A et B pris pour centres , et aveô les distances respectives AC, AD de ces points, et BG, BD des deux points C, D de l'autre droite , prises pour rayons , soient décrits quatre arcs , dont deux se coupent aux points C et c , et les deux autres aux points D et d.
Soit trouvé le quatrième point cT du parallélogramme CDdJ^, en faisant à De? =::Ccr, et
àDC=:Jcr(11).
Soit trouvée la quatrième proportionnelle aux trois lignes CcT, CD, Ce.
Avec cette distance prise pour rayon et des centres C et c soient décrits deux arcs qui se coupent en S ; le point S sera celui de Tinter^ section des deux droites AB , CD.
Démonstration. Les droites AB, Ce seront perpendiculaires Tune à l'autre (15, 14), ainsi
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que AS y C c : donc le point S sera dans la même ligne AB ; puis AB ou AS étant aussi perpendiculaire àDrf(15, 14), la même KgneDrf sera parallèle à Ce (29, &V. i). Mais à cause des côtés égaux entre eux dans les deux triangles ^C^T y rfCD, on a les angles c?C«f , CrfD égaux (8, liv. i); donc les deux lignes CcT^ DûTsont aussi parallèles (28, /iV. i); donc les points t? , C , cT sont dans la même droite. Maintenant , à cause des deux côtés égaux dans fes deux triangles CBA, cBA, les angles GBA, cBA seront égaux (8, liv. i); par la même raison, on trouvera les angles ABD, A B^ égaux dans les triangles ABD^ AB^; donc, dans la fig. 49> l^angle cBrf, qui est la somme des deux angles cBA, ABii, sera égal à l'angle GBD, somme des deux angles GBA , ABD. Dans la fig. 5o, l'angle é?Brf, qui est la dififérence des deux angles AB^, cBA, sera aussi égal à l'angle CED, qui est la différence des deux angles ABD, CBA; donc pour les deux figures dans les triangles tBe/, GBD, qui ont deux côtés et l'angle compris égaux, le troisième côté cd sera égal au troisième côté CD (4, /^V. i). Mais CD=rfJ^ ; donc le triangle cd$^ est isoscèle; de plus, le triangle cCS étant aussi iso?'' on a la proportion
ccT : CD OU dS^ :: Ce •: CS;
d'où vient encore
ccT : cd :: cC : cS.
Donc les deux triangles cJ^d,cCS ont les angles égaux entre eux (5 , Iw. 6 ) ; d'où Tangle c<r tétant égal à Tangle cCS, CS sera parallèle à J'd(2g, àV. i). Or CD est aussi parallèle à Sd; donc le point S sera sur cette ligne; donc , etc.
LIVRE HUITIÈME
CSoÊ DE L4 CONSTRUCTION , DE LA MULTIPLICATION ET, DF LA DIVISION DES ACCOLES , ET DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES.
1I3< (%BsÈRYÀTioit. Qoand nous ditons r construire uh angle abc(fig. ^i)avec lecompas^ nous entendrons trouver as>ec le compas trois points a^ b^ c; ou^ un de ces points étant donnés y trouver les autres ^ de manière qtùen tirant en^ suite par deux de ces points a^ b une droite y et par un de ces deux points h et le- troisième .c une autre droite, on ait un angle sihc aussi grand qu^on veut. Quoique YsLUgleabc ne soit pas téellement cotistruit, les di*oites aè/bc n'étant pas encore tirées , ce qui ne petit se faire avec le compas seulement , néanmoins nous adopterons la première phrase , fen y attachant le sens dont nous sommes coiivenus»
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PROBLEME
114- Étant donné un angle ABC oi^ moyen des trois points A ^ B^ Q^et deux autres points hetaj troui^r un point c tel ^ue U angle abc soit égal à ABC.
Solution. Cherchez (95) une quatrième proportionnelle aux trois distances AB, ab^l&Cy. avec cette ligne prise pour rayon y et du centre b y décrivez un arc qui passe par le point c ; cherchez de même une quatrième proportionnelle aux trois distances AB , ab , AC , et avec cette ligne prise pour rayon^ du point a pfis pour centre , décrivez un. autre arc qui coupe le premier en c : on aura l'angle abc sa ABC.
Démonstration. Puisque les deux triangles AB C y abc ont leurs côtés proportionnels , les angles oj^sés aux côtés proportionnels seront égaux (5, li^.6).
115. La solution du problème préeédont (1 1 4) servira donc aussi à résoudre le problème suivant : Étant donnés trois points A^ B^ C (^g. 5i ) qui forment les sonynets des trois angles dun triangle, et deux autres a et h, et qui
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soient les sommets de deux angles d'un autre triangle^ trous>er un troisième point c, de nu!^ mère que le triangle abc soit semblable au triangle ABC.
PROBLEME
116. Doubler, tripler j quadrupler ^ etc. , un angle donné B A C (1 1 3).
Solution. Du centre A C/%. 62) et avec les côtés AB, AC, pris pour rayons, décrivez deux arcs indéfinis BDF, CE; faites àCB= CD, langle B AD sera double de BAC; faites à CD = DE, Tangle BAE sera triple de BAC; faites à DE=EF , l'angle BAF sera qua4ruple de BAC, etc.
Pour quadrupler l'angle proposé , on pourrait encore faire à BÏ) = DF.
Démonstration^ Les triangles B A C , CAD, DAE, EAF ayant leurs c6tés respectivement égaux, les angles BAC, CAD, D AE, EAF, etc.
(8, ZiV. i), seront égaux ; donc, etc. D'où l'angle BAD étant égal à DAF, on aura aussi BD =DF (4, liv. ï).
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PROBLEME
ii7. Reconnaître si l'angle BAG^ donné au mojren des trois points B ^ A ^ G ^ est égal à la moitié d'un angle droite
Solution. Du rayon AB {Jig. 55) et du ceiitre A, décrivez la demi-çirçonférence BFE (64); faites à GB = G? (10). Si ron a BF = FE, Tangle BAG sera égal à la moitié fl'tin angle droit; si BF est plus petit ou plus gr^nd que JF£> langle BAG sera plus petit ou plus grand que la moitié d'un angle droit.
Démonstration. Puisque l'angle BAF est doublç de J'angle BAG (116)^ si l'angle BAG est égal à la moitié d'un angle droit , l'angle BAF sera droite et par conséquent l'on aura BFs=FE (85). Mais si BAG est moiodre ou plus grand que la mqitié d'un angle droit i* BAF sera moindre oi; pl^s grand qu'un angle droit ^ et par coriséquent 3 F plus petit ou plus grand que FE (34, ZzV. i)..
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PROBLEME
H 8# Diviser en deux parties égales Vangle B AC donné au moyen des trois points B ^ A ^ C seulement y le point A n étant pas pris à la même distance du point B que du point C;
Solution. Du centre A (Jî^. 54) et du rayon AB décrivez Tare BMD; faites à CB = CD ; divisez l'arc BMD en deux parties égales au point M (60) j divisez Tare BN en deux parties égales en N; l'angle BAN sera la moitié de langleBAC.
Démonstration. L'angle BAD étant double de BAC (116), et double aussi de BAM (55, Iw. 6)^ l'angle BAC sera le même que BAM; mais rangle BAN est la moitié de BAM; donc aussi BAN sera la moitié de BAC.
119. Étant donné l'arc BC.(6g. 55) décrit du point A pris pour centre j en trouver le sinus ^ le cosinus , la tangente et la sécante.
Solution. Dans la circonférence décrite avec
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le rayon AB, faites àBC = Bc;- divisez ea deux parties égales la corde Ce au point M ( 66) ; CM sera le sinus et M A le cosinus de Tare donné.
Du point M pris pour centre et du rayon MA, décrivez un arc qui coupe, s'il est possible, la circonférence en D et en d; déterminez la demi-circonférence dB cT (64) ; prolongez B A de B en V , en faisant B V = B A : des centres A et V et du rayon D cT décrivez deux arcs qui se coupent en S, BS sera la tangente, et SA la sécante.
Démonstration. La ligne BA coupeau pointM la corde C c en deux parties égales et à angles droits (14) : donc CM est le sinus et MA le cosinus de l'arc BC.
SB est perpendiculaire à AB (85); DcT est troisième proportionnelle aux deux lignes A M, AC (87) : il en sera de même de AS , qui est égal à DcT. Donc, dans les deux triangles rec-* tangles AMC, ABS, on a la proportion
MC : AM :: BS : AB
donc les côtés M C, BS seront aussi proportionuels ; donc langle MCA sera le même que BSA (5, ZiV. 6); donc les points A, C, S seront dans la même droite ^ et B S sera la tan-* gente et AS la sécante de l'arc BC.
Si le cercle décrit du centre M et du rayon MA ne . coupait pas la circonférence , ou la coupait sous des angles trop aigus , il faudrait avoir recours aux moyens indiqués ( 89 ou 90 et 91).
jiutre solution pour trousser la tangente et la
sécante.
Décrivez (64) la demi-circonférence BCE (Jig. 56) j du rayon BC et du centre E coupezla au point Q ; du rayon C Q et des centres A et B décrivez deux arcs indéfinis qui se coupent en V , et avec le même rayon C Q et du centre V coupez la circonférence en e; du rayon Ee et des centres A et B décrivez deux arcs qui se coupent en m; du même rayon E^ et du centre m décrivez la demi-circonférence ABS (64) : SB sera la tangente et SA la sécante de l'arc BC.
Démonstration. Si Tare BCF est égal au quart de la circonférence = FE, comme on a par construction BC := QE , on aura aussi CF = FQ. On sait déplus^ par les définitions trigonométriquesy que le sinus de l'arc CF est le même que le cosinus de l'arc B C , et que la corde de Tare CFQ, double de l'arc CF, est double du sinus de l'arc C F ou du cosinus de l'arc BÇ : cette corde est égale à CQ= AV,* on a de plus (22)
AV.Ee = (AB)«.
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La ligne AmS (64) étant droite = 2 Ee et a V == 2 COS. BC ; on aura
2Ee.cos. BC = (AB)» = AS^cos. BC;
donc (17, àV, 6)
cos.AC : AB :: AB:AS;
donc AS sera troisième proportionnelle au cosinus et au rayon ^ et par conséquent égale à la sécante^ suivant les démonstrations trigonométriques. De plus^ Tangle ABS étant droit (5i , Iw. 5), la sécante AS sera déterminé^ de position^ et par conséquent BS sera la tangente.
i 20* Etant doi^né le sinus m n dun arc dun rayon donné AB, tromper cet arc.
Solution. Décrivez {fig. 67) avec le rayon AB^ le cerclç CcK^ doublez mn (64) ; d'un rayons;::^!»/}, «t d'un point. quelooaque C de la cûrconfiéreoce ^ décrivez un arc qui la coupe enc; divisez l'arc Ce en deux partiels? égales au point B ( 60) , B C sera l'arc cherché.
Démonstration. Le sinus de l'arc B C^ d'après
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les définitions trigonométriques^. est la moitié de la corde double de BC; donc^ etc.
PROBLÈME
121. Étant donné le cosinus ma itun arc dun rayon donne A B ^ trousser cet arc.
Solution. Décrivez le cercle CcK (Jig. 5j) avec le rayon ÂB; doublez ma (64); d'un point quelconque c de la circonférence pris pour centre et d'un rayon = 2 ma, coupez la circonférence au point K; déterminez la demi-circonférence KcC{ 64) ) ; divisez en deux parties égales l'arc Ce an point B (60) : B G sera l'arc cherché.
Démonstration. Tirez l'autre corde Ce; elle sera divisée au point M en deux parties égales et à angles droits par le rayon AB (14). Mais l'angle CcK étant inscrit et appuyé sur le diamètre y est aussi droit (Si, &V. 5); donc les deux triangles CMA^ CcK, qui ont un angle commun en C , et chacun un angle droite sont équiangles entre eux (^2, lii^. i): donc
Qiï a (4, &V. 6)
CM : Ce.:; MA : cK.
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Mais CM est la moitié de Ce ; donc
de plus^ MA est le cosinus de l'arc BC| donc y etc.
PROBLÈME
122* Étant donnée la tangente sb duit arc dun rayon donné AB (fig. 55), trousser cet arc.
Solution. Décrivez avec le rayon AB lé cercle BCeT; au point B élevez sur AB une perpendiculaire BS==6^ (5^6)î trouvez (iH) le point C où SA coupe la circonférence; BG sera l'arc cherché.
Cette solution n'a pas besoin de démons^ tratiôn.
PROBLÈME
125. Étant donnée (fig. 55) ta sécante sa dun arc dun mjon dbHTié AB, trouver cet arc.
Solution, Décrivez avec le rayon AB la circonférence BCeT j sur AB portez B V = AB
( 64) ; puis des centres A et Y et du rayon sa >
lO
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décrivez deux arcs qui se Canpeat£n'S; trou-» vez (111) le point C où la ligne SA coupe la circonférence : BC sera Taifc -cherché*
Démonstration. La ligne SB sera perpendîculaire à B A ( 83) ; donc elle sera la tangente de Tare BC^ et par conséquent SA en sera la sécante.
Observation. Quand nous dirons
Construire uhe figure ou un poljrgone^ nous entendrons , trouver tous lés points qui suffL-sent pour déterminer de grandeur et déposition toutes les droites quHl conviendrait de tirer pour construire entièrement le poljgone.
126. Sur i^ côté dorme zh ^ constfruire ufi triangle semblât^ à un trjtcffigle dQîjtné kl^Ç
Solution. y pyezW^. r^ ..
PROBLÈME
126, Étant donnée (fig. 58) une Jipire ABCEFDy construire une figure qui lui soit semblable, et dont la surface :^it avec celle de cette figure dans un rapport donné.
Solution, ^i Ton veut , p^ exemple , que
lO..
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la surface de la nouvelle figure soit les deui cinquièmes de la surface de la figure donnée.
D'un rayon ÂB, le plus grand qu'il sera possible, construisez la figure 4^ (1 00) ; preness dans cette figure la ligne kaisz ^^ pour rayon ; du centre (^g. 58) décrivez le cercle plus petit t dans la circonférence duquel se trouve le point i^. De la ligne ET = |/5 {fi^. 45)> prise pour rayon , et du même centre 0^ décrivez le cercle plus grand, dans la drcenférence duquel se trouve le point Y , déterminé par raj^rt au point (^, ^e telle manière que la ligne V s^ soit à peu près tangente au point ^ du cercle intérieur.
Supposez la figure donnée divisée en autant de triangles ABC, ACD, CDE, EDPy en iniaginaiit des droites AG , CD, etc. , et placez
les nombres 1,2,3,49^9 ^^c* 9 ^^^ ^^^ ^^ tances AB, AG, GD, etc., qui mesufènt les côtés de ces triangles; appliquez successivement les distances i , :2 , 3 , etc. , comme cordes à autant d'arcs consécutifs du cercle Y , savoir : Atf de Y en i , AG de i en 3 , BC de 2 eif 3, et ainsi de suite jusqu'à la fin ; ce que Ton fera en prenant la dislance ÂB pour rayon, et en décrivant du point Y pris pour centre un arc qui coupe cette même circonférenee au point r, etsc*
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D'un nayon égal à Y (^ ^ et en pi^enant isucces^ sivement pour centres les points i^ ^^ 3> 4^ etc., décrivez des arcs qui coupent successivement la plus petite circonférence aux points i., a, 3, 4f etc. , jusqu'à la fin.
Les cordes du cercle intérieur, ou les dis-r tances de (^ à i, de i à :2, de 2 k 5, de 5.k 4^ etc., seront les d^tés ab, ac, bc, cd, etc. , de la nouvelle figure que l!on construira triangle par triangle; avec la dîstanpe du point (^ au point i, on déterminera les deux points aet ^; des cen^ très aet b , et avec la seconde et la troisiènie distance^ prise dans le cercle intérieur (la seconde di^ pqii^t I au podnt 2, et là troisième du point 2 au^ppint ^) , décrivez deux arcs qui se coupent en. c ; de» centres c eta, et avec les distances quatrième et cinquième, prises dans^Ie cerdeintérieurfla quatrième de 3rà4> et la cinquième de 4 à 5) , décrivez deux arcs qui se coupent end; on déterminera de la niême manière les. points, e et y, et la figure sera, construite.
Dénuxnstration. Les^ cordes du. cercle intérieur $<pint aux coides homologues du cercle ex-* teneur, comme le rayon Oi^.est au rayon V (95) 9 ou comme ^2 est à v/5 : donc tous les ràté$ des triangles de la figure abçef^y et les
i5o GÉotfârridB du doMi^As.
c6tés homologues des' triangte de la figure ABCEFD sont dans le même rap^ft; donc les triangles des deux figures sont éqûiâiÀgles çhtve ejix, et par conséquent S6mbl£^le^'(â, &V. 6 , déf. 1 ) ; donc les deux même» figures polygones sont semblables (20, &V. 6), et les 3ui^faces étant entre elles comme les carrés des côtés homologues , là surfkcé dri polygone abcefdseta â celle dû polygobë ABCEFD, pomme :2 est à 5 ,- JiotiC la surface de là plus ^ïetîte des deux figures Sera à celte de la |)liis grande ^ conftme % est à 5. ^
~ D'après cet exempté , il est facile de voir la méthode à ^suivre pour ré^udre lé problème > kjuel que soil le rapp(M^ qu*6h pto{>oâe tfétttbllr «utre la suçiace de la figuré à coustruire et délie de la figure donnée.
On déci*lra deux cîrcôtiféréndes étY avec des rayons qui soient eittre eux cohime lés i^^iues des noinbres qui expriment le rapport ûes sur&ces j sur celle dès deux drconféretices qui correspond à la figure donnée , on portera •sncdessiyem^ comme eôrdès lés côtes des 4Èriattglesi dans lesquels cette 'figui^ e6t Siàpptfsée liifeisée. On déterâiineQ^a , par la méthode cidessus exposée ,- dans l'autre circonféréflce , &!S cordes \prapbrti0anellei qui ^é^ont les côfé&
KspectÊfe des triangles de la nbimUe figjiré. , Xtq Tsippoit des , ttoîjbîés deà racines étant lé méaM que celuiv 4es iàçmës . ëètiètes , s la figure 4^ Sierrira d$cts plusieurs cas (104)^ Foiir les autres eas y voyez, les nuinéroè 404 ^ 402> et 105.
;.0a prend, eiisuite un rayoa AB (ifig* 44 ^^ 45)^. le plus grand que l'on, peut employer commodément ^ pour que les cercles puissent mieux, recevoir les lopgueurs des cordes à ap^ pliquer , et pour que les intersections qui en rë$iiJitenr|; sç tassent à angles plus approchans de l^angle droit.
1 2S7. Si l'on avait donné le rapport des cotés AB et a b entre eux^ ou de deux autres drpites quelconques entrq elles ^ on choisirait dai^s ce rapport les deiix rayons OV, 0(^> les plus grands possibles.
iPKOfiLÈME.
128- Inscrire à un cercle donné ^n quel^ conque des polygones réguliers que Von peut y inscrire en se servçM de la règle et du campfts^ , , .
Solution^, Divisç2( la circonférence eu autant
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de parties égales que le polygone quW veut inscrire a de côtés (27, 29, 50, 51, 52, 38, 40, 41 ,42, 55, 57, 60, 65), les points de division seront les sommets des angles du polygone régulier cherché , et les cordes des arcs en seront les côtés.
Démonstration. Tous les côtés étant égaux comme cordes d'arcs égaux , les angles qu'ils forment seront égaux , puisque ayant leur sommet à la circonférence, ils sont tous appuyés sur des arcs égaux (2 1 , Iw. 3). On a donc inscrit au cercle un polygone régulier d'autant de côtés que Ton voulait {déf. i , àV. 5).
429* Puisque avec trois points seulement pris hors de la circonférence et six ouvertures de compas au plus (59) , on peut la diviser en 240 parties égales (57) , on pourra inscrire an cercle avec ces trois points et ces six ouverr tures , autant de polygones réguliers qu'il y a de nombres exactement diviseurs de n^o : or.
ces nombres sont : 2, 5, 4^ ^7 6, 8, 10, 12, i5, 16, 20, :24, 3o, 4û, 48, 60, 80, 1.30, ^40 ; on pourra dope , en omettant le diviseur 2 , inscrire au cercle un polygone régUr lier de 3, de 4? de 5, de 6, de 8, de 10, etc., et enfin de ^240 côtés.
4[50. Si le nombre des côtés du polygone.
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qiie l'on veut inscrire se trouve êti^ un de ceux dans lesquels on a divisé la circonférence , par les méthodes enseignées (27 , 50 , etc.)^ par exemple, le nombre 12, on divisera la circonférence en douze parties égales (SI); les deux extrémités de chacune de ces divisions seront les sommets des angles du polygone qu'il était question d'inscrire , ou , ce qui est la même chose y les cordes de ces arcs seront les côtés du polygone.
Si le nombre des côtés du polygone à inscrire ne se trouve point précisément dans les problèmes du liv. II; par exemple, si l'on veut inscrire un polygone de 60 côtés , on doublera, triplera, quadruplera, etc., ce nombre jusqu'à ce qu'on parvienne à avoir un de ceux exprima dans les problèmes précédens : c'est ainsi qu'en doublant 60 , nombre des côtés du polygone indiqué, on a 120. Or, on a donné (43) le moyen de diviser la circonférence en 1 20 parties égales; ces parties prises deux à deux fourniront 60 arcs égaux , dont les cordes sont les côtés du polygone en question.
S'il avait fallu tripler le nombre , par exemple , si l'on eût voulu inscrire un polygone de 16 côtés , on aurait alors, comme au problème (58), divisa la circonférence en 48 parties, non;^-
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bre triple de i6; on aurait pvB ensaite trois ife im arcs pour en avoir un qui. fàt :1a seizième partip de la circOïrfe'rence, et chactin de ce^ arcs égato aurait eu pour èorde un côté du polygone à^ iQ côtés.
PROBLÈME
151. Circonscrire un triangle équUatéral (1 24) à un cercle donnéBCJ)d (fig. SgJ.
Solution. Soit fait au rayobi A B dq ce cerde =BC=ïCD, etàBD=BL=t=DL=;D£/=:ïDN
Les trois points L , M , N seront les sommets des angles du triangle équilatéral circonscrit au cercle*
Démonstration. Le triangle BD^f^ inscrit au cercle (29 > 150), étant équilaténal, lés triangles DLB, NDd, a[BM auront leùrâ côtés égaux à ceux.de ce triangle; doneleurs angles seront égaux (8, /iV. i)j lestrois angles ND«î, ^DB, BDIi seront donc égaux aux trois angles du triangle inscrit, c'est-à-dire a deux droits (3:3, lis^i i) : donc la ligne ND L sera droite {i4f li^» i). On démontrerait la: m^mô chose pour .les deux lignes LBM^ N^M; et CQpainQ
chacune- d'elltes èit double du côté BD/ellè^ ^roat |>a'i^ cottsécpient égales entre êlle^. Dôn^ le triangle L MN est équilatéral ; ensuite leâ anglais ND^f^ DLB étant égaux/la droite Drf sera parallèle à LB (29 ; lti>. i), ou aLM. Ot led points Nf A^ B sont -dans une même- dtohë perpendiculaire -à îid (15, 1 4) ; donc A B est aussi perpendiculaire à LM (27, Iw. i); donc LM est tangente au cercle (i6, /zV. 3). On démontrerait la même chose pour les deux lignes NL, NM j donc le triangle NLM est équilatéral et circonscrit au cercle {déf. 2 , lisf. 4).
PROBLEME
1 52. 'Circonscrire un carre à un cercle donné (fig. 60).
/ * r 1 •.,'*i ,/«• *.> <***" '.«là . i 4 t I
Sobaion, Divisez la circonférence de ce cërdë en:quàtre pwfies égalesvaux pbintS'B^^'F ^ £•, f f^) ; de . ces points comme ' centres: et dii rayon AB^i décrive^ des arcs qui se coupent fen R,, S., T^\} ces quatre deitjiers ^Joints serpnt les sommets des angles du carré circonscrit au cerelé;<. ..:•._.■..'•, ^. .
Dànonsiration. Les angles^ TBA, SBA étant droits (100)> la. vh'giive TSB est une droite
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(i4;/iV. i)perpeD4îca}aire au diamètre BE, e( par coQséquei^t taogeatç au cercle (i6, Uv. 3) : pn de'moutreraijt U niiàme chose pour les autres lignes TFY , VER , R/S. De plus , les triangles BFT, BFA ayant les côtés respœtlvenieAt égaux,onaurarangleBTF=:BAF(8, iV. i), et par conséquent droit (27) : la même chose ^e démontrerait pol^' les^autres angles Y^ R^ $; donc, e^c.
PROBLÈME
1 55. Circonscrire à un cercle dorme un pei^ tagone régulier.
Solution. Soit le cercle BDE (Jlg. 6i) décrit avec le rayon ÂB; divisez sa circonférence ei^ cinq parties égales (40) aux points B, C, D^ E, F; d^un de ces points C comme centre et du rayop CB décrivez la demi^-circonférence BDP ( 64) ; prenant pour centre le point E opr posé à Tare CB et avec le rayon EC coupez Tare BDP en /i; des centres B^ G^ D, E, F et avec le rayon Pp décrivez des arcs qui se cou** peut aux points bf c, d, e,f; ces points d'ior tersection seront les sommets des atigles du pentagone circonscrit au cercle^
tiYRE ITBUTIÈME- 1^7
jLa démonstration est là même que celle du ]^roMème suî'^ant.
PROBLÈME
i^. Étant donnés les ibmmèts des angles d'un poljrgonie régulier quelconque inscrit au cerclé y trousser lés sommets des angles if un poljrgone semblable circonscrit.
Solution. Soient les points B, C^ I); E {fig^ 612 ) leÈ sommets des, angléa du polygone inscrit : de l'ùndecespointsC pris pour centre et d'un rayon égal à la distance CB , de deux d'entre eux y décriiez la demi-drdonférence BDP (64) j des centres B et G et ayec le rayon BD, décrivez deux arcs qui se coupent au point y fdans'le^ cas.du problèéae .pâ?écédent {fig. 6i)> le t>oiiit V coïncide avec lé point £) : de ce même rayon BD et du pditit. V qomme centre coupez la circonférence BDP enp; avec Pp pour rayon et d^ centres B ^ G ^ D ^ E, etc. , qui sont les sommets des angles du polygone inscrit , décrivez les arcs qui • se coupent aux points b , c, d, e^ etc. } ces points seront les sommets des angles du polygone régulier circonscrit;
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Oém>HstftKmn. fXA a pÇ . VÇ^ss^ÇP)* (22),
c'est-à-dire cC.BD = (BC)»| 4'oà (17 , liv. 6)
BD : BC :: BC : Ce.
Mais BC = CD ^ et Bc = cC : donc les deux trifiA6le3.teQ3ie!fè}i$^ 3C.D, ^cG îaurftftt leursTcôtés {»so{iQjrti0nisi^|sj>4o^c (^V^V^ 6) l'aogje ^CB aeria égal À lattgle-Cî3P.j .d'oil» ^vWit que le? deux lignes cC/ JBI) ^^tront p^M^àle^ ( a§» ^^- J )• On prouverait de m^me que Cdest aussi pa- ^i^allèle à' B0 J L16B fiQÎnls^ ^ ^ C^ i/ sercnct donc dsfiM |à it^èmef lî^ae di^te : inais deiceqùe^B.C z±2r<ED>^'ilsml(;qtte le t^yon AC est perfiendi- Culàire à 0D ( 44) ; il le séira; donç; aussi .à la 'AM\iecdy(âi^y'lw} i) ^ dônc^ 'r d^ est jtangCRte À'^ vnbitié^eri C(i6v^ &Vj16>; On^déÀil^àl^etait ^ i&kifÉeocpiedkt^ ed>est tuigentelà^: moitié en S))^ asiisiide^éirliiesjILe.nonlbsaiAectfsH Bera'ëga^ àloekiî xittS(fMn]ifeJiB9tÇ^!I)^iE,.'^àtc.
*»4**« .vJ»* * •- y •%/ I»
155^ Sfit un c^té donne A% (fig: i)/in>ttrtraire' un triangle équilàtéval,' /. . '
Solution. On trouvera le point D suivant la
méthode indiquée (1 ) ; le triangle A DE sera le triangle chercha. '
PROBLEME
Sur un ùôté donné AB (ûg. 45), construire uu carré
Solution. Les deux points P, T etaut trouvés, d'après la méthqde prescrite (iOO)> le c^ré ABTF $?r? Je cftrré cberché,; j .c ; ^
DémmstjratUm* ^BT étàiît ^le fet paraiète à FAv,etp^>con$é€|uéQtpeif)endiculairei[AB (f 00}^ k ligne F T sera aossâ ' parallèle à B A (55v W^. Oj d'où attsai les ânglesIBTF^AFT s«9*ijbroî|a(a7>4i^i». O^ietABTFisèrf liin tia;^é
*••'•'"' P|IPBX,È.M-E.. ''»,., i.î. ..,
1 57' .«S'air un c$té fionnéêk^ (Hg., 63), cobjtndre un penfflgone réguUer. ■<•
Solution!. Aviçc le rayon AB et du centre A, décrivez la circonférence BCDJEc^?, et faites à AB=s:BC = CD=r»E=:E^; faites eafeore a BD s= Ba =: Ea , et ensuite à Aa =.D6
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zszdb; du centre B et avec le rayon fi A dé^ criyez Tare indéfini A G L , dans lequd vonâ ferez à kb = AH = HK = KL : |pareillement, dans la circonférence BGD , faites à A6 = BQ = QP = PN. bes points L et N pris pour centres et du rayon AB décrivez deux arcs qui se coupent en M; les points A, B, L^ M y N seront les sommets des angles du pentagone régulier cherché.
Démonstration. L'angle €BF {Jîg. 6i) du
pentagone régulier BGDEF a pour mesure la
moitié de Tar^^ GDEF (20, /fv. 3); cet angle
étant donc égal à trois cinquièmes de la circon-
féi^ence > l'angle GBF du petxtagodie a pour me-^
sure les trois dixièmes. Or les aixrs AHKL^
BQPN, qui mesurent les angles ABL, BAN,
valent chacun les trois dixièmes de la circonfé^
rence (41) : donc ces angles ABL, BAN sont
ceux du pentagone régulier à construire sur AB ;
ensuite les trois côtés AB^ BL^ AN^ côtés du
pentagone , sont égaux entre eux ; donc y en
comparant les points L^ B, A, N de la figure 6^,
avec les points G, B^ F, E de la figure 61 ,
le triangle LMN de la première figure ^
ayanlt les côtés rèspectiveiniient égaux aui
côtés du triangle G DE de la seconde^ îk
auront aussi les angles égaux (8^ &V. i)>
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et tout coïncidera parfaitement ; donc , etc» Solution //.Décrivez, comme ci-dessus, du rayon AB et du centre A , la circonférence B Dû? (jfîg. 64); faites-y à AB=BC=CD =DE=Erf; à BD=Bas=Eaî et enfin, àAa s= B 6 = ^6 ; ensuite , avec le rayon 6 £ et du centre A décrivez un arc qui passé par les points L et M ; du centre B et avec le même rayon b E, coupez cet arc au point M et la circonférence en N; enfin , avec le même rayon et du centre N, coupez l'arc LM en L ; les points A , B^ L, M, N seront les sommets des angles du pentagone régulier.
Démonstration: On a (4> &V. 2)
(BEy = (ôE)* + (B*)» + 2B*.ÔE;
l'angle BNE étant inscrit et appuyé sur le diamètre , on a (3i , ZiV. 5 , 47# '*^* 9
(BE)* = (BN)*+(NE)\
En comparant les deux valeurs de (BË)* dans lesquelles (6E)* = (BN)*, il résulte que
B6)* + 2BÔ.*E = (NE
puis iE étant égal à *A + AE = A5 + AB,
(B*)* + aBè^Aô H- :aB6*AB = (NE)*.
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Mais 9B^.AP»a(A^>^ (4&hàsmc
çiBy 4- 2BB.U + (ABy +{XBy = (my.
(Bé)' 4- 2B^.A3 + (A 0)-^=^: ( AB)* ;
donc
(AB)* + (Ai)» = (NE)*.
NE sera» donc le côté du pentagone insml att eerd0BD^(5O)(io^2iV/i5> L'arc NE Aant 4gal à deax dixièmcsi de U dn»DfereDM9e ^ Farc BCPJ( sera ^1 à trois dixièmes, et Tangk BAN sera l'angle du pentagone régulier» Sixbstitaaiii ensuite la droite BN aux deus o6té» BA, AN du pentagone régulier , elle deviendra le côté du triangle isoscèle qui a pour base AB, et chacun des an||tes à la base sera double de l'angle au sommet (i i , &V. 4) i ^^ points L et M seront dppc ^ussi \^ sommftf ^u. pentagone régulier que Ton avait à construire.
> PROBLÈME
i 58. Cqnstruire un, hecjcagone ré^^uU^r sur iin côté donné AB (fig. 65).
Sohaion. Du rayon AB et cBe0 pohitai A ejtB
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comme centres soient décrits deux arcs qui se coupent an pdint ; avec le même rayon et du centime soit décrit nn cercle dans la cîr-^ ccHtiférence duquel on fera à AB = BC ss CD =s:D£ = EF ; l'hexagone ABCDEF sera l'hexagone demandé*
yoyez^ pour la démonstration^ la quinzième du lin^. 4*
PROBLÈMIE.
1 59. Sur un côté donné AB (fig. 66) , construite un octogone régulier.
Solution I. Des points A et B pris pour centres et avec le rayon AB décrivez les deux demi-circonférences BCDE^AC<i0( 64) ; faites à CB=:E^r=Bas= Aa=2 ect; avec le rayon AB et du centre a coupez l'arc D E au point H ; avec le même rayon et du centre a coupez l'iurc de au point h j encore avec le même rayon ^ et des points H ^ A comme centres^ décrives denx arcs qui passent par les points G^ g) avec le rayon Ba^ et des points a^ a, pris pour centres^ coupez ces deux arcs en g-. G; avec le rayon AB et des centres G et g soient décrits deux arcs qui passent par les points F et/j coupez ces deux arcs en f, V avec "
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rayon Aa et des centres a, celles points A , B, h, gf/fFjGf'B. seront les sommets de l'octogone régulier construit sur le côté AB.
Démonstration. Les côtés AB^ Bk, kg, gf, AH, HG, GF sont tous égaux par construction. Maintenant, si l'on considère un octogone régulier inscrit au cercle , on trouvera que chacun de ses angles à la circonférence a pour base un arc égal aux g de
la circonféjrence , et par conséquent g pour
mesure (20, ZtV. 5) ; on a ensuite l'arc BCH
égal à g ( 30) : donc langle BAH est un
angle de l'octogone , ainsi que l'angle ABÂ.
Ensuite aA, olB étant perpendiculaires à AB (27) , elles seront parallèles entre . elles (29, ZzV. i) : donc la droite Ha qui fait un angle de 45° avec a A (27), en fera encore un semblable avec la ligne aB (37, liv. i).
Mais hBoL est aussi de ^S"" : donc aH est parallèle khB (28; Iw. i) : donc aussi a A est égale et parallèle à H B (33, ZiV. i); d'où l'angle *aH = ^BH (34, Iw. i). Or l'angle hBE
= ABE— HBE = ABE— iHAE(30,/zV.5); il aura donc pour mesure g g , c'est-àrdire
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-g de la circonférence : donc l'angle B Aà, qui avec l'angle haK équivaut à deux droits (27, Uu. i), aura pour mesure -5 de la circonférence. En-
suite les deux triangles akB, a kg ayant tous leurs côtés égaux entre eux , l'angle ah g = ahB (8, Uu. i); d'où Tangle total ghB
aura pour mesure g de la circonférence , et
sera apgle de l'octogone, ainsi que l'angle AHG. L'angle hga sera encore égal à l'angle hBa, et les deux triangles g/a , BAa ayant aussi les côtés égaux entre eux , l'angle /ga sera égal à AB a(8, Im. i). L'angle hgfsersi donc composé de deux anglea respectivement égaux aux deux qui composent l'angle ABA : ces deux angles seront donc égaux ^ et chacuii d'eux sera par conséquent angle de l'octogone : il en sera de même pour l'angle HGF; les points^et F seront donc aussi sommets d'an-?
gles de l'octogone comme tous les autres.
Solution II. Avec le rayon AB et des points A et B pris pour centres décrivez comme ci^ dessus les deux demi-circonférences BCI>Ë^ ACde; et ayant fait àCE = Ea=B«== Aot ?=60(y du rayon AB et du centre /ï décrivez xm arc qui coupe l'arc DE en H et passe par
1[66 GÉQICâTRIB DU GOMPAS.
le poÎDt F ; avec le même rayon et du centre a, décrivez encore un arc qui coupe l'arc de en h et passe par le point /"; du rayon a À et du centre a décrivez an arc qui passe par le point y) avec le même rayon et du centre a décrivez un arc qui passe par le point F; enfin , avec le rayon ÂB et des centres H et F, h et f décrivez des arcs qui se coupent aux points Cr et g.
Démonstration. D après la démonstk^tïOn de la première solution^ les droïtes AB, f2<i étant parallèles et égales entre elles , ainsi que les droites aA, clB avec lesquelles elles forment des angles droits , si Uon £àit , pour abré^ ger^ AB = i ^ on aura aussi aA t^ 'ttf^i^ af = I • On a ensuite (Aa)*=i2ts2: (a/)* tm («F)* : donc les angks fc^a , Tau seront droits (48 > ii^* I )> et les points/, a, B dans h même droite ( i4 , Hv- i ) y comme aussi les points ¥ , a, A dans la même parallèle. En*suite de F^lité àefcLy Ta, il résulte que fF fiera aussi égale et parallèle à €ta ^ssxx , et Téietf sera un carré. De plus , le^ triangles TGa p h Ga ayant les cotés égaux entre «oic , oirt aussi les angles égaux (8 , /iV« j) , et Tangk ¥Ga est égal à GaHj les deux droites GH^ Fa senmt dont: parallèles , comme au(9si fG,
UTHE fi Etr^tÊliÉt. i6^
«fi (33 ^ fo. i) t maàÈ Y angle F^H «)ctërîeiir mu triàH^e izfl A «t égal anic deux angles iti** teneurs «opposés «HÀ^ aAH (3^^ &>. i)^ c'c^^àndire^ à trois cingler dantii^iroits : doue on a l'angle FaH = BAH ; donc aussi les angles opposés dans les parallélogrammes étant égaux (34, Iw. i) , FGH = BAH. On a eusuite l'angle AâH = aH6 : de plus^ l'angle AH a est droit ; donc aussi l'angle AH G vaut trois demi-droits. De même FangleyTa étant droit, et l'angle ^JPG étant égal à aHG qui est demi-droit, l'angle yT G sera, aussi égal k trois demi-droits. Ou démontre la même chose pouf lès angles eu y, g et h : donc tous les côtés et tous les angles étant égaux ^ la figure sera un octogone régulier.
Si l'on .quadtuple les deux membres de l'é-* quatiou (15)
(QM)* = (AQ)* — (AM)S qui appartient à la figure 5 , on aura
4(QM)«==:4(AQ)--4(AM)'; c'ost-à-^lire
(Qî)-=4(AQ)--(AB)-; '~~ Béandte le théorème suiraut poiu: tout
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rhombç quelconque : le carré dune des cUorgqrudes du rhombe vaut quatre fois Zç carré dun de ses côtés. ^. moins le carré de Vautre diagonale; d'ou^ dans le rhombe Fa ^ HG^
(aG)*=:4(Fa)v— (FH)\
Mais comme Vangle FGH = HAB^ et que les CQfés qui comprennent ces deux angles égaux sont aussi égaux ^ on a aussi
FH = BH (4,&V. i)..
On aura donc
(ûG)* = 4( AB> ^ (BH)* == (BE)^— (BH)\
Mais (Si, ûV. 5, et 47> ^^^ i)
LIVRE NEUVIÈME
décrit un arc qui passe ^r f; du centre a et du* rayon aB soit décrit un arc qui passe parg: j du centre a et du rayon BH soit décrit un arc qui passé par ^ ; du centre a et du rayon HE soit décrit un arc qui passe par G ; soit fait àAB = BÂ = ^g = g/=/F = FG;onaura aussi FG=GH, etc.
Démonstration. Les triangles aXB, aBh, ah g, agj, etc., qui ont leur sommet en a et leurs bases sur les côtés de la figure , ont tous leurs côtés respectivement égaux à ceux des triangles affectés des mêmes lettres dans la figure 66 {voyez les deux démonstrations précédentes) : donc ils auront aussi leurs angles égaux (8, Iw. i ) > ^t comme ils sont semblablement ordonnés , les angles de la figure 67 y qui sont composés des angles de ces triangles pris deux à deux, seront aussi égaux aux angles de l'autre figure ; donc , etc.
Solution IV* Après avoir , du centre A et du rayon AB, décrit la demi -circonférence BCDE,enyfaisantàAB = BC = CD=DE, et avoir fait à BD = Ba = Ea; ayant du centre a et du rayon AB coupé la demicirconférence en H , soient des centres E et A , avec le rayon EH , décrits deux arcs qui se coupent en Pj du centre P avec le même
rajon PA Mit coupée la demÎHCitcotiféreiice ea Qj des centres B et H tiyec lé rayon BQ soient décrits deuic arcs qui se otmjietit en : mi&ntenant eoit décrit dn centre et dn même rayon OH un cercle qui passera pa^ À j soit faîi dans sa circonférence k Ah ^s^'Èht^kg = g/=/F=FG; les points A^ B, h, gf ff ete. p seront lied sommets des angles de l'octogone»
Démomtratùm. Comme on a QPtr^AF gcsEP^ ainsi que QAssAEr=AB^ et que AB est sur le prolongement de AE (x5, 2tV. 6^ on aura (2S)
BQ.AP = (AQ)*;
doù {17 , Uv. 6) . ^ ,
HE ; AE :: AB : BO
Mais HE est un côté de l'octogone inscrit au cercle qui a pour rayon AE : donc ausâ AB sera le côté de l'octogone inscrit aa cercle qui a pour xayon B 0.
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i4ù. Sur m côté donné AB (fig. 69) > construirB un décagone néguàer^
Solution. Du centre Â et du rayon AB soit décrit le cerde BD^; soit fait dans sa circonférence à AB = BC = CD = DE = Ed; soit fait b BD = B^ =^ Ea ; soit fait cftistiite a Aa csi Bb :s=zdb. Maintenant dies centres A et B avec le rayon bE soient décrits deux arcs qui se coupent en V; du centre V et du même rayoo bE soit décrit le cercle BLMNOPQRSA, et soit fait a ABstBIi = LM £= MN =t NO sts OP :s4 PQ Œ QR s=s RS I lé point S sera dans la section dé& deuic circonférences , ^t les points A ^ B ^ L ^ M ^ etc.. ^ serpni les somm^te d^s dix angles du décagone régulier cherché*
Démonstration. La ligne 6E est uti c6té du triangle isoscèle qui, ayant pour base AB^ a chacun des angles à la base double de l'angle su sommet (137). Donc^ dans le triangle YAB^ l'angle BVA sera égal à un dnquième de deux angles droits (52 » &V. 1) ; Tare BA qui le mesure sera donc égal à u-
dixième de la circonférence , ainsi que les autres arcs BL, LM, MN : donc le polygone ABLMNOPQRS sera un décagone régulier inscrit au cercle qui a le point V pour centre, et construit sur le côté AB.
PROBLÈME
441. Sur un côté donné AB (fig. 69), construire un poljrgone régulier quelconque ^ de ceux qu'on peut inscrire au cercle (128).
Solution. Du rayon AB soit décrit un cercle BDéi; soit inscrit à ce cercle un polygone régulier semblable à celui qu*on veut construire sur le côté AB , c'est-à-dire d'un égal nombre de côtés (128), et soit BZ un côté de ce polygone inscrit ; soit ensuite cherchée une troisième proportionnelle à ce côté BZ et au rayon AB (87, 89, 90, 91, 92); avec cette ligne prise pour rayon, et des centres A et B soient décrits deux arcs qui se coupent en V; du point V comme centre et du même rayon VA soit décrit un cercle ABLMN, etc. , et soit ûiit à AB s=BLkLM=:MN, etc.; les points A, B,
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L^ M^ N^ etc. , seront les sommets des angles du polygone cherché.
Démonstration. Les cotés du triangle BA/ étant proportionnels à ceux du triangle BYA, on aura langle BAZ = BVA (5, &V. 6) : donc les arcs Bl, BA qui le mesurent , seront des portions égales de leurs circonférences;
PROBLÈME
442. Construire un carre sur une diaga^ nale AB donnée (fig. 70).
Solution. Du centre A et du rayon AB soit décrit l'arc BC DE ; du centre B avec le même rayon soit décrit Tare indéfini CP , et soit fait aBG = GD=:DE; soit fait ensuite à BD=:B£{ = Ea. Maintenant^ du centre E et du rayon Aa soit coupé l'arc C P en P ; des centres A et B et du rayon AP soient décrits deux arcs qui se coupent en L et M ; ALBM sera le carré cherché.
Démonstration. Si l'on suppose pour abréger AB = I , on aura
AP = i»/2 (104) = AL=BL;
1^4 oÉoirâTHlrB dv oohfas.
et
( AL)* + OBt/^ I = (ABy.
QfHU^ l'aQgJjs BLA Q«t droit (48* Uv. i), et les dQQV R»glc« LBA« LAB éj^WK wtreeux.
Talent diactin la moitié d'nn angle droit (5, et 5a , liv. I ). On démontrera de même qne l'angle BM A est droit, et qae les angles MBA, MAB Talent chacun la moitié d'un angle droit : doRclcs angles MBL, MAIiserOnt droits/ et et ALBM sera le carié dtcrcbé.
DES CENTRES
PBQBLillB.
14$. Trouver le centre dun cercle donné UA.B (fig. yr).
Sobaion* Ajant -pris pour centre un point (pelccmque A de sa circonférence, d\in rayon arbitraire AB , plus petit que le diamètre art Mtle donn<$, et plus grand que le quart de ce diamètre, soit décrite la demi-cîrconférencé BCDE^ en faisant b ABznBCs CD sDEf soit M. le point où elle coupe la circonférence in cercle donné; des centre» £ et A arec le niyon EM soient décrite demc arcs qui se cou^ pent en L ; du centre L et du n^ême rayon LA soit coupé le cercle BME en Q ; des cen- ^s B et A et du rayon BQ soient décrits deux arcs qui se çQU|^ent en ; le point sera le point cherché.
Démonstration. La ligne B AE étant droite (i5, Ihr. 4), Fangle extérieur LAB est égal
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aux deux angles intérieurs opposés ÂLË^ ÂEL pris ensemble dans le triangle A LE (^2, liv. i). Or les triangles LAË^ LAQ ont tous les côtés égaux entre eux ^ et par conséquent les angles opposés aux côtés égaux sont aussi égaux (8, &V. !)• Doncl'angie AEL=QAL,etrangle ALE= ALQ ; donc l'angle LAB est égal aux deux angles QAL et QLA pris ensemble; et retranchant de part et d'autre l'angle QAL^ on a l'angle restant QAB = QLA : donc la somme des deux angles LAQ^ LQA dans le triangle.LAQ, est, égale à la somn^e.des deux angles AQB, ABQ dans le triangle ABQ (32, liv. I ). Mais ces deux triangles LAQ, ABQ sp,nt isoscèles par construction ; donc lesangles à leurs bases seront égaux chacun à la. demi-*' somme. ( 5 , li9. i ) , et par conséquent égaux entre eux dans l'un et l'autrei triangle ; donc les triangles LAQ, ABQ. seront seaiblabks ( 4 , Iw* 6 ) , et. l'on aura
LA: AQ :: AQ:QBj
et substituant les valeurs égales ,
ME:EA :: ABrOBj
donc les triangles isoscèles M AE, AOB ayant les côtés proportionnels, sont équiangles entre
IflYRE DIXIÈME. • . , I^y
eux (5, &V. 6)9 et on a l'angle OAB =ss: AME = AEM. Mais l'angle exiBriçur MAB est égal à la somme des deux angles intérieurs AME, AEM égaux entre eux , dans le triangle AEM {52, Uv. i); donc il sera égal à l'angle OAB pris deux fois^ ou bien on aura OAB =:OAM. Mais les deux triangles OÀB^ OAM ont encore les côtés AB ^ AM égaux entre eux^ et de plus le côté O A commun , c'est-à-dire ce& deux triangles ont un angle égal compris entre deux côtés égaux : donc (4> /^V- i) le troisième côté B de l'un de ces triangles sera aussi égal au troisième côté ,0M de l'autre ; donc les trois lignes OB , Ok, OM sont égales , et par conséquent le point est le centre que l'on cherchait du cercle MAB (9, Uv. 5)*
144. Quand on a trouvé la valeur de QB^ troisième proportionnelle aux deux lignes L A ^ AQy ou aux deux lignes EM^ EA^ valeur qui, est celle du rayon du cercle dont on cherche le centre , il suffit de prendre deux points à volonté dans la circonférence du cercle , et de oes points comme centres avec le même rayon > décrire deux arcs qui se coupent ; le point de leur intersection sera le centre du cercle.
145. Pour obtenir des sections à angles moins aigus, il sera utile , dans la pratique , de choÎF'
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à ttie d'oarl tm rayon AB ifai approohe delà valeur du layôn du cerclti que Voû chetd».
PROBLEME
l46. Circonscrire et inscrire un cerch à m triangle éqidlatéral donné (fîg. 72).
' Solution. Soient A, B et M le^ sommets des angles du triangle d6nné; du centre A et da fayon AM Soit tracé Tare MDE, et soit faH à A Msrî! MD === DE ; des centres B et A avec le rayon BD , soient traces deuir arcs qui se eott-^ j:ient en L ; du centre L avec le même rayon LA soit décrit uU arc qui coupe l'arc D!E en Q; des sommets de deux angles du triangle, des points A et B , par exemple , pris pour centrés et avec le rayon QE > soient décrits deux arcs qnis^ c6upent en O; du centre et du ïnéme rayon A 6oît décrit un cercle , il sera drconscrit io triangle. -
Soit divisée la ligne QE en deux parties égales aU point m (66) ; du même centre O et dit rayon Qm soit décrit un autre cercle ; il sc«a inscrit au triangle,
'Démonstration. De la démônistmïioëu tiu n^ I4â> il résulte que la ligne BAE étautdroîtr^
LITKE DlXliHK. lyg
QE est troisième prdportîoaiidle oiox dccix lirh goe& £M> ISêAm Donc QE sera le nyoa d'ua cercle qui passe par leâ trcns points M^ A^ B> et le point ea sera le centre (44S)<^
Dans kl figure 5^ , ou le cercb DBii est ins^ dit ku triangle NLM^ AD est perpendiculaire, à LD / et N AB a LB (iSI) : donc les trianglesi rectangles ND A, NBL ^ qui ont un angle com** immi'en N ^ oot a^ùssl- lé troisième teg^e égal (3:2 , li9. i); d'où on a la proportiND» {^, hç^ &j^
NI4 : LB :: NA : D A
Mais NL est double de L B ; donc aussi N A est double de D A , c'est-à-dire , le rayon du cercle circonscrit au teiangle équilatéral est double du rayon du cercle inscrit ; donc , etc.
PROBLÈME
147. 4!^îrconscnre et inscrire un cercle à m carré donné (Gg. yS).
Sobahn. Soient A, By T, F* les sommets des angles du carré donné ; soit fait à A B :^ AE; à PBî=FE; du centre B avec le même rayon HP soif èecril un âïxr qui passe par Q et ^ ; du centre E et du rayon EA soit coupe cet arc en Q e'
l8o GÉOMÉTKIB DU COMPAS.
des centres Q et ^ et du même rajron AE soient décrits deux arcs qui se coupent en M ; des cen* très A et B et du rayon AQ soient décrits deux arcs qui se Coupent en ; du centre et du même rayon B soit décrit un cercle y il ^ra circonscrit au carré i du même centre O et da rayon OM soit décrit un autre cercle, il ^ra inscrit au carré.
Démonstration. Sironfitit, pour abréger, AB=s I y on aura
AQ=i-i/2(104) = AO=:BO;
mm
on aura donc
(AO)* + (BO)*= T t;ir(AB)*;
d'où l'angle BOA sera droit (48 , liv. i) , et le$ angles OAB , OBA seront égaux chacun à la moitié d'un angle droit (5 et 32, ZiV. i). De plus, l'angle BAF du carré étant droit , l'angle AF en vaudra la moitié ; donc dans les dçux triangles BAO, FAO on aura un angle égal compris entre côtés égaux c d'où. l'on aura aussi OB = OF (4^ &V. i). Ou démonjbre de la même manière que Ton a aussi OB:=a OT?
donc le cercle ABTF est circonscrit a}i çaiiér La ligne OM est perpendiculaire à M'A'(83)«
LIVRE DIXIÈME. l8l
donc BMA est tangente au cercle décrit avec le rayon OM. On démontre la même chose pour les autres côtés AF, FT, TB : donc le cercle décrit du centre et du rayon OM est inscrit au carre.
148. Circonscrire et inscrire un cercle à un poljrgone régulier quelconque (fig. 74).
Solution. Soient B^ A , M. les sommets de
trois angles de ce polygone régulier ^ dont ce*
lui du milieu A soit également éloigné des
deux autres B et M ; du point A comme centre
et du rayon AB soit décrite la demi-circonf&r
rence BCDE (64) ; des centres A et E^ et du
rayon ME soient décrits deux arcs qui se cou-r
peut en L ; du centre L et du même rayon LA
soit coupée la demi-circonférence BCDE en Q :
la ligne BQ sera le rayon du cercle circonscrit ;
puis des sommets B et A ^ par exemple , de
deux des angles du polygone comme centras et
du rayon B Q soient décrits deux arcs qui se
coupent en ; le point O sera le centre de ce
«ercle*.
Si AB est un côté du polygone y on le div?-
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s&ra, eh 4bux parties ég;ales au pomt Ti(6G^^ OT sera le rayon du cercle inscrit qv^ l'on dé* crira du même centre ; si une autre ligne quelconque A 6 est un des côtés du polygone, on la divisera en deux parties égales au point ^^ et ^ sera le rayon du cercle à inscrire avec le même ceatre 0.
Démonstration. Il résulte de la démonstration du n^ 14^ que est le centre^ ôercle qui passe par les trois points B, A, M j donc il est le centre du cercle circonscrit , puisque par les trois points B , A , M , on ne peut feiïe passer qu'un seul cercle (^5 , liv. 5). On a ensuite OT perpendiculaire k TA (85); d'où TA sèm tangente au cercle décrit du centre avee lé rayon OT (i6f Iw i). La même démons* fration s'applique à tous les autres côté^ égaux -à AB ; donc ce cercle est inscrit au polygone qui a ^pur o6té AS. On dànontre ile tnètùt ^e le^ cercle décrit du centre O et du rayon Oi^> «est inscfiit au polygone iqui a ponr îe!5té A6.
- 449. Si AB est uq côté du pplygone datis lequel on ve^i inscrite le cercle , il y aura ^usietirâ n^anièteé dé le dîyker ^en deux par* ties égales (66); nous ayons donné la plus -Simple pour ie c^rré (f47) : pont le ^triangle
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seul (146), le rayon du cercle inscrit est la moitié du rayon du cercle circonscrit; dans le carré seul , il est égal à la moitié du côté.
PROBLÈME
(1 50). Trouver le centrée (fig. 76) d'un cercle qui passe par trois points donnés P^ Q, R.
Solut. Des points P et Q comme centres et d'un rayon arbitraire soient décrits deux arcs qui se coupent en A et B ; des centres Q et R et d'un rayon arbitrai ï^e soient décrits deux arcs qui se coupent en C et D ; le point S où les lignes A B , C D se coupent (1 \ 2) sera le centre cherché .
Démonstration. Voyez (^5 , /«V, 5).
Dans le double problème présenté (146), Mascheroni n'a traité qu'un cas particulier de chaque question ; et s'il a généralisé (130) la première, sa solution , qui est celle d'Euclide, n'est pas fondée sur l'usage seul du compas. Cette condition est remplie dans les solutions suivantes, qui embrassent les deux problèmes avec plus de généralité.
i** PnoBLÈMfi. Circonscrire un cercle à un triangle donné (Jig» 78 bis).
Soient A, B, C, les trois angles du triangle x supposons le cercle décrit ; soient OB, OC, deux rayons. Si par le point G on mène une tangente , les angles formés par cette tangente avec BG et avec GO seront égaux, l'un à A , l'autre à 100**. Donc GB = 100^ — A. Or il est facile de déterminer cet angle sans le secours de la règle ^
Pour avoir l'angle OCB, de deux points m et m' situ< à égale distance du point A , je décris avec des rayo ^(jSiux, mais plus grands que Am, des arcs qui se co
|Kiit en P. Du point A et dn rayon AP , je décris un arc qui coupe le câté AC eu Q : PAQ est l'angle cbercbe : carPAQ-=:PAB— A^ioo' — A, Pour le porter en C, je de'crisdece point et du même rayon AP un arc ^o^zPQ; le point o appartiendra au rayon CO. Si donc du point o et du rayon Co= AP on décrit une circonf. , elle touchera le cercle cherché. Or on sait qu'en menant par le point de contact de deux cercles une droite quelconque, les cordes interceptées par les deux circonf. sont entr'elles comme les rayons. On a donc CO iCo "CR '.Ci'. Donc CO est une 4""" proportionnelle aux lignes connuesCfi,C#'etCo.L'ayaut construite (93), on décrira des points A et B, et avec cette ligne pour rayon, deux arcs : leur point d'intersection sera le centre cherché.
2' PaoBLËME. Inscrire un cercle dans un triangle donné.
On sait que les tangentes menées d'un même point à un cercle sont égales. Si donc on connaissait un seul des points de contact , ou la distance de ce point aux deui sommets adjacens, eu décrivant des arcs de ce point et avec des rayons respecliveuient égaux aux distauces trouvées, les rencontres de ces arcs avec chacun des deux autres côtés du triangle, détermineraient les deux autres points de contact. On connaîtrait ainsi trois points du cercle, qui serait dès lors déterminé, {f. le problème précédent.) Cherchons donc les distances d'un de ces points de contact aux deux sommets adjacens , c.-à-d. les longueurs des tangentes menées de ces sommets. Or, t°. la somme de ces tangentes est égale au côté sur lequel on les compte; a°. la double somme des trois tangente» étant égale au périmètre du triangle , leur somme est égale au demi -périmètre. Si de la somme des trois tanfiSntes ou du demi-périmètre on retranche la somme d» deux d'entr'elles ou un des côtés , on aura la troisième, celle qui part du sommet opposé à ce côté. Chaque tangente est donc égale au demi-périmètre, moins le côte opposé A son point de départ. (IVo/e du Traducteur.)
PROBLÈMES DIVERS
PRO,BLEME
151. Étant donnée une échelle SL ^ trouver la surface du triangle ABD et du quadrilatère AOCD(fig. 76).
Solution. Faites à BÂ=Ba^ et à DA=Da (11); portez sur Téchelle SL les distances Xa et BD prises avec le compas. Supposons, par exemple, que l'on trouve Aazrzy, BP=8; multipliez ces deux nombres entre eux, prenez le quart du produit = i4; ce nombre exprimera la surface du triangle ÂBD.
Pour trouver la surface du quadrilatère ABCD , après avoir déterminé le point a comme ci -dessus, on fera à BC=Bc et à DC==Dc; on trouvera sur l'échelle les deux distances Aa, Ce; soit, par exemple, Aa = jf Ce =5; prenez la somme de ces deux quantités = 12 : multipliez par cette somme
l86 GÉOMÉTRIE DU COMPAS*
= 12 la valeur de BD trouvée sur Téchelle = 8 , prenez lé quart du produit = 24, ce nombre exprimera la surface du quadrilatère ABCD.
Démonstration. La ligne A a est double de la perpendiculaire qui tombe du point A sur la ligne BD (14); mais la surface du triangle ABD est égale à la moitié de la surface d'un parallélogramme qui aurait pour base la ligne BD^ et pour hauteur cette perpendiculaire (4i , Iw. i) : donc elle est égale au quart du produit de A a par BD. De même la surface du triangle BCD est égale au quart du produit de Ce par BD : donc la^ surface du quadrilatère ABCD est égale au quart du produit de la somme des deux parallèles A.a, Ce par leur perpendiculaire BD.
i 52. Le problème précédent peut servir a mesurer la surface d'un espace renfermé par un polygone quelconque, en imaginant des droites qui le partagent en autant de triangles ou de quadrilatères que l'on jugera convenable. On pourrait proposer encore d'autres manières de la réduire en trapèzes ; mais oû peut facilement les déduire de la méthode avec laquelle on a résolu ce problème.
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PROBLEME
^ i 55^ Etant donnés (fig. 77) les plans tria^-* I giilaires qui compHnnent une pjrrgmde tétraèdre j tpoiwer sur sa hase le point où tombe la perpendiculaire abaissée du somtnet ^ et trouuer sa hauteur.
Solution. Soit le triangle ABC la base dé cette f>yramide tétraèdre , et soient A E C ^ B D C AFB les plans triangulaires qui vont se réunir à son sommet; du centre C et du rayon CD =: C£ soit décrit un arc qui passe par les points ^ei d; du ctotre B et du rayon BD soit dé^ crit xin arc qui coupe le premier en c/; du centre A et.du rayon A£ soit décrit un arc qui iDOupe le rayon en e ; soit^troiiyé le polptP où se coiipent les deux droites l^d^ Ee {ii^)i ùB point sera celui où tombé la perpendiculaire abaissée du sommet de la pyr^midà.
Soit diTisée par mcûtié la droite CE au pOiut ^ (66) ; du centre m et du raj^ôn mC soit décrite la demi-circonférence CpE; soit fait à CP = Cp ; laL ligne Ep sera la hauteur de la pyramide.
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Démonstration. Si dans la pyramide S ABC qui a pour base le triangle A BC et pour sommet le point S , on mène dans le triangle SCB la droite S S" perpendiculaire à C B , et si l'on élèye du point cT pri^ dans le plan de la base ÂCB la perpendiculaire ^dy elle contiendra le point P , où tombe du sommet la perpendiculaire SP (i I , liv. Il); de même , si du point S dans le plan SÂC, on mène à^ AC la perpen^ diculaire S g , et si du point € dans le plan de là base AC B , on mène à la même droite AC la perpendiculaire ^e^ elle contiendra le point P : donc ce point sera l'intersection des deux droites S'a, ee. Mais dans la fig. jj, où les points D et E représentent le point S de la fig. 78, D^est perpendiculaire à BC en un point J^ ( 1 4) ; de même aussi E e est perpendiculaire à A C en un point e : donc le point P est le point cherché.
De plus y les deux! triangles CPS {fig. 78), C/?E (Jîg. 77), étant rectangles en P et/?, le premier par supposition et le second par la 3 1* prop. du Zip. 5, et CS étant la même ligne que CE, onaCP=3sC/7. On aura encore P S ss^Ej car (>îg. 78) (47, &V. i),
(CS)--CCP)-=:(PS)- .
de même on a (Jig. 77)
CS)'-(.CP)-=*(CE
donc
(TS)« = (pE)-
PS==pE:
donc pE est la hauteur jle la pyramide.
454. Ju£k]uici toutes les dé];i;ioas;tratîqiisque nous avons données étaient fondées sur le& élémens d'Euclide, Mais comme nous ne pourrions pas toujours s?uivré la même mafChe Sans être trop prolixes, nous emploierons quelq\ies. équations qui sont démontrées dans tous les traités* de Trigonométrie plane;
1 55 • Si, dans un cercle décrit avec un rayon égal à Tunîté, on appelle a? et / deux' arcs quelconques, on aura
sin {x H- j) = sin x cos j + sin j cos oc, sîn (a: —f) = sin x cos x — sin j cos x , cos {X +/) = C0& ,r cos/ — sin a: sîn y ; cos (x — f) = cos X cos j + sin x sin j;.
, » . . - - • » ta
Si l*on ajoute les dettx jùremières éqÉa
tîous (Y 5 S) y on aura
sixi (pp -^y) 4- sin (.■?? — J") = a sin jp cos/ ;
alu OU eus 7^ M^i*! ■ I I ■ 1 IIP— ^. f *. »,. y. ..i.f ■ . «.p ,
. Si l'on ^it (^ +jr] =/>,(« — ;r) =n y > on aura
d'où sîn/? rfr sin ^= a sîn j^?^^^ . cps (^—^'^
1 58. Si f on ajoute les deux dernières équations (4^55) > on aura
cos^cos7 = ^^^"^+'^^ + ^^^^--2) :
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d'où cosp^ cmq = û tù^ (^'^^j' ^^ r^-^^Y
i 59. Si Ton retranche la 3^ des mêmes équations de la 4*^ on aura
co« (jï? — y) -* éos (a) + y)
smar^n/:=p — ^ ^ ^^ — -ï--^ ;
cogj •— cos/? =s asin r^ ■ M . sinf ^TA . ^
160* Ac^josedelequation 2S|aa:=coA^ea^, on aura (1 56) .
Corde HX:^: 2Y^
et ^ Ton suppQjSç 9 j? == a:^ on aura
corde jç p= a 1^ ? ^^ === 4/(2 — aco^o:)*
Si Ton appelle A: la corde d'un arc, tr le cosinus , s le sinus , ^ la cordé du complément , on aura
A* = 2 — 2C et A* = 2 — 2^.
La première de ces deux équations donne ^ == 1 A:* j et comme on a
iga
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on aura
= 2 — aA: i/f I —
PkOBLiME.
I6l. Z>a/zj Im triangle éqidlatéral ABC (fig. 79), inscrire un carré ebcd (fig. 134)»
r* Solution. Si Ton veat se servir des côté donnés du triangle , soit décrit du centre A et avec le rayon AB, le demi^-cercle BCDE (64).
Du centre E et avec le rayon E C soit décrit un arc qui cûupe le côté, donné AB en &; du centre A et avec le rayon B6 soit décrit un arc qui coupe le même côté en e ; des cen-^ très e et i et avec le rayon eb soient décrits deux arcs qui Coupent les côtés AC en^; et CB en c: ebcd serai le carré cherché.
.. Démonstration. Faisant pour abréger AÈ=iif on aura
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dofic on aura
JtBb : bc :: (2—^/5) : (2— v/5). i/5 :: i : v/5.
Maïs si Ton suppose que A B soit coupée au milieu en T par la perpendiculaire C T , on
axira aussi
Mr.
cJt BT:TC ::l:lx/5 (104);
r^^ c'est— à-dire
'^ BT : TC :: i : \/5 :
^^^ donc bc est parallèle à TC (2 , Iw. 6), et par
5^ conséquent perpendiculaire à AB (27, ZiV. i).
^ On démontrerait la même chose pour la droite
de : donc e 6 c tZ est le carré inscrit*
lien //' Solution. Si l'on ne voidait pas se servir
^^^ de l'intàrsection des côtés donnés du triangle
'^ ABC y mais qu'étant donnés seulement les
^ trois points A^ B et C^ sommets des angles du
triangle , on dut trouver les quatre points b, c^
d, e du carré à inscrire ; du centre E , comme
dans la solution précédente^ et avec le rayon
EC, soit décrit un arc qui passe par b,Ceta}
du centre B et avec le même rayon soit décrit
un arc qui coupe en a celui qu'on vient de
tracer; du centre a et avec le rayon AB soit
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coupée la demi-circonférence BCD^E. on H> et soit fait dans cette circonférence à H a =ï= Hl z= ÏK j du centre D et avec le rayon aK soit décrit iw» arc qui passe par b ,. le, point h sera déteripiné; du çenixe, A et du rajrpn Bb soit décrit un arc qui passe par le point e j du CfiJktre^C et du rayon C b soit décrit un autre arc qui coupe la domi^ en e;, des centres 6 et C et du rayon be soient décrits deux arcs qui se coupent en d; des centres 6 et C avec le même rayon b e soient décrits deu;x açcs» qui se coupent en c; bcde sera le carré cherché.
Ou bien eu employant lé' cerdte» BCB£J>^ e% faisant^ à AJB s: E J" ; dés. cenfees D et J^ et avec le nayon aK déterminé plus, haut soient décrits deux arcs qui se coupent en 6 ; le reste se fait comme cl^dessus..
démonstration. Le point K sera- ici détep»
miné^ comme dans la fig. 9 (52), parle moyen du mêipepoint a; alissi lare BK sera un^ vîngt-^ qu^^ttième de la^ cireonfécence* On^a ensinte^ dansilaiîg. 9.^ B K 3=1 B A: 3x BM»; si Fe» compare le&pointsav K, Bv ky A, M avec les pointa Qy it, R, S,, pyH'^e ]9> fig. 4> on tirera^poup lai Hg;. 9 > de l'équatî^ci:
îi
il*
se'
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î' celle-ci,
],. (aK)* = (Ba)»— KA:.Aa.
Or KA: est la corde d'un douzième de la circonférence. Pour trouver sa valeur , en sup-^ posant pour abréger ÂB = i , on a le sinus
de BN:??;KA=5AX0%. 12) rm-, et le double
de son cosinus, c'iest-à-dîre 2NX = NO = BD* == ^5 : d'où substituant K^ pour a: et v/S pour iicos«r, dans l'équation (159),
corde a: ?=; |/(:? — 2Cosx) ,
|i. on aura la droite
d'où
if Maintenant , si des centres D et J^ et avec le t rayon aK on décrit deux arcs qui se coupent ^ en 6 , le point B sera sur la droite BE (1 5 ), qui ^ divisera en deux parties égales à angles droits la ligne DcT au point R (14), en faisant RD
= - |/5 (104) : donc, puisque (47, Iw. i)
(D*)«=(DR)*4-(iR)',
on aura
et de là
èR= i/5— i,etôE= v/5.
Donc par la démonstration de la solution , le point b est une des extrémités du carré : on le trouvera de même avec les centres D et £ , et avec lés deux rayons aK et BD, comme dans la première partie de la II* solution; puis les deux triangles CAe^ CBb ayant tous leurs côtés respectivement égaux , on aura Tangle CBb = CAe (8, /zV. i ) = CBA; d*où le point e sera sur la ligne BA^ et sera une autre extrémité du carré. Enfin , comme, dans cette seconde solution, les droites Cb, Ce sont les mêmes de grandeur et de position que dans la première solution, et qu'on a aussi dans la première solution Cd=i ed. Ce = bc à cause du triangle équilatéral Ccd et de la ligne Ci^ parallèle à AB (2 , ZtV. 6) , les points det c seront déterminés dans cette seconde solution comme dans la première.
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PROBLÈMEi.
i 62. Inscrire dans le carré ABLF (fig. 8io) toi triangle éqidlatéral , qui a un angle B à Vtm des angles du carré.
/'• Solution. Du centre A et du rayon AB soit décrite la demi-cîrconférence BFE, en faisant à FB=FE; soit fait aussi à BE = BQ == E Q : si l'on yeut se servir des sections des côtés donnés du carré ; du centre F et du rayon FQ soit décrit un arc qui coupe deux côtés du carré aux points M et N ^ les points B ^ M , N seront les sommets des angles du triangle cherché.
Démonstration. L'angle QAB étant droit ( 83) , on aura
(BQ)« = (AB)-+(AQ)' (47, àV. 1); et faisant pour abréger AB = i ^ on aura
4=i+(AQ)«;
d'où
FM)' = (FN
ig8 QÉOMÉTAIB DIT COitPAS.
et par conséquent^
(MN)*=(FM)* + (FN)*=8 — 4i/5; ensuite 9 comme on a
LM=LF— FM=i— (v/5— 1)=2 — V5,
on aura
(LM)'=7-.4v/5j d'où
{BM)*tt=(BL)»+ (LM)*= 8—4^/3 = (MN)\
On Remontre de même que (BN)*==(MN)* : àonc
BM=MN = BN.
//• Solution. Sî Ton ne suppose données que les quatre extrémités A, B, L, F du carre, après avoir trouvé comme dans la première solution le point Q^ soit décrite du centre F et avec le rayon FQ la cirCôtiférence QRSNMî puis faisant à FQ = QR=RS = SN, du centre B et avec le rayon BN soit coupée cette circonférence au point M ; les points B, N^ M seront les sommets des angles du triangle cherché.
Démonstration. L'arc QRSN e^t la moitié de la cii*conférence (i5, Z«V. 4) : donc le point N est sur la droite QFA^ et est aussi éloigné de F que dans la première solution' ; donc il est
xiTRB OKzi'ÈiiB. igg
le même. Le poÎDt M se trouve aussi dans la première solution, comme dans la seconde, à l'intersectÏMi des deux arcs ^rits des centres F et M et avec des rayons égaux à FQ et à BN : donc il est le même , donc , etc.
163- Dans un triangle équilatéral dont, lessommets p , 'q , R sont donnés ■, inscrire un hexagone réguUer.
Solution. Divisez la ■élance QR {fig. 8i) en trtMS parties égales aux points c etd{ 68) ; des centres C et tf et du rayon cd décrivez deux arcs qui se coupent en A ; du même rayon et dû point A pris pour dBntre décrivez un cercle ; ùites sur la circonférence à de =x cB= BC = CD = DE; les points B,C,D,E,(f, e seront les sommets de l'hexagone inscrit.
Démonstration. Le b-iangle BcQ a ses côtés ^c et Qc éganx aux côtés Xd et cd du triangle iidcj de iduSf l'angle compris entre ces cotes «fit égal dans chaque triangle à cause du parallélisme des lignes B c et A rf (27 , lii>. 1 ) : donc QBS deux triangles sont égaux (4> -i'^- ' ) > ^' l'angle cQB = f2cA=s=cQF; donc le point E
aOO GÉOMÉTHIE DU COMPAS.
est sur la droite PQ. On dAnbntre de k même manière qne les autres points C, D , E sont sor les c6tës du triangle proposé : donc , etc.
PROBLÈME
164. Dans un carré donné ABLF, inscrire un octogone régulier.
I" Solution. Si l'on veut se servir des intersections des côtes du carré donné, du point A pris pour centre {Jig. 8a) et du rayon AB décrivez la demi-circonférence BCDE, en disant à AB = BC = CD= DE; faites à BF=BQ; àEA=EQ; du rayon AQ et du centre A déterminez les points è et ^ j puis du même rayon et des centres B, L et F, coupez les côtés aux points a, d, e,f, e, h; ces points seront les sommets de l'octogone abcdefgk
II' Solution. Ayant déterminé le point Q comme dans la première solution , du rayon A Q et des points, A et B pris pour centre décnvez deux arcs qui se coupent en O; avec le même rayon et du centre A détenninei Je pomt b sur le côté AB; du point pris pour centre et du rayon Ob décrivez ua cercle qui coupe les côtés du carré dans ie&
COK^ LIVRE ONZIEME. 30I
iai(i,jatres points c, d, e,f, g, h, a; ces points
fgeroot les sommets de l'octogone.
.jg, ///' Solution. En supposant que les côtés
lu carré ne soient pas donnés , mais que l'on
:«Qnût seulement les quatre sommets A , B ,
L, F, on déterminera le point Q comme dans
,,.(la première solution; on fera à EC = EM,
à BF = BM : du rayon AM et du centre A
décrivez un arc qui passe par les points c et ^;
f{,i du même rayon et du centre B décrivez un arc
jj; qnî passe par les pointsy'et g ; du même rayon
I et du centre L décrivez un arc qui passe par
■ g. les points Â et a ; du même rayon et du centre F
jj. décrivez un arc qui passe par les points b et cj
^ du rayon AQ et des centres A, B, L, F,
. j coupezcesarcsauxpoiotsè, g,cî, a,c,y", e,h;
ces points seront les sommets de l'octogone.
^ Démonstration. Supposons, pour plus de I,. simplicité, AB= i : on aura
"" AM=lv/6(104), AQ=^l/a;
* et an moyen de l'équation (B£^)' = (AQ)' '^-, on aura
donc l'angle AB^sera droit (48, Uv. i), et p
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conséquent le point d sera sur la droite BL.
On démontrera de la tnême manière que tons les autres points sont sur les côtés du carré proposé; on aura de plus
L^s^Bli — Brfsss I \/2^=Le.
et
(deyz=(Ld)^+{Ley (47, &V. i) = 2(L^*; d'où Foû tire
de = hd. {/2 = \/2 — I.
Mais on a
crf=BL— Léf— Bc==BL— -aLrf
donc
On démontrera de la même manière que tons les côtés de Toctogone sont égaux entre eux.
De plus ^ les triangles hde, Bbc, knli, F/g étant égaux en tout ^ leurs angles aux points a, b, c, d, e,f, g, 7i seront égaux : donc leurs supplémens , c'est-à-dire les angles ie Foctogone^ seront aussi égaux (i5, Iw. j).
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165. Étant donné un octogone regtiUer A Bh g fF GH , trouver facilement ( fig. 66 ) ^ 1^. le côté dun octogone régulier dorit la surface soit double; 2'. le côté dun octogone . dont la surface soit triple.
Solution. Avec le côté Afi de Fôctogone donné , pris pour rayon , des points F et H comme centres soient décrits deux arcs qui se •coupent en a.
i^. af ou aK sera le c6té de roctogone double.
2"*. AB OM ag sera le côté de l'octogone triple*
Démonstration. Si l'on suppose AB := i , on aura
aA = a/=v/3 (139); aB = ag = ;V/5 (2);
mais les surfaces des figures seniblables sont entre elles comme les carrés des côtés homologues (ao , &V. 6) : donc ak sera le côté d'un octogone double et AB celui d'un triple.
PROBLÈME
i 66* Dans un cercle dun rayon AB (fig. 83), inscrire trois cercles qui le touchent et se touchent entre eux*
Solution. Dans la circonférence du cercle donné soit fait à AB == BC = CD = DE =s Ed=::dc ; du centre B et da rayon BD soit décrit un arc qui passe par les points a,p et a ; du centre £ et du même rayon BD soit coupé cet arc en a et a; avec le même rayon , des centres C et ^, soient décrits deux arcs qui se coupent en V , et des centres D et d deux autres arcs qui se coupent en p ; des centres V et (^ et avec le même rayon soient décrits deux arcs qui passent par metn; des centres a et a et du rayon A B soit coupée la circonférence du cercle donné en G, H, et en g*, &; soit fait dans cette circonférence au même rayon AB=: GL = HI = gZ = Âf; soit fait àA^=BF; àIL = LY = IY = Zj = zj; à Yjr = fm = F/i; à Dn == Dp : du centre A et du rayon mn soit décrit le cercle P S RX Q T , sur la circonférence duquel , prenant un point arbitraire P ^ on fasse à PÂ
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=PS = SR = RX = XQ = QT, enfin, des centres P^ Q, R et du rayon pn soient décrits trois cercles ; ils seront tangens au cercle donné ^ et tangens entre eux.
Démonstration. La droite IL étant corde d'un douzième de la circonférence ( 32) ^ on aura
IL = v/(^— V/3) (<60);
et comme on a (47 > Uv. i j 5i, liv. 5)
le carré du diamètre (L i)* = (IL)* + (Ii)*, on aura
d'où
(Ii)* = a + i/3, etIt=i/(2 + i/3).
Ou aura ensuite (20)
(aI)» = (aB)»— Ii.Aa=5— v^(4+2v/3) = 3 — ( I + 1/5) = a — v'3 ;
d'où
aI = IL=:v'(a— V/5).
On aura par les mêmes raisons
àh =LI; d'où alYL sera un rhombe, et l'on aura (1 59)
(aY)» = 4(aI)»-(IL)«=:3(IL)«;
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d'où
maïs les points I et L étant également éloignés du point A^ les trois points a, Y, A, seront dans la même droite (13); d'où
AY = Aa — aY = i/a — ï/(6 — 5{/5)
IL
La même démonstration s'applique à là ligne Ajr; ensuite le point ^ étant sur la ligne aa., c'est-à-dire sur a A. (45) , on aura Y^ = 2 A Y : or les points \,B, A,E, i^ sont dans la même droite {i 3) • Si Von suj^se ppupt* un moment que les points m, n soient dans la même droite^ on aura
A/» = AV — \mz=s2 — 1/3.
En effet , si Ton compare les points C^ c,,\, B, A, E avec les poijatB A^ B^ Q^ ^^P^ q de la fig. 3 , on aura dans cette fîg. 83
VB=;=AE (i4); d'où
A V = 2^ et Vw=: v/5.
On démontrera de même qu'on, a A /ts: 3 — y^ 3;
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d^où Ton aura
(Fto)«:=(Ai»)« + (AF)« C47,àV. i)
ou
Fm =5 a,i/(a — |/3) =5.a.AY :
de plus on a ; par la construction de la, fî^re,,
Fn = 3v/(2— »/3);
donc le point m sera dans la droite VA. On démontrera la même chose pour le point n :
donc^ puisque. Â m xz=^2t^*- (/S^ on aura
puis les triangles B^D , p/zD ayant les côtés é^aux entre, eux , on aura Fajagle D i^n = DBp (8^ Iw. i). Mais l'angle Ds^n^ qiuest le même que Tangle Df^B, étaqt égal à TaPgle DBV {5,,lw. 1.), ou aura l'angle DB^.= DBf^ :
donc le point p est dans la droite ÂE; on si, ensuite Dnz=:J)p. On démontre de même que dn=z dp z dbnc comparant les pomts H, d^ Al, n, p, E de la fig. 85, avec les points A, B^ Q, P, /?, y de la fig. 5, on trouvera (Jlg. 85)
ou
pnz=zXE — 3An3»r-r/H^2»/5œ:2 1/5—5.
De pins 9 le triangle équîlatéral PQR étant semblable au triangle équilatéral BD^, et par conséquent aussi le triangle ÂBD semblable au triangle APR (ao, Iw. 6) , on aura
I : 1/3 :: 4— av/5 : PR
d'où Ton tire
PR = 4l/5 — 6 = 3^/1.
Donc la ligne PR étant coupée par moitié au point p, le point p se trouvera également sur les deux circonférences des cercles décrits des centres P et R , et sera le point de contact (i2, Uv. Z); qu'on ajoute ensuite à la droite AR = mn = 4 — 2v/5 , le rayon du cercle décrit du centre R, ou bien la droite Rr== w/? = av/5 — 3, on aura
Ar=:4 — 3= isAB.
Donc le point r sera également sur les deux circonférences, et le cercle décrit du centre R touchera intérieurement le cercle donné (il, ZiV. 3). On démontrera la même chose pour les autres cercles ; donc , etc.
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Ce problème se trouve élégamment résolu &yec la règle et le compas par Thomas Simpson^ dans son ouvrage Select Exercises^ etc. , Geo^ metricoL Problems ^ problème 1 5 • On voit qu'on peut y par notre construction , résoudre ce problème par la règle et le compas plus brièvement encore que ne le fait ^impson^ en menant la droite Nasf^ et après y avoir pris à AB = BV = E<^, en faisant à BD = Vm = Bp = (^ m ; puis en décrivant du centre A et du rayon mn le cercle PQR^ et faisant tout le reste de la construction comme dans la solution précédente.
PROBLÈME
167. Du centre A (fîg. 85), décrire un cercle qui touche extérieurement les trois cer^ clés inscrits par le problème précédent (^ 66) à un cercle donné.
Solution. Cherchez une troisième proportionnelle aux deux droites AB, A m (86); avec cette ligne prise pour rayon et du centre A soit décrit un cercle ; ce sera le cercle cherché.
Démonstration. AB étant = i , et A m = 2 — l/ 5 , on aura la troisième propor-
tionnelle=3 j -^^\/5.Si maintenant du rayon 4k r exe I , on soustrait le diamètre 9 r du cercle décrit du centre R , c^est-à-^lire si l'on soii^ trait anpx3:4^S'— 6y on aura prédfiément 7 *^ 4V^ : donc un cercle décrit du ceAtve Â et avec cette troisième proportionnelle pour rayon ^ sera tangent au point 9 à ce cercle inacvît (12^ ZcV. 5), et aux deux autres cerdes.
PROBlvftMB*
iA$. Inscrire dans un cercle dun rajon donné AB (fig. 84), quatre cercles qui lui soient tangens et qui soient tangens entre eux.
Solution. Soit fait dans la circonférence da cercle donné, à AÇ = BC==:CD = DE, à B0 = Ba=ç=Ea, à Aa = BF=iB/^ à AB :;^JfN =? FO , et à. BD = NP = OP ; du centre A et du rayon a P spit décrit le cercle QRST; pnis, prenant un point arbitraire Q si^ la circonfér;ençe , soit fait à B Q ===. F R — ES ==:/T j enÇn des centres Q, R, S, T et du rayon, a F soient décrits quatre ce^rcles: ils" seront les cercles dçmaiidésh . Démonstmtion. CQmme or^ *. Çî^)
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oa aum ausai (93)
QR = RS = ST==TQ
doBÇ l'angle TAQ sera droit; donc
Pais ayant fait AB= i ^ on aura aussi (165) FP = I ; d'où AP == a, On aura encore (27) Aa=V/2;d'oùflPs=2 — {/2;aT= {/2 — i ; d'où l'on tire
et
TQ=ï=(a— ^a) j/a ïas 3 i/a — as= 2(4/3 — 1)
donc la distance des deux centra T et Q est
égale à la somme des rayons des deux cercles décrits de ces points comme centres , donc ils sont tangens en p au milieu de TQ. On prouverait la même chose pour deux autres quelcon<jaes. Soit ensuite r le point où la ligne A r prolongée coupe le cercle décrit éa centre R; on aura
Ar2£:AR+Rr=aP+aF = PF= i s^AB:
donc le point r sera sur la circonférence du
cercle donné ; d'où l'on voit que la ligne hr passant par les deux centres A et R , sera perpendiculaire à la tangente qui les touche tous deux au point r : donc ils seront tangens entre eux (i5 et i6, Iw. 3); la même démonsr tration s'applique aux autres cercles.
PROBLÈME
169. D^ centre A (fig. 84)^ décrire un cercle qui touche les quatre que Von vient dinscrire (168) dans un cercle donné.
Solution. Cherchez une troisième proportionnelle aux deux droites FP, F« (86) ; avec cette ligne prise pour rayon et du centipe A soit décrit un cerde , il sera le cercle cherché.
Démonstration. PF étant égal à i , et Fa ■ — y/^ — 1 , on aura la troisième proportionnelle =s 5 — 2v/2 : or soit q le point oii le rayon A r coupe le cercle décrit du centre R ; qr en sera le diamètre = 2 a¥ = 2 ]/2 — 2 ; soustrayant de i =Ar cette valeur, on aura Ag = 5 — 2V/2 = cette troisième proportionnelle : . donc le point q sera dans les deux circonférences ; mais il se trouve dans la droite AH; donc la perpendiculaire à cette droite
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sera tangente eu q aux deux cercles , lesquels se toucheront au point ç (i3 et i6, Iw. 3).
On démontrera la même chose pour les autres cercles.
PROBLÈME
170. Troui^er (fig. 85) un arc de cercle dont le cosinus égale la corde. ,
Solution. D'un rayon AB qu'on fait??B i soit décrit l'arc BCDE, et soit fait à AB = BC = CD = DE = DP = CP,- soit fait ensuite à BD = Ba = Ea, etàAa = BF; ducentreB et du rayon P F soit décrit un arc qui coupe Tare B C ei) Q ; l'arc B Q sera ççlui que Ton chçrqhe.
Démonstration. Ijcs points A, F, a, P sont dans la même droite (1 S) ; puis les points B ^ A , D ^ P étant tous éloignés du point C de la distance CB ^ sont dans la circonférence d'un cercle qu'on décrirait du centre C et du rayon CB : comme on a de plus à CB=:BA=^AD 5= DP, BCP sera le diamètre de;^ce cercle {\5 ^ ZiV. 6), et l'on aura PA= v/5(2); d'où
PF=v/5— i=BQ.
Si maintenant l'on a})ais$e sur A.B ÏA perpen-r
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dicolaire QK, on aura (i3^ Iw. 2)
(BQ/ = (AO)* + (AQ/ — 2AB.ÂR; c'est-à-dire
(^/5— i/ = 4 — iv/5 = 2— 2AR;
d'QÙ
AR=|/5— i = BQ,
ainsi qu^on s'était proposé de le &ire. Ces derniers problèities sont d'Ozanaîn , qui les a t*é-sôlus avec là règle et lé coln|)as.
PROBLÈME
171. Étant donnés les axes BÉ , MN (fig. 86) dune hélice^ décrire autour ^eux Un o0aie composé de cerclés qià soient tan^ gens entre eux.
Solution. Ha centre A où lès àMs se cou^ {>ent et du rayon AB qui est la moitié du plus grand àxé , soït décrite la dèmî-circoiiféreticè BDË , et soit fait à ÎÈA s ED ; dû centre B et dû rayon BD soit coupé Taxe BE en d} du centre A et du rayon A M soit coupé le demi-axe AE en m; du même centre A et du rayon Arf sbît décrit Tare de ^ et soit fait à
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lS»m:=z de; des ceatpes ^ et e et d'un rayon pris arbitrairement , soit coupé l'arc BDE en J^ ^t €} du cetetre A et dU trayon <^« ^soit coupé l'axe BE ^eu P c4 <^ j des ct^tres P et Q et dix rayon PB = QE soient décrits les arcs fBJ\ GEg, et soit fait à PB = BF == B/= EG E^; «oit fait ensuite à PQ=5PRç?Pr QR =z;i<J r } pnii 4» c^ntee R 0t du rayon RF soit décrit l'arc F G q«û passera par M; .en&9 du centre r et du rayon R F = r^ soit décrit Tare Jg <Jui "passera par N ,^ét toute la cQn^truction sera faite.
Démonstration.. h^ triangles BFP^ PQR étant équilatéraux y les angles BPF , QPR seront égaux (8, liv. i) î él les deui lignes FP, PR formeromt tuie> seule droite > parce que les deux angles FP A + APR sont égaux aux deux angles FPA-(-APN (i 3 et 14, liv. i) 1 donc Ifeè dehx arcs BÈ , FG ierbril tahgëns Tun à l'autre en F (i 3 , liv. 3). La même démonstration s'applique iûî'^oiilts diBxrérdtacty, G, g.
Soit fait ensuite pour abréger AB ?== .1 ^ .QiJ
aura
ÈB ^ i/3 (5i) = B^d'où
Ac?=^/5 — i:
et comme on a (93)
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kd: de :: AcT : J'ê,
on aura encore en multipliant les deux termes du premier rapport par v/5+i (4^ ^'^* 5)^
puis substituant les valeurs numériques de fkd et AcT^ et exécutant la multiplication dans le premier terme , on aura
d'où
aJ^6 = 2AP=</c(i/5+ i) = PQ = PR.
Pe plus, PRQr étant un rhomhe, on aura (1 39)
■ (Rr)» = 4(PR)«--(PQ)« = 5(PR)*;
4'où
et
RA=i<^e(5-t-»/3).
On a ensuite
AM=Ain= AE— Em=sAE— £fe= I — </e ;
d'où
RA+AM = i4--rfç(i + V'5);
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OU bien
RM=i+iPRî
et comme on a
PF=;=PB=i— AP=i— iPR, on aura PF+PR= I +iPR , c'estnk^re, FR=RM.
Donc Tare F G passera par M : on ferait voir de même que Y arc f g passe par n; donc , etc.
PKOBLÈME.
172. Décrire (figure 87) une spirale BLEMFNGPH, composée de plusieurs arcs de cercle.
Solution. Soit BE = B F la distance qu'on veut donner aux révolutions de cette spirale; après avoir divisé BË en deux parties égales au point A (66) , de ce point comme centre et d'un rayon AB soit décrite la demi-circonférence BLE (64); du centre B et du rayon BE soit décrite la demi-circonférence EMF i soit encore décrite du centre A et avec le rayon AF la demi-circonférence F N G j soit encore décrite du centre B et ayec le rayon
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BG la demi-ciFconférence GPH; on pourrait ainsi continuer <7^tte spirale à l'infini.
On pourra de la même manière doubler cette spirale ; en décrivant des centres À et B alternativement les «demî-cîrconférences bie, emf, fngf gphf etc. , après avoir pris le point b à une distance arbitraire de B sur la ligne A B (73).
Ce problème n*a pas besoin de démonstration*
' PïtOÈLÊlIfi.
Trouver \J\/^ ^^ V
Solution. Atec le rajOn A6==: i èl dû céûtre A décrivez [Jig. 88) la dèmi-cirOonférencè BCDE, en faisant à AB = BC = CD == DE;
puis faites à BD=:Ba=:£a, à Aac=BP9 à AB = £P; marques sur. la demi-circonférence les points H, I^ K^ en faisant à la même ligne AB = aH = HI = IK.
Des centres £ i^t H et du rayon ÀP soient décrits deux arcs, qui se coupent en L et M;
on aura LM 2= \/ i/a* .
Des centre» a et K avec le rayon AB;sûi6tit décrits deux arcs qui se Coupent en Qet Af on aura QR^^v/yS.
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Démonstration. ELHM éUnt un rbotnbe ^ on aura (1 39)
(LM)* = 4(L «)• — (H E)* = 4(A Vy — (A E)\
Mais,
(AP)*=:ni(104)> <HE)*=2-. v/3(50 et 56) :
donc
d'où l'on ^te
LM=\/i/a.
aQKR étant anssi un rhombe, on aura également
(QR)-=4(«Q)--(«K)v
Mais
(AQ)-='(AB)*:te i ; (aK)*^4~ v^5(160) :
donc
aou Ion tire
174. On pourrait, pat" de semblables «trti^ fiées ^ obtenir leà racine quatrièmes d^ autres Ktombrès entiers > sans employ^^ là ïsiiéthod^ de trouver les moyennes proportionnelles (99)* tour avoir V^i/^ pâi^ cett« méthode > on aurait eu à trouver une moyenne proportionnelle
:catre i et y/a, ou entre - et 2V^2^ ou ei\tre
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deux autres quantités qui , multipliées lune par 1 l'autre^ fussent égales k\/a. Mais cette marche serait beaucoup plus compliquée.
En cultivant cette Géométrie du compas , on en retirera de très grands avantages. J'ai sur cette matière d'autres recherches toutes prêtes qui pourront trouver place dans un ouvrage plus étendu que celui-ci. Yoici une application du problème précédent, relative à la pyramide tétraèdre régulière.
PROBLEME
175. Étant donné le côté AB d'une pyramide tétraèdre régulière S ABC (fig. 89)^ trouver, i"". sa hauteur; 2*^. le côté dun carré qui lui soit égal en surface ; 5**. le côté du carré sur lequel il faudrait construire une pyramide qui eût pour hauteur le côté de celle proposée, pour qu^elle lui fût égale en solidité; 4*. le côté du carré sur lequel il faur drait constiidre une pyramide de hauteur égale à celle de la pyramide proposée, pour qu'elle lui fût aussi égale en solidité; 5**. k rayon dune sphère circonscrite*
Solution. La figure 88 étant construite avec
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le rayon AB, comme dans le problème 175 , du centre B et du rayon Ba soit décrit lare £zNy et soit fait à Aa = EN j des centres A et E avec le rayon AN soient démts deux arcs qui se coupent enn; du même rayon n A coupez la demi-circonférence BCDE au point S. Enfin divisez en deux parties égales LM au point m ( 66) > ainsi que QR en j. i **. BS sera la hauteur de la pyramide; 2*. QR sera le côté du carré qui lui est égal en surface; 3®. Mm sera le côté du Carré qui forme la base d'une pyramide de hauteur égale au côté de celle proposée , et qui lui est égale en solidité; 4*' Q? sera le côté du carré qui sert de base à une pyramide égale en hauteur et en solidité à celle proposée ; 5**. AN est le diamètre d une sphère circonscrite.
Démonstration. Si du sommet S de la pyramide on abaisse une perpendiculaire S m sur le côté AB , à cause du triangle équilatéral SAB, elle coupera par moitié au point m la droite AB (i2, liv. i).Doncsi^ sur la base ABC^ on élève au point m de la droite AB la perpendiculaire mT, elle passera par C(ii, liv. i), et contiendra le point T où tombe la perpendiculaire abaissée du sommet S sur la base (il, &V. II). On démontre de même que le
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fOfO% T est dans la droite Bn, qui divise en deux parties ^giaki le c6té AC. Soit menée la droite mn, elle sera parallèle à BC (a^ /iV, 6), et le triangle Amn sera équian^ aa triangle ABC (27, lin, i), et BC sera double* de mn (4f '^V, 6); puis les triangles BCT, »/iT auront les angles éganx chacnn à chacun , et Toii aura (4 » ^V. 6)
BC : mn :: CT : mT.
Doiuc CT est double de mT } d'où ml = ^ Cm ; puis faisant AB = i ^ on a
Cm = SOT = i/5 (104):
donc
De plus f comme on a
(Sm)« = (mT)« + (ST)« (47, /rV. ,), c'est-«-<Ure
on anxa.
d'où
I :: I : SB
d'où Vou a
ce qu'il fallait 1". démontrer.
Ï42suite U surÊice. de la pyçamîde te'traèdre est égale a,u quadruple de la surface de la base ABC (^g. 8g); laquelle étant égale
à iAB.Cm = 7 v/5 (4i , ^ï^- ^ sera la sur-
face de la pyramide = v/5; d'où le côté du caFpé quiiuiest égal = vV5 . Maison a (^. 88) QR=z3\/v/5 (175) : donc QR est le côté du carré cherché- C. Q. F. 2^. D.
Dans les pyramides égales, les bases étant ea raison inverse des hauteurs (9, foV. 12), on aura
I : y/| :: i ^/.5 : la base de la pyramide
^i a pour hauteur AB = i ;
d'où la surface de cette base =: j {/^n y et le
côté du carré de cette surface = - y/j/a
= Mm (175). C. Q. F. 5^D-
Les pyramides de hauteur égale étant entre elles comme leurs bases ^ le carré qui est
égal au triangle ABC = 7 v^5 aura pour
côté - \/v/3 = Qî (175). C. Q. F. 4^D.
Enfin le carré du diamètre de la sphère circonscrite à la pyramide tétraèdre vaut une fois et demie le carré du côté de la pyramide ( 1 3 ^ Uv. 1 5 ) , c'est-à-'dire le diamètre
= i/ 1 : il est donc égal à AN. C. Q. F. 5^ D.
PROBLÈME
176. Étant donnée la hauteur ST (fig. 89 et 88 J dune pjrramide tétraèdre ré" gidière, trouver son côté AB.
Solution. Avec un rayon AB {Ji^. 88) égal à ST {fig» 89) , soit décrit le demi-cercle BCDE en faisant à AB = BC = CD = DE; du centre B et du rayon BD soit déôrit l'arc DNa; du centre E et avec le même rayon
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soit coupé cet arc au point a; du même centre et avec le même rayon Aa soit coupé le même arc en N; AN sera le coté cherché égal au côté AB de la figure 8g.
Démonstration. On a^ dans la figure S8,
AB:AN :; i : y/? (175); et comme on a
■■s/h-Wl--"
ainsi que cela se démontre en égalant le produit des extrêmes au produit dès moyens , on aura
AB: AN :: y/|: i;
c'est-à-dire que A B est à AN dans le rapport de la hauteur de la pyramide tétraèdre à son côté (1 75). Donc , etc.
i77. Diviser (fig. 90) la ligne AB= i en cinq parties égales , lors même qu'on ne peut pas qsH)ir une ligne quintuple de XB, comme au n"" 69.
Solution. Après avoir, du centre A et du
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rayoa AB^ décrit le cercle BDp, et avoir Élit dûns sa circonférence à ABsBCsGD s^DË^ et à BJ}=:Bas=B(t = Ea==zEa, soit du centre et et du rayon AB^ coupée la circonférence ^n g; de ce point g comme centre et du même rayon soit décrit l'arc An a; maintenant du centre a et du rayon BE soit coupé cet arc en tz ; du centre B et du rayon an soit coupée la circonférence en P et/? j des centres p et P et du même rayon p B soient décrits deux arcs qui se coupent en Q ; A Q sera un cinquième de AB^ et sera placée sur sa direction.
Démonstration, Si Ton prend un point u sur la direction de A E , et qu'on ait A w = A a , on aura, à cause des angles droits a Au, aAu^
{auf == 2(Aéz)*= 2(ctAy = {ctuy z±z 4 =(BE/ ;
d'où
au=: ai^ = BE = a7z;
puis les angles égaux g AB , gAet valant chacun la moitié d'im angle droit (50), les angles gAa, g Au égaux entre eux vaudront chacun trois fois la moitié d'un angle droit. D'où les deux triangles gAa, g Au ayant un angle égal compris entre côtés égaux, le troisième côté g a sera aussi égal au troisième coté gu (4^ ffc« i) ^
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donc an cercle décrit du centre g et du rayou ga passera par le point u , et sera concentrique au cercle Al net.
On a ensuite ga :=: |/5 (1 85) ; et comme anszzuet, on a (95)
ga : gA :: au : na;
c'est-à-dire
:: 2 ma-
dcmc on aura
nett
tfou aussi chaque côte du rhombé PB/^Qssnoc
=: ~ j donc si Ton compare les points t , B ,
p,Q, A de la fig, 90 avec les points A, /?, B, Py Q de la fig. 3 , on aura pour la fig. 90
BQ.BA = (BP)*(19),
c'est-à-dire
d'où AQ qui est dans la même droite ( 1 5) s:
. 1 78. Ce problème , qui a une solution assez simple y devait trouver place ici à cause de la division ilécimale qu'on exécute en divisant en
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deux, puis eu cinq ou réciproquement. Le problème suivant est aussi de quelque utilité.
PROBLÈME
179. Former (fig. 90) un triangle rectangle dont les côtés soient en proportion arithmétique.
Solution. Après avoir fait la construction de la solution précédente (1 77) , du centre E et du rayon EQ soit coupée la circonférence eu N; le triangle BNE sera le triangle cherché.
Démonstration. Ce triangle sera rectangle (5i, liv. 5) ; puis faisant AB= i , on aura
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d'où l'on voit que les côtés EN = g, BN = g, BE = -=- seront en proportion arithmétique*
PROBLEME
180. Former (fig, ^i) un triangle rec^ tangle dont les côtés soient en proportion géo^ métrique.
Solution. Du centre A avec un rayon AB soit décrit un cercle BD^, et soit fait dans sa circonférence àAB = BC=CD = DE = Ec/ ^dc; soit fait ensuite à BD = Ba=Ei2 et à Aa=:D6=rf6 = C/3 = Cj8 j maintenant du centre E et du rayon b^ soit coupée la drcouférence du cercle en N j le triangle BNE sera le triangle cherché.
Démonstration. La ligne AB est divisée en b en moyenne et extrême raison (46) : donc si l'on fcdt AB=i,A6=:x, on aura
B6== I — ^, et ^*= I îT— orj
et résolvant cette dernière équation ,
d'où résdte
on a ensuite (3i , &V. 5) (47^ lii^. i)
(BE)* = (EN)*H-(BN)%c'est-à-dire
4==:6 — 2l/5 + (BN)*J
d'où Ton tire
(BN)-=a(v/5— i) = BE.NE; donc on a (17, liv.6)
BE:BN ;: BN;NE:
i8< . Lemme. Si Ton fait les çotçs ^es cinq polyèdres réguliers = i , on aipra le rayo»
d'une sphère
au tétraèdre = i t /? , au cube = i |/5^
circonscrite ^ ^ l'octaèdre = i ^/a ^
au dodécaèdre = j i/5.(|/5+i) àl'icosaèdre =i4/(5±JI^)
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Démonstration. Le carré du diamètie de U sphère circonscrite à la pyramide comprise entre quatre triangles équilatéraux ^ vaut (i 5, Uv. i5) une fois et demi le carré du coté de la pyramide , c'est-à-dire en faisant le côté = i , le dia-
mètre est égal à i/ -; d'où le rayon = - 1/ -.
Le carré du diamètre de la sphère circonscrite au cube vaut (i5, ZtV. i5) trois fois le carré du côté de la pyramide , c'est-à-dire le
diamètre = y/S ; d'où le rayon = - y/3.
Le carré du diamètre de la sphère circonscrite à l'octaèdre (corps régulier terminé par htdt faces qui sont toutes des triangles équilatéraux) , est ( 1 4 , U^- x 5 ) double du carré du côté d'un de ces triangles , c'est-à-dire le dia-
mètre = ^2 ; d'où le rayon = - j/2.
La sphère circonscrite au dodécaèdre (corps régulier ^ terminé par douze faces qui sont toutes des pentagones réguliers ) , est aussi circonscrite (17, /iV. 1 5) à un cube qui a pour côté une diagonale de ces pentagones. Mais si l'on fait {fi^. 64) le côté AB = i , la diagonale BN
du pentagone ABLMN = - ( V^5 + 1 ) ; en
effet, on a (137)
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BN=éE=Aè+AE=- (t/5— O+i (f 80)
donc BN ou la diagonale dSin pentagone qui a
le côté s= I , est égale à - ( \/5 + i ). Si sur
cette ligne on forme un cube ^ on aura le carré du diamètre de la sphère qui lui sera circons-
crité=5(BN)% et le diamètre=î( j/5+i). ^/3:
donc le rayon de la sphère qui comprend le do-
décaèdre= y i/5 . ( [/5 +• i ).
Si ÂB est le diamètre de la sphère qui com-^ prend l'icosaèdre (^g. 92) , et qu'après avoir pris sur cç diamètre AC=4ÇB^ et élevé la perpendiculaire CD qui rencontre en D la demicirconférence ADB, on décrive avec le rayon D B un cercle , et dans ce cercle un pentagone régulier, le côté de ce pentagone isera ( 1 6, &V. 1 5) le côté de l'icosaèdre (corps régulier terminé par vingt faces , qui toutes sont des triangles équilatéraux) ; or le côté du pentagone est au rayon du cercle circonscrit comme B6 est à BA (^. 12) (40) : mais faisant AB=z= i , on a,
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(B5)*=^(AB)*H-(A*)' (47, ^^. i)=^^î
d'où l'on aura
• AB :: v/(-5^') •- '
mais on a
donc supposant le côté de Ticosacdre = i ^ on aura
BDC/fg.9.)=v/(^).
On a ensuite
(AB)' = 5(BD)» (i6, liv. i3) = ^-^r
donc
AB=V(5±S^'), et 1. ray.n=y(iiJ^*).
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PROBLÈME
i 82. Étant donné le côté A B des cinq corps réguliers (fig. gS), trous^r le rayon des différentes sphères qu'ils comprennent.
Solution. Du centre A avec le rayon A B soit décrit le cercle BD^, et soit fait dans sa circonférence à AB == BC = CD = DE = Ed; soit fait ensuite à BD =:Ba=Ba=E(X=:Ea; du centre et et avec le rayon et a soit décrit Tare aV ; du même centre et et avec le rayon «B soit décrit l'arc Bpg^ j du même centre cl et avec le rayon AB soit décrit l'arc grt; du même centre et et avec le rayon BE soit décrit l'arc M QRS T ; des centres D et rf avec le rayon A a soient décrits deux arcs qui se coupent en b ; du centre E et avec le rayon Xb soit coupée la circonférence en L; soit fait à AB=:âP =:MQ; à Aa = MR; àE6 = MS; et à BL =MT ; soit fait ensuite à aB=P/? ; à MB=Q9 = S^; etàMg^ = Rr=T^j
Bp j I le tétraèdre,
Bç I sera le rayon j le cube,
gr \ de la sphère / l'octaèdre ,
B^ I qui comprend j le dodécaèdre^
gt ) ( l'icosaèdre.
I :: |/3 : gr; d'oùgrri;=i /a
on a égalënient
aU : aB :: MS : B^-
Mais
^ MS=èE = i(v/5+i) (181)j donc
a : ^5 :: i(i/5-j-i} : Bs; d'où
Ou a enfin
«M : «g- :: MT : gt; inaisMT = BL.
Déplus, (BL)«:=(BE)«— (EL)*(3i, l. 3;47,/.i),'
(BL)«=(BE)'-.(Aè)'=4~l(3-v/5) (184)
d'où
et par conséquent
d'où
Donc les distances Bp, Bq^ gr, Bs^ g t seront respectivement les rayons des sphères qui
LIVRE ONZIÈME. 25j
comprennent les cinq corps réguliers , savoir : la pyramide , le cube , Foctaèdre , le dodécaèdre et l'icosaèdre.
PROBLEllE.
185. Étant donné (fig, 94) le rayon AB de la sphère qui comprend les cinq corps reguliersj trouver leurs côtés.
Solution. Du centre A avec le rayon AB soit décrit le plus grand cercle de la sphère BDd, et soit fait dans sa circonférence à A B = BC = CD=DE = Erfj puis àBD = Ba ssEa, et k Aaz=:Db ■=db} soit fait ensuite dans la circonférence à AB = aH, et à Aa = EF=H^; du centre a et avec le rayon aE soit décrit Tare ES QP ; du même centre a et avec le rayon ah soit décrit Tare hT ; soit fait à Aaz=EP; à AB =EQ: à A6 = ES; kb¥ — hT. Puis^ soit fait à EL = P/? = Qç z=Ss , et à hhzzzTt :
hp sera le côté du tétraèdre ,
hq du cube ,
Aa de Toctaèdre ,
L^. du dodécaèdre ,
ht de l'icosaèdre.
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Démonstration. On a Tare EA égal à on huitième de la circdnféreiice ( 50) ; d'où àh = v^5 (1 85) ; et comme l'angle droit bkS est le même que B AF ^ parce que le point b est sur la ligne AE (13^ 37) ^ bY sera le côté du pentagone (40)^ et A 6 le côté du déca^* gone inscrit au cercle BDc/ (41 ) ; fiusant dbnc ABcBsi^ on aura
AA = i(/5-i) (180) «t
(i B)« = (AF)' + (A A)* = 1 4. 2 (6— a \/S)
OU
*F = AT = v/(^').
,0n aura ensuite
aE : aL :: EP :L/i(95), c'est-à-dîre
donc on aura
Or le rayon de la sphère est au côté du té-
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traèdre qu'elle contient comme -• \/ - • i (1 84)
:: 1 : ^t/g : donc faisant le rayon AB de la
sphères i, hp sera le côté du tétraèdre qui y est contenu.
On aura aussi (^95)
aE : ah :: EQ : Lj,
c'est-à-dire
|/3 : :i :: I : hq; d'où Lgr = 2i/i.
Or le rapport du rayon de la sphère au côté du cube qui y est contenu , est
iv/3:i(181)::i:2^i,-
donc^ etc.
On aura de même Aa = 1/2 pour côté de Toctaèdre ; car le rapport du rayon de la sphère au côté de l'octaèdre qui y est contenu , est
donc j etc.
On aura également
aE : ah :: ES : hs,
c'est-à-dire
Or le rapport du ra^on de la sphère au côté du dodécaèdre qui y est contenu , est
donc , etc. Enfin ^ on aura
ah : ah :: AT :Lt (95),
c'est-à-dire
d'où
Or le rapport du rayon de la sphère au côté de ricosaèdre qui y est contenu , est
donc y etc. '
Étant donné un point h sur la cir
conférence dun cercle donné (fig. 96)^ trouver
l deux autres points L 6^ M^ tels que le triangle
* BLM soit équilatéral et touche le cercle par
h côté hM au point E qui en est le milieu.
Solution. Sort fait dans la circonférence du cercle donné à son rayon AB = 80 = CD = DE=Erf; puis, soitfaîtà BD = B«=Ea:
du centre a et avec le rayon a A soit décrit un arc qui passe par a; du centre E et avec le rayon EA soit décrit un arc qui coupe le précédent en £t ; du centre a avec le même rayon «E soit coupée la circonférence en P. Puis, du
^ centre E et du rayon EP soit décrit un arc qui passe par L et M ; des centres D et «^ avec le rayon aF soient décrits deux arcs qui coupent le précédent en L et M ; les points L et M seront les deux points cherchés.
Démonstration. Si Ton compare les points ^9 A, E, a, P de la fig. gSavec les points Q, A^ P, B, P de la fig. 5, de l'équation
(AQ)*=:(A/»)'+(pQ)*-/>P.pQ
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qui appartient à la fîg. 3 ^ on tirera pour la fig. 95 celle-ci
(Aa)»=(AE)* + (Ea)* — EP.Ea;
et substituant Iqs valeurs numériques ( 27)
a=iH-3 — EP.t/5, dV>iit
2==ElP.(/3 etEP=5»/S;
ftt coxamç lç8 trois pqînits E> JP ,. ^ soqt dans h même drûit^( i^), on ay^ra
Si Ton suppose menëe la ligne BE qui coupe en R la ligne Dd, on aura ("104)
d'où la quatrur^e proportiopaellfi^ aux trois HgnesBR, RD, ÈEsera égale àîi><5:^.EM.
On aura aussi (IO4) RE== i , BPp= j^^ {%;
d'où la quatrième proportiomaelle a«ix > ttois
lignes BR, BD, RE'serae'gaieâ|*v/5i=DM:
donc les lignes EM., DM seront de la longueur nécessaire j)Our que ïe trfan^lé ÊEM
soit semblable au triangle BRD (a , Iw. 6) ; donc ils seront «çmblablea^ car le pomt M ne peut être placé dans un autre emiroit (8, Uu. i). On prouvera de la même manière que le triangle BR(/est seniJ^lable au triangle BEL ; d'oÀ l'on voit que le triangle BD^d est semblable au triangle BML (20, iiV. 6) : donc aussi ce dernier est équilatéral. De plus, les angles BEM, BEL égaux aux angles BRD, BRif, soat droits , et les lignes EN , EL sont é^les ; donc BLM est le triangle eherqbé.
PROBLEME
185. Dans un cercle dont le rayon AB soit donné (fig. 96) , inscrire cinq carrés égaux, dont Vun soit concentrique au cercle et les autres le touchent^ chacun ayant un côté commun ai^ec le carré du miliei^» '.
Solution. Soient faites égales au rayon AB les cordes BC , CD , DE j soit fait à BD = B^, =:£a; faites encore égales à Aa les cordes BF , Bf : du centre a avez le rayon AB coupez le cercle en G , et faites la corde Gg'== Aa; du centre g avec le rayon g a décrivez un arc aT , et Ëaiites sa corde aP = aA; du même centre g.
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et avec le rayon g A décrivez un arc Ap sur la direction de l'arc a'P; faites à a A = ¥p ; faites maintenant égales à Ap les cordes Bq,fn, 'Em, F/; avec le même rayon Ap et des centres B, ç,y, n, E, m, F, Z, décrivez des arcs qui se coupent dans le cercle en L, Q^ N^ M; LMNQ sera le carré central , et BLQq^/Q^n, ENMni^ FML2 seront les autres carrés cberchéSk
Démonstration. Si Ton compare les points a^ A, Gy B, g de cette figure avec les points Qy Pf Af R, S de la fig. 4^ on aura (21) pour la fig. 87 l'équation
(^g/ = (aB/H-Gg.Aa, c'est-4i--dire en faisant le rayon AB = i , (^g)» = 5 + 2 = 5 (27); d'où ag=z /S.
De plus
f onaaP:
33aA =
or
ér«
: aP
::gA:
c'est-à-dire
d'où
kfi
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)ei comme BCDE est une demi-circonférence j(64)^ BmE sera un angle droit (3i , ZiV. 3); d'où
(BE)»=(Bm/+ (mE)* ; c.-à-d. 4= (Bm)»H- ? j
(Bmy = g.^, etBiîi = 3t/|=3inE,
On trouvera la même valeur pour ^E, et l'on démontrera que tous les autres angles du quadrilatère Bm E^ qui sont inscrits et appuyés sur un diamètre sont droits ; donc ce quadri-* latère est un parallélogramme rectangle. On démontre de même que F Ifn est un parallélogramme rectangle.
Si l'on fait la corde Em = k , m¥ sera ^a corde du complément de l'angle droit =? h (1 59)^ et l'on aura
d'où^ à cause de A:* =g^ on aura
c'est-4iHlire
{Fm)*=:(F]V!)' + (Mw)'î
d'oùTangle FMm sera droit (48 > fc>. i)> ainsi que ies antres ^wgles BL/, /Qç , EN». Pais, si l'on appelle a: la distance du point m à œlm qk tombe du point F la perpendiculaire sur Bm, on aura (i3, Iw. 2)
(BF)» = (Fm)* + (BTO)»— aBm.x, c'est-à-dire
d*oîi -^ \/ 1 î^=^ 1^ et divisant par wtf
Ensuite , si Ton nomme ^ la perpendiculaire qui tombe du point F sur Bm, i>n aura
d'où l'on tire
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on aura doftc aussi
De plils^ on démontre que les autres côtés MN, NQ, LQ ont la même valeur. De tout ce qui précède, il résulte qiié lèS angles extérieurs au quadrilatère LMNQ qui ont leurs sommets aux points L, M, N, Q sont droits:
donc les angles intérieurs le seront aussi ; donc on aura les cinq carrés demandés.
PROBLÈME
\ 86. Étant donnés les cinq points A^ B^ C^ D ^ E sommets des angles d'un pentagone ré^ gidier ( fig, 97 ) ^ troui^r les cinq points a ^ b , Cj ày e oùse coupent les diagonales de ce pen^ tagone*
Solution. Des centres A, B, G, D, E avec le côté. AB du pentagone pris pour rayon, soient décrits des arcs qui se coupent en a , b^ Cf df e; ces points seront ceux d'intersection des diagonales.
Démonstration. Si Ton suppose les diagonales menées et les côtés du pentagone ABCDE
tracés , on aura l'angle BAC = BDA (29, &>. 3) = CAD; d'où A* = ^D (6, Uv. 1). Oa aura ensuite Hbk = ôDA + 6AD (32, //V. i) = BAÔ + *AD = BAD=ABD(5, &V. i); d'où le triangle AB6 sera isoscèle (6, /rV. i ), c'est-à-dire on aura AB= Ais=(&D : donc , etc.
FROBLEKE.
187. Dans un cercle dun rajon A B donné (fig. 98) , inscrire six pentagones réguliers.
Solution. Soit fait dans la circonférence du cercle donné, à AB = BC = CD=DE=Erf, àBD=B«=Ea,etàAa=BF=:D* = rfô; soit aussi fait dans la même circonférence h 6 F = BP = PQ = QR == RS; avec le même rayon i F et des centres B, P, Q, R, S soient décrits des arcs qui se coupent en jS, p,q, r^ s. Maintenant des centres j8 , P avec le rayon ^p soient décrits deux arcs qui se coupent en c ; avec le même rayon et des centres P , /^soient décrits deux arcs qui se coupent en ^; on aura, deux des pentagones cherchés , savoir : fipqrs qui a son centre en A, et^pdVc qui touche le cercle donné en P. On trouvera de }^> même manière les sommes des angles des
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31)i:|uatre autres pentagones pq/Qe, qrhRg,
[i Démonstration. Les points B, P, Q, R, S
D fieront les sommets des angles d'un pentagone
jï,.réguller inscrit au cercle donné (40, 428);
ikà^oh les points fi, p seront dans la diagonale
BQ^ et les points p, q dans la diagonale FR
(1 86) ; et comme B/>=/SQ, on aura B]S=pQ.
On prouvera de même que P/>= qlX, et à cause
j{ de BQ= PR (27, /iV. 5) on aura aussi B/3
^r =P/i, et fip^==pq* On prouvera aussi de la
même manière que tous les côtés du pentag09e
ïciî fipqrs sont égaux entre eux. Déplus, on a^
;= langle fipq, c'est-à^ire B/>R = BPR-+-PBp
^ (32 , Iw. i) ; maisPB/>, c'est-à-dire PBQ=QPR :
fî; donc fipq =BPQ. On démontre de même que
mt les autres angles du pentagone fipqrs sont
^ égaux aux angles du pentagone B P QR S : donc
A ils sont tous deux réguliers. En outre , l'angle
Q B R formé par deux diagonales du pentagone
BPQRS, qui est l'angle fiBs, sera égal à l'angle
fiqs, formé par deux diagonales du pentagone
fipqrs {20 , Iw. 6). Or comme les triangles
^Bs y fiqs sont isoscèles, ils auront aussi les
angles à la base commune ^s égaux entre eux
(5, Sa, Usf. i); d^où aussi les triangles seront
en tout égaux ( 26 , &V. i ) ; d'où les triangles
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Bmj3, fipq ayant tous les côtés égaux entre | eux, auront aussi les angles égaux (S, ZiV. i), ainsi que les triangles Bis, srq : donc tous les côtés et fous les angles du pentagone Bm/Sj/ seront égaux aux côt& et aux angles du pentagone fipqrs} ils seront donc tous deux réguliers. On démontre la même chose pour les autres pentagones ^cVdp, peXlfq, qgB.hr, riSks t donc, etc.
1 88. Le point 6 sera le centre du pentagone fimBls,et là distance i^B le rayon du cercle , circonscrit à ce pentagone et aux autres qui lui sont égaux, ainsi que nous le démontrerons bientôt : ee qui ajoute encore une belle propriété au point b que nous avons déjà remarqué tant de fois dans cette Géométrie. Car, outre les divisions en moyenne et extrême raison qu'il nous a fait obtenir dans le diamètre BAE (45, 46), outre qu'il a servi à déterminer le côté b¥ du pentagone inscrit au cercle du rayon AB (40) , le côté è A du décagone inscrit au même cercle (41); on a encore le rayon Bb dn cercle circonscrit aux six pentagones qu'on peut inscrire au plus grand cercle du rayon AB, comme dans le présent problème j car si Ton suppose le rayon AB = r, on a
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, ît comme (3i , ftV. 5) r2î^BE/ = (BQ)*+(QE/ = (BQ)»H-(AÔ)S
, oa aura
On a ensuite
^^ BQ:/3Q::BQ./3Q:(j8Q)':: \/5:—^- '''. :: I :i(ï/5 — T)::BA:iA;
fe BQ : BQ— /3Q :: BA : BA — èA,
c'est-à-dîre
i BQ : B/3 :: BA : Bb.
Donc ks deux diagonales des pentagones.
BPQRS, Bmfisl seront entre elles comme BA : JA : donc BA e'tant le rayon du premier pentagone , B b sera le rayon du second (20, liv. 6).
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PROBLÈME
189. Étant donnés les sommets des angles dun hexagone régulier BCDEdc (fig. 99.), trousser les points 1^ m^ n^ g^ p^ q oà se coupent celles de, ses diagonales qui ne passent pas par le centre^
Solution^ Soit fait a BD = Ba = Ea; puis à BCc=sBA==:CA = B«; kak=^aet} kai = ûtP = A P. Maintenant , des centres B, C avec le rayon a F soient décrits deux arcs qui se coupent en l; des centres C^ D soient décrits deux autres arcs qui se coupent en m ^ et ainsi de suite; ces points l, m, etc. , seront les points cherchés.
Démonstration. Supposons que les diagonales indiquées se coupent en l, m, n, gp Pf qi comme on a l'angle BDc = DcE(29, //V. 3), BD sera parallèle à cE (28, &V. 5) : donc le triangle Clm sera semblable au triangle Cc£ (2,5, lis^. 6) , et par conséquent équilatéral. De même on aura, le triangle BZ^ semblable au triangle BDrf; puis les triangles CcE et BiiD ayant les côtés égaux , seront égaux (2) (8, 4, Zw. i) ; et le côté BD , et par conséquent
LIVRE ONZIÈME
Im étant à égale distance du côté cE que le coté. Ce ainsi que ql du côté dH (14 > &V. 3), si l'on applique le triangle B^D sur le triangle CicE, la droite q l tombera sur la droite Im ^ et elles seront égales; mais B/ = Iq i donc B2 = Im. De même on démontre que Dm=mZ :
donc 9 en faisant le rayon du cercle BCssÂB = 1 (2), on a
BZ = |BD = |v/5;
de même C / := V^ 3 ; mais on a fait précisément
BZ=CZ:i==rïPi=iv/5 (184):
donc l est un des points cherchés. On démontre la même chose pour les autres points m, n, g, Pf q; doue, etc.
PR06LÈB|E.
190. Dans le cercle du rayon donné AB (fig. 100), inscrire sept hexagones réguliers ^ dont un soit concentrique au cercle , et les aur^ très soient disposes autour du premier.
Solution. Soit fait dans la circonférence du
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cercle domiëàABc:;:BC:;;;;CD=;:;DË = £^; puîs à DB TiQ DV :^ cTV* Des centres C et A avec k rayon. CV soient âéerits deux arcs qui se coupent en F ; dti eemtre F atec le même ra joa F C soit coupée la circoosiféreiice du cercle en Jt; dS' sera le eaté àê& hexagonea à inscrire ^ et que Von inscrira fadlement Fun près de l'autre. Ensuite , des centres det J^ avec le même; côté dS^ pris pour rayon soient décrets deux arcs qui se coupent en ^; du centre ok et avec le même rayon soit décrit un cercle dans lequel on inscrive (i 5, Uif. 4) un hexagone régulier dj^mnpq. Du centre A avec le même rayon soit décrit un cercle qui passera par /i/»; soit décrit dans ce cercle Vhexagone qui a pour un des côtés la ligne pn; sur les côtéis de cet henagooe soient décrits les autrejs hexagones , cpmme. on a fait d'abord sur le côté dJ^ , et l'on aura les; çept hexagones demandés.
Démonstration* £u faisant pour abréger AB = 1, onauraCP = CV= v/7(100)=AP; puis on aura
' APrAcT :: AJ^:if£f (8ft), '^
c'est-à-dire
V^y ; î :: i : é'd; d'pù J^rf= t/-.
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Supposons pour un moment inscrits les hexagones cherchés ^ et soit leur côté dj" qui est la quantité inconnue =:^ a:; on divisera cette ligne en deux parties égales au point i'^ et Fon mènera la droite A <^ qni lui sera perpendicu- ' lairè (SS), et passera par ct^ centre de l'bçxa^ t- gone, dont dj" est. le côté^ en coupant aussi • par moitié au point fz le côté pn dé l'hexagonç central ; et comme on a dans le triangle équî-^ i latéral Apn
•: pn : A^ :: I : - ï/5 (404),
on aura
0? : A)x :: I : - v/3j d'oùA|u=-a»t/5, '
et
et encore
dy.zzz^ X}
pi^is, comme, i = {Kdf :^ (Ai^)' + {ds>)% ou aura
i=^ar'+Ja:*=7a:*;d'où^*=^etj:=^^ ;
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valeur qui est précisément celle pour la ligne d^ dans la solutioEi du problème, ainsi qu'on vient de le démontiier; donc, etc.
On trouve dans Pappus, liv. 8, prabl. i5, prop. jig f ce problème résolu avec la règle et le compas, d'une manière qui n'est pas plus simple que la précédente. Il y a aussi ajouté une construction mécanique.
191- Nous croyons avoir jusqu'ici rempli les promesses que nous avons faites (6 et 7j. Quant au premier point , nous avons déjà donné tous les élémens de la Géométrie du compas j c'est-à-dire la totalité des problèmes qui suffisent pour trouver avec le compas seul et sans la règle tous les points qu'on peut trouver avec ces deux instrumens réunis. Pour démontrer ceci ( 71 ) , on observe d'abord que la Géométrie élémentaire fournit le moyen de trouver les points d'un problème , ou par la section des arcs entre eux (et ce moyen est toutà-fait propre à la Géométrie du compas) , ou par la section des arcs et des lignes droites, ou par celle des lignes droites entre elles (et tout cela se trouve compris dans le livre j) (HO etsuivans). Ensuite une droite quelconque nécessaire à la solution d'un problème se
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i{ ^|irouve dëterminëe de grandeur et de position. 5ûJÉ^^^ rapport à la grandeur , nous avons enjgjg^igné dans le liv. 5 (64 et suivans) et dans le liv, 4 (72 , 75 , 74 ) , à agrandir , diminuer , • I diviser une grandeur quelconque finie en un I .nombre quelconque de parties; puis , dans le liv. 5 (86 et suiv.). à trouver les troisièmes, «les quatrièmes , les moyennes proportionnelles, ainsi qu'à diviser une droite dans un r rapport quelconque donne. Quant à la position ; des droites, elle se détermine par la position de deux points pour chacune d'elles; or le , liv. 4 ( 76 et suiv.) enseigne à trouver les points I pour tous les C£^s des perpendiculaires et des ^ parallèles. Le liv. 8 (1 1 5 et suiv.) donne tout ; ce qui est nécessaire pour déterminer la posi- , , tion des lignes droites entre elles sous un angle ' <Iuelconque, donné par le moyen de deux points. On a épuisé dans le liv. ^ (27 et suiv.) ' les divisions de la circonférence du cercle et de ^ tous les arcs qui sont du ressort de la Géométrie élémentaire. Je ne vois plus , d'après tout cela , quels autres élémens on pourrait désirer. À l'égard du choix des problèmes que nous avons recueillis ici , nous laisserons aux mathématiclens le soin de juger si , dans un grand nombre de cas utiles ou récréatifs , il
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n*est pas préférable , non-seulement ponr la précision du résultat, mais encore pour la promptitude dé la construction, d'abandonner la règle et de se servir du compas seulement , jusqu'à ce qu'ayant trouvé les points nécessaires au problème , on mène , s'il le faut , d'un point à l'autre une ou plusieurs droites que Yôïï ne peut pas à la vérité tracer avec le compas seul , et qui exigent l'usage de la règle.
LIVRE DOUZIÈME
PROBLÈMES RÉSOLUS PAR APPROXIMATION
193. Tous les problèmes sup^eurs au second degré nç peuvent être réstdus géométrî- ({uepient settlement avec la règle et le compas; mais ils exigent d^ intersections de courlieB coniques ou de degré supérieur, et par conséquent on ne peut les résoudre exactemei^ avec la seule Géc»Qétne du compas. Les iD&tnunens faits pour décrire la cycloïde , la con^ cholide i la £Îssoïde , }a trajectoire et d'autres ooarbes semblables qui servent à la résolution tle ces problèmes , sont assurément d'une îd- Tcntion très ingénieuse et d'un prompt et élégant usage dans la pratique. Pourtant, lorsqu'on n'a pas besoin d'avoir toute la trace de la courbe à laquelle ils sont destinés , et qa'il suffit d'obtenir un point par l'intersectioD de cette courbe avec d'autres lignes ^ comme ils laissent toujours quelques soupçons de petites erreurs qu'on ne peut pas quelquefois bien calculer , il vaudra mieux , (' " ' 'coup de cas , préférer à l'exiictitu
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n*est pas préférable ^ non^seulement pour la précision du résultat^ mais encore pour la promptitude dé la construction, d'abandonner la règle et de se servir du compas seulement , jusqu'à ce qu'ayant trouvé les points nécessaires au problème , on mène , s'il le faut , d'un point à l'autre une ou plusieurs droites , que l'on ne peut pas à la vérité tracer avec le compas seul ^ et qui exigent Tusage de fa règle.
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PROBLÈMES RÉSOLUS PAR APPROXIMATION
195S. Tous les problèmes supérieurs au se^ cond degré nç peuvent être résolus géofiaélrique^eût seulement avefc la règle et le compas; mais ils exigent des intersections de cour})es coniques ou de di^gré supérieur , et par conséquent on ne peut les résoudre exactement avec la seule GécHnétrie du compas. Les insr tnunens faits pour décrire la cycloïde , la contc^oïdei laiCÎssoïde, la. trajectoire et d'autres courbes semblaUes qui servent à la résolution de ces problèmes , sont assurément d'une in-^ yention très ingénieuse et d'un prompt et élégant usage dan$ la pratique. Pourtant^ lorsqu'on n'a pas besoin d'avoir toute la trace de la courbe à laquelle ils sont destinés , et qu'il suffit d'obtenir un point par Tintersectiou de cette courbe avec d'autres lignes , comme ils laissent toujours quelques soupçons de petites erreurs qu'on ne peut pas quelque*fois bien calculer ^ il vaudra mieux , dans beaucoup de cas , préférer à l'exactitude théorique
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de ces méthodes^ l'approximation pratique sq( fisante d'une construction faîte avec la règ^ et le compas. Alors je dis que le plus souvent une solution obtenue avec le seul compas sera encore préférable. On poun:a s'en convaincre par des exemples, en comparant nos solutions avec celles déjà connues.
i95' Comme il n'y a encore aucune méthode générale pour obtenir par la Greométrie élémentaire ces approximations , on ne doit |>as attendi*e que j'en propose aucune par im Géométrie du compas. Je n'appelle point méthode géométrique d'approximation celle par laquelle on obtient une valeur approchée h l'aide d'une de ces échelles qu'on nomme géométriques , puisque avant de s'en servir il ùjot faire un calcul arithmétique : une telle méthode doit être plutôt, appelée arithmétique. Supposons^ par exemple^ qu'on veuille la racine cubique du nombre 2 , l'extraction qu'où veut faire arithmétiquement de cette racine ^ pour pouvoir ensuite prendre les portions de'cimales ou une fraction quelconque sur une échelle géométrique avec le compas afin de doubler un cube , se fait par un moyen qur est plutôt du ressort de l'Arithmétique que de celui de la Géométrie.
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si ron fait aZ = a^ ou aura
[ (A') . .. a' = 3 — ssinA. ^/s.
Cette équation comprend aussi le cas où l'arc A or est négatif comme Bz , dans lequel le signe — % placé devant 2 sin Av/a se change en +•
t; i 99. La valeur de a peut toujours être celle 31 d'une corde quelconque du cercle BD^, excepté dans le cas où la valeur de la distance d ^ exprimée par a est plus grande que 2. Pour calculer alors plus facilement la valeur àe a^ comme on a
V/:2 == BF = :2 sin45**y et
a sin A . sin 45® =:cos (A — 45"*) — cos A + (45')
=;cos(45®-A)-sin(45«-A3 (158)^
on aura
(*) a«== 5 — 2 cos (45® — A) ^ 2 sin (45*— A).
200. Dans les autres cas où a est plus petit que 2 , en appelant A' l'arc dont a est la corde , on aura
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^' = sm* . L^'=.i=^JL (155) =7 — sinAv/-î=7 — sinA.cos45'; d'où réduisant ,
cos A' = 2sin A.cos 45^ ;
d'où encore (1 59) ,
cos A'= sîn (A+45^) -H sin (A— 45*)— sîn 5o* ,
ou bien ,
( I )cosA'=cos(45* — A) — sîn (45** — A) — sîn 5o'.
201 • Si l'on veut se servir de cette équation pour obtenir une des divisions de la circonférence que l'on ne peut pas avoir exactement , on y introduira , au lieu de A , un arc précis^ par exemple , la vingtième partie de la circonférence = 18% en faisant BZ= i8* (Jig. 12), et l'on aura
cos A' = cos 27* — sin 27* — sin So'..
Or
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sîn :27** = 0,4559905 sin 5o^ = o,5oooooo
0,9559905 cos 27* = 0,8910065
d'où cos A' = - — 0,0629840.
On trouve ensuite dans les tables
0,0629840 = sin 3*36' î^.
Or comme la valeur de ^^-^ approche telle-
ment de 5 qu'il n'y a pas seulement erreur d'une
unité entière dans le dernier chiffre du nombre 1935 , on pourra prendre 0,0629840 pour le sinus de 3*'36'4o% sans qu'on puisse reconnaître avec les tables ordinaires s'il y a erreur d'une tierce. Donc l'arc A', qui a son cosinus négatif, sera = 93'36'4o% et BZ étant supposé = 18'', la distance aZ sera la corde de cet arc j donc en appliquant pour corde sur la circonférence la distance aZ prise avec le compas , on déterminera un arc = 93° 56' 40*^ avec une approximation suffisante.
202. Pour rechercher l'erreur qui se trouve ^ns les nombres des tables ordinaires, on observe que le sinus de i8* étant égal à la
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n*est pas préférable^ non^seulement pour la précision du résultat , mais encore pour la promptitude dé la construction, d'abandonner la règle et de se servir du compas seulement j jusqu'à ce qu'ayant trouvé les points nécessaires au problème , on mène , s'il le faut , d'un point à l'autre une ou plusieurs droites , que l'on ne peut pas à la vérité tracer avec le compas seul ^ et qui exigent Fusage de la règle.
LIVRE DOUZIÈME
PROBLÈMES RÉSOLUS PAR APPROXIMATION
192. Tous les problèmes supérieurs au se^ cond degré ne peuvent être résolus géofiaélriquetOient seulement avec la règl^ et le coixtpas; mais ils exigent des intersections de cour})es coniques ou de degré supérieur , et par conséquent on ne peut les résoudre exactement avec la seule Qéométrie du compas* Les in$r tnunens faits pour décrire la ^ycloïde , la contcboïdei lacissoïde, la. trajectoire et d'autres €0(irbes semblaUes qui servent à la résolution de ces problèmes , sont assurément d'une in-^ vention très ingénieuse et d'un prompt et élégant usage dans la pratique. Pourtant, lorsqu'on n'a pas besoin d'avoir toute la trace de la courbie à laquelle ils sont destinés , et qu'il suffit d'obtenir un point par Tintersectiou de cette courbe avec d'autres lignes, comme ils laissent toujours quelques soupçons de petites erreurs qu'on ne peut pas quelque?fois bien calculer , il vaudra mieux , dans beat' <îoup de cas , préférer à Fexactitude tbéori'
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de ces méthodes, l'approximation pratique suffisante d'une construction faîte avec la règle et le compas. Alors je dis que le plus souvent une solution obtenue avec le seul compas sera encore préférable. On pouri^a s'en convaincre par des exemples , en comparant nos solutions avec celles déjà connues.
495. Comme il n'y a encore aucune mé^ thode générale pour obtenir par la Géométrie élémentaire ces approximations, on ne doit pas attendis que j'en propose aucune par ma Géométrie du compas. Je n'appelle point mé^ thode géométrique d'approximation celle par laquelle on obtient une valeur approchée à l'aide d'une de ces échelles qu'on nomme géométriques , puisque avant de s'en servir il fant faire un calcul arithmétique : une telle méthode doit être plutôt appelée arithmétique.
Supposons, par exemple, qu'on veuille la racine cubique du nombre 2 , l'extraction qu'eu veut faire arithmétiquement de cette racine, pour pouvoir ensuite prendre les portions décimales ou une fraction quelconque sur une échelle géométrique avec le compas afin de doubler un cube , se fait par un moyen qui est plutôt du ressort de l'Arithmétique que de celui de la Géométrie.
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PROBLÈMES RÉSOLUS PAR APPROXIMATION
1 92. Tous les problèmes supérieurs au se^ cond degré ne peuvent être résolus géomélriquejcnent seulement avec la vègle et le compas; mais ils exigent des intersections de cour})es coniques ou de d^gré supérieur , et p^r conséquejpt on ne peut les réspudre exactement avec la seule Géométrie du coofipas. Les insr trumens faits pour décrire 1» cycloïde , la con^ cboïde^ la cissoïde, H trajectoire et d'autres courbes semblables qui servent à la résolution d^ ces problèmes , sont assurément d'une in-^ vention très ingénieuse et d'un prompt et élégant usage dans la pratique. Pourtant^ lorsqu'on n'a pas besoin d'avoir toirte la trace de la courbe à laquelle ils sont destinés ^ et qu'il suffit d'obtenir un point par l'intersection de cette courbe avec d'autres lignes p comme ils laissent toujours quelques soupçons de petites erreurs qu'on ne peut pas quelquesfois bien calculer ^ il vaudra mieux , dans beaucoup de cas , préférer à l'exactitude théorique
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de ces méthodes, l'approximation pratique suffisante d'une construction faite avec la règle et le compas. Alors je dis que le plus souvent une solution obtenue avec le seul compas sera encore préférable. On pouri^a s'en convaincre par des exemples , en comparant nos solutions avec celles déjà connues.
495- Comme il n'y a encore aucune méthode générale pour obtenir par la Géométrie élémentaire ces approximations, on ne doit pas attendi*e que j'en propose aucune par ma Géométrie du compas. Je n'appelle point mé^ thode géométrique d'approximation celle par laquelle on obtient une valeur approchée à l'aide d'une de ces échelles qu'on nomme géométriques, puisque avant de s'en servir il faut faire un calcul arithmétique : une telle méthode doit être plutôt appelée arithmétique.
Supposons, par exemple, qu'on veuille la racine cubique du nombre 2 , l'extraction qu'où veut faire arithmétiquement de cette racine, pour pouvoir ensuite prendre les portions décimales ou une fraction quelconque sur une échelle géométrique avec le conipas afin de doubler un cube , se fait par un moyen qui est plutôt du ressort de l'Arithmétique que de celui de la Géométrie.
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i 94- Je n'ai pu encore jusqu'ici apercevoir dautre moyen d'obtenir d'une manière très approchée la solution de plusieurs problèmes utiles supérieurs au second degré , que celui de trouver des genres, et pour ainsi dire des classes différentes de construction de figures élémentaires ; puis de soumettre au calcul le plus grand nombre possible de cas particuliers presque innombrables qui en résultent, 6t de choisir parmi ceux qui tendent le mieux au but qu'on se propose, et l^s employer à résoudre le problème.
195* J'ai déjà examiné plusieurs de ces genres, et pour ainsi dire de ces classes de constructions, et j'ai entre les mains des recherches sur cette matière. La classe la plus simple est celle dont nous ferons presque uniquement usage dans ce dernier livre de notre Géométrie. Elle est fondée sur les trois points remarquables a, bete (Jîg. 9, 1 1 et 12) ( 59)^ qui nous ont déjà tant servi dans les livres précédens , et sur lesquels nous avons à donner les douze équations que nous avons promises (59).
196. Soit le point Z un point quelconque pris sur le quart de la circonférence BF dans ïa fig. 12 construite comme dans le livre se-
le degré de Tare BZ = E ^ égal à la moitié de l'arc qui a pour corde Zz = sin E, en substituant dans l'équation (E) du n"* 196 pour {eZy sa valeur 2 — 2 cos E'; pour (eB)* sa valeur 5 — {/2 , et pour AE sa valeur ^{2 — ^2) = 2 sîn 22** 5o' (1 98, 58) , on aura
2 sinE v^(2 — i/a) = 2 cos E' + i — ^2}
ce qui, en multipliant par 1/(2 + \/2) v^a, donne
4sinE = 2COsE'. v'2v'(2 + \/2) — (|/2 — i)v/2 {/ {2+ 1/2) = 2 cos E' 4/(2+ 1/2) v/2-(2- v/2) 1/(2+ /a) = 2 cosE' 4/(2+^/2) v/2- \/{2-{/2)\/2;
puis divisant par 4, et considérant que Ton a ï/(2+v/2)=2sin67* 3o'(57)et i/2=2sin45', onaura(156,157,158)
sin E = 2 cosE' sin 67® 5o' sin 45®
— sin 22* 5o' sin 45® ,
ou sin E = cos E' [cos (67*50' — 45*)
— cos (67* 5o' + 45*)] — sin 22* 5o' sin 45*;
ou bien
sin E = cos E' cos 22*5o' cos E' sin 22®5o' — sin 22®3o' sin 45° ;
ou enfin
cos (E'+ 22« 3o')+sm (E'+ 22° Sof)
22**3o' COS 22° 3o'
fcos (li' +22» 3o:)+sm {,E + 8În22«»3o'+cos(E'— — sîn(E'— 22«3o')— ce
211. Ainsi des trois équations (A), (B) et (E) , nous en avons tiré six au moyen desquelles des arcs étant donnés^ nous pourrons en obtenir de nouveaux , ainsi que leurs nou^ Telles cordes^ à l'aide des trois seuls points c, b et e.
212. Comme il peut y avoir une infinité d'arcs, chacune de ces équations donne une infinité de solutions. Mais si l'on ne veut avoir la valeur que des arcs que l'on peut trouver par le moyen des mêmes points a, b et e, on en trouvera 120 pour chaque équation, qugnd il n'y aura de limites particulières pour aucune d'elles. En efibt , on pourra , par le moyen de ces trois points, diviser la circonférence en ^4^ parties égales (57.) , et' par conséquent la demi-circonférence en 120 j on. aura donc 60 points iÇ et 60 points z , qui , pris ensemble , détermineront 1 20 cas pour chaque équation ; mais qfuelqu'une d'elles aura des limites particulières.
213* Si l'on voulait prendre avec le compas, P^r exemple, la corde de 3**, c'est-a-dire de
la cent -vingtième partie de la circonférence (42), et décrire un arc en plaçant en a la pointe du compas , cet arc ne pourrait couper la circonférence en aucun point Z, attendu que sa corde est plus petite que la distance aF= 1/2—* 1. On ne pourra donc pas dans l'équation (4) mettre au lieu de A' l'arc de 3*, et si l'on veut le faire ^ on trouvera pour sin A une valeur plus grande que l'unité»
c'est-à-dire une valeur absurde. Pour voir quel est le premier arc qu'on pourra mettre à la place de A' entre les arcs de- la série i*5o', 5**, 4^*50', etc., on observera quel est l'arc qui a pour cor4e la distance aY y qui est la plus petite entre le point a et le cercle, et qui est
égale à V^a— i = 2rsin45* \ = Oy^\l\i\%
zzicorde 2V 54' ^tô; Donc le premier arc qu'on
puisse employer de ceux qu'on trouve par le moyen des trois points a, b et e sera celui de 24^* Après cet arc, on pourra employer tous ^es autres arcs de la suite 25** 5o', 27% 29''5o' jusqu'à iSo"*; car les cordes dé tous ces arcs peuvent être des distai;ices du point a à quelque point Z ou z de la circonférence.
21 4. Les équations (5) et (6) sont plus limitées; car dans Téquation (5) on ne peut pas
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employer les arc8 B' doot la corde est pins petite que bjon plus grande que 6Ï* : de même I equatioQ (6) n'admet aucun des arcs E' dont la corde est plus petite quç eF et plus grande que ef.
.215. Nous verrons dans la suite dans quel Cas on peut se servir avantageusement de quelques-unes de ces valeurs pour la division du cercle ou pour quelqqe autre problème qu'on ne peut résoudre que par approximation , en choisissant celles qui approchent le plu;^ de la valeur qu'on cherche , et se déterminent en même temps par des sections d'arcs qui diffèrent moins de langle diroit.
21 6« Pourtant y afin de retirer tous les avantage? possibles de trois points a y b eX e sans en introduire de nouveaux^ des trois 'équations (A), (B) et (E) nous en tirerons six autres pour ayoir de nouvelles valeurs d'arcs et de cordes.
217* Soit BZ un arc connu ^ par exemple, un de ceux qu'on obtient par les problèmes du Uvre second , et nommons B cet arc ; ôh prendra avec le compas la distance bZy qu'on portera de a à quelque autre point Z' qui détermine un autre arc BZ'' = A , et comparant les deux équations (A) et (B), on en tirera une
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nouvelle équation qui fait connaître sa yAent, En effet ^. si dans tes deux équations on fait bZ^= aZ\ en faisant dans la première (A) Zz =3s 2 sin A, puis dans la seconde (6) Zz zss 2 sinB, on aura
(^B)* — 2 sin A- Aà = (èB)» + 2 sin B.AA, ou bien (198)
5 — 2 sin A . v/ 2 = ~^ H- sin B ( v/5 — • I ) ;
et dégageant sin A , on aura
= sin 54° sin 45' — a sin B . sin 1 8" sin 45° (200) =-(cos9'-|-sin 9*)--sin B(cos ay'-sin 3y')(i 58);
d'pù (1 55 et suiv.)
Îcos 9* + sin 9* \
+ cos(B— 27°) —sin (8—27») j.
— cos(B— 63«')+sin(B— 63») 5
21 8» On ne pourra pas non plus prendre ici pour B tous les arcs ^ mais seulement ceux qui donnent une distance bZonbz qui ne 3pit pas plus petite que a F.
.^^210. Maintenant soit connu un arc 3 Z que l'on nomme A; si l'on porte la distance aï
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prise avec le compas ^ de 6 à quelque autre point Ta de la mêmci circonférence > qui détepmine Tare BZ' == B ; on connaîtra cet arc B ^ et si l'on veut sa corde , en dégageant sin B dç Véquatîon (21 7) ,
Multipliant cette équation par le facteur
2sm A(v/5 + i) v/2=;= 3+^/5-^4 s^^^^î d'où Ton tire • n 3+1/5 , , - i/5 + I / I
=;2sin»54^— 4sin Asin54^sin45» (209);
et traitant comme ci-dessus les équations (1 55 etsuiv.) , on aura enfin
(8) siuB ?= I + sin 1 8^ — sin (A + g^) -f-cos (A+9*^) — sin(A — 9**) — cos{A — g*),
220* On ne pourra pas dans cette équation (8) employer pour A les arcs BZ qui donnent une distance aZ plus grande que ôF.
221 • Actuellement y si dans l'équation (A) du n* \ 96 on fait Z z = 2 sin A, et dans l'équa^ tion (E) une autre distance Zz = 2 sin E^, en
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faisant en outre dans ces deux équations (aZ)« =c (eZy , on aura , après les subâtitutiohs né- <xs8àire8(l9g),
5— asinA. /a = 5— i/a—2sinE|/(a-.2)j sinA=;i+asinE.l^&Z±^../i
= - 4- 2 sin E sin a 2» 5o' sin 45° , et (i 58) = ^ 4. sin E CO8 22» 5o' -~ gin E sin 22* 5o' ;
d'où enfin (156, 458)
sin (E •+■ 22° 5o') (9) 8ÎnA= • ^■^■^<^+^^"HH
:sin(E— 22°3o') --cos(E — 22" 5o')
222. On peut encore trouver cette neuvième équation d'une autre manière pour rendre le calcul plus facile par le tnoyen des sinus et cosinus )artifidels que Fon trouve dans les tables de dix en dix secondes. C'est pourquoi comme on a
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smA = l2 + sinE l^i^=*^lv/-
= (.y^^±-,- + sin E) \^lkz2^ \ 1^(4 —ai/a) y . a
^jj^j^) _^ ^,^ g^ V^(3-V>j
= (sm67' V+ sin E) ï^î^ ( 57) ; et faisant ôy^So' =/? , E = j , on aura (1 56)
(9 6«) sin A =3
sm-^ ■ — cos -^
COS 22° 3o
équation qu il sera facile de calculer par le moyen des logarithmes des sinus et des cosinus. '
225- Si donc on prend avec le compas nne distance du point e à un point quelconque Z , extrémité d'un arc connu BZ = E, et qu'on la porte du point a à quelque autre point Z' de la circonférence, on connaîtra le nouvel arc BZ' = A par le moyen de l'équation (9) ou de celle (9 bis). Ces équations auront leurs limites^ puisque l'arc BZ devra être tel que la distance eZ ne soit pas plus petite que aF.
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On a trouvé
asînA |/2 — v/3 + 3sînE. v/(2 — |/2)f
multipliant cette équation par ^ T" ^^ , on
aura
2S]nA V^(3+ V^2)==: 4/(2-4- v/2)4-îasiaE;
à'ok • 1? •A l/(a H- 1/2) 1/(2 + 1/2)
= 2 sin A . sin 67* 5o' -^ sin 67* 5o' ( 57) ;
a^où (1 58)
(10) siaE=eos(A^r-^7^5o')— cos(A4-67^5o')
— sin 67^50'.
225/ On peut encore préparer autrement cette équation pour la rendre soluble par Vusage des logarithmes. £a effet , puisqu'on ^
= 2 (sin A -+- sin — 3o°) sin 67° 5o' en faisant A=/?, r- 5o** = j , on aura (156)
(10)sinE==4sin±i:i.- cos ±:rf^ sin 67*^30'.
U est évident que cette dixièmç équan
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tion aura aussi ses limites^ puisque l'on ne pourraf pas y introduire toutes leç valeurs tie l'arc BZ ouBzr^Â^ qui douneraiçnt la distance aZ plus grande que ef.
227* Enfin on peut de la comparaison de l'équation (B) avec celle (E) tirer deux autres équations. Car si Ton porte une distance du point e à un point quelconque Z de la circonférence , qui soit l'extrémité d'un arc connu 9Z=E^ et que du point b comme centre et de cette distance eZ prise pour rayon on décrive un arc qui coupe la circonférence en cpielque autre point Z' qui détermine l'arç BZ' =:B, on connaîtra cet arc au moyen de son sinus de la manière suivante : soit fait dans l'équation (B) du n"" 196> Zz = 2 sinB^ dans celle (E) Zz =2sinE^ et dans toutes les deux bZ = eZ, on aura^ après avoir fait les subsr-. titutions nécessaires (f 98) ,
?jrJ^4.sinB(</5— = 3— v/2
-TT- 2 sinEv/(2rr-^/2); d'où Ton tire
2sinB( ^/5-i )= 1/5+1 -2 v/2-4sinE 1/(2- v/2)j
et multipliant les deux membres de l'équa^iou
1/5 + 1 par ■^— g-^~ , on aura
28a GÉOMÉTRIE BU COMPAS.
u 3+V/5 1/5 + 1 Ji
=ï 2 sin* 64"* -^ a sîu 54*^ 8În 45"
— 4 sinE sin ^:2*5ô' sia 54» (209) ;
d'où Ton tire (158)
sia B = I — cos io8® — ces g» — siii g» |
— -asinE (oos 5i*5o' — cos76**5o');
et par conséquent {i 56) '
(H) sin B = I + sin i8» *-* cos 9*" — sîn g' — sin(E4-5i«3o') — sm(E — Si»5o') sin (E + 76» 5o') -+. sin (E — 76^ 5o')-
228. L'équation (11) aura aussi des limites de deux côtés ; car la distance la plus petite eF = I — - |/(2 — • v/a) est moindre que celle
bf= I — - (v/5 — i) , et la plus grande ej
est plus grande que b¥.
229. Si l'on multiplie par ^^^w/''^ l'équation 2SÎnB(|/5-i)=v/5+i-2v/2-4siaEv/(2-i/'2)
que l'on a trouvée plus haut (227) ; on aura
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o^/j: 2 sin 54° sin 67*^30' sia 45* — sin 67^30'
i^'f — ^ ^^^ ^ ^^^ ^^* ^^^ 67** 3o' 8ia 45* ' s sin 67*^30' (cos 9* 4- sia 9**) — sin 67** 3o'
— 2 sin B sin 67** 3o' (cos 27° — sin 27°) -i&i (sin 76^30' — cx)s 76^50'
-û»' +sîn 58*5o' + cos 58'3o')
— sîn 67^ 3o' — sin B (sin 85^ 5o'
+ sin 40° 3o' — cos 40** 3o' — cos 85* 3o') ;
. i'où on a enfin
'f-fà(x\ • ^ I f sîn 96^30'— COS n6^3o' 1 . ^ o^^^ m *- E=- { +3?,5803,.+ J,58o3o' }-^^" ^' ^^ ^
î^l^^ r cos (85*>3o'— B)4- sin(85"3o'— B) ^
•^f _ I ) —cos (85«3o'+B)— sin(85°3o'+B) /
Qf. 2 j +COS (4o*>3o'— B)+ sin(4o«3o'— B) f '
l — cos'(4o*>3o'+B)— sin(4o«3o'+B) }
^^ équation qui n'a pas de limites.
330* Si par hasard quelqu'une des valeurs f (pi'on trouve avec ces douze équations est au premier abord très approchante de quelque Taleur utile et cherchée dans la solution defe pït>blèines , on aura l'avantage de parvenir au «ï*me but par un moyen très simple j car on
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n'aura à employer d'autres points pris hors de la circonférence que les trois seuls points a,b ete que l'on a déjà remarqués tant de fois, et dans la circonférence quelqu'un de ceux qui servent à la division exacte de la circonférence par le moyen des solutions des problèmes du livre second. Nous allons actuellement donner quelques exemples.
231 . Nous verrons d'abord comment on peut diviser le cercle à l'ancienne manière en degrés et minutes^ sans erreur d'une seconde.
Pour celaji nous supposerons que la circonférence du cercle BD^ (j%. 12) est divisée en deux cent quarante parties (57 , 58) , dont chacune, comme jP/, contient i'3o', que l'on commence à compter les quantités posî-* tives de B vers F , et de même les quantités négatives de B vers f, et que les points Z et Z' sont des points vagues soumis pour le moment à la seule condition de se trouver , savoir :' les points Z et Z' entre B et F sur la circonférence, et les points z et z' entre les points B etf. Nous en agissons ainsi pour éviter le trop grand nombre de figures dont on aurait besoin si Ton en répétait une pour chaque problème. D'ailleurs, la petitesse des divisions les laisserait à peine apercevoir même
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}^ ians Une figare beaucoup plus graude que là ^figure 13*
te'. ^
PROBLÈME
• 232. Trousser (fig. 12) Varc dun degré de
î ancienne division ^ oude i"" sans erreur d'une
demi-seconde.
/" Solution. Soit l'arc B z = — 55^ 3o' (251 ). Prenez avec le compas la distance bz^ et du point e comme centre décrivez un arc qui coupe là circonférence en un point Z; on
aura Tare B Z = Sn^Sq ^^ , c'est-à-dire de 55* ' ^ 1751 '
' sans qu'il y manque vingt-cinq tierces. On a en-
[ suite dans les divisions de B vers F exécutées
pat le problème du n^ 42, Tare de 54'== — .
On aura donc aussi l'arc 54* — 53*^ ==1** avec l'approximation demandée.
Démonstration. Si dans l'équation ( 1 2) on fait B = — 55^ 3o', on trouve à la fin du calcul
sin E = 0,7986543 = sin 53^59' j^-
IP Solution. Soit l'arc BZ =: io*»3o'; du centre a et avec la distance bZ prise pour rayon décrives^ un arc qui coupe la circonfé*
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reoQç.en un autre paiat TI\ on aura Tare BZ'
fSâ I I
c= 29® 29' -g,- , c'est-à-dire = 29* 5o', sans er-
reur d'une demi-seconde « . On trouve ensuite dans les divisions du cercle faites au n^ 58
J'arc de 28** So'^kï -^ de la circonfiérence. Donc
on aura la différence des deux arcs égale à i* avec l'approximation demandée.
Démonstration. Si dans l'équation (7j on fait B = I o* 3o^, on trouvera à la fin du calcul
sin A = 0,49^4^ 1 5 = sin 29" 29' ^^5- :
donc les arcs ne différeront pas de 29*^ de la valeur d'un degré.
253* Cette seconde solution est moins approchée que la première de S''", mais les sections, des arcs ?'y font SiOiyn^ un angle qui diffère moins de l'angle droit.
254. Puisqu'on a l'arc de i°5o' (225), et qu'on a trouvé (226) l'arc de i % on aura aussi en soustrayant lun de l'autre l'arc de So', ou le demi -degré , et par conséquent on aura la manière Uç diviser toute la circonférence en demi-degrés sans accumulation d'erreurs, et sans qu'aucun point soit éloigné d'uqç d^ïniseconde de sa véritfible situation.
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255. T^ui^er tare dun quart de degré ou de i5^j sans erreur d'une tierce.
Solution. Soit l'arc Bz = — 12% la distance e z sera égale à la corde de 87** 1 5'^ d'un rayon égal à cette distance prise avec le compas et du point B comme centre, coupez l'arc BF en un point Z'; on aura l'arc BZ' = 87*i5'.
On a de plus, par les divisions du cercle faites
au n? 42, Tare de 87°= — de la circonférence. ^ ^ 120
On aura donc la différence de ces deux arcs = i5'.
Démonstration. Si dans l'équation (5) (206)
cos E' = sin 45^ — sin So*» + cos (E — 22^ So^
— cos(E + ^2*3o'),
ûû fait E = — 120, on aura
sin 45® — sin So^'sis 0,207 1068 cos — 34^ 5o' = 0,8241 262 -— cos io°3o' = — 1,0167451
cos E' = o, 04797 8 1 .
Or dans les tables qui donnent les sinus na—
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turels avec sept chiflres, on trouve 0,0479781 = cos 87® 1 5', sans aucune différence même dans le dernier chiffre. En employant ensuite plus de décimales, on trouve
cos ET = 0,0479780622 , cos 87* i5' = 0,0479781 28520;
et ne prenant que huit décimales, on av
cos 87® i5' i" = 0,04797229.
On a donc pour i" la différence 584» Or si
584 donne 60'" de différence , 7 donnera -jr
de tierce. On aura donc l'arc E', qui a pour corde la distance eZ', =87** i5' avec une er-reur plus petite que i"\
236. On pourra , par le moyen de ce problème , diviser la circonférence en 1 44o ps"^ ties, c'est--a-dire en i44o quarts de degrés, sans qu'il y ait en aucun point de division une erreur de trois tierces ; car si Ton fait sur chaque arc PcT de i * 5o', trois divisions de 1 5 en 1 5' de P vers «T et deux de cT vers P, l'arc PcT se trouvera divisé en six parties^ dont chacune sera d'un quart de degré , sans qu'il y ait er* reur de 1 ^ dans la position d'aucun point de ' division ; il en sera de même pour le reste
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de la circonférence. D'après cela /nous suppo^ serons dorénayant la circonférence divisée en degrés et quarts de degrés , en les considérant comme exacts , afin de simplifier le calcul* On pourra , quand on voudra , tenir compte des erreursi
PROBLEME^
257. Trousser un arc de lo' ou la siœième partie cTun degré ^ sans erreur de i o''' ou de la sixième partie d'une seconde.
Solution. Soit Tare B z = — 49*» 3o' ; la distance bz sera égale à la corde de l'arc de 38* 5o', sans erreur de 10'''; puis soustrayant l'arc de
58* 5o' de celui de 3q*>= ^^^ de la circonférence
qu'on a par le n" 42, on aura l'arc de 10'.
Démonstration. Si dans l'équation (2) on fait B =_ 490 3o', eUe deviendra
cos B' = 0,7789738 = cos 38" 49' i|i| •
on a donc B' =3 38*5o' k moins de 9"' près.
«58. Soustrayant d'un àrc de 5o' auquel ««anquent 9'" un arc de 45' (256) auquel il manque quelques tierces , on aura l'arc dé 5'
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QU la dousième partie d'un degré, sans qu'il j ait une erreur de 9^'^
259. Troui^er l'arc de & ou un dixième de degré p sans erreur de 1 5'".
Solution. Soît Tare Bjz = 45*^ c'est-à-dire aoit Tare BG; du point b comme centre et avec la distance BG prise pour rayon soît décrit un arc qtd coupe la circonférence en zi on aura, sans erreur de i5'", l'arc Bz = — 40** 6^ et soustrayant (256) Tare de. . .— 4^
bjpL aura pour reste l'arc de. ... 6^
Démonstration. Si dans l'équation (5) on fait B' ÉS3 45^, elle deviendra
sin B == -^ 0^644 1 3^9 =5: sin — ? 4^* 5' ^^.
On aura donc l'arc B = Bz = — 4o**6', à moins de la'^- prç^.
Sî40. Soustrayant de l'arc de 6' (259) l'arc de 5^ (25j8), l'arç re^^ant spra 4e^ i' «vec use lejrreur de qufjq^s tîerçei^. 1\^i$.<Wk peut ttôui^ef i^^^:^éd^?Sf^leï^t ççt ^jc par }^ proUèaie
PAOBLÈlfE.
241. Trouver immédiatement F arc de l'j sans erreur de 2 a'".
Solution. Sort l'arc Bz = — 27*; du |>oînt e comme centre et ayec ua rayoa égal à la distance bz, prise avec le compas^ soit coupée la drcônférence en Z. On aui'a Tare BZ = 29*59' atec tin excès de lo"': donc Tare BN étant de 3o** (51), l'arc ZN sera de 1' avec 10'^ de moins.
Démonstration. Si dans l'équation (12) on &it Ri= -^ 27**, on aura
sm E = 0,4997496 = sin 29^ 59' ^ :
donc, etc.
PROBLÂME.
TVou^er Fore de 9'^ saris quHl y ait eireur de
* Solution. Dti point e comme centre avec k* diatsaice' bK ptîse pour rayon soit décrit un affc qui coupe la circonféretice en % ; on
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aura Tare Bz = — 4' ^ ^ ' ^ ^^^ un excédant de 6'", lequel, soustrait de— 4** 5o', donne pour reste 9', sans erreur de ^"'.
Démonstration. Si dans Féquation (12) on fait B= i5« = BK (32) , on aura
sinE =3 — 0,0768494 = sin — 4» 3 1' — :
donc Tare Bz = — /{'2i'o"&".
Ce problème servira enoore à la nouvelle division du cerde, ainsi que nous le verrons ciaprès (256).
243* L'arc de i5' manquant de moiûs
de i'"(255).
celui de 10' excédant de moins de lo'^' (237) 9 celui de 6' manquant de moins de i V" (239),
celui de i' « • de moins de an'" (241),
et celui de 9' de moins de 7'" (242) ,
on pourra les combiner par addition ou soustraction , sans accumuler beaucoup les erreurs , de manière qu'à la fin toute la circonférence se trouve divisée en degrés et minutes , sans autre erreur que de très peu de tierces. En effet , en doublant , par exemple , l'arc de 9', on aura un arc de. 18' à moins de \^" près; et soustrayant de cet arc celui dé 6' approché à mpins de i3% on aura l'arc de lia^ à moins
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d'environ i '". Soustrayant maintenant cet arc de celui de i5' approche à moins d'une tierce (235)^ on aura l'arc de 5' avec à peine une erreur d'une tierce. Par ce moyen on pourra diviser en cinq parties .chaque arc de i5^ «et toute la circonférence se trouvera divisée de trois en trois minutes avec une erreur moindre de six tierces sur cette dernière division ; erreur qui deviendra encore moindre , si on la porte en sens contraire de celle de trois tierces au plus qu'on commet dans la division de 1 5' en i6' (255). Puis employant l'arc de l' qui a 4'" de moins (240) à diviser chaque arc de 5',. on ue commettra plus une erreur de lo'"^ et Ton aura divisé la circonférence en degrés et minutes.
On pourrait aussi combiner ces arcs ou d'autres tirés des douze équations précédentes ,. de manière que l'on parvint à commettre de moindres erreurs , et nous emploierions pour cela quelques problèmes ^ si d'un côte la division du cercle en 56o** ne devait pas avec le temps cesser d'être employée^ et si d'ailleurs nous croyions que les artistes qui voudraient continuer à s'en servir trouvassent ces recherches avantageuses pour la pratique. Nous ne croyons pourtant pas devoir omettre les
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problèmes soivans , dans la solution desquels nous supposerons que le cercle entier est divise eu anciens degrés et minutes que , pour la simpUdtë du calcul , nous cousidérerom comme exacts,
244. Trouver Tare de 20" ou un tiers de minute , qui ait à peine 1'" de trop.
/'• Solution. On trouve (201 ) l'arc de 40" avec moins dune tierce de trop; donc aussi l'arc de 20', complément d^une minute^ n*a pas tout-à-fait i'" de moins.
//' Solution. Du point e comme centra et avec un rayon égal à la corde de l'arc de 6i*5o' prise avec le compas^ soit coupée la circonférence en Z; on aura l'arc BZ= 20* 39'4o" avec à peine une tierce de trop; puis soustrayant cet arc de celui de 20*40', Tare restant sera de 20" avec à peine i'" de moins.
Démonstration. Si dans l'équation ( 6) on fait E' = 6i'*3o', en employant de plus grandes tables de sinus , on aura
sinBZ 55; sin Ës¥= o^SSaSSggi ;
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on a ensuite
sin 20° 39^40'^ := 6,35285984.
Or
k>go,55à85g9 ri» 9,5475^77 log siû 20* 39' 4a" =: 9,547^776
log sin 20^ 39' 5o" = 9,5476554
différence = 558.
Donc E surpassera Tare 20^39^40" de ggg environ, c'est-à-dîref de 1"* ef un peu plus.
PKOBLÈME.
Sî45. Trouver F arc de i5" ou un quart de minute à moins de 10^" près, ou environ.
Solution. Du point e comme centre avec un rayon égal à la corde de 3i**5o' prise avec le compas soit coupée la circonférence en un point Z; on aura l'arc BZ=:57*»5o'i5* à 9'" de moins près.
Démonstration. Si dans l'équation (6) on fait
E'=5i°5o', ontrouveraE=57°5o' ^; mais
3qo 1 j • 1 •
on a -^ es j : donc ce qui lui manque est
de -Â^ environ, c'est-à-dire d'environ lo'^'.
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PROBLÈME
246* Trouyer Varc.de 12" ou un cinquième de minute ^ 4 i'" de moins prèsj ou environ.
Solution* Soit Bjz==:-w iQ^5o'; du point a comme centre et d'un rayon égal à la distance bz prise avec le compas soit coupée la circon^ férence en Z ; on aura T^rc BZ == 4'^^4'^'i2^avec environ l'^'de moins.
Démonstration. Si dausi l'équation (7) on faitB = — io®3o', on trouvera par le calcul
A = 4o^4o' ^^. Or on a -^^ = ^ : on a donc ^ ^ 2206 2200 5
en moins une erreur de — g, c'est-à-dirç de
I "' environ.
Si l'on avait fait le calcul avec de plus gran-^ des tables , on aurait relevé l'erreur avec pltis de précision.
PROBLÈME.-
247. Trouver Varc de 10^' ou un si^cîèrm de minute qui surpasse d environ \"\
$olutîon. Soit l'arc Bj5 = — 24''. Du point ^
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commecentre et d'un rayon égal à la distance ez prise avec le compas soit décrit un arc qui coupe la circonférence en Z»; on aura l'arc BZ= i6**i5'io'' avec l'approximation demandée.
Démonstration* Si dans l'équation (9) on fait E = •— 34**^ on trourerâ pour résultat
log sin A = 9,4469652.
Ce logarithme se trouve être celui du sinus de i6®i5'io" — : donc l'excès ne va pas à dçux
tierces.
248. ITîou^er Varc de 5" ou dun douzième de minute as^c une erreur inappréciable par ks tables ordinaires et moindre que 2"*.
I'* Solution. Soit l'arc BZ = 4^3o'; du point « comme centre avec un rayon égal à la distance e Z prise avec le compas , soit décrit un ^rc qui coupe la circonférence en un autre point Z'i on aura Tare BZ'= 32"5i'5'' avec ^'approximation demandée.
Démonstration. Si dans l'équation (9) on fait ^^4*50', on aura pour résultat
ag^ GÉouj6Tfti£ bu coupas.
log sîn A = 9,7343692 î
or
log sin S2*5i' = 9,7545529 ,
et la différence est i63; de plus, dans les ta-* blés,, la différence pour dix miantea est 326, c'est-à-dire précisément double de i63 :
donc, etc.
En calculant 1 errfeur avec de grandes tables, o^ U trouve moindre ^e 2^^^
IP Solution. Soit l'arc BZ= 5i«3o'. Dn centre a avec un rayon égal à la distance eï prise avec le compas soit coupée la circonférence en un autie point W ; on aura Tare BZ' = 5i**3o'55'' trop petit de moins d'une tierce*
Démonstration^ Si dans l'équation (9) on fait E =s 3a° 5o', on trouvera par le moyen: des tables ordinaires
logsin A=:9,8936365 = logsin5i«3o'5o" ^ j
lac[uelle fraction -J- se comparant à 10^, donnera 5'' avec un excès moindre de i"'. On aura donc A = 5i*3o'55", lequel arc soustrait de 5i'5i' donnera 5" avec l'âpproximaticm demandée .
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Mais il est temps de passer à la démonstraH tioQ de l'usage qu'on peut faire des douze équa^ tioDS précédentes quand on veut diviser la drconférence du cercle suivant la nouvelle
manière des Français.
249* Suivant cette manière, la circonfé'^ rence se trouve divisée en 400 degrés, afin que le quart de cercle, qui est le fondement de tonte la Trigonométrie, soit par là divisé eu 100. Chaque degré est divisé en loo minutes, chaque minute en 100 secondes, et ainsi de suite. On peut, si Ton veut, se dispenser de dénommer les degrés, minutes ou secondes , la position des décimales faisant assez connaître la nature de ces fractions.
250. Par conséquent on voit que 9 degrés anciens valent 10 degrés nouveaux, ou bien que 9'' = 0,10; que 54' == 0,01 ; que 2j' =:o,oo5j que 5'24'' = 0,001 ,• que 32"24'" s= 0,0001 ; c'est-à-dire qu'un degré nouveau vaut 54 minutes anciennes, qu^une minute nouvelle vaut 52"24''' de l'ancienne division , etc.
251 . Les divisions obtenues exactement par le moyen des trois points a, b et e dans le seoond livre donnent jusqu'à la 240* partie de la circonférence (59). L'arc qui forme cette partie est exactement de i'*32' de Tancienne
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division. Il ne s'exprime pas également avec un nombre fini de décimales dans la division moderne ; le premier arc , formé par l'assemblage de plusieurs 20®' qu'on exprime avec un nombre fini de décimales du quart de cer-
cle • est celui de -7- ou de ^ de la circonfé- ' 240 00
rence , lequel est de 4'' ^o' = o,o5 du quart de çerde , c'est-à-dire de 5 degrés de la nouvelle division. On peut donc avec les méthodes du livre second et par le moyen des trois seuls points a , b et e pris hors de la circonférence, la diviser en deux parties égales , chacune de cinq degrés modernes, et cela avec la précision géométrique, ce qui est un des ayan* tages de cette Géométrie.
252. On pourrait, si l'on voulait, par la division des arcs en deux parties égales (60) 1 diviser ensuite la circonférence en arcs de deux degrés et demi chacun ou de o,025 , et continuer ainsi cette division ; mais il est clair que par ce moyen on ne pourra pas avoir un degré avec précision. Il ne reste donc d'antre moyen à la Géométrie pour obtenir l'arc d'un degré (63), que celui de chercher quelque construction qui le donne au moins par ap-* proximation*
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255. Trousser Varc dun nouveau degré ^ ou de OyOi ^ sans qu'il excède dun sixième de seconde de la nous^elle dUvision ou de V" de l'ancienne.
Solution. Prenez avec le compas la corde de i38* de Fancienne division, ou de quarante-six vingtièmes de la circonférence (42)> et du point a comme centre décrivez un arc qui coupe le quart de cercle B/en un point z; lare Bj3 sera de 1 1 degrés de la nouvelle divî* sion ; d'où soustrayant l'arc de g^'r^o, ïo (252), on aura pour reste un arc = 0,0 1 avec Fap^ proximation demandée.
Démonstration. Si, dans l'équation (4), on fait A' =s= 1 85^ ,. on aura
sin A = - (sin 45° 4- sin 1 85* -f- sin — . g5) = i (sin 45* — sin 3* — sin 87').
On a ensuite
GÉOHâtUlB
ou OOMPAS.
— sin 3** î=
— sin Sy** =
sin 45'' —
On
a de
plus
sin 9° 54' = 0,1719291 sin 9° 55'= 0,1722156.
Ootic Terre Bz = A =i 9** 54', avec le seul excès àe -37v^ d'une minute de Tancienne division ,
cf^t<-à-^re sans qu'il y ait un excédant de 4'^ et par conséquent sans qu'il y ait erreur d'une seconde de la nouvelle divisioin^
254. On pourrait, avec des taibles< un peu plps étendues^ que celles ordinaires, rechercher cette erreur avec pLms de .précision. Dans tous les cas, elle est si petite, qu'en l'accumulant en0ûve>deûa[-0U trois foi^, ètlé- ne serai! poar tant pas sensible dans les plus, grands quarts de cercle. Or, dans leurs divisions, on n'a ps besoin de l'accumuler plus de deux fois; cax on a déjà , avec la précision géométrique , l'arc de o,o5 (251 )• Si sur cet arc on trace deux divisions d'un degré en commençant des deux
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extrémités et allant en sens contraire ^ on aura maitjué sur cet arc quatre points qui en don-^ nerant la division «n cinq degrés , et chacun de ces points ne sera pas éloigné de sa véritable position djB six tierces entières de l'ancienne division , ou d'un tiers de seconde de la nouvelle.
255 • D'après ce problème , on supposera maintenant la circonférence divisée en 4oo degrés de la nouvelle division.
PROBLÈME
256« Trouver Varc dun nouveau demi-degré , sans (ju'îl y ait excès de six tierces de Vanciertne division ou dun tiers de seconde de li^ nouvelle.
Solution. Prenez avec le compas la distance du point b au point K, et du point e comme centra avec ce rayon ^K , décrivez un arc qui coupe la circonférence en uh point z; vous aurez l'arc Bz = — 4"*^^!% ^Y^Ç ^^ excès inoind|*e que y'**; soustrayez - en un arc de 5* = Nd (45), il viendra pour rçstie i^2i\ c'est-à-dire un' degré et demi de la nouvelle division : alors de tous les points des degrés
5o4 GÉOlfiTRXE DU COMPAS.
(225) pris pour centre et d'un rayon égal à la corde de cet arc , on pourra diviser tons ces mêmes degrés en deux parties égaleSé
Démonstration. Si dans Féquation (12) on fait B =i= BK = i5« (52) , on aura
E=:— 4*21' ^î donc, etc. (242).
PROfiLEME.
257. Trousser Varc dun cinquième de degré de la nouvelle division ^ sans qu'il jr ait excès dune seconde ancienne.
Solution. Du point e comme centre avec un rayon égal à la corde de Si"* prise avec le compas décrivez un arc qui coupe le quart de cercle en Z; l'arc BZ sera de trente-sept degrés nouveaux plus un cinquième dç degré; avec la précision demandéCé
Démonstration. Si dans l'équation . (6) on fait E' = 5i% on aura
Mais 33"28'48" =s 0,572; donc, etc.
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PROBLEME
258. Trousser Varc de quatre dixièmes d^un nouveau degré, sans qu'il y ait excès de i&" (tnciennes.
Solution. Soit l'arc BZ = 76*30'; puis du point a comme centre et d'une ouverture de compas = 3 Z' prise pour rayon décrivez un arc qui coupe le quart de cercle en un point Z'; on aura l'arc BZ'= 0,094, c'est-à-dire de neuf nouveaux degrés et quatre dixièmes avec l'excèô indiqué.
Démonstration. Si dans l'équation (7) on
fait B = 76* 3o', elle deviendra A = 8* 27' ^. Mais 8^27' ^^ = 0,094; donc, etc.
PROBLÈME
2S9. Diviser un degré de la nouvelle division en dix parties égales.
Solution. Après avoir divisé cet arc en deux parties égales (256) , ôtez de l'arc de o,oo5 les
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arcs de 0,004 (258) et de 0,002 (257), et l'on aura les arcs de 0,001 et de o,oo5, avec une erreur de quelques tierces de l'ancienne division seulement : on aura donc tous les arcs par la division de l'arc de o,oo5 en cinq parties ; et divisant ensuite de la même manière l'autre moitié de Tare, il sera divisé en dfx parties égales.
260« On pourra spustraire et ajouter ces arcs , de manière que , balançant les erreurs en plus et en moins , on obtienne exs^ctement la millième partie d'un nouveau degré. : on pourra donc par la suite supposer le quart de cercle divisé en millièmes ou de dix en dix nouvelle^, minutes. On les considérera comme exacts pour la simplicité du calcul.
PROBl^BME.
261 • Trouwr ïarc dune nous^Ue minuUy sans erreur dune tierce ancienne.
Solution. Soit un arc, Bjç = ~* i*3o'; la distance az sera corde d'un, arc de 1,3609^ sans erreur d'une tierce ancienne. Soustrayant cet arc de celui de ],,^6i (26û) r on aura l'arc de 0^000 1.
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Démonstration. Si dans l'équation (1) on it A =s — 1*5', elle devient
Quç, etc.
PROBLÈME
262« Trou\^er ïarc de deux nous^eUes mi' VJtteSj sans erreur dune tierce ancienne.
Solution. Soit l'arc Bz = — 4^*; la distance h z $era corde d'un arc de 0,44^^ ^^^^ la précision demandée. Soustrayant de cet arc celui de o,44^ (260)» l'arc restant sera de 0,000^*
Démonstration. Si dans l'équation (52) on feit B = — 48« , elle devient
donc, etc.
PROBLÈME
265. Troui^er Varc de trois nouvelles mi^ ^^utes^ sans erreur dune nouvelle tierce.
Solution. Soit un arc Bz = — 78^ î du
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point a comme centre avec la distance e; prise pour rayon soit décrit un arc <{ui coupe le quart de cercle B/" en un point z' ; on aura Tare Bjz'sss — 0,0187 avec la précision demandée; et soustrayant celui-ci de l'arc = — 0,01 g (260), on aura l'arc restant = — o,ooo3.
Démonstration. Si dans l'équation (9) on fait E = — 78*, le sinus de A devient négatif; en changeant les signes dans les deux membres de l'équation , on a log sîn A ==8,4678991. Or dans les nouvelles tables de Collet pour la nouvelle division du cerde, on trouve
log sin
puis de log sin At=8,467899 1 soustrayant 08=6,1960574 (^- Callet),
on aura 2,27 1 84 1 7 =:1(^ 1 87,00004*
On a donc A= — 0,018700004; l'erreur se trouve encore moins forte, si l'on emploie plus de chiffres dans les logarithmes.
264. On a pour la position du point dans les trois problèmes précédens, et spécialement dans le dernier, une telle approximation; qu'on n'en peut pas désirer une plus grande.
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^ Aù moyen des arcs trouvés par ces problèmes,
on peut diviser de plusieurs manières un mil^
^'' lième du quart de cercle (5260) en deux par-
;ties égales, c'est-à-dire en minutes de la
' nouvelle division du cercle.
rite ' •
265. On pourrait de même obtenir des avisions plus petites , mais il faudrait em-^ ployer des tables plus grandes que celles dont ' ^ je me suis généralement servi dans les calculs ' des douze équations précédentes. On pourrait 3 aussi , si l'on en avait besoin , étendre la dir ^ yision de la circonférence au-delà des minutes. ^' du nouveau système français.
PROBLEME
266. Dans un cercle dun rayon donné KÉ y trouver une corde Bb qui approche âtétre égale <iu quart de la circonférence.
Solution. Faites (^g. loi) ^ur la circonférence à AB = BC= CD = DE; puis à BD ^ Ba = Ea; du point C pris pour centre et du rayon Ca décrivez un arc qui coupe là circonférence en 6; B6 sera la corde cherchée.
Démonstration. AB étant supposée = i , si
3io 6éom£thie du compas.
l'on fait B C s: A =: 60'' dans l'équation {{
on aura
donc l'arc BCb sera de io5**53' — = ; samoiti
2oo5'
qui est de 5 1*46' ^^ , a pour sinus 0,7855
donc la corde Bb aura pour valeur i j5j 1 1996» Le quart de la circonférence étant ensuite égi à 1,5707965, l'erreur he sera donc que de 0,0004 environ.
267. Suivant le rapport d'Archîmède, en supposant le rayon = i , on trouve pour le
quart de la circonférence — =z= 1 ,57 1 4 ' donc la
construction du problème ci -dessus (266) doûne une plus grande approximation. Cette Construction étant d'ailleurs très simple , il sera plus commode de l'employer dans la pratique que les autres que nous pourrions bien donner aussi ; mais, quoique susceptibles de donner dans la théorie .un plus grand degré ti'approxitnation, elles seraient plus icoiApliquées^ ^i par omséquent plus sujettes à erreur.
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PROBLÈME
2ft8. Dans un cercle dun rayon donné AB^
^^.rouver rare qui approche té plus dëtre égal
'éau rayon.
Solution, Faîtes sur la circonférence ''^LCMFDÔErf(^g. io2)àAB = fi(î:=Ctt ^^^=DE = Erf; à BD=Ba = ta; à Aa=BF ^^-=T)6 = £/6 = ûL; àAB = FO, et enfin à 5F == OM j Tare LM sera celui qui approchera ^' le plus d'être égal au rayon.
'^' Démonstration. Si dans Téquation (4) on 4 fait A' = 90°, cet arc ayant pour corde aL> ^ on aura
BL =A
, Comme on a de plus M = ô F corde de là ; cinquième paitie de la circonférence (40), ou I de 72% et Tare FG = 60"*; on aura Farc Fwi = 13°, et par coQséquent
' l'arcLM = BF — BL — FM = 57'i7'^
on aura donc pour l'arc égal au rayon 67** 1 7^44'^ comme on le sait déjà; donc, etc.
PROBLÈME
269. Trouver le côté dun carré qui a\ proche le plus dêtre égal en surfhce à cercle dun rayon donné AB.
Solution. Faîtes sur la circonfëren BPCQDRE {fg. io3), à AB = BC =C = DE; du même rayon BA et des centres et E décrivez les deux arcs ALc,, AMi^; des centres C et D et du rayon DB décrivez les arcs cNM, £/NL; faites à AN = BP==PQ^ pais à LM = QR î BR sera le côté cherché.
Démonstration. Si dans le triangle îsoscèle CND on suppose la base CD = i , âiyisée en fÂ en deux parties égales ^ on aura
(CN)« = (Cf*)- + (NA*)% ou
donc
ensuite on a (Ca)* = (C^)^ + (A^)* , et par ' conséquent Ajw = - v/5. Donc on aura
AN = Vv/i9— ï/2) = 0,7922869
^^ m LIVRE DOUZIÈME. 3l5
mr qui se trouve être celle de la corde de ^'^' c de 46V ^ = BP = PQ : donc l'arc
^nRLi sera de 95^20' ^g^. Tirez les droites BL
Prisées par le milieu au point n,BJ), Un,
i, et les perpendiculaires Dcf, LZ^ Mm per-
I 'jidiculaires à la même ligne BE aux points J^^
ijj.-ilTO. L'angle DBE étant égal à 5o* (20, àV. 3),
^^r^' sinDBE = i;cosDBE==-v/S.
P:=lln a ensuite 9 suivant les propositions de la beni&rrigonométrie ,
zir cosDBn=|^,-
•^ sinDB72=^oucosDBn=gV/3;
' et comme Von a
D»=v/[(DB)' = (B»)']=ii/ii,
OQ aura
smDBn=g^/53.
^f Oa a ensuite (1 54)
cos LBZ = 6 (DBn — DBE) = cos DBw cos DBE •(-sinDBnsmDBE=^(5+ v/53) = ^=Bf
3l4 GéOHiTRIE DU «OMPAS.
(BL étant égal à B A = i) ; donc
A/ = AB — B
et par conséquent
2m=s=LM=s= 2A/=ig (9 — |/55)c= 0,5425729 , valeur qui est celle de la corde de 5i*28' — ^
= QR : donc l'arc BQR sera de 124^' 49' -r^;
sa moitié 62* 24' -7^ a pour sinus o,8863283 ,
et par conséquent on antû là corde de B Q R = 1,7726566. Or en faisant le rayon s±i t , on a la surface du cercle = 3,1415926, qui a pour logarithme 0,4971 499- ^^ moitié de ce logarithme, c'est-à-dire 0,2485749 =log 4/5,1415926, se trouve être log i ,772455. On n'a donc qu'une erreur de 0,002 environ ; ce qui donne une âp^tozilnàlioii suffisaiite.
270. Au lieu de AN, on aurait pu employer les lignes dL ou cM, qu'o^ doit trouver égales à cette ligne AN.
Démonstration. Menez les droites dL et Bp au point p milieu de A N , on aura
^ LIVRE DOUZIÈME. 5l5
-lais l'angle LD/) = ^1^1)^=^^ (BD</— BDL) _= 3o» — BD» : donc (154)
sin liD/) = - cos BD» — - V 5 sîn BD«
d'où
et
L/> = DL sin LD/) = ^ t/i 1 — ^ ^/3 ,
PROBLEME
271 . Étant donné le côté AB ^w72 carré (fig. io4)> trousser le rayon à un cercle qui approche de lui être égal en surface.
Solution. Du centre A avec le rayon AB décrivez la cii^confërence BCFDLPME^; faîtes àAB*=BGîa=CD^DEas:Erf;du centre B et avec le rayon BD décrivez Tare ^«NDa; du centre E et avec le même rayon cotisez cet arc en ist; faites à A<2 = BF=sD6=:c?^ et à AÎB = JSn =r/]Sf ; du centre C et avec le rayon CN coupez la circonféi'eiaCÊ en P; faites
3x6 GÉOMÉTRIE BU COMPAS.
à Nn ssPM et à FB = CL; on aura LMpom^
le côté cherché.
Démonstration. Si Ton fait AB = i , \^ triangle BNûf ayant les côtés respectivement égaux à ceux du triangle BDL de la fig. io5, on aura
sini£fBN=:gv/3;cosi£fBN=gV^55(270J;
d'où
sin c/BN= 2sm- dBîi cos - rfBN (i 54)
=g ï/ii;cosdBN=|/(i-sm"//BN)
De plus, l'angle Btf étant droit (3i, liv. 5), on aura
cosCBN = sméfBN = g i/ii.
Mais on a par la Trigonométrie , (CN)'= (BC)* +(BN)«— 2BC .BN.cosCBN :
donc
LIVRE DOUZIÈME. 5iy
l'on troivve être la corde de 02*^26'— 4
; puis on a
BE=y^ = sin(CBE — CBN)
= C154)sîn6o«cosCBN-cos6o'sinCBN = -t/5.g»/ii--.g;
Cl. a-ura
Nn = !îBN.sinNBE
= g(Sv/ii — 5v/5) = o;2i49367,
que l'on trouve être la corde de 1 2" 20' -^—
:= PM. On aura donc Tare CPM = 1 04*46' ^ ;
d* où soustrayant l'arc CL , qui est un cinquième de la circonférence (40)= 72", il restera l'arc
IjM = 52° 46' iô — dont on trouve la corde
= o5645274« Or nommant nt le rapport de la circonférence au diamètre et R le rayon du cercle^ on a^ comme on sait, sa surface =:^R^; faisant donc <7rR*= i ^ qui est la surface du carré du rayon AB = i , auquel on veut que le cercle soit égal , on aura
3l8 GÉOMÉTEIE DU COUPAS.
et
log R = — i . log 'Tf = — 0,2485749
= — I +o,75i425i = log 0,5641896;
Terreur ne sera donc pas de 0,0002.
PROBLÈME
272. Étant dorme le rajon A B dune sphère (fig. io5), trouver le côté dun cube dont la solidité approche détre égale à la moitié de celle de la sphère.
Solution. Après avoir décrit du ceatre A ayec le rayon AB la circonférence BGCDPEé/, Caites à AB = B C = CD = DE = Ed; du centre B avec le rayon BD décrivez Tare aDîid; du centre E et avec le même rayon soit coupé cet arc en a; faites à AB =? aG =a ^N; et à CN ^ CP; PG sera le QQti cherché.
DémonstraiUm. En e&t, 00 aura (271) CN
corde de 92*26' —^, On aura ensuite GC
= i5« ( 52) i d'où PG = i07'26' M ^ dont la corde y en £aiisant ÂB s= i « se trouve être
XIYRE DOUZIÈME. SlQ
e à 1 ,6 1 22696. Or dans la même hypoe , el supposant le rapport de la circon- Mxce aii diamètre = ^ , on a
la solidité de la sphère = l '^ >
i son logarithme = log 4 4- log tt — log 5
mt le tiers 0,1407 3628 se trouve être le loarithme de 1,611991; et par conséquent Ter- Bur q\jL\ en résulte ne va pas à o,ooo5.
PROBLÈME
^75. Étant donné le côté AB dun cube (fig. 106)^ trouver le rayon dune sphère qui approche de lui être égale en solidité.
Solution. Du centre A avec le rayon AB décrivez la circonférence BLCMFDE; faites à \B = BC = CD = DE;àBD = B^ = Eaf àAa = BFî puisa Fa=FM^etàFA=FL;
IjM sera le rayon cherché.
Démonstration. On aura l'arc FL = 6o* (i5, foV. 4). On a ensuite , en faisant AB;= i ,.
aF=:5iU~.AF5=;i/2— I (27)=o,4i42i36,,
que Ton trouve être corde de 23*54'-^^. On
aura donc Tare LM = 56** 5' ^g^g > qui a pour
corde o^GigSgSô. Or la solidité d'une sphère qui a R pour rayon , est, comme on sait,
. exprimée par la formule | ^ R^ ; si l'on fait
I ^ R^ s= I y qui est la solidité du cube donné,
on aura
logR = ^Qg^ — ^Qg4 — log^
= — I + o, 79363 7 ï = log o^62o35o4 ;
donc l'erreur en moins qui en résulte ne ya pas à o,ooo8.
274. Comme toutes ces approximations dans la rectification y la quadrature et la cubature de la circonférence du cercle et de la sphère , et dans les problèmes inverses , ne font pas erreur d'une millième partie du rayon, on les regarde comme suffisantes dans la pratique. Quand on voudra pousser plus loin les approximations , il n'y aura autre, chose à faire qu'à trouver en degrés et minutes Tare dont la quantité linéaire que l'on cherche est la corde; puis tirer cette corde dans le cercle , après l'avoir divisé dans le nombre trouvé de degrés et
LITRE DOUZIÈME
inutes , en employant les méthodes precéimment démontrées (255^ 245)*
PROBLÈME
275* Doubler le cube par approximation^
Solution. Soit A B le coté du cube qu'on eut doubler (j%. 107); après avoir décrit lu centre A avec le rayon AB la circonférence BQMNCFPDEt/e, et y avoir fait iÂB=sBCs:rGD=DE, àBD=Bà=Ea, àA^sBF^ etàFAssFN; ^ïN sera, à très peu de chose près , le côté du cube double.
Démonstration. L'arc BN sera un douzième de la circonférence ( 51 ) = 3o"; si l'on fait cet
arc BN = A dans l'équation (i), Tare A', dont
aN est la corde , sera = 78** 2' -gTg. On a donc,
eu faisant AB 5=1,
aN = 3 sin 59® i' ^i^ = 1,2592800 ; on a ensuite
L'erreur eu moins qui en résulte n'est donc pas de 0,0007.
3^^ GÉO-HéTRlÉ BU COMPAS.
IP Solution. Sî Pôn roulait une plus grande approxîmatio», après- avoir fait la eonstmetîon de la première solution , et avoir fait en outre
à£xN = cM = MP, aFi = FQ; PQserale ^
c6té diercbév^ av«e luÀe appvoadmatiûa plus grande que dans la solution précédente.
Démonstration^ Cotume, pour la demciiisCra- ^^ tâûa de In ptronûf^ee ^o^tiai;i.Vv on a l'arc cM j
Bf,
s-y8*2'^ = MP^ on aura l'arc cMpT
i4ê*&'^g^S p»i3 sqas*r^aat. ï»e FQJ
i=72«(40) de Farc FBc=: i5o^ (%7 , ^9), on aura l'arc restant cQ =2 78*"; en le sous-* trayant de l'arc cMP, on aura fkrc QP *
:?= 78^5' ^^> ^^'^t ^ corde se trouva être^^
== i^^Sqq^QOJ Terreur en moins <jui en ré- ^ suite ne sera* donc que de 0^000019, c'est- \ à-dire à peine de deux milliorlièmés de rayon .' \ ,
mu
PRÔBIÉME.
276. Tripler ^.^^wt^kvpki^x etc. , et octu^ pler le cube (àg. 108), ^^^
Solution. Soit AB le côté du ctibé* donnefarci
LIYBE DOUZIÈlIfi. 3^3'
du ceatre A et avec le rajou ÂB décrivez la circonférence BûjG^tCgvFLDOErfcj faites-y à AB =1 BC = CD z= DE = Erf= ^c; des centres B, c, d, ^, J) avec le même rayon AB décrive» les arcs Attc, Ayrf, cjSAj^E^ fipdp AtE; du centre B avec le même rayon BD décrivez l'arc drJlUa; du centte E.et avec le même rayon coupez cet arc en a ; des centres C et D et aVec le même fâyon décrivez les arcs cpqE, BjSttc?, faites à A^i = BF; à AB = FO=Î^G=GL, àEL=a«, à ttt =:B£; k pS'^^^^y etk/iTt£^/^v; on aura
AO I . l double (275)^
CjÔ / l triple,
OG f A*' 1 quadruple,
^ I pour cote ) ^ . \
Oo) > j V \ qmntuple, f du cube 1 ^ i
c^ i I sexttiple >
cv \ / septuple,
BE 1 ( octuple.
Démonstration. Si Ton fait AB = i , on
aura (271 j '
CcT = v/(4 — 1 1/33)= 1,4422493 ;
on a ensuite v/5 = 1,4422493 : donc Texcèô ; tt'e6t pas de o,ooa. ^'■
L'arc OFG étant de loS" (29^ 30), sa corde
G sera égale à 2 sîn S^^^Sa' = i ,5867066. On
a de plus y 4 = 1,5874007 ; donc ce qui manque est de 0,0007 environ.
On aura ensuite Tare EL= -7 de la circon-
férence ( 52) = yS^j si dans l'équation (4) on fait A' == 75% on a
Tare A = Bû> = 3^1^27' 41/ ;
et comme F0=:6o* (i5, Iw. 4)> ^^ ^^^"^
rarcOFûi= 1 17^*52
2454' qui a pour corde 1,7102744- Cta a ensuite
1/5= 1^7099757; donc Texcès n'est pas de o,ooo3.
Puisque BD = Br = J)pr == ^5 , et Dr = B^ = I , on aura (25)
7rT.BD=(BD)*— (B7r)% c-à-d.'TtT. t/3=2;
d'où
que Ton" trouve être la corde de 70*3i' ^j-g
= B€. On aura donc l'arc cBéde i3o*5i'^j, qui a pour corde 1,8x64964- On a ensuite
LIVRE DOUZIÈME
y^6= 1^817 1204 : donc on fait une erreur en moins qui n'est pas de 0^0007.
Les deux triangles CJ^p, BpJ^ ayant les côtés respectivement égaux , seront égaux (8 et 26, Uv. i); et comme ils sont sur la même base /'cT/ les droites pcT^ BC seront parallèles entre elles (Sg, Uv^ i). On aura donc l'angle CBcT = BcT/? (27, lis^. i).
Donc cos CBdT =g v/ii (271) = cosBcTp.
On a ensuite par la Trigonométrie ,
{Bp)»=(Bcr)*+(per)*— 2Bcr.p«r*cosBcrpî
et les lignes B/? et G cT étant égales ^ puisqu'on les détermine par la même construction ^ on
aura
tfoù
I— |»/33 = (ptr)*— /^cT-i^/SS:
ajoutant dans les deux membres de l'équation le carré de g v/35; on aura
(,-Jv/35)' = (^cr- il/35)';
d'où
5a6 GÉQMiTRIB DU OaHI^AS.
Oa a ensuite ( 35)
p J^.rfE = (rfE)' — (/)d)*,
c'est-à-^dire p/ = i — (pd)*, et par conséquent la ligne pS" est plus petite que Fu-
nité ; puis on déterminera pj" s=: l v/55 -^ i
rs 0,9148541 1 ^ue Ton trouye être corde
de Tare de 54*a6' ^^. Oa a aiBtiile qr
S3 LM de la fig. loS =: la cordô de l'arc de
3i-:i8' 1^(369,; donc
rarccB;.. = 600 + 54-26' i|g+5i-:i8'^
arc dont on trouve la corde cp = 1,9123^14*
On a' ensuite yj = 1,9129309; donc on fait une erreur en moins qui n'est pas de 0^00070:2 ;
on a enfin BE = 2 = y 8 : donc , etc«
LITRE DOUZIÈME. Ssi^
PROBLÈME
Sous-doubler le cube par approximation (fig. io
Solution. Soît À F le côté an cube donne; k centre A avec le rayon AB décrivez là circonférence BCDErf, et faîtes à AB=:BC =:CD = DE = Ed; du centre B avec le rajon BD tracez Tare DcT^) du centre d a^ec le rayon rfA tracez lare AcTE; DcT seraf le côté cherché.
Démonstration. La droite D J^ de cette figure aété déterminée comme celle dh de la fîg. io5.
Ott aura donc (269) DcT = 0,7922869. Or
3 I oaa |/-r =0,7^37039 : donc on fait une er--
i^r an moka qui. n-est pas de Q,<feo:a«
37$-» TiiOus n'uYon» pas voiiin ooDeltneilés solutions de ces deux derniers praUèmes, quoi*» qu'il y ait erreur dans quelques résultats , savoir, d'un ou deux millièmes dans les uns^ et de quelques dix - millièmes dans les autres^ parce que ces erreurs sont souvent négligeables, et que d'ailleurs les solutions en sont simples» On peut avoir des valeurs beaucoup plus exactes
que les précédentes pour former des cubes, non seulement dans les rapports ci-dessus expriméi| mais encore dans d'autres, si l'on cherchait leij arcs exprimés en degrés, minutes et parties dd minutes qui ont pour cordes les racines cq« biques , ou leurs moitiés , leurs tiers , etc. p. nécessaires pour la construction du cube; cherché ; on retirerait ensuite ces cordes dii: cercle divisé exactement en degrés , minu« tes , etc. (245 , 244) , et on les emploierait ensuite , ainsi que leurs multiples , à la mémep construction du cube.
279. C'est ici que se termine enfin la Géométrie du Compas ; si elle est accueillie Êivo- | rablement des géomètres , et si elle peut être de quelque utilité aux artistes, aux dessina- i teurs , et spécialement aux ingénieurs en instruniens de Mathématiques à l'usage des géographes et des astronomes , je me trouverai bien récompensé du long ennui que m'a coûté sa composition.
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