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Géométrie et analyse des intégrales doubles
Le litre clioisi pour cet opuscule peut paraître bien prétentieux, puisqu'il s'appliquerait aussi bien à une suite indéfinie de gros volumes contenant tout ce qui se rapporte aux intégrales doubles en Mathématiques pures. En réalité, je n'ai envisagé, chose malaisée à indiquer dans un titre, que des conséquences quasi immédiates de l'identité
ffctXdY=fx
lY
Il est surprenant qu'on puisse ainsi rassembler de nombreux et élégants théorèmes constituant alors comme une préface, aisément obtenue, à des travaux véritablement grandioses et dus à des maîtres de la Science française dont il ma été également aisé de mettre les noms en évidence.
D'ailleurs, les deux membres de l'identité précédente ont déjà engendré de fructueuses moissons ; rappelons notamment leur rôle sur les surfaces de Riemann. quant à l'obtention des propriétés fondamentales des intégrales abéliennes.
Ayant touché, malgré la modestie du point de départ, à des questions assez diverses, j'aurais pu faire une assez longue liste de références bibliographiques. Réflexion faite, toutes les fois qu'un Mémoire fondamental me semblait contenir toute la bibliographie désirable, je n'ai cité que ce Mémoire.
Ces quelques pages doivent conduire à étudier beaucoup en dehors d'elles : tout en restant au seuil d'imposants monuments scientifiques, j'ai pu réindiquer les grands sujets d'étude qu'ils comportent en y joignant même quelques indications, de moindre importance, relatives à des problèmes soulevés par mon propre exposé.
De toutes façons, je pense attirer l'attention sur de grands champs de recherches d'un abord souvent facilité par l'intuition géométrique. A. B.
Juin 1920.
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L'identité fondamentale et la formule de Riemann
— Soil un contour fermé pimi c rappoife a deux axes rectangulaires OXY. Nous adineltrons sans explication que l'aire s enfermée dans ce contour est exprimée par l'un ou l'autre membre de l'ésalilé
Ce sera là notre idendtéfondanienta/e. Lesecond membre est une intégrale curviligne étendue au contour c dans le sens direct; nous supposons donc connus la définition de l'intégrale curviligne et les calculs élémentaires pouvant se rapporter à de telles intégrales.
Soit maintenant la transformation
X = X(cr, j), Y=V(j-,j)
changeant c en un autre contour C d'aire bien définie S. L'identité (A) devient
(2 ) ( f\ v" vî '^-^ ^J'= f^ ( ^'.«r ^^ -^ ^"v ^J )•
En posant
XY
on a définitivement
'^ \ d.r dy = / V dx^qdy.
C'est la formule de Riemann. Les fonctions P(jr, r) et Q(j", j) peuvent être considérées comme quelconques sous simple réserve des conditions générales d'analyticité
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permellanl l'existence des dérivées partielles figurant (lans(Ii); il y a d'innombrables clioses a faire sans qu'on ait à s'inquiéter davantage de la nature analytique de I' et Q ou des singularités que peuvent présenter ces fonctions. Mentionnons toutefois que la question des singularités entraîne d'importants développements dont certains seront sommairement examinés au Chapitre \.
lVous laissons complètement de côté les généralités élémentaires et ultra-classiques sur les cas oii la formule (B) est en défaut du fait de singularités de P et Q situées dans S ou sur C.
Observons qu'à l'aide d'un déterminant symbolique dont on comprend immédiatement la signification, la formule (B) peut s'écrire
IV
fX
dx Oy P Q
dx ily
P </:r -^ Q dy
C'est là un moyen de former le premier membre sans possibilité d'erreur d'écriture; ce premier membre a alors une symétrie parfaite plus évidente qu'en (B). Le déterminant symbolique est, au fond, dans la nature des choses; il provient du déterminant ordinaire qui figure dans (2), et peut-être pourrait-on inférer de là que la démonstration que nous venons de donner pour la formule de Riemann est particulièrement naturelle. Ouoi qu'il en soit, elle \a s'étendre aisément à d'autres formules plus complexes que (B).
2. Formule de Stokes. — Partons toujours de l'identité fondamentale (A) et, au lieu de (i), considérons la transformation
qui n'est bien qu'une transformation à deux variables si le qui y figure est celui d'une surface
- =/(-^, jk)-
On peut imaginer qu'à tous les points (X, Y) de s correspondent tous les points dune certaine portion de la surface (4) ou, comme nous dirons souvent, tous les points d'une cloison S délimitée, sur (4), par un contour G.
Alors la transformation indiquée change l'intégrale double
L IDENTITE FONDAMENTALE
de (A) en
rf-r f/y,
ce (|ui peut s'écrire
si l'on pose p r=i
ô.r Oy dz
dx dy
7 = -r el
tyV
L'intégrale simple de (A) est d'une transformation immédiate au moyen des mêmes notations et 1 on obtient alors l'égalité
ûr Oy Oz P (? R
dx
dy^ fpdx-^Ody^Kdz
C'est la formule de Stokes. Si d'y est un élément superficiel de S dont la normale a pour cosinus directeurs a, 3, y, ou a
( 6 ) — p dx dy = y. dz et (C) peut s'écrire
(] dx dy = Ji ^7. dx dy = v t/7,
dx dy dz
ds
fpdx — Q dy -T- R c/c
Jusqu'ici, les fonctions V{3:, y. :■), Q{jc, y, z), ï{{x,y, z), étant définies par (5), ne peuvent être considérées comme quelconques, mais il est aisé de voir qu'en (C) ou en (D) elles peu\ent tout de même être considérées comme complètement indépendantes l'une de l'autre. Pour \ quelconque et Y=:.r, la fonction V sera quelconque et Q et R seront nulles. On construirait de même une seconde formule (C) ou (D) avec (1 quelconque et 1\ K nulles, puis une troisième
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avec H quelcon([iie et F, Q nulles. L'addition des trois formules reproduira (G) ou (D) avec des fonctions P, Q, K qu'on pourra désornnais considérer comme quelconques.
3. De l'invariant intégral. Généralités sur (D). — Une première propriété essentielle de l'intégrale double figurant dans la formule de Slokes (G) ou (D) est que cette intégrale ne varie point quand on déforme la cloison S sans déformer le contour G de cette cloison. Et la chose est évidente puisque le premier membre de la formule s'exprime par le second, qui ne dépend que du contour G. L'intégrale double en litige est invariante pour les déformations de S; elle constitue un invariant, intégral ou du moins un exemple des plus simples de ces invariants qui se sont introduits sous des physionomies beaucoup plus générales et complexes en diverses disciplines analytiques, mécaniques et physiques(').
Une intégrale double
f r(aF + [iG-+-YHjrfcr
n'est pas identifiable, en général, avec le premier membre de (D). 11 faut, pour cela, que l'on ait
dy âz ~ (E) •1i^--=G.
ce qui entraîne (F)
dx dy
ô? ÔG d\\
dx dy âz
Mais si cette relation (F) a lieu, ridentification de (7) avec le premier membre de (D) est possible, P, Q, R se déterminant au moyen du système (E) et par de simples
(') Si le terme imariant intégral n'est pas présenté ici avec le sens même qu'on lui donne en rattachant la chose aux équations dilTérentielles ou au calcul des variations, les diverses acceptions possibles sont cependant intimement liées. {Cf. Th. de Doder. Rendiconti di Paternio, 1901. Etude sur les invariants inte'graux, Chap. ,11: Analogies.)
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<|uadralures. Ce sont encore là des résultais bien connus que nous nous bornons à rappeler.
\. Particularisation très importante de I>). — Heprenons la formule de Slokes (Dj el posons-y
en désignant par N une fonction liomogène, d'ordre — 2. en o", y, z.
D'après le théorème d'Euler, on a donc
' 0.r ^ Oy '^ " dz et, dans ces conditions, la formule (D) devient
j j — { y..r ^ ly ^ •; z) di = j \ { y d.r — X dy).
Par permutations circulaires et avec deux autres fonctions L, M analogues à N, on a deux autres formules telles que l'addition des trois donne
dx dy dz
On voit que, pour abréger, on a posé
mais ceci n'est pas seulement une question d'abréviation el do a une signification géométrique très remarquable. La distance de l'origine 0 au plan de l'élément dG est (i3(^ ^_ 3y + yr. ) ; donc dp est le volume du cône élémentaire qui a pour sommet l'origine des coordonnées et pour base l'élément superficiel du de la cloison S.
Rappelons-nous bien que la formule (G) nest exacte que si L, -M, N sont des fonctions homogènes d'ordre — 2, dont une, deux ou toutes trois peuvent être identiquement nulles; da ce fait, elle peut sembler très particulière par rapport à (D), mais nous verrons qu'elle n'en comporte pas moins une foule d'applications géométriques.
roii.Mi 1,1 s m; iukma.nn i;t i>k stokks.
5. Extensions de la formule de Stokes. — Les raisonnemenls faits précédemment avec deux et trois variables peuvetit évidemment s'étendre sans peine au cas de variables en nombre quelconque; d'où, tout naturellement, des extensions de la formule de Stokes dans l'hyperespace. Mais, dans cet opuscule, nous avons surtout en vue des questions à caractère géométrique tangible; aussi allons-nous étendre la formule de Stokes sans sortir de l'espace ordinaire et ce en ayant recours à des notions de courbure et de contact.
Partons encore de l'identité fondamentale (A) et, au lieu de (i) ou (3), considérons la transformation
X = X(3~, r, z. p, (j ), Y = \{x, y, z, p, ij),
qui n'est bien qu'une transformation à deux variables si le zqui y figure appartient à une surface
- =fi-^,y)
et SI
ox'
dz_
D'ailleurs, nous poserons aussi, conformément à l'usage,
éx-
ô'-z ax dy
A une cloison S, de (8), peut correspondre l'aire s de l'identité (A). La transformation ci-dessus change l'intégrale double de (A) en une autre intégrale, étendue à S, laquelle intégrale contient dx dy et le déterminant
v;^ + p \L h r\',, ^ s y;/ y; -i-qy.-i-s y;, + / Y'
qui peut s écrire
si l'on pose P = XY,.,
di
ôj,
XY
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Par suite, l'idenlilé (A) se change en {H) f I ^ dx dy = C V dx -^ (l dy -^ ÏK dz J»r ^ dp ^ T d<j.
C'est la formule que nous voulions obtenir; G y désigne naturellement le contour de la cloison S. Cette formule (H) n'a pas encore toute sa généralité si P, Q, H, S, T n'ont d'autres significations que celles qui viennent d'être indiquées; mais, en répétant le raisonnement fait à la fin du paragraphe 2, on verra de même que ces cinq fonctions peuvent être absolument quelconques. Bref, à l'avenir, nous aurons à nous représenter une formule (H) en laquelle A sera le déterminant symbolique du cinquième ordre écrit quatre lignes avant(H), déterminant en lequel chacune des fonctions P, Q, R, S, T dépendra d'une manière quelconque de x,y, z,p, q.
6. Nouvel exemple d'invariant intégral. — Imaginons que la cloison S, sur laquelle est prise l'intégrale double de (M), soit déformée sans altération ni du contour G ni d'' aucun des plans tangents menés à S le long de C. Alors P, Q, R, S, T, qui ne dépendent que de x, y, z, p, q, sont les mêmes, sur C, quelle que soit la cloison considérée et, par suite, l'intégrale double de (H) est invariante pour les déformations en question; elle est, en effet, toujours égale au second membre de (H), qui est manifestement invariant dans les circonstances envisagées. Mous venons de construire ainsi un invariant intégral relatif à toutes les cloisons qui sont limitées à un même contour C et sont toutes, les unes avec les autres, en contact du premier ordre le long de ce contour. Un tel ensemble de cloisons est évidemment plus particulier que celui formé par des cloisons qui passent simplement par un contour sans aucune condition de contact, et à ce point de vue on pourrait prétendre c[ue la formule (H) est plutôt une particularisation qu'une extension de la formule de Stokes (C). Mais ce ne serait guère là qu'une (juerelle de mots; ce qui porte plutôt à considérer (H) comme une extension de (C), c'est que, dans certaines questions élevées, par exemple dans l'étude des équations de Monge-Ampère (Chap. 1\ ). la formule (H) permet manifestement d'étendre et de généraliser des aperçus que (C) ne donnerait qu'en des domaines beaucoup plus élémentaires comme celui des équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre.
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Terminons par une remarque qui s'impose, bien qu'elle soit inutile pour la suite.
En poursuivant les raisonnements (jui ont donné (C), puis (H)) on pourrait construire une formule qui ferait connaître un invariant intégral relatif à toutes les cloisons passant par un contour en ayant, entre el|es, tout le long de ce contour, des contacts du second ordre. Et ainsi de suite.
7. Intervention de la notion de courbure. — Considérons d'abord un arc plan Ali; la courbure d'un élément de cet arc est mesurée par l'angle des tangentes ou des normales aux extrémités de l'élément et, pour l'arc fini AB, il y a une courbure finie, une courbure intégrale mesurée, par suite, par l'angle des tangentes en A et B.
Donc tous les arcs AB ayant mêmes extrémités A, B et mêmes tangentes en A et B ont même courbure finie.
Au paragraphe précédent nous venons de constater quelque chose d'analogue quant aux surfaces; nous avons construit des cloisons S pour lesquelles rinlégrale double de (H) est invariante quand ces cloisons se déforment aN ec conservation du contour, et des plans tangents le long de ce contour; cette intégrale double peut donc être comparée à la courbure finie d'un arc plan. En fait, au Chapitre 111, nous retrouverons les plus remarquables formules, proposées pour l'évaluation de la couibure finie d'une cloison, comme cas particuliers de (H) ou de la transformation (J) de (H) que nous allons indiquer. .
8. Transformation de (H) par l'introduction des cosinus directeurs de la normale à S. — La formule de Siokes (C) gagne beaucoup en élégance quand on l'écrit sous la forme (D) en introduisant les cosinus directeurs a, [3, y de la normale à S. Il y a un résultat tout à fait analogue à obtenir pour (H). En posant
Tx
Yc
âz
â Oy.
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on a la formule
J ) f f l,h^ f \' d.r — Q dy -^ Il dz -T- ^dv. -+- T </;i -t- L ^7.
en la(|iielle a, [3, y ■^o ni considérés comme fonctions de x, y,z. <^)iianl à P, (), H, S, T, U, ce sont des fonctions indépendantes dont cliaciine peut contenir x, y, r, a, j3, y.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer (J) par une voie tout à fait analogue à celle qui a permis de démontrer (H); ceci en partant toujours de (A).
(J) a été écrite pour la première fois dans V Intermédiaire des Malht'Diaticiens (1916, p. 168); on en trouvera une démonstration détaillée dans les Mémoires des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ particulièrement dans le cinquième Mémoire (2* série, t^ VU, igiS).
On peut faire sur (J) toutes les remarques jréométriques faites sur (II); (J) contient notamment une remarquable formule de M. Paul Appell, dont il sera question au Chapitre III.
0. Cas des intégrales multiples. — Imaginons que Ton remplace l'identité (A) par
f Ç f d\ d\ dZ= f f\ d\ d'/..
où (' est un volume contenu dans la surface fermée s. Imaginons même des identités analogues dans l'hyperespace. La méthode des changements de variables, indiquée en ce qui précède, permettra rie déduire desdites identités des formules du type stokien où figureront des intégrales multiples quelcon(|ues à déterminants contenant non pas une, mais deux, trois, . . . lignes d'opérateurs de dérivation.
La théorie que Ton peut constituer ainsi remonte à PfafT, Grassmann, ... ; elle a été reprise par M. E. Cartan {Annales de l'Ecole Normale, 1899, 1901) et par M. E. Goursat {Annales de Toulouse, 191 5). Elle est ainsi mise en relation avec la théorie déjà mentionnée des invariants intégraux, due à Poincaré, et avec la réduction aux formes canoniques de différentielles (juelcon([ues (problème de PfalT). Ces questions exigent un choix judicieux de notations; les déterminants symboliques ici employés n'oITrenl aucun avantage fondamental sur celles de MM. Goursat et Cartan. Nous les utilisons surtout en vue d'applications qui seront ainsi traitées
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dans le sljle où l'on applirjiie d'ordinaire, en Géoinélrie, en Mécanique ou en l'livsi([ue. riialnluL-lle formule de Slokes (G)ou(D).
Pour la théorie des invariants intégraux, on consultera avec fruit revposé de Puincaré { Mélliodes tiouvelles^ t. lll) et les Mémoires fondamenlauv de M. Tli. de Donder {/iendiconli ciel Circolo di Paiernio, 1901, «902). Ces travaux, contiennent la bibliographie du sujet telle qu'elle pouvait être faite en igci. Comme nous l'avons dit d'ans Tlntroduction, ceci nous dispense de citer en détail des publications dues à MM. Appell, Kœnigs, Zorawski, V'essiot, Buhl. etc.
S. Lie, après avoir critiqué injustement la tiiéorie, y a apporté ensuite d'élégantes et très importantes contributions {Videnskabsselskabets Skrifter, Christiania, 1902).
Le Mémoire de M. Goursat {Toulouse, I9i5) contient aussi une bibliographie détaillée quant au\ années immédiatement précédentes. Bien que nous ne nous placions ici qu'aux points de vue analytique et géométrique, il est à peu prés impossible de ne point mentionner l'importance que ces théories ont prises et qu'elles prennent, d'ailleurs, de plus en plus, au point de vue physique.
La formule de Stokes, comme il est bien connu, a une origine physique que l'on peut déjà reconnaître dans l'Electrodynamique d'Ampère. Elle a la symétrie d'un moment et ses ex-tensions continuent naturellement à coïncider avec les extensions des théories physiques à forme vectorielle. Les formes s_) mboliques de différentielles maniées par MAL Goursat, de Donder. Carlan semblent conduire maintenant, de la manière la plus naturelle, aux théories tensorielles d'Einstein, Nous nous déchargerons encore du souci d'un grand nombre de citations bibliographiques en renvoyant à la Théorie du champ électroniagnétùjue de Maxwell- Lorentz et du champ gravljujue d' Einstein de M. Th. de Donder (Gauthier-Villars, 1920), qui permet d'apercevoir une forme simple et extrêmement féconde pour des vues qui jusqu'ici empruntaient un aspect plutôt nébuleux aux théories relalivistes. {Cf. J. Larmor, Times, 7 janvier 1920.)
Il est d'ailleurs impossible de conclure de manière ferme au sujet de ces résultats, qui semblent actuellement pouvoir apporter du jour au lendemain les plus abondantes et surprenantes moissons. {Cf. Th. de Donder et IL \ a.nderlinde.x ; G. Cerf, Comptes rendus, 10 mai 1920.)
CHAPITRE II
Géométiuf. dic i,a Fon.Mii.E i)K Stokes. Trayaix i»i: MM. G. lli mukrt i;t G. KoF.xuiS.
1. Fonctions de ligne. — H est fon simple de se représenter des êtres géométriques, des volumes, par exemple, qui semblent dépendre de certaines cloisons limitrophes S et qui ne dépendent en réalité que du contour C de S; ces êtres sont des fonctions de C, des foncLions de ligne, pour employer une terminologie qui a acquis une grande importance de par les travaux de MM. V.Volterra ('), J. Hadamard, P. Lévy, etc.
Soient notamment deux solides, limités à une même facette gauche ou cloison S, tels deux cônes qui auraient S pour même base gauche mais dont les sommets seraient difTérents. Le volume de chacun de ces solides dépend de S, mais leur différence ne dépend que du contour C, car déformer S ne fait qu'ajouter aux deux volumes un même volume de forme lenticulaire. Et, si les deux volumes sont exprimés par des intégrales doubles attachées à S, on doit s'attendre à ce que a formule de Stokes exprime leur différence par une intégrale de ligne attachée à C.
Développons cette première conception en attendant de recourir à d'autres.
2. Volumes cylindriques. — Une cloison S étant rapportée à trois axes rectangulaires Oxyz, projetons-la sur Oxy. Nous pourrons obtenir ainsi le volume classique qui est limité, en haut, par S, eu bas par le pian O.ry. et latéralement par les projetantes du contour C de S. Nous désignerons ce volume par U^, l'indice z rappelant que les projetantes laté-
(') PiMir les fonctions tic lignes entendues comme il est indi(iuc ici, voir louvrage de .M. V. X'ollerra : Leçons sur l'inté^ratio/i des e<]iia~ /ions clij/'erentieffes aux derii'ées partielles ^Upsai, 1906: Paris, A. Hermann, 1912).
TRAVAIX DE .MM. G. IIUMBERT ET G. K(«;NIGS. 13
raies sont parallèles à Oz. On imaginera, de nnîme, des volumes U^ et Uy allacliés à S.
En désignant toujours par a, 3, y les cosinus directeurs de la normale à S, on a
U.r= f foixch, \}y= C I <^ych, U,= r f'-z ch.
La didV'ience
U,,.— Uy= ^ Ç(ix—^y)d<î
est, ainsi qu'on devait le pressentir, une intégrale double identifiable avec le premier membre de la formule de Slokes (D). Nous trouverons P, Q, R par le système (E) en lequel
Nous aurons ainsi
P = o, Q = o, R = xy.
et définitivement
[ Ux-U,.= ^ xydz,
(I) ' Uy-U,= f yzdx^
f Llj- Ux= f zxdy.
Les deux dernières de ces égalités ont été adjointes à la première par de simples permutations circulaires. Ces trois formules (i) ne sont pas distinctes, leur addition donnant l'identité o = o du fait que la somme des trois intégrales de ligne porte sur une difi'érentielle exacte, celle du produit xyz. Notons aussi qu'on pourrait les obtenir par un raisonnement géouétrique particulier mais peu propre à laisser aperceN'oir les généralités du paragraphe 1 [Nouvelles Annales de Mathématiques y 4" série, t. 12, 1912).
3. Application à la courbe sphérique de Viviani. — Soit la courbe sphérique bien connue et très suffisamment rappelée par la figure i qui représente, en AMB, le quart de la courbe complète. Si R est le rayon de la sphère, cette courbe a pour
iC) (■KOMKTHIK tu; t.\ KOKMn.K 1»K STnKKS.
équalions
:r=Kci)s-0, y = H cosO siii 0, c=l<^ill').
I*oiii' cloison S nous prendrons la demi-feuille AMIiA el rappellerons qu'un calcul d'intégrale double, classique et exlrêmemenl simple, donne
C'est d'ailleurs là un théorème archaïque auquel se mêlent les noms de Pappus, Viviani, Bossut, liiuler, ....
Cherchons maintenant les volumes U;^ ^^ ^ y attachés à la même cloison S. Il n'y a plus besoin de considérer d'intégrale double, les formules (i) donnant
L,.— U>= H-'/ cos'OsinOrfO = -IV
L'.— li^.= |{' j cos^O sin
0 CCS 2 0^/0= — R3.
On remarquera que la somme des trois derniers membres est nulle conformément à la remarque faite à la fin du paragraphe précédent.
TBAVAIX I)K MM. (i. IILMIIF.RT F.T G. KOENIGS. I"
El de la connaiss.uice de U^. nous déduisons nnainlenaril
^-(i-i^)-. "'-(^-t:)'^- ^-fî-H)"'-
Si ces voliioies sont enlevés du huilième de sphère OABG, les excès restants sont respectivement
La somme de ces excès est R'. C'est le théorème de Sorano ('). De tels résultais pourraient être généralisés, notamment en remplaçant le cercle APO par des courbes r'" = R"' cos/i 9, mais il est clair que Tintérèt ne consiste pas dans l'obtenlion de nombreux résultats numériques analogues à ceux qui viennent d'êlre obtenus; il consiste dans l'intervention de la formule de Stokss dans ces problèmes dabord fort élémentaires en attendant qu'elle intervienne dans des questions de plus en plus élevées et modernes.
i. Volumes cylindro-coniques. — Considérons toujours la cloison S et joignons à l'origine tous les points de son contour C; nous enfermerons ainsi un volume conique
Vo = W I (ar -^ 'iy H- Y - ) du.
Donc
3V«= U.t-l-Uv+ U;,
unis on peut aussi calculer \ ^ sais passer par l'obtention préliminaire de U^;, Uy, Uj.
D après les généralités du paragraphe 1, la différence
ne doit dépendre que du contour C et, en fait, la dernière intégrale double est identifiable avec celle de la formule de
(') Un théorème de ce genre pourrait soulever de lointaine? recherches de priorité à l'instar de résultat* obtenus au xvu' siècle et qui étaient peut-ëlre connus de Pappus; je propose la dénomination indiquée en mémoire de A. Sorano (1892-1915), élève de la Faculté de? Sciences de Toulouse, tué à l'ennemi. A. B.
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Stokes (D). On a alors dans le système (E)
F = — a", Cj = — y^ U = ?. 5 ;
d'où Donc
(2) U,-Vo= ,' f z{xcly-ydx) = { f z.
La connaissance du volume cylindrique U^ altaclié à S permet, on le voit, de déterminer les volumes coniques Vg sans nouvelle considéralion d'intégrale double.
Appliquons tout de suite la formule (2) à la courbe de Viviani, Sur la figure i, on imagine aisément le cône de volume Vfl, cône qui a pour sommet O et pour base la cloison AMBA. En prenant /-^Rcos^, sz^RsinÔ pour équations semi-polaires de la courbe, (2) donne
U-— \o=-Tr/ sinOcos2 0o?0 = — • Puisque (,^3)
Gomme la cloison S ou AMBA est sphérique, son aire, de ce fait, est ^
11 s'ensuit que Vaire sphéricjut AGBMA est R*. C'est le théorème de Viviani ('). Et ici, nous sommes déjà dans un cas qui peut être lié à des recherches très modernes. Reprenons (•2)et supposons ([ue le contour fermé C soit formé d'un seul arc ou d'une succession d'arcs tels que le long de chr.cun z{t dy — y dx) soit une différentielle en c d'aspect simple; à de tels, contours, une fois cloisonnés, on pourra attacher des volumes U; et Yo en relation particulièrement
(') D'après la relation liant \'„ et l'^, U,. U,, le théorème de Sorano se déduit imnièdialenienl du théorème de Viviani, mais la réciproque est tout aussi vraie et les deux théorèmes semblent mériter d'être maintenus, au moins en tant iiu'énoncés t"n volume W obtenu uniquement par des combinaisons de volumes est exactement aussi remarquable qu'une aire K-.
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simple. Parmi les arcs à utiliser ainsi, il faiil nolaniinenl signaler ceux des courbes pour lesquelles on a
X dy — y dx = k dz .
Ces courbes ont élé étudiées par Cliasles, puis par iVliM. P. Appell et E. Picard dans leurs Tlièses {Annales de l' Ecole iMormale, 1876-1877); on en connaît un grand nombre de propriétés géométriques comme, par exemple, d'être les lignes asymptoti(jues des conoïdes droits d'axe O-, mais leurs propriétés intégrales ont été moins examinées que .leurs propriétés différentielles.
o. Angles spatiaux. — Soient un contour C et un point quelconque 0 que nous |)reiidrons pour origine des coordonnées. Le cône de sommet O et de directrice C découpe sur une sphère de centre O et de ravon unité une aire qui définit et mesure l'angle. ç^rt/m/ (ou solide, ou conique^ ou sphérique) sous lequel, de O, on voit le contour fermé C. On voit l'analogie de définition avec l'angle plan mesuré par un arc de cercle centre au sommet de l'angle.
ElTectuons la mesure de notre angle spatial. Jetons une cloison quelconque S sur le contour C. Soient M(j7, y, :;) un point de celte cloison, do l'élément superficiel et a, 3, y les cosinus directeurs de la normale en M, Soit aussi /'irrOM. Le cône élémentaire de sommet O et de base d'y déco ipe sur la sphère de centre O une aire élémentaire
et, par suite, l'angle spatial à évaluer est (3) Q=J l^lu^r+'^y-^-^z)d<j.
Or, dans ce raisonnement, la cloison S ne joue qu'un rôle intermédiaire que toute cloison de même contour C pourrait jouer. 11 est donc à prévoir que Q, ne dépendra que du contour G qui est d'ailleurs la seule donnée nécessaire pour la génération de l'angle spatial de sommet O. En fait, l'intégrale double de (3) satisfait à la condition (F) et elle est. par suite, identifiable avec le premier membre de la formule de Stokes (D). Ma^is nous sommes ici dans un premier cas où il n'y a point besoin de recourir à (D) dans toute sa généralité;
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la formule (G) suffira. L'ideiilification du second membre de (3) avec le premier membre de (G) donne I égalité
oz
en laquelle L, M, N doivent naturellement être des fonctions homogènes d'ordre — 2, ce qui doit toujours être dans la formule (G). On a une solution parfaitement symétrique en prenant
■sr{y^-^z-^y
d'où, d'après (G),
dx
dy
dz
Mais, comme nous l'avons dit en formant (G), on peut, en prenant nulles deux des fonctions L, M, N, sacrifier la symétrie à la simplicité et écrire l'une des trois formules
x-^-r-y- X z dv — y dz
y X dz — z dx
n^ fy ^'f^-^<
Par addition, ces formules redonnent (4 )• Les unes ou les autres contiennent inévitablement l'irrationnelle
et ceci n'est pas en faveur d'une théorie simple des angles spatiaux ; quand on essaye de générali^5er, pour ces angles, les théorèmes les plus simples relatifs aux angles plans, on se heurte à d'énormes difficultés. Un angle plan peut se mesurer de manières diverses; il est mesurable par la demi-diflerence des arcs qu'il découpe sur une circonférence non centrée au sommet de l'angle et nous verrons que cette i^ée a été reprise dans l'espaci, avec la sphère, par M. G. llumbeit, mais pour
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aboutir à des intégrales de ligne de constilution rationnelle, intégrales qui, par suite, diflèrent essentiellement de (4) ou (5).
M. M. d'Ocagne, dans le fiiillelin de la Société mathéma- //(/«e (i884-i885 et 188S-1SS9), a donné une théorie généiale àtsi'trdjectoires isométriques (\u'i comprend, en particulier, la détermination de courbes planes, sur lesquelles deux mêmes rayons vecteurs interceptent des arcs égaux. L'une de ces courbes pouvant être un cercle, centré au sommet de l'angle des deux ravons considérés, les courbes associées à ce cercle — dont l'existence se conçoit d'ailleurs intuitivement — font concevoir la possibilité de mesurer un angle plan tout autrement ([ne par arcs de cercle.
Or il y a des choses analogues dans Pespace. Un cùne peut déterminer, sur une sphère centrée au sommet et sur d'autres surfaces i, des cloisons équivalentes ; cela se conçoit intuitivement et la recherche des surfaces i paraît même, au premier abord, fort indéterminée; mais on pourrait la préciser en recherchant, par exemple, les surfaces 2 a/^e6/'/^Me^ et, plus particulièrement encore, celles qui sont aussi simples que possible après la sphère. A cet égard, nous ne pouvons donner que le théorème suivant, mais celui-ci est suffisamment intéressant pour donner l'envie de poursuivrede telles recherches.
Une leniniscate de Bernoalli, de centre O, et le cercle concentrique circonscrit, tournant autour d' une droite de leur plan passant par O, engendrent respectiienient une surface de révolution i et une sphère. Si un cône, de sommet O, à directrice fermée quelconque, détermine une cloison sur la sphère et une autre sur ^, ces cloisons sont équivalentes en aire ( ' ).
Nous bornerons là ces aperçus concernant les angles spatiaux proprement dits; quant à leurs rapports avec les questions de Physique mathématique, nous renverrons au Traité d'Analyse de M. Emile Picard (2*" édition, t. 1, p. i34-i36).
G. Aires sphéro-coniques. — Comme nous venons de le remarquer au paragraphe précédent, un angle plan est mesurable par la demi-difTérence (ou la demi-somme) des arcs
(') Sur les transformations et extensions de la formule de StoAes. Quatrième Mémoire {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1914 )•
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qu'il découpe sur une circonférence centrée de manière quelconque dans le plan de l'angle. Y a-t-il un résultai analogue, dans l'espace, en remplaçant l'angle par un cône et le cercle par une sphère? Celle question a été complèlernenl élucidée, par M. G. Humberl, dans un fort élégant Alémoire du Journal de Mathématiques (1888). Soit (y/^'. 2) un cône qutl-
Fig. :>..
conque OC. A partir de O il détermine, en AB, sur une sphère de centre O et de rayon i, une cloison d'aire 1^; il [)énèlre ensuite dans la sphère S(a, 6, c), suivant un contour Cj enfermant une aire o"), puis sort par C, enfermant i-,. Par considération du cône élémentaire OM , on a
dQ.=.
^(x.>cnsPM.,S ^T, fosPM.S
OM
De plus,
-cos l'MjS
a K cos l'M 2 S = O M 2 — OM , .
Par suite, avec / • = OM et .r, y, c pour coordonnées de M, on a
rf(a.,— a,) = 4R.0P.<:/t> = -i— («r-h by ^ cz) d\l.
Donc
Soit G(X, Y, Z) le centre de gra\ ilé de Taire sphérique 12 située en AB ; de
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on conclul
(Ï2 — (7, = 4 R ( a X -1- 6 V -H c Z ) tî.
Celte formule montre déjà que si Ion déplace la sphère S, en lui laissant un rayon H constant, c, — -/Ji ne reste pas constant, en général. La constance n'est assurée que si le centre S décrit un plan perpendiculaire à la droite OG dite a,ve cforientation du cône; nous dirons aussi, avec M. Humbert. (|ue le plan mené par O, normalement à OG, est le plan d'orientalion.
La distance de S((7, ^, c) au plan d'orientation est
rtX-HÔY-hcZ . ,,„
c — > SI i' = OG,
et enfin
(6t 72-7,= 4é'iiRS.
Toujours, d'après M. Ilumbert, le produit 2^12 estle modale du cône. Il est clair que ce module, de même que l'axe ou le plan d'orientation, sont choses inhérentes au cône et complètement indépendantes du choix des coordonnées et du choix de la sphère S.
De (6) on conclut maintenant que la diflérence c, — Ci peut rester inaltérée par déplacement de S et variation de R, pounu que le produit R o reste constant. Les mots soulignés n'ayant point d'analogues dans le cas du plan, on voit nettement la différence entre ce cas et le cas spatial. Xotons aussi que la fornjuie (6) doit être considérée comme homogène car le module 2^12, ayant été calculé pour la sphère O.AR de rayon i, doit être assimilé à un coefficient numérique.
Cette si intéressante formule (6) ne révèle cependant pas, à première vue, la véritable nature analytique de ^.j — a^ ; on pourrait croire, par exemple, que cette différence est plus compliquée que le facteur £2 considéré seul, c'est-à-dire plus compliquée que la notion d'angle spatial. Or, c'est le contraire qui a lieu.
Reprenons l'égalité qui nous a d'abord donné i.^ — 7, sous forme d'intégrale double.
Cette intégrale double est relative à la cloison il située en AB ; essayons de remplacer celle-ci par une cloison S jetée de manière quelconque sur le contour C. Le point M sera pris sur S et nous aurons en M un élément superficiel d^ avec une normale de cosinus directeurs a, 3, y. On obtiendra
, y.x -^ Zr — '■ z ddil = '■ :
^4 d'où
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4H / / ^ {xx-^'iy^-iz'jdz.
Or il y a encore là une inléi;raie double Iransformahle par la fornnule de Stokeâ réduite à la fornne (G). Sans la moindre difficulté, on a définitivemenl
d.v dy dz
en posant toujours r- rzL x^ -\- y''- -\~ z''- .
Cette formule a été établie par M. Ilumbert au moven de considérations géométriques directes.
Tel est ce qu'il y a d'absolument essentiel dans le sujet, mais l'espace nous manque pour reproduire les nombreux et élégants théorèmes que i'éminent géomètre a tirés des formules (6) et (7).
L'étude peut s'étendre au cas où le cône est remplacé par une développable, par un conoïde, par une quadrique, par certains faisceaux de surfaces algébriques [loc. cil.^ 1890, p. cî-ji). Dans ce dernier cas, elle fait partie de savantes et admirables recherches sur les extensions spatiales du théorème d'Abel.
7. Volumes canaux. — Ln contour fermé C, que l'on déplace de manière quelconque, permet de définir un volume canal: au premier abord, il semble qu'on n'obtienne rien d'autre qu'un canal ouvert aux deux bouts et l'on ne voit pas exactement ce que peut être le volume y inclus. Celui-ci sera le volume V balayé par une cloison S établie de manière quelconque mais invariable sur C. Ce volume V ne dépend pas du choir de S, car faire varier S revient à transporter un certain volume lenticulaire d'un bout à l'autre du canal.
Si donc on exprime V par une intégrale double attachée à S, nous sommes dans un nouveau cas où l'on peut pressentir que la formule de Slokes permettra de remplacer cette intégrale double par une intégrale de ligne.
Ces remarques sont de M. G. Kœnigs {Comptes rendus, 1888 ; Journal de Mathématiques^ 1889).
Le Mémoire de 1889 contient même, à notre connaissance, les premiers exemples d'applications systématiques, dans le domaine géométrique, de la formule de Slokes (D).
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M. Kœnigs, à l'aide des formules générales de la cinématique, pari d'un mouvement quelconque de C.
Mais les théorèmes les plus particulièrement élégants ne correspondent pas à ce cas. Limités comme nous le sommes ici, nous n'appliquerons les mélliodes de M. Kœnigs qu'au cas où le contour C fait une révolution complète autour d'un axe fixe ne passant pas dans C. Ce contour C n'est ainsi animé que d'un mouvement de rotation ; les V alors obtenus sont en forme de couronne et sont dits volumes de révolulion ou volumes tournants.
Nous nous bornerons aussi aux cas où le contour C est préalablement tracé sur un plan, sur une ([uadrique quelconque et sur une sphère.
Soit AB l'axe de rotation, passant par A (a, b, c) avec les cosinus directeurs 1, ,'jl, v. Keprésentons-nous d'abord C comme fixe, portant une cloison S fixe sur laquelle, en M(j:, y, ^), nous distinguerons l'élément superficiel dri pourvu d'une normale de cosinus directeurs a, p, y.
Cette normale faisant un angle 9 avec la normale en M au plan MAB et P étant la projection de M sur AB, le volume
tournant élémentaire engendré par c^o" est 27: MP cos5 c/c; d'où, pour le volume tournant total,
Conformément à la remarque générale de M. Kœnigs, cette intégrale double est transformable par (D); mais on peut aussi l'étudier directement.
Considérons toujours le contour C fixé dans sa position initiale; la cloison S qu'il porte a pour projections :
Sur Oyz une aire A.^ de centre de gravité Gx(o, r,r, Ç.c ),
Sur O zx Sur 0 xy
GziU, rr.. o).
Alors l'intégrale double de (8) peut s'écrire
ly n.
Av
ir
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d'où, symboliquement.
\ = -j.r. ;^ — a T, ,— ^ Z^ — c . Ar A, A;
Il faut convenir, dans le développement de ce déternjinanl, que les t, f), ?, au lieu et place des astérisques, prennent le> indices des A venant les multiplier. >
Si Taxe de rotation passe par l'origine, le volume tournant correspondant Vo s'obtient en annulant o, /y, c dans (9). On a ensuite
A, Av A:
Ceci montre de quelle manière très simple varie V quand l'ave de rotation est déplacé parallèlement à lui-même. En particulier, V^ ne varie pos si l'axe décrit, parallèlement à liii-mcnie, un plan parallèle au vecteur A^., A^, A;. Ce dernier est le vecteur aréolaire de M. Kœnigs.
Si Y^, \ y, y. sont les volumes tournants correspondant respectivement aux axes de rotation Ox, O v, O c, le volume tournant correspondant à l'axe AB passant par O est
ÀV..^- aV,.-+-vV;.
Ainsi la connaissance des trois volumes tournants correspondant aux arêtes d'un trièdre Iriréctangle conduit immédiatement à la connaissance du \ d'axe de rotation quelconque. Si les aires planes A^., A^., A; tournent autour de l'axe quelconque AB, les volumes tournants correspondants sont
\V.,= .;-A,r[;JL( Ix— c) — v(71x — 6)],
a)-K(ly — c)],
(lOj . \S'y=1-ky['.i'-y
d'où, d'aboril,
W..-+- Wv-^\V,.
Par les centres de gravité Gj-, Gv< G; des aires planes A^., A,, A;, élevons des perpendiculaires à ces aires et soient Oj-,
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dy, 0; les plus courtes distances de ces droites à AH. On a
l'-i^-c— c) — •■'(■'■..c— f^) = 5x/"'- -+- lJ--= ^.f ^inf*.r, w(^y — u) — \(ty—c) = iy \/\- -t- v^ = 0, si n Oj , X(-/l;~ ^)^!J^(ç.r — « ) = 8: /[Ji- -H >-- = ^; '•iiiO;,
si Oj., Oy, 0~ sont les angles de AB avec Ox, Oy, Oz. D'après (lo),
W^r = 'i~ 0 j- A r S i 11 0 ,. , \\y = 2 TT Oy A V si M 0 , ,
W, = 2-0;A;sinO;.
L'une quelconque de ces égalités exprime ce théorème de M. Kœnigs :
Soient une aire plane A, une normale IS en son centre de gravité, un axe A quelconque dans l'espace et à la plus courte distance de N à A. Le volume engendré par l'aire X, tournant autour de A, est égal au produit de la circonférence iTZQ par la projection de cette aire A sur le plan contenant \ et o.
Passons maintenant aux contours C tracés sur une quadrique ou même sur la surface :
(il) z- = v.y--^ ic{x ).
Reprenons (8). Avec
a <^/<j = — p dx dy^ p </j = — q dx dy, y d-j = dx dy,
pz = cf'(a-), q z = v.y
et 1 axe de rotation étant Ox, on a
\'.r = 2 7T ( /. — I ) / I y dx dy = ( /. -i- i ) A -x, ' '-s
si A.j. est le volume engendré par l'aire plane A^ tournant autour de 0^. Donc :
Un contour G quelconque^ tracé sur une surface (i i), et sa projection sur Oxy engendrent, en tournant autour de Ox, des volumes dont le rapport est constant.
En particulier : Une cloison située sur une quadrique et
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conZ- 7 ""'"", P''"'''P"' '^'-é '/^-^ le plan principal considère, clés voUunes de résolution de rapport constL. Ce rappor est nul quand la quadrique est de révolution autour dudit axe principal.
Donc, pour ..ne quadrique à centre, rapporlée à ses axes, nous aurons aisément V,, V,, \„ d'où les V correspondan; aux xes de rotation les plus quelconques. Pour plus de de ta.ls sur ces sujets et notamment pour le cas (sans dilHculte) des quadr.ques non centrées, nous renverrons au Bullelui des Sciences mathématiques (19,5 et ,9,6)
1 our le cas où G est tracé sur une sphère, nous allons
Soit s une cloison sphérique, de contour G, appartenant à la sphère de centre 0 et de rayon R. La formule (8) donne
"^ ~ iT I i ^ '*''•'" -^f^y-^c'z) dG,
a'=,xc~^jb, b'=ui — \,
Soit p la distance de O à l'axe AB. Le point D(^', b' c')
ayon R.. Le cône de sommet O et de directrice G découpe sur b, deux aires a^ et ^, telles que
ceci d'après la formule précédant (7). Et maintenant, par comparaison avec V, nous avons '
Telle est la forme générale du théorème en vue. Il lie de façon 1res simple, et d\.utant plus remarquable, des travaux de MM. numbert et kœn.gs publiés sensiblement à la même
pas la plus intéressante; particularisons en prenant
2o,= 7.R,= U; d'où cr, = o.
Nous aurons
V=2t:it,,.
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Donc {fig. 3) f/iiand le contour fermé C, tracé sur une sphère de centre O, tourne autour d' un axe quelconque S.\*>
il engendre un volume produit de deux facteurs qui sont : 1° le chemin circulaire ir.o décrit par O; 2° l'aire sphérique a^ obtenue en projetant coniquement, vers 0, la cloison contenue dans C sur une sphère invariablement associée à la sphère mobile et avant pour diamètre un rayon de celle-ci normal au plan OAB.
\ou5 laisserons là les volumes lournants bien que l'élude précédente ait été d'une brièveté excessive; après les jolis théorèmes obtenus pour des contours C tracés sur le plan, puis sur les quadriques, il y en a certainement d'autres pour contours tracés sHr des surfaces algébriques quelconques. On trouvera quelques amorces, à ce sujet, dans mes Mémoires des Annales de Toulouse (particulièrement dans le quatrième, 1914), mais c'est un sujet à peine effleuré.
LES SURFACES ALGÉBRIQUES ET LE THÉORÈME D'ABEL
8. Puisque nous venons de n:varquer. une fois de plus, l'intérêt tout spécial et très grand des intégrales doubles attachées aux. surfaces algébriques^ c'est ici le lieu de mentionner les formes spatiales du théorème d'Abel. Ce théorème, qui. malgré des applications déjà prodigieuses, est toujours envisagé à peu près sous la même forme dans le cas des courbes algébriques, s'étend aux surfaces sous des physionomies diverses. Nous n'envisagerons ici qu'un exemple géométrique très simple, mais en faisant remarquer, ce qui peut
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avoir des conséquences très générales, que Je théorème abélien, s. nature lemenl élégant, s'allie de façon remarquable avec la formule de Stokes dont l'élégance, pour être d'une autre nature, n en est pas moins très grande aussi boit la surface algébrique
Transperçons-la par un cône, de sommet 0. avant une directrice fermée G cloisonnée par une surface S navan! aucun rapport avec (.3). Soit M(^, y, .) un point de S en lequel nous aurons rélément ch et la normale de cosinus directeurs a, |3. y. Soit OM = ,-. co.inus
Le cône élémentaire défini par 0 et ./^ transperce ( .3)
su.vantmelemenlsr/a, respectivement siluésen\r(^ v -V Posons encore 0M,=: /■.. ".»<»-,;•
Soit r, le volume compris, dans le cône fini, entre le sommet O et la nappe d'indice /de (,3); on a
"'■ "" 3 ./ j^ ( 7) ( ^^ -- '^y + V - ) d-! el, pour la somme abélienne de ces m volumes.
Or et, puisque M, appartient à (i3),
ro = o.
De
• "' . /« -fin
on conclut
Cette somme abélienne de volumes coniques ne dépend évidemment que du choi. du cône OC et non de la cloison S établie sur G. hn fait, l'intégrale double de (,4) est encore Lransfop.nable en une intégrale de ligne par la formule de itokes mise sous la forme (G).
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Toutes les inndificnlions de l'équalion ( 1 3 j qui n altèrent point A n'altèrent point Ih somme (14). Celle assertion évidente peut j)erineltre d'associer diverses surfaces algébriques dans lesquelles un cône OC déterminera des volumes ir/ équivalents.
De même le second membre de(i4) peut prendre la forme' d'intégrales doubles déjà étudiées, d'où d'intéressants rapprochements. Ainsi soit la cyclide
(x--h y'--h z- y- -^ î /j( .\x--i- By- ~- Cz- ) — '\A-(ax -¥■ by -i- c« i — i /* = o.
On a
V //, r r ax ^ by ^cz ,
d'où, par comparaison avec l'équation qui précède (7),
Ainsi, dans la cyclide précédente, un cône OÇ détermine une somme abélienne de volumes proportionnelle à la différence des aires déterminées par ce même cône sur une sphère de centre (a, h, c). Ce théorème donne d'ailleurs une manière, parmi d'autres, de faire rentrer le théorème relatif à (Tj — Ox et exprimé par l'égalité (6), dans la grande famille des théorèmes abéliens. Pour plus de détails sur les propriétés intégrales des cyclides, on se reportera aux Annales de Toulouse (5" Mémoire, iqiS) et, pour celles de la eyclide de Dupin. au Bulletin des Sciences mathématiques (1917-
Maist, comme nous l'avons déjà indiqué à la fin du paragraphe 6, les travaux fondamentaux sur la Géométrie spatiale du théorème d'Abel sont dus à M. G. llumbert {Journal de Malhématiriues, i89o)-
AIRES ELLIPSOÏDALES.
9. La difficile question des aires ellipsoïdales a encore été rattachée au théorème d'Abel par M. G. Humbert. Après les recherches très particulières de Jellett et Lebesgue, l'éminent géomètre trace sur l'ellipsoïde une infinité de contours fermés à aire quarrable.
Les méthodes ici exposées donnent des résultais analogues.
^2 OtOMKTB.K DE I. V lOHM.I.K DE STOKES.
Sûil l'ellipsoïde
es^en t"h' ^^, ^^^^fcoupe une aire S,; le contour fermé G avec lui. Il en est de même pour S qui cloisonne G
Toujours avec les notations précédemn.ent employées, on a
formule en laquelle il faut bien remarquer que la cloison
la formule (G) donne
Se = / "Si y dx — xdy).
Prenons ma^.^.,.«,,, po,. ,- S la su rface d'équation . .\ = - , Alor /. co.. OG deternunera, sur reliipLde, une a.>. S^' et, sur S, un contour dont la projection, sur Oxy e-nferi mera une acre plane égale à S,. Il n'v ; là qu'un' moiln parmi d autres, de faire une carte plane de lellipsoïde a"; TZTZ.T T'- ""' '-'''''' cartograpl.iqu'e fait inte" ^en.r la surface 2Nz=_,, mais la détermination de Nn'exioe qu une quadrature élémentaire à résultat algebrico-lo^arilh! m.que. Donc on peut, par des opérations^l^éJ^o^-Y^truhmcgues, transporter^ sur l'ellipsoïde scalène, toute aïre plane donnée quelle çue soù sa nature arithmétique. Pour plas de détails, notamment pour l'intégration expli-
uitrrM' vrr ^^™p-^-- p'- étroite avec • ;
lesullat. de M. Humberl, pour la planification de surfaces quelconques par la méthode précédente, on se repo era encore aux Annales de Toulouse (S- Mémoire, 1014?
Un tel théorème est surtout intéressant de par l'opposition qu 1 offre avec ce qui se passe sur l'ellipse ou mêrne^ r le cercle, courbes sur lesquelles on ne peut nullement p'e par opei-ations élémentaires, tout un ensemble d'arc ratio": nels ou de nature arithmétique donnée. Gomme quoi les foncl.ons de lignes sur les surfaces se comportent^rfoi P us s-mplement que les fonctions de points sur les liLs ^
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10. Cas de la sphère. — La question des aires spliériques n'est pas distincte de celle des angles spatiaux déjà traitée. Mais, avec les généralités du paragraphe précédent, elle peut prendre un aspect particulièrement intéiessant. Soit donc
On a facilement, avec o(-c, y) fonction arbitraire, mais homogène, d'ordre — 2,
Pour surface S, d'équation 2N = — i , on peut prendre
ou
en posant j;^ + j'"-,=: /•'.
On voit que S est alors surface de révolution autour de Oz. Avec 0:; pour axe polaire et /• = ûsin(o, ^i^pcosoj, le méridien de S a l'équation très simple
(i5) p cos — = R.
C'est une courbe connue sous le nom de trisécanle {cf. G. LoRiA, Ebene Kurven). Elle est de construction très simple et a de très élégantes propriétés auxquelles il convient précisément d'ajouter la suivante : Si la trisécanle (i5) tourne autour de son a.re polaire pris pour axe O^, elle donne une surface de révolution S, circonscrite à la sphère de centre O et de rayon R, telle quune nappe conique quelconque, d^ sommet 0, donne sur S un contour C dont la projection sur O.vy enferme une aire équivalente à celle déterminée sur la sphère par la nappe conique en question.
Ce théorème pourrait être considérablement varié par d'autres choix de la fonction o{jc, y). Remarquons, notamment, que les surfaces S associées à la sphère ne sont pas forcément de révolution.
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CIIA1>ITHE III.
iMfCnVENT.ON I,KS COIUBLRES DKS CONTOURS KT CLOISONS.
FoitMiLEs n'OssiAN Bonnet et de M. P. Api'eix.
Reduc ion de la formule (IJ). - Supposons que, dans
aueTo S V' '^ '""^"" '' ^^'^ identiquement' nulle et ^ i /uV ' ."^ contiennent pas expliciiemenl z. La formule (H) se réduit alors ;i
en posant
jI_ 0 (j ,,'
dx ôy op 'ôq
Or, pour des courbes gauches tracées sur des surfaces et en parl.cuher, pour des contours fermés C portant des cloisons b il existe diverses notions géométriques auxquelles correspondent des éléments dillérentiels de la forme
^ dx^Çldy^^.dp-^'Y dq.
Telles sont notamment la courbure gèodésique, la torsion geodesique et la courbure normale.
Le second membre de (II,) exprime alors une telle courbure (ou torsion) /?n/e. totale, intégrale, pour tout le co«. tour L, cependant que le premier membre de la formule (H \ est une intégrale double remarquable, à la fois par la constitution symétrique quelle possède dans les cas que nous
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allons étudier et par l'expression simple qu'en donne précisément le second membre de (Hi).
f^es égalités à obtenir ainsi sont, lliéoriquement , en nombre illimité; les notions géométriques que nous venons d'invoquer nous permettent d'en indiquer trois dont l'une, due à Ossian Bonnet, constitue l'un des plus célèbres théorèmes de la théorie des surfaces.
•2. Courbure géodésique et formule de Bonnet. — Soit .M un point d une courbe MK Iracét; sur une surface S, courbe dont le plan osculateur en M est iTi. En M, soient MT (cosinus directeurs a, (3, y) la tangente (') à MK et l le plan tangent à S. M\(?., |jt., v) est rayon de courbure pour la section normale TMN. F est centre de courbure en M pour KM
Fis. ',.
el le plan FMN, normal à MT, donne GM(o, y, <l/) droite sur laquelle G, obtenu par prolongement de INF, est centre de courbure géodésique en M pour KM. Si l'on projette KM en LM sur U, le théorème de Meusnier, appliqué au cylindre projetant, nous montre que le rayon de courbure géodésique GM ^= pg est rayon de courbure en M pour la courbe
(') Nous adoptons ici a, ,3, 7 pour cosinus directeurs de MT parce que c'est la notation des Traités actuels (Picard, Goursat), cependant que d'autres (Appell, Humbert) emploient a, 3. y pour diriger la normale à S, comme nous l'avons fait dans les pages précédentes. Cette remarque suffii'a sans doule à éviter les confusions.
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plane LM. On a successivement
H = :^,si„ 0, sin 0 = -/-^ ^ '.j .^ ^ .,,y^^
sin 0
-^ ds=.-^ d'j. ^ y cri ^ .1 d-;,
(3; / ^^'1^^. f;,|' ^=1^ Fi. F" I'
On calcule facilement que
^ _ dS _
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et, résultat que nous avions en vue, la formule (H,), avec les expressions (3) de P, O. S. T, devient définitivement
'i' .f"-.fî-.f.{^"^"^-.fi^
si 1{|, l'ij sont les rayons de courbure principaux en un point quelconque de la cloison S. Le premier membre de (4) ne peut être réduit à la seconde intégrale, car celle-ci est singulière comme on le voit aisément en supposant la cloison S plane; au contraire, avec le premier membre de (4) sous la forme indiquée, d',) étant l'angle élémentaire dont tourne la tangente MT à la courbe MK (qui est maintenant le contour fermé C), aucune singularité ne menace plus la validité de (4). Or cette égalité (4) est bien la formule d'Ossian Bonnet.
Gaston Darboux a consacré de nombreuses pages à cette formule {Surfaces, t. III) en la déduisant, par la formule de Hiemann ( P> ). de la théorie du trièdre mobile, mais il faut alors quelque étude de cette dernière théorie pour préparer la démonstration qui, dans ces conditions, exigé à peu près les mêmes eflbrts que la précédente.
Ce qu'il y a d'intéressant, ici, n'est nullement une telle comparaison de démonstrations; c'est le fait que la méthode qui a donné (4) va nous donner des formules analogues pour la torsion géodésique et la courbure normale.
3. Cas de la torsion géodésique. — Sur la courbe .MK {Jig. 4) soient un point M', infiniment voisin de AI, et la normale en M' à la surfece S. Cette normale fait avec le plan TMN un angle d-Zg dit angle de torsion géodésique de MM'. On a
s\nd-.g = œ (' À -1- d). ) -f- / f !ji -r- d^x ) d-g = ç d}. — y d]! -^ 'l d-j,
cD. d\x d)
-' dl — 7. d-j y. d-x — S dh
On diflerentie aisément les cosinus À, ^x. v déjà écrits au
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paragraphe précédent, d'où
[Ci -h q'-)P'j.- prj V'y j ,■/// -h | m ^^ f/^ ) I'; — pr/ F[,] dcj
Ao-
Or ceci est encore une expression (i) où P et Q sont nuls, S el T étant en évidence. On calcule que
ol _
~ôp ~
dx~ \
uy c»^
dT _ /«
\>y iZ
\ A / Oy
dx ~ \
Â/ ôx'
posant
ce qui fait que £ et K sont des cosinus directeurs pour la normale au contour plan F = o.
On est alors en mesure d'écrire la formule (Hi). soit
(1 dx
(- fdxdr= I d-.
4. Cas de la courbure normale, — D'après le théorème de Meusnier, nous avons {/îg. 4)
M r = MN cos 0 ou H = c„ cos 0.
L'expiession
ds cos 0 , a dp — 3 dq
est dite angle élémentaire de courbure normale en M. C'est une nouvelle expression (i) où I* el () sont nuls, alors que
Ao Ao
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En lapproclianl ceci des résultats déjà obtenus, écrivons (h
ds
= l'i r/x -+- Qi dy -+- Si dp ^- T| dr/. Si dp -f- Tj d<y,
S:, dp -+- T:j drj.
Posons encore
Alors
dp âq
ôx ' Oy
dx
= ~P.To,
ôy
Et, dans ces nouvelles conditions, la formule (H,) devient
ds
ijm-jj:
dx
Jr X-ll
en désignant par c/o-, R,, R2 l'élément superficiel et les rayons de courbure principaux en un point de la cloison S.
On obtient une vérification simple de cette formule à l'aide du cercle
tracé, comme l'on voit, sur un paraboloïde de révolution.
On calcule aisément
Avec des coordonnées semi-polaires r, 5, c, tout le premier membre de la formule en litige devient
■'drd^ =
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\.l quant au second membre, on voit immédiatement qu'il a même expression.
o. Remarques. — Les formules générales établies en les deux paragraphes précédents n'ont point l'importance de celle de Bonnet qui jouit de Tavanlage, jusqu'ici non partagé, d'être de constitution purement géométrique. Elles font cependant connaître, d'une manière finalement simple, des invariants intégraux superficiels qui. pour une cloison S, s'expriment par la torsion géodésique ou la courbure normale du contour C de S. Pour plus de détails géon)élriques, on se reportera aux Annales de la Faculté de Toulouse (igiS, second Mémoire).
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6. Équation aux rayons de courbure principaux. — Pour faire une étude rationnelle de la formule (J) du Chapitre 1, il est nécessaire de former une équation aux rayons de courbure principaux en un point quelconque d'une surface S, en ne faisant intervenir que les cosinus directeurs a, ,3, y de la normale à S. Nous reprenons, on le voit, Içs notations qui, dans les cinq paragraphes précédents, n'ont été abandonnées que tout à fait exceptionnellement.
Sur S, menons en M(j", /, z) la tangente MT et la section normale
en désignant par x' , )'', :;' les dérivées de x, }\ z par rapport à Tare s de la section. En adjoignant, à l'équation de ce plan normal, l'équation dérivée par rapport à s
on définit l'axe du cercle osculaleur en M à la section. Soient N(X, Y, Z) le centre de ce cercle et H son rayon. On aura
Dérivant
fohmli.es d o. bonnet et de m. p. appell.
on conclut
I , d'jL
'Il
' ds
Les dérivées de a, ^, y, par rapport à .v, devant s'écrire
on voit que i : K est une forme quadratique en a:', y\ c' . Chercher les rayons de courbure principaux, c'est chercher le maxinrjum et le minimunn de celle forme quadratique quand les variables a:',/', c' sont liées par les deux relations
Cix' -^- [iy -r- '(Z'
Or c'est là, pour les formes quadratiques, un problème tout à fait classique; on est conduit, pour définir les deux rayons de courbure principaux, R, et Ro, à l'équation du second degré
K ;;(?x + 4) -(Tx+-.).-
-« + Tx) -(
■iy)
Celle-ci peut se simplifier, mais le plus commode est de faire les réductions sur la somme et le produit des racines considérés séparément. Utilisant l'identité
et ses dérivées partielles en x, y, z, on a d'abord
C'est la courbure moyenne de S.
Quant au produit des racines, il s'exprime par un déterminant simplifiable au moyen de l'identité
â')+?uÇ-Y;,)-^Y( 3:^-4)
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et l'on oblienl finalement
H,Kj -
C'est la courbure totale de S.
Ces expressions de la courbure moyenne et surtout de la courbure totale peuvent être encore simplifiées par des choix particuliers des coordonnées et même tout simplement en convenant d'étudier la surface ^ =:y'(x, ^), ce qui redonne sans peine les formules habituelles; mais ici c'est précisément ce qu'il ne faut pas faire, car c'est sous la forme précédente que les courbures vont intervenir dans la formule de M. P. Appell et dans la fornjule (J) qui révèle un invariant intégral superficiel, très esthétique et général, qui n'a peutêtre pas été remarqué jusqu'à présent parce que la question n'était pas prise sous un aspect suffisamment symétrique.
7. Le jacobien .T et les .1 bordés. — Supposons toujours que les cosinus directeurs y.. 3>, y de la normale à S soient des fonctions de jt, j', *, conformément aux égalités
Considérons le jacobien
11 est identiquement nul puisque cf., (3, y sont des fonctions non indépendantes; mais ce jacobien, insignifiant par lui-même, n'en est pas moins une sorte de noyau générateur pour des formules extrêmenient remarquables.
La courbure moyenne est la somme des ternies de la diagonale principale de J.
Le jacobien J. com'enablenient bordé, donne la courbure totale
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et, par suite, te célèbre invariant intégral de la formule d'Ossian Bonnet
Enfin J, bordé comme suit
ai-' o o o
O.r <jy i)z <)7. O'j d'i
P Q H S TU
donne la formule
f Ç \dn =^ fpdx-i-Q dy -^\\dz-^S dv. ^ T d^ + U d-;.
C'est la formule (J) du Chapitre I. Elle contient évidemment la formule dOssian Bonnet comme cas très particulier puisque cette formule de Bonnet a été déduite de (Hi), cas particulier de (H), et puisque (J) n'est qu'une formule (H) rendue plus symétrique.
8. Formule de M. P. Appell. — Soient X, Y, Z trois fonctions dont chacune dépend de x, y, :;, mais non de a, [3. y. Soient S, T, L nuls et
Q = vX _aZ,
Alors de brèves transformations du A donnent à la formule (J) une forme qui exprime que : La différence des deux intégrales superficielles
J ^'g dx 6y dz P Q R
COURnCRES DES CONTOURS ET CLOISONS.
s'exprime p<tr V intégrale de U^ne, étendue au contour C de S :
dx dy dz
C'est en ceci que consiste la formule de M. Appell. Si Ion pose
—j- — % — an dx
Oy ' di
le déterminant contenu dans la seconde intégrale double peut se mettre sous la forme
dx ' dy dz / \ dn ^ dn
dn)
et l'on a la formule telle qu'elle a été donnée, par M. Appell lui-même, dans V Intermédiaire des Mathématiciens {igiQ). Elle est susceptible de plusieurs démonstrations directes; mais ce qui en fait surtout l'importance est la structure de la première intégrale double qui contient la courbure /noyennc. alors que l'intégrale double de la formule de^ Bonnet contenait la courbure totale.
La formule de M. Appell contient des résultats géométriques remarquables notamment quant aux extensions de certaines formes du théorème des projections.
Soient X, Y, Z constants et plus particulièrement cosinus directeurs d'une direction fixe D. On a
si d(Jx est la projection de dG sur un plan P perpendiculaire à D et / l'angle de la tangente en un point M de C avec une direction perpendiculaire à D et à la normale en M à la cloison S.
Si S est un plan, on a le théorème classique du contour C dont les éléments ds ont, au total, une projection nulle sur une direction fixe.
Soient encore
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Aloi":
-ffJ.i-i)-'-I
dx dy dz
ici cr est l'aire de S el o la distance de l'origine au plan tangent. Si S est un plan, il vient
j = a7|-t- 37.-1- YTj, O"]: '^■2- 5":( étant les projections de a sur les plans coordonnés.
CIIAPITHK IV.
Étude de la fokmile (H). Tiuvaux de M. K. Golhsat.
1. Préliminaires. — \ous venons d'uliliser la formule (H) [ou la foruuiie (J) qui n'en est qu'une svmétrisalion] dans des questions de courbure linéaire ou superficielle, tout comnoe on utilisait la formule de Slokes ordinaire dans des questions géométriques plus simples.
Il est naturel, maintenant, de se poser, au siijel de (H). les questions classiques partout posées au sujet de (C) ou (D), Ainsi nous savons qu'une intégrale double
I I I i-pF-rjG-^ÏUdxdy
n'est pas identifiable, en général, avec le premier membre de (D) ou de (C). Il faut, pour cela, qu'on ait
, , dF oG o\\
^ ' Or dy. re-
considérons, de même, l'intégrale
(3) f r[K{rt—s^)^ \r^Bs-^Cf ^D]dxdy
en laquelle chacun des coefficients K, A, B. C. D est d'abord considéré comme une fonction absolument quelconque de j;, y, z, p^ q. A quelles conditions celte intégrale (S) pourra-t-elle prendre la forme du premier membre de (H) et n'être par suite qu'une intégrale de ligne déterminée par la connaissance du contour C de S et des plans tangents à S le long de C?
La question peut être traitée de manière directe {A/inales de Toulouse, 1913) mais elle rentre aussi dans les recherches générales signalées à la fin du Chapitre I. Elle a été résolue
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en premier lieu par M. R. Goiirsat dans un Mémoire Sur queUjues transforniations des étjuations aux dérivées partielles du secondordre {Annales de Toulouse^ 1902) prolongé tout récemment par de très importants développements 5Mr le problème de Backlund et les systèmes de deux équations de Pfajf (loc. cit., 191 8).
La question est liée, en effet, de la manière la plus intime avec l'étude des érjualions, aux dérivées partielles, de Monge- Ampère
Nous devons nous borner ici à des indications très rapides réduites presque exclusivement à des expositions de résultats susceptibles de vérifications. L'étude des travaux de MM. Goursat et Cartan s'impose pour approfondir nombre (le points délicats et d'ailleurs encore emplis de difficultés insurmonlées.
2. Le système de M. E. Goursat. — Une seule condition est nécessaire pour qu'une intégrale (i) ne dépende que du contour G de S ; la question analogue relative à l'intégrale ( 3 ) en demande cinq. Reprenons la formule (H) et le déterminant qui y figure, soit
Tx
Tz
Tp
Ge déterminant se développe sous la forme
(5) KCr/- — 5V) + xV/'-i- B5H- Ci' + D,
en posant
K — l'ij — S'y,
H = ^ ( r;, - Ti ) - /) ( r;, - s'^ ) -H Q'^ - T>-+- s;^- p;„ D = p(q:_ r;.) -f- y(R'^_ p;,) - Q.V- p;..
Or, ceci ne permet point aux fonctions K, A, B, G, D d'être
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quelconques, car on peut vérifier qu'elles satisfont aux cinrj relations
\H K ) -f- X( b:,- c'„ ) -+- w c;,) -^ V. c: - ix,,, = o, ^ 1 _xy(K)-X(a:,)^Y(c;,) + b:-d;,= o. \mk) + y(b;,-a:,)^x(a;,)-+-2a;-d;,„=o,
i. X(K) -^ ^ YfK) + Ki-f- b;;,- a;;,- c;,„ = o,
en lesquelles on a posé, pour abréger l'écriture,
' ~ Ôt ' ^ôz' ~ dj- ~' ^ oz'
Les relations (6) sont dues à M. E. Goursat. 11 resterait à examiner si, lorsque ces conditions sont satisfaites, on peut efiectivemenl tirer P, Q, K, S, T des cinq relations précédant le système (6); nous nous bornerons à répondre par une affirmation, renvoyant aux endroits précités pour une démonstration détaillée.
Si la forme (5) se réduit à
V) = —pV — (jç,^ H,
les fonctions F, G, H ne dépendant chacune que de x, y, s, les conditions (6) doivent se réduire à l'unique condition (2 ) ; c'est bien ce qui a lieu.
3. Propriétés du système (6). — On connaît plusieurs propriétés importantes du système (6), mais la recherche générale de ces propriétés est une question qui semble appeler de nouveaux travaux.
Quelques propriétés semblent d'abord indiquer que le système, quoique compliqué, ne l'est peut-être pas autant qu'on pourrait le croire au début.
Si Von pose
M = B — / a;, dp — f Cp dq, N = l> — X ^ A dp — Y Çc. d'i,
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le système (6) prend la forme manifestemeni plus simple
/ xy(M)-hN',-x(n;,)-Y(n:/) = o, l xî(K)-+-x(m;)-n;;,,= o, ) -xy(K) + m;-n;., = o,
— x( K ) -^ — Y( K) -f- Kl -f- m;;^:
L'assertion n'exige qu'une vérificalion. Pour tous ces calculs, qui reposent sur l'emploi des opérateurs de dérivation indiqués, on observera les identités opératoires
XY=YX. ^X^X-^, ±X = X±,
dcf 6q dp Op
aq ()q Oz dp dp dz
Le système (6) ne donne, par dérivations, que deux équations distinctes.
Ceci se vérifie aisément sur la forme (7) du système (6). Désignons respectivement par <7, 6, c, d, e les premiers membres des équations composant ces systèmes; on a
a',„,=^ XY(e) -f-X(c;,) + Y(c^) -+- c'., b'p= \{e)-+- 4, </= V(e)^ C),.
Donc, si ion a identiquement c ^= 0, euro, il suit de là qu'on a aussi identiquement
a"i,,i = 0, •èp = 0, d'il = o. Le système (6) est composé par les opérateurs
ày
"''Vz'
dz
dp
dq
qui sont permutables avec V un quelconque des suivants :
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dx' dy' dz' dp ' dz dq ' -^ dz
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Ces derniers, pourvus de coefficients constants et réunis de manière linéaire et liomogène, donnent un opérateur E permutable aussi avec tous les opérateurs de dérivation figurant dans (6). Il s'ensuit que si
forment un système de solutions pour (6), on pourra en déduire le nouveau système de solutions
E(K), h(A), E(Bj, 1£(C), E(D..
De ces transformations infinitésimales, on pourrait, par les raisonnements fondamentaux de la théorie des groupes, s'élever à des transformations finies dépendant de constantes et même de fonctions arbitraires. Une infinité d'invariants intégraux, de la forme (3), peuvent être considérés comme partageables en classes, ceux d'une même classe étant liés par l'une des opérations que nous venons d'esquisser.
\. Équations de Monge-Ampère. — Soit à déterminer une surface sur laquelle chaque élément x^y, z. p. q satisferait aux deux rela:tions difTérentielies
( I rt'r -H J dy -^ I. ciz -H M c/p — N d,/ = o, ( V dx-^ Q dy — K dz -^ S dp — Tdij^o.
Bien entendu, on aurait aussi identiquement sur la surface
— dq = o.
s dx -r- / dy r dx -^ 5 dy p dx ^- q dy — dz
dp
qui, de ce fait, serait surface intégrale de l'équation aux dérivées partielles
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Or c'est là l'équalion j^énérale de Monge-Ampère définie, d'après les théories de S. Lie. par l'un des systèmes de caractéristiques, savoir le système (8) {cf. E. Golrsat, Leçons sur les équations du second ordre, t. 1, p. 49-5i). Happe- Ions que si, parlant d'une équation de Monge-Ampère (4), on tente de mettre les caractéristiques en évidence, on trou\ e, en général, deux systèmes tels que (8).
Fartons maintenant de l'équation (g) que nous dirons être du type de Lie pour rappeler sa genèse et sa forme, et convenons de remplacer lavant-dernière ligne du déterminant par la ligne d'opérateurs
0 à ûx dy
0 II à Oz dp dq
Nous aurons la nouvelle équation de Monge-Ampère
(lO)
Oz
Tiji
Tq
que nous dirons être du type de Bâcklund. D'après (H), sur les surfaces intégrales de (lo), la forme
P r/^ -^ 0 dy -H W dz — S dp'-^ T dq
est une difTérentielle exacte. On trouve une équation (lo) au point de vue géométrique quand, partant d'une surface i formée d'éléments oT. y, z, p. q, on \ eut lui faire correspondre, par des formules telles que
une surface ^' sur laquelle p' dx' -{- q' dy' serait une différentielle exacte dz' . En exprimant la chose avec les variables X, j-, z, p, <7, c'est-à-dire sur i, on a bien une équation (lo). Si, les équations (12) prenant une forme implicite quelconque entre x, y, z, p, q et x' , y', z',p\ q' , il arrivait, à la
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fois, que p' djc' -\- q' dy' soit dilTérenlielle exacte sur i el p dx -\- q dy difléreiilielle exacte sur i', il y aurait Iransfornialion de Bdckl(aid{^). Mais nous devons nous borner ici à cette simple mention, renvoyant, pour l'étude de ces transformations aux Mémoires précités de M. Goursat et particulièrement à celui de 1918 qui apporte à la théorie de grands et définitifs progrès ainsi que de nombreux exemples (^).
5. Forme intégrale d'une équation de Monge-Ampére. — L'équation (10), du type de Biicivlund, est-elle aussi complètement générale que l'équation (9) du type de Lie? Certes, en passant de (9) à (10), on a supprimé cinq fonctions arbitraires, mais il en reste encore cinq, alors que l'équation de- Monge-Ampère (4) n'a que quatre coefficients distincts. On pourrait donc croire, de ce fait, que (10) est aussi générale que (4).
Cependant il n'en est rien.
Multiplions (4), par un facteur /.(jr,y, z,p^ 7), et essayons de l'identifier avec (10). Il faudra que X satisfasse à un certain système en ), qui s'obtient en remplaçant K, A, B, C, D, dans le système (6), par \sjf:, AÀ, BÀ, Ck, D).. Ainsi l'unique facteur A devrait satisfaire à cinq équations qui, à vrai dire, peuvent se réduire à deux par des dérivations, mais, en
(') Albert-Viclor Backlund, ne en ï845, astronome à rObservaloire, puis professeur et recteur de FUniversilé de J-und (Suède). Ses travaux sur la transformation des équations aux dérivées partielles ne représenleiit qu'une petite partie d'une activité scientifique qui d'ailleurs ne cesse point.
Kii France, les transformations de niicklund ont été étudiées non seulement par M. (ioursat, mais par les élèves de ce dernier. Parmi ceux-ci il faut accorder une mention spéciale à Jeant^airin (1876-1914), professeur à la Faculté des Sciences de Lille, tué à l'ennemi. [Ci. Eloge funèbre, par M. (.ouiîsat (Séances delà Société mathématique, 1916).]
J. Clairin proposa une première classification des transformations de Backlund {A. E. N., Thèse, 1902). Il compléta ce travail en divers Mémoires (.S. M , 1902, 1904. i9o5, iqjS. — A. 7"., 1903. — A. E. A'., 1913). Il étudia, comme cas particuliers, plusieurs transformations connues [de Laplace, de Moutard, de Lucien Lcvy (5. M., igoS)]. A la veille de la guerre il publiait des notes pleines d'intérèt(C.7?., 3o mars et 27 avril 1914) où il considérait notamment des transformations de Backlund entre équations non linéaires.
(') M. Goursat, dans le Mémoire de )902, appelle problème de Backlund ce\\ii qui revient à la construction de l'équation (10) et, dans celui de 1918, emploie la même dénomination pour désigner la recherche des transformations de Backlund. Cette seule remarque évitera toute confusion.
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général, ces deux dernières seront indépendantes et ceci, toujours en général, empêche l'existence de /.
Celte constatation entraîne iinmédiatement une autre question.
Puisquel'équation de Monge-Ampère la plus générale n'est pas du type de Biicklund (lo), c'est-à-dire n'est pas du type intégral
(i3 ) o = f P (Ix ^ q dy — R dz -^ S dp -^ T d(j,
quelle est la forme, analogue à (i3). qui serait celle de l'équation générale?
La réponse est simple.
Joule équation de Monge-Ampère peut être mise, d'une infinité de manières, sous la forme intégrale
(14) f fedxdy => fpdx-^qdy-r-R dz -^ S dp ^ T de/.
C'est surtout par ce théorème que l'étude des équations de Monge-Ampère est intimement rattachée à l'élude de la formule (H) et des intégrales doubles. En appliquant la formule (H) à l'équation (14), on l'écrit immédiatement A = 0, en désignant toujours par A le déterminant qui figure dans (H) et 0 étant une fonction de ^r, ->', z, p, g tout comme 1 une quelconque des fonctions P, Q, R. S, T. Mais ceci n'est que la réciproque du théorème énoncé; pour le théorème luimême et pour la mise effective d'une équation quelconque de Monge-Ampère sous la forme (14), nous renverrons aux Annales de Toulouse (igiS, p. 323).
6. Classifications. — La classification des équations de Monge-\mpère repose généralement sur la réduction, à des formes canoniques types, des formes différentielles constituant les équations des caractéristiques. On peut évidemment faire quelque chose d'analogue en passant par l'équation (14), puis par (i3) et par des types (i3) où la forme (11) se réduit de plus en plus simplement. Quand (i i) prend la forme u dv, où u et p sont fonctions de JC, y. z.p. q, l'équation admet une intégrale intermédiaire u =r ^{v). Elle rentre alors
indifféremment, et de manière également aisée, soit dans le
ivpe de Lie. soit dans le tvpe de Biicklund. Elle a ainsi l'une
ETinr. DK i.v foumilk i m i.
des deux formes
IZ
Ti
iw'.
in''y
iiv'i,
uv',,
Reconnaître si une équation de Monge-Ampère admet une intégrale intermédiaire est une question classique pour laquelle nous renverrons encore aux Leçons de M. Goursat.
Si Ton s'élève au tvpe de Bâcklund (|3), on \ trouve le plus grand nombre des équations les" plus importantes de l'Analyse et de la Géométrie : par exemple, Téquation de Laplace r -h / =: o et l'équation des surfaces minima. Mais reconnaître si une équation de Monge-Ampère est du type ( i 3), c'est-à-dire de la forme A = o, est un problème de haute difficulté qui exige l'intervention du système en '/. dont il a été question au paragraphe précédent et dont la considération appartient toujours à M. Goursat {Annales de Toulouse, 1902 ).
Nous terminerons ce Chapitre en montrant que le système en ). contient comme cas très particulier le système de quatre équations auquel satisfait la partie réelle (ou la partie purement imaginaire) d'une fonction de deux variables complexes. Ce ne sera pas le rapprocher d'un système d'étude facile, mais cela nous fournira une liaison remarquable pour passer au Chapitre suivant.
7. Le système en À et les fonctions de deux variables complexes. — (Cherchons s'il existe un multiplicateur / qui permettrait de mettre l'équation de Laplace r -\- l ^= o, ou
z ôx
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SOUS la (orme A =: o. Le système en X se réduil à
-X{X^)-4-Y().'^)-+-9.Àl--o, ,
En ajoutant la seconde et la quatrième équation, on voit queXl=o; donc }. ne peut contenir explicitement :■. Dans ces conditions il reste
Ox- Oy^ ôx ùp Oy Oq
Ox oq '^y <)p oq'^ i)p-
C'est bien le système vérifié par la partie réelle ou par la partie imaginaire d'une fonction des deu\ variables
u ^ X -\- iy^ V = q -^ ip.
Gomme le remarque M. E. Picard {Traité d' Analyse, t. 2, 2^ éd.. p. 2.57), ce système ne s'est guère prêté à une étude directe et ceci n'est pas encourageant qujyit à l'étude du système en À. On peut cependant trouver un assez grand nombre Je solutions particulières de systèmes en X particuliers correspondant à des équations de Monge-Ampère que l'on sait être de la forme A rr o.
Quant aux résultats qui viennent d'être exposés à propos de l'équation de Laplace, ils peuvent s'interpréter de diverses manières. Ainsi, X satisfaisant au sj'stème (i5). l'intégrale
/ / >(a^, 7, g,p)('-^t)dxdy
est invariante, pour toutes les déformations de la cloison S qui en conservent le contour et les plans tangents le long de ce contour.
Plus symétriquement, si l'on pose
jG i.MDi: ui: LA rouiiii.i; (ii;.
on a
- f f t' ('•-^ndxdy=f<\} dx - T dy,
f f _^'('„ (r-i- t)dxdy = f W dx -r- «!> dy.
M, E. Picard remarque encore (/oc. Ci7. ) qu'il y a une 1res grande diirérence entre les fonctions ^> et W suivant qu'elles proviennent d'une fonction d'une seule variable complexe ou d'une fonction de deux variables; dans le premier cas, elles sont solutions de l'uiiifjue équation de Laplace ; dans le second cas, elles sont solutions d'un système de quatre équations. Cette dilTérence disparaît de façon curieuse si I on se propose de considérer <ï> et U' non plus comme des solutions, mais comme des multiplicateurs'/.. Alors peu importe que <P et W pro\ iennent d'une fonction d'une ou de deux variables complexes; ce sont toujours des multiplicateurs >. pour Tunique équation de Laplace.
8. Généralisations. — Pour les généralisations des questions de ce Cliapitre, il nous faut surtout renvoyer aux travaux de MM. Goursat et Cartan, ce que nous avons déjà dit à la fin du paragraphe 1. Mais l'usage des déterminants symboliques permet aussi d'apercevoir très intuitivement d'intéressantes extensions. Ainsi les équations des caractéristiques (8) peuvent être étendues à un plus grand nombre de variables, d'où deg équations (9), analogues à l'équation de Monge-Ampère^ mais écrites avec des déterminants d'ordre plus élevé. Dans ces déterminants, des lignes de fonctions arbitraires pourront être remplacées'par des lignes d'opérateurs de dérivation. Donc, dans les équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur et à un nombre quelconque de variables, le parallélisme entre types de Lie et types de Backlund pourra être poussé fort avant. C'est d'ailleurs, si l'on veut, un parallélisme de nature physique où l'on invoquerait, d'une part, la théorie des ondes, de l'autre, la théorie des tourbillons.
Dans la Physique qui se développe maintenant, au jour le jour, de façon si profonde et curieuse, on observe continuellement ce parallélisme entre expressions symétriques formées, d'une part avec des termes ordinaires, d'autre part avec des termes symboliques qui sont généralement des opérateurs de dérivation. A ce sujet, on se reportera encore à l'Ouvrage de M. Th. de Donder cité à la fin du Chapitre 1.
CHAPITRE V
L\ KORMULE r)E SlOKIÎS SUK l-ES SURFACES ALGÉBRIQUES.
Travaux de M. Emile Picard.
1. Le théorème de Cauchy-Poincaré. — On sait que le lliéorème de Cauchv sur la nullité de l'intégrale de f{z)dz le long d'un contour fermé a été étendu par Henri Poincaré aux fonctions de deux variables complexes {Acta math(Smatica, t. IX). Depuis, le théorème a été repris et réexposé de bien des manières; nous réexposons ici et très brièvement une démonstration qui repose sur l'identité fondamentale (A).
L'identité (A.), du Gliapitre I, conserve évidemment un sens si l'on y pose
car on peut alors la scinder en quatre formules dont chacune, exprimée en x et y, est une formule de Riemann (B) où tout est réel et qui peut être établie comme (B) l'a été d'abord.
On peut maintenant imaginer, dans (A), une substitution analogue à ( i ), mais faite en deux fois. On considérera d'abord deux variables complexes
u = Ui{x,y)-\- iuî(x,y), v = t'i(a-, r)-hii>2{^, y),
puis l'on posera
X = X(w, (.') = X,(a,, 1*2; Vx, f.2)-l- îXaCwi, «2;*^!, Cs), Y = Y(î/, r) = Y, (i«i, ?«.,; p,, v^) + iY2 («i, u^; fi, ^2).
Finalement, X et Y sont bien exprimables en x q.\. y puisque «j, Wj, fj, t'a sont fonctions de x et y. Mais, si l'on passe seulement de X, Y à u, r, on a une formule de Riemann :
Scientia.. n" 36.
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OÙ S est la variété (à deux dimensions dans l'espace à quatre)
(■]) ii^ = u^{x,y), Vi = Vi{x,y), it^ — Uî{T,y), Vt=Vtix,y),
variété dont le contour Cdépendra d'une relation convenable établie entre .r el y.
Or la parenthèse de l'intégrale double de (2) est une fonction quelconque de u et c, soh f{u, c). Nous venonsdonc de redéfinir l'intégrale double d'une fonction de deux variables complexes étendue à une variété S ou, pour mieux (lire, à une cloisoti S appartenant à la variété (3), cette intégrale double ne dépendant que du contour C de S.
Ceci redonne immtdialen)eiil le lliéorème de Oauchy- Poincaré et est même un peu plus complet.
Si,, dans l'espace à quatre, on considère une variété à deux dimensions fermée, on peut diviser celle-ci en deux parties, A et B, séparées par une frontière C. Les intégrales de /{u. i-)àndi' prises sur A et B, du côté extérieur à la va riété, seront égales en valeur absolue mais de signes contraires; leur somjrie sera nulle. Donc r intégrale de /{u, v)dudi\ prise sur toute une variété à deuoc dimensions fermée dans l'espace à quatre, est nulle. C'est la forme généralement adoptée pour le théorème en vue.
Mais, d'une manière un peu plus générale, ou peut demander quelle est la valeur de la même intégrale double «juand on intègre non sur toute la variété fermée, mais seulement sur une portion de cette variété, portion limitée par une frontière fermée C. La réponse est alors donnée par la formule (2). El il est fort remarquable que le théorème de Caucliy-Poincaré et la formule de l'uemann convenablement interprétée puissent être considérés comme choses identiques.
La démonstration précédente s'étend sans peine aux fonctions de n variables complexes.
De plus, non seulement la formule de Biemann, mais la formule de Stokes et toutes les extensions indii|uées au Chapitre 1, subsistent quand on imaginarise les variables. En bloc, ceci résulte du fait que ces formules correspondent à l'identité (A) par des transformations qu'on peut toujours considérer comme analvtiques.
2. Les transformations singulières de l'identité fondamentale.— Non seulement le théorème de Cauchy-Poincaré, mais, en somme, tout ce qui est exposé dans le présent opuscule est rattaché aux transformations de l'identité
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fondamenlale (A). Mais les transformations employées jusqu'ici ne l'ont été, pour ainsi dire, qu'en l>loc, sans aucun délnil distinguant quelque»-unes de ces transformations parmi Tensemble. La question des singularités, notamment, n'a jamais été envisagée. Il resterait cependant à faire sur ce point une œuvre capitale.
Soit la transformation
qui est absolument quelconque et générale à cela près que, dans X, on a mis en évidence la ligne d'infini x r= a {y).
Le déterminant de cette transformation, lequel s'introduira dans l'intégrale double transformée de l'intégrale double de (A), s'écrit sans peine
{x — ay-
avec a et y.' représentant respectivement a(y ).el a'(j').
Sans aller plus loin, un premier point doit retenir l'attention. La ligne cV infini introduite dansX n'existe pas forcément dans \\ car le numérateur de A peut être divisible par (x — y.)-.
Les conséquences de ce fait sont prodigieuses et absolument hors de proportion avec l'impression très élémentaire que donne la constatation soulignée quand on ren\i?age pour la première fois. Ainsi cette constatation conduit très directement au théorème d'' échange du paramètre et de l'argument qui, combiné avec le théorème d'Abel sur les sommes symétriques de diirérentielles algébriques, donne la solution, selon Weierstrass, du problème de l'inversion.
De plus, le même fait crée la principale et énorme difficulté relative à la détermination du nombre de certaines intégrales doubles distinctes attachées à une surface algébrique.
Mais reprenons la question où nous l'avons laissée.
Pour que le numérateur de A soit divisible par x — y., la condition est
Pour exprimer que ce même numérateur est divisible par {x — a)-, nous écrirons que sa dérivée partielle par rapport à x s'annule pour ar=a(y). Tenant compte du résultat déjà obtenu et omettant d'écrire des termes manifes-
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lemenl nuls pour jc = a, on a une seconde condition qui peut s'écrire
ou bien
en désignant par C une constante arbitraire. I.a combinaison des deux conditions trouvées nous en donnera une troisième que nous écrirons par raison de symétrie et nous aurons ce théorème :
Le déterminant A ne eon tient pas la ligne d^injin i.x^izct. ( r ) fjLiand sont satisfaites deux quelconfjues des trois conditions
3. Exemples. Échange du paramètre et de l'argument. — Appliquons les formules (5) à la réoblention d'un résultat connu. Dans (4) prenons d'abord
et considérons Téquation différentielle (6) • d^-- ""^ ''"
\/fiy) \/j\^)
dont nous supposerons connue une solution particulière
Il nest pas nécessaire de préciser dès maintenant la nature de/ et de a,,,.
Avec ces Y et am la première équation (5) est identiquement satisfaite. Aux O donnés ensuite par les deux autres équations (5) correspondent deux formules non distinctes qui ajoutées (la première étant multipliée par m) donnent
fxd^= ff Xi:!l^^-^>
'J\^)J'yy)
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en désignant par V(>r, y) l'expression
(x — y.,„)[ ne-f'(x) 4- 2a;,/(7) -(- :i.',nf'{y )J — ini'-f{x) + ii!'J{y)
et en posant alors
D'ailleurs, la formule (7) étant écrite, il est bien simple de la vérifier en faisant la substitution (8) dans l'identité fondamentale (A). On vérifie ensuite, tout aussi facilement, que V(a7, y) est divisible par {x — <x,„)-.
Nous sommes donc en possession d'une formule (7) du type exceptionnel dont l'existence a été indiquée au paragraphe précédent. Si l'on met le premier membre de (7) sous la forme
V dx-hQ dy,
les coefficients P et Q ont la ligne d'infini o' r= a„„ ce que le second membre n'indique plus si la division de \ (>r, y) par {x — oC/nY peut être effectuée.
Avant d'aller plus loin, insistons sur le cas où m = i.
La solution ce ^ ix„,{y) peut être simplement a; i=i' et le premier membre de (7), à un terme près qui est l'intégrale d'une différentielle exacte, peut maintenant s'écrire
, . r yZ/'l X ) dy f \/f( y ) dx
Je ^^-y)\^J\y) J i:,{^—y)\/j\x) Cette différence d'intégrales symétriques est égale à (10) - f f _J(£iZl£^^^^^
V{x,y) = {x-y) [f(x) +/'(7)] - if{x) ~- if (y).
Si f est un polynôme, la division de V(a;,_y) par {x — y)est évidemment possible en termes finis; si^ déplus, C est un rectangle à côtés parallèles aux axes Oxy, l'intégrale
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double (lo) esl une somme de produits de la forme .r'" dx r )'" dy
/.r'" dx r y" dy \/j\x)J \/j\y)
et, par suite, il en est de même de la différence (9).
Tel esl, entre intégrales hyperellipliques, le théorème d'échange du paramètre et de l'argii ment.
Ce théorème a été aperçu par Legendre, au moins dans le cas des intégrales elliptiques; il fut ensuite l'objet de développements considérables dus s urjLou ta Abel, Jacobi, Weierslrass. Hermite. On le trouvera, sous la forme que nous venons de rappeler, dans les 6!C//r/-e.v de Charles Hermite (t. II. p. 202).
Observons aussi que l'égalité des expressions (9) et (10) peut être obtenue directement en eflecluant la transformation
^ f-.x) fi. y ) r- dy r' dx
sur l'identité ( A).
Enfin reprenons (7) pour mettre en évidence un point qui est encore d'importance primordiale : les égalités telles que (7) tendent à se séparer en catégories dont l'existence dépend de conditions de nature arithmétique.
Précisons l'hypothèse de y polynôme en admettant que ce polynôme soit du troisième degré.
Alors (6) esl l'une des formes de Téqualion dilîérentielle relative à la multiplication des fonctions elliptiques. Si m est entier, il y a multiplication ordinaire: mais pour certaines formes de /, c'est-à-dire pour certaines formes arithmétiques des coefficients de/, m peut être imaginaire et il y a multiplication complexe. Cette dernière multiplication n'existera donc pas toujours pour un polynôme /, du troisième degré, écrit au hasard.
Par suite, il y aura en (7) une catégorie de formules qui s'augmentera ou ne s'augmentera pas d'une seconde catégorie, suivant que les fonctions elliptiques définies par / admettront ou n'admettront point la multiplication coniplexe. Rappelons que, dans les deux cas, x^^y.„,{y) est une fonction rationnelle de j', si bien que toutes les formules (7) donnent des intégrales doubles portant sur des expressions ne contenant d'autre irrationalité que le radical mis en évidence.
Au lieu de formules (7) on peut évidemment tenter den obtenir d'autres en partant d'une équation dilTérentielle
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autre que (6) et de certaines de ses solutions particulières auxquelles on devra généralement imposer certaines conditions de rationalité ou, tout au moins, d'algébricité si Ton veut limiter les singularités algébriques de nos intégrales doubles à pseudo-ligne d'infini et si Ion veut surtout pouvoir effectuer, en termes finis, la division relativeà cette pseudoligne. Ainsi nous pouvons tenter d'obtenir des généralisations du théorème d'échange entre le paramètre et l'argument, théorème qui, pris sous sa forme la plus ancienne, est déjà transformé de manière intéressante en (7). Mais, pour aller plus loin, il faut entrer dans le champ des équations dilTérentielles algébriques à solutions particulières soumises à des conditions algébrico-arithmétiques, champ hérissé de redoutables difficultés. Et ceci semble être linévitable si l'on veut classer les intégrales doubles attachées à des surfaces algébriques.
k. Intégrales doubles attachées aux surfaces algébriques. — Soit une surface algébrique d'équation
L'intégrale
(12; / / ^^{x, y, z ) clx dy.
où <I> est une fonction ralionnelle de x, y, z^ est attachée à la surface (11) du fait que le c que contient 4> est le - de cette surface.
Considérons de plus l'intégrale
Fi f;. F,
dx Oy ôz P Q R
dx dy
Si le déterminant qu'elle contient s'exprime rationnellement en X, y, z, ce que nous supposerons, celte intégrale paraît tout à fait analogue à (12), mais il faut cependant l'en distinguer du fait qu'elle peut être exprimée par l'intégrale de liçne
f P dx -^ Q f/^ ^ R dz,
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en vertu de la formule de Slokes qui, comme nous l'avons remarqué à la fin du paragraphe 1, s'applique tout aussi bien au cas où x, y et, par suilev z sont des variables complexes. Et d'ailleurs l'intégrale (i3) n'est pas précisément attachée à S en ce sens qu'elle restera invariante si, S étant sur (ii) une cloison à frontière bien déterminée C, on remplace cette cloison par une autre ayant simplement même frontière.
Bref, il y a des raisons pour ne pas considérer (i3) comme une véritable intégrale double attachée à la surface (i i). Parmi d'autres, on ne la comptera point et des intégrales (12) ne seront considérées comme distinctes; que si elles ne font point partie d'une forme linéaire, à coefficients constants, égale à une intégrale (i3). L'étude de telles distinctions conduit évidemment à chercher si une fonction rationnelle ^(.r, j', z) peut se mettre sous la forme
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Nous retrouvons ici, sous des espèces plus précises, le problème des invariants intégraux géométriques illustré, au Chapitre II, par d'élégants exemples. Il était alors intéressant, et d'ailleurs relativement élémentaire, de constater que certaines intégrales doubles, à origine géométrique (telles les difiérences de volumes à facette commune, les angles spatiaux, les aires sphéro-coniques de M. Ilumbert, les volumes canaux de M. Kœnigs, les sommes abéliennes de volumes coniques, etc.), se résolvaient finalement en intégrales de ligne. Ici il faut se poser des questions analogues pour distinguer et classer les intégrales doubles attachées aux surfaces algébriques, mais avec des difficultés nouvelles, spéciales et très grandes.
L'expression (14) ne perd rien de sa généralité en supposant R=:o; on peut même alors l'écrire
-^(l(T,jr,z)-±P(.r,y,z),
mais ce ne sera qu'une convention abréviative puisqu'il faudra, en effectuant les dérivations partielles, traiter z comme fonction de a: el y définie par (11).
Et, en cherchant si 'l>{x, y^ z) peut prendre la forme (14),
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il ne faudra pas oublier (jtte P, Q, K pourront avoir des infinis qui ne seront indiqués en rien par la forme de O.
Ainsi la formule (7), quand a„; est rationnel, donne des intéi,M-ales doubles (12), de construclion rationnelle, attachées à une surface (11) qui a alors pour é([ualion z- z=: f{x)f{y).
Gomme nous l'avons déjà dit, il y a, sous une telle intégrale double, un quotient de \ {x, y) par {x — a„j)^ qui, considéré comme elfeclué, peut ne conserver aucune trace du diviseur.
I^a difficulté soulignée est de beaucoup la plus redoutable dans le problème du dénombrement et de la classification des intégrales doubles algébriques.
D'ailleurs, ces questions renferment non seulement des difficultés, mais encore des propositions d'apparence paradoxale. Ainsi des quotients de \{x,y) par {x — oc,„)'peuvent non seulement perdre la ligne d'infini x = «„,, mais encore l'admettre pour ligne de zéros. C'est le cas du V(±, /) de (7) qui est divisible non seulement par (.r — a,,,)' mais par {x — a„j)^; il s'ensuit naturellement que le \ {x,y) de (10) esl divisible par {x — yy.
Ainsi, si l'on considère des formules de réduction entre intégrales de surface, revenant à des égalités entre intégrales (12) et (i3). il peut arriver non seulement que *t>{x,y,z) ne contienne pas des lignes d'infini contenues dans P,Q,R, mais que ces lignes d'infini soient lignes de zéros pour ^{x.y^z) .
Ce paradoxe, quand il existe, doit évidemment avoir quelque avantage ; les lignes d'infini de P,Q,R ne sont plus aussi profondément cachées puisqu'on peut les chercher parmi les lignes d'évanouissement de <I>.
Que de recherches s'imposeraient encore sur de tels points !
3. Résultats de M. E. Picard. — Nous n'avons point fait de citations, dans les trois derniers paragraphes, pour interrompre le moins possible des raisonnements délicats; en fait, les citations doivent renvoyer toutes aux Fonctions algébriques de deux variables indépendantes de M. Emile Picard qui, dans cet imposant Ouvrage, a d'ailleurs mentionné la part due à des elTorts venus de l'école italienne.
L'exposé des pages précédentes ne fait que représenter des résultats de M. Picard avec l'intention d'élémentariser le plus possible un sujet qui cependant ne peut l'être beaucoup.
C'est ainsi que nous avons rattaché les théorèmes d'échange à l'identité fondamentale (A) et essavé quelques comparaisons avec les problèmes géométriques du Chapitre II.
CAS l)i;8 SLHFACES ALGKUHly L Eï^.
Disons que nous venons d'essayer d'exciler l'intérêt en présentant comme curieuses, exceptionnelles ou même paradoxales des propriétés qui sont plutôt normales parmi les intégrales doubles algébriques que M. Picard dit être de seconde espèce. Le célèbre géomètre leur accorde une prédilection marquée et c'est cerlainetnenl sur celles-ci qu'il convient de concentrer le plus d'eflforts.
La question consistant à mettre C> sous la forme (14), qui peut paraître si simple au premier abord, tient la plus grande partie du Tome II des Fondions algébriques. Ce n'est donc pas dans le modeste et présent opuscule qu'il faudra l'étudier, mais j)eut-êlre y aurons-nous conduit quelques lecteurs nous avant d'abord suivi en des pages beaucoup plus élémentaires.
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